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Глава 1 

Линейные преобразования и матрицы 

Лннейные преобразования находят широкое применение 
при изучении свойств геометрических фигур. Вполне понятно, 
что, изучая свойства какой-либо фигуры, можно совершать 
только такие преобразования, которые не меняют интересую- 
щие нас ее свойства. Линейные преобразования вполне опре- 
деляются своими таблицами коэффициентов. Эти таблицы 
называют матрицами линейных преобразований. Матрицы 
служат очень удобным аппаратом для изучения линейных 
преобразований, а значит, и свойств геометрических фигур. 
Особенно удобно пользоваться матричным аппаратом для 
решения систем линейных уравнений и упрощения уравнений 
кривых и поверхностей второго порядка. Этому вопросу и по- 
священа глава I. 

$ 1. Линейные преобразования 
на плоскости 

Если каждой точке М плоскости Р поставлена в соот- 
ветствие определенная точка М’ той же плоскости, то гово- 
рят, что задано преобразование плоскости. 

Введем на плоскости Р прямоугольную систему коорди- 
нат. Тогда данное преобразование плоскости может быть 
представлено аналитически в виде 

x= $1 (х, у), ] 

y’ = 2 (х, у Ц 

где х, у— координаты точки М; х’, У’— координаты точки 
М’; а фи(х, И) и ф2(х, у) — однозначные жфункции перемен- 
НЫХ Х, Y. 

Если система (1) при любых х’, У’ имеет единственное ре- 
шение 

x= 91 (x’, у’), (1’) 

— Oe (х’, у’), 

где 04 (x’, y’) H +. (х’, у’) — однозначные функции переменных 
х’и и’, то соотношения (1”) тоже определяют преобразование 
плоскости. 

Преобразование (1”) называется обратным по отношению 
к преобразованию (1). Если преобразование (1) переводит 
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какую-либо точку М(х, у) в М’(х,, у’), то преобразование 
(1’) возвращает точку М’(х’, и’) в прежнее положение 

M (x, y). 
Из определения обратного преобразования следует, что 

не всякое преобразование имеет обратное, так как не вся- 

кая система вида (1) будет иметь единственное решение 

вида (1). 
Частным случаем преобразования плоскости является пре- 

образование, которое все точки плоскости оставляет на 
месте. Такое преобразование называется тождественным. 

Определение. Преобразование (1) плоскости назы- 
вается линейным, если фи(х, у) и ф2(х, у) — линейные функ- 
ции относительно переменных х, Y. 

Таким образом, линейное преобразование плоскости ана- 
литически представляется в виде 

Хх’ =анх - ау - в, 

Y’ = Ag, X + Age Y+ Op, 
где а11, Qi2, аз, @22, 61, 62 — некоторые числовые коэффи- 

циенты. 
Полагая 6; = 6. = 0, мы получим линейное преобразование 

плоскости 

Yy! = Ag X -+ Age yy, 
которое, как легко видеть, точку О (0, 0) оставляет на месте. 
Примером такого преобразования может служить поворот 
плоскости на угол а вокруг начала координат, когда коорди- 
наты точки преобразуются по формулам 

x’ = xcosa—ysina, | 

y =xsina+ ycosa. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только линейные пре- 
образования вида (2). Если определитель системы (2) 

A = Qyy Q19 

@21 @>2 
не равен нулю, то эта система имеет единственное решение 
относительно х, у (при любых х’, у’) 

xX = Oi x’ + by. у’, (2’) 

Yy — boy x’ + Doo y’. 

Преобразование (2”) также будет линейным. По отноше- 
нию к (2) преобразование (2”) является обратным. 

Определитель 

  

  

a a A — 11 12 

    Qo1 Age



называется определителем линейного преобразования (2). 
Очевидно, что определитель обратного преобразования отли- 
чен от нуля, так как система (2’) должна иметь единственное 
решение (2) при любых х, у. 

Пример. Дано линейное преобразование 

Хх’ = Зх + 29, 

y’ = 7x + Sy. 

Найти обратное преобразование. 
Решение. . 

    

  

x’ i р x’ 

9 ШК, и Ур 
“3 9. 9 = 5x — 2y’; у= эр =-“ + 3y’. 

765 75 

$ 2. Линейные преобразования в пространстве 

Если каждой точке М пространства поставлена в соот- 
ветствие определенная точка М” того же пространства, то 
говорят, что задано преобразование пространства. 

Выберем в пространстве прямоугольную систему коорди- 
нат. Тогда данное преобразование пространства может быть 
представлено аналитически в виде ° 

/ 

A = 4% (x, UE 2), 
/ 

Y= 92 (x, Y, 2); (3) 
2" = 3 (X, Y, 2), 

где фл (х, у, 2), ф2(х, и, 2), фз(х, у, 2) — однозначные функции. 
Если система (3) имеет единственное решение (при лю- 

Obix x’, y’, 2’) 

X= 91 (x%’, y’, 2’), 

у = 92 (x', y, 2’) (3°) 

z — Фз (х’, y’, 2’), 

то соотношения (3”) тоже определяют преобразование про- 
странства. Преобразование (3’) называется обратным по отно- 
шению к преобразованию (3). Если преобразование (3) пере- 
водит точку М (х, у, 2) в точку М’ (х', у’, 2’), то преобразование 
(3’) возвращает точку М’(х’, и’, 2’) в прежнее положение 
М (х, у, 2). 

Так как не всякая система (3) имеет единственное реше- 
ние при любых х/, и’, г’, то и не всякое преобразование (3) 
имеет обратное.



Определение. Преобразование (3) пространства на- 
зывается линейным, если фи (х, у, 2), ф2(х, и, г), фз(х, и, 2) — 
линейные функции относительно х, у, 2. 

Таким образом, линейное преобразование пространства 
определяется формулами 

x! = Ay X + Aye Y  аз2- Oy, | 

Y" = Aq) X + Ag Y + Ae3Z 6,, | 

2" = Ag, X + Age Y + Aggz + bs, 

rie diz, 6; (i, R=1, 2, 3) — некоторые числовые коэффициен- 
ты. Легко видеть, что линейное преобразование пространства 
плоскость преобразует в плоскость. 

Полагая 6, = 62 = фз = 0, получим линейное преобразова- 
ние пространства 

х’=анх - ау + Qy52, 

у’ =: ах - Aggy + AogZ, 

2’ = азаХ -|- аз»у -- азз2, 

которое оставляет на месте точку О (0, 0, 0). В дальнейшем 
будем рассматривать только такие линейные преобразования. 

Определитель 

(4) 

11 1. @1з 

А = |а21 а» Qos 

A31 @з2 @зз 

называется определителем линейного преобразования (4). 
Если А==0, то система (4) имеет единственное решение 

X = 0yX' Е бу" 6132, 

у = бах" - бу" Е биз, (4) 
2 = бах” -- бу” - 0552’. 

Соотношения (4’) определяют линейное преобразование, 0б- 
ратное по отношению к преобразованию (4). 

Пример. Дано линейное преобразование 

x’ =x-+ Qy4+ 2, 

y =2x+y+2, 

2z2=x+ 3y+2. 

Найти обратное преобразование. 
Решение. Найдем переменные х, у, 2 по формулам



121 x’ 21 

А= 211 =1; A,=|y 11) =—2x'+y' + 2 
] 1 2731 

x’ | 12x’ 

A,=|2y l]j=—x’ +2 A,=}] 21 y! |=5x'— y’—82’, 

1 2’ 1 
1 3 2! 

Тогда 

х = — 2x’ + y'4+2’, 
у у 

у=—х +2, 

z= 5x’ — y’ — 32’. 
Замечание. Если определитель линейного преобразования (плос- 

кости или пространства) отличен от нуля, то преобразование называется 
невырожденным; если же он равен нулю, то преобразование называется 
вырожденным. Вырожденное преобразование не имеет обратного. 

$ 3. Квадратные матрицы второго порядка 

Линейное преобразование плоскости (2) вполне опреде- 
ляется таблицей коэффициентов, которая называется квад- 
ратной матрицей второго порядка и обозначается 

а11 @12_ 11 12 
А = или А = 

Ao; оо Qo @ оо 
Числа а11, @а12, 421, 422 называются элементами матрицы А. 

Каждому линейному преобразованию плоскости соответст- 
вует квадратная матрица второго порядка и наоборот. 

Пусть вслед за линейным преобразованием плоскости (2) 
выполнено линейное преобразование 

х” == бах -- Ву", (5) 
y” = Dox’ + Dgoy’. 

Последовательное выполнение этих двух преобразований пе- 
реводит точку М(х, у) в точку М” (х”, у”), т. е. является но- 
вым преобразованием 

Хх” = сих - сиу, 
(6) 

у" = сах + Cool; 
которое снова будет линейным, в чем легко убедиться, под- 
ставляя в (5) значения для х’и у’ из соотношений (2): 

x” = 611 (а11х - а159) + 61-(а1 х + ау), 

у” = балах - алоу) + Б(ах - ау) 

Хх” = (билана -- Вло@л)х -- (Вилала + бла), | 

у” = (бал: + бах - (Бла + базазз)у. 
Преобразование (6) имеет матрицу 
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С11 С1о с (< =) 
Co1 Coo 

си = 04104; + O12Q013 с12 = биа12 + В2аэ: 

Co, = Бала + 622421; Coo = Баал + б22а2. 

Таким образом, матрицу С преобразования (6) можно 
найти по матрицам А и В преобразований (2) и (5) соответ- 
ственно. 

Преобразование, полученное в результате последователь- 
ного выполнения двух данных преобразований, называется их 
произведением. Операция, в результате которой по матрицам 
А и В данных линейных преобразований плоскости нахо- 
дится матрица произведения этих преобразований, называется 
умножением матриц. 

Две матрицы 

а1 а b,, 6 A=( 11 * \uB=( 11 “| 

Ao1 Ago Ber be. 

называются равными, если 

а = 6:1, а12 = 612, а» = бол, а22 = 62, 

где 

т. е. если равны элементы матриц, занимающие одинаковые 
места. 

В рассмотренном примере мы имеем: 

Сл С12 —_ 643011 | 61а: ба» tse) 

Баз: -- 6.21 Бал» -- 6.24.» /` 
(7) 

Cor Coe 

Умножение матрицы В на матрицу А выполняется по 
правилу «строка на столбец». Это означает, что при вычис- 
лении матрицы С=ВА для получения элемента Ci, (i, R=1, 2) 
матрицы С нужно составить сумму произведений элементов 
{-й строки матрицы В на соответствующие элементы 2-го 
столбца матрицы А. Таким образом, равенство (7) может 
быть коротко записано в виде 

С = ВА. 

Пример 1. Найти результат последовательного выполнения 
преобразований 

х’ = Зх + sa | x” an 

, И " ‚ , 
у = x-+ Sy у =2х — у. 

Решение. 

я (15). 8 (21) 
` é 
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1.3-+3.1 1.23.5 6 17 

c=BA=(5 3 4 2.2—1.5 } = 5—1 } 
Произведением данных преобразований будет преобразова- 

ние ве 179, 

y" =ox— У. 
Пример 2. Найти матрицы АВ и ВА, если 

A 3—1 В |. 

=\o 4] " ?=\o 5]. 
Решение. 

>!) 3) Cie тг» 

2 4 (5 5 \2.1+44.2 2-3)44-5 /— 
1 — 14 

= (о 14] 

| 5 3—1 ( . 3+ (—3)2 в, 
2 S/ \2 .)> 2.3-5.2 2(—1)+5 4 7 

( —3 —13 

16 18/ 

Последний пример показывает, что АВ = ВА, т.е. при умно- 
жении квадратных матриц второго порядка переместительный 
закон не имеет места. 

Отсюда следует, что результат последовательного выпол- 
нения двух линейных преобразований плоскости зависит от 
порядка, в котором выполняются эти преобразования. 

Ав = 

вА= | 

$4. Квадратные матрицы третьего порядка 

Линейное преобразование (4) вполне определяется таб- 
лицей коэффициентов, которая называется квадратной мат- 
рицей третьего порядка и обозначается 

  

    

Ay, Ayo Ay, @11 @12 @1з 

А =| ал а аз HH =A =|} Aq) Ago Qos || 

@з1 @з2 @зз @з1 @з2 @зз 

Числа ак (Г Е = 1,2, 3) называются элементами матрицы А. 
Каждому линейному преобразованию пространства соответст- 
вует квадратная матрица третьего порядка и наоборот. 
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Две квадратные матрицы третьего порядка 
11 @12 Aig by, Oye Ors 

А = | ал а». аз | и В=| 65: 6. 6.3 

@з1 @з> @зз 6:1 6:2 6зз 

считаются равными, если 
в = бк (Е = 1,2, 3), 

т. е. если равны элементы матриц, занимающие одинаковые 
места, 

Пусть вслед за линейным преобразованием пространства 
(4) с матрицей 

| 11 @1> @1з 

А =| а: а» аз 

Qs, Ago Ags 
выполнено линейное преобразование 

x” = DyyX! + б12у'- 6132, 

у’ = бах" + Dey’ - Bose’, (8) 
2” = bx’ + Ogoy’ + Og52’ 

с матрицей 

by; Oy, bys 

B= Dar Oo» 6.3 

bs, (р 6зз 

Последовательное выполнение этих двух преобразований пе- 
реводит точку М (&х, ы, =) в точку М” (х”, у”, =”), т. е. является 
новым преобразованием 

Хх” = сих - с1зу + C152, 

у = сах - С.И - Соз2, (9) 
2” = Сях - Сз2И -| Сзз2, 

которое снова будет линейным, в чем легко убедиться, под- 
ставляя в (8) значения для х’, y’, г’ из соотношений (4). 
Элементы матрицы С линейного преобразования (9) выра- 
жаются через элементы матриц А ин В следующим образом: 

блал1 + 6121 -- блзаз1 бл» -- 6124» + O13052 

С = | бал: - ба», + база бал» -- 6.24» - 23032 

651411 + бз2а1 + бзз@з1 балл» -Н бз2@2> -- бзчзо 

баз -- 612@2з + 61з@зз 

баз -- 652@2з -Е боз@зз 

Bg1Q13 + бз›Азз -- бзз@зз 
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Операция, в результате которой по матрицам А и В дан- 
ных линейных преобразований пространства находится мат- 
рица С произведения этих преобразований, называется умно- 
жением квадратных матриц третьего порядка. 

Матрица С равна произведению матрицы В на матри- 

цу А 
С = ВА. 

Умножение матрицы В на матрицу А, как и в случае умно- 
жения квадратных матриц, выполняется по правилу «строка 
на столбец». 

Пример 1. Найти результат последовательного выполнения 
преобразований 

Хх’ = 2х —Зи- 92, 

у = y + 42, 
z’ = 2x-+ 2Qy + 32 

Решение. 

2—30 3 1 —2 
,-(‹ 14 |, ,-[з: 1 |. 

2 23 40 5 

3.2+1.0—2.2 3(—3)-+1.1—2.2 3.5+1.4—2.3 
с-вл- ( (— }- 

(— 

x" = 3x’ + y’ — 22’, 
И у” = 2x’ + 3y’ + 2’, 

2” = 4x’ + 52’. | 

  

2-243-041-2 2(—3)+3-141-2 2-543-441-3 
4.24.0-0+5-2 4(—3)-+0-145-2 4.540-445-3 

2 —12 13 

=| 6 — 125 |. 

18 — 2 35 

Произведением данных преобразований будет преобразование 

x” = 2х — 12у- 132, 

у’ = 6x— y+ 25z, 

2” = 18x— 2y-+ 352. 

Пример 2. Найти произведение матрицы А на матрицу В, 
где А и В — матрицы примера 1. 

Решение. 

ож 2-1—3 3-5.0 а 

АВ = — 

  

0.3--1.244.4 0.1--1.3--4.0 0-(—2)41-14+4-5 
2.3+2.2--3.4 2.1+2.3--3.0 2.(—9)-+2.1+3.5 

20 —7 18 

-(* 3 21 } 

22 8 13



Приведенный пример показывает, что АВ == ВА, т. е. для ум- 

ножения квадратных матриц третьего порядка переместительный 
закон не имеет места. 

Отсюда следует, что результат последовательного выпол- 

нения двух линейных преобразований пространства зависит 

от порядка, в котором эти преобразования выполняются. 

$ 5. Основные действия над матрицами 

До сих пор мы рассматривали только квадратные матри- 
цы второго и третьего порядков, элементами которых служи- 
ли числа. Дадим теперь более широкое определение матрицы. 

Определение. Матрицей называется прямоугольная 
таблица элементов, состоящая из т строк и п столбцов. Эле- 
ментами матрицы могут служить числа или же функции. 

Матрица называется прямоугольной, если число ее строк не 
равно числу столбцов (т = п). Например, 

A 3 1 *) 

— \456/ 

Если же т = п, то матрица называется квадратной. Число 
строк квадратной матрицы называется порядком этой мат- 
рицы. 

Матрицы А и В считаются равными, если они имеют оди- 
наковое число строк и столбцов и если при этом элементы 
матриц А и В, расположенные на одинаковых местах, равны 
между собой. Например, если 

A [5 оз В oe 

— \5 03)" ~\5 23! 
то матрицы А и В равны, что записывают так: А = В. 

К основным действиям над матрицами относятся умноже- 
ние и сложение матриц и умножение матрицы на число. 

Умножение квадратных матриц второго и третьего поряд- 
ков мы рассмотрели в $ Зи 4. Аналогично выполняется умно- 
жение квадратных матриц любого порядка. 

Умножение прямоугольных матриц возможно, если число 
столбцов первого сомножителя равно числу строк второго; 
в этом случае их произведение находится по правилу «стро- 
ка на столбец». Поясним сказанное примером. 

Пусть требуется умножить матрицу А на матрицу В, 
где 

3 
2 3—1 

А= (3 | , ) a B= . 
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Такое умножение возможно, так как число столбцов матрицы 

А равно числу строк матрицы В. Выполняя умножение по 

правилу «строка на столбец», получим 

р С (in) 
(3 3c 1244] 15 / 

Произведение же ВА в этом случае лишено смысла, так как 
число столбцов матрицы В не равно числу строк матрицы А. 
Уже из этого примера следует, что для умножения прямо- 
угольных матриц переместительный закон не выполняется. 

Можно показать, что сочетательный закон умножения вы- 
полняется как для квадратных, так и для прямоугольных 
матриц, т. е. имеет место равенство (АВ)С = А(ВС). 

Определим теперь сложение матриц. 
Определение. Суммой двух матриц А и В, у которых 

число строк и число столбцов матрицы А соответственно 
равны числу строк и числу столбцов матрицы В, называется 
такая третья матрица С, элементы которой получаются сло- 
жением соответствующих элементов матриц А и В. 

Пример. Найти сумму матриц А и В, если 

(2 —4 5) я (312) 
~\3 16)" 7 ~\423/)' 

Решение. 

я ол: (2—1 5) (31 [8—3 7) 
ТВ =|3 16/ т 493 | =|7 39/1’ 

Легко видеть, что если сумма матриц А и В имеет смысл, 
TO 

A+B=B+A. 

Определим, наконец, умножение матрицы на число. 
Определение. Произведением матрицы А на число Е 

называется матрица КА, элементы которой равны соответст- 
вующим элементам матрицы А, умноженным на число Е: 

b ( @11 @12 me | — (a Ray, | 

@21 Age Aog A Rg, ROg2 RA3/ 

Легко показать, что 

(RA)B = A(RB) = R(AB) 

и что 

#(1А) = (ВД А, 
где Ки [ — числа, а Аи В — матрицы.



$ 6. Теорема об умножении определителей 

Определитель, составленный из тех же элементов, что 
и квадратная матрица (и расположенных в том же порядке), 
называется определителем этой матрицы. 

Определитель матрицы А мы будем обозначать символом | А |. 
Теорема. Определитель произведения двух матриц ра- 

вен произведению определителей этих матриц. 
Докажем эту теорему для матриц второго порядка. 

  

  

Пусть 

11 Ayo Oy O15 
A= и В = 

421 Aoo 6.1 6 

Тогда 

41043 + Ayo, Ay1012 +: Ayoboe 
AB = , 

аб + @22бэ1 AerO1. + A205 

Вычислим произведение определителей |А|]и |В|: 

11 Ayo 
| A| ty, Oop 11499 12491 

61 612 
| В| — b.. = 611 бо — 612021; 

21 Оо     
| A | | B| = (а114>› — Ay 0Mo1) (61165. — 61261) = 11422611022 — 

— 12401611625 — алзао2б1бо1 -- @12а1 61 бол. 

Теперь вычислим определитель | АВ |: 

|AB| = 31041 + Ayoboy 112 + AyD oe 

азлб11 -- AgeD—1 Aa Dy2 + AgoDo0 

= (011041 +04 9021) (Ge1912+ 422022) — (A110 12+ G12 29) (21911 +4220 21) = 

= 04104191012 + Aybo1dorO12 + 11041422009 + 12921992022 — 

— 04104991041 — Ay 2099091011 — 4104 999001 — A120 92022021 = 

= 0116410 99099 — G19091011092 — 0410124 99b91 + A120 21421919. 

  

Отсюда следует, что | АВ | =|А|.-|В|. 

В случае квадратных матриц третьего порядка теорема 
об умножении определителей доказывается аналогично. 

$ 7. Обратная матрица 

Квадратная матрица называется вырожденной, если ее 
определитель равен нулю. Если же определитель матрицы не 
равен нулю, то матрица называется невырожденной. Соответ- 
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ственно своим матрицам называются и линейные преобразо- 
вания. 

Из & 6 следует, что произведение матриц, хотя бы одна 
2 из которых вырожденная, будет вырожденной матрицей. Про- 
изведение же любых невырожденных матриц будет невырож- 

денной матрицей. 
Рассмотрим тождественное преобразование пространства 

x’ =X, 

y =Y, (10) 
z’=2, 

которое все точки пространства оставляет на месте. Преобра- 
зованию (10) соответствует матрица 

100 

Е = 0101} 
001 

которая называется единичной. 
Легко видеть, что единичная матрица Е перестановочна 

с любой матрицей данного порядка, т. е. 

AE = EA. 
Введем в рассмотрение обратную матрицу А-", т. е. такую, 

что 
А-'А = АА-! = Е. 

Ясно, что вырожденная матрица не имеет обратной. В самом 
деле, если матрица А вырожденная, то | А| = 0 и, следовательно 

АВ == Е 
для любой матрицы В, так как 

|A|-|B|=0, a | Е] = 1. 

Пусть дана матрица 

@11 @12 @1з 

. A =| Aqy Age Ags 

Q31 Azo Ass 

Матрица, полученная из матрицы А заменой строк столбца- 
ми, называется транспонированной к матрице А; мы будем 
обозначать ее 4’. Таким образом, 

@11 Ag @31 

A’ =| Gy. Age Age 

Q13 Ags Ags 
Составим матрицу А*, элементами которой являются 

алгебраические дополнения к соответствующим элементам 
матрицы А”, 
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Ay Aa Аза 

А* = Axe Ags Ase ’ 

Aj3 Ags Азз 

где А; есть алгебраическое дополнение к элементу ак опре- 
делителя 

@11 Qo, Agi 

| A’ | = | Qe Age аз» |. (11) 

@1з @2з @зз 

Составленная таким образом матрица А* называется присое- 
диненной (или взаимной) матрицей к матрице A. 

Найдем произведения АД* и А*А. Легко видеть, что 

а11 @12 @1з\ /А11 А Аза 400 100 

АА*—=| аз а.. аз || А:. А» Аз. | =|040]=а|1010]=аЕ, 

31 G32 As3 / \Ay3 Ags Ass. 00d 001, 

Ay, Agi Agi\ (G11 Q1g а1з d00 100 

A*A=| Ay,p Ago Age || Goi Aeg Ag, | =| 90 d 0} =d| 0 1 O |=dE, 

Ayx Ags Agg/ \ 31 Age A33 00d 001, 

где 4 есть значение определителя (11). 
Действительно, умножая 1-ю строку матрицы А на 1-й 

столбец матрицы А*, мы получим разложение определителя 
(11) по Г-й строке. Умножая же {-ю строку матрицы 4* на 
[-й столбец матрицы А, мы получим разложение определите- 
ля (11) по {-му столбцу. Во всех остальных случаях будет 
получена сумма произведений элементов некоторого ряда 
определителя (11) на алгебраические дополнения параллель- 
ного ряда, которая, как известно, равна нулю. 

Таким образом, доказано, что АА*= А*А = dE. 
Теперь покажем, что для каждой невырожденной матри- 

цы существует обратная матрица, и найдем ее вид. 
Пусть А — невырожденная матрица, а А* — матрица, при- 

соединенная к матрице А. Разделив все члены присоединенной 
матрицы А* на 4, где 4 есть значение определителя матри- 
цы А, получим матрицу 

  

  

  

An As Asi 
аа а 

B= + Ae —| Artz Ave Ass (12) d аа а 
Азз Азз Азз 
аа а 

Легко показать, что матрица (12) является обратной по отно- 
шению к матрице 

18



11 Ayo @1з 

А=| а»: а. 23 

@з1 @з2 Ags 

Действительно, 

АВ = Ар А") = 7 (AA*) = 

1 1 1 ВА = (=r A*)A = — (A*A) =— (dE) = E. 

1 
Итак, матрица В = —- А* является обратной к матрице A, 

а. 

т.е. если 

11 @12 @1з 

A =| Go, Age Aggy 

@з1 Ago Agg 

есть невырожденная матрица, то обратной к ней будет мат- 
рица 

] —1 Дж А 7 А*. 

Из теоремы об умножении определителей следует, что опреде- 

литель матрицы А-! равен ГА. Действительно, так как 

AA“! = E, 

TO 

|A||A~"|= | E]. 
Но |Е| = 1; следовательно, | А||А-!| = 1, откуда 

] 
A“'| = —. JA = 

Таким образом, обратная матрица А-! будет также невырож- 
денной. 

Так как А-'А = Е, то матрица А будет перестановочна с 
обратной матрицей А-". 

Аналогично определяется и находится обратная матрица для 
невырожденной квадратной матрицы второго порядка. 

Пример. Дана матрица (см. пример $ 2) 

121 

A={21 1 

131 
Найти обратную матрицу.



Решение. Запишем транспонированную к А матрицу А": 
121 

A’ =|2 1 3}. 

111 

Найдем присоединенную к А матрицу Д*: 

—2 1 1 

А* =| —1 0 1 }. 

о —1 —3 

Вычислим значение определителя & матрицы А: 

121 

211 

131 

91 1 
A = 1 wer ae (a 0 } 

Да 
о —1 —3 

а = =1-+2-+6—1—3—4=1. 

    
Тогда 

8 8. Применение матриц к решению систем 
линейных уравнений 

Рассмотрим систему трех линейных уравнений с тремя не- 
известными 

(13) а 1х1 - ах + @озх: = 6», 

аз1Х1 -- за» -- аззХз = 63. 
Используя умножение прямоугольных матриц, систему (13) мож- 
но записать в матричной форме 

АХ = В, 

11 @12 @1з xy by 

A = Qo Qoo Qo3 ’ Х — Xo И В — 6. . 

@з1 Azo Ags Хз bs 

Пусть матрица А — невырожденная. Тогда она имеет обратную 
матрицу А-!. Умножая обе части равенства АХ = В слева на 
матрицу А-!, получим 

А-! (АХ) = АРВ, 

а11Х1 + а12Хо + а1зХз = б1, 

где 

откуда 

X — А-В, 
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так как 

А-ЦАХ) = (А-А)Х = EX =X. 

Произведение А-В есть матрица, состоящая из одного столбца, 
элементами которого являются неизвестные хи, хо, Хз. То, что 

полученные значения неизвестных действительно являются ре- 

шением системы, легко проверить, подставляя Х = А-В в урав- 
нение АХ = В: 

A(A—!B) = (AA—)B = EB = B. 

Пример 1. Решить систему уравнений 

x+2y— z= 8, 

2x— yt z=—3, | 

8x-+ y—2z= ИП. 

Решение. Запишем данную систему уравнений в матрич- 
ной форме 

1 2—1\ /x 8 | — (+ (=) 
3 1—2/\2 ‚11 

12—11 x 8 

a-(2 —1 ‚}х- (+) *з-[-3) 

3 1—2 2 11 

Найдем матрицу А": 

1 2—1 

2—1 1 

3 1—2 

Ay Ag Ag ] 3 ] 

A* = Ay А Aso — 7 | —3 . 

Ay; Ags Азз 55 —5 / 

Здесь 

а=|А| = =2—24+6—3—1+8=10, 
  

  

Теперь найдем матрицу Х: 

| [38 We 8 gs — 9 +11 
X =A-'B, X =79(71 —3]{ —3]=—{ 56 — 3 — 33 }= 

55 —5/\ 11 40 —15 —55 
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, 10 ] 

=F 20 | = 2 |. 

—30 —3 
Таким образом, матрица 

] 

Х = 2 

—3 

является решением системы, откуда следует, что 

Хх = l, И = 2, с = —3. 

Пример 2. Решить систему уравнений 

х — Зи - 22 = — 3, 

2х -- jase 3, | 

ox + 2y+ z= 4. 

Решение. Запишем данную систему уравнений в матрич- 
ной форме: 

1—3 2 x — 3 (NG) 3 2 | 2 4 
ИЛИ 

АХ = В, 
где 

1—3 2 х` ‘— 3 

a-(: 1 =) x=(4] и в- ( =) 

3 2 ] 2 \ os 4 

Тогда 

Х = АВ. 

Найдем матрицу А-!: 

1—3 2 

d=/2 1-—3|=1+8+ 27 —6-+ 6-6 = 42, 

32 1     
Ay Ag Asi 7 77 

А* — Aye Ago Ase = —1] — 5 7 ’ 

As Aes Ags 1 —11 7 

7 77 
_;_ | ol __ —__ 

А в 1] 5 ") 

1 —117 
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7 77 — 3 — 84 —2 

3 X= А-В = —11 — 657 —13 =5 126 | = 

1 —117 4 168 4 

Матрица —2 

Х = 3 

4 

и является решением системы, откуда следует, что 

х=—2, у=зЗ, 2=4. 

8 9. Ортогональные преобразования 

Рассмотрим для определенности трехмерный случай. Линей- 
ное преобразование, переводящее точку М(хи, хо, хз) в точку 
Ма(, ць, из), определяется формулами 

Yx = AyyXy + 412Х. -- ал1зх», 

Yo = AgyXy 1+ AgoXe + оз, (14) 

Уз = азах! -- аз2Х, -Е аззз 

и имеет матрицу третьего порядка 

(Gy, Aye yy 

А =| а» а». а». |. (15) 

Q31 A320 Ags 

Линейное преобразование (14) пространства можно рассмат- 
ривать как линейное преобразование векторов в пространстве. 
Действительно, пусть линейное преобразование пространства 
задано формулами (14). Легко проверить, что оно перево- 
дит форму с постоянными коэффициентами А; (1 = 1, 2, 3, 4) 

Ах; + Алхо + Азхз + А. 

называемую линейной формой, в линейную форму 

Byy; + Boys + Bays + Aa, 

а это значит, что преобразование (14) плоскость переводит 
в плоскость, пересекающиеся плоскости — в пересекающиеся 
плоскости, прямые — в прямые. 

Пусть теперь дан вектор ММ, rae M (x,, x’, x,,)u N(x), 2%: =, Хз). 
По формулам (14) точки М и М преобразуются в точки М; (и\, и, , и.) 
и №, (у, Ys, и.), координаты которых находятся по формулам: 

У, = а11х, -- ах, -- алзх,, у, = ах, -- а1ох, - 13%, | 

у. = ах, +: AggX, + AgsX,, у, = ах, - 4х. т @ззХь, | 

Уз = @зах, -- азох, -- аззх., у, = ах, + @з2*, 1 @ззх 5. 
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Следовательно, вектор 

ММ {м —х, хх, *;—x, } 

преобразуется в вектор 

ММ {у — у, у, — У», У — Уз }, 
причем 

у — Yy = Ay(x, — x) + Aye(x, — x.) + Ayg(x, — x3), 

у, — у. = а1(х, —х') + а2(х, —х,) + аз (х, — х.), (16) 

уз — И. = Agy(X, — X,) + аз2(х, — х,) + азз(х, —х,), 

т. е. координаты векторов преобразуются по тем же форму- 
лам (14), что и координаты точек. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только такие 
линейные преобразования пространства в себя, которые со- 
храняют расстояние между двумя точками. Такие линейные 
преобразования называются ортогональными. Ортогональные 
преобразования сохраняют и углы между прямыми, так как 
переводят любой треугольник в равный ему треугольник. 

Найдем те условия, которые требуется наложить на эле- 
менты матрицы (15), чтобы линейное преобразование было 
ортогональным. 

По формулам (16) единичные векторы координатных осей 
т, ], Е переходят соответственно в векторы 

UY = Ayb + Ay J аз, 

J” = Ayyb +- а] -- азов, (17) 
К’ = 413 +- аз] +- аззЮ. 

Проверим справедливость приведенных формул. Единичный век- 
тор # имеет координаты {1, 0, 0]. Пусть вектор Г имеет ко- 

ординаты {1,, #, [.|. Пользуясь формулами (16), получим: 

[; =а11 * | - ао : О аз - О =ал1, 

и =а . 1 а» - О а -0 = аз, 
‚т 

® 

[: = аз: - 1 + @з› - О-- азз . 0 = аз. 

Таким образом, вектор # { 1, 0, 0 } переходит в вектор #’[а11, а21, аз1}. 
Аналогично можно показать, что вектор ]{0, 1, 0} переходит 
в вектор /” [ 412, Qoo, аз! и вектор Ё [0, 0, |} переходит в век- 

TOP R’ { а1з, азз, 53}. 
Так как мы рассматриваем ортогональное преобразование, 

то векторы J’, J’ HR’ должны быть единичными и попарно 
ортогональными. Эти требования налагают на элементы мат- 
рицы шесть условий: 
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ра, аа? =1, | 

Jj =, + а», + аз. = 1, 

к’К’ =a), + а,, + аз, == |, | 

ГР.’ = анал» - алла» -- азлаз» = 0, 

ГЕ’ = ал1алз + а1@з + 31033 = 9, 

ЛЕ’ = ага1з + аа»: -- аз»азз = 0. 

Совокупность равенств (18) запишем в виде одного мат- 
ричного равенства 

(18) 

/ , 
@11 @›1 @з1\ /@11 @12 Ayg 100 

Ay. As, Age | | а», а» а» | =| 9010]. (19) 

Q13 Ae3 A33/ \@з1 Age Aggy 001 

Можно показать и обратное, а именно: если удовлетворяется 
равенство (19), то линейное преобразование (14) будет орто- 
гональным. 

Итак, для того чтобы линейное преобразование (14) было 
ортогональным, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
равенство (19). 

Условие (19) можно записать в виде 

А’А =Е, (20) 
где А’— матрица, транспонированная к матрице А. Из ра- 
венства (20) следует, что 

А’ = A-, | (21) 

где А-! — матрица, обратная матрице А. 

Матрица, удовлетворяющая условию (91), называется орто- 
гональной. Иными словами, ортогональной матрицей называется 
такая матрица А, что транспонированная к ней матрица A’ 
совпадает с обратной матрицей А-". 

Таким образом, в декартовой системе координат ортого- 
нальному преобразованию соответствует ортогональная мат- 
рица, и обратно, ортогональная матрица определяет ортого- 
нальное преобразование. 

Ортогональное преобразование плоскости в себя опреде- 
ляется аналогично. Для того чтобы преобразование плоскости 
в себя было ортогональным, необходимо и достаточно, чтобы 
матрица этого преобразования была ортогональной. 

Пример 1. Проверить, что преобразование 

x =x'cosa—y’ sina, 

y = x’ sina + y’ cosz 

является ортогональным. 
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Решение. 

cosa sinz \ ;cosa2 —sin с) 
—sina cose (sin a cosa/ 

= ( cos? 2 -+ sin? a —cos2sina TSIM a COS a) _ ne Е 
~ \—sinacos2-+ cosa: sina sin? a + cos?a! ~~ " 

Так как условие (20) выполнено, то данное : реобразование 
является ортогональным. 

Пример 2. Проверить, что пре разоваие 
| 2 

у: — + = a 

2 
Yo = a tb Xp + = x3, | 

5 | 

= | 
) 

| 
yg = yp 1 Be 

является ортогональным. 
Решение. Проверим выполнение условия (20). Найдем 

произведение А’Д: 

  

12 2 1 2 2 

зз 33 з 3 
, 2 1 2 2 | 2} _ 

А’А=| 3-3 |3 з 3|= 
2 2 1 2 2 1 

3—3 3 3—3 
12 2 1 2-2 900 100 

—~+t/ 21 ~2).4f2 1 2)=+]/090)=101 0]. 
3 3 9 

22 —1 2—0 —1 009 001 

Следовательно, данное преобразование является ортого- 
нальным. 

$ 10. Собственные векторы и собственные значения 

Рассмотрим линейное преобразование (14). Векторы 
Хх [х1, хо, хз| и УИ, У», Уз! будем записывать в виде матриц: 

xy У1 

х=| № иу=| у 

Хз Уз 

Тогда формулы (14) можно записать в матричной форме 

у = Ах, | (22) 

где А — матрица преобразования (14). 
Если данное линейное преобразование переводит некото- 

рый ненулевой вектор @ в параллельный вектор Аа, то век- 
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тор @ называется собственным вектором этого линейного 
преобразования, а число Х — собственным значением этого 
преобразования. 

Чтобы вектор х был собственным вектором линейного 
преобразования (14), должно выполняться условие 

у=Ах, т. е. Ах = Ах, 

которое в развернутом виде запишется так: 

а11Х1 -- @12хо -- @1зХ; = ^ Ху, 

а1х1 -- ах. -- аэзХз =: Xo, 

аз1Х1 -- @з»Х» -- аззХз == ^ Хз 
ИЛИ 

(411 — ^)х! - а12х, - а1зхз = 0, | 

ах + (а — ^)х» -- а»зхз = 0, | (23) 

азлХ1 -- аз»ха Е (@зз — A) хз = 0: 
Необходимым и достаточным условием того, что преобразо- 
вание (14) будет иметь собственный вектор, является равенст- 
во нулю определителя однородной системы (23), т. е. 

а: —^ Aye Ц 1з 

Qe) Qs, —h = Arg = 0. (24) 

Qs Я 32 азз — A 

Уравнение (24) называется характеристическим уравне- 
нием матрицы А, а корни его — характеристическими корнями 
матрицы А (или собственными значениями матрицы А). Ве- 
щественные собственные значения матрицы А и являются 
собственными значениями данного линейного преобразования. 

Найдя из уравнения (24) какое-нибудь собственное зна- 
чение А данного линейного преобразования (14), мы можем 
затем найти соответствующий ему собственный вектор, решив 
систему (23). 

Для линейного преобразования плоскости собственные 
векторы и собственные значения определяются аналогично. 

Пример 1. Найти собственные векторы линейного преоб- 
разования с матрицей 

7—2 0 

А=|—2 6—2 

0—2 5 
7 

Решение. Составим характеристическое уравнение мат- 
рицы А 

7—h —2 0 

—2 6— i —2 = 0 

0 —2 5— 

27



ИЛИ 
3 — 1812 +99^— 162=0. 

Подбором находим, что А! = 3 является корнем этого уравне- 
ния. Тогда 

^3— 1842 -+ 994, — 162 = (A — 3) (A2— 1544 54) = 0. 

Решая квадратное уравнение 

А2— 15А + 54 = 0, 

находим еще два корня: А2= би А: = 9. 
Найдем собственный вектор, соответствующий собствен- 

ному значению ^,=3. Подставляя А\и=3 в систему (23), по- 
лучим 

(7 — 3)x, — 2x, + 0 ° Xs = 0, 

—2x, + (6 — 3)x, — 2x, = 0, 

0 - x, — 2x, + (5—3) x, = 0 

ИЛИ 

4x, — 2x, = 0, 

—2x, + 3x, —2x, = 0, (25) 

—2x, + 2x, = 0. 

Из первого и третьего уравнений системы (25) следует, что 

Х2 = 2х, Хо = Хз. 

Полагая х,! = А, где А — произвольное число, отличное от нуля, 
получим 

Хх = К, хо= 28, хз= 24. 

Таким образом, собственному значению /^1= 3 соответствует 
собственный вектор 

х,, [Ё, 2k, 2k}. 
Аналогично найдем, что собственными векторами, соот- 

ветствующими собственным значениям А2= 6 и А:= 9, будут 
векторы 

x, (2k, k, —2k) 

x), {—2k, 2k, —k}. 

Из рассматриваемого примера видно, что собственный 
вектор линейного преобразования определяется не однознач- 
но, а с точностью до коэффициента А (коэффициента растя- 
жения). 
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Полагая в приведенном примере А = |, получим собствен- 
ные векторы 

xX), | 1, 2, 2}, X, (2, I, —2 } И Xx, { —2, 2, —1 }. 

Задача о нахождении собственных векторов линейного 
преобразования плоскости решается аналогично. 

Пример 2. Найти собственные значения и собственные век- 
торы матрицы 

1-1) =во 

Решение. Составим характеристическое уравнение мат- 
рицы и найдем его корни: 

5 4 

5 а 0 
ПИЛИ 

^2— 5%, — 14 = 0. 
Корни ^1=7 и А2= —2 этого уравнения являются собст- 

венными значениями матрицы ДА. 
Найдем собственный вектор матрицы А, соответствующий 

собственному значению А! = 7, решая систему уравнений 

(ay, — 4) X + а12х, =0, | 
26 

ах -- (а — №)х, = 0 (20) 
при А = 7. 

Подставляя значение А =7 в (26), получим для данной 
матрицы систему 

—4x,-+ 4x, = 0, 

5x, — 5x, = 0, 

откуда следует, что х, =х.. Tlonaran x, = 1, Haxogum co6crT- 
BeHHBIA BeEKTOP Q),{ 1,1}. 

Аналогично найдем, что собственному значению h, = —2 соот- 
ветствует собственный вектор @),{4, —5}. 

$ 11. Линейные преобразования 
с симметрическими матрицами 

Симметрической матрицей называется такая матрица, ко- 
торая совпадает со своей транспонированной. Поэтому, если 
А — симметрическая матрица, то 

А = А” или Ain = Ani. 

Докажем, что все собственные значения симметрической 
матрицы второго порядка являются действительными чис- 
лами. 
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Пусть дана симметричсская матрица второго порядка 

1: Ayo А } 
Ayo Age 

Составим ее характеристическое уравнение 

111 —^ Ajo 
= 0 

    412 а: — 
ИЛИ 

` о . 2 
^2 — (@11 -- а22) ^ + а; 122 —а,. = 0. 

Покажем, что дискриминант О) этого квадратного уравнения 
не может быть отрицательным. Действительно, 

D = (ан, + а,›)* — 4 (ала»› — а, .) -- (а, — а,.)? + 4а,,. (27) 

Так как сумма двух неотрицательных чисел не может быть 
отрицательным числом, то характеристическое уравнение мат- 
рицы А имеет только действительные корни. 

Линейное преобразование с симметрической матрицей на- 
зывается симметрическим линейным преобразованием. Сим- 
метрическое линейное преобразование плоскости имеет пару 
собственных векторов, которые перпендикулярны друг к дру- 
гу. Направления этих векторов называются главными. 

Координаты собственного вектора, соответствующего соб- 
ственному значению А матрицы А, удовлетворяют системе 

(411 — ^) х, - алх, = 0, | (28) 

Ay2X1 + (Gyq —) x, = 0, | , 

re X; H X2— координаты собственного вектора матрицы А. 
Представим систему (28) следующим образом: 

^х, = AyyXy + AyoXo, | 

A Xq = AyoXy + AgoXg. 

Пусть А! = А, @ [д m,} HW @,{l,, m,} —COOCTBeHHbIe векто- 
ры, соответствующие собственным значениям A, H Ag. 

Тогда из системы (29) следуют равенства 

м = а: | арт, 

Ay my, = а1о[1 + QgolMN;. 

Умножая первое из равенств (30) на [, а второе — на т. 
и складывая, получим 

hy (Ayla + mymg) = ал 111 + ал» (т, + т.) + азтат,. (31) 

Меняя ролями а)! и @›., совершенно аналогично находим 

12 (1 + т.т;) = ав + ал» (т, + Пт.) + азтьт,. (32) 

(29) 

(30) 
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Вычитая из равенства (31) равенство (32), будем иметь 

(Ay — Ag) (Lyle + т.т.) == 0. 

Так как 4,—/, #0, To 

Eylo+ ШТ То = 0, 

а это и означает, что векторы @», { 11, т} и а), [№, т} взаим- 
но перпендикулярны. 

Пусть теперь А, = А2. Тогда дискриминант (27) равен ну- 
лю, откуда следует, что 

а1= 422 И а12= 0. 

Матрица преобразования в этом случае примет вид 
11 0 

А = , 
0 As 

а преобразование запишется так: 

Yy = Qy%}; 
(33) 

Уз — @22Х.. 

В таком случае 
ри а11 | 422 Ay + ayy 

то би 

н, следовательно, 

У1 = ^Х,, 
. (34) 

Yo = A Xo. 

Преобразование (34) является преобразованием подобия. При 
таком преобразовании любой вектор окажется собственным 
вектором с собственным значением А, значит, любая пара не- 
нулевых взаимно перпендикулярных векторов будет парой 
собственных взаимно перпендикулярных векторов. 

Все собственные значення матрицы симметрического ли- 
нейного преобразования пространства также действительные 
числа. Можно доказать, что симметрические линейные преоб- 
разования пространства имеют три попарно перпендикуляр- 
ных собственных вектора, направления которых называются 
главными. На доказательстве последних утверждений мы не 
останавливаемся. 

$ 12. Приведение к диагональному виду матрицы 
симметрического линейного преобразования в пространстве 

Пусть в некоторой системе координат Охи:хохз симметри- 
ческое линейное преобразование в пространстве определяется 
формулами 
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у1 = ах, -- 412%» - а1зХз, 

Yo = аз1Х1 - а»Хо -- @ззХз, | (35) 

Уз = @з1Х, -- аз»Х» -- @ззх3. 

Преобразование (35) переводит точку М(хи, хз, Хз) в точку 
М’ (ут, у, уз). Если теперь перейти к новой системе координат 
в пространстве, то координаты точек М и М’ изменятся, а ли- 
нейное преобразование будет определяться новой матрицей. 

Найдем вид матрицы симметрического преобразования, 
если новая система координат выбрана так, что направления 
новых осей являются главными. 

Обозначим единичные векторы главных направлений Г’, J’, Rk’. 
Примем эти векторы за координатные орты новой системы коор- 
динат Ох, х.х. и найдем матрицу данного преобразования в этой 
системе. 

Пусть искомое линейное преобразование будет 

y, =a,,X,+a,, x, + Ay, X35, 

Yo = Ay, %, + а, х. + A235 X53, (36) 

уз =а: х, На. х., + а,:х.. 

Так как 

а преобразование переводит {в ^, # с координатами 

МР (у, =, у, =0, у. =0}, 

то из (36) следует 

и =а, 1 а, О-а,, . 
О =а., - 1 а», . О-а-, - 

0=a,,-l+a,,-0+4a,, - 

Из (37) находим: 

ат, =), as, = 0, as, = 0. 

(37) 

>
>
 

Аналогично получим: 
a,,=0, ay, =A, a,, =0, 

a.,=0, a,,=0, a3, = As. 

Таким образом, матрица искомого преобразования (36) будет 
400 

А =|0 i, 0 

00), 

Матрица такого вида называется диагональной. 
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Данное линейное преобразование в новой системе коорди- 

‘нат определится формулами 

У: = АХ, 

уз = №х,, (38) 
Y, = AgX,. 

Преобразование (38) означает растяжение по трем попарно 
перпендикулярным направлениям с коэффициентами №, А2,. Аз 
соответственно, где Ли, А, Аз — собственные значения. Анало- 
гично можно показать, что матрица симметрического линей- 
ного преобразования плоскости, отнесенной к главным на- 
правлениям, имеет диагональный вид: 

у ==), x), 

У = №х.. 

$ 13. Приведение квадратичной формы 
к каноническому виду 

Квадратичной формой от трех переменных хи, хо, хз назы- 
вается однородный многочлен второй степени относительно 
этих переменных: | 

2 2 

Е =авх1 - ах. -- аззх. -- 2аохах, -- 2азхх. -- 2а.зх.хз, (39) 

где азк (1, Е =1, 2, 3) — числовые коэффициенты. 
Матрицей такой формы называется симметрическая мат- 

рица 

@11 @12 @1з 

А = | 421 а». а»з | (а, =а,)),. (40) 

@з1 @з> @зз 

re Qi, — коэффициенты квадратичной формы (39). 
Будем рассматривать ху, хо, хз как декартовы координаты 

в системе Ох\хохз. Перепишем (39) в виде 

Е = х; (ах + а12х2 + а1зхз) +. 

+ х2 (ах! + а22х2 + а2зхз) + 
/ 

+ Хз (азаХ1 + азох2 + аззхз). . {39’) 

Из (39’) легко понять, как составляется матрица (40) квад- 
ратичной формы Р. 

Вместе с квадратичной формой Ё рассмотрим симметри- 
ческое линейное преобразование 

Hy = AyXy + алэх, -- а1зХ», 

‘ Xq = Ag3X1 + Aggty + Angry, (41) 

Х; = AgX1 + AgoXe + AggXg- 
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Тогда квадратичную форму можно рассматривать как скалярное 
произведение вектора х на вектор Хх’: 

Е = хх, хх, + хх., 

где {ха, X_, Хз} — координаты вектора х, а [х\, х., х, |} — ко- 
ординаты вектора х’, который ставится в соответствие вектору х 
преобразованием (41). 

В новой системе векторы х и х’ будут иметь новые коорди- 
наты, а преобразование (41} будет определяться новой матрицей. 

Выберем новую систему координат Ох,х.х, так, чтобы на- 
правления новых осей совпадали с главными направлениями мат- 
рицы А. Такое преобразование пространства будет ортогональ- 
ным и, следовательно, сохранит величину скалярного произве- 
дения. 

Пусть в новой системе координат вектор х имеет координа- 

ты { X1, Хх», хз |, а вектор х’— координаты {х,, х.,х, |. В этом 
случае матрица линейного преобразования (41) будет иметь вид 

A, O 0 

A= 0 № 0 

0 0), 

rye 41, Ло, Аз — собственные числа матрицы А. Следовательно, 

x, = Ax, 

. Xo = Ах», 

X, = )3%3. 
Но тогда 

FE XX! = XA Xy Ht 5х, | Хз Аз Хз 
ИЛИ 

Е=А хх, 4х. 

Полученный вид квадратичной формы РЁ называется канони- 
ческим. Числа №1, А2, Аз называются характеристическими чис- 
лами данной квадратичной формы (39). Направления собст- 
венных векторов матрицы А называются главными направле- 
ниями квадратичной формы. 

Таким образом, квадратичная форма принимает канони- 
ческий вид, если направления новых осей координат совпа- 
дают с главными направлениями квадратичной формы. 

Аналогично квадратичная форма двух переменных 
— 2 2 

Е =анх, На»х, + 2а1»х ах. 
определяется симметрической матрицей 

411 а A=( 11 = | 

Ч: Ч 
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и приводится к каноническому виду 

Е =\ м! + х.. 

Пример 1. Привести к каноническому виду квадратичную 

форму 

Решение. Запишем матрицу 4 квадратичной формы 

7—2 0 

А=| —2 6—2 

0—2 5 

Составим характеристическое уравнение матрицы А 

7—h —2 0 
_9 6—2 —2 —0 или ›3 — 182 -- 99) — 162 =0. 

0 --2 5—) 

Решая его, найдем характеристические числа данной квад- 
ратичной формы: А! = 3, А2 = 6, Аз = 9. 

Следовательно, данная квадратичная форма приводится 
к каноническому виду 

F = 3x? + 6x? + 9x?. 

Пример 2. Привести к каноническому виду квадратичную 
форму 

F = 5x2 + 8xy + 5y?. 

Решение. Матрицей этой квадратичной формы является 

A о 4 

— \45/’ 

Найдем ее собственные значения, для чего составим характе- 
ристическое уравнение 

o—h 4 0 2__ 10) 0 4 Бх | = man — АНЯ -О,. 
  

откуда находим А! = 1, А = 9. 

Квадратичная форма Р = 5х? + 8хиу + 5у2 приводится к ка- 
ноническому виду 

Е = x? + 9и'. 
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$ 14. Приведение к каноническому виду 
уравнений линий второго порядка 

Пусть требуется определить, какая линия задается урав- 
нением второго порядка 

ах? + 4229? + 2а1оху + а1зх + аззу + азз = 0. (42) 

Как известно из аналитической геометрии, эта задача решает- 
ся преобразованием координат точек кривой с помощью по- 
ворота осей и последующего параллельного переноса новой 
системы координат. Удачный выбор угла поворота осей коор- 
динат дает возможность уничтожить в уравнении кривой член 
с произведением текущих координат. Эта часть работы явля- 
ется наиболее трудоемкой и значительно упрощается с при- 
менением матриц. 

При повороте осей координат на угол а вокруг непод- 
вижного начала старые координаты х, у произвольной точ- 
ки выражаются через ее новые координаты х’, у’ по фор- 
мулам 

x =x’ cosa—y’ sina, 

y =x’ sina+ y’ cosa. 

Упрощая уравнение кривой (42) по этим формулам, при- 
дется проделать громоздкую работу по определению такого 
угла поворота а, чтобы в преобразованном уравнении отсут- 
ствовал член, содержащий произведение х’у’. Применение 
матриц дает возможность решить поставленную задачу, не 
определяя угла поворота а. 

Рассмотрим квадратичную форму 

Е = аих? + а22у? + За1оху, 

соответствующую кривой второго порядка. Эта квадратичная 
форма имеет матрицу 

@11 Ayo д (= 2 
Ayo Are 

Перейдем к новой системе координат, направив новые оси 
координат по главным направлениям. Тогда квадратичная 
форма примет канонический вид 

Fohyxit gyi, 

где Ay H Ao—cOOcTBeHHbIe 3Ha4eHHA MaTpHubl A, a ypaBHe- 
ние (42) преобразуется в уравнение 

Ах + № у + а, зх, - азу1 | азз = 0. 

Дальнейшее упрощение уравнения достигается параллельным 
лереносом. 
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Пример 1. Определить, какая кривая задается уравне- 
нием 

32x? + 52ху — 7у? + 180 = 0. 

Решение. Приведем к каноническому виду квадратич- 
ную форму 

у F = 32x? + 52xy — 7y?. 

Матрица этой квадратичной формы будет 

A 32 7) 

~~ \ 26 — 7/. 

Пайдем собственные значения матрицы А, для чего составим 
характеристическое уравнение 

  
se a О nau i? —25,—900 =0 96 —7—). — ИЛИ A“ — A— =U, 

oTKyHa 4; = 45 uw Ag = —20. Запишем канонический вид квад- 
ратичной формы 

— 2 2 Е = 45х, — 20и1. 

В новой системе координат уравнение кривой будет 

45x? — 20y? + 180 = 0 
НЛИ 

Как видим, данное уравнение определяет гиперболу. 
Пример 2. Привести к каноническому виду уравнение 

кривой 
5x? — 6xy + 5y? — 32 = 0. 

Решение. Найдем характеристические числа квадратич- 
ной формы 

F = 5x? — 6xy + 5y?. 

Составим характеристическое уравнение 

А | О или 2 — 10) + 16 =0 —3 5} = ИЛИ м — + — 0. 

  
Torna A; =2 u Ag = 8 — характеристические числа. 

Следовательно, данное уравнение кривой приводится к 
виду 

2x? + 8y? —32=0 

х1 и _ 
Te tog =). 

Итак, данное уравнение определяет эллипс с полуосями 
а=4, b=2, 

ИЛИ 
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Пример 3. Привести к каноническому виду уравнение 
линии 

3х2 + 10ху - 3Зу? — 2х — 14y — 13=0 

и построить ее. 
Решение. Запишем матрицу А квадратичной формы 

F = 3x? + 10xy + 3y?: 

и= (5) 
Из характеристического уравнения 

    

3—A 5 

5 3-27? 
найдем cOOcTBeHHbIe 3HayeHHA MaTpHubl A:A,;=8, Ag=—2. 
Квадратичная форма Ё примет канонический вид 

Е = 8x? — 2y/. 

Главные направления ее найдем из системы 

(а11 — ^)х, +- ах. = 0, 

AyoX1 + (Ag2 — h) Xp = 0. 

Пусть |1, m,}—coOcTBeHHbIM BeKTOP, соответствующий соб- 
ственному значению /^, = 8. Тогда 

—5/,  5т, =0, 

5/, — 5m, = 0, 

откуда J; = 1, m, = 1. 
Единичным вектором этого главного направления будет 

вектор 

г уз. уз} 
Другое главное направление будет перпендикулярно к вектору Г. 

Повернем оси координат так, чтобы направления новых 
осей были главными. Тогда координаты вектора #’ соответст- 
венно — значения косинуса и синуса: угла поворота а. Такой 
поворот определяется формулами преобразования координат 

] ] 
— Хх. = = 

x= V2 1 V2 Ут, 

] ] 

Y= PBT Te 
По формулам (43) имеем 

] ] ] |. 
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16 12 
— oo XK 

У" y2 9 
И, следовательно, исходное уравнение примет ВИД 

16 12 
8х2 — 92 — —-х —— — 13 =0. 1 У V2 1 V2 Yy 

Преобразуем полученное уравнение путем выделения полных 
квадратов: 

8 (x} — Fx.) 21 + уз в) = 13, 
8 (x, |2 (и oa) =18+8- 1-2-4, 

  

  

Ve V2 
1 \2 3 \2 

8“ — уз) —2(и + уз) =8 
_3_ ° SN У 

И, МА 1 — 4 . _ 

V2 , A x 

Совершая параллельный перенос + 
по формулам ж 

—- aN 
A= a V2" № О 

3 
Y = 91 + —, SS 

у? . 
получим уравнение гиперболы / 

y2 

xX? — 4 — |. Рис. 1 
  

Построим ее. Система координат Ох.у, получается из системы 
Оху поворотом на угол а = 45°. Система О,ХУ получается па- 
раллельным переносом системы Ох.у, так, что новое начало О, 

] 3 имеет в системе Ох координаты (Te, — ss): 
191 p V2 V2 

Построив систему koopauHaT O,XY, BbiuepuHBaeM KPHBY!O 
рис. 1). 

$ 15. Приведение к каноническому виду 
уравнений поверхностей второго порядка 

В прямоугольной системе координат поверхность второго 

порядка представляется уравнением вида 

1X? + Aggy? + aggz? + Qayoxy + 2aigxz + 
+ 2A23YZ + Q4X + а24у - аз4= - а44 = 0. (44) 
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Направив оси координат по главным направлениям квадра- 

тичной формы 

Е = а1^? + ау? + азз=? + За1ху + 2а1зх2 + 2а2зуг, 

приведем ее к каноническому виду 

Е = № жа - Ху: - Аз21, 

roe Ai, Ao, Аз — характеристические числа квадратичной формы. 
В новой системе координат уравнение (44) примет вид 

Nxt bay Hb Aged + Gy Xa + Oy 441 4..2, + аа =0. (45) 

Дальнейшее упрощение уравнения (44) производится с по- 
мощью параллельного переноса. 

Пример 1. Привести к каноническому виду уравнение по- 
верхности 

Ax? + 4y? + 2? + 12xy — 20= 0. (46) 

Решение. Квадратичная форма 

F = 4x? + 4y? + 22 + 12xy 
нмеет матрицу 

460 

A={640 

001 

Составим характеристическое уравнение этой матрицы 

4—i 6 0 

6 4—} 0 —0 

0 0 1 —^ 

или 
(^2—8^— 20) (1—^,) = 0, 

откуда 
М =1, № = 10, Ag = —2. 

Таким образом, уравнение (46) приводится к виду 

x* + 10y7 — 22? = 20 

ИЛИ 

xj Yj 21 _ 
0 К — 0 = 1, 

а это, как известно, уравнение OAHONMOJIOCTHOTO гиперболоида. 

Если уравнение поверхности второго порядка содержит 
члены первого измерения, то задача значительно усложняет- 

ся, ибо в этом случае нужно найти формулы, выражающие 
старые координаты через новые, чтобы затем преобразовать 
К НОВЫМ Координатам и члены первого измерения. На рас- 

смотрении задач такого рода мы не останавливаемся. 
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Глава 1 

Теория поля 

При изучении многих явлений, встречающихся в природе 

и технике, нас часто интересует не только характер измене- 

ния переменных величин, участвующих в описании этих явле- 
ний, но и характер изменения первых и вторых производных 
этих величин, а также некоторых комбинаций производных. 

Знание свойств этих производных или их комбинаций позво- 
ляет получить более полное математическое описание изу- 
чаемого явления и характера процессов, протекающих при 
этом. Так как каждая переменная величина может изменять- 
ся в некоторой области (ограниченной или неограниченной), 
то изучение характеристик, связанных с изменением данной 
величины, мы также должны проводить в этой области. Так 
мы приходим к понятию поля. 

$ 1. Скалярное поле 

Полем называется пространство (или часть его), в каждой 
точке которого задана некоторая величина. Если эта величина 
есть скаляр, то поле называется скалярным, а если вектор, 
то векторным. Примером скалярного поля может служить 
поле температур внутри некоторого нагретого тела, поле дав- 
лений в некотором объеме, поле плотности массы и др. При- 
мером векторного поля является поле скоростей, силовое 
поле и др. Часто в одной и той же части пространства могут 
иметь место одновременно скалярное и векторное поля. На- 
пример, в атмосфере можно одновременно рассматривать поле 
температур и поле скоростей воздуха и т. д. 

Скалярное поле считается заданным, если в каждой точке 
пространства определена скалярная функция и(х, у, 2). 
В дальнейшем будем предполагать эту функцию непрерывной 
в рассматриваемой области вместе с частными производными 
первого порядка по всем переменным. 

Рассмотрим все точки скалярного поля и(х, у, 2), в кото- 
рых данная функция принимает постоянное значение 
и(х, у, 2) =с. Геометрическое место таких точек заполняет 
некоторую поверхность, которая называется поверхностью 
уровня. Часто функцию и (х, у, г), задающую скалярное поле, 
называют потенциалом, а поверхности уровня, соответствую- 
щие этой функции (при различных значениях с),— эквипотен- 
циальными поверхностями. 
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Если поле задано не в пространственной, а в плоской обла- 

сти, то оно описывается функцией двух переменных u(x, y). 

Равенство и(х, у) = с при различных фиксированных с опре- 

деляет, вообще говоря, различные кривые. Такие кривые назы- 

ваются линиями уровня плоского скалярного поля. С помощью 

линий уровня на топографических картах обозначают рельеф 

а 24 8 24 

       

  

Puc. 2 

местности; они соединяют точки, имеющие одинаковую высоту 
над уровнем моря, и называются горизонталями. С помощью 
линий уровня на специальных картах изображают распределе- 
ние атмосферных осадков, температур, давлений и т. д. 

Пример 1. Найти поверхности уровня функции и = x? + 
+ y?—2?, 
Решение. Приравняем 

значение функции к постоян- 
ному: 

х? + у? — 22 = С. 

При с<0 поверхностями 
уровня (рис. 2, а) является 
семейство двуполостных ги- 
перболоидов; при с>0 — 
семейство однополостных 
гиперболоидов (рис. 2, 6); 
при с=0 — круговой конус 
с вершиной в начале коор- 
динат (рис. 2, в). 

Пример 2. Найти линии 
1 

x уровня функции 2 = = т, 

    
Puc. 3 изображенной на рис. 3. 
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Решение. Придавая 2 ‘постоянное значение с’, получим 

__| — =c’. Положив —- = ¢?, 6yneM uMeTb x? + y? =c?, т.е. 
x? 

линиями уровня при различных значениях с являются окруж- 

НОСТИ. 

$ 2. Производная по направлению 

Для изучения скалярного поля важно знать скорость из- 

менения функции и (х, у, 2), задающей это поле, при переходе 

от одной точки пространства к другой. С этой целью возь- 

мем фиксированную точку М и какую-нибудь переменную 

точку М, (рис. 4). Отрезок ММ, будет считаться направ- 

ленным, при этом направление берется со знаком плюс, если 

оно совпадает с направлением прямой [, и со знаком минус, 

если они противоположны. 7 
Если существует предел | 

отношения 

} 

  

_ w | и( М1) — (М) 

мам MM, Me Par 
  

      
    то этот предел называется 0 У 

производной функции и(М) 
по направлению [ в точке М 
и обозначается 

0и(М) _ lim u(M,) —u(M) Х 

dl M,-M MM, Puc. 4 
  

Если для функции одной независимой переменной 

y = | (x) 
lim f(x-+ 4x) — f(x) 

А х-,0 Ах 

  

показывает скорость изменения ординаты по абсциссе в точ- 
ке с координатой х, то производная по направлению 
характеризует быстроту изменения функции и(М) в точке 
М (х, у, г) в направлении [. 

Покажем, что производная по любому направлению вы- 
ражается через производные по трем взаимно перпендику- 
лярным направлениям х, у, г по формуле . 

ди ди ди ди “A = ва 6094 + ду’ 058 + -д COST, ) 
где со$ а, со$ В, созу — направляющие косинусы луча [. Для 
этого обозначим расстояние ММ, через 2. Так как функция 
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и(х, у, г) по предположению дифференцируема (имеет непре- 
рывные частные производные первого порядка), то ее полное 
приращение можно записать 

Au=u(x+Ax, y+ Ay, z+ dz)—u(x, y, 2) = 
Ou ди д 

=a, Ах у АУ se Azte, $ 

где = — бесконечно малая более высокого порядка, чем Г. 
Выразим Дх, Ду, Дг через Ё и направляющие косинусы на- 
правления [: 

Ах = [с0$ а, Ду = 1с05В, Да = tcos 7. 
Запишем разность 

u(M,) — u(M) = u(x + fcosa, y+ ftcos8, z+ tcos 1) — u(x, 9, 2)= 
д д = де сова + 5 Ёс038 + 5 #057. (2) 

Разделим все члены равенства (2) на f: 

u(M,)—u(M) _ ди 1 Ou ди Е 
; = Gy cos 4 F 3 COSB + -3>- cos y --   

и перейдем к пределу при # -> 0. При srom— стремится к ну- 
лю, когда 

  

-  u(My)—u(M) _ ди _ ди ди ди 
fim ; = 3 =, 08a + Gy COSP -5;_ С0$1. (3) 

Ou 
Как видно из (3), производная -эг зависит как от частных 

ди ‘ди ди 
производных -5„>, -5,’, -д; В точке М, так и от направления 

луча /. 
Пример 1. Найти производную функции и = хуг в точке 

А (5,1,2) в направлении, идущем от этой точки к точке В(9,4,14). 
Решение. Примем направление АВ за [, тогда 

ди Ow Ow ду 
Br = Ge C084 + oy COSB + =, CS 7; 

(*) 
re cosa, cos8, с0$ 1 — направляющие косинусы прямой J. 

Найдем координаты вектора AB ( a,, ay, a,} W HanpaBusto- 
щие косинусы: 

Е=9—5=4, а. =4—1=3, а=М—2=12; 
  

  

cosa = ox = + 
Уч Yepyie В 

а, _ 3 НИИ: ИИ 
cos 8 = =, COST = ‘“Vatqra © Varrqra 1 
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Найдем частные производные функции & в точке А: 
ow . Ow —_ __ ди — — 

Полученные значения подставим в формулу (*) 

ow 4 3 12 98 

г =? 3 + 0: 3+3. 18 =: 
Пример 2. Найти производную функции г = 1п(х -- у) в точ- 

ке (1, 2), принадлежащей параболе у? = 4х, по направлению этой 
параболы. 

Решение. За направление кривой в данной точке прини- 
мают направление касательной в этой точке. Установим на- 
правление параболы в точке (1, 2). 

Найдем направляющие косинусы касательной: 

, , 2 , 
2yy = 4, у и’ = и [1 = [; 

  

    

1 ] 1 1 
cosa = —————— = —=, c0s3 = sina = = —— 

V 1+ tga V 2 ИТ са Y2 

дг ] _ 1. 

дх х=1 x + у .- 3’ 

y=2 y=2 

Oz —_ I _ i 

Oy = ХУ |= = 3 
y=2 y=2 

Полученные значения подставим в формулу производной (3): 

Oz Oz Oz 
Fr = Bye cosa + oy 69S 3, 

dz 1 1 1 1 V2 
as 'yot 3 ys 3 

Пример 3. Найти скорость изменения скалярного поля, за- 
данного функцией и = 5х2уг — 7ху?г -- 5хуг? в направлении век- 
тора @ = 8 — 4] -- 8Е в точке М(1,1,1). 

Решение. Найдем частные производные функции и в 
точке М: 

  

  

ди 
— = (10 — 7и? 5и2?) = 8, ах | (10ху2 — 72 + 5yz?) 

5. = (5х2 — 14хуг + 5х2) „ = —4, 
М 

a =(5x?y — 7xy? + 10xyz) =8 
M M 
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и направляющие косинусы 

  
cosa = — 8 — 2 cos 3 —4 — i 

Ува 3°” “Wig 3’ 
8 2 

COs ee ———_—_—- —. 

т У 144 3 

Скорость изменения функции (производная по направлению) 

00 са 
ol sox 

+ Fe cos 8 + 4 cosy = 

2 1 2 8.3 +(-9 (-=)+8-- 

$ 3. Градиент 

12. 

Можно поставить вопрос, по какому направлению возраста- 
ние функции и(М) в данной точке будет наибольшим? Этот во- 
прос имеет смысл в том случае, если производные 

ди —а ди _ b ди с 
ox tit‘ oy” dz 

не равны нулю одновременно (иначе производная по любому 
направлению была бы нулем). 

du 

Преобразуем правую часть равенства (3): 

dx ©OS 2 “+ = cost + & cos 1 = acosa+bcos3+ccosy = 

—__ a b 
=Vae+ b+ a ( У cosa + У cos B + 

С 

+ ape 81): 
Выражения 

  

а b с 

ее’ ура’ уефа 

можно рассматривать как направляющие косинусы 
вектора # {a, 6, C,}, т. е. 

    

  

некоторого 

= = Cos/ b = COS p Vetere VOPR pe , 
с (4) 

<== = COS v 
Va + B+ 

(cos? A + cos?» + cos?v = 1), H Torga NOJy4HM 

> = V a? + 0% + c*(cosi cosa + cos p cos 8 + COS vCOs 7). 
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“N 

Обозначив через (5 [) угол между направлениями # и [и вос- 
пользовавшись формулой скалярного произведения в координа- 
тах, запишем 

ди 

ol 

Эта производная имеет наибольшее значение, если направления 
5 и [ совпадают, т. е. 

$ угтита- УЕ © 
Вектор #, проекции которого на оси координат определя- 

ются равенствами (4), указывает направление наиболее быстрого 
возрастания функции, а его длина дает величину соответст- 
вующей производной. Этот вектор называют градиентом Ффунк- 
ции и(х,у,г) и обозначают 

g =grad u(x,y,z). (7) 

Определение. Градиентом функции и(М) =и (<х, y, г) 
называется вектор, отнесенный к точке М, координатами ко- 
торого являются значения частных производных этой фиунк- 
ции, т. е. 

= Иа? -{ 6? -{ с? с0$ (g, 1). (5) 

  

ди , ди, ди 
gradu = Fit a J+ д; (8) 

Проекции градиента, а следовательно, и он сам зависят от 

Координат точки. 

Введя понятие градиента скалярного поля, равенству (5) 
можно придать вид 

ди ^ 
“ar = |8 |с0$ (8,1), (9) 

т. е. производная по направлению равна проекции градиента 
функции на это направление. 

Обозначив единичный вектор направления луча [ через Г’, 
производную по направлению (2) можно записать и так: 

ди о 
a = (grad u .[ ), (10) 

т. е. производная функция по данному направлению равна ска- 
лярному произведению градиента функции на единичный вектор 
этого направления. Из равенства (10) непосредственно вытекает 
выведенное нами условие направления наибольшего возрастания 

¥ Ou 
функции. Действительно, =, принимает наибольшее значение, ес- 

ли вектор gradu и единичный вектор Г’ параллельны и одина- 
ково направлены. 
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Проведем через точку Мо (рис. 5) поверхность уровня 
и =си покажем, что вектор 2га4 и (Мо) направлен по норма- 
ли к поверхности. Действительно, уравнение нормали в точке 

  

    

j Mo(Xo, Yo, 20) запишется 

4 X—-Xpo __ у — Yo _ 

/ ди — ди 

к (se), [бы] 

2 — 2 

‘Ou 
( 02 ). 

My(X9,4 
mao) Из приведенного уравнения 

следует, что нормаль К поверх- 

ности, имеющая проекции на 

дц ди 
оси координат (a), [5%] 

(=) ‚ совпадает с градиентом функции и (х,у,2) в точке Мь, 
Mo 

Puc. 5 

что и доказывает наше утверждение. 
Рис. 5 дает наглядное представление производной по на- 

правлению как проекции ога4 и на это направление. Для это- 
го выражение (10) запишем в виде 

ди _ г = 

где ф — угол между ога4 и и направлением луча [. В точке Мо 
к поверхности уровня и = с восстановим перпендикуляр и от- 
ложим на нем вектор сга4 и. На этом векторе, как на диа- 
метре, построим сферу. Из точки Мо проводим вектор {[ 
и обозначаем точку пересечения его с поверхностью сферы 
через К. Тогда из рисунка видно, что 

MK = = |gradu|cos¢. 

| grad u| cos 9, 

Если обозначить единичный вектор нормали через #°, а про- 
° дц 

изводную функции по направлению этой нормали через -5., то, 

очевидно, будет иметь место равенство 

ди о 
grad “= on no. 

Из определения градиента легко получить следующие его 
свойства, доказательства которых предлагаем вывести чи- 
тателю. 

1. сгаа (и + с) = огад и (c = const). 
2. gradcu = c gradu. 
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3. сгад (и: + и2) = grad wu, + grad ue. 
4. grad(uv) = ugradu + vgradu. 
5. grad we au grad u. 

6. grad — — =—, (vgrad u — u grad v). 

7. grad F(u) = - F’(u) grad w, 
Пример 1. Найти величину и направление градиента ска- 

лярного поля и = Х? + у? + 22 — 2хуг в точке Мо (1, —1, 2). 
Определить, в каких точках градиент перпендикулярен к 
оси х, в каких точках он равен нулю. 

Решение. Находим частные производные в точке Мо: 
ди ди 

  

  
  

  

Ge | =(2x—2yz)\m,=6, ду = (у — 2х2), = —6, 

" ди м 
| = (22— 2х9) =6. 

М, 

gradu (My) = (Se i+ (94) J+ (=) k = 6i—6/ + 6k. 

Величина градиента 

| grad u| = 6? + (—6)? + 6? = 6Y3. 
Градиент функции и в произвольной точке М 

grad u(M) = 2(x — yz)i+ 2(y—xz)j + 2 (2— хи) Е. 

Вектор, перпендикулярный к оси х, имеет равную нуло 
первую координату, поэтому 

2(х— уг) = 0. 

Следовательно, для всех точек М, лежащих на поверх- 
HOCTH X= yz, gradu будет перпендикулярен к оси х. Гра- 
диент равен нулю, если 

x—yz=0, y—xz=0, z—xy =0. 

Решая эту систему, находим искомые точки 
М, (0, 0, 0), М2 (—1, 1, —1), Мз (1, —1, —№), 
М4(—1, —1, 1), Ms (1, 

Пример 2. Найти градиент потенциала электростатического 

  

поля о —=-% — электрический заряд, г — расстояние точки 
? Г 

  

от начала координат, г = Vx? + у?- 22). 
Решение. 

fey 5 grad ¢ = Зи К, 

02 _ 9% de _ on ae a 
по’ дв’ 0’ 

вгаде = — 9 (хё-- и] 28) = —-з- г. 
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Физический смысл полученного результата состоит в том, что 
градиент потенциала электростатического поля равен напря- 
женности поля. 

Пример 3. Найти сга4 (г, а), где г = хё-- и] + 2Ё, а — по- 
стоянный вектор: @ =аЁ-- а] -- а,К. 

Решение. 

(г a) = xa,+ ya, + 24a,, 

д д 
5х (ха,) =а,, ay (44) =a,, 

д 
—5; (2а,) = а, 

Тогда 

grad (ra) =a,i+a,j+a,k. 

Из этого равенства видно, что ога (га) во всех точках поля 
сохраняет одинаковое направление, совпадающее с направлением 
вектора @. Для скалярного произведения (га) поверхностями 
уровня будут плоскости, перпендикулярные к вектору а, т. е. 

ахх + ау + а:= = с. 

Пример 4. Найти наибольшую крутизну поверхности Zz = 
= хи в точке А (2, 2, 4). 

Решение. Найдем частные производные в точке Д: 
Oz 

OX 
= (их д = 4, 

A   
Oz 

бу = (x¥ Inx)4 = 4In 2; 

  

A 
grad 2(A) = 47+ 41n2/. 

Направляющие косинусы градиента 

  

  

4 1 
cos % = ——————— = —, 

V 42 + (4 In 2)? V 1+ In?2 

cos 38 = _4in2 = in? 
V 427+ (4 п 2)? ИТ - 1122 

Обозначим угол наиболее крутого подъема поверхности 2 
в точке А (в направлении ога) через ф, тогда быстрота 
изменения функции в этом направлении или, что то же, tg @ 
определится из соотношения 

1 

УТ - 1122 + 
cosB = 4 

A 
In2 . 

ИГ In?2 ’ 

_ 092 dz 
ig? = = cos a + 

A     

+412



tgg =4V 1-4 1122 А 4,87; 

о = 78° 24". 

$ 4. Векторное поле 

Как указывалось в & | настоящей главы, векторным по- 
лем называется часть пространства, в каждой точке М кото- 
рого определен некоторый вектор а = а (М). 

Если обозначить проекции вектора а (М) на оси коорди- 
нат через ах, а,, а,, а координаты точки М через х, у, 2, то 
вектор @ (М) и его проекции будут функциями координат точ- 
ки, т.е. а =а(х, у, г) или 

а =а, (х, у, г) а, (х, у, г) / а, (х, у, 2) Е. 

В дальнейшем будем предполагать, что проекции ах, а, и а, — 
однозначные непрерывные функции координат точки, имею- 
щие непрерывные частные произ- 
водные первого порядка. Это зна- 
чит, что в каждой точке поля имеет- 
ся только один вектор, изменяю- 
щийся непрерывно при переходе от 
точки к точке. 

Графически векторное поле изо- 
бражается векторными (силовыми) 
линиями (рис. 6.) 

Определение. Векторной Рис. 6 
линией поля называется такая кри- 
вая, в каждой точке которой касательная совпадает с направ- 
лением вектора, приложенного в этой точке. 

В качестве примера векторных линий могут служить линии 
тока жидкости, т. е. линии, по которым движутся частицы 
жидкости. В электростатическом поле векторными линиями 
являются его силовые линии и т. д. 

Составим уравнения векторных линий. Если г{х, у, 2] — 
радиус-вектор какой-нибудь векторной линии, то вектор 

dr=dxi+dyj+dzk 

направлен по касательной к этой линии. По определ ению векторных 
линий вектор а (М) также направлен по касательной. Следовательно, 
векторы а (а, а„а,] и аг{ах, ау, 42} коллинеарны. В таком 
случае их проекции пропорциональны, т. е. 

dx _ dy _ da ay 
ay ay az 

Мы получили систему дифференциальных уравнений вектор- 
HbIX JIHHHH. 
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Иногда рассматривают поверхности, составленные из век- 
торных линий; их называют векторными поверхностями. Они 
характеризуются тем, что в каждой точке М такой поверх- 
ности соответствующий вектор @ (М) лежит в касательной 
плоскости к поверхности. Если взять замкнутый контур и про- 
вести через все точки этого контура векторные линии, то 
образуется поверхность, называемая векторной трибкой 
(рис. 7). 

Пример 1. Найти век- 
ные линии поля 

a(M) = (y+ 2)i—xj—xk 

SAMKHY INI KOHINYD rop 
  

  

  

“ ВЕКТОРНЫЕ ЛИНИИ Решение. Уравнения 
векторных линий получим 
из системы уравнений 

) de dy id 
Puc. 7 y+ 2 x x 

ИЛИ 

xdy = xdz, ! 

xdx = — (y + 2) dy. 

Из первого уравнения системы следует ау = 42; интегрируя 
его, находим у — 2 = с. Используя равенство 4у= 42, второе 
уравнение системы запишем 

xdx + ydy + zdz = 0. ( 
Решением его будет 

ха и -{ 22 = В? (R = const). 

Следовательно, уравнениями векторных линий являются линии 
пересечения концентрических сфер и семейства параллельных 
плоскостей, т. е. окружности 

y—z=C, 
x? + y? + 2? = R?, 

Пример 2. Найти векторные линии поля 

а (М) = (2—9) 1+ (х— 2] + 9-Х. 

Решение. Здесь а, =2— у, аа =х— 2, а, =Уу—х. 

Уравнения векторных линий: 

ах ау dz 

z2—y хх у—х’ 
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Система распадается на два уравнения: 

  

dx 2—9 
42 y—x’ (*) 

ay _ X72 
42 y—x° 

Сложим правые и левые части (*) 

«Ч и | 
42 dz у—х 

ИЛИ 
dx + dy+dz= 0, 

откуда 

хуи г =с. 

Затем первое уравнение (*) умножим на х, второе —на у и 
сложим 

у — eas (x—2z)y 
— + y — ух. ух 

= d 4 - a 

de + dy + гаг = 0, 

    —= — 2, 

откуда 
x? + y? + 2? = R?, 

Итак, решениями нашей системы являются окружности, обра- 
зованные пересечением сфер с центром в начале координат 
и плоскостей: 

et y? + 22 — Ю?, 

ху = с. 

Пример 3. Определить векторные линии магнитного поля, 
образованного электрическим током, сила которого /, теку- 
щим по бесконечно длинному прямолинейному проводу. 

Решение. Если принять провод за ось 2, то вектор на- 
пряженности искомого магнитного поля НЯ выражается фор- 
мулой (вывод опускаем) 

21 
H = —-(—yi+ xj), 

где г — расстояние от точки М до провода. В нашем случае 
_ 2ly __ 2х —0 
eT a Sy pa ис 

Уравнениями векторных линий будут 

dx dy dz 
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Система распадается на. два уравнения 

аг=0, 2=Си -® _ 

  

a Решая последнее уравнение 

H xdx + уау = 0, находим 

Итак, уравнения векторных ли- 
ний магнитного поля суть 

=си ху? = R? 

Это будут окружности с центром 
на оси 2, лежащие в плоскостях, 

H перпендикулярных этой OCH 
x (puc. 8). 

Puc. 8 

  
  

24 y2 — R2 

AC), a 

SD 2, 

$ 5. Поток вектора через поверхность 

Пусть в пространстве, в котором задано векторное поле, 
определена поверхность в, а вектор а (М), задающий это 
поле, определяет поле скоростей текущей жидкости. Считая 
движение установившимся, т. е. не изменяющимся со време- 
нем, рассмотрим точку М на поверхности. Вычислим коли- 
чество жидкости, протекающее через поверхность с за еди- 
ницу времени. Если принять площадку Ав, окружающую точ- 
ку М (рис. 9), достаточно малой, то ее можно считать 
плоской, а вектор а (М) и единичный вектор нормали N— 
постоянными. Количество жидкости, протекающей через пло- 
щадку Ао, приблизительно можно принять равным объему 
цилиндра, изображенного на рис. 9: 

AQ ~a, Ac = (an) Ao. 

Переходя к пределу, когда диаметр 
площадки Ав—>0, получим 

    

  

де lin, aa = (on) 
откуда 

dQ = (ап) 4с. 

Количество жидкости, протекающей Рис. 9 
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через всю поверхность, определится интегралом по поверх- 
HOCTH 

Ч = || (@п) ас. 

Теперь отвлечемся от конкретного вида поля. Рассмотрим 
векторное поле, образованное вектором @ (М) =аё + а,/ + а.Ё, 
и в этом поле некоторую поверхность 6, в каждой точке кото- 
рой определено положительное направление нормали м. ГОбозна- 
чим площадку, окружающую точку М, через Аз (см. рис. 9). 

Потоком вектора @ (М) через поверхность с называется 
интеграл по поверхности 

О = (( (ап) аз = (а, 4, (12) 

где а, — проекция вектора а (М) на внешнюю нормаль к по- 
верхности о. 

Поток вектора — скаляр. При перемене ориентации по- 
верхности с меняет знак и поток вектора, так как при этом 
нзменяется знак нормали nN. 

Выразим единичный вектор нормали И через его про- 
екции 

ft = COS (n, x) i+ cos (п. y) j + cos (n, 2) К, 

“N “N “N 

где (п, х), (п, у), (п,г) — углы, составленные нормалью и со- 
ответствующими осями координат. 

Подставим в интеграл (12) выражение векторов @ (М) 
и п через их проекции, получим поток в системе декартовых 
координат 

Ч = || (ап) аз = (а. соз (n, x) + a, Cos (n, y) + 

+a, cos (n,2) ldo. (13) 

Используя равенства, известные из анализа *, 

ds cos (n, x) = dydz, 

do cos (ny y) = dxdz, | (14) 

  dacos (n, 2) = dxdy, 

* Н. С. Пискунов. Дифференциальное и интегральное исчисления. 
М., 1962, стр. 664. 
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где dydz, dxdz, ах4ау — проекции площадки 4в на соответст- 
вующие координатные плоскости, поток вектора можно запи- 
сать и в таком виде: 

Q = Sfla, dydz + a, dxdz + a, dxdy). (15) 

Наибольший интерес представляет тот случай, когда по- 
верхность с замкнута и ограничивает некоторый объем И. 
Тогда за направление вектора й берут направление внешней 
нормали. 

В случае, если вектор а (М) является скоростью жидко- 
сти, то величина потока (©, вычисленная для замкнутой по- 
верхности, дает разность между жидкостью, вытекающей из 
данного объема и поступающей в него. Если О =0, то это 
означает, что количество втекающей и количество вытекаю- 
щей жидкости из объема, ограниченного поверхностью с, 
одинаковы. Когда Q>0, то жидкости вытекает больше, чем 
втекает. Это обстоятельство указывает на то, что в данном 
объеме У существуют источники (места, где жидкость воз- 
никает). Отрицательный поток (@<0) указывает на то, что 
в объеме имеются стоки (жидкость исчезает). 

Рассмотрим, как практически определятся значения век- 
тора нормали 1. 

Пусть поверхность с задана уравнением 

2 = [(х, и). 

Направляющие косинусы нормали для этой поверхности вы- 
ражаются формулами 

  

  

  

  

of 

Cos (n, x) = ot =, 

УЕ 
— oF 

(n, y) = 2 , cos (7, Y V+ (22) + (22) 

cos (n, 2) =     

тогда единичный вектор нормали определится формулой 

of of 
би 

ПУ 
  

  (16) 
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Знак плюс отвечает острому углу, составленному нор- 
малью и осью 2, и соответствует выбору верхней стороны 
поверхности; знак минус — тупому углу, составленному нор- 
малью и осью =, и соответствует выбору нижней стороны 
поверхности. 

Если поверхность о задана уравнением 

Е(М) =Е(х, у, 2) =0, 

то градиент функции Ё(М) направлен по нормали к поверх- 
ности Р(М) в точке М и единичный вектор нормали можно 
записать 

  

  

дЕ дЕ дЕ 
_ ‚ вааЕ(М) _ “ox Тоби 70а * 7 

OS вт 7 > OF oF 2, oF 2’ (11) 
(ae) + (ar) +(e) 

причем знак перед дробью должен быть таким, чтобы полу- 
чить вектор П на выбранной стороне поверхности. 

Может оказаться, что поверхность состоит из нескольких 
частей, тогда вектор нормали № вычисляется для каждой 
части отдельно, а знак определяется заданием одной из сто- 
рон всей составной поверхности. 

Пример 1. В некоторой точке пространства находится элек- 
трический положительный заряд 4, создающий в окружающей 

его однородной среде вектор- 
ное поле, так что в каждой 
точке пространства определя- 
ется вектор Р. По закону Ку- 
лона 

F+k = го, 

где г — расстояние рассматри- 
ваемой точки от начала коор- 
динат, 7% -— единичный вектор, 
направленный по радиус-век- 

утору данной точки (рис. 10), 
Е — постоянный коэффициент 
(диэлектрическая постоянная). 
Определить поток, выходящий 

Рис. 10 из сферы радиуса К. 
gds 

3 Решение. В точке М сферы элемент потока равен’ # р 

Так как kta постоянно для всей сферы, то весь выходящий из 

  
  

сферы поток равен 

JJ He (etm) do = EJ f (rn) do.   
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Но (гб) = 1 (скалярноз произведение единичных коллинеарных 
векторов), поэтому 

k k k Мы, 
Пример 2. Вычислить поток векторного поля 

@ = (x — 2z)i+ (82 — 4x) f + (5х УЕ 

через внешнюю сторону поверхности пирамиды с вершинами 
A(1, 0, 0), В (0, 1,0), О(0, 0, 0,) и (0, 0, 1) (рис. 11). 

Решение. Поверхность состоит из четырех плоских тре- 
угольников: ЗАВ, ВО$, $ОА, ОАВ. Поток через всю поверх- 
HOCTb 

= ( an)do+ | || (ап) Че + || (ап) 48+ || | (an) do, 
A 

Рассмотрим каждый интеграл в 
отдельности. 

1) Напишем уравнение плоскости 
треугольника ASB 

n ху 2—1 

n 10 —1|=9. 
О 1 —1 

Итак, уравнение плоскости тре- 
угольника 4$В 

хуи+2-—1= 0. (18) 

Принимая 

Е(х, и, 2) = х+у+2-—1, 

найдем единичный вектор нормали к этой плоскости по фор- 
муле (17) 

  
Puc. fl 

  

_ qradF  ¢+ f+ к 

lqradF| V3 

“~ 1 . 
Здесь соз (п, г) = Vr > 0, что соответствует внешней по- 

верхности пирамиды. 
Определение потока сводится к вычислению двойного интег- 

рала по области Dyys лежащей в плоскости ху, 

(ап) 0, = (| (@п) 4 = ахау, (19) 
2=2 (х, у) 

  

Dey | cos (7, 2) | 

где под знаком интеграла вместо 2 нужно подставить выраже- 
ние, взятое из (18), 
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  (a8) — [(x — 22) + (32 — 4x) + 
| cos (n, 2) | “7 

+ (5x + yI—— = 2x Fy +z. 
. V3 

Из уравнения плоскости АЗВ (18) находим 
z=l1—x«-—y. 

Тогда 

en =ax+-y+(l—x—y) =x. 
[с0$ (п, 2) | |252 (х, y)   

Возвращаясь к (19), получим 

= [| аи = Ге разу = 
2==2 (х, и) Dy 

  

Dyy | cos (n, 2) | 

1 —х 

={ (e+ Idx Чу = [а м) ах =. 
0 0 0 

2) Треугольник ВО$ лежит в плоскости уг, уравнение кото- 
рой х =0. Вектором нормали будет и = — #. Здесь 

COs (n, x) = cos 180° = — 1; 

— (x — 22) — 92. 

[В 
x=0 

dydz = № 22 диаг. 
ABOS 

(ап) 
— 

  

  
“N 

| cos (n, x) | | 9 

=} (an) da -\\—"— (an) 

| cos (n, |. 
ABOS 

  

Интегрируя сначала по у, а затем по 2, найдем 
1 1—2 1 

0. = 2 | 242 | ау = 212(1 — 2) аг = — 

3) Треугольник ЗОА лежит в плоскости хг, уравнение его 
плоскости у =0. Внешний вектор нормали n = — J, 

"COs (n, ¥) = — |; 

__(an) — — (2—4) _ 4х — 32; 
^ 1—1] 

| с0$ (п, и) | |= 

1—х 

=} (ап) ас = i (4х — 32) ахаг = j dx | (4x — 32) dz = 
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4) Треугольник ОАВ лежит в плоскости ху, уравнение его 

  

плоскости 2/= 0. Вектором нормали будет п = — В, 
m™ 

со$ (п, г) = — 1; 

(ап) _— oo x+y) _ , 
7 ними 

1со$ (п, 2) | |.—0 

J (an)de = = || (an) dxdy = — Г Ах [на = 1. 

в 160$ (м, A, 2) | 

Поток через всю Поверхность составит 

Q=U4+ Qt Wt = 25. 
Пример 3. Найти поток 

векторного поля @ == 21 — 
—xj-+ 52Е через верхнюю 
сторону поверхности тре- 
угольника АЗВ, получен- 
ного при пересечении 
плоскости х+3у-+32—б6= 
=0 с  координатными 
плоскостями (рис. 12). 

Решение. В нашем 
случае 

F (x, y, 2) =x -+ 2y+ 
+3z—6=0. (20) 

Уравнение (20) однозначно 
разрешимо относительно 
каждой из переменных. 

Поток векторного поля может быть вычислен по форму- 
ле (15). Спроектируем вектор @ на три координатные плоскости, 
причем знак перед каждым слагаемым в (15) возьмем таким, 

  
Рис. 12 

“™ YN “N 

каков знак соз (п, х), со (п, И), соз (п, г) на поверхности с (см. 
формулу 13). 

Решая уравнение (20) относительно каждой из переменных, 
получим 

x = — (2y + 82) +6, a,[x(y, 2), y, z] = 2, 
y=— ate 

  

+3, aylx, y(x, 2), z]=—x, 

| (21) 
г = — ‚ а, [х, у, 2 (х, и)] =52 = 

=5(- = 4. 2) 7 4 10, | 

р +2 
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Нетрудно вмдеть, что внешняя нормаль к плоскости тре- 
угольника АВ5 составляет острые углы с осями координат, 
поэтому в формуле (15) 4иуаг, ахаг, ах4у — положительные. 
С учетом (20) будем иметь 

= | | 24442 — || хака + || |— Зе 4 10] dxdy = 
Dy; Dz Dey 

3— 2 

bo
| 2 6—3z 3 6—2y 

= 2 def dy—( def xdx—4 fay { 6x + 10y — 30) dx = 
0 0 0 0 0 0 

= 6— 12 + 30 = 24. 

Решение задач на вычисление потока вектора через замк- 
нутую поверхность значительно упрощается (см. $ 5), если 
воспользоваться формулой Остроградского *, известной из 
теории кратных интегралов, осуществляющей преобразование 
интеграла по замкнутой поверхности в интеграл по объему, 
ограниченному этой поверхностью: 

{| [P cos (n, x) + Qcos (n, y) + Rcos (п, 2)] do= 

a te ‚ ав. МЕ ++ ау. 
x 

$ 6. Дивергенция 

Как указывалось в предыдущем параграфе, поток векто- 
ра в одних случаях может быть положительным, в других от- 
рицательным. Будем рассматривать векторное поле как поле 
текущей жидкости. Тогда, если поток отрицательный, то внут- 
ри выделенного объема имеется сток (отрицательный источ- 
ник). Однако в одном и том же объеме может быть несколько 
источников и стоков, и, следовательно, суммарное значение 
потока зависит от мощности каждого из них, где под мощ- 
ностью источника понимается количество жидкости, вытекаю- 
щей или втекающей в рассматриваемый объем в единицу 
времени. Если, например, поток равен нулю, то в данном объ- 
еме либо нет ни источников, ни стоков, либо мощности их 
равны и взаимно компенсируются. 

В связи с этим для характеристики потока векторного поля 
вводится понятие плотности источника. Рассмотрим векторное 

* М. В. Остроградский (1801—1861) — выдающийся русский 
математик и механик. 
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поле @ (М). Пусть в этом поле некоторый малый объем АУ, 
ограниченный замкнутой поверхностью о, содержит точку М. 
Вычислим поток вектора через поверхность о и возьмем OTHO- 

шение этого потока к объему АУ. Выражение 

“a7 JJ (enya 
можно рассматривать как среднюю плотность источника в 
объеме АУ, приходящуюся на единицу объема. 

Переходя к пределу, когда объем АУ стягивается в точку, 
получим плотность источника в данной точке, которая назы- 
вается дивергенцией (расходимостью) вектора @ и обозна- 
чается 

{fj (an) do {J ands 
. . в ® с 

div @ tim | AV fin AV (22) 

Из формулы (22) следует, что @\ @ не зависит (инварнант- 
на) от выбора системы координат. Дивергенция векторного 
поля — скалярная величина. Вычисление ее по формуле (22} 
неудобно, и на практике обычно пользуются координатной 
формой. 

По формуле Остроградского в декартовой системе коорди- 
нат * поток вектора @ можно представить в виде 

(fads = {f (a,dydz + aydxdz + a,dxdy) = 

| дах да да, 

— )} [+ + SE) dxdyde. (23) 

По теореме о среднем значении 

JJ ade = (= +o +).   

откуда 

J ands ( да, ‘ day да, 

у —\ Ox ду д2 ]мМ, 

Если область У стягивается к точке М, то М, - М, и в пределе 
получим 

дах day да. 

div @ = a + ay + ae (24) 

* Определение дивергенции и других характеристик векторного и ска- 
лярного полей в криволинейных координатах мы опускаем. Интересую- 
щихся этим вопросом отсылаем к книге Б. М. Будак, С. В. Фо- 
мин. Кратные интегралы и ряды. М., 1965. 
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Последнее равенство позволяет формулу Остроградского (23) 
записать в векторной форме 

\Ja,do =|) (an)do = |} @ма . ЧУ, (25) 

т. е. поток вектора @ через замкнутую поверхность в равен 
тройному интегралу от дивергенции по области, ограниченной 
этой поверхностью. 

Заметим, что формула Остроградского (25) справедлива, 
если проекции вектора @ на координатные оси и их первые 
производные непрерывны во всех точках области У. 

Отметим три свойства дивергенции, облегчающих 
на практике ее вычисление. 

1. div(a + 0) =diva-+ divb. 

2. div (9 a) = odiva + (agrad¢), 

где ф=ф_(х, у, 2) — скалярная функция. 
Действительно, 

д д д да до 
div (9 @) = 3, (9 4.) + Gy (Pay) + a ( фа,) = 95 +a,5- + 

day до да, до дах day да, 
На та (НН) + 

09 0$ 9$ 
+ (2,32 +4, 32 +4, 32): 

Выражение в последних скобках есть скалярное произведение 
векторов @ и grad ф, поэтому 

div (9 a) = ¢ diva + (a grad 5). 

3. div(c ¢) = (c grad), 

где с — постоянный вектор. 

div (ce) =F.) + $9) + He 4) = 
д д: д: 

— Cra + Cy ae + с. = (c grad Ф). 

Правая часть последнего равенства есть скалярное произведе- 
ние вектора С и градиента функции ф. 

Векторные поля, у которых во всех точках Фу а =0, не 
имеют источников и называются соленоидальными или труб- 
чатыми. Название «трубчатый» обусловлено тем, что в соле- 
ноидальном поле векторные линии нигде не начинаются и не 
кончаются, они могут уходить в бесконечность, быть замкну- 
тыми или иметь начало и конец у границ поля. Примерами 
таких полей’ являются: напряженность магнитного поля, со- 
здаваемого электрическим током, текущим по бесконечно 
длинному прямолинейному проводу; поле линейных скоростей 
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жидкости, вращающейся вокруг какой-нибудь оси, и др. Век- 
торные линии таких полей — замкнутые кривые (окружности). 

Для соленоидального поля поток вектора а (М) через лю- 
бое поперечное сечение векторной трубки имеет одну и ту же 
величину. В самом деле, возьмем векторную трубку (рис. 13) 
н проведем в ней два сечения, обозначив их через о! и 02. Рас- 
смотрим замкнутую поверхность трубки, заключенную между 
сечениями. Обозначая через У объем, лежащий внутри по- 
верхности с (= 0! + 02 + о0бек), применим формулу Остро- 

7. Градского (25) 

у. Jja,do = {{/ div a dV. 
3 V 

Ho по условию 41% @ =0, следо- 
вательно, 

{Jando =0 
a 

или, что то же самое, 

Я, [а,4с + [а„аз + Гааз =0. 

Puc. 13 “1 “a ‘бок 

На боковой поверхности векторной трубки а» = 0, так как 
вектор @ (М) направлен по касательной в любой точке поверх- 
ности. На поверхностях 01 и 02 направления внешних норма- 
лей противоположны; изменив направление у одной из них, 
получим, что поток изменит знак и тогда 

| а, в = | | а, в. (26) 
51 Sg 

Поток вектора @ через поверхность о можно рассматривать 
как число векторных линий, пересекающих эту поверхность. 
Поэтому, обращаясь к равенству (26), можно сказать, что че- 
рез сечение о! вдоль векторной трубки число векторных линий 
не меняется, откуда и вытекает, что в соленоидальном поле 
векторные линии нигде не могут ни начинаться, ни кончаться. 

Пример 1. Вычислить дивергенцию поля радиус-вектора г, 
где 

r=xi+yj-+ 2k. 

Решение. 

- 9х ду Oz _ 
divr 5 Ну На = 3 

Пример 2. Найти дивергенцию поля линейных скоростей, 

Я = — шуй {+ ох] 
жидкости, вращающейся вокруг оси 2. 
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Решение. 

    

    

oy, _ d(—wy) д(%х) _ Oy Ox _ 
divv = —y— т а - = — oa о —— би = 0. 

Пример 3. Вычислить Фу — ir ТЕР где г — радиус-вектор. 

Решение. 

ам ам (АИ) 9 
С [r| ( V x2 + y? + 22 Ox\ Vx+ у? - 2? + 

oO у | a 2 — 
ul Vee) № (узи 

2 (2 уз- г?)  _ 2 _ 2. 
    — — 

(Уфу 2 (ии) г 

Пример 4. Вычислить поток радиус-вектора через любую 
замкнутую поверхность. 

Решение. Пользуясь формулой Остроградского, найдем: 

(га в = |{{ div rdV =3 [ау = ЗУ. 
3 у у 

Пример 5. Вычислить поток вектора @ = хуй -- уг] - хгЁ 
через границу части шара х? -{ у? -| 2* = 1, находящейся в пер- 
вом октанте. 

Решение. Воспользуемся определением дивергенции (24) 
и формулой Остроградского: 

а — РО 9 ух, 
= | am de = ИГ аа = | (x + y + 2) dxdydz. 

a V 

Перейдем к сферическим коорди- 

    
  

натам (рис. 14) Z| 

x = rsing cos®, 

y =rsing 5116, 
z=rcosgq, M(¥,r, 8) 

dV =rsing drdg d@. и. 
В нашем случае 0 —5 

* Tv 9 Yo 

0<4<3, O<9<5, 

O<cr<] т 
Puc 14 
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n/2 n/2 1 

Я = | 40 [5пфаф [ гз [с05ф + япф ($18 -- соз 6)] 4" = a. 
об 0 

Пример 6. Вычислить поток векторного поля 

a = (x— 2z2)i + (8z—4x)f + (5x + y)k 

через внешнюю сторону поверхности пирамиды с вершинами 
в точках О (0, 0, 0), А(1, 0, 0), В (0, 1,0), С(0, 0, 1). 

Решение. Довольно громоздкое решение этой задачи 
дано в примере 2 $ 4. Оно значительно упрощается, если вос- 
пользоваться формулой Остроградского: 

. _ d(x — 22) д (32 — 4х) д (5х и) _ 
diva = т ay + Oz = |, 

Q = [|| ауаау = [|4 У, 

  

где У — объем пирамиды АОВС, равный произведению пло- 
щади основания на треть высоты: 

    
  

1 1 1 У = >. |= =. 

Следовательно, 

1 
= 6° 

Пример 7. С помощью формулы Остроградского вычислить 
2 поток векторного поля 

а = 2х7 — у] + 2Ё 

¢ MP2) через замкнутую поверхность 
9—2 = х2- у (0<z< 9). 

Решение. 

2 diva = 2 (2x) + 
0 x 

r ~9 д д 
у tay (— ) + a, (2) =2— 

x —1+1=2; 
Рис. 15 

Я = IN) diva dV =2 sis dV. (27) 
у 

Поверхность представляет собой часть параболоида вращения, 
отсеченную плоскостью = = 0. Перейдем к цилиндрическим 
координатам (рис. 15) 

X=rcosqg, y=rsing, = = Z, 
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re 0<9<2nr, 0<г<3, 0<2< 9. Выражение для элемента 
объема АУ = г4ф 4г42 подставим в (27) 

Q=2f def 42 [гг = 2=.9.9= 162х. 
0 0 0 

Пример 8. С помощью формулы Остроградского найти по- 
ток векторного поля 

a = 2xi+ 297 - (2 — ху 

через цилиндрическую поверхность х2 -+ у? = 4, ограниченную 
плоскостями 

&=0, ху-+2-1=0. 

Решение. Найдем 
. д ‚ д д 
а = 5; (2х) > (2y) + Gp (@— +4) = 5. 

Перейдем к цилиндрическим координатам 

xX =rcosq, 

y =rsing, 

z=2z. 
Элемент объема 

dV =rdr dg dz. 

Q = {\(divadV = о (\{ dV; 
V `у 

2r 2 — (l+rcos o+rsin ¢) an 2 

0=5[ 4 | гаг | 42 —= —5| 4ф | ("-- /?соз ф-Е г?5т $) 4г= 
0 о 6 6 

a г? r8 . 2 =— 514$ |5 + (cose + sing) | = 
2n 

=—5) [2+ -3- (052+ 919) 4$ = —20*. 

Полученное отрицательное значение @ = —20л указывает на 
наличие в рассматриваемом объеме отрицательного источ- 
ника. 

$ 7. Линейный интеграл и циркуляция 

Пусть векторное поле задано вектором а {а„, ау, а,]. Возьмем 
в этом поле некоторую кривую Ё, соединяющую точки М1, М., 
и разобьем ее радиус-векторами г, {= 1, 2, ..., п) на элемен- 
тарные участки Ат, = 7! +1 — 7); (рис. 16). Составим теперь сумму 
скалярных произведений векторов @ и Аг, 

У (а Аг). 
t=! 
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Перейдем к пределу при п—со, считая, что длина наиболь- 
шего участка Аг,—0. Полученный предел, если он сущест- 
вует, называется линейным интегралом вектора а вдоль кри- 

вой [, и обозначается 

бт У (а, А) = [ (24%), — (8 
АГ; >0 {= 1 L 

re dr = dxi-+ dyj -+- dzk. 

В декартовых координатах 

) (adr) = {a,dx + aydy + a,dz. (29) 
L 

  

Линейный интеграл есть вели- 
чина скалярная. 

Если точка перемещается по кривой Ё под действием силы @, 
проекции которой на оси координат равны ах, ау, а,, то инте- 
грал (29) выражает собой работу, совершенную этой силой. 
Для векторных полей иной природы этот интеграл имеет, ко- 
нечно, другой физический смысл. 

Линейный интеграл обладает обычными свойствами крни- 
волинейных интегралов. Его величина зависит как от кри- 
вой [., так и от конечной и начальной точек интегрирования. 
При изменении направления интегрирования интеграл меняет 
знак. 

Линейный интеграл (29) может быть записан и в другой 
форме. 

Заметим вначале, что если г — радиус-вектор точки г |х, у, 2}, 
принадлежащей кривой Ё, то дифференциал его 

dr =—d(xit+yj+zk)=dxitdyj+dzk . 

Puc. 16 

и модуль 
  

|1аг| = 4х? -- аи? - 42”. 

С другой стороны, дифференциал дуги кривой 4Ё, как из- 

вестно, определяется формулой 4 = Y dx® + dy? + 42?. Таким 
образом, имеем: 

  

\dr| =dL. 
Теперь обозначим через а, проекцию вектора @ на касатель- 

ную к кривой в направлении обхода, получим (а4г) = а,АГ, 
и тогда линейный интеграл 

((ааг) = (аг. (30) 
L L



Вычисление линейного интеграла ничем. не отличается OT 
вычисления криволинейных интегралов. Уравнение кривой [. 
(контура интегрирования) обычно выражают через какой-ни- 
будь параметр, и тогда вычисление линейного интеграла сво- 
дится к вычислению определенного интеграла. 

Если кривая [. замкнутая, то линейный интеграл называет- 
ся циркуляцией С вектора @ вдоль кривой [. и обозначается 
одним из интегралов: 

C = ¢ (adr), (31) 

C= § ade + aydy + a,dz, (32) 

С = $,a,aL. (33) 

Пример 1. Найти  инейный интеграл вектора 

а = х31 — yf 

вдоль первой четверти окружности г = Rcecosti+ Rsint J. 
Решение. На окружности х = Reost, y= В ЯпЁ и тогда 

вектор @ запишется @ = Ю3со531 $ — Ю3513ё у. Найдем 

dr =(—Rsinti+ Reost ys) dt. 

Скалярное произведение 

(adr) = (— R‘cos*¢ sint — R‘sin®¢ cos t) dt = — -- Risin 2¢ dt. 

За направление обхода примем направление, противоположное 
вращению часовой стрелки; параметр 2 будет меняться в преде- 

лах от 0 до >: 

t/s 

1 . 1 

) (ear) => * | sin 2¢ dt = —— Rs. 

Пример 2. Вычислить линейный интеграл векторного поля 

=xityj+(x+y—I)R 

вдоль отрезка прямой [. от точки А (1, 1, 1) до точки В (2, 3,4). 
Решение. Согласно формуле (29), 

(2, 3, 4) 

{a,dx + aydy + a,dz = { xdx + ydy + (x + y— 1) az. (*) 

р (1, i, 1) 

Составим уравнение прямой AB: 

х—1 y—l 2—1 

] 7 20 3



Из последнего уравнения выразим х и г через и: 

~#41,23 y+ = 4Y — 2 

‚ Подставим в (*) и проинтегрируем по у: 

ils +) $+ ydy+ ($4 49-1) $y 
1 

3 

= J (ty — 1) dy = 13. 

Пример 3. Вычислить циркуляцию С радиус-вектора вдоль 
одного витка АВ винтовой линии 

x=acost, 

y = asint, 

z= Ot, 

где Аи В — точки, соответствующие значению параметра 

й = 0, lo = 20. 

Решение. 

r=xi+yj/+zk, 

dx = —asintdt, dy=acostdt, dz = bdt, 
2n 

С = [(гаг) = | (—a’sint cost + a’sint cost + 5°f) dt = 2n? 62, 
L 0 

Пример 4. Найти циркуляцию векторного поля 

а = у 2] + хЁЕ 

вдоль замкнутого контура, полученного от пересечения сферы 
х2-- у? 22=А? координатными плоскостями в первом октан- 
те (рис. 17). 

2 Решение. Вычислим цир- 
куляцию вдоль линии АВ: 

= =0, 42 = 0, 

     

  

Y%42=R? 

тогда 

a=yi-+xk, 

r=xb+yJ, 
° dr=—dxi+dyj. 

<4 x2+y2=R? Скалярное произведение 

Рис. 17 (ad r) = ydx. 
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Из уравнения линии АВ х?-+ у? = В найдем у=У В - д. 
Переменная х изменяется в пределах от А до 0. Итак, 

0 

С = | ии =| int + Ура x8 i] — _ 2 У yaresin= + =-V R*—x в= ron 

Легко подсчитать, что значения линейных интегралов вдоль ВС 
и СА будут такими же, как и по контуру АВ. Таким образом, 

3n R2 циркуляция по замкнутому контуру АВСА равна ———.   

$ 8. Вихрь векторного поля 

Рассмотрим поверхность в, ограниченную замкнутым кон- 
туром [. По известной формуле Стокса* (устанавливающей 
связь между интегралом по поверхности и криволинейным 
интегралом по границе этой поверхности) циркуляцию век- 
тора @ вдоль этого контура выразим через поверхностный 
интеграл: 

фа, dx + a,dy + a,dz =} (3 — FP Jeos (2%) + 

о (а 9 
“N “N “N 

где со$ (п, х), со$ (м, и), соз (п, 2) — направляющие косинусы нор- 
мали й к поверхности о. 

Вектор, проекциями которого являются 

'дах да, дах да, да, дах 

Oy  02' 0 ax’ Ox ди’ 

называется вихрем или ротором ** векторного поля и обозна- 
чается 

да; да, дах да, Ody дах 

rota — eae) + (-E)it [5 —5= (35) 
Этот вектор часто записывается ‘в виде символического опре- 

делителя 

Г] Е 

a8 @ 
rota =| dx ду 52 

а, а, а, 

  

*“ Д. Стокс (1819—1903) — английский физик и математик. 
** гофаНоп (англ.) — вращение, 
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д д д 
Здесь дифференциальные операции 9х’ Oy’ OF применяются к 

д да 
функциям а, ау, а, (например, Gy Ox = GE HT. A). Определитель 

раскрывается по элементам первой строки. 

Для плоского поля вихрь вектора а == аё -|- а] имеет вид 

да, ыы 
rota = (SY = Е. 

Пользуясь определением ро- 
тора, формулу Стокса можно за- 
писать в векторной форме 

jadl = || ("rot a)do= 

  

Puc. 18 = |{rot,@a do, (36) 

где го{, @ —проекция ротора вектора @ на нормаль п к по- 
верхности с (рис. 18); обход вдоль контура Ё совершается 
против часовой стрелки. 

Формулу Стокса можно выразить словами: циркуляция 
векторного поля @ вдоль замкнутого контура [. равна потоку 
вихря этого поля через поверхность, ограниченную указанным 
контуром. 

Так как вектор го{ @ в общем случае в каждой точке про- 
странства имеет различное значение, то вихрь векторного поля 
образует новое векторное поле. Векторные линии поля вихрей 
называются вихревыми линиями. 

Если в векторном поле всюду го{@ = 0, то такое поле на- 
зывается безвихревым или потенциальным. 

Формула (36) позволяет определить ротор вне связи с вы- 
бором координатных осей. Пусть № есть некоторое направле- 
ние, проходящее через точку М поверхности, и Ав — элемен- 
тарная площадка поверхности о (в силу малости ее можно 
считать плоской), проходящая через эту точку нормально 

т к п (рис. 19). 
Применим к этой площадке 

формулу (36) и воспользуемся 
теоремой о среднем 

(aL = {jrot,ado =rot,a|y, As 
A | Аз , 

откуда 

| а Ё 
AL 

rot a lm, = ap 

  

Puc. 19 
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roe AL — контур, ограничивающий площадку До, а М, — не- 
которая точка на площадке Ав. Переходя к пределу, когда 
контур AL стягивается в точку, получим 

( а: АГ. 

rot,a@ = lim “=—. (37) 
51-м 43 

Мы, следовательно, определили проекцию вектора го{@ на 
произвольную ось, а значит, и сам вектор, без ссылки на ка- 
кую-либо предварительно выбранную координатную систему. 

Поясним на примере физиче- 
ский смысл ротора. Рассмотрим 1 
поле скоростей, создаваемое век- 
тором @ {— ву, х, 0], где «— 

| ae угловая скорость вращения частиц | Улов = 2 

  
  

вокруг оси 2 (рис. 20). Ротор ~ 
этого векторного поля опреде- 
лим из символического опреде- 0 
лителя —у 

Г] k 
t до д Ow k x 

rota = 9х 5 op | = 2k. 
ox ду 02 Рис. 20 

—wywx 0 

Как видим, го а направлен по оси 2, а по величине равен удво- 
енному вектору угловой скорости w. Физически это означает, 
что каждая частица жидкости участвует в сложном движении: 
в мгновенном переносном со скоростью % {— Фу, ®х, 0} и мгно- 
венном вращательном с постоянной угловой скоростью 2. А так 
как линейные скорости в каждой точке поля различны, то все 
поле как бы заполнено бесконечно малыми завихрениями, чем и 
объясняется название «вихрь». 

Если поле скоростей создается постоянным вектором @, 
то в этом случае го{@а = 0 и завихрения будут отсутствовать. 
Следовательно, неравенство нулю ротора указывает на Ha- 
личие в поле скоростей «вращательной компоненты». 

Рассмотрим свойства вихря. 

1. гос = 0, где с — постоянный вектор. 

Свойство легко устанавливается, если раскрыть символн- 
ческий определитель 

ij k 

9 0 8 
ГОС =| ‘0х ди 92 

Cy Cy C,



2. div (rot a) = 0. 

Действительно, пусть ® = гой @, тогда проекции вектора 

Or = Oy G2? Oy Ge бк’ "= Oe ду’ 
Найдем частные производные 

0 wy 02a, Otay до, 07a, да; 

Ox. дхду 90х02’ ди Oydz дхди’ 

д Wy да, дах 

  

92 Oxdz  Oyoz 

Складывая правые и левые части, получим 

ды; dw, du, 
Ox ду 92 — 0 
  

или 
div w = div (rot a) = 0. 

Отсюда следует, что вихревое поле является соленоидальным. 

3. rot (a 4- b) = rota + rot B. 
В самом деле, пусть 

а =аф-- а] ак, 6=b1i+b,j+ 028, 
тогда 

ао = (а, 5,1 (а, 6,) Л- (а, + 5,) Е. 

0 (az + 52) O(ay+ by) |, 0 (ay + 5x) 
rot (a + 6) =| yO 35 Play [oer ee 

д (а, | с д(а, +6) — 0,4, 
ie p+ [-S eee _ oer |e = у дх 

da, day д: dby дах да; 

и (+ (еж) + 
0b~ 0b; \ , day дах Oby де х 

а (а Se + (Ge 
= rota + rot B. 

4. rot (9 @) = grota + [grado a). (*) 

Здесь ф = (х, у, 2) — скалярная функция. 
Напишем проекцию го (ф 2) на ось х 

  

    

+
 

д да 
го, (фа) = 5, (фа,) — 2 (gay) =9 St = и 14: 9: — 

дау 09 да; Ody де 0° 

—? a a =? der a, 3 — 4 a = 
= grot,a + [grad 9 a],. 
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Итак, 

rot (9 @) = grot,@ + [grad¢ a],. 
Аналогично 

rot, (p @) = yrot,a + [гад ф а], 

rot, (9 a) = prot,a + Igrad¢ a],. 

Умножая последние три равенства соответственно на орты é, J 
и № и складывая их, получим (*). 

5. div [ab] = (8 rot a) — (a rot 6). 

Действительно, 

div [ab] = -2- [ab], + 5 lab], + 2 [ad], = 
д д д 

— вх (a,b, — a,by) + Oy (a,b, — аб.) + “Oz (a,b, — а,б,) — 

да. да, дах да, да, дах 

=6 ($e — Ft) + 6, (Fe 2) +8, (<2 ox —$)- 
96, aby Ob, dbz by aby =) 

= (b rot a) — (a rot 9). 

ду д: 

Пример 1. Найти го+ (га), где а — постоянный вектор и 

=У+у-2. 
Решение. Запишем символический определитель для го (га). 

i J Е 
д д д 

rot (ra) = 5х oy > = 

„ИУ aVPPP PE VEEP 
=|2(Vveryra)—2 yer yre)|i— 

Га 
9х (а а, Их- y?+ 2?) =. > (а, V+ y+ 2) |} + 

  
x 

+|2 (a Vet 9+ 2) — = (a, V+ y+ 2) k = 

= 7] (ay ~ а,г) #— (a,x _ a,2) J + (a,x — a,y) Е] = о 

Пример 2. Найти гоЁ[аг], где @а — постоянный вектор и 
r=xi+tyj-+ 2k. 
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Решение. 

i J k 
д д д 

rot lar] = Ox ay 92 = 

га, — ya, XA, — 2A, ya, — xd, 

д , д д 
— 2 (ya, — ха,) а (xa, — za,)| i — 2 (ya, — хау) — 

д . д д 
а (га, — ya,)| J + 2 (xa, ~ za.) ~ ду (га, a ya,) k = 2a. 

Пример 3. Найти поток вихря поля вектора 

а = ур -- 2] -- хЕ 

через поверхность параболоида вращения г =2(1 — х? — и?), 
отсеченную плоскостью 2 = 0 (рис. 21). 

Решение. [Го формуле Стокса 

\{rot,@do = (a,dx + aydy + a,dz = \ ydx + zdy + хаг. 
L L в 

Но на контуре Г. г = Ои 4: = 0. Следовательно, 

  

2} {{rot,ado = ( ydx. 
р L 

#7 Перейдем к полярным координа- 
2 там 

ZZ X=CcOS g, y=sin q, 

Li dx=-—sin фаф, 

Е 24 < 

4 rot,ado = (ydx = 6 |} rot, | 
Qn 

; = —|sintede =—r. 
Рис. 21 0 

Mpumep 4. Iyctb a = yit+2zj+%x«k. Haiitu Buxpb BekTopHo- 
го поля 

yi +z] + xk 

Vetere 
a 

r 

Решение. Положив — —=‹, найдем гоф (; а) по свойству 4. 

Так как 
1 , xit+ yj+zk _Г. 

r2 r r3? 
  grado = >. gradr = 
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Г] 
од 

rota =| oy Gy a |= —!—J—&, 
y 2x 

TO 

rot (9 @) = rota + Igradga] =— ЕЛЕ 

i ej ok 
x y 2 

+| a a ow |=— 4 J+) — 5 ey —2) 1+ 
y 2 x 

] 
+ (zy — x?) f + (xz — y*) hk] = — — (0? 4+ y? + xy) i+ 

+ (y® + 27 + zy) J + (x? + 2? + xz) R). 

Пример 5. Найти циркуляцию векторного поля 

a=yi-xji2k 

по контуру АВСА (рис. 22), получаемому при пересечении па- 
раболоида х?-+2?=|—иу координатными плоскостями. 

Решение. Часто циркуляцию С векторного поля удобно 
находить с помощью определения ротора (по формуле Сток- 
са, записанной в векторной форме). 

Определим единичный вектор нормали к этой поверхности 
по формуле 

  

  
  

_  втаа Е 

Й — Тогда ЕТ, 
где 

Е = хх? +у+ 2? — |. 

Получим 

— 2xi +- jf + Qk 

V 4x2 L T+ 422 

Отсюда 

cos (п, 2) а >0, z>0 V 4x2? 1+ 422 9 = 9 

ГК 

9 до 
rota = Ox Oy oz |=—2(x+y)R. 

y? — x? 22 
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По формуле Стокса циркуляция 

  

C = ff (rot an) do = ({""%) | day. 
Ho ° “o [60$ (п, 2)| [2 (х, у) 

и 2 y), 
| cos (n, 2) | 

поэтому 
I }—x* 4] 

= —2\((« + y)dxdy =—2| dx\ (x+y) dy=— 3° 
0 0 Dyy 

Пример 6. Найти (по формуле Стокса) циркуляцию вектор- 
ного поля 

а — 21+ ЮФО 
я | 

x24 y? = 22. 

Решение. Контуром интегрирования Г будет окружность 
х*-- у =2,2=у2 полученная от пересечения сферы х? - y?+ 
+ 22 =4 и конуса х?- у? = 22. 

по контуру 

Определим 

i J К 
д д д 

га =| 95 wy OG | = 2yb 22] + Qxk. 

22 — x? x? — y? y* — 2? 

За нормаль и примем единичный вектор №, направленный по 
оси 2, т.е. п =. Тогда 

[| (горам) 4в = [| 2хахау, 
в Вх 

rye D,, — проекция круга х? -| у? < 2, г = У2` на плоскость ху. 
Переходя к полярным координатам, найдем 

2n V2 

C=2)\cosedes odo =0. 
д 0 

8 9. Оператор Гамильтона* 

Дифференциальные операции — градиент, дивергенция, ротор 
удобно представлять при помощи символического вектора — опе- 
ратора Гамильтона \/ (набла) 

. д д д 
V = bape РУ РЁ. 

*У. Гамильтон (1805—1865) — английский математик и механик. 
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Сам вектор \/ не имеет реального смысла, но, действуя на ска- 
лярную функцию или вектор, он приобретает вполне бпределен- 
ный смысл. Так, например, 

_ д д д 09 09g Op 
veal Е НЕО = grade. 

д . 
(Уа) = (: Не-а. а, + ka, = 

дах дау да с . 

< Ти та = dive. 
igre 
дд д ‚ [ да» да, Oa; дах 

LV al =| oe ду 9: =i (Fe) (4 
а, а, а, 

дау дах 
+ k( — 2) = rota. 

При действиях с оператором «набла» следует руководствовать- 
ся правилами векторной алгебры и правилами дифференцирова- 
ния. Например, 

rot (a+ 5) = Vx (a@+b)=Vaxb=rota- rot dB. 

С помощью оператора «набла» можно записывать дифференциаль- 
ные операции второго порядка. Рассмотрим часто встречающиеся 
три из них. 

  1) div (grad ¢) = V(V ¢) = V29 =(& + oa += )e= 

‚ 02$ 029 02 © 

= oe toa + aa =A. 
Символ 

  Vi=A= sa +t Ga 
называется оператором Лапласа* (лапласианом). 

_2) div (rot a) = VIV al. 
По свойству смешанного произведения переставим векторы 

У [У а! =а[7 У] =0, 
так как мы имеем два одинаковых вектора. Итак, 

div (rot a) = VIV a] = 0. 

3) rot (grad 9) = VX(V 9) =elV VI =0. 
Здесь скаляр $ вынесен за знак векторного произведения. 

*П. Лаплас (1749—1827) — французский математик и физик. 
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Глава ПП] - 

Ряды Фурье. Интеграл Фурье 

Тригонометрические ряды Фурье, о которых пойдет речь 
в настоящей главе, находят широкое применение не только 
в различных областях математики и теоретической физики, но 
и в технике, например при исследовании системы автомати- 
ческого регулирования, решении уравнений диффузии, изу- 
чении различных колебательных систем и многих других во- 
просов прикладной математики — всюду, где приходится стал- 
киваться с периодическими процессами, а сами явления можно 
описать периодическими функциями. ‘ 

$ 1. Периодические функции 

Функция [(х) называется периодической, если существует та- 
кое постоянное Т (Т = 0), что для любого х, взятого из области 
ее определения, имеет место равенство 

[(х+Т) = Кх). (1) 

Число Т называется периодом функции |[(х). Число, крат- 
ное Т, будет также являться периодом функции, т. е. 

х+пТ) =Кх) (п целое), 
в чем легко убедиться, если применить п раз условие (1). 

Иллюстрацией периодичности явлений может служить, на- 
пример, колебание математического маятника, неограниченно 
повторяющего свои движения; морские приливы и отливы, 
происходящие через определенные интервалы времени, и т. д. 

Геометрически периодичность функции |(х) означает, что 
ординаты двух произвольных точек с абсциссами, отличаю- 
щимися на величину, кратную периоду Т, равны между собой 
(рис. 23). 

Отметим одно важное свойство периодической функции. 
Интеграл от нее по периоду не зависит от положения интер- 
вала интегрирования; иначе говоря, если {(х + Т) = [(х), то 
интеграл 

x-++T 

val 94 = || (2) 42 (2) 

и, следовательно, не зависит отх (см. рис. 23). При этом пред- 
полагается, что функция }(х) на интервале, равном периоду Т, 
непрерывна. 
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Действительно, по правилу дифференцирования сложной 
функции и свойству производной определенного интеграла по 
верхнему и нижнему пределам запишем: 

  

  

      

у 

_f MM _ 7 - — х 

0 ХОТ Г 2 xeor 7 = 

Рис. 23 Рис. 24 

а! а(х -- Т) dx —_ 
ae = FE + T) QP) =НТ-—Н=0. 

Из = —= 0 следует, что / = С, т. е. от х не зависит. 

$ 2. Гармоники 

Простейшей периодической функцией является синусои- 
дальная, часто называемая простой гармоникой, 

у = Азш (ох + фо), (3) 

2 

w? 
где А, ® и фо — постоянные. Период этой функции равен 

в чем легко убедиться: 

y = Asin|o(x+ 2 
- -+ 00 | = Asin [(wx + Oo) + Or] — 

= Аз (ых - $3). 

Синусондальная функция (3) описывает гармонические 
колебания, которые возникают в силу самых разнообразных 
причин. Например, точка М с массой т движется прямолиней- 
но под действием силы притяжения ЕЁ к неподвижной точке О 
{рис. 24). Допустим, что модуль силы РЁ пропорционален рас- 
стоянию точки М от центра, т. е. Е= —Ах. Тогда по второму 
закону Ньютона имеем 

  

ad? 
m =: — kx 

или 
d* 

ga tex =0, (4) 
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где обозначено в? = —.. Решением дифференциального уравне- 

ния (4) будет функция x = Ап (®Ёё -- $5), в чем можно убе- 
диться, если ее подставить в уравнение (4). Величина А — наи- 
болыпее отклонение точки М от О — называется амплитудой 
колебания (размах колебания), аргумент (Ё- 9) ‘называется 
фазой колебания, где ® — круговая частота и Ф, — начальная 

w 
фаза. Величина, обратная периоду › =-— = >. , называется час- 

тотой; она показывает, сколько раз данное периодическое явле- 
ние повторяется за единицу времени. 

Синусоидальную функцию (3) часто представляют в виде 

acosw x + бзтох. (5) 

Воспользуемся известной формулой тригонометрии 

A sin(wx + фо) = А со$фо зто х + А $шфо с05® x. 

Вводя обозначения 

а=А $тф, 6=А с0$ Фо, (6) 

получим: 

А зт (ох + Фо) = асозюх + Бупох. (7) 

Для перехода от правой части равенства (7) к левой доста- 
точно найти амплитуду А и начальную фазу фо. Из (6) 

A=V @+63, », =arctg --. 

Заметим, что если в гармонике у = Ап (ох + Qo) положить 
А = |, ® = 1, фо = 0, то получим функцию у = зштх, графиком 
которой является обычная синусоида. 

График гармоники (3) можно получить путем деформации 
обычной синусоиды в направлении осей координат и парал- 
лельным сдвигом вдоль оси х. Практически построение гра- 
фика функции у=Азт(ох + фо) проводится следующим 
образом. 

1. Строят график синусоиды у = зшх. 
2. Ординаты точек графика синусоиды увеличивают в 

А раз, не изменяя абсцисс. При этом, если А<0, то ординаты 
изменяются не только по абсолютной величине, но и по знаку. 

3. Производится равномерное сжатие по оси х в ® раз, если 
1 

® > 1, и растяжение в -— раз, если в < 1. 

fo 
w 

4. Точки графика сдвигаются на — вдоль оси абсцисс. 

Полученные точки соединяют плавной кривой. 
На рис. 25 показано построение графика функции у = 

= Qsin 2 (x —=) 
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Простые гармоники можно складывать, и тогда результи- 
рующей окажется простая или сложная гармоника. Если со- 
ставляющие гармоники имеют одинаковую частоту, то и сум- 
ма их — гармоника с той же частотой и тем же периодом, 
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Y=2SIN 2(X- я ) 

Рис. 25 

т. е. простая гармоника. Наоборот, складывая гармоники раз- 
ных частот, получим существенно новую периодическую функ- 
цию — сложную гармонику. 

Пусть требуется сложить три гармоники: 

и = A,sin(w1x + ф!) + Ат (Wox + M2) + Ag3sin (w3x + Q3), (8) 

круговые частоты которых находятся в таком соотнощении: 

Wo =2 H 03 => 301, 

а их периоды соответственно равны т, =. Сумма гармо- 

ник — функция с периодом Т; график ее значительно отличается 
от графика каждого слагаемого. 

На рис. 26 показано сложение трех гармоник: 
. 1. 1. 

y = sinx + —> sin 2x — —sin 3x. 

Здесь ординаты кривых трех гармоник суммируются алгебраи- 
чески. 
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В выражении (8) круговые частоты гармоник являются 
соизмеримыми, т. е. их отношения равны целому или отноше- 
нню целых чисел: 

Wy __ 9 Mg __ Wo __ 2 

wo, ^^” W) _ Ws — 3 

Если же круговые частоты складываемых гармоник окажутся 
несоизмеримыми, т. е. их отношение будет числом иррацио- 
нальным, то сумма гармоник будет непериодической функцией. 

  

yeSinz+45in2x +5 SiN3x   
91 

SIN Z 

  

  
Puc. 26 

$ 3. Тригонометрические ряды 

В предыдущем параграфе указывалось, что сумма простых 
гармоник, частоты которых соизмеримы,— новая пернодиче- 
ская функция, график которой существенно отличен от графи- 
ков составляющих гармоник. 

Возникает обратная задача: можно ли заданную перио- 
дическую функцию представить в виде суммы конечного или 
бесконечного числа гармоник? Оказывается, что широкий 
класс функций можно представить бесконечным тригономет- 
рическим рядом впда 

f (x) = ay + (a,cos x + 6,sin x) + (a,cos 2x + b,sin 2x) 4- 

+ ...+(a,cosnx + b,sinnx) +-... (9) 

Класс функций, представимых конечным числом гармоник, 
весьма ограничен. Мы подробнее остановимся на изучении 

ряда (9), который принято записывать в следующем виде: 

+ + № (а,с0$ пх -- Ви зт пх). 
n=! 
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Постоянные а„, 6, (п =1, 2, ...) называются коэффициентами 
ряда. Свободный член, как это выяснится из дальнейшего, удоб- 

а 
но записывать в виде >= 

Установим несколько вспомогательных формул, которые 
нам понадобятся при определении коэффициентов ап и бл. 
При л =0 

т 

{ cos nxdx = | sine | " 0, 
—T 

—п * | (10) 

{sin nxdx == Е 
— 

Воспользуемся известными формулами тригонометрии: 

cos nx |’ — 
п   - 

tw 

] 
COS Mx COS NX = —- [cos (m + n) x + cos (m— n) x], 

sin mx sinnx = > [со$ (т — п) х — со$ (т - n) x], 

Sin MX COS NX = > [sin (m + n) x 4- sin(m — n) x]. 

Легко проверить, что для любых целых т и п (т = п) справед- 
JIHBO 

к 

( cos mx cos nxdx = 

—n 

я 

{sin mx sin nxdx = —- о (m—n) x—cos (m+n) x] dx=0; 
—T 

nT 

= Sleos (m-+n) x+cos (m— n) x|dx=0, 

_ ‚ (11) 

  —п 

для любых целых т ил 

| sin mx cos nxdx == > Jlsin (m+ n)x + sin(m—n)x]dx = 0; (12). 

  

ДЛЯ тп 

[созихах = ->- | 1+0 2их] 4х = = ae 4. Sin a Sin ane | т, 

: = (13) 

Jsintnxdx = — +] i cos 2пх] dx= > |x 7 — Г. =. | 

В $ 1 было показано, что интеграл от периодической функ- 
ции по периоду не зависит от положения интервала интегриро- 
вания. Поэтому формулы (10) — (13) будут справедливы не толь- 
ко для интервала (— т, <), но и для любого интервала длины 2х. 
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8 4. Ряды Фурье. Коэффициенты Фурье 

Пусть задана функция {(х) на интервале (—1, т). Предпола- 
таем, что на этом интервале ее можно разложить в равно- 
мерно сходящийся ряд 

f(x) = =} + У (a,cos nx -- Виз пх), (14) 

n=l 

который можно почленно интегрировать. 

Отметим также следующее свойство (без доказательства). 

Равномерная сходимость ряда »и,„(х) на интервале (а, 5) не 
n=! 

нарушится, если все его члены умножить на функцию ф(х), не- 
прерывную на этом интервале. 

Интегрируя правую и левую части (14) в пределах от —л 
до л, получим 

Го ета, (15) 

Отсюда 
1 к 

=< J f (x) dx. 

Интегралы от остальных членов ряда в силу формул (10) 
обратятся в нуль. 

Для отыскания коэффициента а», где т — любое целое 
положительное число, обе части равенства (14) умножим на 
COS MX и, учитывая только что отмеченное свойство, проинте- 
грируем в пределах от —л дол: 

ji (x) cos mxdx = + cos mxdx +- у (a, | cos nx cos mxdx + 

n=1 —х 

+6, [ cos mx sin nxdx). 
—т 

Все интегралы в правой части, исключая интеграл при 
коэффициенте аш, равны нулю в силу формул (11) и 

{12). Интеграл же при коэффициенте а„, согласно первой фор- 
муле (13), равен т, т. е. 

М (x) cos mxdx =a,  cos*mxdx = Ta,. (16) 
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Отсюда 

ав = = | f (x) cos mxdx. 
== TT 

Для отыскания коэффициента 6, умножим обе части равен- 
ства (14) на зптх и проинтегрируем в пределах от —т дот: 

| (x) sin mxdx = | sin mxdx + 

+ у (a,, ( с0$ пх эт тхах -- 6 ‚| sin nx sin mxdx). 
п=!| = 

На основании формул (11) и (12) все слагаемые в правой части 
равны нулю, кроме интеграла при коэффициенте 6„. Этот инте- 
грал, согласно второй формуле (13), равен т: 

(F(x) sin mxdx = b nf sin тхах = бит. 
am TT 

Отсюда 

6, = =| f (x) sin mxd x. (17) 

Коэффициенты, определенные по формулам (15) — (17), на- 
зываются коэффициентами Фурье, а ряд 

70 a,cosnx + 5, sinnx 70, Si (a, cosnx + 6, sin nx) 

3 

с такими коэффициентами называется рядом Фурье функции | (х). 

При определении коэффициентов ряда Фурье мы вос- 
пользовались почленным интегрированием левой и правой 
частей равенства (14), исходя из предположения, что данный 
ряд равномерно сходится. 

Какими свойствами должна обладать функция }(х), чтобы 
построенный для нее ряд Фурье равномерно сходился? Преж- 
де чем ответить на этот вопрос, дадим некоторые определения. 

Определение]. Функция [(х) называется гладкой на 
интервале (а, 6), если на этом интервале она непрерывна вме- 
сте со своей первой производной. 

Определение 2. Функция называется кусочногладкой 
на интервале (а, 6), если этот интервал можно разбить на ко- 
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чечное число частичных интервалов (а, х!), (ху, %2), ..., 
(хп-, 6), на каждом из которых функция f(x) — гладкая. 

Из определения вытекает, что кусочногладкая функция 
{(х) ограничена на интервале (а, 5) и может иметь лишь ко- 
нечное число точек разрыва первого рода. 

            
  

7} 

F(x) 

f(*) У _ 

9 и 
f(Xo-0) | | ми 

F(X +0) | | | 1 7 pot 
Q Xp —Ф-х gu— i i | — 

Puc. 27 Рис. 28 

Напомним, что для непрерывной функции }(х) в точке хо 
предел слева Ит [(х.—0), когда х<х, и предел справа 
lim / (Хо + 0), когда х>хо, равны между собой, т. е. 

lim f (x) — 0) = lim f (x, + 0). 
Х Хо Х-хХо 

Если в точке хо существует разрыв первого рода, то вели- 
чина 

5 = (хо + 0) — fF (xo — 0) 

называется скачком функции [(х) в точке ху (рис. 27). 
Графиком гладкой функции является кривая линия с не- 

прерывно вращающейся касательной; график кусочногладкой 
функции состоит из конечного числа гладких дуг (рис. 28). 

Сформулируем теперь теорему (без доказательства) о воз- 
можности разложения функции f(x) в ряд Фурье. 

Теорема. Если функция |(х) кусочногладкая на интер- 
вале (—л, п), то ее ряд Фурье сходится к значению фучкции 
во всех точках, где она непрерывна; в точках разрыва функ- 
ции |(х) ряд сходится к среднему арифметическому ее пре- 
дельных значений слева и справа, т. е. к значению 

f (Xo — 0) + f (xo + 0) 
о ? 

где Хх, — точка разрыва первого рода; на концах интервала 
ряд сходится также к среднему арифметическому предельных 
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значений функции при стремлении независимой переменной 
к этим граничным точкам изнутри интервала 

f(—=+ 0) + f(x — 0) 5 . 

Условия теоремы охватывают широкий класс функций. 
При разложении в ряд Тейлора требовалось, чтобы на интер- 
вале сходимости функция была не только непрерывна, но и 
бесконечное число раз дифференцируема. Для разложения 
функции в ряд Фурье лишь требуется, чтобы функция и ее 
первая производная были непрерывными; в отдельных точках 
допускается разрыв первого рода. 

Условия изложенной выше теоремы о разложимости функ- 
ции {7 (х) в ряд Фурье могут быть несколько иными. Достаточ- 
но, чтобы функция [(х) с периодом 2л на интервале (—л, л) 
имела конечное число максимумов и минимумов и была не- 
прерывной, исключая, быть может, конечное число точек 
разрыва первого рода. В этом случае ряд Фурье сходится 
к функции [(х) в каждой точке непрерывности и к сумме 

f (xo -+ 0) + f (x5 — 0) 
2 

в каждой точке разрыва (условие Дирихле *). 

$5. Разложение в ряд Фурье четных и нечетных функций 

Напомним, что функция {(х) называется четной, если для 
всех значений х имеет место }(—х) =[(х). 

Функция называется нечетной, если для всех х имеет ме- 

График четной функции симметричен относительно оси 
ординат; график нечетной функции симметричен относительно 
начала координат. 

Если интегрируемая на интервале (—а, а) функция |(х) 
четная, то 

| F(x) dx = 2 | f(x) dx, 
—а 0 

если }(х) — нечетная, то 

[ F(x)dx =0. 

* П. Дирихле (1805—1859) — известный немецкий математик. 
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Действительно, 
а 0 а 

годах = [Коах + [Ко ах. 
а 4 ’ 

При замене х на —х 

М (x)dx = ff (— x) dx. 

Тогда 

| (x) dx -| [f (x) + Е (— хЛах. (18) 
—а 

Таким образом, для четной функции [(х) 
a a 

| f(x) dx = 2 (f(x) dx, 
—а 0 

для нечетной 

(F(x) dx =0. 

Пусть разлагаемая в ряд Фурье функция |(х) четная, то- 
гда произведение [ (х) зп тх — нечетная функция и интеграл, 
взятый на интервале (—л, дл) от такой функции, равен нулю. 
Все коэффициенты 6» в ряду Фурье окажутся нулями, а сам 
ряд будет состоять из одних косинусов: 

3 + У, атсо$ тх, 

m=!) 

где 

ат = = | 169 cos mxdx = — {Fe cos mxdx 

—к 0 

т=0,1,2, ...). (19) 
Предположим сейчас, что функция [(х) нечетная. В этом 

случае функция [(х)соз тх нечетная и все коэффициенты ат 
ряда, включая ао, обратятся в нуль. 

Ряд Фурье будет содержать только синусы 

у 6, sin mx, 
т=1 

где 

и = — | f (x) sin medx = 2 | f (x) sin тхах. (20) 
—nr 0



Как показывают формулы (19) и (20), коэффициенты 
Фурье можно вычислять, если функция [(х) задана на поло- 
вине периода. 

$ 6. Примеры на разложение функций в ряд Фурье 

Пример 1. Найти ряд Фурье для функции f(x)=x 
(—л <х<л). График функции с ее периодическим продолже- 
нием показан рис. 29. у 

Решение. Функция | 
удовлетворяет условиям 
Дирихле — она непрерыв- 
на и ограничена на задан- 
ном интервале, а потому 
допускает разложение в 
ряд Фурье. Так как эта 
функция нечетная, то ряд 
Фурье будет содержать 
только синусы. В самом деле 

  

  

вс 2 
a= —-\ xdx=— 

—к 

= 0. 

  

— tT 

Для отыскания ат используем формулу (19), интеграл 
возьмем по частям 

к 

a= 2 x cos mxdx = 2 х ome I sin mxdx = 0. 
т х к т 0 

0 

  

т 

По формуле (20) 

x COS MX ы 
к 

: 1 
Om = = | sin mxdx = 2 | _ sees = cos mud x | = 

0 

    

ee: m т? |0 

2 |— x cos mx 4 sin mx fac [та 2 (т=1,2,...). 

Запишем теперь ряд 

f(x) =2| ne —__ sin 2x 4 sin 3x тия. | 
  

2 3 

Ряд сходится во всех точках, кроме точек разрыва. В точ- 
ках разрыва х= (2+1)л (Е=0, =1, =2, ...) значение функ- 
ции равно среднему арифметическому ее пределов справа и 
слева, т. е. нулю. 

Пример 2. Найти ряд Фурье для функции [(х)=|х| 
(—-< <х <”). График функции вместе с ее периодическим про- 
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должением на всю числовую ось с периодом 2= показан на 
рис. 30. 

Решение. Так как функция |х| четная, то все коэффици- 
енты 6„ равны нулю. По формуле (19) имеем: 

к 

а, = = | ах = T, 

0 

к 

2 
аи = — | хсо$ тхах. 

к 

Y | 

| 
ИИ, 
У | 

-5Л -4Л -9Л -21 -Л 0 <
Е
-
-
-
 | 

| 

LN ЭЛ 49 SJ. SS
} 
-
-
-
 

/   
Puc. 30 

Интегрируя по частям, находим 

2 sin mx 1{.. “ 2|xsinmx 1 * 
a, = [х — —Afsin medx [= 2 | т Г qa COS IX] =   

  

4 
2 (1 —cos rm) — а При т нечетном, 

О при т четном. 

Следовательно, 

4 [ со$х cos 3x cos 5 2т— 1 
fi) =A ]2 + 32 Tr Be te SL), 

    

Полагая х = 0, получим 

п 4 1 1 1 
ое +а+а+я +...) 

откуда 
п? 1 1 1 

ge Sleataytat--. 

Полученным рядом можно воспользоваться для вычисления сум» 

мы ряда 

$1 1 1 _Wi_, 
= РРР... = п? 

n=! 
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котоэый представим в таком виде: 

п=1 

Пример 3. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) =x 
(0 <х< 2м). График функции с ее периодическим продолжением 
представлен на рис. 31. 

“| 

| 
| | | 

и ~~ “40 = -20 0 27   
Рис. 31 

Решение. Данная функция на интервале (—х, т) задается 
двумя формулами: 

jo =| 
Для вычисления коэффициентов Фурье интервал (—т, т), где 

функция задается двумя формулами, заменим отрезком длины 2х, 
где она задана формулой [(х) = х, и, воспользовавшись свойст- 
вом периодической функции (см. формулу (2) $ 1), найдем: 

x-+ 2c при —п<х<0, 

x пр ‘“O<CX <x. 

  

  

     

  

' Qr , 2; 

x e @ = — | хах =| = 2n; 
0 0 

г. 1 an x sin mx 
aq = x00 mxdx = | COS NX | = 0; 

т wT т т? 0 

0 

an ] Qn 1. xcosmx , sinmex 2 
bg = [хп ях = 1 |— Sem me ,=-2 
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Поэтому win O< x% < 2a 

sin 2x sin 3x sin mx 
х==— 2 (5х + 5 + zee 

wn 

\ sine 
=nr—2 en 

т 

m=! 

Из полученного разложения можем получить сумму тригоно- 

метрического ряда 

      +...)= 

ao 

У, яптх _ п-х (0<x <2r). 
m 2 
  

m=! 

В точках разрыва х = 2кт (т =0, + 1, +2,...) сумма ряда 
равна среднему арифметическому предельных значений функции 
[(х) справа и слева, т. е. т. 

Пример 4. Разложить в ряд Фурье функцию 

4 

  

  
Рис. 32 

—1 при —х<х<0, 

i =| [Г при O<x<a, 
О пр а<х<т. 

Решение. Функция удовлетворяет условиям Дирихле, а но- 
тому может быть разложена в ряд Фурье. 

Определим коэффициенты Фурье: 

a, == f(xydx = 2 [J ах 1. ах+ [0.43] = 
—nr 0 a —п 
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| 
п 

0 а 

7 cos mxdx =— |— J 1 -cosmxdx + {1 -cosmxdx + 
—t 0 

Ат — 

i
e
,
 

a
e
 

-|- “0 ~ COS тхах | = + [ {cos mxdx + fcos тхах| = 
0 0 

1 яп та , 
иные e т ’   = — [sin mx] > 4+ — [sin тх]а = 

a 0 a 

6.= — | f (x) sin mxdx = — |[-— [$1 тхах -- | зп тхах 
0 

+ f 0. sinmxdx] = — Г sin mxdx -++ [зп тхах| = 
0 0 a 

1 „| а 1 | 
= ——— = —— — — — т— — — [cos mx|- — [cos mx|* — [cos mr—2-+-cos та] 

1 — cos ma . 
—_—————  IIpu m uetHom, 

__ тт 

—_ 3 — cos ma 
———_—__—_ при т нечетном. 

тт 

Поэтому 

а 1 1 | sina 3—cosa . 
МОЖ I COS X -+- —j—— SIN x +r 

  

sin 2a cos 2a sin 3a 
+ — cos 2x + 608 78 sin 2x + 8     cos 3x + 

+ SHES 88 sin Bx 4 .. |. 

Ряд сходится в точках непрерывности функции. В точках раз- 

рыва сумма ряда равна нулю при х = 0 и равна -—- для зна- 
2 

чений х = а. 
Пример 5. Найти ряд Фурье для функции [(х)=5х+2 

{-л << п). 
Решение. Функция удовлетворяет условиям Дирихле, 

а потому может быть разложена в ряд Фурье. Найдем коэф- 
фициенты ряда: 

=‘ Ay = {@x+ 2) dx = =| 5х 

= „= (5x + 2) cos mxdx = a +? sin mx— msi mxdx] = 

     

om I 

—Ttr 

  — 12 sin mx -+- J, cos та |" = 0. 
—к 
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Полученное равенство а» = 0 можно было предвидеть и за- 
анее, так как функция | (х) = 5х + 2 отличается от нечетной 
'(х)=5х только постоянным слагаемым, которое увеличивает 
соответствующие ординаты на две единицы. 

        

  

  

би = 4) (5x + 2) sin mxdx = 4 |-- See cos mx + 

| — _ 19 205.8” _ 10 7 _ рута. 
— т Ml 

Итак, 

f(x) =2+ оо sin me. 

m=! 

В точках разрыва сумма ряда равна числу 2. 

“t 

| 

| 
| 

59 4737-27-70 Л ЯМ 5m 7 

  
Рис. 33 

Пример 6. Разложить функцию / (х) = х? (—-л<х<л) в ряд 
Фурье. Функция всюду непрерывная. Ее график с периодиче- 
ским продолженнем изображен на рис. 33. 

Решение. Функция [(х) четная, а потому ‘коэффициенты 
„ равны нулю. 

  

    

ns к rt 

2 x3 2x2 
x) dx = 2х = —. | = . а ==" )d 2\ x dx=—- 5 5 

0 0 

Два раза интегрируя по частям, найдем 

о (' 2 ( 
а, = — | [(х) созтхах = — | х*соз тхах = 

2 | x*sin mx 2 | г 4 х с0$ тх 
== стих 2 x sin mrdz|, = —= Е + 

1. | 4 “  4с0$ кт 4 т 
4+ => sin mx |= — | xcos тх [= в = (— 1). 
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Следовательно, 

  f (x) = т. +4V CP cosmem 5 — 

max | 

  

  

cos x cos 2x cos 3x a ee в) 
Пример 7. Найти ряд Фурье 4 

для функции [(х)=х? (0<х< 
<2n). График периодически 
продолженной функции изо- п] | 
бражен на рис. 34. I/i Ji fi JI J! 

Решение. Функция #(х) ИИ | | 
не относится ни к классу чет- 0 on 47 6% 8% 10% 12% 

ных, ни к классу нечетных 

x 

  

  

функций. Рис. 34 

2х 2х 

1 ( 9 x8 8x? 

ay =| 4х = 3; 3 
0 0 

Два раза интегрируя по частям, находим: 
2к 

1 о 1 | яп тх 2 . an 
a, =—)\ x*cosmxdx = — | ———— — —| xsinmxdx | = 

к к т т 0 

2 2 = —,, [x cos mx — | cos mxdx]** = —, | x cos mx — 
mm 0 кт 

2к an 

1 . 1 2 
| | x* sin mxdx = — = [x?cos тх| о + —— | cos mxdx = 

| 0 0 

  

  

2 

4" 2 . 4n 
= — Ae _ 2, | sin mudx < 

0 

Разложение в ряд Фурье примет вид 

4n? . cos 2x m sin 2x 
f (x) = +4 (cosx—xsinx + 

COS MX m sin mx 
=... я Аи...) 
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Az? 44 ‘Ds cos mx An ys sin mx 

Пример 8. Написать ряд Фурье для функции 

4 при О<х<*, 
f(x) = — 37 ри T™<X < 2r, 

График функции с ее. периодическим продолжением показан на 
рис. 35. 

  

  

-гл -л 9 
| | | 

_ 9 

Рис. 35 

Решение. Воспользовавшись периодичностью функции, ин- 
тервал интегрирования, равный 2, возьмем в промежутке (—х, к) 
Тогда 

и [о [jsdx + [4] = Sfx) +4 [ele =1, 

0 к 

ат = Af [ (x) cos mxdx = 3 | cos mxdx -- + | cos mxdx = 
к —с 0 

_ 3 0 4 г. Ш. 
= [sin mx|° + — [sin mx]* = 0; 

т 0 к 

| 4 f (x) sin mxdx = — | Ззт тхах -- | 4sin тхах] == 
—т 0 

= + —— [cos mx]° и —=- [cos mx]" = =! . a. 

Итак, 

Ё(х) = 7 сту ci l sin mx = 
m=z! 
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1 14 / sinx sin 3x 
=pt tt (see See), 

В точках разрыва сумма ряда равна > 

Пример 9. Разложить в ряд Фурье dbyHKunio f (x) = e7* (a £0, 

  

—п<хх к). 

Решение. 

2shan 
— ии == L (ear e—ar) = 

ат 

— е- » 

где shar = 5 — гиперболический синус. 

Пользуясь формулой интегрирования по частям, находим: 

‚( | 
аи = + | од сов тах = | ехсов medx = 

  

т 

_ 1 |_а605 тх + msinmx ax к 1”. 2а пах. 
к т? -| а? —п к т? - а?’ 

би = + |169 sin mxdx = +| e** sin mxdx = 
— T 

  

] asin mx — mcos mx т 2m _ $ еах — (ри tb цз shan. 
Г. т? -| а? т т? -{ а? 

Таким образом, в интервале (— =, п) получим разложение 

f(x) == shax at Sots т [a cos mx — m sin mx}}- 
т=1 

Пример 10. Найти ряд Фурье для функции [|(х) =п—х 
(О <х< 2т). График функции с ее периодическим продолжением 
Wa всю ось х изображен на рис. 36. 

Решение. 
on 

Qn 

Qy = || (x — x) dx == Alex = =- 0 

0 

Интегрируя по частям, найдем остальные коэффициенты: 
2к 

1 — 
ат = LY (x —x) cos mxdsx -= 4/5 

0 

  

. 1(. 2" 
~ sin mx 4- 4 (sin mxdx| — 

т 0 

= — т [cos mx|* = 0; 
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an 

m—xX ar 1 
Cos IMx— | cos mxdx|   1 Ce ! 

b= = (x —- x) sin mxdx = 1 ; 

1 Хх | |. an 1 *r 2 = — | — cosmx ——, sin mx | = — |(x—r)cosmx|. =—. 
nt m m 0 тт т 

  

0 
Разложение в ряд Фурье имеет вид 

со 

sin mx 
mr—x=2 у . 

т 
m= | 

  

J| 

| | 

“4h FIN. eN-7 On 27 30\. 4D 

Рис. 36 

  
Пример 11. Разложить в ряд Фурье функцию 

О при —п<х<0, jm =| х при O<x<r. 

График функции вместе с периодическим продолжением на всю 
ось х представлен на рис. 37. 

| | 

SL — и. 
| 
| 
| 
L —— & 

-49 -7Л -29 -Л 0 nN 27 IN 49 

9 

  1 

Рис. 37 

Решение. Находим коэффициенты Фурье: 
к т 

1 1 ха |“ т 
Q — 1 f (x) dx = | хах = on . > 

—T 0 
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® 

1 1 | x si 
An = mi f (x) cos mxdx = AY. cos mxdx = — | zene 

—т 0 

1 |. "1 | (11| 
тах ото = | О | 

би = 1 f (x) sin mxdx = LI xsin mxdx = Е |- СОЗ. + 

0 

  
  

    

  
    

m 

1 г 1 xcosmx , sinmx |" cosmx (—l)"+1 
— Ы— — — _ == = e + = {cos тхах | - = +—= | = т 

Следовательно, 

п 2 . sin 2x 2 sin 3x 
x)= —  — — — — —— — f (x) 4 — cosx + sin x 5 Se cos 3x -+ —3 

sin 4x п 2 [ cosx cos 3x cos 5x 

4 = 2 г тя +...) + 

2 1-3 

  

+ (=== sin 2x sin 3x —...). 

wv 
В точках разрыва функции {(х) сумма ряда равна 5 

$ 7. Ряд Фурье на произвольном интервале 

Часто приходится рассматривать задачу о разложении в ряд 
Фурье периодической функции ] (х), заданной на интервале (—4, /), 
где /— произвольное число (/ >> 0). 

Если функция [(х) на заданном интервале (—1, J) удовлет- 
воряет условиям Дирихле (см. $ 4), то ее разложение может 
быть легко осуществлено путем замены независимой переменной 

t= -- х. Когда х пробегает интервал (—1, /), переменная Ё про- 

бегает интервал (— =, =). В этом случае функция | (х) =] — ‘ 

будет иметь период 2^ и, следовательно, может быть разложена 
в ряд Фурье 

f (x) = f(+ | = > + У (a,, cos mt + 6,, sin mt), 
m=! 

иначе 

f(x) =2 + У (все a + by sin "**), (21) 
m=1 
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где 

п l 

=) (ит | а 
к 1 

ия): ) cos mt dt = | F(x) cos aT dx; | (22)   

bn = 1; (+ ‘ sin mtdt = 4f f(x) sin 
-Ч —п 

    a dx. 

Ряд (21) представляет собой функцию с периодом 21. 
Заметим, что формулы для определения коэффициентов Фурье 

в случае четных и нечетных функций записываются по аналогии 
с формулами (19) и (20). 

Для четных функций 

  

  
  

  

2 mmx (23) 
a, = | Год соз г @х, 

0 

5. =0 (m=1, 2,3, ...). 

Если функция [(х) нечетная, то ее ряд Фурье 

f(x) = У 6, яп —— 
m=! 

содержит только синусы, где 

би = ты sin ——— dx. (24) 

Коэффициенты @„ = 0 (m=O, 1, 2, ...). 

Пример 1. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) =x ¢c Ne- 
риодом 2/ на интервале (—2, 2). График функции, периодически 
продолженный на всю числовую ось, показан на рис. 38. 

Решение. 
Функция [(х) нечетная, следовательно, ее ряд Фурье будет 

содержать только синусы 

. TMX 
У бит — 
m=! 
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1 2 

6, = -2 | од яп am dx =| xsin a dx =   

  

/ 2 
0 0 

    
  

2 mmx 2 nmx |? 2х mmx 
=|—2 хоз 5 +2 [оз 5 ax| = |— > cos 5 

4... mmx? —4 _ 4 ‚1. 
лем РИ = SF cose я (— № 

J 

Г и | 
| | | | —_ 

a Fa Ul Ao i fa i т 
| | и 
  

  
  

Рис. 38 

oo sin 4 ( sin * 
4 _ __ — 

f (x) = 4 Vey me 
m=! 

sin SE x sin SS x 

Пример 2. Разложить функцию с периодом 2/=2, опреде- 
ляемую равенством }(х) =|х|—1 при —1<х<1 в ряд 
Фурье. 

Решение. Функция четная, следовательно, „= 0 и 

i a= | Fayde = 2] —Ndx = — R= — 1 

I 
1 

ат 4-\ F(x) 0s — ах =? | (х — 1) соз п тхах = 
6 —I 

  

  

  

— e e — | ° 

-2|: — sins mx | упкиихах [= 2 |= sin x mx -L 

т (17-46 (1 
СОЗ ИЯ  м’ Om 1 

  

+ 
nem? 
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Таким образом, 

f(x) ] 4 с0$ (2т — 1) пх 

2 2 (2m — 1)? 
m=! 

  

Пример 3. Разложить в ряд Фурье с периодом 2/1 =6 функ- 
unio f(x) = x —6 Ha отрезке 3 < х < 9. График функции, пери- 
одически продолженной на всю ось, показан на рис. 39. 

У 

4 WA ! РА 
a "5 Ht ол д 9 ae 
J | | | J 

Решение. 

  

  

  

9 

an = 7 | #2) cs = dx = 1-| («—6)c0s ae dx = 

  

    

  

  

  
    

‘ . 3 
— 3 

1 | 3(x—6) MTX 3 Mu 
=+| == sin — S| sin 5 ах — 

x—6 MUX 3 ткх 

=| тк ПЗ Ри 083 |= 
1 9 

1 . 
„=“ | да = dx = 4) (x—6)sin => dx = 

—I 3 

1 3 (х — 6) mux 3 mmx 9 _ 
—= |— — те о COS — + J \cos MEX xl = 

_ (x — 6) MTX 3 - MEX o 
=|— mn © —3 + (т x)? sin 3 |= 

6cosmax 6 (—1)"+t1 
тт 
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Итак, 

oe = (—1)"+! sin “a 

f(x) = =. 
Опираясь на соотношение (2) и рис. 39, заданную функцию 

можно рассматривать на интервале (—3, 3), тогда вычисления 
коэффициентов Фурье будут проще, а именно: 

[(х) =х, —3З<х<З, 

ао = 0, ат = 0, 

3 

| | f (x) sin т ах = | x sin—— dx = 

  

    

      

3 3 
0 

—_ _2_ 3x mn si MUX 3 

— 3]. cos =r 3 lo 

(— "43 6 6 
= —-cosmr =—- 

тк п т 

$ 8. О разложении в ряд Фурье 
непериодических функций 

До сих пор шла речь о разложении в ряд Фурье перподи- 
ческих функций. Покажем, что если непериодическая функ- 
ция [(х), заданная на интервале (—1[, /), удовлетворяет усло- 
виям теоремы разложимости (см. $ 4), то ее также можно 
представить рядом Фурье. 
Для этого рассмотрим про- 
извольную кусочногладкую 
функцию g(x) с периодом | 
2—2 которая совпадает | \ | 

—1 1 с функцией f(x) | | на ( у 
(рис. 40). | 

°’ Разложим функцию (x) | Е о ет 
в ряд Фурье. Сумма этого “TOT 
ряда во всех точках интер- Рис 40 
вала (—[ [) будет совпа- 
дать с [ (х) и вместе с темф(х) периодически продолжена 
на всю ось х. В действительности разложение осуществляется 
без привлечения вспомогательной функции ф(х) по форму- 
лам (22), в которые входит интервал (—101). 

На практике нередко функция [ (x) задается на интерва- 
ле (0, /). Дополняя определение этой функции на интерва- 
ле (—10) по произволу, мы можем ее также разложить в ряд 
Фурье. 

rs "т 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 

; 
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Функция может быть определена так, чтобы при —1[<х<0 
выполнялось [(х) =[(-—х), и в результате получится четная 
функция. В этом случае говорят, что функция продолжена с 
(0, [) на (—10) четным образом (рис. 41, а). 

Функция [(х), продолженная четным образом, при разло- 
жении в ряд Фурье содержит только косинусы. Коэффициен- 
ты Фурье в этом случае вычисляются по формулам (22): 

I 

an = +-\ f (2) 0s _ dx (m =0, 1, 2, ...). 

0 

  

  

    
Рис. 41 

Функция f(x) на интервале (—1[, 0) может быть опреде- 
лена п так: f(x) = —{(—х) (рис. 41, 6). В этом случае гово- 
рят, что функция продолжена нечетным образом; при разло- 
жении в ряд Фурье она будет содержать только синусы. Тогда 
коэффициенты б»„ определяются по формуле 

1 

bn =| F(x)sin = dx (m=1,2, ...). 
0 

  

Пример 1. Разложить в ряд Фурье функцию, определенную 
равенствами 

О при «<x < т; 
па = | 1 при 2* < хх 3т. 

Решение. Функция задана на интервале длины 21 = 2л. 
Периодически продолжив ее на всю ось х, получим функцию 
с периодом 2л (рис. 42). 

Определим коэффициенты Фурье: 

Ay = 1 \ pyar = | 1 -dx = 1; 
0 
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1 
an = + Vj) cos mxdx = AL \ cos mux = = . 

—T 0 

1 . . ™ 
on = || f(x) sin mxdx = — | sin mxdx = +|— £08 ms] = 

—т 0 

  
Рис. 42 

Запишем ряд Фурье для функции f (x): 

1 2 in(2m — 1 

K(x) = + oT 
m= 

В точках разрыва сумма ряда сходится к значению, равно- 
1 

му. 

Пример 2. Разложить в ряд по косинусам функцию 

[(х) =х (0<х<т) 
Решение. Для разложения | (х) в ряд по косинусам про- 

должим ее на интервал (—л, 0) четным образом. График 
функции с таким продолжением и последующим периодиче- 
ским продолжением на ось х (по периоду 2л) показан на 
рис. 43. 

  

  

“| 

| | | 

| _ 

271 -1 0 Я 2 = 

Рис. 43 
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к т 

] 2 2 |" 
=" | Кдах = 2 | хах = ==; 

—п 0 
  

к $ 

i 2 21 xsin mx 
an = f(x) COs mxdx = | cos mxdx = 2 | _zsin me —__ 

п п x = 

0 

1 . ® 2 1 " 2 
— т | sin mxdx | = —_ | COS mx) = zm (cos кт — COS 0) 

ИЛИ 

4 
2 1 — (— пт — —„= при т нечетном, 

Om | т | О при т четном. 

Поэтому 

к 4 cos 3x COs 5X 
f(x) = 5—4 (вх -- 3 -- 5 -- wa). 

Получили такое же разложение, как в примере 2 ($ 6). Если бы 
заданная функция f(x) = х была продолжена нечетным образом 
на (—л, 0), то получили бы разложение ее по синусам, как 
в примере | ($ 6). 

Пример 3. Функцию f(x) = |5тх| (0 <х< п) разложить по 
косинусам. График функции вместе с его четным продолжени- 
ем на интервал (—т, 0) и последующим продолжением на ось х 
приведен на рис. 44.‘ 

Решение. Функция непрерывна на всей оси х, четная, 
поэтому 

  

  

ay = 1 [ое = 2 [пла = — 2 | cos x | = 4. 
—n 0 

a, = 1f f(x) cos mxdx = 2 sing-cos mxdx = 
—n 0 

У 

“If 0 7 27 

Puc. 44 
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_ 2 | sad emersind— ms _ 1 | и) 
—_ 5 x= ee 

    

  

  

д, п 1+ т 

ЕТО = ces (m= Ne) _ 

—  l—m №0 т m+ 1 + 1—m 7 

ааа т] т 
7 “| m+ | a т—1 |= к Х 

р еси си (= "| 
m+ 1 m—1 п т-1 т— 1 

| 1 — 1)” 2 1 —1 

= nm = = SE om +d). 
Если т = |, то 

  

к 

|: sin x cosxdx = —- 
  

  

  

2 
ат = > = 0. 

0 
Таким образом, 

ГО при т нечетном, 

On =) 1. при т четном 
1 Р ° 

Итак, 
2 4 [| с0$ 2х cos 4x cos 6x 

jsin x | = SE (Sp Ey .) 
Пример 4. Функцию [(х), определенную равенством 

l 
cos—~— при 0<x х <, l 

ie) = О при << 

разложить по косинусам. График функции вместе с ее четным 
продолжением на (—1[, 0) изображен на рис. 45. 

Решение. Заданная функция четная, поэтому 6„ = 0; 

1 

__ 2 cos dx = 

a= 7 i = 7] 
0 

/ 
TX . ax [2 

cos —— dx =— sin—| = —; 

у 

a TU 

l Zl 

R
o
l
e
s
 

Puc. 45 
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I~ 

TX INTX 
cos —- cos —— dx =   

*
 

l 

| ко cos mde = + 

0 o
>
 

0
9
 

l 

2 

= > | feos mt Ds OF yet сов "Ох т x] dx = 
0 

И l (m+ le / _(m—l)a [2 

od mye Г ЯТ тоя и Ох — 
1 1 . xn(mt+1) 1, —1 

ть 9 $e sin =D] (m # 1); 

=
 

1 2 2 
и (+= аз = 0, аа = — > a, = 0, 

  

_ 1 / 2х |2 _ 1 
= + on SN р ==. 

Итак, 

i 1 TX 2 (— 1)” Qn mx 

HX) = hy SP a mT OOS 1 
т=1 

Пример 5. Разложить в ряд по синусам функцию, опреде- 
ленную равенством 

х при О<х<-—, 

fix) = ; 
[ —х при 5 <<! 

График функции вместе с ее продолжением на (—1, 0) и 
последующим продолжением по периоду 2[ на всю ось х по- 
казан на рис. 46. 

Решение. Функция всюду непрерывная, нечетная. Поэтому 

а, = 0, а, = 0; 
t 

1 2 
Г ‚  птх 2 . mmx 

\ f(x) sin = dx = 2 | esin —— dx -- 

0 0 
b 

—|
 =

 

т 
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(i — x) sin dx. +t 
TX v 

Производя замену —- = и интегрируя по частям, найдем: 

с 

2 к 

= a tsin mt dt + 2 | (x —f) sin mtdt = 
Om т 

0 < 

2 

| a
 

_ al tsin mt 2 21 21 (x°— t) cos mt |* 

— 2 ие] + ae ) cos midt п |-- sr feos nf + 
2 2

—
5
»
 

9} 

5
!
 $
 

г
 

<
 mn

 

> 

<
 8 

  
Puc. 46 

$] lw 4 

-- — 2, f este a sin = 45 (— |) т+ 1 

3 

  

Следовательно, 

Al 1 (— N™+t . (2n—1)ax 41 [ sin 
Ie) = Saag SI | + 

eal 

Зкх . блх 
sin—— sin—— 

| | 

Полученный ряд сходится в каждой точке оси х к функции, 
изображенной на рис. 46. 

$ 9. Комплексная форма ряда Фурье 

Ряд Фурье 

f(x) = s + у (a,,cosmx + 6,, sin mx), 
m=! 
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где 
x 

an + jw cos mxdx (m =0, 1, 2, ...), 
am» 7 

! (26) 

иногда бывает предпочтительнее представить с помощью формул 
Эйлера* в комплексной форме. 

6 = + | fo sin mxdx (m= 1, 2, ...), 

Формулы Эйлера 

cos Mx = + (e'm* + eT ime) 

sin mx = 5: (етх __ e—imx) — = (e—im* __ етх) 

подставим в ряд (29), получим 

f(x) = ao у (a, атх ae e—imx 4 ib, “a on) _ 

m=! 

4 4 sip” ат — ibm атх 4. om ibm __ pimx } (27) 

т= 

Заметим, что если в формулах (26) поменять т на — т, то 
коэффициент а„ сохранит знак, тогда как 6„ изменит знак на 
противоположный, что символически можно записать так: 

аи = — т? У — — b_,. 

Учитывая это замечание, выражение (27) можно записать 

f(x) = + dan im eimx У." т етх — 

m=! т=—| 

eo © 

Am — tb т 
= у, те" = у, сте”, 
т=—© т=— о 

где с, = om Эт. а 

Мы получили ряд Фурье в комплексной форме 
© 

f(x) = Yi cael. (28) 
Т==— 0 

* Л. Эйлер (1707 — 1783) — знаменитый математик, механик и физик. 
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Чтобы найти коэффициенты с„, Умножим обе части (28) на 
e—'"* yw проинтегрируем результат в пределах от — = до т при 
фиксированном т (т = п): 

к 

| снечия етхх —= С 

—к 

_ бт i(m—n)= (тп) =] _ 2m gs — п) — 0: =Go mi le —е |= im sin = (m — п) = 0; 

при т = п интеграл равен 2с„ т. 

Таким образом, коэффициенты ряда (28) вычисляются по 
формуле 

е(т—п) х [nr 

  

т (т— п)! |- 

Cn =| fexjerimdx (m0, 41,42.) (29) 

Для интервала (—[ 1) ряд Фурье в комплексной форме 
примет вид 

f(x) = у one (30) 

где коэффициенты ст находятся по формуле 
—Imnx 1 

сп = г | №9 ‘ах. (31) 

=I 

  

$ 10. Приближение функции с помощью 
тригонометрического многочлена. Неравенство Бесселя 

Если в ряду Фурье некоторой функции {(х) взять конеч- 
ное число членов, то получим многочлен Фурье 

п 

S,(*) = 4 + у. (a,, CoS mx + b,, sin mx). 
т=! 

Можно сказать, что многочлен Фурье является приближенным 
представлением разлагаемой функции {(х) = $„(х). 

Приближение будет тем лучше, чем больше взято членов 
ряда. На рис. 47 показано приближение функции, определяе- 
мой равенством 

—1 при —т<х<0, 

f(x) = 1 при О<х<т 

с помощью одного и двух членов ряда Фурье. 
Допустим, что функцию f(x), заданную на интервале 

(а, 5), мы хотим заменить другой функцией ф(х). При этой 

113



замене важно знать величину ошибки приближенного равен- 
ства. Чаще всего за величину ошибки, за меру близости функ- 
uni f(x) uw Ф(х) принимают среднее квадратическое отклоне- 
ние д, определяемое равенством 
  

  

  

  

  

    

b 

> 1 
= а | — 9 (x)]* dx. 

a 

у 
1 

XS 0) >х 
-ff 51°F Sing Л 

-f 

yh __ 
77 N 

7 < 
> oN OW ~~ и“ их 

-Л 7 Noy Sl Л — 

у 7 _4 sind} = 
= a 5 -7 52=д(Ятх+ 3 — 

| — 4, = > 

/ \' 
gam oN 0 <. “^^. a ых 

-Т - “7 “_ “_7 р лу- ~ 

\ — _ ind x, Sa. — еее ee 

Рис. 47 

Здесь мы решим одну экстремальную задачу. Пусть задана 
функция [(х) с периодом 2л и тригонометрические многочле- 
ны 7-го порядка 

S,(x) = > + Yen cos mx + 8, sin mx). (32) 

Среди всех тригонометрических многочленов (32) путем 
выбора коэффициентов ат и Вм найти тот, для которого сред- 
нее квадратическое отклонение 

вы | КО — 5, 9Рах (33) 

достигает наименьшего значения. Таким образом, требуется 
найти минимум функции (32) с 2п-+1 переменными Qo, a1, 
(2, ... Qn, Bi, Bo, oo ey Вл. 

Будем предполагать, что функция [(х) с интегрируемым 
квадратом, т. е. существуют интегралы от {(х) и [(х)]. 

В равенство (33) вместо $„(х) подставим правую часть. 
(32) и развернем квадрат, стоящий под знаком интеграла, 
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к 

a2 1 #1 | 
=—т 

i (x) — Е: +У 1 cosmx-+ 6, sin т») Vax — 

= = | Р(х) — 2f(x) EB + уе cos mx -+ 3, sin mx) + 

m=! —— 

+ EB +6, cos mx -++ 8, sin тя | | ах = 

me] —т 

— = | Р(ах — = | Кох — У Qn | cos mxdx — 

ns 

—= 

— ув, | fle) sin medx + 4 st | dx + 
т-| —n 

к 
п n 

ao ‘о . 

+ 5 у. Qn | cos mxdx +- эл у, Ви | т тхах-- 
т=| — Т=| —nr 

rT т 

1 м 2 23 1 С 2 2 — \а — + xy в | оз тхах - > У. \ sin? mxdx + 
к Т=| —z Т=| — 

т 

+ У у. опар { cos mx cos kxdx + 
m=1 k=! —T 

n п к 

1 . 

+= a Px { cos mx sin kxdx + 

m=1 k=1 —к 

a a ® » 

1 г . а ` 
+ — Ok { sin mx sin kxdx (m += К). 

mml k=! —т 

ay = — Кхах, ат = 1 | cosmxdx, 

<
 

1 . п = 1 | f(x) sin mxdx 
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коэффициенты Фурье функции [(х), а также 
т к 

{ cos тхах = т, | sin тхах == п 
— Tt — 

и при mt k 

| cos mx cos kxdx = 0, J sinmx sinkxdx =0, 
—TC — i 

получаем 
п 

2-2 mente 29 Seven + tad + 3h 
т=1 

++ doa + 1a) 
Прибавим и вычтем сумму 

а 2 
aT Yes + Om 

=1 
Получим: 

on = г [f(x) Pdx — 21. — > (ат - Om) + 
m=! 

+4 LW a5 + 03 — 28 — Wega + Bab) + 
ol т=1 

2 | 1 9 
+> 9 oy (ат Sm); 

n 

=) (pax —22 1 Waa + 08) + ba = or 

—х m=! 

я 
+ (aq — а + у Кан — Op)? + (Bp — On)? 

m=! 

Первые три слагаемые последнего равенства не зависят от 
Qo, @1, 2, ..., @п, Вь ... Вл; Каждое из остальных слагаемых 

A (ay — a4)? + + Vlog — a)? + Cu — On)? 
m=l 
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неотрицательно; их сумма достигает минимума, равного нулю, 
при @0 = @%, в =а,, ..., @п = ал, В =ЬЬ, ..., Вл = 6. При та- 
ком выборе коэффициентов &; В: тригонометрический мно- 
гочлен 

S (x) = > + У (a,,cosmx + 8 sin mx) 
m=! 

будет меньше всего отличаться от функции f (x). 
Итак, мы доказали, что среднее квадратическое отклонение 

функции [(х) от тригонометрического многочлена порядка п 
окажется наименьшим в том случае, если коэффициенты этого 
многочлена будут коэффициентами Фурье функции | (х). 

Следовательно, наименьшая величина среднего квадрати- 
ческого отклонения определяется равенством 

52 = >. | [f(x)Pdx — + Е + у (ат в] (34) 
m=! 

Так как 82 >0, TO 

B+ Mas toa < | Ра» 
m=! —т 

при любом т. В таком случае при Т—оо ряд 
co 

Qo 7) 2 < + Уна + 63), (35) 
т=1 

составленный из квадратов коэффициентов Фурье, сходится 

и можно записать неравенство 

т 

У +в) < ПИ», (36) 
т=1 —т 

к
з
]
 

= 

которое называется неравенством Бесселя. 
Из сходимости ряда (35) следует, что предел общего члена 

lim (am + bm) = 0, 
т- со 

т. е. ап>0, Б,—>0 при т-—>оо. 

2 
При возрастании п величина д» убывает, поскольку в (34) 

добавляются отрицательные слагаемые. Если 452 ->0 при и—оо, 

то говорят, что многочлен Фурье $„(х) сходится к функции 
{(х) «в среднем». 
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$ 11. Интеграл Фурье 

Ранее нами было установлено, что всякая функция f(x), 
удовлетворяющая на заданном интервале (—1[, Г) условиям 
Дирихле, разлагается на этом интервале в тригонометриче- 
ский ряд Фурье 

т 
    г + 6, sin == } (37) f(x) = “о + у (a, cos 

m=) 

где 

l \ 

Aq = | f(t) cos midt  (m=0, 1, 2,...), m 

— 

  

‚ (88) 
    

I 

b= + | fle) sin 2 at (m =1, 2, ...) 
—/ ) 

(для удобства переменная интегрирования обозначена бук- 
вой Ё). 

Это разложение будет справедливым на всей оси х, если 
[(х) — периодическая функция, и на интервале (—/, [), если 
функция [(х) непериодническая. | 

Рассмотрим непериодическую функцию [х) на интервале 
(—1, 1) в случае, когда интервал распространяется на всю ось х, 
т. е. при / — -- <. При переходе к пределу ряд Фурье превра- 
щается в интеграл Фурье. Если в ряду Фурье разложение функ- 
ции {(х) представляет сумму «гармонических колебаний», частоты 

с 
которых образуют дискретную последовательность а; = =, = 

2к тт 
=-Г, -..› аи =-у, то разложение функции [(х) в интеграл 

Фурье также представляет сумму «гармонических колебаний», 
однако частоты их заполняют непрерывно всю полуось 0 < [< с. 

Обратимся теперь к предельному переходу от ряда Фурье 
к интегралу Фурье. Будем предполагать, что функция }(х) 
на всяком конечном промежутке оси х непрерывна и удовлет- 
воряет условиям Дирихле. Пусть, кроме того, функция [(х) 
абсолютно интегрируема на всей оси х, т. е. существует несоб- 
ственный интеграл от абсолютной величины этой функции, 
равный некоторому числу С: 

J f(x)| dx = C. 

Если подставим выражение для ат и би из (38) в ряд (37), 
то получим 
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  f(x) = a | od += 1y [о cos" dt с0$ ^^ 4. 

mal \—{ 

1 1 

| ко sin mi dt sin—— =z | fae + 
—l 

+ 

со [| 

1 cf x . fo. FEY Jf |c0s сов 2 + sin 22 sin 2 | at 
m=1—l 

ИЛИ. 
со { 

fle) = 3 2 Jno + У | cos =" at, (89) 
— m=1 

Будем теперь неограниченно увеличивать / и посмотрим, ка- 
кой вид примут слагаемые правой части (39). 

Первое слагаемое, очевидно, обратится в нуль при /-» со: 

a Jide <a) lola = 5-0. 

Для выяснения предела второго слагаемого при J > со вве- 
дем обозначения: 

Aa,, — Ящ+1 —a,, == —, (40) 

Тогда второе слагаемое (39) может быть записано так: 

со оо 1 

MT i — x), — 1. 2 а —_ 
то. f (t) cos — dt = — 2 „| № cosa, (¢ 

— x) dt]. 

Выражение, стоящее в квадратных скобках, при фиксирован- 
ном / можно рассматривать как функцию OT @,,, a все выраже- 
ние, которое находится под знаком суммы, напоминает инте- 
гральную сумму для функции от переменного о, составленную 
для интервала (0, со). Поэтому естественно ожидать, что при 
[ -» со эта сумма будет стремиться к двойному интегралу 

  

а \ F cosa (tx) dt 
— OO 
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и вместо формулы (39) получим 

f(x) = — \ а | cos a (t — x) dt. (41) , 
0 

Равенство (41) называется интегральной формулой Фурье, 
а интеграл, стоящий в ее правой части,— интегралом Фурье. 
Строгое доказательство полученной формулы мы не приво- 
дим. Как видно, интеграл Фурье есть двукратный интеграл от 
функции двух аргументов а и Ёи зависит еще от параметра X. 

Формула (41) справедлива для всех точек, где функция 
{(x) непрерывна; в точках разрыва первого рода интеграл 
Фурье равен 

  + | dz | [(Е) соза (Е — х) а — [eet OF Lhe = 0) 

о —e 

где хо — точка разрыва. 
Интеграл Фурье (41) можно записать и в другой форме. 

Раскроем косинус разности 

cosa(t— x) =cosatcosax + sinalsina x. 

Подставив правую часть последнего равенства в (41), полу- 
ЧИМ 

f(x) = = cos a xda | f(t) cos atdt + 
0 == Oo 

“ + + | sina xda | КР) эт а 14Ё. (42) 
0 — со 

Внутренние интегралы являются функциями от а; обозна- 
чим их через А (а) и В(а): 

A(a)=+ | fltycosatdt; B(2) = A) fe sina tat, 

Каждый из этих HHTerpaioB Ha HHTepBasle (—oo, 00) CxO- 
дится, так как функция [(Р) по условию абсолютно интегри- 
руема, следовательно, интегрируемы функции f(t)cosat и 
НЕ) т @. 

Интеграл Фурье (42) в новых обозначениях запишется: 

f(x) = А (a) cos ax + B (a) sin ax] da. (43) 
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Таким образом, интеграл Фурье (41) или (43) дает разло- 
жение функции [(х) в интервале (— со, со) на гармонические 
колебания с частотами а, непрерывно изменяющимися от 
О до со, или, как говорят, имеет непрерывный спектр * 

$ 12. Интеграл Фурье для четных и нечетных функций 

Обратимся к формуле (42): 

1 

к =
 Ras
 || | 

—
>
 

cos axda iG cosa fdt + 
0 

+ — т axda | © sin a fdt. 

0 
x) Пусть функция [(х) четная. Тогда f(t)cosat Takxe yeTuHas, 

а (К $паЁ нечетная и, следовательно, 

| f(2) cosa tdt = 2 f(t) cos « tdt, 

tHe) sinatdt = 0. 

В этом случае формула (42) примет вид 

f(x) = — | cosa xd a | f(é) cos a Е. (44) 
0 0 

Пусть теперь [(х) — нечетная. В atom cayyae f(t) cosat— 
функция нечетная, а /(¢) Япо { — четная, и мы получим: 

tf) cos a ¢dt = 0; 

1 f(2) sina fdt = 2 f(t) sin a Е. 

Формула (42) для нечетной функции Кх) запишется так: 

f(x) = 2 sina xda Ко та 4. (45) 
0 0 

Если функция определена только на интервале (0, <<), то ее 
можно продолжить на интервал (—со, 0) как четным, так и не- 

* Зависимость амплитуды от частоты называется амплитудным спект- 
ром функции. 
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четным образом, а значит, представить различными интегралами 
Фурье — формулами (44) или (45). 

В точках разрыва функции левые части равенств (44) и (45) 
f (x; +0) + f(x —0) т. е. интегралы Фурье   нужно заменить на 

  

9 > 

будут: 
1) для четной функции 

0 —0 2 fix+ bt ite ) = 2 \cosaxd a f(t) cosa tdt; (46) 
0 

  

2) для нечетной функции 
oO ыы 

Оо а [има | 
к 

  

f(t) sin 2 ¢dt. (47) 

Возвратимся к формуле (44). Fens положить 

=: И | Ко с0$ а #4, (48) 
0 

то формула (44) примет вид 

2 
f(x) = V2) ¢(2) cosa xd a. (49) 

0 
Функция $(а) называется косинус-преобразованием для функ- 

ции [| (х). Если в выражении (48) считать, что ф(а&) заданная, 
а |(!) — искомая функция, то оно является интегральным 
уравнением для функции ф(&) и она находится из (49). 

Если положить в (45) 

— V2 fro sina ¢dt, (50) 

то из (45) следует, что 

f(x) = yz | w(a) sina xda. (51) 
0 

Функцию ф(а) называют синус-преобразованием Фурье. Си- 
нус- и косинус-преобразования Фурье находят широкое при- 
менение в различного рода задачах математической физики. 

Пример 1. Представить интегралом Фурье функцию 

1 при |х|< 1, 

fix) =} > npe |x| = 1, 
QO npu |x|> 1. 
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Решение. Учитывая, что функция |(х) — четная, на 
основании формулы (44) имеем 

f(x) = 2 cosaxd a | f(t) cosa tdt = Ганна] 
со со 

2 2 (с sin 
=— cos x xd {cose a = — | а, 

e 0 e 

так как 

j cos — sna 

Следовательно, 

о 1 при |х| < 1, 

2 \sosesine gy — = npa |x| =1, (52) 

0 О при |х| > 1. 

Выражение (52) называется разрывным множителем Ди- 
рихле. В частности, при х=0 получим 

2 (sing, 7 

п. a 
0 

  

ИЛИ 

  

sin 2 п 
| Да = —. 

1. 2 
0 

Мы вычислили интеграл, который обычным способом интег- 
рирования через элементарные функции не выражается. 

Пример 2. Представить интегралом Фурье функцию 

1 при О<%х<а, 

[(х) = 1 —1 при —а <х<0, 

О при [х| а. 

Решение. Заданная функция нечетная, поэтому восполь- 
зуемся формулой (45) 

со 

f(x) = = | sin a.xd | (А) sina tdt = 
0 0 

2 ( , ( 
= — вита ха | 1. па ЕЁ = 

0 0 
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оо оо 

e t 

| sina x|— —* a ==) “пах (| — созаа) 42. 
e а т 

0 

Следовательно, 

    

| 2 [
ro 

vax 1 при O<x<a, 

(1 — cosa a) da={—1 mpn—a<x<0Q, 
О npu |x| >a. 

  

2 

Пример 3. Представить интегралом Фурье функцию 

f(x) = e-** (О<х<о, В>0), продолжив ее четным и 
нечетным образом. 

Решение. Так как функция определена на (0, со), то про- 
должив ее на интервал (— со, 0) четным образом, можем при- 
менить формулу (44) 

fix) == | cos a xda | cosa tr = 
к 

0 

2 
п 

оо 

cos a xda |e fcos2tdt. 

0 —
5
8
 

Рассмотрим интеграл 

[ е-31соза tdt. 
0 

Интегрируя его по частям, получим 

lim |e fc0s.a fd¢ =lim | ent fines [ + lim — Bf oP tsina tae — 
E+ © Е > 0 Е > 0 0 

Е 2 > 
sin . . - 

= lim e—** —— — lim В le fcosa t | — lim в e—° feos a tdt; 
Е + 0 Е > @© Е > 0 “0 

(1 -- — В | е—31с0$ а ДЕ = +. 

Из последнего выражения находим 

| е—Ёс0$ я ЕЁ = ae 

Окончательно 

f (x) == овала | e—? # cosa tdt = = | aig cosaxda, 
0 0 
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Продолжив функцию е—°* на интервал (— со, (0) нечетным 
образом и интегрируя по частям, получим 

  

во со oo 

f(x) = 2 | sinaxda ета Е =. = sina xda 
г e e г a2 62 ° 

0 0 0 

При нечетном продол- 4} 
жении точка х-==0 есть ‚| 
точка разрыва. И хотя Вх 
КО) = 1, в действительно- 
сти значение интеграла здесь 
будет равно полусумме зна- _ —-т 
чений справа и слева от 
точки х =0, т. е. нулю 
(рис. 48). 

Пример 4. Представить - № 
интегралом Фурье функцию 

    
х—1 при О<х<1, 

fix) =| Onpux>1], 

продолжив ее нечетным образом на ‘отрицательную полуось. 

Решение. Воспользуемся формулой (45) 

f(x) = = | sin a xda | КЁ) па Е = 
0 0 

~ 2 snaxds  ¢—nsinaca = 
0 

    

; оо 

2 | si cosa ¢t sina 1 _ == sina x| — (1—1) + па | Ча = 

0 

  

Итак, 
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Пример 5. Представить интегралом Фурье функцию 

V 2 cos x при О<х<т, 

ТУ pn x =a, 
О при х>л,   

продолжив ее нечетным образом на отрицательную полуось. 

Решение. Функция кусочногладкая, имеет разрыв первого 
рода в точке х = т. 

f(x) = = J sina xd jo sina fdt = 

= 2 {sinaada У = созё па МЕ = = 

0 

— 
fe 

= V = J sinaxda | + [$1 (а — 1) Ё- зп (а - 1) 0 4&. 

0 0 

Вычислим внутренний интеграл: 
к 

4_{ {sin (a — ПЕ-- зп (х + 1l)t]dt = | 5—0 _ 
v | — 2 

0 

    

  

  

со т т ея 1 __ ©0$ (2+ = ] __ 

_ lta 0 2 l—a |—а lta TTT = 

_ 1 |с0$ (а— Юм  cos(a+ 1) 2а 1 COS ак 

8 ] —а Ita 11а 29| Ща о 

22 + 605 27 _ 1 _ 21 21 __ 

| — a 1412| 2 Cos ax ay ai} 

= a (cos an + |). 

Таким образом, 
со 

Ё(х) = V 2 = , (Cos am + 1) sin a xd a. 
0 

Mpumep 6. Ilycth f(x) =e-%* (a>0, x > 0). 
Решение. Найдем косинус-преобразование Фурье. Восполь- 

зовавшись (48) и интегрируя по частям, получим 
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“ 

f 2 

¢(2) = у + | e— cosa. tdt == 
0 

сннус-преобразование найдем по формуле (50) 

(а) = V2 fewsina tat = V2 - и 

Tak "kak e—** интегрируема на интервале (0, сэ), то по форму- 
лам (49) и (51) 

2 a 

Tt G23? 

Nn 

  E\Gawee (> 
0 

H 

2 asinax 

2 | as =“ (x > 0) 
0 

НЛН 

~ со 

“cosa x г asin2zXx г 
a = —_—— е -ах- Х — — ax 

\ atta? а 2а ’ | aq? + а? d a © 
0 

  

  

Последние два равенства называются интегралами „Лапласа. 

8 13. Интеграл Фурье в комплексной форме 

Обратимся к формуле (43) $ 11 

f(x) = | [A (2) cosa x + B(a)sinax]da, (43) 
0 

где 

A(a) = — | № с0$ 2 Ш, 

В(а) — > -| о та 14. 

Преобразуем подынтегральное выражение формулы (43) с пс- 
мощыо формул Эйлера 

    

г ах — ах lax — ах 

fy =i | 4 (2) е rs + Bia) е =< [=



-5 | {мо — iB(a)) ef ** + [A(a) + Ва) =! sh da. (53) 

Введем обозначения 

Е (а) = = ИА (2) —В ()], 

Е (а) = «(А (в) + iB (@)] 
и тогда, подставляя вместо А(о) и В (1) их значения, получим 

Е (а) = ® (t) (cosat—isinat)dt = [He ent te, 
~~ (54), 

Е (а) = f f(t) (cosat + isinat) dt = [ Кде*: 44. 

Обозначив Р (а) = Ё (—а), выражения (54) мы можем рассмат- 
ривать как функцию от a и для положительных и для отрица- 
тельных значений о. 

Если подставим Р (а) в интеграл Фурье (53), то получим 

Кое фа“ $F (aye da = . 
0 

= se()rinenaes |r (—2)e—#** da = 

со 0 со 

=| Foeredat [Feperrda} =o, |FOereda 
— со — со 

так как после замены я на — я 

со 0 
{F (—a)e##* da= | F(a)e**da. 
0 —с 

Итак, мы получили 

jae lr (a) **da, (55) 

где 

= { f(tetetda. (56) 

Функция ЁЕ(а), определенная формулой (56), называется 
преобразованием Фурье для функции f(t). Функция [(х), 
определенная формулой (55), называется интегралом Фурье 
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для функции Ё (а). Иногда комплексную функцию РЁ (а) назы- 
вают спектральной функцией или спектральной характеристи- 
кой. Модуль комплексной функции |ЁР(а)| называется ампли- 
тудным спектром. 

Каждое из равенств (55) или (56) можно рассматривать 
как интегральное уравнение, в котором функция вне интеграла 
задана, а под знаком интеграла разыскивается. 

Пример 1. Найти спектральную функцию (преобразование 
Фурье), если 

1 при |х|< 1, 

Г) = О при | х| > 1. 
Решенне. По формуле (56) находим 

со 1, —ia«t Il 

Е (а) = | (де а — 1.6 и = |1 | | 
—ia |-1 
  

eta __ elt 

— та 

1 eft — eit 2. 
— + ———— = — sina. 

a 1 а 

Пример 2. Найти спектральную функцию и амплитудный 
спектр 

ге при х>0, а> 0; 
Г) = 0 п pH x< 0. 

Решение. Находим спектральную функцию Ё(а): 

Е (а) == ем е- dt = Je-(@+ it dt = 
0 0 

e (a + ba) t со 1 

=-| a+ i2 feo 

Амплитудный спектр 
] 

[Е (2) | = ужа. 

Пример 3. Представить интегралом Фурье в комплексной 
‘форме, найти спектральную функцию и амплитудный спектр, 
если 

f(x) = 
Решение. По формуле (56) находим спектральную функ- 

цию Ё(а) (учитывая, что при х<0 f(x) =0) 

| e-* sin wx MpH x > 0; 

0 при х < 0. 

Е (а) = Ге 4 = | еее эт Е = 
—© . 0 

— | 4+1) зто Е 
0 
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Для решения последнего интеграла воспользуемся формулой 
интегрального исчисления 

e@* (a sin nx — ncos nx) 
  

  
  

    

| еах sinnxdx = ae + C. 

Тогда 

Е (а) == |1 @+№) зто Е = 
0 

ге Ка + ta) [(а - 22) Чо Ё- о со ® | |” _ w 

(о (а-- 12) -- в? о _ (а -- 12)? + о? ` 

Итак, 
Е (а) — Ww а) 

(а 12) Роз ао? — а 24а 

Амплитудный спектр 

) W 

| (а) |= и (a? + «2 — 22)? -|- (2аз1)? — У (а? + w2)2 + a4 — 222( 2+ 3q2)" 
    

    

Интеграл Фурье в комплексной форме 

  

  

  

] 1, w 
f (x) = x | Е (2) е* 4х = on) ара ex da; 

— co 0 5 

w езх 

f(x) = > | (apap as at. 
0 

Пример 4. Найти преобразование Фурье для функции 

—х-+!1 при О<х<1, 

ия | х-- 1 при —1<х<0, 

О при |х| > 1. 

7 Решение. Jina того 
чтобы найти преобразование д # 

0 + =“ Е (а) = Нова, 

  промежуток — интегрирования 
разобьем на отдельные интер- 

Рис. 49 валы  (— со, —1), (—1, 0), 
(0, 1) и (1, ©), тогда 

—1 0 1 

F (a) =| 0-e-t d¢+ f(t + lye dt + f(—t+ le dit 
— oo —1 0 
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со 

0-е Е. 
1 

Первый и последний интегралы правой суммы, очевидно, равны 
нулю. Остальные интегралы, которые соответственно обозначим 
через /: и /., проинтегрируем по частям: 

  

  

  

п = fos 1) e-!t dt = jerpe Lt | e-latds = 

тия а-я 
I, aon I) tet dt =| tte — „|= ti 4 

Следовательно, 

Е 
Применяя к последнему слагаемому формулы Эйлера, находим 

а 

2. 25112-5- F (a) 2 _ 2С0$ а 2 (1 — cos a) 2   

Окончательно 

4 51-5 sin 9 

F (a) = —.  



  

Глава 1У 

Понятие об уравнениях 
математической физики 

Многие задачи физики и техники приводят к дифферен- 
цнальным уравнениям с частными производными. Дифферен- 
циальным уравнением с частными производными называется 
уравнение, связывающее неизвестную функцию и(хи, хо. ..., 
Хх), независимые переменные ху, хо, ..., хл и частные произ- 
водные от неизвестной функции. Порядок старшей частной 
производной, входящей в уравнение, называется порядком 
уравнения с частными производными. Решением уравнения 
с частными производными называется всякая функция U(X, 
Хо, ..., Хп), Которая, будучи подставлена в уравнение вместо 
неизвестной функции, обращает это уравнение в тождество. 

Дифференциальные уравнения с частными производными 
получили название уравнений математической физики. Тео- 
рня таких уравнений находит многочисленные применения. 

$ 1. Основные уравнения математической физики 

Основными уравнениями математической физики (для слу- 
чая функций двух независимых переменных) являются волно- 
вое уравнение 

Oru Oru 
г =, (1) ot Ox 

уравнение теплопроводности 

ди с 0 
“OL a дх? (2) 

и уравнение Лапласа 

д?и дц 
“бе Г ди = 0. (3) 

Различные физические процессы могут описываться оди- 
наковыми дифференциальными уравнениями. Так, например, 
уравнение (1) описывает процессы малых поперечных колеба- 
ний струны, продольных колебаний стержня, электрических 
колебаний в проводах и многие другие. Именно поэтому изу- 
чение основных уравнений математической физики представ- 
ляет большой практический интерес. 
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$ 2. Вывод основных уравнений математической физики 

1. Уравнение колебаний струны. В математиче- 
ской физике струной называют гибкую упругую нить, не ока- 
зывающую сопротивления изгибу. 

Рассмотрим натянутую струну, которая в начальный мо- 
мент совмещена с отрезком О0<х<][ оси х. Будем считать, что 
концы струны х = 0 их = [ закреплены. Если теперь струну 
отклонить от первоначального положения и предоставить са- 
мой себе, то она начнет колебаться. Наша задача состоит 
в исследовании этих колебаний. 

  

  

"| 

M’ 2A 

M— | 
| 

0 < т+х 1 se 

Puc. 50 

Сделаем ряд допущений. Будем считать, что колебания 
струны происходят в плоскости (х, и) и что отклонения точек 
струны от Ох малы настолько, что увеличением ее длины в 
процессе колебаний можно пренебречь. Такие колебания стру- 
ны будут описываться функцией и(х, Ё), где и — отклонение 
точки струны с абсциссой х в момент времени f¢. Тогда натя- 
жение Г остается одним и тем же во всех точках струны. Стру- 
ну же будем считать однородной, имеющей постоянную ли- 
нейную плотность 6. 

Пусть в некоторый момент времени Г струна имеет 
конфигурацию, изображенную на рис. 50. Выделим элемент 
струпы 

ds = MM’. 

На концах этого элемента по касательным к нему действуют 
силы натяжения, величина каждой из которых равна Т. Его 
масса равна р 4$ = о 4х, так как, пренебрегая увеличением длины 
струны, можно считать, что 45 = ах. 

Пусть касательные к элементу 4$ струны образуют с осью х 
углы <иФ-- Аф. Так как @45—ах, то углы фи ©- А 
малы, и поэтому можно считать, что 

По фо и зп (® -- Дф) = {6 (+ - Аз) = о-| 4$. 
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На основании второго закона Ньютона (Р = та) уравнение дви- 
жения элемента 4$ струны под действием приложенных к нему 
сил имеет вид 

(р ах) а = В, (4) 

где а — ускорение элемента, а К — равнодействующая сил, при- 
ложенных к его концам. 

Проектируя векторы @ и В на ось и и пользуясь уравнением 
(4), получим 

R, = (р dx) а. (5) 

Так как 

R,=Tsin(e + de) —T sine =T (eo + Av) —T¢ =TAg 

и ускорение 
a= ди 
и д’ 

то из уравнения (5) получим 

Pp a ах = — Га $. (6) 

Но 
' Ou 

tg Я = u = ox” 

тогда 

= arct Ou Ф = 8 ox 

и 
] д?и ди 

дх 

„ [ди \? » 
Здесь мы пренебрегли величиной (2 } — бесконечно малой по 

сравнению с единицей, что следует из допущения ds—~dx. 
Действительно, если 

х ГА 

= [УТЕитак ах, 
x 

TO 

ИУ ти = 

Подставляя значения as. в уравнение (6), получим 
Te u 

“ < dx = Т 5 = ах. 

Г 
Сокращая на 4х и обозначая > —= а*, получаем уравнение 

движения струны: 
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ди д?и 
on == a” (7) 

2. Уравнение распространения тепла в 
стержне. Пусть однородный стержень помещен в тепло- 
изолирующую оболочку и нагрет так, что температура в раз- 
личных его поперечных сечениях различна. Если прекратить 
нагревание этого стержня, в нем начнет происходить процесс 
выравнивания температур: тепло станет распространяться от 
более нагретых мест к менее нагретым. Этот процесс будет 
описываться функцией и (х, #), где и — температура точек по- 
перечного сечения с абсциссой х в момент времени f. 

0 т х+Ах 7 

Рис. 51 

Рассмотрим сечение х (рис. 51) нашего стержня и найдем 
количество теплоты, протекающее через это сечение за элемен- 
тарный промежуток времени 4. В момент Е температура 
стержня в точке х будет и (х, Ё), а в точке х+Ах температура 
в этот момент будет и(х-+Ах, №). Разность 

u (x, t) —u(x+Ax, 2) 

дает падение температуры при перемещении из точки X B TOU- 
ку х + Ах. Тогда отношение 

и (х, г) — и(х-- Ах, 0 

Ах 
  

дает падение температуры на единицу длины стержня. Если Ах 
ди 

мало, то это отношение можно считать равным — эг: Пусть К — 

коэффициент теплопроводности, т. е. количество теплоты, кото- 
рое будет протекать за единицу времени через сечение стержня, 
если температура стержня падает на 1° при перемещении вдоль 
стержня на единицу длины. Тогда, если на единицу длины стерж- 
ня на участке [х, х -- Ах] приходится падение температуры — 

ди » 
— dx? TO 3d единицу времени через сечение х проидет количест- 

ди 
во теплоты, равное — 5; кал. За время же dt (от момента 

времени ¢ до момента 2 -- АР) через сечение х перейдет (слева 
направо) 

ди и . 

= — ke dt Kaa. 
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Выделим теперь элементарный отрезок [х, х+Ах] стерж- 
ня. За время (1, Е+АР) в наш отрезок войдет через сечение х 
из левой части стержня 

Qi = — Аи (х, Е) Е кал. 

За это же время из нашего отрезка через сечение х - Ах 
уйдет направо 

02= — Ви! (х-+ А х, Е) аЁ кал. 

Таким образом, за время 4{ рассматриваемый элементар- 
ный участок стержня [х, х+ Ах] получит 

A Q=Q:—Q2.=Rlu, (x + Ax,f) —u,(x, t)ldt Ka.1. 

Так как 

ui (x+A x, t) —u,(x, t) =u, (x, t) dx, 

TO 

AQ=k SE dxdt. 

Если с — удельная теплоемкость стержня, то получение 

АО = po dxdt кал 
Ox? 

теплоты повысит температуру единицы массы стержня на 

R д?и 
—. Ox? dxdt град. 

с 

Вследствие того, что масса отрезка [х, х-+Ах] стержня 
равна о 4х, гдер — линейная плотность стержня, которую мы 
будем считать постоянной, температура этого отрезка при по- 
лучении им АО калорий теплоты повысится на 

К 

cp 

С другой стороны, это повышение температуры стержия в точ- 
ке х за время 4 равно 

и(хЕЕА—и(х, = dt. 

ст АЕ град. 

Таким образом, мы получим равенство 

ди Е Ou 
=— =— 01. 

k 
Сокращая на 4Ё и обозначая rin а?, получим уравнение тепло- 

проводности 

— 
ди д?и 
Or = а? 9х . (8) 
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3. Уравнение потенциального течения жид- 
кости. Рассмотрим плоскопараллельное течение жидкости 
в некоторой пространственной области W. 

Течение называется плоскопараллельным, если картина те- 
чения одинакова во всех плоскостях, параллельных заданной 
плоскости, например плоскости ху (течение не зависит от 
координаты 2). В таком случае 

V= U(x, и), 

где v(x, y)—mome ckopocteli текущей жидкости. 
Поскольку течение жидкости потенциальное, то вектор ско- 

рости ©9(х, и) является потенциальным вектором, т. е. 

® == grad u(x, и), (9) 

где и=и(х, у) — потенциальная функция поля скоростей. 
Если в области & отсутствуют источники и стоки жидко- 

сти, то 

divv = 0. (10) 

Из (9) и (10) следует, что 

div gradu(x, y)=0 

ИЛИ 
д?и д?и 
=~ +37 = 0. (11) 
Ox? Oy? 

Таким образом, плоское установившееся потенциальное 
течение несжимаемой жидкости (плотность р = сопз{) без 
источников и стоков описывается уравнением (11), которое 
называется уравнением Лапласа. 

$ 3. Начальные и граничные условия 

Уравнения (1) — (3) имеют бесконечное множество реше- 
ний. Так, например, любая функция вида 

u= g(x —at)+ ф(х + ай, 

где Ф(2) и ф(2) — дважды дифференцируемые функции, яв- 
ляется решением уравнения (1), в чем легко убедиться непо- 
средственной проверкой. 

Действительно, введя для удобства промежуточные аргу- 
менты у=х — аи 2 =х + 4, находим, что 

3 FW +Y 
д?и Эа — ф” (у) + wy” (2), 
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= ae’ y) tay (2, 

а =” (У) + a? 9" (2) 

и, следовательно, 

ди 9 Oru 
~~ = a. 
ot? Ox? 

Вполне понятно, что интересующее нас решение будет опре- 
деляться некоторыми дополнительными условиями, вытекаю- 
щими из существа задачи. Такими являются условия, задаю- 
щие состояние процесса в начальный момент времени (началь- 
ные условия), и условия, определяющие течение процесса на 
границе области, в которой рассматривается процесс (гранич- 
ные условия). 

Например, для уравнения (7) колебаний струны начальны- 
ми условиями могут быть 

u (x, 0) — f(x), 
' 12 ui (x, 0) =0. (12) 

Первое из условий (12) задает форму струны в начальный мо- 
мент времени { = 0, а второе выражает тот факт, что в на- 
чальный момент времени все точки струны находятся в покое. 

Условия же 

и(0, А =и( t)=0 

являются граничными условиями. Они показывают, что концы 
струны х = 0 их = [ закреплены на оси х. 

Рассмотрим теперь задачу о распространении тепла в 
стержне. Как было показано в $ 2 настоящей главы, этот про- 
цесс описывается уравнением (8). Начальное состояние этого 
процесса может быть описано начальным условием 

u(x, 0) = f(x), (13) 
задающим в момент { = 0 температуру стержня в любом се- 
чении. 

Пусть концы стержня погружены в тающий лед. Тогда теп- 
ловой режим на концах стержня можно описать граничными 
условиями 

u(0, t) =u(l, t) =0. (14) 

Задание условий (13) и (14) определяет единственное ре- 
шение задачи. 

Если же процесс стационарный, т. е. не меняющийся во 
времени, как, например, в случае потенциального течения 
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жидкости, которое описывается уравнением (11), то единст- 
венное решение определяется заданием граничного условия 

и=[(х, у) (15) 
на границе области изменения переменных х и и. Здесь 
К(х, у) — известная функция. 

$ 4. Метод Фурье разделения переменных 

Пусть требуется найти решение волнового уравнения 

д?и мам ясно <), (16) 
удовлетворяющее начальным условиям 

u(x, 0) =f (x), 
us (x, 0) = 9 (x), \<x<p (17) 

и граничным условиям 

и (0, 1) =0, 

u(l, t) =0, | (<< о). (18) 

Начальными условиями (17) задаются отклонения и на- 
чальные скорости точек струны в момент времени Ё = 0, а гра- 
ничные условия (18) указывают, что концы струны х =0 
и х = / закреплены. 

Предположим, что искомая функция и(х, Г) может быть 
представлена в виде произведения 

u(x, Г) =Х (х) Т(Ё =50, (19) 

где Х(х) зависит только от х, а Т(Р) — только от fF. 

Будем искать функцию и (х, В =Х (х)Т ([) ==0, удовлетворя- 
ющую только граничным условиям (18). 

Tak Kak u(x, Ё) ==0, то существуют такие значения х=хо 
H ¢ --- fy, UTO 

U (Xo, to) = X (Xo) T (fo) # 9, 

откуда следует, что 

T (to) # 0. 

Но тогда из граничных условий (18) будем иметь 

Х (0) Т (6) =Х (10 Т (№) =0. (20) 

Из (20) следует, что искомая функция Х(х) удовлетворяет 
условиям 

X(0) = X(f) = 0. (21) 
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Подставляя функцию 

и(х, В =Х (х)Т (Е) 

в уравнение (16), получим 

XT” = a?X"T, 

откуда 
т” Х” 

= (22) 

Обратим внимание, что левая часть равенства (22) не за- 
BHCHT OT Хх, а правая часть не зависит от Ё. Это может быть 
в случае, если левая и правая части равенства (22) являются 
постоянными величинами, равными между собой. Обозначая 
эту постоянную величину через —А, будем иметь 

А“ Ша, (23) 

откуда получаем два обыкновенных дифференциальных урав- 
нения: 

ТГ” + ла?Т = 0, (24) 

X” + AX = 0. (25) 

Покажем, что постоянная величина А положительна. Пусть, 
например, ^=0. Тогда из (25) следует, что 

X” =0 

и, следовательно, 

Х (х) = Cx + Co. 

Но функция Х (х) должна удовлетворять условиям (21), из 
которых следует, что 

Ci ° 0 + С. = 0, 

C,-1+C,=0, 

откуда С. =С.=0, а значит, Х (х) =0. Но тогда и и(х, Ё) =0, 
что противоречит условию (19). 

Пусть теперь ^<0, например А, = —А?. Тогда уравнение 
(25) запишется так: 

Х” — Е2Х = 0. 

Общее решение этого уравнения будет 

x = Сл е** -- Се =“. 

Учитывая условие (21), получим систему уравнений 

C; + С. — 0, 

Cer! + Се — 0, 
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откуда находим, что С, = С. = 0. Но тогда снова Х(х) =0и 
и(х, Г) =0, что противоречит условию (19). Тем самым по- 
казано, что величина А положительна. 

Обозначая /^, через А?, перепишем уравнение (25) в виде 

X” + k?X = 0. (26) 

Найдем решение уравнения (26), удовлетворяющее условиям 
(21). Общее решение уравнения (26) есть 

X = C,sinkx + Cocos kx. 

Постоянные С! и С2 определим из граничных условий (21): 

C, = 0, 

C, sin ki = 0. 

Постоянная С! не может быть равна нулю, ибо в этом случае 
X=0 u u(x, Г) =0, что несовместимо с условиями (19). Сле- 
довательно, С1=0, и тогда 

(27) 

X = C, sin kx. (28) 

Из второго равенства (27) следует, что 

sink! =0, 

откуда 

k=“ п=1, 2, 3,...). (29) 

Заметим, что п =0 мы не берем потому, что А > 0 и, сле- 
довательно, = У ^-2 0. Так как искомое решение (28) содер- 
жит произвольный множитель С,, то достаточно взять только 
целые положительные значения л, отбросив значения п-=. — 1, 
—2, —3З, ... Таким образом, 

xX = C,sin=* x (n = 1; 2, 3, ...). 

Tak как при любом п можно выбирать произвольно С; +: 0, 
мы получаем бесконечное множество решений уравнения (25) при 
граничных условиях (21): 

X,=C, sin (n= 1, 2, 3, ...), (30) 

где произвольная постоянная С» не равна нулю при любом п. 
Найдем теперь общее решение уравнения (24) 

T” + ла-Т = 0. 

Общим решением этого уравнения будет 

T (t) = Мсоза/И^Е- NsinaV xt, (31) 
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где М и № — произвольные постоянные. Так как ^ = А?, а А = 

= = (п=1, 2, 3, ...), то при любом из возможных значений ^ 

T, (t) = M, cos ПЕ -- Мэт Е (п = 1, 2, 3, ...) (32) 
/ 

и, следовательно, 

u, (x, 1) = X,(x)T, (t) = C,sin an M, cos 44 N sin" t |3) 

Обозначая С„М„=А, и С„М№М, =Вь, получим: 

и, (х, t)= (A, Cos at -- В, sin t) sin =. (34) 

При любом п функция (34) удовлетворяет уравнению (16) 
и граничным условиям (18). 

Рассмотрим функцию 
оо 

u(x, В = Ул, COs = t+ B, sin ne ¢ | sin aoe (35) 
п=\ 

определенную рядом (35). Если коэффициенты Ал и Вл тако- 
вы, что ряд (35) сходится и допускает двукратное дифферен- 
цирование по х и по К то функция (35) является решением 
линейного однородного уравнения (16), удовлетворяющим гра- 
ничным условиям (18). 

Попытаемся подобрать коэффициенты Ап и В» так, чтобы 
удовлетворялись и начальные условия. 

На основании первого из начальных условий (17) имеем: 

f(x) = SA, sin 2%. (36) 
n=! 

Если функция [(х) допускает разложение в ряд Фурье на 
интервале (0, /), то коэффициенты А„ будут коэффициентами 
Фурье функции | (х) и, следовательно, 

[ 

2 п 
A,= > | Г (х) чп —^ хах. (37) 

0 

Дифференцируя равенство (35) по Ёи пользуясь вторым из 
начальных условий (17), получим: 

(x) = WB, 28 sin 22 x. (38) 
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Если и функция |(х) тоже допускает разложение в ряд 
Фурье в интервале (0, /), To 

l 

| (х) яп — хах, (39) 
0 

пк па 2 

Вр =- п 

откуда 
l 

B,=— | (x) sin ae хах. (40) 
0 

Таким образом, если коэффициенты А» и В» ряда (35) опре- 
деляются по формулам (37) и (40), причем ряд (35) сходится 
и допускает двукратное интегрирование по х и по р, то функ- 
ция (35) является решением уравнения (16), удовлетворяю- 
щим начальным условиям (17) и граничным условиям (18). 

$ 5. Физическое истолкование решения 
уравнения колебаний струны 

Дадим физическое истолкование полученному решению 

и (х, в=У\(, cos —— ¢ + B, sin —— At) sin x, (35) 
n=! 

Функции 

и, (Хх, в- (4, cos“ #- В, sin —— ft) sin 22 x (34) 

являются при любом п (п = |, 2, 3,...) решениями уравнения 
(16) при граничных условиях (18). 

Каждая функция (34) представляет собой так называемую 
стоячую волну, при которой все точки струны совершают 
гармонические колебания с одинаковой фазой и частотой. Это 
легко видеть, преобразовав решение (34) к виду 

An (x, t) = VA2-+ B3 (aires te + 

  

Bo nA 
TSS sin t sin = ny 

+ И 42+ В2 и 
ИЛИ 

и» (х, t)=a,sin="x-s (Е а п), (41) 

где 
В 

= У 42+ В? By, sina, = А cos a, = ==. 
И дав’ V Ant Bin 
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Из (41) следует, что все точки струны совершают гармони- 
ческие колебания с одинаковой фазой a, ‚ одинаковой частотой 

к па 
= и амплитудой колебания, равной а, sin — 

ком колебании точки струны 

l 21 п— 1 
х = 0, Х = — xX = —, ое) x= [, l 

n п п 

5 “x. При та- 

  

будут оставаться в покое, а струна будет издавать звук, вы- 
сота которого зависит от частоты колебаний ®». Самый низкий 
тон называют основным. Его частота 

т 
oy =F = у -. (42) 

где Т — натяжение струны, о — линейная плотность, а [— 
длина струны. Из формулы (42) видно, что частоты основного 
тона тем выше, чем короче струна, чем больше натяжение 
струны и чем легче струна. 

Тона с частотой Wn для п>2 называются обертонами. 
Обертоны, частоты которых кратны частоте основного тона, 
называются гармониками. 

Решение (35) складывается из отдельных гармоник, дей- 
ствие которых сводится к созданию тембра звука. 

Таким образом, задание начальных условий (17) будет 
определять тембр звука, издаваемого колеблющейся струной. 

Метод Фурье решения волнового уравнения (1) при гра- 
ничных условиях (18) и начальных условиях (17) дает воз- 
можность определить коэффициенты функции (35) так, чтобы 
удовлетворялись начальные условия, т. е. чтобы был обеспе- 
чен заданный тембр звучания струны. Заметим, что начальны- 
ми условиями определяется и громкость звучания струны, так 
как амплитуда колебания 

VA2+ B2 sin x 

точек струны определяется начальными условиями (17), что 
легко видно из формул (37) и (40) для определения коэффи- 
циентов Ал и Вл. 

$6. Примеры решения уравнений колебаний 
струны методом Фурье 

Пример 1. Однородная струна длиной [ натянута между 
точками х = 0 их = [. В точке х = с струна оттягивается на 
небольшое расстояние й от положения равновесия и в момент 
[=0 отпускается без начальной скорости. Определить откло- 
нение и(х, Г) струны для любого момента времени. 
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Решение. Задача сводится к решению волнового урав- 
нения 

ды a a 
д —@ Gn 

при граничных условиях 

и (0, В =и( ) =0 

и начальных условиях 

ax при О < х<с, 
и (х, 0) = ham) 

c—l 

и’ (х, 0) =0. 

при с < х <, 

Ищем решение в виде 

u(x,t) = у (A, cos ep B_ sin —— ей sin —— ; “x, (35) 
п -1 

где коэффициенты A, u B, определяются по формулам (37) 
и (40). 

По формуле (37) находим 
l 

A, = + fiw sin" xdx = 2 |= x sin <= xdx + 
0 0 

A 

~
~
 

  

о — . . 

+S {he sin® xdx = = x sin" xdx + 

с 

2h . 
T TE | “дял <7 xdx 

Интегрируя по частям, находим 
с 

  

  

  

[2 
. пп l mn l | zn 

; — = — — — — | с0$— хах = { xsin г хах 2-Х 60$ — “Рад. 
0 0 

cl п пс [2 б_ cl п пс В о плс 
= — COS Ene 4 5 sin=" x] = — 77 COS + az SIN —-. 

Аналогично найдем 

1 1 

, —l T NX l | mn 

| («— эт и хах = = (х— 1 с0$ = — oT En. cos —— xdx = 
c 

С 
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l п пс РВ тп fe Lic— 2) п пс 
- тп (c — 1) cos —— + =, sin x и EOS — 

В . тпс 

— 8] 

Тогда 

2h cl п пс РВ о тпс 

A, = 3 — cose + ap sin Ene] т 

2h 1—0 п пс В пп _ 

+ l(c — 12) | zn 7 ap |= 

_ 28 зп” nc 2 сп” пс _ 

Re Ate l (c — 1) r2n? п = 

—_ 2 _ 2hl sin TS 21? 1 sin 2 — 
~ \ 212 (c — 1) nn? L ~~ ee(e—D) rt [1 = 

212 |1 . mae 
= sin . 1-е т / 

По формуле (40) находим, что В„=0, так как ф(х) =0. Под- 
ставляя в (35) вместо Ав и В» их значения, получим искомое 
решение 

и (х Я — 2АР tI ont NC os t nat sin 7% 

‚= мс (1— с) n? l [ l 

Пример 2. Однородная струна, закрепленная на концах 
х=0 и х=[ имеет в начальный момент времени формулу 
параболы 

_ х(1— Хх) 
i (x) _ M ’ 

где М — постоянная. Определить смещение точек струны от пря- 
молинейного положения равновесия, предполагая, что началь- 
ные скорости отсутствуют. 

Решение. Нужно найти решение уравнения колебаний 
струны 

ди о би 
Or? —@ 5х, 

если граничные Условия 

и (0, Г) = u (, Г) = 0 

И начальные условия 

u(x, 0) = 2», 

ди 

0 1—0 = 0. 
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Решение ищем в виде ряда (35). Коэффициенты А»„ нахо- 
дим по формуле (37): 

  

  

i 
2 ; 2 / ! 

А, = м|*и(—9 sin ах т x(l—x)cos 2 at 

, — ny lf 
+ “| (1 — 2x) cos = dr| = | (= 2x) sin 2 ot 

0 

1 
21 т 472 4Р 

-- 2E | sin dx] = sm (1 — cost Nn) = san |! — (— 1)”. 

По формуле (40) находим, что В, = 0, так как © (х) = 0. Сле- 
довательно, поставленная задача имеет решение 

© 

47 у. 1 — (— 1)" ппаё ._ ппх 
———_—___ С ЯП —— = 

ns l l 
n=] 

  u (x, = и 

во 

_ 8Р \^ 1 (22-1 хаё . (2-4 1Птх 
— эм = (ФЕ 1 °° i sin 

(так как при четном л = 2k + 2 umeem | — (— 1)" = 0). 
Пример 3. Найти уравнение и = и(х, В формы однородной 

струны, закрепленной в точках х = 0 и х=/[, в произвольный 
момент времени [, если 

rn 

ди Up При |х—с|<-,, 
и (х, 0 = биз, „= О при |%—с| > 5%. 

Решение. Решение ищем в виде ряда (35). По формуле 
(37) находим, что А, = 0. Коэффициенты В„ находим по фор- 
муле (40): 

® 

  

  

  

°* Bh 

2 . TNX 2 Uo l n nx) |°T oh 
B, = —— | 0) sin —— dx = — — cos —— - 

” гла l п па mn [ _ ft 
с“. “~ oh 

2h 

к к 
2% [ пп (с — op) en(c+} 

= x2 na cos ——~——— — cos 7 = 
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4upl . anc, nen 
Tinta — SIN or: п?п?а l 2hl 

Подставляя Ал и Ba B (35), получим искомое решение 

— 

oo 

4uvol 1 sin sin nn sin “rt nat sin пх. 

к? а п? l 2hl l l 
n=1 

  u(x, t) = 

Мы рассмотрели метод разделения переменных (метод 
Фурье) для уравнения малых колебаний струны. Этим же Me- 
тодом может быть решено и уравнение теплопроводности при 
определенных начальных и граничных условиях. 

Заметим, что метод Фурье не является общим для 
всех уравнений математической физики, так как он применим 
только тогда, когда искомое решение и(х, Г) представимо в 
виде 

u(x, t) =X(x)T (ft). 

Кроме метода Фурье, существует целый ряд других методов 
решения уравнений математической физики. Но эти методы 
уже выходят за рамки программы общего курса высшей ма- 
тематики для высших технических учебных заведений.
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