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Введение

I. О стереометрии

В предыдущих классах мы изучали главным об­
разом геометрию на плоскости — планиметрию, а 
теперь будем заниматься геометрией в пространстве. 
Ее называют стереометрией (от греческих слов «сте- 
реос» — телесный, пространственный, «метрео» — 
измеряю).

Обращаясь к геометрии в пространстве — к стет 
реометрии, будем предполагать, что геометрия на 
плоскости — планиметрия — нам известна.

Каждый представляет наглядно плоскость или по 
крайней мере конечный кусок Плоскости, например 
плоскость стола, доски и т. п. В планиметрии плос­
кость рассматривается сама по себе, независимо от 
окружающего пространства. Однако, занимаясь 
геометрией на плоскости, мы все же помним, что 
плоскость расположена в пространстве и что в нем 
много плоскостей. На каждой из них выполняется 
планиметрия.

Таким образом, в стереометрии плоскость — это 
фигура, на которой выполняется планиметрия, т. е. 
справедливы аксиомы планиметрии, а вместе с ними 
и их следствия — теоремы планиметрии. Можно не 
помнить всех аксиом планиметрии, надо только 
понимать/что плоскость — это фигура, в которой 
есть точки, прямые, отрезки, углы с их основными 
свойствами, а за ними и другие известные фигуры: 
треугольники, окружности и т. д. Свойствами этих 
плоских фигур, теоремами о них^ доказанными в 
планиметрии, мы постоянно будем, пользоваться.

При этом надо иметь в виду, что хотя в основу 
планиметрии могут быть положены различные сис­
темы аксиом (подробнее об этом сказано в § 6 )
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и само построение планиметрии допускает различные 
пути, но в результате, несмотря на все эти различия, 
в планиметрии изучают одни и те же геометрические 
фигуры и получают одни и те же их свойства, вы­
раженные в теоремах и аксиомах: теорема Пифагора 
и теорема о сумме углов треугольника, признаки 
равенства треугольников и свойства движений, 
операции с векторами и теорема о площади кру­
га и т. д.

Важнейшими объектами стереометрии являются 
пространственные фигуры, не лежащие ни в какой 
плоскости: например, шар, сфера, куб, параллеле­
пипед, призма, пирамида (рис. 1). Конечно, все 
они знакомы вам, но, чтобы изучить их свойства, 
необходимо сначала рассмотреть взаимное располо­
жение прямых и плоскостей в пространстве (главы 
I— III). Однако в задачах первых глав мы будем 
рассматривать многогранники.. Сейчас мы пере­
числим некоторые из них и дадим их описание.

Куб — это многогранник, у которого шесть граней 
и все они квадраты (рис. 1 , б).

Параллелепипед — это многогранник, у которого 
шесть граней и все они параллелограммы.(рис. 1 , в). 
Вы уже знакомы с начальных классов с прямоуголь­
ным параллелепипедом, у которого все грани — пря­
моугольники.

/г-угольная призма — это многогранник с п +  2  
гранями, из которых две, называемые основания­
ми,— равные п-угольники, а остальные п граней — 
параллелограммы, они называются боковыми гра­
нями призмы (рис, 1, г). При этом любая боковая 
грань имеет с каждым из двух оснований по одной 
общей стороне.

Таким образом, параллелепипед  — это призма, 
в основании которой — параллелограмм.

Правильная /г-угольная призма — это такая 
призма, у которой все боковые грани — прямоуголь­
ники, а каждое основание — правильный п-угольник.

Пирамидой называется многогранник, у которого 
одна грань — какой-либо многоугольник, а осталь­
ные грани — треугольники с общей вершиной 
(рис. 1, д, е). Первая грань называется основанием 
пирамиды, остальные — боковыми гранями; их 
общая вершина называется вершиной пирамиды. 
Стороны граней пирамиды называются ее ребрами, 
причем ребра, сходящиеся в вершине, называются 
боковыми. Если основание пирамиды п-угольник, то 
она называется /г-угольной. Простейшей среди всех

а) б)

в ) г)

д) е)

Рис. 1
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пирамид (и даже среди многогранников) является 
треугольная пирамида, которую, называют также 
тетраэдром, т. е. четырехгранником (рис.. 1 , д ). 
У тетраэдра четыре грани, и все они треугольники.

Пирамида называется правильной, если ее осно­
вание — правильный многоугольник, а все боковые 
ребра равны (рис. 2). Египетские пирамиды — 
правильные четырехугольные (рис. 3). >

Тетраэдр называется правильным если все его 
грани — правильные треугольники (т. е. все его реб­
ра равны). Правильный тетраэдр — это частный 
случай правильной треугольной пирамиды.

Большинство формулируемых нами утверждений 
и доказательств иллюстрируется рисунками. Отли­
чие этих рисунков от тех, которыми иллюстрировался 
курс планиметрии, в том, что здесь мы на плоскости 
рисунка (в книге, в тетради, на доске) изобра­
жаем не только плоские, но и неплоские фигуры. 
Основные правила и приемы таких изображений 
известны из школьного курса черчения и будут 
обоснованы в курсе стереометрии. Сейчас мы 
перечислим три самые простые из них.

1. Плоскости на рисунках изображают в виде 
параллелограмма (рис. 4, а ) , а иногда в виде 
произвольной области (рис. 4, б).

2. Параллельные прямые (отрезки) на рисунках 
изображаются параллельными отрезками.

3. Середина отрезка изображается как середина 
его изображения.

Эти правила должны соблюдаться,. например, 
при изображении многогранников (в частности, 
куба и параллелепипеда).

II. Про геометрик)
Каждый человек имеет наглядное понятие о 

пространстве, о телах, о фигурах. Нр, в геометрии 
свойства фигур изучаются в отвлеченном (абстракт­
ном) виде и с логической строгостью.

Своеобразие геометрии, выделяющее ее среди 
других разделов математики, да и всех наук? во-, 
обще, и заключается в неразрывном органическом 
соединении живого воображения со строгой логи­
кой. Геометрия в своей сути и есть пространственное 
воображение, пронизанное и организованное строгой 
логикой.



Во всяком подлинно геометрическом предложе­
нии, будь то аксиома, теорема или определение, 
неразрывно присутствуют эти два элемента: нагляд­
ная картина и строгая формулировка, строгий 
логический вывод. Там, где нет одной из этих двух 
сторон, нет и подлинной геометрии.

Наглядность, воображение принадлежат больше 
искусству, строгая логика — привилегия науки. Су­
хость точного вывода й живость наглядной карти­
ны — «лед и пламень не столь различны меж собой». 
Так геометрия соединяет в себе эти две противопо­
ложности. Так ее и надо изучать, соединяя живость 
воображения с логикой, наглядные картины со 
строгими формулировками и доказательствами.

Поэтому основное правило состоит в* том, что, 
встречаясь с определением, теоремой или задачей, 
нужно прежде всего представить и понять их содер­
жание: представить наглядно, нарисовать или, еще 
лучше, хотя и труднее, вообразить то, о чем идет 
речь, и одновременно понять, как это точно выра­
жается.

Ничего не старайтесь заучить, не нарисовав, 
не вообразив того, о чем идет речь, не поняв, как 
это наглядное представление выражается в форму­
лировке определения, теоремы или задачи.

Приступая к изучению доказательства теоремы 
или к решению задачи, следуйте такому принципу: 
старайтесь видеть — нарисовать, сообразить — и 
одновременно следить за логикой рассуждения; 
карандаш должен набрасывать или аккуратно ри­
совать соответствующие картинки и тут же выпи­
сывать кратко в словах и формулах основные 
этапы рассуждения.

Геометрия возникла из практических задач, ее 
предложения выражают реальные факты и находят 
многочисленные применения. В конечном счете в 
основе всей техники так или иначе лежит геометрия, 
потому что она появляется всюду, где нужна хотя бы 
малейшая точность в определении формы и размеров. 
И технику, и инженеру, и квалифицированному 
рабочему геометрическое воображение необходимо, 
как геометру или архитектору.

При всем реальном значении геометрии каж ­
дому понятно, что ни в природе, ни в технике нет 
ни отрезков без всякой ширины, ни бесконечных 
прямых, ни точек без всяких размеров. Идеальные 
геометрические фигуры существуют только в нашем 
представлении.
10



Как же сложилось такое представление и зачем 
оно нужно?

Путь формирования геометрических представ­
лений и понятий был очень долгим. Он длился 
тысячелетия и не завершен. Понятия геометрии 
продолжают изменяться. Проследить даже в общих 
чертах этот путь здесь мы не можем. Сделаем 
только самые общие пояснения.

Можно указать две основные причины того, что 
сложились и утвердились идеальные геометрические 
представления.

Первую причину легко понять из примера про­
ведения отрезка. Землемеры в Древнем Египте 
втыкали в землю два колышка и протягивали между 
ними веревку. Но колышки можно взять потоньше, 
а вместо веревки — тонкую нить. И не видное 
почему нельзя уточнять это дальше.

Таким образом, первая причина состоит в том, 
что практика и наглядное представление всегда 
показывали и показывают возможность сделать 
формы тел и геометрическое построение более 
точными. Так, представляя себе продолжение 
отрезка прямой, мы не видим принципиальных 
ему границ, и возникает представление о неогра­
ниченно продолженной прямой.

Неточности связаны с особенностями материала 
реальных тел, с теми или иными условиями. Но все 
это является посторонним и случайным по отноше­
нию к существу самих геометрических построений. 
Поэтому эти построения выступают в принципе 
как неограниченно уточняемые, так же как форма 
и размеры тела представляются в принципе не­
ограниченно уточняемыми.

Отсюда и возникает представление об идеальных 
геометрических фигурах. Рассматривается, скажем, 
треугольник не деревянный, не железный, никакой 
другой, а треугольник вообще и, значит, идеальный 
треугольник.

Вторая причина того, что это представление 
сложилось и утвердилось, тесно связанная с первой, 
заключается в том, что точное рассуждение требует 
идеально точно определенного предмета. Д ля того 
чтобы делать выводы, чтобы решать практические 
задачи, нужны четкие правила. А точные правила 
требуют точных понятий, тем более точных понятий 
требует точная теория. В этом вторая причина 
утверждения идеальных понятий геометрии. Продол­
жающееся и теперь уточнение геометрических



понятий неразрывно связано с уточнением матема­
тических рассуждений — определений и доказа­
тельств. А точная теория нужна; в конечном счете 
для применения в науке и технике, так же как в 
точной работе нужен хороший точный инструмент.

Математика, в частности геометрия, и представ­
ляет собой могущественный инструмент познания 
природы и создания техники.

Подведем итог. Идеальные геометрические поня­
тия возникают в результате отвлечения от всего 
внешнего и случайного для самих пространственных 
отношений и форм. Это отвлечение закрепляется 
в выводах геометрии, которой нужна прочная ло-. 
гическая структура, как нужна прочная- структура 
хорошей машине.

Наука, поднимаясь к абстракциям, не удаляется 
от истины, а приближается к ней, проникая в* при­
роду точнее и глубже.



Глава I

Основания 
стереометрии

«Геометрия за то и прославляется, что, заимст­
вовав извне столь мало основных положений,, она 
столь много достигает»,— написал великий ученый 
Исаак Ньютон (1643— 1727) в предисловии к своему 
главному сочинению «Математические начала на­
туральной философии». Ясно, что он имел в виду 
аксиоматический (дедуктивный) метод, идущий от 
«Начал» Евклида.

Именно так, дедуктивно, опираясь на немногие 
аксиомы, сформулированные в § 1 , начнем мы по­
строение стереометрии в этой главе. Первые, самые 
простые следствия из принятых нами аксиом сте­
реометрии мы получим в § 2  и § 3. Эти следствия 
очень важны, и их часто принимают за аксиомы. 
Как и аксиомы, их, естественно, тоже можно отнести 
к основаниям стереометрии. Сами’ по себе они 
достаточно очевидны. Доказательства их даются 
как пример строгого вывода из аксиом со всеми 
необходимыми ссылками на аксиомы и предыдущие 
теоремы.

Это учит обоснованию выводов. Когда на ваши 
утверждения вам задают вопрос: «Откуда это сле­
дует?» — на него нужно уметь ответить. Это нужно 
не только в геометрии, но не меньше и в жизни: при­
учаться обосновывать выводы.

Но, как уже говорилось, геометрия соединяет 
в себе строгую логику с наглядностью. Поэтому . 
все свои логические рассуждения мы всегда будем 
иллюстрировать рисунками. О том, как рисовать 
пространственные фигуры, рассказано в § 4.

А в двух последних параграфах этой главы —
§ 5 «Существование и единственность. Построения» 
и § 6 «Об аксиомах» — мы даем логический анализ 
структуры и содержания первых предложений 
стереометрии,. содержащихся в § 1 —3, объясняем, 
как в стереометрии надо понимать слова «построить»,. 
«провести» и т. п. Теорем в этих параграфах нет,
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но в них есть та математика, о которой М. В. Л о­
моносов сказал, что «она ум в порядок приводит».

Вот эти вопросы мы и включили в главу «Осно­
вания стереометрии».

§ 1. Аксиомы стереометрии

1.1. Аксиома плоскости
Изучение стереометрии начнем с формулировки 

ее аксиом — тех ее утверждений, которые прини­
маются без доказательства. Исходя из них, получим 
выводы стереометрии путем логических рассуждений.

Как уже сказано, геометрию на плоскости — 
планиметрию — будем считать известной. Поэтому 
в стереометрии примем как о п р е д е л е н и е :

плоскостями называются фигуры, на которых 
выполняется планиметрия и для которых верны 
аксиомы стереометрии.

Можно представить себе плоскость (точнее, ее 
часть) как поверхность стола, стены, ровной пло­
щадки на земле.

Все фигуры, лежащие в плоскости, называются 
в стереометрии так же, как они назывались в пла­
ниметрии: прямые, отрезки, треугольники, окруж­
ности и т .д . Простейшими фигурами в прост- 1 
ранстве (как и на плоскости) являются точки. 
Как и в планиметрии, точки обозначают большими 
буквами латинского алфавита: А, В, С, ... . Плос­
кости обычно обозначают малыми буквами гре­
ческого алфавита: а , р, у, ... .

Аксиома 1 (аксиома плоскости).

В пространстве существуют плоскости. Через 
каждые три точки пространства проходит плоскость
(рис. 5).

Вторую часть аксиомы плоскости можно выра­
зить еще и так: через каждые три точки можно 
провести плоскость — или так: любые три точки 
лежат в одной плоскости.

Обратите внимание, что в аксиоме 1 говорится 
«существуют плоскости», т. е. что плоскостей в про­
странстве больше одной.
14



Может возникнуть вопрос: зачем оговаривать 
в аксиоме, что в пространстве есть плоскости? 
Ведь тут же говорится, что через каждые три точки 
проходит плоскость, а значит, есть плоскости. Но 
плоскость существует только в том случае, если в 
пространстве есть три точки. Поэтому можно не 
оговаривать существование плоскости, если потре­
бовать, чтобы в пространстве существовали по 
крайней мере три точки. А чтобы плоскостей было 
больше одной, надо уже требовать, чтобы сущест­
вовали по крайней мере четыре точки, не лежащие 
в одной плоскости.

Из аксиомы плоскости вытекает, что множество 
точек пространства бесконечно (так как в прост­
ранстве есть плоскости, а на каждой плоскости, 
как известно из планиметрии, множество точек 
бесконечно).

Далее, из аксиомы 1 следует, что плоскость 
проходит не только через каждые три точки, но и 
через каждые одну или две точки. Действительно, 
взяв, например, любые две точки, можно добавить 
к ним еще одну точку (ее можно взять из плоскости, 
существующей согласно аксиоме 1 ) и провести 
через них плоскость.

Поскольку в пространстве через каждые две 
точки проходит плоскость, а в плоскости через 
каждые две точки проходит прямая, то в простран­
стве через каждые две точки проходит прямая.

О точке или прямой, содержащейся в плоскос­
ти а , говорят, что она лежит на этой плоскости 
или что плоскость а  проходит через данную точку 
или прямую.

Прямые обозначают малыми латинскими бук­
вами: а, Ьу су ... .

1.2. Аксиомы р прямой
Аксиома 2 (аксиома пересечения плоскостей).

Если две плоскости имеют общую точку, то их 
пересечение есть их общая прямая (рис. 6 ).

Например, пересечение двух стен или стены и 
потолка и т. п. (хотя в большинстве случаев встре­
чаемся с пересечением полуплоскостей по* их общей, 
ограничивающей их прямой, в данном ^случае это — 
ребро угла комнаты).



Пояснение. То, что пересечение двух плоскостей 
а и р  есть их общая прямая, означает, что она 
является прямой как на одной, так и на другой 
плоскости и кратчайший путь между двумя их об­
щими точками Л и В на плоскости а  такой же, 
как на р.

Для других поверхностей это может быть: сов­
сем не так. Например, кратчайший путь от Л до В 
(рис. 7) на поверхности р идет по дуге ЛВ, а на 
плоскости а  — по отрезку АВ, а не по дуге ЛВ; * 
общей для а и р .

Кроме того, в аксиоме 2 говорится, что у этих 
плоскостей нет общих точек вне их общей прямой.

Определение.

Две плоскости, имеющие общую точку (и тем 
самым общую прямую), называются пересекающи­
мися плоскостями. ’

Из аксиом 1 и 2 следует, что для каждой плос­
кости а в пространстве существуют точки, не ле­
жащие на а. Действительно, по аксиоме 1 в прост­
ранстве существует еще хотя бы одна плоскость 
Р, отличная от а. Если а и р не имеют общей точки, 
то каждая точка плоскости р не лежит на а. Если 
же а и р имеют общую точку, то они пересекаются 
по прямой (по аксиоме 2). Тогда любая точка 
плоскости р, не лежащ ая на этой прямой, не лежит 
на плоскости а.

В аксиоме 2 говорится о пересечении в прост­
ранстве двух плоскостей. Используя эту аксиому, 
находят пересечения плоскостей с многогранника­
ми — сечения многогранников.

Вообще сечением фигуры Р плоскостью а  
(в случае, когда Р и а имеют общую точку) на­
зывается фигура, состоящая из общих точек фи­
гуры Р и плоскости а.

Строить сечения многогранников начнем с пер­
вых уроков. Позднее будут рассмотрены сечения 
плоскостями и других- пространственных фигур — 
шаров, конусов, цилиндров.

Аксиома 3 (аксиома принадлежности прямой 
плоскости).

Если прямая проходит через две точки данной 
плоскости, то она лежит в этой плоскости.
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Другими словами, если две тонки данной прямой 
принадлежат данной плоскости, то прямая содер­
жится в этой плоскости (рис. 8 ).

Из этой аксиомы следует, что если прямая не 
лежит в данной плоскости, то она имеет с ней не 
более одной общей тонки.
Определение.

Прямая и плоскость, имеющие единственную 
общую точку, называются пересекающимися.

Замечание. Свойством плоскости, выраженным 
в аксиоме 3, пользуются на практике. Когда надо 
проверить, является ли данная поверхность плос­
кой, к ней прикладывают несколько раз линейку 
в разных направлениях. Край линейки, прикасаясь 
к плоской поверхности в двух точках, должен 
целиком лечь на нее.

1.3. Аксиома разбиения пространства 
, плоскостью

| Вспомним, что каждая прямая, лежащ ая в дан­
ной плоскости, делит ее на две полуплоскости, 
для которых она служит общей границей (рис. 9 ).
Полуплоскость, ограниченная прямой а, характери: 
зуется следующими свойствами:5

1 ) она содержит прямую а' но не совпадает 
с ней;

2) если точки А, В принадлежат полуплоскости, 
но не прямой а, то отрезок АВ  не имеет с а общих 
точек (рис. 1 0 , а );

3) если же точка А принадлежит полуплоскости, 
а В нет, то отрезок АВ  имеет с прямой а общую 
точку (рис. 1 0 , б)

Аналогично в пространстве определяется полу­
пространство как часть пространства, ограниченная 
плоскостью (и содержащая саму эту плоскость).
Точнее же полупространство можно определить так:

Определение.

Полупространством, ограниченным плоскостью 
а, называется фигура со следующими свойствами:

1 ) она содержит плоскость а , но не совпадает 
с ней;

; з'. д:
Рис. 9

а)

Рис. 10
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2) если точки А и В принадлежат фигуре, но 
не плоскости а , то отрезок АВ  не имеет с а  общих 
точек (рис. 1 1 , а );

3) если же точка А принадлежит фигуре, а В нет, 
то отрезок АВ  имеет с а  общую точку (рис. 11, б).

Плоскость, ограничивающую полупространство, 
называют также его границей.

Аксиома 4 (аксиома разбиения пространства 
плоскостью).

Каждая плоскость разбивает пространство на 
два полупространства.

Иначе говоря, для каждой плоскости а сущест­
вуют ровно два полупространства, ограниченные 
плоскостью а, она служит их общей границей, и их 
объединение составляет все пространство.

Полупространство по определению не сводится 
к граничной плоскости, т. е. в нем есть точки, не А 
принадлежащие ей. Значит, для всякой плоскости 
в пространстве есть точки вне ее.

О точках полупространства, которые не лежат 
на его границе, говорят, что они лежат внутри 
полупространства.

Говорят, что две фигуры лежат по одну сторону 
от плоскости, если они принадлежат одному из 
полупространств, ограниченных данной плоскостью. 
Аналогично, фигура лежит по одну сторону от 
плоскости, если она содержится в одном из полу­
пространств, ограниченных данной плоскостью, 
и имеет точки внутри его.

Говорят, что две фигуры лежат по разные сто­
роны от плоскости, если они принадлежат разным 
полупространствам, ограниченным этой плоскостью, 
причем каждая из фигур имеет точки внутри этих 
полупространств.

1.4. Аксиома расстояния
Как следует из аксиомы плоскости, через каждые 

две точки в пространстве проходит плоскость. 
Ясно, что она не одна (это доказано в п. 2.3).
На каждой плоскости выполняется планиметрия. 
Следовательно, на каждой плоскости любым двум 
ее точкам соответствует положительная величина — 
расстояние между точками на этой плоскости,



т. е. длина соединяющего их отрезка. Хотя две 
точки принадлежат одновременно разным плоскос­
тям, расстояние между ними на каждой из этих 
плоскостей будет одно и то же. Это и выразим как 
аксиому.

Аксиома 5 (аксиома расстояния).
Расстояние между любыми двумя точками про­

странства не зависит от того, на какой плоскости, 
содержащей эти точки, оно измерено.

Расстояние между точками Л и В будем обо­
значать так же, как отрезок,— А В , либо, когда 
важно подчеркнуть, что речь идет не об отрезке, 
а о его длине, так: \АВ\.

После того как выбран единичный отрезок, длина 
каждого отрезка выражается положительным чис­
лом. К этому числу приписывают ^название еди­
ничного отрезка: 3 см, 2,5 км и т. д. Если единичный 
отрезок не имеет названия, а длина отрезка равна, 
например, 7 единицам длины, то пишем АВ =  7 , 
что является сокращением записи АВ  =  7 ед.

Аксиома расстояния позволяет сравнивать фи­
гуры на разных плоскостях, в частности применять 
теоремы о равенстве и подобии треугольников, 
расположенных в разных плоскостях.

Пользуясь понятием расстояния, можно опре­
делить равенство и подобие фигур в пространстве 
буквально так же, как это бы ло5 сделано в пла­
ниметрии. А именно: две фигуры называются равны­
ми, если существует соответствие между их точ­
ками, при котором расстояния между парами со­
ответствующих точек равны.

Далее, фигура Р\ называется подобной фигуре Р 
с коэффициентом к >  0, если каждой точке фигуры Р 
можно поставить в соответствие точку фигуры Л  так, 
что для каждых двух точек X  и У фигуры Р и соответ­
ствующих им точек Х\ н У\ фигуры Л  имеет место 
равенство Х \У \= кХ У . Число к называется коэффи­
циентом подобия.

Очевидно, если к =  1, то Л  и Р равны, т. е. 
равенство есть частный случай подобия.

Замечание (о равенстве фигур в практике). 
Примеров вокруг нас, иллюстрирующих понятие 
«равные фигуры», более чем достаточно, только 
эти реальные предметы мы называем не равными, 
а одинаковыми: одинаковые столы и стулья в 
классе, одинаковые кирпичи, из которых сложены



здания, и сами здания могут быть одинаковыми, 
если построены по одинаковым проектам. Вся 
современная промышленность с ее массовым 
производством основана на изготовлении больших 
серий одинаковых предметов: штамповка деталей, 
конвейерная сборка машин, серийное строительство 
зданий, огромные тиражи одинаковых книг, газет, 
журналов и т. п. И очень важно, чтобы в каждой 
такой серии предметы были бы < равными, одинако­
выми. Только при этом условии можно, например, 
заменять в машинах, станках испорченные детали 
такими же, равными деталями. Можно условно 
сказать, что замена в конструкции какой-нибудь 
детали другой такой же деталью и есть отображе­
ние, устанавливающее их равенство.

Проверяя, равны ли друг другу реальные пред­
меты (например, какие-нибудь детали), их сравни- » 
вают со стандартом, измеряя у этих предметов 
лишь несколько их основных размеров. Так и о 
равенстве двух геометрических фигур, определенной 
формы тоже можно судить, зная, что у них равны 
расстояния лишь для некоторого конечного мно­
жества пар соответствующих точек. Например, для 
двух треугольников достаточно проверить равенст­
во длин их соответствующих сторон.

Дополнение к параграфу 1
О величинах

В п. 1.4 сказано, что расстояние между точка­
ми — это величина (точнее было бы сказать — ска­
лярная величина, так как бывают и векторные 
величины — о них пойдет речь в главе VIII)., Что 
же такое величина? На этот вопрос кратко можно . 
ответить так: величина — это то, что можно изме­
рить. Или более подробно: величина — это такое 
свойство предмета или явления, которое может 
быть в каком-то смысле больше или меньше и которое 
можно точно оценить.

Точная оценка величины называется ее измере­
нием. Измерение происходит в результате про­
цесса сравнения величины с некоторой величиной 
того же рода, принятой за единицу. Процесс 
сравнения зависит от рода рассматриваемых ве­
личин: для расстояний он один, для объемов —
20



; другой, для масс — третий и т. д. В результате 
1 измерения величина получает определенное числен- 
| ное значение при данной единице измерения.

Величины играют большую роль в науке, осо­
бенно в физике. Почти все законы физики выра­
жают связи между теми или иными величинами. 
Сила, масса, скорость, температура и т. д.— вот 
примеры физических величин.

Геометрические величины — это свойства гео­
метрических фигур, характеризующие их форму и 
размеры; это длина, площадь, объем, величина 
угла.

Длины, площади, объемы — все это примеры 
неотрицательных скалярных величин. Скалярные 
величины вполне определяются своими численными 
значениями при данной единице измерения,. Для 
скалярных величин определяются отношения срав­
нения («равно», «больше», «меньше»), сложение и 
умножение на действительные числа. При этом 
действия со скалярными величинами и их отношения 
равносильны таким же действиям и отношениям 
с их численными значениями.. Никаких других 
свойств у скалярных величин не предполагается.

При этом надо иметь в виду следующее: так как 
для величин данного рода определены действия 
сложения и умножения на число, то определить 
можно не отдельную величину, а множество всех 
величин (любого) данного рода. Так приходим к 
следующему определению.

Множеством неотрицательных скалярных ве­
личин (некоторого рода) называется. множество, 
для элементов которого выполняются следующие 

| условия (аксиомы величины).
| 1. Любые два элемента (две величины) этого
| множества сравнимы (либо они равны, либо одна 
I из них больше другой), т. е. в этом множестве 
! введены отношения «равно» — « = » ,  «больше» — 

« > »  и «меньше» — « О  и для любых двух вели-; 
 ̂ чин а и 6 либо а = 6 , либо а > Ь , либо а < Ь .

2. Величины можно складывать, т. е. каждым 
двум  ̂ величинам а и Ь однозначно сопоставляется 
некоторая величина с =  а +  6 , называемая их суммой;

3. Величины можно' умножать на неотрицатель-
! ные числа, т. е. каждой величине а и каждому числу 
| 0 однозначно сопоставляется некоторая величи­

на Ь= ъа  — произведение а на а.
4. Каждую величину а можно измерить некото­

рой (величиной е, т.е. существует такое число ке( а ) ^ О,



что а = к е(а)е. При этом \е = е ,  т. е. %е(е )= \.  Чис­
ло ке(а) называется численным значением величи- . 
ны а при единице е.

5. Действия над величинами и их отношениями 
равносильны аналогичным действиям и отноше­
ниям с их численными значениями, т. е. во-пер­
вых, а = Ь , а > Ь  или а < Ь  тогда и только тогда, 
когда соответственно ке(а) — ке(Ь), ке(а)>  ке(Ь) или 
ке(а )< к е(Ь); во-вторых, равенство с= а -\-Ь  рав­
носильно равенству ке(с)= ке(а)-\-ке(Ь)\ наконец, 
в-третьих, равенство Ь = а а  равносильно равенству ; 
ке(Ь )= аке(а).

Задачи
Разбираемся в решении

1 . 1 .(4 ). Пусть А, В, С, й — точки пространства. \АВ\ =  \С й \= А ,  |Л С |= 3 , 
\ВС\ =  \АО\ = 5 .  Может ли |5 Д |= 4 ?

Решение.
Вопрос задачи на первый взгляд выглядит странно. В самом деле, 

а почему \ВО\ не может равняться 4? Иначе говоря,, а какие могут 
быть на величину \В й \  ограничения? Точки Л, В, С, О будем считать 
вершинами тетраэдра. Вот и нарисуем тетраэдр, у которого все ребра, 
включая ВО, отвечают условию задачи. И все.

Здесь уместно остановиться и подумать........
Полезно, например, найти аналогию с планиметрией. Фигура 

плоскости, аналогичная тетраэдру,— треугольник. И вы помните, 
конечно, что стороны треугольника не могут быть любыми отрезками — 
сумма двух любых из них должна быть больше третьего (так назы­
ваемое неравенство треугольника). Значит, существование треуголь­
ника, стороны которого равны данным отрезкам, должно быть до­
казано.

Так же обстоит дело и с тетраэдром. Откуда мы знаем, что 
существует тетраэдр .с любыми ребрами? Между прочим, ясно, что-с 
любыми ребрами и не существует. Ведь каждая его грань — тре­
угольник, а значит, для его ребер, лежащих в каждой грани, должно 
выполняться неравенство треугольника.

В данной задаче для ребер каждой грани неравенство треуголь­
ника выполняется. Но, может быть, есть и другие условия, необходи­
мые для существования тетраэдра с шестью произвольными ребрами? 
Аналогия с треугольником оказалась полезной, но все-таки тетраэдр 
не треугольник.

Задачу о существовании тетраэдра с шестью заданными ребрами 
нам пока не решить — мы сделаем это позже. Но с данной задачей 
все же попробуем справиться.

Прежде всего заметим, что вычислить \В й \  исходя из условия
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1.2.(4).

14.(3).

А В А В

задачи невозможно. Д ля того чтобы в этом убедиться, достаточно 
мысленно вращать треугольник ЛСД вокруг прямой АС, а треугольник 
АВС  оставить неподвижным. Очевидно, что все данные в задаче 
от этого не изменяются, а |Д Д | меняться будет.

Далее заметим, что треугольники ЛСД и АВС  прямоугольные. 
(По существу это обстоятельство непринципиально — они могли бы 
быть и другими, от этого содержание задачи и ее решение не из­
меняются.)

Посмотрим теперь, какие значения может, принимать |Д Д |. Для 
этого зафиксируем два положения треугольника ЛСД, когда его 
плоскость совпадает с плоскостью АВС. Первое положение — когда 
точка Д находится с той же стороны от прямой Л С;, что и точка В 
(рис. 12, а ). Второе положение — когда она находится по другую 
сторону от прямой АС, нежели точка В  (рис. 12, б). В первом 
положении |В Д |= 3 .  Во. втором положении |Д Д | = У 7 3  (?)• Первое 
число меньше 4, а второе число больше 4. Значит, при каком-то 
положении треугольника ЛСД |В Д |= 4 .  Задача решена.

Обратите внимание на то, что нам неважно, как изменяется 
|Д Д |: увеличивается или уменьшается. Важным для решения ока­
залось то, что число 4 находится между двумя значениями |Д Д |. 
Отсюда ясно, что вместо 4 мы могли, бы взять любое число, которое 
находится в границах от 3 до -\/73 — и в  этом случае решение было бы 
точно таким же.

1 5  Дополняем теорию

Докажите, что в правильной л-угольной пирамиде апофемы всех ее 
боковых граней равны. (Апофема правильной пирамиды — это вы­
сота ее боковой грани, проведенная из вершины пирамиды.)

<Е> Смотрим
Ученик нарисовал четырехугольник ЛВСД (рис. 13). Прямая ЛД 
лежит в плоскости а , прямая ВС  пересекает плоскость а  в точке К. 
Есть ли ошибка , на рисунке?
(Плоскость пересекает фигуру (или фигура пересекает плоскость), 
если имеет с фигурой хотя'бы одну общую точку и фигура лежит по 
разные стороны от плоскости.)
Ученик нарисовал четырехугольник А В С й  (рис. 14). Точка Д лежит 
в плоскости а . Прямая АВ  пересекает плоскость а  в точке К, прямая 
ВС  пересекает плоскость а  в точке Есть ли ошибка на рисунке?
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1.5.(3).

1.6.(3).

1.7.(3).

1 -8. (3 ).

1.9.(3).

1.10.(3).

1 .11.(3).

К В,

Рис. 16

Ученик нарисовал сечение тетраэдра плоскостью (рис. 15, а— з), причем 
на рисунке а точка <2 — в грани АВС, на рисунке б точка К  — в грани 
РАС, на рисунке в точка К  — в грани РЛС, точка С — в грани РВС, на 
рисунке г точка К  — в грани РАВ, точка С — в грани РАС, точка М  — 
в грани РВС. Есть ли ошибки на рисунках?
Ученик нарисовал сечение куба плоскостью (рис. 16). Есть ли ошибки 
на рисунках?
Если есть, то, где возможно, сделайте верный рисунок.

Рисуем

Пусть РАВС  — правильный тетраэдр, точка <2 — центр грани АВС, 
точка К  — середина ребра АВ. Нарисуйте сечение тетраэдра плос­
костями: а) ЛР<2; б) /(Рф . Нарисуйте общий отрезок этих сечений. 
Плоскость проходит через вершину Р тетраэдра РАВС. Отметьте 
две точки на ребрах основания тетраэдра. Нарисуйте сечение тетра­
эдра этой плоскостью. Нарисуйте сечение этого же тетраэдра плос­
костью, проходящей через три точки внутри его боковых.ребер (по одной 
на каждом ребре). Нарисуйте общий отрезок этих двух сечений. 
Нарисуйте тетраэдр. Внутри двух его противоположных ребер от­
метьте пр одной точке. Соедините их отрезком. Нарисуйте два сечения 
тетраэдра, которые пересекаются по этому отрезку. Предложите 
несколько вариантов возможных сечений.

С )  Представляем
Приведите пример двух одинаковых поверхностей, которые имеют:
а) ровно одну общую точку; б) ровно п общих точек; в) бесконечное 
множество общих точек; не лежащих на одной прямой; г) ровно 
одну общую прямую (и при этом не являются плоскостями); д) ровно 
п общих прямых.
В пространстве задана некоторая прямая. Приведите пример такой 
поверхности, которая с этой прямой имеет: а) ровно одну об­
щую точку; б) ровно две общие точки; в) ровно п общих точек; 
г) бесконечное множество общих точек.
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1.12.(3).

1.13.(3).

1.14.(3).

1.15.(3).

1.16.(3).

117 .(4 ).

1.18.(4).

1.19.(4).

1.20. (4).

В пространстве задана некоторая плоскость. Приведите пример такой 
неплоской линии, которая с этой плоскостью имеет: а) ровно одну 
общую точку' б) ровно две общие точки; в) ровно я общих точек;
г) бесконечное множество общих точек.
Приведите пример линии, которая: а) не лежит в одной плоскости;
б) пересекает любую плоскость.
а) Приведите пример фигуры, которую пересекает бесконечное мно­
жество плоскостей. Есть ли такая фигура, которую пересекает: 1) ровно 
одна плоскость; 2) ровно две плоскости? Есть ли такая фигура, 
которую не пересекает ни одна плоскость? б) Пусть фигура состоит 
из я точек. Есть ли такая плоскость, которая ее пересекает, причем с 
каждой стороны от плоскости находится одинаковое число точек?
В результате пересечения скольких полупространств можно получить:
а) куб; б) «-угольную призму; в) «-угольную пирамиду; г) тре­
угольник; д). точку; е) шар; ж) круг?
Плоскость пересекает тетраэдр. Сколько при этом она пересекает:
а) его ребер; б) его граней?

- =  Планируем
В пространстве даны три точки. Известны расстояния между ними. 
Как узнать: а) лежат они на одной прямой или являются вершинами 
треугольника; б) если они являются вершинами треугольника, то 
каков его вид в зависимости от наибольшего угла?

ЕГ Находим величину

Пусть Р А В С — правильный тетраэдр с ребром 1, точка <Э — центр 
его основания, точка К  — цен1р  грани РАС, точка /. — центр грани 
РВС, точка М — середина ребра РВ, точка N  — середина ребра ВС. 
Вычислите расстояния: а) \РС}\; б) |<2 М |; в) |ф/(1; г) \АЬ\\ д ) |/Ш ;  
е) |МЛ/|:' "
Пусть РАВС  — правильный тетраэдр с ребром <1. Точка М  — середина 
ребра РВ, точка Ь — середина ребра АС, точка К — середина ребра 
ВС, точка ЛГ— середина рёбра РА, точка О —  середина ребра РС. 
Найдите длину общего отрезка таких сечений тетраэдра: а) АМС  
и РЬВ; б) РКА  и РЬВ', в) РЬВнСМ Ы \т) Р Ь В иВ Ы О ;л) РЬВ н МЫС)', 
е) АСМ  и ВЬО\ ж) АКО  и ВЫЦ  з) СМЛ/ и КОЬ\ и) КМЫ и АМС.

Ищем границы
Сторона равностороннего треугольника АВС  равна 1 . Точка К удалена 
от точек А  и В на расстояние 2. В каких границах лежит расстояние
\КС\?
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Доказываем

1.21.(3). 

1.22;(3).

1.23. (4).

1.24.(4).

1.25.(4).

1.26.(4).

1.27.(4).

1.28.(3).

1.29.(4).

1.30.(4).

1.31.(3).

1.32.(3).

Докажите, что существует: а) плоскость, которая пересекает данную 
плоскость; б) прямая, которая пересекает данную плоскость; в) плос­
кость, которая пересекает данную прямую.
Концы ломаной, состоящей из двух отрезков, лежат по разные стороны 
от данной плоскости. Докажите, что она пересекает эту плоскость. 
Обобщите это утверждение.
Дана точка А. Откуда следует, что в пространстве найдется точка, 
удаленная от данной на любое заданное расстояние? Какую фигуру 
образуют все такие точки?
Даны точки А  и В. \АВ\=<1. Докажите, что: а) найдется такая 
точка Х ф А , что 1ЛД 1 сколь угодно мало отличается от Ф, б) найдутся 
такие точки Х Ф А  и У ф В , что |ЛУ| сколь угодно мало отличается 
от й.
В четырехугольной пирамиде все ребра равны, а) Докажите, что 
эта пирамида правильная, б) Через вершину пирамиды и диагональ 
основания проведено сечение. Докажите, что оно является прямо­
угольным треугольником.
Пусть А \А 2—А пА\ — замкнутая ломаная. Докажите, что длина наи­
большего ее звена меньше суммы длин всех остальных ее звеньев. 
Пусть РАВС  — тетраэдр. Выделим в* его гранях такие углы: РАВ, 
РАС, АСВ, РСВ. Выберите любые три из них. Допустим, что они 
прямые. Докажите, что и четвертый из них тоже прямой.

<►' Исследуем

Вершины треугольника лежат по одну сторону от данной плоскости. 
Докажите, что он весь лежит по одну сторону от данной плоскости. 
Будет ли верно это утверждение, если вместо вершин треугольника 
взять другие три его точки? Будет ли оно верно для четырехугольника? 
Для произвольной плоской фигуры?
Существуют ли такие четыре точки пространства А, В, С, Д  
что \АВ \ =  |С Д | = 8 , \АС\ =  |В Д | =  10, \А й \ =  |ВС | =  13?

Прикладная геометрия

Самолет летит по прямой с постоянной скоростью. В любой момент 
времени вы можете определить расстояние до него. Как найти его 
скорость?

^ к р̂Рассуждаем
Две плоскости имеют две общие точки. Объясните, почему эти общие 
точки лежат на общей прямой этих плоскостей.
Откуда следует, что внутри каждого полупространства лежит беско­
нечное множество: а) точек; б) прямых?



§ 2. Способы задания прямых 
и плоскостей в пространстве

Здесь получим первые, самые простые следствия 
из принятых нами аксиом стереометрии, касающи­
еся прямых и плоскостей.

2.1. Прямая, заданная двумя точками
Мы начнем со следующей важной теоремы о 

прямой:
Теорема 2.1._____________________  _

В пространстве через любые две данные точки 
проходит прямая, и притом только одна.

Доказательство. Пусть Л, В — две данные точ­
ки. Как следует из аксиомы 1, через них проходит 
какая-нибудь плоскость а . На плоскости выпол­
няется планиметрия, поэтому через точки А, В в 
плоскости а  проходит прямая. Итак, доказано, 
что через любые две точки в пространстве прохо­
дит прямая.

Докажем, что эта прямая только одна. Допус­
тим, кроме прямой а, через точки А , В проходит 
еще прямая Ь (рис. 17). По аксиоме 3 прямая, 
имеющая с плоскостью две общие точки, лежит 
в этой плоскости. Значит, прямая Ь содержится ,в 
плоскости а . Но в плоскости а  выполняется плани­
метрия, и, значит, через две точки Л, В проходит 
только одна прямая.

Таким образом, через точки А, В в простран­
стве проходит только одна прямая а. Щ

Из доказанной теоремы следует, что и в про­
странстве, как на плоскости, две прямые не могут 
иметь больше одной общей точки.

Определение.__________________________________
Две прямые, имеющие единственную общую 

точку, называются пересекающимися.

Замечание 1 . То, что через две точки на плос­
кости проходит прямая и притом только одна, в 
планиметрии является аксиомой, а то, что в прост­
ранстве через каждые две точки тоже проходит 
ровно одна прямая, мы вывели из аксиом, т. е.< в 
стереометрии это утверждение является теоремой.
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Можно было бы думать, что на плоскости через 
две точки проходит лишь одна прямая, а в прост­
ранстве — много. Так, например, на плоскости 
через две данные точки ЛЛ и 5 проходит лишь 
одна окружность с диаметром ЛЛ5, а в пространстве 
таких окружностей бесконечное множество 
(рис. 18).

Доказав теорему 2.1, можно говорить о прямых 
в пространстве (не обязательно рассматривая их 
как прямые на проходящих через них плоскостях) 
и задавать прямую любой парой ее точек. Ана­
логичное верно и для отрезков: каждые две точки 
в пространстве являются концами одного и только 
одного отрезка.

Прямая, проходящая через точки А и В, обо­
значается символом (АВ).

Замечание 2. Итак, имеем два способа задания 
прямой: 1 ) двумя точками; 2 ) двумя пересекаю­
щимися плоскостями (согласно аксиоме 2 ).

Рис. 18

2.2. Плоскость, определяемая тремя 
точками

Теорема 2.2.

Через три точки, не лежащие на одной прямой, 
проходит плоскость и притом только одна.

Доказательство. Пусть точки А, В, С не лежат 
на одной прямой. По аксиоме плоскости через 
каждые три точки проходит плоскость. Поэтому 
есть плоскость, проходящая через точки А; В / С; 
обозначим ее а  (рис. 19). Убедимся, что она только 
одна.

Допустим, что через точки А, В, С проходит 
еще одна плоскость р, отличная от а. Плоскости 
а и р  имеют общие точки (например, точку А). 
По аксиоме 2 пересечением плоскостей а  и р являет­
ся их общая прямая. Значит, эта прямая содержит 
все три точки А, В , С, общие для а  и р. Но это 
противоречит условию теоремы, так как А, В , С 
не лежат на одной прямой. Итак, через А, В; С 
проходит лишь одна плоскость а . |

Плоскость, проходящую через три точки А, В, С, 
не лежащие на одной прямой, обозначают (АВС).

Замечание. Теорему 2.2 иллюстрирует, например, 
стол на трех ножках: его крышка устойчиво лежит Рис: 19



на трех ножках., Но на ножках, стоящих в один 
ряд, крышка не будет устойчивой. Если точки 
лежат на одной прямой, то через них проходит 
сколь угодно много плоскостей. Это будет доказано 
дальше.

Из теоремы 2.2 вытекает следствие.
Следствие. -

В пространстве существуют четыре точки, не ле­
жащие в одной плоскости. Для каждых двух точек 
можно подобрать еще две точки так, что все четыре 
не лежат в одной плоскости.

Доказательство. Пусть даны две точки А и В. 
Проведем через них какую-нибудь плоскость а  
и в ней возьмем точку С, не лежащую на прямой 
АВ  (рис. 2 0 ). Как показано, в п. 1 .2 , существуют 
точки, не лежащие в плоскости а . Возьмем какую- 
нибудь такую точку Б. Получим четыре точки 
А, В, С, О, не лежащие в одной плоскости. В плос­
кости а  они не лежат по выбору точки Б. Ни в какой 
другой плоскости они тоже не лежат, так как через 
три точки А, В, С, не лежащие на одной прямой, 
согласно теореме 2 .2  проходит единственная плос­
кость — это плоскость а. Щ

2.3. Плоскости, проходящие через прямую

Теорема 2.3.

Через прямую и не лежащую на ней точку про­
ходит плоскость и притом только одна. ,

Доказательство. Пусть даны прямая а и не 
леж ащ ая на ней точка А. Возьмем на, прямой .а 
две точки В и С (рис. 21). Точка А  не лежит с 
ними на одной прямой, так как через точки В и С 
проходит лишь одна прямая — это прямая а, а 
точка А не лежит на ней по условию теоремы.

Через три точки А, В, С, не лежащие на одной 
прямой, согласно теореме 2 .2  проходит единственная 
плоскость АВС. Прямая а имеет с ней две общие 
точки В и С и, значит, по аксиоме 3 лежит на ней. 
Таким образом, плоскость , АВС  есть искомая 
плоскость, проходящая через прямую а и точку А. 
Любая плоскость, проходящая через прямую а и
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точку А, содержит точки Б и С и по теореме 2.2 
совпадает с плоскостью АВС. Итак, искомая 
плоскость единственная. |

Теорема 2.4

Через две пересекающиеся прямые проходит 
плоскость и притом только одна.

Докажите эту теорему самостоятельно.
Теоремы 2.2, 2.3, 2.4 указывают три способа 

задания плоскости: 1 ) тремя точками, не лежащи­
ми на одной прямой; 2 ) прямой и не лежащей 
на ней точкой; 3) двумя пересекающимися пря­
мыми. Первый способ является основным, два дру­
гих из него следуют.

Из доказанных утверждений вытекает, что через 
каждую прямую в пространстве проходит (можно 
провести) сколь угодно много плоскостей. Дейст­
вительно, пусть дана прямая а. Возьмем на ней 
две точки Л и В и, ссылаясь на следствие теоремы 2 .2 , 
присоединим к ним еще две точки С и О так, чтобы 
все четыре не лежали в одной плоскости. Через 
три точки В, С, й  проводим плоскость. В этой 

: плоскости через точку В можно провести сколько 
угодно прямых (рис. 2 2 ).

Через каждую такую прямую Ь и точку А можно 
провести плоскость (по теореме 2:3). Такая плос­
кость содержит точки А  и В, а значит, и прямую 
а ,(п о  аксиоме 3). Таким образом, через прямую а 
проходит бесконечное множество плоскостей, так 
как через разные прямые Ь. проходят' разные, 
плоскости (по теореме 2.4).

Замечание. Каждую из трех теорем 2.2—2.4 
; можно формулировать по-разному. Например, теоре­

ма 2 .2  может быть сформулирована так:
Д ля  каждых трех точек, не лежащих на одной 

, прямой, существует содержащая их плоскость и 
притом только одна.

\ Через каждые три точки, не лежащие на одной 
? прямой, можно провести плоскость и притом только 

одну.
Первая формулиррвка выдержана в отвлеченных 

понятиях, вторая выражает наглядное представлет 
ние о принципиальной возможности провести 
плоскость. Возможны и другие, хотя и не столь 
различные варианты формулировок; попробуйте дать 
еще какие-нибудь. Выразить одно и то же другими 
словами можно, только понимая СМЫСЛ. Рис. 22



Задачи

Разбираемся в решении

2 . 1 . ( 2 ). Пусть РАВС  — тетраэдр. Нарисуйте его сечение плоскостью: а) (ХУ2), 
если точка X лежит внутри ребра РЛ, точка У лежит внутри ребра 
РС, точка 1  лежит внутри ребра ЛВ; б) (ХУ2\ если точка X лежит 
внутри ребра РВ , точка У лежит внутри ребра ЛС, точка 2  ле­
жит внутри ребра ЛВ; в) (ХУ2\ если точка X  лежит внутри реб­
ра РА , точка У лежит внутри ребра РС, точка 2  лежит внутри 
ребра ВС; г) (ХУ2)у если точка X  лежит внутри ребра/ЛВ, точка У 
лежит внутри ребра РС, точка 2  лежит внутри треугольника ЛВС;
д) (ХУ2)у если точки X  и У лежат внутри треугольника ЛВС, точ­
ка 2  лежит внутри треугольника РЛВ; е) (ХУ2);- если точка X — 
середина ребра РЛ, точка У — середина ребра РВ; точка 2  ^ с е р е ­
дина ребра ВС.

Решение.
б) Сечение многогранника — многоугольник. Он определяется 

своими вершинами. Его вершинами являются;точки, в которых пло­
скость сечения пересекается с ребрами многогранника. Если какие-то из 
этих точек пересечения лежат в одной грани многогранника, то, , 
соединив их, получим сторону искомого сечения. Естественно начи­
нать построение сечения с проведения таких отрезков, если они есть. 
Поэтому проведем отрезки Х 2  и У2  — две стороны искомого сечения 
(рис. 23).

Для нахождения других его сторон можно действовать по-разному: 
Вот один из способов. Посмотрим, где плоскость сечения пересекает 
прямые, содержащие ребра тетраэдра. В данном случае нас могут 
интересовать прямые ВС, РС, РЛ. Выберем одну из них: пусть это 
будет (РЛ). Внимание!: Сейчас главный момент решения! Эта прямая 
будет пересекать плоскость сечения в той точке, в которой она пере­
секает прямую, лежащую в плоскости сечения. Найдем точку пере­
сечения (РЛ) с (Х2) — эти прямые лежат в плоскости РЛВ и судя по 
рисунку 23 не являются параллельными.

Пусть Т — общая точка прямых РЛ и Х 2 У а значит, точка, в ко­
торой прямая РЛ пересекается с плокостью ХУ2  (рис. 24).

Точка Т дает нам также общую точку плоскости сечения и плос­
кости РАС  — ведь (РЛ) лежит в (РЛС). А одна такая точка, общая 
для (РАС) и плоскости сечения, уже есть — это точка У. Тогда прямая 
УТ является общей для этих плоскостей. На нашем рисунке она 4 
пересекает ребро РС. Обозначим точку их пересечения через К . Те­
перь осталось только соединить точку К  с точкой X , и нужное сечение 
нарисовано.

Можно было бы действовать несколько иначе. Например, можно 
сначала найти точку пересечения прямой ВС с плоскостью сечения — 
результат был бы один и тот же (?).

И наконец, о том, почему у нас получилось такое построение.
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Рис. 23 Рис. 24 Рис. 25

Ведь могло бы оказаться, что тех точек пересечения, которые мы 
ищем, просто нет! Прямая РА вполне может быть параллельна (Х2.) 
при соответствующем выборе точек. Как быть тогда?

<$> Смотрим
2 .2 . ( 2 ). Три попарно пересекающиеся прямые пересекают данную плоскость 

(рис. 25). Верно ли сделан рисунок?

^  Рисуем

2 .3 . ( 1 ). Нарисуйте два треугольника АВС  и ЛВД, не лежащие, в одной плос­
кости. Внутри отрезков АО  и ВД. возьмите точки К  и В. а) Пусть 
{КО) пересекает (АВ) в точке М. Объясните, почему точка М  является 
точкой пересечения (КО) и {АВС). б) Пусть (КО) и (АВ) не пересе­
каются. Объясните, почему в этом случае (КО) и (АВС) не пересе: 
каются.

2.4.(.1). Нарисуйте два треугольника ЛВС. и С В Д  не лежащие в одной плос­
кости. Нарисуйте сечение этой фигуры плоскостью, проходящей через:
а) три,точки внутри отрезков АС, АВ, СД (по одной точке на каждом 
отрезке);.б) точку внутри отрезка АС, точку на продолжении отрез­
ка ВС, точку внутри отрезка ВО; в) точку А, точку внутри отрезка 
СД и точку внутри отрезка ВД;' г) точку В и среднюю линию тре­
угольника ВСД, параллельную (ВС).

2.5.(1). Два квадрата ЛВСВ и ЛДВВ (вершины указаны в порядке обхода) 
не лежат в одной плоскости. Некоторая плоскость имеет с этой фи­
гурой общую точку С. Нарисуйте сечение данной фигуры этой пло­
скостью, если, кроме того, плоскость проходит через: а), точку внутри 
отрезка АВ  и точку внутри отрезка Л В; б) . точку, внутри отрезка АР  
и точку внутри отрезка ЕР; в) середину отрезка АР  и середину от­
резка ДВ; г) точку на продолжении отрезка ЛД и точку на про­
должении отрезка АР.

2 А. Д . Александров «Геометрия, 10 кл.»
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2 - 6 . ( 1 ) .

2.7.(2).

2 .8.(3).

2.9.(3).

2.10.(3).

2.11.(3).

2.12. (3).

2.13.(3).

2.14.(2).

2.15. (2).

Нарисуйте четырехугольную пирамиду РАВСО, основанием которой 
является произвольный четырехугольник АВСО. Нарисуйте прямую, 
по которой пересекаются: а) (РАС) и (РВО)\ б) (РАО) и (РВС)\
в), (РАВ) и (РСй). Как изменится рисунок, если АВСО  будет парал­
лелограммом?

€  Представляем

Дано несколько (больше двух) прямых. Каждые две из них пересе­
каются. Следует ,ли отсюда, что они все лежат в одной плоскости? 
Нарисуйте прямоугольный параллелепипед. Установите форму его 
сечений плоскостью, которая .проходит через: а) боковое ребро;
б) диагональ' основания; в) середины двух соседних сторон боковой 
грани; г) диагональ параллелепипеда — отрезок, соединяющий две 
вершины, не лежащие в одной грани.
Нарисуйте тетраэдр. Установите форму сечения его плоскостью, 
которая проходит через: а) боковое ребро; б) медиану боковой грани;
в) среднюю линию основания; г) середины двух противоположных 

, ,ребер;: д) вершину.
Дана правильная «-угольная пирамида. Сможете ли вы; установить 
форму.,сечения ее плоскостью, которая проходит через: а) боковое 
ребро; б) ребро основания; в) ее вершину и центр основания? По­
пробуйте это сделать без рисунка, мысленно поворачивая плоскость 
сечения вокруг прямой,, проходящей через заданный отрезок или две 
заданные точки. Начните рабцту с. треугольной пирамиды.
Нарисуйте правильную треугольную призму. Установите форму ее 
сечения плоскостью, которая проходит через: а) сторону основания;
б) боковое ребро; в) диагональ боковой грани; г) середины двух 
боковых рёбер; д) середишд дву? ребер одного основанйя; е) сере­
дину бокового рёбра и середину ребра1 основания.
Дан куб. Установите форму сечения,его плоскостью, ^которая проходит 
через: а) ребро; б) диагональ грани; в) середины двух соседних 
ребер одной грани; г) середины двух* противоположных ребер одной 
грани; д) центры двух противоположных граней; е) середины двух 
ребер, не лежащих в одной грани; ж) две ’ вершины, не лежащие 
в одной грани; з) цёнтры двух сосёдних граней.
Пусть А \А 2.:.А'пВ \В 2:!.Вп —-правильная «-угольная призма. Установите 
форму сечения этой призмы, ёсли плоскость сечения проходит через:
а) боковое ребро; б) ребро основания; в) диагональ боковой грани.

ЭД?Доказываем ' " ‘ ,С» ' • ’
Дано п прямых. Докажите, что найдутся точки, которые не лежат 
на этих прямых. ’
Даны две плоскости, а) Докажите, что ; найдется точка, которая 
не принадлежит этим плоскостям, б) Докажите, что найдется прямая, 
которая не лежит в этих плоскостях. Обобщите доказанные утверж­
дения.
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2 . 1 6 . ( 2 ) .

2 .1 7 . ( 3 ) .

Каждые четыре точки некоторой фигуры лежат в одной плоскости. 
Докажите, что и сама фигура является плоской.
Дано п прямых, проходящих,,через .данную точку. Докажите, что 
существуют: а) точки вне этих прямых; .6 ) прямые, проходящие через 
данную точку и не совпадающие с имеющимися прямыми; в) плос­
кость, пересекающая все эти прямые. , ;

Исследуем

2.18.(3).

2.19. (3).

2.20.(2).

Пусть РАВС  — тетраэдр; точка К — середина ребра ВС, точка Ь — 
середина ребра РВ, точка М  — середина ребра1 РА; точка N.— сере­
дина ребра АС. Можно ли провести плоскость Через прямые: а) ‘АР  
и КМ; б) АР  и КЬ\ в) АР  и I # ;  г) 7.М и 'К # ; 'д )  КМ  и' ЫЬ? 
Плоскость пересекает куб. Сколько она может пересекать: а) его 
граней; б) его ребер? 1 '

Прикладная геометрия '
а) Объясните, почему стол, на трех ножках устойчивее, чем .на че­
тырех ножках, б) Как проверить, будет. ли: стол на четырех ножках 
устойчив на горизонтальном полу, ничего не. измеряя? в) Как вы 
объясните, почему столы в основном, делают на четырех ножках, 
хотя они менее устойчивы?

§ 3. Взаимное расположение 
прямых в пространстве

3.1. Классификация взаимйогр 
расположения прямых 
в пространстве. 
Скрещивающиеся прямые

Как известно из планиметрии, для двух прямых, 
на плоскости возможны лишь два случая их взаим-; 
ного расположения: либо, эти прямые пересекаются, 
либо они параллельны. Поскольку в'пространстве 
имеются, плоскости! и на них выполняется плани­
метрия, то эти два случая взаимного расположения 
двух прямых сохраняются и для пространства.! Но. 
в пространстве добавляется .еще ‘один случаи — 
когда1 две прямые не лежат в одной плоскости! 
Тйкие две прямые легко построить.

Возьмем любые четыре точки Л, В, С, Д  не 
лежащие в одной плоскости. Тогда прямые АВ  и 
СВ не лежат в одной плоскости (рис. 26)1.

: • *. П

Д а
а /

С /

Рис. 26
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Определение.

Д в е Л прямые, не лежащие в одной плоскости, 
называются скрещивающимися.

Иначе говоря, скрещивающиеся прямые — это 
такие прямые, через которые нельзя провести 
плоскость.

Итак, для взаимного расположения двух прямых 
в пространстве имеются только три исключающие 
друг друга возможности:

1. Д ве прямые лежат в одной плоскости и 
имеют общую точку.— пересекающиеся прямые 
(рис. 27, а).

2. Д ве прямые лежат в одной плоскости и не 
имеют общих точек; такие прямые, как и в плани­
метрии, называются параллельными (рис. 27, б).

3. Д ве прямые не лежат в одной плоскости — 
скрещивающиеся прямые (рис. 26).

Мы получили классификацию взаимного распо­
ложения двух прямых в пространстве.

Все три случая можно видеть на примере пря­
мых, по которым встречаются стены, пол и потолок 
комнаты (на рис. 28, например, а скрещивается 
с Ь и параллельна с), или на прямых, проходящих 
через ребра куб;а.

Скрещивающиеся прямые, не имеют общей точ­
ки, так как в противном случае в силу теоремы 2.4 
они лежали бы в одной плоскости.

Согласно теореме 2.1 две прямые в пространстве 
имеют не более одной общей точки. Следовательно, 
они имеют либо одну общую точку, либо не имеют 
ни одной. Поэтому к данной классификации взаим­
ного расположения двух прямых в пространстве 
можно прийти и так.

Первый случай, когда две прямые имеют общую 
точку,— пересекающиеся прямые. Если же две 
прямые не имеют общих точек, то возможны еще 
два случая: когда они лежат в одной плоскости — 
параллельные прямые и когда они не лежат в 
одной плоскости — скрещивающиеся прямые.

В дальнейшем будет встречаться такая ситуация, 
когда для двух данных прямых требуется решить 
вопрос об их взаимном расположении, но нельзя 
непосредственно сослаться на соответствующие 
определения. Да и в других случаях, когда необ­
ходимо узнать, выполняется ли то или иное свой­
ство, но трудно судить о наличии этого свойства 
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непосредственно по его определению, помогают приз­
наки, т. е. такие свойства, которые обеспечивают 
наличие свойства, положенного в определение. 
Вспомните, например, из планиметрии признаки 
Параллельности прямых на плоскости, признаки 
параллелограмма, ромба, прямоугольника и т. п.

При построении двух скрещивающихся прямых 
фактически пользовались следующим признаком 
скрещивающихся прямых: если две прямые содер­
жат четыре точки, не лежащие в одной плоскости, 
то они скрещиваются.

Из него легко вытекает второй признак скре­
щивающихся прямых: прямая, пересекающая плос­
кость, скрещивается с каждой прямой, лежащей 
в этой плоскости и не проходящей через точку 
пересечения заданной прямой и плоскости. Дока­
жите это самостоятельно (рис. 26).

3.2. Параллельные прямые
Для параллельных прямых в пространстве так 

же, как на плоскости, выполняется следующее 
утверждение.

Теорема 3.1.

Через каждую точку, не лежащую на данной 
прямой, проходит прямая, параллельная данной, и 
притом только одна.

Доказательство. Пусть даны прямая а и не 
принадлежащая ей точка А. По теореме 2.3 через 
них проходит плоскость, обозначим ее а  (рис. 29). 
В плоскости а, как известно из планиметрии, 
существует прямая Ь\\а и проходящая через точку А.

Любая прямая пространства, проходящая через 
точку А параллельно прямой а, совпадает с пря­
мой Ь. Действительно, такая пр:ямая (по опреде­
лению параллельности прямых) должна лежать в 
плоскости, проходящей через точку А и прямую а, 
т. е. в плоскости а  (так как по теореме 2 .3  другой 
плоскости, содержащей точку А  и прямую а, быть 
не может).

В плоскости а  по аксиоме параллельности есть 
только одна прямая, проходящая через точку А 
параллельно прямой а,— прямая Ь. Следовательно, 
и в пространстве существует только одна прямая, Рис. 29

37



проходящая через точку А параллельно прямой а ,— 
прямая Ь. В

А теперь докажем теорему, которая дает один 
из признаков параллельности прямых в прост-, 
ранстве.

Теорема 3.2.______________  ‘______________ ' " ■
Две прямые, параллельные третьей прямой  ̂

параллельны.

Ее доказательство опирается на лемму1, которую 
докажите самостоятельно. Идея доказательства лем­
мы указана на рисунке 30. 1

Лемма 3.1 (о пересечении параллельных прямых х 
с плоскостью).________________ ___________________

Если плоскость пересекает одну из двух па: 
раллельных прямых, то она пересекает и другую 
из них.

Доказательство теоремы 3.2. Пусть прямые а и Ь 
параллельны прямой с. Д окаж ем ,,что а\\Ь. Прямые 
а и Ь не имеют общей точки. Действительно, в о 
противном случае через эту точку проходили бы 
две прямые, параллельные прямой с, что невоз­
можно в силу теоремы 3.1. Покажем, что а и Ь 
лежат в одной плоскости. Возьмем любую тоуку , 
Л е а .  По теореме 2.3 через А  и Ь проходит'плос­
кость а  (рис. 31). Покажем, что прямая а лежит 
в а. Действительно, в противном случае а пере­
секает а  в точке А. А  тогда по лемме 3.1 и прямая с 
должна пересекать а, так как гс\\а. Но поскольку 
Ь\\с, то по той же лемме Ь пересекает а, что 
невозможно, так как Ь лежит в а. Итак, а и Ь 
лежат в плоскости а и не имеют общих точек, 
т. е. а\\Ь.

Замечание 1 . К трем способам задания плоскости 
в пространстве, отмеченным в п. 2.3, теперь можно 
добавить еще один: парой параллельных прямых. 
А именно через две параллельные прямые проходит 
плоскость, и притом только одна.

Дайте обоснование этому утверждению и проил­
люстрируйте его реальными примерами.

1 Леммой обычно называют такое предложение (теорему), 
которое не имеет важного самостоятельного значения, но 
используется при доказательстве других теорем.
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Замечание 2 . Среди пар прямых на плоскости 
пересекающиеся прямые — это общий случай, а па­
раллельные прямые — это частный случай. Аргу­
ментировать это можно так; при любых достаточно 
«малых шевелениях» (т. е. при малых смещениях) 
прямых на плоскости пересекающиеся прямые 
останутся пересекающимися, а параллельность пря: 
мых не сохраняется. Для пар же прямых в прост­
ранстве с точки зрения «малых шевелений» общий 
случай — это скрещивающиеся прямые (они о с т а - , 
нутся скрещивающимися) ,1 а г пересекающиеся 'и 
параллельные прямые — это частные случаи, так как 
эти свойства йе сохраняются в пространстве’ прщ 
«малых шевелениях». Можно даже сказать, что 
почти /все пары прямых в пространстве^— это . 
пары скрещивающихся прямых. Поясним это так. 
Представим себе одну из прямых (назовем ее а) 
вертикальной тонкой мачтой (рис. 32/ а ) , а сами 
мы находимся в точке А. Тогда параллельно прямой а 
через точку А' проходит единственная прямая, Ь 
(рис. 32, б ) . Она тоже вертикальная. Все прямые, 
пересекающие прямую а и проходящие йерез 
точку А, лежат в плоскости а , проходящей .через р 
точку А и прямую а (рис.; 32, в). А все остальные 
прямые, проходящие через точку А, скрещиваются 
с прямой а . Ясно, что их подавляющее большин­
ство: они заполняют все пространство, за исклю­
чением одной плоскости а . Если представить,, что 
в точке А стоит стрелок, то, чтобы выстрелить в 
направлений прямой,’ пересекающей , а, ему„ надо 
прицелиться, а для скрещивающихся с прямой' а 
целиться не надо. Транспортные развязки— вот 
реальные примеры Скрещивающихся , прямых , 
(рис. 33).

ь
а а

а) б)

Рис. 32

Рис. 33
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Задачи
Разбираемся в решении

3.1.(2 ). Дано п попарно скрещивающихся прямых. Докажите, что: а) су- 
, ществуют точки, не лежащие на этих прямых; б), существует плос­

кость, которая пересекает каждую из них; в) существует прямая, 
которая скрещивается с каждой из них.

Решение.
, а) Проведем плоскость через одну из,данных прямых. Остальные

прямые либо пересекают эту плоскость, либо не имеют с ней общих 
точек — других случаев расположения быть не может. Как бы там 
ни было, в проведенной плоскости найдутся точки, не принадлежащие 
данным прямым (?К

б) Выберем точку в пространстве и проведем через нее прямые, 
параллельные каждой из данных прямых. Согласно задаче 2.17‘най- 
дется плоскость, которая пересекает все эти прямые. Но тогда она 
пересекает и все данные прямые (?).

А вот решение, основанное на наглядных соображениях. Через 
одну из данных прямых проведем плоскость. Если нам повезет, то 
она будет пересекать все остальные данные прямые. Если нет^ и 
найдутся прямые, которых она не пересекает, то будем поворачивать 
нашу плоскость вокруг прямой, через которую она была проведена, 
пока не добьемся нужного нам положения. Осталось добиться того, 
чтобы плоскость пересекала и первоначально взятую прямую. Но.ведь 
таким поворотом этого не добиться! Как же бытк? А мы эту плос­
кость «чуть-чуть пошевелим» так, чтобы она уже не содержала первую 
прямую, а пересекала е е — этого можно добиться также поворо­
том, но только вокруг другой прямой (какой?). Ясно, что при та­
ком «малом шевелении» можно считать, что взаимное положение плос­
кости и каждой из этих прямых не изменилось. Значит, задача 
решена.

в) В плоскости, построенной в пункте б ) , возьмем прямую, кото­
рая проходит мимо всех точек пересечения этой плоскости с данными 
прямыми. Такая прямая всегда найдется (?). Она и будет искомой 
согласно одному из признаков скрещивающихся прямых.

I Дополняем теорию
3 .2 . ( 2 ). Прямая а лежит в плоскости а. Прямая Ь параллельна прямой а 

и имеет общую точку с плоскостью а. Докажите, что и прямая Ь 
лежит в плоскости а .

3 .3 . ( 2 ). Прямые а и Ь параллельны. Точка О не лежит на этих прямых. 
Плоскость а  проходит через О и а, плоскость р проходит через О и Ъ. 
Пусть эти плоскости пересекаются по прямой с. Докажите, что прямая с 
параллельна данным прямым.

3.4.(2 ). Дан параллелепипед. Докажите, что: а) прямая, соединяющая центры 
симметрии его противоположных граней, параллельна его ребру;
б) все его диагонали имеют общую точку.



3 .5 .( 2 ). Две прямые скрещиваются. Проводятся прямые, параллельные одной 
из них и пересекающие другую. Докажите, что все эти проведенные 
прямые лежат в одной плоскости.

С )  Представляем

3.6.(2). Пусть РА ВС  — тетраэдр. Какой фигурой является множество середин 
всех отрезков КО, если точка К  лежит на ребре РА, а точка С лежит 
на ребре: а) РС; б) ВС?

3.7.(2). Точка А  не лежит на прямой а. Через точку А  проводятся всевозмож­
ные прямые: а) пересекающие прямую а; б) скрещивающиеся с 
прямой а. .Какую фигуру заполняют все такие прямые?

'Яг Доказываем ;

3.8.(2). Дана неплоская замкнутая ломаная из четырех звеньев. Точки А, В, С, 
О  — середины ее последовательных звеньев. Докажите, что:
а) (АВ)\\Сй); б) (ЛД)||(ВС); в) (АС) и (ВО) пересекаются.

3 .9 . ( 2 ). Даны два параллелограмма АВВ(А\ и АСС\А\. Докажите, что 
А А В С =  &.А\В\С\.

3 . 1 0 . ( 2 ). Через вершины треугольника Л В С ' провели параллельные прямые, 
пересекающие его плоскость. С одной стороны от его плоскости на 
этих прямых отложили равные отрезки ЛЛь ВВ\, СС\. Докажите, что 
д Л 1В |С 1 =  а АВС. Обобщите это утверждение1..

3.111(2). Дан параллелепипед. Докажите, что: а) для каждого его ребра в нем 
'найдутся три ребра, ему параллельные; б) для каждой диагонали 
его грани найдется параллельная и равная ей диагональ в другой 
грани.

3 . 1 2 . ( 2 ). Докажите, что отрезки, соединяющие середины противоположных 
ребёр тетраэдра, имеют общую точку.

3.13.(2). Имеется п прямых щ, аг, ... , ап. Каждые две соседние по номеру 
параллельны. Докажите, что1 все эти прямые параллельны.

ЗЛ4.(2). Плоскости а  и р пересекаются по прямой р. Точка Л лежит в плос­
кости а , т о ч к а  в  лежит в плоскости р, причем ни одна из них не лежит 
на прямой р. Докажите, что прямые р и ЛВ скрещиваются. Сформу­
лируйте это утверждение как еще один признак скрещивающихся 
прямых.

3.15.(2). Плоскости а и р  пересекаются по прямой р. Точки А и В лежат в 
плоскости а , точки С и Д лежат в плоскости р. Прямая АВ  пересекает­
ся с прямой р в точке К, а прямая СО. пересекается с прямой р 
в точке I .  Докажите, что прямые А В 'и  СО) скрещиваются тогда и 
только тогда, когда точки К  и ^  различны.
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' ' щ  Исследуем .

3.16.(2). Даны два равных треугольника. Две стороны одного из них соответст­
венно параллельны двум сторонам другого. Следует ли из этого, что 
их третьи стороны также параллельны между собой? Проверьте свое 
предположение на двух равных чертежных угольниках.

3.17.(2). Даны четыре точки А, В, С, Д.. Проверьте равносильность двух 
утверждений:’ а)! прямые; й 'СД ’скрещиваются; б) прямые АС  
и В Ь  скрещиваются. ‘ (Это еще один признак скрещивающихся пря­
мых.) Будет ли выполняться аналогичная, равносильность для пере­
секающихся, прямых? для параллельных прямых?

3.18. (2 ). Пусть РАВС  — тетраэдр! точка К —  середина ребра РА, точка Ь —
середина рёбра АВ, точка М  — середина ребра ВС, точка N — сере­
дина ребра РС, точка О лежит на ребре РВ. Как расположены прямые:
а) АР  и ВС; б) КЬ и МО; в) КЬ и ВС; г) КМ и 10;  д) АО  и КЬ;
е) КМ  и СО; ж) N 0  и ЬС; з) МО и РС; и) КМ и ЬМ?

3.19-(2). Пусть, АВС О А\В\С \Р\ — куб, точка К\ — середина ,ребра А\В\, точка 
К ч середина рёбра В\Ри  точка Кз — середина ребра ВВ\, точка 
Ка —  середина ребра СС|, точка' Кб,— середина ребра Г>й1, точка 
/С е с ё р е д й н а , ребра АВ,, точка./С7 — середина ребра ЛД. Как распо­
ложены прямые: а) К\Кг и КзКа; б) ' К\Кз и КъКг, в). К\Кь и КчКа;
г) КзКа и КчКг,, д) К  1^ 5  и КаКъ', е) В \0  и К2К7? Возьмите пару 
прямых, определяемых данными точками, и установите их взаимное 
расположение'.

3 .2 0 . ( 2 ). Прямые а и Ь скрещиваются. Точка, О не лежит. ,йа этих прямых. 
Плоскость а  проведена; чёрез О и а, плоскость (5 проведена через 
О и Ь. Пусть эти плоскости пересёкаются по , прямой с. Исследуйте 
взаимное расположение прямой с и данных прямых.

3 .2 1 . ( 2 ). Две прямые скрещиваются. Верно ли, что каждая плоскость, пере­
секающая одну из них, пересекает и другую? Ответьтё" на этот же 
вопрос для другого взаимного^расположения данных 'прямых. В ре­
зультате вы .сможете, получить один йз признаков некоторого распо- 
лржёния двух прямых.' Что это за признак?

3 .2 2 . ( 2 ). В пространстве, даны три прямые а, Ь, с. Исследуйте взаимное распо­
ложение прямых .а и с в зависимости о т : взаимного расположения

. прямых а и Ь, Ь ;Н' с ., 1 ...

^^„Рассуждаем
3.23.(2). Прямая а лежит в плоскости а, а прямая Ь параллельна прямой а. 

Может ли прямая Ь пёресёкать плоскбсть а?
3!24.(2). Являются ли прямыё скрещивающимися, если:, а) ,обё они не лежат в 

плоскостй а ; б) одна йз них лежит в плоскости а ’, а другая лежит в 
плоскости Р; в) одна из них лёжйт в плоскости а , а другая пересекает 
плоскость а ; г) плоскость а  проходит через две точки одной и две 
точки другой?
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§ 4. Параллельное проектирование
4.1. Определение параллельного 

проектирования
Параллельным проектированием-, пользуются, на­

пример, при изображении на плоскости - (скажем, 
на бумаге) фигур, расположенных, в пространстве. 
Определяется оно так.

Пусть даны плоскость а  .-и пересекающая ее 
прямая а. Возьмем в пространстве произвольную 
точку X. В том случае, когда точка X не лежит 
на а, через X проводим прямую а', параллельную 
прямой а (рис. 34). Прямая, а ' пересекает плос­
кость а  в некоторой точке X'. Эта точка называется 
проекцией (на плоскость а )  точки X  при проекти­
ровании параллельно прямой а или, короче, па­
раллельной проекцией точки X. Если точка X лежит 
на прямой а, то ее параллельной .проекцией X ' 
называется точка, в которой а пересекает, а . Заме­
тим, что в случае, когда Х ^  а, точка X ' совпадает 
с точкой X.

Таким образом, если заданы; плоскость а  и 
пересекающая ее прямая а, то каж дой, точке < X 
пространства можно сопоставить, единственную 
точку X ' — параллельную проекцию точки X на 
плоскость а  (при проектировании параллельно 
прямой а). Плоскость а  называется -плоскостью 
проекций. О прямой а говорят, что она задает 
направление проектирования, потому что при замене 
прямой а любой другой параллельной ей. прямой 
результат проектирования не изменится (поскольку 
две прямые, параллельные третьей, параллельны). 
Все прямые, параллельные прямой а, задают одно 
и то же направление проектирования и называются 
вместё с прямой а проектирующими, прямыми.

Проекцией, фигуры .Р называется множество Р' 
проекций всех ее точек. Отображение, сопоставляю­
щее каждой точке X  фигуры -Р.. ее параллельную, 
проекцию X 'е / 7', называется параллельным проек­
тированием фигуры Р (рис. 35).

Параллельную проекцию реальной фигуры,пред: 
ставляет, например, ее тень, падающая на плоскую 
поверхность при солнечном освещении,. поскольку 
солнечные лучп можно'считать; параллельными. Так 
что, глядя на свою тень на земле или- на стене, в ы . 
видите свою параллельную проекцию..

■ А

а X

/
■-Ч <

II

■. • . - 1 • 1 
1 /

Рис. 34

' - .. 41

Рис. 35.

43



4.2. Основные свойства параллельного 
проектирования

Теорема 4.1 (о параллельном проектировании).

При параллельном проектировании для прямых, 
не параллельных направлению проектирования, и для 
лежащих на них отрезков выполняются следую­
щие свойства:

1. Проекция прямой есть прямая, а проекция 
отрезка — отрезок.

2. Проекции параллельных прямых параллельны 
или совпадают.

3. Отношение длин проекций отрезков, лежащих 
на одной прямой или на параллельных прямых, 
равно отношению длин самих отрезков.

Доказательство. Пусть а  — плоскость проекций 
и прямая а задает направление проектирования.

1. Рассмотрим какую-либо прямую Ь, не па­
раллельную прямой а. Так как а 5 можно заменить 
любой параллельной ей прямой, то можно считать, 
что а пересекает Ь. Тогда через прямые а и Ь 
проходит плоскость р. Она пересекает плоскость а  
по некоторой прямой Ь'. Эта прямая Ь' и будет 
проекцией прямой Ь (рис. 36).

В самом деле, проекцией каждой точки Х ^ Ь  
будет некоторая точка Х '^ Ь '  и каждая точка 
У '^ Ь '  является проекцией некоторой точки У ^ Ь .  
Это потому, что все проектирующие прямые, пе­
ресекающие прямую Ь (прямую Ь'), находятся в 
плоскости р, а значит, пересекают прямую Ь' (пря­
мую Ь).

Теперь докажем, что проекцией отрезка является 
отрезок.

Пусть две точки А и В лежат на прямой Ь, 
а точки А ' и В '  — их проекции. ТбГда А '^ Ь ' ,  
В '^ Ь '  и проекцией отрезка АВ  прямой Ь является 
отрезок А 'В ' прямой Ь' (рис. 37). Действительно, 
прямые Ь и Ь' лежат в одной плоскости р, проекти­
рующая прямая ах, проходящая через любую внут­
реннюю точку X  отрезка АВ, идет между проекти­
рующими прямыми, проходящими через А и В. 
Поэтому и точка X ' на прямой Ь' лежит между 
А ' и В ', т. е. на отрезке А 'В '. Когда X  пробегает 
отрезок АВ, точка X ' пробегает отрезок А В '.

2. Пусть теперь даны две параллельные прямые

Рис. 36

Рис. 37

Рис. 38
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Ь и с. Возможны два случая, а) Некоторая проекти­
рующая прямая 1\\а пересекает и прямую Ь, и пря­
мую с (рис. 38). В этом случае прямая /, а также 
все остальные проектирующие прямые, пересе­
кающие Ь или с, лежат в одной плоскости р, в той 
плоскости, которая проходит через параллельные 
прямые Ь и с. Как доказано выше, проекцией и 
прямой Ь, и прямой с в этом случае будет прямая Ь', 
по которой плоскость р пересекает плоскость а .
б) Не существует проектирующих прямых, пересе­
кающих одновременно и Ь, и с. В этом случае 
проекции прямых Ь и с на плоскость а  — прямые 
Ь' и с' — не имеют общих точек, т. е. параллельны 
(рис. 39).

Итак, два первых утверждения теоремы доказа­
ны. Докажем третье.

3. Рассмотрим два отрезка: АВ  и СД, лежащие 
на одной прямой Ь. Как в первом случае, строим 
проекцию Ь' прямой Ь, проводя плоскость р через 
а и Ь: 6 '= а П Р -  Проекции А 'В ' и С 'Д ' отрезков 
АВ  и СД лежат на Ь' (рис. 40). Проектирующие 
прямые, проходящие через точки А, В, С, Д, па­
раллельны прямой а и, стало быть, параллельны 
друг другу (или совпадают). Кроме того, они 
все лежат в плоскости р. По известной теореме 
планиметрии параллельные прямые отсекают на 
двух прямых пропорциональные отрезки. Значит,

А В _  А 'В '
СО С '0 '‘

Тем самым свойство 3 доказано для отрезков, 
лежащих на одной прямой.

Пусть теперь отрезки АВ  и СД лежат на па­
раллельных прямых Ь а с (рис. 41). Прямые эти 
лежат в одной плоскости. Проведем прямую АС  
и через точку В  — прямую, ей параллельную. Она 
пересечет прямую с в какой-то точке М. Получим 
параллелограмм АВМС.

Проекцией этого параллелограмма на плоскость а  
будет параллелограмм (когда проекции параллель­
ных прямых параллельны) иди отрезок (когда, эти 
проекции совпадают). Мы рассмотрим более слож­
ный случай, когда А 'В 'М 'С ' — параллелограмм 
(рассуждения для другого случая лишь упро­
щаются). Его противоположными сторонами явля­
ются отрезки А 'В ' и С'М ' — проекции отрезков 
АВ  и СМ. Так как те и другие — стороны парал­
лелограммов, то АВ =  СМ, А 'В '=  С 'М '.



Отрезок С 'М ' служит проекцией отрезка ' СМ, 
лежащего на одной прямой с отрезком СО. Поэтому 
по доказанному | '

с м =  С'М' ' * '  ' ' ‘ У

с о  / С ' О ' *

Отсюда и из предыдущих равенств следует, что,
А В _  А 'В '
со  С'Ог  •<* ' - ‘ 1 , * '

т. е.-длины .проекций параллельных , ртрезков про- . 
порциональны длинам самих, отрезков. Н ,

Отметим, что из доказанного, в. частности, выте­
кает следствие. *

С л е д с т в и е .  При параллельном проектирова- , 
нии середина отрезка проектируется в середину его 
проекции.

! с

4.3. Изображение разных фигур 
в параллельной проекции

Г.

Рисунки, иллюстрирующие предложения стерео­
метрии и представляющие фигуры в пространстве; 
делают обычно в параллельной проекции. Точнее, 
за изображение фигуры принимается фигура, по­
добная какой-либо: ее параллельной проекции.
Фигура, подобная, параллельной проекции фигуры, 
очевидно, обладает теми же свойствами, что ука­
заны в теореме о параллельной проекции. Поэтому, 
делая рисунки (чертежи), нужйоь следить за тем; 
чтобы на них выполнялись эти свойства. Они на- г 
зываются аффинными свойствами фигур.

В остальном изображение может быть произ-4 <
вольным, т. е. “никакие другие условия не являются 
обязательными. Это видно из того, что углы и от­
ношения длин ,непараллельных( отрезков могут 1
изменяться произвольно. Остается только естест- ____________ г—
венное требование наглядности, чтобы Изображе­
ние напоминало фигуру — вызывало верное пред­
ставление о ней. Например, можно спроектировать 
куб так, чтобы получилось такое* же- изображение, 
как на рисунке 42. Но, это не дает представления ' 
о кубе, а скорее похоже на- загадку: «Что здесь 
нарисовано?» — с неожиданным ответом: «Куб».

Рассмотрим изображение некоторых фигур. Слу- ; »
чай, когда фигура лежит в плоскости, заполненной 
проектирующими прямыми, и, следовательно, про- Рис* 42
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ектируется в некоторую фигуру, лежащую на пря­
мой, исключаем.

1. Треугольник. Каждый треугольник можно 
параллельно; спроектировать так, что в проекции 
получится треугольник любого вида, т.е., подобный 
любому заданному треугольнику.

Действительно, пусть даны два треугольника 
АВС  и Л 1В 1С1. Проведем через прямую АВ  плос­
кость а , пересекающую плоскость треугольника 
АВС. На ней построим треугольник АВС ', подобный 
треугольнику А\В\С \, прилегающий к треугольнику 
АВС  по стороне АВ  (рис. 43). Тогда при проекти­
ровании на плоскость а  параллельно прямой СС' 
треугольник АВС  спроектируется на треугольник 
АВС' так, что его проекция, будет, подобна, тре­
угольнику А\В\С \. В частности, всякий треугольник 
можно спроектировать так, чтобы получился равно­
сторонний треугольник.

2. Параллелограмм. Изображением параллело-. 
грамма может служить любой параллелограмм. 
(Почему? Какая связь с изображением треуголь­
ника?)

3. Изображение плоской фигуры. Для изобра­
жения плоской фигуры можно поступить так. 
В данной фигуре выделяют какие-нибудь три точки, 
не лежащие на одной прямой, и строят треугольник 
с вершинами в этих точках; обозначим их А, В, С 
(рис. 44). Строят изображение треугольника АВС  
в виде произвольного треугольника А В 'С '. После 
того как построено это изображение, никакого 
произвола в изображении фигуры быть не может. 
Покажем это.

Пусть изображением треугольника АВС  служит 
треугольник А 'В 'С ' (рис. 45). Пусть точка X лежит 
в плоскости АВС  и луч СХ пересекает отрезок АВ  
во внутренней его точке Д. Проекция точки О — 
точка Д '— лежит на отрезке А 'В ' (откуда это 
следует?), и

А 'Р '_  АР 
Р'В' РВ'

Следовательно, точку Д ' на отрезке А 'В '  можно 
построить на рисунке (как?). Далее проводим луч 
С 'Д ' и на нем отмечаем такую• точку X', что

С'Х' _  СХ 
С'Р' е в ’

(объясните, как это сделать). Мы построили на 
рисунке проекцию данной точки X  плоскости АВС.



(Точка X может располагаться и по-иному отно­
сительно треугольника АВС, но и тогда построение 
будет аналогичным.)

4. Тетраэдр. Изображать тетраэдр можно любым 
по форме четырехугольником с диагоналями. Эту 
трудную теорему доказали в середине XIX века 
два немецких геометра Карл Польке и Герман 
Ш варц. Чаще всего тетраэдр рисуют так, как он 
изображен на рисунке 46, а ' (штриховой линией 
выделяется невидимое ребро) . Но можно его 
изобразить и так, как на рисунке 46, б: это пра­
вильно, но менее наглядно.

5. Изображение пространственной фигуры. При 
изображении пространственной фигуры роль изо-! 
бражения тетраэдра аналогична роли изображения 
треугольника при изображении плоской фигуры. 
Изображая, пространственную фигуру, в ней выде­
ляют сначала четыре точки, не лежащие в одной 
плоскости, т. е. вершины некоторого тетраэдра, и 
строят его изображение. После того как построено 
изображение этого тетраэдра, никакого произвола 
в изображении точек данной фигуры быть не долж­
но. Покажем это.

Пусть А В С й  — выделенный тетраэдр, а 
А 'В 'С 'О ' — его изображение. Возьмем точку X  
данной фигуры, и пусть луч СХ пересекает плос­
кость А В й  в точке К  внутри треугольника А В Б  
(рис. 47). Изображение точки К  — точка К ' лежит 
внутри треугольника А 'В 'й '  (откуда это следует?), 
причем она может быть построена (мы показали 
это в примере 3). Но тогда изображение X ' точки X  
лежит на луче СК, причем

К'Х’_  КХ
С’Х' ск'

Точка X  может располагаться по-иному отно­
сительно тетраэдра, но и тогда рассуждение будет 
аналогичным.

Вообще же, как вы уже поняли, глядя на ри­
сунки 13— 16 к задачам § 1, далеко не каждому 
рисунку соответствует пространственная фигура, 
которую изображает данный рисунок. Завершим, 
этот параграф тремя известными парадоксами,, 
основанными на неверном изображении прост­
ранственных объектов (рис. 48—50).

Какие из правил изображения в них нарушены?

&

Рис. 47
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Рис. 48



Рис. 49 Рис. 50

Задачи

<®> Смотрим

4.1. Какие из фигур на рисунке 51 являются параллельными проекциями 
куба?

^  Рисуем
4.2. Нарисуйте параллельную проекцию равностороннего треугольника, 

а в нем среднюю лйнию, радиус описанной окружности и радиус 
вписанной окружности.

4.3. Нарисуйте параллельную проекцию квадрата, а в нем радиус описанной 
и радиус вписанной окружностей.

4.4. Нарисуйте параллельную проекцию прямоугольника, а в нем две оси 
симметрии.

4.5. Нарисуйте параллельную проекцию параллелограмма (тремя спосо­
бами).

4.6. Нарисуйте параллельную проекцию равнобедренной трапеции, у ко­
торой одно основание в два раза больше другого, а в ней ось сим­
метрии.

4.7. На рисунке 52 изображены проекции четырехугольной пирамиды: 
Нарисуйте пирамиду, плоскость проекции и направление проекти­
рования.

4.8. Нарисуйте параллельную"проекцию квадрата, вписанного в правиль­
ный треугольник.

4.9. Нарисуйте параллельную проекцию фигуры, являющейся объединением 
квадрата и равностороннего треугольника, имеющих общую сторону.

4.10. Нарисуйте параллельную проекцию правильного: а) шестиугольника;
б) пятиугольника.

4.11. Дан эллипс, являющийся параллельной проекцией некоторой окруж­
ности. Нарисуйте: а) центр окружности; б) касательную к ней в 
некоторой ее точке; в) вписанный в нее равносторонний треугольник;
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4.12.

4.13.

а)

Рис. 52

г) описанный около нее равносторонний треугольник; д) вписанный 
в нее квадрат; е) описанный около нее квадрат; ж) касательную 
к ней, проведенную из точки, изображение которой находится на 
продолжении оси эллипса. !

^Д оказы ваем

Используя параллельное проектирование, докажите, что: а) медианы 
треугольника пересекаются в одной точке; >б) средняя линия основа­
ний трапеции проходит через точку пересечения ее диагоналей и точку 
пересечения продолжений ее боковых_ст,орон. .

<► Исследуем

Может ли: а) параллельная проекция равностороннего треугольника 
быть прямоугольным треугольником; б) параллельная проекция угла 
в 20° быть углом величиной 21 9? >
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§ 5. Существование 
и единственность. 
Построения

5.1. Существование и единственность
Теорема 2.2 о плоскости, проходящей через 

три точки, состоит из двух частей — из двух теорем, 
которые можно сформулировать так:

1) для каждых трех точек, не лежащих на одной 
прямой\ существует содержащая их плоскость;

2) такая плоскость только одна.
Первая часть — это у т в е р ж д е н и е  с у щ е с т ­

в о в а н и я ,  вторая — у т в е р ж д е н и е  е д и н с т ­
в е н н о с т и .  *

Для того чтобы разделить эти два утверждения 
еще более четко, заменим первое из них одним из 
утверждений аксиомы плоскости и сформулируем их 
в таком виде:

У т в е р ж д е н и е  с у щ е с т в о в а н и я .  Для  каж­
дых трех точек существует содержащая их плос­
кость.

У т в е р ж д е н и е  е д и н с т в е н н о с т и .  Д ля 
каждых трех точек, не лежащих на одной прямой, 
существует не более одной содержащей их пло­
скости.

В первом утверждении нет условия, что точки не 
лежат на одной прямой. Оно здесь не нужно. Если 
точки лежат на «прямой, то через них тоже проходит 
плоскость, только она уже не будет, единственной.

Такие утверждения, взятые по отдельности, на­
зывают теоремами (или аксиомами) существования 
и единственности.

Хотя существование и единственность постоянно 
связывают вместе, как в теоремах 2.1—2.4, но на 
самом деле они не только: резко различаются, но и 
не зависят друг от друга. Существование предмета 
не подразумевает его единственности. Если вы го­
ворите, что у вас есть тетрадь, то это никак не 
подразумевает, что она только одна, их может быть 
несколько. Например, если заданы прямая а и точка 
Л, леж ащ ая вне а, то, как доказано в п. 3.1, сущест­
вует прямая 6, проходящая через А и скрещиваю­
щаяся с прямой а, но эта прямая Ь не единственная, 
таких прямых бесконечное множество.
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С другой стороны, утверждение единственности 
означает, что не может существовать двух пред­
метов или, как обычно говорят, существует не 
более одного предмета. Так что либо предмет суще­
ствует и он только один, либо его нет вовсе. Так, 
через три точки проходит не более одной окруж­
ности. Но может не проходить ни одной, так будет, 
когда три точки лежат на одной прямой.

Теоремы существования и единственности состав­
ляют важную часть разных разделов математики, 
не только геометрии, но и алгебры, анализа и других 
областей математики. х

Классический пример утверждений существова­
ния и единственности из планиметрии: через точку, 
не лежащую на данной прямой, проходит прямая, 
ей параллельная, и притом только одна. Суще­
ствование такой прямой доказывается: имеет место 
теорема существования прямой, параллельной дан­
ной. Единственность же составляет содержание 
аксиомы о параллельных прямых.

Единственность часто доказывается методом от 
противного, т. е. предполагают, что имеется два 
объекта, удовлетворяющие данному условию, и 
приходят к противоречию. Так была доказана 
единственность в теореме 2.1 о прямой, проходящей 
через две точки. •*.;

Если же в теореме утверждается существование 
и единственность некоторого объекта и сначала 
доказывается существование построением этого 
объекта, то часто затем его единственность дока­
зывается так: устанавливают, что любой объект, 
удовлетворяющий условию теоремы, совпадает с 
уже построенным. Так была доказана единствен­
ность в теоремах 2.3 и 3.1. В дальнейшем приме­
няются оба эти способа при доказательствах единст­
венности.

5.2. Построения в пространстве 
как теоремы существования

В сформулированных нами аксиомах и : первых 
теоремах говорится о принципиальной возможности 
выполнить некоторые реальные построения: провести 
прямую через две точки — натянуть веревку между 
двумя колышками; провести плоскость через три 
точки — уложить плоский предмет на три опоры,



провести плоскость через прямую и точку — зафик­
сировать положение двери с помощью замка или 
другого предмета и т. д.

И в дальнейшем будем говорить о построениях 
в пространстве, т. е. мысленно строить в прост­
ранстве фигуры с теми или иными свойствами.
Как и в рассмотренных уже теоремах, такое по­
строение доказывает существование искомой фи­
гуры. Иногда доказательство существования будет 
проводиться в виде решения задачи, на построение 
(так было и в планиметрии). ,

Рассмотрим, к примеру, такую задачу на по­
строение.

Задача.
Через данную точку пространства провести < 

прямую, пересекающую данную прямую и перпен­
дикулярную этой прямой.

Решение. Пусть в пространстве заданы точка А 
и прямая а. Возможны два случая.

С л у ч а й  1. Точка А не лежит на прямой а 
(рис. 53).

Проведем (по теореме 2.3) через точку А и 
прямую а плоскость а . По известной теореме пла­
ниметрии в плоскости а  через точку А можно 
провести единственную прямую 6, перпендикулярную 
прямой а. Итак, построили искомую прямую Ь: она 
проходит через точку Л, пересекает прямую а и пер­
пендикулярна прямой а. ^

В рассматриваемом случае решение единственно, 
так как прямая, удовлетворяющая условию задачи, 
лежит в единственной плоскости а , проходящей 
через Л и а, а в плоскости можно через данную 
точку провести лишь одну прямую, перпендикуляр­
ную данной прямой.

С л у ч а й  2. Точка Л лежит на прямой а.
Тогда, как показано в п. 2.3, через прямую а 

проходит бесконечно много плоскостей. В каждой 
из них через точку Л можно провести прямую, 
перпендикулярную прямой а (рис. 54). Итак, во 
втором случае задача имеет бесконечное множество 
решений.

В дальнейшем будет доказано, что все эти 
прямые лежат в одной плоскости и заполняют ее, 
т. е. через каждую точку плоскости проходит такая 
прямая. Рис. 54
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5.3. Конструктивные и неконструктивные 
доказательства существования

д  Говоря о построениях в элементарной геомет­
рии (как в пространстве, так й на плоскости), 
следует отметить еще одну их особенность — 
алгоритмичность. Это означает, что искомое по- 

ч строение (доказательство существования некоторой 
фигуры) сводится к конечному числу последова­
тельно осуществляемых шагов, каждый из'которых 
есть одно из нескольких заранее заданных простей­
ших построений. Эти простейшие построения, 
часто называемые «постулатами построения», есть, 
конечно, тоже некоторые утверждения существова­
ния. Они могут быть аксиомами или самыми первы­
ми следствиями аксиом, а также утверждениями, 
имеющими общематематический характер.

Для построений в пространстве обычно* прини­
маются такие условия («постулаты построения»):

1. Если задана фигура, то о каждой точке 
пространства можно сказать, принадлежит ли она 
этой фигуре или не принадлежит.

Другими словами, можно выбирать в прост­
ранстве точки, как принадлежащие данной фигуре, 
так и не принадлежащие данной фигуре. ’ 1

2. Если построены две фигуры, то считается 
построенным их пересечение (как прямая ’в пере­
сечении двух плоскостей).

3. Если даны две точки, то через них можно1 
провести прямую .

4. Если даны три точки, то через них можно 
провести плоскость. И точно так же можно про­
вести плоскость через прямую и точку и через две 
пересекающиеся или параллельные прямые.

5. На каждой плоскости можно проводить лю ­
бые построения планиметрии\ !

Конечно, проводя в дальнейшем то или иное 
построение, мы не всегда будем доводить его именно 
до этих пяти основных, первоначальных* построений, 
а будем ссылаться на уже выполненные построения 
(как и при доказательствах теорем ссылаются не 
только на аксиомы, но и на уже доказанные теоремы).

В элементарной геометрии, как в планиметрии, 
так и в стереометрии, теоремы существования 
доказываются построениями или, как еще говорят, 
конструктивно. Такая традиция идет от древнегре­
ческой геометрии, где рассматривались построёния

55



лишь с помощью циркуля и линейки, т. е. доказы­
вались теоремы существования, опирающиеся на 
следующие постулаты:

1. Через любые две данные тонки можно про­
вести прямую  (возможность применения линейки).

2. Из любого центра можно описать., окруж- > 
ность любым радиусом (возможность применения 
циркуля). ,,

В истории геометрии большую родь сыграли 
исследования о разрешимости трех, знаменитых 
задач древности на построение (с помрщью циркуля 
и линейки): удвоение куба, квадратура круга, 
трисекция угла. Лишь в XIX в.,, было доказано, 
что эти задачи не решаются конструктивно, циркулем 
и линейкой. В то же время ясно, что существует 
куб, объем которого вдвое больше объёма данного 
куба, существует квадрат, площадь которого равна 
площади данного круга, и существуют лучи,<разби- 
вающие данный угол на три равных угла.

Доказательства этих утверждений неконструк- 
тивны в том смысле, что не осуществляются ко­
нечным числом шагов и требуют применения пре- .
дельного перехода. На каждом из осуществляемых .
в доказательстве шагов задача, решается прибли­
женно с той или иной точностью.

Если же говорить о реальном построении (на­
пример, о делении циркулем угла,, или, что равно­
сильно, дуги окружности, на три,.равные части), , ,
то оно всегда осуществляется с точностью, допусти­
мой данным реальным инструментом, у

5.4. О построений пирамид и призм
А Построить пирамиду (а значит, и решить вопрос 
о ее существовании) можно так.

Строим в какой-нибудь плоскости а  какой-либо 
многоугольник <2— основание пирамиды (рис. 55, а ) .5 
Берем любую точку Р, не лежащую в плоскости а, 
и соединяем ее отрезками со всеми вершинами 
многоугольника. Эти отрезки будут боковыми реб­
рами пирамиды. Вместе со сторонами многоуголь­
ника <2 они образуют каркас из ребер пирамиды.
Но пока еще не построены сами, боковые грани.
Они получаются так.

Пусть АВ  — какая-либо сторона многоугольни­
ка С? (рис. 55, б). Через три точки Р, Л, В проходит 
плоскость (единственная, так как точки Р, Л, В не ле-
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жат на одной прямой). Отрезки РА , РВ, АВ  лежат в 
одной плоскости. Они ограничивают треугольник 
РАВ. Он и будет боковой гранью пирамиды. Так 
строим все боковые грани пирамиды. Вместе с мно­
гоугольником <2 они ограничат в пространстве пи­
рамиду Т с вершиной Р и основанием <7 (рис. 55, в ).

Тем самым доказана теорема: какой бы много­
угольник <2 и точку Р, не лежащую в его плоскости, 
ни задать, существует, и притом единственная, 
пирамида с основанием <2 и вершиной Р.

Напомним, что пирамида называется правильной, 
если ее основание — правильный многоугольник, а 
все ее боковые ребра равны. Поэтому у правильной 
пирамиды все боковые грани — равные равнобедрен­
ные треугольники (рис. 56). Спрашивается: а как 
построить правильную пирамиду? Где надо взять 
точку Р в проведенном выше построении пирамиды, 
чтобы она получилась правильной? А может быть, 
правильную пирамиду построить нельзя; таких пи­
рамид не существует? Однако мы укажем в главе V, 
как строить правильные пирамиды точно геометри­
чески и, стало быть, в практике с любой доступной 
степенью точности.

Перейдем к призмам. Призму можно построить 
так. Возьмем в некоторой плоскости а  какой-либо 
я-угольник, например пятиугольник А 1Л 2А3А4Л5. 
Из вершины А[ проведем какой-нибудь отрезок 
А\В\, не лежащий в плоскости а  (рис. 57, а ) . 
Через точки А\, Аг, В\ проходит плоскость (единст­
венная). В ней построим параллелограмм с про­
тивоположными сторонами А\В\ и Л2В2.

Далее аналогично построим параллелограмм со 
сторонами А 2В 2 и А 3В 3 и т .д . (рис. 57, б). Про-



должая, дойдем до параллелограмма со стороной 
Л5В5. Отрезок А\В\ уже проведен. Вместе с от­
резком АьВь они составят стороны последней, пя- . 
той боковой грани. Построенные боковые грани 
Л 1В 1В2Л2, А 2В 2В 3А 3, ..., АьВъВ\А\ вместе с осно,- ,,, 
ваниями Д 1Л2Л3Л 4Л5 и В 1В2В3В4В5 ограничат в , 
пространстве призму. *

Однако'почему отрезки А 5В 5 и А\В\ параллельны?
Почему не будет хотя бы небольшого «перекоса» — 
ведь тогдаV,призма не получится? Вы уже можете 
ответить на этот вопрос.

И еще вопрос: почему всё, отрезки В 1В 2, В 2В3......
■ВьВ\ будут лежать обязательно в одной плоскости?

Дальше мы- получим ответ и на этот вопрос и 
докажем, что построение проходит: все,, отрезки , ,
В 1В 2, ВьВ\ лежат в одной плоскости.;,Поэтому 
если практическое построение призмы делается до- - 
статочно точно (например, ставятся ( столбы или 
колонны), то никаких перекосов быть не должно, у

5.5. Построения на чертежах 
пространственных фигур 
и реальные построения

Кроме построений — теорем существования в сте­
реометрии, возможны еще два вида задач, связанных 
с построениями. Во-первых, задачи на рисунке или 
на чертеже. Таковы задачи на сечения многогран­
ников или других тел. Мы не строим на самом 
деле само сечение, а только изображаем его на 
рисунке или чертеже, который у нас уже есть. Такие 
построения осуществляются как планиметрические 
с учетом аксиом и теорем стереометрии и правил 
изображений. Задачи такого типа постоянно ре­
шают "в черчении и в конструкторской практике.

Во-вторых, задачи на построение на поверхнос­
тях тел. Задача: «Построить точки на поверхности 
куба, удаленные от данной его вершины на данное 
расстояние» — решается сщомощью циркуля (как?).
Задача: «Построить точки на поверхности шара, 
удаленные от данной точки его. поверхности на дан­
ное расстояние» — также решается с помощью 
циркуля (как?). Задачи такого типа решают не 
на уроках геометрии — их постоянно решает размет­
чик на заводе, разумеется, с точностью, которой 
позволяют добиться его инструменты. Но, решая 
такие задачи, он опирается на геометрию.
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Задачи

Разбираемся в решении

Докажите, что существует точка, равноудаленная от всех вершин 
правильного тетраэдра. Обобщите это утверждение.

Указания к решению.
Пусть А 4В С — правильный тетраэдр, а точка ($ — центр его 

основания. 1) Докажите, что углы Р($АУ Р($В и Р($С равны.
2) Возьмите любую точку X  на отрезке Р($ и докажите, что рас­

стояния ХА, ХВ У ХС  равны. 4 /
3) Сравните расстояния ХА и ХР  при двух положения точки X: 

когда она совпадает с Р и когда она совпадает с (?. Используйте 
соображения непрерывности.

Нужное нам положение точки X на отрезке Р($ можно установить 
с помощью вычислений. Прежде всего обозначьте ребро тетраэдра, 
например, через й (можно было бы его считать равным5 1 или 2). 
Вычислите |Л<2|. Теперь можно доказать, что треугольник РА($ 
прямоугольный. Для этого из треугольника РА К  (точка К —  середина 
ребра ВС) найдите угол РАК  (вычислив его косинус). Потом из 
треугольника РА($ установите, что угол Р($А прямой. Точка X , на­
ходясь на отрезке Р($у равноудалена от вершин Л, В, С — это мы 
уже доказали. Считая расстояние от точки X до точки Р неизвестным, 
составьте и решите уравнение для? его нахождения.

Обобщение трудностей не вызовет, но при его доказательстве 
вас, вероятно, будет поджидать сюрприз.

Как вы думаете, единственна ли такая точка? Как вы обоснуете 
свое предположение?

Дополняем теорию

Даны две скрещивающиеся прямые и точка, которая им не принад­
лежит.. Постройте: а) плоскость, проходящую через данную точку 
и пересекающую обе данные прямые; б) прямую; проходящую через 
данную точку и пересекающую обе данные прямые.

Рисуем

Пусть. А В С 0А \В \С \0 \  — куб. Нарисуйте прямую, которая проходит:
а) через точку С и перпендикулярна ( С ^ ) ;  б) через точку С\ и 
перпендикулярна (Вй); в) через точку В г . и - перпендикулярна (ЛС);
г) через точку В и.перпендикулярна; (В |/ ) ) .
Пусть РАВС —  правильный тетраэдр. Нарисуйте прямую, которая 
проходит: а) через, точку Р .и перпендикулярна (ЛС); б) через точку С 
и перпендикулярна (Р5);.в) через точку К  — середину отрезка ВС  — 
и перпендикулярна (РЛ); г) перпендикулярна прямым (РС) и (АВ).
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5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10. 

5111,

5.12.

5.13.

5.14.

Доказываем

Даны три круга. Постройте плоскость, которая делит пополам каждый 
из них.
Постройте плоскость, которая: а) не проходит через, данную точку;
б) проходит только через одну из двух данных точек; в) не проходит 
ни через одну из двух данных точек.
Даны три попарно скрещивающиеся прямые. Постройте плоскость, 
которая пересекает: а) каждую данную прямую; б) ровно две из 
них.
Имеется п попарно скрещивающихся прямых. Докажите, что су­
ществует прямая, которая пересекает: а) ровно две из них: б) ровно 
одну из них.
Постройте четыре прямые, попарно не лежащие в одной плоскости. 
Решите задачу в общем случае, т. е. для любого числа прямых, боль­
шего трех. |
Даны три попарно скрещивающиеся прямые. Постройте прямую, ко­
торая их пересекает.
Даны,пять точек. Докажите, что существует.такая плоскость, с каждой 
стороны от которой находится по равному числу данных точек. Обобщи­
те эту задачу.

<►; Исследуем

Дано п точек. Существует ли такая плоскость, которая не проходит 
ни через одну из них? ..

^^Рассуждаем

Сформулируйте следующие утверждения как теоремы существования:
а) из трех отрезков можно составить треугольник; б) у параллело­
грамма есть центр симметрии; в) у каждого четырехугольника есть 
центр симметрии; г) у прямоугольника есть ось симметрии; д) около 
треугольника можно описать окружность; е) около каждого четырех­
угольника можно описать окружность; ж) в треугольник можно 
вписать окружность; з) в каждый четырехугольник можно вписать 
окружность.

Верны ли эти теоремы? Если они верны, то будет ли единственным 
тот объект, существование которого утверждается в теореме? 
Сформулируйте следующие утверждения как теоремы существования:
а) аксиому 2; б) вне любой плоскости есть точки; в) у любых двух 
прямых есть общая точка; г) через прямую и точку можно провести 
плоскость; д) через две прямые проходит плоскость; е) через каждую 
точку можно провести прямую, перпендикулярную данной.
Верны ли теоремы? Если они верны, то можно ли их сформулировать 
как теоремы существования и единственности?
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§ 6. Об аксиомах
6.1. Определение основных понятий

Изучение какого-либо предмета в математике 
обычно начинается с его определения. На этой 
основе устанавливаются дальнейшие его' свойства, 
выражаемые в теоремах. Мы начали изучение 
пространства — оно составляет предмет стереомет­
рии.

Изучение стереометрии можно начать таким 
определением пространства:

Пространством в элементарной геометрии назы­
вается множество, элементы которого называются 
точками и в котором выполнены следующие пять 
аксиом...

Затем сформулировать те пять аксиом стерео­
метрии, которые даны в § 1. (Мы говорим о про­
странстве «в элементарной геометрии», потому что 
термин «пространство» употребляется также в дру­
гих смыслах.)

Итак, пространство — это множество, в котором 
выполняются аксиомы стереометрии. Элементы это­
го множества называются точками.

Последняя фраза представляет собой не что иное, 
как определение точки в стереометрии. Далее можно 
дать определения и других основных объектов сте-( 
реометрии.

Расстояниями называются величины, соответ­
ствующие каждым двум точкам пространства так, 
что выполнены аксиомы стереометрии.

Плоскостью в пространстве называется содер- , 
жащаяся в нем фигура, на которой выполнена 
планиметрия. ;

Прямой называется фигура на плоскости, для  
которой вместе с другими такими фигурами выпол­
няются аксиомы планиметрии.

Пояснение. Мы определили точку не саму по ., 
себе, а совместно с другими точками как элемент 
образуемого ими множества с его структурой, 
описанной аксиомами.

Точно так же прямая (или плоскость) — это 
множество точек, удовлетворяющее вместе с другими 
такими множествами перечислённым аксиомам. Так 
же как, скажем, класс — это множество учащихся,



входящих определеннным образом в структуру 
школы. Для всякой организации определения 
возможны только через взаимные отношения ее 
элементов и частей; в частности для такой «орга­
низации», как пространство. , .

Такие определения, когда какиеглибо понятия 
определяются не по отдельности, а через взаимные 
отношения, можно назвать соотносительными. Н а­
пример, данный человек — король лишь постольку, 
поскольку есть люди, являющиеся его подданными. 
Король и подданные определяются их взаимным 
отношением.

6.2. Роль аксиом
Совокупность аксиом, или, как принято говорить, 

система аксиом стереометрии, дает определение 
ее предмета — пространства и вместе с ним ос­
новных ее понятий. Вообще система аксиом любой 
математической теории дает определение её предме­
та и основных понятий. Эти определения называют­
ся аксиоматическими, чтобы отличить их от обыч­
ных определений.

В обычном определении используются только 
такие понятия, которые заранее известны. В аксио­
матическом же определении фигурируют такие по­
нятия, которые только и определяются самими же 
аксиомами, как, например, прямые — это такие 
множества, которые удовлетворяют соответствую­
щим аксиомам. Конечно, в аксиомах фигурируют 
такие понятия, считающиеся заранее известными, 
как, скажем, понятие множества, или такие понятия, 
как «два», «три», «существует» и др.

Замечание. Нередко говорят, что основные поня­
тия, например «точка», «прямая», принимаются 
без определений. Это значит, что они принимаются 
без предварительных определений, их определение 
содержится в формулировках аксиом. Аксиомы 
играют для них роль, как говорят, неявных опре­
делений. Выше мы выразили эти определения явно.

Основные понятия теории — это те, определения 
которых даются самими ее аксиомами.

С другой стороны, понятия «точка», «прямая» 
и другие имеют наглядный смысл, не математически 
точный, но реальный (хотя и идеализированный 
воображением). Аксиомы служат описанием свойств, 
и взаимоотношений этих «вещей», т. е. того реаль-
62



ного, что отражается в основных понятиях геомет­
рии. Именно так мы и излагали аксиомы стерео­
метрии, поясняя их наглядный практический смысл:

В общем аксиомы стереометрии, как и плани­
метрии, имеют двоякий смысл: абстрактных опре­
делений и наглядных описаний. Так же все теоремы 
стереометрии имеют двойной смысл: абстрактно 
логический и наглядный. Всякое предложение > 
стереометрии нужно так и понимать двояко: в его 
наглядном содержании и как чисто логическое 
следствие аксиом. Это можно видеть на всех вы­
водах § 2—4.

б.З. Условность аксиом
Одному и тому же предмету можно давать * 

разные определения, беря за исходные разные .его ; 
свойства, лишь бы они были равносильны. Говоря, , 
что два определения равносильны, мы имеем в виду, 
что из свойств, взятых за исходные в одном опре- , 
делении, следуют свойства, положенные в основу 
другого определения, и наоборот.

Например, вместо обычного определения окруж­
ности можно принять такое: окружность есть мно­
жество вершин прямоугольных треугольников с 
общей гипотенузой, лежащих в одной плоскости. 
Возможно еще много других определений. Их Выборг 
зависит от того, какое определение проще, естест­
веннее или лучше ведет к дальнейшим выводам.

Совершенно так же в основании стереометрии, 
в определении ее предмета, как и всякой другой. ' 
теории, можно принимать разные системы аксиом,; 
лишь бы они были равносильны. Выбор :тех или { 
иных аксиом диктуется соображениями .простоты и 
наглядности, легкостью получения дальнейших вы­
водов и др. Об этом говорилось в начале, главы, I.

Более того, наши аксиомы, 3 и 4 можно, вывести 
из остальных. Покажем, например, как выводится 
из аксиом 1, 2 утверждение, что каждая прямая, 
имеющая с плоскостью две общие точки, лежит в
ЭТОЙ ПЛОСКОСТИ. :

Пусть некоторая прямая а имеет с плоскостью а  
две общие точки А и В. Прямая а лежит в некоторой 
плоскости р, поскольку, вводя прямые, в стереомет- , 
рии, мы ввели их как прямые в плоскостях. Если 
а  =  р, то требуемое утверждение доказано. Пусть 
$ ф а .  Тогда по аксиоме 2 пересечение плоскостей



а и р  является прямой, лежащей как в а , так и в р 
и проходящей через точки Л и В. Но в плоскости р 
по аксиоме планиметрии есть лишь одна прямая, 
проходящая через А и В,— это прямая а . Поэтому 
она является и прямой, по которой. пересекаются 
а  и р, т. е. прямая а лежит в плоскости а .

Аксиому 3 мы вывели из аксиом 1, 2. Вывод 
аксиомы 4 значительно сложнее,, и мы его не при­
водим.

Итак, в системе стереометрии можно было бы 
оставить лишь аксиомы 1, 2, 5. Такая система 
аксиом стереометрии проще, но зато нужные вы­
воды получаются из нее сложнее. Впрочем, любая 
теорема может быть принята за аксиому. Есть, 
например, изложения, в которых за аксиому при­
нимается первый признак равенства треугольников 
или даже теорема Пифагора.

Возьмем, например, утверждение: через каждые 
две пересекающиеся прямые проходит плоскость и 
притом только одна.

Само по себе это не теорема, не аксиома, а 
просто верное утверждение стереометрии. Оно ста­
новится аксиомой или теоремой в зависимости от 
сделанного выбора. У нас это теорема, в другом 
изложении может быть аксиомой.

В общем выбор аксиом — дело условия: одно и 
то же утверждение теории может быть по выбору 
принято за аксиому, а может выступать в качестве 
теоремы, когда приняты другие аксиомы.

Само слово «аксиома» по происхождению гре­
ческое и означает в переводе «достойное призна­
ния». В обычной речи аксиомой и называют утверж­
дение, достойное признания ввиду его очевидности, 
несомненности и т.п . Говорят, например, о мораль­
ных аксиомах типа «не делай подлостей». Словом, 
в обычном понимании аксиома — это нечто без­
условное. Но в математике аксиомы, как мы ви­
дим, условны. Они «достойны признания» не сами 
по себе, а потому, что на них строится достойная — 
содержательная, важ ная — теория.

При условности аксиом сама стереометрия — 
совокупность ее утверждений с логическими свя­
з я м и — не зависит от каких-либо условий. Так, 
достопримечательности города с системой улиц и 
сообщений между ними существуют независимо от 
выбора туриста. Но турист может выбирать тот 
или иной исходный пункт, чтобы пройти по всем 
достопримечательностям. Так и мы, выбрав исход-
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ный пункт — нашу систему аксиом, отправляемся по 
логическим доказательствам, как по улицам, на 
ознакомление с достопримечательностями стерео­
метрии. А в ней много примечательного, и интерес: 
ного, хотя изучение ее и требует труда... Но ведь 
мало что значительное оказывается легко доступным.

Подведем итог. Коротко говоря, аксиомой назы­
вается утверждение, принятое без доказательства, 
а теоремой — которое доказывается.

Подробнее же надо сказать так:
Аксиома — это утверждение, входящее в систему 

аксиом, т. е. в совокупность утверждений, которые 
образуют определение предмета теории и ее основ­
ных понятий. Из них путем логических выводов 
получаются другие утверждения теории — теоремы.
Основными называются понятия теории, которым 
не дается предварительных определений, но опреде­
ления которых даются самими аксиомами (как 
даны выше определения точек, расстояний и т. д.).

Всякая теория допускает разные системы ак­
сиом и основных понятий. При замене одной ак­
сиомы другой первая превращается в теорему, а 
заменившее ее утверждение становится из теоремы 
аксиомой.

Дополение к параграфу 6 
Аксиоматика евклидовой планиметрии

Приведем один из возможных вариантов евкли­
довой планиметрии. Формулируя аксиоматику ев­
клидовой планиметрии, считаем известными ариф­
метику действительных чисел и понятие положи­
тельной величины (см. § 1).

О с н о в н ы е  о б ъ е к т ы  п л а н и м е т р и и :  точ­
ки и прямые.

О с н о в н ы е  о т н о ш е н и я :  принадлежности
(для точки и прямой) и между (для трех точек, 
лежащих на одной прямой).

Система аксиом разбита на пять групп.
I г р у п п а .  Аксиомы принадлежности.

1.1. Через каждые две точки проходит прямая 
и притом только одна.

1.2. На каждой прямой существуют по крайней 
мере две точки. Существуют по крайней мере три 
точки, не лежащие на одной прямой.

3  А. Д. Александров «Геометрия, 10 кл.»



II г р у п п а .  Аксиомы порядка.

ПЛ. Из каждых трех точек на прямой одна и 
только одна лежит между двумя другими.

После этой аксиомы вводится понятие отрезка..
11.2. Каждая прямая разбивает плоскость на 

две полуплоскости. (Определение* полуплоскости 
дано в п. 1.3.)

После этой аксиомы вводится понятие луча и 
доказывается, что каждая точка, лежащая на пря­
мой, разбивает эту прямую на два луча.

III г р у п п а .  Аксиомы расстояния.

111.1. Каждым двум точкам ставится в' соответ­
ствие положительная величина, которая называет­
ся расстоянием между этими точками,

Расстояние между точками А и В обозначается 
\АВ\ или \ВА\.

111.2. Для любого расстояния г  на заданном лу­
че с началом О существует точка А, для которой 
\ОА\ = г .

Эту аксиому можно назвать аксиомой отклады­
вания отрезка и сформулировать так: на любом 
луче от его начала можно отложить отрезок любой 
данной длины.

II 1.3. Если точка В лежит между точками А и С, 
то \АВ\ +  \ВС\ =  \АС\ (аксиома аддитивности 
длины отрезка).

111.4. Для любых трех точек А, В, С имеет место 
неравенство

\АВ\ +  \В С \> \А С \  (1)
(неравенство треугольника.) Равенство в (1) имеет 
место лишь тогда, когда точка В лежит между 
точками А и С.

После группы аксиом расстояния вводится по­
нятие движения как отображения, сохраняющего 
расстояния.

В оставшихся двух группах всего по одной 
аксиоме.

IV г р у п п а .  Аксиома подвижности.

Пусть луч I с началом в точке О лежит на 
границе полуплоскости а, а луч I' с началом в
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точке О' лежит на границе полуплоскости а '. Тогда 
существует такое движение, которое переводит 
точку О в О', луч I в I' и полуплоскость а  в а'.

V г р у п п а .  Аксиома принадлежности Евклида.

Для каждой прямой а и каждой точки А , не 
лежащей на прямой а, существует не более одной 

1 прямой, проходящей через точку А и не пересе­
кающей прямую а.

Задачи к главе I
^  Рисуем

1.1. На поверхности тетраэдра даны: а) две точки.:-Нарисуйте точки пе­
ресечения прямой, проходящей через эти точки, с плоскостями граней 
тетраэдра; б) три точки. Нарисуйте прямую пересечения плоскости, 
проходящей через эти, три точки, с плоскостями, граней тетраэдра.

1.2. Точки К  и С лежат на гранях:РЛС и Р В С тетраэд раРАВС. Нарисуйте 
сечение тетраэдра плоскостью, проходящей через (КЬ) и пересекаю­
щей плоскость основания по прямой,' параллельной;(ЛВ).

1.3. , , . Точки К„ Ь, М, лежат на боковых гранях тетраэдра РАВС, точка N
лежит на его основании. Нарисуйте точку пересечения; плоскости 
ЛХМ и: прямой РМ.

1.4. Дана четырехугольная пирамида РАВСО. Нарисуйте ее сечение 
плоскостью: а) АРС}, где точка ф — точка пересечения диагоналей 
основания; б) АВК, где точка К лежит внутри ребра РВ; в) АКЬ, 
где точка К лежит внутри ребра >РД, точка Ь лежит внутри ребра РС\ 
г) КЬМ, где точка К  лежит внутри ребра:РЛ, точка;/, лежит внутри 
ребра РО, точка М  лежит внутри ребра РС; д) КЬМ, где точка К  
лежит внутри ребра РВ, точка Ь лежит внутри ребра РЪ, точка М 
лежит внутри основания; е) КЬМ, где. точка В  лежит внутри отрезка 
Л/С, точка Р  л еж и т. внутри отрезка. точка М лежит внутри 
отрезка ЛВ; ж) КЬМ, где точка Ь  лежит.внутри отрезка Л К, точка Р 
лежит внутри отрезка ВС, точка Л лежит внутри отрезка МВ; з) про­
ходящей через (ЛВ) и точку С, где точка С лежит внутри отрезка 
РС}; и) (ЛВ) и точку М, где точка М  лежит внутри медианы, про­
веденной в треугольнике РСВ из точки Р.

1.5. Нарисуйте: а) пять плоскостей, из которых каждые две имеют общую 
прямую, а каждые три — общую точку; б) девять плоскостей, из 
которых каждые две имеют общую прямую. >

3* 67



—  Планируем

1-6. Какие вы произведете измерения на поверхности тетраэдра, чтобы
вычислить: а) длину отрезка, соединяющего середины его скрещи­
вающихся ребер; б) длину отрезка, соединяющего вершину с данной 
точкой внутри основания?

_ 1  Находим величину

1.7. Пусть А В С й А \В \С \0 \  —  куб, точка К — середина ребра АА\. Нари­
суйте прямые, проходящие через точку К и пересекающие: а) (СС|) и 
( 5 ,5 , ) ;  б) (ВС) и ( 5 ,С ,); в) (5С ) и ( 5 ,С ,); г) (5 5 )  и (Л,С,). 
Вычислите длины отрезков построенных прямых, находящихся между 
данными прямыми, в кубе с ребром 1.

Ищем границы

1.8. В тетраэдре РАВС  все ребра, кроме РС, имеют длину й. Пусть 
\Р С \= х .  Выразите как функцию от х расстояния между серединами 
его противоположных ребер. В каких границах они заключены?

1.9. Попытайтесь вычислить наибольшее расстояние между двумя точками 
в многогранниках такого вида: а) правильном тетраэдре ,с ребром 1;
б) правильной четырехугольной пирамиде со стороной основания 2 
и боковым ребром 3; в) правильной треугольной призме с ребром 
основания 1 и боковым ребром 2; г) прямоугольном параллелепи- 
педё с ребрами 1, 2, 3.

1.10. На поверхности куба лежат стороны правильного треугольника с 
наибольшей возможной площадью. Сделайте соответствующий рису­
нок. Решите аналогичную задачу для квадрата. Как расположен в 
кубе круг с наибольшей возможной площадью? Можете ли вы это 
доказать?

Доказываем

1.11. Каждые две из трех плоскостей пересекаются по различным прямым. 
Две из этих прямых пересекаются. Докажите, что пересекаются все 
три прямые.

1.12. Дано п плоскостей. Докажите, что: а) существуют точки, не леж а­
щие в них; б) существует плоскость, пересекающая каждую из них;
в) существует прямая, пересекающая каждую из них.

1.13. Точка К  — середина ребра РА тетраэдра РАВС, точка Ь — середина 
ребра ВС. Докажите, что

|У 7 . |<  1рд1+1ЛС|
2

1.14. Докажите, что существуют: а) такие 4 точки в пространстве, что все 
расстояния между ними будут равны; б) такие 5 точек в пространстве,

68



что 8 попарных расстояний между ними будут равны. Как расположить 
в пространстве 6 точек, чтобы число попарно равных расстояний между 
ними было равно 12? Как расположить в пространстве 7 точек, чтобы 
число попарно равных расстояний между ними было равно 15?

1.15. Докажите, что существуют такие- 4 точки в пространстве, что все 
расстояния между ними различны. Обобщите это утверждение.

<н Исследуем

1.16. Может ли сечение правильного тетраэдра быть: а) правильным 
треугольником; б) равнобедренным (но не равносторонним) треуголь­
ником; в) тупоугольным треугольником; г): прямоугольным треуголь­
ником; д) квадратом; е) прямоугольником.(но не квадратом)?

1.17. Можно ли в сечении правильной четырехугольной пирамиды получить:
а) равносторонний треугольник; б) квадрат; в) трапецию; г) пяти­
угольник; д) шестиугольник; е) правильный пятиугольник?

1.18. Две плоскости пересекаются. Третья плоскость пересекает каждую 
из них. Три прямые пересечения данных плоскостей не имеют общей 
точки. Будет ли третья плоскость пересекать общую прямую двух 
данных плоскостей?

1.19. Имеется п плоскостей. Имеют ли они все общую точку, если: а) каж ­
дые две из них имеют общую точку; б) каждые три из них имеют 
общую точку?

Участвуем в олимпиаде

1.20. Нарисуйте сечение, проходящее через вершину правильного тетраэдра. 
Найдите его наименьшую сторону.

Итоги главы I
В этой главе мы начали дедуктивное построение 

стереометрии: сформулировав в § 1 аксиомы стерео­
метрии, мы затем, опираясь на них, в § 2 доказали 
первые теоремы о способах задания прямых и 
плоскостей в пространстве, а в § 3 изучили взаим­
ное расположение прямых в пространстве.

Основными результатами этих трех параграфов 
можно считать следующие утверждения: прямую в 
пространстве можно задать двумя ее точками 
(теорема 2.1), а также как пересечение двух 
плоскостей (аксиома 2); плоскость в пространстве 
можно задать:

1) тремя ее точками, не лежащими на одной 
прямой (теорема 2.2);

2) прямой и не лежащей на ней точкой (теоре­
ма 2.3);
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: 3) двумя пересекающимися прямыми (теоре­
ма 2.4); ,

4) парой параллельных прямых (замечание 1 в 
п. 3.2).

Чаще всего именно эти предложения, а не,аксио­
мы мы используем в дальнейших выводах.

Подробным разговором о дедуктивном (аксиома­
тическом) построении геометрии (и не только.,гео-, 
метрии) мы завершили в § 6 эту главу.

В главе I мы учились также рисовать прост­
ранственные фигуры, ознакомились в .§ 4 с парал­
лельным проектированием1 ; пространственных фи­
гур на плоскость, с правилами изображения фигур 
в параллельной проекции. Уметь наглядно и правиль­
но рисовать пространственные фигуры очень важно 
для успешного овладения стереометрией.

Наконец, в § 5 мы.проанализировали теоремы 
§ 2 и § 3, выяснили, что в них доказаны как утверж­
дения о существовании некоторых объектов, т а к 'и  
утверждения о их единственности. А задачи на 
построение фигур в геометрии и являются предложе­
ниями (теоремами) о существовании этих фигур, 
доказываемыми конструктивно. Как это можно 
осуществить, проиллюстрировано для пирамид и 
призм.

Первая глава трудных теорем не содержит, 
на нее можно смотреть как на «разминку» в начале 
изучения стереометрии.



Глава II

Перпендикулярность 
и параллельность 
прямых и плоскостей

Эта глава самая важная (и трудная) в курсе ) {
10-го класса. В ней изучаются четыре отношения 
перпендикулярности и параллельности прямых и 
плоскостей в пространстве: сначала речь пойдет 
о перпендикулярности прямой и плоскости (§ 7) 
и перпендикулярности плоскостей ( § 8 ) ,  а затем о 
параллельности плоскостей (§ 9) и параллельности 
прямой и шюскости ( §10) .

Самым важным из этих отношений является 
перпендикулярность прямой и плоскости. Опуская 
перпендикуляры из точек на плоскость, мы проек­
тируем пространственные фигуры в плоские и тем 
самым сводим стереометрические задачи к плани­
метрическим. Именно это простейшее, но и важней­
шее из стереометрических построений лежит в ос­
нове ортогонального проектирования и начертатель­
ной геометрии, о которых рассказано в § 11.

Заметим, что и Евклид, давая определения в 
стереометрических книгах «Начал», .сразу же после 
определения 1 «Тело есть то, что имеет длину, 
ширину и глубину» и определения 2 «Граница же 
тела — поверхность» в определениях 3 и А  говорит 
о перпендикулярности прямой и плоскости и пер­
пендикулярности плоскостей. .

Изучать параллельность плоскостей значитель­
но проще после того, как изучена-перпендикуляр­
ность прямой и плоскости. Например, легко строит­
ся плоскость,^проходящая через заданную точку и 
параллельная заданной плоскости.

В этой главе по сравнениюпсо всеми другими 
главами много теорем, но все эти теоремы:весьма 
наглядны: их можно себе представлять-как пред­
ложения о вертикалях и горизонталях и иллюстри­
ровать на окружающих нас предметах. Эти иллю­
страции идут, как правило, от строительства, и . 
потому на всю главу II можно смотреть как на осно- ?
вы «строительной геометрии».
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§ 7. Перпендикулярность прямой 
и плоскости

7.1. Определение перпендикулярности 
прямой и плоскости. 
Перпендикуляр и наклонная

Представление о прямых, или, вернее, об отрез­
ках, перпендикулярных плоскости, дают вертикально 
стоящие столбы — они перпендикулярны поверхнос­
ти земли, натянутый шнур, на котором висит лампа, 
перпендикулярен потолку, ребро угла комнаты пер­
пендикулярно полу, нижний край прямоугольной 
двери в плоскости пола перпендикулярен вертикаль­
ному косяку при всех положениях двери (рис. 58).
Этим свойством и определяется перпендикулярность 
прямой и плоскости.
Определение.

Прямая называется перпендикулярной плоскости, 
если она пересекает эту плоскость и перпендикуляр­
на всякой прямой в этой плоскости, проходящей 
через точку пересечения (рис. 59).

Говорят также, что плоскость перпендикуляр­
на прямой или что они взаимно перпендикуляр- рИс. 58
ны. Для взаимно перпендикулярных прямой а и 
плоскости а  применяют обозначение а ±  а  или 
а  ± а .

О луче или отрезке говорят, что он перпенди­
кулярен плоскости, если он содержится *в прямой, 
перпендикулярной этой плоскости. Если отрезок 
перпендикулярен плоскости и его конец лежит в этой 
плоскости, то он называется перпендикуляром к 
данной плоскости.

Отрезок, имеющий с плоскостью одну общую 
точку — конец отрезка, но не перпендикулярный 
данной плоскости, называется наклонной к плос­
кости.

Если из одной точки Л, не лежащей в пло­
скости а , проведены к а  перпендикуляр АВ  и 
наклонная АС  (рис. 60), то А В с А С , т. е. перпен­
дикуляр короче наклонной, если они проведены из рИс. 59
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одной и той же точки к одной и той же плоскости. 
Действительно, в прямоугольном треугольнике ЛВС 
катет АВ  короче гипотенузы АС.

Итак, перпендикуляр АВ  является кратчайшим 
среди всех отрезков, соединяющих точку А с точка­
ми плоскости а .

Столь же просто можно решить в о п р о с  о 
е д и н с т в е н н о с т и  п е р п е н д и к у л я р а ,  прове­
денного из данной точки к данной плоскости. 
А именно докажем, что через каждую данную 
точку проходит не более одной прямой, перпен­
дикулярной данной плоскости.

Действительно, допустим, что через некоторую 
точку А проходят две прямые а и Ьу перпендикуляр­
ные одной плоскости а . Проведем через них пло­
скость р (рис. 61). Эта плоскость р пересекает 
плоскость а  по некоторой прямой с. Так как 
а_1_а и Ы .  а , то обе прямые а и Ь перпендику­
лярны прямой с. Но из планиметрии известно, 
что это невозможно. Значит, через точку А про­
ходит не более одной прямой, перпендикулярной 
плоскости а.

Мы решим вопрос и о  с у щ е с т в о в а н и и  в з  а- 
и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы х  п р я м ы х  и п л о ­
с к о с т е й .  Но его решение не просто и будет дано 
в п. 7.4, 7.6.

Длиной перпендикуляра, опущенного из самой 
высокой точки предмета на его основание, изме­
ряют высоту предмета. Так, высотой пирамиды 
называется перпендикуляр, опущенный из вершины 
пирамиды на плоскость ее основания, а также 
его длина. Рис. 61

7.2. О значении перпендикуляра
А  Перпендикуляр к плоскости играет очень важ- 

ную роль и помимо того, что он является кратчайшим * 
среди всех отрезков, идущих; от данной точки до 
точек плоскости. Это можно до некоторой степени 
видеть из ранее приведенных примеров. Но поясним 
еще его значение.

Положение плоскости в пространстве можно 
задавать, указывая перпендикулярную ей прямую! 
и ту точку, в которой , она эту прямую пересека­
ет. Плоскость «насаживается» на перпендикуляр­
ную ей прямую подобно листу картона на спицу 
(рис. 62). Рис. 62



Важнейшее свойство перпендикуляра состоит в 
том, что плоскость расположена* симметрично 
относительно него. Все лучи, исходящие из осно­
вания перпендикуляра к плоскости и лежащие в 
ней, образуют с ним равные — прямые — углы, 
а для наклонной это\не так (рис. 63). При враще­
нии вокруг перпендикуляра плоскость совмещается 
сама с собой: колесо .должно быть насажено на 
ось так, чтобы его плоскость была перпендикуляр­
на оси. Прямоугольник со стороной, перпендикуляр­
ной плоскости, можно вращать вокруг этой сто­
роны, и другая сторона будет скользить по пло­
скости. Это хорошо видно на правильно навешенной 
двери. Если ее край не вертикален, дверь задевает 
пол.

Вот примеры из физики: давление жидкости 
или газа на стенку сосуда направлено по перпен­
дикуляру к стенке (рис. 64), так жез как давление 
груза на опору направлено по перпендикуляру к 
ней (рис. 65).

Перпендикуляр к поверхности фигурирует в 
законах отражения и преломления света. Так, за ­
кон отражения гласит: луч падающий и луч от­
раженный расположены в одной плоскости с пер­
пендикуляром к поверхности зеркала' в точке, па­
дения и образуют с ним равные углы; «угол падения» 
и «угол отражения» — это углы между указанными 
перпендикуляром и лучом падающим и лучом 
отраженным (рис. 66).

Но главное значение перпендикуляра — это его 
роль в технике и во всем нашем обиходе. Мы, 
можно сказать, окружены перпендикулярами: ножки 
стола перпендикулярны полу, край шкафа перпен­
дикулярен стене и т .д . Вертикаль перпендикуляр­
на горизонтальной плоскости. Помимо установки 
мачт, столбов и пр., это играет главную роль в 
строительстве зданий: междуэтажные перекрытия 
укладывают перпендикулярно возведенным стенам 
или столбам| каркаса здания. Как- увидим в сле­
дующем параграфе, параллельность плоскостей 
связана с наличием у них общихг перпендикуляров. 
Вообще перпендикулярность и параллельность 
прямых и плоскостей — существенный элемент в 
строительстве, так что учение о перпендикулярах 
и параллелях можно назвать основами «строи­
тельной» геометрии. ▼



7.3. Основной признак 
перпендикулярности 
прямой и плоскости

Основную роль в изучении перпендикулярности 
прямых и плоскостей играет следующая теорема.

Теорема 7.1 (признак перпендикулярности пря- 
мой и плоскости).___________ ;_____________________

Прямая, перпендикулярная двум пересекающим­
ся прямым, лежащим в данной плоскости, перпен­
дикулярна этой плоскости.

Пояснение. Понятно значение2 этой теоремы: дос­
таточно установить (или обеспечить) перпендику­
лярность прямой только двум прямым в данной плос-* 
кости, как она будет перпендикулярна всем пересе­
кающим ее прямым, лежащим в этой плоскости.

Вот пример: раскройте книгу и поставьте ее 
на стол (рис. 67). Корешок книги перпендикулярен 
краям обложки, лежащим на столе, тем самым 
самому столу. Устанавливая вертикально мачту, 
достаточно сделать так, чтобы она была перпен­
дикулярна двум прямым, проведенным через ее 
основание на палубе или на зем ле.„ А это можно 
сделать, натянув из одной точки мачты две пары 
растяжек равной длины и закрепив их* на одинако­
вых расстояниях от основания мачты на жаждой 
из двух прямых (рис. 68) *. Доказательство призна­
ка перпендикулярности прямой и плоскости имеет 
в своей основе это реальное построение.

Доказательство. Пусть прямая а пересекает 
плоскость а  в точке О и перпендикулярна двум 
прямым Ь и су проходящим в плоскости а  через 
точку О. Нужно доказать, что прямая а перпенди­
кулярна всякой прямой, проходящей через точку О 
в плоскости а . Возьмем любую такую прямую 
отличную от Ь и с (рис. 6 9 ) .1

Выберем на прямых Ь и с по точке В и С так, 
чтобы отрезок ВС  пересекал прямую й в какой-то 
точке О, Возьмем точки В \ ^ Ь  и С \ ^ с  так, чтобы 
точка О была серединой отрезков ВВ\ и СС\, т. е.: в' 
чтобы В\ и С\ были симметричны точкам В и С 
относительно точки О в плоскости а . Тогда отре-

Рис. 67

1 Туристы помнят, как устанавливают шатровую палатку Рис: 68
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зок В\С\, симметричный относительно О отрезку ВС, 
пересечет прямую й  в точке 0 , ,  симметричной 
точке 0  относительно О (докажите!).

В силу симметричности точек В\, С\, 01 точ­
кам В, С, О имеем равенства

ОЯ| =  О 0, 0 ,С ,= 0 С ,  0 ,0 ,  =  0 0 .  (7.1)
Возьмем теперь на прямой а любую точкуЛ ф О  

и соединим ее отрезками АВ, АС, АО, АВ\, АС\ 
и /40 , с точками В, С, 0 , 0 ,, С\, 0 , .  Так как а ± Ь  
и 0 0 =  0 0 , ,  то а является серединным перпенди­
куляром к отрезку 0 0 1 . Поэтому ;А 0 = Л 0 1 . Анало­
гично А С = А С \  Так как, кроме того, 0 0 = 0 , 0 , ,  
то / . А В С =  А А 0 ,С |, т. е. А А 0 0 = А А 0 1 0 ,.  Кроме 
этих равных углов, в треугольниках А В й  и Л 0 ,0 , 
имеем А В = А В \  и 0 0  =  0101. Но тогда и А 0 = А 0 ] .

Следовательно, точка А  разноудалена от концов 
отрезка 0 0 | .  Так как точка О — .середина отрезка 
001 , то прямая а= (АО )  является серединным 
перпендикуляром к отрезку 0 0 ,  в плоскости 
Л 001 , т. е. аА-й. Итак, а_1_а. ■

А
а

К в У  /  /

с/* \ м \

\ \  /

- Л х Г > а  в Д

Рис. 69

7.4. Построение
взаимно перпендикулярных 
прямой и плоскости

Признак перпендикулярности прямой и плоскости 
позволяет построить взаимно перпендикулярные пря- , 
мую и плоскость, т. е. доказать существование та­
ких прямых , и плоскостей. Начнем с построения - , 
плоскости, перпендикулярной данной прямой и про­
ходящей через данную точку. Решим две задачи на 
построение, соответствующие двум возможностям в 
расположении данной точки и данной прямой.

Задача 1
Через данную точку А на данной прямой а про­

вести плоскость, перпендикулярную этой прямой. „
Решение. Проведем через прямую а любые две 

плоскости и в каждой из этих плоскостей через 
точку А проведем по прямой, перпендикулярной 
прямой а, обозначим их Ь и с (рис. 70). Пло­
скость а , проходящая через прямые Ь и с, содержит 
точку А и перпендикулярна прямой а (по признаку 
перпендикулярности прямой и плоскости). Поэтому 
плоскость а  искомая. Задача решена.

Задача имеет лишь одно (единственное) реше­
ние. Действительно, допустим противное. Тогда,

' а

Г Ч .  /

Рис. 70
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кроме плоскости а , через точку А проходит еще 
какая-нибудь плоскость р, перпендикулярная пря­
мой а (рис. 71). Возьмем в плоскости р любую 
прямую р, проходящую через точку Л и не лежащую 
в плоскостй а. Проведем плоскость у через пересе^ 
кающиеся прямые а и р .  Плоскость у пересечет 
плоскость а  по прямой у. Прямая р не совпадает 
с прямой р, так как р лежит в а , а р не лежит в а. 
Обе эти прямые лежат в плоскости у, проходят 
через точку А и перпендикулярны прямой а (р_1_а, 
так как рс=р и а ± Р ;  аналогично р_1_а, так как 
(7ста  и а ± а ) .  Но это противоречит известной 
теореме планиметрии, согласно которой в плоскости 
через каждую точку проходит лишь одна прямая, 
перпендикулярная данной прямой.

Итак, предположив, что через точку А проходят 
две плоскости, перпендикулярные прямой а, ' мы 
пришли к противоречию. Поэтому задача имеет 
единственное решение. |

Задача 2
Через данную точку А, не лежащую на данной 

прямой а, провести плоскость, перпендикулярную  
этой прямой.

Решение. Через точку А проводим прямую Ь, 
перпендикулярную прямой а. Пусть В — точка 
пересечения а и Ь. Через точку В проводим еще 
прямую с, перпендикулярную а (рис. 72). Пло­
скость, проходящая через обе проведенные прямые, 
будет перпендикулярна а по теореме 7.1.

Как и в задаче 1, построенная плоскость един­
ственная. Действительно, возьмем любую плоскость, 
проходящую через А перпендикулярно прямой а. 
Такая плоскость содержит прямую, перпендикуляр­
ную прямой а и проходящую через точку А. Но 
такая прямая только одна. Это прямая Ь, которая 
проходит через точку В. Значит, плоскость, про: 
ходящая через А и перпендикулярная прямой а, 
должна содержать точку В, а через точку В про­
ходит лишь одна плоскость, перпендикулярная пря­
мой а (задача 1).

Итак, решив эти задачи на построение и доказав 
единственность их решений, мы доказали следующую 
важную теорему:

Теорема 7.2 (о плоскости, перпендикулярной 
данной прямой).

Рис. 71

Через каждую точку проходит плоскость, перпен­
дикулярная данной прямой, и притом только одна.

Рис. 72
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Применим эту теорему для получения двух 
результатов. : » . ■

Задача 3
Через данную точку А на данной плоскости а  

провести прямую, перпендикулярную этой плоскости.
Решение. Проведем через*точку А в плоскости а  

какую-нибудь прямую а (рис. 73). Через точку А 
проведём плоскость р, перпендикулярную прямой а. 
Плоскость р пересечет плоскость а  по некоторой 
прямой Ь. Проведем в плоскости р через точку А 
прямую с, перпендикулярную прямой Ь. Так как 
сА-Ь и с А-а (докажите!), то по признаку перпен­
дикулярности прямой и плоскости с А- а . Задача 
решена. Единственность решения этой задачи 
доказана в п. 7.1. |

Вторым результатом является теорема, о ко-7 
торой уже говорилось в п. 5.2.

Теорема 7.3 (о плоскости перпендикуляров) .

Прямые, перпендикулярные данной прямой в 
данной ее точке, лежат в одной плоскости и по­
крывают ее.

Доказательство. Пусть а,— данная прямая и 
А — какая-либо ее точка. Через, неел проходит 
плоскость а А-а. По определению перпендикуляр­
ности прямой и плоскости она покрыта прямыми, 
перпендикулярными прямой а в точке Л, /г. е. через 
каждую точку плоскости а  в ней проходит, прямая, 
перпендикулярная прямой а.

Допустим, что через точку Л проходит еще и пря­
мая Ь, перпендикулярная прямой ,а и не лежащ ая в 
плоскости а. Проведем через нее и прямую а плост, 
кость р. Плоскость р пересечет а по некоторой пря­
мой с (рис! 74). И так как а  Ха, то с Ха. Получает­
ся, что через точку Л в плоскости р^проходят две пря­
мые Ь и с, перпендикулярные прямой а. Это невоз­
можно. Значит, прямых, перпендикулярных прямой а 
в точке Л и не лежащих в плоскости а, нет. Все они 
лежат в этой плоскости. Щ

Иллюстрацию к теореме о плоскости перпенди­
куляров дают спицы в колесе, перпендикулярные 
его оси: при вращении они зачерчивают плоскость 
(точнее, круг), принимая все положения, перпенди­
кулярные оси вращения.



7.5. Связь между параллельностью 
прямых и перпендикулярностью 
прямой и плоскости

Мы постоянно видим, что перпендикуляры к 
одной и той Же плоскости параллельны, а прямые, 
параллельныё перпендикуляру к данной плоскости, 
сами ей перпендикулярны. Например,, вертикальные 
линии параллельны друг другу и перпендикулярны ^ 
горизонтальной плоскости. Эти линии могут пред­
ставляться параллельно стоящими столбами или 
мачтами, стволами стройных сосен в «корабельном» 
лесу, колоннами зданий и т. д. , (рис. 75). Эта 
изящная геометрия вы раж ается , в двух теоремах, 
которые мы сейчас докажем.

Теорема 7.4 (о параллельности перпендикуляров).

Две прямые, перпендикулярные одной и той же 
плоскости, параллельны. ; I

Теорема 7.5 (о параллели к перпендикуляру).

Если одна из двух параллельных прямых перпен­
дикулярна плоскости, то и другая прямая перпен­
дикулярна этой плоскости.

Если доказать одну из этих теорем, то другая 
уже легко получается как следствие; доказанной. 
теоремы. Но доказательство любой.из них непросто.
Мы предложим вам два варианта доказательства 
этих теорем. Сравните их и выберите тот, который 
вам нравится больше. Сначала мы начнем с теоре­
мы 7.5 (о параллели к перпендикуляру), снова 
опираясь на минимальность перпендикуляра.

Доказательство теоремы 7.5. Пусть даны две 
параллельные прямые а и Ь, которые пересекают 
плоскость а  соответственно в точках А и В  (нарису­
ем их вертикальными, рис. 76). Дано также, что 
а А. а. Докажем, что тогда и Ы .  а. Допустим, что 
это не так. Тогда в плоскости а  через точку В 
проходит прямая с, образующая с прямой Ь острый 
угол ф. Проведем отрезок АВ. Он перпендикулярен 
прямой I. а (так как а А. а ) ,  а поскольку а\\Ь, то 
АВ А.Ь. Пусть длина отрезка АВ  равна р.

Возьмем на прямой а точку М, удаленную от 
точки А на расстояние Н и ;лежащую выше а.

Рис. 75
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Рис. 76
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Если спуститься из точки М  на плоскость а  по 
прямой а, то пройдем расстояние к. Но можно 
спуститься и так: сначала провести перпендикуляр 
МЫ на прямую Ь, а затем перпендикуляр ЫС на 
прямую с. Четырехугольник АМЫВ — прямоуголь­
ник (так как МА\\ЫВ и / .М Ы В  прямой). Поэтому 
ЫВ =  к и М Ы = р.  Длина ломаной МЫС равна 
р +  Лзтф и больше длины наклонной МС  (по не­
равенству треугольника). В свою очередь, наклон­
ная МС  длиннее перпендикуляра МА, и потому 
р +  Л зт  ф > Л  при любых к (так каю точку М  мбжно 
взять любой на прямой а). Но такое неравенство
возможно лишь при к <  } ;_^п ^ (напомним,
что 5 Шф < 1 ) .  Получили противоречие: с одной сто­
роны, к ограничено, а с другой к — может прини­
мать любое значение. Это противоречие возникло 
благодаря предположению, что прямая Ь не пер­
пендикулярна плоскости а 1: Итак, этого быть не мо­
жет, т. е. Ы . а .  В

Теперь ужё легко д о , к а з а т ь  т е о р е м у  7.4. 
Пусть прямые а; и Ь перпендикулярны плоскости а. 
Докажем, что а\\Ь. Дрпустим, что это не так, т. е. 
что а1^Ь. Тогда проведём через точку А, в которой 
прямая а пересекает плоскость а ,, прямую с\\Ь 
(рис. 77). По теореме 7.5 с А. а. Но тогда через 
точку А проходят две прямые а и с, перпендикулярные 
плоскости а , что невозможно. Итак, а\\Ь.

А теперь д о к а ж е м  т е о р е м у  7.4, н е  о п и ­
р а я с ь  н а  т е о р е м у  7.5. Пусть снова прямые 
а и Ь перпендикулярны плоскости а  и> пересека­
ют ее в точках А и В соответственно. Проведем 
через прямую а и точку В плоскость. р и пока­
жем, что прямая Ь также лежит в плоскости р 
(рис. 78). .

В плоскости а  возьмем отрезок МЫ, перпенди­
кулярный отрезку АВ  и имеющий точку А своей 
серединой. Так как А М = А Ы  . и АВА.МЫ, то 
ВМ =  ВЫ. :

Возьмем на прямой Ь любую точку С ф В  и 
проведем отрезки С А, СМ, СЫ. Поскольку Ы . а ,  
то треугольники СВМ и СВЫ прямоугольные. 
Они равны, так как имеют общий катет СВ и равные 
катеты ВМ  и ВЫ. Поэтому СМ =  СЫ, т. е. тре­
угольник СМЫ равнобедренный. Его медиана СА 
является также его высотой, т. е. С А А. МЫ.

Итак, три прямые, проходящие через = точку 
А ,— АВ, АС  и а — перпендикулярны прямой МЫ.
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По теореме 7.3 о плоскости перпендикуляров они 
лежат в одной плоскости — плоскости р, которая 
проходит через прямые АВ  и а. Следовательно, 
точка С е р ,  т. е. прямая Ь лежит в плоскости р 
(как и прямая а). Но в этой.плоскости а и Ь перпен­
дикулярны одной и той же прямой АВ  (так как 
а А. а , Ы . а  и прямая АВ  лежит в плоскости а ) .  
Поэтому Ь || а. Щ

Наконец, о п и р а я с ь  на  т е о р е м у  7.4, д о ­
к а ж е м ,  т е о р е м у  7.5.

Пусть две прямые а и Ь параллельны и а А. а  
(рис. 79). Докажем, что 6_1_а.

Прямая Ь пересекает плоскость а  в некоторой 
точке В (по лемме 3.1). Проведем через точку В пря­
мую с А. а  (задача 3, п. 7.4). По теореме 7.4 о парал­
лельности перпендикуляров с\\а. Но через,точку В 
проходит лишь одна прямая параллельная пря­
мой а. Поэтому с =  Ь> и так как с А. а , то Ы_ а . |

Итак, мы провели доказательства теорем 7.4 и 
7.5 двумя путями. Первый из них ближе методам 
современной геометрии, второй же вполне в духе 
Евклида — рассматривается ряд треугольников. Как 
пример применения этих теорем дадим новое до­
казательство теоремы о том, что две прямые,' 
параллельные третьей'прямой, параллельны. Пусть 
а ||с  и Ь\\с (рис. 80). Приведем любую плоскость а, 
перпендикулярную прямой с. По теореме 7.5 а А. а  
и 6 1 а .  А тогда;по теореме 7.4. а\\Ь. И

а ь с

1
, 11 ’• /  

1 /

Рис. 80

7.6. Прямая, перпендикулярная данной 
плоскости.
Симметрия относительно плоскости

Мы уже умеем проводить через данную точку А 
прямую, перпендикулярную данной .плоскости а, 
в том случае, когда 4 е а .  Теперь мы можем решить 
эту задачу и для случая, когда А ^  а .

В, этом случае надо, сначала через любую точку 
В щ а  провестй прямую ЬА.а  (рис. 81). Если 
Л ё б ’, то задача решена. Если же А ф Ъ ,  то через 
то4ку'Л проведем прямую а\\Ь. По теореме 7.5 (о'па- 
раллели к перпендикуляру) прямая а перпендику­
лярна плоскости а. Задача решена.

Тем самым мы доказали следующую, теорему: Рис. 81
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Рис. 82 Рис. 83 X

Теорема 7.6 (о прямой, перпендикулярной пло­
скости). 1

Через каждую точку проходит прямая, перпен­
дикулярная данной плоскости, и притом только 
одна.

Напомним, что единственность этой прямой была 
установлена нами еще в п. 7.1.

Итак, мы теперь из любой точки Л, не,лежащей 
в данной плоскости а , можем., опустить единст­
венный перпёндикуляр АВ  на эту плоскость 
(рис. 82). Это позволяет нам говорить о симметрии 
относительно плоскости, или, что то же самое, о 
зеркальной симметрии. Зеркальная симметрия в 
пространстве аналогична осевой симметрии на 
плоскости, но в определениях прямую надо заме­
нить плоскостью.

Определения.

Точки X  и X' называются симметричными от­
носительно плоскости а , если отрезок XX ' перпенди- 
кулярен плоскости а  и делится ею пополам (рис. 83). 
Каждая точка плоскости а  считается симметричной 
сама себе (относительно плоскостей а ) .

Д ве . фигуры называются симметричными отно­
сительно плоскости (или зеркально симметричными 
относительно плоскости а ) ,  если они состоят из по­
парно симметричных точек.

Это значит, что для каждой точки одной фигуры 
симметричная ей точка (относительно а ) лежит в 
другой фигуре и, наоборот, точки, симметричные 
точкам второй фигуры, лежат в первой фигуре.
82



В частности, фигура может быть симметрична 
сама себе относительно некоторой плоскости а. 
Это значит, что для каждой ее точки X  точка Х \  
симметричная X относительно а; лежит в ней же.

] Плоскость а  называется тогда плоскостью сим­
метрии фигуры, а фигура называется зеркально­
симметричной (рис. 84).

Итак, в стереометрии к центральной и осевой 
симметриям, которые определяются дословно так же, 
как в планиметрии, добавляется еще один вид 
симметрии — зеркальная. Тела, обладающие зер­
кальной симметрией, встречаются повсюду (рис: 85) . 
Укажите, как идут плоскости симметрии куба и 
правильных пирамид.

7.7. Три взаимйо перпендикулярные 
прямые

На̂  плоскости можно провести две взимно 
перпендикулярные прямые, но нельзя провести тре­
тью прямую, им перпендикулярную. В пространстве 
же через каждую точку можно провести три 
взаимно перпендикулярные прямые, т. е. прямые,; 
попарно перпендикулярные друг другу.

Действительно, возьмем произвольную точку О. 
Проведем через нее какую-либо плоскость а  
(рис. 86). Затем построим прямую а_1_а\ проходя­
щую через точку О. В плоскости а  возьмем любые > 
две взаимно перпендикулярные прямые б и с ,  
проходящие через точку О. Эти три прямые а, б, с 
перпендикулярны друг другу: а_1_б и а_1_с, так как 
а_1_ а, а б_1_с по построению.

Построить еще одну перпендикулярную им всем 
прямую невозможно, так как прямая, перпендику­
лярная б и с ,  перпендикулярна плоскости а . А такая 
прямая, проходящая через точку1 О, согласно 
теореме 7.4 только одна — это прямая а.

Итак, можно сказать, что пространство имеет 
три измерения, поскольку в нем через каждую 
точку можно провести три, и не больше, взаимно­
перпендикулярные прямые. (Но таких троек прямых, 
как ясно из построения,'бесконечно много.)

Через каждые две из трех взаимно перпенди­
кулярных прямых а, б, с проходит плоскость: а  
через б и с, р через а и с, у через а и б. Каждая 
из этих плоскостей перпендикулярна «третьей» 
прямой: а ± а ,  Р_1_б, у ± с  (рис. 87).

а

/ •  с/  /
/  * 7

/

Рис. 86

Рис. 87
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Задачи

Разбираемся в решении

7.1.(1). Точка А лежит в плоскости а . На этой плоскости взя^и прямую а, 
не проходящую через А, и провели к ней перпендикуляр АВ. Через 
точку В перпендикулярно прямой а провели другую прямую ■*— с. 
Из точки А в плоскости АВС  провели (АО) перпендикулярно (АВ). 
Докажите, что (АО)_1_ а.

Решение.
Любопытно, что перпендикулярность (АО) и а  можно доказать, 

используя только признак перпендикулярности прямой и плоскости, 
да еще понадобится теорема Пифагора.

Уже известно (по условию), что (АО)±(АВ). Но (АВ)с=а. Оста­
лось найти еще одну прямую плоскости а, перпендикулярную (АП). 
Такой прямой является прямая, проходящая через точку А и пере­
секающая прямую а в любой точке 1 е а ,  Х ф В  (рис. 88). Итак, 
докажем, что (АО)_1_(АЛ). Для этого достаточно убедиться в том, что

| * 0 | 2= | Х 4 | 2+ | А 0 | 2 . (?)
(см. задачу 1.27).

Из соответствующих прямоугольных 
треугольников следуют такие соотношения:

|* О |2= | * 0 | 2+ |В О |2,
\х а \2= \ а в \2+ \ в х \ \
|А О |2= |В О |2- | А В | 2. (?)

Из этих равенств можно получить и 
требуемое соотношение (?). Доказатель­
ство закончено, но над ним стоит пораз­
мыслить. Мы ведь хотели найти в пло­
скости а  еще одну, кроме (АВ), прямую, 
проходящую через А и перпендикуляр­
ную (АО). А фактически нашли их бесконечное множество: ведь точка X 
любая на прямой а, кроме В. А так как (АО)_1_(АВ) по условию, то по­
лучается, что (АО) перпендикулярна почти всем прямым плоскости а, 
проходящим через А, кроме одной — той, которая параллельна а: 
Если удастся доказать, эту последнюю перпендикулярность, то полу­
чится, что мы доказали перпендикулярность (АО) и а  б ез1 ссылки на 
признак. , ,

Для доказательства того, что (АО) перпендикулярна этой последней 
прямой — назовем ее Ьу— есть разные идеи. Вот одна из них.

Будем проводить прямые (АХ) так, чтобы угол между (АХ) и Ь 
стал сколь угодно малым. В этом смысле прямая (АХ) будет все «бли­
же» к прямой Ь. Но если сколь угодно «близкая» к Ь прямая образует 
с (АО) прямой угол, то и сама Ь также будет образовывать с (АО) пря­
мой угол.
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7.2.(1).

7.3.(4).

7.4.(4).

7.5.(5).

7.6.(6).

7.7.(6).

7.8.(4).

7.9.(4).

7.10. (4).

Реализуем эту идею. Для доказательства перпендикулярности 
(ДЛ) и Ь достаточно взять любую точку У прямой Ь, не совпадающую 
с А, и доказать, что \й А \< .\О У \  (?).

Возьмем такую точку У. Затем в плоскости а  (но не на прямой
Ь) возьмем точку 2, такую, что |А 2| =  \АУ\. В силу того что угол 7.АУ 
может быть сколь угодно мал, расстояние между точками 2  и У может 
быть сколь угодно мало ( ? ) . . .

Так как (ДЛ)Х(Л2) (?), то |Д Л |< |Д 2 | .  В треугольнике ДК2 
|Д 2 | <  \йУ\  + 1 К2|. Значит, |Д Л | < | Д У | +  \ У1\. И так как У1 
сколь угодно мало, то \Б А \< \О У \  (?), что и требовалось.

Дополйяем теорию

Из точки А, не лежащей в плоскости а, провели перпендикуляр АВ  
к прямой а, лежащей в плоскости а: Через точку В  в плоскости а  
провели прямую ВС, перпендикулярную прямой а. Из точки А провели 
перпендикуляр ЛД на прямую ВС. Докажите, что (Л Д )Х а.
Докажите, что множеством точек пространства, равноудаленных от 
двух данных точек А и В, является плоскость, перпендикулярная 
прямой АВ  и проходящая через середину отрезка АВ.
Какой фигурой является множество гточек, равноудаленных от вер­
шин: а) треугольника; б) правильного многоугольника; в) правиль­
ного тетраэдра; г) правильной пирамиды; д) прямоугольного парал­
лелепипеда; е) правильной призмы?
Через каждую точку некоторой прямой проводятся прямые, перпен­
дикулярные данной плоскости. Докажите, что все они лежат в одной 
плоскости.
Докажите, что в правильной «-угольной пирамиде вершина проекти­
руется в центр основания. Что из этого следует? -
Пусть А В С 0А \В \С \0 \  — куб. Докажите, что диагональ Л |С  и пло­
скость Л вД | взаимно перпендикулярны: •

^  Рисуем . '

Пусть РАВС  — правильный тетраэдр, точка ф — центр его основания, 
точка К — середина ребра РС. Нарисуйте его сечение плоскостью, 
проходящей: а) 'через ф перпендикулярно (ЛС); б) через • ф перпен­
дикулярно (РВ); в) через К  перпендикулярно (РС); г) через К  перпен­
дикулярно (АВ); д) через.К перпендикулярно (РВ); е) через К  перпен­
дикулярно (Р<2); ж) , ч ер е зР  перпендикулярно (ВК).
Пусть А В С 0А \В \С \0 \  — куб. Нарисуйте его сечение плоскостью, 
проходящей через вершину А  и перпендикулярной: а) (ВО); б) (Д|Д|);
в) (СД,); г) (ЛД,); д) (АС); е) (С,Д); ж) (В,Д).

^Представляем .
Равные треугольники имеют общую сторону. Какую фигуру заполняют 
высоты всех этих треугольников, опущенные на эту сторону?
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—  Планируем

7Л 1.(1). Пусть отрезок РА — перпендикуляр к плоскости а , Л е а .  В плос- 
кости а  .лежит отрезок ВС, причем |ЛВ| =  |Л С |. Пусть известны 

■ \РА\, \ВС\ и угол, под.4которым отрезок ,ВС  виден из точки А, т. е. 
А  ВАС. Как вычислить угол* под которым он, виден из точки Р, 
т. е. /С ВРС? Для этой же ситуации составьте задачи, обратные 
данной. Рассмотрите также разные обобщения в этой задаче, а затем 
составьте задачи, обратные им.

7.12.(1). Пусть отрезок РО —  перпендикуляр к плоскости а , О е а .  Пусть 
РА, РВ, РС — разные наклонные к этой плоскости, образующие меж­
ду собой равные углы. Как вычислить ущд между этими наклонными, 
если известны длина перпендикуляра к плоскости и длины наклонных?

,.Для этой же ситуации составьте задачи, обратные данной. Рас­
смотрите разные обобщения в этой, задаче, а затем составьте задачи, 

л обратные им. л
7.13.(3). Как проверить . перпендикулярность прямой , и плоскости, измеряя 

только расстояния? .
7.14.(5). К плоскости а  провели два перпендикуляра А В -и СД. В е а ,  О б о .  

Пусть |Л В |, |С Д |; |В Д | известны. Как вычислить |Л С |? Составьте 
задачи, обратные данной.

7.15.(6); а) Пусть в треугольной пирамиде все боковые ребра равны. Как 
вычислить высоту пирамиды, если, известна длина бокового ребра 
и каждого ребра основания? б) Пусть в правильной «-угольной 
пирамиде.известны боковое ребро и ребро основания. Как вычислить 
высоту.,пирамиды?

7.16.(6). Пусть Р А В С — правильный тетраэдр, точка С} — центр его основа­
ния,' точка К  — середина ребра РА. Нарисуйте перпендикуляры:
а) из К  на (ЛВС); б) . .и з *  на (ВСР); в) из С на (ЛВС); г) из <2 на (В/(С). 
Как найти длину каждого' из них, если ребро тетраэдра известно?

7.17.(6). В четырехугольной пирамиде РА В С й  с равными ребрами точка С — 
центр основания, точка К  — середина ребра АВ. Нарисуйте перпен­
дикуляры: а) из А на (ВРД); б) из К  на (АРС); в) из К на (СРД);
г) из <2 на (ЛРВ); д) из Д на (ВСР)\ е) из К на (ЛРД); ж) из С на 
(ЛРД). . ,
Как найти .длину каждого из них, если ребро пирамиды известно?

7.18.(6). Пусть ЛВСДЛ 1В 1С 1Д 1 -т-куб. Точка К  — середина В В 1, точка I  — 
середина ССь точка М — середина А\В\,  точка Ы ^{ВС )  и точка С — 
середина отрезка ВЫ. Нарисуйте перпендикуляры: а), из Л на (ВВ|Д|);
б) из А\ на (ЛВ1Д 1); в), из Д 1 на,(ЛВ 1С); г) из К на (СДД 1); д) из В на 
(ВДВ 1); е), из М  на (ЛВ|Д|); ж) из N  на (ВДВ1); з) из N  на (ДЛ 1В 1); 
и) из Д | на (Л1С 1В).
Как вычислить длину каждого из них, если,ребро куба известно? 

Находим величину
7.19.(6). Нарисуйте высоту тетраэдра РАВС, если: а) все ребра, кроме РВ, 

имеют длину 2, а длина ребра РВ равна 1. Как изменится рисунок, 
если длина РВ будет равна -\/б; 3 ;. 10? б) \РА\ =  \РВ\ =  \Р С \= 2 ,
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|ЛС| = 3 , \АВ\ =  2, |ВС | = 2 .  Как изменится рисунок, если \ВС\ =  3; 4?
в) \РА\ =  \Р С \= 2 , \ВА\ =  \ВС\ =  1, \РВ\ =  \АС\.
В каждом из случаев вычислите высоту пирамиды. Всегда ли доста­
точно для этого данных?

7.20.(6). Нарисуйте высоту четырехугольной пирамиды РАВСй,  если: а) все 
её боковые ребра равны 2, в основании ее лежит равнобедренная 
трапеция, у которой боковая сторона, равная 1, образует с основанием, 
равным 2, угол 60 °; б) ее основанием является квадрат со стороной 2, 
\РС\ =  \Р й \= 2 ,  \РА\ =  \РВ\=Ъ .
В каждом из случаев вычислите высоту пирамиды.

7.21.(6). Диагональ В \й  куба А В С 0 А \В \С \0 \— перпендикуляр к плоскости а , 
О б  а . Нарисуйте перпендикуляры к плоскости а  из точек В, й \ ,  
А\, А. Вычислите длину каждого из них, если ребро куба известно.

^ ^ И щ е м  границы

7.22;(5). В плоскости а  лежит треугольник АВС. Из точек В и С с одинаковой 
скоростью стали одновременно двигаться точки X  и У по прямым, 
перпендикулярным плоскости а . В какой момент времени отрезок 
ХУ виден из точки А под наибольшим углом? под наименьшим углом? 
Решите задачу в двух случаях: а) точки движутся в одном направле­
нии; б) точки движутся в разных направлениях.

Доказываем

7.23.(1). Пусть АВ  — перпендикуляр на плоскость а , З е а ,  АС  и АО  — наклон­
ные к этой плоскости. Докажите, что: а) \АС\ =  \АО\ тогда и только 
тогда, когда \ВС\±=\ВО\; 6) |Л О |> |Л / ) |  тогда и только тогда, 
когда |ВС| > |В Д |.

7.24.(1). В правильном' треугольнике АВС  точка О — его центр. Пусть ОР — 
прямая, перпендикулярная плоскости АВС, и пусть точка X лежит на 
этой прямой; !не совпадая с точкой О. Докажите, что: а) расстояния 
от X  до вершин треугольника равны; б) расстояния от X  до сторон 
треугольника равны; в) Х .А Х О =  Х]ВХО = / .С Х О , : г) Х.ХАО =  
= / .Х В О = / .Х С О .  Обобщите задачу.

7;25.(3). Пусть Д е а  и прямая АВ  перпендикулярна двум прямым АС  и АО  
плоскости а . Проведите прямую Л/С в плоскости а  и возьмите на ней 
любую точку Х ф А .  Через точку X  проведите отрезок, который за ­
ключен м еж ду' прямыми АС  и А й  и точкой X' делится пополам. 
Соедините точку В  с концами этого отрезка-и с точкой X. Исходя из 
этого построения докажите, что (Л Д )Х а.1

7,26.(3). Пусть Д е а  и прямая ЛВ'перпендикулярна двум прямым АС  и А й  
плоскости а. Продолжите отрезок АВ  за точку Л на расстояние, 
равное |Л В |. Полученный отрезок обозначьте АВ\. Через точку Л 
в плоскости а  проведите любую прямую Л/С, отличную от АС  и А й .  
Проведите прямую, пересекающую прямые АС, АО, Л/С. Соедините 
точки В и В\ с точками пересечения этих прямых. Исходя из этого 
построения докажите, что (ЛВ)_1_а.
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7.27.(3).

7.28.(3).

7.29.(3).

7.30.(3).

7.31.(4).

7.32.(4).

7.33.(4).

7.34.(4).

7 .3 5 .(4 ).,

7.36.(5).

7.37.(6).

7.38. (3).

Пусть прямая а перпендикулярна двум прямым плоскости а: Докажите, 
что она перпендикулярна биссектрисе угла, образованного этими 
прямыми. После этого, докажите, .что она перпендикулярна любой 
прямой плоскости а, проходящей через точку пересечения а и а, 
т. е. а_1_а.
Два равнобедренных треугольника АВС (\АВ\ =  |Л.С|) и А й Е  (|ЛД | =

. =  \АЕ).имеют общую медиану, проведенную из вершины А, и не лежат 
в одной плоскости. Докажите, что э т а , медиана перпендикулярна 
плоскости, в которой лежат основания ВС  и ОЕ этих треугольников. 
Точка О — центр симметрии параллелограмма АВСБ,  а точка Р 
не лежит в плоскости этого параллелограмма. При этом \РА\ =  
=  \РС\, \РВ\ =  \РО\. Докажите, что (РО) _1_ (ЛВС). Как это можно 
обобщить?
Прямые а и Ь пересекаются в точке Р. Через эту точку проведены 
две плоскости: одна из них перпендикулярна, прямой а, а другая 
перпендикулярна прямой Ь. Докажите, что прямая пересечения этих 
плоскостей перпендикулярна плоскости, в которой лежат прямые 
а и Ь.
Дана правильная треугольная пирамида. Докажите, что: а) через 
боковое ребро можно провести плоскость, перпендикулярную прямой, 
проходящей через ребро основания; б) через ребро основания можно 
провести плоскость, перпендикулярную прямой, проходящей через бо­
ковое ребро.
Из точки Л, не лежащей в плоскости а, проведена наклонная АВ  
к этой плоскости. Постройте прямую в плоскости а , перпендикулярную 
прямой АВ.
На плоскости даны две, пересекающиеся прямые а, ,и Ь. На прямой а 
берется точка, не совпадающая с точкой пересечения, этих прямых, 
и через нее проводится плоскость, перпендикулярная прямой а. На 
прямой .Ь берется точка, не совпадающая с точкой пересечения этих 
прямых, и через нее проводится плоскость,, перпендикулярная пря­
мой Ь. Докажите, что эти. плоскости пересекаются по прямой, перпен­
дикулярной данной; плоскости.
В параллелепипеде АВС0А1В\С\0{  боковые,грани равны. В вершине Л 
сходятся их равные углы. Докажите, что (ВД)±(ЛЛ|С |).
Две правильные пирамиды имеют одно и то же основание. Докажите, 
что их высоты лежат на одной прямой.
Дан прямоугольный параллелепипед. Докажите, что в нем: а) диа­
гонали равны; б) прямая, проходящая через центры его противо­
положных граней, перпендикулярна плоскостям этих граней. 
Докажите, что в правильной «-угольной пирамиде сумма всех углов 
при ее вершине меньше чем 360 °. Верно, ли это утверждение для 
других пирамид?

§ §  Исследуем .
В треугольнике АВС  ^  С = 9 0 ° . Пусть (Л/()_1_(ЛВС). Докажите, что 
{ВС)А-(АКС). Будет ли выполняться эта перпендикулярность, если 
/ -С - 5^=90°? а если (Л/С) не будет перпендикулярна к плоскости?
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7.39.(3). Два равных круга имеют единственную общую точку А, через которую 
проходят диаметры АВ  и АС  этих кругов. Эти диаметры не лежат 
на одной прямой. В каком случае прямая пересечения плоскостей, 
в которых лежат данные круги, перпендикулярна (ЛВС)? Существенно 
ли для решения задачи условие равенства кругов?

7.40.(4). Даны две прямые. При каком их расположении через одну из них 
проходит плоскость, перпендикулярная другой? Верно ли, что если 
это условие выполняется, то и * через другую прямую проходит пло­
скость, перпендикулярная первой прямой?

7.41.(5). Точка X  равноудалена от двух соседних вершин квадрата ЛВСВ. 
Докажите, что она равноудалена от двух других его вершин. Будет 
ли это верно, если вместо квадрата взять прямоугольник? ромб? 
Как можно обобщить полученные результаты? А если взять не сосед­
ние вершины, то что получится?

7.42.(6). Треугольник ЛВС равнобедренный с основанием ВС. Через верши­
ну Л проведена прямая, перпендикулярная его плоскости, точка X  — 
переменная точка этой прямой. Сравните углы ВХС  и ВАС. Как 
изменяется угол ВХС  при удалении точки X  от Л? Изменится ли 
полученный вами результат, если треугольник ЛВС не будет равно­
бедренным?

7.43.(6). Через центры двух граней правильного тетраэдра проведены пря­
мые, перпендикулярные плоскостям этих граней. Установите взаимное 
положение этих прямых. Возьмите еще одну такую же прямую. 
Как она расположится по отношению к первым двум? Обобщите за ­
дачу. : , .

7.44.(6). Дан правильный тетраэдр.- Укажите его сечение с наибольшей (наи­
меньшей) площадью, проходящее через ребро:

7.45.(6). Через вершины равностороннего треугольника проведены три пря­
мые, перпендикулярные его плоскости. Могут ли на таких прямых 
лежать вершины прямоугольного треугольника? Вообще, могут ли 
на таких прямых лежать вершины любого по форме треугольника 
(иначе говоря, треугольника, подобного любому наперед задан­
ному)?

§ 8. Перпендикулярность плоскостей
8.1. Определение перпендикулярности 

плоскостей
Ясно, что соседние грани куба или прямоуголь­

ного параллелепипеда (например, стены и потолок 
или стены и пол комнаты) взаимно перпендику­
лярны. А что это значит? Вспомним сначала,; как 
проверяют перпендикулярность плоских поверх­
ностей на практике, а затем, выразив эти- наблю­
дения геометрически, придем к определению перпен­
дикулярности плоскостей.
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Как обеспечить, например, перпендикулярность 
пола и стен? Пол должен* быть горизонтален, а 
стены ставят вертикально. Вертикально ли установ­
лена плоская поверхность (стена, забор), прове­
ряют с помощью отвеса (веревки с грузом) — 
стена стоит вертикально, если ,в любом ее месте 
отвес, располагаясь вдоль нее, не отклоняется. 
Отвес же перпендикулярен , полу. И получается, 
что вертикально стоящая стена, перпендикулярная 
горизонтальному полу, покрыта перпендикулярами к 
нему.

Это наблюдение позволяет назвать взаимно 
перпендикулярными плоскостями такие плоскости, 

. каждая из которых заполнена перпендикулярами к 
другой плоскости (рис. 89).

Но перпендикулярность друг другу двух соседних 
стен или двух граней бруса отвесом не проверишь. 
А в этом случае используют угольник, приклады­
вая его так, чтобы стороны угольника шли перпен­
дикулярно углу комнаты или ребру бруса (рис. 90). 
Выразив эту ситуацию геометрически, приходим к 
другому определению перпендикулярности пло­
скостей. Сформулируем его.

Пусть две плоскости а и р  пересекаются по 
прямой с (рис. 91, а). Возьмем любую их общую 
точку О. Проведем через О, в плоскостях а и р  
прямые а и Ьу перпендикулярные прямой с. Если 
окажется, что а_1_6, то плоскости а и р  называют 
взаимно перпендикулярными.

Данное определение имеет то преимущество, что 
позднее оно окажется частным случаем определения 
угла между плоскостями. , '

Перпендикулярность плоскостей а и р  обозна­
чается так: а  ± р .

Докажем, что, определяя перпендикулярность 
плоскостей, можно брать любую их общую точку 
(т. е. проверим корректность данного определения, 
независимость его от выбора точки О).

Итак, пусть дано, что прямые а и Ь, проходящие 
через точку О в плоскостях а и р ,  взаимно перпен­
дикулярны: аА-Ь. Возьмем другую точку 0 \ ^ с  
и проведем в плоскостях а и р  через. 0 |  прямые 
а 1 ± с  и Ь\ _1_с. Докажем, что а\±,Ъ\ (рис. 91, б) . 
Прямые а и а 1 параллельны (как два перпенди­
куляра к прямой с, лежащие в плоскости а ) .  Так 
как Я |||а  и а_1_р, то а|_1_р (по теореме 7.5 о парал­
лели к перпендикуляру). Поскольку Ь\ лежит в плос­
кости р, то а\^-Ь\.  ■
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8.2. Свойства взаимно перпендикулярных 
плоскостей

Конечно, вы уже заметили, что из трех прямых : , 
а, Ь, с (рис. 91, а) любые две взаимно перпенди-, 
кулярны. В частности, ЬХ а  и 6_1_с. Поэтому ,
Ы .  а  (по признаку перпендикулярности прямой
и плоскости). Аналогично а Х р . Итак, каждая из
двух взаимно перпендикулярных плоскостей содер- . .
жит перпендикуляр к другой плоскости. Эти перпен- .
дикуляры заполняют взаимно перпендикулярные
плоскости (рис. 89). О них и идет речь в следующем
утверждении: . ,

Свойство 1.

Прямая, лежащая в одной из двух взаимно 
перпендикулярных плоскостей и перпендикулярная 
их. общей прямой, перпендикулярна другой пло­
скости.

Доказательство. Пусть плоскости, а  и.р взаимно 
перпендикулярны и пересекаются; по прямой с. , ,
Пусть, далее, прямая а лежит в плоскости рс и 
а Х с  (рис. 91, а ) . Прямая а  пересекает прямую с , Г
в некоторой точке О. Проведем через О в плоскости р 
прямую Ь, перпендикулярную прямой с. Так как 
а_1_р, то а Х 6 . Поскольку а Х й  и а Х с , то а Х р  
по признаку перпендикулярности прямой и, пло­
скости. щ

Второе свойство является утверждением, обрат­
ным первому свойству.

Свойство 2.

Прямая, имеющая общую точку с одной из 
двух взаимно перпендикулярных плоскостей и 
перпендикулярная другой плоскости, лежит в пер­
вой из них.

Доказательство. Пусть плоскости а и р  взаимно 
перпендикулярны, прямая а Х р  и а имеет с а  
общую точку А (рис. 92). Через точку А в пло­
скости а  проведем прямую /, перпендикулярную 
прямой с = а П Р -  Согласно свойству 1 /Х р . По­
скольку в пространстве через каждую точку прохо-. ’ 
дйт лишь одна прямая, перпендикулярная данной 
плоскости, то прямые а и / совпадают. Так как 
I лежит в плоскости а , то и о с а .  |  ; Рис. ̂ 92
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8.3. Признак перпендикулярности 
плоскостей

Мы уже знаем, что каждая из двух взаимно пер­
пендикулярных плоскостей содержит перпендику­
ляр к другой плоскости. Обратное утверждение — 
основной признак перпендикулярности плоскостей.

Теорема 8.1.

Если плоскость проходит через перпендикуляр 
к другой плоскости, то эти плоскости взаимно 
перпендикулярны.

Доказательство. Пусть плоскость а  содержит пря­
мую а, перпендикулярную плоскости р (рис. 91, а).
Тогда прямая а пересекает плоскость р в точке О.
Точка О лежит на прямой с, по’которой пересекают­
ся плоскости а и р .  Проведем в плоскости р через О 
прямую Ы -С .  Так как а ± р  и б лежит в плоскости р, 
то а^-Ь. Следовательно, а_1_р. Щ

Данный признак имеет простой практический 
смысл: плоскость двери, навешенной'*на перпенди­
кулярный полу косяк, перпендикулярна плоскости 
пола при всех положениях двери (рис. 93). О дру­
гом практическом применении этого признака уже 
говорилось: когда требуется проверить, верти­
кально ли установлена плоская поверхность (стена, 
забор и т .п .) , то это делается с помощью отвеса.
Отвес всегда направлен вертикально, и стена стоит 
вертикально, если в любом ее месте отвес, распо­
лагаясь вдоль нее, не отклоняется.

8.4. Две пересекающиеся 
перпендикулярные 
третьей плоскости

Следующую теорему можно рассматривать как 
еще один признак перпендикулярности прямой и 
плоскости.

Рис. 93

ПЛОСКОСТИ.

Теорема 8.2.
Если две плоскости, перпендикулярные третьей 

плоскости, пересекаются, то прямая их пересечения 
перпендикулярна третьей плоскости.

Доказательство. Пусть две плоскости а и р ,  
пересекающиеся по прямой а, перпендикулярны Рис. 94
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плоскости у (рис. 94). Тогда через любую точку 
прямой а проведем прямую, перпендикулярную 
плоскости у. Согласно свойству 2 эта прямая ле­
жит и в плоскости а, и в плоскости р, т. е. совпадает 
с прямой а. Итак, а ± у .  |

Задачи
&  Разбираемся в решении

8.1.(3). Через середины сторон треугольника проведены плоскости, перпендику­
лярные этим сторонам. Докажите, что общая прямая плоскостей пер­
пендикулярна плоскости треугольника. Обобщите утверждение.

Решение.
Пусть ЛВС — данный треугольник, точка К  — середина стороны 

А С, точка С — середина стороны ВС, точка М — середина стороны АВ. 
Плоскость, перпендикулярную (АС) и проходящую через /С, обозна­
чим а, плоскость, перпендикулярную (ВС) и, проходящую через 
С,— р, а плоскость, перпендикулярную (АВ) и проходящую через 
М,— у (рис. 95).

Прежде всего докажем, что все эти плоскости имеют общую пря­
мую. Возьмем сначала плоскости а и р .  Каждая из них пересекает 
(АВС). Прямые пересечения этих плоскостей с (АВС) являются сере­
динными перпендикулярами к отрезкам АС  и ВС (?),  а потому имеют 
общую точку. Так как а  и р ; имеют общую точку, то они имеют общую 
прямую — назовем ее а. (Разумеется, а  и р не совпадают (?).)

Докажем, что прямая а лежит в плоскости у. Так как а с  а , то 
все точки прямой а равноудалены от точек Л и С. Так как а с р ,  то 
все точки прямой а равноудалены от точек С и В. Отсюда следует, 
что все точки прямой а равноудалены от точек Л и В, а потому прямая а 
лежит в плоскости, перпендикулярной (АВ) и проходящей через 
точку М — середину отрезка ЛВ, т. е. в у.

Теперь докажем, что а±(Л В С ). Так как (ЛС)_1_а и (ЛС)с(ЛВС), 
то (ЛВС)_1_а. Так как (В С )± р  и (ВС)с(ЛВС), то (ЛВ С)±р. Но тогда 
(ЛВС) перпендикулярна прямой пересе­
чения плоскостей а  и р, т. е. прямой а.

Теперь займемся обобщениями. В этой 
задаче естественно вместо треугольника 
взять многоугольник. Самостоятельно 
сформулируйте и докажите это общее 
утверждение. Обобщая, можно пойти и 
в другом направлении, отбросив условие, 
что плоскости проходят именно через се­
редины сторон треугольника. Как будет 
выглядеть это обобщение и как оно до­
казывается? И наконец, можно объеди­
нить и первое, и второе обобщение. Сде­
лайте это. * Рис. 95

в
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8.2.(3).

8.3.(3).

8.4.(2). 

8.51(4).

8.6.(2).

8.7.(4).

8.8.(2).

Дополняем теорию • " '

Две плоскости взаимно перпендикулярны. Из одной точки проведены 
перпендикуляры к этим плоскостям. Докажите, что. и он и . взаимно 
перпендикулярны. Сформулируйте и проверьте обратное утверждение.

^  Рисуем

Пусть РАВСО  — правильная четырехугольная пирамида. Нарисуйте 
ее сечение плоскостью: а) проходящей через диагональ основания 
перпендикулярно его плоскости; б) перпендикулярной двум противо­
положным граням; в) перпендикулярной двум соседним боковым 
граням.

€  Представляем

Точки А и В лежат в двух перпендикулярных плоскостях вне их 
общей прямой. Сколько существует точек X на их общей прямой, 
таких, что треугольник АХВ  прямоугольный ( ^.Л^ =  9 0 ° )?
Три плоскости расположены так, что каждые две из них взаимно 
перпендикулярны. Проводится четвертая плоскость, пересекающая 
все три по различным прямым, причем к одной из данных плоскостей 
она перпендикулярна, а) Попробуйте без рисунка установить, на 
сколько частей разделили пространство все эти плоскости, б) Как 
расположены прямые, по которым проведенная плоскость пересекается 
с плоскостями, к котор»ым она не перпендикулярна?

- =  Планируем

Два равносторонних треугольника АВС  и АЭС  лежат в перпенди­
кулярных плоскостях. |ЛС| =  1. Вычислите \ВО\. Как вы будете 
решать задачу, если треугольники АВС  и АОС  будут: а) равнобедрен­
ными с общим основанием; б) прямоугольными с общим катетом;
в) равными? Во всех случаях считайте, что стороны треугольников 
известны. Выберите сами для них числовые значения и получите 
результат.
В четырехугольной пирамиде две грани перпендикулярны основанию. 
Нарисуйте высоту пирамиды, если основанием является: а) квадрат; 
б) прямоугольник; в) ромб; г) равнобедренная трапеция; д) парал­
лелограмм; е) четырехугольник, имеющий ось симметрии. Как ее 
вычислить в пирамиде, у кот<эрой все ребра известны? Выберите сами 
числовые данные и получите результат.

_ Находим величину
Равнобедренный прямоугольный треугольник расположен так, что 
его катеты лежат в двух перпендикулярных плоскостях. Его гипо­
тенуза равна 2, расстояние от одной из вершин до прямой пересечения 
этих плоскостей равно 1. Чему равно расстояние от другой вершины 
до прямой пересечения?
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Ищем границы

8.9.(3). Дан правильный тетраэдр. 1) Нарисуйте5 его сечение плоскостью,
у' перпендикулярной основанию и проходящей через: а) точку внутри

бокового ребра; б) точку внутри ребра основания. 2) Пусть ребро 
тетраэдра известно, а положение точки' на ребре фиксировано. Смо­
жете ли вы найти, в каких границах лежит площадь1 сечения?

^  Доказываем
{ .

8.10.(3). Треугольники АВС  и АВО  прямоугольные с прямым углом при верши­
не В, (АВС)±(АВО). Докажите, что: а) (А В С )± (В С О ); б) (А В О )±  
_1_(вС/)); в) (АСО) не перпендикулярна плоскостям этих треуголь­
ников. .

8.11.(3). В правильной четырехугольной пирамиде две противоположные бо­
ковые грани взаимно перпендикулярны. Докажите, что и другие боковые 
грани также взаимно перпендикулярны. '

8.12.(3). Из точки А проведен перпендикуляр АВ  на''плоскость а. Из точки В 
проведен перпендикуляр ВС  на прямую а, лежащую в плоскости а. 
Из точки С проведен перпендикуляр СП к прямой а. Докажите, что 
Дб=(ЛВС).

8.13.(3). Постройте плоскость, которая-перпендикулярна данной плоскости и 
проходит через данную прямую.

8.14.(4). Дан прямоугольник АВСО. (ЯД)±(/4ВС). Докажите, что прямая пере­
сечения плоскостей АВ Р  и СОР перпендикулярна плоскости АРБ.

8.15.(4). Имеется п плоскостей. Через данную точку проведены прямые, перпен­
дикулярные всем этим плоскостям. Докажите, что все эти прямые 
лежат в одной плоскости при таких условиях: а ) все плоскости 
пересекаются по одной и той же прямой; б) каждые две плоскости 
пересекаются, причем прямые пересечения параллельны между собой.

Исследуем

8.16.(2). Две окружности лежат в перпендикулярных плоскостях и имеют 
общую точку и касательную. Нарисуйте'такие диаметры окружностей, 
которые перпендикулярны между собой.'Сформулируйте вывод! Составь­
те и проверьте обратное утверждение. Проделайте такую же работу,1 
если окружности имеют общую хорду. Как будут обстоять дела, если 
окружности будут иметь единственную общую точку, но общей каса­
тельной у них не будет?

8.17.(3). Треугольники АВС  и АВО  равносторонние и лежат в перпендикулярных 
плоскостях, а) Докажите, что (СКО) перпендикулярна плоскости 
каждого из них, если точка К  — середина стороны АВ. б) Докажите, 
что другой такой же плоскости через прямую СО не провести, в) Бу­
дут ли перпендикулярны плоскости АСО. и ВСР? г) Изменятся ли 
результаты, если вместо, равносторонних треугольников взять равно­
бедренные с общим основанием АВ?
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8.18.(3). Пусть А В С й  и А В К Ь — два квадрата, плоскости которых перпенди­
кулярны. Докажите, что: а) (ЛД/,) перпендикулярна плоскости 
каждого квадрата; б) (А0К)±.(АВК)\  в) (ЛДК)_1_(ВС1); г) ( /Ш 1 )±  
_1_(ЛД1). Будут ли перпендикулярны плоскости (ОВК) и (ЛС1)?

8.19.(3). Можно ли через одну точку пространства провести четыре плоскости, 
из которых каждые, две взаимно перпендикулярны?

8.20.(4). Три плоскости попарно перпендикулярны. Прямоугольник располо­
жен так, что одна его сторона лежит в одной из данных плоскостей, 
а противоположная сторона — в другой. Как расположена плоскость 
прямоугольника по отношению к третьей из данных плоскостей?

8.21.(4). Из каких трех утверждений можно вывести четвертое: а ±  а, 6 ± р ,  
а ± 6 ,  а_1_р?

^ Рассуждаем

8.22.(2). Докажите, .что: а) если прямая пересекает каждую из двух перпен­
дикулярных плоскостей, то она не перпендикулярна каждой из них;
б) если прямая пересекает каждую из двух пересекающихся пло­
скостей и перпендикулярна хотя бы одной из них, то эти плоскости 
не перпендикулярны.

§ 9. Параллельные плоскости
9.1. Первый признак параллельности 

плоскостей
Для расположения двух плоскостей в прост­

ранстве возможны два случая.
1. Дее плоскости имеют хоть одну общую точку.

Тогда по аксиоме пересечения плоскостей их пере­
сечение есть прямая. Такие плоскости называются 
пересекающимися.

2. Дее плоскости не имеют общих точек. Такие 
плоскости называются параллельными.

Для параллельных плоскостей а , и р применяется 
обозначение а ||р . Существование , параллельных 
плоскостей легко вытекает из следующего простого 
признака, параллельности плоскостей.

Теорема 9.1.

Две плоскости, перпендикулярные одной прямой, 
параллельны.

Доказательство. Действительно, такие две пло­
скости не могут иметь общих точек, так как через 
каждую точку проходит лишь одна плоскость, Рис. 96
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перпендикулярная данной прямой (теорема 7.2). 
Следовательно, эти плоскости параллельны. |

Построив теперь две плоскости, перпендику­
лярные одной прямой (задача 1 § 7), получим 
параллельные плоскости (рис. 96).

Параллельные плоскости и' их общие перпенди­
куляры мы наблюдаем постоянно на таких приме­
рах, как пол и потолок, перпендикулярные ребру 
угла комнаты, и т .п . Плоскости, перпендикулярные 
одной прямой, можно представлять себе насажен­
ными на нее, как листы картона на спицу.

Покажем, решив задачу на построение, что 
через каждую точку, не лежащую на данной пло­
скости, проходит параллельная ей плоскость.

Задача.
Через точку А, не лежащую на плоскости а, про­

вести плоскость, параллельную а.
Решение. Проведем любую прямую а, перпенди­

кулярную плоскости а  (как это возможно сделать, 
указано в § 7). Через точку А проведем плоскость р, 
перпендикулярную прямой а (рис. 97). Это воз­
можно в силу теоремы 7.2. По теореме 9.1 пло­
скости а и р  параллельны, т. е. р — искомая пло­
скость. и

Единственность решения этой задачи будет до­
казана позднее.

Рис. 97

9.2. Леммы о пересечении прямой 
или плоскости с параллельными 
плоскостями

Лемма 9.1 (о пересечении двух  ,параллельных 
плоскостей третьей плоскостью).

Прямые, по которым две параллельные пло­
скости пересекают третью плоскость, параллельны.

Доказательство. Пусть параллельные плоскости 
а и р  пересекают плоскость у по прямым-а и >Ь 
соответственно (рис. 98). Прямые а и Ь лежат 
в одной плоскости у. Они не имеют общих то-, 
чек, так как лежат в плоскостях а  и р, не имею­
щих общих точек. Поэтому прямые а и 6 парал-, 
лельны. |

Лемма 9.2 (о пересечении прямой с двумя па­
раллельными плоскостями). ] ' Рис. 98

4 А. Д . Александров «Геометрия, 10 кл.»



Если прямая пересекает одну из двух парал­
лельных плоскостей, то она пересекает и другую 
из них.

Доказательство. Пусть плоскости а и р  парал- /  
лельны и прямая с пересекает плоскость а  в точ- /
ке А (рис. 99). Возьмем любую точку С в пло- ^
скости р и проведем плоскость у через прямую 
с и точку С. Плоскость у пересекает плоскости 
а  и р, так как она имеет с ними общие точки 
А и С соответственно. По лемме 9.1 прямые а и 6, у
по которым у пересекает а  и р, параллельны. Пря- /
мая с лежит с параллельными прямыми а и Ь
в одной плоскости у и пересекает прямую а в
точке А. Из аксиомы параллельности следует, что 
прямая с пересекает и прямую Ь в некоторой точке В. рис. 99
Но тогда точка В — общая точка прямой с и пло­
скости р. Прямая с не лежит в р, так как с проходит 
через точку А вне плоскости р. Значит, пряма!я с 
пересекает плоскость р. Ц

9.3. Основная теорема о параллельных 
плоскостях

Теорема 9.2 (основная теорема о параллельных 
плоскостях).

Через каждую точку, не лежащую в данной пло­
скости, проходит плоскость, параллельная данной, 
и притом только одна.

Доказательство. Пусть даны плоскость а  и не 
леж ащ ая в ней точка А. Существование плоскости 
Р1|а, которая проходит через точку Л, мы доказали, 
решив задачу в п. 9.1 (рис. 97).

Докажем единственность такой плоскости. Возь­
мем любую другую плоскость у, проходящую через 
точку Л, и покажем,, что у пересекает а  (рис. 100). 
Для этого достаточно доказать, что в плоскости у 
найдется прямая, пересекающая плоскость а . Та­
кую прямую легко построить. Возьмем в у любую 
точку В у не лежащую в плоскости р, и проведем 
в плоскости у через точки Л и В прямую р. Прямая р 
пересекает шюскость р в точке Л. Поэтому в силу 
леммы 9.2 прямая р пересекает и плоскость а  
в некоторой точке С. Оказалось, что точка С —
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общая точка двух плоскостей а и у. И так,.у пере­
секает а. Поскольку все плоскости, проходящие 
через точку А и отличные от плоскости р, пересекают . 
плоскость а, то р — единственная плоскость, па,-г 
раллельная плоскости а, которая проходит через 
точку А. Щ

Следствие 1.

Если плоскость пересекает одну из двух па­
раллельных плоскостей, то она пересекает и другую 
из них. <

Доказательство. В противном случае через одну 
точку проходили бы две плоскости, параллельные 
одной и той же плоскости, что невозможно по 
теореме 9.2. Щ

Следствие 2.______________ ■
Две плоскости, параллельные третьей, па­

раллельны.

Доказательство. Если две плоскости Р и у па­
раллельны плоскости а, то они не имеют общей 
точки, так как в противном случае через эту точку 
проходят две плоскости, параллельные

Это следствие и дает признак параллельности 
шюскостёй.

Замечание. Обратите внимание на аналогию с 
параллельными прямыми на плоскости: начиная 
с определения, большинству доказанных здесь пред-  ̂ ,
ложений о параллельных плоскостях соответствуют 
такие же предложения ‘ о параллельных прям ы х/ 
на плоскости. Сформулируйте их. , \  ;

9.4. Прямая, перпендикулярная двум 
параллельным плоскостям

, Завершим этот параграф теоремой, котррую мож- ; 
но рассматривать как еще один , признак перпен­
дикулярности прямой и плоскости. /

Теорема 9.3.___________________________  '
Еслш две плоскости параллельны, . то прямая, 

перпендикулярная, одной из них, перпендикулярна 
и другой.



Доказательство. Пусть плоскости а и р  па­
раллельны друг другу и прямая а перпендикулярна 
плоскости а  (рис. 101). Значит, а пересекает а , 
а потому (по лемме 9.2) она пересекает и парал­
лельную ей плоскость р в некоторой точке В.

Через точку В проходит плоскость, перпенди­
кулярная прямой а; обозначим ее у. Она парал­
лельна плоскости а  (по теореме 9.1). Но пло­
скость р параллельна плоскости а  по условию, и 
тоже проходит через точку ,В. Так как через В 
проходит только одна плоскость, параллельная 
плоскости а  (по теореме 9.2), то р и у совпадают.
И так как а_1_у, то а ± р .  ■

Замечание. Итак, чтобы построить перпенди: 
куляр к данной плоскости, достаточно провести 1 его 
к плоскости, параллельной данной.

На практике, например, когда нужно подпереть 
потолок или перекрытие, упирают столб перпенди­
кулярно полу и тем самым опускают перпендикуляр 
на потолок.

Задачи

Разбираемся в решении

9.1.(4). Какой вид имеют сечения куба, перпендикулярные его диагонали?
Какое из них имеет наибольшую площадь? Чему она равна в кубе с 
ребром 1?

Решение.
Такие сечения мы уже знаем (задача 7.7). Одно из них — пло­

скостью В \0 \А .  Все остальные будут ему параллельны (?).
Разберемся сначала с формой этих сечений. Для удобства будем 

считать, что переменное сечение движется параллельно себе по на­
правлению от вершины А\ к вершине С. Пусть точка К \ — точка 
пересечения диагонали А\С  с плоскостью В\0 \А .  Пересекая отрезок 
А\К\  внутри его, переменное сечение будет треугольником (?). Сразу 
же заметим, что треугольник в сечении будет получаться и еще на 
одном участке диагонали — от точки К2 — точки пересечения диаго­
нали А\С  с (В1)С\) — до С. На участке /С1/С2 сечение можно легко 
нарисовать. Эта легкость обеспечивается теоремой о том, что две 
параллельные плоскости пересекаются третьей по параллельным 
прямым. Из рисунка 102 видно, что на этом участке сечение является 
шестиугольником.

Любопытный получился шестиугольник! У него все углы равны 
(?) и стороны, идущие через одну, равны между собой ,(?). Изучение 
свойств такого шестиугольника — прекрасное упражнение в геометрии.

Однако вернемся к нашей задаче. Следующий вопрос — о наи-
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м
Рис. 102

большей площади такого сечения. Прежде 
чем писать для нее формулу и вычислять 
ее наибольшее значение, попытаемся пред­
сказать результат.

Представьте себе, что вы разглядываете 
это переменное' сечение в направлении 
диагонали А\С , от А\ к С. А еще лучше 
возьмите, куб и нарисуйте на нем такие же 
сечения. После того как оно пройдет точ­
ку К и оно станет; как мы уже знаем, шести­
угольником. Некоторое время после про­
хождения точки /Сь похоже, его площадь 
будет увеличиваться. До каких же пор?

Теперь представьте ! себе другого наб­
людателя, который смотрит в направлении 
диагонали СА\ на переменное * сечение, 
движущееся от С к А\. В силу симметрии 
ситуации он также будет видеть сечение, 
увеличивающееся, по площади. Когда эти два увеличивающихся 
сечения встретятся, тогда и получится сечение с наибольшей пло­
щадью. Где же произойдет эта встреча? Из. соображений симметрии 
заключаем, что это произойдет в середине отрезка А\С.

Эти рассуждения ; подсказали, нам ответ. Теперь перейдем к его 
обоснованию. Считать площадь шестиугольника произвольной формы 
непросто. Поэтому сделаем так. Три стороны этого сечения, лежащие 
в гранях АВСО , ВВ 1С 1С, СС1Д 1Д, продолжим до пересечения с пря­
мыми ВС, СС1, С й  в точках /С, С, М соответственно. (А почему в 
результате получится,треугольник /(ХМ?) Тогда 5  — площадь шести­
угольника— можно найти как разность 5 1 — площади треугольника 
/ССЛГи 352, где 5 2— площадь малого треугольника в плоскости се­
чения при вершинах /С, С, М. (А почему эти три площади равны?) 
Обозначим | С\Ь \ = х .  Тогда

5 2=  ? § .х 2- (?),  5,  =  -^(1 + * )2 (?) и 5 =  ^ ( - 2 * 4 . 2 * +  1).

Из свойств полученного квадратного трехчлена, учитывая, что 
(?), можно получить ответы на все вопросы к задаче. Мы 

знаем, что, кроме шестиугольного сечения, возможно и треугольное. 
До конца задачу доведите самостоятельно.

Дополняем теорию

9.2.(2). Докажите, что отрезки параллельны* прямых, заключенные между 
параллельными плоскостями, равны. ,

9.3.(2). сх!||оь2, М р 2, а !П Р |= я , агПРг~ Ь .  Докажите, что прямые а и Ь па­
раллельны.

9.4.(4). Докажите, что параллельность плоскостей равносильна параллель­
ности перпендикуляров к этим плоскостям.
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9.5.(2).

9.6.(2).

9.7.(14).

9.8.(2).

9 .9.(3).

9.10. (2).

9.11.(3).

^  Рисуем

Пусть АВСОА\В\С{й\ —  куб. Нарисуйте, его сечение плоскостью 
КЬМ  при таком расположении этих точек: а), К  лежит внутри ребра 
А \ й ь Ъ лежит внутри ребра А \В \ ,М  лежит внутри ребра А й;  б) К  ле­
жит внутри ребра А\В\,  ^  лежит внутри.ребра А \б \ ,  М  лежит внутри 
ребра СО; в) К  лежит внутри ребра А \В \, Ь лежит внутри ребра 
А \0 \ ,  М лежит внутри ребра О О 1; г) К  лежит5внутри ребра А\В\, ^  
лежит внутри ребра А \й и  М  лежит внутри ребра СС\\ д) К лежит 
внутри ребра А\В\,  ^  лежит внутри ребра< й б  1, М  лежит внутри 
ребра ВС.
Пусть А В С й А \В \С \0 \  — куб. Нарисуйте его сечение плоскостью, 
которая проходит через: а) точку Л и перпендикулярна (В В \Б ) ;
б) точку А и перпендикулярна (АА\С); в) точку А и перпендикулярна 
(СВ\0\); г) (ЛС|) и перпендикулярна (А\В\0\); д ) {АС\) и перпен­
дикулярна (00\В\);  е) (ЛС|) и перпендикулярна (.А\В\С); ж) (Ай\)  
и перпендикулярна (СйО \);  з) (А й \)  и перпендикулярна (ЛВС|);
и) (А й  1) и перпендикулярна (ЛЛ1С).
Пусть А В С 0 А \В \С \0 \  — прямоугольный параллелепипед, точка Р — 
центр симметрии грани А \В \С \0 \,  точка О — середина диагонали 
А\С. Нарисуйте его сечение плоскостью: а) проходящей через Р и 
перпендикулярной {А\В\);  б) проходящей через Р и перпендикулярной 
(А й );  в.) проходящей через О и перпендикулярной (АА\). Какого 
вида четырехугольник получается в таком сечении?

: €  Представляем

На сколько частей могут разбить пространство: а) две плоскости;
б) три плоскости! в) четыре плоскости? Попытайтесь найти наиболь­
шее число частей разбиения в общем случае, когда число плоскостей 
равно п.
а) Через точку внутри грани прямоугольного параллелепипеда про­
ведены плоскости, параллельные другим его граням. На сколько 
частей они разбили параллелепипед? Ответьте на тот же вопрос, 
если точка взята внутри прямоугольного параллелепипеда, б) Решите 
аналогичную задачу про тетраэдр, в) Ответьте на аналогичный 
вопрос, если такие плоскости проведены через середину каждого 
ребра тетраэдра.

- =  Планируем

Пусть А В С й А \В \С \0 \  — куб. Нарисуйте прямую, проходящую через 
середину ребра С\й\  и пересекающую прямые АА\ и ВС. Как вы­
числить длину отрезка этой прямой, заключенного между прямыми 
АА\ и ВС, если ребро куба известно?
Точка ф — центр основания правильной пирамиды РАВС. 1) Нари­
суйте сечение пирамиды плоскостью, параллельной (АВС) и про­
ходящей через: а) точку К  внутри ребра РВ; б) точку Ь внутри
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9.12.(3).

9.13.(3). 

9,.14.(3).

9.15. (4).

9.16.(4).

9.17.(2).

. грани РАС ; в) точку М внутри отрезка Рф. Какой по форме тре­
угольник получается в этих сечениях? 2) Пусть через точку Ы, ле­
жащую внутри РС}, проведены два, сечения, параллельные двум 
боковым граням пирамиды. Докажите, что они равны. 3) Как вы­

числить длину общего отрезка двух сечений из п. 2, если известны 
боковое ребро пирамиды, ;угол при ее, вершине, и 1РМ?
Точка <2 — центр основания правильной пирамиды РАВСй.  а) На­
рисуйте ее сечение плоскостью, параллельной (АВС) и проходящей 
через точку внутри отрезка РС?• Какой четырехугольник получился 

, в этом сечении?. б) Через середину, высоты пирамиды проходят два 
сечения, параллельные противоположным боковым граням' пирамиды. 
Как вычислить! длину, их общего отрезка* если известны боковое ребро 
и высота пирамиды? в) Ответьте на тот же вопрос, если два сечения 
проведены через середину высоты пирамиды параллельно соседним 
боковым граням. * . '• <; г

‘ - Ищем границы

В правильной пирамиде Р А В С й  рассматриваются сечения плоскостью, 
параллельной (Р К Ц ,  где точка К  — середина ребра АО, а точка Ь — 
середина ребра ВС. Какое из этих сечеййй имеет наибольшую пло­
щадь? Чему, она равна, в пирамиде,, у которой все; ребра равны 1? 
В правильной четырехугольной пирамиде; со стороной основания й 
и углом при вершине <р через центр, основания проведено сечение, 
параллельное боковой грани. Найдите периметр и площадь этого 
сечения. Исследуйте их вгзависимрсти от <р. ,
Дан правильный тетраэдр. Переменная плоскость перпендикулярна 

; отрезку, соединяющему середины его противоположных ребер, а) Д о­
кажите, что четырехугольник, полученный в сечении «тетраэдра такой 
плоскостью, является прямоугольником, б) Может ли он быть квадра­
том? в) Будет ли это выполняться для произвольной правильной 
треугольной пирамиды?^ г) В каких границах находится площадь 
такого сечения в правильном тетраэдре с ребром 1? д) Можете ли вы 
установить, в каких границах находится периметр такого сечения в 
правильной треугольной пирамиде с ребром основания й\ и боковым 
ребром ^ 2?
В правильной четырехугольной пирамиде проводится сечение, перпен­
дикулярное: а) диагонали основания; б) ребру основания; в) боково­
му ребру. Какую оно может иметь форму? Можете ли вы установить, 
в каких границах находятся площадь и периметр такого сечения, 
если все ребра пирамиды равны 1?

Доказываем ' ,(У> ) ) ‘
Докажите, что: а) параллельны противоположные грани прямоуголь­
ного. параллелепипеда; б) параллельны основания прямой призмы. 
(Две плоские фигуры называем параллельными, если они лежат в 
параллельных плоскостях.)
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9-18.(2). Плоскости.:<х и р перпендикулярны плоскости у и проходят через 
две параллельные прямые плоскости у. Докажите, чтоплоскости а и р  
параллельны. Обобщите это утверждение.

9.19.(3). Три параллельные плоскости пересекаются двумя прямыми. Докажите, 
что длины полученных отрезков составляют пропорцию. Сформулируй­
те и проверьте обратное утверждение.

Ф Исследуем

9.20.(3). оь||р, у Х а ,  у Хр .  Из каких двух утверждений (из данных трех) можно 
вывести третье?

9.21.(3). Из каких трех утверждений можно вывести четвертое: а 1 Х аг, Р1 Х Р 2, 
« 1 II Рь «2 || Рг?

9.22;(4). Пусть РАВС  — правильный тетраэдр; точка <2 — центр его основания, 
точка К  лежит внутри ребра РВ. Нарисуйте' его сечение плоскостью, 
проходящей через точку К  и перпендикулярной: а) (ВС); б) (РВ);
в) (РС); г) (Р($). Какое из них ,имеет, большую площадь (в зави­
симости от положения точки К  на ребре)?

Прикладная геометрия
9.23.(4). На горизонтальной плоскости закреплен крюк. К нему с помощью 

трех веревок надо подвесить кольцо так, чтобы его плоскость также 
была горизонтальной. Как вы это сделаете?

К д  Участвуем в олимпиаде

9.24.(3). Д ана четырехугольная пирамида с выпуклым основанием. Докажите, 
что в ее сечении можно получить параллелограмм.

§ 10. Параллельность прямой 
и плоскости

10.1. Классификация взаимного
расположения прямой и плоскости

Если прямая не лежит в данной плоскости, то 
она имеет с нею не более одной общей точки (соглас­
но аксиоме 3). Поэтому для взаимного располо­
жения прямой и плоскости мыслимы три случая.

1. Прямая лежит (содержится) в плоскости.
2. Прямая имеет с плоскостью только одну 

общую точку. Тогда говорят, что прямая пересекает 
плоскость.

3. Прямая не имеет с плоскостью общих точек.
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Определение.

Если прямая и плоскость не имеют общих то­
чек, то они называются параллельными.

Говорят также, что плоскость параллельна пря­
мой или что прямая параллельна плоскости. Для 
параллельности прямой а и плоскости а  приме­
няется обозначение а ||а  или а || а.

Существование прямых, параллельных пло­
скости, очевидно, так как любая прямая, лежащ ая 
в одной из двух параллельных плоскостей, не имеет 
с другой общих точек и потому ей параллельна 
(рис. 103). Так что через одну точку, не лежащую 
в данной плоскости, проходит много прямых, па­
раллельных этой плоскости. Как показывает сле­
дующая лемма, все такие прямые заполняют 
плоскость, параллельную данной.

Лемма 10.1 (о плоскости параллелей).

Прямые, параллельные данной плоскости и про­
ходящие через данную точку, не лежащую в. этой 
плоскости, содержатся в плоскости, параллельной 
данной, и заполняют ее.

Доказательство. Пусть точка А не лежит в 
плоскости а, а плоскость р проходит через А и 
параллельна а. Тогда все прямые, которые лежат 
в р и  проходят через Л, не имеют с а  общих точек, 
т. е. параллельны а. Такие прямые заполняют всю 
плоскость р. Других прямых, проходящих через А 
и параллельных а , нет. Действительно, любая 
прямая, проходящая через А и пересекающая 
плоскость р, пересекает и плоскость а  (по лем­
ме 9.2). |

10.2. Признак параллельности прямой 
и плоскости

Теорема 10.1 (признак параллельности прямой и 
плоскости).

Если прямая параллельна некоторой прямой, 
лежащей в данной плоскости, но сама не содержит­
ся в ней, то она параллельна этой плоскости.
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Доказательство. Пусть прямая а параллельна 
прямой Ь, лежащей в плоскости а , но не лежит в 
плоскости, (рис. 104). Если бы а пересекала пло­
скость а , то по лемме 3:1 и параллельная ей прямая 
Ь должна была бы пересекать плоскость а. Но Ь не 
пересекает а , так как Ь а  а. Поэтому а не пересе­
кает а , т. е. а\\а. Щ 1

Замечание. Теорему 10.1 легко доказать и не 
ссылаясь на лемму. ЕсЛи Ь\\а, то эти прямые лежат 
в одной плоскости р й Ь =  а  Пр. И так как а . не 
пересекается с Ь, то а не пересекается , с а .

10.3. Второй признак параллельности 
плоскостей

Теорема 10.1 позволяет доказать часто употреб­
ляющийся признак параллельности плоскостей:.

Теорема 10.2.

Если две пересекающиеся прямые, лежащие в 
одной плоскости, соответственно параллельны двум, 
прямым, лежащим в другой плоскости, то эти пло-;. 
скости параллельны.

Доказательство. Пусть даны две плоскости а  и 
Р, в плоскости а  лежат прямые а й Ь, а в плоскости р 
лежат прямые а\ и Ъ\. Пусть, кроме того, а ||а |,
Ь\\Ь\ и а | и Ь\ пересекаются в точке О (рис. 105):
По теореме 10.1 прямые а\ и параллельны пло­
скости а . По лемме 10.1 прямые а,\ и Ь[ лежат в 
плоскости, параллельной плоскости а  и проходящей 
через точку О. Плоскостью, проходящей через точ­
ку О, в которой лежат прямые а г  и Ь\, является 
плоскость р. Поэтому р ||а . ■

Задачи

Разбираемся в решении
10.1. В правильном тетраэдре РАВС  с ребром 2 через точку /( — середину 

ребра РА — проводится сечение, параллельное (В С ). В каких границах 
находятся его площадь и периметр? 1

Решение.
Приведем решение этой несложной задачи, ибо в ней есть некоторые 

«тонкости».
Прежде всего, какова форма сечения? Для того чтобы установить 

это, полезно (но необязательно) представить себе некую переменную
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Рис. 106

плоскость, удовлетворяющую условию 
задачи. В нашем случае такой плос­
костью является, например, плоскость, 
проходящая через прямую (КЩ (ВС)
(рис. 106).’ Представим себе, что такая 
плоскость вращается вокруг (КЬ). Что 
же увидим в сечении тетраэдра такой 
плоскостью?

Увидим треугольник с вершиной в 
точке К, одна из сторон которого па­
раллельна (ВС) (?). Такая сторона мо­
жет лежать в грани АВС  и в грани РВС.
При более внимательном взгляде обна­
руживается, что треугольник этот равно­
бедренный и точка К — его вершина (?).

Треугольник КВС для большей общности также будем считать 
одним из возможных сечений. Эта оговорка необходима, так как по 
определению прямая, лежащ ая в плоскости, не является ей парал­
лельной. А у нас прямая ВС  лежит в плоскости КВС. Эту оговорку 
(а также ей аналогичную для переменной плоскости, параллельной 
некоторой плоскости) примем на все задачи подобного рода.

Кроме того, нельзя забывать о плоскости РКС. Сечение тетраэдра 
этой плоскостью — отрезок РА.

Итак, сечение тетраэдра в этой задаче — равнобедренный тре­
угольник или отрезок. Можно договориться для некоторой общности 
результатов, что площадь отрезка принимается равной 0. (С перимет­
ром отрезка дело обстоит сложнее, но содержательно это уже ничего 
не добавляет.)

Разберемся теперь с площадью треугольного сечения. Пусть МЫ — 
переменное основание сечения, КО — переменная его высота. (Здесь 
надо объяснить, почему точка О находится на отрезке АТ, где точка 
Т — середина ребра ВС.) Можно доказать, что наибольшее значение 
|ММ| равно ]ВС\, а наибольшее значение |/ ( 0 | равно \КТ\ (?). 
Тогда наибольшее значение площади сечения равно 5 ДКВС (?).

Наименьшего значения площадь треугольного сечения не дости­
гает, ибо основание' |МЫ |; а значит, и площадь треугольника КМЫ 
(при ограниченности высоты КО) можно сделать сколь угодно малыми.

Перейдем к периметру сечения. Он равен 2\КМ \-\-  |Л М |. Наиболь­
шее значение |МЛП равно \ВС\, а наибольшее значение \КМ\ равно 
I /(С | (?). Поэтому наибольшее значение периметра сечения — периметр 
треугольника КВС. Вычислите его.

Наименьшее значение периметра сразу определить трудно (?).
Пусть \АМ\ = х .  Тогда |ЛПУ| = х ,  \КМ\ =-\/х2— х - \ - 1 (по теореме коси­
нусов из треугольника А КМ), а периметр 2-\/х2—х - \-1 + * ( 0 < х < 2 )  (?).

| Можно доказать, что на этом промежутке .периметр больше чем 2.
Д ля этого достаточно решить неравенство 2л]х1—х-\- 1 4-х > 2  и уви­
деть, что оно выполняется при всех х > 0  (?).
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(0 .2 .(2 ).

10.3.(2).

10.4.(2).

10.5. (2).

10.6. ( 2).

10.7.(3).

10.8.(3).

10.9.(3).

10.10.(3).

Отсюда же следует, что периметр может быть сколь угодно близким 
к 2 (?). Значит, периметр сечения; не имеет наименьшего значения. 

(Постарайтесь объяснить, почему-мы взяли > число. 2.)
Итак, ответ: площадь треугольного сечения лежит в границах от 

0 до -\/2,: не включая 0; периметр, треугольного сечения лежит в гра­
ницах от 2 .до 2+-\/3 , не включая 2.

/ ^  Дополняем теорию •
Докажите такие признаки параллельности прямой и плоскости (при 
условии, что прямая не лежит в этой плоскости):
Прямая и плоскость, параллельны, если: , а) существует плоскость, 
параллельная данной прямой, и плоскости; б) существует прямая, 
параллельная данной прямой и плоскости; в) существует прямая, 
перпендикулярная данной прямой и плоскости; г) существует плос­
кость, перпендикулярная данной прямой и плоскости. .
Прямая а параллельна плоскости а  и лежит в плоскости р. Плоскости 
а и р  пересекаются по прямой Ь. Докажите, что прямые,а и Ь парал­
лельны. ,
Если использовать понятие, параллельной проекции, то после этой 
задачи можно сформулировать такое утверждение: «Прямая парал­
лельна плоскости тогда й только тогда, когда . она параллельна своей 
проекции на эту плоскость» (при условии, что.она не лежит в этой 
плоскости). Проверьте его справедливость. ,
Пусть а || Ь, а  || а , Ь имеет с плоскостью а  общую точку. Докажите, 
что прямая Ь лежит в плоскости а.
Плоскости а  и р пересекаются по прямой Ь. Прямая а параллельна 
каждой из этих плоскостей. Докажите, что она параллельна пря­
мой Ь.
Докажите, что две плоскости перпендикулярны, если одна из них 
параллельна перпендикуляру к другой плоскости.
Две прямые пересекаются, и каждая из них параллельна плоскости а. 
Докажите, что плоскость, в которой они лежат, параллельна плос­
кости а. Будет ли это верно, если данные прямые будут параллельны 
между собой?
Даны две, скрещивакнциеся прямые. Докажите, что они лежат в един­
ственной паре параллельных между собой плоскостей.
Докажите, что: а), противоположные грани параллелепипеда парал­
лельны; б) основания призмы, параллельны (т. е. лежат в параллель­
ных плоскостях). ,

^  Рисуем
Дана правильная треугольная пирамида. Нарисуйте два ее параллель­
ных сечения, проходящие через: а) среднюю линию основания и сред­
нюю линию боковой грани; б) среднюю линию основания и медиану 
боковой грани; в) медианы двух боковых граней; г) высоту и среднюю 
линию боковой грани; д) высоту и медиану боковой грани. (Каждый 
раз выбираются два отрезка, лежащие на скрещивающихся прямых.)
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10.11.(3). Пусть АВСйА\В\С\1}\ — куб. Нарисуйте два его сечения, параллель­
ные между собой и проходящие через: а) (АС) и (В |0 ,); б) (АС) и (С|В);
в) (АС) и (В\0)\ г) (АС) и (КЬ), где К и Ь — середины ребер А\В\ и Сй;
д) (АС) и (О1О2), где 0 \  и О2 — центры граней АА\В\В  и А \В \С \0 \.

Представляем

10.12.(3). Из точки А проводятся к плоскости а  всевозможные наклонные:
а) равной длины; б) произвольной длины. Какую фигуру образуют 
середины этих наклонных?

10.13.(3). Какие сечения параллелепипеда, проходящие через его три вершины, 
параллельны между собой? Укажите все пары таких сечений.

-== Планируем

10.14.(2). Пусть АВСА\В\С\ — правильная призма, точка К  — середина реб­
ра АС. Нарисуйте точку Ь на ребре В\С\, такую, что (КЬ)\\(АА\В\). Как 
вычислить длину отрезка КЬ, если ребра призмы известны?

о  Ищем границы
10.15.(2). Внутри диагоналей смежных граней куба, лежащих на скрещиваю­

щихся прямых, найдите такие две точки К  и Ь, что (КЬ) параллельна 
грани куба. В каких границах лежит длина отрезка КЬ в кубе с реб­
ром 1?

ЭД7 ДоказываемС®
10.16.(2). 1) Постройте плоскость, параллельную данной прямой и проходящую 

через: а) данную точку; б) другую данную прямую. 2) Постройте 
плоскость, параллельную двум данным прямым и проходящую через 
данную точку.

10.17.(2). Постройте прямую, которая: а) лежит в данной плоскости и параллель­
на данной прямой; б) параллельна данной плоскости и пересекает две 
данные прямые; в) параллельна, каждой из двух данных плоскостей.

10.18.(2). Точка А лежит в плоскости а, отрезок ВС ей параллелен. Из точек В и 
С провели перпендикуляры к плоскости а  — ВВ\ и СС\, причем А не 
лежит на (В1С1). а) «Пусть треугольник ЛВС равнобедренный, Л В = Л С . 
Докажите, что треугольник Л В 1С 1 тоже равнобедренный, б) Пусть 
треугольник АВС  равносторонний. Докажите, что, треугольник Л В 1С 1 
таковым не является, в) Пусть треугольник ЛВС  прямоугольный 
( /_ Л = 9 0 ° ) . Докажите, что треугольник ЛВ 1С 1 таковым не является. 
Будет ли это верно, если прямой угол будет в другой вершине треуголь­
ника ЛВС?

10.19.(2). Плоскости а и р  пересекаются по прямой р. а_1_а, Ь.1_р, а ||у, Ь ||у. Д о­
кажите, что рА-у.

10.20.(3). Точки Л, В, С лежат в плоскости а  и* не лежат на одной прямой. Из 
них по одну сторону от плоскости а  проведены три параллельных и 
равных отрезка: ЛЛ 1, ВВ 1, СС1. Докажите что (Л ^ С ^ К Л В С ).
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10.21.(3). Две стороны» треугольника параллельны плоскости'а. Докажите, что 
и третья его сторона параллельна плоскости1 а.

10.22.(3). аПР==р, аА .а ,  р_1_й, у ||а , у||й. Докажите,:что у_1_р.

Исследуем

10.23.(2). аА-Ь, Ь А -а ,а \\а .  Из каких двух утверждений следует третье?
10.24.(2). а\\а, Ь\\$„ а]\Ь, а,||р. Из каких, трех утверждений следует четвертое?
10.25.(2). Пусть АВСО А\В\С \0\ —  куб. Точка К\ — середина ребра ЛВ, точ­

ка К2 — середина ребра ЛЛ(, точка Кз —  середина ребра А {В и точ-
, ка /(4  — середина ребра, ,ССь точка Кь —  середина ребра СП. Как 

расположены между’ собой такие прямые и плоскости: а) КзКг и 
/С1/С4/С5; б) К хК а и ЛВ,Д; в) В \К ъ и К гК з/^  п) ВД и К2К3К5; д) В,К5 и 
К2К4О?

10.26.(2). В правильном тетраэдре РАВС  точка С}—  центр1 грани АВС. Нари­
суйте сечения тётраэдра, прохбдящйё через1 ф и йараллельные одному 
его ребру. Какой они могут' быть формы? Отвётьте йа тот же вопрос, 
если через проводить сечения, параллельные двум его ребрам; трем 
его ребрам.

10.27.(2). ,В правильной четырехугольной пирамиде ЯЛВСД точка — центр
. основания. Установите, форму сечения пирамиды плоскостью, про­

ходящей: а) через С} параллельно (ЛД); б) через С} параллельно
(РА);  в) через (СД) параллельно (ЛВ); г) через точки, К  и В —
середины ребер ВС  и СД параллельно (ВО); д) через (КЬ) парал­
лельно (ВД) и (АР); е) перпендикулярно (АВС).

10.28.(2). В правильной призме ЛВСЛ 1В 1С 1 точка К — середина ребра ВВ\.
, 1) Нарисуйте сечение призмы 'плоскостью, проходящей через К  и

параллельной (АС). Какое из них: а) параллельно (В 1С); б) па­
раллельно (Л |В ); в) ймёет наибольшую площадь;’ г) имёет наимень­
шую площадь? 2) Нарисуйте сечение призмы плоскостью,1 проходящей 
через К  й параллельной (Л |С ). Какую» оно может ймёть форму?

10.29.(2). Сторона ЛД четырехугольника ЛВСД лежит в плоскости а . Из точек 
В. и С проведены перпендикуляры ВВ( и ССГ на плоскость а . Точки 
Л и Ъ не лёжат ;на (В 1С1). Будет ли четырехугольник ЛВ 1С1Д 
четырехугольником того же вида, что и ЛВСД, еслй’ четырехугольник 
АВСВ:  а) ‘ параллёлограмм; б) ромб; в) прямоугольник; г) квадрат;

’ д) трапеция?
10.30.(2). На сторонах ЛВ и СД прямоугольника ЛВСД построёны по одну 

сторону от его' плоскости два равных треугольника А В К  и СДС.
: Установйте взаимное расположение (КС) и (ЛВС). Изменится ли 

это расположение,'ёсли вместо прямоугольника взять четырехуголь­
ники другого вида?

10.31.(2). Даны три прямые. Всегда ли существует плоскость, которая не имеет 
с ними общих точек? .

10;32.(3). Плоскости а  и р пересекаются по прямой р. Из точек Л и В проводятся 
перпендикуляры1 к' плоскости1 а : АА\ и ВВг — и перпендикуляры к 
плоскости р: ЛЛ2 и ВВ2. 1) Докажите, что: а) (ЛЛ1Л2)||(ВВ1В2);
б) эти плоскости пересекают как плоскость а , так и плоскость р по
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параллельным прямым. 2) Исследуйте положение (АВ)  по отношению 
к а  и р, по отношению к р. 3) Могут ли прямые А\В\  и А 2В 2 быть 
параллельными?

Прикладная геометрия

10.33.(2). Объясните, почему козлы, на которых пилят бревна, обеспечивают 
горизонтальное положение бревна. Посмотрите на козлы и на пе­
рекладину в физкультурном зале. Они параллельны полу. Из чего это 
следует?

§ 11. Ортогональное 
проектирование

Мы постоянно встречаемся с различными спосо­
бами проектирования (или, как еще говорят, проеци­
рования) как в математике, так и в быту: оно 
применяется при изображении пространственных 
фигур на плоскости, в частности при фотографиро­
вании и в кино; тени от предметов являются их 
проекциями; на проектировании основано введение, 
координат как на плоскости, так и в пространстве, 
изготовление чертежей, планов и т. д. Об одном из 
способов проектирования — параллельном проек­
тировании — уже говорилось в § 4. В этом параг­
раф е1 рассмотрим самый простой, но наиболее 
важный из способов проектирования в пространст­
в е — ортогональное проектирование («ортогональ­
ны й»^ переводе значит «прямоугольный»).

Ортогональная проекция точки на прямую или 
на плоскость в стереометрии определяется дословно 
так же, как проекция точки на прямую в плани­
метрии.

Если- точка не лежит на данной прямой (пло­
скости)/ то ортогональной проекцией точки на1 
прямую (на плоскость) называется основание 
перпендикуляра, опущенного из этой точки на 
данную прямую (плоскость). Если точка лежит на 
прямой (на плоскости), то она есть своя проекция 
на эту прямую (плоскость) (рис. 107).

Поскольку все прямые, перпендикулярные одной 
плоскости, параллельны друг другу, то ортого­
нальное проектирование на плоскость является 
частным случаем параллельного проектирования 
и тем самым обладает всеми свойствами парал­
лельного проектирования. Рис. 107.
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Ортогональной проекцией фигуры на прямую 
(на плоскость) называется множество ортогональ­
ных проекций всех точек этой фигуры на прямую 
(на плоскость) (рис. 108).

Часто в пространстве ортогональное проекти­
рование на прямую осуществляют, не опираясь 
непосредственно на его определение, а используя 
другой, обычно более удобный: способ, выраженный 
в следующей теореме:

Теорема 11.1 (о проекции на прямую)._________
Ортогональной проекцией точки А на прямую а 

является точка пересечения прямой а с плоскостью, 
проведенной через точку А перпендикулярно пря­
мой а. Иначе говоря, проектирование на прямую 
можно производить по перпендикулярным ей плос­
костям (вместо перпендикулярных прямых).

Доказательство. Плоскость а, проходящая через 
данную точку А и перпендикулярная данной пря­
мой а, всегда существует и единственна. Если Л е а ,  
то точка Л' пересечения а и а совпадает с Л. Если же 
А ф а ,  то отрезок ЛЛ' — перпендикуляр, опущенный 
из Л на а (рис. 109). |

Докажите самостоятельно следующее очевидное 
утверждение. Для доказательства второй его 
части примените теорему о проекции на прямую.

Лемма 11.1 (о проекции отрезка).

Ортогональной проекцией отрезка на плоскость 
является отрезок, за исключением того случая, 
когда отрезок перпендикулярец плоскости,— в этом 
случае его ортогональной проекцией является 
точка (рис. 110).

Ортогональной проекцией отрезка на прямую 
является отрезок, за исключением того случая, 
когда данный отрезок лежит в плоскости, перпен­
дикулярной данной прямой,— в этом случае проек­
цией отрезка является точка, (рис. 111).

Рассмотрите подробно все возможные случаи 
расположения отрезка относительно плоскости.

Ортогональное проектирование на одну, две, три 
плоскости широко используется в черчении. Изобра­
жение предмета в проекциях позволяет судить о его 
устройстве, без чего часто невозможно ни конструи­
рование предметов, ни их изготовление.

’Н- Ь

Рис. 108

а

Рис. 109
В

Рис. 110
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Рассмотрим еще проекцию окружности на пло­
скость (когда плоскость окружности не перпенди­
кулярна плоскости проекции). Кривая, которая 
является проекцией окружности в этом случае, 
называется эллипсом (рис. 112). Эллипсы обладают 
многими замечательными свойствами. Эллипс имеет 
центр симметрии и две взаимно перпендикулярные 
оси симметрии, которые называются большой и 
малой осями эллипса (докажите эти свойства). 
По эллипсам (эллиптическим орбитам) двигаются 
планеты вокруг Солнца. Солнце, однако, находится 
не в центре эллиптической орбиты1 планеты, а в 
точке, называемой фокусом эллипса:. Окружность 
является частным случаем эллипса. Параллельной 
проекцией окружности на плоскость является 
эллипс (рис. ИЗ) или отрезок прямой.

В дальнейшем, говоря «проекция» или «проекти­
рование», мы имеем в виду ортогональную проекцию 
или ортогональное проектирование, если нет спе­
циальных оговорок.

Рис. 112

Дополнение к параграфу 11 
Метод Монжа и начертательная геометрия

На ортогональном проектировании основан та ­
кой важный для инженеров раздел прикладной 
математики, как начертательная геометрия. Н а­
чертательная геометрия была создана знаменитым 
французским математиком Г а с п а р о м  М о н ж е м  
(1746— 1818)!. В ее основе лежит идея о том, что

1 Г. М о н ж был не только геометром, но и общественным 
деятелем в период французской буржуазной революции. Он 
был морским министром и организатором национальной обороны, 
одним из создателей Политехнической школы в Париже.
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положение любой точки пространства всегда мож­
но задать ее ортогональными проекциями на 
две взаимно перпендикулярные плоскости а\ и аг 
(рис. 114, а ).

Повернем плоскость а\ вокруг прямой х  пере­
сечения а] и а 2 в. направлении, указанном на 
рисунке 114, а, , до совпадения с плоскостью аг. 
После такого поворота обе плоскости изобразятся 
на одном и том же чертеже, называемом эпюром 
(рис. 114, б).

Прямая х  называется осью, проекции.. Плоскости 
а\ и <*2 разбивают все пространство на четыре 
четверти — квадранта.

В зависимости от того, в каком квадранте лежит 
точка Л, изображения ее проекций А\ и Лг на эпюре 
находятся выше или ниже оси проекции (рис. 115), 
причем всегда отрезок Л 1Л2 перпендикулярен пря­
мой х .

Ясно, что если на эпюре заданы изображения 
Л 1 и Л2 проекций точки Л, то они однозначно 
определяют положение точки Л в пространстве.

Тем самым метод Монжа дает возможность 
строить эпюр по дданной фигуре и, наоборот, вос­
становить фигуру по ее изображению, ;на эпюре. 
Сам Монж говорил, что начертательная геометрия 
преследует две цели: во-первых, дать методы
изображения на листеч чертежа, имеющего только 
два измерения, а именно длину и 5ширину, любых 
тел природы, имеющих, три измерения — длину, 
ширину и высоту, при условии, однако, что эти тела 
могут быть точно заданы.

Во-вторых, дать способ на основании точного 
изображения ^определять формы тел и выводить 
все закономерности," вытекающие из их формы и 
взаимного расположения.

б)
Рис. 114

♦л,

*Л«

б) г)

Рис. 115
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Задачи
Разбираемся в решении ’ ;

11.1. " Может ли проекция острого угла при проектировании на некоторую
плоскость быть прямым углом?

Решение. ' •'1 ‘ - ■ 1 ■ -
Посмотрите на рисунок 116, а. Пусть угол ЛВС — данный угол. 

Плоскость а  мы возьмем так, чтобы' она была ' перпендикулярна 
биссектрисе В К этого угла.1 Она и будет’у н а с ’плЬскрстью проекций.

В таком полбженйи проекцией" угла ЛВС является 'угол Л/СС. 
Угол АКС  развернутый, его величина 180°. ' 1

Будем теперь поворачивать угол ЛВС вокруг (ЛС)1: В'!тот момент, 
когда точка В окажется на плоскости а  (рис. 116, б), проекцией 
угла ЛВС на плоскость а  будет он сам, т. е. острый угол. Изменение 
угла, являющегося проекцией данного, происходило непрерывно 
от 180° до острого угла. Значит, В'какой-то1 момент он равен 90°.

Все. это. можно увидеть, наблюдая за тенью от циркуля, освещен­
ного настольной лампой. .

Любопытно заметить, что мы нигде не воспользовались тем, что 
проектирование ортогональное. Значит, полученный результат верен 
для произвольного параллельного проектирования. И з»то можно 
увидеть, наблюдая за тенью от циркуля. • * 1

Задача может быть решена и вычислением. Посмотрйте на рису­
нок 116, в. На нем угол ЛВС данный) |ЛВ| =  |ВС|у точка В 1 — 
проекция точки В на плоскость а . Считая известными |ЛС| и величину 
данного угла, можно вычислить расстояние от В\ до (АС), при котором 

, ,.(Л В ,)± (С В ,) (?). , . ,
Итак, задача решена. ,И сразу, же возникает похожая задача: 

«А верно ли это для тупого угла?» Точнее: «М ожет1 ли проекцией 
тупого угла быть прямой угол?» Решить ее можно теми же способами. 
Но есть третий, более изящный способ. Попробуйте найти-его.

Дополняем теорию
11:2. Луч ОЛ образует равные 'углы с лучами ОВ и ОС. Докажите, что 

’ проекция луча ОЛ на плбскость ОВС лежит на прямой, проходящей
: в

Рис. 116 1 :
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11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

11.8. 

11.9.

11.10

11. 11.

116

через биссектрису угла между лучами ОВ и ОС. Сформулируйте и 
проверьте обратное утверждение.
Плоскости а и р  пересекаются по прямой а. Точка А проектируется 
на а,, р и а. Докажите, что А и эти ее проекции лежат в одной пло­
скости.
Докажите, что проектирование точки на прямую можно осуществить 
последовательным проектированием на две взаимно перпендикулярные 
плоскости, проходящие через эту прямую.
Какие следствия отсюда можно получить? (В первую очередь можно 
заинтересоваться инвариантами проектирования на прямую, т. е. 
выяснением тех свойств геометрических фигур, которые сохраняются 
при проектировании на прямую.)

^  Рисуем
Нарисуйте проекцию: а) диагонали куба на плоскость, проходящую 
через две диагонали его смежных граней; б) диагонали куба на 
плоскость сечения, являющегося правильным шестиугольником; в) ку­
ба на плоскость, перпендикулярную его диагонали; г) диагонали на 
прямую, проходящую через другую диагональ.
Дан правильный тетраэдр. Нарисуйте проекцию: а) одной его грани 
на плоскость другой его. грани; б) его сечения, являющегося квадра­
том, на плоскость одной из граней; в) тетраэдра на плоскость, перпен­
дикулярную его ребру; г) тетраэдра на плоскость, перпендикулярную 
прямой, проходящей через середины его противоположных ребер.

Представляем
Будет ли прямой такая линия, у которой является прямой ее проекция:
а) на плоскость; б) на две плоскости; в) на прямую; г) на две 
прямые?

Ищем границы
Пусть РАВС  — правильная пирамида со стороной основания 1 и вы­
сотой 2. Точка X  — переменная точка ребра РВ. Каковы границы 
для площади проекции треугольника АХС  на: а) (АВС)\ б) (РАС)?
Решите задачу, если высота равна 2 о •
Одна из диагоналей куба с ребром 1 параллельна плоскости а. В каких 
границах изменяются длины остальных его диагоналей при проекти­
ровании на плоскость а?

Доказываем
В параллелепипеде А В С 0А \В \С \0 \  все грани — равные ромбы, в 
вершине А сходятся их равные углы. Докажите, что (АА\С\)А-(АВС). 
Прямая образует равные углы с тремя прямыми данной плоскости, 
пересекающимися в одной точке. Докажите, что она перпендикулярна 
данной плоскости.



^  I Исследуем

11.12.
11.13.

11.14.

11.15.

11.16.

11.17.

11.18. 

11.19.

11.1.

Каким углом может быть проекция прямого угла на плоскость, не 
параллельную плоскости, в которой он лежит?
Треугольник проектируется на. плоскость, не параллельную его пло­
скости. Возьмите треугольник того или иного.вида в зависимости от его 
сторон и углов и выясните, какого вида может быть треугольник, 
являющийся его проекцией.
Проекция тетраэдра РАВС  на (АВС) является квадратом,
а) Какое из его ребер является наибольшим? ,
б) Может ли его проекция на плоскость другой грани также быть 
квадратом? .
Плоскости а и р  перпендикулярны и пересекаются по прямой а. 
Пусть х  — некоторая прямая, а ха . и дер — е е . проекции на данные 
плоскости. Равносильны ли два .утверждения:

дгаХ а  и '^ 1 а ?
Изменится ли результат, если плоскости а  и р не будут перпенди­
кулярными?
Являются ли инвариантами проектирования такие свойства и величины 
для плоских фигур: а) расстояние между точками; б) угол между 
лучами; в) выпуклость; г) центральная симметричность; д) симмет­
ричность относительно прямой; е) ограниченность?
(Проектирование рассматриваем на плоскость, не параллельную и не 
перпендикулярную плоскости данной фигуры.)
Четырехугольник проектируется на плоскость, не параллельную его 
плоскости. Каким по виду четырехугольником является его ортогональ­
ная проекция, если данный четырехугольник: а) ромб; б) прямо­
угольник; в) квадрат?
Некий четырехугольник проектируется на каждую из двух перпенди­
кулярных плоскостей. При этом получились равные квадраты. Можете 
ли вы установить вид данного четырехугольника?
Некоторая фигура проектируется на две- перпендикулярные пло­
скости. Если ее проекциями являются два правильных треугольника, 
то могут ли они оказаться неравными? Ответьте на такой же вопрос, 
если ее проекциями являются два квадрата; два круга.

Задачи к главе II
Р1 Находим величину

Пусть РАВ С й  — правильная четырехугольная пирамида. Ее боковое 
ребро равно 2, а угол между соседними боковыми ребрами равен ф. 
Через среднюю, линию треугольника А В й ,  параллельную (ВО), про­
водится сечение. Найдите его площадь, если оно: а) параллельно 
(РА)\ б) перпендикулярно (РС).
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11.2. . г

11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

11.8. 

11.9.

П.10.

^  Ищем границы
В правильной треугольной, призме АВСА\В\С\  все боковые грани — 
квадраты со стороной >1. Точка К — середина ребра А С, точка ^  — 
середина ребра. ЛВ, точка М — середина ребра ВВ 1, точка М — пере­
менная точка ребра ЛЛ 1. ■ Проводятся сечения призмы плоскостями 
КЬМ  и ВСЫ. В каких границах находится длина отрезка, являющегося 
пересечением этих сечений?
Дана правильная треугольная призма с ребром 1. Концы переменного 
отрезка лежат на .двух скрещивающихся диагоналях ее граней, а сам 
этот отрезок параллелен: а) плоскости основания призмы; б) плоскос­
ти третьей ее боковой грани. В каких границах лежит длина такого 
отрезка? .
В правильной треугольной призме с ребром 1 проводятся сечения, 
перпендикулярные: а) медиане одного из оснований; б) диагонали 
одной из граней; в) прямой, проходящей через одну из вершин и 
середину ребра, не лежащего с ней в одной грани. Можете ли вы 
установить; когда площадь такого сечения достигает наибольшего 
значения?
■Дан куб. Нарисуйте отрезок, концы которого лежат на двух скре­
щивающихся прямых, проходящих через его ребра, а сам он пере­
секает прямую, проходящую через ребро куба и скрещивающуюся 
с первыми двумя прямыми. В каких границах лежит длина такого 
отрезка, если ребро куба равно 1?

^ 7  Доказываем
Через каждую из двух , скрещивающихся диагоналей боковых граней 
правильной треугольной призмы проводятся два сечения так, что 
они параллельны другой из этих диагоналей. Докажите, что эти 
сечения равны.

Исследуем
Равнобедренный прямоугольный треугольник АВС  является ортого­
нальной проекцией треугольника Л 1В 1С1. Исследуйте, какого вида 
может быть треугольник А\В\С\.
а ||6 , а ± Ь ,  а А .а, 6 ± р ,  а ||а ,  6 ||р, а ||р , а_1_р. Выберите любое из этих 
утверждений и установите, из каких оставшихся оно будет следовать. 
В пирамиде РАВС  проекции точек Р и В на (А С ) совпадают, а) Дока­
жите, что проекция точки Р на плоскость основания лежит на высоте 
основания или на ее продолжении, б) Будут ли совпадать проекции 
точек Л и С на (РВ)? в) Пусть, кроме того, совпадают проекции 
точек Р и С на (АВ ) . Какие следствия вы можете из этого получить?
г) Сформулируйте сами задачи, являющиеся продолжением этих. 
Через центр боковой грани правильной треугольной призмы проводится 
плоскость, ■ параллельная двум скрещивающимся диагоналям других 
боковых граней этой призмы. Можете ли вы вычислить площадь 
сечения призмы этой плоскостью, если все ребра призмы равны 1?
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11. 11.

11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

11.16.

11.17.

11.18.

Пусть РАВС  — правильный' тетраэдр, точка К  — середина ребра АВ, 
точка >Х— середина ребра РС. Установите форму сечения тетраэдра 
плоскостью, проходящей: а) перпендикулярно '{АВС) и параллельно 
(АВ); б) перпендикулярно: (/(X); : в) параллельно (Р/С) и (ЛХ);
г) через К и параллельно (РВ); д) через >Р и параллельно (КС).
В пирамиде РАВСО  все- ребра равны. 'Установите форму сечения 
этой пирамиды плоскостью, проходящей: а) параллельно (РАО);
б) через (/(X) параллельно (ВО) ; В)''параллельно (Р/СХ); г) перпен­
дикулярно (РСО) и (РАВ) ; д)- параллельно1' (РКО),  если точка К  — 
середина ребра АВ, точка X — середина ребра АО.
1) Может ли быть квадратом сечение таких многогранников: а) пра­
вильной пирамиды; б) тетраэдра, у которого^в основании равносторон­
ний треугольник, а одна боковая гран ь— равнобедренный треугольник, 
плоскость которого перпендикулярна плоскости основания; в) произ­
вольного тетраэдра; г) куба (при этом "плоскость сечения не па­
раллельна плоскости его грани) ?- 2) Сами: <• возьмите какой-либо 
многогранник и ответьте на тот: же вопрос. 3) Если в сечении, может 
получиться квадрат, то'вычислите'его сторону,-задав некоторые длины- 
ребер данного многогранника. ; : ■
Все плоские углы при одной из вершин тетраэдра-прямые.'М ожно ли 
в сечении такого тетраэдра получить: а) прямоугольный треугольник;
б) остроугольный треугольник; в) тупоугольный треугольник; г) тре-’ 
угольник любой наперед заданной формы?- ч
Все плоские углы при вершине Р тетраэдра Р А В С 'прямые, а) Д о­
кажите, что в его основании лежит остроугольный/ треугольник,
б) В какую точку основания проектируется вершина Р? в) Как, 
зная, боковые ребра, вычислить его высоту? г) Пусть известны пло­
щадь основания и площадь боковой грани: Найдите площадь проекции 
этой боковой грани на1 основание, д) Пусть известны площади всех 
боковых граней. Сможете ли вы найти площадь Основания?: е ) ‘ До­
кажите, что суммы квадратов его противоположных ребер равны, 
ж) Как вы думаете, верны ли обратные утверждения к полученным 
вами в этой задаче? , - : -
Две правильные четырехугольные ,пирамиды/!все1 ребра! ‘ которых рав­
ны, имеют общее основание. Нарисуйте сечение, которое проходит 
через центр основания и середины двух* соседних боковых ребер'одной 
из пирамид. Чему равна его площадь, если* ребро пирамиды рав­
но 1? П усть. плоскость- такого сечения-'движется параллельно самой 
себе. Можете ■ ли вы установить, в каких границах лежит его пло­
щадь?

Участвуем в олимпиаде -
Плоскость, двигаясь параллельно самой себе, пересекает правильный 
тетраэдр, ребро которого равно 1. Докажите, что периметр сечения 
меньше 3. . . ч-
Постройте неплоскую замкнутую ломаную, у-которой все звенья равны 
и все углы между соседними звеньями равны. -
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11.19.

11.20. 

11.21.

Две прямые а и Ь скрещиваются. На прямой а взят, отрезок АВ. 
Через прямую Ь проводятся, всевозможные плоскости и на каждую 
из них проектируется отрезок АВ. Есть ли среди них такая, проекция 
на которую является наименьшей? Если есть, то как ее построить? 
Существует ли такой тетраэдр, проекция которого на любую пло­
скость является четырехугольником? I
Выпуклый многогранник проектируется на плоскость. У многогранника 
п граней. Сколько сторон может быть у многоугольника, являющегося 
его проекцией? Начните исследование с я = 4 .*

Итоги главы II
д Три теоремы существования и единственности 

можно назвать основными в данной главе.
Теорема 7.2. Через каждую, точку проходит пло­

скость, перпендикулярная данной прямой, и притом 
только одна.

Теорема 7.6. Через каждую точку проходит пря­
мая, перпендикулярная данной плоскости, и притом 
только одна.

Теорема 9.2. Через каждую точку, не леж а­
щую на данной плоскости, проходит плоскость, па­
раллельная данной плоскости, и притом только 
одна.

Теоремы 7.2. и 7.6. естественно дополняются 
следующими предложениями:

Теорема 9.1. Две плоскости, перпендикулярные 
одной прямой, параллельны.

Теорема 7.4. Две прямые перпендикулярные од­
ной и той же плоскости, параллельны.

На обратные им предложения можно смотреть 
как на два признака перпендикулярности прямой и 
плоскости.

Теорема 7.5. Если одна из двух параллельных 
прямых перпендикулярна некоторой плоскости, 
то и другая прямая перпендикулярна этой плос­
кости.

Теорема 9.3. Если две плоскости параллельны, 
то прямая, перпендикулярная одной из них, пер­
пендикулярна и другой.

Все эти теоремы дают возможность представлять 
себе пространство «расслоенным» на семейство па­
раллельных плоскостей, перпендикулярных некото­
рой прямой (рис. 117), или «расслоенным» на семей­
ство параллельных прямых, перпендикулярных не­
которой плоскости (рис. 118).

/ // г  / //  /  Г  г*1 /Т у/у  - /7
/ / / // . /

Рис. 117

Д

У

Рис. 118

120



Конечно, надо помнить следующие очень часто 
применяющиеся признаки:

Признак перпендикулярности прямой и пло­
скости (теорема 7.1): прямая, перпендикулярная 
двум пересекающимся прямым, лежащим в данной 
плоскости, перпендикулярна этой, плоскости. .

Признак перпендикулярности плоскостей (тео­
рема 8.1): если плоскость проходит через перпен­
дикуляр к другой плоскости, то эти плоскости 
взаимно перпендикулярны.

Признак параллельности плоскостей (теорема 
10.2): если две пересекающиеся прямые, лежащие 
в одной плоскости, соответственно параллельны двум 
прямым, лежащим в другой плоскости, то эти плос­
кости параллельны.

Признак параллельности прямой и плоскости 
(теорема 10.1): если прямая параллельна некоторой 
прямой, лежащей в данной плоскости, но сама* не 
содержится в ней, то она параллельна этой пло­
скости.

Наконец, полезно помнить следующие предло­
жения, в которых речь идет о прямых, принадле­
жащих некоторой плоскости: -

Теорема о плоскости перпендикуляров (тео­
рема 7.3): прямые, перпендикулярные данной пря­
мой в данной ее точке, лежат в одной плоскости и 
покрывают ее.

Лемма о плоскости параллелей (лемма 10.1): 
прямые, параллельные данной плоскости и проходя­
щие через одну точку, не лежащую в этой плос­
кости, содержатся в плоскости, параллельной дан­
ной, и заполняют ее.

Свойство 2 перпендикулярных плоскостей: пря­
мая, имеющая общую точку с одной из двух взаимно 
перпендикулярных плоскостей и перпендикулярная 
другой плоскости, лежит в первой из них.

Посоветуем вам, повторяя содержание этой 
главы и разбирая то или иное предложение стерео­
метрии, подумать, какое планиметрическое утверж­
дение аналогично ему, и, наоборот, взяв плани­
метрическое утверждение о параллельности или 
перпендикулярности, подумать, какбв его аналог 
(или аналоги) в стереометрии. Такое сравнение 
планиметрии и стереометрии позволит вам глубже 
понять содержание этой главй.



Глава III

Расстояния и углы

, ' п:?г • *Ч,
Если в главе II мы начали изучение «строи-, 

тельной» геометрии, то в этой небольшой, главе ^
мы начнем знакомство с «измерительной», геомет­
рией, которое затем будет продолжено в 11-м классе 
в главах «Объемы тел» и «Поверхности». Здесь же.
мы ограничимся измерением простейших..из геомет: . . .
рических величин — расстояний между фигурами 
(§ 12 и § 13) и углов (§ 14).

Слово «угол» в геометрии несет большую нагруз­
ку и применяется в различных .смыслах (чаще 
всего с дополнительными определениями)* И здесь 
мы будем говорить как об углах — пространственных 
фигурах (о двугранных и трехгранных., углах), 
так и о величинах (мерах) углов между прямыми 
и плоскостями. л ^

Понятие расстояния между фигурами позволит 
нам по-новому взглянуть на параллельные прямые.
и плоскости — как на прямые и. плоскости, идущие * .
на постоянном расстоянии друг от друга.

§ 12. Расстояние между фигурами

12.1. Расстояние от точки до фигуры ’
I . ■ . , • -Ч .. , . . Г

Задача измерить расстояние, до данного объекта 
или между двумя объектами постоянно встречается 
в практике: расстояние до другого берега, реки, меж­
ду двумя домами, от материка до острова ,и т. п.
Все эти расстояния считаются,,,понятно,, пожратчай- , 
шему пути, как, например, отданного места до бли­
жайшей точки на другом берегу. Так же опреде­
ляется и расстояние между фигурами в геометрии.
Сначала рассмотрим частный случай — расстояние 
от точки до фигуры, т. е. когда одна из фигур — 
точка.
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Определение.

Расстоянием от точки А до фигуры Р называется 
расстояние от этой точки до ближайшей к ней точки 
фигуры Р (если есть такая точка в фигуре Р). 
Это расстояние будем обозначать \АР\.

Ближайшая к А  точка фигуры Р —  это такая 
точка В е ^ ( р и с .  119), что для всех точек X  фи­
гуры Р

|Л В |< |Л Х |.  (12.1)
Иначе говоря, если точка А  не принадлежит 

фигуре Р, то отрезок АВ — кратчайший из отрез­
ков АХ, соединяющих точку А с точками фигуры Р. 
Если же Л е ! 7, то точка А  оказывается ближайшей 
к самой себе, и потому \АР\ =  \АА\ = 0 .  Дальше 
мы этот случай исключаем и з , рассмотрения и, 
говоря о расстоянии \АР\, будем подразумевать, 
что А ф Р .

В фигуре Р мржет вовсе не быть точек, ближай­
ших к данной точке А 1. Такая ситуация имеет место 
в том случае, например, когда фигура Р — это 
интервал Р(3 (т. е. отрезок РС}, но без его концов 
Р и (?) и точка А лежит на прямой РС}, но не на 
отрезке Р($. Другой, аналогичный пример: если 
фигура Р получена исключением из плоскости 
какого-либо круга, то в этой фигуре нет точек, 
ближайших к центру этого круга (и вообще ни. к 
одной его точке).

В фигуре Р может быть и бесконечное множество 
точек, ближайших к данной точке А. Например, 
если Р — окружность и точка А  — ее центр,' то все 
точки окружности — ближайшие к центру’ А 
(рис. 120).

Определение расстояния от точки до фигуры было 
дано в; планиметрии; разница в том, что теперь не 
требуется, чтобы они лежали в одной плоскости.

Рассмотрим несколько простых примеров.
1. Расстояние от центра окружности до самой 

окружности равно радиусу. Все точки окружности 
находятся на одном расстоянии от центра, они все 
ближайшие к нему (рис. 120).

1 В случае, когда в фигуре Р нет точек, ближайших к 
точке А, расстояние IЛ/7! определяется' как расстояниё до 
ближайшей к А точке на границе Р (определение границы 
дано в § 20). Такие ближайшие точки есть всегда.



2. Расстояние от точки А до прямой а равно 
длине перпендикуляра, опущенного из А на а.

Это известно из планиметрии. Если АВ  — пер­
пендикуляр, опущенный из А на а, Х е а  и Х ф В ,  
то АВ  — катет, а АХ  — гипотенуза в треугольна-' 
ке А В Х  (рис. 121). Поэтому А Х > А В .  Значит, осно­
вание перпендикуляра и есть ближайшая к А точка, 
а расстояние \Аа\ равно длине перпендикуляра АВ: 
Здесь ближайшая к А точка прямой а только одна.

3. Расстояние от точки до плоскости равно длине 
перпендикуляра, опущенного из этой точки на плос­
кость.

Действительно, пусть АВ  — перпендикуляр, опу­
щенный из точки А на плоскость а  (рис. 122). Возь­
мем любую точку Х е а ,  отличную от-В. Треуголь­
ник АВ Х  прямоугольный, и, значит, АХ~>АВ, поэто­
му точка В — ближайшая к ‘А точка плоскости а  и 
расстояние \Аа\ равно длине перпендикуляра АВ.

Заметим, что основание перпендикуляра, опущен­
ного из точки А на прямую или на плоскость,— это 
проекция точки А. Поэтому точка прямой или плос­
кости, ближайшая к данной точке, и проекция дан­
ной точки — это одно и то же.

Рис. 122

12.2. Теорёма о ближайшей точке
Посмотрите на рисунок 123. Можно заметить, что 

точка С фигуры Р , лежащей в плоскости а, является 
одновременно ближайшей и к точке Л, и к точке В — 
проекции А на плоскость а. Иначе говоря, подойти 
как можно ближе к точке А — это то же самое, что 
подойти как можно ближе к её проекции В (конечно, 
при условии, что мы останемся в пределах данной 
фигуры Р ) . Это известно из практики. Например, для 
того чтобы ближе подойти к человеку, стоящему на 
мачте или на вышке Л, нужно подойти как можно 
ближе к ее основанию В. Охотник, стараясь подойти 
ближе к белке на дереве, подходит ближе к основа­
нию дерева.

Прежде чем выразить и доказать это в виде тео­
ремы, докажем одну лемму.

Лемма 12.1.
Если А — данная точка, В — ее проекция на плос­

кость а , то для любой точки Х ^ а
\АХ\2=  |Л В |2+  \ВХ\2. (12.2)
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Доказательство. Если Л е а ,  то Л = В  и \АВ\ = 0 .  
Поэтому (12.2) верно.

Пусть теперь А не лежит в плоскости а . Тогда 
отрезок АВ  — это перпендикуляр, опущенный из точ­
ки А  на а . Для любой точки ^ е о ,  отличной от В, 
треугольник АВХ  прямоугольный (рис. 122), и ра­
венство (12.2) следует из теоремы Пифагора. Если 
же Х = В ,  то |В А |= 0 , и равенство (12.2) тоже 
верно. ■

Теперь обратимся к самой теореме о ближайшей 
точке.

Теорема 12.1 (о ближайшей точке).

Точка плоской фигуры является ближайшей к 
некоторой точке тогда и только тогда,, когда эта 
точка фигуры ближайшая к проекции данной точки 
на плоскость фигуры.

Доказательство. Пусть заданы, точка А и фигу­
ра Р, лежащая в плоскости а . Пусть, далее, В — 
проекция Л на а  (рис. 123, когда В & Р ). Возьмем 
любую точку X  фигуры Р. Тогда по лемме 12.1

|Л * |2= |Л В |2+ |В * |2.
Тем самым квадраты расстояний |ЛАГ |2 и | ВАГ |2 

отличаются на постоянную |Л В |2. Поэтому если рас­
стояние |ЛАГ | ( | ВАГ|) становится наименьшим, то 
наименьшим становится и другое расстояние | ВАГ| 
(|ЛАГ|). А это и значит, что точка X, ближайшая к 
точке Л, будет ближайшей к В и обратно. ■

Для случая, когда фигура в теореме о ближайшей 
точке — это прямая, из этой теоремы вытекает та­
кое следствие:

Следствие 1 (теорема о проекциях).

Пусть А — данная точка, а — прямая, лежащая 
в данной плоскости а , и В — проекция А на а . Тогда 
проекции точек А  и В. на прямую а совпадают — это 
одна и та же точка (рис. 124).

Доказательство. Поставьте в теореме о ближай­
шей точке на место фигуры Р прямую а и замените 
слова «ближайшая точка» равнозначным словом 
«проекция», получите теорему о проекциях. ■  

Теорему о проекциях можно сформулировать и 
как теорему о трех перпендикулярах.
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Следствие 2 (теорема о трех перпендикулярах) .

Прямая, лежащая в плоскости, перпендикулярна 
наклонной к этой плоскости тогда и только тогда, 
когда она перпендикулярна её проекции. *

Отрезки АС  и ВС  (рис. 124) одновременно оказы­
ваются перпендикулярными прямой а: если один 
перпендикулярен ей, то и другой тоже..

Замечание 1. Из теоремы о ближайшей точке сле­
дует утверждение: из данной точки А в ближайшую 
точку плоской фигуры Р можно попасть так: снача­
ла в ближайшую к А точку В самой плоскости, а по­
том из точки В в ближайшую к ней точку фигуры Р.

Замечание 2. Здесь в теореме о трек перпендику­
лярах имеем в виду прямую}, проходящую5 через 
основание наклонной, но не делаем об этом оговорки 
в формулировке теоремы потому, что чуть позднее 
(в § 14), после того как будут определены углы между 
скрещивающимися прямыми, этой оговорки можно 
будет уже не делать.

12.3. Расстояййе между фигурами

Рассмотрим теперь две фигуры Л  и Рч. Их точ­
ки А \ ^ Р \  и А ч ^ Р ч  называется (^  ближайши­
ми точками, если для любых точек Х \ ^ Р \  и 
Хч&Рч выполняется неравенство. \Л\АчI ^  1^ 1^ I 
(рис. 125). Иначе говоря, отрезок А 1А 4 является

Рис. 125
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Рис. 127

кратчайшим среди всех отрезков, соединяющих точки 
фигур Л  и Р2. Представление о нем дает^ вытянутая 
рука, когда вы с трудом достаете некоторый предмет.

Определение._________________________ ________
Расстоянием между двумя фигурами называется 

расстояние.между ближайшими точками этих фигур, 
если такие точки существуют.

Расстояние от точки до фигуры является частным 
случаем расстояния между фигурами, когда* одна 
фигура — точка.

Расстояние между фигурами и Р2 будем 
обозначать На рисунке 126 приведены при- '
меры ближайших точек фигур, лежащих в одной 
плоскости,— двух параллельных' прямых, прямой и 
окружности, двух кругов.

Расстояние от любой фигуры до плоскости равно, 
очевидно, длине наименьшего из перпендикуляров, 
опущенных из точек фигуры на плоскость' (предпо­
лагая, что фигура с плоскостью не имеет общих 
точек и у нее есть точка, ближайшая к плоскости)
(рис. 127). Так, если провод провисает, то его рас­
стояние до земли нужно считать от самой низкой 
его точки.

12.4. Расстояние между прямыми 
и плоскостями.
Общие перпендикуляры

1. Расстояние между параллельными плоскостя- ,> 
ми. Для двух параллельных плоскостей есть прямая, 
перпендикулярная им обеим. Ее отрезок с концами на 
этих плоскостях — их общий перпендикуляр (рис. 128).
Его длина даст расстояние между, плоскостями. Ч то-, 
бы доказать это, докажите лемму.

Лемма 12.2._______________________
Параллельные отрезки с концами на двух парал­

лельных плоскостях равны.

Так как все общие перпендикуляры двух парал­
лельных плоскостей параллельны друг другу (по 
теореме 7.4), то из леммы 12.2 вытекает, что они и 
равны друг другу. Поэтому все точки каждой из 
двух параллельных плоскостей .находятся на одном 
и том же расстоянии от другой из этих плоскостей.
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Это расстояние и есть расстояние между параллель­
ными плоскостями. Оно равно длине любого общего 
перпендикуляра этих плоскостей. Эти перпендикуля­
ры заполняют слой между параллельными плоскос­
тями (рис. 128).

Иначе говоря, параллельные плоскости проходят 
на постоянном расстоянии друг от друга, или слой 
между параллельными плоскостями имеет всюду оди­
наковую толщину. Параллельность плоскостей так 
и проверяют, измеряя толщину слоя между этими* 
плоскостями. Так находят и высоту призмы. А имен­
но, высотой призмы называется общий перпендику­
ляр ее оснований, а также его длина. Поэтому высота 
призмы — это расстояние между плоскостями ее ос­
нований.

В двух оставшихся случаях — для „прямой, парал­
лельной плоскости, и для двух скрещивающихся пря­
мых — используем следующее утверждение, выте­
кающее из только что полученных выводов.

Расстояние от любой фигуры, лежащей в одной 
из параллельных плоскостей, до другой плоскости 
равно длине общего перпендикуляра этих плос­
костей,.

2. Расстояние между параллельными прямой и 
плоскостью. Пусть прямая а параллельна плоскости а. 
Проведем через а плоскость р ||а . Любой перпенди­
куляр ЛЛ', опущенный из точки Л е а  на а, является 
как общим перпендикуляром а и р ,  так и общим пер­
пендикуляром а и а  (рис. 129). Его длина равна рас­
стоянию между а и а . Все такие перпендикуляры 
заполняют полосу между прямой а и прямой а ' а  а  — 
проекцией прямой а на а.

Итак, прямая, параллельная плоскости, идет 
на постоянном расстоянии от этой плоскости.

3. Расстояние между скрещивающимися прямы­
ми. Пусть прямые а и Ь скрещиваются; Построим 
сначала общий перпендикуляр этих прямых.

Возьмем любую точку М е б  и проведем через М 
прямую с\\а (рис. 130). Пусть плоскость а  проходит 
через Ь и с. Тогда а\\а (так как а ||с  и ’сс» а).

Спроектируем прямую а на плоскость а. Получим 
прямую а '. Она пересекает прямую Ь в некоторой 
точке <?. (Если бы оказалось, что а'\\Ь, то, поскольку 
а '| |а ,  получили бы, что а\\Ь9 т. е. противоречие с усло­
вием задачи.)

Точка <2 е й  является проекцией некоторой точ­
ки Р е  а. Отрезок Р<2 — общий перпендикуляр скре­
щивающихся прямых а и Ъ. Рис. 130
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Так как точки Р и <2 — ближайшие точки пря­
мой а и плоскости а , то они тем самым будут ближай­
шими и для прямых а и Ь а  а . Поэтому | Р($ | =  | аЬ | .

Итак, в каждом из разобранных случаев расстоя­
ние — длина общего перпендикуляра рассматривае­
мых объектов.

12.5. Расстояние и параллельность

А Параллельные прямые на плоскости (плос- 
кости) определяются как прямые (плоскости), кото­
рые не пересекаются (на всем их бесконечном протя­
жении). Но реально имеем дело с конечными от­
резками прямых и конечными кусками плоскостей, хо­
тя бы и не идеальными, но прямыми и плоскими с той 
или иной точностью. Параллельность противополож­
ных краев пола или доски, двух рельсов и т. п., так же 
как параллельность пола и потолка, двух противопо­
ложных! стен или междуэтажных перекрытий, уста­
навливается не тем, что получается при их бесконеч­
ном продолжении. Никакой плотник не продолжает 
краев;доски до бесконечности, как и строители, даже 
мысленно, не продолжают ни междуэтажных пере­
крытий, ни стен дома. Словом, на самом деле в теории 
параллельных прямых и плоскостей важны и имеют 
реальный смысл те свойства, которые относятся к их 
конечным отрезкам и кускам. По этим же свойствам 
производится построение параллельных прямых и 
плоскостей, а в* реальности — их конечных кусков.

Важнейшим среди таких свойств, характеризую­
щих параллельность прямых (плоскостей), является 
постоянство расстояния^, е. равноудаленность точек 
одной прямой (плоскости) от другой. По доказанной 
теореме все общие перпендикуляры двух параллель­
ных плоскостей равны.

Выполняется также обратное утверждение.
Концы равных перпендикуляров к данной плос­

кости, расположенные по одну сторону от нее, лежат 
в одной плоскости, параллельной данной, и заполня­
ют ее. Докажите это самостоятельно.

Реальным воплощением отрезков, о которых идет 
речь, могут представляться столбы и колонны, стоя­
щие на основании здания и подпирающие парал­
лельное ему перекрытие. На колонны равной высоты 
опирается верхняя плоскость здания, например гре­
ческого храма (см. форзац). И в современном строи­
тельстве сплошь и рядом укладывают междуэтажные
5 А. Д . Александров «Геометрия, 10 кл.»
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перекрытия на вертикальных < столбах равной, высо­
ты. Их верхние концы оказываются в плоскости, 
параллельной той, где лежат их основания (рис. 131). 
Другой пример: полки в книжном шкафу укрепляют 
на равных расстояниях на каждой из двух боковых 
стенок, так что полки лежат параллельно. Между 
ними лежат книги, и если, стоя прямо, они упираются 
в полку над ними, то, значит, они одной высоты. ▼

Задачи
Разбираемся в решении

12.1.(4). В наклонной треугольной призме АВСА\В\Су каждое ребро основа?
ния равно 1. Ребро ВВ\, равное 2, образует равные углы/с ребрами ВАм  
ВС. Расстояние от В\ до {АВС) равно 1. Вычислите расстояние между 
основаниями призмы.

Решение. *, ■:
Прежде всего обратим внимание, на то, что надо, найти расстояние 

между основаниями призмы, т. е. между фигурами, лежащими в парал­
лельных плоскостях, а- не между самими параллельными: плоскостями. 
Д ля такого случая естественно воспользоваться; результатом' зада­
чи 12.40, б. Согласно!формуле в этой задаче мы должны. вычислить 
расстояние между параллельными плоскостями, расстояние между од­
ним основанием призмы — возьмем АВС  — и проекцией основа­
ния А\В\С \ на (А В С). Но расстояние между плоскостями дано, зна­
чит, осталось вычислить другое расстояние, и задача будет решена.

Для нахождения другого: расстояния необходимо спроектировать 
верхнее основание на плоскость нижнего. Для этого спроектируем 
вершины треугольника Л 1В 1С1 . Начнем с вершины В] — это удобнее 
всего. Так как А В \В А =  / .В \В С , она проектируется на прямую, про­
ходящую через биссектрису ВК  угла АВС  (?). Но нам этого мало (?). 
Точка Н — проекция точки В\ — лежит на • прямой ВК. А точнее? На 
луче В К ? На его продолжении? На., отрезке В К ? Ясно одно: • ,она 
лежит не в точке В  (?). Однозначно ответить на вопрос, где находится 
точка Н  — на луче ВК  или на его продолжении,— исходя из условия

т> С, с,



задачи невозможно (?). Может быть случай, показанный на рисун­
ке 132, а может быть случай, показанный на рисунке 133. Все зависит 
от вида призмы. ,
* Решим сначала задачу, когда точка Я  лежит на луче ВК. Выясним, 

лежит ли она на отрезке ВК. Вычисляем |В К I и \ВН\, а затем сравни­
ваем их между собой: |В/(1 = -у л /3 . \ВН\ =-\/3, поэтому точка Н лежит
вне треугольника АВС. Теперь проекций точек А\ й С| легко постро­
ить (?). Расстояние между треугольником ЛВС и проекцией треуголь­
ника Л |В |С | равно —“ -̂ /З (?)! Тогда искомое расстояние равно (по фор­

муле задачи 12.40, б) -уг\/7.

Перейдем теперь к ситуации, изображенной на рисунке 133. Пусть 
Н — проекция точки В| —.находится на продолжении луча В К, причем,
как и в предыдущем случае, |В Я | ==-\/3. Теперь .самое ,важное — уста­
новить положение проекций точек А I и С| по отношению* треугольнику, 
а еще точнее выяснить, как расположена по1 отношению к этому тре­
угольнику прямая <Э7\ являющаяся проекцией прямой А 1С1 на (ЛВС) 
(точка <2 — проекция точки А\, а точка Т V  проёкция’точки С 1). Ясно 
(рис. 134), что (<ЭЩЛС) ( ? ) . 'Поэтому найдем | К З \ :

|/ (5 | =  | :/С В |- |В 5 |.  ' :
; ; ;  1Я5| =  | я 5 г- | я в | =  гв,а; , | - | я в |

(точка К\ — середина ребра Л 1С1 и точка 5 —'точка пересечения (<3Т) 
и {ВК)). • • - ' -  •

Обоснуйте приведенные выкладки.
Подставив теперь числовые данные, получим

1 В 5 |= ^ / з - л / з = - - | - л / з .

Расстояние оказалось отрицательным!, Но это невозможно! Почему 
же так получилось? .

Все дело в рисунке 134. Этот рисунок неверен!.На нем ( ( )  пере­
секает треугольник АВС . Но именно это и нужно выяснить!

Рис. 134 Рис. 135
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12.2.(1).

12.3. (1 ) .

12.4. (1 )•

12.5.(1).

12.6.(2).

12.7.(2).

12.8.(2). 

12.9. (2).

Теперь знаем, что такого рисунка быть не может, а значит, (С}Т) про­
ходит вне треугольника АВС. (Если быть совсем точным, то надо еще 
объяснить, почему (С}Т) не проходит через вершину В.) Значит, на са­
мом деле верен рисунок 135. Но тогда расстояние между треугольни­
ками АВС  и НС}Т равно |В 5 | (?) и |В 5 |= - |- -^ 3  (?). Тогда искомое

расстояние равно -у-\/7.

Любопытно, что в обоих случаях расстояние оказалось одним и тем
же.

О т в е т :  расстояние между основаниями призмы равно -ул/?-
Ответ получен, но есть еще над чем подумать. Почему в двух разных 

случаях ответ оказался одинаковым? Может быть, это совпадение 
обусловлено числовыми данными, а может быть, дело в другом? И еще,
вычислив |Я 5 | во втором случае и получив, что |5 5 | =  — |--\/3, мы оста­
вили и выкладки, и рисунок. Однако если бы мы их продолжили и вы­
числили |/ ( 5 |,  то увидели бы, что результат получился тот же, что и на 
новом рисунке. Как вы это объясните?

Дополняем теорию (

Какой фигурой является множество точек, равноудаленных от: а) двух 
параллельных прямых; б) двух пересекающихся прямых; в) двух па­
раллельных плоскостей; г) двух пересекающихся плоскостей; д) прямой 
и плоскости, перпендикулярных между собой?
Какой фигурой является множество точек, равноудаленных от: а) гра­
ней тетраэдра; б) граней правильной пирамиды; в) граней правильной 
призмы? -

Рисуем

Две прямые параллельны. Нарисуйте фигуру, состоящую из всех то­
чек, удаленных от каждой из них на расстояние й (ЛфО).
Нарисуйте фигуру, состоящую из всех точек, удаленных на расстояние (1 
от: а) данного отрезка; ,б) квадрата; в) окружности (с1ф0).
Пусть АВСО  — квадрат, точка К. лежит внутри стороны С Д  {КЦА. 
±.(АВС). Нарисуйте перпендикуляры из С на прямые, проходящие 
через стороны квадрата; через диагонали квадрата.
Пусть АВСО  — ромб с острым углом 60°. Нарисуйте перпендикуляры 
из точки Р на прямые, проходящие через стороны и диагонали ромба, 
если: а) (РД)Х(ЛВС); б) (РА)±(АВС).
Пусть А В С 0 А \В \С \0 \ — куб. Нарисуйте точку, ближайшую к вер­
шине А\\ а) в треугольнике 5 С Д  б) в сечении В Д Д ;  в) в сече­
нии С Д Д ;  г) в сечении В С \й .
Пусть РАВСО  — правильная пирамида с равными ребрами. Нарисуйте 
точку, ближайшую к вершине А, в сечении пирамиды плоскостью: а) па­
раллельной основанию; б) ВОХ, где точка X лежит внутри ребра РС:
в) Р С Д  г) ВОР.
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€  Представляем
12.10.(1). Каждая точка неплоской линии удалена от прямой на расстояние й. 

Нарисуйте такую линию. Сколько таких линий существует? Какую фи­
гуру они заполняют?

12.11.(1). Даны плоскость а  и точка А ф а .  Точка X  движется по плоскости так, 
что расстояние \ХА\ остается одним и тем же. По какой линии она 
движется?

12.12.(1). Д аны две точки А  и В. Точка X  движется так, что |Х 4 | = й \,  |ЛВ| =е?2- 
По какой линии она движется (с? |^ 0 , Ж ф О )?

12.13.(2); Фигура Р лежит в плоскости а , точка А  не лежит в этой плоскости, 
точка В фигуры Р является ближайшей к точке А. Следует ли отсюда, 
что {АВ)±. а?

12.14.(4). Все точки некоторой линии одинаково удалены от каждой из двух дан­
ных плоскостей. Является ли эта линия прямой или ее частью? Является 
ли она плоской? Рассмотрите два случая: когда плоскости параллельны 
и когда они. пересекаются.

12.)5.(4). Приведите пример двух неплоских линий, расстояние между которыми 
постоянно.

12.16.(4). Какой фигурой является множество точек X, таких, что:
а) \Х а \= 4 ;  б) |* а |< < / ; в )  |Л а |> с 7 ; г) |^ а |  < ^ 2?

-== Планируем
12.17.(1). На плоскости а  лежит угол, равный ф. Точка А не лежит в плоскости а . 

Известны расстояния от нее до вершины угла и до его сторон. Как найти 
расстояние от А до плоскости, в которой лежит угол? Выберите сами 
числовые данные и получите результат. Составьте обратные задачи.

12.18.(1). а) Расстояния от трех; вершин параллелограмма до1 плоскости рав­
ны й\, йч, с?з (в порядке обхода). Найдите расстояние до плоскости 
от четвертой вершины параллелограмма, б) Сможете ли вы решить 
задачу, если вместо параллелограмма взять равнобедренную трапецию?
в) Составьте аналогичную задачу для правильного многоугольника.
г) Как' могла бй  выглядеть аналогичная задача для круга? д) Пусть 
известны расстояния от трех вершин данного треугольника до плоскос­
ти. Как найти расстояние до этой плоскости от какой-либо фиксирован­
ной точки плоскости треугольника; например от точки пересечения ме­
диан, биссектрис, высот, от центра описанной окружности? е) Пусть 
известны расстояния до плоскости от трех вершин равностороннего 
треугольника. Как найти расстояние до этой плоскости от четвертой 
вершины правильного тетраэдра, построенного на этом треугольнике?

12.19.(2). На плоскости лежит полоса (фигура, заключенная между двумя па­
раллельными'прямыми) шириной Л. Расстояния до ее краев от точки, 
не лежащей в этой, плоскости, равны й\ и с?2. Как найти расстояние от 
этой точки до полосы? (Ширина полосы — это расстояние между ее 
краями.)

12.20.(2). В тетраэдре РАВС Х .А В С =  Х .Р С В = 90°. Какие надо сделать изме­
рения на поверхности тетраэдра, чтобы вычислить расстояние от вер­
шины Р до плоскости основания? а до самого основания?
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ш Находим величину

12.-21.(4),/Треугольник АВС  правильный:.Точка, .О,!-*- его:центр, точка X  — пере­
менная точка перпендикуляра к его плоскости,- проходящего через О. 
Установите зависимость между й у — -расстоянием от Х'Цо (АВС), с?2 — 
расстоянием :от Х до вершин треугольника и йз — расстоянием от X  до 
сторон треугольника. Обобщите задачу.

12.22.(1). Прямоугольный треугольник ЛВС-расположен/гак, что.вершины В и С 
лежат в плоскости а , а вершина Л — в плоскости р,.(ЛС)Л_р, (Лв)_1_а.

,-> - ‘Катеты \АВ\ =  1, |ВС| = 2 .  Чему равно расстояние от,вершин треуголь-
■ ника.до прямой пересеченияг>пЛоскостей? ' . ■

12.23.(1). \А а \= (1и  \В а \= а 2. Найдите \Х а\, если Х<=(АВ),.\АХ\ : \Х В \= р : д .
12.24.(2): Пусть РАВС  —‘'тетраэдр. Вычислите расстояние о т !Р до!его основания,

' '* если: а) основанием1'является равносторонний треугольник со сторо-
' ной'1, |:РВ | =  |Р С |= 1 ,  |Р Л |= - ^ -  б ) |Д В | =  |В С |;= |Д С | =  |РВ | =  1,

| РА | =  \РС\ = т Д ; в) основанием является1 равносторонний треугольник 
со сторонойЧ, а‘ грань РВС  является' равнобедренным прямоугольным 
треугольником и перпендикулярна основанию; г) /1 А С В = 90°, \АС\ =  
=  |СВ | = ’1,‘все боковые рёбра равны ! ; д) Л  А В С = 90°, |Р В | = 1 , углы 
РВС и РВА  тупые.

12.25.(2). Правильный треугольник ЛВС имеет, сторону й, |ХД | =-\/Зе!, |АГВ| =  
=  |Я С |= с(. Чему равно расстояние от точки X до. треугольника?

12.26.(2). Квадрат А В С й  имеет сторону, равную 1.‘ Вычислит^ расстояние от 
точки Я ’до квадрата, если: а) |^ Л | =  |Х В |= '|^ С | =  1; б) |ЯЛ| =  1,

. . ■ 1 ^ 1 = - ^ ,  1 ^ 1 = ^ .
12.27.(4). От каждой, из.двух перпендикулярных плоскостей некоторая прямая 

удалена,на расстояние Й>-0. На каком расстоянии.она находится от
., их общей прямой? .

12.28.(4). Пусть а_1_р>,1а ^ р = с ,  , а с а ,  а||й», \ас\ = 4 и  ,\Ьс\ =с?2 (й\Ф $,
, . Й2#0). Чему равно |а 6 |?  , ,, г ,

12.29.(4). -Две прямые а и Ь лежат в плоскости.а,на расстоянии й\. между собой.
-. '■ ;,Прямая с .перпендикулярна этой плоскости. |с с |= с ( 2. Найдите \Ьс\

... (^1=5^0, - : ■ > .. I
12.30.(.4).-,Пусть а ||5 , Ь\\с, |ар |, |а&|;_ |&с| . известны., Как найти расстояние 

.; • ■ , от одной из данных прямых до плоскости, в которой лежат другие две?
Вычислите расстояние от с до плоскостное которой лежат а и Ь, если 
|а с |= 3 ,  |&с-|=4, а |а 6 |; принимает такие-значения: 1,;2, 3, 4, 5, 6, 7.

12.3Ь,(4 ). Расстояние между двумя параллвдьными плоскостями равно 1. В них 
. лежат,-два круга,.радиусом 1. Вычислите расстояние между кругами, 

:еслИ( расстояние между их центрами равно:, а) 2; б) 3. .
12.32.(4). Пусть Л ВСЛ |В |Со— треугольная призма. Ее основанием является 

равносторонний треугольник со стороной 2, Х .А \А С =  Х.А\АВ =  Ь0°. 
Нарисуйте высоту призмы, если 1ЛЛН равняется: а) 1;<б) 2; в) 3. 
Вычислите ее в каждом случае. (Высота призмы — это расстояние 
между плоскостями ее оснований или общий перпендикуляр этих 
плоскостей.) , .
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12.33.(4). В параллелепипеде А В С Б А \В \С ф \  все грани — равные ромбы. Острый 
угол ,ромба равен <р, сторона равна с/. Чему равна высота .параллеле­
пипеда? ' . • ■ .

12.34.(4). В правильном тетраэдре с ребром 2 проводится сечение плоскостью, 
.. • • параллельной одной из граней. Выразите)площадь этого сечения как

}(х), где х  — расстояние между.гранью и плоскостью .сечения.

ОИщем гранйцы1 ;

12.35.(1). Треугольник АВС  равносторонний со стороной, равцой 2. |Л а |= 2 ,
>.< |В а |= 3 .  В каких границах находится |С а |?
12.36.(4). В основании,четырехугольной, пирамиды РАВСЪ, лежит..квадрат со 

.стороной-2. Грань РАВ  перпендикулярна .основанию. \Р А \ =  \РВ\ = 2 .
В этой пирамиде проводится (Сечение, параллельное, плоскости РСБ. 
Выразите его площадь как /(х), где х  — расстояние между сечением и 
параллельной ему гранью. Можете ли вы установить, в каких грани­
цах лежит его площадь? Решите такую жё задачу, если плоскость 
сечения параллельна другим; граням; пирамиды. <

' • , и ) > • ’ '« \ ’ ' ' т * - * 1 I
' '^Д оказы ваем ’ ’ '

12.37.(2). Имеются два равных, круга, расположенные ,так^ что-они имеют един­
ственную общую точку. Из некоторой точки пространства) на плоскости 
этих кругов проведены два перпендикуляра. Перпендикуляры проходят 
через центры данных кругов. Докажите, что единственная общая 
точка этих кругов лежит в одной плоскости с этими перпендикулярами. 
Изменится ли результат, если хотя бы один из них не будет проходить 
через центр круга? Сформулируйте и проверьте обратные утверждения.

12.38.(2). Пусть Р\ и Р2 — две фигуры в плоскости а , причем р 2 <=Р\. Докажите, 
что длялю бой точки.»Лз1 Х&2 1.^1 Х Р \\-1

12.39.(3). Пусть а с а ,  Ы . а, 6(1 а =.0}-'Д окаж ите, что \Ьа\ =  \Аа\.
12.40.(4). а) Пусть а ||р , Д б а ,  фигура В -лежит-в плоскости р, А\ — проекция 

точки А  на р. Докажите, что |у4/г|2=  |<%р|2-{- 1̂ 41̂ 712- б) Пусть фигу­
ры Р и О лежат в параллельных плоскостях а  и р, Р\ — проекция фи­
гуры Р на плоскость р. Докажите, что |/7(? |2 =  |а р |2 +  | /-"1 <512. Рассмот­
рите случай, когда Р и О — скрещивающиеся прямые.

12.41.(4). Через точки А и В плоскости а  проведены две прямые а и Ь, перпен­
дикулярные этой плоскости. Докажите', что |а6 | =  \АВ\ '.

12.42.(4). Два правильных тетраэдра стоят на плоскости. Докажите, что расстоя­
ние между ними меньше расстояния между'их, вершинами,' не леж а­
щими в данной плоскости. (Обобщите зада

С  Исследуем

12.43.(1). На плоскости рс лежит треугольник АВС. Х ф а .  Может ли расстояние 
|Л а | равняться: а) \Х А \ \б) \ХА\ и .|Я В |; в) 'расстоянию от X  до (АВ)\
г) расстоянию от X до (АВ) и (4С)?

135



12;44.(2). (АР)А-(АВС), (РК)А(ВС), /Се(ВС). Проверьте: равносильность таких 
•утверждений: а )1 точка К  лежит внутри отрезка ВС и А В А С ^ 90°;
б) точка К совпадает с В (или С) и А  В = 9 0 °  (или А С = 90°);
в) точка К -не лежит на отрезке ВС  и А В > 9 0 °  (или А С > 90°).

12.45.(2). Пусть а и Ь — две прямые. Точка X — переменная- точка прямой а. 
Как меняется \ХЬ\ при движении точки X  в одном направлении по 
прямой а?

12.46.(2). Точка К  удалена от всех вершин.треугольника на 1, точка ^  удалена 
от всех его сторон на 1. Какая из этих точек ближе к плоскости тре­
угольника? ‘ !

12.47.(4). Правильную четырехугольную пирамиду положили боковой гранью 
на данную плоскость. Расстояние от ребра основания, не лежащего в 
этой плоскости, до плоскости оказалось равно высоте пирамиды. Какое 
ее ребро является наибольшим?

1-4?Г Прикладная геометрия
12.48.(1). На некоторой высоте над землей произошел взрыв. Его видели и слы­

шали три человека, которые и установили, на какой высоте он произо­
шел. Как они это сделали? Смогли бы с этой задачей справиться два 
человека?

12.49.(4). Любые ли две треноги можно поставить на землю так, что перекладина, 
установленная на них, будет горизонтальна?

12.50.(4). Самолет летит на. одной и той же высоте. Вы располагаете двумя 
приборами для измерения расстояния до него. Можете ли вы с их по­
мощью определить высоту, на которой он летит?

§ 13. Пространственная теорема 
Пифагора

13.1. Три формулировки теоремы 
Пифагора ,

Теореме Пифагора можно дать по крайней мере 
три формулировки:

1) в прямоугольном треугольнике квадрат длины 
гипотенузы равен сумме квадратов длин катетов;

2) квадрат длины диагонали прямоугольника ра­
вен сумме квадратов длин двух его взаимно перпен­
дикулярных сторон;

3) квадрат длины любого отрезка равен сумме 
квадратов длин его проекций на любые две взаимно 
перпендикулярные прямые. (Подразумевается, что 
отрезок и прямые лежат в одной плоскости.)
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Вторая формулировка известна и, очевидно, рав­
носильна первой, а вспомнив определение проекции, 
можно убедиться, что третья формулировка равно­
сильна второй (рис. 136):

ОС2= О А 2 +  ОВ2, 0А  — 0 \А \, 0 В  =  0 2В1.

13.2. Пространственная теорема Пифагора 
для проекций

Цель этого параграфа — обобщить теорему Пи­
фагора на пространство. Каждая из трех формули­
ровок теоремы Пифагора допускает соответствующее 
обобщение. Воспользуемся здесь последней форму­
лировкой: в ней при обобщении изменения мини­
мальны — надо говорить не о двух, а о трех взаимно 
перпендикулярных прямых.

Теорема 13.1 (пространственная теорема Пифа­
гора).

Квадрат длины любого отрезка равен сумме 
квадратов длин его проекций на любые три взаим­
но перпендикулярные прямые.

Доказательство. Пусть в пространстве заданы 
отрезок АВ  и три взаимно перпендикулярные пря­
мые а, Ь, с (рис. 137). Обозначим через у плоскость, 
в которой лежат прямые а и Ь. ‘Проведем через 
точки А  и В прямые р и ц, перпендикулярные плос­
кости у; отрезок А 'В ' — проекция отрезка АВ  на 
плоскость у (случай, когда р =  р, рассмотрите 
самостоятельно). Так как р_1_у и <?Ху, то р ||р, а по­
тому прямые р и р лежат в некоторой плоскости б. 
Спроектируем теперь в плоскости б отрезок АВ  на 
прямую р. Получим отрезок Л С (случай, когда А =  С, 
рассмотрите самостоятельно). Так как р_1_у и пря­
мая А 'В ' лежит в у, то р Х (Л 'В '). Следовательно, 
отрезки А 'В ' и АС  — это проекции отрезка АВ  на две 
взаимно перпендикулярные прямые в плоскости б. 
Тогда по теореме Пифагора (вспомните ее третью 
формулировку)

А В 2= А 'В '2+ А С 2. (13.1)
Спроектируем теперь отрезок А 'В ' на прямую а 

в отрезок А\В\ и на прямую Ь в отрезок А 2В 2. Снова 
по теореме Пифагора получим:

А 'В '2= А \В \+ А 2В1 ' (13.2)
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Рис. 138

По теореме о проекциях (следствие 1 тёоре- 
мы 12.1) отрезки А\В\ и А 2В 2 — это проекции отрез­
ка АВ  на прямые а и Ь соответственно. Спроектируем .. 
теперь отрезок АВ  в отрезок А 3В 3 на прямукхс, про-,;, 
ведя через точки А к В плоскости а и р ,  перпенди­
кулярные прямой с (рис. 138). Так как точка С — 
проекция точки В  на прямую р, ,то С — точка пере­
сечения плоскости р и прямой р. Отрезки.А 3В 3 и АС  
параллельны (так как с ± у  и,.]0 ± у ) ,  и концы их ле­
ж ат на параллельных плоско,ст:ях а  и р.; Поэтому по 
лемме 12.2 отрезки А 3В 3 и АС  равны, т. е. А зВ з= А С .

Заменяя в (13.1) длины А 'В '  и АС  длинами 
проекций А \В \, АцВц, А 3В 3, получаем требуемое ра­
венство: „ „ • „

АВ  = А  1В 1 А 3В 3. ■

13.3. О значении теоремы Пифагора
X  Теорема Пифагора — это главная .и самая заме­
чательная, теорема геометрии, прежде всего обычная 
«плоская» теорема Пифагора, Уак как пространствен­
ное обобщение получается на„ ее оснрве (как, видно 
из вывода п. 13.2). Теорема Пифагора замечательна 
уже тем, что. она вовсе не очевидна. Если оглянуться 
на доказанные нами теоремы, то можно заметить, что 
почти каждая из них становится довольно очевидной, 
если только хорошо понять ее. содержание, хотя 
точное доказательство может быть не очень простым. 
Так, например, то, что перпендикуляр короче наклон­
ной, видно просто на чертеже. Но сколько ни смотри
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на прямоугольный треугольник, нельзя увидеть, по­
чему между его сторонами всегда есть такое простое 
соотношение, хотя известны его очень ясные^доказа-. 
тельства. Одно из них вы видите на рисунке 139.

< Значение теоремы Пифагора состоит прежде все- * 
го в том, что из нее или с ее помощью можно вы­
водить все теоремы, касающиеся длин отрезков и в е -  
личин, углов на плоскости и в пространстве (не счи­
тая самых первичных теорем об углах). Мы уже вос­
пользовались теоремой Пифагора в наших основных 
выводах— в теореме о ближайшей точке, в дока­
зательстве пространственной теоремы П иф агора— - 
и еще будем ею пользоваться; Кроме того, мыссыла- 
лись на то свойство перпендикуляра к прямой, что он 
короче ‘ наклонной; это, очевидно, может *быть вы­
ведено из теоремы Пифагора: Из теоремы'Пифагора 
выводится теоремакосинусов, вернее;» обобщенная 
теорема^Пифагора, а из нее можно вывести теорему 
синусов,-признаки равенства: треугольников* и т .д .
. Можно сказать;'что теорема Пифагора'выражает 
основной'закон* связи>между расстояниями на плос­
кости, а в пространственном обобщении*— и в прост­
ранстве.1 Если на* плоскости введены прямоугольные »•'*
координаты л:, у  (рис. 140), то расстояние между 
точками А у \ )  и Дг'Схг» У2):выражается по теореме »
Пифагора формулой^

.. \А \А2\ = У (*2 —х \)\+ {уч— уху. (13.3)
Этим, как можно доказать, определяется геомет-, 

рия на плоскости: обычная, евклидова планимет­
рия это геометрия, в которой положение точки з а ­
дается, двумя координатами х , у  и расстояние вы­
ражается формулой (13.3). Иначе говоря, это гео­
метрия,^ которой выполняется формула; Пифагора. 
(Возможна и неевклидова геометрия* в ней расстоя­
ния 1выражаются> иначе.) Такая геометрия [названа 
евклидовой, потому что именно Евклид (в начале 
III в..’до и: э.) дал лучшее ее систематическое изло­
жение, в\которое входила и теорема: Пифагора. Р а ­
зумеется, Евклид не знал системы координат, и такой 
подход к-евклидовойтеометрии сформировался толь­
ко̂  в прошлом веке. ’ - -

Важнейшие обобщения геометрии связаны с обоб­
щением теоремы Пифагора. В основе* математиче­
ского аппарата1 главных теорий современной физи­
ки — теории относительности и квантовой механи­
ки — лежат, можно сказать,\ обобщения теоремы 
Пифагора. ^ Рис. 140



Задачи

©  Разбираемся в решенийV *
13.1. Плоскости а и р  перпендикулярны. АА\ — перпендикуляр на плос­

кость а  из точки А, ВВ\ — перпендикуляр на плоскость р из точки В.
Можно ли установить связь между величинами ИЛИ., 1ВВН, \АВ\,
|А ,В ,|?  ,

Решение.
Установить связь между, величинами — значит в конечном итоге 

найти формулу, в которой были бы все эти величины да еще, возможно, 
некоторые постоянные. Если найдена формула, в которой, кроме этих 
величин, есть и другие, то останавливаться нельзя; Лишние величины 
надо постараться убрать из формулы. Если, это не получается, то при­
ходим к мысли о том; что связь между данными величинами однозначно 
установить невозможно. В самом деле,, если в формуле присутствует 
еще хотя бы одна лишняя величина, то ей можно придавать различные 
численные значения и получать отсюда разные формулы, связывающие 
данные величины. Но на один вопрос еще надо постараться ответить: 
«Это только нам не удалось убрать из формулы лишнюю величину, или 
это в принципе невозможно?» Для.того чтобы ответить на такой вопрос, 
требуется дополнительное исследование.

Перед тем как перейти к непосредственному решению задачи, заме­
тим следующее. Вопрос о связи величин между собой можно несколько 
видоизменить. Можно искать не формулу, связывающую данные ве­
личины между собой, а любую из них, считая, что все остальные из­
вестны.

Обратите внимание на то, как поставлен вопрос к задаче. Его форма 
не категорическая, а предположительная: «Можно ли...?» (Бывает и 
так: «Можете ли вы...?» Тут есть оттенки. Какие?) Когда в математи­
ческой задаче спрашивается: «А можно ли сделать то-то и то-то?» — 
лучше начинать решение с самых простых случаев. Если в этих, более 
простых случаях ничего не выходит, то, видимо, и в более общей ситуа­
ции не получится. А если в простых случаях результат получается, то 
можно переходить и к более общим случаям. (Заметим, что в иных за­
дачах с категорической формулировкой целесообразно действовать 
так же.)

В данной задаче ничего не говорится о том, где лежат точки А  и В. 
Возьмем Л е р  и В е а .  Обозначим \А А \\= й { , \ВВ\\=<12. Будем счи­
тать, ЧТО (1\ф 0, й?2=5̂ 0.

Если среди этих расстояний есть нули, то ответ очевиден и зада­
чи как таковой нет (?). (Упрощая условие, надо все же сохранить 
содержание задачи.)

Если посмотреть на рисунок 141, то ответ очевиден. Расстоя­
ние |А ,В ,| можно найти из пространственной теоремы Пифагора (?), 
значит, связь между величинами в этом случае есть.

Возьмем случай сложнее: точку А оставим в плоскости р, а точку В 
уберем из плоскости а  (рис. 142).

140



а

Рис. 141 Рис. 142 Рис. 143

Пусть на этом рисунке \В \В 2\= х ,  \А \В2\= у .  Тогда

(?)
Получилась система двух уравнений с тремя неизвестными. Как 

правило, однозначно найти решение такой системы невозможно. В этом 
можно убедиться, к примеру, таким'способом. Из полученной системы 
вытекает равенство

о?2 =  о? 2 - |- о? 1 _ 2 с?,д:Ч - ( ? )

Замечаем, что \А\В\ | 2 зависит от х  линейно, следовательно, выразить 
\А \В \ |2 через данные величины невозможно. ,

Теперь ясно, что и в более общем случае, когда Л установить 
связь между этими величинами не удастся (?).

Попытаемся разобраться в заданной ситуации подробнее: а почему 
такой связи нет? Какова геометрическая' природа этого явления? 
(К отысканию геометрической сути задачи нас побуждает и чисто алгеб­
раическое ее решение. Мы пришли к ответу, составив некую систему 
и проанализировав ее решение. А нельзя ли к> тому же ответу прийти 
чисто геометрическим методом, т. е. рассматривая фигуры в пространст­
ве?) Вернемся к рисунку 141. Зафиксируем точку А в плоскости р и 
поставим такой-вопрос: «А где может находиться, исходя из условия 
задачи, точка В?» Так как |Вр| =с12ф 0 , то В находится на плоскости, 
параллельной плоскости р, удаленной от р на расстояние й2. Таких 
плоскостей две. Возьмем одну из них р1 (рис. 143). Так как точка В 
находится на фиксированном расстоянии от А, то она будет находиться 
на фиксированном расстоянии от точки А 2 — проекции точки А на плос­
кость р|. Но это означает;1 что она находится на некоторой окруж­
ности в плоскости Р; с центром в точке Лг. Но тогда точка В\ — 
проекция точки В на плоскость р — будет находиться на окружности с 
центром в точке А> (?). Теперь видно, что \А\В\\ не определяется одно­
значно. (И хорошо видно, в каких границах находится 1А 1ВП (?).)

Теперь, когда задача решена, стоит задуматься: а почему же нам 
удалось найти | Л 1^ 1 1 в ситуации/ изображенной на рисунке 141? И еще: 
найти 1Л 1В 1 1 , т. е. установить связь между данными величинами, ока­
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13.2.

13.3.
(м

13.4.
I '"1

13.5.

13.6. и

13.7.

13.8.

13.9.

залось невозможно. Можно ли ввести в рассмотрение другие величины, 
такие, что для нового набора величин (данных и вновь введенных) 
можно установить связь между ними?

Дополняем теорию
Прямые ОА, ОВ, ОС взаимно перпендикулярны. Прямая ОХ составляет 
с ними, углы ф1, фг, фз соответственно. а|) Докажите, что соз2ф! +  
+  соз2ф2 +  с°52<Рз= 1 . б) Установите зависимость между углами, кото­
рые (ОХ) образует со своими проекциями на плоскости ЛОВ, ВОС, АОС .

(Зависимость между углами может быть записана как зависимость 
между тригонометрическими функциями этих углов.)

Находим величину

Пусть АВС  и Л С В — два прямоугольных треугольника с катетами 
3 и 4. Они имеют общую, гипотенузу А С и лежат в перпендикулярных 
плоскостях. Вычислите |В В |.
Правильный шестиугольник А В С йЕ Р  со.стороной 1 согнули по диаго- 

, . нали ЛВ так* что его частиюказались.в перпендикулярных плоскостях. 
Вычислите новое расстояние между В, ш. В; , между отрезком АВ  и Е. 
В кубе А В С 0А \В уС \0\ ребро равно 2. Точка /(.— середина ребра С Д  
точка С — середина ребра С\В\, точка А  — середина отрезка МВ, точ­
ка N  — середина отрезка АК. Точка Р лежит на отрезке А \Б , а точка () 
лежит на отрезке СО\. Вычислите: а) \А \К \\6 )  |/ (С |;в )  |В М |;г) ЦЫ\\
д) |Я<Э1, если |В Р | =-1:111)4,1, |В,<?| = - |- ; |Й ,С |.

(Г З  Ищем грайиЦы '■ , )» 5} \ ‘ ' < . „
Концы отрезка АВ  длиной 2 лежат в: перпендикуляр ных, плоскостях а  

■ и р ( Л е а ,  В е р ) .  |Л р |,== |В а| =  1. Точка /(. движется от,Л  к В по 
V отрезку. АВ. Выразите расстояние'от К>до.,-прямой пересечения этих 

.! плоскостей, как /(•*)* где-дс= I Л /( |. В каких границах лежат значения 
. этой функции? > , .
-.Два полукруга имеют общий диаметр ЛВ>и лежат в перпендикулярных 
плоскостях., Из точки Л по окружности одного, из них и из точки В по 

. окружности другого одновременно и с одной.и той же скоростью дви­
жутся точки К  и В. .В; каких,границах изменяется |/СС|?
Д ва равностороннихчтреугольника ЛВС<иЛВВ лежат в. перпендику- 

.. лярных плоскостях. Их стороны равны, 1. а) Из точек С и В по отрез­
кам СВ И'Л В одновременно ,и с,,одной и той же скоростью движутся 

■ точки К  и Х. В каких границах лежиърасстояние.между ними? б) От­
ветьте на тот же вопрос, если точка-С движется от Л к В (при прочих 
тех же условиях), в) Является <ли найденное вами, наименьшее зна­
чение, для \КЬ\ расстоянием'между прямыми (ВС) и (ЛВ)? между от­
резками В С и  Л В? (Ответьте для. каждого из случаев: а) и б).)
В кубе ЛВСВЛ 1В 1С1В 1 точки./С и В движутся по отрезкам Л 1В и АС  так, 
что всегда ,\А\К\ =  |Л В |. <В.каких границах лежит \КЬ\, если ребро 
куба равно 1?
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0-1 Исследуем

13.10. Через одну точку проведены три взаимно перпендикулярные прямые. 
Через каждые две из них проведена плоскость. Возьмите еще одну 
точку. Рассмотрим такие величины: расстояние от нее до первой точки, 
расстояния от нее до данных плоскостей и расстояния от нее до данных 
прямых. Сколько й какие надо знать из этих величин, чтобы найти 
остальные? Подтвердите полученный результат конкретным расчетом!

13.11. Плоскости а  и 0 пересекаются, Л е а ,  Л Л г— перпендикуляр на 
плоскость р, ВВ\ — перпендикуляр на плоскость'а. Можете ли вы уста­
новить связь между величинами \АВ \, \АА{\, ГВВ||, |Л 1^ 1 1?

Переключаемся

13.12. У вас имеются два одинаковых спичечных коробка: Как вы их прило­
жите друг к другу для того, чтобы получить прямоугольный паралле­
лепипед с наибольшей диагональю?

13.13. Можете ли вы узнать длину диагонали спичечного коробка, ничего в
нем не измеряя? ,, 1.. ■. : г

§ 14. Углы
В этом параграфе рассматриваются углымежду Д ; 

прямыми и плоскостями в пространстве. Н епостоян­
но приходится измерять в практике.' Угол наклона ‘ ’ 
плоскости орбиты спутника к плоскости экватора, 
угол падения луча света на^йтражающ ую‘поверх-• 
ность, угол наклона орудийного ствола при выстреле, ‘ 
угол наклона ската крыши, долгбта ‘и широта места 
на Земле и другие подобные примеры говорят о важ ­
ности этих понятий.

14.1. Угол между лучами
Начнем с частного случая расположения двух 

лучей. Как и в планиметрии, два луча называются 
сонаправленными или одинаково направленными, 
если либо один из них содержит другой, либо они . 
лежат на параллельных прямых по одну сторону от 
прямой, проходящей через их начала (рис. 144).

Сонаправленные лучи, р и ц обозначаются т 
так: /. ; ‘

Угол между сонаправленными лучами полагается^ 
равным^ 0 °. ;

Если лучи р и <7 не сонаправлены и имеют общее 
начало, то угол между ними определяется как вели-
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чина (мера) плоского выпуклого (т. е. не больше­
го 180°) угла со сторонами р и я (рис. 145).

Наконец, в общем случае, когда лучи р и р не со- 
направлены и .имеют различные начала, (рис. 146), 
поступают так: из любой точки О проводят лучи р' 
и <?', сонаправленные соответственно с лучами р 
и ц. Углом между р н ц называется угол , между р' 
и Я'.

Угол между лучами р и ц  обозначается так: / . р Я.
Такой угол не зависит от выбора точки О. Это 

вытекает из двух следующих лемм.

Лемма 14.1.

' Углы, стороны которых соответственно сонаправ- 
лены, равны.

Доказательство. Пусть даны-два угла с вершина­
ми в точках О и О ' и с соответственно «(направлен­
ными сторонами: р \ \ р '  и Я\ \ Я' (рис. 147). Если 
данные углы лежат в одной плоскости, то утверж д^ 
ние леммы известно из планиметрии. Поэтому мржно 
считать, что они не лежат в одной плоскости.

Отложим на сонаправленных сторонах этих углов 
равные отрезки: 0А  =  0 'А '  на р и р '  и 0 В  =  0 'В '  
на <7 и ц '. Проведем отрезки 0 0 ',  А 4 ', В В ' , А..В 
и А 'В '. Так как 0А  =  0 'А ',  0 А \ \0 'А ', ю  :четырех- 
угольник ОАА'О ' — параллелограмм. Поэтому 
0 0 '= А А '  и 0 0 '\\А А '.  Аналогично 0 0 '  =  В В ' и 
0 0 '\\В В '.  Поэтому А А ' =  В В ' и А А '\\В В \  т. е. четы­
рехугольник А В В 'А ' — параллелограмм. Следова­
тельно, А В = А 'В '.

Итак, в треугольниках ОАВ и О 'А 'В ' соответ­
ственные стороны равны. Но тогда в них равны и 
соответственные углы. Итак, А.АОВ =  ^ .А 'О 'В ',  
т. е. А р 'Я' =  А р д . ■

Лемма 14.2.

Два луча, сонаправленные с третьим, сонаправ- 
лены.

Доказательство. Пусть лучи а и Ь сонаправлены 
с лучом с. Докажем, что а и Ь сонаправлены. 
Если а, Ь и с лежат в одной плоскости, то это 
следует из соответствующего результата планимет­
рии. Поэтому предположим, что они не лежат в одной 
плоскости.

Рис. 145

Рис:; 146

А  Р

Рис. 147
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Тогда из леммы о том, что две прямые, парал­
лельные третьей, параллельны, следует, что лучи а, 
Ь, с  лежат на параллельных прямых а', Ь', с'. На­
чала лучей а, Ь, с — точки А, В, С — не лежат на 
одной прямой, так как иначе бы лучи а, Ь, с лежали 
бы в одной плоскости вопреки предположению. Сле­
довательно, через точки А, В, С проходит опреде­
ленная плоскость а  (рис. 148). Лучи а, Ь, с не лежат 
в одной плоскости, а значит, не лежат в а .

Лучи а и с параллельны и, значит, лежат в не­
которой плоскости. Она пересекает плоскость а  по 
прямой АС. Так как а и с сонаправлены, то они 
лежат по одну сторону от этой прямой. Тем самым 
они лежат по одну сторону от плоскости а.

Точно так же получим, что л учи ^  и с лежат по 
.одну сторону от а . Значит, лучи^дгй о лежат по одну 
сторону от плоскости а , там, где лежит луч с.

Так как лучи а и Ь параллельны, то они лежат 
в одной плоскости. Эта плоскость пересекает плос­
кость а  по прямой АВ. И так как лучи а и Ь лежат 
по одну сторону от плоскости а , то они лежат по 
одну сторону от прямой АВ, в одной полуплоскости. 
Значит, а и Ь сонаправлены. Ц

После того как доказаны эти леммы, становится 
ясно что если даны два луча р, <7 и из разных то­
чек А  и В проведены сонаправленные с ними 
лучи р', <7'  и р " , <7"  (рис. 149), то, во-первых, по 
лемме 14.2 р " \ \ р '  и и, во-вторых, по лем­
ме 14.1 ^ .р "< 7 ''=  ^-Р'я'< как и говорилось при опре­
делении угла между лучами р и <7. Итак, находя 
угол между лучами, можно откладывать сонаправ­
ленные с ними лучи от любой точки^

14.2. Угол между прямыми
Теперь мы можем определить угол между двумя 

прямыми в пространстве.
Углом между прямыми называется * меньший из 

двух углов между лучами, параллельными этим 
прямым (рис. 150).

Из данного определения следует, что угол между, 
параллельными прямыми равен нулю.

В том случае, когда прямые пересекаются, угол 
между ними равен величине вертикальных не тупых 
углов , образованных этими прямыми.

Если же прямые скрещиваются, то, чтобы найти 
угол между ними, можно поступить так: через Рис. 150

145



любую точку; провести прямые,, параллельные дан­
ным, и найти угол между этими прямыми (рис. 151).

В частности, теперь можем говорить о взаимно 
перпендикулярных скрещивающихся прямых (а- так­
же лучах,) , если угол между ними.равен 90°. Взаимно 
перпендикулярными называем и отрезки, лежащие 
на взаимно перпендикулярных прямых.

При таком расширении понятия перпендикуляр­
ности ‘прямых, лучей й отрезков остаются справед­
ливыми доказанные ранее теоремы, .в-; которых пер­
пендикулярность рассматривалась лишь для пересе­
кающихся прямых, лучей и отрезков: признак пер­
пендикулярности прямой и плоскости (теорема 7.1) 
и теорема о трех перпендикулярах (следствие 2 
теоремы 12.1). Убедитесь в этом! В дальнейшем мы 
будем применять эти теоремы именно в этом, более 
широком смысле. Так, например, для того чтобы уста­
новить перпендикулярность прямой а и плоскости а , 
теперь можно найти на этой плоскости любые две 
пересекающиеся прямые, перпендикулярные а. Эти 
прямые могут а не пересекать. .

Рис. 151

14.3. Угол между прямой и плоскостью
В главе II мы подробно изучили два важнейших 

случая расположения прямой и плоскости: перпенди­
кулярность прямой и плоскости и их параллельность.

Если прямая перпендикулярна плоскости, то, она 
перпендикулярна любой прямой,. лежащей в этой 
плоскости. Поэтому естественно считать, что угол 
между взаимно перпендикулярными прямой и. плос­
костью равен 90°.

Если же прямая параллельна плоскости (или ле­
жит в ней), то угол между ними считается равным 0°.

Рассмотрим общий случай: прямая а пересекает 
плоскость а , но не перпендикулярна ей (рис. 152),. 
т. е. случай прямой, наклонной к плоскости.

В этом случае, характеризуя их взаимное рас­
положение, часто указывают, насколько прямая, 
отклонилась от перпендикуляра к плоскости. Напри­
мер, в оптике говорят про угол падения, луча света 
на плоскую поверхность, т. е. про угол между прямой 
и перпендикуляром (нормалью), к данной плоскости 
(рис. 153). Но в геометрии, оценивая наклон прямой 
к плоскости, чаще рассматривают не этот угол, а 
угол, дополняющий его до 90°. А именно дается 
следующее определение:

Рис. 152

п а /

/  ]
/

7  ^А» А /

Рис. 153
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Углом между плоскостью и не перпендикулярной 
ей прямой называется угол между этой прямой и ее 
проекцией на данную плоскость (рис. 154).

Ясно, почему это определение исключает случай, 
когда прямая перпендикулярна плоскости: в этом 
случае проекцией на' плоскость является точка. Если 
же прямая параллельна плоскости, то ее. проекцией 
будет прямая, параллельная данной прямой, т. е., 
как говорилось, угол между прямой и плоскостью |В 
этом случае равен 0°. ’ • >

Угол между прямой и плоскостью обладает сле­
дующим свойством: он является наименьшим среди 
всех углов, которые данная прямая образует с пря­
мыми, лежащими в данной плоскости, поэтому его 
и считают углом между прямой и плоскостью. Дока­
жите это свойство самостоятельно. Идея доказатель­
ства указана на рисунке 155 (А .А С О = г^В С О  =  
= 9 0 ° ) .

14.4. Двугранный угол
Представление о двугранных углах-дают двускат­

ные крыши домов, приоткрытые двери и т. п., т. е. фи­
гуры, образованные двумя полуплоскостями, имею­
щими общую границу. Соответственно этому и дается 
определение.

'Фигура, образованная в пространстве двумя 
полуплоскостями, имеющими общую граничную пря­
мую и не лежащими в одной плоскости, называется 
двугранным углом (рис. 156). Сами полуплоскости 
называются гранями двугранного угла, а их общая 
граничная прямая — его' ребром.

Измеряют двугранные углы следующим образом. 
На ребре т двугранного угла со с гранями а и р  
отмечают точку О. Из точки О в его гранях проводят 
лучи а и Ь, перпендикулярные ребру- т:1.а 'в грани а  
и Ь в грани р (рис. 157).

Угол со сторонами а, Ь называется линейным 
углом двугранного угла со. Двугранный угол изме­
ряется его линейным углом.

Величина линейного угла не зависит от выбора 
его вершины йа'ребре двугранного угла.

'Действительно, возьмем другую точку О ' е я  и 
проведем в гранях а  и р из точки .О ' лучи , а 'X /и  и 
й '± т - (р и с . 158). Поскольку а и а 'л е ж а т  в одной по­
луплоскости а  и перпендикулярны ребру пг, то о н а ' 
сонаправлены. Аналогично получаем, что Ь \\Ь '.  Но



тогда А а 'Ь ' =  4-аЬ* что и утверждалось в преды­
дущем абзаце.

Теперь можно дать такое о п р е д е л е н и е :  
величиной двугранного угла называется величина 
его линейного угла.

Если величина двугранного угла равна 90°, то 
он называется прямым. Плоскости граней прямого 
двугранного угла перпендикулярны друг другу . Легко 
видеть, что если при пересечении двух плоскостей 
один из четырех образованных ими двугранных углов 
прямой, то и остальные три прямые.

Если две полуплоскости образуют двугранный 
угол, то его величина называется также углом между 
этими полуплоскостями.

Замечание. Подобно тому как в планиметрии 
углом можно назвать часть плоскости, ограничен­
ную двумя'лучами, имеющими общее начало, или 
сами эти два луча, так в стереометрии двугран­
ным углом можно назвать и часть пространства, 
ограниченную двумя полуплоскостями, имеющими 
общую граничную прямую, или сами эти две полу­
плоскости. Мы в качестве определения двугранного 
угла выбрали второй вариант как более удобный для 
рассматриваемых нами вопросов.

Рис. 158

14.5. Угол между плоскостями

Переход о^ величин двугранных углов к углам 
между плоскостями аналогичен переходу от углов 
между лучами к углам между прямыми.

Определение.

Если две плоскости пересекаются, то углом меж­
ду ними называется величина наименьшего из об­
разованных ими двугранных углов. Угол между 
двумя параллельными плоскостями полагается рав­
ным 0°.

Согласно этому определению угол между пере­
секающимися плоскостями равен углу между прямы­
ми, лежащими в этих плоскостях и перпендикуляр­
ными к линии их пересечения (рис; 159). Докажите, 
что угол между плоскостями равен углу между пер­
пендикулярными им прямыми (рис. 160).

Рис. 159

V а /{/
/ \ / // V г /  /РА

Рис. 160
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Дополнение к параграфу 14 
Трехгранные углы

Оставляя определение и изучение произвольных 
многогранных углов до § 31, мы рассмотрим сейчас 
простейшие из них — трехгранные углы. Если в сте­
реометрии аналогами плоских углов можно считать 
двугранные углы, то трехгранные углы можно рас­
сматривать как аналоги плоских треугольников, а в 
следующих параграфах увидим, как они естественно 
связаны со сферическими треугольниками.

Построить (а значит, и конструктивно опреде­
лить) трехгранный угол можно так: Возьмем любые 
три луча а, 6, с, имеющие общее начало О и не 
лежащие в одной плоскости (рис. 161). Эти лучи 
являются сторонами трех выпуклых плоских углов: 
угла а  со сторонами 6, с> угла р со сторонами а, с и 
угла у со сторонами а, Ь. Объединение этих трех 
углов а , р, у и называется трехгранным углом ОаЬс 
(или, короче, трехгранным углом О). Лучи а, Ь, с на­
зываются ребрами трехгранного угла ОаЬс, а плоские 
углы а, р, у — его гранями. Точка О называется 
вершиной трехгранного угла.

Замечание. Можно было бы определить трех­
гранный угол и с невыпуклой гранью (рис. 162), но 
мы такие трехгранные углы рассматривать не будем.

При каждом из ребер трехгранного угла опреде­
ляется соответствующий двугранный угол, такой, 
ребро которого содержит соответствующее ребро 
трехгранного угла, а грани которого содержат при­
лежащие к этому ребру грани трехгранного угла.

Величины двугранных углов трехгранного уг­
ла ОаЬс при ребрах а, Ь, с будем соответственно
обозначать через а, о, с.

Три грани а , р, у трехгранного угла ОаЬс и три 
его двугранных угла при ребрах а, Ь, с, а также
величины а, р, у и а, Ь, с будем называть элементами 
трехгранного угла. (Вспомните, что элементы плоско­
го треугольника — это его стороны и его углы.)

Наша задача — выразить одни элементы трех­
гранного угла через другие его элементы, т. е. по­
строить «тригонометрию» трехгранных углов.

1) Начнем с вывода аналога теоремы косинусов.
Сначала рассмотрим такой трехгранный угол ОаЬс, 
у которого хотя бы две грани, например а и р ,  являют­
ся острыми углами. Возьмем на его ребре с точку С

Рис. 162
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и проведем из нее в гр,анях^*ичР,перпендикуляры СВ 
и С А  к ребру с до пересечения с рёбрами а и Ь в точ­
ках А и В (рис. 163). Выразим расстояние АВ  из 
треугольников ОАВ и САВ по теореме косинусов.

Получим: *
А В 2= А С 2 +  ВС2 — 2АС • ВС  соз с,

А В 2 =  ОА2 +  ОВ2-2А О > В О  с о з  у.
< >

Вычитая из второго равенства первое, получим:
ОА2— А С2 +  ОВ2 — ВС2 +  ■

+  2А С -В С  соз с — 2А О ‘ВО  соз у =  0. (14.1)
Так как треугольники ОСВ и ОСА прямоугольные, то

ОА2— АС2 =  ОС2 и ОВ2- В С 2= О С 2. (14.2) 
Поэтому из (14,1) и (14.2) следует, что

ОА-ОВ  соз у = О С 2+ А С -В С  соз с,

§+-§•-§§С08 <•

Но - Ш - С08 р- - § = С08 а - р - - м = 8*п «•

Поэтому
соз у = с о з  а  соз р +  з т  а  з т  р соз с — (14:3)

аналог теоремы косинусов для трехгранных углов.
Покажем, что эта формула верна для трехгранных 

углов с любыми гранями. Возможны еще такие 
случаи.

2) Обе грани а и р  — тупые углы. Возьмем тогда 
луч с', дополняющий луч с до прямой, и рассмотрим 
трехгранный угол ОаЬс', дополняющий угол ОаЬс до 
двугранного угла.

В нем уже две грани — острые углы, имеющие 
величины л — а  и л — р, третья грань — тот же 
угол у и тот же противолежащий ей двугранный 
угол с при ребре с'. Поэтому по формуле (14.3)

соз у =  соз (я —а) соз (я — Р )+
+  31П (я —а) з т  (я — Р) соз с, 

а потому (14.3) верно и для этого случая. >
3) Один из углов а и р ,  например а ; острый, а 

другой — р — тупой. Возьмем тогда луч а ', допол­
няющий луч а до прямой, и рассмотрим трехгран­
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ный угол Оа'Ьс. В нем две грани — острые углы; / 
имеющие величины а  и я  — р, третья грань имеет ве­
личину я—у, и величина противолежащего ей- дву­
гранного угла равна я — с. Применяя форму­
лу (14.3) для случая 1), получаем: сов (я —у) =  

=  соз а  С08 (я —г р ) з ш  а  31П (я — Р) С08'(я — с),

откуда следует (14.3) для рассматриваемого случая.
4) Хотя бы. один из углов а и р  прямой. Тогда: 

равенство (14.'3) можно получить предельным пере­
ходом ..йз уже рассмотренных случаев 1) — 3).

Итак, формула '(14.3) (будем называть ее форму­
лой косинусов) установлена для любых трехгранных 
углов. Из нее и: помощью обычных формул тригоно- 
метрии можно получить другие соотношения между: 
элементами трехгранных углов. Выведем,,например,, 
аналог теоремы .синусов. Для этого.из (14.3) найдем 
соз с и, подставив его в равенство з т с =  1 — соз2с, 
получаем: .,

зш2с =  1 - с о з 2с =  1 -  (С05. ^ - С03 V 05 Р)2=
8Ш а  8Ш р

  1 —  С082 а — С082 Р — С 082 У +  2С 08 ОС С08 Р С08 у
8Н12 ОС 81П2 Р * 1 :

Поделив на з т 2 у , получаем равенство _  .
81П2 С__  1 —  СО82 а  — С 082 Р — С 082 У +  2  С08 ОС С08 Р С08 у , / 1 4 , 4 4  

81П2 у 81П2 ОС 81П2 »Р 81П2 у • .

Его правая часть симметрична относительно вели­
чин а, р, у. Следовательно, если так же вычислить 

• 2 Л • 2 2

отношения -81" а и 5Ш, „ , то справа получим то же вы-
81П «  81П Р Г

ражение, что и в (14.4). Поэтому эти отношения рав­
ны, а так как входящие в них синусы все положитель-,, 
ны, то получаем следующий аналог те.оремы синусов 
для трехгранного угла:

л  л л , •
8Ш а  81П Ь 81П С / \ Л с \- — = - — . (14.5)
81П ОС 81П Р 81П у

Отметим еще один частный случай форму­
лы (14.3): если двугранный угол при ребре с прямой, 
то соз с =  0, и получаем, что

соз у = с о з  а  соз р.’ (14.6)

Равенство (14.6) является аналогом теоремы 
Пифагора для «прямоугольного» трехгранного угла: 
его «гипотенуза» у выражается через «катеты» а и р .



Признаки равенства трехгранных углов похожи 
на признаки равенства треугольников. Но есть и 
отличие: например, два трехгранных угла равны, 
если соответственно равны их двугранные углы. 
Вспомните, что два плоских треугольника, у которых 
соответственные углы равны, подобны. А для трех­
гранных углов аналогичное условие приводит не к 
подобию, а к равенству.

Трехгранные углы обладают замечательным свой­
ством, которое называется двойственностью. Если в 
какой-либо теореме о трехгранном угле ОаЬс з а ­
менить величины а, Ь, с на л — а , я  — р, я  — у и, на­
оборот, заменить а , р, у на я  — а, я  — Ь, я  — с, то 
снова получим верное утверждение о трехгранных 
углах, двойственное исходной теореме. Правда, если 
такую замену произвести в теореме синусов (14.5), 
то снова придем к теореме синусов (она сама себе 
двойственна). Но если так сделать в теореме ко­
синусов (14.3), то получим новую формулу

соз с =  — соз а со5 $ +  з т  а з т  $ соз у. (1-4.7)
Почему имеет место такая двойственность, станет 

ясно, если для трехгранного угла построить двой­
ственный ему трехгранный угол, ребра которого пер­
пендикулярны граням исходного угла и расположены 
с У по разные стороны от плоскости соответствующей 
грани (рис. 164). Обозначим через а ',  Р', у ' соответ­
ственно плоские углы граней угла V' со сторонами, 
перпендикулярными ребрам а, Ь, с угла V. Тогда 
имеем равенства

а '  =  я  — а , р =  я  — Ь, у =  я — с (14.8)
(см. пункты 14.4 и 14.5).

Поскольку ребра угла V перпендикулярны граням 
угла V', то угол V тоже будет двойственным к углу V'-, 
т. е. двойственность углов V и V  — взаимна. Поэто­
му справедливы также равенства, аналогичные ра­
венствам (14.8):

а  =  л  — а', р =  я — у = я  — с'. (14.9)

Благодаря равенствам (14.8) и (14.9) и возможны 
те замены в тригонометрических соотношениях для 
трехгранных углов, о которых было сказано. По­
дробнее о двойственных многогранных углах сказано 
в 11-м классе в п. 33.3.
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14.1.(5).

14.2.(2).

14.3. (3).
V -

14.4. (4).

14.5. (5).

14.6.(5).

Задачи

Разбираемся в решении

Пусть А В С 0А \В \С \0 \ — куб. Вычислите угол, который образуют плос­
кости АВ\С\ и А\В\С.

Решение.
Если вычислять этот угол с помощью его линейного угла, то можно 

встретить определенные трудности при построении линейного угла одно­
го из получившихся двугранных углов. В самом деле (рис. 165), перпен­
дикуляры из точек А и А \ на общую прямую этих плоскостей не попадут 
в одну и ту же точку этой прямой (?). Значит, продолжая все же идти 
по этому пути, придётся проделать еще какие-то построения (?). Это 
решение можно довести до результата, но красивым его не назовешь.

Можно выбрать другой двугранный угол между этими плоскостями, 
и решение окажется более быстрым (?). Другой путь решения основан 
на задаче 14.5.

Действительно, так как {0 \А )^[А \В \С )( 
и (й\С)А-{АВ\С\) (?), то искомый угол 
равен углу между (6\А ) и (В\С). А этот 
угол можно найти устно (?).

Этот способ вычисления двугранных. 
углов стоит запомнить. Но он не является 
универсальным. Бывает так, что перпен­
дикулярные плоскостям прямые располо­
жены не столь удачно, как здесь (при­
думайте сами,такой случай). Более общие 
методы вычисления углов будут рассмот­
рены позднее.

Рис. 165

Дополняем теорию
Пусть прямая с является проекцией прямой а на плоскость а, а пря­
мая Ь лежит в плоскости а . ср=^1 (а, 6), <фГ=/:(а, с), ф г= ^1  (Ь, с). 
Докажите, что созф =  созф1 -созфг.. Какие следствия можно получить 
из этой формулы, в частности для лучей?
Докажите, что угол между прямой и плоскостью не больше угла между 
прямой и плоскостью и не больше угла между этой прямой и любой 
прямой плоскости.
Биссектором двугранного угла называется такая полуплоскость, ко­
торая выходит из его ребра и делит его на два равных двугранных 
угла. Докажите, что биссектор двугранного угла является множеством 
точек угла, равноудаленных от его граней.
Докажите, что угол между двумя плоскостями равен углу между пря­
мыми, перпендикулярными к этим плоскостям.
Две плоскости а и р  пересекаются, ф — угол между а  и р. В одной из 
них расположен треугольник. Он проектируется на другую плоскость.
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Докажите, что площадь его проекции равна площади данного тре­
угольника, умноженной на соз<р. Обобщите это утверждение.

14.7.(2). Нарисуйте луч ЛВ. Нарисуйте фигуру, которую образуют все лучи АХ, 
составляющие с лучом АВ  данный угол! ,

14.8.(3). Пусть О е о .  Нарисуйте фигуру, состоящую из всех лучей О А", таких, 
что каждый из них образует с а  один и тот же угол.

• ь. ^Представляем

14.9.(2). Точка А не, лежит на, прямой а. .Какую фигуру образуют все прямые, 
проходящие через, точку. Л и перпендикулярные прямой а?

14.10.(3). Плоскости а и р  пересекаются., Вершина переменного, луча лежит на 
, прямой/их пересечения, а, сам он образует равные углы с этими

плоскостями. Какую,фигуру образует множество таких лучей?
14.11.(5). Какой фигурой является/множество (биссектрис всех линейных углов 

данного двугранного угла?

Планируем

14.12.(5). Прямая лежит внутрщдвугранного угла.величиной <р. Она параллельна 
каждой грани этого угла. Известны расстояния от нее до каждой из 
граней. \Как найти расстояние от нее до ребра двугранного угла? 
Выберите сами численные данные й получите.результат.

РГ Находим величину

14.13.(1). В прямоугольном параллелепипеде'боковое ребро составляет с его 
диагональю'угол <р|, а с диагональю боковой грани.—;угол ф2. Найдите 
угол ф, который составляет с диагональю боковой грани диагональ 
параллелепипеда. (Все три отрезка выходят из одной вершины.)

14.14.(1). Пусть АВС О А \В \С \й\ — куб. ,1) Вычислите угол ф, образованный 
лучами АО  и: а) В\С; б) А \В \ 'в) й В \\  г) Ъ\В; д) СЛ|. 2) Вычислите 
угол между.скрещивающимися диагоналями граней, куба. 3) Возьмите

I. сами любую, пару прямых, определенную, серединами ребер куба, и 
вычислите угол между ними. и

14.15.(2). Пусть РАВС  — правильный тетраэдр*.точка ф — центр его основания,
точка. К  — середина ребра, РВ, точка / . — .середина ребра Л С. Вычис­
лите, .угол ф между прямыми: а) АР  и ВС; б) АР  и С<2;> в) АР  и С К;
г) А К  и ВС; д) А К  и РВ; е) АС? и КВ. " ,т

14.16.(3). Отрезок ЛВ имеет: длину 1 и упирается концами в две:(перпендику­
лярные плоскости а и р ,  причем Л е а ,  В е р .'П р я м а я  ЛВ образует с 
плоскостью .а: угол ф1, а ,с плоскостью р — угол фг. а) Найдите 
длины проекций отрезка ЛВ на каждую из плоркостей и на. прямую их 
пересечения, б) Найдите угол ф между (ЛВ) и прямой пересечения плос­
костей. ,

14.17.(3). Пусть РАВС  — правильный тетраэдр. Вычислите, угол ф, который 
. составляет: а) ребро с плоскостью грани, ,в которой оно не лежит;
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б) апофема боковой грани с плоскостью основания; в) высота с плос­
костью боковой грани. ■’

14.18.(3). (Пусть Л В С В Л ,В ,С ,В ,— куб. Вычислите углы,- которые'образуют:
а) (ВС,) с плоскостями граней куба; б). (ВВ,) с плоскостями граней 
куба; в) (Л, В) с (ЛВ,С,); г) (Л,С) с (ЛВ ,С,);-д) (Л ,В )'с  (ВВС,);
е) (В,В) с (ВВС,); ж) (СВ,) с (ВВС,). >/

14.19.(5). Две вершины Л и В треугольника АВС  лежат в плоскости а . |С а | =  
==ЙГ#0. Найдите угол ф межДу: плоскостью ЛВС й а ,'если : а) тре-

' угольник ЛВС равносторонний со стороной^; б)'треугольник ЛВС пря­
моугольный равнобедренный с гипотенузой й, причем ‘к. С = 9 0 °  (в дру- 
гом_варианте /С А = 9 0 ° ) ;  в) треугольник ЛВС прямоугольный с гипоте­
нузой й, причём Х .С = 90°, 2 .Л = 3 0 °  (в другом варианте / .А = 9 0 ° ,

. 2 . в = з о ° ) . . ■ .
14.20.(5). Пусть Л В С В Л |В ,С ,0 | — куб. Вычините углы,.образованные плоскос­

тями: а) (ЛВ,С,) и (ЛВС); б) (ВВ1В,) и (ЛЛ",С); в). (Л ^,В |) и (ЛВС);
г) (ЛВ,В,) и (ВВ,В); д) (ВЛ.С,) и (ВД,С,); е) (С,ВВ) и (ЛЛ,С,); ж) (ЛВ,В)

- ‘ и (е в ,в ) .
14.21.(5). Дан правильный тетраэдр. Вычислите угол, образованный: а) плос­

костями граней тетраэдра; б) плоскостью, проходящей через две апо­
фемы тетраэдра, и плоскостью основания; в) ^плоскостью, проходящей 
через две апофемы тетраэдра, и плоскостью боковой грани; г) плос­
костями двух сечений, .являющихся квадратами. ! /;

14.22.(5), Две плоскости пересекаются,.Какой у1;ол образуют между собой плос­
кости биссекторов образовавшихся углов?

14.23.(5). РАВС —  правильный тетраэдр с ребром 2 .; а). А ,^ .а ,, (Р^А)±а. Вы­
числите |В а |,  |С а |.  б) Л е а ,  |В а | =  |С а | == 1 Вычислите,!Р а \.

14.24.(5). Дуи.:,света (Падает на одну из. граней двугранного у гл ^ ,в ,плоскости,
. перпендйкулярной,:ё,го ребру,,При какой величине двугранного угла

этот луч, двукратно отраженный от его граней, пойдет в ,направлении, 
противоположном первоначальному? , , . „ , 1

>• 1 {'
Ищем границы , ■

14.25.(2). Пусть РАВС  — правильный тетраэдр. Р(3, — его высота. Точка X  лежит 
на ребре РС, точка У лежит на грани ЛВС, точка м лежит на ребре ЛВ. 
В каких границах лежит угол, которы&составляет с высотой Рф  пря­
м а я :^ )  АХ; б) Х2; в) ВТ? . .

14.26.(3). Х .аа= (р 1, / .  6а =  фг.'В каких границах лежит .
14.27.(3). а ± р ,  Х.аа =  (р. В каких границах лежит Х.ар?
14.28.(3). Плоскости а и р  пересекаются. На плоскости а  взята точка Л. Какая 

прямая в плоскости а , проходящая через Л;> образует с .плоскостью р 
наибольший угол?

14.29.(5). а) (Сторона ЛВ треугольника ЛВС лежит в, плоскости а . Пусть угол 
между (ЛВС) и а  увеличивается. Как; изменяется угол между сторо­
ной треугольника, не лежащей в а , и а?  Решите.и обратную задачу.
б) , Решите аналогичные задачи, если в плоскости а  :лежит( вершина Л, 
а (ВС)||а. *7 ^
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^Д оказы ваем *
14.30.(2,). Равнобедренный треугольник АВС  вращают вокруг основания АВ. 

Точки К »  Ь —>два положения его вершины. Докажите, что (КЦА.(АВ).
14.31.(2). В неплоской замкнутой ломаной ЛВСПЛ \А В \= \В С \  и |Л Д |= |С Д |.  

Докажите, что (ЛС)±(ВД).
14.32.(3). Плоскости а  и р пересекаются, а А .а , ЬА.$. Докажите, что / , а $ =  / .Ь а :
14.33.(3). Даны две.плоскости. Постройте прямую, которая: а) образует с ними 

; , ' равные углы; б) образует с одной из них данный угол ф|, а с другой —
данный угол ф2. Можно ли решить аналогичную задачу для трех плос­
костей? .

14.34.(3). Даны две прямые. Постройте плоскость, которая: а) проходит через 
одну из них и образует данный угол с другой; б) образует равные 
углы с этими прямыми; в) образует с одной из них данный .угол <рь а с 
другой — данный угол ф2. Можно ли решить аналогичные задачи для 
трех прямых?

14.35.(5). Постройте плоскость, которая образует: а) заданные углы с двумя 
данными плоскостями; б) заданные углы с данной прямой и данной 
плоскостью.

этгп
Ж ) Исследуем

14.36.(1). Лучи а и Ь с общим началом образуют угол ф. Луч х  с тем же началом 
образует с лучом а угол ф|. Можно ли найти угол между лучом х  и лу­
чом 6?

14.37.(2). Из каких двух утверждений следует третье: а) !а_1_а, Ьс=а, а ± Ь ;  
б) а | |а ,* й ± а ;  й_1_а? (

14.38.(2).' Проверьте равносильность двух утверждений: 1) прямая:а, лежащ ая 
в плоскости а , перпендикулярна прямой й; 2) прямая а перпенди­
кулярна прямой Ь\ — проекции прямой Ь на плоскость а.

14.39.(2). Проверьте равносильность двух утверждений: 1) две прямые перпен­
дикулярны и 2) через каждую из них проходит плоскость, перпенди­
кулярная другой прямой.

14.40.(3). а ± р ,  р_1_у» а ± у ,  А .аа =  ци, , / а р = ф 2. Можно ли найти А. ау?
14.41.(3). Из каких двух утверждений следует третье: а) ^ а а = ф ,  ^ а р  =  ф, а|||};

б) /.аа= ц> , А.Ьа=ц>, а\\Ь?-
14.42.(3). ^ а а  =  фь ЬА.а , А.аЬ =  ф2. Установите связь между ф| и ф2.
14.43.(3). На плоскости а  даны две прямые а и Ь, А.аЬ =  у. Пусть прямая х  

такова, что А .х а = фь А.хЬ =  ц>2. Можно ли найти А.ха?
14.44.(3). Плоскости а и р  пересекаются по прямой а. Пусть прямая х  такова, 

что / - х а  =  щ , А .х$= (р2. Можно ли найти А.ха?
14.45.(5). / . а р  =  ф1, ^1ар =  ф2, а А .а . Установите связь между ф| и фг.
14.46.(5). а | ± а ,  Р1_1_р. Верно ли, что / . а |Р |  = . / ар?

Запишите аналогичное утверждение планиметрии. Верно ли оно?
14.47.(5). Равносильны ли утверждения а ||р  и А .у а =  /.у$ ?
14.48.(5). а) а_1_р, / .у а = ц ц ,  у Р = ф 2. Есть ли связь между фг и ф2? б) Три плос­

кости а |,  а 2, аз попарно перпендикулярны, г1 р а 1 =  фь / . р а 2= ф 2, 
^ .Р аз =  фз. Есть ли связь между ф|, ф2, фз?
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14.49.(5). Две пересекающиеся плоскости пересекают третью под равными углами. 
Установите, где на третьей плоскости находится проекция прямой пере­
сечения данных плоскостей. Сформулируйте и проверьте обратное 
утверждение.

14.50.(5). Может ли тень от равностороннего треугольника при освещении 
параллельным пучком света являться прямоугольным треугольником, 
гипотенуза которого равна стороне данного треугольника?

14.51.(5). а_1_|}. Треугольник проектируется на эти плоскости в виде равно­
стороннего треугольника со стороной 1. Можете ли вы вычислить 
площадь данного треугольника?

Прикладная геометрия
14.52.(3). Из наблюдательного пункта, установили, что расстояние до самолета 

увеличивается, а угол, под' которым он виден над горизонтом, умень­
шается. Взлетает он или снижается? Пусть, например, расстояние 
увеличилось в 1,5 раза, а угол над' горизонтом уменьшился с 60° 
до 45°. Что происходит в этом случае? Получите результат при других 
числовых данных, выбранных самостоятельно. Попробуйте получить 
результат в общем случае.

14.53.(5). В характеристике кристалла важную роль играют углы между его гра­
нями. Эти' углы требуется узнать, не проводя измерений на самом 
кристалле. Предложите для этого какой-нибудь способ, лучше всего

1 идею измерительного прибора.

. Б 1  Участвуем в олимпиаде

14.54.(2). Две прямые скрещиваются. На каждой из них взято по отрезку. 
Пусть а и 6 —  длины этих отрезков, а\ и Ь\ — длины их проекций на 
другую прямую соответственно. Докажите, что а-Ь{ =  Ь-а\.

Задачи к дополнению 
«Трехгранные углы»

Дополняем теорию

14.55. Докажите, что во всяком трехгранном угле любой плоский угол меньше
суммы двух других его плоских углов.

14:56. Докажите, что биссекторы двугранных углов трехгранного угла имеют
общий луч. ' ’

Планируем
14.57. Известны три плоских угла трехгранного угла. 1) Как вы будете

искать: а) угол между его ребром и плоскостью противоположной 
грани; б) расстояние от некоторой точки ребра до плоскости проти­
воположной грани; в) угол между его ребром и лучом в противопо-
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14.58.

14.59.

14.60.

14.61.

14.62.

14.63.

14.64.

14.65.

14.66.

ложной грани, выходящим из вершины трехгранного угла; г) угол 
'между лучами в его гранях, выходящими из вершины трехгранного 
угла; д) угол между ребром и'лучом, выходящим из вершины трех­
гранного угла, если известно, какие углы он составляет с другими 
ребрами этого угла? 2) Составьте сами аналогичную'задачу. 3) З а ­
дайте сами численные значения данных углов и получите результат 
в одной из задач а ) — д).  1

\35/  Доказываем

Получите формулу из задачи 14.2, используя теорему косинусов для 
трехграннопо угла.
Докажите, .что в трехгранном угле против равных плоских углов лежат 
равные двугранные', а протир .большего плоского. угла лежит больший 
двугранный .угол. Докажите и обратные утверждения.
Докажите)'такие признаки равенства 'трехгранных углов: а) по двум 
плоским углам и двугранному углу между ними; б) по двум двугранным 
углам й плоскому углу между ними; в) по трем плоским углам; г) по 
трем двугранным углам. . ‘
Плоские углы трехгранного угла равны, Через его вёршину проведена 
прямая,"составляющая равные, углы с его ребрами, а) Докажите, 
что она составляет равные углы с его гранями, б) Сформулируйте и 
проверьте обратное утверждение, в) Найдите углы, которые она 
составляет с ребрами и гранями трехгранного угла, если плоский 
угол равен ср. г) Докажите, что любая точка этой прямой равно­
удалена от его ребер и. его граней. . ,
Постройте трехгранный угол по трем его плоским углам. Составьте 
аналогичные задачи.

<к] Исследуем

Пусть в трехгранном угле два плоских угла равны. Какими свойствами 
обладает такой угол? Куда, к примеру, проектируется ребро трех­
гранного угла, общее для этих углов при проектировании на плоскость 
противоположной грани?
Будут, ли. иметь общую прямую плоскости, проходящие .через: а) ребра 
трехгранного угла и биссектрисы противоположных плоских углов;

, б) ребра трехгранного угла и„ перпендикулярные .противоположным 
граням; в) биссектрисы плоских‘углов трехгранного, угла и перпен­
дикулярные плоскостям этих углов?
Верно ли, что: а) каждый двугранный угол .трехгранного угла меньше 
суммы двух других его двугранных углов; б) сумма всех двугранных 
углов трехгранного угла больше чем 180°? чем 360°?
Назовем трехгранный угол прямым, если все его плоские углы прямые. 
Какие свойства есть у такого угла?
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14.67.

14.68.

111.1.

111.2.

111.3.

111.4.

111.5.

1 {
111.6.

Участвуем в олимпйаде

Плоские углы АРС  и ВРС  трехгранного угла с вершиной Р равны 
по 45°, а : угол АР.В, равен 60°. Через Р проведена прямая РС}, пер­
пендикулярная (РВС). Вычислите угол АРС}.
В трехгранном угле два двугранных угла острые, а плоский угол 
между ними тупой. Каким по виду будет третий, двугранный угол?

Задачи к главе III
, - =  Планируем

В двух перпендикулярных плоскостях.лежат два равных,круга. Они 
не имеют общих точек. Как найти (расстояние, между ними? Выберите 
сами числовые данные и получите результат. Сможете ,ли вы решить 
задачу, если круги не будут равными?, ;если угол между плоскостями 
будет острым, а не прямым?

^  Находим величину
Треугольник АВС  равносторонний со стороной 1. (АК)'— прямая, пер­
пендикулярная его плоскости. |Л К | =  1. Вычислите: а) расстояние от 
А  до (ВКС); б ) ; расстояние между (ВК) и (ЛС);- в) угол между пря­
мыми (КС) и (ЛВ); г) угол между (ВК) и (ЛКС); д) угол между (ВКС) 
и (АВК). . м
В правильной пирамиде РАВС  точка К  лежит на ребре РВ, \АВ \ = 2 , 
К .А Р В = ф, |В К |= * . ' Выразите как функцию от х: а ) ' расстояние 
от В до треугольника АКС; б) расстояние между (АК) и'(ВС); в) угол 
между (ВС) и (ЛК); г) угол между (РВ) и (ЛКС); д) угол между (ЛКС) 
и (РВС).
В четырехугольнике АВСО  углы при вершинах Л и С прямые, |ЛО| =  
=  | СО 1= 2, |ЛВ | =лг. Длина перпендикуляра ОР к его ; плоскости 
равна 1. Выразите как функцию от х: а) расстояние от О до (РАВ);
б) расстояние от В до (АРС); в) расстояние Между (АС) и (РВ); г) рас­
стояние между (ЛР) и (ОС);ш) угол между (РВ) и (ОС); е) угол меж­
ду (РС) и (РАВ); ж) угол между (РВС) и (РЛО); '
Из вершины В ромба ЛВСВ проведен перпендикуляр ВК к его плос­
кости. Пусть сторона ромба равна й, острый, угол при вершине Л ра­
вен ф, а длина перпендикуляра равна х. Найдите как функцию от х:
а) расстояние от Л до (КСИ); б) расстояние м еж ду :(ЛК) и (ВВ);
в) угол между (АК) и (ВВ); г) ; угол между (СК) и (ЛКВ); д) угол 
между (ЛКВ) и (СКВ). > >
Пусть Л В С В Л |В |С |В г— куб с. ребром 1. Вычислите: а) расстояние 
от Л до треугольника ВС|В; б) расстояние между (Л1С) и (ЛВ); в) угол 
между (ЛК1) и,(ВК2), где точки К\. и Кг — середины ребер Л 1В 1 и ВС;
г ) угол между (СКз) и (Л К \Кг),1 где Кз —  середина ребра С1В 1; д) угол 
между (Л1СС1) и (К 1К2К3). ' ' '
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111.7.

111.8.

111.9.

111.10.

111.11.

111.12.

111.13.

111.14.

Ребро правильного тетраэдра равно 1. Через середину его высоты 
проводится сечение, образующее с высотой угол 45° и: а) парал­
лельное стороне основания; б) параллельное боковому ребру; в) пер­
пендикулярное боковой грани. Вычислите его. периметр и площадь. 
В правильной четырехугольной пирамиде высота равна 2, а ребро 
основания равно 1. Через середину высоты под углом <р к плоскости 
основания проводится сечение: а) параллельное стороне основания;
б) параллельное боковому ребру; в) параллельное диагонали основа­
ния; г) перпендикулярное боковой грани. Найдите его периметр и пло­
щадь.

Ищем границы

Пусть ребро правильной треугольной призмы АВСА\В\С\ равно 1. 
В каких границах лежат периметр и площадь его сечения: а) про­
ходящего через В и параллельного (ЛС); б) проходящего через (ЛС)? 
Ребро куба АВС О А\В \С \0\ равно 1. Через О проводится сечение, 
параллельное (АС). В каких границах лежат его периметр и площадь?

Доказываем
Прямые а и Ь скрещиваются. А \ ^ а ,  Л2е а ,  \А \Ь \= й и  |Л2й |= е?2. 
Отрезок /СХ— общий перпендикуляр этих прямых (/С еа , 
Докажите равносильность двух утверждений: а) *Л=е12; б) |/СЛ(| =  
=  IКА21.

Пусть есть луч а и переменный луч х  с тем же началом. Будем 
называть а предельным для х, если угол между а и х  стремит­
ся к нулю .Д окаж ите, что предельный луч может быть только 
один. ,
Решите о предельных ’ лучах такие задачи: а) Если переменный 
луч образует с данным лучом угол ф, то и предельный луч обра­
зует с ним угол ф .'б ) Если переменный луч образует с плоскостью 
угол ф, то и:предельный луч образует с этой же плоскостью угол ф.
в) Если переменный луч образует равные углы с двумя данными лучами, 
то и предельный луч обладает тем же свойством, г) Будет ли проекция 
предельного луча на, некоторую плоскость предельным лучом для 
проекции на эту плоскость переменного луча?

<►Исследуем
Концы отрезка упираются в грани двугранного угла величиной ф. 
а) Есть ли связь между длинами его проекций на плоскости граней 
угла и на ребро угла? б) Верно ли утверждение: концы отрезка 
равноудалены от плоскостей граней тогда и только тогда, когда 
он образует с ними равные углы? в) Пусть известны длина отрезка и 
расстояния от его концов до плоскостей граней. Можно ли найти 
расстояние от него до ребра двугранного угла? Можно ли найти 
угол между ним и ребром двугранного угла? г) Пусть некоторая
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111.15.

111.16.

111.17.

111.18.

111.19.

111.20.

111.21.

111.22.

точка делит отрезок в заданном отношении. При выполнении условий 
пункта в) можно ли найти расстояние от точки до граней угла? до 
его ребра?
Две плоскости а  и р пересекаются под углом <р. Треугольник АВС  
равносторонний. Сторона АВ. лежит на плоскости а , сторона АС  
лежит на плоскости р, /.((АВ), р )= ф |, /.((АС), а )= ф г- Можете ли вы 
найти углы, которые образует прямая ВС  с плоскостями а, р с их 
общей прямой?
Три плоскости расположены в пространстве произвольным образом, 
причем известны углы между каждой парой плоскостей. Прямая пере­
секает каждую из 'этих плоскостей. Известны углы, которые она 
образует с двумя из них. Сможете ли вы найти угол* который она 
образует с третьей из них? Выберите сами числовые данные и 
получите результат. «
Из точки внутри тетраэдра проведены лучи ко всем его вершинам. 
При этом образовалось шесть углов между ними. Сможете ли вы 
найти один из них, если будут известны остальные пять? Сколько 
углов из этих шести достаточно взять, чтобы найти все остальные? 
Угол между двумя зеркалами равен ср. Луч света падает на одно 
из них так, что он образует с ним > угол <рь Отразившись в зеркалах 
два раза, он образует с другим зеркалом угол ф2. Можно ли узнать, 
какой угол составляют падающий и отраженный лучи?
Пусть дан правильный тетраэдр. Пусть есть некоторая плоскость а. 
а) Известны расстояния от трех вершин тетраэдра до а . Как найти 
расстояние от четвертой вершины до а? б) Известны углы, которые 
составляют с а  некоторые ребра тетраэдра. Сколько таких углов 
должно быть, чтобы найти углы, которые составляют с а  остальные 
его ребра? в) Известны углы, которые составляют с а  некоторые грани 
тетраэдра. Сколько должно быть таких углов, чтобы найти углы, 
которые составляют с а  остальные его грани?
Прямые ОА, ОВ, ОС попарно перпендикулярны. Через точку О про­
водится перпендикуляр ОД на плоскость АВС. Числа \А й \:\А О \, 
\В й \ : \ВО\, |СД | : \СО\ обозначим р, д, г соответственно. 1) Докажи­
те, что а) р2+<72 +  г2 =  2; б) треугольник АВС  остроугольный; в) от­
резки АГ>, ВЬ, СЪ лежат на высотах треугольника АВС. 2) Пусть 
р = д  =  г. Вычислите / .А О В , /.С О В , /.А Э С . 3) Пусть р = г  =  2д.
Вычислите те же углы. 4) Какова будет связь между р, д, г, если (Ой) 
будет составлять с плоскостью АВС  угол ср? (Эта задача обосновы­
вает некоторые правила аксонометрии. Числа р, д, г называются 
показателями искажения по аксонометрическим осям. Три координат­
ные оси в пространстве ОА, ОВ, ОС изображаются на чертеже как 
три луча: ОА, й В , ОС. Угол между этими лучами зависит от соотноше­
ния между показателями искажения.)

Переключаемся
Можно ли расставить на столе четыре бутылки так, чтобы расстояния 
между их горлышками были равны?
Почему колбасу режут наискось?
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Итоги главы III
В основной части главы III всего две теоремы: 

в § 12 теорема о ближайшей точке (п.<12.2), частным 
случаем которой является! теорема о трех перпенди­
кулярах, а в § 13 пространственная теорема Пифа­
гора (п. 13.2)  ̂ которая сама является простым след­
ствием планиметрической теоремы Пифагора. И в 
§ 1 4  доказаны: еще две леммы, о сонаправленных 
лучах. Обе эти теоремы и ; обе леммы затем будут 
существенно использованы^ в главе . VIII «Векторы 
и координаты». Кроме того, в дополнении к § 14 
выведены формулы тригонометрии для трехгран­
ных углов. Так что в этой главе в теории преобла­
дает . описательный материал. Но мы хотим обра­
тить ваше внимание на то, что в этой главе мы на- * 
чали доказывать теоремы, которые и по формули­
ровке и по доказательству принадлежат современ­
ной математике (теорема о ближайшей точке). Эта 
линия будет продолжена и в следующих главах.

В целом же содержание глав) I— III можно на­
звать «Началами стереометрии», так как в этих гла-. 
вах речь шла в основном о прямых и плоскостях, 
а изучение более сложных пространственных фигур 
начнется с главы IV. !



Глава IV

Мы уже говорили во введении^ к главе II, что 
Евклид свои книги о стереометрии начинает такими 
определениями: «Тело есть то,, что имеет длину, ши-5 
рину и глубину» и «Граница же т е л а — поверхность».,
А за ними следуют еще 25 определений, в которых 
говорится и о сфере, и о конусе, и о цилиндре, но, 
понятие о теле и его определение в них никак не ис­
пользуются. В этой главе мы сначала рассмотрим 
конкретные виды пространственных фигур — шар и 
сферу, цилиндры и конусы, а затем в последнем па­
раграфе дадим понятие о теле, причем дать точное 
определение этого понятия окажется совсем непросто.

Зачем же оно вообще нужно в школьном курсе?
Нельзя ли обойтись без него?

Но курс 11-го класса начинается с изучения 
многогранников, а многогранником называется тело, 
граница,которого состоит из конечного числа много­
угольников. А затем речь пойдет об объемах тел, 
о площадях их поверхностей. Так что о понятии тела 
мы говорим впрок, имея в виду курс 11-го класса.
Хотя те, кого удовлетворит чисто наглядное пред­
ставление о теле, могут ограничиться знакомство^ 
с первым пунктом в § 20 «Тела» или вообще, считать, 
как Евклид, что тело есть то, что имеет длину, щи- , 
рину и глубину.

§ 15. Сфера и шар
15.1. Понятия сферы и шара

Главу о пространственных (не плоских) фигурах 
начнем с изучения шара — одной из/простейших, но 
очень богатой разнообразными и важными свойства-л 
ми фигуры. О геометрических свойствах шара и его
поверхности — сферы — написаны делые книги. Не- -
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которые из этих свойств были известны еще древне­
греческим геометрам, а некоторые найдены совсем 
недавно, в последние годы. Эти свойства (вместе с 
законами естествознания) объясняют, почему, на­
пример, форму ща'ра’ ймеют'небёсныё тела й икринки 
рыб, почему в форме шара делают батискафы и'фут- 
больные мячи, почему так распространены в технике 
шарикоподшипники и т. д. Из этих разнообразных 
свойств шара мы можем доказать лишь самые прос­
тые. Доказательства других, хотя и очень важных, 
часто требуют применения совсем не элементарных 
методов, несмотря на то что формулировки таких 
свойств могут быть и очень простыми: например, 
доказать, что среди всех тел, имеющих данную пло­
щадь поверхности, наибольший объем имеет шар. 
Определяются сфера и шар в пространстве совершен­
но так же, как окружность и круг на плоскости.

Определение.

Сферой называется множество точек пространст­
ва, удаленных от данной точки на заданноё поло­
жительное расстояние. При этом данная точка на­
зывается центром сферы, а данное расстояние — ее 
радиусом.

Таким образом, сфера с центром в точке О и ра­
диусом /? есть множество таких точек ЛГв простран­
стве, для которых О Х = Ц .

Определение.
Шаром называется множество точек пространст­

ва, находящихся от данной точки на расстоянии, 
не большем некоторого данного положительного рас­
стояния. Указанная точка называется центром шара, 
а указанное расстояние — радиусом шара.

Таким образом, шар с центром в точке О и радиу­
сом /? есть множество точек X в пространстве, для 
которых (рис. 166).

Шар есть объединение множества точек X, для 
которых ОХ =  К, и множества точек X ', для которых 
О Х '< К .

Множество точек, для которых О Х= /? ,— это 
сфера; она называется поверхностью шара; говорят 
также, что она ограничивает шар. Точкй X' шара, 
для которых О Х '< К , называются его внутренними 
точками. Про эти точки говорят также, что они лежат 
внутри шара. Радиусом сферы и шара называют
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не только расстояние, но также любой отрезок, 
соединяющий их центр с точкой на сфере.

Диаметром шара и сферы называют как величину, 
равную удвоенному их радиусу, так и любой отрезок, 
по которому пересекает шар прямая, проходящая 
через его центр (рис. 167). Точки сферы, являю­
щиеся концами диаметра, называются диаметрально 
противоположными.

Теорема 15.1
плоскостью).

15.2. Пересечение шара и сферы 
с плоскостью

(о пересечении шара и сферы с

1) Если расстояние от центра шара до данной 
плоскости больше радиуса шара, то плоскость не 
имеет с шаром общих точек (рис. 168).

2) Если расстояние от центра шара до плоскости 
равно радиусу шара, то плоскость имеет с шаром и 
ограничивающей его сферой только одну общую 
точку (рис. 169).

3) Если расстояние от центра шара до плоскости 
меньше радиуса шара, то пересечение шара с плос­
костью представляет собой круг. Центр этого круга 
находится в основании перпендикуляра, опущенного 
из центра шара на плоскость, или в самом центре1 
шара, если плоскость проходит через центр. Пересе­
чение плоскости со сферой представляет окружность 
указанного круга (рис. 170).

Докажем эти утверждения. Пусть точка О — 
центр шара, /? — его радиус; точка А — проекция 
точки О на данную плоскость а , так что | Оа | =  | О А \. 
Величину \О а\= -\О А \ обозначим с?.

1. |О а |= й ? > /?  (рис. 168). Тогда для любой 
точки X  плоскости а  выполняются неравенства: 
Ю Л Из этого следует, что на плоскости а
нет точек шара.

2. |О а |= Д = Д  (рис. 169), т. е. |ОЛ| = /? . Тогда 
для любой точки X  плоскости а , отличной от А, 
|Х О |> /? . Поэтому на плоскости а  лежит только 
одна точка шара — точка А.

3. |О а | =е?<С# (рис. 170). Докажем, что пере­
сечение шара и плоскости а  — круг в плоскости а
с центром в точке А  и радиусом г = У # 2—42. Иначе

Рис. 168

Рис. 169

Рис. 170
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говоря, надо доказать совпадение двух множеств: 
первое из них — множество общих точек шара и 
плоскости; второе — указанный круг.

Для этого докажем два утверждения:
1) Каждая общая точка шара и плоскости при-; 

надлежит указанному кругу. * • ■ . '
2) Каждая точка указанного круга является об­

щей точкой шара и плоскости.
Докажем первое из них. Пусть точка X  — общая 

для шара и плоскости, причем не совпадает с А. 
Для нее выполняется равенство ОХ2 =  ОА2.+ А Х 2 =
=  с12-\-АХ2. Так как X  лежит в шаре, то О Я < /? , а 
значит, ОЯ2< / ? 2. Поэтому й2+ Л Я 2< / ? 2. Отсюда
получаем, что А Х 2^ К 2 — й2 ил и-АДГ < у / ? 2 —4*. По­
следнее неравенство и означает, что точка X  лежит в 
круге с центром А  и радиусом У # — А*.

Докажем второе утверждение. Пусть теперь точ­
ка X  лежит в указанном круге, т. ё. в круге на
плоскости а  с центром в точке А и радиусом У/?2 —
Для того чтобы она оказалась общей для, шара и 
плоскости, достаточно доказать, что она лежит в ша­
ре, т. е. установить для нее неравенство 
Вы сможете проделать это самостоятельно, проведя, 
выкладки из первого доказательства в обратном * 
порядке. ; . /  ч

Заметим, что наше доказательство предполагает;., 
что плоскость а  не проходит через центр шара.т 
В случае, когда она проходит через его центр; ут­
верждение остается верным, в чем вы легко можете ,! 
убедиться сами.

Рассуждения о пересечении сферы с плоскостью 
проводятся аналогично, только^ вместо неравенства . 
появляются равенства. Убедитесь в этом самостоя­
тельно! щ

Из формулы г = у /? 2 — ̂  видно, что радиус г ' ; 
будет наибольшим, когда й =  0;гт. е. когда плоскость ' 
проходит через центр. Тогда г =  /?. Поэтому такой 
круг, по которому шар пересекает плоскость, прохо­
дящ ая через центр, называется,, большим кругом, 
а его окружность — большой окружностью.

Каждые две большие окружности пересекаются 
в двух диаметрально противоположных точках (как 
это доказать?).

На глобусе экватор представляет собой большую 
окружность (рис. 171). Меридианы — это полу­
окружности больших окружностей с концами в двух
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диаметрально противоположных точках, соответст­
вующих Северному и Южному полюсам. Прямая, 
проходящая через полюсы, перпендикулярна плос­
кости экватора. Параллели — это окружности, по ко­
торым пересекают поверхность глобуса плоскости, 
перпендикулярные прямой, проходящей через по­
люсы. ;

Через любые дведиаметрально противоположные 
тонки сферы проходят большие окружности, которые 
получаются при пересечении сферы х  плоскостями, 
проходящими через эти точки. А через любые две 
не диаметрально противоположные точки .сферы про­
ходит единственная большая окружность, которая 
получается при пересечении сферы с плоскостью, 
проходящей через центр сферы и две данные ее точки.

15.3. Касание шара и
В том случае, когда сфера (и ограниченный 

ею шар) имеет с плоскостью единственную,; общую 
точку, говорят, что сфера (и шар) касается этой' 
плоскости, а их единственная общая точка называет­
ся их точкой касания. Из теоремы о пересечении шара 
с плоскостью вытекает такое следствие.

Теорема 15.2 (о касании сферы и плоскости)..,

Если плоскость касается сферы, то она перпенди­
кулярна радиусу, проведенному в точку касания. 
Обратно, если плоскость проходит через точку сферы 
и перпендикулярна радиусу, проведенному в эту 
точку, то она касается сферы...

Докажите эту теорему самостоятельно.
Плоскость, которая касается сферы, называется 

касательной (или опорной) плоскостью.этой сферы.
Говорят, что прямая касается сферы, если она 

лежит в касательной плоскости к сфере и проходит 
через точку касания.

Сфера вписана в многогранник, если она касается 
всех его граней. В этом случае говорят, что много­
гранник описан около сферы. О шаре, сфера которого 
вписана в многогранник, также говорят, что он впи­
сан в многогранник.

Сфера описана около многогранника,, если она 
проходит через все его вершины. В этом случае 
говорят, что многогранник вписан в сферу, а также в 
ограниченный ею шар.



15.4. Вид и изображение шара
Шар издали со всех сторон имеет вид круга — 

вспомните диск Солнца или полной Луны. Это вы­
ражено в таком утверждении:

Проекция шара, как и сферы, есть круг того же 
радиуса. (Здесь и в дальнейшем, говоря просто 
«проекция», мы имеем в виду ортогональную проек­
цию на плоскость.)

Докажите это утверждение самостоятельно 
(рис. 172).

В согласии с этим утверждением шар и сферу 
изображают в виде круга. При этом для того чтобы > 
не принять это изображение за изображение, круга, 
его можно подштриховать, но обычно рисуют проек­
цию какой-нибудь большой окружности, плоскость 
которой не перпендикулярна плоскости проекции; 
проекция эта будет, как мы знаем, эллипсом. Центр 
шара изобразится центром этого эллипса (рис. 173). 
Если взятая большая окружность принята за эква­
тор, то можно отыскать соответствующие полюсы N 
и 5, помня, что прямая, их соединяющая, перпент 
дикулярна плоскости экватора. Типичная ошибка 
при изображении полюсов в том, что их рисуют на 
окружности, ограничивающей изображение шара 
(рис. 174). На самом же деле изображение точки N 
должно лежать ниже, а точки 5  — выше, т. е. так, 
как изображено на рисунке 173. Параллели также 
изображаются эллипсами.

Замечание. Оказывается, что свойство проекции 
шара, доказанное в этом пункте, позволяет судить о 
шарообразности реальных предметов. А именно 
имеет место следующее утверждение:

Если проекции фигуры на все плоскости — круги, 
то фигура эта — сфера в объединении с некоторым 
множеством внутренних точек. (В результате такого 
объединения может получиться как шар, так и его 
часть.) Доказательство этого утверждения сложно и 
выходит за рамки школьного курса.

Рис. 172

Рис. 174

15.5. Симметрия сферы и шара
Напомним, что симметрией фигуры в курсе плани­

метрии мы называем свойство фигуры, состоящее' 
в том, что существует ее (нетождественное) движе­
ние, совмещающее ее саму с собой. А движением 
фигуры называют отображение этой фигуры, сохра-
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няющее расстояние между точками. Эти же опреде­
ления сохраняются и в стереометрии.

Изучая важнейшие пространственные фигуры, 
мы сразу же будем говорить и об их симметрии 
(иногда оставаясь на интуитивном уровне). Подроб­
но движения в пространстве изучаются в конце 
курса 11-го класса.

Сфера и шар — самые симметричные фигуры сре­
ди ограниченных пространственных фигур. Мы сей­
час убедимся в этом. Подробные рассуждения мы 
проводим для сферы. Аналогичные рассуждения для 
шара проведите самостоятельно.

Во-первых, центр О сферы 5  (шара II) является 
ее (его) центром симметрии.

Это значит, что, взяв любую точку X, принадле­
жащую сфере 5, и построив симметричную ей отно­
сительно центра О точку, мы получим точку X ', также 
принадлежащую сфере 5 (рис. 175).

Действительно, точка О — середина отрезка XX', 
О Х = К , а потому ОХ' =  Ц и Г б 5 .  Щ

Во-вторых, любая прямая /, проходящая через 
центр О сферы 5  (шара II), является ее (его) осью 
симметрии.

Это значит, что, взяв любую точку X, принадле­
жащую сфере 5, и построив симметричную ей отно­
сительно прямой I точку, мы получим точку X ', также 
принадлежащую сфере 5 (рис. 176).

Действительно, если А е 5  и не лежит на прямой /, 
то прямая / является серединным перпендикуляром 
отрезка XX', а точка О е / .  Поэтому ОХ' =  О Х = Я , 
т. е. А 'е 5 .  Если же Х е / ,  то Х ' =  Х, а потому 
Х '(= 8. ■

В-третьих, любая плоскость а , проходящая через 
центр О сферы 5, является плоскостью симметрии 
сферы 5.

Это значит, что, взяв любую точку X, принадле­
жащую сфере 5, и построив симметричную ей отно­
сительно плоскости а  точку, мы получим точку X', 
также принадлежащую сфере 5  (рис. 177).

Действительно, если точка X  не лежит на плос­
кости а , то а  перпендикулярна отрезку X X ' и все ее 
точки равноудалены от точек X а X '. Поскольку 
точка О е а ,  то ОХ' =  ОХ =  Я, т. е. Х ' ^ 8 .  Если же 
Х е а ,  то Х ' =  Х и Г е 5 .  ■

В-четвертых, любой диаметр А А ' сферы 5  (ш а­
ра II) является ее (его) осью вращения.

Это значит, что в сечении любой плоскостью а ,, 
пересекающей отрезок А А ' в некоторой точке В и

Рис. 175

О Х '-О Х ~ П  
Рис. 176
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Рис." 178 Рис. 179

перпендикулярной ему, получится окружность с цент­
ром в точке В (рис. 178).

Это утверждение уже было доказано в п. 15.2.
Любым же сечением сферы, 5  плоскостью, со­

держащей диаметр, является большая окружность 
(рис. 1/9), вращение которой вокруг этого диаметра 
и образует сферу. Именно так определял сферу Евк­
лид: «Сфера будет: если, при неподвижности диамет­
ра полукруга вращающийся полукруг снова вернется 
в то же самое положение, из которого он начал дви­
гаться-то охваченная фигура и есть сфера». (Гово­
ря «полукруг», Евклид, конечно, подразумевал полу­
окружность.) Вращение глобуса хорошо иллюстри­
рует вращательную симметрию Сферы.

15.6. Шар и расстояние от точки до фигуры
Представим себе какую-нибудь фигуру Р и точ­

ку А  вне ее. Допустим, в фигуре Р  есть точка В, бли­
жайш ая к точке А. Опишем вокруг точки А  шар 
радиусом /? = |Л В |.  Точка В будет лежать на его 
поверхности (рис. 180). Но внутри шара не будет то­
чек фигуры Р, потому что точки внутри шара лежат 
ближе к центру А, чем точка В, а В — ближайшая 
к А точка фигуры Рг

Значит, если‘ точка В — ближайшая к А точка 
фигуры Р, то она лежит на поверхности такого шара 
с центром А, внутри которого нет точек фигуры Р.

'Верно также обратное: если точка В фигуры Р 
лежит на поверхности такого шара с центром А, 
внутри которого нет точек фигуры Р\ то такая точка В 
ближайшая к А. (Это ясно потому, что внутри шара 
нет точек фигуры Р, а значит, они удалены от его 
центра на расстояние, не меньшее |ЛВ|.)
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Рис. 180

Таким образом, приходим к следующему выводу.
Точка В фигуры Р, ближайшая к точке А (лежащей 
вне Р) ,— это такая ее точка, которая лежит’на по­
верхности шара с центром А, внутри которого нет 
точек фигуры Р.

Расстояние \АВ\ от А  до ближайшей точки фи­
гуры В  есть по определению расстояние \АР\ от 
точки А д о  фигуры Р. Поэтому расстояние от точки 
до фигуры равно радиусу такого шара с центром в 
данной точке, внутри которого нет точек данной 
фигуры, но есть хотя бы одна на его поверхности.

В связи с этим измерение расстояния от точки А 
до фигуры Р можно представить себе таким образом.
Из точки А как из центра раздувается шар, или 
сфера, пока не достигнет фигуры Р. Радиус этой 
сферы и дает расстояние \АР[.

Этим пользуются, определяя расстояние от уда­
ленных предметов с помощью эха. Короткий звук, 
прозвучавший в точке А, распространяется от нее 
в-виде сферической волны, отражается от препят­
ствия Р, едва его достигнув, и возвращается к точ­
ке А. Время (, через которое в точке А получается 
этот отраженный звук,— это время распространения 
волны от А  до Р и обратно. Поэтому расстояние 
\АР\ = - т Н  где V — скорость распространения 
волны. , .

Так определяют расстояния посредством радиоло­
кации. Из точки А посылают не звуковой, а электро­
магнитный сигнал, который также распространяет­
ся в виде сферической волны. Расстояние И В | =
= - |- у / ,  где V — скорость электромагнитных волн.

Дополнение к параграфу 15 
Сферические треугольники

Фиксируем некоторую сферу 5  радиусом /? с цент­
ром в точке О и берем на 5  любые три точки А, В, С, 
не лежащие на одной большой окружности 
(рис. 181). Среди них нет точек, лежащих на одном 
диаметре сферы. Соединим точки А, В, С на 5  дугами 
больших окружностей (меньшими полуокружнос­
ти). Обозначим через а  дугу ВС, через Р дугу АС  и 
через у дугу АВ. Фигура, состоящая из точек А, В, С, 
дуг а , р, у и ограниченной ими части сферы 5  (мень­
шей полусферы), называется сферическим треуголь­
ником АВС. Точки А, В, С называются вершинами Рис. 181
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сферического треугольника АВС, дуги а,„р, у — его 
сторонами, а углами в его вершинах называются 
углы между касательными, проведенными из этих 
вершин к сторонам треугольника (рис. 182).

Между треугольниками на сфере 5  и трехгран­
ными углами с вершиной в центре О сферы 5 есте­
ственным образом устанавливается взаимно одно­
значное соответствие: каждому такому треугольни­
ку АВС  соответствует трехгранный угол О АВС, ребра 
которого а, Ь, с проходят через вершины треуголь­
ника, и, наоборот, каждый трехгранный угол с вер­
шиной в точке О «вырезает» на сфере 5 сферический 
треугольник (рис. 183).

Более того, легко установить, соответствие между 
элементами трехгранных углов и элементами соответ­
ствующего сферического треугольника, т. е. длинами 
его сторон и величинами его углов.

Во-первых, так как касательные к окружности 
перпендикулярны радиусам, проведенным в точку 
касания, то углы сферического треугольника равны  
соответствующим двугранным углам того трехгран­
ного угла, который «вырезает» из сферы данный 
сферический треугольник (рис. 184):

А А  =  а, А В  =  Ь, /_С=*с. (15.1)

Во-вторых, так как длина дуги окружности равна 
произведению радиуса и величины,соответствующего 
центрального угла в радианах, то стороны а, р, у.сфе: 
рического треугольника А В С , выражаются через 
величины углов граней ао, ро, Уо соответствующего 
трехгранного угла по формулам

а  =  /?а0, р =  /?Ро, у=/?уо. (15.2)
Из полученных равенств (15.1) и (15.2) и дока­

занных в дополнении к § 14 теорем синусов и косину­
сов для трехгранных углов можно получить соответ­
ствующие теоремы для сферических треугольников.

Например, обобщение теоремы синусов выра­
жается так:

а8Ш- • Р5Ш-
51П А 51П В зт С

(15.3)

а аналог теоремы Пифагора для прямоугольного 
сферического треугольника имеет такой вид:

соз - 2 - = соз -§• - соз
Д  А  А

(15.4)
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Задачи

<4^ Разбираемся в решении

15.1.(2). Даны два круга одного шара, окружности которых лежат на сфере и 
имеют единственную огбщую точку. Докажите, что прямая пересечения 
плоскостей, в которых лежат эти круги, имеет с шаром единственную 
общую точку.

Решение.
Пусть (рис. 185) точка О — центр шара, точки 0 \ и О г— центры 

данных кругов, а и р  — плоскости, в которых они лежат, А — общая 
точка этих кругов, а — общая прямая плоскостей а и р .

Для доказательства достаточно установить, что а является каса­
тельной хотя бы к одной из данных окружностей. В самом деле, пусть 
а — касательная к окружности с центром О. Проведем (ОА) и (0 \А ). 
Что же мы видим? Если а — касательная, то аА-(0\А). Но тогда 
а_1_(СМ) (?). Отсюда следует, что а — касательная к; большой окруж­
ности, которая получается в сечении шара плоскостью, проходящей 
через О и а. Но тогда а имеет с шаром единственную общую точку (?).

Осталось доказать, что а действительно касательная хотя бы к 
одной из данных окружностей. Пусть это не так, т. е. а не является 
касательной ни к одной из них. Тогда рисунок будет такой (?) (рис. 186). 
Центр шара О лежит на перпендикуляре к а , проходящем через точ­
ку 0 |,  и на перпендикуляре к р, проходящем через точку О2. Однако не­
похоже, чтобы эти перпендикуляры пересекались...

И в самом деле, если бы это произошло, то точка О была бы равно­
удалена от трех точек А, В, С прямой а, что невозможно.

Итак, а — касательная хотя бы к одной из данных окружностей, 
а тогда, как мы уже показали, она имеет с шаром единственную 
общую точку.

Заметим к этому доказательству, что нам хватило того обстоятель­
ства, что а — касательная хотя бы к одной из данных окружностей. 
На самом деле а — касательная к каждой окружности (?), но в процессе 
доказательства это не понадобилось.

Доказательство получилось не слишком коротким, да еще с элемен­
тами от противного. Нельзя ли короче? (Этот вопрос всегда уместен!) 
Можно. Вот более короткое рассуждение.



15.2.(1).

15.3.(2).

15.4. (2).

15.5. (3 )..

15.6. (1).

15.7.(2).

15.8.(2).

Пусть а имеет с шаром еще одну общую точку — назовем ее В. 
Так как В е а ,  то В е а .  Кроме того, В принадлежит шару. Значит, 
В принадлежит сечению, шара плоскостью а, т. е. кругу с центром 0\. 
Аналогично В принадлежит кругу с центром Оя- Получилось, что данные 
круги имеют еще одну общую точку, что противоречит условию.

Ясно, что получилось короче, но осталось от, противного. А нельзя 
ли напрямую? Можно! Обозначим данные,круги К\ и Кя, а шар Ш. 
Тогда , ,

\А}=К1Г1,К2={ШГ)аМШ№)=ЩП(а№=ШПа.
Всего одна строчка! Причем любопытно, что в этом рассуждении не 

использовалось,то условие, что даны именно шар и круги. Да, но что же 
тогда использовалось и что мы на самом деле доказали? Тут есть над 
чем подумать...

Что касается самой задачи, то интересно; вот что. Уже зная, что 
а имеет с шаром единственную, общую точку,, мы легко получаем, что 
а — касательная к,каждой из данных окружностей (?),. Если же эти 
-два круга не,,лежат в одном шаре, то, как^легко видеть, а может и не 
быть их общей касательной (?). Таким , образом, принадлежность 
двух кругов одному шару и наличие у, них,общей касательной равно­
сильны (если круги не лежат в одной плоскости).

Дополняем теорию

Д окаж ите,, что, линия, по которой пересекаются две сферы, является 
окружностью.
Докажите, что центр, шара лежит на: а), прямой, перпендикулярной 
любому его круговому сечению и проходящей через его центр; б) пря­
мой, проходящей через центры двух его круговых сечений, лежащих 
в параллельных плоскостях.
На сфере проведены две окружности, имеющие единственную общую 
точку, а) Докажите, что центр сферы,, центры обеих окружностей и 
общ ая точка, лежат в одной плоскости, б) Можно ли установить зави­
симость между радиусом, сферы и радиусами этих окружностей? 
Докажите, что можно вписать сферу в такие многогранники: а) пра­
вильную пирамиду; б) тетраэдр.

€  Представляем

Какой фигурой является множество точек пространства, из которых 
данный отрезок виден под заданным углом?
На сколько частей разбивают сферу: а) две окружности, расположенные 
на ней; б) три окружности, расположенные .на ней; в) плоскости граней 
вписанного в нее тетраэдра; г) плоскости граней призмы, находящейся 
внутри ее?
Три окружности расположены так, что никакие две не лежат в одной 
плоскости и каждые две пересекаются в двух точках. Лежат ли эти 
окружности на одной сфере?
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15.9.(3). Четыре плоскости расположены так, что никакие три из них не про­
ходят через одну прямую, а все.нетыре не имеют общей точки. Сколько 
существует сфер, касающихся этих плоскостей?

. , -== Планируем

15.10.(2). а) На данной сфере даны три точки. Расстояния между этими точками 
' известны. Как найти расстояние от центра'сферы до плоскости, про­

ходящей через эти точки? до треугольника с вершинами в этих точках?
; б) Каждая сторона данного треугольника имеет с данной сферой

1! единственную'общуюточку. Как найти расстояние от центра сферы до 
■ плоскОсти треугольника? до самого треугольника?

15.11 .(3 ). Через одну прямую проведены к шару две опорные плоскости. Известны 
' радиус шара и расстояние между точками касания ш ара'с этими плос­

костями!1 Как найти угол между этими плоскостями? Как. найти рас­
стояние от шара до общей прямой этих плоскостей? Выберите сами 
числовые данные и получите результат.

15.12.(3). На плоскости лежат три шара известных радиусов. Каждые два из них 
касаются. К ним проведена еще одна общая опорная плоскость. 
Как найти угол, который она составляет с данной плоскостью?

15.13.(3). Шар касается плоскости а  в точке А. Егр радиус Я. Плоскость р 
пересекает шар по кругу радиусом г. С плоскостью а  плоскость р 
образует угол <р. Как найти; расстояние от Л до прямой пересечения 
а и р ?  ■<

3" Находим величину

15.14.(2). Найдите длину шестидесятой параллели Земли. Во сколько раз она 
длиннее такой же параллели на Луне? Решите задачу в общем случае

.. для произврльной параллели. м,
15.15.(2). а) На сфере радиусом 2 расположены три окружности радиусом 1, 

каждые две из них касаются. Как вычислить радиус окружности, рас­
положенной на этой сфере и. касающейся каждой из данных окруж-

. , ностей? б) На сфере радиусом 1 расположены четыре равные окруж­
ности, каждая из которых.касается трех других. Как вычислить радиусы 

. . этих окружностей?

1 , . Ищем границы

15.16.(2). На сфере данного шара даны 'две точки. Через них проводятся все­
возможные сечения этого шара: Какое из них имеет наибольшую пло­
щадь? наименьшую площади?

15.17.(2). Точки А к В лежат на поверхности шара радиусом 4 с центром в 
точке О. \АВ\ = 2 .  Каждый из двух отрезков,АX  и ВХ  имеет с данным 
шаром единственную общую точку. При этом \АХ\ =  |В ^ | = 3 .  В каких

о  . границах лежит |ОЛ1?
15.18.(3). На плоскости лежат два шара, радиусами /?|..,и Яч.. Они имеют един­

ственную общую точку, а) На какой высоте над плоскостью находится 
их общая точка? б) На каком расстоянии между собой находятся точки
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касания шаров с плоскостью? в) Чему равен радиус наименьшей сферы, 
которая касается данных -шаров и плоскости, и радиус наибольшей 
сферы?
Шар лежит на плоскости а . К нему проведены две опорные плоскости, 
образующие между собой угол ф, а с а  — равные углы. В каких гра­
ницах лежат эти углы?
На какое наибольшее число частей могут разделить пространство: 
а) две. сферы; б) три сферы; в) сфера и поверхность куба?
Шар радиусом Я лёжит на плоскости. Отрезок длиной с? имеет с шаром 
единственную общую точку. Один его конец лежит, на сфере, а другой 
конец — на плоскости. В каких границах находится расстояние между 
точкой касания и концом отрезка , на плоскости? 
а) Шар радиусом Я касается каждой из двух перпендикулярных плос­
костей. Чему равен радиус наименьшего шара, касающегося этого шара 
и данных плоскостей? б) Решите аналогичную задачу в ситуации, когда 
шар касается трех попарно перпендикулярных плоскостей, в) Можете 
ли вы без вычислений установить, какой из касающихся шаров из 
пунктов а) и б) будет, больше? г) Составьте аналогичные задачи для 
случая, когда угол между плоскостями будет отличен от прямого.

Доказываем

15.23.(2). Прямая имеет общую точку с шаром, причем эта точка является 
внутренней точкой шара. Докажите, что эта прямая со сферой этого 
шара имеет две общие точки.

15.24.(2). Из точки, взятой вне шара, проводятся все лучи, имеющие с шаром 
единственную общую точку. Докажите, что: а) отрезки этих лучей от 
данной точки до шара равны; б) общие точки этих лучей и шара 
образуют окружность.

15.25.(2). Окружность имеет со сферой три общие' точки. Докажите, что она 
лежит на этой сфере:

15.26.(3). Постройте плоскость, опорную к данному шару и проходящую через:
а) данную точку; б) данную прямую.

15.27.(3). Через точку касания шара и плоскости проведены хорды шара одина­
ковой длины. Докажите, что они образуют с плоскостью одинаковые 
углы. Верно ли обратное утверждение? (Хорда шара — это отрезок, 
соединяющий две точки на сфере.)

15.28.(3). Через точку Л шара проведена к нему опорная плоскость. На прямой ОА 
(точка О — центр шара) взята точка К, не принадлежащая шару. 
Из нее проведены лучи, имеющие с шаром единственную, общую точку. 
Докажите, что все они образуют с опорной плоскостью равные углы. 
Проверьте обратные утверждения.

Исследуем
15.29.(2). У каких четырехугольников все вершины могут лежать на одной сфере? 

Пусть дан один из таких четырехугольников. Можно ли найти рас­
стояние от центра данной сферы до плоскости, в которой лежит этот 
четырехугольник? до его сторон?

15.19.(3).

15.20.(2).

15.21.(3).

15.22.(3).
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15.30.(2). Шар пересекает две перпендикулярные плоскости по кругам радиуса­
ми г 1 и г2. Можете ли вы найти радиус шара, если: а) данные круги 
имеют единственную общую точку; б) эти круги имеют общую хорду 
длиной й\ в) расстояние между этими кругами равно с??

15.31.(2). В шаре радиусом /? проведены два сечения радиусом г, плоскости 
которых пересекаются под углом <р. Можно ли установить связь между 
/?, г, <р, если известно, что эти сечения имеют единственную общую 
точку? Решите аналогичную задачу,-, если сечения пересекаются по 
хорде длиной если сечения' находятся на расстоянии й между 
собой.

15.32.(2). Даны два шара. Требуется провести плоскость, которая пересекала бы 
их по равным кругам. При каком положении этих шаров такое воз­
можно? Зависит ли это от размеров шаров?

15.33.(2). Две большие окружности одного шара лежат в перпендикулярных 
плоскостях. В их общей точке проводится касательная к каждой из 
них. Какой угол образуют между собой эти касательные? Сформули­
руйте и проверьте обратное утверждение. Изменится ли результат 
исходной задачи, если' круги не будут большими?

15.34.(2). а) А В С й  — прямоугольник, а X — некоторая точка. Известен вид 
треугольника АХС  (по углам). Можете ли вы установить вид тре­
угольника В Х й ? б) Из каких точек куба его диагональ видна под 
наименьшим углом?

15.35.(2). Любая плоскость, пересекающая фигуру, пересекает ее по кругу. 
Является ли эта фигура шаром?

15.36.(3). Существует ли плоскость, опорная: а) к двум данным шарам; б) к трем 
данным шарам?

15.37.(3). Два шара радиусами /?| и / ?2 лежат на плоскости а  и касаются между 
собой, а) Через их общую точку проводится еще одна их общая 
опорная плоскость. Как найти угол, который она образует с а?
б) К ним проводятся две общие опорные плоскости, каждая из 
которых перпендикулярна а . Как найти угол, который они образуют 
между собой? в) Пусть /?| =  /?2.:К шарам проведены две общие опорные 
плоскости, составляющие с а  равные углы. Можете ли вы найти угол, 
который составляет с_а, прямая пересечения этих» плоскостей?

Прикладная геометрия
Какие вам известны доказательства того, что Земля имеет форму шара 
(в некотором приближении)?
Из каких соображений, по .вашему мнению, мяч делают в форме 
шара?
Шар катится по желобу, образованному двумя плоскими поверхностя­
ми: По какой линии движется его центр?

Участвуем в олимпиаде
- ( ; ’ * ■'

15.41.(2). На сколько частей делят сферу три плоскости, проходящие через ее 
центр, причем так, что они не проходят через один и тот же диаметр 
сферы? А если плоскостей четыре? Решите задачу для общего случая.

15.38.(2).

15.39.(2).

15.40.(3).
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15.42.(2). Четырехзвенная замкнутая ломаная расположена вокруг сферы таким 
образом, что каждая ее. сторона имеет с данной сферой единственную 

1 общую точку. Докажите, что эти четыре общие точки ломаной и сферы 
лежат в одной плоскости. Будут ли равны суммы противоположных 
сторон такой ломаной? ■ Г

§16.  Опорная плоскость1
Шар, положенный на плоскость, опирается на,нее 

одной точкой и лежит по одну сторону от плоскости.
Пирамида, стоящая на плоркости основания,, опи­
рается основанием на эту плоскость и тоже располо- ,
жена по одну сторону от нее (рис. 1 87). П л о ск о сть , м ‘
на которую опирается шар, или пирамида в этих при­
мерах, естественно назвать опорной для этих фигур.
В быту мы постоянно встречаемся с опорными плос- а
костями: плоскость стола является опорной для стоя- Лш.
щих на нем предметов; для предмета', упирающегося ( й  | \
в пол или стену, их поверхности служат опорными , У/ \ \
плоскостями; для детали, обрабатываемой на шлифо- \ —7
вальном круге, его поверхность то,же служит опорной /Щ Ш У I / Г 'щ . 7  /  
плоскостью и т. п. Но прежде чем дать то.чное опре- /  С  / у г  /
деление опорной плоскости для любой фигуры, о п р е -, /  — /
делим аналогичное понятие в планиметрии -  опор----- ^-------------- 1-------------
ную прямую. Рис. ,187

16.1. Опорная прямая
Будем рассматривать фигуры, в частности пря- ; 

мые, в какой-либо данной плоскости.
Прямая называется >опорной прямой данной фи­

гуры, если она имеет с фигурой хотя бы одну общую 
точку и фигура лежит по одну сторону от нее, т. е. 
содержится, в одной полуплоскости, ограниченной,,
этой прямой. '   ,

Говорят еще так: «Прямая, опорная к фигуре в 
дайной ее точке»: Например, на рисунке 188 прямые ’ 
а и Ь — опорные к фигуре Р в ее точках Л и В; фи­
гура У7'как бы опирается на прямую, отсюда и назва­
ние «опорная».

Касательная к окружности является ее опорной 
прямой в точке касания, а также опорной к кругу 
(рис. 189). ■■

Прямая может быть опорной одновременно в не­
скольких точках фигуры и даж е на целом отрезке;
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так, например, прямая, содержащая сторону тре­
угольника, является для него опорной; (рис.' 190). 
Может быть и так, что в одной точке фигура; имеет 
сколь угодно много опорных прямых; так, например, 
через вершину треугольника проходит сколь угодно 
много опорных прямых (они заполняют два верти­
кальных угла, рис. 191).

16.2. Опорная плоскость• с 5
Сказанное об опорных прямых в плоскости пере-' 

носится на опорные плоскости в пространстве.
Определение.

Плоскость называется опорной плоскостью дан-, 
ной фигуры, если она имеет с фигурой хотя бы одну 
общую точку и фигура лежит по, одну сторону от,,,, 
нее, т. е. содержится в одном полупространстве, огра­
ниченном этой плоскостью. ,, ,

Говорят еще так: «Плоскость, опорная к фигуре 
в данной ее точке». Например, на рисунке 192 .плос­
кости а и р  опорные к фигуре в ее точках Л "и В.

Плоскость может быть опорной одновременно ,в 
разных точках фигуры (рис. 193) и на.целой,области; 
так, плоскость основания пирамиды0 является ее 
опорной плоскостью во всех точках основания' ' 
(рис. 194).

С другой стороны, может быть так, что в одной 
точке фигура имеет бесконечно много опорных плос- , 
костей,^ как это будет, например, в вершине пирамиды 
(рис. 194).

Для любой фигуры и плоскости могут быть лишь 
три исключающих друг друга случая их взаимного 
расположения: 1) плоскость и фигура не имеют об-

Рис. 192

Рис. 193

Рис. 194
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щих точек; 2) плоскость является опорной к фи­
гуре; 3) плоскость пересекает фигуру, т. е. точки 
фигуры лежат как в данной плоскости, так и по 
разные стороны от нее. Если фигура — шар, то эти 
три случая были рассмотрены в теореме о пе­
ресечении шара и плоскости. Там доказано, что плос­
кость пересекает шар по кругу и что шар и 
его опорная плоскость имеют единственную общую 
точку.

Напомним, что опорная плоскость сферы назы­
вается также ее касательной плоскостью и что через: 
каждую точку сферы проходит единственная опорная 
плоскость — это плоскость, перпендикулярная ра­
диусу сферы, проведенному в эту точку.

16.3. Ограниченные фигуры. 
Диаметр фигуры

Фигуру называют ограниченной, если найдется 
такое расстояние й, что расстояние между любыми 
двумя точками фигуры не превосходит й. В против­
ном случае фигуру называют неограниченной.

В неограниченной фигуре есть точки, сколь угодно 
удаленные друг от друга, и никакого наибольшего 
расстояния между ее точками нет заведомо. Но в 
ограниченной фигуре могут существовать наиболее 
удаленные друг от друга точки, пары таких точек, 
расстояние между которыми наибольшее. В шаре 
такими являются пары диаметрально противополож­
ных точек.

Но не во всякой ограниченной фигуре есть наибо­
лее удаленные друг от друга точки; их нет, напри­
мер, на отрезке, у которого исключены концы; их 
нет и во внутренности шара. Приведите другие при­
меры.

Расстояние между наиболее удаленными друг от 
друга точками фигуры (если такие' существуют) 
называется диаметром фигуры.

Отрезок, соединяющий нашболеё удаленные друг 
от друга точки фигуры, тоже можно назвать ее 
диаметром (как и для ш ара).

Ясно, что ограниченная фигура лежит в некотором 
шаре, а неограниченная фигура не лежит ни в каком 
шаре.
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Дополнение к параграфу 16

Опорные плоскости в концах диаметра
Вспомним теорему 15.2 об опорной (касательной) 

плоскости сферы. В ней содержится следующее ут­
верждение:

Плоскость, проходящая через конец диаметра 
шара перпендикулярно этому диаметру, не имеет с 
шаром других общих точек и служит его опорной 
плоскостью.

Оказывается, эта теорема обобщается на произ­
вольные фигуры! Именно, выполняется следующая 
теорема:

Теорема.

Плоскость, проходящая через конец диаметра 
фигуры перпендикулярно этому диаметру, не имеет с 
фигурой других общих- точек и служит ее опорной 
плоскостью.

Доказательство. Пусть отрезок АВ  — диаметр 
фигуры Р (рис. 195). Проведем через его конец А 
плоскость а , ему перпендикулярную. Если X — точка 
этой плоскости, отличная от А, то В Х > В А ,  так как 
перпендикуляр В А короче наклонной ВХ. По опре­
делению диаметр — это наибольшее расстояние меж­
ду точками фигуры, так что "для всех точек У е / 7 
выполняется'неравенство В А ^ В У .  Следовательно, 
никакая точка У фигуры Е не лежит на плоскости а , 
кроме самой точки А.

Покажем, что вся фигура Р лежит с той стороны 
от плоскости а , где лежит В  (кроме точки А ) . Дейст­
вительно, если точки 2  и В лежат по разные стороны 
от плоскости а , то отрезок В 2  пересекает плоскость а. 
Поэтому В 2 > В А  и точка 2  не может быть точкой 
фигуры Р. Итак,- плоскость а  — опорная плоскость 
фигуры Р в точке А. |

Замечание I. Вся фигура, кроме концов диамет­
ра АВ, расположена строго между плоскостями а  
И'р, проходящими через его концы А и В перпенди­
кулярно ему (рис. 196). Диаметр фигуры или ка­
кого-нибудь предмета — это мера того, что назы­
вается линейными размерами-или габаритами пред­
мета. Всякий предмет можно поместить в кубическую 
коробку с ребром, равным диаметру предмета. >

Рис. 195

Рис. 196
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Замечание ,2.?Теорема обюпорной плоскости шара 
оказалась, как мы'видим' только частным случаем 
последней теоремы, относящейся к любым фигурам, 
лишь бы у них существовали наиболее отдаленные 
друг от друга точки. При этом доказательство ее 
ничуть не сложнее. Это примечательно!

Один из моментов в развитии математики состоит 
в том, что результаты, которые прежде относились 
к более специальным фигурам, уравнениям, функ­
циям или иным объектам математики, обобщаются 
позже на гораздо более общие объекты. Теоре­
ма 15.2 о сфере восходит к древним грекам, а общее 
понятие опорной плоскости и доказанная здесь тео­
рема принадлежат геометрии XX в.

Задачи

16.1.(2). Нарисуйте плоскую фигуру,.которая в каждой своей точке, где имеется 
опорная прямая, имеет, их бесконечное множество. Нарисуйте-анало­
гичную неплоскую фигуру. и-

16.2.(2). Наименьшее расстояние между параллельными опорными прямыми 
(плоскостями) назовем, шириной фигуры. Нарисуйте такую, плоскую 
фигуру, отличную о т , круга, для которой расстояние между любыми 
параллёльными опорными прямыми равно ширине фигуры. Какой будет 
такая же фигура в пространстве?

€Представляем
16.3.(2). Может ли плоская фигура: а) не иметь опорных прямых; б) иметь 

только одну опорную; прямую; в) <не иметь опорной прямой только 
в одной точке; г) иметь, опорную прямую только в,одной точке? Ответьте 
на аналогичные вопросы для неплоских фигур. . . ,

16.4.(3). Какая плоская фигура имеет ровно один диаметр? ровно два диаметра? 
ровно три диаметра? больше трех диаметров? (Здесь диаметр понимает­
ся как отрезок.) Ответьте на эти вопросы для неплоских фигур.

16.5.(3). Приведите пример фигуры (плоской и неплоской),«которая разбивается 
на две части диаметра, меньшего чем диаметр данной фигуры..

16.6.(3). Можно ли круг разбить на две части диаметра, меньшего чем диаметр 
круга? а на три такие части? Составьте аналогичную задачу для шара.

_ Находим величину
16.7.(2). Чему равна ширина: а) круга радиусом 1; б) прямоугольника 'со 

сторонами 1 и 2; в) правильного треугольника со стороной 1?
Решите задачу для неплоских фигур, аналогичных этим. Попытай­
тесь решить задачу для фигур из «задачи 16.8. Выберите какую-либо фи­
гуру из задачи 16.8, рассмотрите для нее аналогичную фигуру в прост­
ранстве и попытайтесь решить эту ж е'задачу.
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16.8.(3). Вычислите диаметры таких фигур: а) объединения квадрата и равно­
стороннего треугольника, пересечением которых является их общая 
сторона; сторона квадрата равна 1; б) объединения равностороннего 
треугольника и полукруга, причем их пересечением является диаметр 
полукруга, совпадающий со стороной треугольника; сторона треуголь: 
ника равна 2; в) объединения квадрата и полукруга, причем их пере­
сечением является диаметр полукруга, совпадающий со стороной квад­
рата; сторона квадрата равна 2.

Доказываем
16.9.(3). Докажите, что диаметром многоугольника является отрезок, соединяю­

щий его вершины. Докажите аналогичное утверждение для известного 
вам многогранника.

16.10.(3). Докажите, что фигура, каждая проекция которой ограничена, является 
ограниченной.

16.11.(3). Дана плоская фигура диаметром 1. Докажите, что она может быть 
заключена в прямоугольник, площадь которого не больше 1.

Исследуем .
16.12.(3). Может ли фигура иметь два параллельных диаметра?
16.13.(3). Существует ли неограниченная фигура, все сечения которой равно­

мерно ограничены (т. е. каждое умещается в круге данного радиуса)?
16.14.(3). Имеется круглое отверстие радиусом 2. Пройдет ли в него: а) куб с 

ребром 1; б) прямоугольный параллелепипед с ребрами 1, 2, 3; в) пра­
вильная треугольная призма, у которой все ребра равны 2; г) правиль­
ный тетраэдр с ребром 3; д) четырехугольная пирамида, у которой все 
ребра равны 2?

§ 17. Выпуклые фигуры
Выпуклые фигуры определяются в стереометрии »

буквально так же, как в планиметрии. Фигура на­
зывается выпуклой, если вместе с каждыми двумя 
своими точками она содержит и соединяющий их от­
резок. Примерами выпуклых фигур могут служить 
отрезок, луч, плоскость, прямая, треугольник, па­
раллелограмм, круг, шар, полупространство, все * 
пространство.

Покажем, например, что шар — выпуклая фигу­
ра. Возьмем любые две его точки X и У. Проведем 
через них и̂  центр шара плоскость. Сечение шара та­
кой плоскостью . согласно теореме 15.1 есть круг.
Круг — выпуклая фигура. Значит, каждый отре­
зок XV лежит в круге данного шара, а тогда и в
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самом шаре. Тем самым мы доказали, что шар — 
выпуклая фигура. Одна точка и пустое множество 
считаются выпуклыми фигурами.*

Отметим простое, но важное свойство выпуклых 
фигур.

Теорема 17.1.

Пересечение любых двух выпуклых фигур есть 
выпуклая фигура, и, вообще, пересечение любой 
совокупности выпуклых фигур выпукло1.

Эту теорему докажите самостоятельно. .
Замечание 1. В частности, пересечение данных 

фигур может быть пустым или одноточечным мно­
жеством. Если бы пустое и одноточечное множества 
не считались выпуклыми, то эти случаи надо было бы 
исключить из теоремы и ее. нельзя было бы сформу­
лировать так, как это сделано.

Замечание 2. Теорема 17.1 позволяет получать 
выпуклые фигуры путем пересечения каких-либо дан­
ных выпуклых фигур. Например, имеют место сле­
дующие два утверждения:

Следствие 1.

Пересечение выпуклой фигуры с плоскостью есть 
выпуклая фигура.

Следствие 2.

Каждая плоскость делит любую выпуклую фигуру 
на две выпуклые фигуры. Каждая из них есть пере­
сечение исходной выпуклой фигуры с полупростран­
ством, ограниченным заданной плоскостью (рис. 197). 
Точки исходной фигуры, лежащие,в этой плоскости, 
относятся к каждой из полученных выпуклых фигур.

* Докажем еще следующее утверждение.
Теорема 17.2.

Проекция выпуклой фигуры на плоскость — 
выпуклая фигура.

1 Эта совокупность может быть совершенно произвольной. 
Рассмотрите, например, совокупность всех полупространств, 
содержащих данный шар и ограниченных его опорными 
плоскостями.
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Доказательство. Пусть Р — выпуклая фигура и 
Р' — ее проекция на а . Возьмем любые две точки А ' ■ 
и В ' фигуры Р .  Они являются проекциями некоторых 
тбчек А и В фигуры Р (рис. 198). Так как отре­
зок А 'В ' — проекция отрезка АВ  и А В а Р ,  то 
А 'В 'а Р ' .  Поскольку А ' <и В ' — произвольные точки 
фигуры Р', то фигура Р' выпукла, щ

Задачи

17.1.

17.2.

17.3.

17.4.

17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

17.9.

Рис. 198

€ Представляем
Вернитесь к задачам 16.1, 16.3— 16.5. Решите их в предположении, 
что в условии даны выпуклые фигуры.

Доказываем
Выпуклая фигура содержит три точки, не лежащие на одной прямой. 
Докажите, что она содержит треугольник с вершинами в этих точках. 
Пусть Р — плоская выпуклая фигура, точка А ф Р  и лежит в плоскости 
фигуры Р, точка В ^ Р  и является ближайшей к точке А. Докажите, что 
прямая, перпендикулярная (АВ) и проходящая через точку Выявляется 
опорной к фигуре В. Обобщите на пространство.
Пусть Р\ и Р^ — две непересекающиеся выпуклые плоские фигуры и 
\РУР2\ =  \АВ\, где А ^ Р \ ,  Ве/*У. Тогда прямые а и Ь, проведенные 
соответственно через Л и В перпендикулярно (АВ), являются опорными 
к фигурам Р\ и Р2. Докажите это. Верно ли аналогичное утверждение 
в пространстве? :
На плоскости даны четыре выпуклые фигуры. Каждые три из них имеют 
общую точку. Докажите, что все четыре имеют общую точку. Обобщите 
это утверждение. Верно ли оно для невыпуклых фигур?

Ж! Исследуем
Может ли каждое сечение неплоской невыпуклой фигуры быть вы­
пуклой фигурой?
а) Может ли невыпуклая фигура при проектировании на любую плос­
кость иметь проекцией выпуклую фигуру? б) Известны проекции фи­
гуры на три попарно перпендикулярные'плоскости. По этим проекциям 
надо восстановить саму фигуру. Имеет ли эта задача единственное 
решение?
Фигура Р выпуклая, точка А  не лежит в ней. Сколько в фигуре Р может 
быть точек, ближайших к А?
1) Обязательно ли выпуклая фигура имеет: а) диаметр; б) ширину; 
в) точку, ближайшую к данной точке вне этой фигуры; г) опорную плос­
кость? 2) Обязательно ли две выпуклые фигуры имеют ближайшие 
точки?
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17.10. а) Даны выпуклая фигура Р  и точка А ф Р .  Точка,Л соединяется отрез­
ками со всеми точками Р. Будет ли объединение всех , этих > отрезков

.. выпуклой фигурой?. Изменится ли результат, если /7 не будет выпуклой 
фигурой? б) Даны две выпуклые фигуры,/7! ;и /^..Все^очки каждой из 
них соединяются со всеми ? точками другой; Будет ли объединение 
всех этих отрезков выпуклой фигурой? Изменится ли результат, если 
Р | и Рч не будут выпуклыми фигурами?:!Будет ли выпуклой'фигурой 
множество середин всех этих отрезков, если фигуры выпуклые?

17.11. Даны четыре точки А, В , С, /). При этом \АС\ =  \ВО\ =  \. На отрез­
ке АВ  берется любая точка К. Найдется ли на отрезке СО точка /., 
такая, что \К Ц  ^  1?

‘ р. \ х* I
§18. Цилиндры

18.1. Определение и свойства цилиндра
Цилиндр часто встречается в технике и в быту, 

например цилиндры двигателя, трубы, шайбы и т. п. 
Определим, что называется цилиндром в геометрии.:

Пусть в некоторой плоскости а  задана произволь­
ная фигура Р, не леж ащ ая на одной прямой, и из 
какой-то точки ^ е о  проведен отрезок А А ',не лежа- 
щий в а  (рис. 199). Из каждой точки X фигуры Р, 
проведен отрезок XX', параллельный:и равный А А ', 
который лежит по ту же сторону от а, что и отре- 

,зок А А '. Фигура С,./.образованная всеми ,отрезкат 
ми д а ,  называется цилиндром... П лоская, фигура Р 
называется основанием цилиндра С, а отрезки XX ' — 
его образующими1.
; Iм Отсюда.ясно, что для того, чтобы задать цилиндр, 

достаточно задать его основание, и одну из,его обра­
зующих.

Обозначим через Р' фигуру, состоящую из тех 
концов X ' образующих XX ' цилиндра С, которые 
не лежат в плоскости его,основания р  — плоскости а . 
Проведем через точку А '  плоскость а 'Ц а . Покажем, 
что Р' а  а '.

Действительно, допустим, чтоиекоторая точка X ' 
не лежит в а '. Тогда прямая XX' пересекает а '  в не­
которой точке Х '^ Х '  (рис. 200), и потому X X ” Ф  
Ф Х Х '. По лемме 12.2 о параллельных отрезках с

па-1 Через точки фигуры Р можно было бы проводить 
раллельные друг другу прямые или параллельные друг другу 
лучи, лежащие по однуч сторону от а. Образованные ими фи­
гуры также называют! цилиндрами. Но такие цилиндры мы 
рассматривать не будем. Рис. 200
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концами на параллельных плоскостях Х Х " = А А '.  
Но так как Х Х " Ф Х Х ',  то XX' ф А А ',  т. е. пришли к 
противоречию с определением цилиндра.

Итак, фигура Р' плоская.* Она тоже, называется 
основанием цилиндра. Покажем, что основания ци 
линдра равны.

Действительно, пусть X  и У — точки основания Р, 
а отрезки XX' и УУ', идущие из этих точек,— обра­
зующие (рис. 201). Поскольку отрезки XX' и УУ' па­
раллельны и равны, то четырехугольник, Х У У 'Х '— 
параллелограмм. Поэтому Х У = Х 'У '. Итак, м еж ду 
точками оснований Р и Р' установлено соответствие 
концов образующих, сохраняющее расстояния, т. е. 
Р и Р' равны. !

Дословно так же доказываем, что все сечения 
цилиндра плоскостями, параллельными плоскости 
основания, равны' основаниям цилиндра и между 
собой (рис. 202).

Поскольку концы каждой образующей, цилиндра 
лежат в плоскостям его оснований, то цилиндр может 
быть определен и следующим.способом. Пусть:даны 
две параллельные плоскости а  и а '  и на одной из 
них, например на плоскости а, задана некоторая 
фигура Р (рис. 199). Будем проводить из всех то­
чек Х е Р  параллельные друг другу отрезки до плос­
кости а '. Фигура, которую они .заполнят—  цилиндр.

Перпендикуляр, опущенный из любой точки одно­
го основания цилиндра на плоскость другого его 
основания, называется высотой цилиндра. Длина та ­
кого перпендикуляра также называется высотой ци­
линдра (рис. 203):

Так как две прямые, перпендикулярные одной 
плоскости, параллельны, то все высоты цилиндра 
параллельны', а так как высоты лежат; между парал­
лельными плоскостями, то такие высоты не только1 
параллельны, но и равны друг, другу.

Замечание. Поскольку все образующие цилинд-: 
ра равны и параллельны друг другу, то можно ска­
зать, что цилиндр заполняется отрезками, полу­
ченными друг из друга параллельным переносом 
(рис. 199). А равенство сечений цилиндра плоскос­
тями, параллельными основаниям цидиндра, поз­
воляет смотреть на цилиндр как на фигуру, «заме­
тенную» сечениями Р ", двигающимися параллельно 
друг другу от основания Р до» основания Р' 
(рис. 202).

Цилиндр — это «прямое произведение» основа-, 
ния на образующую.



18.2. Прямой круговой цилиндр

Цилиндр называется прямым, если его образую­
щие перпендикулярны основанию. Очевидно, любая 
образующая прямого цилиндра является его высотой. 
Прямой цилиндр, основание которого круг, называет­
ся прямым круговым цилиндром (рис. 204).

Боковой поверхностью прямого кругового ци­
линдра называется фигура, состоящая из тех его 
образующих, которые соединяют граничные точки 
оснований цилиндра, т. е. точки двух окружностей, 
ограничивающих основания цилиндра.

Из этого определения следует, что боковую по­
верхность прямого кругового цилиндра хам у можно 
рассматривать как прямой цилиндр, основание . ко­
торого — окружность.

Поверхностью прямого кругового цилиндра на­
зывается объединение его оснований и боковой по­
верхности. Поверхность прямого кругового цилиндра 
иногда называют также его полной поверхностью, 
подчеркивая этим, что она состоит из боковой по­
верхности и двух оснований.

Так как любое сечение цилиндра плоскостью, 
параллельной плоскости его основания, равно осно­
ванию цилиндра, то любое сечение прямого круго­
вого цилиндра такой плоскостью есть круг, а сечение 
его боковой поверхности — окружность этого круга 
(рис. 205).

Отрезок, соединяющий центры оснований прямого 
кругового цилиндра, называется его осью. Каждое 
сечение прямого кругового цилиндра плоскостью, 
в которой лежит его ось, является прямоугольником, 
одна сторона которого есть диаметр основания, а 
другая — образующая цилиндра (рис. 206). Поэтому 
все такие сечения равны друг другу. Они называются 
осевыми сечениями цилиндра. Ось цилиндра является 
общей осью симметрии всех его осевых сечений, а 
сам цилиндр является объединением всех таких рав­
ных друг другу прямоугольных* сечений. Следова­
тельно, можно сказать, что прямой круговой цилиндр 
получен вращением прямоугольника вокруг его оси 
(или вращением прямоугольника — половины осе­
вого сечения — вокруг его стороны). Поэтому прямой 
круговой цилиндр называют также цилиндром вра­
щения.

Как нарисовать цилиндр вращения, видно из 
рисунка 207.

Рис. 204

Рис. 205

Рис. 206

Рис. 207
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18.3. Симметрия цилиндра вращения
О вращательной симметрии цилиндра вращения 

уже сказано в п. 18.2. Именно этим свойством опре­
делял цилиндр и Евклид: «Цилиндр будет: если при 
неподвижности одной из сторон прямоугольного па­
раллелограмма, прилегающих к прямому углу, вра­
щающийся параллелограмм снова вернется в то же 
самое положение, из которого он начал двигаться, 
то охваченная фигура и будет цилиндром».

Середина оси цилиндра вращения является его 
центром симметрии (рис. 208).

Цилиндр вращения симметричен относительно 
любой плоскости а, проходящей через его ось 
(рис. 209, а ) , а также относительно плоскости, деля­
щей пополам его образующие (рис. 209, б).

Наконец, любая прямая /, проходящая через 
центр симметрии цилиндра вращения и перпенди­
кулярная его оси, является его осью симметрии 
(рис. 210, а ). Осью симметрии цилиндра вращения 
является и его ось (рис. 210, б).

Докажите эти утверждения о симметрии цилиндра 
вращения. Подумайте, как связаны симметрия ци­
линдра вращения и симметрия его основания — 
круга.

18.4*. Выпуклые 
цилиндры

Теорема 18.1.

Цилиндр является, выпуклым тогда и только тог­
да, когда его основание выпукло.

Доказательство. Теорема содержит два утвержде­
ния.

1) Если цилиндр выпуклый, то его основание вы­
пукло.

2) Если основание цилиндра . выпукло, то и сам 
цилиндр выпуклый.

Первое утверждение непосредственно вытекает из 
того, что пересечение всякой выпуклой фигуры плос­
костью выпукло (следствие 1 теоремы 17.1), а осно­
вания цилиндра являются пересечением данного ци­
линдра плоскостями этих оснований.

Рис. 209

а) б)
Рис. 210
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Докажем второе утверждение. Пусть основа­
ние Р цилиндра С выпукло (рис. 211). Возьмем в 
цилиндре С любые две точки Л и В и проведем через 
них образующие цилиндра X X ' и, УУ'. Если А и В 
лежат ,на одной образующей,, то отрезок. ЛВ лежит 
в С. Поэтому будем считать, что образующие XX' 
и УУ' различны. Концы этих образующих, лежащие 
в Р ,— точки X  и У:ф  являются концами отрезка ХК, 
лежащего в Р, так как Р выпукло. Поэтому все от-; 
резки 2 2 ',  исходящие из точек 2  отрезка ХУ, парал­
лельное и равныё отрезку XX ', являются образу­
ющими цилиндра С. Следовательно, паралле­
лограмм ХУУ'Х' содержится, в ^С. Так как от­
резок А В  содержится в этом , параллелограмме, то 
отрезок ЛВ содержится в С. Итак, цилиндр С вы­
пуклый. ■  '

Замечание. Не только выпуклость, но и другие 
свойства цилиндра переносятся'с основания;цилинд­
ра на весь цилиндр. Например, цилиндр имеет центр 
симметрии-тогда и только тогда, когда его основание 
имеет центр симметрии (рис. 212). Подумайте, нел 
ли еще сходных утверждений. . Рис. 212

Дополнение к параграфу 18

Эллипс как сечение цилиндра вращения
Если боковую поверхность цилиндра вращения 

пересечь плоскостью так, чтобы она не пересекала 
его оснований, то в сечении получится эллипс 
(рис. 213). Это следует из определения эллипса как 
параллельной проекции окружности на плоскость. 
(Поэтому, наклонив стакан с водой, вы наблюдаете 
эллипс, рис. 214).

Рассматривая эллипс как сечение цилиндра в р а - г 
щения, докажем важное метрическое свойство эллип­
са1, которое дает еще-один подход к определений 
эллипса (а также позволяет его построить, точнее, 
начертить).

Сумма расстояний от любой тонки эллипса до 
двух точек, называемых фокусами, есть величина 
постоянная.

Пусть эллипс Е  получен как сечение боковой по­
верхности цилиндра вращения С плоскостью а

1 Метрическими называются свойства, которые выражаются г 
через расстояния.



(рис. 215, а). Впишем в цилиндр С две сферы 01 и 
0 2 , касающиеся как поверхности цилиндра, так и 
плоскости а  (цилиндр можно взять высоким, чтобы 
01 и 0 2 не пересекали его оснований). Точки каса­
ния шаров />| и />2 с а  обозначим Р\ и Р2 и назовем 
фокусами эллипса. Окружности, по которым 0 |  и 0 2 
касаются цилиндра С, обозначим через 5ь и 5г.

Ясно, что 51 и 5г — большие окружности ш а­
ров й \  и 0 2, а плоскости, в которых лежат 5 | и 52, 
перпендикулярны оси цилиндра С. Поэтому все отрез­
ки образующих цилиндра с концами в точках окруж­
ностей 51 и 5г равны друг другу. Обозначим их 
длину через 2а. Возьмем любую точку Х & Е . Прове­
дем через X образующую цилиндра С. Она пересе­
чет 5 | и 5г в точках У\ и Т2. Так как отрезки ХР[ 
и ХУ\ касаются шара 01 в точках Р\ и У\ и имеют 
общий конец X, то ==Л'У,г. Аналогично ХР2 = Х У 2.
Поэтому Х Р ,+ Х Р 2 = Х У 1 + Х У 2 ~ У 1 У2 =  2а. ,Ш '

Из произведенных построений ясно, что ,, пря- = 
мая Р\Р2 будет осью симметрии эллипса (рис. 215, б). 
Отрезок А \А 2 этой  прямой с концами на эллипсе 
является большим-диаметром эллипса, и длина его 
равна 2а (так как А\Р\ — А 2Р2) . Точка О — середина ; 
отрезков Р\Р2 и Л 1Л2 — будет центром симметрии 
эллипса; Проходящий через О .отрезок В \В 2, перпен-^ 
дикулярный Л 1Л2 с концами на эллипсе, будет малым 
диаметром эллипса. Его длина 2Ь равна диаметру 
шаров и 0 2 ! (диаметру основания цилиндра С). 
Так. как В\Р\ =  В\Р2 и В 1р 1 А-В\Р2 =  2а, 1 о В\Р{ =  а. 
Если/длину отрезка Р\Р2< обозначить через 2с, то 
ОР\ =  ОР2 = с ,.. и из прямоугольного, треугольни­
ка ОР\В\' получаем, что,

а2 =  Ь2 +  с2. (17.1)

Эти соотношения и зависимости между элемента­
ми эллипса позволяют нам теперь доказать, что мно­
жество точек на плоскости, сумма расстояний кото­
рых до двух данных точек (называемых фокусами) 
есть вЫйчина 'прстоянная'^и большая, чем расстоя­
ние между фокусами)1/является  эллипсом.

Действительно', пусть на плбскости: а  даны две 
точки Р[ и Р2 й задано'некоторое расстояние 2 а >  
^  I /*,|/72 1 ,— йс." По этим данным находим йз'равен­
ства (17.1) ;радиус Ь = ^ а 2 — с2-шаров 0 |  и 02 и стро­
им эти-шары, касающиеся плоскости, а  в точках Р\ и 
Р2:по разные:стороны от а . Цилиндр. С, касающийся 
ш аров'0,1 и 0 2  (его образующие параллельны ,пря-



мой, проходящей через центры И\ и Вг), пересекает 
плоскость а  по искомому эллипсу, для которого точки 
Р 1 и Рч — фокусы и 2 а — сумма расстояний от точек - 
эллипса до фокусов. (Для окружности Р\ =  Р^, с = 0  и- 
а =  Ь.)

Опираясь на доказанное свойство, легко нарисо­
вать эллипс. Для этого надо (булавками или кноп­
ками) закрепить нить в двух точках (фокусах эллип­
са), а затем, натянув ее карандашом, начертить 
эллипс (рис. 216). Рис. 216

Задачи

Разбираемся в решении
В задачах слово «цилиндр» везде означает «прямой круговой ци­

линдр», если нет специальных оговорок.
18.1. Как вычислить расстояние между двумя точками на поверхности’ ци­

линдра, если измерения можно проводить только на его поверхности?
Решение.
Могут представиться разные ситуации: 1. Обе точки лежат1 на боко­

вой поверхности цилиндра. 2. Одна точка лежит на боковой поверхности 
цилиндра, а другая — на его основании. 3. Обе точки лежат на основа­
ниях цилиндра и при этом: а) на одном и том же основании;, б) на раз­
ных основаниях. Ситуация а) относится к планиметрии и выданном 
случае тривиальна.

Наиболее принципиальный случай в ситуации 1. Пусть две точки 
лежат на боковой поверхности цилиндра. Расстояние между ними надо 
найти, не забираясь внутрь цилиндра,— это легко себе представить, 
если цилиндр сделан, к примеру, из металла. (Обратите внимание, 
что надо найти расстояние между двумя точками в пространстве, а не 
по поверхности цилиндра.)

Для вычисления расстояния между двумя точками можно восполь­
зоваться соотношениями в треугольнике,, где лежит соответствующий 
отрезок, или пространственной теоремой Пифагора. В данном случае 
нужный нам треугольник лежит внутри цилиндра, й потому к нему не 
подобраться. Пойдем другим путем. Применив пространственную тео­
рему Пифагора, проведем три взаимно перпендикулярные прямые, свя­
занные с цилиндром. Пусть одна из них проходит через ось цилиндра, 
а две другие взаимно перпендикулярные прямые проходят через диамет­
ры нижнего основания (рис. 217). Пусть А  и В — данные точки, А)В\, 
А^Вг, А 3В 3 — проекций отрезка АВ  на эти три прямые. Тогда согласно 
пространственной теореме Пифагора \ А В \= \А \В \ \<*-\-\АзВ2 \2-\- 
4- \АзВз\2. Можно заметить, что 1Л2В2 Г +  |ЛзВз12равно квадрату длины 
проекции отрезка АВ  на плоскость нижнего основания цилиндра (?).
IА \В \ | — разность расстояний точек Л и В до плоскости нижнего осно­
вания цилиндра. Теперь действуем так: через точки А к В проводим
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образующие цилиндра до пересечения с ниж­
ним основанием в точках А ' и В ' соответствен­
но. Измеряем \А А '\, \ВВ '\ и \А 'В '\ .  Находим:

\А В \2=  \А 'В ' \ 2 +  \\ААХ\ — \В В Х ||2. !
В остальных случаях задача принципиаль­

но решается так же. В случае 3, б) придется 
преодолеть небольшую техническую труд­
ность — найти проекцию одной из точек на 
плоскость основания, в которой лежит другая 
из них (?). '

Условие этой реальной задачи можно 
усложнить (самим!). Можно, например, сде­
лать естественное предположение о том, что: к 
основаниям цилиндра > не подобраться. Ска­
жем, данный цилиндр — это достаточно длин­
ная труба или этих оснований вообще нет — 
отломаны. Как решить задачу в этом случае?

Каю и.во всякой задаче.с реальными.объ­
ектами, при реш ении‘могут появиться чисто 
практические вопросы. Например: а какие из­
мерительные приборы имеются? А что можно 
делать на поверхности цилиндра? '

Сначала получите /хоть ^какое-либо реше­
ние задачи, и тогда можете считать, что у
вас есть любые средства и возможности. Затем постарайтесь свести 
эти средства и возможности до минимума, буквально до подручных 
средств. В данной ^задаче практически можно обойтись только линей­
кой с делениями (если цилиндр:не слишком большой).

Дополняем теорию / .

18.2. Пусть плоскость, опорная к цилиндру, проходит через образующую
на его поверхности. Докажите; что она: а) проходит через прямую, 
опорную к его основанию; б) перпендикулярна плоскости осевого се­
чения цилиндра, проходящего через эту образующую. Сформулируйте 
и проверьте обратные утверждения. Укажите способ-построения плос­
кости; опорной к цилиндру и проходящей через образующую на его 
поверхности. . <

18.3. Докажите, что около цилиндра можно описать сферу. Это означает, 
что найдется сфера, на которой лежат окружности двух оснований 
цилиндра. Цилиндр в этом случае называется вписанным в сферу, а 
сфера — описанной около цилиндра.

18.4. Через данную * прямую проведены к цилиндру две опорные плоскости. 
Каждая из них проходит через образующую цилиндра. Докажите, что 
ось цилиндра параллельна данной прямой.
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В этой задаче под цилиндром понимается цилиндр общего вида. На­
рисуйте два цилиндра так, чтобы оказалось цилиндром: а) их пересе­
чение и объединение; б) только их пересечение.
Нарисуйте возможные проекции цилиндра.

€  Представляем
На сколько частей можно разрезать цилиндр плоскими разрезами, если 
их: а) два; б) три; в) четыре?
Какой фигурой является сечение цилиндра,^проходящее через его обра­
зующую?
Сечением цилиндра является прямоугольник. Как расположена его 
плоскость относительно оси цилиндра? ■

ЕГ Находим величину
Дан цилиндр радиусом /?:ивысотой Я-.. Параллельно его оси проводится 
сечение цилиндра, а) Выразите его площадь и периметр как /(*), где 
х — расстояние от оси: до сечения, б) На каком расстоянии от такого 
сечения площадью 5  будет находиться сечение, параллельное ему, 
с площадью 5? 25? 0,55?
Дан цилиндр радиусом1/? и высотой Я. Через образующую его поверх­
ности проводятся всевозможные сечения цилиндра, а) Выразите их 
площадь и периметр как }(х), где х  —  расстояние от оси до сечения, 
б) Какой угол образует с плоскостью.такого сечения площадью 5 другое 

' такое :же:сечение площадью 5? 25?г.0,55?
Через данную прямую проведены к цилиндру две опорные плоскости. 
Каждая из них проходит через образующую цилиндра. Чему равен угол 
между этими плоскостями, если известны размеры цилиндра и расстоя­
ние от данной прямой до образующей цилиндра, лежащей в опорной 
плоскости? г ' У
Имеются, два .одинаковых цилиндра радиусом /? и высотой Я. Расстоя­
ние между прямыми, на которых лежат их оси, равно <1. Цилиндры 
имеют общую опорную плоскость, сами они находятся с одной стороны 
от этой плоскости. Чему равно расстояние между, цилиндрами, если в 

. общей опорной плоскости находятся: а) основания обоих цилиндров;
б) образующие поверхностей обоих цилиндров; в) основание одного и 
образующая поверхности, другого?

^ Н  ищем границы '
Прямая проходит через точки на окружностях обоих оснований ци­
линдра. .Когда она составляет с плоскостями оснований наибольший 
угол? наименьший угол?
Даны двугранный угол и цилиндр. Как цилиндр расположить внутри 
этого угла, чтобы он был ближе всего к ребру этого угла?



ЭД? Доказываем
СЮ

18.16. Два цилиндра имеют единственную общую образующую на поверх­
ности каждого из них. Через эту образующую проведена плоскость, 
опорная к одному из цилиндров. Докажите, что она будет опорной и к 
другому цилиндру. !

Исследуем • '

18.17. Говорят, что сфера вписана в цилиндр, если она касается его оснований, 
а с  его боковой поверхностью имеет одну общую окружность. Устано­
вите, в какой цилиндр можно вписать сферу.

18.18. Нарисуйте фигуру, получающуюся в пересечении двух, равных цилинд­
ров, оси которых пересекаются под прямым углом. Является ли она. вы­
пуклой? Можете ли. вы, найти, ее диаметр, если, радиусы-цилиндров 
известны? Считайте, что оси цилиндров длиннее диаметров их оснований.

Прикладная геометрия -п; •

18.19. Основание цилиндрической бочки радиусом 0,6. м и, высот.ой ,1,6 м на­
ходится на полу помещения высотой 1,9 м. Можно ли выкатить бочку 
из этого помещения? - и

18.20. Как можно найти радиус,цилиндра, если к его основаниям не,подобрать- 
ся, а измерения можно проводить только на его поверхности?

_ _  V

К Я  Участвуем в олимпиаде : '1 •>
18.21. Прямая имеет с поверхностью , цилиндра-больше двух общих, т/очек. 

Докажите, что-она проходит через образующую цилиндра.

§ 19. Конусы. Усеченные конусы

19.1. Определение конуса.
Конус вращения

Форму, конуса имеют терриконы и вулканы, во­
ронки и колбы (рис. 218) и т. д. В геометрии же конус, ' 
как и цилиндр/ определяют как фигуру, образован­
ную некоторыми отрезками. ! , 5

А именно, пусть в нёкоторой плоскости задана* 
какая-нибудь фигура Р, не леж ащ ая на одной 
прямой, а вне этой плоскости — точка Р (р^с. 219). 
Фигура, образованная всевозможными отрезка­
ми РХ, соединяющими точку Р с точками фигу-
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ры р, называется конусом с вершиной Р и осно­
ванием Р 1.

Отрезки, соединяющие вершину конуса с точками 
его основания, называются образующими конуса.

Высотой конуса называется перпендикуляр, опу­
щенный из вершины конуса на плоскость его основа­
ния (рис. 220) , а также длина этого перпендикуляра.

Прямым круговым конусом или конусом враще­
ния называется конус, основание которого — круг, 
а высота попадает в центр этого круга, т. е. центр 
оказывается проекцией вершины конуса на основание 
(рис. 221). Высота конуса вращения называется 
также его осью.

Прямой круговой конус является объединением 
всех равных друг другу прямоугольных треуголь­
ников, имеющих общий катет. Поэтому можно ска­
зать, что он получен вращением прямоугольного 
треугольника вокруг одного из катетов — оси конуса. 
Отсюда и название «конус вращения». Именно так 
определял конус Евклид: «Конус будет: если при не­
подвижности одной из сторон прямоугольного тре­
угольника, прилежащих к прямому углу, вращаю­
щийся треугольник снова вернется в то же самое по­
ложение, из которого он начал двигаться, то охва­
ченная фигура и есть конус». Итак, конус вращения 
обладает вращательной симметрией.

Все сечения конуса вращения плоскостями, со­
держащими его высоту, являются равными друг 
другу равнобедренными треугольниками (рис. 222). 
Каждый из этих треугольников называется осевым 5

1 Конусами часто называют также фигуры, образуемые 
лучами, исходящими из одной точки, или прямыми, проходящими 
через одну точку. У таких конусов образующие не отрезки, а 
лучи или прямые.

Р
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сечением конуса вращения. Ясно, что конус вра­
щения может быть получен вращением своего осе­
вого сечения вокруг высоты.

Докажите, что плоскости, содержащие высоту 
конуса вращения, являются плоскостями симметрии 
этого конуса, а прямая, содержащая ось конуса 
вращения, является его осью симметрии.

Фигура, состоящая из образующих конуса вра­
щения, которые соединяют его вершину с точками 
окружности основания, называется боковой поверх­
ностью этого конуса. Она сама является конусом с 
той же вершиной, основанием ее служит окружность 
основания конуса вращения.

Поверхностью конуса вращения называется объ­
единение его основания и его боковой поверхности.
(Иногда поверхность конуса называют его полной 
поверхностью.)

19.2. Сечение конуса плоскостью, 
параллельной плоскости 
его основания

Теорема 19.1 (о сечении конуса).

Пусть плоскость пересекает конус и параллельна 
плоскости его основания. Сечение конуса такой плос­
костью подобно основанию конуса. Коэффициент 
подобия равен отношению расстояния рт вершины 
конуса до плоскости сечения к высоте конуса.
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Доказательство. Пусть Р — вершина конуса, 
Р — его основание, Р' — его сечение плоскостью а ', 
параллельной плоскости основания а  (рис. 223). 
Вершина Я именование Р лежат по разные стороны 
от а ',  так как иначе она не пересекала бы конус.

Каждой точке Р сопоставим точку X ', в кото­
рой отрезок РХ пересекает плоскость а '. Получим 
отображение основания Р на сечение Р'. Докажем, 
что это отображение является подобием, т. е. что 
при этом отображении все расстояния изменяются 
в одном и том же отношении.

/Проведем высоту РО конуса, и пусть О' — точка, 
в,которой высота РО пересекает плоскость а '.

: Возьмем две точки X  и К, основания Р, и пусть 
X ' и У' — точки пересечения образующих РХ и РУ 
с плоскостью а '.„Рассмотрим треугольники РОХ и 
РО 'Х '. Они “подобны, так как отрезки ОХ и О 'Х ' 
параллельны (поскольку плоскость РОХ  пересекает 
параллельные плоскости а  и а '  по параллельным 
прямым ОХ и О 'Х '). Поэтому ■

(19 п
РО Р Х '  ■  ̂ '

Аналогично из подобия треугольников РХУ и 
РХ'У ' имеем:

(19.2)РХ' , ____
РХ ХУ '

Из (19.1) и (19.2) вытекает, что
Х 'У
XV

РО'
РО

Так как это установлено для любых точек X и У осно­
вания Р, то фигуры Р' и Р подобны с коэффициентом

ргь* _
подобия к = - ^ .  и

19.3*. Выпуклые конусы
Теорема 19.2.

Конус является выпуклым тогда и только тогда, 
когда его основание выпукло.

Доказательство этой теорем^ вполне аналогично 
доказательству теоремы о выпуклом цилиндре. По­
этому мы его лишь иллюстрируем рисунком 224. 
Докажите теорему самостоятельно.
198



19.4. Усеченный конус
Усеченный конус можно получить, если отсечь от 

конуса меньший конус плоскостью, параллельной 
плоскости основания (рис. 225). Точнее:

Усеченным конусом называется,пересечение кону-. 
са с полупространством, содержащим основание ко­
нуса и ограниченным плоскостью, которая парал­
лельна плоскости основания конуса и пересекает 
данный конус.

Усеченный конус имеет два основания: нижнее — 
основание исходного конуса и .верхнее — основание 
отсекаемого конуса; оно является сечением исходного 
конуса плоскостью, параллельной,плоскости основа-,, 
ния. Поэтому из теоремы о сечении конуса следует, 
что основания усеченного конуса подобны друг другу. /  

Высотой усеченного конуса называется перпендцт 
куляр, опущенный из любой точки одного из его. ос-( 
нований на плоскость другого основания (рис. 226),. . 
Высотой называют также длину,этого перпендику­
ляра. Все такие перпендикуляры равны. (Чаще вы-у/ 
соту опускают из точек меньшего основания на плос- '<. 
кость большего основания.)

Усеченный конус вращения получается из конуса 
вращения. Оба его основания—%руги-(рис; 227). 
Боковая поверхность усеченного конуса вращения — 
это принадлежащая ему часть боковой поверхности 
исходного конуса вращения.

Поверхность усеченного конуса 1 вращения — это 
объединение его оснований и боковой поверхности! 
(Иногда поверхность усеченного конуса! вращения 
называют его полной поверхностью.) ** г   ̂

Отрезок, соединяющий центры оснований усечен-' 
ного конуса вращения, является его высотой 
(рис. 228). (Докажите!) Выпуклый усеченный*конус 
получается из выпуклого конуса. \ .

Рис. 225 .

199



19.5. Изображения конусов и усеченных 
конусов вращения

Прямой круговой конус рисуют так. Сначала 
рисуют эллипс, изображающий окружность основа­
ния (рис. 229). Затем находят‘центр основания— 
точку О и вертикально проводят отрезок РО, который 
изображает высоту конуса. Из точки Р проводят к 
эллипсу касательные (опорные) прямые (практи­
чески это делают на глаз, прикладывая линейку) 
и выделяют отрезки РА и РВ этих прямых от точки Р 
до точек касания А и В. Обратите внимание, что 
отрезок АВ  — это не диаметр основания конуса, а 
треугольник АРВ  — не осевое сечение конуса. Осевое 
сечение конуса — это треугольник АРС: отрезок АС  
проходит через точку О. Невидимые линии рисуют 
штрихами; отрезок ОР часто не рисуют, а лишь мыс­
ленно намечают, чтобы изобразить вершину конуса Р 
прямо над центром основания — точкой О.

Изображая усеченный конус вращения, удобно 
нарисовать сначала тот конус, из которого получает­
ся усеченный конус (рис. 230).

Рис. 229

Рис. 230

Дополнение к параграфу 19
I. Центральное проектирование1

В курсах геометрии для изображения на плос­
кости чертежа или рисунка пространственных фигур 
применяется параллельное проектирование. Но в жи­
вописи, архитектуре и при фотографировании исполь­
зуется другой вид проектирования на плоскость — 
центральное проектирование. Его свойства сложнее 
свойств параллельного проектирования, но оно дает 
большую наглядность изображению.

Центральное проектирование на плоскость опре­
деляется так. В пространстве фиксируется некоторая 
точка О (центр проектирования) и плоскость а (плос­
кость проекций), не проходящая через О. Через лю­
бую точку X  проводится прямая ОХ — проектирую­
щая прямая.

1 Конечно, о центральном проектировании можно было бы 
рассказать уже после § 10, но мы рассматриваем его здесь, так 
как имеется сходство в определениях конусов и центрального 
проектирования — в них участвуют отрезки, идущие из одной 
точки, и прямые, проходящие через одну точку.
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Если прямая ОХ пересекает а , то точка X ' их пере­
сечения называется центральной проекцией точки X  
на плоскость а  из точки О (рис. 231).

Из данного определения следует, что не каждая 
точка пространства проектируется из центра О в не­
которую точку плоскости а : если прямая ОХ парал­
лельна а , то точки X ' нет (в то время как при парал­
лельном проектировании все точки имеют проекции).

Центральное проектирование не сохраняет парал­
лельности прямых (рис. 232, вспомните, что, когда мы 
смотрим вдаль на параллельные рельсы, нам кажет­
ся, что они пересекаются на линии горизонта).

Легко понять, что и отношение длин отрезков, 
лежащих на одной прямой, не параллельной плос­
кости проекций, не сохраняется при центральном 
проектировании (рис. 233).

Изображение пространственных фигур на плос­
кости с помощью центрального проектирования на­
зывается перспективой. Теория, перспективы возник­
ла из потребностей архитектуры и живописи. Некото­
рые законы перспективы были известны еще древне­
греческим геометрам: А п о л л о н и ю  П е р г с к о м у  
(III в. до н. э .) , М е н е л а ю (I в .) , П а п п у (III в .) .

Теорией перспективы занимались крупнейшие ху­
дожники эпохи Возрождения — Л е о н а р д о  д а  
В и н ч и  (1452— 1519) и А л ь б р е х т  Д ю р е р  
(1471— 1528).

В дальнейшем теория перспективы развилась в 
один из разделов современной геометрии — проек­
тивную геометрию — учение о свойствах фигур, 
сохраняющихся при центральном проектировании.

Основы ее заложил французский математик 
Ж е р а р  Д е з а р г  (1591— 1661). Он,ввел так назы­
ваемые бесконечно удаленные элементы. Дезарг 
считал, что все параллельные друг другу прямые 
пересекаются в одной бесконечно удаленной точке, 
а все бесконечно удаленные точки одной плоскости 
лежат на одной бесконечно удаленной прямой.

Окончательно проективная геометрия оформилась 
как самостоятельная область геометрии в работах 
французского геометра Ж а н а  В и к т о р а  П о н с е -  
л е  (1788— 1867)'.

1 Ж. В. п о н с е л е  был офицером наполеоновской армии и 
свой основной труд «Трактат о проективных свойствах фигур», 
вышедший в 1822 г., написал в 1813—1814 гг. в Саратове, 
находясь в русском плену.

Рис. 232
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Некоторое представление о результатах и методах . 
проективной геометрии дает одна'из самых красивых' 
(и основных) ее теорем, доказанная Дезаргом. Если 
использовать понятия бесконечно удаленных точек и 1 
прямых, то теорема Дезарга формулируется, доста­
точно кратко. •

Теорема Дезарга. ' ~

Если прямые, соединяющие соответствующие вер­
шины двух данных треугольников, проходят через 
одну точку, то прямые, на которых1 лежат соответст­
венные стороны этих треугольников,1 пересекаются в 
трех точках, лежащих на одной прямой.

Если же не использовать бесконечно Удаленнее 
элементы, то теорема Дезарга распадается на сле­
дующие утверждения: ' :

Если прямые, соединяющие соответствующие вер­
шины двух данных треугольников, проходят через 
одну точку ила  параллельны,' то либо прямые, на 
которых лежат соответственные стороны этих тре­
угольников, пересекаются в трех точках, лежащих на 
одной прямой, либо эти прямые попарно параллельны  
друг другу, либо две пары этих прямых пересекаются, 
а третья пара ~параллельна прямой, проходящей 
через, точки пересечения первых двух пар. ,

Если сравнить эти две формулировки — проектив­
ную и «евклидову», то становится ясным преимущест­
во первой из них. " ;

Докажем теорему Дезарга’ в: общем случае. Осо- 1 
бые случаи попробуйте рассмотреть самостоятельно, 
используя общий случай. ч

Доказательство. Пусть даны треугольникиА|В|С| 
и Л 2В2С2 и прямые А 1А 2, В 1В 2 и С 1С2 проходят через’ 
точку О. Для случая, когда эти треугольники.лежат 
в разных плоскостях 01 и аг (рис. 234); доказа­
тельство теоремы Дезарга совсем просто. В этом слу­
чае прямые А\В\ и А 2В 2 лежат в плоскости ОА 1В |. 
Аналогично прямые А\С\ и А2С2 лёжат в плос­
кости ОЛ|Сг, а прямые В\С\ и В 2С2 —  в ''плос­
кости ОВ\С\, ЕСЛИ СС11| <Х2, ТО Л 1В 1 ЦЛ2В2, Л 1С 1 ЦЛ2С2 и 
В 1С 1 ЦВ2С2 (рис. 235). Если же он и аг пересекаются 
по прямой а, то тбчки Ар, Во, Со пересечения прямых 
В 1С 1 и В2С2, А 1С 1 и Л2С2, А 1В 1 и А2В2 лежат на 
этой прямой.

Для случая, когда оба треугольника А 1В 1С1 и 
"А2В 2С2 лежат на’ одной плоскости (обозначим ее 
через а , рис. 236), доказательство сложнее.
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Проведем через точку О прямую /, пересекающую 
плоскость а , и возьмем на I любые две точки 0 \ и О% 
отличные от О (рис. 237). Прямые 0 \А \ и О2А 2 лежат 
в плоскости, которая проходит через прямые А 1А 2 и 
О 1О2, пересекающиеся в точке О. Пусть А — точка 
пересечения прямых 0 \А \  и О2А 2 (если они окажутся 
параллельны, то сместим одну из точек 0 \ или О2 по 
прямой I так, чтобы эти прямые пересеклись). Точно 
так же построим точку В пересечения прямых 0 \В \ 
и О2В 2 и точку С пересечения прямых 0\С \ и О2С2. 
Получим треугольник АВС , который в паре с тре­
угольником А\В\С \ и в паре с треугольником А 2В 2С2 
удовлетворяет условию теоремы Дезарга. При этом 
треугольник АВС  лежит в плоскости, отличной от 
плоскости а. Обозначим ее р.

Как уже доказано, прямая АВ  пересекает прямую 
А\В\ в некоторой точке Со, лежащей на прямой пере­
сечения плоскостей а и р  (обозначим гэту прямую 
через а ) . Но через ту же точку Со проходит и прямая 
А 2В 2, т. е. прямые А\В\ и А 2В 2 пересекаются в точке 
С о е  а. Аналогично доказывается, что прямые Л |С Г  
и Л2С2 пересекаются в точке В о е а  и прямые В,С| и 
В2С2 пересекаются в точке Л о е а . Итак, все три 
точки Ао, В0, Со лежат на одной прямой а. Щ



Оказывается, что верна и теорема, обратная тео­
реме Дезарга (сформулируйте е е ). Для случая, когда 
треугольники лежат в разных плоскостях, она снова 
почти очевидна, а для случая, когда эти треуголь­
ники лежат в одной плоскости, попробуйте доказать 
ее с помощью аналогичного дополнительного по­
строения.
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II. Конические сечения
Мы уже показали в дополнении к § 18, что боко­

вую поверхность цилиндра вращения плоскость пере­
секает по эллипсу. Так же и сечение боковой по­
верхности конуса вращения плоскостью, не пересе­
кающей его основания, является эллипсом (рис. 238). 
Доказать это можно так. Сначала аналогично тому, 
как было доказано в случае сечения цилиндра, дока­
зывается, что сумма расстояний от любой точки се­
чения до двух точек (фокусов) есть величина пос­
тоянная. Как проводится доказательство, видно на 
рисунке 239 (ХР\ +  Х р 2 =  ХУ\ +  ЛУ2 =  Л11Л12 =  2а, 
сравните с рисунком 215 и доказательством, прове­
денным для цилиндра). А как показано в дополне­
нии к § 18, фигура, обладающая этим свойством, 
является эллипсом, т. е. рассматриваемое сечение ко­
нуса — эллипс. Поэтому эллипс называется кони­
ческим сечением.

Но к коническим сечениям относятся и другие 
хорошо известные кривые — гиперболы и параболы. 
Рассмотрим неограниченный конус, получающийся 
при продолжении боковой поверхности конуса вра­
щения, т. е. такой конус /С, образующие которого — 
лучи и который является поверхностью (рис. 240). 
Пересечем его плоскостью а, не проходящей через 
вершину. Если плоскость а  пересекает все образую­
щие конуса, то в сечении, как уже говорилось, полу­
чаем эллипс (рис. 238).

Поворачивая плоскость а , можно добиться того, 
чтобы она пересекала все образующие конуса /С, кро­
ме одной (которой а  параллельна). Тогда в сечении 
получим параболу (рис. 241).

Наконец, вращая плоскость а  дальше, переведем 
ее в такое положение, что а , пересекая часть обра­
зующих конуса /С, не пересекает уже бесконечное 
множество других его образующих (и параллельна 
двум из них, рис. 242), тогда в сечении конуса К  с 
плоскостью а  получаем кривую, называемую гипер­
болой (точнее, одну ее «ветвь»). Та гипербола, кото­
рая является графиком функции является
лишь частным случаем гиперболы — равнобочной ги­
перболой, подобно тому как окружность является 
частным случаем эллипса. Любые гиперболы можно 
получить из равнобочных с помощью параллельного 
проектирования, так же как эллипс получается па­
раллельным проектированием окружности.

Рис. 239

р
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Чтобы получить обе ветви гиперболы,, надо взять 
сечение кбйуса,' образованного не лучами, а прямы­
ми, содержащими образующие боковой поверх-.! 
ности конуса вращения, т. е. конуса, имеющего две, 
«полости» (рис. 243);.

На . рисунке 244. показано, что в. таком сечении 
получается фигура, модуль разности, расстояний. от 
каждой точки которой до двух данных точек /м 
й Р2) есть величина , постоянная (|Л-/7! | —
=  |ЯУ || — |ЛУ2| =  1М 1М21 =2а). Именно, так чаще 
всего определяют гиперболу, а. заданные точки на-, 
зывают ее фокусами.

Если вершинутакого конуса взять за центр проек­
тирования; то "легко убедиться, что все, конические . 
сечения — эллипсы, гиперболы* параболы — можно , 
получить из окружности (а также друг из друга) . 
с помощью центрального проектирования.

Имеется {)яд важных свойств,. объединяющих в 
один класс эллипсы, гиперболы-'и параболы. Напри-,

Рис. 245
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мер, ими исчерпываются «невырожденные», т. е. не 
сводящиеся к точке, прямой или паре прямых, кри­
вые, которые задаются на плоскости в декартовых 
координатах уравнением вида

. ах2+  Ьху-\-су2.+ ((х+ еу-{-( = 0 .
Отметим также,1 что эллипс, гипербола и парабола 

могут, быть определены как множества точек на плос­
кости, отношение расстояний от которых, до данной 
точки (называемой фокусом) и данной прямой есть 
величина постоянная.

Еслиэто отношение меньше 1, то получаем эллипс
(-М ^2= е<  ( ) ;  если оно больше единицы, то полу- 
V М Р  / / М Р  \  * 1
чаем гиперболу!— —= е >  1) (рис. 245); если оно

• '  ' ' /  М Р  ' Vравно единице, то имеем параболу (-777; =  1)
(рис. 246). ,

фонические сечения,изучали еще древнегреческие 
геометры, и их теория была одной из вершин антич­
ной геометрии. Наиболее полное исследование ко­
нических сечений в древности было проведено 
А п о л л о н и е м  П е р г с к и м .

Конические сечения играют важную роль в при: 
роде: например, по эллиптическим, параболическим 
и .гиперболическим орбитам движутся тела в 1 поле 
тяготения (вспомните законы Кеплера). Замечатель­
ные свойства конических сечёний часто испЬльзуются 
в,науке и, технике, например,* при изготовлении-не­
которых оптических приборов или прожекторов (по­
верхность зеркала в прожекторе получается враще­
нием дуги: параболы вокруг оси параболы). Кони­
ческие сечения можно наблюдать какграницы тени 
от круглых абажуров.

Задачи
В задачах слово «конус» везде означает «конус вращения», если 

нет специальных оговорок: Под образующей/конуса понимается обра­
зующая его поверхности. Это же имеется' в ёиду 'и для усеченного 
конуса.

: " • - &  Разбираемся в решении
19.1; Через середину высотьпусеченного конуса ;провели сечение, парал- 

•' лельное основанию. .Были высказаны два предположения: 1) площадь 
сечения равна среднему арифметическому площадей оснований; 2) пло­
щадь сечения равна среднему геометрическому площадей оснований. 
Верно ли какое-либо из них?
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19.2.

19.3.

19.4.

19.5.

19.6.

208

Решение.:
Прежде всего заметим, что первое предположение выглядит по­

хожим на истину. В планиметрии есть нечто подобное — теорема о 
средней линии трапеции.

Ответ на вопрос задачи можно получить непосредственным вычис­
лением площади такого сечения (?). Но мы будем действовать иначе.

При решении достаточно сложной задачи обычно возникают разные 
предположения. Прежде^ чем их начать доказывать, полезно убедиться 
в том, что это стоит делать. Для этого можно привести примеры- в кото­
рых эго предположение верно, но можно поискать и контрпримеры, в 
которых оно неверно, тогда и доказывать нет смысла.

Примером или контрпримером часто бывают предельные случаи для 
ситуации, описанной в задаче.

В нашей задаче возьмем в качестве такого предельного случая 
конус, который получается из данного усеченного конуса, когда пло- ] 
щадь одного основания равна нулю. Тогда согласно предположению ] 
площадь сечения равна половине площади другого основания. Но это ' 
неверно (?). Значит, для нашего предположения найден контрпример, 
и доказывать его нет смысла. Этот контрпример опровергает второе 
предположение. 1 4

Дополняем теорию
Через образующую конуса, лежащую на его поверхности, проведена 
плоскость, опорная к нему. Докажите, что она: а) проходит через 
прямую, опорную к его основанию; б) перпендикулярна осевому сечению 
конуса, проходящему через ту же образующую. Сформулируйте й 
проверьте обратные утверждения. Укажите Способ построения плос­
кости, опорной к конусу и проходящей через образующую на его по­
верхности.
Два конуса имеют общую вершину и ровно одну общую образующую. 
Докажите, что: а) их'общ ая вершина, общая точка их оснований и 
центры оснований лежат в одной плоскости; б) через их общую обра­
зующую проходит их общая опорная плоскость; в) их основания имеют 
общую опорную прямую.
Докажите, что около конуса можно описать сферу. Это означает, что 
найдется сфера, на которой лежат вершина конуса и окружность его 
основания, ,Конус в таком случае называется вписанным в сферу, а 
сфера — описанной около конуса. Сформулируйте аналогичное утверж­
дение для усеченного конуса и сферы. Верно ли оно?
Докажите, что в конус можно вписать сферу. Это означает, что найдется 
сфера, которая содержится в конусе, касается его основания, а с.боко­
вой поверхностью конуса имеет общую окружность. Конус в этом случае 
называется описанным около сферы, а сфера — вписанной в конус. 
Верно ли аналогичное утверждение для усеченного конуса и сферы? 
Дан усеченный конус. Установите зависимость между радиусами, его 
образующей и высотой.



19.7.

19.8.

19.9.

19.10.

19.11.

19.12.

19.13.

19.14.

19.15.

19.16.

^  Рисуем

В этой задаче под конусом понимается конус общего вида: Нарисуйте 
два конуса так, чтобы оказалось конусом: а) их пересечение и объеди­
нение; б) только их пересечение.
Нарисуйте возможные проекции конуса и усеченного конуса. 

Представляем
Абажур от настольной лампы является боковой поверхностью усечен­
ного конуса. Какой фигурой является тень от абажура на стене?

- =  Планируем

Через вершину конуса проводятся сечения под одним и тем же углом 
к плоскости основания, а) Докажите, что эти сечения равны, б) Сфор­
мулируйте и проверьте обратное утверждение, в) Пусть известен угол 
в осевом сечении конуса (при вершине конуса), и угол, который данное 
сечение составляет с плоскостью основания. Как найти величину угла 
между образующими конуса на его поверхности, принадлежащими 
сечению? ,
Как. найти расстояние между двумя точками на поверхности данного 
конуса, если измерения можно проводить только на его поверхности?

Р~| Находим величину ‘
В конусе проведено сечение, параллельное основанию, с площадью, в 
два раза меньшей, площади, основания. В каком отношении оно делит 
высоту конуса?
В конусе радиусом Я и высотой Я  проведены два сечения, параллель­
ные основанию. Их площади 5 | и 5г. Найдите расстояние между ними. 
Решите аналогичную задачу для усеченного конуса.
В конусе с радиусом Я и высотой Я проводятся сечения: а) параллель­
ные основанию; б) через вершину. Выразите как /(*) площади этих 
сечений, где х  — расстояние от центра основания конуса до этих се­
чений.
Основание данного конуса совпадает с меньшим основанием данного 
усеченного, конуса, а других общих точек эти фигуры не имеют. Эту 
фигуру пересекает плоскость, параллельная основанию. Выразите пло­
щадь сечения; как функцию расстояния между сечением и большим 
основанием усеченного, конуса.
В данном.усеченном конусе со стороны меньшего основания сделали 
по центру углубление в виде усеченного конуса, размеры которого 
также известны. Эту фигуру пересекают плоскостью, параллельной 
плоскости основания данного конуса. Выберите какую-либо переменную 
и выразите через нее площадь сечения этой фигуры.
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19.17.

19.18.

19.19.

19.20.

19.21.

19.22.

19.23.

19.24.

19.25.

19.26.

19.27.

О Ищем границы

Дан конус радиусом /? и образующей' /,. Через вершину проводится 
сечение. В* каких границах лежит его площадь? ‘
Из одной точки выходят три равных отрезка, не лежащие в одной плос­
кости. Докажите; что существует конус, боковая поверхность которого 
проходит через эти три отрезка. •

.оказываем
и .аю’ ’ -

Два конуса имеют ровно одну общую точку — вершину каждого. 
Докажите, что существует плоскость, которая разделяет эти конусы, 
т. е. проходит так, что конусы лежат с разных сторон от нее. Обобщите 
это утверждение. ° :

' } ‘ |^У Исследуем ' ' _

В каждом ли конусе существует сечение, параллельное основанию, 
площадь которого равна^площади-5осевого сечения?
Угол* при вершине осевого сечения конуса равен ф. Угол между двумя 
образующимгёна поверхности конуса равен ф1. Через эти образующие 
проводятся опорные плоскости к этому конусу. Можете ли вы найти, 
чему равен угол: а)* между этими плоскостями; б) между прямой их 
пересечения и плоскостью основания конуса?
Две плоскости перпендикулярны. Конус с углом ф при вершине осевого 
сечения расположен так, что его вершина лежит на прямой пересечения 
этих плоскостей, а сами плоскости являются опорными к конусу. При 
каком угле ф-это возможно?* Решите эту Же задачу в случае, когда дан­
ные плоскости не являются перпендикулярными. * 1

Переключаемся ■ 1 ■ *
- , , , , { - - , ! 1 
Вершина конуса недоступна. Как найти его высоту, если уожно делать 
измерения только на его поверхности?

Примадная. геометрия
Основание конуса находится на земле. Сможете ли вы установить раз­
меры конуса, не подходя К нему?
В землю воткнута вертикальная палочка. Какую линию описывает на 
земЛе тень от ее верхнего конца в течение дня?
Закрепив вершину, данный конус покатили по плоскости. Какая фигура 
получится от движения его оси? Какой путь проделает центр основания 
конуса за один оборот конуса? Может ли конус: вернуться в прежнее 
положение за'целое число оборотов? *

ц Л  Участвуем в олимпиаде

Прямая имеет с боковой поверхностью конуса больше двух 
точек. Докажите, что она проходит через его образующую.

общих
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§ 20. Тела
20.1. Наглядное представление о теле

Основной предмет геометрии в пространстве со-ч 
ставляют геометрические тела, как говорят короче — 
«тела», а также их поверхности. .

Мы уже рассмотрели некоторые простейшие тела: 
шары, цилиндры, конусы и усеченные конусы враще­
ния. Теперь вопрос состоит в том, чтобы дать общее 
определение геометрического тела.

По первоначальному представлению и понятию 
геометрическое тело —* это любое реальное физиче­
ское тело, только рассматриваемое в отвлечении 
от всех его свойств, кроме пространственной протя­
женности, т. е. геометрическим! телом называется'1 
часть пространства, занимаемая физическим телом 
(рис. 247). Полезно понимать, что хотя мы занимаем­
ся в геометрии в первую очередь самыми простыми 
телами, но в принципе любое реальное тело, какую 
бы сложную форму оно ни имело, можетфассматри-' 
ваться (в соответствующем отвлечении и, конечно, 
приближенно) как тело геометрическое.

По наглядному представлению всякое тело имеет 
внутренние точки, отделенные от остального прост­
ранства поверхностью, или, как еще говорят, гра­
ницей тела. Так, внутренностью шара отделена от 
остального пространства сферой, а внутренности 
цилиндров и конусов вращения — их (полными) по­
верхностями.

Кроме того, множество внутренних точек тела не 
должно распадаться на отдельные куски, т. е. тре­
буется, чтобы любую внутреннюю точку тела можно 
было соединить внутри тела' с любой другой его 
внутренней точкой ломаной линией или отрезком. 
Поэтому фигура, состоящая из объединения двух 
шаров, не имеющих общих точек, телом не считается. 
Точно так же фигура (рис. 248), состоящая из объ­
единения двух кубов, имеющих только общую верши­
ну (или общее ребро), телом не считается <(в. ней 
нельзя соединить внутреннюю точку одного куба с 
внутренней точкой другого куба ломаной, не прохо­
дящей через граничную точку- этой фигуры).

Наконец, всякое тело содержит.все, свои гранич-, 
ные точки — всю свою границу (поверхность). При-., 
этом поверхность тела служит..также, границей его 
внутренности, т. е. поверхность сплошь прилегает к . Рис. 248,
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внутренности и не имеет «отростков». Поэтому конус 
со шпилем или с полями, как у шляпы, не считается 
телом (рис. 249).

Можно представить себе тело в виде помидора 
или картошки, кожура — это поверхность; нагляд­
ным образом «отростков», которых* не должно быть 
на теле, могут служить иголки у хвойного дерева. 
Словом, в понятии геометрического тела выражаются 
наши обычные представления. Точное его определе­
ние дается в. п. 20.3. Рис. 249

20.2. Граница и внутренность фигуры 
в пространстве

Дадим общие определения границы и внутрен­
ности любой фигуры как в пространстве, так и на 
плоскости.

Определение.

Точка называется граничной для данной фигуры, 
если сколь угодно близко от нее есть точки, как при­
надлежащие фигуре, так и не принадлежащие ей. 
(Выражение «сколь угодно близко» означает «на 
сколь угодно малом расстоянии», рис. 250.)

Это же определение граничной точки можно сфор­
мулировать так: тонка называется; граничной для  
фигуры в пространстве, если в любом шаре с центром 
в этой точке имеется (найдется) как точка данной 
фигуры, так и точка, не принадлежащая этой фигуре.

Определение.

Множество граничных точек фигуры называется 
ее границей.

•У

Определение.

Точка фигуры, не лежащ ая на ее границе, т. е: 
не являющаяся ее граничной точкой, называется 
внутренней точкой фигуры.

Из этого определения и второй формулировки 
определения граничной точки следует, что внутрен­
няя точка фигуры в пространстве — это такая ее 
точка, которая является центром некоторого шара, 
содержащегося в данной фигуре.
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Определение.

Множество внутренних точек фигуры называется 
ее внутренностью.

Эти определения повторяют в общем виде то, 
что уже говорилось, в частности о внутренности и 
границе (или поверхности) шара, и вполне отвечают 
обычным представлениям: внутри — это значит не на 
границе, не на поверхности. О точках пространства, 
которые не лежат ни внутри, ни на границе фигуры, 
говорят, что они лежат вне фигуры или являются ее 
внешними точками.

Замечание 1. Для фигур общего вида не говорят 
об их поверхности, потому что их граница может 
слишком мало походить на то, как мы представляем 
себе поверхность.

Замечание 2. Надо понимать, что граничные точки 
фигуры могут ей и не принадлежать. Например, 
поверхность шара — сфера является границей не 
только самого шара, но и его внутренности; все 
точки сферы — граничные для, внутренности шара, 
но не принадлежат ей. Напротив, внутренние точки 
фигуры по определению принадлежат ей. Но фигура 
может и не иметь внутренности, как не имеет ее, 
например, плоскость или сфера.

Замечание 3. Если некоторая точка А принад­
лежит фигуре Р, то, определяя, является ли точка А 
граничной точкой фигуры Р или нет, достаточно 
выяснить, есть ли сколь угодно близко к А точки, не 
принадлежащие Ру так как сколь угодно близко 
к А точки, принадлежащие Р , заведомо' есть — это 
сама точка А. "

Определение._____________________________^

Фигура, содержащая все свои граничные точки 
(т. е. свою границу), называется, замкнутой.

20.3. Определение тела
Дадим теперь точное определение тела. Оно крат­

ка повторяет то, что было сказано в п. 20.1 о свойст­
вах внутренности и границы тела, выделяющих тела 
из всех пространственных фигур.

Определение.

Телом называется фигура в пространстве, обла­
дающая двумя свойствами:



1) у нее есть внутренние точки, и любые две из 
них можно соединить ломаной (или отрезком), кото­
рая целиком проходит внутри фигуры; т. е. состоит 
из внутренних точек;

2) фигура содержит свою границу, и ее граница 
совпадает с границей ее внутренности.

Граница тела называется его поверхностью.

Проверьте самостоятельно, что, как уже говори­
лось, шар, а также цилиндры, конусы и усеченные * 
конусы вращения являются телами. Вспомните при : 
этом, что, говоря о шаре в п. 15.1, мы уже определили
его внутренность и поверхность. Но совпадают ли > ;
определенные там внутренность и поверхность шара г
с его внутренностью и поверхностью, которые он ' 1
имеет согласно общему определению, данному в этом ?
параграфе? Докажите, что совпадают. ' ^

Из тел вообще выделяются выпуклые тела и мно­
гогранники. О выпуклых телах речь пойдет в допол­
нении к этому параграфу, а о ‘многогранниках — 
в главе V. 1

Поверхность ограниченного выпуклого тела назы­
вается замкнутой выпуклой поверхностью.

20.4. Граничные и внутренние точки
плоских фигур. Замкнутая область

Плоские фигуры, имеющие свойства, аналогичные 
свойствам тел в пространстве, называются замкну- 
тыми областями. Определение замкнутой области 
дословно повторяет определение тела с той лишь 
разницей, что фигуры рассматриваются не в прост­
ранстве, а на плоскости. >

Определению тела предшествовали определения 
внутренних и граничных точек фигур в пространстве.
Для фигур в плоскости эти определения в первона­
чальных своих формулировках совпадают с теми, что 
даны для пространства. А во вторых формулировках 
этих определений шар должен быть заменен кругом. '
Например, точка называется граничной, для фигуры 
в некоторой плоскости, если в любом круге с центром • 
в этой точке найдутся как точки данной фигуры, так и 
точки, не принадлежащие этой фигуре (рис. 251).

Из этих определений вытекает, что границей полу­
плоскости является ее граничная прямая, границей Рис. 251
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круга является окружность и т. п. (рис. 252). Отре­
зок, а также ломаная на плоскости состоят только из 
граничных точек и потому совпадают со своей гра­
ницей (рис. 253).

Замечание 1. Укажем на одно исключение: как и 
раньше, мы говорим, что точка лежит внутри отрезка, 
если она лежит между его концами, хотя отрезок на 
плоскости и не имеет внутренних т о ч е к ;

Замечание 2. Обратим внимание 'на относитель­
ность понятий внутренних и граничных точек: дсе 
зависит от того, где они определяются. Так, на плос: 
кости стороны квадрата образуют’ его, границу, а 
остальные его точки внутренние.5 Если же квадрат 
рассматривать как фигуру в пространстве, например 
как грань куба, то он вовсе' не имеет внутренних 
точек и весь содержится в границе куба. Вообще 
любая фигура, лежащ ая в некоторой плоскости, в "  
пространстве внутренних точек не имеет; она состоит 
лишь из граничных точек, так как сколь угодно близ­
ко от любой точки этой фигурьг есть точки,’ е й : не 
принадлежащие (среди точек,' которые не лежат в 
плоскости данной фигуры). ‘ 4

Поэтому в дальнейшем, говоря о внутренних и 
граничных точках плоских фигур, мы>всегда имеем в 
виду, что они определяются относительно плоскости/ 
данной фигуры.

Определение.
        Г-«.   . , '   ’— •

Замкнутой областью называется фигура на плос­
кости, обладающая двумя свойствами: г

1) у нее есть внутренние точки, и любые; две из . 
них можно соединить ломаной (или отрезком), кото­
рая целиком лежит внутри фигуры;

2) фигура содержит свою границу, и ее граница 
совпадает с границей ее внутренности.*,

Понятие замкнутой области позволяет нам теперь 
сформулировать условия, определяющие, когда ци­
линдры и конусы являются телами/

Цилиндр является телом тогда и только тогда, 
когда его основанием является замкнутая область.

Конус является телом тогда и только тогда, когда 
его основанием является ограниченная замкнутая 
область.

Попробуйте доказать эти утверждения самосто­
ятельно и укажите, какие точки составляют1 по­
верхность и внутренность таких цилиндров и ко­
нусов. •

Рис. 252
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Дополнение к параграфу 20

I. Свойства границы
1. Поверхность отделяет внутренность тела от 

остального пространства, так что нельзя непрерыв­
ным путем выйти изнутри тела, не пересекая его 
поверхности. Это очевидно (рис. 254).

Однако это свойство не включено явно в опреде­
ление ни тела, ни границы. Его можно доказать, 
определив сначала точно, что значит «выйти непре­
рывным путем». Мы этого делать не будем (так как 
результат ясен, а строгое доказательство довольно, 
длинно).

Докажем следующую теорему:
Теорема.

Всякая ломаная, соединяющая какую-либо внут­
реннюю точку фигуры с внешней, пересекает границу, 
т. е. имеет с нею хотя бы одну общую точку.

Доказательство. Пусть ломаная Ь соединяет точ­
ку фигуры Р с точкой, не принадлежащей Р. Если 
хотя бы одна из двух соединяемых точек граничная, 
мы уже имеем нужный результат. Поэтому рассмот­
рим случай, когда ломаная /. соединяет внутрен­
нюю точку фигуры Р с ее внешней точкой. Если среди 
вершин ломаной есть граничная точка фигуры Р, 
опять имеем требуемое. Если же такой точки нет, 
то найдется отрезок АВ  — звено ломаной Ь, один 
конец которого А лежит внутри Р, а другой — В  — 
вне Р.

Пусть / — длина отрезка АВ, выраженная в ка­
ких-либо единицах. Разделим отрезок А В на 10 рав­
ных частей, длина каждой из них б у д е т . Может
случиться, что одна1 из точек деления лежит на гра­
нице фигуры Р, так что она и будет искомой. Если же 
это не так, то среди отрезков, на которые раздели­
ли АВ, найдется такой А\В\, что его конец А\ лежит 
внутри Р, а В\ — вне Р.

Тогда разделим отрезок А\В\ снова на 10 частей 
и либо найдем среди точек деления точку, лежащую 
на границе фигуры Р, либо найдем отрезок А 4В 4 с 
концом Ач внутри Р и концом Вч вне Р. В последнем 
случае разделим отрезок АчВч и т. д. В результате

Рис. 254
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мы либо найдем, наконец, среди точек деления точку, 
лежащую на границе Р, т. е. получим нужный резуль­
тат, либо получим последовательность отрезков, вло­
женных один в другой:

АВ  гэЛ |В | гэ А 2В 2 ... з  АпВп гэ ...
Так как каждый раз мы делили отрезок на 10 час­

тей, то длины отрезков А А \, А 1А 2 и т. д. будут состав­
лять сколько-то десятых, сотых и т. д . . долей всей 
длины \АВ \ = / ,  т. е.

А ,А —-А/1Л« Т(У*
и потому

При п оо получаем бесконечную десятичную 
дробь, т. е. некоторое число.

й = "щ + 1 | 2+ -  =  0 ,М 2 -

По аксиоме планиметрии от точки А на луче АВ  мож­
но отложить отрезок АС  длиной &•/. Точки Ля под­
ходят сколь угодно близко к точке С, так же как и 
точки Вп. Точки Ап лежат внутри Р, а В„ —  вне Р. 
Поэтому точка С будет граничной. Ц

2. Всякое тело обладает тем свойством, что для  
каждой точки вне; тела есть ближайшая точка в теле. 
Иначе говоря, среди отрезков, соединяющих данную 
внешнюю точку с точками тела, есть самый короткий 
(хотя бы один). Поэтому расстояние от точки до тела 
всегда определено.

Понятно, что точка тела, ближайшая к данной 
внешней точке, всегда лежит на поверхности (на 
границе) тела.

Используя понятие границы, можно дать общее 
определение расстояния от точки до любой фигуры.

Расстоянием от внешней точки до фигуры назы -, 
вается расстояние от этой точки до ближайшей точки 
на границе фигуры. Ближайшая точка на границе, 
как можно доказать, всегда есть. (Если же точка 
принадлежит фигуре или ее границе, то расстояние 
до фигуры равно нулю.)



II. Выпуклые тела
. 1 ’ *

а) Свойства выпуклых тел> <
Что такое выпуклое тело, ясно из названия: это 

тело, являющееся выпуклой фигурой, т. е. такое тело, 
что каждые две его точки соединимы в нем отрезком.

Выпуклые тела могут быть ограниченными и не­
ограниченными, как, например, полупространство. 
Простоты ради будем рассматривать только ограни­
ченные тела, т. е. всюду дальше слово «тело» будет 
означать ограниченное тело.

Мы расскажем здесь о некоторых интересных и 
важных свойствах выпуклых тел, но не будем дока­
зывать формулируемых теорем, хотя некоторые из 
них доказываются довольно просто и вы сами могли 
бы их доказать.

Из определения выпуклого тела легко выводятся 
две теоремы, характеризующие выпуклые тела.

Теорема.

Тело является выпуклым тогда и только тогда, 
когда каждый луч, исходящий из любой его внутрен­
ней точки, пересекает поверхность тела в единствен­
ной точке. ■ . *

Наглядная иллюстрация теоремы такова: тело 
является выпуклым тогда и только тогда, когда из 
любой его внутренней тонки можно видеть1 всю по­
верхность тела (рис. 255).

Иначе говоря, тело — «помещение» выпукло тог­
да и только тогда, когда в нем нет «закоулков», т. е. 
всю его поверхность можно «осветить» из любой его 
точки (рис. 256).  ̂ • *

Теорема.

Ограниченная фигура является выпуклым телом 
тогда и только тогда, когда у неё есть внутренние 
точки и каждая прямая, проходящая через внутрен­
нюю точку, пересекает фигуру по отрезку (рис. 257).

(То, что граница принадлежит фигуре, гарантиро­
вано здесь тем, что каждый такой отрезок содержится 
в фигуре целиком, т. е. вместе с концами.)

Но, пожалуй, главной теоремой о выпуклых телах 
надо считать следующую: Рис. 257

/  Рис. 256 (

Рис. 255

218



Тело выпукло тогда и только тогда, когда через 
каждую точку его границы проходит опорная плос­
кость.

Как всегда, выражение «тогда и только тогда» 
означает, что верны два взаимно обратных утверж­
дения:

1) если тело выпукло, то через каждую точку его 
границы проходит опорная плоскость;

2) если у тела через каждую точку границы про­
ходит опорная плоскость, то тело выпукло. ,

Теорема означает, что среди всех тел любое вы­
пуклое тело характеризуется тем, что его можно опе­
реть, скажем, о плоскость стола любой точкой по­
верхности. Именно по такому свойству и судят о 
выпуклости предмета (рис. 258). Ясно, что для не­
выпуклого тела это невозможно: у него на поверх­
ности всегда найдутся точки,, к которым не прикос­
нуться плоским предметом (рис. 259). С предыдущей 
теоремой связана следующая.

Теорема.____________________________________ _
Ограниченная фигура является выпуклым телом 

тогда и только тогда, когда она имеет внутренние 
точки и каждая не принадлежащая ей, точка отдели­
ма от нее плоскостью, т. е. существует такая плос­
кость, что фигура и точка лежат по разные стороны 
от нее (рис. 260). . / ,

Поскольку любую точку, не принадлежащую вы­
пуклому телу, можно отделить, от него плоскостью, 
то, значит, проводя плоскости, отделяющие от тела 
внешние точки, получим само тело. Иначе говоря, 
выпуклое тело можно вырезать из окружающего 
пространства плоскими разрезами, для невыпуклого 
тела это сделать нельзя.

Следствие.

Выпуклое тело является пересечением полупрост­
ранств. (Более того, выпуклое тело является пере­
сечением полупространств, ограниченных его опор­
ными плоскостями.)

И вместе с тем фигура с внутренними точками, яв­
ляющаяся пересечением полупространств, представ­
ляет собой выпуклое тело.

Теорема._______________________________ _______

Рис. 260
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б) О роли понятия выпуклости в современной
математике и его применениях

Понятия выпуклого тела и опорной плоскости, 
обобщенные на многомерные пространства, приоб­
рели в последние годы очень большое значение за 
пределами геометрии. Одними из важнейших задач 
математики и ее приложений в технике и экономике 
являются задачи о наибольших и наименьших зна­
чениях тех или иных величин, задачи оптимизации, 
т. е. нахождения наилучших по каким-либо призна­
кам решений, когда желательные величины должны 
иметь наибольшие возможные значения, а нежела­
тельные — наименьшие. Примером может служить 
вопрос о наилучшем использовании материала (с на­
именьшими отходами) или о наилучшем использова­
нии наличных станков (с наибольшей производитель­
ностью).

Такого рода задачи приводятся к задачам о про­
ведении опорных плоскостей к некоторым телам в 
многомерных пространствах.

Таким образом, наш наглядный рассказ о вы­
пуклых телах подводит к самым современным и чрез­
вычайно актуальным задачам математики и ее при­
ложений, в частности в вопросах оптимального пла­
нирования, оптимального управления и др.

Связь опорных прямых и плоскостей с задачами о 
наибольших и наименьших значениях понять очень 
просто.

Представим себе график какой-нибудь функции 
(рис. 261). Там, где функция достигает наибольше­
го (наименьшего) значения, там график имеет «го­
ризонтальную» (параллельную оси х) опорную пря­
мую. Совершенно так же поверхность в точке наи­
большего удаления от данной плоскости имеет па­
раллельную ей опорную плоскость (рис. 196).

Ун

О Рис. 261 X



в) Еще о шаре

Теория выпуклых тел насчитывает меньше ста лет. 
Она постоянно обогащается новыми результатами 
и идеями. Даже о шаре — одном из простейших 
выпуклых тел — недавно были доказаны интересные 
теоремы. Приведем примеры.

Мы доказывали (теорема 15.2), что опорная плос­
кость шара в любой точке А его поверхности перпен­
дикулярна радиусу ОА. Оказывается верна теорема.

Теорема.

Если в выпуклом теле есть такая точка О, что для 
каждой точки А  его поверхности опорная плоскость в 
ней (хотя бы одна) перпендикулярна отрезку О А, то 
тело —! шар, а точка О — его центр.

Доказали, что плоскость пересекает шар лишь по 
кругу (теорема 15.1). Заметим, что все круги подоб­
ны. И вот, оказывается, верна такая теорема.

Теорема.

Если внутри ограниченного выпуклого тела есть 
такая точка, что все проходящие через нее плоскости 
пересекают тело по подобным фигурам, то это тело — 
шар.

Мы доказали, что все проекции шара — равные 
круги. Оказывается верна теорема.

Теорема.

Если все проекции ограниченного выпуклого тела 
равны (и даже только подобны), то это тело — шар.

Между прочим, последние две теоремы недавно 
были доказаны одним молодым математиком. Может 
быть, и вам удастся доказать какую-нибудь интерес­
ную геометрическую теорему. Поэтому вспомните 
обращенные к молодежи и, значит, к вам тоже слова 
М. В. Ломоносова:

Дерзайте ныне ободренны 
Раченьем вашим показать,
Что может собственных Платонов 
И быстрых разумом Невтонов 
Российская земля рождать.
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Задачи

<4^ Разбираемся в решении
20.1. Пусть Р — выпуклая фигура. Докажите, что: а) отрезок, соединяющий 

внутренние точки Р, содержит только внутренние ее точки; б) отрезок, 
соединяющий внутреннюю точку Р с граничной, точкой Р, содержит, 
за исключением его конца; только внутренние точки Р.

Решение. 1
Докажем утверждение а). Возьмем две внутр!енние точки А к  В  фи­

гуры Р. Соединим их отрезком АВ. Заметим, что так как фигура Р вы­
пуклая, то весь отрезок АВ  лежит в фигуре Р.

Для доказательства, того, что отрезок А В -содержит только внутрен­
ние точки фигуры Р, возьмем любую трчку. X  этого .отрезка, .кроме А и,В 
(про них уже известно, что они внутренние),. и докажем,, что X, — внут­
ренняя точка фигуры Р. Что же надо.будет доказать?. То, что найдется 
шар с центром в точке X, который целиком принадлежит Р.

(В этом месте легко уйти в доказательство от противного и предпо­
ложить: пусть такого шара нет .и... Попробуйте продвинуться на этом 
пути.) , . ;

Что же у нас есть для доказательства? Во-первых, мы взяли А — 
внутреннюю точку Р. Это означает, что существует шар с центром в 
точке А, принадлежащий Р. Обозначим его К\, и пусть его радиус /?|. 
Во-вторых, мы взяли внутреннюю точку В. Значит, существует шар с 
центром в точке В ■ принадлежащий Р. Обозначим его Кг, и пусть его 
радиус /?2- В-третьих» фигура Р выпуклая. Поэтому, соединяя точки :/0 
и /(г всевозможными отрезками, мы заключаем, что все эти отрезки ле- 
ж ат в фигуре Р. Объединение всех этих отрезков представляет собой 
фигуру Р\ — усеченный конус вместе с двумя'частями шара (?). Если 
теперь взять шар с центром в точке X и радиусом; меньшим чем /? 1 и /?2, 
то видно, что он расположится внутри построенной фигуры Р\ (рис. 262). 
Но Р \ а  Р (?). Поэтому такой шар будет принадлежать фигуре Р. Иско­
мый шар найден, и доказательство закончено.

Аналогично решается задача б). . .
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20.2.,

20.3.

20.4. 

20.5:

20.6 .

20.7.

20.8.

20.9.

20.10. 

20.11.

Дополняем теорию

Дана.правильная треугольная пирамида. Установите положение центра 
описанной около .пирамиды сферы по отношению к самой пирамиде в 
зависимости от величины плоского угла при ее вершине. Обобщите эту 
задачу. -

Представляем

1. Приведите пример неплоской фигуры, которая: а) содержит только 
граничные точки; б) содержит только внутренние точки; в) имеет внут­
ренние точки и граница которой является треугольником., 2. Приведите 
пример неограниченного, тела. „
При каком условии является телом: а) пересечение двух тел; б) объеди­
нение двух тел? Изменится ли полученное вами условие для выпуклых 
тел?, . . . .
Верны ли такие утверждения: а) всякое сечение тела, проходящее через 
его внутренние точки, является замкнутой областью; б) всякая проекция 
тела является замкнутой областью? Для,каждого утверждения составь­
те и проверьте обратное. Составьте аналогичные задачи для выпуклых 
тел.
Тело разделили плоскостью на две части. (При этом само сечение будем 
относить к каждой из полученных частей.) Будут ли полученные 
части телами? Будет ли верно обратное утверждение? Составьте анало­
гичные задачи для выпуклых тел.
Приведите пример тела, которое одной плоскостью делится на два тела 
меньшего диаметра. Когда это не получается? Можно ли привести такие 
примеры для выпуклых тел?
Приведите пример тела, отличного от шара, каждое сечение которого 
плоскостью, проходящей черёз некоторую прямую/является кругом или 
точкой.

Находим величину

Пусть АВС О А\В[С\0\ — куб. Какой по отношению к нему является 
точка X, такая, что: а) -|ХВ| =  |ХХ>| =  |ХВ| | =  |Х К |, где точка К — се­
редина'ребра АВ-: б) ]ХА\ =  \ХАА, |ХС| =  |Х О |, \Х В {\= 2 ,5 , если 
ребро куба равно 2? 1
Пусть РАВС  правильней тетраэдр. Точка X такова, что |ХЛ| =  |ХС|, 
|Х Р |= |Х Б |,  |ХЛ| = У З |Х Я |. Установите положение точки X  относи­
тельно тетраэдра.
Пусть'РАВСй — правильная четырёхугольная пирамида, каждое ребро 
которой равно 3. Точка X такова; что \ХР\ =  |ХС |, |Х Л |= 2 . Как рас­
положёна точка X  относительно'пирамиды? . -
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<4 Исследуем

20.12.

20.13.

20.14.

20.15.

20.16.

IV. 1

1У.2.

1У.З.

1У.4.

Даны ограниченное тело и точка вне его. а) Всегда ли существует 
плоскость, опорная к данному телу и проходящая через данную точку? 
А если существует, то сколько таких плоскостей? б) Ответьте на те же 
вопросы для выпуклых тел. в) Вместо точки возьмите прямую, не имею­
щую с телом общих точек. Ответьте на аналогичные вопросы.
Пусть дан куб. Некоторая точка удалена от каждой его вершины на 
расстояние, меньшее длины его ребра. Лежит ли она в кубе? Можно ли, 
сохраняя ответ однозначным, уменьшить число вершин в условии за­
дачи?
Дан прямоугольный тетраэдр. Установите по отношению к нему поло­
жение точки, равноудаленной: а) от всех его вершин; б) от всех его 
ребер.
Дано тело Р диаметром й. Точка X  удалена от каждой его точки на 
расстояние, меньшее чем с1. Можно ли установить положение точки X 
относительно Р?
Существует ли ограниченное тело, у которого: а) каждое сечение не­
выпукло и каждая проекция невыпукла; б) только одно сечение вы­
пукло и только одна проекция выпукла; в) каждая проекция выпукла, 
а каждое сечение невыпукло; г) каждое сечение выпукло, а каждая 
проекция невыпукла?

Задачи к главе IV
С )  Представляем

Сможете ли вы расположить пять равных цилиндров так, чтобы каждый 
имел единственную общую точку с каждым из остальных? а шесть 
таких же цилиндров?

- =  Планируем
В данную сферу вписаны: а) цилиндр; б) конус; в) усеченный конус. 
Размеры этих тел известны. Как, найти расстояния от центра сферы до 
оснований и боковых поверхностей этих тел?
Четыре равных шара известного радиуса расположены так, что каждый 
касается трех остальных. Как найти размеры описанных около этого 
сооружения: а) шара; б) цилиндра; в) конуса?
В конус вписан шар. Размеры конуса известны. Внутри конуса на­
ходятся шары. Каждый , из них касается основания конуса, его бо­
ковой поверхности и вписанного шара. Кроме того, каждые два таких 
соседних шара касаются между собой. Как подсчитать число таких 
шаров?
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1У.5.

1У.6.

1У.7.

1У.8.

1У.9. 

IV. 10. 

IV.! I- 

IV. 12.

IV. 13.

1У.14.

1У.15.

Находим величину
Конус с углом ф в осевом сечении закатили в двугранный угол вели­
чиной ф| так, что его вершина находится на его ребре, а грани дву­
гранного угла лежат в опорных плоскостях к конусу. Какой угол обра­
зуют между собой образующие конуса, лежащие в гранях двугранного 
угла?
Основание конуса радиусом 1 и высотой 2 находится на плоскости а. 
На расстоянии 1 от конуса в этой плоскости укреплен вертикально 
штатив, на котором на расстоянии .4 от плоскости находится точечный 
источник света. Вычислите площадь тени, отбрасываемой конусом на 
плоскость. Можно ли увеличить или уменьшить площадь тени до нужной 
нам величины, перемещая по плоскости штатив и источник света на 
нем?
Три шара лежат на плоскости, и каждые два из них касаются между 
собой. Назовем точки касания А, В, С: а) \АВ\ = 2 ,  \АС\ = 3 ,  \ВС\ = 4 ;
б) \АВ\ = 4 ,  \АС\ = 5 ,  \ВС\ = 6 .  В каждом из этих случаев установите, 
какой из этих шаров наибольший; какой наименьший.'
Три шара одинакового радиуса, лежат на плоскости, и каждые два из 
них касаются. Четвертый шар того же радиуса кладется в ямку между 
ними. Какова высота полученного сооружения? (Разумеется, если оно 
не раскатилось.) Обобщите эту задачу.
Два шара радиусом /? и два шара радиусом г(г< /? ) лежат на плос­
кости. При этом каждый из них касается трех остальных. Вычис­
лите /?:г.
В полушар радиусом /? вписаны шары радиусом г так, чтр каждый из 
них касается основания полушара и двух других шаров. Сколько шаров 
находится внутри данного полушара?
Уместятся ли: а) три шара радиусом 1 в шаре радиусом 3; б) три шара 
радиусом 1 в шаре радиусом 2; в) четыре шара радиусом 1 в шаре ра­
диусом 3?
Три цилиндра расположены так, что каждые два имеют единственную 
общую точку. Эта общая точка находится внутри образующей каждого 
из цилиндров. Оси цилиндров попарно перпендикулярны. Радиус каж ­
дого цилиндра равен /?. Найдите радиус шара, который пройдет через 
зазор, образованный цилиндрами.
Шар касается плоскости. На этой плоскости находится основание ко­
нуса. Шар и конус имеют единственную общую точку внутри обра­
зующей конуса, а) Докажите, что вершина конуса, центр шара, точка 
касания шара и плоскости, общая точка шара и конуса лежат в 
одной плоскости, б) Пусть размеры шара и конуса известны. Как найти, 
на каком расстоянии от плоскости находится общая точка шара и 
конуса.
Кулек имеет форму конуса. Его образующая равна диаметру основа­
ния и равна 4. Сколько шаров радиусом 1 вы сможете в нем разместить? 
Конус известных размеров стоит основанием на’ плоскости. Этой плос­
кости и боковой поверхности данного конуса касаются шары извест­
ного радиуса. Кроме того, каждые два соседних шара касаются между 
собой. Как подсчитать число таких шаров?
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IV. 17. ,

IV. 18. 

IV. 19.

1У.20.

1У.21.

1У.22.

1У.23^

1У.24.

Плоскость а  является опорной к двум конусам и проходит через их 
различные образующие. Конусы имеют общую вершину и образующую, 
лежащую на поверхности, каждого из них. Угол в. осевом сечении каж­
дого равен <р. Какой угол образует с плоскостью а: а), их общая обра­
зующая; б) общая опорная прямая их оснований; в) их общая опор­
ная плоскость, проходящая через их общую образующую; г) их общая 

, опорная плоскость, проходящая через образующую каждого из них и 
отличная от о? ,
Радиус основания цилиндра равен <1,,его высота равна 2., Основание 
полушара совпадает с основанием цилиндра, и других общих точек они 
не имеют. Для. полученного тела вычислите: а) диаметр; б) ширину;
в) радиус наименьшего шара, его содержащего; г) радиус наибольшего 
шара, в нем умещающегося. Ответьте на те же вопросы, если радиус 
полушара равен 2, а его центр совпадает с центром основания цилиндра.

Ищем границы
В шаре радиусом Я находится цилиндр с наибольшим по площади осе­
вым сечением. Каковы размеры этого цилиндра?
Рассмотрим всевозможные цилиндры с диаметром (т. е. диагональю 
осевого сечения), равным 1. Вычислите радиус наибольшего шара, 
содержащегося в таком цилиндре, и радиус наименьшего шара, со­
держащего такой цилиндр.
В цилиндре, у которого высота равна диаметру основания и равна й , 
надо разместить два одинаковых шара. Каков их наибольший радиус? 
А если шаров три?
Цилиндр радиусом Я и высотой Я 'леж ит на плоскости своим основа­
нием-. Его хотят накрыть' полусферой. Каков ее наименьший радиус? 
А если цилиндр лежит на плоскости своей образующей?^Решите такую 
же задачу для конуса.

Доказываем
Два равных конуса имеют общую вершину. Их боковые поверхности 
пересекаются по двум образующим. Докажите, что плоскость, проходя­
щая через эти образующие, перпендикулярна плоскости, которая про­
ходит через их.оси.
Докажите, что окружность является линией пересечения (если такая 
существует) : а) боковых поверхностей,конуса и цилиндра, оси которых 
лежат на одной прямой; б) боковых поверхностей двух конусов, оси 
которых лежат на одной прямой; в) боковой поверхности конуса и 
сферы, центр которой лежит на прямой, проходящей через ось конуса;
г) боковой поверхности цилиндра и сферы, центр которой лежит на 
прямой, проходящей через ось цилиндра. (В случаях в) и г) возможны 
две окружности.)
Дано ограниченное выпуклое тело. Докажите, что существует наимень­
ший шар, в котором оно содержится, и наибольший шар, который 
содержится в нем. Единственны ли такие шары? Как изменятся полу­
ченные вами результаты, если тело не будет выпукло?

226



<► Исследуем
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IV.26.

1У.27.

1У.28.

1У.29.

1У.30.

1У.31.

1У.32.

1У.ЗЗ.

Дан наклонный цилиндр с круговым основанием. Имеет ли он круговые 
сечения, не параллельные основанию? Ответьте на тот же вопрос для 
наклонного кругового конуса.
На одной плоскости лежат три полушара, не. имеющие общих точек. 
Известны их радиусы и расстояния между ними. Большие круги этих 
полушаров находятся в данной плоскости. К ним проводится общая 
опорная плоскость, не совпадающая с данной. Можете ли вы найти рас­
стояния между точками касания этой плоскости с полушарами? а угол 
между этой плоскостью и данной?
Два равных конуса имеют параллельные оси. Имеют ли они общую 
опорную плоскость, проходящую через образующие их поверхностей?

Прикладная геометрия

а) На реальной сфере нарисована окружность. Как вычислить ее ра­
диус? б) Как вычислить радиус реальной сферы?
На реальной сфере известного радиуса с помощью циркуля надо 
нарисовать: а) большую окружность, проходящую через данную точ­
ку; б) большую окружность, проходящую через две данные точки;
в) окружность данного радиуса, проходящую через данную точку;
г) окружность данного радиуса, проходящую через две данные точки. 
Как вы это сделаете? Как на реальной сфере с помощью циркуля 
отметить точку, диаметрально противоположную данной точке?
Для определения кривизны сферической линзы нужно знать ее радиус. 
Предложите схему прибора, для его измерения.
Крышка стола имеет вид тонкого цилиндра. У этого стола три ножки. 
Каждая из них имеет вид узкого цилиндра. Этот стол надо пронести 
через дверной проем. Какие замеры для этого нужно сделать? А если 
у стола четыре ножки?
Радуга имеет форму дуги окружности. Из каких геометрических сообра­
жений это следует?

Участвуем в олимпиаде
Дано тело Р. Для каждой т;очки Р нашли наименьшее расстояние до 
границы и наибольшее расстояние до границы., Среди всех наимень­
ших расстояний выбрали наибольшее, а среди всех наибольших расстоя­
ний — наименьшее. Обозначим первое из них с?1, а второе из них — е?2. 
Сможете ли вы привести пример такой фигуры, что: а) й?1 <й?2;
б) й?1 =й?2; в) с?|>с?2?



Итоги главы IV
В своей основной части глава IV, как и глава III, 

описательна и наглядна: ведется рассказ о сфере и 
шаре, цилиндре й конусе; доказываются достаточно 
простые теоремы о сечении шара, цилиндра и конуса 
плоскостями (пп. 15.2, 18,1, 19.2), причем у цилиндра 
и конуса речь идёт лишь о плоскостях, параллельных 
их основаниям. На наглядном уровне говорится и о 
симметрии этих тел. Но дополнительный материал в 
этой главе весьма обширен и разнообразен. По су­
ществу, именно с этой главы и начинается углублен­
ный курс геометрии.

Отметим важнейшее из этого материала, расши­
ряющего или углубляющего основное содержание.

1) Классическая теорема о касательной плос­
кости к сфере (п. 15.3) ведет к рассказу о важных по­
нятиях современной математики— опорной плос­
кости (§ 16) и выпуклых фигурах (§17). В § 16 до­
казана теорема об опорных плоскостях к ограничен­
ной фигуре в концах ее диаметра, являющаяся совре­
менным обобщением теоремы о касательной плос­
кости к сфере.

2) Доказаны (§ 18 и § 19) метрические (фокаль­
ные) свойства плоских сечений цилиндра и конуса 
вращения и рассказано о различных подходах к тео­
рии конических сечений.

3) Рассказано (§19) о центральном проектирова­
нии и доказана теорема Дезарга.

4) В § 20 «Тела» введены понятия внутренних и 
граничных точек фигуры. Эти понятия применяются 
во всех разделах современной математики и лежат в 
основе того ее раздела, который называют «Общая 
топология». О топологии будет сказано в главе X 
«Современная геометрия». Здесь же лишь скажем, 
что топологическими называют такие свойства фи­
гур, которые сохраняются при взаимно однозначных 
и взаимно непрерывных деформациях фигур, а общая 
топология изучает топологические свойства фигур. 
Изучение тел и их поверхностей в главе IV лишь 
началось. Оно будет продолжено в 11-м классе 
(главы V—VII).
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Поступаем в вуз

Для тех, кто уже думает о вступительных экза­
менах в вуз, мы помещаем в учебнике некоторые 
геометрические задачи, предлагавшиеся на вступи­
тельных экзаменах в разных вузах России.

1. Четыре прямые расположены в пространстве 
так, что каждые две из них пересекаются и никакие 
три не имеют общей точки. Докажите, что эти пря­
мые лежат в одной плоскости.

2. Прямоугольные проекции четырехугольника 
на две взаимно перпендикулярные плоскости яв­
ляются квадратами со стороной 2. Одна из его сто­
рон равна у5. Вычислите его периметр.

О т в е т :  2 (У5+л/7).
3. Через гипотенузу прямоугольного треуголь­

ника проведена плоскость, наклоненная к катетам 
треугольника под углами а и р  соответственно. Най­
дите угол между этой плоскостью и плоскостью тре­
угольника. _________

О т в е т :  агсзш у/51п2а + 5 т 2р.
4. Катеты АВ  и АС  прямоугольного треуголь­

ника АВС  расположены соответственно в гранях Р 
и ($ острого двугранного угла величины ср.. Катет АВ  
образует с ребром двугранного угла острый угол а. 
Определите угол между этим ребром и катетом АС.

О т в е т :  агсс1% (*ё а -соз ср).
5. Найдите угол между двумя скрещивающимися 

прямыми а и Ьу если расстояние между точками А 
прямой а и В прямой 6, равноотстоящими от осно­
вания С на прямой а и О на прямой Ь общего пер­
пендикуляра к этим прямым, равно 2/?, а Д С = Л С  +  
+  В О = р .

_ 2л
О т в е т : ” "̂.
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6 . На прямой р в пространстве последовательно 
расположены точки '.А, В. и С, такие, что А В  = 27 и 
В С = 1 8 . Найдите расстояние между прямыми р'и 
если расстояния от точек Л, в  и С до прямой <7 рав­
ны 17, 10  и 8 соответственно.

О т в е т :  8 .
7. Три хорды шара, исходящие из одной его точ­

ки на его поверхности, равны а, углы между хордами 
равны 60°.

8 . Сфера касается ребер Л5, В З , ВС  и АС  тет­
раэдра 8 АВС  в точках К, Ь, М и N соответственно. 
Найдите длину отрезка ДХ, если МЫ =  7, Ы К=Ь,
7.Д =  2л/29 и ДХ — ХЛ1.

О т в е т :  9.
9. Две касающиеся сферы вписаны в двугранный 

угол величиной -2-. Пусть А — точка касания пер.-О
вой сферы с первой гранью, В — точка касания вто­
рой сферы со второй гранью. Найдите отношение 
АК 'К Ь, если К  и Ь — точки пересечения отрезка АВ  
с первой и второй сферами соответственно.

О т в е т :  3:1.
10. Д ва равных шара касаются друг друга и гра­

ней двугранного угла 2 а . Пусть А —  точка касания 
одного шара с одной гранью угла, а В — точка ка­
сания другого шара с другой гранью угла. В каком 
отношении отрезок АВ  делится сферами?

О т в е т :  1:1д2а:1.
11. Каждый из двугранных углов трехгранного 

угла равен а . Как удалена от его вершины точка, 
которая находится внутри угла на расстоянии а от 
каждого угла?

Ответ: — 1 ). ‘

1 2 . В цилиндре высота равна диаметру основа­
ния. Под углом а  к плоскости основания проведена 
прямая, соединяющая некоторую точку окружности 1 
нижнего основания с некоторой точкой окружности 
верхнего основания. Найдите расстояние между этой 
прямой и осью цилиндра, если радиус основания 
равен /?.

/ —соз 12а
О т в е т :  У  *•
13. Внутри цилиндра, высота которого равна Зг, 

лежат три равных шара радиуса г так, что каждый 
шар касается двух других шаров и боковой поверх­
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ности цилиндра, причем два шара касаются ниж­
него основания цилиндра, а третий шар. касается 
верхнего основания цилиндра. Найдите радиус ос­
нования цилиндра.

О т в е т :  г.

14. На плоскость положены два цилиндра, ра­
диусы которых г; цилиндры примыкают друг к другу 
по образующей. На них положены два других ка­
сающихся по образующей цилиндра с радиусами /? 
и осями, перпендикулярными осям первых двух ци­
линдров. Найдите радиус шара, касающегося всех 
четырех цилиндров. >,

О т в е т : ----------(^+ г)
2(/? + г+ л/ЯЧ6Лг+ г2):

15. В основании прямой треугольной призмы 
АВСА\В\С\ лежит правильный треугольник АВС  со 
стороной 4. Прямые АВ\ и СА 1 перпендикулярны. 
Найдите высоту призмы.

О т в е т :  2-\/2.
16. Непересекающиеся диагонали двух смеж­

ных боковых граней прямоугольного, параллелепи­
педа наклонены к плоскости основания под углами а 
и р. Найдите угол между этими диагоналями.

О т в е т :  агссоз (зт  а * з т  р).
17. Основанием А В С й  прямой призмы 

А В С йА \В \С \0 \ служит ромб со стороной а и острым 
углом ф, а высота призмы равна Л. Найдите расстоя­
ние от вершины В | до диагонали А \0 . ■ • " >

_ ат/Л^+а2 зт2 ®О т в е т :  —-— , .

л/1г2+а2 .
18. В прямом круговом конусе с вершиной 5  угол 

между образующими 5Л и 5 В <равен а , а угол меж­
ду их проекциями на плоскость основания равен р. 
Вычислите угол между биссектрисами углов 05Л  и 
08В , где точка О — центр основания конуса.

О т в е т :  агссоз( соз2- |-  - |- з т  - |-  ~ \/со8 ” ^7С08 Р ^ .

19. Угол между образующей конуса , и его высо­
той равен а . Найдите угол ф. между двумя образую­
щими этого конуса, если известно, что плоскости, 
касающиеся конуса по этим образующим, взаимно 
перпендикулярны.

О т в е т :  з т
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20. На плоскости лежат три равны х, конуса с 
общей вершиной. Каждый из них касается двух 
рядом лежащих. Найдите угол при вершине осевого 
сечения одного из этих конусов.

21. Все грани тетраэдра — равные равнобед­
ренные треугольники. Высота тетраэдра совпадает 
с высотой одной из ее боковых граней. Найдите вы­
соту тетраэдра, если расстояние между наиболь­
шими боковыми ребрами равно 1.

О т в е т :  -д/2.
22. В тетраэдре РАВС  суммы трех плоских углов 

при каждой вершине Л, В, С равны л. Найдите рас­
стояние между скрещивающимися ребрами РА и ВС, 
если В С = 4 , Л С = 5 , АВ =  6.

23. Основание тетраэдра ВЛВС — равносторон­
ний треугольник ЛВС, длина стороны которого рав­
на 4-у2. Боковое ребро 5 С перпендикулярно к плос­
кости основания и имеет длину 2. Найдите величи­
ну угла и расстояние между скрещивающимися пря­
мыми, одна из которых проходит через точку 5 и 
середину ребра ВС, а другая проходит через точку С 
и середину ребра ЛВ.

О т в е т :  -**-• '

24. Докажите, что треугольная пирамида являет­
ся правильной, если: а) шар касается трех сторон 
основания в их серединах, а середины боковых ре­
бер лежат на поверхности шара; б) шар касается 
всех боковых граней пирамиды в точках.пересечения 
их медиан; в) шар касается, боковых граней тре­
угольной пирамиды в точках пересечения их высот, 
а сумма плоских углов при каждой вершине одна 
и та же; г) шар касается всех боковых граней в 
центрах описанных около них окружностей и все 
плоские углы при вершине равны; д) шар .касается 
всех боковых граней в центрах вписанных в них 
окружностей. (Каждая из задач а) — д)' предлага­
лась на вступительном экзамене как часть некоторой 
другой задачи.) ' л 1

25. Боковые ребра тетраэдра взаимно'перпенди­
кулярны. Высота тетраэдра равна к. Найдите радиус 
сферы, описанной около тетраэдра.

О т в е т :  1,5 к.

О т в е т :  2 агс!§

4 * -у/5
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К учителю

Мы осуществляем очередное переработанное из­
дание нашего учебника для углубленного изучения 
геометрии в 10-м и 11-м классах двумя книгами, каж ­
дая из которых обладает известной завершенностью 
и универсальностью.

Поскольку десятые классы могут комплектоваться 
из учащихся, изучавших геометрию в дёвятилетней 
школе по разным учебникам, то этот учёник написан 
так, что он не зависит от различий в учебниках 
девятилетней школы и неважно, по какому учебнику 
изучалась геометрия: начать работу по этому учебни­
ку можно в любом десятом классе. Этот класс может 
быть и классом обычной общеобразовательной шко­
лы, поскольку, конечно, учебник содержит курс гео­
метрии такой школы и можно ограничиться изуче­
нием лишь этого материала.

Но, конечно, главным образом учебник ориенти: 
рован на классы с углубленным изучением'матема^ 
тики и он является продолжением нашего учебника 
«Геометрия, 8—9» для таких классов. Естествен­
но, он предназначен и для тех классов, в которых 
углубленное изучение математики начинается с 10-го 
класса.

В книгах «Геометрия, 10» и «Гебметрия, И» мы 
сохранили последовательность и в основном содер­
жание десяти глав всего углубленного курса геомет: 
рии, так что для учителей, работавших уже по этому 
учебнику, новое его издание окажется знакомым.

В «Геометрии, 10» четыре главы: «Основания сте­
реометрии», «Перпендикулярность и параллельность 
прямых и плоскостей», «Расстояния и углы», «Прост­
ранственные фигуры и тела». Каждая глава начи­
нается введением, в котором формулируются задачи 
соответствующей главы, а завершаются главы подве­
дением итогов и выделением основных результатов.
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В этом издании переработаны задачи. Совокуп­
ность их осталась той же (есть только несколько, 
новых), но они иначе структурированы. Смысловой 
единицей в этом варианте полагается весь параграф, 
а не его пункт, что определяло структуру задач в 
предыдущих изданиях. (Желающие могут придер­
живаться и «старой» точки зрения — для этого в но­
мере задачи указано в скобках, к какому пункту па­
раграфа она отнесена.)

Новая структура отражает связи системы задач 
учебника с реалиями, оказывающими на нее сущест­
венное влияние. Прежде всего в задачах должны 
быть представлены все три составляющие самой 
геометрии: логика, наглядное воображение и прак­
тика. '

Логика представлена теоретическим,, разделом 
курса. В задачах она подчеркнута такими рубриками, 
как «Дополняем теорию», «Доказываем». Внимание к 
наглядному воображению акцентировано такими, 
рубриками: «Смотрим», «Рисуем», «Представляем».
И наконец, практической составляющей отвечают 
рубрики «Прикладная геометрия» и частично «Пег 
реключаемся».

(Сразу же надо сказать, что,в чистом виде пред­
ставить каждую из этих составляющих труднр, а ско­
рее всего, и невозможно. Речь. идет, об акцентах в 
преподавании.)

Следующий важный момент, отраженный в, зада­
чах,— дифференциация учебной и исследовательской 
деятельности ученика. Исследовательские задачи 
выделены рубрикой «Исследуем»! Отличаются они от 
чисто учебных тем, что нет исходной ясности, л ибо 
в условии задачи, либо в ее заключении. Не исклю­
чены и противоречия. Часто встречается вопрос: «Мо­
жете ли вы?» Если ученик не. может ответить на, 
вопрос задачи, то каковы причины? Не исключено 
и то, что ответ невозможен. Ничего страшного: 
нормальная исследовательская ситуация — оказы -, ,
вается, что-то сделать невозможно.

Учебная деятельность достаточно многогранна. . 
Задачи этого вида деятельности выделены рубриками 
«Работаем с формулой», «Планируем», «Находим , 
величину», «Ищем границы» (в последнюю рубрику 
попало несколько задач комбинаторной геометрии). 
Основной учебной задачей можно считать задачу на 
получение и осмысление функциональной зависи­
мости, связанной с геометрической фигурой’ в част­
ности — вычисление разных величин. Практика по-
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казывает доступность и полезность этого типа задач 
связями с другимигразделами элементарной мате­
матики. 1 1

Рубрика «Работаем с формулой» представлена 
в основном задачами на применение формул для 
вычисления объемов и площадей. Рубрика «Плани­
руем» немного смягчает роль чисто вычислительных 
задач, которые преобладают в современной школь­
ной геометрии. Такие вычисления бывают либо три­
виальны, либо громоздки, ничего по существу не 
добавляя к собственно геометрическим умениям. 
Поэтому часто вполне достаточен только хорошо 
обоснованный план нахождения той или иной вели­
чины. >

Для тех, кого интересуют более содержательные 
и трудные задачи, выделена рубрика «Участвуем в 
олимпиаде». Пока только намечена рубрика «Рас­
суждаем» для тех задач,'результат в которых по­
лучается одной только логикой.

Рубрика «Разбираемся в решении» предназна­
чена ученику в первую очередь для того, чтобы 
показать ему некоторые движения мысли, приводя­
щие к получению нужного результата. В тех местах 
приведенных решений, где стоит1 знак вопроса (?), 
ему предлагается самому довести до конца предло­
женную идею.чили выкладку. ;

Задачи раздела «Дополняем теорию» играют ту 
же роль, что и задачи раздела «Основные задачи» 
в предыдущих изданиях. На них можно ссылаться 
как на теоремы при решении других задач.

Можно надеяться, что каждый учитель выберет 
в этой структуре те;разделы, которые более всего 
соответствуют его личной установке; в преподавании 
геометрии.

Ответы к задачам не приводятся, так как боль­
шинство из них приведено в пособиях для учителя.



Предметный указатель

Аксиома 65
— пересечения плоскостей 15
— плоскости 14
— принадлежности прямой плоскости 16
— разбиения пространства плоскостью 18
— расстояния 19 
Аксиоматика планиметрии 65

Ближайшие точки фигур 126 
Боковая грань пирамиды 8 
 призмы 8
Боковая поверхность конуса вращения 197
 усеченного конуса вращения 199
 цилиндра вращения 198

Боковое ребро пирамиды 8 
Большая окружность сферы 166 
Большой круг шара 166

Величина 20
— геометрическая 21
— двугранного угла 148
— неотрицательная 21
— скалярная 20 
Вершина конуса 196
— пирамиды 8 
Внутренность фигуры 212 
Внутренняя точка полупространства 18 
 фигуры 212
 шара 164

236

Выпуклая фигура 183 
Высота конуса 196
— пирамиды 73
— призмы 128,
— усеченного конуса 199
— цилиндра 187

Гипербола 205
Граница полупространства 18
— фигуры 212 
Граничная точка фигуры 212 
Грань двугранного угла 147
— трехгранного угла 149

Двойственные трехгранные углы 152 
Двугранный угол 147 
Диаметр сферы (шара) 164
— фигуры 180
Диаметрально противоположные точки сфе­

ры 165

Замкнутая область 215

Измерение величины 20

Касательная плоскость к сфере 167 
Конические сечения 205 
Конус 196
— вращения 196
— прямой круговой 196



г

Линейный угол двугранного угла 147 
Лучи сонаправленные 143

Меридиан 166 
Метод Монжа 113

Наклонная к плоскости 72 
Направление проектирования 43

Образующая конуса 196
— цилиндра 186 
Ограниченная фигура 180 
Опорная плоскость 179
— прямая 178
Ортогональное проектирование 111 
Основание конуса 196
— пирамиды 8
— цилиндра 186 
Основные понятия теории 65 
Ось конуса вращения 196
— цилиндра вращения 188

Парабола 205 
Параллелепипед 8
— прямоугольный 8 
Параллель 166
Параллельная проекция точки (фигуры) на 

плоскость 43 
Параллельное проектирование 46 
Параллельные плоскости 96
— прямая и плоскость 105
— прямые 36
Пересекающиеся плоскости 16
— прямая й плоскость 17
— прямые 28
Перпендикуляр к плоскости 72 
Перпендикулярность плоскостей 90
— прямой и плоскости 72

Куб 8 Перспектива 201 
Пирамида 8
— л-угольная 8
— правильная 9 
Плоскость 14
Поверхность конуса вращения (полная) 197
— тела 214
— усеченного конуса вращения (полная) 199
— цилиндра вращения (полная) 188
— шара 164 
Подобие 19 
Полупространство 17
По одну сторону от плоскости 18 
По разные стороны от плоскости 18 
Построения в пространстве 54 
Призма 8
— «-угольная 8
— правильная 8 
Проективная геометрия 201 
Проектирование на прямую 112 
Пространство 14, 61
Прямая 15
Прямые параллельные 36
— пересекающиеся 36
— скрещивающиеся 36

Равенство фигур 19 
Радиус сферы (шара) 164 
Расстояние между точками 18
— от точки до фигуры 123
 фигурами 127
Ребро двугранного угла 147
— трехгранного угла 149

Сечение фигуры плоскостью 16 
Симметрия фигуры 169
— зеркальная 82
— осевая 169
— центральная 169 
Система аксиом 62
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Сфера 164 , .
— , вписанная в конус 209
— , вписанная в многогранник 167
— , описанная около конуса 208
— , описанная около многогранника, 167
— , описанная около; цилиндра 193 
Сферический треугольник 171

Тело 213 , . .
Теорема 65 
Тетраэдр 9
— правильный 9 г 
Точка касания 167 
Треугольник сферический 171 ...
Три измерения пространства,, 83

Угол между лучами 144
 плоскостями 148
 полуплоскостями >,148 ,
 прямой и плоскостью. 146
 прямыми 145
— трехгранный 149

Усеченный конус 199
— вращения 199 
Утверждение единственности 52
— существования 52

Фигура замкнутая 213

Центр сферы (шара) 164 
Центральное проектирование 200 
Цилиндр 186
— , вписанный в сферу 193
— вращения 188
— круговой 188
— прямой 188

Численное значение величины 21

I
Шар 164

Элементы бесконечно удаленные 201
Эллипс 113, 190
Эпюр 114 ,
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Учебно-методический комплект 
для углубленного изучения геометрии 

в 10-11 классах включает:

А .Д .Александров, А .Л .В ерн ер , В.И.Рыжик

ГЕОМЕТРИЯ 10 
ГЕОМЕТРИЯ 11

учебники

В.И.Ры жик

ДИДАКТИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ ПО ГЕОМЕТРИИ 
для 10 класса 
для 11 класса

В.М.Паповский, Н .М .Пульцин

УГЛУБЛЕННОЕ ИЗУЧЕНИЕ ГЕОМЕТРИИ 
в 10 классе 
в 11 классе

Методические рекомендации 
для учителя
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