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�â à¥¤ª®««¥£¨¨
� ª®æ¥ 2003 £. �®áá¨©áª ï  ª ¤¥¬¨ï  ãª ¯à¨ï«  à¥è¥¨¥ ¨§¤ âì ¢âà¥å â®¬ å ¨§¡à ë¥ âàã¤ë �«¥ªá ¤à  � ¨«®¢¨ç  �«¥ªá ¤à®¢ .�¢®àç¥áâ¢®  ª ¤¥¬¨ª  �. �. �«¥ªá ¤à®¢  ¨áª«îç¨â¥«ì® ¬®£®£à -®. � ¥£® âàã¤ å ¯® â¥®à¨¨ á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢ ¨ â¥®à¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥© ý¢æ¥«®¬þ, â¥®à¨¨ ¬®£®®¡à §¨© ®£à ¨ç¥®© ªà¨¢¨§ë ¨ â¥®à¨¨ ãà ¢¥¨©�®�  | �¬¯¥à , ¢ à ¡®â å ¯® ¯à¨æ¨¯ã ¬ ªá¨¬ã¬  ¤«ï í««¨¯â¨ç¥áª¨å¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¨ ®á®¢ ¨ï¬ â¥®à¨¨ ®â®á¨â¥«ì®áâ¨ à¥è¥-ë äã¤ ¬¥â «ìë¥ ¯à®¡«¥¬ë ¨ ¯®áâ ¢«¥ë ®¢ë¥ ¯à¨æ¨¯¨ «ìë¥ ¢®-¯à®áë, ¢ë§¢ ¢è¨¥ ª �¨§¨ ®£à®¬®¥ ç¨á«® ¯ã¡«¨ª æ¨©. �. �. �«¥ªá ¤à®¢áâ « ®¤¨¬ ¨§ ®á®¢ â¥«¥© ®â¥ç¥áâ¢¥®© èª®«ë £¥®¬¥âà¨¨ ý¢ æ¥«®¬þ.� â®¬ 1 ¨§¡à ëå âàã¤®¢, ã¢¨¤¥¢è¨© á¢¥â ¢ 2006 £., ¢®è«¨ ¬ â¥¬ â¨-ç¥áª¨¥ áâ âì¨ �. �. �«¥ªá ¤à®¢ , ®¯ã¡«¨ª®¢ ë¥ ¨¬   àãááª®¬ ï§ëª¥,  â ª�¥ ¡¨¡«¨®£à ä¨ï ¥£® âàã¤®¢ ¨ ®ç¥àª ¥£® �¨§¨ ¨ â¢®àç¥áâ¢ . �®¬ 2¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯¥à¥¨§¤ ¨¥ ¥£® § ¬¥¨â®© ª¨£¨ ý�ë¯ãª«ë¥ ¬®£®-£à ¨ª¨þ. � â®¬ 3 ¢®©¤ãâ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áâ âì¨ �«¥ªá ¤à  � ¨«®¢¨ç ,¨§¤ ë¥ ¨¬   ¨®áâà ëå ï§ëª å,   â ª�¥ áâ âì¨ ¯® ä¨«®á®ä¨¨, íâ¨ª¥¨ ®¡é¨¬ ¢®¯à®á ¬ à §¢¨â¨ï  ãª¨.�¨£  �. �. �«¥ªá ¤à®¢  ý�ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨þ [19℄ ¢¯¥à¢ë¥ ¢ë-è«  ¢ 1950 £. ¨ ®ª § «  áãé¥áâ¢¥®¥ ¢«¨ï¨¥ ª ª   â¥®à¨î ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢, â ª ¨   á¬¥�ë¥ á ¥© â¥®à¨î ¢ë¯ãª«ëå â¥« ¨ â¥®à¨î�àã  | �¨ª®¢áª®£®. � â®¬, çâ® ®  ¥ ãâà â¨«  á¢®¥£® § ç¥¨ï ¤®á¨å ¯®à, ¬®�® áã¤¨âì,  ¯à¨¬¥à, ¯® áà ¢¨â¥«ì® ¥¤ ¢¨¬ ¤®¡à®âë¬ãç¥¡¨ª ¬ �. �àî¡ ã¬  [289℄ ¨ �. �¨£«¥à  [377℄ ¯® â¥®à¨¨ ¢ë¯ãª«ëå ¬®-£®£à ¨ª®¢,   â ª�¥ ¯® ¨áç¥à¯ë¢ îé¥© ¬®®£à ä¨¨ �. � ©¤¥à  [343℄ ¨®¡§®àã �. � à¤¥à  [280℄ ¯® â¥®à¨¨ �àã  | �¨ª®¢áª®£®. �¥®à¨ï ¬®£®-£à ¨ª®¢ ¨ á¥©ç á  ªâ¨¢® à §¢¨¢ ¥âáï. �¥ ¢å®¤ï ¢ ¤¥â «¨, ãª �¥¬ «¨èì¥ª®â®àë¥ ¢ �¥©è¨¥ à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥ë¥ ¡« £®¤ àï ¨¤¥ï¬ ¨ ¬¥â®¤ ¬,¯à¥¤«®�¥ë¬ �. �. �«¥ªá ¤à®¢ë¬ ¢ íâ®© ª¨£¥.



iv �� �����������1. �á¯®«ì§ãï ¬¥â®¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï, ¯à¥¤«®�¥-ë© �.�.�«¥ªá ¤à®¢ë¬ ¢ ý�ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª åþ, ¢ 1970 £. �.�.�-¤à¥¥¢ [54, 55℄ ãª § « ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï®áâà®ã£®«ì®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á § ¤ ë¬¨ ¤¢ã£à ë¬¨ ã£« -¬¨ ¢ âà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®. �â¨ ãá«®¢¨ï ®ª § «¨áì çà¥§-¢ëç ©® ¯®«¥§ë¬ ¨áâàã¬¥â®¬ ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï âà¥å¬¥àëå £¨¯¥à¡®«¨-ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨© ¨ ¢ ¯®á«¥¤ãîé¥¬ ¡ë«¨ ¯®¤¢¥à£ãâë ¢á¥áâ®à®¥¬ã¨§ãç¥¨î [295, 296, 332℄.2. � 1976 £. �. �®¥««¨ ¯®áâà®¨« § ¬ªãâë© ¨§£¨¡ ¥¬ë© ¬®£®£à ¨ª¡¥§ á ¬®¯¥à¥á¥ç¥¨© [258℄. � ¯®á«¥¤ãîé¨¥ £®¤ë ã ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¬®£®£à ¨-ª®¢ ¡ë«¨ ®âªàëâë â ª¨¥ £«ã¡®ª¨¥ á¢®©áâ¢ , ª ª á®åà ¥¨¥ ¨â¥£à «ì®©áà¥¤¥© ªà¨¢¨§ë [231℄ ¨ ®¡ê¥¬  ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¨§£¨¡ ¨ï [195{198, 266, 335,340℄. �¥®à¨ï ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¬®£®£à ¨ª®¢  ªâ¨¢® à §¢¨¢ ¥âáï ¢  è¨ ¤¨.3. �¥®à¥¬ã �¨ª®¢áª®£® ¨ àï¤ â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï, ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨�¥áâª®áâ¨, ®¡áã�¤ ¥¬ëå ¢ íâ®© ª¨£¥, ã¤ «®áì ¯¥à¥¥áâ¨   ¥¢ë¯ãª«ë¥¬®£®£à ¨ª¨ [161, 333, 354℄.�®�® ¯à¨¢®¤¨âì ¨ ¤àã£¨¥ ä ªâë, á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ãîé¨¥ ®¡  ªâã «ì®-áâ¨ ¤ ®© ª¨£¨, ® ¬ë ¯¥à¥©¤¥¬ ª ®¡áã�¤¥¨î ®á®¡¥®áâ¥©  áâ®ïé¥£®¨§¤ ¨ï. Ǒà¥�¤¥ ¢á¥£® ®â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ ë á®¢à¥¬¥ë¥ áâ -¤ àâë ¯à ¢®¯¨á ¨ï, ®ä®à¬«¥¨ï ¡¨¡«¨®£à ä¨¨ ¨, ¯® ¬¥à¥ ¢®§¬®�®áâ¨,á®¢à¥¬¥ë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï. � ¯à¨¬¥à: ¢¬¥áâ® ý¨ââ¨þ ¬ë¯¨è¥¬ ý¨¤â¨þ, ýä®à¬ã«¨à®¢ ë¥ à¥§ã«ìâ âëþ | ýáä®à¬ã«¨à®¢ ë¥ à¥-§ã«ìâ âëþ, ýí¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢®þ | ý¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢®þ, ý¤¢ãå-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥þ | ý¤¢ã¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥þ. � ¯à®æ¥áá¥ à¥¤ ªâ¨-à®¢ ¨ï ¡ë«¨ ãáâà ¥ë â ª�¥ § ¬¥ç¥ë¥ ®¯¥ç âª¨, ®ç¥¢¨¤ë¥ ®¯¨áª¨ ¨áâ¨«¨áâ¨ç¥áª¨¥ ¯®£à¥è®áâ¨.� ç¨â¥«ìë© ¢ª« ¤ ¢ ¯®¤£®â®¢ªã  áâ®ïé¥£® â®¬  ¢¥á �¨ªâ®à �¡à ¬®-¢¨ç � «£ ««¥à,  ¯¨á ¢è¨© ¬®£®ç¨á«¥ë¥ ¯®¤áâà®çë¥ ¯à¨¬¥ç ¨ï, ®â-à � îé¨¥ á®¢à¥¬¥®¥ á®áâ®ï¨¥ íâ®© ®¡« áâ¨ £¥®¬¥âà¨¨, ¨ à áè¨à¨¢è¨©¡¨¡«¨®£à ä¨î §  áç¥â ª¨£ ¨ áâ â¥©, ¢ëè¥¤è¨å ¯®á«¥ 1950 £. �¥¤ª®««¥£¨ï¢ëà � ¥â ¥¬ã á¢®î ¨áªà¥îî ¯à¨§ â¥«ì®áâì.�ë ¡« £®¤ à¨¬ ¢á¥å, ªâ® á®¤¥©áâ¢®¢ « ¯®¤£®â®¢ª¥ ¤ ®© ª¨£¨ ª ¯¥ç -â¨, ¨ ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì á®âàã¤¨ª®¢ ®â¤¥«    «¨§  ¨ £¥®¬¥âà¨¨ �áâ¨âãâ ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨¬. �. �. �®¡®«¥¢  �¨¡¨àáª®£® ®â¤¥«¥¨ï �®áá¨©áª®©  ª ¤¥-¬¨¨  ãª.� ãç®¥  á«¥¤¨¥ �. �. �«¥ªá ¤à®¢  ¢®è«® ¢ §®«®â®© ä®¤ ®â¥ç¥áâ¢¥-®©  ãª¨, áâ «® ¥®âê¥¬«¥¬®© ç áâìî á®¢à¥¬¥®© ¬ â¥¬ â¨ª¨. �ë  ¤¥-¥¬áï, çâ® ¨§¤ ¨¥ âàã¤®¢ ¯¥à¢®£® £¥®¬¥âà  �®áá¨¨ XX ¢. ¡ã¤¥â á¯®á®¡áâ¢®-¢ âì á®åà ¥¨î ¨ à §¢¨â¨î  ãª¨ ¢  è¥© áâà ¥.�. �. �«¥ªá ¤à®¢, �. �. �ãâ â¥« ¤§¥, �. �. �¥è¥âïª



Ǒà¥¤¨á«®¢¨¥
1. � á®¤¥à� ¨¨ ¨ æ¥«ïå ª¨£¨. � áâ®ïé ï ª¨£  ¥ ¨¬¥¥â æ¥«ìî®å¢ â¨âì ¢á¥ ãç¥¨¥ ® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª å. �  ¯®á¢ïé¥  ¢ ®á®¢-®¬ ¢®¯à®áã ® â®¬, ª ª¨¥ ¤ ë¥ ¨ ¢ ª ª®© áâ¥¯¥¨ ¬®£ãâ ®¯à¥¤¥«ïâì ¢ë-¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.�«ï ¢áïª¨å ¤ ëå, ®â®áïé¨åáï ª ¬®£®£à ¨ªã, ª ª ¤«¨ë à¥¡¥à,¯«®é ¤¨ £à ¥© ¨ â. ¯., ãª § ë© ¢®¯à®á à á¯ ¤ ¥âáï   ¤¢ .�®-¯¥à¢ëå, ¬ë á¯à è¨¢ ¥¬, ®¯à¥¤¥«ïîâ «¨ íâ¨ ¤ ë¥ ¬®£®£à ¨ª ®¤-®§ ç® á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¨®£® âà¨¢¨ «ì®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï(®âà �¥¨ï, ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á , ¯®¤®¡¨ï), ¯®¤®¡® â®¬ã ª ª ¤«¨ëáâ®à® ®¯à¥¤¥«ïîâ âà¥ã£®«ì¨ª á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï,   ã£«ë | á â®ç-®áâìî ¤® ¯®¤®¡¨ï. �  â ª®© ¢®¯à®á ®â¢¥ç îâ ®¡é¨¥ â¥®à¥¬ë ® ¥¤¨áâ¢¥-®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á â¥¬¨ ¨«¨ ¨ë¬¨ ¤ ë¬¨, ¥¤¨áâ¢¥®-áâ¨ á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¨®£® âà¨¢¨ «ì®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï.�®-¢â®àëå, ¬ë á¯à è¨¢ ¥¬ ® ¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨ïå, ª®-â®àë¬ ¤®«�ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì â¥ ¨«¨ ¨ë¥ ¤ ë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¢®®¡-é¥ áãé¥áâ¢®¢ « ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á â ª¨¬¨ ¤ ë¬¨, ¯®¤®¡® â®¬ãª ª ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¨ ¤®áâ â®çë¬ ãá«®¢¨¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï âà¥ã£®«ì¨ª  á®áâ®à® ¬¨ a, b, c ï¢«ï¥âáï ¢ë¯®«¥¨¥ âà¥å ¥à ¢¥áâ¢ ¢¨¤ : áã¬¬  ¤¢ãåáâ®à® ¡®«ìè¥ âà¥âì¥©, â. ¥. a+ b > c, b+ c > a, c + a > b. � ª ª ª ¥®¡å®-¤¨¬®áâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ãá«®¢¨© ¡ã¤¥â ¢® ¢á¥å á«ãç ïå ¯®«ãç âìáï ®ç¥ì¯à®áâ®, â® ï¤à® ¢®¯à®á  ¡ã¤¥â ¢á¥£¤  á®áâ®ïâì ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¤®áâ â®ç-®áâ¨, â. ¥. ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â®£®, çâ® ¯à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ âà¥¡ã¥¬ëå ãá«®¢¨©¬®£®£à ¨ª á â ª¨¬¨ ¤ ë¬¨ áãé¥áâ¢ã¥â.�¥çì ¨¤¥â, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡ ®¡é¨å â¥®à¥¬ å áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª  á â¥¬¨ ¨«¨ ¨ë¬¨ ¤ ë¬¨. Ǒà¨ íâ®¬ à áá¬ âà¨¢ îâáï¤ ë¥, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¬®£®£à ¨ª, â. ¥. â ª¨¥, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¬¥áâ®á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨,   «®£¨ç® â®¬ã, ª ª § ¤ ¨¥¤«¨ áâ®à® a, b, c ®¯à¥¤¥«ï¥â âà¥ã£®«ì¨ª.



2 �. �. �����������Ǒ¥à¢ ï ®¡é ï â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¡ë«  ¤®ª §   �. �®è¨ ¢ 1813 £.[254℄ 1). �  £« á¨â: ¤¢  § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª , ®¤¨ ª®¢®á®áâ ¢«¥ëå ¨§ á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ëå £à ¥©, à ¢ë; ¨«¨ ¢ ä®à¬¥ â¥®à¥-¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ : § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¤ ë¬ ®¡à §®¬á®áâ ¢«¥ë© ¨§ ¤ ëå £à ¥©, | ¥¤¨áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï 2).� 1897 £. �. �¨ª®¢áª¨© ¤®ª § « áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâì (á â®ç-®áâìî ¤® ¯¥à¥®á ) § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨  -¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© [321℄ 3).�  íâ®¬ ªàã£ ®¡é¨å â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, á®¡áâ¢¥®£®¢®àï, ¨áç¥à¯ë¢ «áï 4). �¥ ã¤ «®áì ¤®¯®«¨âì ¥£® ®¢ë¬¨ â¥®à¥¬ ¬¨ ¨®å¢ â¨âì ¢á¥ íâ¨ â¥®à¥¬ë, ¢ª«îç ï â¥®à¥¬ë �®è¨ ¨ �¨ª®¢áª®£®, ¥¤¨ë¬¬¥â®¤®¬. �«ï â¥®à¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ íâ® ¡ë« ¬¥â®¤ �®è¨, ª®â®àë¬ ® ¤®-ª § « á¢®î â¥®à¥¬ã. �«ï â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï íâ® ¡ë« ®¢ë© ¢ â¥®à¨¨¬®£®£à ¨ª®¢ ¬¥â®¤, ®á®¢ ë©   ¯à¨¬¥¥¨¨ â®¯®«®£¨¨ ¢ «¨æ¥ â ª §ë¢ ¥¬®© â¥®à¥¬ë ®¡ ¨¢ à¨ â®áâ¨ ®¡« áâ¨. �¢¥ ®¢ë¥ â¥®à¥¬ë áãé¥-áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¡ë«¨ ®âªàëâë �. Ǒ. �«®¢ï¨è¨ª®¢ë¬ [156℄  â®¬ �¥ ¯ãâ¨.� à¥§ã«ìâ â¥ ®¡« áâì à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå â¥®à¥¬ ® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨-ª å ¯à¨®¡à¥«  ®¡ê¥¬ ¨ áâà®©®áâì, ¤¥« îé¨¥ ¥¥, ª ª  ¬ ª �¥âáï, § á«ã-�¨¢ îé¥© á ¬®áâ®ïâ¥«ì®£® á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®£® ¨§«®�¥¨ï.Ǒ¥à¢ ï æ¥«ì ª¨£¨ ¨ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë ®áãé¥áâ¢¨âì â ª®¥ ¨§«®�¥¨¥.�«ï â®£® çâ®¡ë á¤¥« âì ª¨£ã ¤®áâã¯®© ¨ ¨â¥à¥á®© ¢®§¬®�® ¡®«ì-è¥¬ã ªàã£ã ç¨â â¥«¥©, ï ¢ª«îç¨« ¢ ¥¥ ¨§«®�¥¨¥ ¯¥à¢® ç «ìëå á¢¥-¤¥¨© ® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª å; íâ® ª § «®áì â¥¬ ¡®«¥¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¬,1)� ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ �®è¨, ï¢«ï¢è¥¬ á®¡®î ®¡à §¥æ ®áâà®ã¬¨ï, ¡ë«¨, ®¤ ª®, ®è¨¡ª¨,¨á¯à ¢«¥ë¥ ¯®â®¬ ¤àã£¨¬¨ £¥®¬¥âà ¬¨. �¥§ã¯à¥ç®¥ ¨ ïá®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤ ® ¢ª¨£¥�. �¤ ¬ à  [1, á. 534{543℄. �®¢®àï ® â¥®à¥¬¥ �®è¨ ª ª ¯¥à¢®© ®¡é¥© â¥®à¥¬¥ ¥¤¨-áâ¢¥®áâ¨, ¬ë ¥ ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã â ª¨å ¯® áãé¥áâ¢ã âà¨¢¨ «ìëå â¥®à¥¬, ª ª,  ¯à¨¬¥à,â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨.2)�¢  ¬®£®£à ¨ª  ý¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢®¥ áâà®¥¨¥þ, ¥á«¨ ¨å £à ¨, à¥¡à  ¨ ¢¥àè¨ë¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì â ª, çâ® á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ £à ¨ (à¥¡à ) ¡ã¤ãâ áå®¤¨âìáï ¯® á®®â¢¥â-áâ¢¥ë¬ à¥¡à ¬ (¢¥àè¨ ¬). �á«¨ ª â®¬ã �¥ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ à¥¡à  à ¢ë ¨ ã£«ë ¯à¨á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ å   á®®â¢¥âáâ¢¥ëå £à ïå â ª�¥ à ¢ë, â® ¬®£®£à ¨ª¨ý®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ë ¨§ à ¢ëå £à ¥©þ.3)�®ç ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  â¥®à¥¬ �¨ª®¢áª®£® ¢¬¥áâ¥ á ãá«®¢¨ï¬¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© ¤ ¥âáï ¤ «ìè¥ ¢ á¢®¥¬¬¥áâ¥.4)�ë ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã â¥®à¥¬ë ®¯¨á ®£® ¢ëè¥ â¨¯ . �§ ¨å ªàã£  ¢ë¯ ¤ ¥â ¢ � ï â¥®-à¥¬  ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á  ¯¥à¥¤ § ¤ ®© áå¥¬®©áâà®¥¨ï, ãáâ ®¢«¥ ï �. �â¥©¨æ¥¬ ¢ 1915 £. �  ¥ ¢å®¤¨â ¢  èã áä¥àã, ¯®â®¬ãçâ® áå¥¬  áâà®¥¨ï, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬®£®£à ¨ª ®¤®§ ç®. �®ª § â¥«ìáâ¢®íâ®© â¥®à¥¬ë ¢®á¯à®¨§¢¥¤¥® ¢ ª¨£¥ �. �. �îáâ¥à¨ª  [130℄.



Ǒ���������� 3çâ® á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¨ ¤®áâ â®ç® ¯®«®¥ ¨§«®�¥¨¥ ¨å ¢  è¥© «¨â¥à âãà¥®âáãâáâ¢ã¥â.�®¯®«®£¨ï,   ª®â®àãî ¬ë ã�¥ á®á« «¨áì, ¢ë§ë¢ ¥â ç áâ® ã «î¤¥©, á ¥©¥ § ª®¬ëå, ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ® ç¥¬-â® çà¥§¢ëç ©® âàã¤®¬ ¨  ¡áâà ªâ®¬.�¤ ª® ¢ ¥¥ ®á®¢ ¨¨ «¥�¨â, ¯® áãé¥áâ¢ã, ®¯¨á ¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ï§ë-ª®¬  £«ï¤ëå ¯à®áâà áâ¢¥ëå ¯à¥¤áâ ¢«¥¨©. � íâ®¬ á¬ëá«¥ â®¯®«®£¨ï¥áâì ç áâì ®¡é¥© £¥®¬¥âà¨¨ ¨ ¯®â®¬ã ®á®¢ ë¥   ¥© ¬¥â®¤ë ¤®«�ëà áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥, å®âï ¨  ¡áâà ªâë¥. �«ï â®£® çâ®¡ëá¤¥« âì ¯à¨¬¥¥¨¥ â®¯®«®£¨¨ ¢®§¬®�® ¡®«¥¥ ¤®áâã¯ë¬, ¬ë ¢ª«îç ¥¬¨§«®�¥¨¥ â¥å ¥¥ í«¥¬¥â®¢, ª®â®àë¥ ¥®¡å®¤¨¬ë ¤«ï  è¨å æ¥«¥©. �¯à®-ç¥¬,  ¡áâà ªâë¥ ¥¥ ¯®ïâ¨ï ¨£à îâ à®«ì â®«ìª® ¢ ç áâ¨ ª¨£¨.� «¥¥, ¯®¬¨¬® ®á®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢, ¢ ª¨£ã ¢ª«îç¥ë â¥á® ¯à¨¬ëª -îé¨¥ ª ¨¬, ª ª,  ¯à¨¬¥à, â¥®à¥¬  ® ¬®£®£à ¨ª¥  ¨¡®«ìè¥£® ®¡ê¥¬ ¯à¨ ¤ ®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨ ýâ¥®à¥¬ë �¥áâª®áâ¨þ 5).� ª®¥æ, ªà®¬¥ ®á®¢ëå ¯à¨¬¥ï¥¬ëå ¬¥â®¤®¢ ®á¢¥é îâáï â ª�¥ ¤àã-£¨¥ ¬¥â®¤ë. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨«®áì ¯®çâ¨ ¨áç¥à¯ë¢ îé¥¥ ¨§«®�¥¨¥¯à¥¤¬¥â , ¥á«¨ £®¢®à¨âì ® á¥£®¤ïè¥¬ ¥£® á®áâ®ï¨¨ 6).�¥®à¨ï ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨ á¢ï§ ë¥ á ¥î £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë ¨â¥-à¥áë ¥ â®«ìª® á ¬¨ ¯® á¥¡¥. �¨ ¨¬¥îâ è¨à®ª¨© ¢ëå®¤ ¢ ®¡éãî â¥®à¨î¯®¢¥àå®áâ¥©. � ¥á«¨ ¤ «¥ª® ¥ ¢á¥£¤  ¨§ â¥®à¥¬ë ® ¬®£®£à ¨ª å ¬®�-® ¨§¢«¥çì ¯ãâ¥¬ ¯à¥¤¥«ì®£® ¯¥à¥å®¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â¥®à¥¬ã ® ªà¨¢ëå¯®¢¥àå®áâïå, â® ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥ â¥®à¥¬ë ® ¬®£®£à ¨ª å ¤ îâ  ¯à ¢-«¥¨¥ ¤«ï ¯®¨áª®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â¥®à¥¬ ®â®á¨â¥«ì® ªà¨¢ëå ¯®¢¥àå-®áâ¥©. � â®¬ã �¥ ¢ á«ãç ¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ à áªàë¢ ¥âáï í«¥¬¥â à®-£¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ®á®¢  ¡®«¥¥ ®¡é¨å à¥§ã«ìâ â®¢. �«ï ¤¥¬®áâà æ¨¨ íâ¨åá¢ï§¥© ï ¯à¨á®¥¤¨¨« ¯®çâ¨ ª ª �¤®© £« ¢¥ ¯ à £à ä, ¯®á¢ïé¥ë© ®¡®¡-é¥¨ï¬ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ ¥© ¢®¯à®á®¢. �¤¥áì ¨¬¥îâáï ¢ ¢¨¤ã ¥ â®«ìª®®¡®¡é¥¨ï   ªà¨¢ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨, ® â ª�¥   ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ ¯à®áâà -áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¨ ¤à. �â¨ ®¡®¡é¥¨ï ¨§« £ îâáï ¢ ¯®àï¤ª¥ à¥ä¥à â  ¨¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ®á®¢®¬ ¬ â¥à¨ «¥.�á¥ ¨§«®�¥®¥ ¢ëïáï¥â ¢â®àãî æ¥«ì ª¨£¨: ¯®ª § âì ¡®£ âáâ¢® á®¤¥à-� ¨ï ¨ á¢ï§¥©, § ª«îç¥ëå ¢ â¥®à¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨ ¥¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å¬¥â®¤ å.2. � ¯®àï¤ª¥ ¨ å à ªâ¥à¥ ¨§«®�¥¨ï. � ¯¥à¢®© £« ¢¥, ª ª ¯®ª §ë-¢ ¥â á ¬® ¥¥  §¢ ¨¥, ¢¢®¤ïâáï ¢á¥ ®á®¢ë¥ ¯®ïâ¨ï ¨ á¢®©áâ¢  ¢ë¯ãª«ëå5)�¡é¥¥ ¯®ïâ¨¥ ® â¥®à¥¬ å �¥áâª®áâ¨ à §êïáï¥âáï ¢ § 6 £«. II.6)�§ ¢á¥£® ¨§¢¥áâ®£® ¬¥ ¬ â¥à¨ «  ï ®¯ãáâ¨« «¨èì ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �¥áâª®áâ¨ § ¬-ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¯® ¬¥â®¤ã �¥  [270℄. �¤ ª® ¢ £«. X ¬ë ¯®«ãç ¥¬¨ë¬ ¯ãâ¥¬ ¡®«¥¥ á¨«ìë¥ à¥§ã«ìâ âë. (�®¢®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë �¥  á¬. ¢¥¤ ¢¥© áâ âì¥ �. �. Ǒ ª  [159℄. | Ǒà¨¬. à¥¤.)



4 �. �. �����������¬®£®£à ¨ª®¢, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¨§«®�¥¨¨. �  ¥ ¯à¥¤¯®-« £ ¥â ¨ª ª¨å ¯à¥¤¢ à¨â¥«ìëå § ¨©, ªà®¬¥ í«¥¬¥â à®© £¥®¬¥âà¨¨.�â®à ï £« ¢ , ý�¥â®¤ ¨ à¥§ã«ìâ âëþ, á®¤¥à�¨â ¨§«®�¥¨¥ ®á®¢ ¯à¨-¬¥ï¥¬®£® ¬¥â®¤  (§ 1 ¨ 2) ¨ ®¡§®à £« ¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢ (§ 3{6), ª®â®àë¥¢ë¢®¤ïâáï ¢ á«¥¤ãîé¨å £« ¢ å. �â®â ®¡§®à (¥ ¨£à îé¨© à®«¨ ¢ ¤ «ì¥©-è¥¬ ¨§«®�¥¨¨) ¢¢¥¤¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ç¨â â¥«ì, ¯®§ ª®¬¨¢è¨áì á ¨¬,¬®£ ®à¨¥â¨à®¢ âìáï ¢ á®¤¥à� ¨¨ ¤ «ì¥©è¨å £« ¢ ¨ ¢ë¡à âì ¨§ ¥£® â®,çâ® ¯®ª �¥âáï ¥¬ã ¡®«¥¥ ¨â¥à¥áë¬.�â® ª á ¥âáï ¬¥â®¤ , â® ¢ § 1 £« ¢ë II ¨§« £ ¥âáï ¬¥â®¤ �®è¨ ¤«ï ¤®ª § -â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, ª®â®àë¬ ¯®á¢ïé¥ë £« ¢ë III ¨ VI. �¥â®¤íâ®â | á®¢¥àè¥® í«¥¬¥â àë©. � § 2 £« ¢ë II ¨§« £ ¥âáï ®á®¢  ¬¥â®¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï, ª®â®àë¬ ¯®á¢ïé¥ë £« ¢ë IV, V, VII¨ IX. �â®â ¬¥â®¤ ®á®¢    áãé¥áâ¢¥®¬ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¥ª®â®àëå ¯®ï-â¨© ¨ à¥§ã«ìâ â®¢ â®¯®«®£¨¨. �«ï ã¤®¡áâ¢  ç¨â â¥«ï, ¥ ®á¢¥¤®¬«¥®£® ¢íâ¨å ¢®¯à®á å, ¢¥áì ¥®¡å®¤¨¬ë© â®¯®«®£¨ç¥áª¨© ¬ â¥à¨ « ¨§« £ ¥âáï ¢ ¤®-¯®«¨â¥«ìëå § 8 ¨ 9 £« ¢ë II. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®�® áç¨â âì, çâ® ¨ª ª¨å¯à¥¤¢ à¨â¥«ìëå § ¨© ¯® â®¯®«®£¨¨ ¤«ï ¯®¨¬ ¨ï ª¨£¨ ¥ âà¥¡ã¥âáï.�¯à®ç¥¬, ¢á¥ £« ¢ë, ªà®¬¥ £« ¢ IV, VII ¨ IX, ®¡å®¤ïâáï ¨ ¡¥§ íâ¨å í«¥¬¥â®¢â®¯®«®£¨¨.�¡é ï § ¢¨á¨¬®áâì £« ¢ ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¥© áå¥¬®©, ¨§ ª®â®à®© ¢¨¤®, ¯à¨¬¥à, çâ® £« ¢ë III, VI ¨ IX á®¢¥àè¥® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¤àã£ ®â ¤àã£ .
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Ǒ���������� 5�á«¨ ¥ áç¨â âì í«¥¬¥â®¢ â®¯®«®£¨¨, ª®â®àë¥, ª ª ã�¥ áª § ®, ¨§« £ -îâáï ¢ § 8 ¨ 9 £« ¢ë II ¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï â®«ìª® ¢ £« ¢ å IV, VII ¨ IX, â® ¢®áâ «ì®¬ ¬ë ®¡å®¤¨¬áï á ¬ë¬¨ ¯à®áâë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ (í«¥¬¥â à ï £¥®-¬¥âà¨ï, á«®�¥¨¥ ¢¥ªâ®à®¢,   ¢ £« ¢ å X, XI | ¯à®¨§¢®¤ ï). �áª«îç¥¨¥¯à¥¤áâ ¢«ïîâ â®«ìª® § 2 £« ¢ë VII ¨ § 2 ¨ 3 £« ¢ë VIII, £¤¥ ¯à¨¬¥ïîâáï í«¥-¬¥âë   «¨§  (íªáâà¥¬ã¬ äãªæ¨¨ ¬®£¨å ¯¥à¥¬¥ëå, ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥).�á¥ íâ® ¥ ®â®á¨âáï ª ¤®¯®«¨â¥«ìë¬ ¯ à £à ä ¬ ý�¡®¡é¥¨ïþ, ¯®-¬¥é ¥¬ë¬ ¢ ª®æ¥ ¯®çâ¨ ª �¤®© £« ¢ë. � â® ¢à¥¬ï ª ª ¢ ®á®¢®¬ â¥ªáâ¥¨§«®�¥¨¥ ¢¥¤¥âáï á® ¢á¥© ¢®§¬®�®© ®¡áâ®ïâ¥«ì®áâìî, ¢ íâ¨å ¯ à £à ä å¤ ¥âáï â®«ìª® ®¡§®à ®¡®¡é¥¨©, ¯à¨ç¥¬ ¯à¨¬¥ïîâáï á ¬ë¥ à §®®¡à §ë¥áà¥¤áâ¢  ¢¯«®âì ¤®  ¤¤¨â¨¢ëå äãªæ¨© ¬®�¥áâ¢ , ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëåãà ¢¥¨© ¨ â. ¯. �â¨ ¯ à £à äë ¥ ¨£à îâ à®«¨ ¤«ï ¯®¨¬ ¨ï ®á®¢®-£® á®¤¥à� ¨ï ª¨£¨ ¨ â ª �¥, ª ª ¤àã£¨¥ ¬¥áâ  â¥ªáâ , ®áïé¨¥ å à ªâ¥à¤®¯®«¥¨©, ¯¥ç â îâáï ¬¥«ª¨¬ èà¨äâ®¬.Ǒ® å®¤ã ¨§«®�¥¨ï ï áä®à¬ã«¨à®¢ « àï¤ § ¤ ç, ¡®«ìè¨áâ¢® ¨§ ª®â®àëåá«ã�¨â ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à �¥¨©, ¥ª®â®àë¥ �¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¥à¥è¥ë¥¯à®¡«¥¬ë, ¬®£ãé¨¥ á«ã�¨âì â¥¬®© ¤«ï á ¬®áâ®ïâ¥«ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©.3. � ¬¥ç ¨ï ¤«ï á¯¥æ¨ «¨áâ®¢. �¥ áç¨â ï ¨§¬¥¥¨© ¨ ãá®¢¥àè¥-áâ¢®¢ ¨© ¢ â¥å â¥®à¥¬ å ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å, ª®â®àë¥ ã�¥ ¨§¢¥áâë ¨§ à -¥¥ ®¯ã¡«¨ª®¢ ëå à ¡®â 7), ¢ ª¨£¥ á®¤¥à�¨âáï æ¥«ë© àï¤ à¥§ã«ìâ â®¢,¯ã¡«¨ªã¥¬ëå ¢¯¥à¢ë¥. �â® | ¢á¥ â¥®à¥¬ë ® ¬®£®£à ¨ª å, ¨¬¥îé¨å£à ¨æã (£« ¢  III, § 5, £« ¢  V, £« ¢  VI, § 5, £« ¢  IX, § 1), â¥®à¥¬ë ®¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å (£« ¢  VI, § 4 ¨ 5, £« ¢  VII, § 3 ¨ 4) ¨,  ª®-¥æ, â¥®à¥¬ë ® �¥áâª®áâ¨ (£«� ¢ë X ¨ XI) 8). �®£¨¥ ¨§ íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ¥ª �ãâáï ¬¥ ®á®¡¥® § ç¨â¥«ìë¬¨, ® áà¥¤¨ ¨å ¥áâì, ¥á®¬¥®, ¤®-áâ®©ë¥ ¢¨¬ ¨ï. �®ç® â ª �¥ ¢ ¯ à £à ä å ý�¡®¡é¥¨ïþ á¯¥æ¨ «¨áâ ©¤¥â ª®¥-çâ® ®¢®¥.� å®â¥« ¡ë ¥é¥ ®â¬¥â¨âì, çâ® ¨§ãç¥¨¥ ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®-£à ¨ª®¢ ¤® ¯®á«¥¤¥£® ¢à¥¬¥¨ ¢®¢á¥ ¥ ¯à®¢®¤¨«®áì. �á«¥¤ §  ¯¥à¢ë¬¨à ¡®â ¬¨, ¬®¥© ¨ �. Ǒ. �«®¢ï¨è¨ª®¢ , íâ  ª¨£ , ï  ¤¥îáì, ¤®ª §ë-¢ ¥â ¤®áâ â®çë© ¨â¥à¥á ¨å ¨áá«¥¤®¢ ¨ï  àï¤ã á § ¬ªãâë¬¨ ¬®£®-£à ¨ª ¬¨, â¥¬ ¡®«¥¥, çâ® à¥çì ¬®�¥â ¨¤â¨ ¥ ® ä ªâ¨ç¥áª¨ ¡¥áª®¥ç®¬¬®£®£à ¨ª¥,   ® ª®¥ç®¬ ¬®£®£à ¨ª¥, ¤®¯ãáª îé¥¬ ¥®£à ¨ç¥®¥¯à®¤®«�¥¨¥, ¤«ï ¢®§¬®�®áâ¨ ª®â®à®£® ¬®�® ¤ âì á®¢¥àè¥® ¯à®áâë¥¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï (£« ¢  I, § 1, ¯◦ 6).�®£®£à ¨ª¨ á £à ¨æ¥©, ¢¢¨¤ã ¥áâ¥áâ¢¥® ¡®«ìè¥£® à §®®¡à §¨ï¢®§¬®�®áâ¥©, ¬¥¥¥ ¨§ãç¥ë, ¨,  áª®«ìª® ¬¥ ¨§¢¥áâ®, â®, çâ® ¤ ¥âáï7)Ǒ®¬¨¬® ã�¥ æ¨â¨à®¢ ëå à ¡®â �. �®è¨ [254℄, �. �¨ª®¢áª®£® [321℄ ¨ �. Ǒ. �«®-¢ï¨è¨ª®¢  [156℄, à¥çì ¨¤¥â ® ¬®¨å à ¡®â å [3, 10, 12, 13℄.8)�áª«îç¥¨¥ á®áâ ¢«ï¥â ®¡é ï â¥®à¥¬  ® �¥áâª®áâ¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®-£à ¨ª , ¤àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª®â®à®© ®¯ã¡«¨ª®¢ ® ¢ ¬®¥© ª¨£¥ [18℄.



6 �. �. �����������¢ íâ®© ª¨£¥, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢®®¡é¥ ¯¥à¢ë¥ ®â®áïé¨¥áï ª ¨¬ à¥-§ã«ìâ âë. �®¯à®á ®¡ ¨§£¨¡ ¨¨ â ª¨å ¬®£®£à ¨ª®¢, ¯®çâ¨ ¯®«®áâìîà¥è¥ë© ¢ § 2 £« ¢ë V, ª �¥âáï  ¬ ®á®¡¥® ¨â¥à¥áë¬.� § 5 £« ¢ë VI ¨ § 4 £« ¢ë VII ï ¢®á¯à®¨§¢®�ã ¨§ïéë¥ ¢ë¢®¤ë �. �. Ǒ®-£®à¥«®¢ , ª®â®àë¥ ® á®®¡é¨« ¬¥ ¤® ¨å ®¯ã¡«¨ª®¢ ¨ï. � àï¤¥ ¬¥áâ ï¢®á¯®«ì§®¢ «áï ¤àã£¨¬¨ ¥£® § ¬¥ç ¨ï¬¨,   â ª�¥ § ¬¥ç ¨ï¬¨ �. �. � «-£ ««¥à . �. �. � «£ ««¥à ¨ �. �. �®à¨á®¢ ¯à®ç«¨ ¢áî àãª®¯¨áì ¨ ¯®¬®£«¨¨á¯à ¢¨âì ¥ª®â®àë¥ ¤®¯ãé¥ë¥ ¬®î ®è¨¡ª¨ ¨ ¥â®ç®áâ¨. �. �. �®à¨-á®¢  ¯¨á « § 9 £« ¢ë II ¨ ¯◦ 9 § 7 £« ¢ë I. �á¥¬ ¨¬ ï ¢ëà � î ¨áªà¥îî¡« £®¤ à®áâì §  ¯®¬®éì ¢ ¬®¥© à ¡®â¥.



�«   ¢   I�á®¢ë¥ ¯®ïâ¨ï¨ ¯à®áâ¥©è¨¥ á¢®©áâ¢ ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢
§ 1. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª 1. �®£®£à ¨ª®¬  §ë¢ îâ ¨«¨ â¥«®, ®£à ¨ç¥®¥ ª®¥çë¬ ç¨á«®¬¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ¨«¨ ¯®¢¥àå®áâì, á®áâ ¢«¥ãî ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  ¬®-£®ã£®«ì¨ª®¢. �ë, ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢¥®, ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì ¯®¤ ¬®£®£à ¨ª®¬¨¬¥® ¬®£®£à ãî ¯®¢¥àå®áâì, â. ¥. ä¨£ãàã, ®¡à §®¢ ãî ª®¥çë¬ç¨á«®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, å®âï ¢ ¥ª®â®àëå á«ãç ïå ã¤®¡¥¥ à áá¬ âà¨¢ âì¬®£®£à ¨ª ª ª â¥«®:  ¯à¨¬¥à, â®£¤ , ª®£¤  £®¢®àïâ ® â®çª¥ ¢ãâà¨¬®£®£à ¨ª  ¨«¨ ® â®¬, çâ® ®¤¨ ¬®£®£à ¨ª á®¤¥à�¨âáï ¢ ¤àã£®¬. �â ª¨å á«ãç ïå ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡ëç® ®£®¢ à¨¢ âì, çâ® à¥çì ¨¤¥â ® â¥«¥á®¬¬®£®£à ¨ª¥. �¯à®ç¥¬, ¢§ ¨¬ ï á¢ï§ì ¨ à §«¨ç¨¥ ®¡®¨å ¯®ïâ¨©  -áâ®«ìª® ¯à®áâë, çâ® ¢®§¬®�®¥ ¨å á¬¥è¥¨¥ ¢ â¥à¬¨®«®£¨¨ ¥ ¬®�¥â ¯®-¢«¥çì ¨ª ª¨å ¥¤®à §ã¬¥¨© ¯® áãé¥áâ¢ã; â¥¬ ¡®«¥¥, çâ® ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì¤¥«® £« ¢ë¬ ®¡à §®¬ á ¬®£®£à ¨ª ¬¨, ®¡à §ãîé¨¬¨ æ¥«ë¥ ¯®¢¥àå®-áâ¨ â¥«¥áëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ¯®¤®¡® ¯®«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ªã¡ . � â ª®¬á«ãç ¥,  ¯à¨¬¥à, á¬ëá« ¢ëà �¥¨ï ý¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª þ ®ç¥¢¨¤¥ ¨¡¥§ ãª § ¨ï   â®, çâ® à¥çì ¨¤¥â ® â¥«¥á®¬ ¬®£®£à ¨ª¥.�®£®ã£®«ì¨ª¨, ®¡à §ãîé¨¥ ¬®£®£à ¨ª (¨«¨ ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥ â¥-«¥áë© ¬®£®£à ¨ª),  §ë¢ îâáï ¥£® £à ï¬¨ ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¬®-£®ã£®«ì¨ª¨, «¥� é¨¥ ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¨¬¥îé¨¥ ®¡é¨¥ áâ®à®ë ¨«¨®âà¥§ª¨ áâ®à®, ®¡ê¥¤¨ïîâáï ¢ ®¤¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¨ ®¡à §ãîâ â¥¬ á -¬ë¬ ®¤ã £à ì. �â®à®ë ¨ ¢¥àè¨ë £à ¥©  §ë¢ îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥®à¥¡à ¬¨ ¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª .Ǒ®¤ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬ §¤¥áì, ª ª ¨ ¢áî¤ã ¤ «ìè¥, ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ «î¡ãî®¡« áâì   ¯«®áª®áâ¨, ®£à ¨ç¥ãî ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ®âà¥§ª®¢ ¨«¨ ®âà¥§-ª®¢ ¨ ¯®«ã¯àï¬ëå, ¯à¨ç¥¬ á ¬  £à ¨æ  ®¡« áâ¨ â ª�¥ áç¨â ¥âáï ¢ª«î-ç¥®© ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª. (� ¯®ïâ¨¥ ý®¡« áâ¨þ ¢å®¤¨â á¢ï§®áâì, â. ¥. ¢®§-¬®�®áâì á®¥¤¨¨âì «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ ®¡« áâ¨ «®¬ ®©, ¯à®å®¤ïé¥© ¢ãâà¨



8 �. �. �����������®¡« áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã,  ¯à¨¬¥à, ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª , ¯à¨«®�¥ë¥ ¤àã£ ª ¤àã£ã¢ ¢¥àè¨¥, ¬ë áç¨â ¥¬ ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬,   ¤¢ã¬ï ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬¨.)�§ ¤ ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã ¥ â®«ìª®, ª ª®¡ëç®, ª®¥çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ® â ª�¥ ¡¥áª®¥çë¥ 1) ¬®£®ã£®«ì¨-ª¨, á â¥¬, ®¤ ª®, ãá«®¢¨¥¬, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª ¨¬¥¥â ®¡ï§ â¥«ì® «¨èì ª®-¥ç®¥ ç¨á«® áâ®à® ¨ ¢¥àè¨. � ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¢ ®â«¨ç¨¥ ®âª®¥ç®£® ¨¬¥îâáï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤¢¥ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë, ï¢«ïîé¨¥áï¯®«ã¯àï¬ë¬¨ ¨«¨ ¯àï¬ë¬¨, ¨«¨ áâ®à® , ï¢«ïîé ïáï ¯àï¬®©.�®£®£à ¨ª  §ë¢ ¥âáï, á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¡¥áª®¥çë¬ ¨«¨ ª®¥çë¬ ¢§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ¨¬¥îâáï ã ¥£® ¡¥áª®¥çë¥ £à ¨ ¨«¨ ¥â. � ª ª ª ¯®®¯à¥¤¥«¥¨î ç¨á«® £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  ª®¥ç® ¨ ç¨á«® áâ®à® ¨ ¢¥àè¨

�¨á. 1

ã ª �¤®© £à ¨ â ª�¥ ª®¥ç®, â® ¡¥áª®-¥çë© ¬®£®£à ¨ª, â ª �¥ ª ª ª®¥ç-ë©, ¨¬¥¥â «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«® £à ¥©,à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨; â®«ìª® áà¥¤¨ ¥£® £à ¥©¨ à¥¡¥à § ¢¥¤®¬® ¨¬¥îâáï ¡¥áª®¥çë¥.Ǒà®áâ¥©è¨© ¯à¨¬¥à ¡¥áª®¥ç®£® ¬®-£®£à ¨ª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¬®£®£à ë©ã£®« á ¡¥áª®¥ç® ¯à®¤®«�¥ë¬¨ £à -ï¬¨. Ǒ¥à¥á¥ª ï ¥£® ¯«®áª®áâï¬¨, «¥£ª®¯®«ãç¨âì ¤àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ¡¥áª®¥çëå¬®£®£à ¨ª®¢ (à¨á. 1). (�®�®  §ë-¢ âì ¡¥áª®¥çë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ â ª-�¥ ¯®¢¥àå®áâì, á®áâ ¢«¥ãî ¨§ ¡¥áª®-¥ç®£® ç¨á«  ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ® â -ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨¬ë á®¢¥àè¥® ¥ ¡ã-¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì; ®¨ ¢ë¯ ¤ îâ ¨§  -è¥£® à áá¬®âà¥¨ï ¯®â®¬ã, çâ® § ¤ îâáï ¡¥áª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ¤ ëå.)2. �ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. � ¤¨¬ â¥¯¥àì ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¥¤¬¥â íâ®© ª¨£¨, â. ¥. ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª .�ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬  §ë¢ ¥âáï ä¨£ãà , á®áâ ¢«¥ ï ¨§ ª®¥ç-®£® ç¨á«  ¯«®áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ â ª, çâ®1) ®â ®¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ª ¤àã£®¬ã ¬®�® ¯¥à¥©â¨, ¨¤ï ¯® ¬®£®-ã£®«ì¨ª ¬, ¨¬¥îé¨¬ ®¡é¨¥ áâ®à®ë ¨«¨ ®âà¥§ª¨ áâ®à® 2);2) ¢áï ä¨£ãà  «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ ª �¤®£® ¨§ á®áâ ¢-«ïîé¨å ¥¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢.1)�. ¥. ¥®£à ¨ç¥ë¥ | ¥ ã¬¥é îé¨¥áï ¨ ¢ ª ª®¬ ªàã£¥ ª®¥ç®£® à ¤¨ãá .2)�  à¨á. 3 ã ¬®£®£à ¨ª  ¥áâì ¤¢¥ £à ¨, ¨§ ª®â®àëå ®¤  ¨¬¥¥â á ¤àã£®© ®¡é¨©®âà¥§®ª áâ®à®ë, ® ¥ æ¥«ãî áâ®à®ã. �â® ¢®§¬®�® «¨èì ¤«ï ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à -¨ª , ¥ ®£à ¨ç¨¢ îé¥£® â¥«¥áë© ¬®£®£à ¨ª.



��. I: § 1. �Ǒ��������� ��Ǒ������ ������������� 9�â®à®¥ ãá«®¢¨¥ ¨ ¥áâì ãá«®¢¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨; ¯¥à¢®¥ �¥ ®§ ç ¥â, çâ® ¬®-£®£à ¨ª ¥ à á¯ ¤ ¥âáï   ç áâ¨, ¢áâà¥ç îé¨¥áï «¨èì ¢ ¢¥àè¨ å ¨«¨¤ �¥ ¥ ¨¬¥îé¨¥ ¤àã£ á ¤àã£®¬ ¨ç¥£® ®¡é¥£®.�¥«¥áë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬  §ë¢ ¥âáï â¥«®, ®£à ¨ç¥®¥ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ¯«®áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ â ª, çâ® ®® «¥�¨â ¯® ®¤ãáâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ ª �¤®£® ¨§ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ 3).�§ áà ¢¥¨ï ¤¢ãå ¤ ëå ®¯à¥¤¥«¥¨© ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¢áï ¯®¢¥àå®áâì,à ¢® ª ª ¨ «î¡ ï ç áâì ¯®¢¥àå®áâ¨ â¥«¥á®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨-ª , ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¯à¨ â®¬, ª®¥ç®, ãá«®¢¨¨, çâ®¢§ïâ ï ç áâì ¯®¢¥àå®áâ¨ á®áâ®¨â ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ¥ à á¯ ¤ ¥âáï  ªãáª¨, ¥ ¨¬¥îé¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, á¬¥�ëå ¯® áâ®à® ¬.�®�® ¤®ª § âì ¨ ®¡à â®¥: ¢áïª¨© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¥áâì ¯®« ï¯®¢¥àå®áâì ¨«¨ ç áâì ¯®¢¥àå®áâ¨ â¥«¥á®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª .�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ á¥¡¥ ª ª®©-¨¡ã¤ì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ªP.Ǒà®¢¥¤¥¬ ¯«®áª®áâ¨ ¢á¥å ¥£® £à ¥©; ¬®£®£à ¨ª ¯® ãá«®¢¨î «¥�¨â ¯® ®¤-ã áâ®à®ã ®â ª �¤®© ¨§ íâ¨å ¯«®áª®áâ¥©Qi. �®§ì¬¥¬ â¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ,®£à ¨ç¥ë¥ ¯«®áª®áâï¬¨ Qi, ª®â®àë¥ á®¤¥à� â ¬®£®£à ¨ª P . �¡é ïç áâì íâ¨å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ¡ã¤¥â â¥«¥áë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬,¯®â®¬ã çâ® ¯® á ¬®¬ã ¯®áâà®¥¨î ®  «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ª �¤®© ¨§¯«®áª®áâ¥© Qi ¨ ®£à ¨ç¥  ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬¨, ¢ëà¥§ ë¬¨   íâ¨å ¯«®á-ª®áâïå ¨å ¯¥à¥á¥ç¥¨ï¬¨ ¤àã£ á ¤àã£®¬. �áå®¤ë© ¬®£®£à ¨ª P ¡ã¤¥âç áâìî ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨«¨ ¯®«®© ¯®¢¥àå®áâìî ¯®áâà®¥®£® â¥«¥á®£® ¬®-£®£à ¨ª .�®£®£à ¨ª¨   à¨á. 1 ¨ 2,   ¢ë¯ãª«ë¥,     à¨á. 2, ¡, ¢| ¥¢ë¯ãª«ë¥.�«ï ¢ëïá¥¨ï á®¤¥à� ¨ï â¥®à¥¬ ® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª å, ¤®ª §ë-¢ ¥¬ëå ¢ íâ®© £« ¢¥, ¯®«¥§® ®¡à é âìáï ª ¬®£®£à ¨ª ¬ à¨á. 2, ¡, ¢: ¨®¤  ¨§ íâ¨å â¥®à¥¬ ¥ ¡ã¤¥â ¢¥à®© å®âï ¡ë ¤«ï ®¤®£® ¨§ íâ¨å ¬®£®£à -¨ª®¢.3. �®£®£à ¨ª¨ á £à ¨æ¥©, § ¬ªãâë¥, ¡¥áª®¥çë¥. �§ ãá«®-¢¨ï, çâ® ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ ª �-¤®© á¢®¥© £à ¨, «¥£ª® § ª«îç¨âì, çâ® ¢ ª �¤®¬ ¥£® à¥¡à¥ áå®¤¨âáï á ¬®¥¡®«ìè¥¥ ¯® ¤¢¥ £à ¨ ¨ çâ® ¨ª ª ï ¢ãâà¥ïï â®çª  ®¤®© £à ¨ ¥ ¬®�¥â¯à¨ ¤«¥� âì â ª�¥ ¤àã£®© £à ¨.�®£®£à ¨ª, ï¢«ïîé¨©áï â®«ìª® ç áâìî ¯®¢¥àå®áâ¨ â¥«¥á®£® ¢ë-¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , å à ªâ¥à¨§ã¥âáï â¥¬, çâ® ã ¥£® ¨¬¥îâáï à¥¡à ,¯à¨ ¤«¥� é¨¥ ª �¤®¥ «¨èì ®¤®© £à ¨. �â® | à¥¡à , ª®â®àë¥ ®£à -¨ç¨¢ îâ ç áâì ¯®«®© ¯®¢¥àå®áâ¨, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ãî ¤ ë¬ ¬®£®£à -¨ª®¬. Ǒ®íâ®¬ã ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® â ª®© ¬®£®£à ¨ª ¨¬¥¥â £à ¨æã: ¥¥3)�¥«® ¢ ¯¥à¥¢®¤¥   â¥®à¥â¨ª®-¬®�¥áâ¢¥ë© ï§ëª ®¡®§ ç ¥â § ¬ëª ¨¥ ®¡« áâ¨,â. ¥. ®¡« áâì á ¯à¨á®¥¤¨¥®© £à ¨æ¥©. Ǒ®¢¥àå®áâì â¥«  ¥áâì ¥£® £à ¨æ . Ǒ®¤ ä¨£ã-à®© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¯®¨¬ ¥âáï ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª.



10 �. �. �����������®¡à §ãîâ ý£à ¨çë¥þ à¥¡à , â. ¥. à¥¡à , ¯à¨ ¤«¥� é¨¥ ª �¤®¥ â®«ìª®®¤®© £à ¨ (à¨á. 3). �âà¥§®ª áâ®à®ë £à ¨, ¢å®¤ïé¨© ¢ £à ¨æã, ª ª  à¨á. 3, â ª�¥ áç¨â ¥âáï £à ¨çë¬ à¥¡à®¬.

a) b) v)�¨á. 2�ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¡¥§ £à ¨æë ®¡à §ãîâ ¯®«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ â¥-«¥áëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ¨ ¯®â®¬ã ¨å ¥áâ¥áâ¢¥®  §¢ âì ¯®«ë¬¨.�®¥çë© ¯®«ë© ¬®£®£à ¨ª, â. ¥. ®£à ¨ç¨¢ îé¨© ª®¥çë© â¥«¥á-ë© ¬®£®£à ¨ª,  §ë¢ ¥âáï § ¬ªãâë¬.

�¨á. 3

�¥áª®¥çë¥ ¯®«ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®-£à ¨ª¨ à §¤¥«ïîâáï   â¥, ª®â®àë¥ ¨¬¥-îâ ¢¥àè¨ë, ¨ â¥, ª®â®àë¥ ¢®¢á¥ ¥ ¨¬¥-îâ ¢¥àè¨. �áïª ï ¡¥áª®¥ç ï ¢ ®¡¥ áâ®-à®ë ¯à¨§¬ , ª ª,  ¯à¨¬¥à, ¡¥áª®¥ç ï¯àï¬®ã£®«ì ï âàã¡ , ï¢«ï¥âáï ¬®£®£à -¨ª®¬ ¡¥§ ¢¥àè¨.�¡à â®, ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª ¥ ¨¬¥¥â ¢¥à-è¨, â® ® ¥áâì ¡¥áª®¥ç ï ¢ ®¡¥ áâ®à®-ë ¯à¨§¬ . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ã ¬®£®£à -¨ª  ¡¥§ ¢¥àè¨ ¨ ®¤® à¥¡à® ¥ ¬®�¥â¨¬¥âì ª®æ  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ª �¤®¥ à¥¡-à® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â æ¥«ãî ¯àï¬ãî. � ª ª ª¢¥àè¨ ¥â, â® íâ¨ ¯àï¬ë¥ ¥ ¯¥à¥á¥ª îâ-áï, ¨ £à ¨ â ª®£® ¬®£®£à ¨ª  ®ª §ë-¢ îâáï ¯®íâ®¬ã ¯®«®á ¬¨ ¬¥�¤ã ¯ à ¬¨ ¯ à ««¥«ìëå ¯àï¬ëå, ¨«¨ ¯®«ã-¯«®áª®áâï¬¨ (ª ª £à ¨ ¤¢ã£à ®£® ã£« ). �âáî¤  ïá®, çâ® â ª®© ¬®£®-£à ¨ª ¥áâì ¡¥áª®¥ç ï ¯à¨§¬  (¡ëâì ¬®�¥â, á ¥§ ¬ªãâë¬ ¯®¯¥à¥çë¬á¥ç¥¨¥¬, ¯®¤®¡® ¤¢ã£à ®¬ã ã£«ã).



��. I: § 1. �Ǒ��������� ��Ǒ������ ������������� 11� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®âáãâáâ¢¨¥ ¢¥àè¨ å à ªâ¥à¨§ã¥â ¡¥áª®¥çë¥ ¯à¨§¬ë.�§ ¯®«ëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¯à¨§¬ë ¢ë¤¥«ïîâáï ¥é¥ â¥¬ á¢®©-áâ¢®¬, çâ® ®¨ á®¤¥à� â ¯àï¬ë¥, â. ¥. ¯®«ë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,á®¤¥à� é¨© æ¥«ãî ¯àï¬ãî, ¥áâì ¯à¨§¬ .�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì ¯®«ë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P á®¤¥à�¨â ¯àï-¬ãî L. �®£¤ , â ª ª ª ® «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ ª �¤®©á¢®¥© £à ¨, â® ¨ ®¤  ¨§ íâ¨å ¯«®áª®áâ¥© ¥ ¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âì ¯àï¬ãî L,â. ¥. ¯«®áª®áâ¨ ¢á¥å £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P ¯ à ««¥«ìë ¯àï¬®© L. �âáî-¤  ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¬®£®£à ¨ª ¡ã¤¥â ¯à¨§¬®© á à¥¡à ¬¨, ¯ à ««¥«ìë¬¨¯àï¬®© L.�¥áª®¥ç ï ¯à¨§¬  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬ á¥ç¥¨¥¬, â ª çâ® á¢®©áâ¢  ¯à¨§¬á¢®¤ïâáï ª á¢®©áâ¢ ¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢; ¯®íâ®¬ã ¬ë ¨áª«îç ¥¬ ¨å ¨§ à á-á¬®âà¥¨ï, ªà®¬¥ ¥¬®£¨å á«ãç ¥¢, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ®£®¢®à¥ë ®á®¡®.�ë ¡ã¤¥¬ § ¨¬ âìáï ¢á¥£¤  ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì § ¬ªãâë¬¨ ¨ § â¥¬ ¡¥á-ª®¥çë¬¨ ¯®«ë¬¨ ¬®£®£à ¨ª ¬¨, ¨¬¥îé¨¬¨ ¢¥àè¨ë; ¨å ¬ë ¡ã¤¥¬ §ë¢ âì ¯à®áâ® ¡¥áª®¥çë¬¨, ®¯ãáª ï ãª § ¨¥   ¯®«®âã ¨  «¨ç¨¥¢¥àè¨, ªà®¬¥ â¥å á«ãç ¥¢, ª®£¤  ã�® ¡ã¤¥â ¢® ¨§¡¥� ¨¥ á¬¥è¥¨ï ¯®-ïâ¨© ¯à®â¨¢®¯®áâ ¢¨âì â ª®© ¬®£®£à ¨ª ¡¥áª®¥ç®¬ã ¬®£®£à ¨ªãá £à ¨æ¥© ¨«¨ ¯à¨§¬¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ý¡¥áª®¥çë© ¬®-£®£à ¨ªþ ®§ ç ¥â, ¥á«¨ ¥ ®£®¢®à¥® ¯à®â¨¢®¥, ¯®«ë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®-£®£à ¨ª, ¥ ï¢«ïîé¨©áï ¯à¨§¬®©.4. �àã£®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨. � ª ç¥áâ¢¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¢ë-¯ãª«®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  ¬ë ¢§ï«¨ â® á¢®©áâ¢®, çâ® ¬®£®£à ¨ª «¥�¨â¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ ª �¤®© á¢®¥© £à ¨. �¤ ª® ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ ªâ¥« ¬ ¯®«ì§ãîâáï ®¡ëç® ¤àã£¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¢ë¯ãª«®áâ¨, ¡®«¥¥ ®¡é¨¬,¯®áª®«ìªã ®® ¯à¨¬¥¨¬® ¥ â®«ìª® ª ¬®£®£à ¨ª ¬. �®£« á® íâ®¬ã®¯à¥¤¥«¥¨î, â¥«® ¨«¨ ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª  §ë¢ ¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬, ¥á«¨ ¢¬¥-áâ¥ á «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï á¢®¨¬¨ â®çª ¬¨ ®® á®¤¥à�¨â ¨ ¢¥áì á®¥¤¨ïîé¨©¨å ®âà¥§®ª. �ã¡, è à, ªàã£®¢®© æ¨«¨¤à ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¯à¨¬¥àë ¢ë¯ãª-«ëå â¥«. �àã£, ®âà¥§®ª, æ¥« ï ¯«®áª®áâì ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¯à¨¬¥àë ¯«®áª¨å¢ë¯ãª«ëå ä¨£ãà.�«ï â¥«¥áëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ®¡  ¯®ïâ¨ï ¢ë¯ãª«®áâ¨ à ¢®á¨«ìë.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   á«¥¤ãîé¥¬ ¯à®áâ®¬, ® ¢ �®¬ § ¬¥ç ¨¨,ª®â®à®¥ ¬ë  §®¢¥¬ «¥¬¬®© ®¡ ®â¤¥«¨¬®áâ¨.�áïª ï â®çª , ¥ ¯à¨ ¤«¥� é ï ¤ ®¬ã â¥«¥á®¬ã ¬®£®£à ¨ªã, ¢ë-¯ãª«®¬ã ¢ á¬ëá«¥  è¥£® ¨áå®¤®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ®â¤¥«ï¥âáï ®â íâ®£® ¬®-£®£à ¨ª  ¯«®áª®áâìî ª ª®©-«¨¡® ¥£® £à ¨ (¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¤  ïâ®çª  ¨ ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  «¥� â ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®âíâ®© ¯«®áª®áâ¨).�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ â®çª  A ¥ ¯à¨ ¤«¥�¨â ¬®£®£à ¨ªã P , â® ®âà¥-§®ª, á®¥¤¨ïîé¨© ¥¥ á «î¡®© ¢ãâà¥¥© ¥£® â®çª®© B, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯®¢¥àå-



12 �. �. �����������®áâì ¬®£®£à ¨ª  ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¨¬¥¥â ®¡éãî â®çªã å®âï ¡ë á ®¤®© ¥£®£à ìî Q. Ǒà¨ íâ®¬ ®âà¥§®ª AB ¥ ¬®�¥â «¥� âì ¢ ¯«®áª®áâ¨ £à ¨ Q:¨ ç¥ ¯®«ãç «®áì ¡ë, çâ® íâ  ¯«®áª®áâì ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢ãâà¥îî â®ç-ªã B ¨ ¬®£®£à ¨ª ¥ «¥� « ¡ë ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ £à ¨ Q.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ®âà¥§®ª AB ¥®¡å®¤¨¬® ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯«®áª®áâì £à ¨ Q.�® ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª ¢ë¯ãª«ë©, â® ¯® á ¬®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ® «¥�¨â¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ £à ¨ Q, ¨¬¥® ¯® âã ¥¥ áâ®à®ã, £¤¥ «¥�¨â¥£® â®çª  B. Ǒ®íâ®¬ã ¯«®áª®áâì £à ¨ Q ®â¤¥«ï¥â ¥£® æ¥«¨ª®¬ ®â â®çª¨ A,¨ ý«¥¬¬  ®¡ ®â¤¥«¨¬®áâ¨þ ¤®ª §  .�®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¥á«¨ â¥«¥áë© ¬®£®£à ¨ª P | ¢ë¯ãª«ë© ¢ â®¬á¬ëá«¥, çâ® «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ ª �¤®© £à ¨, â® ª �¤ë¥¤¢¥ ¥£® â®çª¨ á®¥¤¨ïîâáï «¥� é¨¬ ¢ ¥¬ ®âà¥§ª®¬.
 A 

X Q

B �¨á. 4

�®¯ãáâ¨¬, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã,çâ® ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ P ¨¬¥îâáï ¤¢¥ â -ª¨¥ â®çª¨ A, B, çâ®   ®âà¥§ª¥ AB¥áâì â®çª  C, ¥ ¯à¨ ¤«¥� é ï ¬®-£®£à ¨ªã. �®£¤  ¯® ý«¥¬¬¥ ®¡ ®â¤¥-«¨¬®áâ¨þ â®çª  C ®â¤¥«ï¥âáï ®â ¬®£®-£à ¨ª  ¥ª®â®à®© ¯«®áª®áâìî,   íâ®¥¢®§¬®�®, â ª ª ª â ª ï ¯«®áª®áâì,¯¥à¥á¥ª ï ®âà¥§®ª AB, à §¤¥«ï«  ¡ëâ®çª¨ A ¨ B.�®ª �¥¬,  ª®¥æ, ®¡à â®¥ ãâ¢¥à-�¤¥¨¥. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P | ¢ë-¯ãª«ë© ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ª �¤ë¥ ¤¢¥¥£® â®çª¨ á®¥¤¨¨¬ë ¢ ¥¬ ®âà¥§ª®¬.�®¯ãáâ¨¬, ®¤ ª®, çâ® ¬®£®£à ¨ªP¥ «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨¥ª®â®à®© á¢®¥© £à ¨ Q, â ª çâ® ¢ ¥¬¨¬¥îâáï â®çª¨ A ¨ B, «¥� é¨¥ ¯® à §ë¥ ®â ¥¥ áâ®à®ë (à¨á. 4). �®£¤ ,á®¥¤¨ïï ¨å á® ¢á¥¬¨ â®çª ¬¨ X £à ¨ Q, ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¡ë ¤¢¥ ¯¨à ¬¨¤ëá ®¡é¨¬ ®á®¢ ¨¥¬ Q, ª®â®à®¥ â¥¬ á ¬ë¬ ®ª § «®áì ¡ë ¢ãâà¨ á®áâ ¢«¥-®£® ¨§ ¨å ¬®£®£à ¨ª . �® â ª ª ª «î¡®© ®âà¥§®ª AX ¨ BX ¤®«�¥«¥� âì ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ P , â® Q ®ª § «®áì ¡ë â ª�¥ ¢ãâà¨ P ¨, á«¥¤®¢ -â¥«ì®, ¥ ¬®£«® ¡ë ¡ëâì £à ìî.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¤® á¢®©áâ¢® ¢ë¯ãª«®áâ¨ á«¥¤ã¥â ¨§ ¤àã£®£®, â ª çâ®à ¢®á¨«ì®áâì ¨å ¤®ª §  .�¥«¥áë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ®ª §ë¢ îâáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬ ¢ë-¯ãª«ëå â¥«: íâ® ¢ë¯ãª«ë¥ â¥« , ®£à ¨ç¥ë¥ ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¢. � «®£¨ç® ý¯®¢¥àå®áâë¥þ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ®ª -§ë¢ îâáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬ ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©, ¥á«¨ ¯®¤ ¢ë¯ãª«®©



��. I: § 1. �Ǒ��������� ��Ǒ������ ������������� 13¯®¢¥àå®áâìî ¯®¨¬ âì ¢áî ¯®¢¥àå®áâì ¨«¨ «î¡®© ªãá®ª ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ë-¯ãª«®£® â¥« .�¥ �¥ ¢ë¢®¤ë ¯à¨¬¥¨¬ë ª ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬ á § ¬¥®© £à ¥© ¨ ¨å ¯«®á-ª®áâ¥© áâ®à® ¬¨ ¨ ¥áãé¨¬¨ ¨å ¯àï¬ë¬¨. �®¢¥àè¥® â ª �¥ ¤®ª §ë¢ -¥âáï ¤«ï ¨å à ¢®á¨«ì®áâì ¤¢ãå ¯®ïâ¨© ¢ë¯ãª«®áâ¨:1) ¬®£®ã£®«ì¨ª | ¢ë¯ãª«ë©, ¥á«¨ ® «¥�¨â (  ¯«®áª®áâ¨!) ¯® ®¤ãáâ®à®ã ®â ª �¤®© ¯àï¬®©, á®¤¥à� é¥© ¥£® áâ®à®ã;2) ¬®£®ã£®«ì¨ª | ¢ë¯ãª«ë©, ¥á«¨ ® ¤«ï ª �¤®© ¯ àë á¢®¨å â®ç¥ªá®¤¥à�¨â á®¥¤¨ïîé¨© ¨å ®âà¥§®ª.�®�® ¤®ª § âì, çâ® ®¡  ®¯à¥¤¥«¥¨ï à ¢®á¨«ìë á«¥¤ãîé¥¬ã:3) ¬®£®ã£®«ì¨ª| ¢ë¯ãª«ë©, ¥á«¨ ¢á¥ ¥£® ã£«ë| ¢ë¯ãª«ë¥, â. ¥. ¬¥ì-è¥ 180◦. (�®ª § â¥«ìáâ¢® ®¯ãáª ¥¬, â ª ª ª íâ®â à¥§ã«ìâ â ¥ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì-§®¢ ; ®® ¬®�¥â á«ã�¨âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ § ¤ ç¨. � ¤ ç¥© ¬®�¥â á«ã�¨âì â ª-�¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®   «®£¨ç®£® à¥§ã«ìâ â  ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢: â¥«¥áë©¬®£®£à ¨ª | ¢ë¯ãª«ë©, ¥á«¨ ¢á¥ ¥£® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë | ¢ë¯ãª«ë¥.)�â¬¥â¨¬ ¥é¥ ¤¢  ¯à®áâëå á¢®©áâ¢  ¢ë¯ãª«ëå ä¨£ãà (â. ¥. ¬®�¥áâ¢), ª®-â®àë¬¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®áâ®ï® ¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ ª ¬®£®£à ¨ª ¬,áç¨â ï ¨å ¨§¢¥áâë¬¨.1) �¡é ï ç áâì F «î¡®£® ç¨á«  ¢ë¯ãª«ëå ä¨£ãà Fs á ¬  ¥áâì ¢ë¯ãª« ïä¨£ãà . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ â®çª¨ A ¨ B ¯à¨ ¤«¥� â F , â® ®¨ â¥¬á ¬ë¬ ¯à¨ ¤«¥� â ª �¤®© ä¨£ãà¥ Fs. Ǒ® ¢ë¯ãª«®áâ¨ íâ¨å ¯®á«¥¤¨å ¢ª �¤®© ¨§ ¨å á®¤¥à�¨âáï ®âà¥§®ª AB,   â®£¤  ® á®¤¥à�¨âáï ¢ ¨å ®¡é¥©ç áâ¨, ç¥¬ ¥¥ ¢ë¯ãª«®áâì ¤®ª §  .Ǒ®íâ®¬ã, ¢ ç áâ®áâ¨, ®¡é ï ç áâì ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨ ¯«®áª®-áâ¨ ¢ë¯ãª«  ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â «¨¡® â®çªã, «¨¡® ®âà¥§®ª (¨«¨ ¯®«ã¯àï¬ãî),«¨¡® ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª. �á«¨ ¤  ï ¯«®áª®áâì ¥áâì ¯«®áª®áâì £à -¨, â® ®  ¥ ¬®�¥â § å®¤¨âì ¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª  ¨ ¥¥ ®¡é ï ç áâì á¬®£®£à ¨ª®¬ á¢®¤¨âáï â®£¤  ª ¢ë¯ãª«®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã, ª®â®àë© ¨¥áâì ¤  ï £à ì. Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ £à ¨ ¯®«®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª ¢ë¯ãª«ë.2) �âà¥§®ª, ¨¤ãé¨© ¨§ «î¡®© ¢ãâà¥¥© â®çª¨ O ¢ë¯ãª«®£® â¥« , ¯¥à¥-á¥ª ¥â ¥£® ¯®¢¥àå®áâì ¬ ªá¨¬ã¬ ¢ ®¤®© â®çª¥. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ãâà¥-ïï â®çª  O å à ªâ¥à¨§ã¥âáï â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¢®ªàã£ ¥¥ ¬®�® ®¯¨á âìè à S, æ¥«¨ª®¬ «¥� é¨© ¢ â¥«¥. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ®âà¥§®ª, ¨¤ãé¨© ¨§ O,¯¥à¥á¥ª ¥â ¯®¢¥àå®áâì â¥«  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¢ ¤¢ãå â®çª å B ¨ A, â®, ¯®¢ë¯ãª«®áâ¨, ¢ â¥«¥ «¥� â ¢á¥ ®âà¥§ª¨, á®¥¤¨ïîé¨¥ â®çªã A á â®çª ¬¨è à  S (à¨á. 5). �â¨ ®âà¥§ª¨ § ¯®«ïîâ æ¥«ë© ª®ãá, ¨ ¯®â®¬ã ¢á¥ â®ç-ª¨ ®âà¥§ª  OA, ªà®¬¥ â®çª¨ A, â ª�¥ ¤®«�ë ¡ëâì ¢ãâà¥¨¬¨, ¢®¯à¥ª¨¯à¥¤¯®«®�¥¨î, çâ® â®çª  B «¥�¨â   ¯®¢¥àå®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® â¥« .



14 �. �. �����������5. �®£®£à ë¥ ã£«ë ¨ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨. �®£®-£à ë© ã£®« ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¬®£®£à ¨ª á ®¤®© ¥¤¨áâ¢¥®©¢¥àè¨®© ¨ ¡¥§ £à ¨çëå à¥¡¥à. �à ¨ ¥£® ¬ë ¬ëá«¨¬, á«¥¤®¢ â¥«ì®,¡¥§£à ¨ç® ¯à®¤®«� ¥¬ë¬¨.�á«¨ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ®£® ã£«  ®¯¨á âì áä¥àã à ¤¨ãá  ¥¤¨¨-
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æ , â® ® ¢ëà¥�¥â   ¥© áä¥à¨ç¥áª¨©¬®-£®ã£®«ì¨ª, ®£à ¨ç¥ë© ¤ã£ ¬¨ ¡®«ìè¨åªàã£®¢. �¡à â®, ¥á«¨   áä¥à¥ ¤  â ª®©¬®£®ã£®«ì¨ª, â® «ãç¨, ¯à®¢¥¤¥ë¥ ¨§æ¥âà  ç¥à¥§ ¥£® â®çª¨, ®¡à §ãîâ ¬®£®-£à ë© ã£®«.Ǒ®ïâ¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¤«ï áä¥à¨ç¥áª®£®¬®£®ã£®«ì¨ª  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª �¥, ª ª¤«ï ¯«®áª®£®, á § ¬¥®© ¯àï¬ëå ¡®«ìè¨¬¨ªàã£ ¬¨ ¨ ¯àï¬®«¨¥©ëå ®âà¥§ª®¢ | ¤ã-£ ¬¨ ¡®«ìè¨å ªàã£®¢, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¬¨¯®«ã®ªàã�®áâ¨. �«ï áä¥à¨ç¥áª¨å ¬®-£®ã£®«ì¨ª®¢ ¬®�® ¤ âì â¥ �¥ âà¨ ®¯à¥-¤¥«¥¨ï ¢ë¯ãª«®áâ¨ 4). � ¢®á¨«ì®áâì¯¥à¢ëå ¤¢ãå ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯®¤®¡® â®¬ã,ª ª íâ® ¡ë«® á¤¥« ® ¢ëè¥ ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢. � ¢®á¨«ì®áâì ¨¬ âà¥-âì¥£® (  ¨¬¥®, çâ® ¢á¥ ã£«ë ¬¥ìè¥ 180◦) ¡ã¤¥â, ¬¥�¤ã ¯à®ç¨¬, ¤®ª §  ¢ ¯◦ 2 § 1 £« ¢ë III.�¥£ª®, ¤ «¥¥, ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¯à¨ á®¯®áâ ¢«¥¨¨ ¬®£®£à ëå ã£«®¢ ¨áä¥à¨ç¥áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ª®â®à®¥ ¤ ¥âáï ¨§«®�¥ë¬ ¢ëè¥ ¯®áâà®-¥¨¥¬, ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ë¬ ã£« ¬ ®â¢¥ç îâ ¢ë¯ãª«ë¥ áä¥à¨ç¥áª¨¥¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ¨ ®¡à â®. � ¯à¨¬¥à, ¨§ à¨á. 6 ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ïá®, çâ®à á¯®«®�¥¨¥ ¬®£®£à ®£® ã£«  ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ £à ¨ Qà ¢®á¨«ì® à á¯®«®�¥¨î áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¯® ®¤ã áâ®à®ã®â ¡®«ìè®£® ªàã£  q, ¯® ª®â®à®¬ã ¯«®áª®áâì Q ¯¥à¥á¥ª ¥â áä¥àã.� ¢ë¯ãª«ë¬ áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬ ®â®áïâáï ¤¢ãã£®«ì¨ª¨,®£à ¨ç¥ë¥ ¤¢ã¬ï ¡®«ìè¨¬¨ ¯®«ã®ªàã�®áâï¬¨, á®¥¤¨ïîé¨¬¨ ¤¨ ¬¥â-à «ì® ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ â®çª¨,   â ª�¥ ¢áïª ï ¯®«ãáä¥à . �¢ãã£®«ì¨-ª ¬ ®â¢¥ç îâ ¬®£®£à ë¥ ã£«ë, ¢ëà®¤¨¢è¨¥áï ¢ ¤¢ã£à ë¥, ¯®«ãáä¥-à ¬ | ¢ëà®¤¨¢è¨¥áï ¢ ¯«®áª®áâì.4)Ǒ®áª®«ìªã   áä¥à¥ ¤¢¥ ¤¨ ¬¥âà «ì® ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ â®çª¨ á®¥¤¨¨¬ë ¬®£¨¬¨ªà âç ©è¨¬¨ ¤ã£ ¬¨ (¢á¥ ¬¥à¨¤¨ ë), â® ¢â®à®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¡ã¤¥â §¢ãç âìâ ª: ¬®£®ã£®«ì¨ª   áä¥à¥ ¢ë¯ãª«ë©, ¥á«¨ ® á ª �¤®© ¯ à®© á¢®¨å â®ç¥ª á®¤¥à�¨âå®âì ®¤ã ªà âç ©èãî ¤ã£ã. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢  áä¥à¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¥¢ë¯ãª«ë¬: ¯¥à¥á¥ç¥¨¥¬ ¤¢ãå ¤¢ãã£®«ì¨ª®¢ ¬®�¥â ®ª § âìáï¯ à  ¨å ¢¥àè¨. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. I: § 1. �Ǒ��������� ��Ǒ������ ������������� 156. � ¬¥ç ¨¥ ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å. � áá¬®âà¥¨¥ ¡¥áª®-¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¬®£«® ¡ë ¯®ª § âìáï ¨¬¥îé¨¬ ¬¥ìè¨© £«ï¤ë© ¨ ¬¥ìè¨© à¥ «ìë© á¬ëá«, ç¥¬ à áá¬®âà¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ª®¥çëå.
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�¨á. 6 �¨á. 7�¤ ª® íâ® ¢®§à �¥¨¥ ¬®�® ¯®«®áâìî ãáâà ¨âì, â ª ª ª ¢¬¥áâ® ¡¥á-ª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¬®�® ¢á¥£¤  ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã ª®¥çë©¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥©, ®¡« ¤ îé¨© â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¯à¨¡¥§£à ¨ç®¬ ¯à®¤®«�¥¨¨ ¥£® ªà ©¨å £à ¥© ®¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï, ¥ áç¨-â ï ¯ à á¬¥�ëå £à ¥©, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ ¡¥áª®¥ç® ¯à®¤®«� ¥¬®¥ ®¡é¥¥à¥¡à®.�®�® ¤ âì ãá«®¢¨ï, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤ -ë© ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥© ¤®¯ãáª « ¥®£à ¨ç¥-®¥ ¯à®¤®«�¥¨¥ ªà ©¨å £à ¥© ¡¥§ ¯®ï¢«¥¨ï ®¢ëå ¯¥à¥á¥ç¥¨©, â. ¥.çâ®¡ë ® ¬®£ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ýª®¥çë©þ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì ¡¥áª®¥ç®£®¬®£®£à ¨ª  á® ¢á¥¬¨ ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨, à¥¡à ¬¨ ¨ £à ï¬¨. �ä®à¬ã«¨àã-¥¬ ®¤® â ª®¥ ãá«®¢¨¥; ®® á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥©.1) � ¢¥àè¨ å   £à ¨æ¥ áå®¤ïâáï â®«ìª® ¯® ¤¢¥ ªà ©¨¥ £à ¨, á¬¥�-ë¥ ¯® à¥¡àã, ® ¥ ¯®¤å®¤¨â ¨§ãâà¨ ¨ª ª ï £à ì (â. ¥. â ª, ª ª ¢ ¢¥à-è¨¥ A, ® ¥ B   à¨á. 7).2) �  ª �¤®© ªà ©¥© £à ¨ à¥¡à  ¯à¨ ¯à®¤®«�¥¨¨ §  £à ¨æã à áå®-¤ïâáï ¨«¨ ¯ à ««¥«ìë, ® ¥ áå®¤ïâáï.�¥®¡å®¤¨¬®áâì ®¡¥¨å ç áâ¥© íâ®£® ãá«®¢¨ï ®ç¥¢¨¤ . �®ª § â¥«ìáâ¢®¤®áâ â®ç®áâ¨ ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â â¥«î ¢ ª ç¥áâ¢¥ § ¤ ç¨; ®®  ¬ ¥ ¡ã¤¥âã�®.



16 �. �. ������������àã£®¥ ãá«®¢¨¥ á®áâ®¨â ¢ ¢ë¯ãª«®áâ¨ áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¬®-£®£à ¨ª . Ǒ®ïâ¨¥ ® áä¥à¨ç¥áª®¬ ¨§®¡à �¥¨¨ ¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâì íâ®£®ãá«®¢¨ï ¡ã¤ãâ ãáâ ®¢«¥ë ¢ § 5 íâ®© £« ¢ë,   ¤®áâ â®ç®áâì ¡ã¤¥â ¢ëïá¥-  ¯®§�¥, ¢ § 5 £« ¢ë VII.7. � ¤ ç¨. � áä®à¬ã«¨à®¢ ë¬ ¯® å®¤ã ¨§«®�¥¨ï § ¤ ç ¬ ¯à¨¡ ¢¨¬ ¥é¥ ¤¢¥:1. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ª®¥çë© â¥«¥áë© ¬®£®£à ¨ª ¥ ¨¬¥¥â ¯ãáâ®â ¢ãâà¨ ¨ ®¡é ï¥£® ç áâì á® ¢áïª®© ¥£® ®¯®à®© ¯«®áª®áâìî 5) ¬®�¥â ¡ëâì áâïãâ  ¢ á¥¡¥ ¢ â®çªã, â® â ª®©¬®£®£à ¨ª | ¢ë¯ãª«ë©. (�¨£ãà  áâï£¨¢ ¥âáï ¢ á¥¡¥ ¢ â®çªã, ¥á«¨ ¥¥ ¬®�® ¥¯à¥-àë¢® ¤¥ä®à¬¨à®¢ âì, ¥ ¢ëå®¤ï §  ¥¥ ¯à¥¤¥«ë, â ª, çâ® ®  áâï¥âáï ¢ â®çªã. � ª¨¥ä¨£ãàë, ª ª ¤¢¥ â®çª¨, § ¬ªãâ ï «®¬  ï, ¬®£®ã£®«ì¨ª á ý¤ëà ¬¨þ, ¥áâï£¨¢ ¥¬ë ¢á¥¡¥ ¢ â®çªã.) 2. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ª®¥çë© ý¯®¢¥àå®áâë©þ ¬®£®£à ¨ª ®¡« ¤ ¥ââ¥¬ �¥ á¢®©áâ¢®¬, â® ® | § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë©. (Ǒà¨ íâ®¬ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® £à ¨¢áâà¥ç îâáï â®«ìª® ¯® à¥¡à ¬ ¯®¯ à®, ®  «¨ç¨¥ £à ¨æë § à ¥¥ ¥ ¨áª«îç ¥âáï.)
§ 2. � ¤ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  ¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥© 6)1. �¯®à ï ¯«®áª®áâì. �¯®à®© ¯«®áª®áâìî ä¨£ãàë  §ë¢ ¥âáï ¯«®á-ª®áâì, ¨¬¥îé ï á ä¨£ãà®© å®âï ¡ë ®¤ã ®¡éãî â®çªã, ® â ª ï, çâ® ¢áï
M

Q

n

�¨á. 8
ä¨£ãà  «¥�¨â æ¥«¨ª®¬ ¢ ®¤®¬ ¯®«ã¯à®-áâà áâ¢¥, ®£à ¨ç¥®¬ íâ®© ¯«®áª®áâìî(à¨á. 8). � ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ã ¬ë ¯à¨á®-¥¤¨ï¥¬ ®£à ¨ç¨¢ îéãî ¥£® ¯«®áª®áâì;íâ® ãá«®¢¨¥ ¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã ¢á¥£¤ , ªà®¬¥¥¬®£¨å á«ãç ¥¢, ª®â®àë¥ ®£®¢ à¨¢ îâáï®á®¡®, ¨ â®£¤  ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®  §ë¢ -îâ ý®âªàëâë¬þ. �§ íâ®£® ãá«®¢¨ï á«¥-¤ã¥â, çâ®,  ¯à¨¬¥à, ¤«ï ¯«®áª®© ä¨£ãàëá ¬  § ª«îç îé ï ¥¥ ¯«®áª®áâì ¡ã¤¥â ¤«ï¥¥ ®¯®à®© ¢® ¢á¥å â®çª å ä¨£ãàë.Ǒ®«ì§ãïáì ¯®ïâ¨¥¬ ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨,¬®�® áª § âì, çâ® ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â¥¬, çâ® ¯«®á-ª®áâì ª �¤®© ¥£® £à ¨ ï¢«ï¥âáï ¥£® ®¯®à®© ¯«®áª®áâìî. �¤ ª® ã ¬®£®-£à ¨ª  ¨¬¥îâáï, ª®¥ç®, ¨ ¤àã£¨¥ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨, ª á îé¨¥áï ¥£®â®«ìª® ¢ ¢¥àè¨ å ¨«¨ ¯® à¥¡à ¬. �«ï â¥«¥áëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï ¯à®áâ ï â¥®à¥¬ .�¥®à¥¬  1. �¡é ï ç áâì â¥«¥á®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨ ¥£® ®¯®à-®© ¯«®áª®áâ¨ ¥áâì «¨¡® ®¤  â®çª  | ¢¥àè¨  ¬®£®£à ¨ª , «¨¡® ®âà¥-§®ª (¨«¨ ¯®«ã¯àï¬ ï)| à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª , «¨¡® ®¤  £à ì. �¥à¥§ ¢áï-5)Ǒ® ¯®¢®¤ã ¯®ïâ¨ï ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨ á¬. ¯◦ 1 § 2.6)� â ª¨¬ § ¤ ¨¥¬ á¢ï§  ¨â¥à¥áë© ¯à¨¥¬ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬®-£®£à ¨ªã, ¢ ç áâ®áâ¨ |  å®�¤¥¨ï ¥£® ®¡ê¥¬ , ¯à¥¤«®�¥ë© �. �. �¥è¥âïª®¬[182℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. I: § 2. ������� ������������� Ǒ���������� ������ 17ªãî ¢¥àè¨ã ¯à®å®¤¨â â ª ï ®¯®à ï ¯«®áª®áâì, ª®â®à ï ¥ ¨¬¥¥â á ¬®£®-£à ¨ª®¬ ¤àã£¨å ®¡é¨å â®ç¥ª. �¥à¥§ ¢áïª®¥ à¥¡à® â ª�¥ ¯à®å®¤¨â ®¯®à ï¯«®áª®áâì, ¥ ¨¬¥îé ï á ¬®£®£à ¨ª®¬ ¤àã£¨å ®¡é¨å â®ç¥ª, ªà®¬¥ â®ç¥ªíâ®£® à¥¡à . Ǒ«®áª®áâì ¢áïª®© £à ¨ | ®¯®à ï ¨ ¥ ¨¬¥¥â á ¬®£®£à ¨-ª®¬ ¤àã£¨å ®¡é¨å â®ç¥ª, ªà®¬¥ â®ç¥ª £à ¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡é ï ç áâì ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨-ª  ¢ë¯ãª« , ª ª ®¡é ï ç áâì ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå ä¨£ãà. Ǒ®íâ®¬ã ®  ¬®�¥â¡ëâì «¨¡® â®çª®©, «¨¡® ®âà¥§ª®¬ (¨«¨ ¯®«ã¯àï¬®©), «¨¡® ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¬. (�¥«ë¥ ¯àï¬ë¥ ¨áª«îç¥ë ¯à¨ïâë¬ ¢ ¯◦ 3 § 1 ãá«®¢¨¥¬, çâ®¬®£®£à ¨ª ¥ á®¤¥à�¨â ¯àï¬ëå.)�á«¨ ¯«®áª®áâì ¨¬¥¥â á ¬®£®£à ¨ª®¬ â®«ìª® ®¤ã ®¡éãî â®çªã, â®íâ  â®çª  ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨®©, ¯®â®¬ã çâ® ¯«®áª®áâì, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ¬®�¥âª á âìáï ¬®£®£à ¨ª  â®«ìª® ¢ ®¤®© â®çª¥ ¢ãâà¨ à¥¡à  ¨«¨ £à ¨. Ǒ®
a

Q1 Q2

�¨á. 9
  «®£¨ç®© ¯à¨ç¨¥ ¥¤¨áâ¢¥ë©®âà¥§®ª, ®¡é¨© ã ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¬®£®-£à ¨ª , ¤®«�¥ ¡ëâì à¥¡à®¬. �â¨¬¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ¤®ª § -®.Ǒ«®áª®áâì ¢áïª®© £à ¨ | ®¯®à ï¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à -¨ª . �¥ ®¡é ï ç áâì á ¬®£®£à -¨ª®¬ ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª,ª®â®àë© â¥¬ á ¬ë¬ ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï£à ìî.�á«¨ ¯® à¥¡àã a áå®¤ïâáï £à ¨ Q1¨ Q2, â® ¬®£®£à ¨ª «¥�¨â ¬¥�¤ã ¯«®áª®áâï¬¨ íâ¨å £à ¥©, â. ¥. ¢ ¤¢ã-£à ®¬ ã£«¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨. Ǒ®íâ®¬ã ¢áïª ï ¯«®áª®áâì, ¯à®å®¤ïé ï ¢ ¤®-¯®«¨â¥«ì®¬ ã£«¥, ¡ã¤¥â ®¯®à®© ¢¤®«ì à¥¡à  a (à¨á. 9).� ¢¥àè¨¥ A áå®¤ïâáï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ âà¨ £à ¨, ¯®íâ®¬ã ¬®£®£à ¨ª§ ª«îç¥ ¢ âà¥å£à ®¬ ¨«¨ ¬®£®£à ®¬ ã£«¥, ®£à ¨ç¥®¬ ¯«®áª®áâï-¬¨ â ª¨å £à ¥©. �® ç¥à¥§ ¢¥àè¨ã ¬®£®£à ®£® ã£«  § ¢¥¤®¬® ¬®�®¯à®¢¥áâ¨ ¯«®áª®áâì, ¥ ¨¬¥îéãî á ¨¬ ¤àã£¨å ®¡é¨å â®ç¥ª. �®áâ â®ç-® ¢§ïâì ¯«®áª®áâì, ®¯®àãî ¢¤®«ì à¥¡à , ¨ ¥¬®£® ¯®¢¥àãâì ¥¥ ¢®ªàã£¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ¢ ¥© ç¥à¥§ ¢¥àè¨ã ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® ª íâ®¬ã à¥¡àã(à¨á. 10). �â  ¯«®áª®áâì ¡ã¤¥â ®¯®à®© ¨ ª ¬®£®£à ¨ªã ¢ ®¤®© ¢¥à-è¨¥ A.2. �¥èïï ®à¬ «ì. �¯®à®¥ ç¨á«®. �á«¨ ª ª ï-«¨¡® ä¨£ãà  M(¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª) «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨Q, â® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàª ¯«®áª®áâ¨ Q,  ¯à ¢«¥ë© ¢ãâàì â®£® (®âªàëâ®£®) ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ,£¤¥ ¥â â®ç¥ª ä¨£ãàëM , ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¢¥è¥© ®à¬ «ìî ª ¯«®áª®áâ¨Q ¯®®â®è¥¨î ª ä¨£ãà¥M . � ª �¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢¥èïï ®à¬ «ì ª ®¯®à®©



18 �. �. �����������¯«®áª®áâ¨. �¥èîî ®à¬ «ì ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡ëç® ¨§®¡à � âì ¥¤¨¨çë¬¢¥ªâ®à®¬, ®¡®§ ç ï ¥£® ç¥à¥§ n (à¨á. 8).�®¢®àï ®  ¯à ¢«¥¨¨ «î¡®© ¯«®áª®áâ¨, ¬ë ¢á¥£¤  ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã ¯à ¢«¥¨¥ ¥ª®â®à®£® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®£® ª ¥© ¢¥ªâ®à . �á«¨ à¥çì ¨¤¥â®¡ ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨, â®  ¯à ¢«¥¨¥ ¢á¥£¤  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨¬¥® ¢¥è¥©®à¬ «ìî ª ¥©. �á«¨ íâ® ¥áâì ¯«®áª®áâì £à ¨ ª ª®£®-«¨¡® ¬®£®£à -¨ª , â® ¬ë £®¢®à¨¬ ®  ¯à ¢«¥¨¨ £à ¨, ¯®¨¬ ï ¯®¤ íâ¨¬  ¯à ¢«¥¨¥¢¥è¥© ®à¬ «¨ ª £à ¨.
A
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h>0

n

n�¨á. 10 �¨á. 11�á«¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢ë¡à âì â®çªã O|  ç «® ª®®à¤¨ â, â® ¯®«®�¥¨¥¢áïª®© ý ¯à ¢«¥®©þ ¯«®áª®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¥ ®à¬ «ìî n ¨ à ááâ®ï-¨¥¬ h ®â  ç «  O, ¯à¨ç¥¬ íâ® à ááâ®ï¨¥ ¢á¥£¤  áç¨â ¥âáï ¯®«®�¨â¥«ì-ë¬, ¥á«¨  ç «® «¥�¨â ¢ â®© áâ®à®¥ ®â ¯«®áª®áâ¨, ª®â®à ï ¯à®â¨¢®¯®-«®�   ¯à ¢«¥¨î ®à¬ «¨ n, ¨ ®âà¨æ â¥«ìë¬ | ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥(à¨á. 11). � ª ®¯à¥¤¥«¥®¥ à ááâ®ï¨¥ á® § ª®¬ ¬ë  §ë¢ ¥¬ ®¯®àë¬ç¨á«®¬ ¯«®áª®áâ¨, ¨«¨ £à ¨, ¥á«¨ à¥çì ¨¤¥â ® ¯«®áª®áâ¨ £à ¨ ¥ª®â®à®£®¬®£®£à ¨ª . �®à®âª®, ¬ë £®¢®à¨¬ ®¡ ®¯®àëå ç¨á« å ¬®£®£à ¨ª ,¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã ®¯®àë¥ ç¨á«  ¢á¥å ¥£® £à ¥©.�®ª �¥¬, çâ® ¢áïª¨© ¯®«ë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¤®§ ç® ®¯à¥-¤¥«ï¥âáï ¯«®áª®áâï¬¨ á¢®¨å £à ¥© á ãª § ¨¥¬ ¨å ¢¥è¨å ®à¬ «¥©. �ë-¬¨ á«®¢ ¬¨, ® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨.�¥®à¥¬  2. �¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¥áâì ®¡é ï ç áâì ¯®-«ã¯à®áâà áâ¢, ®£à ¨ç¥ëå ¯«®áª®áâï¬¨ ¥£® £à ¥©. (� ª ª ª ª �¤ ï¯«®áª®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥â ¤¢  ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , â® à¥çì ¨¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, ® â¥å¯®«ã¯à®áâà áâ¢ å, ª®â®àë¥ á®¤¥à� â ¬®£®£à ¨ª.)



��. I: § 2. ������� ������������� Ǒ���������� ������ 19�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®-¯¥à¢ëå, â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¯® ®¯à¥-¤¥«¥¨î «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ ª �¤®© £à ¨, â. ¥. ¢á¥£¤  ¢®¤®¬ ¨§ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ¥î ¯®«ã¯à®áâà áâ¢. Ǒ®íâ®¬ã ® á®¤¥à�¨âáï â ª�¥¢ ®¡é¥© ç áâ¨ ¢á¥å íâ¨å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢.�®-¢â®àëå, ¯® ¤®ª § ®© ¢ ¯◦ 4 § 1 «¥¬¬¥ ®¡ ®â¤¥«¨¬®áâ¨ ¢áïª ï â®çª ¢¥ ¬®£®£à ¨ª  ®â¤¥«ï¥âáï ®â ¥£® ¯«®áª®áâìî ª ª®©-«¨¡® £à ¨, â. ¥.¥ ¯®¯ ¤ ¥â å®âï ¡ë ¢ ®¤® ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¯®«ã¯à®áâà áâ¢. Ǒ®íâ®¬ã®¡é ï ç áâì íâ¨å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, á®¤¥à�  ¬®£®£à ¨ª, ¥ á®¤¥à�¨â¨ª ª¨å «¨è¨å â®ç¥ª, â. ¥. á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®£®£à ¨ª®¬, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì¤®ª § âì.�¥®à¥¬  3. Ǒ®«ë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬¯«®áª®áâ¥© ¥£® £à ¥© á ãª § ¨¥¬ ¢¥è¨å ®à¬ «¥© ª ¨¬.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, à § ãª § ë ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨, â® â¥¬ á ¬ë¬ ãª § ë ¯®-«ã¯à®áâà áâ¢ , á®¤¥à� é¨¥ ¬®£®£à ¨ª. Ǒ® â¥®à¥¬¥ 2 â¥«¥áë© ¬®£®-£à ¨ª, ®£à ¨ç¥ë© ¤ ë¬ ¯®«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ P , ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥-á¥ç¥¨¥¬ â ª¨å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¨ ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥-
�¨á. 12

«ï¥âáï. �¬¥áâ¥ á ¨¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â-áï ¨ ¥£® ¯®¢¥àå®áâì P , ¨ â¥®à¥¬ ¤®ª §  .�¥§ ãª § ¨ï ¢¥è¨å ®à¬ «¥©®¡®©â¨áì ¥«ì§ï, â ª ª ª ¬®�® ¯®-áâà®¨âì ¥á®¢¯ ¤ îé¨¥ ¢ë¯ãª«ë¥¬®£®£à ¨ª¨, ã ª®â®àëå ¯«®áª®-áâ¨ ¢á¥å £à ¥© á®¢¯ ¤ îâ. Ǒà¨¬¥à¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¤¢  ¬®£®£à ¨ª ,  ª®â®àë¥ ¤¥«¨â â¥âà í¤à ª ª ï-«¨¡® ¯¥à¥á¥ª îé ï ¢á¥ ¥£® £à ¨¯«®áª®áâì (à¨á. 12).� ¤ ç . � ©â¨ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¯«®áª®áâ¨ £à ¥© ¤ ®£® ª®¥ç-®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ®£à ¨ç¨¢ îâ ¤àã£®© ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª. �¥è¨âì â®â �¥ ¢®¯à®á, ¤®¯ãáª ï ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨-ª¨. �«ï  ç «  à¥è¨âì   «®£¨çãî § ¤ çã ¤«ï ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢.3. �®ª �¥¬ ¥é¥ â¥®à¥¬ã, ¢ ¨§¢¥áâ®¬ á¬ëá«¥ ®¡à âãî â¥®à¥¬¥ 2.�¥®à¥¬  4. �¡é ï ç áâì ª®¥ç®£® ç¨á«  ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ¥áâì â¥«¥á-ë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¯à¨ â®¬ ¥®¡å®¤¨¬®¬ ãá«®¢¨¨, çâ® ®  ¨¬¥¥â¢ãâà¥¨¥ â®çª¨ 7). �á«¨ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª ¯«®áª®áâï¬, ®£à ¨ç¨¢ î-7)�¡é ï ç áâì ¤ ëå ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ¬®�¥â, ª®¥ç®, ¥ ¨¬¥âì ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª;â ª,  ¯à¨¬¥à, ã ¤¢ãå ¯à®â¨¢®¯®«®�ëå ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ á ®¡é¥© £à ¨ç®© ¯«®áª®áâìî®¡é ï ç áâì á¢®¤¨âáï ª ¯«®áª®áâ¨. � à ¥¥ ¤ ë¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  ¬®£ãâ ¨ ¢®¢á¥ ¥¨¬¥âì ®¡é¨å â®ç¥ª, â®£¤  ¨å ý®¡é ï ç áâìþ | ¯ãáâ ï.



20 �. �. �����������é¨¬ íâ¨ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , ¥  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® 8), â®¬®£®£à ¨ª ª®¥çë©; ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ® | ¡¥áª®¥çë©.Ǒãáâì ®¡é ï ç áâì ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, ®£à ¨ç¥ëå ¯«®áª®áâï¬¨ Q1,
Q2, . . . ,Qm, ¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨. �  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â â®£¤  â¥«®, ®£à ¨-ç¥®¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬¨, ¢ëà¥§ ¥¬ë¬¨   ¯«®áª®áâïå Qi â¥¬¨ ¯àï¬ë¬¨,¯® ª®â®àë¬ íâ¨ ¯«®áª®áâ¨ ¯¥à¥á¥ª îâ ¤àã£ ¤àã£ . �à®¬¥ â®£®, ®  «¥�¨â¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ª �¤®© ¯«®áª®áâ¨Qi. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®  ¥áâì â¥«¥áë©¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª; ®¡®§ ç¨¬ ¥£® P .

n1

n2

n3
n4

n5

n1

n2

n4 n3

n5

m

R

�¨á. 13�á«¨ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª ¯«®áª®áâï¬ Qi  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®-áâà áâ¢® R (à¨á. 13), â®  ¯à ¢«¥¨¥ ¢¥è¥© ®à¬ «¨ m ª íâ®¬ã ¯®«ã-¯à®áâà áâ¢ã ¥ ®¡à §ã¥â ¨ á ®¤®© ¨§ ¨å ®áâà®£® ã£« . Ǒ®íâ®¬ã ¯®«ã-¯àï¬ ï, ¯à®¢¥¤¥ ï ¢ íâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ ¨§ «î¡®© â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  P ,¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¨ ®¤®© ¨§ ¯«®áª®áâ¥© Qi ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ®ª §ë¢ ¥âáï «¥� é¥©¢ P . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®£®£à ¨ª P á®¤¥à�¨â ¯®«ã¯àï¬ãî ¨ â¥¬ á ¬ë¬® | ¡¥áª®¥çë©.�á«¨ �¥ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª ¯«®áª®áâï¬ Qi ¥ ¨¤ãâ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà -áâ¢®, â® ¬®£®£à ¨ªP ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¡¥áª®¥çë¬. �á«¨ ¡ë ® ¡ë« ¡¥áª®-¥çë¬, â® ¢ ¥¬ á®¤¥à� « áì ¡ë ¯®«ã¯àï¬ ï,  ¯à¨¬¥à ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à®.8)�®à¬ «¨ n1, . . . ,nm  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® R, ¥á«¨, ¡ã¤ãç¨ ®â«®�¥-ë ¨§ «î¡®© â®çª¨ ®£à ¨ç¨¢ îé¥© ¥£® ¯«®áª®áâ¨, ®¨ ®ª §ë¢ îâáï «¥� é¨¬¨ ¢ íâ®¬¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥. Ǒà¨ íâ®¬ ¥ ¨áª«îç¥®, çâ® ç áâì ¨§ ¨å ¬®�¥â «¥� âì ¢ ®£à ¨ç¨-¢ îé¥© ¯«®áª®áâ¨. �á«¨ íâ®£® ¥â, â® ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® ®à¬ «¨ ¨¤ãâ ¢ãâàì ¯®«ã¯à®-áâà áâ¢  R. �á«¨ ¨ ®¤  ®à¬ «ì ¥ ¨¤¥â ¢ãâàì, â® ¢á¥ ®¨ «¥� â ¢ ¯«®áª®áâ¨, ¨¬®£®£à ¨ª ¡ã¤¥â ¯à¨§¬®©.



��. I: § 3. ������� ���������� ������������� ��� ��������� 21�£à ¨ç¨¢ îé¨¥ ¬®£®£à ¨ª ¯«®áª®áâ¨ ¥ ¬®£«¨ ¡ë ¯¥à¥á¥ª âì ¥¥,   ¯®-â®¬ã ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª ¨¬ ¢á¥ ¡ë«¨ ¡ë  ¯à ¢«¥ë ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®,®£à ¨ç¥®¥ ¯«®áª®áâìî, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®© ª íâ®© ¯®«ã¯àï¬®©. �¥®à¥¬ ¤®ª §   ¯®«®áâìî.4. �ë ãáâ ®¢¨«¨, çâ® ®¡é ï ç áâì ª®¥ç®£® ç¨á«  ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥áâì ¢ë¯ãª«ë© â¥«¥áë© ¬®£®£à ¨ª, ¥á«¨ ®  ¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨.�¤ ª® áà¥¤¨ ¯«®áª®áâ¥©, ®£à ¨ç¨¢ îé¨å íâ¨ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , ¬®£ãâ¡ëâì ý«¨è¨¥þ, ¥ ï¢«ïîé¨¥áï ¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª ,   ª -á îé¨¥áï ¥£® «¨èì ¯® à¥¡à ¬ ¨ ¢¥àè¨ ¬ ¨«¨ ¤ �¥ ¢®¢á¥ ¥ ¨¬¥îé¨¥ á¨¬ ®¡é¨å â®ç¥ª. Ǒ®íâ®¬ã ¢®§¨ª ¥â ¢®¯à®á, ª ª®¢ë â¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¯«®áª®áâ¨ á ¤ ë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à-¬ «ï¬¨ n1,n2, . . . ,nm ¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ h1, h2, . . . , hm ¡ã¤ãâ ¤¥©áâ¢¨-â¥«ì® ¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥© ¥ª®â®à®£® â¥«¥á®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨-ª . �¥®à¥¬ , ¤ îé ï ®â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á, ¡ã¤¥â áä®à¬ã«¨à®¢   ¢ ¯◦ 6
§ 4 £« ¢ë II. Ǒ®¢â®àïï ®¡é¨¥ ãª § ¨ï, á¤¥« ë¥ ¢® ¢¢¥¤¥¨¨, ¬®�® áª -§ âì, çâ® ¢®¯à®á áâ®¨â ® â¥®à¥¬¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨®à¬ «ï¬¨ ¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ (á®®â¢¥âáâ¢¥® ¤®ª § ®© ã�¥ â¥®à¥¬¥¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, ãâ¢¥à�¤ îé¥©, çâ® íâ¨¬¨ ¤ ë¬¨ â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®«®áâìî).

§ 3. � ¤ ¨¥ § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª  ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨1. �ë¯ãª« ï ®¡®«®çª . �ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ª ª®£®-«¨¡® ¬®�¥áâ¢ â®ç¥ª ¬ë  §ë¢ ¥¬ ®¡éãî ç áâì ¢á¥å á®¤¥à� é¨å ¥£® â¥«¥áëå ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢.�ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¢áïª®£® ¬®�¥áâ¢  â®ç¥ªM ¢ë¯ãª« , ¯®â®¬ã çâ®, ª ª¡ë«® ¤®ª § ® ¢ ¯◦ 4 § 1, ®¡é ï ç áâì «î¡®£® ç¨á«  ¢ë¯ãª«ëå ¬®�¥áâ¢ ¥áâì¢ë¯ãª«®¥ ¬®�¥áâ¢®.� ª ª ª ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬®�¥áâ¢  M á ¬  ¢ë¯ãª«  ¨ á®¤¥à�¨âáï¢® ¢á¥å ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª å, á®¤¥à� é¨å M , ª ª ¨å ®¡é ï ç áâì,â® ®  ï¢«ï¥âáï ¢ ¥ª®â®à®¬ á¬ëá«¥  ¨¬¥ìè¨¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®�¥áâ¢®¬,§ ª«îç îé¨¬ M . �  ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á ¬¨¬ M ,¯®áª®«ìªã ¨¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å á®¤¥à� é¨å ¥£® ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢.�¤¥ï ¯®ïâ¨ï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ª ª à § ¨ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ®  ¥áâì ¢¨§¢¥áâ®¬ á¬ëá«¥  ¨¬¥ìè¥¥ § ¬ªãâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬®�¥áâ¢®, á®¤¥à� é¥¥¤ ®¥ ¬®�¥áâ¢® M 9).9)�ë¯ãª« ï ®¡®«®çª , ª ª ¬ë ¥¥ ®¯à¥¤¥«¨«¨, ¢á¥£¤  ¥áâì § ¬ªãâ®¥ ¬®�¥áâ¢®. �â®|á«¥¤áâ¢¨¥ â®© ®¡é¥© â¥®à¥¬ë, çâ® ®¡é ï ç áâì § ¬ªãâëå ¬®�¥áâ¢ ¥áâì § ¬ªãâ®¥¬®�¥áâ¢®. �®®¡é¥, ¬®�® ®¯à¥¤¥«ïâì â ªãî ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ª ª ®¡éãî ç áâì«î¡ëå ¢ë¯ãª«ëå § ¬ªãâëå ¬®�¥áâ¢, á®¤¥à� é¨å ¤ ®¥ ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª M . (�¥-



22 �. �. �����������2. �¥®à¥¬  1. �®¥çë© â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ï¢«ï¥âáï¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ¬®�¥áâ¢  á¢®¨å ¢¥àè¨.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ë¡¥à¥¬ ª ªãî-«¨¡® ¢¥àè¨ã A ¤ ®£® ¬®£®£à -¨ª  ¨ à §®¡ì¥¬ ¢á¥ £à ¨, ¥ ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª A, ¤¨ £® «ï¬¨   âà¥ã£®«ì-
A

B

C
D

X

�¨á. 14
¨ª¨ á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ ¢¥àè¨ å ¬®£®£à ¨ª .�®¥¤¨ïï â®çªãA á â®çª ¬¨ «î¡®£® â ª®£® âà¥-ã£®«ì¨ª , ¬ë ¯®«ãç¨¬ âà¥å£à ãî ¯¨à ¬¨-¤ã, â. ¥. â¥âà í¤à (à¨á. 14). �á¥ â ª¨¥ â¥âà -í¤àë á®¤¥à� âáï ¢ ¬®£®£à ¨ª¥, â ª ª ª ®¢ë¯ãª«ë©, ¨ ¬®£®£à ¨ª á« £ ¥âáï ¨§ íâ¨åâ¥âà í¤à®¢.�ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬®�¥áâ¢  ¢¥àè¨ á®-¤¥à�¨â ¢á¥ á®¥¤¨ïîé¨¥ ¨å ®âà¥§ª¨, â ª ª ª®  ¢ë¯ãª« ï. �® ¢¬¥áâ¥ á ®âà¥§ª®¬ BC ¨ â®ç-ª®©D ®  á®¤¥à�¨â âà¥ã£®«ì¨ªBCD, ¯®áª®«ì-ªã ® § ¯®«ï¥âáï ®âà¥§ª ¬¨ DX, ¨¤ãé¨¬¨ ¨§
D ¢ â®çª¨ ®âà¥§ª  BC. � ª®¥æ, ¢¬¥áâ¥ á âà¥-ã£®«ì¨ª®¬BCD ¨ â®çª®©A ®  á®¤¥à�¨â â ª�¥ â¥âà í¤àABCD, ¯®áª®«ì-ªã ® § ¯®«ï¥âáï ®âà¥§ª ¬¨, ¨¤ãé¨¬¨ ¨§ A ¢ â®çª¨ âà¥ã£®«ì¨ª  BCD.�âáî¤  ïá®, çâ® ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬®�¥áâ¢  ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨-ª  á®¤¥à�¨â ¢á¥ â¥âà í¤àë,   ª®â®àë¥ ® à §¡¨â, â. ¥. á®¤¥à�¨â á ¬ë©¬®£®£à ¨ª.� ¤àã£®© áâ®à®ë,  è ¬®£®£à ¨ª § ¢¥¤®¬® á®¤¥à�¨â ¢ë¯ãª«ãî ®¡®-«®çªã ¬®�¥áâ¢  á¢®¨å ¢¥àè¨, â ª ª ª ¯® á ¬®¬ã ¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨î ®  § -ª«îç ¥âáï ¢® ¢áïª®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥, á®¤¥à� é¥¬ íâ¨ ¢¥àè¨ë.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®£®£à ¨ª ¨ ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬®�¥áâ¢  ¥£® ¢¥àè¨á®¢¯ ¤ îâ, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.� ª ª ª ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬®�¥áâ¢  M ¨¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï, â® ¨§ â¥®à¥-¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® ª®¥çë© â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,   § ç¨â, ¨¥£® ¯®¢¥àå®áâì, â. ¥. § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ®¤®§ ç® ®¯à¥-¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨. �ë £®¢®à¨¬, çâ® § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®-£®£à ¨ª ®¤®§ ç® ý âï£¨¢ ¥âáïþ   á¢®¨ ¢¥àè¨ë. �â® ¥áâì â¥®à¥¬ ¯¥àì è¨à®ª® ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì íâ® § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®©, ® ¤«ï ¯à®áâ®âëá«®¢® ý§ ¬ªãâ ïþ ®¯ãáª ¥¬, ¯®áª®«ìªã ý¥§ ¬ªãâ ïþ ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª , ®¯à¥¤¥«ï¥-¬ ï ª ª ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¢á¥å ¢ë¯ãª«ëå ¬®�¥áâ¢, á®¤¥à� é¨å M ,  ¬ ¥ ¯® ¤®¡¨âáï. |Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .) � íâ®¬ ®¡é¥¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ «ãçè¥ à áªàë¢ ¥âáï ¨¤¥ï ¢ë¯ãª-«®© ®¡®«®çª¨ ª ª  ¨¬¥ìè¥£® § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®�¥áâ¢ , á®¤¥à� é¥£®M . �â®®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï à ¢®á¨«ìë¬  è¥¬ã. �âà®£® £®¢®àï, ã�® ¯à¨ç¨á«ïâì ª¬®£®£à ¨ª ¬ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  ¨ ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢®, ¯®áª®«ìªã ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì¬®�¥áâ¢ , ¥ ã¬¥é îé¨¥áï ¨ ¢ ª ª®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥. �ë ¡ã¤¥¬ ¯®«ì§®-¢ âìáï  è¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ª ª ¡®«¥¥ í«¥¬¥â àë¬ ¨ ¢¯®«¥ ¤®áâ â®çë¬ ¤«ï  è¨åæ¥«¥©, â ª ª ª ¬ë § ¨¬ ¥¬áï â®«ìª® ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¬®£®£à ¨ª ¬¨.



��. I: § 3. ������� ���������� ������������� ��� ��������� 23¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ ¢¥àè¨ -¬¨.�ª«îç ï ¢ à áá¬®âà¥¨¥ ¥¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ¬ë ¥ ¯®«ãç¨¬â ª®© â¥®à¥¬ë:   à¨á. 15 ¨§®¡à �¥ë ¤¢  ¬®£®£à ¨ª ; ®¤¨ ¨§ ¨å áà¥¡à®¬ AB ¨ £à ï¬¨ ABC, ABD | ¢ë¯ãª«ë©, ¤àã£®© | á à¥¡à®¬ CD |¥¢ë¯ãª«ë©; ª ª ¢¨¤®, ¨å ¬®�® à á¯®«®�¨âì â ª, çâ®¡ë ¢¥àè¨ë á®¢-¯ «¨.
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�¨á. 153. �¥®à¥¬  2. �ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ª®¥ç®£® ¬®�¥áâ¢  â®ç¥ª A1,
A2, . . . , Am, ¥ «¥� é¨å ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨, ¥áâì â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®-£®£à ¨ª; ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ª®¥ç®£® ç¨á«  â®ç¥ª, «¥� é¨å ¢ ®¤®©¯«®áª®áâ¨, ¥áâì «¨¡® ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, «¨¡® ®âà¥§®ª, «¨¡® ®¤ â®çª . �¥àè¨ ¬¨ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ (â. ¥. íâ®£® ¬®£®£à ¨ª , «¨¡®¬®£®ã£®«ì¨ª , «¨¡® ®âà¥§ª ) ¬®£ãâ ¡ëâì â®«ìª® ¤ ë¥ â®çª¨ Ai, ®¤ ª®¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¢á¥. �î¡ ï ¤  ï ¨§ ¨å Ak ¡ã¤¥â ¢¥àè¨®© â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤  ®  ¥ á®¤¥à�¨âáï ¢ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ ¬®�¥áâ¢  ®áâ «ìëåâ®ç¥ª.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¤   â®«ìª® ®¤  â®çª  A1, â® ®  ¨ ¥áâì á¢®ï¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª . �á«¨ â®ç¥ª ¤¢¥ ¨«¨ ¡®«ìè¥, ® ¢á¥ ®¨ «¥� â   ®¤®©¯àï¬®©, â® ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¨å ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ®âà¥§®ª á ª®æ ¬¨ ¢ ªà ©-¨å â®çª å. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�® áç¨â âì ¢ ¤ «ì¥©è¥¬, çâ® â®çª¨ ¥ «¥� â  ®¤®© ¯àï¬®©.�®¯ãáâ¨¬, çâ® â¥®à¥¬  ¢¥à  ¤«ï m−1 â®ç¥ª ¨ ¤®ª �¥¬ ¥¥ ¤«ï m â®ç¥ª.Ǒãáâì ¤ ® m à §ëå â®ç¥ª A1, A2, . . . , Am; ¢ë¡¥à¥¬ «î¡ãî ¨§ ¨å, áª -�¥¬ Am. Ǒãáâì P ¡ã¤¥â ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬®�¥áâ¢  ®áâ «ìëå â®ç¥ª
A1, A2, . . . , Am−1; ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î, ®  ¥áâì «¨¡® ¬®£®£à ¨ª  ¢¥àè¨- ¬¨ ¢ â®çª å Ai, «¨¡® ¬®£®ã£®«ì¨ª, «¨¡® ®âà¥§®ª. �«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨¤®¯ãáâ¨¬, çâ® P ¥áâì ¬®£®£à ¨ª. � ®áâ «ìëå á«ãç ïå à ááã�¤¥¨ï¬®£ãâ â®«ìª® ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ ã¯à®áâ¨âìáï. �á«¨ â®çª  Am á®¤¥à�¨âáï



24 �. �. �����������¢ P , â® ¥¥ ¯à¨á®¥¤¨¥¨¥ ¥ ¬¥ï¥â ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¨ ¯®â®¬ã, ¢ ç áâ®-áâ¨, ®  § ¢¥¤®¬® ¥ ¬®�¥â ®ª § âìáï ¢¥àè¨®©.�®¯ãáâ¨¬ ¯®íâ®¬ã, çâ® â®çª  Am ¥ «¥�¨â ¢ P (à¨á. 16). Ǒà®¢¥¤ï ¨§¥¥ ®âà¥§ª¨ ¢® ¢á¥ â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  P , ¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª P1, á®-áâ ¢«¥ë© ¨§ ¯¨à ¬¨¤ á ¢¥àè¨®© Am ¨ á ®á®¢ ¨ï¬¨   £à ïå ¬®£®-£à ¨ª  P . �®£®£à ¨ª P1 § ¢¥¤®¬® á®¤¥à�¨âáï ¢ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥¬®�¥áâ¢  ¢á¥å â®ç¥ª A1, A2, . . . , Am, ¯®â®¬ã çâ® ¢ ¥© ¤®«�¥ á®¤¥à� âì-áï ¬®£®£à ¨ª P ¨ ¢áïª¨© ®âà¥§®ª, á®¥¤¨ïîé¨© «î¡ãî ¥£® â®çªã á â®ç-ª®© Am.
Am

P

Am

B
C

B0
C0P�¨á. 16 �¨á. 17Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª P1 | ¢ë¯ãª«ë©. Ǒãáâì B, C | ¤¢¥ ¥£® â®ç-ª¨; ¯® ¥£® ¯®áâà®¥¨î ®¨ «¥� â   ®âà¥§ª å AmB0, AmC0, á®¥¤¨ïîé¨å

Am á â®çª ¬¨ B0, C0 ¨§ ¬®£®£à ¨ª  P (à¨á. 17). �® íâ®â ¯®á«¥¤¨© |¢ë¯ãª«ë© ¨ ¯®â®¬ã á®¤¥à�¨â ®âà¥§®ª B0C0. � â®£¤  P1 ¤®«�¥ á®¤¥à� âì¢¥áì âà¥ã£®«ì¨ª AmB0C0,   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬ ¨ ®âà¥§®ª BC. �â¨¬ ¢ë¯ãª«®áâì¬®£®£à ¨ª  P1 ¤®ª §  .�® ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª P1 | ¢ë¯ãª«ë© ¨ á®¤¥à�¨â â®çª¨ A1, . . . , Am, â®® § ¢¥¤®¬® § ª«îç ¥â ¢ á¥¡¥ ¨å ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã. � â ª ª ª ¬ë ã�¥ãáâ ®¢¨«¨, çâ® ® ¤®«�¥ â ª�¥ § ª«îç âìáï ¢ ¥©, â® ® á ¥© á®¢¯ ¤ ¥â.�áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® â®çª  Am ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨®© ¬®£®£à ¨ª  P1.�â® ®ç¥¢¨¤® ¨§ â®£®, çâ® ¯® ý«¥¬¬¥ ®¡ ®â¤¥«¨¬®áâ¨þ (¯◦ 4 § 1) ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª P ¬®�® ®â¤¥«¨âì ¯«®áª®áâìî ®â â®çª¨ Am, â ª çâ® ®âà¥§ª¨,¨¤ãé¨¥ ¨§ Am ¢ â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  P , ¤®«�ë íâã ¯«®áª®áâì ¯¥à¥á¥ª âì.Ǒ®íâ®¬ã â®çª  Am ¥ ¬®�¥â ®ª § âìáï ¨ ¢ãâà¨ à¥¡à , ¨   £à ¨ ¬®-£®£à ¨ª  P1, ¨ â¥¬ ¡®«¥¥ ¢ãâà¨ ¥£®.� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  ¯®«®áâìî ¤®ª §  .� á®¥¤¨¥¨¨ á â¥®à¥¬®© 1 â¥®à¥¬  2 ¯à¨¢®¤¨â, ®ç¥¢¨¤®, ª á«¥¤ãîé¥¬ãà¥§ã«ìâ âã:�¥®à¥¬  3. �«ï â®£® çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ « § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨A1, . . . , Am, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë



��. I: § 3. ������� ���������� ������������� ��� ��������� 25â®çª¨ Ai ¥ «¥� «¨ ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ çâ®¡ë ¨ ®¤  ¨§ ¨å ¥ ¯®¯ ¤ « ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ¬®�¥áâ¢  ¤àã£¨å. Ǒà¨ íâ®¬ â ª®© ¬®£®£à ¨ª á¤ ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ | ¥¤¨áâ¢¥ë©.�¤¥áì á®¤¥à�¨âáï, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®â¢¥â   ¢®¯à®áë â®£® â¨¯ , ª ª ¯®-áâ ¢«¥ë¥ ¢® ¢¢¥¤¥¨¨: ¢ ª ª®© ¬¥à¥ ¨ ¯à¨ ª ª¨å ãá«®¢¨ïå â ª¨¥ ¤ ë¥,ª ª § ¤ ¨¥ ¢¥àè¨, ®¯à¥¤¥«ïîâ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. �¥à-è¨ë ¬®�® § ¤ ¢ âì ¨å ª®®à¤¨ â ¬¨, ¨ â®£¤  ãá«®¢¨ï,  « £ ¥¬ë¥   ¨å¢ â¥®à¥¬¥, ¬®�® ¢ëà §¨âì   «¨â¨ç¥áª¨.4. �®¯®«¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  á £à ¨æ¥© ¤® § ¬ªãâ®£®. �§ â¥®-à¥¬ë 1 ¨ 2 ¢ëâ¥ª ¥â ¥é¥ ®¤  â¥®à¥¬ , ª®â®à®© ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì á«ãç ©¢®á¯®«ì§®¢ âìáï.�¥®à¥¬  4. �áïª¨© ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥© ¬®�®¤®¯®«¨âì ¤® § ¬ªãâ®£®, ¥ ¯à¨¡ ¢«ïï ®¢ëå ¢¥àè¨, ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥-ë¬ ®¡à §®¬.�ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¤«ï ¢áïª®£® ª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P áã-é¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ë© § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª Pâ ª®©, çâ® P ¥áâì ç áâì P ¨ P ¥ ¨¬¥¥â ¨ëå ¢¥àè¨, ªà®¬¥ ¢¥àè¨ ¬®-£®£à ¨ª  P . (Ǒà¨ íâ®¬ ¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P¡ã¤ãâ ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P . � ¢áïª®£® ¬®£®£à ¨ª  á £à ¨æ¥©¢¥àè¨ë | ¤¢ãå â¨¯®¢: ¢ãâà¥¨¥, â. ¥. ¥ «¥� é¨¥   £à ¨æ¥, ¨ £à -¨çë¥. �á¥ ¢ãâà¥¨¥ ¢¥àè¨ë ®áâ îâáï ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P ,® £à ¨çë¥ | ¥ ®¡ï§ â¥«ì®. � ª ¡ã¤¥â,  ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ P ¥áâì ªã¡, ¨§£à ¨ ª®â®à®£® ¢ëà¥§  ª ª®©-«¨¡® ¬®£®ã£®«ì¨ª.)�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì P | ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à -¨æ¥©,   R| ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¥£® ¢¥àè¨. �®¤¥à�  ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®-£à ¨ª  P , R á®¤¥à�¨â ¨ á®¥¤¨ïîé¨¥ ¨å ®âà¥§ª¨, â. ¥. à¥¡à  ¨ ¤¨ £® «¨£à ¥©;   â®£¤  R á®¤¥à�¨â ¨ ¢á¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P , â ª çâ® P § ¢¥-¤®¬® á®¤¥à�¨âáï ¢ R.� ¤àã£®© áâ®à®ë, á®£« á® ¯◦ 2 § 1 ¬®£®£à ¨ª P ¥áâì ç áâì ¯®¢¥àå-®áâ¨ ¥ª®â®à®£® â¥«¥á®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  Q. Ǒ®á«¥¤¨© á®¤¥à-�¨â ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P ,   § ç¨â, ¨ ¨å ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã R.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢ â® ¢à¥¬ï, ª ª P á®¤¥à�¨âáï ¢ R,   R¢ Q, á ¬ P ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ «¥�¨â   ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  Q. �«¥¤®¢ -â¥«ì®, P ¥áâì ç áâì ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  R, â. ¥. ç áâì § ¬ªãâ®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . (�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ â®çª  X ¬®£®£à ¨ª  P¥ «¥�¨â   ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  R, â® ®  «¥�¨â ¢ãâà¨ R, â ª ª ª
R á®¤¥à�¨â P . �® â®£¤  à § Q á®¤¥à�¨â R, â® X «¥�¨â ¨ ¢ãâà¨ Q. � íâ®¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® P ¥áâì ç áâì ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  Q.)�®£« á® â¥®à¥¬¥ 2, R ª ª ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P¥áâì â¥«¥áë© ¬®£®£à ¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ ¢¥àè¨ å ¬®£®£à ¨ª  P , ¨¨ª ª®£® ¤àã£®£® â¥«¥á®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á â¥¬¨ �¥ ¢¥àè¨ ¬¨



26 �. �. �����������¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �«¥¤®¢ â¥«ì®, â® �¥ ¢¥à® ¨ ¤«ï § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨-ª , ®¡à §ãîé¥£® ¯®¢¥àå®áâì ®¡®«®çª¨ R, â ª çâ® â¥®à¥¬  ¤®ª §  .5. � ¤ ç¨. 1. � âì ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¤  ï £à ¨ç- ï ¢¥àè¨  ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á £à ¨æ¥© ®áâ ¥âáï ¢¥àè¨®© ¯à¨ ¤®¯®«¥¨¨íâ®£® ¬®£®£à ¨ª  ¤® § ¬ªãâ®£® á®£« á® â¥®à¥¬¥ 4.2. �®ª § âì, çâ® ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  «î¡®£® ¬®�¥áâ¢  â®ç¥ª M ¥áâì ®¡é ï ç áâì¢á¥å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, á®¤¥à� é¨å M (¥á«¨ â®«ìª® M «¥�¨â å®âï ¡ë ¢ ®¤®¬ ¯®«ã¯à®-áâà áâ¢¥). �áå®¤ï ¨§ â ª®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨, ¤®ª § âì â¥®à¥¬ë 1 ¨ 2 áâ®ïé¥£® ¯ à £à ä .3. �®ª § âì, çâ® ®¡é ï ç áâì ¢á¥å ¢ë¯ãª«ëå ¬®�¥áâ¢, á®¤¥à� é¨å ¤ ®¥ ¬®�¥-áâ¢®M , ¥áâì áã¬¬  â¥âà í¤à®¢ á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ â®çª å íâ®£® ¬®�¥áâ¢ M . (�®�¥áâ¢®M¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï á®áâ®ïé¨¬ «¨èì ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  â®ç¥ª. �¥âà í¤àë ¬®£ãâ ¯¥à¥-ªàë¢ âìáï. � â¥âà í¤à ¬ ¯à¨á®¥¤¨ïîâáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤¥«ìëå á«ãç ¥¢ âà¥ã£®«ì¨ª¨,®âà¥§ª¨, â®çª¨.)4. Ǒãáâì ¤ ë â®çª¨ A1, A2, . . . , An ¨ ¨¤ãé¨¥ ª ¨¬ ¨§  ç «  O ¢¥ªâ®àë ai = −→OAi.Ǒãáâì â®çª ¬ Ai ®â¥á¥ë ç¨á« mi ≥ 0 (¬ ááë). �¥âà®¬ âï�¥áâ¨ íâ¨å ¬ áá  §ë¢ ¥âáïâ®çª  A, ï¢«ïîé ïáï ª®æ®¬ ¢¥ªâ®à  a = −→OA, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® à ¢¥áâ¢®¬
a = m1a1 +m2a2 + . . .+mnan

m1 +m2 + · · ·+mn
= ∑miai∑

mi(¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ®∑mi > 0, â ª çâ® ¥ ¢á¥ mi à ¢ë ã«î). �®ª § âì, çâ® ¢ë¯ãª« ï®¡®«®çª  ¬®�¥áâ¢  â®ç¥ª Ai ¥áâì £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® æ¥âà®¢ âï�¥áâ¨ ¢á¥¢®§¬®�ëå¬ áá, ¯®¬¥é ¥¬ëå ¢ íâ¨ â®çª¨.�®ª § âì, çâ® ®¡é ï ç áâì ¢á¥å ¢ë¯ãª«ëå ¬®�¥áâ¢, á®¤¥à� é¨å ¤ ®¥ ¬®�¥-áâ¢® M , ¥áâì £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® æ¥âà®¢ âï�¥áâ¨ ¬ áá, ¯®¬¥é ¥¬ëå ¢® ¢á¥¢®§¬®�-ë¥ ç¥â¢¥àª¨ â®ç¥ª ¨§ M . (M ¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï á®áâ®ïé¨¬ ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  â®ç¥ª.�à ¢¨âì íâã § ¤ çã á § ¤ ç¥© 3.)5. Ǒ®«ã¯à®áâà áâ¢®, ®£à ¨ç¥®¥ ¯«®áª®áâìî á ãà ¢¥¨¥¬ Ax+By+Cz+D=0,®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®¬ Ax+By+ Cz +D ≤ 0 (¨«¨,  ¯à®â¨¢, ≥ 0). Ǒ®íâ®¬ã ¬®£®-£à ¨ª ª ª ®¡é ï ç áâì ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ § ¤ ¥âáï á¨áâ¥¬®© «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢.� ë â®çª¨ A1, . . . , Am á ª®®à¤¨ â ¬¨ x1, y1, z1 ¨ â. ¤. �ª § âì á¨áâ¥¬ã «¨¥©ëå¥à ¢¥áâ¢, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã íâ®£® ¬®�¥áâ¢  â®ç¥ª. �®íää¨æ¨¥âë¤®«�ë ¡ëâì ¢ëà �¥ë ç¥à¥§ ª®®à¤¨ âë § ¤ ëå â®ç¥ª.
§ 4. � ¤ ¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª ¢¥àè¨ ¬¨ ¨ ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬1. Ǒà¥¤¥«ìë© ã£®«. �¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¢ ®â«¨ç¨¥®â § ¬ªãâ®£® § ¢¥¤®¬® ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¤¨¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨. � ª, ¢ë¯ãª-«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« ¨¬¥¥â ¢á¥£® ®¤ã ¢¥àè¨ã ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥ â®«ìª®¥¥ § ¤ ¨¥¬, ® ¥é¥ § ¤ ¨¥¬  ¯à ¢«¥¨© ¥£® à¥¡¥à. � è¥© æ¥«ìî ¡ã¤¥â¤®ª § âì, çâ® ¢áïª¨© ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª â ª�¥ ®¯à¥¤¥-«ï¥âáï á¢®¨¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à.�¤ ª® ®ª §ë¢ ¥âáï £®à §¤® ¡®«¥¥ ã¤®¡ë¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢¬¥áâ®  -¯à ¢«¥¨© ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à ¬®£®£à ë© ã£®«, à¥¡à  ª®â®à®£® ¯ à «-«¥«ìë ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª . �â®â ¬®£®£à ë© ã£®« ¬ë®¯à¥¤¥«ï¥¬ á«¥¤ãîé¨¬ ¯®áâà®¥¨¥¬.



��. I: § 4. ������� ������������ ������������� 27Ǒãáâì P | ¤ ë© ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãîâ®çªã O ¨ ¯à®¢¥¤¥¬ ¨§ ¥¥ ¢á¥ ¯®«ã¯àï¬ë¥, ¯ à ««¥«ìë¥ (¨ ®¤¨ ª®¢®  -¯à ¢«¥ë¥) ¯®«ã¯àï¬ë¬, «¥� é¨¬   ¬®£®£à ¨ª¥ P . �â¨ ¯®«ã¯àï¬ë¥§ ¯®«ïâ ¥ª®â®àãî ª®¨ç¥áªãî ¯®¢¥àå®áâì á ¢¥àè¨®© ¢ â®çª¥ O. �âã¯®¢¥àå®áâì ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ ¬®£®£à ¨ª  P .�§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ïá®, çâ® ¯à¨ § ¬¥¥ â®çª¨ O ¤àã£®© ¯à¥¤¥«ìë©ã£®« ¯à¥â¥à¯¥¢ ¥â â®«ìª® ¯ à ««¥«ìë© ¯¥à¥®á. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¢á¥£¤ áç¨â ¥¬ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« § ¤ ë¬ á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á .�®ª �¥¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥ ï â ª¨¬ ®¡à §®¬ ª®¨ç¥áª ï ¯®¢¥àå®áâì ¤¥©-áâ¢¨â¥«ì® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®£®£à ë© ã£®« á à¥¡à ¬¨, ¯ à ««¥«ì-ë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª  P .
Q

q1
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O

VQ
Q1 Q2
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O
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VQ1 VQ2

�¨á. 18 �¨á. 19Ǒãáâì Q| ¡¥áª®¥ç ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  P ¨ q1, q2 | ¥¥ ¡¥áª®¥çë¥à¥¡à . �î¡ ï ¯®«ã¯àï¬ ï p, «¥� é ï   £à ¨Q, ¤®«�  ¡ëâì  ¯à ¢«¥ ¢ ã£®« ¬¥�¤ã à¥¡à ¬¨ q1 ¨ q2 (à¨á. 18). �âáî¤  ïá®, çâ® ¥á«¨ ¨§ â®çª¨ O¯à®¢¥áâ¨ ¢á¥ ¯®«ã¯àï¬ë¥, ¯ à ««¥«ìë¥ ¯®«ã¯àï¬ë¬, «¥� é¨¥   £à ¨Q,â® ®¨ § ¯®«ïâ ã£®« VQ ¬¥�¤ã ¯®«ã¯àï¬ë¬¨, ¯ à ««¥«ìë¬¨ à¥¡à ¬ q1 ¨
q2 10). �â®â ã£®« ¬®�®  §¢ âì ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ £à ¨ Q.�ç¥¢¨¤®, çâ® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¬®£®£à ¨ª  á« £ ¥âáï ¨§ ¯à¥¤¥«ìëåã£«®¢ ¥£® ¡¥áª®¥çëå £à ¥©, ¯à¨ç¥¬ ¥á«¨ £à ¨ Q′, Q′′ á¬¥�ë ¯® ¡¥áª®-¥ç®¬ã à¥¡àã q, â® ¨å ¯à¥¤¥«ìë¥ ã£«ë VQ′ , VQ′′ á¬¥�ë ¯® ¯ à ««¥«ì®-10)� ª ª ª ¬ë áç¨â ¥¬, çâ® à¥çì ¨¤¥â ® ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥, â® £à ì Q ¥áâì¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, ¨ â®£¤  ¨§«®�¥®¥ ®ç¥¢¨¤® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ®ç¥ì ¯à®áâ®.�¤ ª® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¯à¨¬¥¨¬® ¨ ª ¥¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬,  â®£¤  ª àâ¨  ¬®�¥â ãá«®�¨âìáï, å®âï  è¨ ¢ë¢®¤ë ¢á¥ à ¢® ®áâ ãâáï ¯® áãé¥áâ¢ã¢¥àë¬¨.



28 �. �. �����������¬ã ¥¬ã à¥¡àã. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¥áâì ¬®£®-£à ë© ã£®«, à¥¡à  ¨ £à ¨ ª®â®à®£® ¯ à ««¥«ìë ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ¨£à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  (à¨á. 19).�á«¨ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  £à ¨Q ¯ à ««¥«ìë, â®   ¥© ¥â ¯®«ã¯àï¬ëå¨®£®  ¯à ¢«¥¨ï ¨ ¯®â®¬ã ¥¥ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« á¢®¤¨âáï ª ®¤®© ¯®«ã¯àï-¬®©. �  ¯à¥¤¥«ì®¬ ã£«¥ ¬®£®£à ¨ª  ¥© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ý£à ìþ, ¢ëà®-¤¨¢è ïáï ¢ à¥¡à®. �á«¨ ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  ¯ à ««¥«ì-ë, â® ¨ ¢¥áì ¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¯®«ã¯àï¬ãî (à¨á. 20,  ).
O

a)
P

V

O

b)�¨á. 20�á«¨ ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  ¯ à ««¥«ìë ®¤®© ¯«®áª®-áâ¨, â® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¯«®áª¨© ã£®« (à¨á. 20, ¡). �á¥£¤ ,ª®£¤  ¬ë £®¢®à¨¬ ® ¯à¥¤¥«ì®¬ ã£«¥, íâ¨ á«ãç ¨ ¥ áç¨â îâáï § à ¥¥ ¨á-ª«îç¥ë¬¨.�á«¨ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¥®£à ¨ç¥® ¯®¤®¡® á�¨¬ âì ªª ª®©-«¨¡® â®çª¥ O, â® ¢ ¯à¥¤¥«¥ ® ¯¥à¥©¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, ¢ á¢®© ¯à¥¤¥«ìë©ã£®« (à¨á. 21). Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ¥®£à ¨ç¥®¬ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ ¡¥áª®¥ç®-£® ¬®£®£à ¨ª  P ª ª ª®©-«¨¡® â®çª¥ ¥£® ¡¥áª®¥çë¥ £à ¨ ¯¥à¥å®¤ïâ¢ ¨å ¯à¥¤¥«ìë¥ ã£«ë,   ® á ¬ ¯¥à¥å®¤¨â ¢ á¢®© ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«. �«¥-¤®¢ â¥«ì®, ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¬®�¥â ¡ëâì â ª�¥ ®¯à¥¤¥«¥ ª ª à¥§ã«ìâ â¡¥áª®¥ç®£® ¯®¤®¡®£® á� â¨ï ¬®£®£à ¨ª .�âáî¤  «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ª®£¤  ¢¥àè¨  O ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  «¥�¨â ¢¬®£®£à ¨ª¥, â® ¨ á ¬ ® á®¤¥à�¨âáï ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ (¥á«¨ ¬®£®£à -¨ª ¢ë¯ãª«ë©). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨ á� â¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P ª â®çª¥ O¢á¥ ¥£® â®çª¨ X ¤¢¨�ãâáï ¯® ®âà¥§ª ¬ OX. Ǒ® ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª ®âà¥§ª¨ OX á®¤¥à� âáï ¢ ¥¬,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ á� â¨¨ ¬®£®£à ¨ª



��. I: § 4. ������� ������������ ������������� 29¥ ¢ëáâã¯ ¥â ¨§ ¯à¥¤¥«®¢ á¢®¥£® ¯¥à¢® ç «ì®£® ¯®«®�¥¨ï. Ǒ®íâ®¬ã ¨¯à¥¤¥«ìë© ã£®« á®¤¥à�¨âáï ¢ ¥¬.� «¥¥, «¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  |
X

Q

O

VQ
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á ¬ ¢ë¯ãª«ë©. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢®§ì¬¥¬â®çªã O   ¡¥áª®¥ç®© £à ¨ Q ¬®£®-£à ¨ª  P ¨ ¡ã¤¥¬ ¥£® á�¨¬ âì ª â®çª¥O.Ǒ® ¢ë¯ãª«®áâ¨ ® ¢á¥ ¢à¥¬ï ®áâ ¥âáï á ®¤-®© áâ®à®ë ®â ¯«®áª®áâ¨ £à ¨ Q. � ¯à¥-¤¥«¥ ¯®«ãç¨¬ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V , ª®â®àë©â ª�¥ ®ª �¥âáï «¥� é¨¬ ¯® âã �¥ áâ®à®-ã ®â ¯«®áª®áâ¨ £à ¨ Q. �® ®  ¡ã¤¥ââ¥¯¥àì ¯«®áª®áâìî á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à -¨ VQ á ¬®£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . �ë ¤®ª -§ «¨ â¥¬ á ¬ë¬, çâ® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V«¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ ª �-¤®© á¢®¥© £à ¨, â. ¥. çâ® ® | ¢ë¯ãª«ë©.�á¥ ¯®«ãç¥ë¥ ¢ë¢®¤ë ¬ë à¥§î¬¨àã-¥¬ ¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë ® ¯à¥¤¥«ì-®¬ ã£«¥:�¥®à¥¬  1. Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. �á«¨ ¨§ª ª®©-«¨¡® â®çª¨ O ¯à®¢¥áâ¨ ¢á¥ ¯®«ã¯àï¬ë¥, ¯ à ««¥«ìë¥ ¯®«ã¯àï¬ë¬,«¥� é¨¬   P , â® ¯®«ãç¨¬ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« Vp ¬®£®£à ¨ª  P . �â® ¥áâì¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« (¨«¨ ¯«®áª¨© ã£®«, ¨«¨ ¯®«ã¯àï¬ ï), à¥¡à  ¨£à ¨ ª®â®à®£® ¯ à ««¥«ìë ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ¨ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª (¯à¨ç¥¬ â®«ìª® â¥¬ £à ï¬   P ®â¢¥ç îâ £à ¨   Vp, ¥ ¢ëà®¤¨¢è¨¥áï ¢à¥¡à , ã ª®â®àëå ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¥ ¯ à ««¥«ìë). �á«¨ â®çª  O «¥�¨â¢ ¬®£®£à ¨ª¥ P , â® ¨ ã£®« Vp «¥�¨â ¢ P (à¨á. 22). �â®â ã£®« Vp ¬®�¥â¡ëâì ¯®«ãç¥ â ª �¥, ª ª à¥§ã«ìâ â (â. ¥. ¯à¥¤¥«) ¡¥áª®¥ç®£® ¯®¤®¡®£®á� â¨ï ¬®£®£à ¨ª  P .�§ ¯®á«¥¤¥£® ®á®¡¥® ïá  áãé®áâì ¯®ïâ¨ï ® ¯à¥¤¥«ì®¬ ã£«¥, ª ªâ ª®¬ ¬®£®£à ®¬ ã£«¥, ª®â®àë© ®¯à¥¤¥«ï¥â á¢®©áâ¢  ¬®£®£à ¨ª  ¢¡¥áª®¥ç® ã¤ «¥®© ¥£® ç áâ¨ â ª, çâ® ª®¥çë¬¨ ¢¥«¨ç¨ ¬¨ ¯à¥¥¡à¥-£ îâ.�®£®£à ¨ª, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© á ¡¥áª®¥ç® ¡®«ìè®£® à ááâ®ï¨ï, ¯à¥¤-áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ á¢®¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« .2. �¥®à¥¬  2. �ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« ï¢«ï¥âáï ¯®¢¥àå®áâìî¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¬®�¥áâ¢  á¢®¨å à¥¡¥à ¨ ¯®â®¬ã ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï § ¤ ¨¥¬ á¢®¥© ¢¥àè¨ë ¨  ¯à ¢«¥¨© à¥¡¥à. �ë £®¢®à¨¬, çâ® ® âï£¨¢ ¥âáï   á¢®¨ à¥¡à .�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ â¥«¥áë© ã£®« | ¢ë¯ãª«ë©, â® ¢¬¥áâ¥ á ¤¢ã¬ï «ãç -¬¨ p, q, ¨¤ãé¨¬¨ ¨§ ¢¥àè¨ë, ® ¥®¡å®¤¨¬® á®¤¥à�¨â ¯«®áª¨© ã£®« ¬¥�¤ã



30 �. �. �����������¨¬¨, ¯®â®¬ã çâ® íâ®â ã£®« § ¯®«ï¥âáï ®âà¥§ª ¬¨, á®¥¤¨ïîé¨¬¨ â®çª¨  p ¨ q. Ǒ® â®© �¥ ¯à¨ç¨¥ ¢¬¥áâ¥ á âà¥¬ï «ãç ¬¨ p, q, r ® á®¤¥à�¨â ¨âà¥å£à ë© â¥«¥áë© ã£®« á à¥¡à ¬¨ p, q, r.
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�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬®�¥-áâ¢  à¥¡¥à ¬®£®£à ®£® ã£«  á®¤¥à�¨â ¢á¥ â¥«¥á-ë¥ âà¥å£à ë¥ ã£«ë á à¥¡à ¬¨   íâ¨å «ãç å.�¬¥áâ¥ á â¥¬ â¥«¥áë© ¬®£®£à ë© ã£®« á ¬ á®-áâ ¢«ï¥âáï ¨§ â ª¨å âà¥å£à ëå ã£«®¢. Ǒ®íâ®-¬ã ® á®¢¯ ¤ ¥â á ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ¬®�¥áâ¢ á¢®¨å à¥¡¥à, ç¥¬ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .�§ â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 ¢ëâ¥ª ¥â�¥®à¥¬  3. � ¤ ¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¡¥áª®-¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  à ¢®á¨«ì® § -¤ ¨î  ¯à ¢«¥¨© ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à íâ®£® ¬®-£®£à ¨ª , â. ¥. ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ®¯à¥¤¥«ï¥â íâ¨ ¯à ¢«¥¨ï ¨ á ¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨¬¨ ª ª ¯®¢¥àå-®áâì ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ á®¢®ªã¯®áâ¨ ¯®«ã¯àï-¬ëå, ¯à®¢¥¤¥ëå ¨§ ®¤®© ª ª®©-«¨¡® â®çª¨ ¢  -¯à ¢«¥¨ïå ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª .�â  â¥®à¥¬  ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â ¨§ â®-£®, çâ® à¥¡à  ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¨ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡-à  ¬®£®£à ¨ª  ¯ à ««¥«ìë ¨ çâ® ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« § ¤ -¥âáï á¢®¥© ¢¥àè¨®© ¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ à¥¡¥à.�§ â¥®à¥¬ë 3 á«¥¤ã¥â, ¬¥�¤ã ¯à®ç¨¬, çâ® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¡¥áª®¥ç®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¬®�® ¥é¥ ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª ¬®£®£à ë© ã£®«, âïãâë©   ¯®«ã¯àï¬ë¥, ¯à®¢¥¤¥ë¥ ¨§ ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¨ ¢  ¯à ¢-«¥¨ïå ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª , â. ¥. ª ª ¯®¢¥àå®áâì ¢ë¯ãª«®©®¡®«®çª¨ á®¢®ªã¯®áâ¨ â ª¨å ¯®«ã¯àï¬ëå.� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P¬®�® ¯®«ãç¨âì ¥é¥ ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨.�®-¯¥à¢ëå, ¥á«¨   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¨«¨ ¢ãâà¨ ¥£® ¢§ïâì «î¡ãî â®ç-ªã O ¨ ¯à®¢¥áâ¨ ¨§ ¥¥ ¢á¥ ¯®«ã¯àï¬ë¥, á®¤¥à� é¨¥áï ¢ â¥«¥, ®£à ¨ç¥®¬¬®£®£à ¨ª®¬ P , â® ®¨ § ¯®«ïâ â¥«¥áë© ã£®«, ¯®¢¥àå®áâì ª®â®à®£® ¨¡ã¤¥â ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ ¬®£®£à ¨ª  P .�®-¢â®àëå, ¥á«¨ ç¥à¥§ ª ªãî-«¨¡® â®çªã O ¯à®¢¥áâ¨ ¯«®áª®áâ¨, ¯ à «-«¥«ìë¥ ¯«®áª®áâï¬ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P , â® ®¨ ®£à ¨-ç â â¥«¥áë© ã£®«, ¯®¢¥àå®áâì ª®â®à®£® ¨ ¡ã¤¥â ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬. �®¢®àïâ®ç®, à¥çì ¨¤¥â ® â®¬ â¥«¥á®¬ ã£«¥, ª®â®àë© ¯®«ãç ¥âáï ª ª ®¡é ï ç áâìâ¥å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, ®£à ¨ç¥ëå ¯à®¢¥¤¥ë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨, ¢¥è¨¥®à¬ «¨ ª ª®â®àë¬ ¯ à ««¥«ìë ¢¥è¨¬ ®à¬ «ï¬ ª ¡¥áª®¥çë¬ £à -ï¬ ¬®£®£à ¨ª . (�¥§ íâ®£® ãá«®¢¨ï ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¥ ®¤®§ ç®, â ª ª ª,



��. I: § 4. ������� ������������ ������������� 31 ¯à¨¬¥à, âà¨ ¯«®áª®áâ¨ ®£à ¨ç¨¢ îâ ®¤®¢à¥¬¥® ¢®á¥¬ì âà¥å£à ëåã£«®¢.)�®, çâ® ®¡  ãª § ëå ¯®áâà®¥¨ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¤ îâ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«,¬ë ¥ ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì, â ª ª ª íâ®  ¬ ¥ ¯® ¤®¡¨âáï. �¯à®ç¥¬, à¥§ã«ì-â â ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¤®áâ â®ç® ®ç¥¢¨¤ë¬,   â®ç®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¬®�¥âá«ã�¨âì å®à®è¥© § ¤ ç¥©.3. �«ï ¤ «ì¥©è¥£®  ¬ ¯® ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé ï «¥¬¬ :�¥¬¬ . �á«¨ â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P á®¤¥à�¨â ¯®«ã¯àï-¬ãî a, â® ® á®¤¥à�¨â ¨ ¢áïªãî ¯ à ««¥«ìãî ¥© ¨ â ª �¥  ¯à ¢«¥ãî¯®«ã¯àï¬ãî b, ¨áå®¤ïéãî ¨§ «î¡®© ¥£® â®çª¨ B.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì R | ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ®£à ¨ç¥®¥ ¯«®áª®áâìîª ª®©-«¨¡® £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¨ á®¤¥à� é¥¥ P . Ǒ®«ã¯àï¬ ï a «¥�¨â ¢íâ®¬ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥ ¨ ¢ ¥¬ �¥ «¥�¨â â®çª  B. �® â®£¤  ¨áå®¤ïé ï ¨§ B¯®«ã¯àï¬ ï b, ¯ à ««¥«ì ï a, â ª�¥ «¥�¨â ¢ R. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ã¯àï-¬ ï b «¥�¨â ¢® ¢áïª®¬ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥, ®£à ¨ç¥®¬ ¯«®áª®áâìî ª ª®©-«¨¡® £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¨ á®¤¥à� é¥¬ P . � â ª ª ª ¬®£®£à ¨ª P¥áâì ®¡é ï ç áâì â ª¨å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, â® ¯®«ã¯àï¬ ï b á®¤¥à�¨âáï ¢¥¬, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�¥®à¥¬  4. �¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥-«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ á¢®¨å ¢¥àè¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . � ¥áâì ¯®¢¥àå®áâì¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®© ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨ ¨ ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£-«®¬, ¥á«¨ â®«ìª® ¢¥àè¨  íâ®£® ¯®á«¥¤¥£®  å®¤¨âáï ¢ ¬®£®£à ¨ª¥.� ª ª ª á®£« á® â¥®à¥¬¥ 3 § ¤ ¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  à ¢®á¨«ì® ãª -§ ¨î  ¯à ¢«¥¨© ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª , â® â¥®à¥¬ã 4 ¬®�®áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ â ª:�¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ á¢®¨å ¢¥à-è¨ ¨  ¯à ¢«¥¨© ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à. � ¥áâì ¯®¢¥àå®áâì ¢ë¯ãª«®© ®¡®-«®çª¨ ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®© ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨ ¨ ¯®«ã¯àï¬ë¬¨, ¯à®¢¥¤¥ë¬¨¨§ «î¡®© ¥£® â®çª¨ ¢  ¯à ¢«¥¨ïå ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, a
R | ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®© ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì-ë¬ ã£«®¬ V . �ë áç¨â ¥¬ ¢¥àè¨ã ã£«  V  å®¤ïé¥©áï ¢ ¬®£®£à ¨ª¥P ,  â®£¤  ¨ á ¬ ã£®« V á®¤¥à�¨âáï ¢ P , ¢¥à¥¥, ¢ â¥«¥á®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P ,®£à ¨ç¥®¬ ¬®£®£à ®© ¯®¢¥àå®áâìî P . � ª ª ª ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª 
R ¢¥àè¨ ¨ ã£«  V ¥áâì ®¡é ï ç áâì ¢á¥å á®¤¥à� é¨å ¨å â¥«¥áëå ¢ë¯ãª-«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, â® ®  á®¤¥à�¨âáï ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ P .�®ª �¥¬, çâ®, ¨ ®¡à â®, P á®¤¥à�¨âáï ¢ R. � ª ª ª ¢¥àè¨ë ¬®£®-£à ¨ª  P á®¤¥à� âáï ¢ R, â® ¯® ¢ë¯ãª«®áâ¨ â¥«  R ¢ ¥¬ á®¤¥à� âáï â ª-�¥ ¢á¥ ª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P . � «¥¥, R á®¤¥à�¨â ã£®« V ¨ â¥¬á ¬ë¬ á®¤¥à�¨â ¥£® à¥¡à , â. ¥. ¯®«ã¯àï¬ë¥, ¯ à ««¥«ìë¥ ¡¥áª®¥çë¬à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª  P . �® â®£¤  ¯® ¤®ª § ®© ¢ëè¥ «¥¬¬¥ R á®¤¥à�¨â



32 �. �. �����������â ª�¥ ¯ à ««¥«ìë¥ ¯®«ã¯àï¬ë¥, ¨¤ãé¨¥ ¨§ «î¡ëå ¥£® â®ç¥ª. Ǒà¨¨¬ ï§  íâ¨ â®çª¨ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P , ¬ë ã¡¥�¤ ¥¬áï, çâ® R á®¤¥à�¨ââ ª�¥ ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  íâ®£® ¬®£®£à ¨ª . � ª¨¬ ®¡à §®¬, R á®-¤¥à�¨â ¢á¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P . �® ¥á«¨ ¢ë¯ãª« ï ä¨£ãà  á®¤¥à�¨â ¢á¥áâ®à®ë ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , â® ® , ®ç¥¢¨¤®, á®¤¥à�¨â ¨ á ¬ë©¬®£®ã£®«ì¨ª 11). Ǒ®íâ®¬ã R ¢¬¥áâ¥ á à¥¡à ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P á®¤¥à�¨â¨ ¢á¥ ¥£® £à ¨, â. ¥. ¢áî ¥£® ¯®¢¥àå®áâì. �¬¥áâ¥ á ¥© R á®¤¥à�¨â ¨ á ¬ë©¬®£®£à ¨ª.(�âà®£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ¯®á«¥¤¥£®, ®ç¥¢¨¤®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï á¢®-¤¨âáï ª á«¥¤ãîé¥¬ã. Ǒãáâì X | «î¡ ï â®çª  ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª  P .Ǒà®¢¥¤¥¬ ¯«®áª®áâì ç¥à¥§ â®çªã X ¨ «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨   ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®-£®£à ¨ª  P . �â  ¯«®áª®áâì ¯¥à¥á¥ç¥â P ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã,áâ®à®ë ª®â®à®£® «¥� â   ¯®¢¥àå®áâ¨ P ¨ ¯®â®¬ã á®¤¥à� âáï ¢ ¢ë¯ãª«®©®¡®«®çª¥ R. �á«¨ �¥ ¢á¥ áâ®à®ë ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  á®¤¥à� âáï ¢ª ª®©-«¨¡® ¢ë¯ãª«®© ä¨£ãà¥ R, â® ® ¢¥áì ¢ ¥© á®¤¥à�¨âáï. � ª¨¬ ®¡à -§®¬, «î¡ ï â®çª  X ¬®£®£à ¨ª  P ®ª §ë¢ ¥âáï «¥� é¥© ¢ R, â. ¥. ¢¥áì¬®£®£à ¨ª P á®¤¥à�¨âáï ¢ R.)�â ª, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ª ª P á®¤¥à�¨â R, â ª ¨ R á®¤¥à�¨â P , â. ¥. ®¨á®¢¯ ¤ îâ. �¬¥áâ¥ á â¥¬ á®¢¯ ¤ îâ ¨å ¯®¢¥àå®áâ¨, â ª çâ® ¬®£®£à -¨ª P ï¢«ï¥âáï ¯®¢¥àå®áâìî ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ R ¥£® ¢¥àè¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì-®£® ã£« , çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.4. �à ¢¨¬ ¤®ª § ãî â®«ìª® çâ® â¥®à¥¬ã 4 á â¥®à¥¬®© 1 § 3 ® â®¬,çâ® § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ á¢®¨å ¢¥à-è¨. �®�® áç¨â âì, çâ®  ¯à ¢«¥¨ï ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à ª ª ¡ë § ¤ îâý¡¥áª®¥ç® ã¤ «¥ë¥ ¢¥àè¨ëþ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª . �â® áâ -®¢¨âáï ®á®¡¥® ïáë¬, ¥á«¨ ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¥¡¥ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ªª ª ¯à¥¤¥« ª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢. � ç áâ®áâ¨, à¥¡à , áå®¤ïé¨¥áï ¢®¤®© ¢¥àè¨¥, ¯à¨ ¡¥áª®¥ç®¬ ¥¥ ã¤ «¥¨¨ áâ ®¢ïâáï ¯ à ««¥«ìë¬¨, ¨¯®â®¬ã ïá®, çâ® ¯ à ««¥«ìë¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  § ¤ îâ ®¤ã ý¡¥áª®¥ç-® ã¤ «¥ãî ¢¥àè¨ãþ ¢ á®£« á¨¨ á â¥¬, çâ® ®¨ ¨¬¥îâ ®¤®  ¯à ¢«¥¨¥.11)�®ª § â¥«ìáâ¢® (à¨á. 23). Ǒãáâì Q | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¨ A | ª ª ï-«¨¡® ¥£® ¢¥àè¨ . �®£®ã£®«ì¨ª Q á®¤¥à�¨âáï ¢ ã£«¥ ¬¥�¤ã ¯®«ã¯àï¬ë¬¨ p, q, ¨¤ã-
p Y X Z q

Q

A

�¨á. 23
é¨¬¨ ¨§ ¢¥àè¨ë A ¢¤®«ì áå®¤ïé¨åáï ¢ ¥© áâ®à®. Ǒãáâì X |«î¡ ï â®çª  ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q. Ǒà®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ ¥¥ ¯àï¬ãî, ¯¥-à¥á¥ª îéãî ¯®«ã¯àï¬ë¥ p ¨ q. �â  ¯àï¬ ï ¯¥à¥á¥ç¥â ¯¥à¨¬¥âà¬®£®ã£®«ì¨ª  ¢ ¤¢ãå â®çª å Y , Z. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¢ë¯ãª« ï ä¨-£ãà  á®¤¥à�¨â ¢á¥ áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, â® ®  á®¤¥à�¨â®âà¥§®ª Y Z,   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬ â®çªã X. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ â®çª¨ X¬®£®ã£®«ì¨ª  Q á®¤¥à� âáï ¢ íâ®© ä¨£ãà¥.(�â® § ¬¥ç ¨¥ ¨á¯®«ì§ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¢¥àè¨. �¥§ íâ®£®®® ¬®�¥â ¡ëâì ¥¢¥àë¬, ¯®â®¬ã çâ® ¯®«ã¯«®áª®áâì ¬®�¥â á®-¤¥à� âì ¯àï¬ãî, ®£à ¨ç¨¢ îéãî ¤àã£ãî ¯®«ã¯«®áª®áâì, ¥ á®¤¥à� éãîáï ¢ ¤ ®©.)



��. I: § 4. ������� ������������ ������������� 33�â® § ¬¥ç ¨¥ ¬®£«® ¡ë ¡ëâì ¯®«®�¥® ¢ ®á®¢ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 4,¨ ¬ë á¥©ç á  ¬¥â¨¬   ¥£® ®á®¢¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ® â®¬, çâ® ¯®-¢¥àå®áâì ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®© ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ â®-
Ak

A1

A2

V′
Bj

Q

bj �¨á. 24

ç¥ª ¨ ¬®£®£à ë¬ ã£«®¬ V , ¥áâì¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ªá ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ V . Ǒãáâì A1,
A2, . . . , Am | ¤ ë¥ â®çª¨ ¨ V |¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®«, ¢¥à-è¨ã ª®â®à®£® ¬ë áç¨â ¥¬ ®¤®© ¨§â®ç¥ª A1, . . . , Am (à¨á. 24). Ǒà®¢¥-¤¥¬ ¯«®áª®áâì Q, ¯¥à¥á¥ª îéãî ¢á¥à¥¡à  ã£«  V , â ª çâ® ®â ¥£® ®âá¥-ª ¥âáï ¯¨à ¬¨¤  V ′. Ǒ«®áª®áâì Q¢®§ì¬¥¬ â ª ¤ «¥ª® ®â ¢¥àè¨ë ã£-«  V , çâ®¡ë ¢á¥ â®çª¨ Ai «¥� «¨ ®â¥¥ ¯® âã �¥ áâ®à®ã, çâ® ¨ ¥£® ¢¥à-è¨ . Ǒ«®áª®áâì Q ¯¥à¥á¥ª ¥â à¥¡à 
b1, b2, . . . , bn ã£«  V ¢ â®çª å B1,
B2, . . . , Bn. Ǒ® â¥®à¥¬¥ 2 § 3 ¢ë¯ãª-« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ ¢á¥å â®-ç¥ª Ai ¨ Bj ¡ã¤¥â ¥ª®â®àë¬ ¢ë¯ãª-«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬P ′, á®¤¥à� é¨¬¯¨à ¬¨¤ã V ′. (�  à¨á. 24 à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P ′ ®¡®§ ç¥ë èâà¨å ¬¨.)�á«¨ ¯«®áª®áâì Q ®â®¤¢¨£ âì ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì, â® ¬®£®£à ¨ª P ′ ¡ã¤¥âã¢¥«¨ç¨¢ âìáï ¨ ¢ ¯à¥¤¥«¥ ¤ áâ ¬®£®£à ¨ª P , á®¤¥à� é¨© ¢¥áì ¤ -ë© ã£®« V . �â®â ¬®£®£à ¨ª P ¨ ¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© â®ç¥ª
A1, . . . , Am ¨ ã£«  V .�®£¤  â®çª  Bj ã¤ «ï¥âáï ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì ¯® à¥¡àã bj ã£«  V , â® ¢áïª¨©®âà¥§®ª AkBj , ¨¤ãé¨© ¨§ ¤ ®© â®çª¨ Ak, áâà¥¬¨âáï ª ¯ à ««¥«ì®áâ¨à¥¡àã bj . �âáî¤  ¬®�® § ª«îç¨âì, çâ® ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨-ª  P ¯ à ««¥«ìë à¥¡à ¬ ã£«  V , â ª çâ® V ¨ ¥áâì ¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«,¯®áª®«ìªã á®£« á® â¥®à¥¬¥ 3 ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨¬¥® ¯ à «-«¥«ì®áâìî ¥£® à¥¡¥à ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª .� ¬¥ç¥®¥ à ááã�¤¥¨¥ ã�¤ ¥âáï ¢ ãâ®ç¥¨¨ ¢ àï¤¥ ¯ãªâ®¢. �ã�®¤®ª § âì, çâ® ¬®£®£à ¨ª P ª ª ¯à¥¤¥« ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¬¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë¬. �ã�® â ª�¥ ¤®ª § âì, çâ® ® ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¡¥áª®¥ç-ë¥ à¥¡à , ¯ à ««¥«ìë¥, á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¢á¥¬ à¥¡à ¬ ã£«  V ,   ¥ â®«ìª®¥ª®â®àë¬ ¨§ ¨å, ¨ ¤à.�áâ ¢«ïï ãâ®ç¥¨¥  ¬¥ç¥®£® à ááã�¤¥¨ï ç¨â â¥«î, ¬ë ¤ ¤¨¬ á¥©-ç á ¨áç¥à¯ë¢ îé¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãª § ®© â¥®à¥¬ë, ®á®¢ ®¥   ¤àã-£¨å á®®¡à �¥¨ïå, ¡¥§ ¯à¥¤¥«ì®£® ¯¥à¥å®¤  ®â ª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢.



34 �. �. �����������5. �¥®à¥¬  5. Ǒ®¢¥àå®áâì ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®©ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ â®ç¥ª A1, . . . , Am ¨ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ë¬ ã£«®¬ V ,¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P , ¤«ï ª®â®à®£® V ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£-«®¬.(�á«¨ ã£®« V ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¯«®áª¨© ã£®« ¨«¨ ¯®«ã¯àï¬ãî,   â®çª¨
A1, . . . , Am «¥� â ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨ á V , â® ¬®£®£à ¨ª P ¢ëà®�¤ ¥âáï¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª. �â®¡ë ®¡®©â¨áì ¡¥§ ®£®¢®à®ª, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¬®«ç «¨¢® ¯à¥¤-¯®« £ âì, çâ® íâ®â á«ãç © ¥ ¨áª«îç ¥âáï. � ¯®¬¨¬ ¥é¥, çâ® ¡¥áª®¥ç-ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¬ë áç¨â ¥¬ ¥ á®¤¥à� é¨¬¨ ¯àï¬ëå á®£« á® ãá«®¢¨î,¯à¨ïâ®¬ã ¢ ¯◦ 3 § 1.)�¥àè¨ã ã£«  V ¬®�® áç¨â âì ®¤®© ¨§ â®ç¥ª Ai, áâ®¨â «¨èì ¯à¨á®¥¤¨-¨âì ¥¥ ª íâ¨¬ â®çª ¬. �«ï ã¤®¡áâ¢  ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì ¯®¤ ¬®£®£à ¨ª ¬¨¨ ã£« ¬¨ â¥«¥áë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¨ ã£«ë.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥¬ ¢¥áâ¨ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã à¥¡¥à ã£«  V . Ǒãáâìã£®« V á¢®¤¨âáï ª ¯®«ã¯àï¬®© a. Ǒ®áâà®¨¬ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®¢®ªã¯®-áâ¨ ¤ ëå â®ç¥ª A1, . . . , Am. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 2 § 3, ®  ¡ã¤¥â ¥ª®â®àë¬¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ P0. �ã¤¥¬ ¯¥à¥®á¨âì ¯®«ã¯àï¬ãî a ¯ à «-«¥«ì® á¥¡¥ â ª, çâ®¡ë ¥¥  ç «® § ç¥àç¨¢ «® ¢¥áì ¬®£®£à ¨ª P0. � § ç¥àâ¨â ¥ª®â®à®¥ â¥«® P (à¨á. 25).Ǒãáâì â®çª  X «¥�¨â ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª  P0. �áå®¤ïé ï ¨§ ¥¥ ¯®-«ã¯àï¬ ï aX , ¯ à ««¥«ì ï a, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯®¢¥àå®áâì ¬®£®£à ¨ª  P0.�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® â® �¥ â¥«® ¯®«ãç¨âáï, ¥á«¨ ¯¥à¥®á¨âì  ç «® ¯®«ã-¯àï¬®© a â®«ìª® ¯® £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P0. �® ¯à¨ ¤¢¨�¥¨¨ ¯® £à ¨Q¯®«ã¯àï¬ ï a § ç¥àâ¨â ¡¥áª®¥çãî ¢ ®¤ã áâ®à®ã ¯à¨§¬ã á ®á®¢ ¨¥¬ Q¨ ¡®ª®¢ë¬¨ à¥¡à ¬¨, ¯ à ««¥«ìë¬¨ a. �á¥ â¥«® P á®áâ ¢«ï¥âáï ¨§ â ª¨å¯à¨§¬ ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¯®íâ®¬ã ¬®£®£à ¨ª.�®£®£à ¨ª P | ¢ë¯ãª«ë©. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ X ¨ Y | ¤¢¥ ¥£®â®çª¨, â® ¯® ¯®áâà®¥¨î ®¨ «¥� â   ¯®«ã¯àï¬ëå aX , aY , ¨¤ãé¨å ¨§ ¥ª®-â®àëå â®ç¥ª X0, Y0 ¬®£®£à ¨ª  P0 ¯ à ««¥«ì® ¯®«ã¯àï¬®© a (à¨á. 26).�âà¥§®ª X0Y0 á®¤¥à�¨âáï ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ P0, â ª ª ª ® | ¢ë¯ãª«ë©.Ǒ®íâ®¬ã ¯®«ã¯àï¬ë¥, ¨¤ãé¨¥ ¨§ â®ç¥ª íâ®£® ®âà¥§ª  ¯ à ««¥«ì® a, á®¤¥à-� âáï ¢ P . �® ®¨ ®¡à §ãîâ ¯®«®áã ¬¥�¤ã aX , aY ,   ¯®â®¬ã ®ª §ë¢ ¥âáï,çâ® ¢¬¥áâ¥ á â®çª ¬¨ X, Y ¬®£®£à ¨ª P á®¤¥à�¨â ®âà¥§®ª XY , ç¥¬ ¥£®¢ë¯ãª«®áâì ¤®ª §  .�®£®£à ¨ª P | ¢ë¯ãª«ë© ¨ á®¤¥à�¨â â®çª¨ Ai ¨ ¯®«ã¯àï¬ãî a;¯®íâ®¬ã ® á®¤¥à�¨â ¨ ¨å ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã R.� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  R, ®ç¥¢¨¤®, á®¤¥à�¨â ¬®£®-£à ¨ª P0 ª ª ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ®¤¨å â®ç¥ª A1, . . . , Am. �à®¬¥ â®£®,á®£« á® ¤®ª § ®© ¢ ¯◦ 3 «¥¬¬¥, ¥á«¨ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á®¤¥à�¨â
P0 ¨ ¯®«ã¯àï¬ãî a, â® ® á®¤¥à�¨â ¢áïªãî ¯ à ««¥«ìãî ¥© ¯®«ã¯àï¬ãî,¨¤ãéãî ¨§ â®ç¥ª ¬®£®£à ¨ª  P0. �ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  R ª ª ®¡é ï ç áâì



��. I: § 4. ������� ������������ ������������� 35â ª¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ ®¡« ¤ ¥â â¥¬ �¥ á¢®©áâ¢®¬, â. ¥. á®¤¥à�¨â ¢á¥ ¯®«ã-¯àï¬ë¥ a, ¨¤ãé¨¥ ¨§ â®ç¥ª ¬®£®£à ¨ª  P0. �® íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ® á®¤¥à�¨â ¢¥áì ¬®£®£à ¨ª P .
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�¨á. 25 �¨á. 26�â ª, ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª R á®¤¥à�¨â ¬®£®£à ¨ªP ¨ á ¬  á®¤¥à�¨âáï¢ ¥¬,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®£®£à ¨ª P ¨ ¥áâì íâ  ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª .�á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P , ª ª ïá® ¨§ ¥£® ¯®áâà®¥¨ï,¯ à ««¥«ìë ¯®«ã¯àï¬®© a. Ǒ®íâ®¬ã ¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¨ ¥áâì íâ  ¯®«ã-¯àï¬ ï.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  ã£®« V á¢®¤¨âáï ª ®¤®© ¯®«ã¯àï¬®© a,â¥®à¥¬  ¤®ª §  .�á«¨ ¤  ã£®« V á n à¥¡à ¬¨ a1, a2, . . . , an, â® ¨áª®¬ë© ¬®£®£à ¨ª Páâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®. � ç « , ¯¥à¥®áï  ç «ìãî â®çªã à¥¡à  a1 ¯®¬®£®£à ¨ªã P0, ¯®«ãç ¥¬ ¬®£®£à ¨ª P1, ¯®â®¬, ¯¥à¥®áï  ç «® à¥¡-à  a2 ¯® P1, ¯®«ãç ¥¬ ¬®£®£à ¨ª P2 ¨ â. ¤.�®¯ãáâ¨¬, çâ® â¥®à¥¬  ¢¥à  ¢ á«ãç ¥ ã£«  á n − 1 à¥¡à®¬, ¨ ¤®ª �¥¬¥¥ ¤«ï ã£«  V á n à¥¡à ¬¨ a1, . . . , an. �á«¨ ¯à®¢¥áâ¨ ¯«®áª®áâì ç¥à¥§ à¥¡-à  a1 ¨ an−1, â® ®  ®â¤¥«¨â à¥¡à® an, ¨ ¬ë ¯®«ãç¨¬ ã£®« V ′ á n− 1 à¥¡à®¬
a1, a2, . . . , an−1 (à¨á. 27,  ). Ǒãáâì P ′ | ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ä¨£ãàë, ®¡-à §®¢ ®© ¤ ë¬¨ â®çª ¬¨ A1, . . . , Am ¨ ã£«®¬ V ′. Ǒ® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î,®  ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ á ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ V ′.Ǒ¥à¥®áï ¯® ¢á¥¬ â®çª ¬ ¬®£®£à ¨ª  P ′  ç «® ¯®«ã¯àï¬®© an, ï¢«ï-îé¥©áï n-¬ à¥¡à®¬ ¤ ®£® ã£«  V , ¯®«ãç¨¬ â¥«® P . Ǒ®¢â®àïï ¯à¥¤ë¤ã-é¨¥ à ááã�¤¥¨ï á § ¬¥®© P0   P ′ ¨ a   an, ã¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® â¥«® P¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¬ á®¡®© ¢ë¯ãª«ãî ®¡®-



36 �. �. �����������«®çªã ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®© ¬®£®£à ¨ª®¬ P ′ ¨ ¯®«ã¯àï¬®© an 12). �®
P ′ á ¬ ¥áâì ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®© â®çª ¬¨ A1, . . . , Am¨ ã£«®¬ V ′,   ã£®« V ′ (¯® â¥®à¥¬¥ 2) ¥áâì ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®-áâ¨ á¢®¨å à¥¡¥à a1, a2, . . . , an−1. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®£®£à ¨ª P ¡ã-¤¥â ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© á®¢®ªã¯®áâ¨ â®ç¥ª A1, . . . , Am ¨ ¢á¥å ¯®«ã¯àï-¬ëå a1, . . . , an, â. ¥. ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®© â®çª ¬¨
A1, . . . , Am ¨ ã£«®¬ V .
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an an-1
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b)�¨á. 27�â¨ § ª«îç¥¨ï ®á®¢ ë   ®ç¥¢¨¤®¬ § ¬¥ç ¨¨: ¥á«¨ G | ¢ë¯ãª« ï®¡®«®çª  ä¨£ãàë F , a G′ | ä¨£ãàë F ∪ F ′, â® G′ | â ª�¥ ¢ë¯ãª« ï®¡®«®çª  ä¨£ãàë G ∪ F ′. �®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ á ¬®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨.�áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ã£®« V ¡ã¤¥â ¥£® ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬.� ª ª ª V ′ ¥áâì ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¬®£®£à ¨ª  P ′, â® ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡-à  ã V ′ ¨ P ′ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯ à ««¥«ìë. Ǒà¨ ¯¥à¥¥á¥¨¨ ¯®«ã¯àï¬®© an¯® â®çª ¬ ¬®£®£à ¨ª  P ′ ®¢ëå ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à, ªà®¬¥ ¯ à ««¥«ì-ëå an, ¥ ¯à¨¡ ¢¨âáï, ¯®â®¬ã çâ® ª P ′ ¯à¨¡ ¢«ïîâáï â®«ìª® ¯à¨§¬ë á®á®¢ ¨ï¬¨   ¥£® £à ïå ¨ á ¡®ª®¢ë¬¨ à¥¡à ¬¨, ¯ à ««¥«ìë¬¨ an 13).12)�®£®£à ¨ª P ′ â¥¯¥àì ¡¥áª®¥çë©,   ¯®â®¬ã ¯®«ã¯àï¬ ï, ¨¤ãé ï ¨§ãâà¨ ¬®-£®£à ¨ª  P ′, ¬®�¥â ¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª âì ¥£® ¯®¢¥àå®áâ¨. �® â®£¤  ®  ¯¥à¥á¥ª ¥â ¥£®¯®¢¥àå®áâì ¯à¨ ¯à®¤®«�¥¨¨ ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�ãî áâ®à®ã, â ª ª ª ¨ ç¥ P ′ á®¤¥à� «¡ë æ¥«ãî ¯àï¬ãî, çâ® ¨áª«îç¥® ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î. Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ ¯à¥�¨¥ ¢ë¢®¤ë¯®¢â®àïîâáï ¤®á«®¢®.13)�®£®£à ¨ª P á« £ ¥âáï ¨§ â ª¨å ¯à¨§¬ á ®á®¢ ¨ï¬¨   £à ïå P ′, ® â¥¯¥àìíâ¨ ¯à¨§¬ë ¬®£ãâ ¨¬¥âì ¡¥áª®¥çë¥ ®á®¢ ¨ï | ¡¥áª®¥çë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ′.



��. I: § 4. ������� ������������ ������������� 37�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P ¬®£ãâ ¡ëâì ¯ -à ««¥«ìë â®«ìª® ¯®«ã¯àï¬ë¬ a1, . . . , an, â. ¥. à¥¡à ¬¨ ã£«  V . �¤ ª®®áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ª �¤®© ¯®«ã¯àï¬®© aj ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ®â¢¥ç ¥â å®âï¡ë ®¤® à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª  P .�®¯ãáâ¨¬, çâ®,  ¯à¨¬¥à, ¯®«ã¯àï¬®© ak ¥ ®â¢¥ç ¥â ¨ª ª®¥ à¥¡à® ¬®-£®£à ¨ª  P . �®£®£à ¨ª P ª ª ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ â®ç¥ª
A1, A2, . . . , Am ¨ ¯®«ã¯àï¬ëå a1, a2, . . . , an ¯®«®áâìî ¨¬¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï.Ǒ®íâ®¬ã ¢ ¥£® ¯®áâà®¥¨¨ ¯®àï¤®ª ¯®«ã¯àï¬ëå aj ¥ ¬®�¥â ¨£à âì à®«¨,¨ ¬ë ¬®�¥¬ áç¨â âì, çâ® ¨¬¥® ¯®«ã¯àï¬ ï ak ¡ë«  ¯®á«¥¤¥© an. �«¥-¤®¢ â¥«ì®, ¬®�® áç¨â âì, çâ® ¨¬¥® ¯®«ã¯àï¬®© an ¥ ®â¢¥ç ¥â   P¨ª ª®¥ à¥¡à®.Ǒãáâì V ′′ | ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¬®£®£à ¨ª  P . �£® à¥¡à  ¯ à ««¥«ìëà¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª  P ,   ¯®â®¬ã ¢á¥ ®¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¯®«ã¯àï¬ë¥ aj ,ªà®¬¥ ¥ª®â®àëå ¨ ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥ (á®£« á® á¤¥« ®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î)ªà®¬¥ an. Ǒ®íâ®¬ã V ′′ ¥áâì â®«ìª® ç áâì ã£«  V á® ¢á¥¬¨ à¥¡à ¬¨ a1, . . . , an.�¥¡à® an ®â¤¥«ï¥âáï ®â ã£«  V ′′ ¯«®áª®áâìî ¥£® £à ¨ S á à¥¡à ¬¨ a1, an−1(¨«¨ ¤àã£¨¬¨, ¥á«¨, áª �¥¬, a1 ¨«¨ an−1 ¥ ï¢«ïîâáï à¥¡à ¬¨ ã£«  V ′′). Ǒ®â¥®à¥¬¥ 1 ® ¯à¥¤¥«ì®¬ ã£«¥ ¬®£®£à ¨ª P ¨¬¥¥â £à ì Q, ¯ à ««¥«ìãî
S (à¨á. 27, ¡). Ǒ¥à¥®áï ¢¥àè¨ã ã£«  V ′′   £à ì Q, ¬ë ã¡¥¤¨¬áï â®£¤ ,çâ® à¥¡à® an ®ª �¥âáï ¢¥ ¬®£®£à ¨ª  P . �â®, ®¤ ª®, ¯à®â¨¢®à¥ç¨âá ¬®¬ã ¯®áâà®¥¨î ¬®£®£à ¨ª  P ª ª § ç¥àç¨¢ ¥¬®£® ¯®«ã¯àï¬ë¬¨,¯ à ««¥«ìë¬¨ an.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ®, çâ® ¢á¥¬ à¥¡à ¬ ã£«  V ®â¢¥ç îâ ¯ à ««¥«ì-ë¥ ¨¬ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P , â ª çâ® V ¨ ¥áâì ¥£® ¯à¥¤¥«ì-ë© ã£®«.�¥®à¥¬  ¤®ª §   ¯®«®áâìî.�¥®à¥¬  5 . Ǒà¨ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 5 ¬®£®£à ¨ª P ¬®�¥â ¨¬¥âì¢¥àè¨ë â®«ìª® ¢ ¤ ëå â®çª å A1, A2, . . . , Am. �î¡ ï ¨§ ¨å ¡ã¤¥â ¢¥à-è¨®© ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ®  ¥ á®¤¥à�¨âáï ¢ ¢ë¯ãª«®©®¡®«®çª¥ ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®© ®áâ «ìë¬¨ â®çª ¬¨ Ai ¨ ã£«®¬ V (¯à¨â®¬, ª®¥ç®, ãá«®¢¨¨, çâ® ¢¥àè¨  ã£«  V  å®¤¨âáï ¢ ®¤®© ¨§ ®áâ «ì-ëå â®ç¥ª).�®, çâ® ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P ¬®£ãâ «¥� âì â®«ìª® ¢ â®çª å A1, . . . ,
Am, ¢¨¤® ¨§ á ¬®£® ¥£® ¯®áâà®¥¨ï. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¬ë  ç¨ «¨ ¯®á«¥¤-¥¥ á ¯®áâà®¥¨ï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ P0 á®¢®ªã¯®áâ¨ â®ç¥ª A1, . . . , Am.�®£« á® â¥®à¥¬¥ 2 § 3, ¥¥ ¢¥àè¨ë «¥� â â®«ìª® ¢ íâ¨å â®çª å,   ¯à¨ ¯à®-¢¥¤¥¨¨ ¯®«ã¯àï¬ëå, ¯à¨¢®¤ïé¥¬ ª ¯®áâà®¥¨î ¬®£®£à ¨ª  P , ®¢ë¥¢¥àè¨ë ¥ ¬®£ãâ ¯à¨¡ ¢¨âìáï.Ǒãáâì P ′ | ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ä¨£ãàë, ®¡à §®¢ ®© ã£«®¬ V ¨ ¢á¥¬¨â®çª ¬¨ Ai, ªà®¬¥ Am. �®£« á® ¨§«®�¥®¬ã, ®  ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨ â®«ìª® ¢ â®çª å A1, . . . , Am−1. �á«¨ â®çª  Am á®¤¥à-



38 �. �. ������������¨âáï ¢ P ′, â® ¥¥ ¯à¨á®¥¤¨¥¨¥ ¨ç¥£® ¥ ¬¥ï¥â,   ¯®â®¬ã P ′ á®¢¯ ¤ ¥âá P , â ª çâ® ¨ P ¥ ¨¬¥¥â ¢¥àè¨ë Am.�¡à â®, ¥á«¨ Am ¥ ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨®© ¬®£®£à ¨ª  P , â® ®  «¥�¨â¢ P ′. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®£« á® â¥®à¥¬¥ 4, P ¥áâì ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á¢®¥£®¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V ¨ ¢¥àè¨. � ª ª ª áà¥¤¨ ¨å ¥â Am, â® P á®¢¯ ¤ ¥âá P ′, â ª çâ® ¨ P ′ á®¤¥à�¨â â®çªã Am.�¥®à¥¬  ¤®ª §  .� ¬¥â¨¬, çâ® ¯® â¥®à¥¬¥ 4 ¬®£®£à ¨ª ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®©á¢®¨å ¢¥àè¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V ¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, £¤¥ ¢ ¬®£®£à ¨-ª¥ «¥�¨â ¢¥àè¨  ã£«  V . �¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P â¥®à¥¬ë 5 «¥� â ¢â®çª å Ai,   ¨§ á¤¥« ®£® á¥©ç á § ¬¥ç ¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥àè¨ã ã£«  V¬®�® ¡à âì £¤¥ ã£®¤® ¢ P , ¢ ç áâ®áâ¨ ¥¥ ¬®�® ¡à âì ¢ «î¡®© â®çª¥ ¬®-£®£à ¨ª  P0, ®¡à §ãîé¥£® ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ â®ç¥ª Ai.6. �¥®à¥¬  6. �ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ª®¥ç®© á®¢®ªã¯®áâ¨ ¯®«ã¯àï¬ëå,¨áå®¤ïé¨å ¨§ ®¤®© â®çª¨ ¢ãâàì ®¤®£® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , ¥áâì â¥«¥áë©¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®«. �£® à¥¡à ¬¨ á«ã� â ¤ ë¥ ¯®«ã¯àï¬ë¥, ®¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¢á¥. �î¡ ï ¨§ ¨å ¡ã¤¥â ¥£® à¥¡à®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  ®  ¥ ¯®¯ ¤ ¥â ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ ®áâ «ìëå ¯®«ã-¯àï¬ëå. (�á«¨ ¯®«ã¯àï¬ë¥ «¥� â ¢ ¯«®áª®áâ¨, â® ¨å ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª ¡ã¤¥â ¯«®áª¨¬ ã£«®¬.)Ǒãáâì ¯®«ã¯àï¬ë¥ a1, . . . , am ¨¤ãâ ¨§ â®çª¨ O ¢ãâàì ¯®«ã¯à®áâà -áâ¢  R, ®£à ¨ç¥®£® ¯«®áª®áâìî Q, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªã O. �®£¤ ¢áïª ï ¯«®áª®áâì Q′, ¯à®å®¤ïé ï ¢ãâà¨ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  R ¯ à ««¥«ì®
Q, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯®«ã¯àï¬ë¥ a1, . . . , am ¢ ¥ª®â®àëå â®çª å A1, . . . , Am. �ë-¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ â®ç¥ª O,A1, . . . , Am, á®£« á® â¥®à¥¬¥ 2 § 3,¥áâì â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. �â®â ¬®£®£à ¨ª ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âá®¡®© ¯¨à ¬¨¤ã á ¢¥àè¨®© O ¨ á ®á®¢ ¨¥¬   ¯«®áª®áâ¨ Q′. �ç¥¢¨¤-® â ª�¥, çâ® íâ  ¯¨à ¬¨¤  P ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© á®¢®ªã¯®áâ¨®âà¥§ª®¢ OA1, . . . , OAm.�á«¨ â¥¯¥àì ®â®¤¢¨£ âì ¯«®áª®áâì Q′ ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì, â® ¯¨à ¬¨¤  P ¢¯à¥¤¥«¥ ¯à¥¢à â¨âáï ¢ â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« V , ª®â®àë©¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥© a1, . . . , am. (�â® ïá® ¨§â®£®, çâ® â ª ï ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¤®«�  á®¤¥à� âì ¢á¥ ®âà¥§ª¨ OAi ¨â¥¬ á ¬ë¬ ¢á¥ ¯¨à ¬¨¤ë P .)Ǒ® â¥®à¥¬¥ 2 § 3 â®çª  Ak ¡ã¤¥â ¢¥àè¨®© ¯¨à ¬¨¤ë P â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤  ®  ¥ ¯®¯ ¤ ¥â ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ ®áâ «ìëåâ®ç¥ª O,A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , Am. Ǒ®íâ®¬ã ¨ ®âà¥§®ª OAk ¡ã¤¥â à¥¡à®¬¯¨à ¬¨¤ë P â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ¥ ¯®¯ ¤ ¥â ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®-«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ ®áâ «ìëå ®âà¥§ª®¢ OAi. � ¯à¥¤¥«¥ ¬ë ¯®«ãç¨¬ â®â�¥ à¥§ã«ìâ â ¤«ï ¯®«ã¯àï¬®© ak. �â® áâ ®¢¨âáï á®¢¥àè¥® ®ç¥¢¨¤ë¬,¥á«¨ § ¬¥â¨âì, çâ® ¯à¨ á¬¥é¥¨¨ ¯«®áª®áâ¨ Q′ ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì ¯¨à ¬¨¤  P



��. I: § 5. ����������� ����������� 39â®«ìª® ¯®¤®¡® ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï ¨§ â®çª¨ O, â ª çâ® ¢áïª®¥ ¥¥ à¥¡à® ®áâ ¥â-áï ¥¥ à¥¡à®¬ ¨ ¢áïª¨© ®âà¥§®ª OAk, ¥ ï¢«ïîé¨©áï à¥¡à®¬, ¥ áâ ®¢¨âáïà¥¡à®¬. �¥®à¥¬  â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¤®ª §  .(�á«¨ ¯®«ã¯àï¬ë¥ a1, a2, . . . , an ¥ ¨¤ãâ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, â® ¨å¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ¡ã¤¥â ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢®. �á«¨ �¥ ®¨ ¨¤ãâ ¢ ®¤®¯®«ã¯à®áâà áâ¢® R, ® ¥ ¨¤ãâ ¢ãâàì ¨ª ª®£® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , â® ¨å¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ¡ã¤¥â «¨¡® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®R, «¨¡® ¤¢ã£à ë© ã£®«á à¥¡à®¬   ¯«®áª®áâ¨, ®£à ¨ç¨¢ îé¥© R.)7. � ¤ ç¨. 1. �®ª § âì á«¥¤ãîé¥¥ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ 5 ¨ 6.�ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ª®¥ç®© á®¢®ªã¯®áâ¨ â®ç¥ª Ai ¨ ¯®«ã¯àï¬ëå aj , ¨¤ãé¨å ¨§¥ª®â®àëå ¨§ íâ¨å â®ç¥ª ¢ãâàì ®¤®£® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , ¥áâì â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®-£®£à ¨ª. �£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¥áâì ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ ¯®«ã¯àï¬ëå aj ,¯à®¢¥¤¥ëå ¨§ ®¤®© â®çª¨. �¥àè¨ë ¥£® «¥� â â®«ìª® ¢ â®çª å Ai, ® «î¡ ï ¨§ ¨å¡ã¤¥â ¢¥àè¨®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ¥ ¯®¯ ¤ ¥â ¢ãâàì ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®ç-ª¨ á®¢®ªã¯®áâ¨ ®áâ «ìëå â®ç¥ª ¨ ¯®«ã¯àï¬ëå aj . Ǒ®«ã¯àï¬ë¥ aj ¬®�® ¯¥à¥®á¨âì¯ à ««¥«ì® á¥¡¥ â ª, çâ®¡ë  ç «  ¨å ¥ ¯®ª¨¤ «¨ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ á®¢®ªã¯®áâ¨â®ç¥ª Ai, ¨ ¬®£®£à ¨ª ®â íâ®£® ¥ ¬¥ï¥âáï.2. �®ª § âì â¥®à¥¬ë 2{6, ¨áå®¤ï ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ª ª ®¡é¥© ç áâ¨¯®«ã¯à®áâà áâ¢, á®¤¥à� é¨å ¤ ®¥ ¬®�¥áâ¢®. (�à. á § ¤ ç¥© 2 § 3.)3. �®ª § âì â¥®à¥¬ë 5 ¨ 5  ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã â®ç¥ª A1, A2, . . . , Am.4. �®ª § âì, çâ® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« , ¤®¯®«¨â¥«ì® ãª § ë¥ ¢ ¯◦ 2, à ¢-®á¨«ìë ®á®¢®¬ã (¢ á«ãç ¥ ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢).5. �®ª § âì, çâ® ¢áïª¨© ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥© ¬®�¥â ¡ëâì¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¤®¯®«¥ ¤® ¯®«®£® ¡¥§ ¯®ï¢«¥¨ï ®¢ëå ¢¥àè¨. � ©â¨ ãá«®-¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¤  ï £à ¨ç ï ¢¥àè¨  ¨áå®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  ¥ ¡ã¤¥â ¢¥àè¨-®© ¯®áâà®¥®£® ¯®«®£® ¬®£®£à ¨ª . (�à. á â¥®à¥¬®© 4 § 3 ¨ § ¤ ç¥© 1 § 3.)6. Ǒãáâì V | â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« á ¢¥àè¨®© A. Ǒãáâì a1,
a2, . . . ,an | ¢¥ªâ®àë ¢¤®«ì ¥£® à¥¡¥à. �®ª § âì, çâ® V ¥áâì £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® ª®-æ®¢ X ¢¥ªâ®à®¢ x = −−→OX = a+ n∑

i=1αiai, £¤¥ a = −→OA | ¢¥ªâ®à ¨§  ç «  O ¢ ¢¥àè¨ã A¨ αi | «î¡ë¥ ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á« .7. Ǒãáâì ¤ ë â®çª¨ A1, . . . , An ¨ ¯®«ã¯àï¬ë¥ b1, b2, . . . , bk, ¨áå®¤ïé¨¥ ¨§ íâ¨å â®ç¥ª.Ǒãáâì ai = −→OAi | ¢¥ªâ®àë ¨§  ç «  ¢ â®çª¨ Ai, a bi | ¢¥ªâ®àë ¢¤®«ì ¯®«ã¯àï¬ëå bi.�®ª § âì, çâ® ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ â®ç¥ª Ai ¨ ¯®«ã¯àï¬ëå bi ¥áâì £¥®¬¥âà¨-ç¥áª®¥ ¬¥áâ® ª®æ®¢ ¢¥ªâ®à®¢ x = −−→OX = n∑
i=1αiai+ k∑

i=1 βibi, £¤¥ ¢á¥ αi, βi ≥ 0 ¨ n∑
i=1αi = 1.(�à. á § ¤ ç¥© 4 § 3.)

§ 5. �ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥1. �ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥. Ǒãáâì F | ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì ¨
E | ª ª ï-«¨¡® ¥¤¨¨ç ï áä¥à , â. ¥. áä¥à  à ¤¨ãá  ¥¤¨¨æ . �®§ì¬¥¬  F ¥ª®â®à®¥ ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ªM ¨ ç¥à¥§ ª �¤ãî â®çªã íâ®£® ¬®�¥áâ¢ ¯à®¢¥¤¥¬ ¢á¥ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ ª F . �á«¨ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª íâ¨¬ ¯«®áª®-áâï¬ ®â«®�¨âì ¨§ æ¥âà  áä¥àë E, â® ª®æë ¨å § ¯®«ïâ   ¥© ¥ª®â®à®¥¬®�¥áâ¢®, ª®â®à®¥  §ë¢ ¥âáï áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬ ¬®�¥áâ¢ M .



40 �. �. ������������â® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¨«®�¨¬®, ¢ ç áâ®áâ¨, ª ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬,¯à¨ç¥¬, ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª ¨¬¥¥â £à ¨æã, â® ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨, ã¯¨à î-é¨¥áï ¢ ¥£® â®«ìª® ¢ £à ¨çëå â®çª å, ¨áª«îç îâáï. �á«¨ ¬®�¥áâ¢®M  ¬®£®£à ¨ª¥ P ¥áâì ¢ãâà¥®áâì £à ¨, â® ¥£® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à -�¥¨¥ á®áâ®¨â ¨§ ®¤®© â®çª¨. �á«¨ M ¥áâì à¥¡à® á ¨áª«îç¥ë¬¨ ª®æ -¬¨ 14), â® ¥£® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¥áâì ¤ã£  ¡®«ìè®£® ªàã£  á ª®æ ¬¨¢ â®çª å, ï¢«ïîé¨åáï áä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¨§®¡à �¥¨ï¬¨ £à ¥©, áå®¤ïé¨åáï ¢à¥¡à¥M , ª ª íâ® ïá® ¨§ â®£®, çâ® ¢áïª ï ¯à®¬¥�ãâ®ç ï ¯«®áª®áâì ¬¥�¤ã¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥©, áå®¤ïé¨åáï ¢ à¥¡à¥, ¡ã¤¥â ®¯®à®©.
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N1 N2

Q1
Q2

N

A
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�¨á. 28 �¨á. 29�á«¨ M á®áâ®¨â ¨§ ®¤®© ¢¥àè¨ë A, â® ¥£® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥¥áâì ç áâì áä¥àë E, ¢ëà¥§ ¥¬ ï â¥«¥áë¬ ã£«®¬, ®¡à §®¢ ë¬ ®à¬ «ï¬¨ª® ¢á¥¬ ®¯®àë¬ ¯«®áª®áâï¬ ¢ ¢¥àè¨¥ A. �â®â â¥«¥áë© ã£®«W ¯à¥¤áâ ¢-«ï¥â á®¡®©, ª ª «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« á à¥¡à ¬¨,¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¬¨ ª £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª , áå®¤ïé¨¬áï ¢ A (à¨á. 28).�á«¨ Q1 ¨ Q2 | ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¢ ¢¥àè¨¥ A, â® ¬®£®£à ¨ª § -ª«îç¥ ¢ ¤¢ã£à ®¬ ã£«¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨, ¨ ¯®â®¬ã ¢áïª ï ý¯à®¬¥�ãâ®ç ïþ¯«®áª®áâì Q â ª�¥ ¡ã¤¥â ®¯®à®© ¢ ¢¥àè¨¥ A. �®à¬ «¨ N ª â ª¨¬ ¯«®á-ª®áâï¬ Q § ¯®«ïîâ ã£®« ¬¥�¤ã ®à¬ «ï¬¨ N1 ¨ N2 ª ¯«®áª®áâï¬ Q1 ¨ Q2(à¨á. 29). �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢¬¥áâ¥ á «ãç ¬¨ N1 ¨ N2 ã£®« W á®¤¥à�¨â¯«®áª¨© ã£®« ¬¥�¤ã ¨¬¨. Ǒ®íâ®¬ã ã£®« W | ¢ë¯ãª«ë©.14)�®æë ã�® ¨áª«îç¨âì, â ª ª ª ®¨ ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  ¨ ¨åáä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¡ã¤ãâ áä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬¨. Ǒ®   «®£¨ç®© ¯à¨-ç¨¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ãâ¢¥à�¤¥¨¨ £®¢®à¨âáï ® ¢ãâà¥®áâ¨ £à ¨, â. ¥. £à ¨ á ¨áª«î-ç¥¨¥¬ ¥¥ à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨.



��. I: § 5. ����������� ����������� 41�à ¨ ã£«  W ®¡à §®¢ ë ®à¬ «ï¬¨ ª ¯«®áª®áâï¬, ª á îé¨¬áï ¬®£®-£à ¨ª  ¯® à¥¡à ¬, áå®¤ïé¨¬áï ¢ ¢¥àè¨¥ A. �¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¯®íâ®¬ã¯«®áª¨¥ ã£«ë, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¥ ª íâ¨¬ à¥¡à ¬. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ª �¤ë©¤¢ã£à ë© ã£®« βi â¥«¥á®£® ã£«  W ¤®¯®«ï¥â ¤® π ã£®« ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ïá®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ à¥¡à ¬¨ ¬®£®£à ¨ª , â. ¥. ¯«®áª¨© ã£®« αi   £à ¨¯à¨ ¢¥àè¨¥ A:
αi = π − βi. (1)�ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¢¥àè¨ë ¥áâì, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ë¯ãª«ë© áä¥-à¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª á ã£« ¬¨ βi. �¥àè¨ë íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , á®®â-¢¥âáâ¢¥® à¥¡à ¬ ã£«  W , ï¢«ïîâáï áä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¨§®¡à �¥¨ï¬¨ ¢ãâ-à¥®áâ¥© £à ¥©,   áâ®à®ë, á®®â¢¥âáâ¢¥® £à ï¬ ã£«  W , ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï à¥¡¥à á ¨áª«îç¥ë¬¨ ª®æ ¬¨.�ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¢¥àè¨ë ¥áâì, ª®¥ç®, â® �¥, çâ® áä¥à¨ç¥-áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¬®£®£à ®£® ã£« , ®¡à §®¢ ®£® áå®¤ïé¨¬¨áï ¢ ¥©£à ï¬¨. �á¥  è¨ ¢ë¢®¤ë ¢¥àë ¤«ï «î¡®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ®£®ã£« .�á«¨ â¥¯¥àìM ¥áâì «î¡ ï ç áâì ¤ ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P , â®¥¥ áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ á« £ ¥âáï ¨§ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¯®¯ -¤ îé¨å ¢ ¥¥ ¢¥àè¨, ®âà¥§ª®¢ à¥¡¥à ¨ ªãáª®¢ ¢ãâà¥®áâ¥© £à ¥©. � ªª ª áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï à¥¡¥à ¨ £à ¥© ¢ª«îç îâáï ¢ áä¥à¨ç¥áª¨¥¨§®¡à �¥¨ï ¢¥àè¨, ª ª®â®àë¬ ®¨ ¯®¤å®¤ïâ, â® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥-¨¥ ¬®£®£à ¨ª  á« £ ¥âáï ¨§ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¥£® ¢¥àè¨ ¨ â¥åà¥¡¥à, ®¡  ª®æ  ª®â®àëå «¥� â   £à ¨æ¥ 15). Ǒà¨ íâ®¬ á®£« á® ãá«®¢¨î£à ¨çë¥ ¢¥àè¨ë ¨ à¥¡à  ¨áª«îç îâáï. � ¯à¨¬¥à, ¡®ª®¢ ï ¯®¢¥àå®áâì¯à¨§¬ë ¥ ¨¬¥¥â ¢¥àè¨ ¢ãâà¨, ¨ ¥¥ áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ á¢®¤¨âáï ª¡®«ìè®¬ã ªàã£ã.�áïª ï ®¯®à ï ¯«®áª®áâì, ª á îé ïáï ¬®£®£à ¨ª  ¢ ¢¥àè¨¥, ¥ ª -á ¥âáï ¤àã£¨å ¥£® ¢¥àè¨, ¥á«¨ â®«ìª® ®  ¥ ª á ¥âáï ¥£® ¯® à¥¡àã ¨«¨£à ¨. Ǒ®íâ®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥-¨ï ¢¥àè¨, ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª ¨ ¬®£ãâ ¯à¨«¥£ âì «¨èì ¯®áâ®à® ¬ ¨ ¢¥àè¨ ¬, á®®â¢¥âáâ¢¥® à¥¡à ¬ ¨ £à ï¬,   ª®â®àëå «¥� â¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥¢á¥£® ¬®£®£à ¨ª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© áä¥à¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª, á®-áâ ¢«¥ë© ¨§ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª .15)�á«¨ ¬®£®£à ¨ª ¨¬¥¥â £à ¨æã, â® £à ¨çë¥ ¢¥àè¨ë ¨áª«îç îâáï. �®  ¬®£®£à ¨ª¥ á £à ¨æ¥© ¬®£ãâ ¨¬¥âìáï ¥£à ¨çë¥ à¥¡à  á ®¡®¨¬¨ ª®æ ¬¨   £à -¨æ¥. �®£¤  ¨å áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¥ ¢å®¤ïâ ¢ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¢¥àè¨,¨ ¨å ã�® ¢ª«îç âì ¢ áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  ®á®¡®. Ǒà¨ íâ®¬ ¬®-�¥â á«ãç¨âìáï, çâ® áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¥ª®â®àëå ¢¥àè¨ á®¥¤¨ïîâáï ¤ã£ ¬¨¡®«ìè¨å ªàã£®¢, ï¢«ïîé¨¬¨áï áä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¨§®¡à �¥¨ï¬¨ â ª¨å à¥¡¥à.



42 �. �. ������������á«¨ ¬®£®£à ¨ª § ¬ªãâë©, â® ¥£® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¯®ªàë-¢ ¥â ¢áî áä¥àã ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â à §¡¨¥¨¥ ¥¥   áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®-£®ã£®«ì¨ª¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢¥àè¨ ¬ ¬®£®£à ¨ª .�¥§î¬¨àã¥¬ ¢á¥ ¯®«ãç¥ë¥ ¢ë¢®¤ë ¢ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:�¥®à¥¬  1. �ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á« £ -¥âáï ¨§ ¢ë¯ãª«ëå áä¥à¨ç¥áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ S1, . . . , Sm, ï¢«ïîé¨åáïáä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¨§®¡à �¥¨ï¬¨ ¥£® ¢¥àè¨. �â¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¥ ¨¬¥îâ®¡é¨å ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª. �¡é ï áâ®à®  ¤¢ãå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Sk, Sl ¥áâìáä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ à¥¡à  (á ¨áª«îç¥¨¥¬ ª®æ®¢), á®¥¤¨ïîé¥£® á®-®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢¥àè¨ë. �¡é ï ¢¥àè¨  ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Sk, . . . , Sq ¥áâìáä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¢ãâà¥®áâ¨ â®© £à ¨, ª®â®à®© ¯à¨ ¤«¥� â¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ íâ¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬. �£«ë¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Si à ¢ë ¤®¯®«¥¨ï¬ ¤® π ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¯à¨ á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨å ¢¥àè¨ å ¬®£®£à ¨ª .2. Ǒ«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï. Ǒãáâì V | ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ë© ã£®« á n £à ï¬¨, ¯«®áª¨¥ ã£«ë ª®â®àëå à ¢ë α1, . . . , αn.�£® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¥áâì áä¥à¨ç¥áª¨© n-ã£®«ì¨ª á ã£« ¬¨ βi == π − αi. �® ¯«®é ¤ì ω áä¥à¨ç¥áª®£® n-ã£®«ì¨ª  ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ¥£®ã£«ë ¯® ä®à¬ã«¥
ω = n∑

i=1 βi − (n− 2)π, (2)â. ¥. à ¢  ¨§¡ëâªã áã¬¬ë ¥£® ã£«®¢  ¤ áã¬¬®© ã£«®¢ ¯«®áª®£® ¬®£®ã£®«ì-¨ª  á â¥¬ �¥ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨ n 16). � â ª ª ª βi = π − αi, â®
ω = 2π − n∑

i=1 αi. (3)� ª ª ª ¯«®é ¤ì ω ¯®«®�¨â¥«ì , â® ¢ íâ®© ä®à¬ã«¥ á®¤¥à�¨âáï, ¬¥�¤ã¯à®ç¨¬, â®â ¨§¢¥áâë© ä ªâ, çâ® áã¬¬  ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®-£à ®£® ã£«  ¢á¥£¤  ¬¥ìè¥ 2π.�ã¬¬ã ã£«®¢ αi ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¯®«ë¬ ã£«®¬ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë ¨ ®¡®§ -ç ¥¬ ç¥à¥§ θ,   à §®áâì 2π − θ  §ë¢ ¥¬ ªà¨¢¨§®© ¢¥àè¨ë. Ǒ®íâ®¬ãä®à¬ã«  (3) ®§ ç ¥â, çâ® ªà¨¢¨§  ¢¥àè¨ë ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ®£® ã£-«  à ¢  ¯«®é ¤¨ ¥£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï.16)�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª �¥¬ íâã ä®à¬ã«ã á ç «  ¤«ï áä¥à¨ç¥áª®£® âà¥ã£®«ì¨-ª  B1B2B3 á ã£« ¬¨ β1, β2, β3 (à¨á. 30). Ǒà®¤®«� ï áâ®à®ë âà¥ã£®«ì¨ª , ¯®«ãç¨¬ âà¨¡®«ìè¨å ªàã£ , ª®â®àë¥ ¢ á¢®¥¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ®¡à §ãîâ ¥é¥ âà¥ã£®«ì¨ª B′1B′2B′3, á¨¬-¬¥âà¨çë© âà¥ã£®«ì¨ªã B1B2B3 ®â®á¨â¥«ì® æ¥âà  áä¥àë. � �¤ë¥ ¤¢  ¡®«ìè¨åªàã£  ®£à ¨ç¨¢ îâ ¤¢  ¤¢ãã£®«ì¨ª  á ¢¥àè¨ ¬¨ B1B′1, B2B′2, B3B′3. �£«ë íâ¨å ¤¢ã-ã£®«ì¨ª®¢ ¡ã¤ãâ á®®â¢¥âáâ¢¥® β1, β2, β3. �â®è¥¨¥ ¯«®é ¤¨ ª �¤®£® ¤¢ãã£®«ì¨ª ª ¯«®é ¤¨ ¢á¥© áä¥àë à ¢®, ®ç¥¢¨¤®, ®â®è¥¨î ¥£® ã£«  ª 2π. Ǒ®íâ®¬ã áã¬¬  ¯«®-



��. I: § 5. ����������� ����������� 43�à¨¢¨§  «î¡®© ç áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª áã¬¬  ªà¨¢¨§§ ª«îç îé¨åáï ¢ ¥© ¢¥àè¨, ¥ «¥� é¨å   ¥£® £à ¨æ¥. �¬¥áâ¥ á â¥¬á®£« á® â¥®à¥¬¥ 1 áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ «î¡®© ç áâ¨ ¬®£®£à ¨ª á« £ ¥âáï ¨§ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© § ª«îç îé¨åáï ¢ ¥© ¢¥àè¨. Ǒ®-íâ®¬ã ¨ ¤«ï «î¡®© ç áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥-¨ï à ¢  ªà¨¢¨§¥.�á«¨ ¤¥ä®à¬¨à®¢ âì ¬®£®£à ¨ª, ¥ ¬¥ïï ¤«¨ ªà¨¢ëå   ¥¬, â®ã£«ë   ¥¬ â ª�¥ ¥ ¡ã¤ãâ ¬¥ïâìáï, ¯®â®¬ã çâ® ®¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¤«¨ -¬¨;  ¯à¨¬¥à, ¤«¨  ªà¨¢®©, ¯à®¢¥¤¥®©   ¬®£®£à ¨ª¥   ¯®áâ®ï®¬¬ «®¬ à ááâ®ï¨¨ r ®â ¢¥àè¨ë A, à ¢ , ®ç¥¢¨¤®, θr, £¤¥ θ | ¯®«ë©ã£®« ¢®ªàã£ A. �«¨ë ªà¨¢ëå   ¬®£®£à ¨ª¥ ®¯à¥¤¥«ïîâ, ª ª £®¢®àïâ,¥£® ý¢ãâà¥îî ¬¥âà¨ªãþ, ¨ ¯®â®¬ã ªà¨¢¨§  ¨ ¢¬¥áâ¥ á ¥© ¯«®é ¤ìáä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï § ¢¨áïâ â®«ìª® ®â ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨ ¬®£®-£à ¨ª . (�®«¥¥ ¤¥â «ì® ¯®ïâ¨¥ ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨ ¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥«¥®¢ ¯◦ 2 § 6.) Ǒ®«ãç¥ë¥ à¥§ã«ìâ âë à¥§î¬¨àã¥¬ ¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë:�¥®à¥¬  2. Ǒ«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï «î¡®© ç áâ¨ ¢ë¯ãª«®-£® ¬®£®£à ¨ª  à ¢  ¥¥ ªà¨¢¨§¥,   â ª ª ª ªà¨¢¨§  § ¢¨á¨â â®«ìª®®â ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨ ¬®£®£à ¨ª , â® íâ® �¥ ¢¥à® ¤«ï ¯«®é ¤¨ áä¥-à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ¢áïª®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®£à ¨ª ,¥  àãè îé¥© ¥£® ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¨ ¥ ¬¥ïîé¥© ¤«¨ ªà¨¢ëå   ¥¬ (â. ¥.¥ ¬¥ïîé¥© ¥£® ¬¥âà¨ª¨), ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ®áâ ¥âáï¥¨§¬¥®©.�â® ¥áâì í«¥¬¥â àë©   «®£ § ¬¥¨â®© â¥®à¥¬ë � ãáá  ® â®¬, çâ®ã ¢áïª®© ¥¯à¥àë¢® ¨§®£ãâ®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡-à �¥¨ï ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥®©, ¥á«¨ ¤¥ä®à¬¨à®¢ âì ¯®¢¥àå®áâì, ¥ ¬¥ïï¤«¨ ªà¨¢ëå   ¥©.3. �ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª . � ¬-ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¨¬¥¥â ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ «î¡®£®  ¯à ¢-é ¤¥© ¢á¥å è¥áâ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¤¢ãã£®«ì¨ª®¢ ¡ã¤¥â
β2

β1
β3

B1

B2

B3

B1′

B2′

B3′

�¨á. 30
2(β1 + β2 + β3)2π 4π = 4(β1 + β2 + β3).�¬¥áâ¥ á â¥¬ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢¨¤®, çâ®  è¨ ¤¢ã-ã£®«ì¨ª¨ ¯®ªàë¢ îâ ¢áî áä¥àã ¨ âà¨�¤ë ®¡  âà¥-ã£®«ì¨ª  B1B2B3 ¨ B′1B′2B′3. Ǒ®íâ®¬ã áã¬¬  ¨å ¯«®-é ¤¥© à ¢  4π + 4ω, £¤¥ ω | ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨-ª  B1B2B3. �âáî¤  4(β1 + β2 + β3) = 4π + 4ω, â. ¥.

ω = β1 + β2 + β3 − π, ª ª â®£® ¨ âà¥¡ã¥â ä®à¬ã«  (2).�á«¨ â¥¯¥àì ¤  áä¥à¨ç¥áª¨© n-ã£®«ì¨ª, â® à §-¡¨¢ ¥¬ ¥£® ¤¨ £® «ï¬¨   n − 2 âà¥ã£®«ì¨ª®¢. �®-£¤  á«®�¥¨¥ ¯«®é ¤¥© íâ¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ®¤®-¢à¥¬¥® ã£«®¢ áà §ã ¤ ¥â ä®à¬ã«ã (2) ¤«ï  è¥£®
n-ã£®«ì¨ª .



44 �. �. �����������«¥¨ï, ¯®íâ®¬ã ¥£® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¯®ªàë¢ ¥â ¢áî áä¥àã ¨ ¯«®-é ¤ì ¥£® à ¢  4π.�¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¢á¥£¤  á®¤¥à�¨â ¯®«ã¯àï¬ãî. Ǒ®-íâ®¬ã ¤«ï ¢áïª®© ¥£® ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨ Q  ©¤¥âáï ®¯®à ï ¯«®áª®áâì ªíâ®© ¯®«ã¯àï¬®© á ¯ à ««¥«ì®© ¢¥è¥© ®à¬ «ìî, áâ®¨â «¨èì ¢¤¢¨ãâì¯«®áª®áâì Q ¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª  â ª, çâ®¡ë ®  ã¯¥à« áì ¢ íâã ¯®«ã¯àï-¬ãî. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®-£à ¨ª  á®¤¥à�¨âáï ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¨§®¡à �¥¨¨ ¯®«ã¯àï¬®©. �¥¯®áà¥¤-áâ¢¥® ¢¨¤®, çâ® íâ® ¯®á«¥¤¥¥ ¯®ªàë¢ ¥â ¯®«ãáä¥àã, ®£à ¨ç¥ãî íª-¢ â®à®¬, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¬ ª ¯®«ã¯àï¬®©. Ǒ®íâ®¬ã áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à -�¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  ¢á¥£¤  á®¤¥à�¨âáï ¢ ¯®«ãáä¥à¥ ¨, á«¥-¤®¢ â¥«ì®, ¯«®é ¤ì ¥£® ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2π.�®ª �¥¬ ¡®«¥¥ â®çãî â¥®à¥¬ã:�¥®à¥¬  3. �ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®-£à ¨ª  á®¢¯ ¤ ¥â á® áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« .Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¨ V | ¥£® ¯à¥¤¥«ìë©ã£®«. �¥àè¨ã ã£«  V ¬ë ¢ë¡¥à¥¬ ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª , ¨ â®£¤ , ª ª¯®ª § ® ¢ ¯◦ 1 § 4, ã£®« V ¡ã¤¥â á®¤¥à� âìáï ¢ ¬®£®£à ¨ª¥. � â ª®¬á«ãç ¥ ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¤«ï ¢áïª®© ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨ Q ¬®£®£à ¨ª   ©-¤¥âáï ®¯®à ï ¯«®áª®áâì ã£«  V á ¯ à ««¥«ì®© ¢¥è¥© ®à¬ «ìî, áâ®¨â«¨èì ¢¤¢¨ãâì ¯«®áª®áâì Q ¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª  â ª, çâ®¡ë ®  ã¯¥à« áì¢ ã£®« V . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  á®-¤¥à�¨âáï ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¨§®¡à �¥¨¨ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« .�®ª �¥¬, çâ®, ®¡à â®, áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ã£«  V á®¤¥à�¨âáï¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¨§®¡à �¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P . � ª ª ª á®£« á® â¥®à¥-¬¥ 1 ®¡  áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¬®£®-ã£®«ì¨ª¨, â® ¤®áâ â®ç®, ®ç¥¢¨¤®, ¤®ª § âì, çâ® ¢áïª ï ¢ãâà¥ïï â®ç-ª  N áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ã£«  V á®¤¥à�¨âáï ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¨§®¡à -�¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P .Ǒ® ¤®ª § ®¬ã ¢ ¯◦ 1 £à ¨æ  áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¬®£®£à ®£®ã£«  á« £ ¥âáï ¨§ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¥£® à¥¡¥à. Ǒ®íâ®¬ã ¢ãâà¥-ïï â®çª  N áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ã£«  V ®â¢¥ç ¥â ®¯®à®© ¯«®áª®-áâ¨ Q, ª á îé¥©áï ã£«  V â®«ìª® ¢ ¥£® ¢¥àè¨¥. �®£¤  ¢¥áì ã£®« V , ªà®¬¥¥£® ¢¥àè¨ë, ®ª §ë¢ ¥âáï ¢ãâà¨ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  R, ®£à ¨ç¥®£® íâ®©¯«®áª®áâìî.� ª ª ª ¯® á ¬®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ã£«  V ® á®áâ®¨â ¨§ ¯®«ã¯àï¬ëå,  -¯à ¢«¥ëå ¯ à ««¥«ì® ¯®«ã¯àï¬ë¬, «¥� é¨¬   ¬®£®£à ¨ª¥ P , â®¢á¥ ¯®«ã¯àï¬ë¥, «¥� é¨¥   P , ¡ã¤ãâ  ¯à ¢«¥ë ¢ â® �¥ ¯®«ã¯à®áâà -áâ¢® R. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�®¬ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥ R1 ¬®-�¥â § ª«îç âìáï «¨èì ª®¥ç ï ç áâì ¬®£®£à ¨ª  P . � â®£¤ , ¢ë¤¢¨£ ï¯«®áª®áâìQ ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®R1, ¬ë ¤®©¤¥¬ ¤® â ª®£® ¥¥ ¯®«®�¥¨ï, çâ®



��. I: § 5. ����������� ����������� 45¢¥áì ¬®£®£à ¨ª P ®ª �¥âáï ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¥¥, â. ¥. ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¥£®®¯®àãî ¯«®áª®áâì, ¯ à ««¥«ìãî Q. Ǒ®íâ®¬ã â®çª  N , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï  áä¥à¥ ¯«®áª®áâ¨ Q, ¢å®¤¨â â ª�¥ ¢ áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¬®£®-£à ¨ª  P . �«¥¤®¢ â¥«ì®, áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  Pá®¤¥à�¨â áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ã£«  V ,   â ª ª ª ¢ ç «¥ ¬ë ¤®ª § -«¨ ®¡à â®¥ ¢ª«îç¥¨¥, â® ®¡  áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨ï á®¢¯ ¤ îâ, çâ® ¨âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¢áïª®£® ¬®£®£à ®£® ã£«  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®-¡®©, ª ª ¡ë«® ¯®ª § ®, ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª,   ¢¥àè¨ë íâ®£® ¬®£®-ã£®«ì¨ª  S ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¢ãâà¥®áâ¥©£à ¥© ã£«  V . �à ¨ ã£«  V ¯ à ««¥«ìë â¥¬ ¡¥áª®¥çë¬ £à ï¬ ¬®£®-£à ¨ª  P , ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ª®â®àëå ¥¯ à ««¥«ìë.�âáî¤  ¨ ¨§ ¤®ª § ®£® á®¢¯ ¤¥¨ï áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¬®£®-£à ¨ª  P ¨ ã£«  V ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¨© ¢ë¢®¤:�ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¯®«®£® (¡¥§ £à ¨æë) ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª  ¥áâì áä¥à¨ç¥áª¨ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª S, ¢¥àè¨ë ª®â®-à®£® ®â¢¥ç îâ ¡¥áª®¥çë¬ £à ï¬ á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡-à ¬¨. �ä¥à¨ç¥áª¨¥ �¥ ¨§®¡à �¥¨ï £à ¥© á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨à¥¡à ¬¨ ¯®¯ ¤ îâ   áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  S (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à¥¡à ¬¯à¥¤¥«ì®£® ã£« , ¯ à ««¥«ìë¬ íâ¨¬ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª ). �ä¥à¨ç¥-áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ª®¥çëå £à ¥© ¯®¯ ¤ îâ ¢ãâàì ¬®£®ã£®«ì¨ª  S.�á«¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« á¢®¤¨âáï ª ¯®«ã¯àï¬®©, â. ¥. ¥á«¨ ¢á¥ ¡¥áª®¥ç-ë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  ¯ à ««¥«ìë, â® ¬®£®ã£®«ì¨ª S ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âá®¡®© ¯®«ãáä¥àã. �á«¨ �¥ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« á¢®¤¨âáï ª ¯«®áª®¬ã ã£«ã, â®¬®£®ã£®«ì¨ª S ¡ã¤¥â ¤¢ãã£®«ì¨ª®¬.� ¬¥â¨¬, çâ® â¥®à¥¬  3 ¯à¨¢®¤¨â ª ®¢®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯à¥¤¥«ì®£® ã£-«  ª ª ¬®£®£à ®£® ã£« , áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥âá® áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬ ¬®£®£à ¨ª . �â® ®á®¢ ®   â®¬ ä ªâ¥,çâ® ¬®£®£à ë© ã£®« ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬ áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬ áâ®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ V | ¤ ë© ¬®£®£à ë©ã£®«, aW | ¬®£®£à ë© ã£®«, § ¯®«¥ë© ®à¬ «ï¬¨ ª ®¯®àë¬ ¯«®á-ª®áâï¬ ã£«  V , â® à¥¡à  ¨ £à ¨ ã£« W ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë á®®â¢¥âáâ¢¥® ª£à ï¬ ¨ à¥¡à ¬ ã£«  V . Ǒ®íâ®¬ã ®â®è¥¨¥ ¬¥�¤ã ã£« ¬¨ V ¨ W ¢§ ¨¬-®¥ ¨ ®¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ ¤àã£ ¤àã£ . �¥¡à  ®¤®£® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª £à ï¬¤àã£®£®, ¨ ®¡à â®. � �¤ë© ¨§ ¨å § ¯®«ï¥âáï ®à¬ «ï¬¨ ª ®¯®àë¬¯«®áª®áâï¬ ¤àã£®£®.4. Ǒ®«ïàë¥ ¬®£®£à ¨ª¨. �ª §  ï â®«ìª® çâ® ¢§ ¨¬®áâì ¬®£®£à ëåã£«®¢ V ¨ W ®ª §ë¢ ¥âáï ¨â¥à¥áë¬ ®¡à §®¬ á¢ï§ ®© á áãé¥áâ¢®¢ ¨¥¬ ¢§ ¨¬ëå¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢.�á«¨ P | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¨ O | â®çª  ¢ãâà¨ ¥£®, â®, ®ª §ë¢ ¥âáï, ¬®�®¯®áâà®¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ′, £à ¨ ª®â®à®£® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª «ãç ¬, ¨¤ã-é¨¬ ¨§ O ç¥à¥§ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P ,   ¢¥àè¨ë «¥� â   «ãç å, ¨¤ãé¨å ¨§ O



46 �. �. �����������¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® ª £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P . �§ ¨¬®®â®è¥¨¥ ¬¥�¤ã £à ï¬¨ ¨ ¢¥à-è¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′ ®ª §ë¢ ¥âáï ¢§ ¨¬ë¬. �¥¡à ¬ ®¤®£® ®â¢¥ç îâ à¥¡à ¤àã£®£® | à¥¡àã, á®¥¤¨ïîé¥¬ã ¢¥àè¨ë C1 ¨ C2 ¬®£®£à ¨ª  P , ®â¢¥ç ¥â à¥¡à®, ¯®ª®â®à®¬ã á¬¥�ë £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ′, ®â¢¥ç îé¨¥ ¢¥àè¨ ¬ C1 ¨ C2.

�¨á. 31 �¨á. 32� å®¤ïé¨¥áï ¢ â ª®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ ¬®£®£à ¨ª¨  §ë¢ îâáï ¯®«ïàë¬¨ ¤àã£ ¤àã-£ã. Ǒà®áâ¥©è¨© ¯à¨¬¥à ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ªã¡ ¨ ®ªâ í¤à á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ æ¥âà å £à ¥© ªã¡ (à¨á. 31). �®®¡é¥, ¢áïª®¬ã ¬®£®£à ¨ªã P , ®¯¨á ®¬ã ®ª®«® è à , ®â¢¥ç ¥â ¢ ª ç¥-áâ¢¥ ¯®«ïà®£® ¬®£®£à ¨ª P1, ¢¯¨á ë© ¢ è à, á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ â®çª å ª á ¨ï è à á £à ï¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P .� «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯®«ïàë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨: ¢¥àè¨ë ®¤®£® «¥� â   «ã-ç å, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàëå ª áâ®à® ¬ ¤àã£®£®, ¨ ®¡à â® (à¨á. 32).Ǒ®áâà®¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª , ¯®«ïà®£® ¤ ®¬ã, ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯ãâ¥¬ ¯®«ïà®£® ¯à¥-®¡à §®¢ ¨ï, á®áâ®ïé¥£® ¢ á®¯®áâ ¢«¥¨¨ â®çª ¬ ¯«®áª®áâ¥©, ¨ ®¡à â®. �¬¥®, ª �¤®©â®çª¥ C áâ ¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¯«®áª®áâì, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª «ãçã −→OC ¨ ã¤ «¥ ï®â O   à ááâ®ï¨¥, ®¡à â® ¯à®¯®àæ¨® «ì®¥ à ááâ®ï¨î OC. �á«¨ c | ¢¥ªâ®à, ¨¤ã-é¨© ¨§  ç «  O ¢ â®çªã C, â® ãà ¢¥¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯«®áª®áâ¨ ¡ã¤¥â cx = 1 (¨«¨
cx = r, £¤¥ r | à ¤¨ãá è à  á æ¥âà®¬ O, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®£® ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯®-«ïà®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥). Ǒ® íâ®¬ã ¯à ¢¨«ã ª �¤®© ¢¥àè¨¥ C1 ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª á â®çª®© O ¢ãâà¨ á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯«®áª®áâì £à ¨ ¤àã£®£® ¬®£®£à ¨ª .�á«¨ â®çª  B ¤¢¨�¥âáï ¯® ¯«®áª®áâ¨ cx = 1, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â®çª¥ C, â® ¥¨§¬¥®
cb = 1. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¯«®áª®áâ¨ bx = 1, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â®çª ¬ B, ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§â®çªã C. Ǒ®íâ®¬ã ¯«®áª®áâ¨ cx = 1 ª ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¬ã ¬¥áâã â®ç¥ª á®®â¢¥âáâ¢ã¥ââ®çª  C ª ª æ¥âà á¢ï§ª¨ ¯«®áª®áâ¥©, ®â¢¥ç îé¨å â®çª ¬ ¯«®áª®áâ¨ cx = 1. �ë¬¨á«®¢ ¬¨, ¨æ¨¤¥â®áâì â®çª¨ ¨ ¯«®áª®áâ¨ á®åà ï¥âáï, ¨ â®«ìª® ¯«®áª®áâ¨ ¨ â®çª¨¬¥ïîâáï à®«ï¬¨ 17).�®¢¥àè¥®   «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®«ïà®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥   ¯«®áª®áâ¨ ¬¥�¤ã â®ç-ª ¬¨ ¨ ¯àï¬ë¬¨.�ë á ç «  à áá¬®âà¨¬ ¯®«ïà®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥   ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¢ëïá¨¬ ¥£® á¢®©áâ¢ ,  ¯®â®¬ ¯®   «®£¨¨ à áá¬®âà¨¬ ¯®«ïà®áâì ¢ ¯à®áâà áâ¢¥.17)� áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ¯®«ïà®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥áâì ç áâë© á«ãç © ¯®«ïà®áâ¨ ®â®á¨-â¥«ì® «î¡®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª . � ª¨¥ ®¡é¨¥ ¯®«ïà®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï¢ ¯à®¥ªâ¨¢®© £¥®¬¥âà¨¨. �  è¥¬ á«ãç ¥ à¥çì ¨¤¥â ® ¯®«ïà®áâ¨ ®â®á¨â¥«ì® ¥¤¨¨ç-®£® è à .



��. I: § 5. ����������� ����������� 47Ǒãáâì Q | ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, «¥� é¨© ¢ ¥ª®â®à®© ¯«®áª®áâ¨ R.�®§ì¬¥¬ ¢ãâà¨ ¥£® â®çªã O ¨ ¢®ááâ ®¢¨¬ ¨§ ¥¥ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà OO′ ª ¯«®áª®áâ¨ R¤«¨®©, à ¢®© ¥¤¨¨æ¥. Ǒà®¢¥¤ï ¨§ O′ ¯®«ã¯àï¬ë¥ ¢® ¢á¥ â®çª¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q,¯®«ãç¨¬ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« V (à¨á. 33).
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�¨á. 33 �¨á. 34Ǒ®áâà®¨¬ ¬®£®£à ë© ã£®« V1, ®¡à §®¢ ë© ®à¬ «ï¬¨ ª ®¯®àë¬ ¯«®áª®áâï¬ã£«  V , ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¬ ¥£® ¯«®áª®áâìî R1, ¯ à ««¥«ì®© R. � á¥ç¥¨¨ ¯®«ãç¨¬ ¢ë¯ãª-«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª Q1, ¢¥àè¨ë ª®â®à®£® ¯®«ãç îâáï ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ à¥¡¥à ã£«  V ′ á¯«®áª®áâìî R1.�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯à®¤®«�¥¨¥ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà  OO′ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯«®áª®áâì R1 ¢ â®ç-ª¥ O1, «¥� é¥© ¢ãâà¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q1 (¯®â®¬ã çâ® ¯«®áª®áâì, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ïª OO1 ¢ â®çª¥ O′, ¡ã¤¥â ®¯®à®© ª ã£«ã V ′, ª á ïáì ¥£® â®«ìª® ¢ ¢¥àè¨¥ O′).Ǒãáâì ai | áâ®à®  ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¨ ei | «ãç, ¨¤ãé¨© ¨§ O ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® ªá®¤¥à� é¥© ¥¥ ¯àï¬®© (à¨á. 34). Ǒ«®áª®áâì E, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã O′ ¨ «ãç ei, ¡ã¤¥â¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®© ª ¯«®áª®áâ¨ â®© £à ¨ ã£«  V , ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â áâ®à®¥ ai. �®£à ¨ ã£«  V ®â¢¥ç ¥â ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¥ à¥¡à® ã£«  V1; á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®® ¡ã¤¥â «¥� âì¢ ¯«®áª®áâ¨ E. Ǒ®íâ®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¢¥àè¨  A′i ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q1 ¡ã¤¥â «¥� âì  ¨¤ãé¥¬ ¨§ â®çª¨ O1 «ãç¥ e′i, ¯ à ««¥«ì®¬ ei (¯®áª®«ìªã ¯«®áª®áâì E ¯¥à¥á¥ª ¥â¯«®áª®áâ¨ R ¨ R1 ¯® ¯ à ««¥«ìë¬ ¯àï¬ë¬).�á«¨ á¯à®¥ªâ¨à®¢ âì ¬®£®ã£®«ì¨ª Q1   ¯«®áª®áâì R ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, â® ¨§ áª -§ ®£® ïá®, çâ® ¯®«ãç¨âáï ¬®£®ã£®«ì¨ª Q′, ¢¥àè¨ë ª®â®à®£® «¥� â   «ãç å, ¯¥à-¯¥¤¨ªã«ïàëå ª áâ®à® ¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q.�®, ª ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ ª®æ¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯◦ 3, ®â®è¥¨¥ ¬¥�¤ã ¬®£®£à ë-¬¨ ã£« ¬¨ V ¨ V ′ ¢§ ¨¬®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®â®è¥¨¥ ¬¥�¤ã ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬¨ Q ¨
Q1,   § ç¨â, â ª�¥ Q ¨ Q′ â®�¥ ¢§ ¨¬®. Ǒ®íâ®¬ã ª ª ¢¥àè¨ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q′«¥� â   «ãç å, ¨¤ãé¨å ¨§ O ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® ª áâ®à® ¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, â ª ¨¢¥àè¨ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q «¥� â   «ãç å, ¨¤ãé¨å ¨§ O ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® ª áâ®à® ¬¬®£®ã£®«ì¨ª  Q′. � ª¨¬ ®¡à §®¬, íâ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¨ ¡ã¤ãâ ¯®«ïàë¬¨ ¤àã£ ¤«ï¤àã£ .



48 �. �. ������������á«¨ «ãç OX1 ¨¤¥â ç¥à¥§ ¢ãâà¥îî â®çªã X1 ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q1, â. ¥. ¢ãâàì ã£-«  V ′, â® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª ¥¬ã ¯«®áª®áâì ¡ã¤¥â ®¯®à®© ª ã£«ã V . Ǒ®íâ®¬ã ® ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯«®áª®áâì R ¯® â ª®© ¯àï¬®© x, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª Q «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®-à®ã ®â ¥¥. �á«¨ â®çª  X1 «¥�¨â   ªà î ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q1, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï¯àï¬ ï x ¡ã¤¥â ®¯®à®© ª ¬®£®ã£®«ì¨ªã Q. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â®çª ¬ ¬®£®ã£®«ì¨-ª  Q1,   § ç¨â, ¨ Q′ á®¯®áâ ¢«ïîâáï ¯àï¬ë¥, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨¥ Q,   â®çª ¬ £à ¨æë¬®£®ã£®«ì¨ª  Q′ | ®¯®àë¥ ¯àï¬ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q.Ǒà¨¬¥¬ â®çªã O′ §   ç «® ª®®à¤¨ â ¢ ¯à®áâà áâ¢¥,   â®çªã O | §   ç «® ª®-®à¤¨ â ¢ ¯«®áª®áâ¨ R. �á¨ x1, x2  ¯à ¢¨¬ ¯ à ««¥«ì® ¯«®áª®áâ¨ R,   ®áì x3 |¯® O′O. Ǒ®«®�¥¨¥ â®çª¨ X ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢¥ªâ®à®¬ (x1, x2, x3),    ¯«®áª®áâ¨ R | ¢¥ªâ®à®¬ (x1, x2).�à ¢¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ O′ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® ª «ãçã O′C, ¡ã¤¥â
c1x1 + c2x2 + c3x3 = 0, (1)£¤¥ c1, c2, c3 | ª®®à¤¨ âë â®çª¨ C (áª «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ªâ®à  (c1, c2, c3) â®çª¨ C¨ ¢¥ªâ®à  (x1, x2, x3) â®çª¨   ¯«®áª®áâ¨ à ¢® ã«î).�á«¨ â®çª  C «¥�¨â ¢ ¯«®áª®áâ¨ R, â® c3 = 1. �á«¨ �¥   ¯®áâà®¥®© ¯«®áª®áâ¨¢§ïâì â®çª¨ ¥¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï á ¯«®áª®áâìî R′,   ª®â®à®© x3 = −1, â® ¢¬¥áâ® (1) ¯®«ãç¨¬

c1x1 + c2x2 = 1. (2)�â® ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ãà ¢¥¨¥ ¯àï¬®© c, ª®â®à ï á®¯®áâ ¢«ï¥âáï â®çª¥ C, ¯®â®¬ãçâ® ¬ë ª ª à § á®¯®áâ ¢«ï¥¬ ª �¤®© â®çª¥ C ¯àï¬ãî ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¯«®áª®áâ¨ R′ á ¯«®á-ª®áâìî, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®© ª «ãçã O′C, ¨«¨ ¯à®¥ªæ¨î íâ®© ¯àï¬®©   ¯«®áª®áâì R.�«¥¤®¢ â¥«ì®,   «¨â¨ç¥áª¨  è¥ ¯®áâà®¥¨¥ á¢®¤¨âáï ª â®¬ã, çâ® ª �¤®© â®ç-ª¥ C(c1, c2) ¯«®áª®áâ¨ R ¬ë á®¯®áâ ¢«ï¥¬ ¯àï¬ãî á ãà ¢¥¨¥¬ (2). Ǒ® ¢§ ¨¬®áâ¨¢¥à® â ª�¥ ®¡à â®¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ª®£¤  â®çª  C ¯à®¡¥£ ¥â ¯àï¬ãî c′, á®®â¢¥âáâ¢ãî-é¨¥ ¥© ¯àï¬ë¥ ¢à é îâáï ¢®ªàã£ â®çª¨ C′, ª®â®à®© ®â¢¥ç ¥â ¯àï¬ ï c′. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,¤¢¨�¥¨î â®çª¨ C ¯® ¯àï¬®© c′ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢à é¥¨¥ «ãç  O′C ¢ ¯«®áª®áâ¨ (O′, c′),  â®£¤  ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¥ ª ¥¬ã ¯«®áª®áâ¨ ¥¨§¬¥® ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ «ãç O′C′, ¯¥à¯¥-¤¨ªã«ïàë© ª ¯«®áª®áâ¨ (O′, c′). �® íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¯àï¬ë¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â®çª¥ C,¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ â®çªã C′.�â® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¯àï¬ëå ¨ â®ç¥ª ¨  §ë¢ ¥âáï ¯®«ïà®áâìî (®â®á¨â¥«ì® ¥¤¨¨ç®©®ªàã�®áâ¨ á æ¥âà®¬ O).Ǒ®«ïà®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®¢¥àè¥®   «®£¨ç®: â®çª¥ áª®®à¤¨ â ¬¨ c1, c2, c3 á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯«®áª®áâì á ãà ¢¥¨¥¬ c1x1+c2x2+c3x3 = 1, â. ¥.ª®æã ®â«®�¥®£® ¨§  ç «  O ¢¥ªâ®à  C á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯«®áª®áâì cx = 1. �  ¯¥à-¯¥¤¨ªã«ïà  ª c, ¨ à ááâ®ï¨¥ ¥¥ ®â  ç «  à ¢® ®¡à â®© ¢¥«¨ç¨¥ ¤«¨ë ¢¥ªâ®à  c.�«ï ¯®áâà®¥¨ï íâ®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¬®�® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï   «®£¨çë¬ ¯à¨¥¬®¬.Ǒà¥¤áâ ¢¨¬ á¥¡¥ ¯à®áâà áâ¢® ª ª âà¥å¬¥àãî ¯«®áª®áâì R ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà -áâ¢¥. �§  ç «  O, «¥� é¥£® ¢ R, ¯à®¢¥¤¥¬ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà OO′ ª ¯«®áª®áâ¨ R ¤«¨®©¥¤¨¨æ  ¨ ®áì X4  ¯à ¢¨¬ ¨§ O′ ª O. Ǒ® ¤àã£ãî áâ®à®ã ®â O′ ¯à®¢¥¤¥¬ âà¥å¬¥àãî¯«®áª®áâì R1, ¯ à ««¥«ìãî R,   à ááâ®ï¨¨, à ¢®¬ ¥¤¨¨æ¥, ®â â®çª¨ O′. � �¤®©â®çª¥ C   ý¯«®áª®áâ¨þ R á®®â¢¥âáâ¢ã¥â «ãç O′C,   íâ®¬ã «ãçã ®â¢¥ç ¥â ¯à®å®¤ïé ïç¥à¥§ O′ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª ¥¬ã âà¥å¬¥à ï ¯«®áª®áâì. Ǒ¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥¥ á ý¯«®áª®-áâìîþ R1 ¤ ¥â ¤¢ã¬¥àãî ¯«®áª®áâì, ¯à®¥ªæ¨ï ª®â®à®©   R ¨ ¡ã¤¥â ¯«®áª®áâìî, á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¥© â®çª¥ C.�á«¨ P | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª (¢ ý¯«®áª®áâ¨þ R), á®¤¥à� é¨© ¢ãâà¨ â®çªã O,â® «ãç¨, ¯à®å®¤ïé¨¥ ç¥à¥§ ¥£® â®çª¨ ¨§ â®çª¨ O′, § ¯®«ïîâ ¬®£®£à ë© ç¥âëà¥å¬¥à-ë© ã£®« V . �®à¬ «¨ ª ¥£® ®¯®àë¬ ¯«®áª®áâï¬ § ¯®«ïâ ã£®« V ′, ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ª®â®à®£®



��. I: § 6. ��������� 49ý¯«®áª®áâìîþ R1 ¤ áâ ¬®£®£à ¨ª P ′, ¯®«ïàë© P , áâ®¨â «¨èì á¯à®¥ªâ¨à®¢ âì ¥£®  ý¯«®áª®áâìþ R.�â®è¥¨ï ¬¥�¤ã ¬®£®£à ¨ª ¬¨ P ¨ P ′   «®£¨çë ®â®è¥¨ï¬ ¬¥�¤ã ¯®«ïà-ë¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬¨ Q ¨ Q′. �¥àè¨¥ C ®¤®£® ®â¢¥ç ¥â ¯«®áª®áâì £à ¨ ¤àã£®-£®, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª «ãçã OC, ¨ ®¡à â®. �¥¡àã C1C2, á®¥¤¨ïîé¥¬ã ¢¥àè¨ë C1¨ C2, ®â¢¥ç ¥â ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¥ à¥¡à®, ¯® ª®â®à®¬ã á¬¥�ë £à ¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥íâ¨¬ ¢¥àè¨ ¬. �á¥ íâ® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ãá¬ âà¨¢ ¥âáï ¨§ ¢§ ¨¬ëå ®â®è¥¨© í«¥-¬¥â®¢ ¬®£®£à ëå (ç¥âëà¥å¬¥àëå) ã£«®¢ V ¨ V ′. �à¥å¬¥àë¬ £à ï¬, ¤¢ã¬¥àë¬£à ï¬ ¨ à¥¡à ¬ ®¤®£® ®â¢¥ç îâ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¥ ª ¨¬ à¥¡à , ¤¢ã¬¥àë¥ £à ¨ ¨âà¥å¬¥àë¥ £à ¨ ¤àã£®£®. Ǒ®íâ®¬ã ¢ á¥ç¥¨ïå ¯«®áª®áâï¬¨ R ¨ R1 ¯®«ãç ¥¬   «®£¨ç-®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ £à ¥©, à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¢¥àè¨ ¬, à¥¡à ¬ ¨ £à ï¬¬®£®£à ¨ª  P ′.�®£®£à ¨ª P , ®¯à¥¤¥«¥ë© á¢®¨¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ª ª ¨å ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª , áâ -¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬®£®£à ¨ªã P ′, ®¯à¥¤¥«¥®¬ã ª ª ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢,®£à ¨ç¥ëå ¯«®áª®áâï¬¨ ¥£® £à ¥©.� ¤ ç . Ǒãáâì P | § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, O | â®çª  ¢ãâà¨ ¥£® ¨
S | ¥¤¨¨ç ï áä¥à  á æ¥âà®¬ O. �®£®£à ¨ª P ®¯à¥¤¥«ï¥â ¤¢  à §¡¨¥¨ï áä¥-àë S   ¢ë¯ãª«ë¥ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨. �¤® à §¡¨¥¨¥ |   ¬®£®ã£®«ì¨ª¨,ï¢«ïîé¨¥áï áä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¨§®¡à �¥¨ï¬¨ ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª . �àã£®¥ |   ¬®£®-ã£®«ì¨ª¨, ï¢«ïîé¨¥áï ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª    áä¥àã S ¯à¨ ¯à®¥ªâ¨à®-¢ ¨¨ «ãç ¬¨ ¨§ æ¥âà  O. �¡¥¤¨âìáï, çâ® ¬®£®£à ¨ª, ¯®«ïàë© ¬®£®£à ¨ªã P(®â®á¨â¥«ì® â®çª¨ O), ®¯à¥¤¥«ï¥â íâ¨ �¥ à §¡¨¥¨ï, ® á ¯¥à¥¬¥®© ¨å à®«ï¬¨.� ç «  ¬®�® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¤«ï ¯®«ïàëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¢¥à® á®¢¥àè¥®  «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥. �®«ìª® §¤¥áì à¥çì ¨¤¥â ® à §¡¨¥¨ïå ¥¤¨¨ç®© ®ªàã�®-áâ¨   ¤ã£¨.

§ 6. � §¢¥àâª 1. � §¢¥àâª . �¥çì ¨¤¥â ®¡ ®¡ëª®¢¥®¬ áª«¥¨¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª ¨§  à¥§ ëå ¨§ ¡ã¬ £¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. �®¢®ªã¯®áâì ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢á ãª § ¨¥¬ ¯à ¢¨«  áª«¥¨¢ ¨ï ¨å ¯® áâ®à® ¬ ¨ ¥áâì à §¢¥àâª . Ǒà ¢¨-«® áª«¥¨¢ ¨ï á®¤¥à�¨â ãª § ¨¥, ª ª ï áâ®à®  ®¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª áª«¥¨¢ ¥âáï á ª ª®© áâ®à®®© ¤àã£®£® ¨«¨ â®£® �¥ á ¬®£® ¬®£®ã£®«ì¨-ª  ¨ ¢ ª ª®¬  ¯à ¢«¥¨¨. �ª § ¨¥  ¯à ¢«¥¨ï ¥®¡å®¤¨¬®, ¯®â®¬ã çâ®¤¢  à ¢ëå ®âà¥§ª  AB ¨ CD ¬®�®  ª« ¤ë¢ âì ¤àã£   ¤àã£  ¤¢ã¬ïá¯®á®¡ ¬¨: ¨«¨ â ª, çâ® á®¢¯ ¤ îâ ª®æë A á C ¨ B á D, ¨«¨ â ª, çâ®á®¢¯ ¤ îâ ª®æë A á D ¨ B á C. �ª«¥¨¢ ¨¥ ¤àã£ á ¤àã£®¬ áâ®à® ®¤®-£® ¨ â®£® �¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¬ë  §ë¢ ¥¬ ýá ¬®áª«¥¨¢ ¨¥¬þ. �® ¨¬¥¥â¬¥áâ®,  ¯à¨¬¥à, ¢ ¨§¢¥áâ®© ªà¥áâ®®¡à §®© à §¢¥àâª¥ ªã¡  (à¨á. 35).� ª ª ª ¬®£®ã£®«ì¨ª, ®£à ¨ç¥ë© ¥áª®«ìª¨¬¨ «®¬ ë¬¨,¬®�® à §¡¨âì   ¯à®áâë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, â. ¥. ®£à ¨ç¥ë¥ ª �¤ë©®¤®© «®¬ ®© ¡¥§ ªà âëå â®ç¥ª, â® ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì à §¢¥àâª¨, á®-áâ®ïé¨¥ â®«ìª® ¨§ â ª¨å ¯à®áâëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. Ǒà®áâ®© ¬®£®ã£®«ì-¨ª ¬®�¥â ¡ëâì ª®¥çë¬ ¨«¨ ¡¥áª®¥çë¬; ¢ ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥ ® ¨¬¥¥âª®¥ç®¥ ç¨á«® ª®¥çëå áâ®à® ¨ ¤¢¥ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë.



50 �. �. ������������î¡ãî â®çªã ¢ãâà¨ áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¬®�® ãá«®¢® áç¨â âì¢¥àè¨®©, à §¡¨¢ â¥¬ á ¬ë¬ áâ®à®ã   ¤¢¥ áâ®à®ë (ª ª,  ¯à¨¬¥à, ¢à §¢¥àâª¥ ªã¡ , à¨á. 35). Ǒ®íâ®¬ã ¥ ¡ã¤¥â ®£à ¨ç¥¨¥¬ áç¨â âì, çâ® áª«¥-¨¢ ¨¥ ¯à®¨áå®¤¨â ¢á¥£¤  ¯® æ¥«ë¬ áâ®à® ¬.
Aa

a

A�¨á. 35

�®¢®àï â¥¯¥àì â®ç®, à §¢¥àâª®© ¬ë §ë¢ ¥¬ á®¢®ªã¯®áâì ª®¥ç®£® ç¨á« ¯à®áâëå, ª®¥çëå ¨«¨ ¡¥áª®¥çëå, ¬®-£®ã£®«ì¨ª®¢ á ãª § ë¬ ¯à ¢¨«®¬ ýáª«¥-¨¢ ¨ïþ ¨å ¯® áâ®à® ¬. Ǒ®¤ áª«¥¨¢ ¨¥¬¯®¨¬ ¥âáï ®â®�¤¥áâ¢«¥¨¥; â. ¥. ¯à¨ áª«¥-¨¢ ¨¨ ¤¢ãå ®âà¥§ª®¢ ¬¥�¤ã ¨å â®çª ¬¨ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®-®â¢¥âáâ¢¨¥ ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ â®çª¨ ®â®�-¤¥áâ¢«ïîâáï, áç¨â ïáì ã�¥ §  ®¤ã â®çªãà §¢¥àâª¨. Ǒà ¢¨«® áª«¥¨¢ ¨ï ®§ ç ¥â¯à®áâ® § ¤ ¨¥ â ª¨å á®®â¢¥âáâ¢¨© ¬¥�¤ãâ®çª ¬¨ áâ®à®. Ǒà¨ íâ®¬, ª®¥ç®, ¯®¤-à §ã¬¥¢ ¥âáï ãá«®¢¨¥: ¥á«¨ â®çª  A ®â®�-¤¥áâ¢«¥  á B,   B á C, â® A ®â®�¤¥áâ¢«¥ á C 18).�ë ¡ã¤¥¬ ¥¨§¬¥® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ®¯à ¢¨«® áª«¥¨¢ ¨ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:1) �î¡ë¥ ®â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ë¥ ¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨ ®âà¥§ª¨ áâ®à® ¢á¥£¤  ¨¬¥îâà ¢ë¥ ¤«¨ë. (�ë¬¨ á«®¢ ¬¨, á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥�¤ã ®â®�¤¥áâ¢«¥ë¬¨â®çª ¬¨ áª«¥¨¢ ¥¬ëå áâ®à® á®åà ï¥â ¤«¨ë.)2) �â ª �¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ª ¤àã£®¬ã ¬®�® ¯¥à¥©â¨, ¨¤ï ¯® ¬®£®-ã£®«ì¨ª ¬, ¨¬¥îé¨¬ áª«¥¥ë¥ áâ®à®ë.�â® ãá«®¢¨¥ ®§ ç ¥â, çâ® à §¢¥àâª  ¥ à á¯ ¤ ¥âáï   á®¢¥àè¥® ¥á¢ï§ ë¥ ¤àã£ á ¤àã£®¬ ç áâ¨.3) � �¤ ï áâ®à®  ª �¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  «¨¡® ¥ áª«¥¨¢ ¥âáï ¨ áª ª®© áâ®à®®©, «¨¡® áª«¥¨¢ ¥âáï â®«ìª® á ®¤®© áâ®à®®©.�â® ãá«®¢¨¥ ®§ ç ¥â, çâ® ¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨ ¥ ¤®«�¥ ¯®«ãç âìáï ¢¥â¢ï-é¨©áï ¬®£®£à ¨ª.�â®à®ë, ¥ áª«¥¨¢ ¥¬ë¥ ¨ á ª ª¨¬¨ ¤àã£¨¬¨, ®¡à §ãîâ ý£à ¨æãþ à §-¢¥àâª¨. �á«¨ â ª¨å áâ®à® ¥â, â® ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® à §¢¥àâª  ¥ ¨¬¥¥â£à ¨æë.18)� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ áâ®à®  A1B1 ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q1 áª«¥¥  á® áâ®à®®© A2B2 ¬®-£®ã£®«ì¨ª  Q2 (ª®¥æ A1 á ª®æ®¬ A2),   áâ®à®  A2C2 ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q2 áª«¥¥ á® áâ®à®®© A3C3 ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q3 (ª®¥æ A2 á ª®æ®¬ A3), â® ¢¥àè¨ë A1, A2, A3áç¨â îâáï §  ®¤ã â®çªã à §¢¥àâª¨.



��. I: § 6. ��������� 51�â®à®ë ¨ ¢¥àè¨ë ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨ ¬ë  §ë¢ ¥¬ à¥¡à ¬¨¨ ¢¥àè¨ ¬¨ à §¢¥àâª¨, áç¨â ï ¯à¨ íâ®¬ ®â®�¤¥áâ¢«¥ë¥ áâ®à®ë ¨ ¢¥à-è¨ë á®®â¢¥âáâ¢¥® §  ®¤® à¥¡à® ¨ ®¤ã ¢¥àè¨ã à §¢¥àâª¨.�®£®£à ¨ª ¥áâì ¥ ¡®«¥¥ ª ª ç áâë© á«ãç © à §¢¥àâª¨: ® á®áâ ¢«¥¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ | £à ¥©, ¨ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨ï, ¬ëá«¨¬ë¥ ¢ à §¢¥àâª¥,¢®®¡é¥ £®¢®àï, â®«ìª®  ¡áâà ªâ®, ¢ ¥¬ à¥ «¨§®¢ ë. Ǒ®íâ®¬ã, à áá¬ â-à¨¢ ï à §¢¥àâª¨, ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ â¥¬ á ¬ë¬ ¨ ¬®£®£à ¨ª¨. �®, ª®-¥ç®, £«ï¤ï   ¬®£®£à ¨ª ª ª   à §¢¥àâªã, ¬ë ¢®¢á¥ ¯à¥¥¡à¥£ ¥¬ ¥£®¯à®áâà áâ¢¥®© ä®à¬®©. � á ¥ ¡ã¤¥â â ª�¥ ¨â¥à¥á®¢ âì áâà®¥¨¥ ¬®-£®£à ¨ª  ¨«¨ à §¢¥àâª¨. �ë ä¨ªá¨àã¥¬ á¢®¥ ¢¨¬ ¨¥   â®¬, çâ�® ¥áâì®¡é¥£® ã ¢á¥å à §¢¥àâ®ª ®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨ ¢®®¡é¥ ã ¢á¥å à §¢¥àâ®ª,ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ¤àã£ ¨§ ¤àã£  ¯ãâ¥¬ ®¯¥à æ¨© à §à¥§ë¢ ¨ï¨ áª«¥¨¢ ¨ï. �â® ®¡é¥¥ | ¨å ý¢ãâà¥ïï ¬¥âà¨ª þ. �ë ¤ ¤¨¬ á¥©ç á¥¥ â®ç®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥.2. �ãâà¥ïï ¬¥âà¨ª . Ǒãáâì X, Y | ¤¢¥ â®çª¨ à §¢¥àâª¨ R. �å¬®�® á®¥¤¨ïâì ¢ R «®¬ ë¬¨, ¯¥à¥å®¤ï á ®¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª    ¤àã-£®© ç¥à¥§ ®â®�¤¥áâ¢«¥ë¥ â®çª¨ ¨å £à ¨æ 19). �®ç ï ¨�ïï £à ¨æ ¤«¨ â ª¨å «®¬ ëå  §ë¢ ¥âáï à ááâ®ï¨¥¬ ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ X, Y ¢ à §-¢¥àâª¥ R ¨ ®¡®§ ç ¥âáï ρR(X,Y ).�â® à ááâ®ï¨¥, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª äãªæ¨ï ¯ àë â®ç¥ª X, Y , ¨¥áâì ¬¥âà¨ª  à §¢¥àâª¨ R.�á«¨ ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ à §¢¥àâ®ª R ¨ R′ ãáâ ®¢«¥® á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ¯à¨ª®â®à®¬ à ááâ®ï¨ï ¬¥�¤ã ¯ à ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå â®ç¥ª à ¢ë
ρR(X,Y ) = ρR(X ′, Y ′),â® â ª®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥  §ë¢ ¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬,   à §¢¥àâª¨  §ë¢ -îâáï ¨§®¬¥âà¨çë¬¨. (�â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ë¥ ¢ à §¢¥àâª¥ â®çª¨ áç¨â îâáï,ª®¥ç®, §  ®¤ã.)�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® à §¢¥àâª  R′ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ à §¢¥àâª¨ R ¯ãâ¥¬ à §-à¥§ë¢ ¨ï ¨ áª«¥¨¢ ¨ï, ¥á«¨ ¬®�® à §à¥§ âì ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ à §¢¥àâ-ª¨ R   ç áâ¨çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¨ â ª ¨å áª«¥¨âì ¯® áâ®à® ¬, çâ® ¯®-«ãç¨âáï à §¢¥àâª , á®¢¥àè¥® ®¤¨ ª®¢ ï á R′, â. ¥. á®áâ ¢«¥ ï ¨§ â -ª¨å �¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ á â ª¨¬ �¥ ¯à ¢¨«®¬ áª«¥¨¢ ¨ï (¯à¨ç¥¬ ¯à ¢¨«®áª«¥¨¢ ¨ï ¢ íâ®© à §¢¥àâª¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬: áª«¥¨¢ -¨î ¯®¤«¥� â ¨«¨ áâ®à®ë, ¯®¤«¥� ¢è¨¥ áª«¥¨¢ ¨î ¢ R, ¨«¨ áâ®à®ëà §à¥§®¢).19)�®§¬®�®áâì ¯¥à¥©â¨ â ª¨¬ ¯ãâ¥¬ ®â ®¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ª «î¡®¬ã ¤àã£®¬ã ¨,á«¥¤®¢ â¥«ì®, á®¥¤¨¨âì «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ X, Y ¨§ R ¯à¥¤ãá¬®âà¥  ¢ á ¬®¬ ®¯à¥¤¥«¥-¨¨ à §¢¥àâª¨ | ãá«®¢¨¥ 2.



52 �. �. ������������ §¢¥àâª¨, ¯®«ãç ¥¬ë¥ ¤àã£ ¨§ ¤àã£  à §à¥§ë¢ ¨ï¬¨ ¨ áª«¥¨¢ ¨ï-¬¨, ¨§®¬¥âà¨çë, ¯®â®¬ã çâ® íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ¯® áãé¥áâ¢ã ¥ ¬¥ïîâ «®¬ -ëå, ¯à®¢®¤¨¬ëå ¢ à §¢¥àâª¥,   â®«ìª® á®¥¤¨ïîâ ®â®�¤¥áâ¢«¥ë¥ â®çª¨¨«¨ à §ê¥¤¨ïîâ â®çª¨ à §à¥§ , ¯à¥¢à é ï ®¤ã â®çªã ¢ ¤¢¥, ¯®¤«¥� é¨¥®â®�¤¥áâ¢«¥¨î.�®�® ¤®ª § âì ®¡à â®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥:�§®¬¥âà¨çë¥ à §¢¥àâª¨ ¯®«ãç îâáï ¤àã£ ¨§ ¤àã£  ¯ãâ¥¬ à §à¥§ë¢ ¨ï¨ áª«¥¨¢ ¨ï.� ª ª ª ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ íâ® ãâ¢¥à�¤¥¨¥  ¬ ¥ ¡ã¤¥â ã�®, ¬ë ®áâ ¢-«ï¥¬ ¥£® ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ¯à®¢¥áâ¨ ª®â®à®¥ ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â, ¢¯à®ç¥¬,¡®«ìè®£® âàã¤ .�á¥ â¥ ä ªâë, ª®â®àë¥ § ¢¨áïâ â®«ìª® ®â ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨ à §¢¥àâª¨¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ¬®£®£à ¨ª , ®¡à §ãîâ ¥¥ ¢ãâà¥îî £¥®¬¥âà¨î. �§®-¬¥âà¨çë¥ à §¢¥àâª¨ ¨¬¥îâ ®¤ã ¨ âã �¥ ¢ãâà¥îî £¥®¬¥âà¨î, â ª �¥ª ª, ¢ ç áâ®áâ¨, à §¢¥àâª  ¨ áª«¥¥ë© ¨§ ¥¥ ¬®£®£à ¨ª.� ¯®ïâ¨ï¬ ¢ãâà¥¥© £¥®¬¥âà¨¨, ¯®¬¨¬® á ¬®£® à ááâ®ï¨ï, ¨«¨ ¬¥â-à¨ª¨ ρk, ®â®áïâáï ¤«¨ë, ã£«ë, ¯«®é ¤¨.�«¨  «®¬ ®© ¢ à §¢¥àâª¥ ¥áâì áã¬¬  ¤«¨ ¥¥ §¢¥ì¥¢. � �¤ë© �¥¤®áâ â®ç® ¬ «ë© ®âà¥§®ª XY ¢ à §¢¥àâª¥ ï¢«ï¥âáï ªà âç ©è¥© «¨¨¥©¬¥�¤ã ¥£® ª®æ ¬¨ ¨ ¨¬¥¥â ¯®íâ®¬ã ¤«¨ã, à ¢ãî à ááâ®ï¨î ρk(X,Y ).�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«¨  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ç¥à¥§ ¬¥âà¨ªã.� ª ª ª ã£«ë ¯«®áª®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¤«¨ ¬¨ áâ®à®, â®ã£«ë â ª�¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥ë ç¥à¥§ ¬¥âà¨ªã ¨ á®åà ïîâáï ¯à¨ ¨§®-¬¥âà¨ç¥áª®¬ ®â®¡à �¥¨¨. � «®£¨ç®¥ § ¬¥ç ¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ¯«®-é ¤¨.�®£®£à ¨ª, ª ª ¬ë ã�¥ ã¯®¬¨ «¨, ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª à §¢¥àâª ,¢ ª®â®à®© áª«¥¨¢ ¨ï, ®¡ëç® â®«ìª® ãª §ë¢ ¥¬ë¥ ¢ à §¢¥àâª¥, ®áãé¥áâ¢-«¥ë ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã ª ¬®£®£à ¨ª ¬ ¯à¨¬¥¨¬® â® �¥¯®ïâ¨¥ ® ¨å ¢ãâà¥¥© £¥®¬¥âà¨¨, ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ááâ®ï¨ï¬¨,¨§¬¥à¥ë¬¨   á ¬®¬ ¬®£®£à ¨ª¥. �á«¨ ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ ¤¢ãå ¬®£®-£à ¨ª®¢ ãáâ ®¢«¥® á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ¯à¨ ª®â®à®¬ íâ¨ à ááâ®ï¨ï ¬¥�¤ã¯ à ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå â®ç¥ª à ¢ë, â® íâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥  §ë¢ ¥âáï ¨§®-¬¥âà¨ç¥áª¨¬,   á ¬¨ ¬®£®£à ¨ª¨, ¤®¯ãáª îé¨¥ â ª®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥, |¨§®¬¥âà¨çë¬¨. � ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ãâà¥ïï £¥®¬¥âà¨ï®¤  ¨ â  �¥. Ǒà¨¬¥à®¬ ¬®£ãâ á«ã�¨âì ¡®ª®¢ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯à¨§¬ á à ¢-ë¬¨ ¯¥à¨¬¥âà ¬¨ ®á®¢ ¨ï ¨ à ¢ë¬¨ ¤«¨ ¬¨ ¡®ª®¢ëå à¥¡¥à.�®«ì ¯àï¬®«¨¥©ëå ®âà¥§ª®¢ ¢® ¢ãâà¥¥© £¥®¬¥âà¨¨ ¨£à îâ ªà âç ©-è¨¥ «¨¨¨, á®¥¤¨ïîé¨¥ ¤¢¥ ¤ ë¥ â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  ¨«¨ à §¢¥àâª¨ ¨¯à®å®¤ïé¨¥   ¬®£®£à ¨ª¥ ¨«¨, á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¢ à §¢¥àâª¥. � ª¨¥ «¨-¨¨ ¬ë  §ë¢ ¥¬ ª®à®âª® ªà âç ©è¨¬¨. �à âç ©è ï, á®¥¤¨ïîé ï ¤¢¥â®çª¨   ®¤®© £à ¨, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯àï¬®«¨¥©ë© ®âà¥§®ª,   á®-
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�¨á. 36

3. �ª«¥¨¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª . �ë £®-¢®à¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª P áª«¥¥ ¨§ à §-¢¥àâª¨ R, ¥á«¨ áª«¥¨¢ ¨ï (®â®�¤¥áâ¢«¥-¨ï), â®«ìª® ãª § ë¥ ¢ à §¢¥àâª¥, ¤¥©áâ¢¨-â¥«ì® ®áãé¥áâ¢«¥ë   ¬®£®£à ¨ª¥. �®-¢®àï â®ç®, íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¬®£®£à ¨ª¤®¯ãáª ¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ R′   ªãáª¨ |ý¬®£®ã£®«ì¨ª¨þQ′ (¡ëâì ¬®�¥â, ý¯¥à¥«®¬-«¥ë¥þ), ®£à ¨ç¥ë¥ «¨¨ï¬¨ | ýà¥¡à -¬¨þ, áå®¤ïé¨¬¨áï ¢ ý¢¥àè¨ åþ à §¡¨¥¨ïR′,çâ® ¢ë¯®«¥ë ¤¢  ãá«®¢¨ï:1) � §¢¥àâª  R ¨ à §¡¨¥¨¥ R′ ¨¬¥îâ ®¤¨- ª®¢®¥ áâà®¥¨¥, â. ¥. ª �¤®¬ã ¬®£®ã£®«ì-¨ªã, à¥¡àã ¨«¨ ¢¥àè¨¥ à §¢¥àâª¨R ®â¢¥ç -¥â ý¬®£®ã£®«ì¨ªþ, ýà¥¡à®þ ¨«¨ ý¢¥àè¨ þà §¡¨¥¨ï R′ â ª, çâ® ¯à¨ íâ®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á®åà ï¥âáï ®â®è¥¨¥ ¯à¨- ¤«¥�®áâ¨ (à¥¡à  | ¬®£®ã£®«ì¨ªã, ¢¥àè¨ë | à¥¡àã).2) �á«¨ ý¬®£®ã£®«ì¨ªþQ′ ¨§ R′ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¬®£®ã£®«ì¨ªã Q ¨§ R,â® Q′ ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì â ª, çâ® ® á®¢¯ ¤¥â á Q, ¯à¨ç¥¬ ¥£®à¥¡à  ¨ ¢¥àè¨ë á®¢¯ ¤ãâ á á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬¨ à¥¡à ¬¨ ¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®-£®ã£®«ì¨ª  Q. � £«ï¤® ¯®ïâ ï ®¯¥à æ¨ï à §¢®à ç¨¢ ¨ï   ¯«®áª®áâì®§ ç ¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥, â. ¥. â ª®¥ á®¯®áâ ¢«¥¨¥ â®ç¥ª ¬®-£®ã£®«ì¨ª  Q′ â®çª ¬ ¯«®áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , ¯à¨ ª®â®à®¬ ¤«¨ë ªà¨-¢ëå ®áâ îâáï ¥¨§¬¥ë¬¨ 20).� ª ª ª ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ à §¡¨¥¨ï R′ ¨ à §¢¥àâª¨ R á®®â¢¥âáâ¢¥® ¨§®-¬¥âà¨çë ¨ ¯à¨«¥£ îâ ¯® á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬ à¥¡à ¬ ¨ ¢¥àè¨ ¬, â® ¤«¨ë«î¡ëå «®¬ ëå ¢ R ¨ R′ ®ª §ë¢ îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë¬¨. �â® ®§ -ç ¥â, çâ® ¬®£®£à ¨ª P ¨§®¬¥âà¨ç¥ à §¢¥àâª¥ R. Ǒ®íâ®¬ã ¬®£®£à -¨ª¨, ¤®¯ãáª îé¨¥ ®¤¨ ª®¢ë¥ à §¢¥àâª¨, ¨«¨, çâ® â® �¥, áª«¥¥ë¥ ¨§®¤¨ ª®¢ëå à §¢¥àâ®ª, ¡ã¤ãâ ¨§®¬¥âà¨çë¬¨ ¤àã£ ¤àã£ã. �®®¡é¥, áª«¥¨-¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  ¨§ à §¢¥àâª¨ ¬®�® ¡ë«® ¡ë ª®à®âª® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ à §¢¥àâª¨   ¬®£®£à ¨ª.20)�ã �¥ ®¯¥à æ¨î ¬®�® ®¯¨á âì ¥áª®«ìª® ¨ ç¥. � �¤ë© ý¬®£®ã£®«ì¨ªþ Q′á®áâ®¨â, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¨§ ¥áª®«ìª¨å ¬®£®ã£®«ìëå ªãáª®¢ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P .� §¢®à ç¨¢ ¨¥   ¯«®áª®áâì á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® íâ¨ ªãáª¨ à áª« ¤ë¢ îâáï   ¯«®áª®áâ¨¨ ¯à¨ª« ¤ë¢ îâáï ¤àã£ ª ¤àã£ã â ª �¥, ª ª ®¨ ¯à¨«¥£ «¨   ¬®£®£à ¨ª¥. �á«®¢¨¥,çâ® Q′ ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì, ®§ ç ¥â, çâ® â ª®¥ ¯à¨ª« ¤ë¢ ¨¥ ¥£® ªãáª®¢¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì   ¯«®áª®áâ¨.



54 �. �. ������������§ ¤ ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï áª«¥¨¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª  ¨§ à §¢¥àâª¨ ïá®,çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¨ à¥¡à  à §¢¥àâª¨ ¬®£ãâ ¢®¢á¥ ¥ á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì £à -ï¬ ¨ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª . �  à¨á. 37 ¯à¥¤áâ ¢«¥ë ¤¢¥ à §¢¥àâª¨ ¯à -
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¢¨«ì®£® â¥âà í¤à  ¢ ¢¨¤¥ ¯ à «-«¥«®£à ¬¬®¢, à §¡¨âëå   âà¥-ã£®«ì¨ª¨. �ª«¥¨¢ ¥¬ë¥ ¢¥àè¨-ë ®¡®§ ç¥ë ®¤¨ ª®¢ë¬¨ ¡ãª-¢ ¬¨. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ âà¥ã£®«ì-¨ª¨ à §¢¥àâª¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ£à ï¬ â¥âà í¤à ,   ¢® ¢â®à®¬|¥â. �¡¥ à §¢¥àâª¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ -ª®¢®¥ áâà®¥¨¥ 21). �â®à ï ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯¥à¢®©, ¥á«¨ ¯à¨«®�¨âì ¯¥à¢ë©âà¥ã£®«ì¨ª ª ç¥â¢¥àâ®¬ã ¨ ¯à®¨§¢¥áâ¨ à §à¥§ë âà¥ã£®«ì¨ª®¢ 2, 3 ¯® «¨-¨¨ BA,   âà¥ã£®«ì¨ª®¢ 4, 1 ¯® «¨¨¨ DC ¨ ¨§ ¯®«ãç¨¢è¨åáï ªãáª®¢ âà¥-ã£®«ì¨ª®¢ áª«¥¨âì ®¢ë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨. Ǒà¨¬¥ïï ¯®¤®¡ãî ®¯¥à æ¨î ª®¢â®à®© à §¢¥àâª¥ ¨ â. ¤., ¯®«ãç¨¬ ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à §«¨çëå à §¢¥àâ®ª¯à ¢¨«ì®£® â¥âà í¤à , ª®â®àë¥, ®¤ ª®, ¢á¥ ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢®¥ áâà®¥¨¥.�  à¨á. 38,   ¨§®¡à �¥  à §¢¥àâª  â¥âà í¤à ; áâ®à®ë, ¯®¬¥ç¥ë¥ ®¤¨- ª®¢®, ¯®¤«¥� â áª«¥¨¢ ¨î;   à¨á. 38, ¡ èâà¨å ¬¨ ¯®ª § ®, ¯® ª ª¨¬«¨¨ï¬ ¯®©¤ãâ à¥¡à  â¥âà í¤à ;   à¨á. 38, ¢ ¨§®¡à �¥ ã�¥ áª«¥¥ë©â¥âà í¤à á ãª § ¨¥¬ «¨¨©, ¯® ª®â®àë¬ ¥£® ã�® à §à¥§ âì, çâ®¡ë ®¡-à â® ¯®«ãç¨âì à §¢¥àâªã à¨á. 38,  ; ªà®¬¥ ª ª ¯® èâà¨å®¢ë¬ «¨¨ï¬, ¥£®ã�® à §à¥§ âì ¯® à¥¡à ¬, áå®¤ïé¨¬áï ¢ ¢¥àè¨¥ A. �  ï à §¢¥àâ-ª  «î¡®¯ëâ  ¢ â®¬ ®â®è¥¨¨, çâ® ¢ ¥© ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¤®¢®«ì® á«®�ë¥ýá ¬®áª«¥¨¢ ¨ïþ âà¥ã£®«ì¨ª®¢.� ¤ ç , ª®â®àãî ¬ë ¡ã¤¥¬ à¥è âì, á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë ã§ âì, ¢®-¯¥à¢ëå, ¢ ª ª®© ¬¥à¥ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¥© à §¢¥àâ-ª®© ¨, ¢®-¢â®àëå, ª ª®¢ë â¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬¤®«�  ã¤®¢«¥â¢®àïâì § à ¥¥ § ¤  ï à §¢¥àâª  ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¨§ ¥¥¬®�® ¡ë«® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.�á¯®¬¨ ï ¨§«®�¥®¥ ¢ ¯à¥¤¨á«®¢¨¨, ¬®�® áç¨â âì, çâ® ¯¥à¢®© § ¤ -ç¥© ï¢«ï¥âáï ¤®ª § âì â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á¤ ®© à §¢¥àâª®©. �â  § ¤ ç  à¥è ¥âáï ¢ £« ¢¥ III ¨ ®âç áâ¨ ¢ § 2 £« ¢ë V.�¤® ¨§ ¥®¡å®¤¨¬ëå ãá«®¢¨©, ª®â®à®¥ ã�®  «®�¨âì   à §¢¥àâªã,¬ë ãáâ ®¢¨¬ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ãªâ¥, ¤àã£¨¥ �¥ ¡ã¤ãâ ¢ëïá¥ë ¢ á«¥¤ã-îé¥¬ ¯ à £à ä¥. Ǒ®á«¥ íâ®£® ¢áâ ¥â ¢®¯à®á ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¤®áâ â®ç-®áâ¨  ©¤¥ëå ãá«®¢¨©, â. ¥. à¥çì ¡ã¤¥â ¨¤â¨ ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©. �¥è¥¨î21)� §¢¥àâª¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢®¥ áâà®¥¨¥, ¥á«¨ ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¨ à¥¡à  ¬®�®á®¯®áâ ¢¨âì â ª, çâ® á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ áª«¥¨¢ îâáï ¯® á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬à¥¡à ¬.
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a) b) v)�¨á. 384. �à¨¢¨§ . Ǒ®«ë¬ ã£«®¬ ¢®ªàã£ ¢ãâà¥¥©, â. ¥. ¥ «¥� é¥©  £à ¨æ¥, â®çª¨ à §¢¥àâª¨ ¬ë  §ë¢ ¥¬ áã¬¬ã áå®¤ïé¨åáï ¢ ¥© ã£«®¢. �á«¨íâ  â®çª  «¥�¨â ¢ãâà¨ à¥¡à , ¯® ª®â®à®¬ã á¬¥�ë ¤¢¥ £à ¨, â® ¯®«ë©ã£®« ¢®ªàã£ ¥¥ á« £ ¥âáï ¨§ ¤¢ãå à §¢¥àãâëå ã£«®¢ ¨ ¯®â®¬ã à ¢¥ 2π.Ǒ®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ â®çª¨, «¥� é¥© ¢ãâà¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  à §¢¥àâª¨,¬ë, ¥áâ¥áâ¢¥®, ¯®« £ ¥¬ à ¢ë¬ 2π. (� «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®«ë©ã£®« ¯à¨ â®çª¥   £à ¨æ¥ à §¢¥àâª¨; ® ¬®�¥â ¥ à ¢ïâìáï π, â®«ìª® ¥á«¨â®çª  ï¢«ï¥âáï £à ¨ç®© ¢¥àè¨®©.)�á«¨   ¬®£®ã£®«ì¨ª å, áå®¤ïé¨åáï ¢ â®çª¥ A, ¯®áâà®¨âì ªàã£®¢ë¥á¥ªâ®àë ¬ «®£® à ¤¨ãá  r, â® ¢ áã¬¬¥ ®¨ ®¡à §ãîâ ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ A, ¨¥á«¨ ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ â®çª¨ A ¥áâì θ, â® ¤«¨  ®ªàã�®áâ¨ íâ®© ®ªà¥áâ-®áâ¨ ¡ã¤¥â θr (à¨á. 39). �á«¨ θ à ¢® 2π, â® â ª ï ®ªà¥áâ®áâì  « £ ¥âáï  ¯«®áª¨© ªàã£, ¨ ¯®â®¬ã â®çª  á ¯®«ë¬ ã£«®¬ 2π ¢ á¬ëá«¥ ¢ãâà¥¥©¬¥âà¨ª¨ ¨ç¥¬ ¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â â®çª¨ ¢ãâà¨ £à ¨. � ª ¡ã¤¥â § ¢¥¤®¬®¤«ï â®ç¥ª, «¥� é¨å ¢ãâà¨ ¥£à ¨çëå à¥¡¥à. �®çª¨, ¯®«ë© ã£®« ¢®-ªàã£ ª®â®àëå ¥ à ¢¥ 2π, ¢á¥£¤  ¤®«�ë ¡ëâì ¢¥àè¨ ¬¨ à §¢¥àâª¨. �å¬®�®  §¢ âì ¨áâ¨ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨.� §®áâì 2π−θ, £¤¥ θ| ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ ¢ãâà¥¥© â®çª¨ A à §¢¥àâ-ª¨, ¬ë  §ë¢ ¥¬ ªà¨¢¨§®© â®çª¨ A. � ª ª ª θ ¬®�¥â ¡ëâì ®â«¨ç® ®â 2πâ®«ìª® ¢ ¢¥àè¨ å, â® ¨¬¥¥âáï «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«® â®ç¥ª á ªà¨¢¨§®©,®â«¨ç®© ®â ã«ï. Ǒ®áª®«ìªã ã£«ë ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª®©,ªà¨¢¨§  â ª�¥ ®â®á¨âáï ª ¯®ïâ¨ï¬ ¢ãâà¥¥© £¥®¬¥âà¨¨.�à¨¢¨§®© «î¡®© ç áâ¨ à §¢¥àâª¨ ¬ë  §ë¢ ¥¬ áã¬¬ã ªà¨¢¨§ § ª«î-ç îé¨åáï ¢ ¥© ¨áâ¨ëå ¢¥àè¨.



56 �. �. ������������á«¨ ªà¨¢¨§  ¢® ¢á¥å â®çª å à §¢¥àâª¨ ≥ 0, â® ¬ë £®¢®à¨¬ ® à §¢¥àâª¥¨«¨ ¬®£®£à ®© ¬¥âà¨ª¥ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë.� ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ®£® ã£«  áã¬¬  ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¢á¥£¤  ¬¥ìè¥2π, â ª çâ® ªà¨¢¨§  ¥£® ¯®«®�¨â¥«ì . Ǒ®íâ®¬ã ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª¢á¥£¤  ¨¬¥¥â ¯®«®�¨â¥«ìãî ªà¨¢¨§ã. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë  è«¨ ®¤®ãá«®¢¨¥, ¥®¡å®¤¨¬®¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¨§ ¤ ®© à §¢¥àâª¨ ¬®�® ¡ë«®áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª : áã¬¬ë ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ ª �¤®© ¢¥à-è¨¥ à §¢¥àâª¨, ¥ ¤®«�ë ¯à¥¢®áå®¤¨âì 2π.
A

A
A

�¨á. 39(� ª ª ª ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥© ¥áâì ç áâì ¯®«®£® ¢ë¯ãª-«®£® ¬®£®£à ¨ª , â® áã¬¬  ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ ª �¤®© ¥£® £à ¨ç®©¢¥àè¨¥,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¢ ª �¤®© £à ¨ç®© ¢¥àè¨¥ ¥£® à §¢¥àâª¨,â ª�¥ ¥ ¤®«�  ¯à¥¢®áå®¤¨âì 2π.)5. � ¤ ç¨. 1. �®ª § âì, çâ®:  ) ªà âç ©è ï   ¬®£®£à ¨ª¥ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ç¥à¥§à¥¡à® ®¡à §ã¥â á ¨¬ à ¢ë¥ (¥ á¬¥�ë¥) ã£«ë; ¡) ¯à¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®¬ à §¢¥àâë-¢ ¨¨   ¯«®áª®áâì â¥å £à ¥©, ¯® ª®â®àë¬ ¯à®å®¤¨â ªà âç ©è ï, ®  ¯à¥¢à é ¥âáï ¢¯àï¬®«¨¥©ë© ®âà¥§®ª; ¢) ªà âç ©è ï   ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ ¥ ¬®�¥â ¯à®å®¤¨âìç¥à¥§ ¢¥àè¨ã.2. � áá¬®âà¥âì ªà âç ©è¨¥   ¡®ª®¢ëå ¯®¢¥àå®áâïå ¯à¨§¬ë ¨ ¯¨à ¬¨¤.3. �ª § âì ¯à¨¬¥àë, ª®£¤  ¤¢¥ â®çª¨   ¬®£®£à ¨ª¥ á®¥¤¨ïîâáï ¥ ®¤®©,  ¥áª®«ìª¨¬¨ ªà âç ©è¨¬¨.4. �ª § âì ¯à¨¬¥àë ªà âç ©è¨å   ¥¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§¥£® ¢¥àè¨ë.5. � ª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¯à®¨§¢®«ì ï à §¢¥àâª  ¡®ª®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨¯à¨§¬ë (¯¨à ¬¨¤ë), á®áâ®ïé ï ¨§ ®¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª ?6. �®ª § âì, çâ® ¢áïª¨© § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤®¯ãáª ¥â à §¢¥àâªã,á®áâ®ïéãî ¨§ ®¤®£® §¢¥§¤ç â®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , ¯®¤®¡® ¥áâ¥áâ¢¥®© à §¢¥àâª¥ ¯¨à -¬¨¤ë. (ý�áâà¨ïþ §¢¥§¤ë ¤®«�ë áå®¤¨âìáï ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥.)7. �®ª § âì, çâ® ¢áïª¨© ¤ ë© (ª®¥çë©) ¬®£®£à ¨ª ¤®¯ãáª ¥â ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §¢¥àâ®ª, ¢¥àè¨ë ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ãîâ â®«ìª® ¥£® ¢¥àè¨ ¬,   à¥¡à ¨¬¥îâ ¤«¨ë ¥ ¡®«ìè¥ ¤ ®©.
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§ 7. �®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨ à §¢¥àâ®ª1. �®¯®«®£¨ï ¨§ãç ¥â á¢®©áâ¢  ä¨£ãà, á®åà ïîé¨¥áï ¯à¨ «î¡ëå ¢§ ¨¬-® ®¤®§ çëå ¨ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨ïå. �á«¨ â®çª¨ ¤¢ãåä¨£ãà ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®áâ ¢«¥ë ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ ¨ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢-®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ 22), â® ä¨£ãàë  §ë¢ îâáï £®¬¥®¬®àäë¬¨,   á ¬® á®®â-¢¥âáâ¢¨¥  §ë¢ ¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬ ®¤®© ä¨£ãàë   ¤àã£ãî. �ç¥¢¨¤®,¤¢¥ ä¨£ãàë, £®¬¥®¬®àäë¥ ®¤®© ¨ â®© �¥ âà¥âì¥©, £®¬¥®¬®àäë ¤àã£ ¤àã-£ã: ¤®áâ â®ç® á®¯®áâ ¢¨âì â¥ ¨å â®çª¨, ª®â®àë¥ ®â¢¥ç îâ ®¤®© ¨ â®© �¥â®çª¥ âà¥âì¥© ä¨£ãàë.�®¯®«®£¨ç¥áª¨¬  §ë¢ ¥âáï â ª®¥ á¢®©áâ¢® ä¨£ãàë, ª®â®à®¥ á®åà ï-¥âáï ¯à¨ «î¡ëå ¥¥ £®¬¥®¬®àäëå ®â®¡à �¥¨ïå; íâ® ¥áâì â ª®¥ á¢®©áâ¢®,ª®â®à®¥, ¯à¨ ¤«¥�  ¤ ®© ä¨£ãà¥, ¯à¨ ¤«¥�¨â ¨ ¢á¥¬ £®¬¥®¬®àäë¬¥© ä¨£ãà ¬.� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ãáâ ®¢¨¬ ®á®¢ë¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¢ë-¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨ ¨å à §¢¥àâ®ª.2. �¥®à¥¬  1. � ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª £®¬¥®¬®àä¥ áä¥à¥.�®§ì¬¥¬ ¢ãâà¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P â®çªã O ¨ ®¯¨-è¥¬ ¢®ªàã£ ¥¥ áä¥àã S. Ǒà®¢®¤ï ¨§ O «ãç¨ ¢® ¢á¥å  ¯à ¢«¥¨ïå, á®¯®-áâ ¢¨¬ ¤àã£ ¤àã£ã â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¨ áä¥àë S, «¥� é¨¥   ®¤¨å¨ â¥å �¥ «ãç å. � �¤ë© «ãç ¯¥à¥á¥ª ¥â áä¥àã ¨ ¬®£®£à ¨ª ¢ ®¤®©â®çª¥,   ¯®â®¬ã ãáâ ®¢«¥®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¡ã¤¥â ¢§ ¨¬® ®¤®§ çë¬.�® ¡ã¤¥â â ª�¥ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨ ¥¯à¥àë¢-®¬ ¤¢¨�¥¨¨ â®çª¨   ¬®£®£à ¨ª¥ ¨¤ãé¨© ¢ ¥¥ «ãç ¡ã¤¥â ¢à é âìáï¢®ªàã£ â®çª¨ O ¥¯à¥àë¢®,   ¯®â®¬ã ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â®çª    áä¥à¥¡ã¤¥â ¤¢¨£ âìáï ¯® ¥© ¥¯à¥àë¢®. �¡à â®, ¥á«¨ â®çª  áä¥àë ¤¢¨�¥âáï¥¯à¥àë¢®, â® ¨¤ãé¨© ç¥à¥§ ¥¥ «ãç â ª�¥ ¢à é ¥âáï ¥¯à¥àë¢®,   ¯®-â®¬ã â®çª  X, ¢ ª®â®à®© ® ¯¥à¥á¥ª ¥â ¬®£®£à ¨ª P , ¡ã¤¥â ¤¢¨£ âìáï ¯®¥¬ã ¥¯à¥àë¢® 23). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ª ª ¯àï¬®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ â®ç¥ª ¬®-£®£à ¨ª  â®çª ¬ áä¥àë, â ª ¨ ®¡à â®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥¯à¥àë¢ë, çâ® ¨®§ ç ¥â ¢§ ¨¬ãî ¥¯à¥àë¢®áâì à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï.�áïª¨© ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥© ¥áâì ç áâì § ¬ªã-â®£®,   ¯®â®¬ã, ¯à®¥ªâ¨àãï ¥£® â ª¨¬ �¥ á¯®á®¡®¬   áä¥àã, ã¡¥¤¨¬áï, çâ®22)�®®â¢¥âáâ¢¨¥ ϕ ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ X ®¤®© ä¨£ãàë ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ â®çª ¬¨

Y = ϕ(X) ¤àã£®©  §ë¢ ¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ çë¬, ¥á«¨ ª �¤®© â®çª¥ X ®â¢¥ç ¥ââ®«ìª® ®¤  â®çª  Y , ¨ ®¡à â®. �®®â¢¥âáâ¢¨¥ ϕ ¥¯à¥àë¢®, ¥á«¨ ¨§ â®£®, çâ® â®ç-ª¨ Xn áå®¤ïâáï ª X, á«¥¤ã¥â, çâ® â®çª¨ Yn = ϕ(Xn) áå®¤ïâáï ª Y = ϕ(X). �® ¢§ ¨¬®¥¯à¥àë¢®, ¥á«¨ â® �¥ ¢¥à® ¤«ï ®¡à â®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ϕ−1 â®ç¥ª X â®çª ¬ Y .23)�â® á®¢¥àè¥® ®ç¥¢¨¤®, ¥á«¨ â®çª  X ¤¢¨�¥âáï ¯® ®¤®© £à ¨,   ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ç¥à¥§ à¥¡à  ¨ ¢¥àè¨ë ¥¯à¥àë¢®áâì ¥  àãè ¥âáï, ¯®áª®«ìªã ¢áïª¨© «ãç, ¡«¨§ª¨© ª«ãçã, ¯¥à¥á¥ª îé¥¬ã ¬®£®£à ¨ª ¢ â®çª¥ A   à¥¡à¥ ¨«¨ ¢ ¢¥àè¨¥ A, á ¬ ¯¥à¥á¥ª ¥â¬®£®£à ¨ª ¢ â®çª¥ X, ¡«¨§ª®© ª â®çª¥ A.



58 �. �. �����������® £®¬¥®¬®àä¥ ¥ª®â®à®¬ã áä¥à¨ç¥áª®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã. �á«¨ £à ¨æ ¬®£®£à ¨ª  á®áâ®¨â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©, â® íâ®â ¬®-£®ã£®«ì¨ª ¡ã¤¥â â®�¥ ®£à ¨ç¥ ®¤®© § ¬ªãâ®© áä¥à¨ç¥áª®© «®¬ ®©.� ª®© ¬®£®ã£®«ì¨ª £®¬¥®¬®àä¥ ªàã£ã. (�â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , áç¨â ï ¥£® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ®ç¥¢¨¤ë¬. �âà®£®¥ ¤®ª -§ â¥«ìáâ¢® ¯® ¨¤¥¥ ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â âàã¤ , ® ¥áª®«ìª® ªà®¯®â«¨¢®.)�á«¨ £à ¨æ  ¬®£®£à ¨ª  á®áâ®¨â ¨§ ¥áª®«ìª¨å § ¬ªãâëå «®¬ ëå,â® â ª �¥ ãáâà®¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© áä¥à¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª. � £®¬¥®-¬®àä¥ ªàã£ã á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ç¨á«®¬ ªàã£«ëå ¤ëà. (�â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥¬ë ¥ ¤®ª §ë¢ ¥¬, ¯®áª®«ìªã ®® ¥ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ ®.)3. �¥®à¥¬  2. �¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«ª®â®à®£® ¥ ¢ëà®�¤ ¥âáï ¨ ¢ ¯«®áª¨© ã£®«, ¨ ¢ ¯®«ã¯àï¬ãî, ¬®�® á¯à®-¥ªâ¨à®¢ âì   ¯«®áª®áâì â ª, çâ® ª �¤®© â®çª¥ ¯«®áª®áâ¨ ¡ã¤¥â ®â¢¥ç âì®¤  ¨ â®«ìª® ®¤  â®çª  ¬®£®£à ¨ª . �¥¬ á ¬ë¬ â ª®© ¬®£®£à ¨ª£®¬¥®¬®àä¥ ¯«®áª®áâ¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à -¨ª  ¥ ¢ëà®�¤ ¥âáï. �®£¤  ¢ãâà¨ ¥£® ¬®�® ¯à®¢¥áâ¨ ¯®«ã¯àï¬ãî a.�á«¨ â®çª  A «¥�¨â   ¬®£®£à ¨ª¥, â® ¥¥ ¬®�® ¯à¨ïâì §  ¢¥àè¨ãã£«  V , ¨ â®£¤  ¢¥áì ã£®« V «¥�¨â ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ (á¬. â¥®à¥¬ã 1 § 4). Ǒ®-íâ®¬ã ¯®«ã¯àï¬ ï, ¨¤ãé ï ¨§ â®çª¨ A ¢  ¯à ¢«¥¨¨ a, á®¤¥à�¨âáï ¢ãâà¨¬®£®£à ¨ª .�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢áïª ï ¯àï¬ ï b, ¯ à ««¥«ì ï a, ¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âì¬®£®£à ¨ª â®«ìª® ¢ ®¤®© â®çª¥ (¯®â®¬ã çâ®  ç¨ îé ïáï ®â â®çª¨¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¯®«ã¯àï¬ ï, ¨¤ãé ï ¢  ¯à ¢«¥¨¨ a, ã�¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¢áï¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª ).�®ª �¥¬, çâ® ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¢áïª ï ¯àï¬ ï, ¯ à ««¥«ì ï a, ¯¥à¥á¥ª -¥â ¬®£®£à ¨ª. �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥ ¨ ¯ãáâì ¯àï¬ ï b, ¯ à ««¥«ì ï a,¬®£®£à ¨ª ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â. �ãâà¨ ¥£® ®  ¥ ¬®�¥â «¥� âì, â ª ª ª¬®£®£à ¨ª ¥ á®¤¥à�¨â ¨ª ª®© ¯àï¬®©. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®  «¥�¨â ¢¥¬®£®£à ¨ª .Ǒ¥à¥á¥ç¥¬ ¬®£®£à ¨ª ¯«®áª®áâìî, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ª ªãî-«¨¡® ¥£®¢ãâà¥îî â®çªã ¨ ¯àï¬ãî b. � á¥ç¥¨¨ ¯®«ãç¨¬ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì-¨ª, «¥� é¨© ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯àï¬®© b. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ®ç¥¢¨¤®, çâ®â ª®© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¨¬¥¥â ®¯®àãî ¯àï¬ãî b′, ¯ à ««¥«ìãî b (à¨á. 40).�® ç áâì íâ®© ¯àï¬®©, ¨¤ãé ï ®â â®çª¨ ª á ¨ï A ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¯®«ã¯àï-¬®© a, ¯® ¤®ª § ®¬ã ¤®«�  «¥� âì ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª  ¨, á«¥¤®¢ -â¥«ì®, ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ç áâìî ®¯®à®© ¯àï¬®© b′. Ǒ®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥-ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢áïª ï ¯àï¬ ï b, ¯ à ««¥«ì ï a, ¤®«�  ¯¥à¥á¥ª âì¬®£®£à ¨ª.�â ª, ¢áïª ï â ª ï ¯àï¬ ï ¯¥à¥á¥ª ¥â ¬®£®£à ¨ª ¨ ¯à¨â®¬ â®«ìª®¢ ®¤®© â®çª¥. Ǒ®íâ®¬ã, ¯à®¥ªâ¨àãï ¬®£®£à ¨ª   ¯«®áª®áâì â ª¨¬¨



��. I: § 7. ��Ǒ����������� �������� �������������� 59¯àï¬ë¬¨, ¯®«ãç¨¬ ¯à®¥ªæ¨î, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®â®à®© ãâ¢¥à�¤ ¥â â¥®à¥¬ ,çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.
a

b

b′

A

�¨á. 40

�®£®£à ¨ª á ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬,¢ëà®�¤ îé¨¬áï ¢ ¯«®áª¨© ã£®« ¨«¨ ¢¯®«ã¯àï¬ãî, ¥ ¬®�¥â ¡ëâì á¯à®¥ªâ¨-à®¢    ¢áî ¯«®áª®áâì ¨ ¨ª ª ï ¥£®¯à®¥ªæ¨ï ¥ ®¤®§ ç  (â. ¥. ¢ ¥ª®-â®àë¥ â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨ ¯à®¥ªâ¨àã¥âáï¥áª®«ìª® ¨«¨ ¤ �¥ ¡¥áª®¥ç® ¬®£®â®ç¥ª ¬®£®£à ¨ª ). �á«¨  ¯à ¢«¥-¨¥ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï ¯ à ««¥«ì® ¯®«ã-¯àï¬®©, ¨¤ãé¥© ¢ ¯à¥¤¥«ì®¬ ã£«¥, â®¥ª®â®àë¥ ¯à®¥ªâ¨àãîé¨¥ ¯àï¬ë¥ ¡ã-¤ãâ áª®«ì§¨âì ¯® ¡¥áª®¥çë¬ £à ï¬,¤àã£¨¥ �¥ ¢®¢á¥ ¥ ¡ã¤ãâ ¯¥à¥á¥ª âì¬®£®£à ¨ª.�¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¢ á«ãç ¥ ¯«®á-ª®£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V ¬®£®£à ¨ª¬®�® á¯à®¥ªâ¨à®¢ âì ¢ ¯®«®áã ¬¥�¤ã ¯ à®© ¯ à ««¥«ìëå ¯àï¬ëå; íâ¨¯àï¬ë¥ ¡ã¤ãâ ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥©, ¯ à ««¥«ìëå ¯«®áª®áâ¨ã£«  V . � á«ãç ¥ �¥ ¢ëà®�¤¥¨ï ã£«  V ¢ ¯®«ã¯àï¬ãî a ¯à®¥ªæ¨ï ¢¤ «ì¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, áâ®à®ë ª®â®à®£® ¡ã¤ãâ ¯à®¥ª-æ¨ï¬¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥©.�® ¢áïª®¬ á«ãç ¥, ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨¥ ¥ ¤ ¥â §¤¥áì ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®£®®â®¡à �¥¨ï   ¢áî ¯«®áª®áâì, ¨ ¯®â®¬ã ¥®¡å®¤¨¬® ¤àã£®¥ ¯®áâà®¥¨¥.� áá¬®âà¨¬ ¬®£®£à ¨ª P , ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ª®â®à®£® á¢®¤¨âáï ª ¯®«ã-¯àï¬®©. �á¥ ¥£® ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¯ à ««¥«ìë. Ǒ¥à¥á¥ª ï ¨å ¯¥à¯¥¤¨-ªã«ïà®© ¯«®áª®áâìî, ®âá¥ç¥¬ ®â P ¡¥áª®¥çãî ¢ ®¤ã áâ®à®ã ¯à¨§¬ã P ′(ª ª®â®à®© ¬ë ¯à¨á®¥¤¨¨¬ ¥¥ ®á®¢ ¨¥). �®§ì¬¥¬ ¢ãâà¨ íâ®© ¯à¨§¬ëâ®çªã O. �áïª¨© «ãç, ¨¤ãé¨© ¨§ O ¨ ¯¥à¥á¥ª îé¨© P ′, ¯¥à¥á¥ç¥â P , ¨ ®¡-à â® (à¨á. 41). � à¥§ã«ìâ â¥, á®¯®áâ ¢«ïï â®çª¨   ®¤¨å ¨ â¥å �¥ «ãç å,¯®«ãç¨¬ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ ¨ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ â®ç¥ª  P ¨ P ′ (â®çª¨, ®¡é¨¥ ã P ¨ P ′, á®®â¢¥âáâ¢ãîâ á ¬¨ á¥¡¥).�® ¯à¨§¬ã P ′, ®ç¥¢¨¤®, ¬®�® ®â®¡à §¨âì   ¯«®áª®áâì ¢§ ¨¬® ®¤®-§ ç® ¨ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢®. �®áâ â®ç®  «®�¨âì ¥¥ ¡®ª®¢ë¥ £à ¨  ¯«®áª®áâì ®á®¢ ¨ï ¨ à áâïãâì ¨å â ª, çâ®¡ë ®¨ ¯®ªàë«¨ ¢áî ¯«®áª®áâì(à¨á. 42).�â¨¬ ¤®ª § ®, çâ® ¬®£®£à ¨ª P £®¬¥®¬®àä¥ ¯«®áª®áâ¨.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¬®£®£à ¨ª P , ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ª®â®à®£® ¯«®áª¨©,® ¥ á¢®¤¨âáï ª ¯®«ã¯àï¬®©. � â ª®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨¬¥îâáï ¤¢¥ ¡¥á-ª®¥çë¥ £à ¨, ¯ à ««¥«ìë¥ ¯«®áª®áâ¨ ã£«  V , á ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨,



60 �. �. �����������¯ à ««¥«ìë¬¨ à¥¡à ¬ ã£«  V ; ã ¢á¥å ¤àã£¨å ¥£® ¡¥áª®¥çëå £à ¥© à¥¡à ¯®¯ à® ¯ à ««¥«ìë. Ǒ¥à¥á¥ç¥¬ ¬®£®£à ¨ª P ¯«®áª®áâìî, ®âá¥ª îé¥©¢á¥ ¥£® ª®¥çë¥ £à ¨ (à¨á. 43). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª P ′á ®¤®© ª®¥ç®© £à ìî, á®¤¥à� é¨©áï ¢ P , ¨ á ¡¥áª®¥çë¬¨ £à ï¬¨, «¥£ îé¨¬¨   £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P .
O O

�¨á. 41 �¨á. 42 �¨á. 43�®§ì¬¥¬ ¢ãâà¨ P ′ â®çªã O. �¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¢áïª¨© «ãç, ¨¤ãé¨©¨§ O ¨ ¯¥à¥á¥ª îé¨© ®¤¨ ¬®£®£à ¨ª, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¨ ¤àã£®©. � ª¨¬ ®¡-à §®¬, ¬®£®£à ¨ª P ®â®¡à � ¥âáï   P ′ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ¨ ¢§ ¨¬®¥¯à¥àë¢®.� «¥¥,   «®£¨ç® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã, «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¬®£®£à ¨ª P ′¬®�® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ¨ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢® ®â®¡à §¨âì   ¯«®áª®áâì.�â¨¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¬®£®£à ¨ª P â ª�¥ £®¬¥®¬®àä¥ ¯«®áª®áâ¨.(�â®â ¢ë¢®¤ ¯à¨¬¥¨¬ ª® ¢áïª®¬ã ¡¥áª®¥ç®¬ã ¬®£®£à ¨ªã.)� è¨ ¢ë¢®¤ë ¯à¨¢¥«¨ ª á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:�¥®à¥¬  3. �¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª £®¬¥®¬®àä¥ ¯«®áª®-áâ¨.4. �¯¥à æ¨ï áª«¥¨¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª  ¨§ à §¢¥àâª¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®-¡®© â ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ à §¢¥àâª¨   ¬®£®£à ¨ª, ª®â®à®¥, ª ª ïá® ¨§®¯à¥¤¥«¥¨ï íâ®£® ®â®¡à �¥¨ï (¯◦ 3 § 6), ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ¨ ¢§ ¨¬®¥¯à¥àë¢® ¯à¨ â®¬ ¥¯à¥¬¥®¬ ãá«®¢¨¨, çâ® â®çª¨ à §¢¥àâª¨, ®â®�¤¥áâ¢-«ï¥¬ë¥ ¢ á¨«ã ý§ ª®  áª«¥¨¢ ¨ïþ, áç¨â îâáï §  ®¤ã â®çªã à §¢¥àâª¨.Ǒ®íâ®¬ã à §¢¥àâª , ¨§ ª®â®à®© ¬®�® áª«¥¨âì ¤ ë© ¬®£®£à ¨ª, ¥®¡-å®¤¨¬® ¥¬ã £®¬¥®¬®àä .



��. I: § 7. ��Ǒ����������� �������� �������������� 61�â¢¥à�¤ ï íâ®, ¬ë §¤¥áì ¨ ¢áî¤ã ¤ «ìè¥ ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã, çâ® áª«¥¨¢ ¥¬ë¥â®çª¨ áç¨â îâáï §  ®¤ã.�  ®á®¢ ¨¨ íâ®£® § ¬¥ç ¨ï ¨§ â¥®à¥¬ 1 ¨ 3 á«¥¤ã¥â�¥®à¥¬  4. � §¢¥àâª  § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  £®¬¥®¬®àä-  áä¥à¥, à §¢¥àâª  �¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  £®¬¥®¬®àä ¯«®áª®áâ¨.(�®�® â ª�¥ § ª«îç¨âì, çâ® à §¢¥àâª  ª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  á £à -¨æ¥© £®¬¥®¬®àä  áä¥à¨ç¥áª®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã,   à §¢¥àâª  ¡¥áª®¥ç®-£® ¬®£®£à ¨ª  á £à ¨æ¥© £®¬¥®¬®àä  ¡¥áª®¥ç®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã.)�¤ ª® íâ® ãá«®¢¨¥,  « £ ¥¬®¥   à §¢¥àâªã, ¥ã¤®¡® ¢ â®¬ ®â®è¥¨¨,çâ® § à ¥¥ ¥ ¢¨¤® ¯à®áâ®£® á¯®á®¡  ¯à®¢¥à¨âì ¤«ï ¤ ®© à §¢¥àâª¨, £®-¬¥®¬®àä  ®  áä¥à¥ ¨«¨ ¥â. Ǒ®íâ®¬ã ¬ë § ¬¥¨¬ íâ® ãá«®¢¨¥ ¤àã£¨¬,ª®â®à®¥ ¤«ï «î¡®© à §¢¥àâª¨ ¯à®¢¥àï¥âáï á®¢á¥¬ ¯à®áâ®. �á«®¢¨¥ íâ® ¤ -¥âáï â¥®à¥¬®© �©«¥à , ª®â®àãî ¬ë ¨ ¤®ª �¥¬.5. �ã¤¥¬  §ë¢ âì á¥âìî «î¡ãî á®¢®ªã¯®áâì ª®¥ç®£® ç¨á«  ¯à®-áâëå (â. ¥. ¥ ¨¬¥îé¨å á ¬®¯¥à¥á¥ç¥¨©), ¥§ ¬ªãâëå «®¬ ëå, «¥� é¨å  ¬®£®£à ¨ª¥ ¨ ¥ ¨¬¥îé¨å ®¡é¨å â®ç¥ª, ªà®¬¥ ª®æ®¢. � �¤ãî «®-¬ ãî  §®¢¥¬ ýà¥¡à®¬þ á¥â¨, ª®æë «®¬ ëå  §®¢¥¬ ý¢¥àè¨ ¬¨þ á¥â¨.�®®¡é¥ £®¢®àï, â ª ï á¥âì ¡ã¤¥â à §¡¨¢ âì ¬®£®£à ¨ª   ¥ª®â®àë¥ ®¡-« áâ¨ 24). �á«¨ ®  ¥£® ¢®¢á¥ ¥ à §¡¨¢ ¥â, â® áç¨â ¥¬, çâ® ¨¬¥¥âáï ¢á¥£®®¤  ®¡« áâì. Ǒà®áâ¥©è¨© ¯à¨¬¥à á¥â¨ ¤ ¥â á¥âì à¥¡¥à á ¬®£® ¬®£®£à -¨ª ; ®¡« áâï¬¨ §¤¥áì ¡ã¤ãâ ¥£® £à ¨.� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ á¥âì ¬®�¥â á« £ âìáï ¨§ ¥áª®«ìª¨å ç áâ¥©, ¥ ¨¬¥îé¨å¯®¯ à® ®¡é¨å â®ç¥ª. � �¤ãî â ªãî ç áâì, ¥ à á¯ ¤ îéãîáï ¤ «¥¥, ¬ë §ë¢ ¥¬ á¢ï§®© ª®¬¯®¥â®© á¥â¨.�¥®à¥¬  5. (�¡®¡é¥ ï â¥®à¥¬  �©«¥à .) �á«¨ ¤   á¥âì   § ¬ªã-â®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ ¨ e | ç¨á«® ¥¥ ¢¥àè¨, k | ç¨á«® à¥¡¥à, l |ç¨á«® á¢ï§ëå ª®¬¯®¥â,   f | ç¨á«® ®¡« áâ¥©,   ª®â®àë¥ á¥âì à §¡¨¢ ¥â¬®£®£à ¨ª, â®
e− k + f = l + 1. (1)� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ á¥âì á¢ï§  (â. ¥. á®áâ®¨â ¨§ ®¤®© ª®¬¯®¥âë), â®

e− k + f = 2.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   á«¥¤ãîé¥© ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ®ç¥¢¨¤®© â¥®-à¥¬¥, ¨§¢¥áâ®© ¯®¤  ¨¬¥®¢ ¨¥¬ â¥®à¥¬ë �®à¤  : ¢áïª ï § ¬ªãâ ï«®¬  ï   § ¬ªãâ®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ à §¡¨¢ ¥â ¥£®. Ǒà¨ ¢á¥©®ç¥¢¨¤®áâ¨ íâ®© â¥®à¥¬ë áâà®£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¥ á«¨è-ª®¬ ¯à®áâë¬; ®® ¡ã¤¥â ¤ ® ¤®¯®«¨â¥«ì® ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¯ãªâ¥  áâ®ïé¥£®24)�¤ã ®¡« áâì ¡ã¤ãâ ®¡à §®¢ë¢ âì ¢á¥ â®çª¨, ª®â®àë¥ ¬®�® á®¥¤¨¨âì ¤àã£ á ¤àã-£®© «®¬ ë¬¨, ¥ ¯¥à¥á¥ª ï á¥â¨.



62 �. �. �����������¯ à £à ä . � á¥©ç á, ¯à¨ï¢ â¥®à¥¬ã �®à¤     ¢¥àã, ¤®ª �¥¬ ®¡®¡é¥-ãî â¥®à¥¬ã �©«¥à .�«ï ý¯ãáâ®© á¥â¨þ, â. ¥. ª®£¤  ¨ª ª®© á¥â¨   ¬®£®£à ¨ª¥ ¥â, â¥®-à¥¬  ¢¥à , ¯®â®¬ã çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ e = k = l = 0, a ®¡« áâì ®¤ , â ªçâ® f = 1 ¨ à ¢¥áâ¢® (1) ¢ë¯®«ï¥âáï. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ®, ¥¬¥ïï ¢¥«¨ç¨ë e−k+f− l, ¬®�®, ãáâà ïï à¥¡à  ¯® ®¤®¬ã, ã¨çâ®�¨âì¢áî á¥âì, â® â¥®à¥¬  ¡ã¤¥â ¤®ª §  .� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ âà¨ ®¯¥à æ¨¨ ãáâà ¥¨ï à¥¡¥à á¥â¨.1) �áâà ï¥âáï à¥¡à® á ®¤¨¬ á¢®¡®¤ë¬ ª®æ®¬. �®£¤  ç¨á«  à¥¡¥à k ¨¢¥àè¨ e ã¬¥ìè îâáï   ¥¤¨¨æã,   ç¨á«® ®¡« áâ¥© f ¨ ç¨á«® ª®¬¯®¥â l,®ç¥¢¨¤®, ¥ ¬¥ïîâáï. Ǒ®íâ®¬ã ¢¥«¨ç¨  e−k+f− l ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥®©.2) �áâà ï¥âáï à¥¡à®, ï¢«ïîé¥¥áï ®¡é¥© £à ¨æ¥© (¨«¨ ç áâìî £à ¨-æë) ¤¢ãå ®¡« áâ¥©. �®£¤  íâ¨ ®¡« áâ¨ á«¨¢ îâáï ¨ ç¨á«® ¨å f ã¬¥ìè ¥âáï  ¥¤¨¨æã. �¨á«® à¥¡¥à k â ª�¥ ã¬¥ìè ¥âáï   ¥¤¨¨æã. �¥¡à®, à §¤¥-«ïîé¥¥ ®¡« áâ¨, ¥ ¨¬¥¥â á¢®¡®¤ëå ª®æ®¢,   ¯®â®¬ã ®¨ ®áâ îâáï, â ªçâ® ç¨á«® e ¥ ¨§¬¥ï¥âáï. �¨á«® ª®¬¯®¥â l â ª�¥ ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥ë¬,¯®â®¬ã çâ® ®¡« áâì ®£à ¨ç¥  § ¬ªãâ®© «®¬ ®©, ª®â®à ï ¯à¨ ¨§êïâ¨¨®¤®£® à¥¡à  ¥ ¬®�¥â à á¯ áâìáï   ¥á¢ï§ ë¥ ç áâ¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¥«¨ç¨  e− k + f − l ¥ ¬¥ï¥âáï.3) �áâà ï¥âáï à¥¡à® á ¤¢ã¬ï á¢®¡®¤ë¬¨ ª®æ ¬¨. � ª®¥ à¥¡à® ¯à¥¤-áâ ¢«ï¥â á ¬® ¯® á¥¡¥ á¢ï§ãî ª®¬¯®¥âã á¥â¨,   ¯®â®¬ã ç¨á«® l ã¬¥ìè -¥âáï   ¥¤¨¨æã. �¨á«® à¥¡¥à k â ª�¥ ã¡ë¢ ¥â   ¥¤¨¨æã. �¨á«® ¢¥àè¨ eã¬¥ìè ¥âáï   ¤¢ , ç¨á«® �¥ ®¡« áâ¥© f , ®ç¥¢¨¤®, ¥ ¬¥ï¥âáï. Ǒ®íâ®¬ã¢¥«¨ç¨  e− k + f − l á®¢  ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥®©.Ǒãáâì â¥¯¥àì  ¬ ¤   «î¡ ï á¥âì. Ǒ®«ì§ãïáì ¯¥à¢®© ¨ âà¥âì¥© ®¯¥-à æ¨ï¬¨, ãáâà ï¥¬ ¢á¥ à¥¡à  á® á¢®¡®¤ë¬¨ ª®æ ¬¨. �á«¨ ¯®á«¥ íâ®£®¥é¥ ®áâ «¨áì à¥¡à , â® ®¨ ®¡à §ãîâ § ¬ªãâë¥ «®¬ ë¥ ¨ ¯®â®¬ã (¢ á¨«ãâ¥®à¥¬ë �®à¤  !) à §¡¨¢ îâ ¬®£®£à ¨ª   ®¡« áâ¨. � â ª®¬ á«ãç ¥¯à¨¬¥¨¬  ¢â®à ï ®¯¥à æ¨ï, ª®â®à ï à ® ¨«¨ ¯®§¤® ¯à¨¢®¤¨â, ®ç¥¢¨¤®,ª ¯®ï¢«¥¨î á¢®¡®¤ëå ª®æ®¢. �®£¤  ®¯ïâì ãáâà ï¥¬ à¥¡à  á® á¢®¡®¤-ë¬¨ ª®æ ¬¨ ¨ â. ¤. ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ¥ ã¨çâ®�¨¬ ¢áî á¥âì. Ǒà¨ ¢á¥å®¯¥à æ¨ïå ç¨á«® e − k + f − l ¥ ¬¥ï¥âáï,   ¢ ®âáãâáâ¢¨¨ á¥â¨ ®® à ¢-® 1. Ǒ®íâ®¬ã ¨ ¤«ï ¨áå®¤®© á¥â¨ e − k + f − l = 1, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì¤®ª § âì.Ǒãáâì â¥¯¥àì R | à §¢¥àâª , ¨§ ª®â®à®© ¬®�® áª«¥¨âì § ¬ªãâë© ¢ë-¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P . �®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î, íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¬®£®-£à ¨ª P ¬®�® à §¡¨âì   ®¡« áâ¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬à §¢¥àâª¨ â ª, çâ® ®¡é¨¥ ®âà¥§ª¨ £à ¨æ ®¡« áâ¥© ®â¢¥ç îâ áª«¥¨¢ ¥¬ë¬áâ®à® ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. �â¨ ®âà¥§ª¨ £à ¨æ ¯à¥¤-áâ ¢«ïîâ «®¬ ë¥, ®¡à §ãîé¨¥ á¥âì   ¬®£®£à ¨ª¥ P . �¨á«  ¢¥àè¨ e,à¥¡¥à k ¨ ®¡« áâ¥© f íâ®© á¥â¨ à ¢ë á®®â¢¥âáâ¢¥® ç¨á« ¬ ¢¥àè¨, à¥¡¥à



��. I: § 7. ��Ǒ����������� �������� �������������� 63¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨ (¯à¨ â®¬ ¯à¨ïâ®¬  ¬¨ ãá«®¢¨¨, çâ® áª«¥¨-¢ ¥¬ë¥ áâ®à®ë ¨ ¢¥àè¨ë áç¨â îâáï §  ®¤® à¥¡à® ¨ §  ®¤ã ¢¥àè¨ã).�ë ãá«®¢¨«¨áì â ª�¥ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® à §¢¥àâª  á®áâ®¨â ¨§ ¯à®áâëå¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ (â. ¥. ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ®£à ¨ç¥ëå ª �¤ë© ®¤®© § ¬-ªãâ®© «®¬ ®©). �®ª �¥¬, çâ® ¢ á¨«ã íâ®£® ãá«®¢¨ï á¥âì ¡ã¤¥â á¢ï§®©.Ǒãáâì A ¨ B | ª ª¨¥-«¨¡® ¢¥àè¨ë à §¢¥àâª¨ (á®®â¢¥âáâ¢¥® á¥â¨). �á«¨®¨ ¯à¨ ¤«¥� â ®¤®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã, â® á®¥¤¨ïîâáï «®¬ ®©, ¯®â®¬ãçâ® ® ¯à®áâ®©. �á«¨ �¥ ®¨ ¯à¨ ¤«¥� â à §ë¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬ Q ¨ R,â® ®â Q ª R ¬®�® ¯¥à¥©â¨, ¨¤ï ¯® ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬ á ®¡é¨¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨¨«¨ áâ®à® ¬¨. Ǒ®íâ®¬ã, ¨¤ï ¯® £à ¨æ ¬ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ¬ë á®¥¤¨-¨¬ ¢¥àè¨ë A ¨ B æ¥¯ìî à¥¡¥à. � à § «î¡ë¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë á®¥¤¨ïîâáïæ¥¯ìî à¥¡¥à, â® á¥âì á¢ï§ .�â ª, ç¨á«® ª®¬¯®¥â  è¥© á¥â¨ l = 1,   ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �©«¥à 
e− k + f = 2.�â¨ à áá¬®âà¥¨ï ¯à¨¢¥«¨ ª á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:�¥®à¥¬  6. �á«¨ ¨§ à §¢¥àâª¨ ¬®�® áª«¥¨âì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®-£®£à ¨ª, â® ç¨á«® f ¥¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ç¨á«® k à¥¡¥à ¨ ç¨á«® e ¢¥àè¨¥®¡å®¤¨¬® á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬ �©«¥à  e− k + f = 2.�¡®¡é¥ ï â¥®à¥¬  �©«¥à  ¨¬¥¥â â®¯®«®£¨ç¥áª¨© å à ªâ¥à; ¯à¨ â®¯®-«®£¨ç¥áª®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ «®¬ ë¥, ®¡à §ãîé¨¥ á¥âì, ¬®£ãâ áâ âì ªà¨-¢ë¬¨, ® ¨ ç¨á«® ¨å, ¨ ç¨á«® ¢¥àè¨, ¨ ç¨á«® ®¡« áâ¥© ¥ ¨§¬¥ïâáï.Ǒ®íâ®¬ã â® �¥ á®®â®è¥¨¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï á¥â¥©   ¢áï-ª®© ¯®¢¥àå®áâ¨, £®¬¥®¬®àä®© § ¬ªãâ®¬ã ¢ë¯ãª«®¬ã ¬®£®£à ¨ªã, ¨â¥¬ á ¬ë¬   ¢áïª®© ¯®¢¥àå®áâ¨, £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥. � á¢ï§¨ á íâ¨¬¨ â¥®à¥¬¥ 6 ¬®�® ¯à¨¤ âì â®¯®«®£¨ç¥áª¨© ¢¨¤: ¤«ï ¢áïª®© à §¢¥àâª¨,£®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥, e−k+ f = 2. Ǒà¨ íâ®¬ á ¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ à §¢¥àâ-ª¨ ¬®�® ¯®¤¢¥à£ âì «î¡ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬, â ª çâ® ¨å¬®�® ¬ëá«¨âì ª ª úªà¨¢ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨û.6 25). �¥®à¥¬  7. (�¡à â ï â¥®à¥¬  �©«¥à .) �á«¨ à §¢¥àâª  ¡¥§ £à -¨æë, á®áâ ¢«¥ ï ¨§ ª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î�©«¥à  e− k + f = 2, â® ®  £®¬¥®¬®àä  áä¥à¥.� ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¤®¯ãáª âì â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, â ª çâ® ¨çâ®, ªà®¬¥ ç¨á«  ¨å áâ®à® ¨ ¯à ¢¨«  áª«¥¨-¢ ¨ï, ¥ ¡ã¤¥â ¨£à âì à®«¨.�á«¨ à §¢¥àâª  á®áâ®¨â ¡®«¥¥ ç¥¬ ¨§ ®¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , â®, ý¯à¨-ª«¥¨¢ ïþ ª ®¤®¬ã ¨§ ¨å ¤àã£®©, ª ¨¬ âà¥â¨© ¨ â. ¤., ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã,á®áâ®ïéãî ¨§ ®¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª . Ǒà¨ íâ®¬ áª«¥¨¢ ¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨¬ª �¤ë© à § ¯® ®¤®© ¯ à¥ áâ®à®, ¯®¤«¥� é¨å áª«¥¨¢ ¨î, ª ª ãª § ®¢ à §¢¥àâª¥. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ª �¤®¬ áª«¥¨¢ ¨¨ ç¨á«® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨25)�á¥ ¤ «ì¥©è¨¥ ¢ë¢®¤ë ¯¯. 6{8 ¨¬¥îâ § ç¥¨¥ â®«ìª® ¤«ï £«. IV.



64 �. �. �����������ç¨á«® à¥¡¥à ã¬¥ìè îâáï   1,   ç¨á«® ¢¥àè¨ ®áâ ¥âáï ¯à¥�¨¬, â ª çâ®¢¥«¨ç¨  e−k+f ¥ ¬¥ï¥âáï ¨ ®áâ ¥âáï à ¢®© 2. � ¯®«ãç¥®© à §¢¥àâª¥
f = 1 ¨ ¯®â®¬ã e = k + 1.�¤¨áâ¢¥ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¯®«ãç¥®© à §¢¥àâª¨ ¨¬¥¥â 2k áâ®à®, ¯®-â®¬ã çâ® áâ®à®ë áª«¥¨¢ îâáï ¯®¯ à® ¨ ª �¤ ï ¯ à  ¨å ¤ ¥â ®¤® à¥¡à®.�¨á«® �¥ ¢¥àè¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  | â ª®¥ �¥, ª ª ç¨á«® áâ®à®, â. ¥. â®�¥2k. (He ¯ãâ âì ¢¥àè¨ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  á ¢¥àè¨ ¬¨ à §¢¥àâª¨! Ǒ®¤«¥-� é¨¥ áª«¥¨¢ ¨î ¢¥àè¨ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  áç¨â îâáï §  ®¤ã ¢¥àè¨ãà §¢¥àâª¨.)Ǒ®ª �¥¬, çâ® ã  è¥£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¨¬¥¥âáï ¯ à  ¯®¤«¥� é¨å áª«¥-¨¢ ¨î áâ®à® a, b á ®¡é¨¬ ª®æ®¬, ¯à¨ç¥¬ ¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨ a á b íâ®â ®¡é¨©ª®¥æ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á ¬ á¥¡¥ ¨ ¤ ¥â â®«ìª® ®¤ã ¢¥àè¨ã à §¢¥àâª¨. (�á«¨®â¬¥â¨âì   íâ¨å áâ®à® å  ¯à ¢«¥¨ï, á®¢¯ ¤ îé¨¥ ¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨, â®®¨ ¡ã¤ãâ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¬¨, à¨á. 44.)�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¡ë â ª®© ¯ àë áª«¥¨¢ ¥¬ëå áâ®à® ¥ ¡ë«®, â® ãª �¤®© ¯ àë áª«¥¨¢ ¥¬ëå áâ®à® ¨ª ª®© ª®¥æ ¥ á®®â¢¥âáâ¢®¢ « ¡ë á ¬á¥¡¥ (íâ¨ áâ®à®ë «¨¡® ¥á®á¥¤¨¥, «¨¡® á®á¥¤¨¥, ® ®¤¨ ª®¢®  ¯à ¢«¥-ë, ª ª   à¨á. 45 26)). Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ ª®æë áâ®à®, â. ¥. ¢á¥ 2k ¢¥àè¨ ¬®-£®ã£®«ì¨ª , áª«¥¨¢ «¨áì ¡ë ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¯®¯ à®, ¤ ¢ ï â¥¬ á ¬ë¬¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ k ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ç¨á«® ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨
e 6 k. �¥�¤ã â¥¬ ¬ë ¨¬¥¥¬ e = k + 1. Ǒ®íâ®¬ã ¤®«�  ¨¬¥âìáï ¯ à á®á¥¤¨å áª«¥¨¢ ¥¬ëå ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®�®  ¯à ¢«¥ëå áâ®à®.�áãé¥áâ¢¨¬ áª«¥¨¢ ¨¥ ¤¢ãå â ª¨å áâ®à® a, b (íâ® ¢®§¬®�®, â ª ª ª ¬ë¤®¯ãáª ¥¬ «î¡ë¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢). Ǒ®«ãç¨¬®¢ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª á ¬¥ìè¨¬ ç¨á«®¬ áâ®à®. �«ï íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨-ª , ®ç¥¢¨¤®, á®¢  e′ = k′ + 1 ¨ ª ¥¬ã ¯à¨«®�¨¬ë â¥ �¥ à ááã�¤¥¨ï.Ǒ®¢â®àïï íâã ®¯¥à æ¨î, ¬ë ¯à¨¤¥¬,  ª®¥æ, ª ý¬®£®ã£®«ì¨ªãþ, ¨¬¥-îé¥¬ã â®«ìª® ¤¢¥ áâ®à®ë a, b (à¨á. 46). �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ®ç¥¢¨¤®, çâ®áª«¥¨¢ ¨¥ íâ¨å áâ®à® ¯à¥¢à é ¥â â ª®© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¢ ¯®¢¥àå®áâì, £®-¬¥®¬®àäãî áä¥à¥ (à¨á. 46); íâ® «¥£ª® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª áª«¥¨¢ ¨¥ ªà ¥¢à §à¥§  áä¥àë ¢¤®«ì ¥ª®â®à®© ¤ã£¨. �¥®à¥¬ , â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª §  .�®¥¤¨ïï ¥¥ á â¥®à¥¬®© �©«¥à  ¢ ¥¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®© ä®à¬¥, ¯à¨¢¥¤¥®©¢ ª®æ¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ãªâ , ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:�«ï â®£® çâ®¡ë à §¢¥àâª  ¡¥§ £à ¨æë, á®áâ ¢«¥ ï ¨§ ª®¥çëå ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¢, ¡ë«  £®¬¥®¬®àä  áä¥à¥, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ® ã¤®¢«¥â¢®àï«  ãá«®¢¨î �©«¥à  e− k + f = 2.�â® ãá«®¢¨¥, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¤«ï § ª® áª«¥¨¢ ¨ï ¯®¢¥àå®áâ¨ â¨¯  áä¥àë ¨§ ¯à®áâëå ªãáª®¢.26)� ª®¥ áª«¥¨¢ ¨¥  £«ï¤® ª �¥âáï ¥¢®§¬®�ë¬, ® ã�® ¯®¬¨âì, çâ® áª«¥¨¢ -¨ï § ¤ ë § à ¥¥ ¨ ¯®â®¬ã â ª¨¥ áª«¥¨¢ ¨ï ¥ ¬®£ãâ áç¨â âìáï § à ¥¥ ¨áª«îç¥ë¬¨.



��. I: § 7. ��Ǒ����������� �������� �������������� 657. � §¢¥àâª¨ á £à ¨æ¥©. �¥®à¥¬  7 ¬®�¥â ¡ëâì ¤®¯®«¥  á«¥¤ãî-é¨¬ ãâ¢¥à�¤¥¨¥¬: ¤«ï ¢áïª®© à §¢¥àâª¨ ¡¥§ £à ¨æë, á®áâ ¢«¥®© ¨§ª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ç¨á«® �©«¥à  e−k+f ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¡®«ìè¥ 2.
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�¨á. 44 �¨á. 45 �¨á. 46�á«¨ ¤®¯ãáâ¨âì e − k + f > 2, â®, ¯®¢â®àïï à ááã�¤¥¨¥, ¯à®¢¥¤¥®¥ ¢ ç «¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 7, ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª à §¢¥àâª¥ ¨§ ®¤®£® ¬®£®-ã£®«ì¨ª , â ª çâ® ¤«ï ¥¥ ¡ã¤¥â f = 1 ¨ e > k+1. Ǒà®¤®«� ï íâ® à ááã�¤¥-¨¥, ¬ë  ©¤¥¬ ¯ àã á®á¥¤¨å áâ®à® a, b, áª«¥¨¢ ¥¬ëå ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�®¬ ¯à ¢«¥¨¨ (à¨á. 44). �ª«¥¨¢ ï ¨å ¨ ¯®¢â®àïï â® �¥ à ááã�¤¥¨¥, ¯à¨-¤¥¬,  ª®¥æ, ª ¬®£®ã£®«ì¨ªã á ¤¢ã¬ï áâ®à® ¬¨, áª«¥¨¢ ¥¬ë¬¨ ¢ ®¤®à¥¡à®, ¨ ¤¢ã¬ï ¢¥àè¨ ¬¨, â. ¥. ª à §¢¥àâª¥ á f = 1, k = 1, e = 2. �«ï ¥¥
e − k + f = 2, a â ª ª ª ¯à¨ ¢á¥å ®¯¥à æ¨ïå ç¨á«® �©«¥à  ¥ ¬¥ï«®áì, â®¨ ¢ ç «¥ ®® ¡ë«® à ¢® 2, ¢®¯à¥ª¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨î.�®â �¥ à¥§ã«ìâ â ¢¥à¥ ¨ ¤«ï à §¢¥àâ®ª á £à ¨æ¥©. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥¬®�® ¢ëáª § âì â ªãî â¥®à¥¬ã:�¥®à¥¬  8. �«ï ¢áïª®© à §¢¥àâª¨, á®áâ®ïé¥© ¨§ ª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì-¨ª®¢, e − k + f 6 2 − h, £¤¥ e, k, f ¨¬¥îâ ®¡ëçë© á¬ëá«, a h ¥áâì ç¨á-«  § ¬ªãâëå «®¬ ëå, ®¡à §ãîé¨å £à ¨æã à §¢¥àâª¨. Ǒà¨ íâ®¬, ¥á«¨
e − k + f = 2 − h, â® à §¢¥àâª  £®¬¥®¬®àä  áä¥à¨ç¥áª®¬ã ¬®£®ã£®«ì-¨ªã, ®£à ¨ç¥®¬ã h «®¬ ë¬¨; ¨ ®¡à â®, ¤«ï ¢áïª®© â ª®© à §¢¥àâª¨
e− k + f = 2− h.� ç áâ®áâ¨, ¤«ï à §¢¥àâª¨ ¡¥§ £à ¨æë h = 0, ¨ ¯®â®¬ã §¤¥áì § ª«îç -îâáï ¢á¥ ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ à¥§ã«ìâ âë 27).27)�®, çâ® £à ¨æ  ª®¥ç®© à §¢¥àâª¨ á« £ ¥âáï ¨§ § ¬ªãâëå «®¬ ëå, ¯®¨¬ ¥â-áï ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ®, ¨¤ï ®â ®¤®£® £à ¨ç®£® à¥¡à  ª á«¥¤ãîé¥¬ã, ¨¬¥îé¥¬ã á ¨¬®¡éãî ¢¥àè¨ã (®  ¬®�¥â ¡ëâì ®¡é¥© ¢ á¨«ã áª«¥¨¢ ¨ï á¬¥�ëå á íâ¨¬¨ à¥¡à ¬¨áâ®à® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨), ¨ â. ¤., ¯®«ãç¨¬ § ¬ªãâãî «®¬ ãî. �â® ®ç¥¢¨¤-®, ¯®áª®«ìªã ç¨á«® à¥¡¥à ª®¥ç® ¨ ¨å àï¤ ¤®«�¥ § ¬ªãâìáï. �á«¨ â ª¨å § ¬ªãâëå



66 �. �. ������������®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï à §¢¥àâ®ª ¡¥§ £à ¨æë (h = 0) ¤  ï â¥®à¥¬ ã�¥ á®¤¥à�¨âáï ¢ ¤®ª § ëå ãâ¢¥à�¤¥¨ïå. � áá¬®âà¨¬ à §¢¥àâªã á £à -¨æ¥©. � «î¡®© ®£à ¨ç¨¢ îé¥© ¥¥ § ¬ªãâ®© «®¬ ®© ¬®�® ¯®¤ª«¥¨âì¯à®áâ®© ¬®£®ã£®«ì¨ª á â¥¬ �¥ ç¨á«®¬ áâ®à®. Ǒ®«ãç¨¬ ®¢ãî à §¢¥àâ-ªã, ã ª®â®à®© ç¨á«  ¢¥àè¨ ¨ à¥¡¥à | ¯à¥�¨¥, ç¨á«® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ã¢¥«¨ç¨«®áì   ®¤¨,   ç¨á«® ®£à ¨ç¨¢ îé¨å «®¬ ëå áâ «® ¬¥ìè¥  ®¤ã, â. ¥. ¤«ï ®¢®© à §¢¥àâª¨ ç¨á«® e − k + f + h ®áâ «®áì ¯à¥�¨¬. �®,§ ª«¥¨¢ ï â ª¨¬ ¯ãâ¥¬ £à ¨æã, ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª à §¢¥àâª¥ ¡¥§ £à ¨æë,   ¤«ï¥¥ e− k+ f + h 6 2 (h = 0). � ª ª ª íâ® ç¨á«® ¥ ¬¥ï¥âáï, â® â® �¥ ¢¥à®¤«ï ¨áå®¤®© à §¢¥àâª¨.�á«¨ ¤«ï ¨áå®¤®© à §¢¥àâª¨ ¡ë«® e − k + f = 2 − h, â® ¯ãâ¥¬ § ª«¥¨-¢ ¨ï £à ¨æ ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª à §¢¥àâª¥ ¡¥§ £à ¨æ ¨ á e − k + f = 2. � ª ïà §¢¥àâª  ¯® â¥®à¥¬¥ 7 £®¬¥®¬®àä  áä¥à¥,   ¯®â®¬ã ¨áå®¤ ï à §¢¥àâª £®¬¥®¬®àä  áä¥à¨ç¥áª®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã. �¡à â®, ¢áïª ï à §¢¥àâª ,£®¬¥®¬®àä ï áä¥à¨ç¥áª®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã, ¤®ª«¥¨¢ ¥âáï ¤® à §¢¥àâª¨,£®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥,   ¯®â®¬ã ¤«ï ¥¥ e− k + f = 2− h.�¥®à¥¬  ¤®ª §   ¯®«®áâìî.8. �¥áª®¥çë¥ à §¢¥àâª¨. �«ï ¡¥áª®¥çëå à §¢¥àâ®ª ¬®£ãâ ¡ëâì¯®«ãç¥ë   «®£¨çë¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¬¥�¤ã ¨å â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ áâà®¥¨¥¬ ¨ç¨á«®¬ �©«¥à . � ª ª ª ¡¥áª®¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨,   § ç¨â,¨ ¨å à §¢¥àâª¨ £®¬¥®¬®àäë ¯«®áª®áâ¨, â® ¬ë à áá¬®âà¨¬ á®®â®è¥¨¥�©«¥à  ¤«ï â ª¨å à §¢¥àâ®ª.�¥®à¥¬  9. �«ï â®£® çâ®¡ë à §¢¥àâª  ¡¥§ £à ¨æë, á®¤¥à� é ï ¡¥áª®-¥çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ¡ë«  £®¬¥®¬®àä  ¯«®áª®áâ¨, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ -â®ç®, çâ®¡ë ¥¥ ç¨á«® �©«¥à  à ¢ï«®áì ¥¤¨¨æ¥: e− k + f = 1.�¥®¡å®¤¨¬®áâì. �â®¡à §¨¬ à §¢¥àâªã   ¯«®áª®áâì ¨ ¢ëà¥�¥¬ ¨§ ¥¥ª®¥çãî ç áâì, ®£à ¨ç¥ãî ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©. �â® ¬ë á¤¥« ¥¬â ª, çâ®¡ë ¢ íâ®© ª®¥ç®© ç áâ¨ á®¤¥à� «¨áì ¢á¥ ¢¥àè¨ë, ¢á¥ ª®¥çë¥à¥¡à  ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨,   ®â ª �¤®£® ¡¥áª®¥ç®£® à¥¡à  ¨¬¥«®áì ¡ë ¯®®¤®¬ã ®âà¥§ªã ¨ ®â ª �¤®£® ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  | ¯® ®¤®¬ãª®¥ç®¬ã ªãáªã (à¨á. 47). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ ª®¥çãî à §¢¥àâªã áâ¥¬ �¥ ç¨á«®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ f , ® ª ç¨á«ã ¢¥àè¨ e ¨ ç¨á«ã à¥¡¥à k¯à¨¡ ¢ïâáï ç¨á«® ¢¥àè¨ £à ¨ç®© «®¬ ®© ¨ ç¨á«® ¥¥ áâ®à®. �® ç¨á«®¢¥àè¨ ¨ áâ®à® íâ®© «®¬ ®©| ®¤® ¨ â® �¥,   ¯®â®¬ã ¤«ï  è¥© ª®¥ç®©à §¢¥àâª¨ ç¨á«® �©«¥à  ¡ã¤¥â â® �¥ á ¬®¥ e− k + f , çâ® ¨ ¤«ï ¨áå®¤®©.� è  ª®¥ç ï à §¢¥àâª  ®£à ¨ç¥  ®¤®© «®¬ ®© ¨ £®¬¥®¬®àä  ¬®-£®ã£®«ì¨ªã. Ǒ®íâ®¬ã á®£« á® â¥®à¥¬¥ 8 e − k + f = 2 − 1 = 1, çâ® ¨âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.«®¬ ëå ¥áª®«ìª®, â® ®¨ ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å â®ç¥ª, ¯®â®¬ã çâ® ¢ ®¤®© £à ¨ç®© ¢¥à-è¨¥ áå®¤ïâáï â®«ìª® ¤¢  £à ¨çëå à¥¡à ,   § ç¨â, æ¥¯ì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® á¬¥�ëå£à ¨çëå à¥¡¥à ®¯à¥¤¥«ï¥âáï «î¡ë¬ ¨§ ¨å ®¤®§ ç®.



��. I: § 7. ��Ǒ����������� �������� �������������� 67�®áâ â®ç®áâì. Ǒãáâì ¤   ¡¥áª®¥ç ï à §¢¥àâª  ¡¥§ £à ¨æë á ç¨á-«®¬ �©«¥à  e−k+f = 1. Ǒãáâì Q1 | ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª à §¢¥àâ-ª¨, Q2 | ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, áª«¥¨¢ ¥¬ë© á ¨¬ ¯® ¡¥áª®¥ç®©
�¨á. 47

áâ®à®¥ L1, ¨ â. ¤. � ª ª ª ç¨á«® ¢á¥å ¬®£®ã£®«ì-¨ª®¢ ª®¥ç® ¨ áâ®à®ë áª«¥¨¢ îâáï ¯®¯ à®, â®¯®«ãç¥ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì¤®«�  § ¬ªãâì-áï â ª, çâ® ¯®á«¥¤¨© ¥¥ ¬®£®ã£®«ì¨ªQn áª«¥¨â-áï á Q1 ¯® ¡¥áª®¥ç®© áâ®à®¥ Ln. � à¥§ã«ìâ â¥¯®«ãç ¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¡¥á-ª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q1,Q2, . . . ,Qn, á¬¥�-ëå ¯® ¡¥áª®¥çë¬ áâ®à® ¬ L1, L2, . . . , Ln. �ç áâ®áâ¨, ¬®£®ã£®«ì¨ª Q1 ¬®�¥â áª«¥¨¢ âìáïá ¬ á á®¡®©, ¨ â®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á®áâ®¨â¨§ ¥£® ®¤®£®.�á«¨ ¢ à §¢¥àâª¥ ®áâ îâáï ¥é¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¬®-£®ã£®«ì¨ª¨, â®, ¨áå®¤ï ¨§ «î¡®£® ¨§ ¨å, â®ç® â ª �¥ ¯®áâà®¨¬ ¤àã£ãîæ¨ª«¨ç¥áªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì. Ǒ®¢â®àïï íâ® ¯®áâà®¥¨¥, à §®¡ì¥¬ á®-¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨   â ª¨¥ ¯®á«¥-¤®¢ â¥«ì®áâ¨ R1, R2, . . . , Rm. � �¤ ï ¨§ ¨å ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ª ª ¡ë ®¤¨¡¥áª®¥çë© ª®¥æ à §¢¥àâª¨.�®§ì¬¥¬   à¥¡à å L1, L2, . . . , Ln, ¯® ª®â®àë¬ á¬¥�ë ¬®£®ã£®«ì¨ª¨¯¥à¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ R1, â®çª¨ A1, A2, . . . , An ¨ á®¥¤¨¨¬ ¨å ¯®á«¥-¤®¢ â¥«ì® «®¬ ë¬¨ ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª å Q1,Q2, . . . ,Qn. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®-«ãç¨¬ § ¬ªãâãî «®¬ ãî M1, ª®â®à ï ®âà¥�¥â ¡¥áª®¥çë¥ ç áâ¨ íâ¨å¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ (à¨á. 48; ç¥àâ¥� ¨¬¥¥â ãá«®¢ë© å à ªâ¥à, â ª ª ª áª«¥-¨¢ ¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï â®«ìª®  ¡áâà ªâ®).Ǒà®¤¥«ë¢ ï âã �¥ ®¯¥à æ¨î á® ¢á¥¬¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâï¬¨Ri, ¯®«ãç¨¬ª®¥çãî à §¢¥àâªã á â¥¬ �¥ ç¨á«®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ f . �¨á«® ¥¥ ¢¥àè¨ eã¢¥«¨ç¨âáï   ç¨á«® ¢¥àè¨ «®¬ ëå M i,   ç¨á«® à¥¡¥à k |   ç¨á«® áâ®-à® «®¬ ëå M i. �® ã ª �¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®© ç¨á«® ¢¥àè¨ à ¢®ç¨á«ã áâ®à®,   ¯®â®¬ã ç¨á«® �©«¥à  ¯®«ãç¥®© ª®¥ç®© à §¢¥àâª¨ ¡ã¤¥ââ® �¥, çâ® ã ¨áå®¤®©: e−k+f = 1. Ǒ® â¥®à¥¬¥ 8 ¤«ï à §¢¥àâª¨ á £à ¨æ¥©íâ® ¢®§¬®�®, ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ à §¢¥àâª  £®¬¥®¬®àä  ®¡ëª®¢¥®¬ã¬®£®ã£®«ì¨ªã, ®£à ¨ç¥®¬ã ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©. Ǒ®íâ®¬ã ¨¬¥¥â-áï â®«ìª® ®¤  «®¬  ïM ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® «¨èì ®¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨áå®¤®© à §¢¥àâª¨.�â®¡à §¨¬ â¥¯¥àì  èã ª®¥çãî à §¢¥àâªã ¢ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì-¨ª. �§ ¢¥àè¨ ¥£® ¯à®¢¥¤¥¬ ¯®«ã¯àï¬ë¥, à §¡¨¢ îé¨¥ ¢¥èîî ®¡« áâì  ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨. �  ª �¤®© ¨§ ¨å ¬®�® ®â®¡à §¨âì ¡¥á-ª®¥çãî ç áâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¨áå®¤®© à §¢¥àâª¨, ®â-à¥§ ãî ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨ «®¬ ®©M . � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨âáï ®â®¡à �¥¨¥



68 �. �. �����������¢á¥© ¨áå®¤®© à §¢¥àâª¨   ¯«®áª®áâì. �¥¬ á ¬ë¬ ®  £®¬¥®¬®àä  ¯«®á-ª®áâ¨, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�§ â®«ìª® çâ® ¯à®¢¥¤¥®£® à áá¬®âà¥¨ï ¢¨¤®, çâ® ¢ëà¥§  ï ç áâìà §¢¥àâª¨ ¨¬¥¥â ç¨á«® �©«¥à  e− k + f = 1 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
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Q1�¨á. 48

®  ®£à ¨ç¥  ®¤®© «®¬ ®© M . �â® á®-®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ® ¨áå®¤ ï ¡¥áª®¥ç ïà §¢¥àâª  ¨¬¥¥â â®«ìª® ®¤¨ ý¡¥áª®¥çë©ª®¥æþ. Ǒ® ¤®ª § ®¬ã, à ¢¥áâ¢® e − k ++ f = 1 ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® ¤«ï â®-£®, çâ®¡ë ¡¥áª®¥ç ï à §¢¥àâª  ¡ë«  £®¬¥®-¬®àä  ¯«®áª®áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã  «¨ç¨¥ â®«ìª®®¤®£® ¡¥áª®¥ç®£® ª®æ  â ª�¥ ¥®¡å®¤¨-¬® ¨ ¤®áâ â®ç® ¤«ï íâ®£®, â. ¥. ¬ë ¯®«ãç ¥¬á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã:�¥®à¥¬  10. �«ï â®£® çâ®¡ë à §¢¥àâª ¡¥§ £à ¨æë ¡ë«  £®¬¥®¬®àä  ¯«®áª®áâ¨,¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ®  ¨¬¥« ®¤¨ ¡¥áª®¥çë© ª®¥æ (â. ¥. çâ®¡ë ®  á®-¤¥à� «  å®âï ¡ë ®¤¨ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¨ çâ®¡ë ¢á¥ ¥¥ ¡¥áª®¥ç-ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ®¡à §®¢ë¢ «¨ ®¤ã æ¨ª«¨ç¥áªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì¯à¨ ãª § ®¬ ¢ à §¢¥àâª¥ áª«¥¨¢ ¨¨ ¨å ¯® ¡¥áª®¥çë¬ áâ®à® ¬).� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®áâà®¥¨¥ «®¬ ëå M i á¢®¤¨â § ¤ çã ® ¡¥áª®¥ç®© à §¢¥àâª¥ á mý¡¥áª®¥çë¬¨ ª®æ ¬¨þ Ri ª § ¤ ç¥ ® à §¢¥àâª¥ á m £à ¨çë¬¨ «®¬ ë¬¨. �â® áà §ã¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¤«ï ¡¥áª®¥çëå à §¢¥àâ®ª â¥®à¥¬ã,   «®£¨çãî â¥®à¥¬¥ 8:�«ï ¢áïª®© à §¢¥àâª¨ ¡¥§ £à ¨æë, ¨¬¥îé¥© ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, e−k+f 6
6 2−m, £¤¥ m| ç¨á«® ýª®æ®¢þ; ¯à¨ íâ®¬ e−k+f = 1 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à §-¢¥àâª  £®¬¥®¬®àä  ¯«®áª®áâ¨ (®¤¨ ¡¥áª®¥çë© ª®¥æ 28)). �®�®, ¤ «¥¥, ¯®«ãç¨âì®¡éãî â¥®à¥¬ã: ¤«ï ¡¥áª®¥çëå à §¢¥àâ®ª á £à ¨æ¥© e − k + f 6 2 −m − h, £¤¥ h |ç¨á«® § ¬ªãâëå ¨«¨ ¡¥áª®¥çëå «®¬ ëå, ®¡à §ãîé¨å £à ¨æã.�¯à®ç¥¬, íâ¨ à¥§ã«ìâ âë  ¬ ¥ ¯® ¤®¡ïâáï.9. �¥®à¥¬ �®à¤  . �â  â¥®à¥¬  ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® ¢áïª ï ¯à®áâ ï § ¬ªãâ ï ªà¨-¢ ï, «¥� é ï   ¯®¢¥àå®áâ¨, £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥, à §¡¨¢ ¥â ¯®¢¥àå®áâì   ¤¢¥ ®¡« -áâ¨.�ë ¥ ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì íâã  £«ï¤® ®ç¥¢¨¤ãî â¥®à¥¬ã ¢® ¢á¥© ®¡é®áâ¨. � ¬ ¤®-áâ â®ç® ¤®ª § âì ¥¥ «¨èì ¤«ï â®£® á«ãç ï, ª®£¤  à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ªà¨¢ ï ¥áâì ¯à®áâ ï§ ¬ªãâ ï «®¬  ï   § ¬ªãâ®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥.�â ª, ¯ãáâì ¨¬¥¥âáï § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ¨   ¥¬ § ¬ªãâ ï «®-¬  ï C, ¥ ¨¬¥îé ï ªà âëå â®ç¥ª. �®§ì¬¥¬ ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¯à®¨§¢®«ìãîâ®çªã O ¨ ¯à®¢¥¤¥¬ ¨§ ¥¥ «ãç L, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨© «®¬ ãî C. �®£¤  ®ç¥¢¨¤®, çâ®ý¤®áâ â®ç® ®áâà ïþ âà¥ã£®«ì ï ¯¨à ¬¨¤  á ¢¥àè¨®© O, á®¤¥à� é ï ¢ãâà¨ ªãá®ª28)Ǒà¨á®¥¤¨ïï ª ª �¤®¬ã ª®æã ®¤ã  ¡áâà ªâãî ¢¥àè¨ã ¨ áç¨â ï, çâ® ¢ ¥©áå®¤ïâáï ¢á¥ ¥£® ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à , ¯®«ãç¨¬  ¡áâà ªâãî à §¢¥àâªã ¡¥§ £à ¨æë á m ¡áâà ªâë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® m ª®æ ¬. �â® § ¬¥ç ¨¥ ¤ ¥â â ª�¥ ®¢®¥¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãª § ®£® ®¡®¡é¥¨ï â¥®à¥¬ë 9.



��. I: § 7. ��Ǒ����������� �������� �������������� 69«ãç  L, ¯¥à¥á¥ª ¥â P , â ª�¥ ¥ § ¤¥¢ ï C. �§ï¢ íâã ¯¨à ¬¨¤ã  áâ®«ìª® ¤«¨®©, çâ®-¡ë ¥¥ ®á®¢ ¨¥ T «¥� «® ¢¥ P , ¬ë ¯®áâà®¨¬ ãá¥ç¥ãî ¯¨à ¬¨¤ã P ′ á ®á®¢ ¨¥¬ T ,á®¤¥à� éãî ¢ãâà¨ á¥¡ï ¬®£®£à ¨ª P (à¨á. 49,  ).
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b)�¨á. 49�¯à®¥ªâ¨àã¥¬ P   P ′ ¨§ â®çª¨ O. �®£¤  «®¬  ï C ¯¥à¥©¤¥â ¢ «®¬ ãî C′   P ′. Ǒà¨íâ®¬ ¢ á¨«ã  è¥£® ¯®áâà®¥¨ï «®¬  ï C′ ¥ ¡ã¤¥â § ¤¥¢ âì âà¥ã£®«ì¨ª  T . �ç¥¢¨¤®, è  â¥®à¥¬  ¡ã¤¥â ¤®ª §  , ª ª â®«ìª® ¬ë ãáâ ®¢¨¬, çâ® C′ à §¡¨¢ ¥â   ¤¢¥ ®¡« áâ¨¬®£®£à ¨ª P ′ á ¢ëãâ®© £à ìî T (áç¨â ï ¯à¨ íâ®¬, çâ® £à ì T ã¤ «¥  ¢¬¥áâ¥ á ¥¥à¥¡à ¬¨).�á¥ç¥ãî ¯¨à ¬¨¤ã P ′ á ¨áª«îç¥ë¬ ®á®¢ ¨¥¬ T ¯à®¥ªâ¨àã¥¬   ¯«®áª®áâì E ¥¥¢â®à®£® ®á®¢ ¨ï ¨§ ¥ª®â®à®© â®çª¨ O′, «¥� é¥© ¢ãâà¨ T (áâ¥à¥®£à ä¨ç¥áª ï ¯à®-¥ªæ¨ï, à¨á. 49, ¡). � ª ª ª ãª § ®¥ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨¥, ®ç¥¢¨¤®, ãáâ  ¢«¨¢ ¥â ¢§ ¨¬®®¤®§ ç®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¯à®¤ëàï¢«¥®£® ¬®£®£à ¨ª  P ′   ¢áî ¯«®áª®áâì E, â®®áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ¯à®áâ ï § ¬ªãâ ï «®¬  ï C′′, ¢ ª®â®àãî ¯à®¥ªâ¨àã¥âáï C′, à §-¡¨¢ ¥â ¯«®áª®áâì E   ¤¢¥ ®¡« áâ¨. �«ï íâ®£® ¬ë ¤®«�ë ãª § âì â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ â®ç¥ª¯«®áª®áâ¨ E (ªà®¬¥ â®ç¥ª «®¬ ®© C′′)   ¤¢  ª« áá  I ¨ II, çâ® â®çª¨, ¯à¨ ¤«¥� é¨¥®¤®¬ã ª« ááã, ¢á¥£¤  á®¥¤¨¨¬ë «®¬ ®©, ¥ ¨¬¥îé¥© ®¡é¨å â®ç¥ª á C′′,   ¤«ï «î¡®©¯ àë â®ç¥ª ¨§ à §ëå ª« áá®¢ â ª®© «®¬ ®© ¥ áãé¥áâ¢ã¥â.�ë¡¥à¥¬   ¯«®áª®áâ¨  ¯à ¢«¥¨¥, ¥ ¯ à ««¥«ì®¥ ¨ ®¤®© ¨§ áâ®à® «®¬ ®© C′′,¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ª« ááë I ¨ II á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: â®çª  ¯à¨ ¤«¥�¨â ª« ááã I, ¥á«¨ «ãç,¯à®¢¥¤¥ë© ¨§ ¥¥ ¢ ¢ë¡à ®¬  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¥á¥ª ¥â C′′ ¢ ç¥â®¬ ç¨á«¥ â®ç¥ª (¥á«¨«ãç ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨ã «®¬ ®© C′′, â® íâ  ¢¥àè¨  áç¨â ¥âáï â®çª®© ¯¥à¥á¥ç¥¨ï«¨èì ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® §¢¥ìï «®¬ ®© C′′, áå®¤ïé¨¥áï ¢ íâ®© ¢¥àè¨¥, «¥� â ¯® à §ë¥áâ®à®ë ®â «ãç ); ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ â®çª  ¯à¨ ¤«¥�¨â ª« ááã II.�®ª �¥¬, çâ® ª« ááë I ¨ II ®¡« ¤ îâ âà¥¡ã¥¬ë¬ á¢®©áâ¢®¬. Ǒà¥�¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬,çâ® ¢ ®¡®¨å ª« áá å § ¢¥¤®¬® ¨¬¥îâáï â®çª¨. �â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬, ¤®áâ â®ç® ¯à®-¢¥áâ¨ ç¥à¥§ ¢ãâà¥îî â®çªã m áâ®à®ë «®¬ ®© C′ ¯àï¬ãî, ¯ à ««¥«ìãî ¤ ®¬ã ¯à ¢«¥¨î. �®£¤  â®çª¨ íâ®© ¯àï¬®©, «¥� é¨¥ ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â â®çª¨ m ¤®áâ -â®ç® ¡«¨§ª® ®â ¥¥, ¯à¨ ¤«¥� â à §ë¬ ª« áá ¬.



70 �. �. �����������Ǒãáâì â¥¯¥àì ¤¢¥ â®çª¨ p ¨ q á®¥¤¨¨¬ë «®¬ ®©, ¥ ¨¬¥îé¥© ®¡é¨å â®ç¥ª á C′′.�®£¤ , ¤¢¨£ ïáì ¥¯à¥àë¢® ¯® íâ®© «®¬ ®©, ¬ë ¯¥à¥©¤¥¬ ®â â®çª¨ p ª â®çª¥ q, ¨ à §ã¥ ¯®¯ ¢   C′′. �® ¯à¨ â ª®¬ ¤¢¨�¥¨¨ â®çª¨ ç¨á«® ¯¥à¥á¥ç¥¨© ¨áå®¤ïé¥£® ¨§ ¥¥
C″

�¨á. 50
«ãç  ¤ ®£®  ¯à ¢«¥¨ï á «®¬ ®© C′′ ¬®�¥â ¨§-¬¥¨âìáï «¨èì ¢á«¥¤áâ¢¨¥ â®£®, çâ® «ãç  â «ª¨¢ -¥âáï   ®¢ë¥ ¢¥àè¨ë «®¬ ®© C′′ ¨«¨ ¯¥à¥áâ ¥â¯à®å®¤¨âì ç¥à¥§ ¯à¥�¨¥ ¢¥àè¨ë. Ǒà¨ íâ®¬ «¥£ª®¯à®¢¥à¨âì, çâ® ç¨á«® â®ç¥ª ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¨§¬¥ï¥âáï«¨èì §  áç¥â â¥å ¢¥àè¨, ¢ ª®â®àëå §¢¥ìï «®¬ ®©«¥� â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â «ãç , ¨ ¯à¨ ¯à®å®�¤¥¨¨«ãç  ç¥à¥§ ª �¤ãî â ªãî ¢¥àè¨ã ç¨á«® â®ç¥ª ¯¥-à¥á¥ç¥¨ï ¨§¬¥ï¥âáï   ±2 29) (à¨á. 50). � ª¨¬ ®¡-à §®¬, ç¥â®áâì ç¨á«  ¯¥à¥á¥ç¥¨© ¥ ¬¥ï¥âáï, ¨â®çª¨ p ¨ q ¯à¨ ¤«¥� â ®¤®¬ã ª« ááã. �¥¬ á -¬ë¬ ¤®ª § ®, çâ® â®çª¨ ¨§ à §ëå ª« áá®¢ ¥«ì§ï á®¥¤¨¨âì «®¬ ®©, ¥ ¨¬¥îé¥©®¡é¨å â®ç¥ª á C′′.�áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ® â®çª¨ ¨§ ®¤®£® ª« áá  ¢á¥£¤  á®¥¤¨¨¬ë «®¬ ®©, ¥ ¯¥à¥-á¥ª îé¥© C′′. Ǒãáâì â®çª¨ p ¨ q | ¨§ ®¤®£® ª« áá . �®¥¤¨¨¬ p ¨ q ®âà¥§ª®¬ pq.�á«¨   pq «¥� â ¢¥àè¨ë «®¬ ®© C′′, ¤«ï ª®â®àëå ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª ¨¬ §¢¥ìï «®¬ ®©«¥� â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ®âà¥§ª  pq, â® ¬ë § ¬¥¨¬ ¤®áâ â®ç® ¬ «ë© ãç áâ®ª ®âà¥§-ª  pq, ¯à®å®¤ïé¨© ç¥à¥§ â ªãî ¢¥àè¨ã, ¤¢ã¬ï ®âà¥§ª ¬¨, ¥ ¨¬¥îé¨¬¨ ®¡é¨å â®ç¥ªá C′′. � «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ § ¬¥¨¬ ãç áâª¨ ®âà¥§ª  pq, «¥� é¨¥   §¢¥ìïå «®¬ -®© C′′. � à¥§ã«ìâ â¥ ¬ë ¯®«ãç¨¬ «®¬ ãî R, á®¥¤¨ïîéãî â®çª¨ p ¨ q ¨ ¥ ¨¬¥îéãîá «®¬ ®© C′′ ¨ª ª¨å ®¡é¨å â®ç¥ª, ªà®¬¥  áâ®ïé¨å â®ç¥ª ¯¥à¥á¥ç¥¨ï, ª®£¤  §¢¥®«®¬ ®© R, ¢áâà¥ç ïáì á® §¢¥®¬ «®¬ ®© C′′, ¯¥à¥å®¤¨â á ®¤®© ¥£® áâ®à®ë   ¤àã£ãî(à¨á. 51,  ).Ǒãáâì p′ | ¯¥à¢ ï,   q′ | ¯®á«¥¤ïï ¨§ íâ¨å â®ç¥ª ¯¥à¥á¥ç¥¨ï.�§ï¢   ãç áâª¥ pp′ «®¬ ®© R â®çªã p′′, ¡«¨§ªãî ª p′, ¯à®¢¥¤¥¬ ¨§ ¥¥ «®¬ ãî R′,¨¤ãéãî ý¢¤®«ì C′′þ ¢ ®¤®¬ ¨§ ¤¢ãå  ¯à ¢«¥¨© (íâ  «®¬  ï ¯®«ãç ¥âáï ¢ à¥§ã«ìâ â¥¬ «ëå ¯ à ««¥«ìëå á¬¥é¥¨© §¢¥ì¥¢ «®¬ ®© C′′). �®¬  ï R′ ¯® ¯®áâà®¥¨î ¥¡ã¤¥â ¨¬¥âì ®¡é¨å â®ç¥ª á C′′ ¨, ¡ã¤ãç¨ ¡«¨§ª®© ª C′′, ¯¥à¥á¥ç¥âáï á R ¢ â®çª¥ q′′,¡«¨§ª®© ª q′.� áá¬®âà¨¬ «®¬ ãî R′′, á®áâ ¢«¥ãî ¨§ ãç áâª  pp′′ «®¬ ®© R, ãç áâª  p′′q′′ «®-¬ ®© R′ ¨ ãç áâª  q′′q «®¬ ®© R (á¬. à¨á. 51,  ). �â  «®¬  ï ¬®£«  ¡ë ¨¬¥âì «¨èì®¤ã â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï á C′′, ¨¬¥® â®çªã q′, ¥á«¨ ¡ë ¯®á«¥¤ïï ®ª § « áì ¢ãâà¨®âà¥§ª  q′′q 30). �® â®£¤  ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â q′′ ª q ç¨á«® ¯¥à¥á¥ç¥¨© «ãç , ¨áå®¤ïé¥£®¨§ íâ¨å â®ç¥ª, á «®¬ ®© C′′ ¬¥ï«® ¡ë á¢®î ç¥â®áâì ¨ â®çª¨ q′′ ¨ q ¯à¨ ¤«¥� «¨29)� íâ®¬ ¬¥áâ¥ ¬ë ®¯¨à ¥¬áï   â®â ä ªâ, çâ® ¨§ ª �¤®© ¢¥àè¨ë «®¬ ®© C′′¨áå®¤ïâ à®¢® ¤¢  §¢¥ , â. ¥. ¨á¯®«ì§ã¥¬ § ¬ªãâ®áâì íâ®© «®¬ ®©.30)�â®â á«ãç © ¬®�¥â ¯®ª § âìáï ¥¢®®¡à §¨¬ë¬, ®¤ ª® â®â ä ªâ, çâ® ®âà¥§®ª q′′q¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á «®¬ ®© C′′, ®ç¥¢¨¤¥ ¥ ¢ ¡®«ìè¥© áâ¥¯¥¨, ç¥¬ á ¬  â¥®à¥¬  �®à-¤  , ¢ëà � îé ï ®¯à¥¤¥«¥®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ á¢®©áâ¢® áä¥àë. Ǒ®«¥§® ã¡¥¤¨âìáï,çâ®   ¯®¢¥àå®áâïå ¤àã£®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® áâà®¥¨ï ãª § ë© ä ªâ ¬®�¥â ¥ ¨¬¥âì¬¥áâ . �  à¨á. 51, ¡ ¨§®¡à �¥  à §¢¥àâª  «¨áâ  ��¥¡¨ãá  (¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ áâ®à®ë¯àï¬®ã£®«ì¨ª  áª«¥¨¢ îâáï â ª, çâ®  ¯à ¢«¥¨ï áâà¥«®ª á®¢¯ ¤ îâ),   ª®â®à®¬  -è¥ ¯®áâà®¥¨¥ ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã, çâ® ®âà¥§®ª q′′q ¯¥à¥á¥ª ¥â § ¬ªãâãî «®¬ ãî C′′ ¢â®çª¥ q′. (� ª ª ª áâ®à®ë ¯àï¬®ã£®«ì¨ª  áª«¥¨¢ îâáï â ª, çâ® áâà¥«ª¨ á®¢¯ ¤ îâ, â®¯ãªâ¨à ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ®¡à §ã¥â ®¤ã «¨¨î.)



��. I: § 8. ������� �� ���������� ��������� ��������� 71¡ë à §ë¬ ª« áá ¬. �® q′′ ¨ p ¯à¨ ¤«¥� â ®¤®¬ã ª« ááã, â ª çâ® â®£¤  â ª�¥ p ¨ q¯à¨ ¤«¥� «¨ ¡ë à §ë¬ ª« áá ¬, ¢®¯à¥ª¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨î. � ç¨â, R′′ ¢®¢á¥ ¥ ¨¬¥¥â®¡é¨å â®ç¥ª á C′′, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .
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§ 8. �¥ª®â®àë¥ â¥®à¥¬ë ¨§ ¢ãâà¥¥© £¥®¬¥âà¨¨ à §¢¥àâ®ª 31)1. �à âç ©è¨¥. �à¨¢ ï ¢ à §¢¥àâª¥ R, ¨¬¥îé ï  ¨¬¥ìèãî ¤«¨-ã áà¥¤¨ ¢á¥å ªà¨¢ëå ¢ â®© �¥ à §¢¥àâª¥ á â¥¬¨ �¥ ª®æ ¬¨,  §ë¢ ¥âáïªà âç ©è¥©.�) �à âç ©è ï á« £ ¥âáï ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  ¯àï¬®«¨¥©ëå ®âà¥§ª®¢ ¢¬®£®ã£®«ì¨ª å à §¢¥àâª¨. �¥à¥§ ¢ãâà¥îî â®çªã à¥¡à  ®  ¯¥à¥å®¤¨âú¡¥§ ¯à¥«®¬«¥¨ïû, â. ¥. ã£«ë, ®¡à §ã¥¬ë¥ ¥î á à¥¡à®¬ á ®¡¥¨å áâ®à®,à ¢ë (à¨á. 52). �¥à¥§ â®çªã á ¯®«ë¬ ã£«®¬ < 2π ªà âç ©è ï ¯à®å®¤¨âì¥ ¬®�¥â. (�¥à¥§ â®çªã á ¯®«ë¬ ã£«®¬ > 2π ªà âç ©è ï ¬®�¥â ¯à®å®¤¨âì¢á¥£¤ , ª ª íâ® «¥£ª® ¢¨¤¥âì   ¯à®áâ¥©è¨å ¯à¨¬¥à å. �â®â á«ãç ©  á ¥¨â¥à¥áã¥â, ¯®â®¬ã çâ® ¬ë § ïâë à §¢¥àâª ¬¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë.)�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ¨å ãâ¢¥à�¤¥¨© ®á®¢ ®   á«¥¤ãîé¥¬ ®ç¥¢¨¤®¬ § -¬¥ç ¨¨: ¥á«¨ A | â®çª  ªà âç ©è¥©, â®   ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ ®âà¥§ª¥ ABªà âç ©è ï á¢®¤¨âáï ª ¯àï¬®«¨¥©®¬ã ®âà¥§ªã ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ à §¢¥àâ-ª¨. �â® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® â ª, ¯®â®¬ã çâ® ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ à §¢¥àâª¨ á« -£ ¥âáï ¨§ ã£«®¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨«¨, çâ® ¥é¥ ¯à®é¥, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ç áâì¢ãâà¥®áâ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª .�á«¨ ¡ë ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ â®çª¨ A ¡ë« ¬¥ìè¥ 2π, â® áå®¤ïé¨¥áï ¢¥© ®âà¥§ª¨ AX, AY ªà âç ©è¥© å®âï ¡ë á ®¤®© áâ®à®ë ®¡à §®¢ë¢ «¨¡ë ã£®«, ¬¥ìè¨© π. �®£¤  â®çª¨ X1, Y1   íâ¨å ®âà¥§ª å, ¡«¨§ª¨¥ ª A,¬®�® ¡ë«® ¡ë á®¥¤¨¨âì á íâ®© áâ®à®ë ®âà¥§ª®¬ (à¨á. 53) ¨ â¥¬ á ¬ë¬ãª®à®â¨âì ªà âç ©èãî, çâ® ¥¢®§¬®�® ¯® á ¬®¬ã ¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨î. �â®¯®áâà®¥¨¥ ®âà¥§ª  X1Y1 ¥áâ¥áâ¢¥®  §¢ âì áà¥§ ¨¥¬ ã£«  ¢ â®çª¥ A.31)�â¨ â¥®à¥¬ë ¨á¯®«ì§ãîâáï â®«ìª® ¢ £«. IV ¨ V.



72 �. �. ������������á«¨ ¡ë, ¯¥à¥å®¤ï ç¥à¥§ ¢ãâà¥îî â®çªã A   à¥¡à¥, ªà âç ©è ï ¯à¥-«®¬«ï« áì, â® ¥¥ ®âà¥§ª¨, áå®¤ïé¨¥áï ¢ A, ®¡à §®¢ë¢ «¨ ¡ë á ®¤®© áâ®à®-ë ã£®«, ¬¥ìè¨© π. �à¥§ ï ¥£®, ¬ë ®¯ïâì ãª®à®â¨«¨ ¡ë ªà âç ©èãî, çâ®¥¢®§¬®�®.
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�¨á. 52 �¨á. 53Ǒãáâì â¥¯¥àì L | ®âà¥§®ª ªà âç ©è¥©, «¥� é¨© ¢ ¤ ®¬ ¬®£®ã£®«ì-¨ª¥ à §¢¥àâª¨ 32). � �¤ ï ¥£® â®çª  ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì, ¢ ª®â®à®© L ¯à¥¤-áâ ¢«ï¥âáï ¯àï¬®«¨¥©ë¬ ®âà¥§ª®¬, ®âªã¤  ïá®, çâ® ¨ ¢ æ¥«®¬ L ¥áâì®âà¥§®ª.�à âç ©è ï ¯¥à¥á¥ª ¥â ª �¤ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §. �¥©-áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¡ë ®  ¯¥à¥á¥ª «  ¬®£®ã£®«ì¨ªQ ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à §,â® ¤«¨ë ¥¥ ®âà¥§ª®¢, «¥� é¨å ¢ Q, ¤®«�ë ¡ë«¨ ¡ë áâà¥¬¨âìáï ª ã«î;¨ ç¥ ®  ¨¬¥«  ¡ë ¡¥áª®¥çãî ¤«¨ã. �® â®£¤  íâ¨ ®âà¥§ª¨ á£ãé «¨áì¡ë ª ®¤®© ¨§ ¢¥àè¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q. �â  ¢¥àè¨ , ¡ã¤ãç¨ ¨å ¯à¥¤¥«ì-®© â®çª®©, ¤®«�  ¡ë«  ¡ë ¯à¨ ¤«¥� âì ªà âç ©è¥©. �® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨¢¥àè¨ë ªà âç ©è ï ¤®«�  ¡ëâì ¯àï¬®«¨¥©ë¬ ®âà¥§ª®¬ ¨ ã� ¨ª ª¥ ¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âì ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à §. Ǒ®«ãç¥®¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ç¨á«® ®âà¥§ª®¢ ªà âç ©è¥© ¢ ¬®£®ã£®«ì¨-ª¥ ª®¥ç®.�¥®à¥¬ , â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«®áâìî ¤®ª §  .32)�¥ ¨áª«îç¥®, ª®¥ç®, çâ® ªà âç ©è ï ¯à®å®¤¨â ¯® ¬®£®ã£®«ì¨ªã à §¢¥àâª¨¥®¤®ªà â® ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¨¬¥¥â ¢ ¥¬ ¥áª®«ìª® ®âà¥§ª®¢. Ǒà¨¬¥à ¥®¤®ªà â®£®¯à®å®�¤¥¨ï ªà âç ©è¥© ¯® ¬®£®ã£®«ì¨ªã à §¢¥àâª¨ «¥£ª® ¯®áâà®¨âì   à §¢¥àâª¥,á®áâ®ïé¥© ¢á¥£® «¨èì ¨§ ®¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¯®¤®¡® ªà¥áâ®®¡à §®© à §¢¥àâª¥ ªã¡ (à¨á. 35).



��. I: § 8. ������� �� ���������� ��������� ��������� 73B) �á«¨ à §¢¥àâª  ¨¬¥¥â £à ¨æã, â® ªà âç ©è ï ¬®�¥â ç áâ¨ç® ¯à®-å®¤¨âì ¯® £à ¨æ¥ (ª ª «¨¨ï CB   à¨á. 54). Ǒà¨ íâ®¬ ¥¥ ®âà¥§ª¨ ¬®£ãâ®¡à §®¢ë¢ âì ã£«ë ¢ â¥å ¨ â®«ìª® â¥å ¢¥àè¨ å £à ¨æë, ã£®« ¯à¨ ª®â®àëå¡®«ìè¥ π.
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�¨á. 54
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì ¤¢  ®âà¥§-ª  AX, AY ®¤®© ªà âç ©è¥© áå®-¤ïâáï ¢ â®çª¥ A   £à ¨æ¥ à §¢¥àâ-ª¨, ®¡à §ãï ¤àã£ á ¤àã£®¬ ¥ª®â®-àë© ã£®«. �á«¨ ¡ë íâ®â ã£®« α á¢ãâà¥¥© áâ®à®ë à §¢¥àâª¨ ¡ë«¬¥ìè¥ π, â® ¥£® ¬®�® ¡ë«® ¡ë áà¥-§ âì (à¨á. 53). �®£¤  ¬ë § ¬¥¨«¨¡ë ªà âç ©èãî ¡®«¥¥ ª®à®âª®© «¨-¨¥©, çâ® ¥¢®§¬®�®. �«¥¤®¢ â¥«ì-®, ã£®« α > π ¨ ¯®â®¬ã â¥¬ ¡®«¥¥¯®«ë© ã£®« ¯à¨ â®çª¥ A ¡®«ìè¥ π.C) � à §¢¥àâª¥ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ã ª �¤®© ªà âç ©è¥©, ¨¤ãé¥©¢ãâà¨ à §¢¥àâª¨, ¥áâì ®ªà¥áâ®áâì, ª®â®àãî ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®á-ª®áâì, ¯à¨ç¥¬ ªà âç ©è ï ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¯àï¬®«¨¥©ë© ®âà¥§®ª. (Ǒ®¤ à §-¢®à ç¨¢ ¨¥¬   ¯«®áª®áâì ¯®¨¬ ¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥.)�á«¨ ª®¥æ ªà âç ©è¥© «¥�¨â ¢ â®çª¥ O á ¯®«ë¬ ã£«®¬ < 2π, â® ¥£®®ªà¥áâ®áâì ¥«ì§ï à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì. �® â®£¤ , ¯à®¢¥¤ï ¨§ â®ç-ª¨ O ®âà¥§®ª ¨  ¤à¥§ ¢ ¯® ¥¬ã ¥¥ ®ªà¥áâ®áâì, ¬®�® ¡ã¤¥â  ¤à¥§ ãî®ªà¥áâ®áâì à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì. �®§¬®�®áâì à §¢¥àãâì   ¯«®á-ª®áâì ®ªà¥áâ®áâ¨ ª®æ®¢ ªà âç ©è¥© ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ ¨¬¥® ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥.�¥®à¥¬  C á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë A. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®£« á® â¥®à¥¬¥ A,ªà âç ©è ï ¥ ¬®�¥â ¯à®å®¤¨âì ç¥à¥§ â®çª¨ á ¯®«ë¬ ã£«®¬ < 2π. Ǒ®íâ®-¬ã ¢ à §¢¥àâª¥ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ª �¤ ï ¢ãâà¥ïï â®çª  ªà â-ç ©è¥© ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì, à §¢®à ç¨¢ ¥¬ãî   ¯«®áª®áâì. �®£« á® â¥®-à¥¬¥ A, ¢ ª �¤®© â ª®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ªà âç ©è ï ®ª §ë¢ ¥âáï ®âà¥§ª®¬.�ë¡¨à ï ª®¥ç®¥ ç¨á«® â ª¨å ®ªà¥áâ®áâ¥©, ¯®ªàë¢ îé¨å ¢áî ªà âç ©-èãî, ¯®«ãç¨¬ ¥¥ ®ªà¥áâ®áâì, ª®â®àãî ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì,¯à¨ç¥¬ ªà âç ©è ï ã�¥ ¢áï ¢ æ¥«®¬ ¯à¥¢à â¨âáï ¢ ®âà¥§®ª.D) � à §¢¥àâª¥ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ¤¢¥ ªà âç ©è¨¥ AB ¨ AC, ¨á-å®¤ïé¨¥ ¨§ ®¤®© â®çª¨ A ¢ à §ë¥ â®çª¨ B ¨ C, «¨¡® ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨åâ®ç¥ª, ¯®¬¨¬® A, «¨¡® ®¤  ¨§ ¨å ¥áâì ¯à®áâ® ç áâì ¤àã£®©.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® ªà âç ©è¨¥ AB ¨ AC ¨¬¥îâ ®¡éãîâ®çªã D, ® ¥ á®¢¯ ¤ îâ   ãç áâª¥ AD (à¨á. 55). Ǒà¨ íâ®¬ ¥ ¨áª«îç -¥âáï, çâ® D ¬®�¥â ¡ëâì ª®æ®¬ ®¤®© ¨§ ¨å, áª �¥¬ D = B. �®£¤  ãç áâ-ª¨ AD íâ¨å ªà âç ©è¨å ¨¬¥îâ à ¢ë¥ ¤«¨ë, â ª ª ª ¨ ç¥, § ¬¥ïï ¡®«¥¥¤«¨ë© ¡®«¥¥ ª®à®âª¨¬, ¬ë á®ªà â¨«¨ ¡ë á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ªà âç ©èãî.



74 �. �. �����������Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¤¢¥ ªà âç ©è¨¥ ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ A ¨ C, á®¢¯ ¤ îé¨¥  ãç áâª¥ CD ¨ ¤ «ìè¥ à áå®¤ïé¨¥áï ¢¤®«ì à §ëå ®âà¥§ª®¢ AD.�® â®£¤  ¨å ¢¥â¢¨ ®¡à §ãîâ âà¨ ã£« , ¤¢  ¨§ ª®â®àëå, ª ª ã£®« ¬¥�¤ã
AD ¨ DC, à ¢ë π. Ǒ®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ â®çª¨ D, £¤¥ ®¨ à áå®¤ïâáï, ¯®-«ãç ¥âáï ¡®«ìè¥ 2π, çâ® ¨áª«îç¥® ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ® ¯®«®�¨â¥«ì®áâ¨ªà¨¢¨§ë. Ǒ®íâ®¬ã   ãç áâª¥ AD ªà âç ©è¨¥ ¤®«�ë á®¢¯ ¤ âì. �® ¯®á®¢¥àè¥® â¥¬ �¥ á®®¡à �¥¨ï¬ ®¨ ¨ ¤ «ìè¥ ¨£¤¥ ¥ ¬®£ãâ à §®©â¨áì.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¨ ¯®«®áâìî  «¥£ îâ â ª, çâ® ®¤  ¨§ ¨å ¥áâì ç áâì¤àã£®©.
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�¨á. 55 �¨á. 56�) � «î¡®© à §¢¥àâª¥ ª �¤ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ ¬®�® á®¥¤¨¨âì ªà âç ©è¥©.Ǒãáâì A ¨ B | ¤¢¥ ¤ ë¥ â®çª¨ à §¢¥àâª¨ R. Ǒãáâì ¨å á®¥¤¨ï¥â «®-¬  ï ¥ª®â®à®© ¤«¨ë l. �®£¤  ªà âç ©èãî AB ã�®, ®ç¥¢¨¤®, ¨áª âìâ®«ìª® áà¥¤¨ ¡®«¥¥ ª®à®âª¨å ªà¨¢ëå.Ǒãáâì G | ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å â®ç¥ª X à §¢¥àâª¨ R, ã¤ «¥ëå ®â A  à ááâ®ï¨¥ ρR(A,X) 6 l. �ç¥¢¨¤®, ª �¤ ï â®çª  à §¢¥àâª¨ ¨, ¢ ç áâ®-áâ¨, ª �¤ ï â®çª  ¬®�¥áâ¢  G ¨¬¥îâ ®ªà¥áâ®áâì, ¢ ª®â®à®© ªà âç ©è ï§ ¢¥¤®¬® áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ®âà¥§ª®¬. � �¤ãî â ªãî ®ªà¥áâ-®áâì ¬®�® áç¨â âì á®áâ®ïé¥© ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ï¢«ïîé¨åáï ç áâï¬¨¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨.� á¨«ã ¨§¢¥áâ®© «¥¬¬ë �®à¥«ï ¨§ ¤ ëå ®ªà¥áâ®áâ¥© ¬®�® ¢ë¡à âìª®¥ç®¥ ç¨á«® ¯®ªàë¢ îé¨å ¬®�¥áâ¢® G. � â®£¤  ¨å ¢á¥ ¬®�® à §¡¨âì  âà¥ã£®«ì¨ª¨, ª®â®àë¥ ®¡®§ ç¨¬ Ti.� à¥§ã«ìâ â¥ ¬®�¥áâ¢® G ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®ªàëâë¬ ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áïâà¥ã£®«ì¨ª ¬¨ Ti, ¢ ª �¤®¬ ¨§ ª®â®àëå ªà âç ©è ï § ¢¥¤®¬® áãé¥áâ¢ã¥â¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®âà¥§®ª.�ç¥¢¨¤®, çâ® ªà âç ©èãî AB ¤®áâ â®ç® ¨áª âì áà¥¤¨ «®¬ ëå á® §¢¥-ìï¬¨ ¢ à §ëå âà¥ã£®«ì¨ª å Ti. (�§ G ªà âç ©è ï AB ¢ë©â¨ ¥ ¬®�¥â,â ª ª ª â®£¤  ¥¥ ¤«¨  ¡ë«  ¡ë ¡®«ìè¥ l, ¯®â®¬ã çâ® ¢á¥ â®çª¨, ã¤ «¥ë¥®â A ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   l, ¢ª«îç¥ë ¢ G.) �«¨  «®¬ ®© á® §¢¥ìï¬¨ ¢ âà¥-



��. I: § 8. ������� �� ���������� ��������� ��������� 75ã£®«ì¨ª å ¥áâì, ®ç¥¢¨¤®, äãªæ¨ï ª®¥ç®£® ç¨á«  ¯¥à¥¬¥ëå, ¬¥ïî-é¨åáï ¢ ª®¥ç®© § ¬ªãâ®© ®¡« áâ¨ 33). Ǒ®íâ®¬ã ®  ¤®áâ¨£ ¥â ¬¨¨¬ã¬ ,â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â ªà âç ©è ï AB.�á¥ ¯®«ãç¥ë¥ à¥§ã«ìâ âë A | E ¬®�® à¥§î¬¨à®¢ âì ¢ á«¥¤ãîé¥©â¥®à¥¬¥:�¥®à¥¬  1. � «î¡®© à §¢¥àâª¥ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ª �¤ë¥ ¤¢¥â®çª¨ á®¥¤¨¨¬ë ªà âç ©è¥©. �  á« £ ¥âáï ¨§ ®âà¥§ª®¢   ¬®£®ã£®«ì-¨ª å à §¢¥àâª¨. �ãâà¨ à §¢¥àâª¨ ®  ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ à¥¡à  ú¡¥§ ¯à¥-«®¬«¥¨ïû ¨ ã ¥¥ ¥áâì ®ªà¥áâ®áâì, à §¢®à ç¨¢ ¥¬ ï   ¯«®áª®áâì, ¯à¨ç¥¬ªà âç ©è ï ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¯àï¬®«¨¥©ë© ®âà¥§®ª. �á«¨ �¥ à §¢¥àâª  ¨¬¥-¥â £à ¨æã ¨ ªà âç ©è ï ¯®¤å®¤¨â ª £à ¨æ¥, â® ®  ¬®�¥â ¯à¥«®¬«ïâìáïâ®«ìª® ¢ â¥å ¢¥àè¨ å   £à ¨æ¥, ã£®« ¯à¨ ª®â®àëå ¡®«ìè¥ π.2. �à¨¢¨§  £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª . � §®¢¥¬ £¥®¤¥§¨ç¥-áª¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬ «î¡ãî ç áâì à §¢¥àâª¨, ®£à ¨ç¥ãî § ¬ªãâ®©«¨¨¥©, á®áâ ¢«¥®© ¨§ ªà âç ©è¨å, ¨ £®¬¥®¬®àäãî ªàã£ã, â. ¥. ¤®¯ãá-ª îéãî ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ ¨ ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à �¥¨¥   ªàã£ ¯®¤®¡-® ¯à®áâ®¬ã ¯«®áª®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã, ª®¥ç®, á ãç¥â®¬ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨©(áª«¥¨¢ ¨©), § ¤ ëå ¢ à §¢¥àâª¥. � ª ª ª ªà âç ©è¨¥ á®áâ®ïâ ¨§ ®â-à¥§ª®¢   ¬®£®ã£®«ì¨ª å à §¢¥àâª¨, â® £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¢ë-à¥§ ¥âáï ¨§ à §¢¥àâª¨ «®¬ ®©, á®áâ ¢«¥®© ¨§ â ª¨å ®âà¥§ª®¢, ¨ ¯®â®¬ã,¥áâ¥áâ¢¥®, á ¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¥ª®â®àãî à §¢¥àâªã, á®áâ ¢«¥ãî ¨§ ªãá-ª®¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨áå®¤®© à §¢¥àâª¨. �¤ ª® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ®¡ëª®-¢¥®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬®�¥â á®¤¥à� âì¢ãâà¨ ¨áâ¨ë¥ ¢¥àè¨ë à §¢¥àâª¨. Ǒà¨¬¥à®¬ ¬®�¥â á«ã�¨âì £¥®¤¥§¨ç¥-áª¨© âà¥ã£®«ì¨ªABC   à¨á. 56, £¤¥ à®«ì à §¢¥àâª¨ ¨£à ¥â ®¡ëª®¢¥ë©ªã¡.33)�®ç® ®¯à¥¤¥«¨âì íâã äãªæ¨î ¬®�®,  ¯à¨¬¥à, á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �  ª �¤®©áâ®à®¥ aj âà¥ã£®«ì¨ª®¢ Ti ¡ã¤¥¬ ®¯à¥¤¥«ïâì ¯®«®�¥¨¥ â®çª¨ à ááâ®ï¨¥¬ xj ®â ®¤®£®¨§ ª®æ®¢. � áá¬®âà¨¬ â ª¨¥ «®¬ ë¥, á®¥¤¨ïîé¨¥ â®çª¨ A ¨ B, ª®â®àë¥ ¯¥à¥á¥ª îâáâ®à®ë âà¥ã£®«ì¨ª®¢ Ti ¢ ¥ª®â®à®¬ ¤ ®¬ ¯®àï¤ª¥: aj1 , aj2 , aj3 , . . . (¯à¨ íâ®¬, ¥á«¨«®¬  ï   ¥ª®â®à®¬ ®âà¥§ª¥ á®¢¯ ¤ ¥â á® áâ®à®®© ak, â® ¬ë ¥ áç¨â ¥¬, çâ® ®  ¥¥¯¥à¥á¥ª ¥â, ® áç¨â ¥¬, çâ® ®  ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®ë, ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª ª®æ ¬ ak). �«¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© «®¬ ®© ¥áâì, ®ç¥¢¨¤®, ¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥ ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï¯¥à¥¬¥ëå xj1 , xj2 , . . . ¨ ¯®â®¬ã ¤®áâ¨£ ¥â ¬¨¨¬ã¬ . � áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¢á¥ ¢®§¬®�ë¥¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ áâ®à® aj1 , aj2 , . . . , ª ª ¨å ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âì «®¬ ë¥ AB. � �¤®©¨§ íâ¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ®â¢¥ç îâ á¢®ï äãªæ¨ï ¨ á¢®© ¬¨¨¬ã¬. � ¨¬¥ìè¨© ¨§íâ¨å ¬¨¨¬ã¬®¢ ¨ ¤ áâ ªà âç ©èãî AB. �®, çâ® §¤¥áì à¥çì ¨¤¥â ® ¬®£¨å äãªæ¨ïå, ¥¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¨§«®�¥®¬ã ¢ ç «¥ ® â®¬, çâ® ¤«¨  «®¬ ®© AB ¥áâì ®¤  ¥¯à¥àë¢ ïäãªæ¨ï, ¯®â®¬ã çâ® «î¡®¥ ç¨á«® äãªæ¨© ¬®�® ®¡ê¥¤¨¨âì ¢ ®¤ã, ® ®â ¡®«ìè¥£®ç¨á«  ¯¥à¥¬¥ëå. � ¯à¨¬¥à, f(x) (a 6 x 6 b) ¨ g(x) (c 6 x 6 d) ¬®�® áç¨â âìäãªæ¨¥© ϕ(x, y) = { f(x) (a ≤ x ≤ b, y = y0 < c),
g(y) (c ≤ y ≤ d, x = x0 < a).



76 �. �. ������������ ª ª ª £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª á ¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¥ª®â®àãî à §-¢¥àâªã, â® ã£«ë ¥£® ®¯à¥¤¥«ïîâáï â ª �¥, ª ª ã£«ë ¯à¨ £à ¨çëå ¢¥à-è¨ å à §¢¥àâª¨ (â. ¥. ª ª áã¬¬ë áå®¤ïé¨åáï ¢ ®¤®© £à ¨ç®© ¢¥àè¨¥ã£«®¢ ¯«®áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ®¡à §ãîé¨å âã à §¢¥àâªã, ª®â®àãî ¯à¥¤-áâ ¢«ï¥â ¤ ë© £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª).�¥®à¥¬  2. �§¡ëâ®ª áã¬¬ë ã£«®¢ £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® n-ã£®«ì¨ª  (¢ áà ¢-¥¨¨ á áã¬¬®© ã£«®¢ ¯«®áª®£® n-ã£®«ì¨ª ) à ¢¥ ¥£® ªà¨¢¨§¥, â. ¥. ¥á«¨
α1, . . . , αn | ¢ãâà¥¨¥ ã£«ë £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® n-ã£®«ì¨ª , ω1, . . . , ωm |ªà¨¢¨§ë ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨, á®¤¥à� é¨åáï ¢ãâà¨ ¥£®, â®

n∑

i=1 αi − (n− 2)π = m∑

j=1 ωj . (1)�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à §®¡ì¥¬ ¤ ë© £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª P  âà¥ã£®«ì¨ª¨ Ti â ª, çâ®¡ë ª �¤ë© ¨§ ¨å á®¤¥à� «áï ¢ ®¤®¬ ¬®£®ã£®«ì-¨ª¥ à §¢¥àâª¨. Ǒà¨ íâ®¬ ¬®�¥â ®ª § âìáï, çâ® ¥ª®â®àë¥ ¢¥àè¨ë íâ¨åâà¥ã£®«ì¨ª®¢, «¥� é¨¥   £à ¨æ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  P , ¥ á«ã� â ¥£® ¢¥à-è¨ ¬¨. �¤ ª® ¬ë ¨å ¯à¨¬¥¬ â ª�¥ §  ¢¥àè¨ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  P , çâ®¥ ¨§¬¥¨â ¢¥«¨ç¨ë, áâ®ïé¥© ¢ (1) á«¥¢ , â ª ª ª ã£®« ¯à¨ â ª®© ¢¥àè¨¥à ¢¥ π.�®ç® â ª �¥ ¥ª®â®àë¥ ¢¥àè¨ë âà¥ã£®«ì¨ª®¢ Ti, «¥� é¨¥ ¢ãâà¨¬®£®ã£®«ì¨ª  P , ¬®£ãâ ¥ ¡ëâì ¢¥àè¨ ¬¨ à §¢¥àâª¨. �¤ ª® ýà §à¥-§ ¢þ à §¢¥àâªã   âà¥ã£®«ì¨ª¨ Ti, ¬ë íâ¨ ¢¥àè¨ë á¤¥« ¥¬ ¢¥àè¨ ¬¨à §¢¥àâª¨. � íâ® ¥ ¨§¬¥¨â áã¬¬ë ªà¨¢¨§, ¯®â®¬ã çâ® ¯®«ë© ã£®« ¢®-ªàã£ ®¢®© ¢¥àè¨ë à ¢¥ 2π ¨ ªà¨¢¨§  ¥¥ à ¢  ã«î.�â ª, ¬ë ¬®�¥¬ ¢á¥ ¢¥àè¨ë âà¥ã£®«ì¨ª®¢ Ti, «¥� é¨¥   £à ¨æ¥¬®£®ã£®«ì¨ª  P , áç¨â âì ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨,   ¢¥àè¨ë íâ¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢,«¥� é¨¥ ¢ãâà¨ P , | ¢¥àè¨ ¬¨ à §¢¥àâª¨.� ª ª ª ª �¤ë© âà¥ã£®«ì¨ª Ti á®¤¥à�¨âáï ¢ ®¤®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ à §-¢¥àâª¨ ¨ ï¢«ï¥âáï ¯®íâ®¬ã ®¡ëª®¢¥ë¬ ¯«®áª¨¬ âà¥ã£®«ì¨ª®¬, â® áã¬-¬  ¥£® ã£«®¢ à ¢  π. �á«¨ ç¨á«® ¢á¥å âà¥ã£®«ì¨ª®¢ Ti ¥áâì f , â® áã¬¬ ¢á¥å ¨å ã£«®¢ ¥áâì fπ. � ¤àã£®© áâ®à®ë, â  �¥ áã¬¬  à ¢  áã¬¬¥ ã£«®¢¯à¨ ¢á¥å ¢¥àè¨ å   £à ¨æ¥ ¨ ¢ãâà¨ P . Ǒ®íâ®¬ã
fπ = n∑

i=1 αi + m∑

j=1 θj , (2)£¤¥ θj | ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨ë ¢ãâà¨ P .�á«¨ k | ç¨á«® áâ®à® âà¥ã£®«ì¨ª®¢ Ti ¨ e | ç¨á«® ¢¥àè¨, â® ¯®â¥®à¥¬¥ �©«¥à  f − k + e = 1 (â¥®à¥¬  8 § 7). �¬¥áâ¥ á â¥¬ ç¨á«® ¢á¥å



��. I: § 8. ������� �� ���������� ��������� ��������� 77¢¥àè¨ à ¢® áã¬¬¥ ç¨á«  ¢¥àè¨ ¢ãâà¨ ¨   £à ¨æ¥, â. ¥. e = m + n;¯®íâ®¬ã
f − k +m+ n = 1. (3)� ª®¥æ, ã ª �¤®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ¯® âà¨ áâ®à®ë, ¨ â®«ìª® n áâ®à®, «¥-� é¨å   £à ¨æ¥, ¯à¨ ¤«¥� â ª �¤ ï ®¤®¬ã âà¥ã£®«ì¨ªã, ¢ãâà¥¨¥�¥ áâ®à®ë ¯à¨ ¤«¥� â ª �¤ ï ¤¢ã¬ âà¥ã£®«ì¨ª ¬. Ǒ®íâ®¬ã3f = 2k − n. (4)�¬®� ï ®¡¥ ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  (3)   2 ¨ ¯à¨¨¬ ï ¢® ¢¨¬ ¨¥, çâ® ¢ á¨«ãà ¢¥áâ¢  (4) 2k = 3f + n, ¯®«ãç¨¬
f = 2m+ n− 2. (5)Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ® ¢ëà �¥¨¥ ¤«ï f ¢ ä®à¬ã«ã (2),  å®¤¨¬2πm+ π(n− 2) = n∑

i=1 αi + m∑

j=1 θj¨«¨
n∑

i=1 αi − (n− 2)π = m∑

j=1(2π − θj) = m∑

j=1 ωj ,¨¡® ¯® á ¬®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ªà¨¢¨§ë ωj = 2π − θj . �¥®à¥¬  ¤®ª §  .�¥®à¥¬  3. Ǒ®« ï ªà¨¢¨§  à §¢¥àâª¨, £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥, à ¢  4π.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ëà¥�¥¬ ¢ãâà¨ ®¤®£® ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâ-ª¨ R ¬®£®ã£®«ì¨ª P . �®£¤ , ¥á«¨ α1, . . . , αn | ¥£® ã£«ë, â®
n∑

i=1 αi = (n− 2)π. (6)�á«¨ à §¢¥àâª  £®¬¥®¬®àä  áä¥à¥, â® ¤®¯®«¥¨¥ P ′ = R−P (á ¯à¨á®¥¤¨-¥®© £à ¨æ¥©) ¡ã¤¥â £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬. Ǒ® ¯®áâà®¥¨îíâ®â ¬®£®ã£®«ì¨ª á®¤¥à�¨â ¢á¥ ¢¥àè¨ë à §¢¥àâª¨ ¨ ¯®â®¬ã ¯®« ï ¥£®ªà¨¢¨§  à ¢  ¯®«®© ªà¨¢¨§¥ à §¢¥àâª¨. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ 
 | íâ  ¯®«- ï ªà¨¢¨§ ,   α′1, . . . , α′n | ã£«ë £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  P ′, â®á®£« á® â¥®à¥¬¥ 2
n∑

i=1 α′i − (n− 2)π = 
. (7)



78 �. �. ������������® ª �¤ ï ¢¥àè¨  ¬®£®ã£®«ì¨ª  P ′ ¥áâì ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¢¥àè¨  ¬®-£®ã£®«ì¨ª  P ¨ ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ ¥¥ à ¢¥ 2π, ¯®â®¬ã çâ® ®  «¥�¨â¢ãâà¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  à §¢¥àâª¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
αi + α′i = 2π,®âªã¤ 

n∑

i=1 α′i + n∑

i=1 αi = 2πn¨«¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ (6)
n∑

i=1 α′i = (n+ 2)π.Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ® ¢ (7), ¯®«ãç¨¬ 
 = 4π,çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.3. �®£®ã£®«ì¨ª ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë.�¥®à¥¬  4. �á«¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© âà¥ã£®«ì¨ª ¥ á®¤¥à�¨â ¢ãâà¨ á¥¡ïâ®ç¥ª á ªà¨¢¨§®©, ®â«¨ç®© ®â ã«ï, ¨ ¥£® áâ®à®ë ¨¤ãâ ¢ãâà¨ à §¢¥àâª¨,â® ® à §¢®à ç¨¢ ¥âáï   ¯«®áª®áâì, â. ¥. ¨§®¬¥âà¨ç¥ ®¡ëç®¬ã ¯«®áª®¬ãâà¥ã£®«ì¨ªã 34).Ǒãáâì £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© âà¥ã£®«ì¨ª ABC ¥ á®¤¥à�¨â â®ç¥ª á ªà¨¢¨§®©,®â«¨ç®© ®â ã«ï, ¨ ¥£® áâ®à®ë ¨¤ãâ ¢ãâà¨ à §¢¥àâª¨. Ǒ® â¥®à¥¬¥ 1 ã¥£® ¥â ã£«®¢, ªà®¬¥ ¢¥àè¨. Ǒ® â¥®à¥¬¥ 2 áã¬¬  ¥£® ã£«®¢ à ¢  π, â ªçâ® ª �¤ë© ã£®« ¬¥ìè¥ π.Ǒ® â¥®à¥¬¥ 1 ®ªà¥áâ®áâì áâ®à®ë AB ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì,¯à¨ç¥¬ AB ¯¥à¥©¤¥â ¢ ¯àï¬®«¨¥©ë© ®âà¥§®ª. � â ª ª ª ã£®« B ¬¥ìè¥
π, â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®â âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ¬®�® ®âà¥§ âì ¥ª®â®-àë© ã§ª¨© âà¥ã£®«ì¨ª ABX á ¢¥àè¨®© X   áâ®à®¥ BC â ª, çâ® íâ®ââà¥ã£®«ì¨ª à §¢®à ç¨¢ ¥âáï   ¯«®áª®áâì.�® ª ®áâ ¢è¥¬ãáï âà¥ã£®«ì¨ªã AXC ¯à¨«®�¨¬® â® �¥ à ááã�¤¥¨¥.Ǒ®íâ®¬ã â®çªã X ¬®�® ®â®¤¢¨£ âì ¯®  ¯à ¢«¥¨î ª C, à §¢®à ç¨¢ ï  ¯«®áª®áâì ¢á¥ ¡�®«ìèãî ¨ ¡�®«ìèãî ç áâì âà¥ã£®«ì¨ª  ABC, ¯®ª  ® ¥®ª �¥âáï ¢¥áì à §¢¥àãâë¬   ¯«®áª®áâì.34)�á«¨ à §¡¨¢ âì à §¢¥àâªã   ç áâ¨, â® ®  ¢á¥£¤  à §¢®à ç¨¢ ¥âáï   ¯«®áª®áâì.�¤¥áì à¥çì ¨¤¥â ® à §¢®à ç¨¢ ¨¨   ¯«®áª®áâì ¡¥§ ª ª¨å ¡ë â® ¨ ¡ë«® à §à¥§®¢, â ªçâ® ¢á¥ áª«¥¨¢ ¨ï, ¤ ë¥ ¢ à §¢¥àâª¥, ¤®«�ë ¡ëâì à¥ «¨§®¢ ë   á ¬®¬ ¤¥«¥,   ¥â®«ìª®  ¡áâà ªâ®.



��. I: § 8. ������� �� ���������� ��������� ��������� 79�âà®£®¥ ¯à®¢¥¤¥¨¥ íâ®£® ®ç¥¢¨¤®£® à ááã�¤¥¨ï ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â, ª®-¥ç®, ¨ª ª®£® âàã¤  35).�¥®à¥¬  5. �á«¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¥ á®¤¥à�¨â ¢ãâà¨á¥¡ï â®ç¥ª á ªà¨¢¨§®©, ®â«¨ç®© ®â ã«ï, â® ¥£® ¬®�® à §¡¨âì   âà¥-ã£®«ì¨ª¨ ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï ¤¨ £® «ï¬¨.
A

B
Q2

Q
1

Q
3 �¨á. 57

�ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ª ªà §¢¥àâªã ¨ ¯®¨¬ ¥¬ ¯®¤ ¤¨ £® «ìî ªà â-ç ©èãî, ¨¤ãéãî ¢ãâà¨ ¥£® ®â ®¤®© ¢¥à-è¨ë ¤® ¤àã£®©. (�¤ ª®, ¥á«¨Q ¥áâì ç áâìà §¢¥àâª¨ R, â® íâ  ªà âç ©è ï ¢ ¬®£®-ã£®«ì¨ª¥ Q ¬®�¥â ¥ ¡ëâì ªà âç ©è¥© ¢®¢á¥© à §¢¥àâª¥ R. Ǒà¨¬¥à ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â «¨-¨ï AB   à¨á. 57; ®  | ªà âç ©è ï ¢ ç -áâ¨Q, á®áâ ¢«¥®© ¨§ £à ¥©Q1, Q2, Q3, ®¥ ªà âç ©è ï   ¢á¥¬ ¨§®¡à �¥®¬ ¬®-£®£à ¨ª¥.)�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë § ¬¥â¨¬, çâ® ªà¨¢¨§  ¬®£®ã£®«ì¨ª  Qà ¢  ã«î,   ¯®â®¬ã á®£« á® â¥®à¥¬¥ 2 áã¬¬  ¢á¥å ¥£® ã£«®¢ α1, . . . , αn |â ª ï �¥, ª ª ã ¯«®áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  á â¥¬ �¥ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨ n, â. ¥.
α1 + α2 + . . . + αn = (n− 2)π.Ǒ®íâ®¬ã áà¥¤¨ ¥£® ã£«®¢ ¨¬¥¥âáï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ âà¨, ¬¥ìè¨å π.Ǒãáâì A, B, C | ¢¥àè¨ë, ã£«ë ¯à¨ ª®â®àëå ¬¥ìè¥ π. �ç¥¢¨¤®, çâ®ª ª¨¥-â® ¤¢¥ ¨§ ¨å | ¥ á®á¥¤¨¥. (�á«¨ ¡ë ®¨ ¢á¥ âà¨ ¡ë«¨ á®á¥¤¨¬¨¤àã£ á ¤àã£®¬, â® ¬®£®ã£®«ì¨ª á¢®¤¨«áï ¡ë ª âà¥ã£®«ì¨ªã ¨ ¥£® ¥ç¥£®¡ë«® ¡ë à §¡¨¢ âì   âà¥ã£®«ì¨ª¨.) Ǒãáâì ¥á®á¥¤¨¬¨ ¡ã¤ãâ ¢¥àè¨ë A¨ B. �¨ ¤¥«ïâ ¯¥à¨¬¥âà ¬®£®ã£®«ì¨ª    ¤¢¥ «®¬ ë¥,   ª®â®àëå«¥� â ¥é¥ ¤àã£¨¥ ¢¥àè¨ë (à¨á. 58).�®§ì¬¥¬ «î¡ë¥ ¤¢¥ ¨§ íâ¨å ¢¥àè¨ D, E, «¥� é¨å   à §ëå «®¬ ëå,¨ á®¥¤¨¨¬ ¨å ªà âç ©è¥© DE ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ Q. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 1,®  ¥ ¬®�¥â ¯à®©â¨ ç¥à¥§ ¢¥àè¨ë A, B, â ª ª ª ã£«ë ¯à¨ ¨å ¬¥ìè¥

π. Ǒ®íâ®¬ã ®  ¥ ¬®�¥â ¢á¥ ¢à¥¬ï ¨¤â¨ ¯® ¯¥à¨¬¥âàã ¬®£®ã£®«ì¨ª ,® ¤®«� , ®âå®¤ï ®â ª ª¨å-â® ¥£® ¢¥àè¨, ¯à®å®¤¨âì ¢ãâà¨ ¥£®. � à¨á. 58,  ,  ¯à¨¬¥à, â ª®© ¢¥àè¨®© á«ã�¨â F . �®£¤  ®âà¥§®ª EF ¯à¥¤-áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¨ £® «ì, à §¡¨¢ îéãî ¬®£®ã£®«ì¨ª Q   ¤¢  ¬®£®-ã£®«ì¨ª  á ¬¥ìè¨¬ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨. Ǒà¨¬¥ïï ª ª �¤®¬ã ¨§ ¨å â¥ �¥35)�®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¯à¥¤¥« à §¢®à ç¨¢ ¥¬ëå âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ¥áâì à §¢®à ç¨¢ ¥¬ë©âà¥ã£®«ì¨ª. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ªà ©ïï â®çª  X0 â ª ï, çâ® âà¥ã£®«ì¨ª ABX0 à §-¢®à ç¨¢ ¥âáï   ¯«®áª®áâì. �®çª  X0 ¤®«�  á®¢¯ ¤ âì á C, â ª ª ª ¨ ç¥, ¯à¨¬¥ïï è¥ à ááã�¤¥¨¥, ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¡ë ¥é¥ ¡®«ìè¨© à §¢®à ç¨¢ ¥¬ë© âà¥ã£®«ì¨ª.



80 �. �. �����������à ááã�¤¥¨ï, ¬ë à §®¡ì¥¬ ¨å ¤¨ £® «ï¬¨ ¨ â. ¤., ¯®ª  ¥ ¯à¨¤¥¬ ª à §¡¨-¥¨î ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q   âà¥ã£®«ì¨ª¨.�¥®à¥¬  ¤®ª §  .
E

Q

B

F

D

A

a) b)�¨á. 58�®£« á® â¥®à¥¬¥ 4, ª �¤ë© âà¥ã£®«ì¨ª ¨§ â¥å,   ª®â®àë¥ à §¡¨¢ ¥âáï¬®£®ã£®«ì¨ª Q, ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì. � §¢®à ç¨¢ ï ¨å ¢á¥  ¯«®áª®áâì ¨ ¯à¨ª« ¤ë¢ ï ¤àã£ ª ¤àã£ã ¯® áâ®à® ¬, ¯® ª®â®àë¬ ®¨ ¯à¨-«¥£ «¨ ¤àã£ ª ¤àã£ã ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ Q, ¬ë â¥¬ á ¬ë¬ ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ªQà §¢¥à¥¬   ¯«®áª®áâì. �¤ ª® ¯à¨ â ª®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®¬ ¯à¨ª« ¤ë¢ -¨¨ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ®¨ ¬®£ãâ  «¥£ âì ®¤¨   ¤àã£®©, â ª çâ® à §¢¥àãâë©¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¬®�¥â ¯¥à¥ªàë¢ âìáï á ¬ á á®¡®© (á¬. à¨á. 58, ¡).�¥§î¬¨àãï, ¬®�® ¢ëáª § âì á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã:�¥®à¥¬  6. �¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª, ¥ ¨¬¥îé¨© ¢ãâà¨ á¥¡ï â®-ç¥ª ¥ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë, ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì á â®©, ®¤ ª®, ¢®§-¬®�®© ®á®¡¥®áâìî, çâ® ® ¡ã¤¥â ¯¥à¥ªàë¢ âìáï á ¬ á á®¡®©.� § 3 ¡ë«  ¤®ª §   â¥®à¥¬  ® â®¬, çâ® ¢áïª¨© ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®-£®£à ¨ª P á £à ¨æ¥© ¬®�¥â ¡ëâì ¤®¯®«¥ ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¤®§ ¬ªãâ®£® P ¡¥§ ¤®¡ ¢«¥¨ï ®¢ëå ¢¥àè¨ (â¥®à¥¬  4 § 3). �á«¨ £à ¨-æ  P ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ®¤ã «®¬ ãî L, â® § ¬ªãâë© ¬®£®£à ¨ª P á®áâ®¨â,®ç¥¢¨¤®, ¨§ ¬®£®£à ¨ª  P ¨ ¬®£®£à ¨ª  Q, á¬¥�®£® á ¨¬ ¯® «®-¬ ®© L (à¨á. 59). �â®â ¬®£®£à ¨ª Q ¨¬¥¥â â®«ìª® £à ¨çë¥ ¢¥àè¨ë¨ ¯®â®¬ã á®£« á® â¥®à¥¬¥ 6 ¬®�¥â ¡ëâì à §¢¥àãâ   ¯«®áª®áâì.�á«¨ ¬®£®£à ¨ª P ®£à ¨ç¥ ¥áª®«ìª¨¬¨ «®¬ ë¬¨, â® â® �¥ ¢¥à®¤«ï ª �¤®£® ¨§ â¥å ªãáª®¢ Qi, ª®â®àë¥ ¤®¯®«ïîâ ¥£® ¤® § ¬ªãâ®£®.Ǒ®«ãç¥ë© à¥§ã«ìâ â ¬®�® ¢ëà §¨âì ¢ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥, ª®â®àãî¬ë ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¢  £«ï¤ëå â¥à¬¨ å.�¥®à¥¬  7. �áïª¨© ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥© ¬®�¥â¡ëâì ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¤®¯®«¥ ¤® § ¬ªãâ®£® ¯ãâ¥¬ ¯®¤-
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4. � ¤ ç¨. 1. �®ª § âì çâ® ¯®« ï ªà¨¢¨§  (â. ¥.áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¢á¥å ¢¥àè¨) «î¡®© ª®¥ç®© à §¢¥àâª¨¢ëà � ¥âáï ä®à¬ã«®©
ω = 2πχ− n∑

i=1(π − αi),£¤¥ χ = e−k+f | í©«¥à®¢® ç¨á«® à §¢¥àâª¨, a αi | ã£«ë¯à¨ ¥¥ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å. �«ï à §¢¥àâª¨ ¡¥§ £à ¨æë
ω = 2πχ. (Ǒ®«®�¨â¥«ì®áâì ªà¨¢¨§ë ¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥â-áï. Ǒà®¢¥à¨âì   ¯à¨¬¥à å, ¢à®¤¥ à¨á. 2, ¢.)2. �®ª § âì, çâ® ¯®« ï ªà¨¢¨§  ¡¥áª®¥ç®© à §-¢¥àâª¨, £®¬¥®¬®àä®© ¯«®áª®áâ¨, ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2π. �¡®¡-é¨âì íâ®â à¥§ã«ìâ â, ¯®ª § ¢, çâ® ¤«ï ¢áïª®© ¡¥áª®¥ç®©à §¢¥àâª¨ ¡¥§ £à ¨æë ω 6 2πχ. � ª®¥ ¥à ¢¥áâ¢® ¡ã¤¥â¯à¨  «¨ç¨¨ £à ¨æë (¢ ¥£® ¢®©¤ãâ ã£«ë ¯à¨ £à ¨çëå¢¥àè¨ å)? (�â® | ¤®¢®«ì® âàã¤ ï § ¤ ç .)3. � âì ¯à¨¬¥à ªà âç ©è¨å   ¥¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥, ¨áå®¤ïé¨å ¨§ ®¤®© â®ç-ª¨ ¨ á®¢¯ ¤ îé¨å   ¥ª®â®à®¬ ®âà¥§ª¥,   ¤ «ìè¥ à áå®¤ïé¨åáï, ®¡à §ãï ý¢¨«ªãþ.4. �ëà¥§ âì ¨§ ªã¡  £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª (¡¥§ ¢¥àè¨ ¢ãâà¨), ª®â®àë© à §-¢®à ç¨¢ «áï ¡ë   ¯«®áª®áâì á ¯¥à¥ªàë¢ ¨¥¬.5. � ©â¨ ¯à¨¬¥à ¯«®áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  á ¯¥à¥ªàë¢ ¨¥¬, ª®â®àë© ¥«ì§ï ¡ë«®¡ë  «®�¨âì ¨   ª ª®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. (� ª®© ¯à¨¬¥à ¡ã¤¥â ¤  ¢ ¯◦ 8 § 1£«. V.)

§ 9. �¡®¡é¥¨ï1. �ë¯ãª«ë¥ â¥« . Ǒ®ïâ¨¥ ¢ë¯ãª«®£® â¥«  ¡ë«® ®¯à¥¤¥«¥® ¢ § 1. �ï¤ ¯®ïâ¨© ¨à¥§ã«ìâ â®¢ á«¥¤ãîé¨å ¯ à £à ä®¢ ¬®�¥â ¡ëâì ®¡®¡é¥   «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥« . � ª,¬®�® ¤®ª § âì, çâ® ¢ë¯ãª«®¥ â¥«® ¨¬¥¥â ¢ ª �¤®© â®çª¥ á¢®¥© ¯®¢¥àå®áâ¨ ®¯®àãî¯«®áª®áâì ¨ çâ®, ®¡à â®, ¢áïª®¥ â¥«®, ®¡« ¤ îé¥¥ íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬, | ¢ë¯ãª«®¥. � �¤ ïâ®çª , ¥ ¯à¨ ¤«¥� é ï ¢ë¯ãª«®¬ã â¥«ã, ®â¤¥«¨¬  ®â ¥£® ¥ª®â®à®© ®¯®à®© ¯«®áª®-áâìî. Ǒ®íâ®¬ã ¢ë¯ãª«®¥ â¥«® ï¢«ï¥âáï ®¡é¥© ç áâìî ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, ®£à ¨ç¥ëå¥£® ®¯®àë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨. �¡à â®, ®¡é ï ç áâì «î¡®£® ç¨á«  ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ¡ã¤¥â¢ë¯ãª«ë¬ â¥«®¬ (¥á«¨ â®«ìª® ®  ¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨).�ë¯ãª«ë¥ â¥«  ¬®£ãâ ¡ëâì ª®¥çë¬¨ ¨ ¡¥áª®¥çë¬¨. �«ï ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëåâ¥« ¬®�® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à¥¤¥«ìë© ª®ãá (  «®£ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« ) ª ª ¯®¢¥àå®áâì â¥« ,§ ¯®«ï¥¬®£® «ãç ¬¨, ®âª« ¤ë¢ ¥¬ë¬¨ ®â «î¡®© ¥£® â®çª¨ ¨ æ¥«¨ª®¬ á®¤¥à� é¨¬¨áï¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¢ë¯ãª«®¬ â¥«¥. Ǒà¨ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ ¯®¢¥àå®áâì â¥«  ¯¥à¥å®¤¨â¢ ¯à¥¤¥«ìë© ª®ãá. �ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£® ª®ãá  á®¢¯ ¤ ¥â á § ¬ëª -¨¥¬ áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¯®¢¥àå®áâ¨ â¥« .�¤¨¬ ¨§ ®á®¢ëå ¬¥â®¤®¢ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¢ë¯ãª«ëå â¥« ï¢«ï¥âáï ¬¥â®¤ ¯à¨¡«¨�¥-¨ï ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¬®£®£à ¨ª ¬¨. �á«¨   ¯®¢¥àå®áâ¨ â¥«  ¢§ïâì ¥áª®«ìª® â®ç¥ª ¨¯®áâà®¨âì ¨å ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã, â® ¯®«ãç¨¬ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¢¯¨á ë© ¢â¥«®. �á«¨ ç¨á«® â®ç¥ª ¡¥§£à ¨ç® ã¢¥«¨ç¨¢ âì, à á¯®« £ ï ¨å ¢á¥ £ãé¥ ¨ £ãé¥, â®á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¡ã¤ãâ áå®¤¨âìáï ª â¥«ã. �¥£ª® ¤®ª § âì, çâ®



82 �. �. �����������®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ ¡ã¤ãâ ¤ ¢ âì ¢ ¯à¥¤¥«¥ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ â¥-« , ®âªã¤  «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ç¥à¥§ ª �¤ãî â®çªã ¯®¢¥àå®áâ¨ â¥«  ¯à®å®¤¨â ®¯®à ï¯«®áª®áâì.�ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ë¬¨ | æ¥«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ë¯ãª«ëå â¥« |¨ ¥¯®«ë¬¨. Ǒ®«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì «¨¡® § ¬ªãâë¥, ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥ ª®-¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥« , «¨¡® ¡¥áª®¥çë¥, ® ¥ á®¤¥à� é¨¥ ¯àï¬ëå, «¨¡® ¡¥áª®¥çë¥æ¨«¨¤àë. � ¬ªãâë¥ £®¬¥®¬®àäë áä¥à¥, ¡¥áª®¥çë¥ (¥ æ¨«¨¤àë) £®¬¥®¬®àäë¯«®áª®áâ¨ (¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï   «®£¨ç® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¤«ï ¬®£®-£à ¨ª®¢, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢â®à®£®| ¥áª®«ìª® ¨®¥). �¥¯®«ãî ¢ë¯ãª«ãî ¯®¢¥àå®áâì¬®�® ¤®¯®«¨âì ¤® ¯®«®©, ¡¥àï ¯®¢¥àå®áâì ¥¥ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨.Ǒ®ïâ¨¥ à §¢¥àâª¨ ª ®¡é¨¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¯®¢¥àå®áâï¬ ¥¯à¨¬¥¨¬®, â ª ª ª â ª ï¯®¢¥àå®áâì ¥ ¬®�¥â ¡ëâì á®áâ ¢«¥  ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. �¤ ª® á®¢¥àè¥®   -«®£¨ç® á«ãç î ¬®£®£à ¨ª®¢ ¤«ï «î¡ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¬®�® ¢¢¥áâ¨ ¯®ïâ¨¥ ®¡ ¨å¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¥, § ¤ ¢ ¥¬®© à ááâ®ï¨ï¬¨ ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ ¯®¢¥àå®áâ¨, ¨§¬¥àï¥¬ë-¬¨   á ¬®© ¯®¢¥àå®áâ¨. �®¢®ªã¯®áâì á¢®©áâ¢ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨ ä¨£ãà   ¥©, § ¢¨áïé¨åâ®«ìª® ®â ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨, ®¡à §ã¥â ¢ãâà¥îî £¥®¬¥âà¨î ¯®¢¥àå®áâ¨. �ãâà¥-ïï £¥®¬¥âà¨ï ®¡é¨å ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¨áá«¥¤®¢   ¢ ¬®¥© ª¨£¥ [18℄. � ¬ áà¥¤¨¤àã£¨å ¨áá«¥¤®¢ ë ¢®¯à®áë,   «®£¨çë¥ â¥¬, ª®â®àë¥ ¡ë«¨ à áá¬®âà¥ë §¤¥áì ¤«ï¬®£®£à ¨ª®¢. �  ¬¥áâ® § ¤ ¨ï à §¢¥àâª¨ áâ ¢¨âáï  ¡áâà ªâ®¥ § ¤ ¨¥ ¢ãâà¥¥©¬¥âà¨ª¨ ¯®¢¥àå®áâ¨.2. �®£®£à ¨ª¨ ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �¥®¬¥âà¨ï n-¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢ ¯à®áâà áâ¢  ¬®�¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥    «¨â¨ç¥áª¨, ¯®   «®£¨¨ á ®¡ëç®©   «¨â¨ç¥-áª®© £¥®¬¥âà¨¥©, ¨«¨ á¨â¥â¨ç¥áª¨, ¨áå®¤ï ¨§  ªá¨®¬, ®¡®¡é îé¨å ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡-à §®¬  ªá¨®¬ë âà¥å¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  36). �  íâ®¬ á¨â¥â¨ç¥áª®¬ ¯ãâ¨ ç «  n-¬¥à®© £¥®¬¥âà¨¨ ¯®«ãç îâáï   «®£¨ç®  ç « ¬ âà¥å¬¥à®©. �  íâ®¬ ¯ãâ¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨ª ª®£® âàã¤  ¯®áâà®¨âì  ç «  â¥®à¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ n-¬¥à®¬¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �¯à¥¤¥«¥¨¥ â¥«¥á®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨¤¥â ®â m ª m + 1:(m+1)-¬¥àë© (â¥«¥áë©) ¬®£®£à ¨ª ¥áâì â¥«®, «¥� é¥¥ ¢ (m+1)-¬¥à®© ¯«®áª®áâ¨,¨¬¥îé¥¥ ¢ ¥© ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨ ¨ ®£à ¨ç¥®¥ ª®¥çë¬ ç¨á«®¬m-¬¥àëå ¬®£®£à -¨ª®¢. n-¬¥àë© ¬®£®£à ¨ª ¥áâì â¥«®, ®£à ¨ç¥®¥ ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ (n−1)-¬¥àëå¬®£®£à ¨ª®¢. � �¤ë© â ª®© (n−1)-¬¥àë© ¬®£®£à ¨ª  §ë¢ ¥âáï £à ìî á ãá«®-¢¨¥¬, çâ® ª ¥¬ã ¯à¨á®¥¤¨¥ë ¢á¥ ¤àã£¨¥ (¥á«¨ ®¨ ¨¬¥îâáï), «¥� é¨¥ ¢ â®© �¥ (n−1)-¬¥à®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¨¬¥îé¨¥ á ¨¬ ¨ ¤ «¥¥ ¤àã£ á ¤àã£®¬ ®¡é¨¥ ªãáª¨ ¨å á®¡áâ¢¥ëå,â. ¥. (n− 2)-¬¥àëå, £à ¥©.�á«¨  §ë¢ âì (n − 1)-¬¥àãî ¯«®áª®áâì ¯à®áâ® ¯«®áª®áâìî, â® ¯®ïâ¨¥ ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤®á«®¢® â ª �¥, ª ª ¢ § 1, ¨ á®¢¥àè¥® â ª �¥ ãáâ  ¢«¨-¢ ¥âáï íª¢¨¢ «¥â®áâì ¤¢ãå ®¯à¥¤¥«¥¨© ¢ë¯ãª«®áâ¨. � «¥¥, ¢á¥ â¥®à¥¬ë § 2{5 ¢¬¥áâ¥36)�¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ m-¬¥à®© ¯«®áª®áâ¨ Pm, 0 6 m 6 n− 1: ã«ì¬¥à ï ¯«®áª®áâì¥áâì â®çª , ®¤®¬¥à ï| ¯àï¬ ï, ¤¢ã¬¥à ï| ®¡ëç ï ¯«®áª®áâì, âà¥å¬¥à ï| ®¡ëç-®¥ âà¥å¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¨ â. ¤. �ªá¨®¬ë á®ç¥â ¨ï: 1) �¥à¥§ ¢áïª¨¥ m + 1 â®ç¥ªý¢ ®¡é¥¬ à á¯®«®�¥¨¨þ (â. ¥. ¥ «¥� é¨å   ¬¥¥¥ ç¥¬ m-¬¥à®© ¯«®áª®áâ¨) ¯à®å®-¤¨â ¨ ¯à¨â®¬ â®«ìª® ®¤  m-¬¥à ï ¯«®áª®áâì. 2) �á«¨ ¤¢¥ ¯«®áª®áâ¨ Pm, Pk ¨¬¥îâ®¡éãî â®çªã, â® ¨å ®¡é ï ç áâì ¥áâì ¯«®áª®áâì P l, ç¨á«® ¨§¬¥à¥¨© ª®â®à®© ã¤®¢«¥â¢®-àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã l ≥ m + k − n. (� ¯à¨¬¥à, ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¤¢ã¬¥àë¥¯«®áª®áâ¨ ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï «¨¡® ¢ ®¤®© â®çª¥: l = 0, «¨¡® ¯® ¯àï¬®©: l = 1.) 3) �¯à®áâà áâ¢¥ ¥áâì ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ n + 1 â®ç¥ª ¢ ®¡é¥¬ à á¯®«®�¥¨¨ (¥ «¥� é¨å ¨¢ ª ª®© ¯«®áª®áâ¨). Ǒà®ç¨¥  ªá¨®¬ë (¯®àï¤ª , ª®£àãíâ®áâ¨, ¥¯à¥àë¢®áâ¨, ¯ à «-«¥«ì®áâ¨) | â ª¨¥ �¥, ª ª ¢ âà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �¬.,  ¯à., [103, £«. V, ¯◦ 14℄.



��. I: § 9. ��������� 83á ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨ ¯¥à¥®áïâáï   n-¬¥àë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¡¥§ ª ª¨å ¡ëâ® ¨ ¡ë«® ¨§¬¥¥¨©. �ã�® â®«ìª®  §ë¢ âì ¯«®áª®áâìî (n− 1)-¬¥àãî ¯«®áª®áâì ¨¯®¬¨âì, çâ® ¨¬¥îâáï ¥é¥ ¯«®áª®áâ¨ ¬¥ìè¨å ¨§¬¥à¥¨©. � ¯à¨¬¥à, ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«¬®£®£à ¨ª  ¬®�¥â ¢ëà®�¤ âìáï ¢ ¯«®áª¨© «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© ®â n− 1 ¤® 1.Ǒ®ïâ¨ï ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà  ª ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¯ à ««¥«ìëå ¯«®áª®áâ¥©®¯à¥¤¥«ïîâáï â ª �¥, ª ª ¢ âà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ áâà®-¨âáï   (n − 1)-¬¥à®© áä¥à¥, ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª,à ¢®ã¤ «¥ëå ®â ¤ ®© | æ¥âà . �  áä¥à¥ ¨¬¥îâáï   «®£¨ç® ¡®«ìè¨¬ ªàã£ ¬ý¡®«ìè¨¥ áä¥àëþ ¨§¬¥à¥¨© ®â n − 2 ¤® 1, ¯®«ãç ¥¬ë¥ á¥ç¥¨¥¬ áä¥àë ¯«®áª®áâï¬¨¨§¬¥à¥¨© ®â n−1 ¤® 2, ¯à®å®¤ïé¨¬¨ ç¥à¥§ æ¥âà. �¤®¬¥à ï áä¥à  ¥áâì ®ªàã�®áâì.Ǒ®ïâ¨¥ áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¥áâ¥áâ¢¥® ®¡®¡é ¥âáï ¢ ¯®ïâ¨¥ áä¥à¨ç¥áª®£®¬®£®£à ¨ª . � âãâ ¨¬¥¥âáï â  �¥   «®£¨ï á ®¡ëç®© £¥®¬¥âà¨¥©.�  ®á®¢¥ íâ¨å ®¡é¨å § ¬¥ç ¨© ¬®�® ¡¥§ âàã¤  ®¡®¡é¨âì ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë § 1{5  ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.Ǒ®ïâ¨ï ® à §¢¥àâª¥ ¨ ¢ãâà¥¥© £¥®¬¥âà¨¨ â ª�¥ ¤®¯ãáª îâ ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ®¡®¡é¥-¨¥. �¤ ª® §¤¥áì ¤¥«® áãé¥áâ¢¥® ãá«®�ï¥âáï â¥¬, çâ® ¥ â®«ìª® ¢¥àè¨ë ¬®£ãâ ¥¨¬¥âì ®ªà¥áâ®áâ¨, ¨§®¬¥âà¨ç®© (n − 1)-¬¥à®¬ã è àã (¯®   «®£¨¨ á ªàã£®¬). �â¨¬á¢®©áâ¢®¬ ¬®£ãâ ®¡« ¤ âì â®çª¨, «¥� é¨¥   £à ïå «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© ®â n − 2¤® 0 (â. ¥. ¤® ¢¥àè¨). � ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  â®çª¨ ¢ãâà¨ (n− 2)-¬¥àëå £à ¥©¨ª®£¤  ¥ ¨¬¥îâ â ª¨å ®ªà¥áâ®áâ¥©. �â® ¢¥¤¥â ª ãá«®�¥¨î ¯®ïâ¨ï ® ªà¨¢¨§¥. Ǒ®-ï¢«ïîâáï, â ª áª § âì, ªà¨¢¨§ë à §ëå ¨§¬¥à¥¨© ®â 1 ¤® n− 1 á®®â¢¥âáâ¢¥® £à ï¬¨§¬¥à¥¨© ®â n− 2 ¤® 0. �áâ ®¢«¥¨¥ ¯®ïâ¨ï ®¡ íâ¨å ªà¨¢¨§ å ¢®§¬®�® í«¥¬¥â à-ë¬ ¯ãâ¥¬. �® ¬ë ¥ ¡ã¤¥¬   íâ®¬ ®áâ  ¢«¨¢ âìáï.3. �®£®£à ¨ª¨   n-¬¥à®© áä¥à¥ ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®. �à¥å-¬¥à®¥ áä¥à¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª áä¥à  ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà -áâ¢¥, ¨ ¢ ¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨. � ¬¥ïï ®âà¥§ª¨ ¤ã£ -¬¨ ¡®«ìè¨å ªàã£®¢,   ¯«®áª®áâ¨ | ý¡®«ìè¨¬¨þ ¤¢ã¬¥àë¬¨ áä¥à ¬¨, «¥£ª® ®¡®¡é¨âì  â ª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¢á¥ ¢ë¢®¤ë § 1{3, 6 ¨ 7. �¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ §¤¥áì ®â-áãâáâ¢ãîâ. Ǒ®ïâ¨¥ áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¥á¥® ¢ áä¥à¨ç¥áª®¥¯à®áâà áâ¢®, ¥á¬®âàï   ®âáãâáâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ìëå ¯àï¬ëå. �¥« ¥âáï íâ® ¯ãâ¥¬ á®-¯®áâ ¢«¥¨ï ¡®«ìè®© áä¥à¥ ¥¥ æ¥âà®¢ (  ¢á¥© âà¥å¬¥à®© áä¥à¥) ¨ â®çª¥ | ¡®«ìè®©áä¥àë, ¤«ï ª®â®à®© ®  á«ã�¨â æ¥âà®¬. �® ¨§¡¥� ¨¥ ¤¢ã§ ç®áâ¨, á¢ï§ ®© á â¥¬,çâ® ¡®«ìè ï áä¥à , ª ª ¨ ¡®«ìè®© ªàã£, ¨¬¥¥â ¤¢  ¤¨ ¬¥âà «ì® ¯à®â¨¢®¯®«®�ëå æ¥-âà , ¬®�® ®â®�¤¥áâ¢«ïâì ¤¨ ¬¥âà «ì® ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ â®çª¨. �®£¤  ¯®«ãç¨¬ â ª §ë¢ ¥¬®¥ í««¨¯â¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® �¨¬  .�á«¨ ¨§ æ¥âà  áä¥àë ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯à®¢®¤¨âì «ãç¨ ç¥à¥§ â®çª¨ ¥¥¯®¢¥àå®áâ¨, â® ¬®£®£à ¨ª ¬   áä¥à¥ á®¯®áâ ¢«ïîâáï ¬®£®£à ë¥ ã£«ë. Ǒ®íâ®¬ãâ¥®à¨ï ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ íª¢¨¢ «¥â  â¥®à¨¨ ¬®£®£à ëåã£«®¢ ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.�®¢¥àè¥®   «®£¨çë¥ á®®¡à �¥¨ï ¯à¨¬¥¨¬ë ª n-¬¥à®¬ã áä¥à¨ç¥áª®¬ã ¯à®-áâà áâ¢ã, ª®â®à®¥ ¥áâì ¥ ¡®«¥¥, ª ª áä¥à  ¢ (n+ 1)-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.Ǒà®áâà áâ¢® �®¡ ç¥¢áª®£® ®â«¨ç ¥âáï ®â ¥¢ª«¨¤®¢  ®âáãâáâ¢¨¥¬  ªá¨®¬ë ® ¥¤¨-áâ¢¥®áâ¨ ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¤ ãî â®çªã ¨ ¯ à ««¥«ì®© ¤ ®© ¯àï¬®©.Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ ¢ë¢®¤ë, £¤¥ ¯®ïâ¨¥ ¯ à ««¥«ì®áâ¨ ¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï (ï¢® ¨«¨ ¥ï¢®), ¬®-£ãâ ¡ëâì ¤®á«®¢® ¯¥à¥¥á¥ë ¢ ¯à®áâà áâ¢® �®¡ ç¥¢áª®£®. � ª¨¬ ¯ãâ¥¬ ¬®�® ¯¥à¥-¥áâ¨ ¢ ¥£® ¯®ïâ¨¥ ® ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ ¨ ¢á¥ ¢ë¢®¤ë ® ¨å, ¥ ®¯¨à îé¨¥áï  ¯ à ««¥«ì®áâì, â. ¥. ¢á¥, ªà®¬¥ ¯®ïâ¨© ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¨ áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï.�«ï  £«ï¤®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨ «î¡ëå ¢ë¯ãª«ëå â¥« ¢¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï â®© ¥£® ¨â¥à¯à¥â æ¨¥©, ¢ ª®â®à®© ®® ¯à¥¤-



84 �. �. �����������áâ ¢«ï¥âáï ¢ãâà¥®áâìî ¥ª®â®à®£® è à  E ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥,   ¯àï¬ë¥ �®-¡ ç¥¢áª®£® ¨§®¡à � îâáï ®âà¥§ª ¬¨ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯àï¬ëå. �®£¤  ®âà¥§ª¨ ¢ á¬ëá«¥ £¥®-¬¥âà¨© �®¡ ç¥¢áª®£® ¨ �¢ª«¨¤  á®¢¯ ¤ îâ,   ¯®â®¬ã ¢áïª®¥ ¢ë¯ãª«®¥ â¥«® ¯à®áâà áâ¢ �®¡ ç¥¢áª®£® ¨§®¡à � ¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ â¥«®¬, ã ª®â®à®£® ¨áª«îç¥ë â®çª¨,¥ «¥� é¨¥ ¢ãâà¨ è à  E. �¡à â®, ¢áïª®¥ â ª®¥ ¥¢ª«¨¤®¢áª¨ ¢ë¯ãª«®¥ â¥«® H ¡ã¤¥â¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¢ë¯ãª«®¥ â¥«® H ′ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®.�á«¨ â¥«® H ¯®¤å®¤¨â ª ¯®¢¥àå®áâ¨ è à  E, â® íâ® ®§ ç ¥â, çâ® â¥«® H ′ ¡¥áª®¥ç®.� â ª ª ª H ¬®�¥â ¯®¤å®¤¨âì ª ¯®¢¥àå®áâ¨ E ¥®¤®ªà â®, â® ¡¥áª®¥ç®¥ ¢ë¯ãª«®¥â¥«® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¬®�¥â ¨¬¥âì â¥¬ á ¬ë¬ ¥áª®«ìª® (¨ ¤ �¥ ¡¥áª®¥ç®¬®£®!) ý¡¥áª®¥çëå ª®æ®¢þ.Ǒ«®áª®áâì �®¡ ç¥¢áª®£® ¨§®¡à � ¥âáï ªãáª®¬ ¯«®áª®áâ¨, «¥� é¨¬ ¢ è à¥ E,   ¯®-â®¬ã ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¯à®áâà áâ¢  �®¡ ç¥¢áª®£® ¨§®¡à � îâáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬¨¢ë¯ãª«ë¬¨ ¬®£®£à ¨ª ¬¨ á ¨áª«îç¥¨¥¬ â®ç¥ª, ¥ «¥� é¨å ¢ãâà¨ è à  E. �¥á-ª®¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¯à®áâà áâ¢  �®¡ ç¥¢áª®£® ¬®£ãâ ¨¬¥âì «î¡®¥ ª®-¥ç®¥ ç¨á«® ý¡¥áª®¥çëå ª®æ®¢þ, â®£¤  ª ª ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¡¥áª®¥çë¥¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ â ª®© ª®¥æ ¨«¨ ¤¢  (¨ â®£¤  ®¨ ï¢«ïîâáï ¯à¨§-¬ ¬¨). �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® § ç¨â¥«ì® ®¡®£ é ¥â ¨ ãá«®�ï¥â â¥®à¨î ¡¥áª®¥çëå¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®.�®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¯à®áâà áâ¢  �®¡ ç¥¢áª®£® ¨§®¡à � îâáï ª®¥çë¬¨ ¥¢-ª«¨¤®¢ë¬¨ ¬®£®£à ¨ª ¬¨ ¨ ¨å â¥®à¨ï ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¯®çâ¨ ¨ç¥£® ®¢®£®.Ǒ®ïâ¨¥ ® à §¢¥àâª¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® â ª �¥, ª ª ¢ ¥¢ª«¨-¤®¢®¬; ã�® â®«ìª® £®¢®à¨âì ® ¬®£®ã£®«ì¨ª å   ¯«®áª®áâ¨ �®¡ ç¥¢áª®£®.�¥§ã«ìâ âë § 1{3, 6, 8 ¨ 7 ¢ ç áâ¨, ª á îé¥©áï ª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ¯¥à¥®áïâáï¢ ¯à®áâà áâ¢® �®¡ ç¥¢áª®£® ¤®á«®¢®. �â® �¥ ª á ¥âáï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨®¡®¡é¥¨ï ¯®ïâ¨ï ® áä¥à¨ç¥áª®¬ ¨§®¡à �¥¨¨, â® ®¨ ¥é¥ ¬ «® ¨§ãç¥ë ¨ ¨å ¢á¥áâ®-à®¥¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¬®�¥â á«ã�¨âì â¥¬®© ç¨áâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© à ¡®âë, áã«ïé¥©,  ¤®¤ã¬ âì, ¨â¥à¥áë¥ ¨ á®¤¥à� â¥«ìë¥ à¥§ã«ìâ âë.



�«   ¢   II�¥â®¤ ¨ à¥§ã«ìâ âë
§ 1. �¥¬¬  �®è¨1. �á¥ â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, â¥®à¥¬ë ® à ¢¥-áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¥ª®â®àë¬¨ á®¢¯ ¤ îé¨¬¨ ¤ ë¬¨, ä®à¬ã«¨àã¥-¬ë¥ ¤ «ìè¥ ¢ § 3 ¨ 4, ¤®ª §ë¢ îâáï ¢ £« ¢ å III ¨ VI á ¯®¬®éìî ¥¤¨®£®¬¥â®¤ . �â® | â®â ¬¥â®¤, ª®â®àë¬ �. �®è¨ ¤®ª § « á¢®î â¥®à¥¬ã ® à -¢¥áâ¢¥ § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ëå ¨§à ¢ëå £à ¥©. �¥â®¤ �®è¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¤® ¨§ ¯à¥ªà á¥©è¨åà ááã�¤¥¨©, ª ª¨¥ â®«ìª® § ¥â £¥®¬¥âà¨ï; íâ® ¬¥¨¥, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¢á¥-®¡é¥¥. �á®¢  ¬¥â®¤   ®¤®© â®¯®«®£¨ç¥áª®© «¥¬¬¥, ª®â®àãî ¬ë ¡ã¤¥¬ §ë¢ âì «¥¬¬®© �®è¨. �ë ¤®ª �¥¬ á ç «  íâã «¥¬¬ã,   ¯®â®¬ ¯®ª -�¥¬, ª ª ¯à¨¬¥¨« ¥¥ á ¬ �. �®è¨; â¥¬ á ¬ë¬ áâ ¥â ïá®© ®¡é ï áå¥¬ ¥¥ ¯à¨¬¥¥¨ï ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨.
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�¨á. 60
�¥¬¬  �®è¨. Ǒãáâì   § ¬ªãâ®¬ ¢ë¯ãª-«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ ¥ª®â®àë¥ à¥¡à  ®â¬¥ç¥ë§ ª ¬¨ ¯«îá ¨«¨ ¬¨ãá. Ǒà¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£¢¥àè¨ë, ª ª®â®à®© ¯®¤å®¤ïâ â ª¨¥ ®â¬¥ç¥-ë¥ à¥¡à , ¬®£ãâ ¡ëâì ¯¥à¥¬¥ë § ª®¢. �â¢¥à-�¤ ¥âáï, çâ® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì, çâ®¡ë ¯à¨ ®¡å®-¤¥ ¢®ªàã£ ¢áïª®© â ª®© ¢¥àè¨ë ¡ë«® ¥ ¬¥¥¥ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª  (¤«ï ¨««îáâà æ¨¨ á¬.à¨á. 60).�â®© «¥¬¬¥ ¬®�® ¯à¨¤ âì ç¨áâ® â®¯®«®£¨-ç¥áªãî ä®à¬ã:Ǒãáâì   ¯®¢¥àå®áâ¨, £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥,§ ¤   úá¥âì à¥¡¥àû, â. ¥. § ¤ ® ª®¥ç®¥ ç¨á-«® «®¬ ëå (¨«¨ «î¡ëå ¤àã£¨å «¨¨©, £®¬¥®¬®àäëå ª �¤ ï ¯àï¬®«¨¥©-®¬ã ®âà¥§ªã), ¥ ¨¬¥îé¨å ¯®¯ à® ®¡é¨å â®ç¥ª, ªà®¬¥ ª®æ®¢ | ú¢¥à-è¨ á¥â¨û. (� ª®¢  á¥âì ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª .) � ¯ãáâì



86 �. �. �����������áà¥¤¨ ®¡« áâ¥©,   ª®â®àë¥ íâ®© á¥âìî à §¡¨¢ ¥âáï áä¥à , ¥â ¨ ®¤®©,®£à ¨ç¥®© â®«ìª® ¤¢ã¬ï à¥¡à ¬¨. (�â® ãá«®¢¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ®  ¬®£®£à ¨ª¥ ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë ¥ á®¥¤¨ïîâáï ¤¢ã¬ï à¥¡à ¬¨ 1).)�â¢¥à�¤ ¥âáï, çâ® ¥¢®§¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì à¥¡à ¬ á¥â¨ § ª¨ ¯«îá ¨ ¬¨-ãá â ª, çâ®¡ë ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ª �¤®© ¢¥àè¨ë ¡ë«® ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å¯¥à¥¬¥ § ª .�®ª §ë¢ ¥âáï ¤ �¥ ¥áª®«ìª® ¡®«ìè¥. Ǒãáâì N | ®¡é¥¥ ç¨á«® ¯¥à¥¬¥§ ª®¢ ¯à¨ ®¡å®¤ å ¢®ªàã£ ¢á¥å ¢¥àè¨,   E | ®¡é¥¥ ç¨á«® ¢¥àè¨ á¥â¨.�®£¤ 
N 6 4E − 8. (1)�§ íâ®£® ¥à ¢¥áâ¢  ãâ¢¥à�¤¥¨¥ «¥¬¬ë ¢ëâ¥ª ¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®.2. �®á¯à®¨§¢¥¤¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¥à ¢¥áâ¢  (1), ¤ ®¥ �. �®è¨. �®®á®¢ ®   ¯®¤áç¥â¥ ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ®¡« áâ¥©,   ª®â®-àë¥ ¯®¢¥àå®áâì à §¡¨¢ ¥âáï à¥¡à ¬¨ á¥â¨. �á«¨ ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥à-è¨ë A ¤¢  à¥¡à  ®ª §ë¢ îâáï á®á¥¤¨¬¨, â® ®¨ ¡ã¤ãâ á®á¥¤¨¬¨ ¨ ¯à¨®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ®¡« áâ¨, ¢ £à ¨æã ª®â®à®© ®¨ ¢å®¤ïâ. �¡à â®¥ â®�¥ ¢¥à®.
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�¨á. 61

Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¯®¤áç¨âë¢ âì ¯¥à¥¬¥ë§ ª®¢, ®¡å®¤ï ¢®ªàã£ ®¡« áâ¥©, â® ®¡-é¥¥ ¨å ç¨á«® ¡ã¤¥â â®�¥ N .�â® ¯à®áâ®¥ § ¬¥ç ¨¥ âà¥¡ã¥â ¥ª®-â®à®£® ®¡®á®¢ ¨ï. �¢¥¤¥¬   ¯®¢¥àå-®áâ¨ ®à¨¥â æ¨î ¨ ¡ã¤¥¬ ®¡å®¤¨âì ®¡-« áâì, á«¥¤ãï íâ®© ®à¨¥â æ¨¨. Ǒà¥¤¯®-«®�¨¬, çâ® ¬ë ¯à®è«¨ à¥¡à® AB, ®¡å®-¤ï ª®âãà ®¡« áâ¨ G, ¨¤ï ®â A ª B. �ã-¤¥¬ â¥¯¥àì ®£¨¡ âì ¢¥àè¨ã B,  ç¨ ïá à¥¡à  AB, ¨¤ï ¯® ®¡« áâ¨G ¤® â¥å ¯®à,¯®ª  ¥ ¤®©¤¥¬ ¤® á«¥¤ãîé¥£® à¥¡à  BC(à¨á. 61). �â® à¥¡à® ¨ ¡ã¤¥â á«¥¤ãîé¨¬§  AB ¯à¨ ®¡å®¤¥ ª ª ¢®ªàã£ ®¡« áâ¨ G,â ª ¨ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë B. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯¥à¥¬¥  § ª  ®â AB ª BC®ª �¥âáï ãçâ¥®© ¢ ®¡®¨å ®¡å®¤ å.�ã¤¥¬ ¯à®¤®«� âì ®¡å®¤ ®¡« áâ¨ G ¤ «¥¥ ¯® à¥¡àã BC ®â B ª C ¨ â. ¤.�â®â ¯à®æ¥áá ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à®¤®«� âì ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ¥ ¤®©¤¥¬ ¤® ¯à®©-¤¥®£® ã�¥ à¥¡à  ¨ ¯à¨â®¬ â ª, çâ® ¯à¨ ¤ «ì¥©è¥¬ ®¡å®¤¥ ¬ë ¤®«�ë¡ã¤¥¬ ¯à®©â¨ ¥£® ¢ â®¬ �¥  ¯à ¢«¥¨¨, çâ® ¨ ¢ ¯¥à¢ë© à §.1)�¥§ íâ®£® ãá«®¢¨ï «¥¬¬  ¥¢¥à . �®áâ â®ç® ¢§ïâì   áä¥à¥ ç¥â®¥ ç¨á«® 2n > 2¬¥à¨¤¨ ®¢ ¨ ¯®¯¥à¥¬¥® ®â¬¥â¨âì ¨å § ª ¬¨ ¯«îá ¨ ¬¨ãá. �®�® ¤ âì ¨ ¡®«¥¥á«®�ë¥ ¯à¨¬¥àë.



��. II: § 1. ����� ���� 87�¥«® ¢ â®¬, çâ® ¢ á¥â¨ ¬®£ãâ ¡ëâì à¥¡à , ¥ ®â¤¥«ïîé¨¥ ®¡« áâì G ®â¤àã£¨å,  ¯à¨¬¥à ¯®â®¬ã, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ à¥¡à® ¨¬¥¥â ¢ G á¢®¡®¤ë©ª®¥æ, ¨«¨ ¬®�¥â,  ¯à¨¬¥à, á®¥¤¨ïâì ¤¢  ®£à ¨ç¨¢ îé¨å G § ¬ªãâëåª®âãà  (á¬. à¨á. 61). � �¤®¥ â ª®¥ à¥¡à® ¡ã¤¥â ¯à®å®¤¨âìáï ¤¢ �¤ë:á ç «  ¢ ®¤®¬, ¯®â®¬ ¢ ¤àã£®¬  ¯à ¢«¥¨¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®�® áç¨-â âì, çâ® ª �¤®¥ à¥¡à® ¢å®¤¨â ¢ £à ¨æã à §ëå ®¡« áâ¥© ¨«¨ ®¤®© ¨ â®©�¥ ®¡« áâ¨ ¤¢ �¤ë ¨ ¯à®å®¤¨âáï ¢ ¤¢ãå ¯à®â¨¢®¯®«®�ëå  ¯à ¢«¥¨ïå.Ǒ®íâ®¬ã,  ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¤¢  à¥¡à  AB ¨ BC à §¤¥«ïîâ ®¡« áâ¨ G ¨ H, â®¢ G ®¨ ¯à®å®¤ïâáï ®â AB ª BC,   ¢ H ®â BC ª AB, çâ® ¤ ¥â ¯®«ë© ®¡å®¤¢®ªàã£ B. �á«¨ ¢¥àè¨  D ¥áâì á¢®¡®¤ë© ª®¥æ à¥¡à  DE, â® ¯à¨ ®¡å®¤¥¢®ªàã£ G ¬ë ®£¨¡ ¥¬ ¢¥àè¨ã D ¨ ¢®§¢à é ¥¬áï ª â®¬ã �¥ à¥¡àã DE. �¥¬á ¬ë¬ ¬ë ®¡®©¤¥¬ â ª�¥ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë D.�®¢®àï, çâ® ®¡« áâì ¨¬¥¥â n à¥¡¥à, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® à¥¡à®, ¥®â¤¥«ïîé¥¥ ¥¥ ®â ¤àã£®© ®¡« áâ¨, áç¨â ¥âáï ¤¢ �¤ë. �¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ®¡« áâ¨ ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¡®«ìè¥ ç¨á«  n ¥¥ à¥¡¥à,   ªà®¬¥â®£®, ®® ç¥â®, â ª ª ª ¯à¨ ¯®«®¬ ®¡å®¤¥ ¬ë ¢®§¢à é ¥¬áï ª ¨áå®¤®¬ã§ ªã. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ Fn ¥áâì ç¨á«® ®¡« áâ¥© á n à¥¡à ¬¨, â® ¤«ï ®¡é¥£®ç¨á«  N ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥ªã
N 6 2F3 + 4F4 + 4F5 + . . . . (2)�¤¥áì ¬ë ¯®«ì§ã¥¬áï â¥¬, çâ® ¯® ãá«®¢¨î ®¡« áâ¨ á ¤¢ã¬ï à¥¡à ¬¨ ®â-áãâáâ¢ãîâ, â. ¥. F2 = 0.�¥¯¥àì ¯à¥®¡à §ã¥¬ ®æ¥ªã (2), ¨á¯®«ì§ãï ®¡®¡é¥ãî ä®à¬ã«ã �©«¥à .�á«¨ E, K, F | ç¨á«  ¢¥àè¨, à¥¡¥à ¨ ®¡« áâ¥© á¥â¨, â®

E −K + F > 2. (3)�«ï á¢ï§®© á¥â¨, á®£« á® â¥®à¥¬¥ �©«¥à , E −K + F = 2,   ¤«ï á¥â¨¨§ H á¢ï§ëå ª®¬¯®¥â E −K +F = 1+H, ª ª íâ® ¤®ª § ® ¢ § 7 £« ¢ë I(â¥®à¥¬  5).� ª ª ª ª �¤®¥ à¥¡à® «¨¡® ¯à¨ ¤«¥�¨â ¤¢ã¬ ®¡« áâï¬, «¨¡® áç¨â ¥âáï¤¢ �¤ë ã ®¤®© ®¡« áâ¨, â® 2K =∑
n

nFn. (4)�¡é¥¥ ç¨á«® ®¡« áâ¥© F ¥áâì
F =∑

n

Fn (5)



88 �. �. ������������§ ä®à¬ã«ë (3) á«¥¤ã¥â, çâ®4E − 8 > 4K − 4F,  ¯®¤áâ ¢«ïï áî¤  K ¨ F ¨§ (4) ¨ (5), ¯®«ãç ¥¬4E − 8 >∑
n

2(n− 2)Fn = 2F3 + 4F4 + 6F5 + . . . (6)Ǒà ¢ ï ç áâì íâ®£® ¥à ¢¥áâ¢  ¥ ¬¥ìè¥ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¥à ¢¥áâ¢  (2),¯®â®¬ã çâ® ¯à¨ n > 3 ç¨á«® 2(n − 2) ¥ ¬¥ìè¥ ¡«¨� ©è¥£® ª n á¨§ãç¥â®£® ç¨á« . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨§ (2) ¨ (6) á«¥¤ã¥â
N 6 4E − 8,â. ¥. ä®à¬ã«  (1), çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�§ ¥à ¢¥áâ¢  (1) ¬®�® ¨§¢«¥çì ¥¡®«ìè®¥ ãá¨«¥¨¥ «¥¬¬ë �®è¨:� ãá«®¢¨ïå «¥¬¬ë �®è¨ ¥¢®§¬®�®, çâ®¡ë ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥§ ª  ¡ë«® ¢®ªàã£ ¢á¥å ¢¥àè¨, ªà®¬¥ âà¥å, ¢®ªàã£ ª®â®àëå ¨¬¥îâáï ¯®¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª , «¨¡® ªà®¬¥ ¤¢ãå, ¢®ªàã£ ®¤®© ¨§ ª®â®àëå ¥â ¯¥à¥¬¥§ ª ,   ¢®ªàã£ ¤àã£®© ¨å â®«ìª® ¤¢¥, «¨¡® ªà®¬¥ ®¤®©, ¢®ªàã£ ª®â®à®©«î¡®¥ ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¬¥ìè¥¥ ç¥âëà¥å. � ç¥ ¡ë«® ¡ë N > 4E − 6,¢®¯à¥ª¨ ¥à ¢¥áâ¢ã (1).�â®© ãâ®ç¥®© «¥¬¬®© �®è¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì á«ãç © ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï.3. Ǒà¨¢¥¤¥®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë �®è¨ ¢¢¨¤ã á¢®¥£® ¢ëç¨á«¨â¥«ì-®£® å à ªâ¥à  ª �¥âáï ¥áª®«ìª® â ¨áâ¢¥ë¬ ¨ ¥ à áªàë¢ ¥â  £«ï¤®-£® ®á®¢ ¨ï íâ®© «¥¬¬ë. Ǒ®íâ®¬ã ¡ã¤¥â, ¯®� «ã©, ¥ «¨è¨¬ ¤ âì ç¨áâ®£¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥¬ ¢¥áâ¨ ®â ¯à®â¨¢®£®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢ ¥ª®â®à®©á¥â¨   áä¥à¥ ¤   â ª ï à ááâ ®¢ª  § ª®¢   ¥¥ à¥¡à å, çâ® ¢®ªàã£ ª �-¤®© ¢¥àè¨ë ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª . �®§ì¬¥¬ ª ª®¥-«¨¡®à¥¡à® AB íâ®© á¥â¨, ¯®¬¥ç¥®¥ ¯«îá®¬. � ¢¥àè¨¥ B ¯®¤å®¤ïâ ªà®¬¥ ¥£®¤àã£¨¥ à¥¡à  â ª, çâ® ¢®ªàã£ B ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª .Ǒ®íâ®¬ã ¨§ B ¢ëå®¤¨â å®âï ¡ë ®¤® à¥¡à® BC, ¯®¬¥ç¥®¥ ¯«îá®¬ ¨ â ª®¥,çâ® ¢¬¥áâ¥ á à¥¡à®¬ AB ®¨ à §¤¥«ïîâ ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª B à¥¡à , ®â¬¥ç¥ë¥¬¨ãá ¬¨. �§ ¢¥àè¨ë C ®¯ïâì ¨áå®¤¨â ¯®¬¥ç¥®¥ ¯«îá®¬ à¥¡à® CD,ª®â®à®¥ ¢¬¥áâ¥ á BC à §¤¥«ï¥â à¥¡à , ®â¬¥ç¥ë¥ ¬¨ãá ¬¨. �ã¤¥¬ ¨¤-â¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â à¥¡à  AB ¯® à¥¡à ¬ BC, CD ¨ â. ¤. � ª ª ª ç¨á«®à¥¡¥à ª®¥ç®, â® ¢ ¥ª®â®àë© ¬®¬¥â ¬ë ¢¥à¥¬áï ª ã�¥ ¯à®©¤¥®© ¢¥à-è¨¥ O ¨ ¯®«ãç¨¬ ¥ª®â®àë© § ¬ªãâë© ª®âãà L (à¨á. 62). � ç áâ®¬á«ãç ¥ O ¬®�¥â á®¢¯ ¤ âì á A. �®âãà L à §¡¨¢ ¥â áä¥àã   ¤¢¥ ®¡« áâ¨;à áá¬®âà¨¬ ®¤ã ¨§ ¨å, G.



��. II: § 1. ����� ���� 89�á¥ à¥¡à  ª®âãà  L ¯®¬¥ç¥ë ¯«îá ¬¨ ¨ ª �¤ ï ¯ à  á®á¥¤¨å à¥¡¥àà §¤¥«ï¥â à¥¡à , ®â¬¥ç¥ë¥ ¬¨ãá ¬¨, ªà®¬¥, ¬®�¥â ¡ëâì, à¥¡¥à, áå®¤ï-é¨åáï ¢ ¢¥àè¨¥ O. Ǒ®íâ®¬ã ¢ ®¡« áâ¨ G á®¤¥à� âáï à¥¡à  á ¬¨ãá ¬¨,¨áå®¤ïé¨¬¨ ¨§ ¢á¥å ¥¥ ¢¥àè¨, ªà®¬¥, ¬®�¥â ¡ëâì, O.
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�¨á. 62

Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¢ãâà¨ ®¡« áâ¨ G á®-¤¥à� âáï ¢¥àè¨ë á¥â¨. �á«¨ ¡ë íâ®¡ë«® ¥ â ª, â® ª®æë ¢á¥å á®¤¥à� é¨å-áï ¢ ¥© à¥¡¥à «¥� «¨ ¡ë ¢ ¥¥ ¢¥àè¨ å.�® ¨§ ¢á¥å ¢¥àè¨, ªà®¬¥, ¬®�¥â ¡ëâì,®¤®© O, ¢ãâàì ®¡« áâ¨ G ¨¤ãâ à¥¡à ,  ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ª ª¨¥-¨¡ã¤ì ¤¢¥ á®á¥¤-¨¥ ¢¥àè¨ë ¤®«�ë ¡ëâì á®¥¤¨¥ëâ ª¨¬ à¥¡à®¬. (�â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬,¤®áâ â®ç® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¥¡¥ G ¢ ¢¨¤¥¬®£®ã£®«ì¨ª ; à¥¡à  ¢ãâà¨G ¨§®¡à -§ïâáï ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï «¨¨ï¬¨, á®-¥¤¨ïîé¨¬¨ ¥£® ¢¥àè¨ë. �® ¥¯¥à¥á¥-ª îé¨¥áï ¤¨ £® «¨ ¬®�® ¯à®¢¥áâ¨ ¨§¢á¥å ¢¥àè¨, ªà®¬¥ ¤¢ãå. �á«¨ �¥ à¥¡-à  ¨¤ãâ ¨§ ¢á¥å ¢¥àè¨, ªà®¬¥ ®¤®©, â®áà¥¤¨ ¨å ¥áâì à¥¡à®, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¤¢¥ á®á¥¤¨¥ ¢¥àè¨ë. �âà®£®¥ ¤®ª § -â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¢¥àè¨.)�® ¥á«¨ ¤¢¥ á®á¥¤¨¥ ¢¥àè¨ë X, Y ª®âãà  L á®¥¤¨¥ë à¥¡à®¬ ¢ãâ-à¨G, â® ¯®«ãç ¥âáï ¤¢ãã£®«ì ï ®¡« áâì, ®£à ¨ç¥ ï ¤¢ã¬ï à¥¡à ¬¨XY .� ¥á«¨ ¢ãâà¨ G ¥â ¢¥àè¨, â® íâ® ¡ã¤¥â ¤¢ãã£®«ì ï ®¡« áâì ¢ á¥â¨. � -ª¨å ®¡« áâ¥© ¢ á¥â¨ ¥â ¯® ãá«®¢¨î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ ®¡®âáãâáâ¢¨¨ ¢ãâà¨ G ¢¥àè¨ á¥â¨ ¥¢¥à®.Ǒãáâì A1 | ¢¥àè¨  ¢ãâà¨ G; ¨§ ¥¥ ¨áå®¤¨â ¥ª®â®à®¥ à¥¡à® A1B1, ®â-¬¥ç¥®¥ ¯«îá ¬¨. � ª �¥ ª ª ¨ à ìè¥, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® ª ¢¥àè¨¥ B1¯®¤å®¤¨â ¥é¥ à¥¡à® B1C1, â®�¥ ®â¬¥ç¥®¥ ¯«îá®¬ ¨ à §¤¥«ïîé¥¥ ¢¬¥áâ¥á A1B1 à¥¡à , ®â¬¥ç¥ë¥ ¬¨ãá ¬¨, ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª B1.�ã¤¥¬ ¨¤â¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯® à¥¡à ¬ A1B1, B1C1, C1D1 ¨ â. ¤. ¤® â¥å¯®à, ¯®ª  ¥ á«ãç¨âáï ®¤® ¨§ ¤¢ãå: «¨¡® ¬ë ¢¥à¥¬áï ª ã�¥ ¯à®©¤¥®©¢¥àè¨¥, ¨£¤¥ ¥ ¢ëå®¤ï §  ¯à¥¤¥«ë G, «¨¡® ¬ë ¤®©¤¥¬ ¤® £à ¨æë ®¡« -áâ¨ G ¢ ¥ª®â®à®© ¥¥ ¢¥àè¨¥ N .� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ § ¬ªãâë© ª®âãà L1, ª®â®àë© ¢ë¤¥«ï¥â¨§ G ®¢ãî ®¤®á¢ï§ãî ®¡« áâì G1. � íâ®© ®¡« áâ¨ G1 ¯à¨«®�¨¬ë ¢á¥ â¥à ááã�¤¥¨ï, ª ª¨¥ ¬ë ¯à¨¬¥¨«¨ ª G.�® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¯®©¤¥¬ ®â ¢¥àè¨ëN ¢ ®¡à âãî áâ®à®ã ¤® ¨áå®¤-®© ¢¥àè¨ë A1 ¨ ¤ «ìè¥ §  ¥¥. �á«¨ ¯®«ãç¥ë© ¯à¨ íâ®¬ ¯ãâì § ¬ª¥â-áï, â® ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ®¯ïâì ¯¥à¢ë© á«ãç ©. �á«¨ �¥ ® ª®ç¨âáï ¢ ¥ª®â®à®©



90 �. �. �����������¢¥àè¨¥ M ®¡« áâ¨ G, â® ¯®«ãç¨¬ «¨¨î MN , ª®â®à ï à §®¡ì¥â G   ¤¢¥®¤®á¢ï§ë¥ ç áâ¨ G′ ¨ G′′.�á«¨ ¢¥àè¨ë M ¨ N ®â«¨çë ®â O, â® ¨§ ª �¤®© ¨§ ¨å ¨¤ãâ à¥¡-à  á ¬¨ãá ¬¨ ¢ãâàì G, â. ¥. ¢ãâàì G′ ¨«¨ G′′. Ǒ®íâ®¬ã å®âï ¡ë ®¤ ¨§ ®¡« áâ¥© G′ ¨ G′′ | â ª ï, çâ® ¢ãâàì ¥¥ ¨§ ¢á¥å ¢¥àè¨, ªà®¬¥, ¬®-�¥â ¡ëâì, ®¤®©, ¨¤ãâ à¥¡à  á ¬¨ãá ¬¨. (�à¨ ¢®§¬®�ëå §¤¥áì á«ãç ï¨§®¡à �¥ë   à¨á. 63,  , ¡, ¢; ¯®¤ ª �¤ë¬ ®â¤¥«ìë¬ à¨áãª®¬ ãª § ë®¡« áâì, ®¡« ¤ îé ï âà¥¡ã¥¬ë¬ á¢®©áâ¢®¬, ¨ ¥¥ ¨áª«îç¨â¥«ì ï ¢¥àè¨- .) �ë ®¡®§ ç¨¬ íâã ®¡« áâì G1. �á«¨, áª �¥¬, N á®¢¯ ¤ ¥â á O, â®§  G1 ¡¥à¥¬ âã ¨§ ®¡« áâ¥© G′ ¨«¨ G′′, ¢ ª®â®àãî ¨¤ãâ ¨§ ¢¥àè¨ëM à¥¡à á ¬¨ãá ¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢® ¢á¥å á«ãç ïå ¨§ ®¡« áâ¨ G ¬®�® ¢ë¤¥-«¨âì ®¡« áâì G1, ®¡« ¤ îéãî â¥¬¨ �¥ á¢®©áâ¢ ¬¨, çâ® ¨ ®¡« áâì G. �®â®£¤ , ¯®¢â®àïï  è¥ à ááã�¤¥¨¥, ¬ë ¬®�¥¬ ¢ G1 ¢ë¤¥«¨âì ®¡« áâì G2¨ â. ¤. ¤® ¡¥áª®¥ç®áâ¨. �â®, ®¤ ª®, ¥¢®§¬®�® ¢¢¨¤ã ª®¥ç®áâ¨ ç¨á« à¥¡¥à á¥â¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢®®¡é¥ ¥ ¬®�¥â ¡ëâì á¥â¨ á ¯à¥¤¯®« £ ¥¬®©à ááâ ®¢ª®© § ª®¢, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.
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v)

G = G′; O | ¥¥ G = G′′; N | ¥¥ G = G′′; M | ¥¥¨áª«îç¨â¥«ì ï â®çª  ¨áª«îç¨â¥«ì ï â®çª  ¨áª«îç¨â¥«ì ï â®çª �¨á. 634. �¥¯¥àì ¯®ª �¥¬, ª ª ¯à¨¬¥ï¥âáï «¥¬¬  �®è¨ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¥£®â¥®à¥¬ë ® à ¢¥áâ¢¥ § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ®¤¨ ª®¢® á®-áâ ¢«¥ëå ¨§ à ¢ëå £à ¥©.�. �®è¨ ¤®ª §ë¢ ¥â «¥¬¬ã: ¥á«¨ ¤¢  ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ëå ã£«  á®-áâ ¢«¥ë ¨§ á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ëå ¯«®áª¨å ã£«®¢, á«¥¤ãîé¨å ¤àã£ §  ¤àã-£®¬ ¢ ®¤¨ ª®¢®¬ ¯®àï¤ª¥, â® «¨¡® íâ¨ ¬®£®£à ë¥ ã£«ë à ¢ë, «¨¡® à §-



��. II: § 2. ����� �� ����������� 91®áâ¨ ¨å á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¬¥ïîâ § ª ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥åà § ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë. (�â  «¥¬¬  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ § 1 £« ¢ë III.)Ǒãáâì â¥¯¥àì P1 ¨ P2 | ¤¢  ¬®£®£à ¨ª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬â¥®à¥¬ë �®è¨. �á«¨ ¢á¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¨å à ¢ë, â® á ¬¨ ¬®£®£à -¨ª¨ à ¢ë. �á«¨ �¥ ¥ ¢á¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë à ¢ë, â® ¯®¬¥â¨¬ ¯«îá®¬(¬¨ãá®¬) ª �¤®¥ à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª  P1, ¤¢ã£à ë© ã£®« ¯à¨ ª®â®à®¬¡®«ìè¥ (¬¥ìè¥), ç¥¬ ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ à¥¡à¥ ¬®£®£à ¨ª  P2. �®-£¤ , á®£« á® ¯à¨¢¥¤¥®© â®«ìª® çâ® «¥¬¬¥, ¢®ªàã£ ª �¤®© ¢¥àè¨ë, ªª®â®à®© ¯®¤å®¤¨â å®âï ¡ë ®¤® ®â¬¥ç¥®¥ à¥¡à®, ¡ã¤¥â ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å¯¥à¥¬¥ § ª . �® ¯® «¥¬¬¥ �®è¨ íâ® ¥¢®§¬®�®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ã ¬®-£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 ¥ ¬®�¥â ¡ëâì á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¥à ¢ëå ¤¢ã£à ëåã£«®¢, ¨ â¥®à¥¬  �®è¨ ¤®ª §   2).�®¥ç®, ¥ ¢® ¢á¥å á«ãç ïå «¥¬¬  �®è¨ ¯à¨¬¥ï¥âáï â ª ¥¯®áà¥¤áâ¢¥-®. �¤ ª® ¯à®áâë¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ à ááã�¤¥¨ï, ¥á«¨ ®¨ â®«ìª® ¥®¡-å®¤¨¬ë, ¢á¥£¤  ¯à¨¢®¤ïâ ª æ¥«¨ ¯à¨ â®¬ ¥®¡å®¤¨¬®¬ ãá«®¢¨¨, çâ® § à ¥¥¤®ª § ë «¥¬¬ë, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¥ ã�ë¥ á¢®©áâ¢  à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢  à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¥â¨.Ǒ®íâ®¬ã £« ¢ë III ¨ VI, ¯®á¢ïé¥ë¥ â¥®à¥¬ ¬ ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à -¨ª®¢,  ç¨ îâáï ¨¬¥® á ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â ª¨å «¥¬¬.
§ 2. �¥¬¬  ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ 3)1. �á¥ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ª®â®àë¥ä®à¬ã«¨à®¢ ë ¤ «ìè¥ ¢ § 3{5, ¡ã¤ãâ ¤®ª § ë (¥ áç¨â ï ¤¢ãå-âà¥å á -¬ëå ¯à®áâëå â¥®à¥¬) ¥¤¨ë¬ ¬¥â®¤®¬, ®á®¢ ë¬   ®¤®© â®¯®«®£¨ç¥-áª®© â¥®à¥¬¥, ãáâ ®¢«¥®© ¢¯¥à¢ë¥ �. �. �. �à ãíà®¬ ¢ 1912 £. ¨ ¨§¢¥áâ-®© ¯®¤  §¢ ¨¥¬ â¥®à¥¬ë ®¡ ¨¢ à¨ â®áâ¨ ®¡« áâ¨: ¥á«¨ ®¡« áâì,â. ¥. ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® G n-¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢ , £®¬¥®¬®àä-® ®â®¡à � ¥âáï   ª ª®¥-«¨¡® ¯®¤¬®�¥áâ¢® G′ n-¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®-áâà áâ¢ , â® G′ â ª�¥ ï¢«ï¥âáï ®¡« áâìî 4). �§ íâ®© â¥®à¥¬ë ¬ë ¢ë¢®-¤¨¬ «¥¬¬ã, ª®â®àãî  §ë¢ ¥¬ ý«¥¬¬®© ®¡ ®â®¡à �¥¨¨þ; ¢ ¥¤¨®®¡à §®¬2)�áâ®à¨ç¥áª¨¥ á¢¥¤¥¨ï ® â¥®à¥¬¥ �®è¨ ¬®�®  ©â¨ ¢ [200, 278, 281℄. � à¨ âë¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë ® ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ®£® ã£«  á¬. [273, 344, 352℄.�¤¨   «®£, á¯®á®¡ë© § ¬¥ïâì íâã «¥¬¬ã, ¯à¥¤«®�¥ �. �. Ǒ®£®à¥«®¢ë¬ ¨ ¤®ª §  ¢[83℄, ¤àã£®© | ¢ [107℄. �â¢¥à�¤¥¨¥, ¬®£ãé¥¥ § ¬¥ïâì «¥¬¬ã �®è¨ ® à ááâ ®¢ª¥ § -ª®¢, á¬. ¢ [213℄. �  íâ¨å ®á®¢ å ¯à¥¤«®�¥ àï¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ë �®è¨ [159, 170,205, 213℄. Ǒà¨æ¨¯¨ «ì® ¨ë¬ ¯ãâ¥¬ ®  ¤®ª §   ¢ [46℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .3)� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¥ª®â®àë¥ á¢¥¤¥¨ï ¨§ â®¯®«®£¨¨. �¨â â¥«ì, ¥§ ª®¬ë© á ¥©, ¤®«�¥ ¡ã¤¥â ¯à®ç¥áâì á ç «  § 8 íâ®© £« ¢ë, £¤¥ ¤ ¥âáï ¢ ¯à®áâ¥©è¥©ä®à¬¥ ¢¥áì ¥®¡å®¤¨¬ë© ¬ â¥à¨ «. �¯à®ç¥¬, «¥¬¬  ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï «¨èì¢ £«. IV, VII ¨ IX.4)�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¨§« £ ¥âáï ¢ § 9 íâ®© £« ¢ë. �¯à®ç¥¬, á ¬® ¥¥ ¤®ª -§ â¥«ìáâ¢® ¥ ¨£à ¥â ¤«ï  á à®«¨.



92 �. �. �����������¯à¨¬¥¥¨¨ íâ®© «¥¬¬ë ¨ á®áâ®¨â ¬¥â®¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï, ®ª®â®à®¬ ¨¤¥â à¥çì.�ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì n-¬¥àë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ â ª®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-áâà áâ¢®, ª �¤ ï â®çª  ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì, £®¬¥®¬®àäãî ¢ãâ-à¥®áâ¨ n-¬¥à®£® ªã¡  ¨ ª �¤ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ ª®â®à®£® ¬®�® § ª«îç¨âì ¢¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ®ªà¥áâ®áâ¨ 5).� ¯®¬¨¬, çâ® ¬®�¥áâ¢® M (¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥)  §ë¢ -¥âáï á¢ï§ë¬, ¥á«¨ ¥£® ¥«ì§ï à §¡¨âì   ¤¢  ¥¯ãáâëå § ¬ªãâëå ®â-®á¨â¥«ì® ¥£® ¯®¤¬®�¥áâ¢  (â. ¥. â ª, çâ®¡ë ¢áïª ï â®çª  ¯à¨ª®á®¢¥-¨ï ª �¤®£® ¨§ íâ¨å ¯®¤¬®�¥áâ¢M i, ¯à¨ ¤«¥� é ïM , á®¤¥à� « áì ¡ë¢ M i).�¢ï§®© ª®¬¯®¥â®© ¬®�¥áâ¢ M  §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥ á¢ï§®¥ ¯®¤¬®-�¥áâ¢®M ′ ¬®�¥áâ¢ M , ¥ á®¤¥à� é¥¥áï ã�¥ ¨ ¢ ª ª®¬ ¥£® á¢ï§®¬ ¯®¤-¬®�¥áâ¢¥, ¥ áç¨â ï, ª®¥ç®, á ¬®£®M ′. �®�¥áâ¢®M ¥áâì ®¡ê¥¤¨¥¨¥á¢®¨å ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ª®¬¯®¥â.2. �¥¬¬  ®¡ ®â®¡à �¥¨¨. Ǒãáâì A ¨ B | ¤¢  ¬®£®®¡à §¨ï ®¤®£®¨ â®£® �¥ ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© n. Ǒãáâì ¤ ® ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ï A ¢¬®£®®¡à §¨¥ B, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:1) � ª �¤®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥ ¬®£®®¡à §¨ï B á®¤¥à� âáï ®¡à §ë â®-ç¥ª ¨§ A.2) ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.3) ϕ ¥¯à¥àë¢®.4) �á«¨ â®çª¨ Bm (m = 1, 2, . . . ) ¬®£®®¡à §¨ï B ï¢«ïîâáï ®¡à § ¬¨â®ç¥ª Am ¬®£®®¡à §¨ïA ¨ Bm áå®¤ïâáï ª â®çª¥ B, â® ¢ A áãé¥áâ¢ã¥â â®ç-ª  A, ®â®¡à � îé ïáï ¢ B, â ª ï, çâ® ¨¬¥¥âáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì Ami¨§ â®ç¥ª Am, áå®¤ïé ïáï ª A.Ǒà¨ íâ¨å ãá«®¢¨ïå ϕ(A) = B, â. ¥. ¢á¥ â®çª¨ ¬®£®®¡à §¨ï B ®ª §ë¢ -îâáï ®¡à § ¬¨ â®ç¥ª ¬®£®®¡à §¨ï A.�â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï 4 ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,¯ãáâì Bm = ϕ(Am), B = ϕ(A) ¨ Bm áå®¤ïâáï ª B (m = 1, 2, . . . ). �®-¯ãáâ¨¬, çâ® â®çª¨ Am ¥ áå®¤ïâáï ª A. �®£¤  ¥áâì â ª ï ®ªà¥áâ®áâì â®ç-ª¨ A, ¢¥ ª®â®à®© «¥�¨â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® â®ç¥ª Am; ¯ãáâì íâ® ¡ã¤ãâ â®çª¨
Am1 , Am2 , . . . . �ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® 6)

Bmj = ϕ(Amj ); Bmj → B; B = ϕ(A),5)�®£¤  ¢ ¯®ïâ¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¢ª«îç îâáï ¥é¥ âà¥¡®¢ ¨ï á¢ï§®áâ¨ ¨ ¢®§¬®�-®áâ¨ à §¡¨¥¨ï   á¨¬¯«¥ªáë; íâ¨ âà¥¡®¢ ¨ï ¬ë ®â¡à áë¢ ¥¬.6)�âà¥«ª  ®¡®§ ç ¥â áå®¤¨¬®áâì: â®çª¨ Bmj áå®¤ïâáï ª B, â. ¥. ¤«ï ¢áïª®© ýáª®«ìã£®¤® ¬ «®©þ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨B ¬®�® ãª § âì â ª®© ®¬¥à, çâ® â®çª¨Bmj á ¡�®«ìè¨¬¨®¬¥à ¬¨ j ¢á¥ á®¤¥à� âáï ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨.



��. II: § 2. ����� �� ����������� 93¨ ¨ª ª ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì â®ç¥ª Amj ¥ ¬®�¥â áå®¤¨âìáï ª A. �®íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î 4, â ª ª ª ¯® ¢§ ¨¬®© ®¤®§ ç®áâ¨ ®â®¡à �¥-¨ï ϕ â®«ìª® ¤  ï â®çª  A ®â®¡à � ¥âáï ¢ B. �«¥¤®¢ â¥«ì®, â®çª¨ Am¤®«�ë áå®¤¨âìáï ª A, â. ¥. ϕ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢®.� ª ª ª ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ¨ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢®, â® ®®ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬. �âáî¤    ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë ®¡ ¨¢ à¨ â®-áâ¨ ®¡« áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡à § ¬®£®®¡à §¨ï a, â. ¥. ϕ(A), ¥áâì ®âªàëâ®¥¬®�¥áâ¢® ¢ B. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì B ∈ ϕ(A), â. ¥. ï¢«ï¥âáï ®¡à §®¬¥ª®â®à®© â®çª¨ A ¨§ A; ¯ãáâì UB | ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ B ∈ B, £®¬¥®-¬®àä ï ¢ãâà¥®áâ¨ ªã¡ , â. ¥. £®¬¥®¬®àä ï n-¬¥à®¬ã ¥¢ª«¨¤®¢ã ¯à®-áâà áâ¢ã. Ǒ® ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®â®¡à �¥¨ï ϕ ã â®çª¨ A áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ-®áâì VA, ®¡à § ª®â®à®© á®¤¥à�¨âáï ¢ UB . �®çª  A ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì, £®-¬¥®¬®àäãî n-¬¥à®¬ã ªã¡ã; ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥¥ á VA â ª�¥ ¥áâì ®ªà¥áâ®áâìâ®çª¨ A ¨ ®â®¡à � ¥âáï ¢ UB . �â  ®ªà¥áâ®áâì WA £®¬¥®¬®àä , ®ç¥-¢¨¤®, ®âªàëâ®¬ã ¬®�¥áâ¢ã n-¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢ . Ǒ®íâ®¬ã  ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë ®¡ ¨¢ à¨ â®áâ¨ ®¡« áâ¨ ¥¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨© ®¡à §
ϕ(WA) ¢ UB ¥áâì ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢®, â. ¥. ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ®áâìî â®çª¨ B.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢áïª ï â®çª  B ∈ ϕ(A) ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì, á®¤¥à� éãîáï¢ ϕ(A),   íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ϕ(A) | ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢®.�¬¥áâ¥ á â¥¬ ¨§ ãá«®¢¨ï 4 á«¥¤ã¥â, çâ® ϕ(A) â ª�¥ § ¬ªãâ® ¢ B. �¥©-áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ â®çª¨ Bn = ϕ(An) áå®¤ïâáï ª B, â® ¯® ãá«®¢¨î 4 áãé¥-áâ¢ã¥â â®çª  A ¨§ A, ®â®¡à � îé ïáï ¢ B, â. ¥. B ¯à¨ ¤«¥�¨â ϕ(A), ¨á«¥¤®¢ â¥«ì®, ϕ(A) § ¬ªãâ®.�® ¥á«¨ ϕ(A) ¨ ®âªàëâ®, ¨ § ¬ªãâ® ¢B, ¨ ¨¬¥¥â â®çª¨ ¢ ª �¤®© á¢ï§®©ª®¬¯®¥â¥ ¬®£®®¡à §¨ïB, â® ®® ¯à®áâ¨à ¥âáï   ¢á¥ B. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,â ª ª ª ϕ(A) ®âªàëâ®, â® ¥£® ¤®¯®«¥¨¥B�ϕ(A) § ¬ªãâ®. Ǒ®íâ®¬ã ¯¥à¥-á¥ç¥¨ï ¬®�¥áâ¢ ϕ(A) ¨ B�ϕ(A) «î¡ë¬ ¬®�¥áâ¢®¬M ¨§ B § ¬ªãâë®â®á¨â¥«ì® íâ®£® M 7). �®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ M á¢ï§ãî ª®¬¯®¥âã B′¬®£®®¡à §¨ï B. �®£¤  ä®à¬ã«  B′ = [ϕ(A) ∩B℄ ∪ [(B�ϕ(A)) ∩B′℄ ¤ ¥âà §«®�¥¨¥ ª®¬¯®¥âë B′   ¤¢  § ¬ªãâëå ®â®á¨â¥«ì® ¥¥ ¬®�¥áâ¢ .Ǒ® á¢ï§®áâ¨ ¬®�¥áâ¢  B′ â ª®¥ à §«®�¥¨¥ ¥¢®§¬®�®, â ª çâ® ®¤® ¨§¬®�¥áâ¢ ¤®«�® ¡ëâì ¯ãáâë¬. �® ¯® ãá«®¢¨î 1 ¢ B′ ¥áâì â®çª¨ ¨§ ϕ(A),â. ¥. B′ ∩ ϕ(A) ¥ ¯ãáâ®. Ǒ®íâ®¬ã ¨¬¥® (B�ϕ(A)) ∩B′ ¯ãáâ®. �«¥¤®¢ -â¥«ì®, B′ = ϕ(A)∩B′. �ã¬¬¨àãï ¯® ¢á¥¬ á¢ï§ë¬ ª®¬¯®¥â ¬, ¯®«ãç¨¬
B = ϕ(A). �¥¬¬  ¤®ª §  .3. Ǒ®ª �¥¬ â¥¯¥àì, ª ª «¥¬¬  ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¯à¨¬¥ï¥âáï ª ¤®ª § -â¥«ìáâ¢ ¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï. � ¬¥â¨¬,  ¯à¨¬¥à, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë�¨ª®¢áª®£® ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ -7)� ¬ªãâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î á®¤¥à�¨â ¢á¥ á¢®¨ â®çª¨ ¯à¨ª®á®¢¥¨ï. Ǒ®-íâ®¬ã ®¡é ï ç áâì,  ¯à¨¬¥à, ¬®�¥áâ¢ ϕ(A) ¨ M á®¤¥à�¨â ¢á¥ á¢®¨ â®çª¨ ¯à¨ª®á®-¢¥¨ï, á®¤¥à� é¨¥áï ¢M , ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, § ¬ªãâ  ®â®á¨â¥«ì®M .



94 �. �. �����������ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ 8) ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©. (�¥â «ì®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®á¬. § 1 £« ¢ë VII.)�ëïá¨¬ á ç «  ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«�ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë ¢¥è¨å ®à¬ «¥© n1,n2, . . . ,nn ¨ ¯«®é ¤¨ £à ¥©
F1, F2, . . . , Fn. �â¨ ãá«®¢¨ï á«¥¤ãîé¨¥:1) ¢¥ªâ®àë ni ¥ ª®¬¯«  àë;2) ¢á¥ Fi > 0;3) n∑

i=1niFi = 0.�¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯¥à¢ëå ¤¢ãå ãá«®¢¨© ®ç¥¢¨¤ . �à¥âì¥ ãá«®¢¨¥ ®§ ç ¥âà ¢¥áâ¢® ã«î ¢¥ªâ®à®© ¯«®é ¤¨ § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª . �®ª §ë¢ -¥âáï ®® ¯à®áâ®.Ǒãáâì T | ª ª ï-«¨¡® ¯«®áª®áâì ¨ n | ®à¬ «ì ª ¥©. �®£¤  áª «ïà®¥¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ nni ¥áâì ª®á¨ãá ã£«  ¬¥�¤ã n ¨ ®à¬ «ìî ni ª i-© £à ¨;¯®íâ®¬ã (nni)Fi ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¯«®é ¤ì ¯à®¥ªæ¨¨ íâ®© £à ¨   ¯«®á-ª®áâì T , ¢§ïâ ï á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ § ª®¬ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ã£«  ¬¥�¤ã n¨ ni.�á«¨ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á¯à®¥ªâ¨à®¢ âì   ¯«®áª®áâì T ,â® ¥£® ¯à®¥ªæ¨ï ¯®ªà®¥â   ¥© ¥ª®â®àë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¨ ¯à¨â®¬ ¤¢ �¤ë:®¤¨ à § ý¯®«®�¨â¥«ì®þ ¨ ¤àã£®© à § ý®âà¨æ â¥«ì®þ. � à¥§ã«ìâ â¥ áã¬¬ ¯à®¥ªæ¨© £à ¥© á® § ª®¬ ¡ã¤¥â à ¢  ã«î, â. ¥.
n∑

i=1 nniFi = n n∑

i=1 niFi = 0.� â ª ª ª ¯«®áª®áâì T ,   § ç¨â, ¨ ¢¥ªâ®à n ¬®�® ¢ë¡à âì ¯à®¨§¢®«ì®,â® ¥®¡å®¤¨¬®
n∑

i=1 niFi = 0.�¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£® ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® âà¨ ãª § ëå ãá«®¢¨ï ¥ â®«ìª®¥®¡å®¤¨¬ë, ® ¨ ¤®áâ â®çë ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© Fi, â. ¥. ¥á«¨ ¤ ë¥ ¥¤¨¨ç-ë¥ ¢¥ªâ®àë ni ¨ ç¨á«  Fi ã¤®¢«¥â¢®àïîâ íâ¨¬ ãá«®¢¨ï¬, â® áãé¥áâ¢ã¥â§ ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni ¨ ¯«®é ¤ï-¬¨ £à ¥© Fi.Ǒãáâì B | ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å ª®¬¯«¥ªá®¢ ç¨á¥« F1, . . . , Fn (¯à¨ ¤ ëå¥¨§¬¥ëå ¢¥ªâ®à å n1, . . . ,nn, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¯®áâ ¢«¥ë¬ ãá«®¢¨-ï¬. B ¬®�® ¨§®¡à §¨âì ª ª ¯®¤¬®�¥áâ¢® n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  Rn á8)� ¯à ¢«¥¨¥ £à ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢¥è¥© ®à¬ «ìî ª íâ®© £à ¨.



��. II: § 2. ����� �� ����������� 95ª®®à¤¨ â ¬¨ F1, . . . , Fn. �¥ªâ®à®¥ à ¢¥áâ¢® n∑

i=1niFi = 0 íª¢¨¢ «¥â®âà¥¬ áª «ïàë¬ à ¢¥áâ¢ ¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢ Rn(n−3)-¬¥àãî ¯«®áª®áâì | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® Rn−3. � íâ®¬ «¨¥©®¬¯à®áâà áâ¢¥ ¥à ¢¥áâ¢  Fi > 0 ®¯à¥¤¥«ïîâ ¥ª®â®à®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®�¥-áâ¢®. �® ¢ë¯ãª«® ª ª ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ Rn−3 á ®âªàëâë¬¨ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ -¬¨ Fi > 0, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á¢ï§®. �â® ¨ ¡ã¤¥â  è¥ ¬®£®®¡à §¨¥ B.(Ǒà¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® B ¥ ¯ãáâ®: â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï £®¢®à¨â, çâ® ¥á-«¨ áãé¥áâ¢ãîâ Fi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬, â. ¥. ¥á«¨ B ¥ ¯ãáâ®, â®áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¬®£®£à ¨ª.)� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¢á¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨P á ¤ ë¬¨¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni ª ¨å £à ï¬. � ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® ãá«®¢¨î ¢¥ªâ®àë ni ¥ ª®¬¯«  àë, ¨ áãé¥áâ¢ãîâ â -ª¨¥ Fi > 0, çâ® n∑

i=1niFi = 0. Ǒ®íâ®¬ã ¢¥ªâ®àë ni ¥  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤®¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. � â ª®¬ á«ãç ¥ ¯«®áª®áâ¨, ª á îé¨¥áï ª ª®£®-¨¡ã¤ìè à  ¢ â®çª å á ®à¬ «ï¬¨ ni, ®£à ¨ç¨¢ îâ ª®¥çë© (â¥«¥áë©) ¢ë¯ãª-«ë© ¬®£®£à ¨ª. �£® £à ¨æ  ¨ ¥áâì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ªá ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni ª ¥£® £à ï¬.� �¤ë© ¬®£®£à ¨ª P ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ ®¯®àëå ç¨á¥« h1,
h2, . . . , hn (á¬. § 2 £« ¢ë I). Ǒ®íâ®¬ã ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å ¬®£®£à ¨ª®¢ P¬®�® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª ¯®¤¬®�¥áâ¢® n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢ Rn1 á ª®®à¤¨- â ¬¨ h1, . . . , hn. �¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® íâ® ¯®¤¬®�¥áâ¢® ®âªàëâ®, ¯®â®¬ãçâ® ¯à¨ ¬ «ëå á¬¥é¥¨ïå ¯«®áª®áâ¥© £à ¥© £à ¨ ¥ ¨áç¥§ îâ.�¡ê¥¤¨¨¬ ¢ ®¤¨ ª« áá ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P , à ¢ë¥ ¨ ¯ à ««¥«ìë¥¤àã£ ¤àã£ã. � ª ª ª ¯¥à¥®á ®¯à¥¤¥«ï¥âáï âà¥¬ï á®áâ ¢«ïîé¨¬¨, â® ª �-¤ë© ª« áá § ¤ ¥âáï n − 3 ¯¥à¥¬¥ë¬¨. (�®�®,  ¯à¨¬¥à, ¢ë¡à âì ¢ ª -ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï ª« áá  ¬®£®£à ¨ª á æ¥âà®¬ âï�¥áâ¨ ¢  ç «¥.)�®�¥áâ¢® ¢á¥å íâ¨å ª« áá®¢ A ®¡à §ã¥â (n− 3)-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ A.�â ª, ¬®£®®¡à §¨ï A ¨ B ¨¬¥îâ ®¤® ¨ â® �¥ ç¨á«® ¨§¬¥à¥¨© n− 3.� ª ª ª ¯«®é ¤¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  ¢á¥£¤  ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬â¥®à¥¬ë, â® ¬ë ¨¬¥¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ï A ¢ B.�á«¨ ¬ë ¯®ª �¥¬, çâ® ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢á¥¬ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à -�¥¨¨, â® â¥¬ á ¬ë¬ ®ª �¥âáï, çâ® ¢áïª ï â®çª  ¨§ B ¥áâì ®¡à § â®çª¨¨§ A, â. ¥. çâ® ¤«ï ¢áïª®© á®¢®ªã¯®áâ¨ ç¨á¥« F1, . . . , Fn, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥©ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë, áãé¥áâ¢ã¥â ¬®£®£à ¨ª á â ª¨¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©.� ª ª ª B á¢ï§®, â® ãá«®¢¨¥ 1 «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¢ë¯®«ï¥âáï  ¢-â®¬ â¨ç¥áª¨. �§ ¨¬ ï ®¤®§ ç®áâì ®â®¡à �¥¨ï ϕ á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, â ª�¥ ®âªàëâ®© �¨ª®¢áª¨¬ (¤®ª § â¥«ìáâ¢® | ¢ § 3 £« -¢ë VI): ¯à¨ ¤ ëå ®à¬ «ïå ni ¨ ¯«®é ¤ïå £à ¥© Fi § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª-«ë© ¬®£®£à ¨ª ¥¤¨áâ¢¥ á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á . �  ï§ëª¥ ¬®£®®¡-



96 �. �. �����������à §¨© A ¨ B íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ª �¤®© ¤ ®© â®çª¥ B ∈ B ¬®�¥â ®â¢¥ç âìâ®«ìª® ®¤¨ ª« áá A ∈ A. �¥¯à¥àë¢®áâì ®â®¡à �¥¨ï ϕ ®ç¥¢¨¤  ¨§¥¯à¥àë¢®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯«®é ¤¥© £à ¥© ®â ¯®«®�¥¨ï £à ¥©, â. ¥. ®â®¯®àëå ç¨á¥«. �áâ ¥âáï ç¥â¢¥àâ®¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë, ª®â®à®¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï¡¥§ ®á®¡®£® âàã¤  (á¬. § 1 £« ¢ë VII).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ã¡¥�¤ ¥¬áï, çâ® ¢á¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨¢ë¯®«¥ë, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .4. �  íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¢¨¤ë ®á®¢ë¥ ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨  è¥£® ¬¥â®¤ . � ¯à¨-¬¥¨¬ ¢ â ª¨å á«ãç ïå, ª®£¤  â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨¬¥¥â ä®à¬ã: ý¤«ï ¢áïª®£® a áã-é¥áâ¢ã¥â b ¨, ®¡à â®, ¤«ï ¢áïª®£® b áãé¥áâ¢ã¥â aþ 9). �  è¥¬ ¯à¨¬¥à¥ a ®¡®§ ç ¥â§ ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, b | á®¢®ªã¯®áâì ç¨á¥« Fi ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¬¥¤¨¨çëå ¢¥ªâ®à®¢ ni, ¯à¨ç¥¬ Fi ¨ ni ¤®¯ãáª îâáï â®«ìª® â ª¨¥, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë-¯®«ïîâáï ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë. �¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£® ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® ª ª ¤«ï ¢áïª®£®¬®£®£à ¨ª  a áãé¥áâ¢ã¥â á®¢®ªã¯®áâì b ¯«®é ¤¥© ¨ ®à¬ «¥© ¥£® £à ¥©, â ª ¨ ¤«ï¢áïª®© á®¢®ªã¯®áâ¨ b ç¨á¥« Fi ¨ ¢¥ªâ®à®¢ ni, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ã�ë¬ ãá«®¢¨ï¬, áã-é¥áâ¢ã¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¬®£®£à ¨ª a. � ª®£® à®¤  ãâ¢¥à�¤¥¨ï áãâì â¥®à¥¬ë ®¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨ïå. � ª, ¢  è¥¬ ¯à¨¬¥à¥ à¥çì ¨¤¥â ® ¥®¡å®¤¨¬ëå¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨ïå â®£®, çâ®¡ë ¤ ë¥ ç¨á«  Fi ¨ ¢¥ªâ®àë ni ¬®£«¨ ¡ëâì á®®â¢¥â-áâ¢¥® ¯«®é ¤ï¬¨ ¨ ®à¬ «ï¬¨ £à ¥© § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . �¥®¡-å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨© ç áâ® ®ª §ë¢ ¥âáï ®ç¥¢¨¤®©, ¨ áãé¥áâ¢¥ë¬ ®ª §ë¢ ¥âáï â®«ìª®¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨å ¤®áâ â®ç®áâ¨. �á¥ ¤®ª §ë¢ ¥¬ë¥ ¢ íâ®© ª¨£¥ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ -¨ï ¨«¨ â¥®à¥¬ë ® ¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨ïå ¨¬¥îâ ¨¬¥® íâ®â å à ªâ¥à.� «¥¥, ¢ ¯à¥¤« £ ¥¬®¬ ¬¥â®¤¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤®«�  ¯à¥¤è¥áâ¢®¢ âìá®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨. � ¬® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ϕ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® à á-á¬ âà¨¢ ¥¬ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¡ë¢ ¥â ®¡ëç® ¥áâ¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¥ë¬; ¤«ï ®¡¥á¯¥ç¥¨ï �¥¢§ ¨¬®© ®¤®§ ç®áâ¨ ®â®¡à �¥¨ï ¬®£®®¡à §¨¥ á¯¥æ¨ «ì® áâà®¨âáï á ãç¥â®¬ ýâ®ç-®áâ¨þ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, ¤«ï ç¥£® ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ í«¥¬¥â®¢¬®£®®¡à §¨ï ¨â¥à¥áãîé¨¥  á ®¡ê¥ªâë ®¡ê¥¤¨ïîâáï ¢ ª« ááë ¨«¨ á ¡� îâáï ¤®-¯®«¨â¥«ìë¬¨ à §«¨ç¨ï¬¨.� ª, ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£® ¬®£®®¡à §¨¥ A á®áâ®¨â ¨§ ª« áá®¢ ¬®-£®£à ¨ª®¢, ®â«¨ç îé¨åáï «¨èì ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬. �«¨ ¤àã£®© ¯à¨¬¥à: ¯à¨¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®© á®®â¢¥âáâ¢¨¥ à §¢¥àâ-ª¨ ¬®£®£à ¨ªã áâ ®¢¨âáï ¥áâ¥áâ¢¥® ®¤®§ çë¬ ¯®á«¥ â®£®, ª ª ¬®£®£à ¨ªà áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢¬¥áâ¥ á  ¥á¥®©   ¥¬ á¥âìî à¥¡¥à ¥ª®â®à®© à §¢¥àâª¨. �ë ®£à -¨ç¨¢ ¥¬áï § â¥¬ à §¢¥àâª ¬¨ ¨ á¥âï¬¨ ¥ª®â®à®£® ä¨ªá¨à®¢ ®£® áâà®¥¨ï. � ª®¥æ,¨¬¥ï æ¥«ìî á¤¥« âì á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¨ ¢§ ¨¬® ®¤®§ çë¬, ¬ë ®¡ê¥¤¨ï¥¬ ¢ ®¤¨ ª« áá¬®£®£à ¨ª¨, á®¢¬¥é îé¨¥áï ¢¬¥áâ¥ á  ¥á¥ë¬¨   ¨å á¥âï¬¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬. � áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ A á®áâ®¨â ¨§ íâ¨å ª« áá®¢.Ǒà¨ íâ®¬ ¬®£«® ¡ë ¡ëâì, çâ® A ¯ãáâ®. �¤ ª® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯¥à¢®£® âà¥¡®¢ ¨ï«¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨, ®ç¥¢¨¤®, ã�¥ á®¤¥à�¨âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¯ãáâ®âë ¬®£®®¡-à §¨ï A. �¬¥áâ¥ á â¥¬, £®¢®àï ä®à¬ «ì®, ¯ãáâ®¥ ¬®�¥áâ¢® â®�¥ ¥áâì n-¬¥à®¥ ¬®£®-®¡à §¨¥, ¯®â®¬ã çâ® ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¬®£®®¡à §¨ï âà¥¡®¢ ¨¥ ¥¯ãáâ®âë ®âáãâáâ¢ã¥â.5. �â®â ®¡é¨© ¬¥â®¤ ¯à¨«®�¨¬, ª®¥ç®, ¥ â®«ìª® ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬ áãé¥áâ¢®¢ -¨ï ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢. � ¯à¨¬¥à, ¯®«ì§ãïáì ¨¬, ¬®�® ¤®ª § âì ý®á®¢ãî â¥®à¥¬ã «£¥¡àëþ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ n ª®à¥© ã ¬®£®ç«¥  n-© áâ¥¯¥¨. � ª ç¥áâ¢¥ ¬®£®®¡à -9)�â®â ä ªâ á ¬ ¯® á¥¡¥, ª®¥ç®, ¥ ®§ ç ¥â  «¨ç¨ï ®¤®§ ç®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï¬¥�¤ã ®¡ê¥ªâ ¬¨.



��. II: § 3. ������� ������������� ���������� 97§¨ï B ¡¥à¥âáï ¬®£®®¡à §¨¥ ¬®£®ç«¥®¢ n-© áâ¥¯¥¨ á ª®¬¯«¥ªáë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨¨ á® áâ àè¨¬ ª®íää¨æ¨¥â®¬ ¥¤¨¨æ , ¨áª«îç ï ¬®£®ç«¥ë á ªà âë¬¨ ª®àï¬¨. �ª ç¥áâ¢¥ A ¡¥à¥âáï ¬®£®®¡à §¨¥ á®¢®ªã¯®áâ¥© A ¯® n à §«¨çëå ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«¡¥§ ãª § ¨ï ¯®àï¤ª . �¡  ¬®£®®¡à §¨ï 2n-¬¥àë¥. � ª®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤ ® ¢ ¬®-¥© à ¡®â¥ [10℄. �®�® ¤ âì ¤àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨ â®£® �¥ ¬¥â®¤  ª § ¤ ç ¬ «£¥¡àë. Ǒà¨«®�¥¨¥ ª ®¤®© â¥®à¥¬¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¢ â¥®à¨¨ äãªæ¨¨ ª®¬¯«¥ªá®©¯¥à¥¬¥®© ¡ë«® ¤ ® �. �. �®«ã§¨ë¬ [94℄. �®§¬®�®, ¨§¢¥áâë ¨ ¤àã£¨¥, ¬®�¥â ¡ëâì¥é¥ ¡®«¥¥ à ¨¥, ¯à¨«®�¥¨ï â®£® �¥ ¬¥â®¤  10). �â®¨â ¥é¥ ®â¬¥â¨âì, çâ® ¯®ª  ¥â¨ª ª®£® ¤àã£®£® ¬¥â®¤ , ¥ áç¨â ï   «®£¨ç®£® ¬¥â®¤ , ® ª®â®à®¬ à¥çì ¢ § 6 ¯◦ 7, 8,ª®â®àë© ¯®§¢®«ï« ¡ë ¤®ª § âì ¢á¥ ¯®«ãç¥ë¥ ¢ íâ®© ª¨£¥ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï.�áâ â¨ áª § âì, íâ® áãâì ¢®®¡é¥ ¢á¥ ¯®ª  ¨§¢¥áâë¥ ®¡é¨¥ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à á-á¬ âà¨¢ ¥¬®£® â¨¯  ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ (â. ¥. ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® à¥çì ¨¤¥â ®¤ ëå, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¬®£®£à ¨ª). �®«ìª® ¤«ï â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£® ¨ ¥©   «®-£¨çëå (â¥®à¥¬ë 9 ¨ 11 § 4) ¨§¢¥áâë ¤àã£¨¥ ¬¥â®¤ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢  11).
§ 3. � ¤ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  à §¢¥àâª®©(�¡§®à à¥§ã«ìâ â®¢ £« ¢ III, IV ¨ V)1. �¥çì ¨¤¥â ® áª«¥¨¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¨§ à §¢¥àâª¨ ¢ â®¬ á¬ëá«¥,ª ª íâ® ¡ë«® ®¯à¥¤¥«¥® ¢ § 6 £« ¢ë I.� § 6 ¨ 7 £« ¢ë I ¡ë«¨ ¢ëïá¥ë ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«�  ã¤®¢«¥â¢®àïâìà §¢¥àâª  § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª :1) ý�á«®¢¨¥ ¯®«®�¨â¥«ì®áâ¨ ªà¨¢¨§ëþ: áã¬¬  ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¯à¨áª«¥¨¢ ¨¨ ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥ à §¢¥àâª¨, ¤®«�  ¡ëâì ¥ ¡®«¥¥ 2π ¤«ï ª �-¤®© ¢¥àè¨ë.�ã¬¬  ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª ,¢á¥£¤  ¬¥ìè¥ 2π. �®¯ãáª ¥¬ ï ¢®§¬®�®áâì à ¢¥áâ¢  áã¬¬ë ã£«®¢ 2π®§ ç ¥â â®«ìª®, çâ® ¢¥àè¨  à §¢¥àâª¨ ¬®�¥â ¤ âì ¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨ ¥¢¥àè¨ã ¬®£®£à ¨ª , ® â®çªã ¢ãâà¨ £à ¨ ¨«¨ à¥¡à .�«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ® ãá«®¢¨¥ ¥®¡å®¤¨¬® ¤«ï à §¢¥àâª¨ ¢áïª®£® ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª .2) ý�á«®¢¨¥ �©«¥à þ: ¥á«¨ f , k, e ®¡®§ ç îâ ç¨á«® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢,ç¨á«® à¥¡¥à ¨ ç¨á«® ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨, â® ¤®«�® ¡ëâì f − k + e = 2.�¥®¡å®¤¨¬®áâì íâ®£® ãá«®¢¨ï ¤«ï à §¢¥àâª¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ¨ª  ¤®ª §   â¥®à¥¬®© 6 § 7 £« ¢ë I. (� ¯®¬¨ ¥¬, çâ® áª«¥¨¢ ¥¬ë¥áâ®à®ë ¨ ¢¥àè¨ë áç¨â îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® §  ®¤® à¥¡à® ¨«¨ ®¤ã ¢¥à-è¨ã à §¢¥àâª¨ ¨ çâ® ¢á¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ à §¢¥àâª¨ ¯à¥¤¯®« £ îâáï ¯®ãá«®¢¨î ¯à®áâë¬¨.)10)� ¯à¨¬¥à, ¢ á ¬®¬ ¯à¨¬¨â¨¢®¬ ®¤®¬¥à®¬ á«ãç ¥ ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨§¢¥áâë©¬¥â®¤ ¯à®¤®«�¥¨ï ¯® ¯ à ¬¥âàã, ¯à¨¬¥ï¢è¨©áï ¥é¥ �. �. �¥àèâ¥©®¬ [66, á. 79℄. |Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .11)�  ¯®ï¢¨¢è¨¥áï ¯®§�¥  «ìâ¥à â¨¢ë¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®â¤¥«ìëå â¥®à¥¬ ¡ã¤¥âãª § ® ¢ ¯®¤áâà®çëå ¯à¨¬¥ç ¨ïå. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



98 �. �. ������������ § «®áì, ã�® ¡ë«® ¡ë ¤®¡ ¢¨âì ¥é¥, çâ® à §¢¥àâª  ¥ á®¤¥à�¨â ¡¥á-ª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ¥ ¨¬¥¥â £à ¨æë. �® â¥®à¥¬ ¬¨ 7 ¨ 8 § 7£« ¢ë I ãáâ ®¢«¥®, çâ® ¤«ï â ª¨å à §¢¥àâ®ª ¢á¥£¤  f −k+ e < 2,   ¯®â®¬ããá«®¢¨¥ �©«¥à  ã�¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ª®¥ç®áâì ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ®âáãâáâ¢¨¥£à ¨æë.2. �á«¨ áç¨â âì §  § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª «î¡®© ¤¢ �¤ë¯®ªàëâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, â. ¥. áª«¥¥ë© ¨§ ¤¢ãå  «®�¥ëå¤àã£   ¤àã£  à ¢ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, â® ¬®�® ãâ¢¥à�¤ âì á«¥¤ãîé¥¥:1. �®à¬ã«¨à®¢ ë¥ ãá«®¢¨ï ¥ â®«ìª® ¥®¡å®¤¨¬ë, ® ¨ ¤®áâ â®çë¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¨§ ¤ ®© à §¢¥àâª¨ ¬®�® ¡ë«® áª«¥¨âì § ¬ªãâë© ¢ë-¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. Ǒà¨ íâ®¬ â ª¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ ¬®�¥â ¡ëâì â®«ìª®¤¢ : ®¤¨ ï¢«ï¥âáï §¥àª «ìë¬ ®â®¡à �¥¨¥¬ ¤àã£®£® ¨«¨, çâ® â® �¥ á -¬®¥, ®¤¨ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¤àã£®£® ¢ë¢®à ç¨¢ ¨¥¬   «¥¢ãî áâ®à®ã. (�á«¨¬®£®£à ¨ª ¨¬¥¥â ¯«®áª®áâì á¨¬¬¥âà¨¨, â® íâ® ¤ ¥â â®â �¥ ¬®£®£à -¨ª. �®£®£à ¨ª¨, à §«¨ç îé¨¥áï â®«ìª® ¯®«®�¥¨¥¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥,¥ áç¨â îâáï à §«¨çë¬¨.)�«ãç © ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¬ë ¥¨§¡¥�® ¤®«�ë ¯à¨-ïâì ¢® ¢¨¬ ¨¥, ¯®â®¬ã çâ® à §¢¥àâª  ¬®�¥â,  ¯à¨¬¥à, á®áâ®ïâì ¨§ ¤¢ãåª¢ ¤à â®¢, ª®â®àë¥ ¯® § ¤ ¨î ã�® áª«¥¨¢ âì ¤àã£ á ¤àã£®¬ ¯® áâ®à®- ¬. �ç¥¢¨¤®, ¢á¥ ¯®áâ ¢«¥ë¥ ãá«®¢¨ï §¤¥áì ¢ë¯®«¥ë. �®âï ¤ ë©á«ãç © ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¢ëà®�¤¥¨¥, â¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¬ë ¥ ¨áª«îç ¥¬ ¥£®, ¯®-â®¬ã çâ® íâ® ãá«®�¨«® ¡ë ä®à¬ã«¨à®¢ªã  è¥£® à¥§ã«ìâ â . � «¥¥, ¢íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¨ ¢ £« ¢ å III ¨ IV, ¯®á¢ïé¥ëå ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ãª § -®£® à¥§ã«ìâ â  ¨ ¤àã£¨å, á ¨¬ á¢ï§ ëå, ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë© ¢ë¯ãª«ë©¬®£®ã£®«ì¨ª áç¨â ¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬, ¥á«¨ â®«ìª® ï¢® ¥®£®¢®à¥® ¯à®â¨¢®¥.�®¡áâ¢¥® £®¢®àï, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¤®ª §ë¢ âì â¥®à¥¬ã 1 ¢¥áª®«ìª® ¨®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥. � ª ¡ë«® ¤®ª § ® ¢ § 7 £« ¢ë I (â¥®à¥¬  6),à §¢¥àâª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î �©«¥à  f − k + e = 2, £®¬¥®¬®àä áä¥à¥. Ǒ®íâ®¬ã â¥®à¥¬ã 1 ¬®�® ä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª:1∗. �§ ¢áïª®© £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥ à §¢¥àâª¨, ¨¬¥îé¥© áã¬¬ë ã£«®¢ ¯à¨¢¥àè¨ å 6 2π, ¬®�® áª«¥¨âì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¨ ¯à¨-â®¬ â®«ìª® ®¤¨ á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï.3. Ǒà¥¨¬ãé¥áâ¢® ãá«®¢¨ï �©«¥à  á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ®®, â ª �¥ ª ª¤àã£¨¥ ãá«®¢¨ï,  « £ ¥¬ë¥   à §¢¥àâªã ¯® ¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯à®¢¥àï¥âáï¡¥§ âàã¤  ¤«ï ª �¤®© ¤ ®© à §¢¥àâª¨, ¨ ¯®â®¬ã ¢á¥£¤  ¨¬¥¥âáï ä ªâ¨-ç¥áª ï ¢®§¬®�®áâì à¥è¨âì ¢®¯à®á, ¬®�® «¨ ¨§ ¥¥ áª«¥¨âì § ¬ªãâë©¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¨«¨ ¥â. Ǒà¨ íâ®¬ ¢®¢á¥ ¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï § à -¥¥, çâ® ¨§ ¤ ®© à §¢¥àâª¨ ¢®®¡é¥ ¬®�® áª«¥¨âì ª ª®© ¡ë â® ¨ ¡ë«®¬®£®£à ¨ª: â ª ï ¢®§¬®�®áâì ¤®ª §ë¢ ¥âáï, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë ãª § -ë¥ ãá«®¢¨ï. � ª ª ª â ª®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¬®�¥â ¡ëâì â®«ìª®



��. II: § 3. ������� ������������� ���������� 99®¤¨ (á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨ ý¢ë¢®à ç¨¢ ¨ï   «¥¢ãî áâ®à®ãþ), â®¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨ à §¢¥àâª¨ ® ¯®«ãç ¥âáï ª ª ¡ë á ¬ á®¡®© 12). �¤ ª® ¬ë¥ ¬®�¥¬ áª § âì § à ¥¥, ª ª®© ¨¬¥® ® ¯®«ãç¨âáï. �¥«® ¢ â®¬, çâ®¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¨ à¥¡à  à §¢¥àâª¨ ¬®£ãâ ¢®¢á¥ ¥ á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì £à ï¬¨ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª ; § à ¥¥ ¨§¢¥áâ® â®«ìª®, çâ® ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®-£à ¨ª  ¡ã¤ãâ â¥ ¢¥àè¨ë à §¢¥àâª¨, áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ª®â®àëå < 2π.Ǒà¨¬¥àë à §¢¥àâ®ª, à¥¡à  ª®â®àëå ¥ ®â¢¥ç îâ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª , ¡ë-«¨ ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ § 6 £« ¢ë I (à¨á. 37 ¨ 38).
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v)�¨á. 64�¯à¥¤¥«¨âì ¯® à §¢¥àâª¥ áâà®¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª , â. ¥.  ©â¨ ¢ à §¢¥àâ-ª¥ ¨áâ¨ë¥ ¥£® à¥¡à , ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï § ¤ ç¥©, ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ª®â®à®©,¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¡¥§ ¤¥�® âàã¤®. �  à¥è ¥âáï á®¢á¥¬ ¯à®áâ® «¨èì ¤«ïâ¥âà í¤à  13). �¥«® ¢ â®¬, çâ® á ã¢¥«¨ç¥¨¥¬ ç¨á«  ¢¥àè¨ ç¨á«® à §«¨ç-ëå áâà®¥¨© ¬®£®£à ¨ª®¢ à áâ¥â ªà ©¥ ¡ëáâà®. �á«¨ n(e) | ç¨á«®áâà®¥¨© ¬®£®£à ¨ª  á e ¢¥àè¨ ¬¨, â® n(4) = 1, n(5) = 2, n(6) = 7,12)�§ à §¢¥àâª¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¬®�®, ª®¥ç®, áª«¥¨âì áª®«ìª® ã£®¤®¥¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �â®¨â «¨èì,  ¯à¨¬¥à, ¯à®¤ ¢¨âì ¬®£®£à ¨ª ¢ ®ªà¥áâ-®áâ¨ ª ª®©-¨¡ã¤ì ¨§ ¢¥àè¨. Ǒ®íâ®¬ã á«®¢  ýá ¬ á®¡®©þ á«¥¤ã¥â ¯®¨¬ âì ¢ â®¬á¬ëá«¥, çâ® ¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨ ã�® «¨èì á«¥¤¨âì §  ¢ë¯ãª«®áâìî.13)�¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  ¤®«�ë ¡ëâì ªà âç ©è¨¬¨ «¨¨ï¬¨, á®¥¤¨ïîé¨¬¨ ¢¥àè¨-ë à §¢¥àâª¨, £¤¥ áã¬¬ë ã£«®¢ < 2π. �à®¬¥ â®£®, ¬¥�¤ã ¯«®áª¨¬¨ ã£« ¬¨ £à ¥© ¯à¨®¤®© ¢¥àè¨¥ ¤®«�ë ¢ë¯®«ïâìáï ¥à ¢¥áâ¢ : ª �¤ë© ¨§ ã£«®¢ ¥ ¡®«ìè¥ áã¬¬ë®áâ «ìëå. �á«¨ ã¬¥âì ¯à®¢®¤¨âì ¢ à §¢¥àâª¥ ªà âç ©è¨¥, ¤«ï ç¥£® ¬®�® ãª § âìíää¥ªâ¨¢ë© á¯®á®¡, â® ¯®«ãç ¥âáï ª®¥ç®¥ ç¨á«® ¢®§¬®�®áâ¥©, ¨§ ª®â®àëå ã�-® ¢ë¡à âì ®¤ã, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî áâà®¥¨î ¬®£®£à ¨ª . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥âáï¯à¨æ¨¯¨ «ì ï ¢®§¬®�®áâì à¥è¨âì § ¤ çã ® áª«¥¨¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  íää¥ªâ¨¢®.�¯à®ç¥¬, ¬¥ ¤ã¬ ¥âáï, íää¥ªâ¨¢®áâì ¥ ¨â¥à¥á : ¡®«¥¥ ¢ �® â®, çâ® ¢ á¨«ã ¥¤¨-áâ¢¥®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª ¯®«ãç ¥âáï ¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨ ýá ¬ á®¡®©þ, ª ª®© ã�®.



100 �. �. �����������
n(7) = 34, n(8) = 257 14). �à®¬¥ â®£®, ¯à¨ ¥¯à¥àë¢®¬ ¨§¬¥¥¨¨ à §¢¥àâ-ª¨ áâà®¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  ¬®�¥â ¬¥ïâìáï. Ǒà®áâ®© ¯à¨¬¥à â®¬ã ¤ ¥âáï  à¨á. 64, £¤¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¡ ¨ ¢ ¯®«ãç îâáï ¨§   ¯ãâ¥¬ ¥¯à¥àë¢®£®®¯ãáª ¨ï ¢¥àè¨ A ¨ B. �âà¨å®¢ ï «¨¨ï AB   ¬®£®£à ¨ª å ¡ ¨¢ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥¡àã ¥£® à §¢¥àâª¨, ª®â®à ï ¨¬¥¥â â® �¥ áâà®¥¨¥, çâ® ¨¥áâ¥áâ¢¥ ï à §¢¥àâª  ¬®£®£à ¨ª   .4. Ǒ®áª®«ìªã à §¢¥àâª  ¥ á¢ï§   á ¬®£®£à ¨ª®¬ ®¤®§ ç®, ¥áâ¥-áâ¢¥® á¯à®á¨âì, ª ª¨¥ ®¤®§ ç® á¢ï§ ë¥ á ¬®£®£à ¨ª®¬ ¤ ë¥§ ª«îç îâáï ¢ à §¢¥àâª¥.� ª ã�¥ £®¢®à¨«®áì ¢ ¯◦ 2 § 6 £« ¢ë I, à §¢¥àâª  ®¯à¥¤¥«ï¥â ý¢ãâà¥-îî ¬¥âà¨ªãþ ¬®£®£à ¨ª . Ǒãáâì X ¨ Y | ¤¢¥ â®çª¨ ¬®£®£à ¨-ª  P ; §  à ááâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¯à¨¨¬ ¥âáï â®ç ï¨�ïï £à ¨æ  ¤«¨ á®¥¤¨ïîé¨å ¨å «®¬ ëå, «¥� é¨å   P . �â® à á-áâ®ï¨¥ ρR(X,Y ) ª ª äãªæ¨ï ¯ àë â®ç¥ª X, Y ¨  §ë¢ ¥âáï ¢ãâà¥¥©¬¥âà¨ª®© ¬®£®£à ¨ª .Ǒãáâì R | à §¢¥àâª  ¬®£®£à ¨ª  P . �á«¨ X ′ ¨ Y ′ | ¤¢¥ â®çª¨à §¢¥àâª¨, â® ¨å ¬®�® á®¥¤¨¨âì ¢ à §¢¥àâª¥ R «®¬ ë¬¨, á®áâ ¢«¥ë-¬¨ ¨§ ®âà¥§ª®¢, «¥� é¨å   ¬®£®ã£®«ì¨ª å à §¢¥àâª¨ ¨ á®¥¤¨ïîé¨åáï¤àã£ á ¤àã£®¬ ¢ ®â®�¤¥áâ¢«¥ëå â®çª å £à ¨æ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢.�®çãî ¨�îî £à ¨æã ¤«¨ â ª¨å «®¬ ëå ¥áâ¥áâ¢¥® áç¨â âì à ááâ®-ï¨¥¬ ρR(X ′, Y ′) ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ X ′ ¨ Y ′ ¢ à §¢¥àâª¥ R. �á«¨ ¯à¨ áª«¥¨-¢ ¨¨ ¨§ à §¢¥àâª¨ R ¬®£®£à ¨ª  P â®çª¨ X ′, Y ′ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ â®çª¨ X,
Y   R, â®, ®ç¥¢¨¤®, ρR(X ′, Y ′) = ρR(X,Y ). �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, áª«¥¨¢ ¨¥¬®£®£à ¨ª  P ¨§ à §¢¥àâª¨R ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡-à �¥¨¥ R   P , â. ¥. ®â®¡à �¥¨¥, á®åà ïîé¥¥ à ááâ®ï¨ï. �á¥ à §¢¥àâª¨®¤®£® ¨ â®£® �¥ ¬®£®£à ¨ª , ®ç¥¢¨¤®, ¨§®¬¥âà¨çë ¬¥�¤ã á®¡®© (â. ¥.¤®¯ãáª îâ ®â®¡à �¥¨ï ¤àã£   ¤àã£ , á®åà ïîé¨¥ à ááâ®ï¨ï).� §¢¥àâªã ¬®�® âà ªâ®¢ âì ª ª ª®ªà¥âë© á¯®á®¡ § ¤ ¨ï ¢ãâà¥¥©¬¥âà¨ª¨ ¬®£®£à ¨ª . � ª ã�¥ ¡ë«® ãª § ®, ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï �©«¥à  à §-¢¥àâª  § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ®ª §ë¢ ¥âáï £®¬¥®¬®àä®©áä¥à¥. �â®¡à §¨¢ à §¢¥àâªã R   áä¥àã S, ¬ë ¯¥à¥¥á¥¬   S ¬¥âà¨ªã ρRà §¢¥àâª¨ R, â. ¥. ª �¤®© ¯ à¥ â®ç¥ª X, Y áä¥àë S á®¯®áâ ¢¨¬ à ááâ®ï¨¥
ρR(X,Y ), à ¢®¥ à ááâ®ï¨î á®®â¢¥âáâ¢¥ëå â®ç¥ª ¢ à §¢¥àâª¥ R. (�â®à ááâ®ï¨¥   áä¥à¥, ª®¥ç®, ¥ ¨¬¥¥â ¨ç¥£® ®¡é¥£® á á®¡áâ¢¥®© ¬¥âà¨-ª®© áä¥àë; áä¥à  ¬ëá«¨âáï §¤¥áì ª ª  ¡áâà ªâ®¥ ¬®£®®¡à §¨¥.) � íâ®©¬¥âà¨ª¥ ρR ª �¤ ï â®çª  áä¥àë S ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì â ªãî �¥, ª ª â®çª  ¢à §¢¥àâª¥, â. ¥. ¨§®¬¥âà¨çãî ¬®£®£à ®¬ã ã£«ã, ¢ ç áâ®áâ¨ ªãáªã ¯«®á-ª®áâ¨. Ǒ®á«¥¤¨© á«ãç © § ¢¥¤®¬® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï â®ç¥ª, «¥� é¨å ¢ãâà¨14)n(9) = 2606; ® å à ªâ¥à¥ à®áâ  á«¥¤ãîé¨å ç¨á¥« á¬. [276℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ «-«¥à .



��. II: § 3. ������� ������������� ���������� 101¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨ ¨«¨ ¢ãâà¨ ¥¥ à¥¡¥à: ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ ¢â®à®-£® â¨¯  á« £ ¥âáï ¨§ ¤¢ãå ¯®«ã®ªà¥áâ®áâ¥©, «¥� é¨å   ¬®£®ã£®«ì¨ª å,áª«¥¨¢ ¥¬ëå ¯® ¤ ®¬ã à¥¡àã. �á«¨ ¢ ¢¥àè¨¥ A à §¢¥àâª¨ áã¬¬  ã£«®¢¥ à ¢  2π, â® ¥¥ ®ªà¥áâ®áâì ¨§®¬¥âà¨ç  ¬®£®£à ®¬ã ã£«ã. � â®çª¨§à¥¨ï ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨ ®  ¯®«®áâìî å à ªâ¥à¨§ã¥âáï áã¬¬®© ã£«®¢¢®ªàã£ A ¨«¨, ª ª ¬ë £®¢®à¨¬, ¯®«ë¬ ã£«®¬ θ ¢®ªàã£ A. � §®áâì 2π − θ¬ë  §¢ «¨ ªà¨¢¨§®© ¢¥àè¨ë A. �á«®¢¨¥ ®¡ ã£« å,  « £ ¥¬®¥   à §-¢¥àâªã ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® ªà¨¢¨§ë ¢á¥å ¢¥àè¨¥ ®âà¨æ â¥«ìë 15).�¥âà¨ªã, ª®â®àãî ¬®�® § ¤ âì ¯®áà¥¤áâ¢®¬ à §¢¥àâª¨, ¬ë  §ë¢ ¥¬¬®£®£à ®© ¬¥âà¨ª®©,   ¥á«¨ ªà¨¢¨§ë ¢á¥å ¢¥àè¨ > 0, â® ¬ë £®¢®à¨¬,çâ® íâ® | ¬¥âà¨ª  ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë (¨áª«îç ï á«ãç ©, ª®£¤ ¢®¢á¥ ¥â ¢¥àè¨ á ªà¨¢¨§®© 6= 0; íâ®â á«ãç © § ¢¥¤®¬® ¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì¬¥áâ  ¤«ï à §¢¥àâ®ª, £®¬¥®¬®àäëå áä¥à¥).�ä®à¬ã«¨à®¢ ãî ¢ëè¥ â¥®à¥¬ã ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ -®© à §¢¥àâª®© ¬®�® ¢ëà §¨âì â¥¯¥àì â ª:1∗∗. �«ï ¢áïª®© ¬®£®£à ®© ¬¥âà¨ª¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë, § ¤ -®©   áä¥à¥, áãé¥áâ¢ã¥â à¥ «¨§ãîé¨© íâã ¬¥âà¨ªã § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨-�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï. (�â¢¥à�¤¥¨¥, çâ® ¬®£®£à ¨ª P à¥ «¨§ã¥â ¬¥âà¨-ªã ρR, § ¤ ãî   S, ®§ ç ¥â, çâ® P ¤®¯ãáª ¥â ¨§®¬¥âà¨ç®¥ ¢ á¬ëá«¥¬¥âà¨ª¨ ρR ®â®¡à �¥¨¥   S.)� íâ®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¥â ¨ª ª®© ¬®£®§ ç®áâ¨: ¬®£®£à ¨ª ¨ ¥£®¬¥âà¨ª  á¢ï§ ë ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®, ¥á«¨ ¥ à §«¨ç âì à ¢ë¥ ¬®£®£à -¨ª¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  1∗∗ ¤ ¥â ®â¢¥â   ¢®¯à®á, ¯®áâ ¢«¥ë© ¢  ç «¥íâ®£® ¯ãªâ . �ãâà¥ïï ¬¥âà¨ª  ¨ ¥áâì â® ýá®¤¥à� é¥¥áï ¢ à §¢¥àâª¥þ,çâ® ®¤®§ ç® á¢ï§ ® á ¬®£®£à ¨ª®¬.5. �â¢¥à�¤¥¨¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, § ª«îç¥®¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 1∗, ¤®ª §ë¢ ¥â-áï ¢ § 3 £« ¢ë III ¢ á«¥¤ãîé¥© ¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ á¨«ì®© ä®à¬¥.2. �á«¨ § ¤ ® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®¤®£® § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®-£® ¬®£®£à ¨ª    ¤àã£®©, â® íâ® ®â®¡à �¥¨¥ ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì ¤¢¨-�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬. � ç áâ®áâ¨, à¥çì ¬®�¥â, ª®¥ç®,15)�¡à â®, ¥á«¨   áä¥à¥ S § ¤   ¬¥âà¨ª  ρ â ª ï, çâ® ª �¤ ï â®çª  áä¥àë S ¨¬¥-¥â ®ªà¥áâ®áâì, ¨§®¬¥âà¨çãî ¬®£®£à ®¬ã ã£«ã, ¨ à ááâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã ª �¤ë¬¨ ¤¢ã¬ïâ®çª ¬¨ X ¨ Y ¢ ¬¥âà¨ª¥ ρ à ¢® â®ç®© ¨�¥© £à ¨æ¥ ¤«¨ ªà¨¢ëå, á®¥¤¨ïîé¨åâ®çª¨ X ¨ Y , ¯à¨ç¥¬ ¤«¨  ¨§¬¥àï¥âáï ¢ á ¬®© ¬¥âà¨ª¥ ρ, â® â ªãî ¬¥âà¨ªã ¬®�®§ ¤ âì ¯®áà¥¤áâ¢®¬ à §¢¥àâª¨. �®áâ â®ç® ®ªàã�¨âì ª �¤ãî â®çªã O ®ªà¥áâ®áâìî¨§ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ á ¢¥àè¨®© O ¨ ¢ë¡à âì ª®¥ç®¥ ç¨á«® â ª¨å ®ªà¥áâ®áâ¥©, ¯®ªàë-¢ îé¨å ¢áî áä¥àã S. Ǒ®«ãç¥ë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ¤ ¤ãâ ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨ïå ª®¥ç®¥ ç¨á«®¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâ âà¥¡ã¥¬ãî à §¢¥àâªã.



102 �. �. �����������¨¤â¨ ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª    á¥¡ï 16). �â® ¥áâì ¥ª®â®à®¥ ãá¨-«¥¨¥ ã�¥ ã¯®¬¨ ¢è¥©áï ¢ § 1 â¥®à¥¬ë �®è¨: ¤¢  § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª , ®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ë¥ ¨§ à ¢ëå £à ¥©, à ¢ë. �®ª § -â¥«ìáâ¢®  è¥© â¥®à¥¬ë á¢®¤¨âáï ª â¥®à¥¬¥ �®è¨ á â¥¬ ®¡®¡é¥¨¥¬, çâ®à¥çì ¬®�¥â ¨¤â¨ ¨ ¥ ®¡ ¨áâ¨ëå £à ïå,   ® «î¡ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª å,¨§ ª®â®àëå ¬®£®£à ¨ª á®áâ ¢«ï¥âáï, å®âï ¡ë ¥ª®â®àë¥ ¨§ íâ¨å ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï«¨ á®¡®© ¥ æ¥«ë¥ £à ¨,   â®«ìª® ¨å ç áâ¨. �â®®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë �®è¨ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ª ª ¯àï¬®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ â ª®© â¥®à¥-¬ë:3. �á«¨ ¤¢  § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª  ®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ë¨§ ¯«®áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ á á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë¬¨ ã£« ¬¨, â® ¢á¥ ¤¢ã-£à ë¥ ã£«ë â ª¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë.�¨â â¥«ì, § ª®¬ë© á ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ �®è¨, á ¬ § ¬¥â¨â, çâ® ¨¬¥-® â ªãî â¥®à¥¬ã ¤®ª § «, å®âï ¨ ¥ áä®à¬ã«¨à®¢ «, á ¬ �. �®è¨ á â¥¬«¨èì ®£à ¨ç¥¨¥¬, çâ® ã ¥£® à¥çì ¨¤¥â ¨¬¥® ® £à ïå ¬®£®£à ¨-ª . �¥®à¥¬  3 ¨¬¥¥â á ¬®áâ®ïâ¥«ìë© ¨â¥à¥á, ¯®â®¬ã çâ® ¬®£®£à ¨ª¨á à ¢ë¬¨ ¯«®áª¨¬¨ ã£« ¬¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¤ «¥ª¨ ®â ¨§®¬¥âà¨ç®áâ¨; ¯à®áâ®©¯à¨¬¥à â®¬ã ¤ îâ ¢á¥ ¯àï¬®ã£®«ìë¥ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ë 17).�¥®à¥¬ã áãé¥áâ¢®¢ ¨ï § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®©à §¢¥àâª®© ¬ë ¤®ª §ë¢ ¥¬ ¢ § 1{3 £« ¢ë IV, ®¯¨à ïáì, ¢ ç áâ®áâ¨,   â¥®-à¥¬ã 2.6. � §¢¥àâª  ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¯®¬¨¬® ®¡é¨å ¤«ï¢á¥å à §¢¥àâ®ª ãá«®¢¨©, ãª § ëå ¢ ¯◦ 1, ¤®«�  ã¤®¢«¥â¢®àïâì ¥é¥ ¤¢ã¬ãá«®¢¨ï¬:1) à §¢¥àâª  £®¬¥®¬®àä  ¯«®áª®áâ¨;2) áã¬¬  ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥, 6 2π ¤«ï ª �¤®© ¢¥àè¨ë.�¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯¥à¢®£® ãá«®¢¨ï ïá  ¨§ â®£®, çâ® ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª-«ë© ¬®£®£à ¨ª £®¬¥®¬®àä¥ ¯«®áª®áâ¨. �â®à®¥ ãá«®¢¨¥ ¥®¡å®¤¨¬® ¯®â®© �¥ ¯à¨ç¨¥, ¯® ª ª®© ®® ¥®¡å®¤¨¬® ¢ á«ãç ¥ à §¢¥àâª¨ § ¬ªãâ®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª .�á«¨ ª ¡¥áª®¥çë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬ ¯à¨á®¥¤¨¨âì â ª�¥ ¤¢ -�¤ë ¯®ªàëâë¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, â® ¬®�® ãâ¢¥à-�¤ âì á«¥¤ãîé¥¥:16)� § 5 £«. III ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ® â® �¥ á ¬®¥ ¢¥à® ¥ â®«ìª® ¤«ï § ¬ªãâëå, ® ¨¤«ï «î¡ëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¯®«®© ªà¨¢¨§®©, à ¢®©, â ª �¥ ª ª ã § ¬ªã-â®£® ¬®£®£à ¨ª , 4π. � ¯à¨¬¥à, áª®«ì ã£®¤® â®ª¨© ¢ëà¥§ ¨§ ¯®¢¥àå®áâ¨ ªã¡ ,á®¤¥à� é¨© ¢á¥ ¢¥àè¨ë ªã¡ , ¥ ¨§£¨¡ ¥âáï á á®åà ¥¨¥¬ ¢ë¯ãª«®áâ¨!17)��. �â®ª¥à [354℄ ¯à¥¤¯®« £ ¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¨ ®¡à â®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï: ¤«ï ª®¬-¡¨ â®à® ®¤¨ ª®¢ëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨§ à ¢¥áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¤¢ã-£à ëå ã£«®¢ á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¯«®áª¨å ã£«®¢. �â® ¤®ª § ® ¤«ïç áâëå á«ãç ¥¢ [56, 144, 301℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. II: § 3. ������� ������������� ���������� 1034. �§ ¢áïª®© à §¢¥àâª¨, £®¬¥®¬®àä®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¨¬¥îé¥© áã¬¬ë ã£«®¢¯à¨ ¢¥àè¨ å6 2π, ¬®�® áª«¥¨âì ¡¥áª®¥çë©¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª 18).�á«®¢¨¥ £®¬¥®¬®àä®áâ¨ ¯«®áª®áâ¨ à ¢®á¨«ì® ¤¢ã¬ ãá«®¢¨ï¬, ª®â®-àë¥ ¤«ï ª �¤®© ¤ ®© à §¢¥àâª¨ ¯à®¢¥àïîâáï á®¢á¥¬ ¯à®áâ®:1 ) à §¢¥àâª  á®¤¥à�¨â å®âï ¡ë ®¤¨ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª;1¡) ¥á«¨ f , k, e | ç¨á«  ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨, â®
f − k + e = 1.� ¢®á¨«ì®áâì íâ¨å ãá«®¢¨© â®¬ã, çâ® à §¢¥àâª  £®¬¥®¬®àä  ¯«®áª®-áâ¨, ¡ë«  ¤®ª §   ¢ § 7 £« ¢ë I (â¥®à¥¬  9).�¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¥© à §-¢¥àâª®© ®¤®§ ç®, ª ª ¢¨¤® ã�¥   ¯à¨¬¥à¥ ¬®£®£à ®£® ã£« , ª®-â®àë© ¢á¥£¤  ¬®�® ¨§£¨¡ âì, ¥ ¬¥ïï ¥£® £à ¥©, ¥á«¨ ¨å ¡®«¥¥ âà¥å.�¤¨áâ¢¥ë© á«ãç ©, ª®£¤  â ª ï ®¤®§ ç®áâì ¨¬¥¥â ¬¥áâ®, á®¤¥à�¨âáï¢ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:5. �á«¨ ¯®« ï ªà¨¢¨§ , â. ¥. áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨ à ¢ 2π, â® ¨§ ¥¥ ¬®�® áª«¥¨âì â®«ìª® ®¤¨ (á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï) ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. �«¨: ¥á-«¨ ªà¨¢¨§  ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  à ¢  2π, â® ¢áïª®¥¥£® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥   ¢ë¯ãª«ë© �¥ ¬®£®£à ¨ª á¢®¤¨âáï ª¤¢¨�¥¨î ¨«¨ ¤¢¨�¥¨î ¨ ®âà �¥¨î.Ǒ®« ï ªà¨¢¨§  ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¢®®¡é¥ ¥ ¯à¥-¢®áå®¤¨â 2π. �«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¯®«®© ªà¨¢¨§®© < 2π ¨¬¥¥â ¬¥áâ®á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ :6. Ǒãáâì R | à §¢¥àâª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãª § ë¬ ¢ëè¥ ¥®¡å®¤¨-¬ë¬ ãá«®¢¨ï¬ ¨ ¨¬¥îé ï ¯®«ãî ªà¨¢¨§ã ω < 2π. � à §¢¥àâª¥ R § ¤ ¥âáï®à¨¥â æ¨ï. Ǒãáâì L | ¯®«ã¯àï¬ ï   ®¤®¬ ¨§ ¥¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¢. Ǒãáâì V | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« á ªà¨¢¨§®© ω ¨ á¤ ®© ®à¨¥â æ¨¥©, â. ¥. ¤ ë¬ ®¡å®¤®¬ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë, a Ll | ª ª ï-«¨¡® ¥£® ®¡à §ãîé ï. �ãé¥áâ¢ã¥â ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P , áª«¥¥ë©¨§ à §¢¥àâª¨ R, ¨¬¥îé¨© V ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¨ ¯à¨â®¬ â ª, çâ®¯à¨ ¡¥áª®¥ç®¬ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ P ¢ V «¨¨ï   P , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï L,¯¥à¥å®¤¨â ¢ L1,   ®à¨¥â æ¨ï   P , ®¯à¥¤¥«¥ ï ®à¨¥â æ¨¥© à §¢¥àâª¨ R,¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¤ ãî ®à¨¥â æ¨î ã£«  V . � ª®© ¬®£®£à ¨ª P | ¥¤¨-áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á , ¥á«¨ ã£®« V § ªà¥¯«¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥.(�®ª § â¥«ìáâ¢® á¬. ¢ § 5 £« ¢ë IV.)18)�  ï§ëª¥ ¬¥âà¨ª¨ íâã â¥®à¥¬ã ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª: ¢áïª ï ¯®« ï ¬®£®-£à  ï ¬¥âà¨ª  ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë, § ¤  ï   ¯«®áª®áâ¨, à¥ «¨§ã¥¬  ¡¥áª®¥ç-ë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬, â. ¥. ¤®¯ãáª ¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®�¥¨¥ ¢ âà¥å¬¥à®¥¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢® ¢ ¢¨¤¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . Ǒà¨ íâ®¬ ¯®«®©  §ë¢ ¥â-áï ¬¥âà¨ª , ¢ ª®â®à®© ¢áïª®¥ ®£à ¨ç¥®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª ¨¬¥¥â â®çªãá£ãé¥¨ï. �âã â¥®à¥¬ã ¬ë ¤®ª �¥¬ ¢ § 4 £«. IV.



104 �. �. ������������«ï ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  §¤¥áì ã�®, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ª § ¤ -¨î à §¢¥àâª¨ R ¯à¨á®¥¤¨¨âì § ¤ ¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V , á®®â¢¥âáâ¢¥-ëå ¯®«ã¯àï¬ëå L ¨ L1   R ¨ V ,   â ª�¥ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ®à¨¥â æ¨©
R ¨ V . Ǒ¥à¥¬¥  ®à¨¥â æ¨¨ ¯à¨ ¤ ®¬ V ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ®áãé¥áâ¢«¥-  ¯à®áâë¬ ®âà �¥¨¥¬, ¯®â®¬ã çâ® ¯à¨ ®âà �¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¥£®¯à¥¤¥«ìë© ã£®« â ª�¥ ¯à¥â¥à¯¥¢ ¥â ®âà �¥¨¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, áâ ®-¢¨âáï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ®â«¨çë¬ ®â § ¤ ®£® ã£«  V . �á«¨ ®áâ ¢«ïâì R,
V , L ¥¨§¬¥ë¬¨ ¨ ¢à é âì L1 ¯® ã£«ã V , â® ¬®£®£à ¨ª P ¡ã¤¥â ª ª ¡ë®¡®à ç¨¢ âìáï ¢®ªàã£ ã£«  V , ¯à¨ç¥¬ áâà®¥¨¥ ¥£® ¡ã¤¥â, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬¥-ïâìáï. �®ç® â ª �¥ ¯à¨ ¥¯à¥àë¢®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ã£«  V ¬®£®£à ¨ª Pâ®�¥ ¡ã¤¥â ¨§£¨¡ âìáï. � ¢¥áâ¢® ªà¨¢¨§ à §¢¥àâª¨ R ¨ ã£«  V ¥®¡å®¤¨-¬®, ¯®â®¬ã çâ®, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬  3 § 5 £« ¢ë I, ªà¨¢¨§  ¡¥áª®¥ç®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  à ¢  ªà¨¢¨§¥ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« .�¥®à¥¬ë 5 ¨ 6 ¯à¨ ¤«¥� â �. Ǒ. �«®¢ï¨è¨ª®¢ã [156℄. �¥®à¥¬ã 5¨ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, § ª«îç îé¥¥áï ¢ â¥®à¥¬¥ 6, ¬ë ¤®ª �¥¬¢ £« ¢¥ III (§ 3, 4). � ¬ �¥ (§ 2) ¤®ª §ë¢ ¥âáï â¥®à¥¬  ¤«ï ¡¥áª®¥çëå¬®£®£à ¨ª®¢,   «®£¨ç ï â¥®à¥¬¥ 3.7. �á«¨ ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ®¤¨ ª®¢® á®-áâ ¢«¥ëå ¨§ «î¡ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ á á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë¬¨ ã£« ¬¨,¯à¥¤¥«ìë¥ ã£«ë à ¢ë, â® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ â ª�¥à ¢ë. (�á«¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ®¤®£® ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ á¢®¤¨âáï ª ¯®«ã-¯àï¬®©, â® ¯®á«¥¤¥¥ ãá«®¢¨¥ «¨è¥¥, â ª ª ª â®£¤  ¨§ ®¤®£® à ¢¥áâ¢ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ã£«®¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® ¯à¥¤¥«ìëå ã£-«®¢.)� ª®¥æ, ¬ë ãáâ  ¢«¨¢ ¥¬   «®£¨çë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï ¬®£®£à ¨-ª®¢, ®£à ¨ç¥ëå ª �¤ë© ®¤®© «®¬ ®©. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï á¯à ¢¥¤-«¨¢®áâ¨ ãâ¢¥à�¤¥¨© â¥®à¥¬ 2 ¨ 3 ¤®áâ â®ç®  «®�¨âì ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ãá«®¢¨¥   £à ¨æë ¬®£®£à ¨ª®¢: ã£«ë ¬¥�¤ã á¬¥�ë¬¨ £à ¨çë¬¨à¥¡à ¬¨ ¤¢ãå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¤®«�ë ¡ëâì á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë (á¬. § 5£« ¢ë III).�¤ ª® ¨ª ª¨å íää¥ªâ¨¢ëå ¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨©, ¯à¨ª®â®àëå ¨§ ¤ ®© à §¢¥àâª¨ ¬®�® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à -¨æ¥©, ¬ë ¥ § ¥¬. �à¨¢¨ «ì®¥ ãá«®¢¨¥, çâ® à §¢¥àâªã ¬®�® ¤®¯®«¨âì¤® à §¢¥àâª¨ § ¬ªãâ®£® (¨«¨ ¡¥áª®¥ç®£®) ¬®£®£à ¨ª , ¥ íää¥ªâ¨¢-®. �¤ ª® ®® ¢ àï¤¥ á«ãç ¥¢ ¯®§¢®«ï¥â ä®à¬ã«¨à®¢ âì «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥¬ë¥¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë ¡ã¤ãâ ¯®«ãç¥ë ¢ § 1£« ¢ë V.�®¯à®á ® â®¬, ª®£¤  ¬®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¥© à §-¢¥àâª®© (¬¥âà¨ª®©) ¨ ª®£¤  ® ¤®¯ãáª ¥â (¯à¨ á®åà ¥¨¨ ¢ë¯ãª«®áâ¨) ¨§-£¨¡ ¨ï (â. ¥. ¥¯à¥àë¢ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á á®åà ¥¨¥¬ ¬¥âà¨ª¨ ¨ á®åà ¥-¨¥¬ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª ), à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ § 5 £« ¢ë III ¨ ¢ § 2



��. II: § 4. ������������� � ������� ��Ǒ���������� ������ 105£« ¢ë V. �¤¥áì ¯®«ãç ¥âáï àï¤ ¨â¥à¥áëå à¥§ã«ìâ â®¢, ® ¨áç¥à¯ë¢ îé¥-£® à¥è¥¨ï íâ®£® ¢®¯à®á  ¬ë â ª�¥ ¥ ¨¬¥¥¬ 19).
§ 4. �®£®£à ¨ª¨ á ¤ ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ £à ¥©(�¡§®à à¥§ã«ìâ â®¢ £« ¢ VI, VII ¨ VIII)1. � ¯à ¢«¥¨¥ £à ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  § ¤ ¥âáï ¢¥è¥© ®à-¬ «ìî ª ¥©. �ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì £à ¨ ¨ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®£à -¨ª  ¯ à ««¥«ìë¬¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¯ à ««¥«ìë ¨å ¢¥è¨¥®à¬ «¨ 20). �¥âà¨¢¨ «ì®áâì § ¤ ç, ª á îé¨åáï ¬®£®£à ¨ª®¢ á § ¤ -ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ £à ¥©, ¢ëïáï¥âáï, ¬¥�¤ã ¯à®ç¨¬, ¨§ â®£®, çâ® íâ¨ ¯à ¢«¥¨ï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¢®¢á¥ ¥é¥ ¥ ®¯à¥¤¥«ïîâ áâà®¥¨¥ ¬®£®£à -¨ª , ª ª íâ® ¢¨¤®   ¯à®áâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¬®£®£à ¨ª®¢, ¨§®¡à �¥ëå  à¨á. 65. � ¯à¨¬¥¥¨¨ �¥ ª ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬ ¢á¥ ¯à¨¢¥¤¥-ë¥ ¤ «ìè¥ â¥®à¥¬ë «¨¡® ¯à®áâ® âà¨¢¨ «ìë, ª ª,  ¯à¨¬¥à,  è  ®á®¢- ï â¥®à¥¬  8, «¨¡® ¤®ª §ë¢ îâáï á®¢á¥¬ ¯à®áâ®; ¥ª®â®à®¥ ¨áª«îç¥¨¥á®áâ ¢«ïîâ â¥®à¥¬ë 10 ¨ 11, ª®â®àë¥ ¨ ¤«ï ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¤®ª §ë¢ îâáï¥ ®ç¥ì ã� ¯à®áâ®.

�¨á. 65
� § 1{3 £« ¢ë VI ¬ë ¤®ª �¥¬á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã:8. �á«¨ ã ¤¢ãå § ¬ªãâëå ¢ë-¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ª �¤®©£à ¨ ®¤®£® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯ -à ««¥«ì ï £à ì ¤àã£®£®, ¨ ®¡-à â®, ¨ ¥á«¨ ¨å á®®â¢¥âáâ¢¥-ë¥ £à ¨ ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®¬¥-é¥ë ®¤  ¢ ¤àã£®© ¯ à ««¥«ì-ë¬¨ ¯¥à¥®á ¬¨ (â. ¥. ®¨ «¨-¡® ¢ëáâã¯ îâ ®¤  ¨§ ¤àã£®©,«¨¡® á®¢¯ ¤ îâ), â® ¬®£®£à -¨ª¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á-¯®«®�¥ë. �®�® ¤ �¥ áç¨â âì, çâ® ¥á«¨   ®¤®¬ ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ ¥â£à ¨ á â®© �¥ ¢¥è¥© ®à¬ «ìî, çâ® ¨   ¤àã£®¬, â® ®  ª ª ¡ë ¥áâì,® ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ à¥¡à®, «¥� é¥¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨.19)�¥¯¥àì íää¥ªâ¨¢® ¯à®¢¥àï¥¬ë¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï ¥¨§£¨¡ ¥-¬®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ®¤®© ¨«¨ ¥áª®«ìª¨¬¨ ª®¬¯®¥â ¬¨ ªà ï ¨§¢¥áâë.�¨ ¯®«ãç¥ë �. �. �®à®¬ [224, 227℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .20)�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥, £®¢®àï ® â®¬, çâ® ¢¥ªâ®àë ¯ à ««¥«ìë, ¢áïª¨© à § ¯®¨¬ ¥¬ ¯®¤íâ¨¬ ¨ â®, çâ® ®¨ ®¤¨ ª®¢®  ¯à ¢«¥ë. (� íâ®¬ á¬ëá«¥, ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª ¢ëà®¤¨«áï¢ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, â® ¥£® ¤¢¥ £à ¨ ¥ áç¨â îâáï ¯ à ««¥«ì-ë¬¨: ã ¨å ¯à®â¨¢®¯®«®�®  ¯à ¢«¥ë ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨. |Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .)



106 �. �. ������������â® à¥¡à® ¤®«�® â®£¤  ¥ ã¬¥é âìáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à ¨ ¤àã£®£®¬®£®£à ¨ª .�âã �¥ â¥®à¥¬ã ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¢ â ª®© ä®à¬¥:�¢  § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª  «¨¡® à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á-¯®«®�¥ë, «¨¡®   ®¤®¬ ¨§ ¨å ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  â ª ï £à ì Q, çâ®  ¢â®à®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ í«¥¬¥â ¥£® £à ¨æë (£à ì, à¥¡à® ¨«¨ ¢¥àè¨ ), «¥-� é¨© ¢ ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨, ¯ à ««¥«ì®© Q, ¬®�® ¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£®¯¥à¥®á  ¯®¬¥áâ¨âì ¢ £à ¨ Q, ¯à¨ç¥¬ ® ¥ ¡ã¤¥â á®¢¯ ¤ âì á Q.� áâë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë 8 ï¢«ï¥âáï ã�¥ ã¯®¬¨ ¢è ïáï â¥®à¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ �¨ª®¢áª®£®:9. �á«¨ ã ¤¢ãå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ £à ¨ á®®â¢¥â-áâ¢¥® ¯ à ««¥«ìë ¨ ¨¬¥îâ à ¢ë¥ ¯«®é ¤¨, â® ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ á¢®¨å £à -¥©. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, à ¢®¢¥«¨ª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ®¤¨¢ ¤àã£®¬ (¥á«¨ ®¨ ¥ à ¢ë), ¨ ¯®â®¬ã íâ  â¥®à¥¬  á®¤¥à�¨âáï ¢ â¥®à¥¬¥ 8.� ª®£® à®¤  á«¥¤áâ¢¨© â¥®à¥¬ë 8 ¬®�®  §¢ âì áª®«ìª® ã£®¤®. � ª,äãªæ¨î f(Q) ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¬®®â®®©,¥á«¨ f(Q1) < f(Q2) ¢áïª¨© à §, ª®£¤  Q1 á®¤¥à�¨âáï ¢ Q2 ¨ ¥ á®¢¯ ¤ ¥âá Q2. �®£¤ , ¥á«¨ ã ¤¢ãå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ £à ¨ á®-®â¢¥âáâ¢¥® ¯ à ««¥«ìë ¨ ¤«ï ª �¤®© ¯ àë ¯ à ««¥«ìëå £à ¥© Q(1)i ¨
Q
(2)
i ¥áâì â ª ï ¬®®â® ï äãªæ¨ï fi, çâ® fi(Q(1)i ) = fi(Q(2)i ), â® ¬®£®-£à ¨ª¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢á«¥¤áâ¢¨¥¬®®â®®áâ¨ äãªæ¨© fi ¨§ à ¢¥áâ¢  fi(Q(1)i ) = fi(Q(2)i ) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯ -à ««¥«ìë¥ £à ¨ Q(1)i , Q(2)i ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ®¤ã ¢ ¤àã£®©,   ¯®â®¬ã à -¢¥áâ¢® ¬®£®£à ¨ª®¢ á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 8.�¥àï §  ¢á¥ fi ¯«®é ¤ì, ¯®«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ã 9, ¡¥àï §  ¢á¥ fi ¯¥à¨¬¥âà,¯®«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ã ®¡ ®¤®§ ç®© ®¯à¥¤¥«ï¥¬®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª   ¯à ¢-«¥¨ï¬¨ ¨ ¯¥à¨¬¥âà ¬¨ £à ¥© ¨ â. ¤., ¨ â. ¤.�¥®à¥¬  8 ¤®¯ãáª ¥â ¯à¨«®�¥¨ï ¢ à¥è¥¨¨ ¥ª®â®àëå, å®âï ¨ ¡®«¥¥ç áâëå, ® ¢ �ëå § ¤ ç, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ à áá¬®âà¥ë ¢ £« ¢¥ VIII. � ª, á¯®¬®éìî ¥¥ ¡ã¤¥â ¤®ª §   â¥®à¥¬  �¨¤¥«¥ä  [312℄ 21).10. �à¥¤¨ ¢á¥å § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¤ ë¬¨  ¯à ¢-«¥¨ï¬¨ £à ¥© ¨ ¤ ®© ¯«®é ¤ìî,  ¨¡®«ìè¨© ®¡ê¥¬ ®£à ¨ç¨¢ ¥â ¬®-£®£à ¨ª, ®¯¨á ë© ¢®ªàã£ è à .�â  â¥®à¥¬  ¯®«ãç¨âáï ª ª ç áâ®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ®¤®© â¥®à¥¬ë �¨ª®¢-áª®£®, ¨¬¥îé¥© ¡®«ìè®© á ¬®áâ®ïâ¥«ìë© ¨â¥à¥á. �¥çì ¨¤¥â ® â ª  §ë-¢ ¥¬®¬ á¬¥è¥¨¨ ¢ë¯ãª«ëå â¥« ¨ ®¡ ¨å á¬¥è ëå ®¡ê¥¬ å (á¬. § 2 £« ¢ë21)�àã£®¥ ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤ « �. �¨ª®¢áª¨© ¢ â®© �¥ à ¡®â¥ [321℄, £¤¥ ® ¤®ª § «â¥®à¥¬ë 9 ¨ 11.



��. II: § 4. ������������� � ������� ��Ǒ���������� ������ 107VI ¨ § 2 ¨ 3 £« ¢ë VII). �àã£®¥ ¯à¨«®�¥¨¥ â¥®à¥¬ë 8 ª á ¥âáï  å®�¤¥¨ï¢á¥å ¢®§¬®�ëå ¯ à ««¥«®í¤à®¢, â. ¥. (â¥«¥áëå) ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨-ª®¢, ª®â®àë¬¨ ¬®�® § ¯®«ïâì ¯à®áâà áâ¢®, ¯à¨ª« ¤ë¢ ï ¨å ¤àã£ ª ¤àã-£ã ¯ à ««¥«ì® ¯® æ¥«ë¬ £à ï¬, ¯®¤®¡® ïç¥©ª ¬ ¯ç¥«¨ëå á®â (á¬. § 1£« ¢ë VIII).2. �. �¨ª®¢áª¨© ¤®ª § « ¥ â®«ìª® ¥¤¨áâ¢¥®áâì, ® ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥§ ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é -¤ï¬¨ £à ¥©.11. �á«¨ ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë n1, . . . ,nm ¨ ç¨á«  F1, . . . , Fn ã¤®¢«¥â¢®àï-îâ ãá«®¢¨ï¬:1) ¢¥ªâ®àë n1, . . . ,nm ¢á¥ à §«¨çë ¨ ¥ ª®¬¯«  àë;2) ¢á¥ ç¨á«  Fi > 0;3) m∑
i=1ni Fi = 0,â® áãé¥áâ¢ã¥â § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ã ª®â®à®£® ni ¨ Fi áãâì¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ¨ ¯«®é ¤¨ ¥£® £à ¥©.�âã â¥®à¥¬ã ¬ë ¤®ª �¥¬ ¢ § 1 £« ¢ë VII ¬¥â®¤®¬, ®á®¢ ë¬   ý«¥¬¬¥®¡ ®â®¡à �¥¨¨þ; ¢ § 2 £« ¢ë VII ¬ë ¢®á¯à®¨§¢¥¤¥¬ â ª�¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®á ¬®£® �. �¨ª®¢áª®£®.�¨ª ª¨¥ ¤àã£¨¥ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï,   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬¥ 11, ¥¨§-¢¥áâë. �ë,  ¯à¨¬¥à, ¨¬¥¥¬ â¥®à¥¬ã ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á¤ ë¬¨ ¯¥à¨¬¥âà ¬¨ £à ¥©, ® ¥ ¨¬¥¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â¥®à¥¬ë áã-é¥áâ¢®¢ ¨ï ¯® â®© ¯à®áâ®© ¯à¨ç¨¥, çâ® ¥¨§¢¥áâë ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï,ª®â®àë¬ ¤®«�ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ¯¥à¨¬¥âàë £à ¥© § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª . �á«¨ ¡ë â ª¨¥ ãá«®¢¨ï ã¤ «®áì ¢ëïá¨âì, â®  è ¬¥â®¤¯®§¢®«¨« ¡ë,  ¤® ¤ã¬ âì, ¤®ª § âì ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â¥®à¥¬ã áãé¥áâ¢®-¢ ¨ï. �â® § ¬¥ç ¨¥ ®â®á¨âáï ª «î¡ë¬ ¤àã£¨¬ ¬®®â®ë¬ äãªæ¨ï¬£à ¥©.�á®, çâ® §¤¥áì ¢á¥£¤  ¤®«�ë ¨¬¥âì ¬¥áâ® ¥ª®â®àë¥ ¥âà¨¢¨ «ìë¥ãá«®¢¨ï. � ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á m £à ï¬¨ ¤ ëå  ¯à ¢-«¥¨© ®¯à¥¤¥«ï¥âáïm à ááâ®ï¨ï¬¨ ¯«®áª®áâ¥© ¥£® £à ¥© ®â ª ª®©-¨¡ã¤ì¥£® ¢ãâà¥¥© â®çª¨. �¤ ª® § ¤ ¨¥,  ¯à¨¬¥à, m ¯¥à¨¬¥âà®¢ l1, . . . , lm¥£® £à ¥© ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥£® «¨èì á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á , çâ® ¤ ¥â ¥ m,  ¢á¥£® m−3 ¯¥à¥¬¥ëå, ¯®áª®«ìªã ¯¥à¥®á § ¤ ¥âáï âà¥¬ï á®áâ ¢«ïîé¨¬¨¢¥ªâ®à  ¯¥à¥®á . Ǒ®íâ®¬ã ¯¥à¨¬¥âàë ¤®«�ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨ï¬,¢ë¤¥«ïîé¨¬ ¢ m-¬¥à®© ®¡« áâ¨ ¯®«®�¨â¥«ìëå § ç¥¨© l1, . . . , lm ¥ª®-â®àãî (m − 3)-¬¥àãî ®¡« áâì § ç¥¨©, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¢®§¬®�ëå ¤«ï¯¥à¨¬¥âà®¢ £à ¥©. �áï âàã¤®áâì á®áâ®¨â ¢ ®âëáª ¨¨ ãá«®¢¨©, ®¯à¥¤¥«ï-îé¨å íâã ®¡« áâì § ç¥¨© l1, . . . , lm, ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¤«ï ¯¥à¨¬¥âà®¢ £à ¥©.



108 �. �. �����������3. �á«®¢¨¥ à ¢¥áâ¢  § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ¤ ®¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 8,¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¥ ¨¬¥¥â á¬ëá«  ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ ª ¨å ¡¥áª®-¥çë¬ £à ï¬; ®® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¢ë¯®«¥®, ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë, ¯®â®¬ã çâ® «î¡®© ¨§ ¤¢ãå à ¢ëå ¨ ¯ à ««¥«ì-® à á¯®«®�¥ëå ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ ¤àã-£®¬, ª ª íâ® ¢¨¤®   à¨á. 66. �à¥¡®¢ âì �¥ ¢ë¯®«¥¨ï íâ®£® ãá«®¢¨ï ¤«ï®¤¨å ª®¥çëå £à ¥© ï¢® ¥¤®áâ â®ç®, ª ª íâ® ¢¨¤® ¨§ ¯à®áâ¥©è¥£®¯à¨¬¥à  à¨á. 67. Ǒ®íâ®¬ã ¥®¡å®¤¨¬® ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ãá«®¢¨¥,  « £ ¥¬®¥  ¡¥áª®¥çë¥ £à ¨:�¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª  ¤®«�ë ¨¬¥âì à ¢ë¥ ¨ ¯ à ««¥«ìë¥ ú¡¥á-ª®¥çë¥ ç áâ¨û, â. ¥. ®â ª �¤®£® ¨§ ¨å ¬®�® ®âà¥§ âì (¤®áâ â®ç® ¡®«ì-èãî) ª®¥çãî ç áâì â ª, çâ® ®áâ ¢è¨¥áï ¡¥áª®¥çë¥ ç áâ¨ ¬®�® ¡ã¤¥âá®¢¬¥áâ¨âì ¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á .
�¨á. 66 �¨á. 67�â® ãá«®¢¨¥ à ¢®á¨«ì®, ª ª ®ç¥¢¨¤®, â®¬ã, çâ® ¬®�® á®¢¬¥áâ¨âì ®¤-¨¬ ®¡é¨¬ ¯¥à¥®á®¬ ¯«®áª®áâ¨ ¢á¥å ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¬®£®£à ¨ª®¢.�¢®¤ï íâ® ãá«®¢¨¥, ¯®«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ã, ¤®ª §ë¢ ¥¬ãî ¢ § 4 £« ¢ë VI.12. �á«¨ ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¡¥áª®¥çë¥ ç -áâ¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë,   ¨ ®¤ã ª®¥çãî £à ì ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ¢¤àã£®© ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬, â® ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì®à á¯®«®�¥ë.� á«ãç ¥ ª®¥çëå ¥§ ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¢ § 5 £« -¢ë VI   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ë, ¢¢®¤ï ¥ª®â®àë¥ ãá«®¢¨ï,  « £ ¥¬ë¥   ¨åªà ©¨¥, â. ¥. ¯à¨«¥£ îé¨¥ ª £à ¨æ¥, £à ¨ ¨ £à ¨çë¥ à¥¡à . �¥®à¥¬ã 12® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å «¥£ª® ¯¥à¥áª § âì ¤«ï ª®¥çëå ¬®£®£à -¨ª®¢, ¥á«¨ ¢á¯®¬¨âì § ¬¥ç ¨ï, á¤¥« ë¥ ¢ ¯◦ 6 § 1 £« ¢ë I, ® § ¬¥¥¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ª®¥çë¬¨, ® ¤®¯ãáª îé¨¬¨ ¯à®¤®«�¥¨¥ªà ©¨å £à ¥©. � íâ®© á¢ï§¨ áâ®¨â § ¬¥â¨âì, çâ® â¥®à¥¬ë â ª®£® à®¤ ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª â¥®à¥¬ë ® ¬®£®£à ¨ª å, ªà © ª®â®àëå § ¤ ,  á ¬¨ ®¨ ¯®¤ç¨¥ë â¥¬ ¨«¨ ¨ë¬ ãá«®¢¨ï¬. �â® ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ªýªà ¥¢ ï § ¤ ç þ, ® ¯®áâ ¢«¥ ï ¢ à ¬ª å í«¥¬¥â à®© £¥®¬¥âà¨¨. �®-



��. II: § 4. ������������� � ������� ��Ǒ���������� ������ 109®¡é¥ �¥ ¢ ªà ¥¢ëå § ¤ ç å à¥çì ¨¤¥â ® äãªæ¨¨ (¨«¨, ¥á«¨ ã£®¤®, ¯®¢¥àå-®áâ¨), ª®â®à ï § ¤ ¥âáï   ªà î ª ª®©-«¨¡® ¤ ®© ®¡« áâ¨ ¨ ¤®«�  ã¤®-¢«¥â¢®àïâì ¢ á ¬®© ®¡« áâ¨ â¥¬ ¨«¨ ¨ë¬ ãá«®¢¨ï¬ | ®¡ëç® âà¥¡®¢ ¨îã¤®¢«¥â¢®àïâì ¥ª®â®à®¬ã ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î. (�¢ï§ì  è¨åâ¥®à¥¬ ® ¬®£®£à ¨ª å á â ª¨¬¨ ªà ¥¢ë¬¨ § ¤ ç ¬¨ ¤«ï ¤¨ää¥à¥æ¨- «ìëå ãà ¢¥¨© ¢ëïá¨âáï ¡«¨�¥ ¢ ¯ à £à ä å ý�¡®¡é¥¨¥þ £« ¢ë VI¨ VII.)4. �§ â¥®à¥¬ë 12 ® à ¢¥áâ¢¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¬®�® ¨§-¢«¥çì á«¥¤áâ¢¨¥,   «®£¨ç®¥ â¥®à¥¬¥ 9 �¨ª®¢áª®£®:�á«¨ ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¡¥áª®¥çë¥ ç áâ¨à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë,   ª®¥çë¥ £à ¨ ¯®¯ à® ¯ à ««¥«ìë ¨ ¨¬¥îâ à ¢-ë¥ ¯«®é ¤¨, â® ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë. � «®-£¨çë© à¥§ã«ìâ â ¯®«ãç ¥¬, ¡¥àï ¢¬¥áâ® ¯«®é ¤¨ «î¡ë¥ ¬®®â®ë¥ äãª-æ¨¨ £à ¥©; ¢ë¢®¤ ¡ã¤¥â â®â �¥, çâ® ¨ ¢ëè¥, ¢ ¯◦ 1.�¬¥áâ¥ á â¥¬, ¯®¤®¡® â¥®à¥¬¥ 11 ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©, ¬®�® ä®à-¬ã«¨à®¢ âì   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ë ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �«ïíâ®£® ¢ëïá¨¬ á ç «  ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«�ë ã¤®¢«¥â¢®-àïâì ®à¬ «¨ ¨ ¯«®é ¤¨ £à ¥© ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¯ à ««¥«ì-ë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨.
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�¨á. 68

�¥áª®¥ç ï ç áâì â ª®£® ¬®£®£à -¨ª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡¥áª®¥çãî ¢®¤ã áâ®à®ã ¢ë¯ãª«ãî ¯à¨§¬ã �, ¨ ¥á-«¨ n | ¢¥ªâ®à,  ¯à ¢«¥ë© ¢¤®«ì ¥¥à¥¡à  ¢ áâ®à®ã ª®¥ç®© ç áâ¨ ¬®£®-£à ¨ª , â® ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª ª®¥ç-ë¬ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  ¤®«�ë ®¡-à §®¢ë¢ âì á n ®áâàë¥ ã£«ë (à¨á. 68).Ǒà®¥ªæ¨¨ ª®¥çëå £à ¥©   ¯«®á-ª®áâì Q, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàãî ª n, ¯®ªàë-¢ îâ á¥ç¥¨¥ ¯à¨§¬ë � íâ®© ¯«®áª®áâìî.Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ni | ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ¨
Fi ¯«®é ¤¨ ª®¥çëå £à ¥©, a F | ¯«®-é ¤ì ãª § ®£® á¥ç¥¨ï, â®

F =∑
i

(nni)Fi,¯®â®¬ã çâ® (nni)Fi ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¯«®é ¤ì ¯à®¥ªæ¨¨ i-© £à ¨  ¯«®áª®áâì Q.�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® íâ¨ ãá«®¢¨ï ï¢«ïîâáï â ª�¥ ¤®áâ â®çë¬¨ ¤«ï áãé¥-áâ¢®¢ ¨ï ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî ¨ ¤ ë-



110 �. �. �����������¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ ¨ ®à¬ «ï¬¨ ª®¥çëå £à ¥©. �®à¬ã«¨àã¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ã-îéãî â¥®à¥¬ã, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª®â®à®© ¤ ¥âáï ¢ § 3 £« ¢ë VII.13. Ǒãáâì § ¤   ¡¥áª®¥ç ï ¢ë¯ãª« ï ¯à¨§¬  � ¨ ¯ãáâì n | ¥¤¨¨ç-ë© ¢¥ªâ®à ¢¤®«ì ¥¥ à¥¡à . Ǒãáâì F | ¯«®é ¤ì á¥ç¥¨ï íâ®© ¯à¨§¬ë¯«®áª®áâìî, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®© ª n. Ǒãáâì, ¤ «¥¥, n1, . . . ,nm | ¥¤¨¨ç-ë¥ ¢¥ªâ®àë, ®¡à §ãîé¨¥ á n ®áâàë¥ ã£«ë. Ǒãáâì,  ª®¥æ, F1, . . . , Fm |â ª¨¥ ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á« , çâ® ∑mi=1(nni)Fi = F. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢ë-¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî �, ª®¥çë¥ £à ¨ ª®â®à®£®¨¬¥îâ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ni ¨ ¯«®é ¤¨ Fi.� á¨«ã ¯à¨¢¥¤¥®£® ¢ëè¥ á«¥¤áâ¢¨ï â¥®à¥¬ë 12 â ª®© ¬®£®£à ¨ª |¥¤¨áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á  ¢¤®«ì ¢¥ªâ®à  n, ¯®â®¬ã çâ® â®«ìª®¯à¨ â ª®¬ ¯¥à¥®á¥ ¯à¨§¬  � ¯¥à¥å®¤¨â á ¬  ¢ á¥¡ï.�«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡-à ¬¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® £®à §¤® ¡®«¥¥ ®¡é¨© à¥§ã«ìâ â:14. Ǒãáâì Q| ¡¥áª®¥ç ï ç áâì ª ª®£®-¨¡ã¤ì ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª  á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨ (à¨á. 69). Ǒãáâì
S | áä¥à¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª,  âïãâë©   áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï£à ¥© ¨§Q ¨ n1, . . . ,nm| ¢¥ªâ®àë, ¨¤ãé¨¥ ¨§ æ¥âà  ¢® ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨¬®£®ã£®«ì¨ª  S. Ǒãáâì,  ª®¥æ, f1, . . . , fm | «î¡ë¥ ¬®®â®ë¥ ¥¯à¥-àë¢ë¥ äãªæ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª , ®¡à é îé¨¥áï ¢ ã«ì ¨ ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì¢¬¥áâ¥ á ¯«®é ¤ìî ¬®£®ã£®«ì¨ª .�®£¤ , ª ª¨¥ ¡ë ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á«  a1, . . . , am ¨ § ¤ âì, áãé¥áâ¢ã-¥â ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî Q ¨ ª®¥ç-ë¬¨ £à ï¬¨, ¨¬¥îé¨¬¨ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ n1, . . . ,nm, ¯à¨ç¥¬ äãªæ¨¨
f1, . . . , fm ¯à¨¨¬ îâ ¤«ï íâ¨å £à ¥© § ç¥¨ï a1, . . . , am, â ª çâ® fi = ai¤«ï £à ¨ á ®à¬ «ìî ni.

Q

G1 G2 G3
G4

S

n2 n1

nG1
nG2 nG3

�¨á. 69�§ á«¥¤áâ¢¨ï â¥®à¥¬ë 12, ¯à¨¢¥¤¥®£® ¢  ç «¥ íâ®£® ¯ãªâ , ¢ëâ¥ª ¥â,çâ® â ª®© ¬®£®£à ¨ª | ¥¤¨áâ¢¥ë©, ¯®â®¬ã çâ® ¯à¨ § ªà¥¯«¥®©¡¥áª®¥ç®© ç áâ¨ Q ¯¥à¥®á ¥¢®§¬®�¥.



��. II: § 4. ������������� � ������� ��Ǒ���������� ������ 111�¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨©,  «®�¥ëå ¢ â¥®à¥¬¥ 14   ®à¬ «¨, ¡ë«  ã�¥®â¬¥ç¥  ¢ § 2. �ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®-£à ¨ª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© áä¥à¨ç¥áª¨© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª,  âï-ãâë©   áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¥£® ¡¥áª®¥çëå £à ¥©, ¢ â®¬ á¬ëá«¥,çâ® ¥£® ¢¥àè¨ë áãâì ª®æë ¯à®¢¥¤¥ëå ¨§ æ¥âà  áä¥àë ¢¥è¨å ®à¬ -«¥© ª £à ï¬ á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨,   ª®æë ®à¬ «¥©ª £à ï¬ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨ «¥� â   ¥£® áâ®à® å.�®æë �¥ ®à¬ «¥© ª ª®¥çë¬ £à ï¬ «¥� â ¢ãâà¨ íâ®£® áä¥à¨ç¥áª®£®¬®£®ã£®«ì¨ª .� ¤ ¨¥ ¡¥áª®¥ç®© ç áâ¨Q à ¢®á¨«ì® § ¤ ¨î ¯«®áª®áâ¥© ¥¥ £à ¥©.�¤ ª® ¥ ¢áïª¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ¬®£ãâ á«ã�¨âì ¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥© ª ª®£®-«¨¡®¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª . �«ï íâ®£®, á®£« á® ¨§«®�¥®¬ã, ¥®¡å®¤¨-¬®, çâ®¡ë ®à¬ «¨ ª ¨¬, ¯à®¢¥¤¥ë¥ ¨§ æ¥âà  áä¥àë, è«¨ ¢® ¢á¥ ¢¥à-è¨ë ¨ ¥é¥, ¬®�¥â ¡ëâì,   áâ®à®ë ¥ª®â®à®£® ¢ë¯ãª«®£® áä¥à¨ç¥áª®£®¬®£®ã£®«ì¨ª . �¤ ª® íâ®£® ¥é¥ ¥¤®áâ â®ç®: ã�ë ãá«®¢¨ï   à á-áâ®ï¨ï íâ¨å ¯«®áª®áâ¥© ®â  ç « . �¨ ¡ã¤ãâ ¢ëïá¥ë ¤ «ìè¥ ¢ ¯◦ 7.�¥®à¥¬  14 ª �¥âáï   ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤ ã¤¨¢¨â¥«ì®© ¯® á¢®¥© ®¡é®áâ¨.�¤ ª®   á ¬®¬ ¤¥«¥ ®  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© £®à §¤® ¡®«¥¥ ¯®¢¥àå®áâë©ä ªâ, ç¥¬ â¥®à¥¬ë 11 ¨ 13, å®âï ¢ ¨å ä¨£ãà¨àã¥â â®«ìª® ¯«®é ¤ì. �â®¡ã¤¥â ¢¨¤® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 14, ¯à¥¤«®�¥®£® �. �. Ǒ®£®à¥«®-¢ë¬, ª®â®à®¥ ¢®á¯à®¨§¢®¤¨âáï ¢ § 4 £« ¢ë VII. Ǒà¨ íâ®¬ ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¤ �¥¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ®¡é¨© à¥§ã«ìâ â, áï¢ ãá«®¢¨¥, çâ®¡ë äãªæ¨¨ fi ®¡à é -«¨áì ¢ ã«ì ¢¬¥áâ¥ á ¯«®é ¤ìî.�«ï ¬®£®£à ¨ª®¢, ¨¬¥îé¨å £à ¨æã,  ¬ ¥¨§¢¥áâë ¨ª ª¨¥ ¯®¤®¡-ë¥ â¥®à¥¬ë, ¥ áç¨â ï ¤®¢®«ì® âà¨¢¨ «ìëå á«¥¤áâ¢¨© á ¬¨å â¥®à¥¬ 8,13 ¨ 14. �àã¤®áâì á®áâ®¨â §¤¥áì ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ãá«®¢¨©, ª®â®àë¥ ã�®®¤®¢à¥¬¥®  «®�¨âì   ¯«®é ¤¨ £à ¥© ¨ £à ¨æã ¬®£®£à ¨ª , â ªª ª ¬¥�¤ã ¨¬¨, ®ç¥¢¨¤®, ¥áâì ¥ª®â®à ï § ¢¨á¨¬®áâì 22).5. �á¥ ä®à¬ã«¨à®¢ ë¥ ¢ëè¥ â¥®à¥¬ë 9{14 ¤®á«®¢® ®¡®¡é îâáï ¢¯à®áâà áâ¢® «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©, å®âï ¬¥â®¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤«ï â¥®-à¥¬ 9, 10 ¨ 12 ¯à¨å®¤¨âáï ¯à¨ íâ®¬ ¨§¬¥¨âì 23). �áª«îç¥¨¥ á®áâ ¢«ï¥ââ¥®à¥¬  8 ®¡ ®¡é¥¬ ãá«®¢¨¨ à ¢¥áâ¢  § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �®, çâ®®  ¥¢¥à  ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ¢¨¤®   á«¥¤ãîé¥¬ ¯à®áâ®¬¯à¨¬¥à¥. � ªã¡  á à¥¡à®¬ 2 ¨ ¯àï¬®ã£®«ì®£® ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤  (¢ ç¥âë-à¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥) á à¥¡à ¬¨ 1, 1, 3, 3 £à ¨ ¥ ¯®¬¥é îâáï ®¤  ¢¤àã£®©, å®âï íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¨ ¥ à ¢ë.22)�â®â ¢®¯à®á ®áâ ¥âáï ¥à¥è¥ë¬. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .23)� ª®¥ ®¡é¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ 9 ¨ 10 ¤ ® �. �¨ª®¢áª¨¬ ¨ ¨§« £ ¥âáï ¢ § 3£«. VIII. �¡é¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 12 ¤ ® �. �. Ǒ®£®à¥«®¢ë¬ ¨ ¨§« £ ¥âáï ¢ § 5£«. VII.



112 �. �. �����������6. � ¬ªãâë© ¨«¨ ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï§ ¤ ¨¥¬ ¯«®áª®áâ¥© ¥£® £à ¥©: ® ï¢«ï¥âáï £à ¨æ¥© ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¯®«ã-¯à®áâà áâ¢, ®£à ¨ç¥ëå íâ¨¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨. �á«¨ § ¤ ë ¥¤¨¨çë¥¢¥ªâ®àë ni ¢¥è¨å ®à¬ «¥© ª £à ï¬, â® ¯«®áª®áâ¨ £à ¥© ®¯à¥¤¥«ïîâ-áï, ¥á«¨ § ¤ ë ¥é¥ ¨å à ááâ®ï¨ï ®â  ç «  ª®®à¤¨ â, ¯à¨ç¥¬ íâ¨ à ááâ®-ï¨ï áç¨â îâáï ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨, ¥á«¨  ¯à ¢«¥¨¥ ®â  ç «  ª ¯«®áª®áâ¨á®¢¯ ¤ ¥â á  ¯à ¢«¥¨¥¬ ¢¥è¥© ®à¬ «¨, ¢ ¯à®â¨¢®¬ �¥ á«ãç ¥ ®¨áç¨â îâáï ®âà¨æ â¥«ìë¬¨. � â ª¨¬ ãá«®¢¨¥¬ ® § ª å íâ¨ à ááâ®ï¨ï ¬ë §ë¢ ¥¬ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  24). �¯®à®¥ ç¨á«® hi ¥áâì ¥çâ® ¨®¥, ª ª ¯à ¢ ï ç áâì ¢ ®à¬ «ì®¬ ãà ¢¥¨¨ ¯«®áª®áâ¨ £à ¨
nix = hi,£¤¥ ni | ¥¤¨¨ç ï ¢¥èïï ®à¬ «ì,   x | ¢¥ªâ®à, ¨¤ãé¨© ¨§  ç «  ¢¯¥à¥¬¥ãî â®çªã ¯«®áª®áâ¨.Ǒ®«ã¯à®áâà áâ¢®, á®¤¥à� é¥¥ ¬®£®£à ¨ª, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®¬
nix 6 hi(  ¥ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¬, ¯®â®¬ã çâ® ®à¬ «ì ni | ¢¥èïï, â. ¥. ¨¤¥â ¢¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ¥ á®¤¥à� é¥¥ ¬®£®£à ¨ª ). � ¬ ¬®£®£à ¨ª ¥áâì£à ¨æ  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï íâ¨å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢.�¯®àë¥ ç¨á«  ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à®¨§¢®«ìë¬¨. Ǒãáâì ¢¥ªâ®àë ¢¥è¨å®à¬ «¥© áãâì n1, . . . ,nm,   ®¯®àë¥ ç¨á«  h1, . . . , hm. Ǒãáâì ¢¥ªâ®à nk¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ª ª «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï ¤àã£¨å ¢¥ªâ®à®¢ ni á ¥®âà¨æ -â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨:

nk =∑
i 6=k νkini (νki > 0). (1)�á«¨ x | ¢¥ªâ®à, ¨¤ãé¨© ¨§  ç «  ¢® ¢ãâà¥îî â®çªã X k-© £à ¨, â®
nkx = hk. (2)�¬¥áâ¥ á â¥¬ â ª ª ª â®çª  X ¯à¨ ¤«¥�¨â ¬®£®£à ¨ªã ¨ ¥ «¥�¨â ¨  ®¤®© ¨§ ¯«®áª®áâ¥© ¤àã£¨å £à ¥©, â® ¯à¨ i 6= k

nix < hi.24)�¨â â¥«ì, § ª®¬ë© á â¥®à¨¥© ¢ë¯ãª«ëå â¥«, § ¬¥â¨â, çâ® ®¯®àë¥ ç¨á«  áãâì ¥çâ® ¨®¥, ª ª § ç¥¨ï ®¯®à®© äãªæ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¤«ï ¥¤¨¨çëå ¢¥ªâ®à®¢ ¢¥è-¨å ®à¬ «¥© ª ¥£® £à ï¬. �å § ¤ ¨¥ § ¬¥ï¥â § ¤ ¨¥ ®¯®à®© äãªæ¨¨. �âáî¤  ¨å §¢ ¨¥. �. �¨ª®¢áª¨© ¢ á¢®¥© à ¡®â¥ [321℄  §ë¢ ¥â ¨å â £¥æ¨ «ìë¬¨ ¯ à ¬¥âà -¬¨. Ǒ®ïâ¨¥ ®¯®à®© äãªæ¨¨ ¢¢¥¤¥® �. �¨ª®¢áª¨¬.



��. II: § 4. ������������� � ������� ��Ǒ���������� ������ 113�¬®� ï íâ¨ ¥à ¢¥áâ¢    ç¨á«  νki > 0, ¯®«ãç¨¬
∑

νkinix <
∑

νkihi¨«¨ ¢ á¨«ã (1) ¨ (2)
hk <

∑

i 6=k νkihi. (3)�á«¨ �¥ ¢¥ªâ®à nk ¯à¥¤áâ ¢«¥ ª ª «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï ¤àã£¨å ¢¥ªâ®-à®¢ ni á ¥¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨
nk =∑

i 6=k νkini (νki 6 0), (4)â® â®ç® â ª �¥ ¯®«ãç¨¬
hk >

∑

i 6=k νkihi. (5)�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï â®£® çâ®¡ë ¤ ë¥ ç¨á«  h1, . . . , hm ¡ë«¨ ®¯®àë¬¨ç¨á« ¬¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨n1, . . . ,nm, ¥®¡-å®¤¨¬®, çâ®¡ë ª �¤®¬ã à §«®�¥¨î (1) ¨«¨ (4) «î¡®£® ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ nk á®á¯«®èì ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ¨«¨ ¥¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ νki á®-®â¢¥âáâ¢®¢ «® ¥à ¢¥áâ¢® (3) ¨«¨ (5).� § 5 ¨ 6 £« ¢ë VII ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ® íâ® ãá«®¢¨¥ ï¢«ï¥âáï â ª�¥ ¤®áâ -â®çë¬:15. Ǒãáâì ¨¬¥¥âáï m à §«¨çëå ¥ª®¬¯«  àëå ¥¤¨¨çëå ¢¥ªâ®à®¢
n1, . . . ,nm. Ǒãáâì ª �¤®¬ã ¨§ íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ®â¥á¥® ¯® ç¨á«ã h1, . . . , hmâ ª, çâ® ¥á«¨ ¢¥ªâ®à nk ¯à¥¤áâ ¢«¥ ª ª «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï ¤àã£¨å ¢¥ª-â®à®¢ á® á¯«®èì ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ¨«¨ á¯«®èì ¥¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íä-ä¨æ¨¥â ¬¨

nk =∑
i 6=k νkini,â®

hk <
∑

i 6=k νkihi, ¥á«¨ ¢á¥ νki > 0,¨
hk >

∑

i 6=k νkihi, ¥á«¨ ¢á¥ νki 6 0.�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, £à ¨ ª®â®à®£® ¨¬¥îâ ¢¥è¨¥®à¬ «¨ n1, . . . ,nm ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ®¯®àë¥ ç¨á«  h1, . . . , hm.



114 �. �. ������������á«¨ ¢¥ªâ®àë ni  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, â® íâ®â ¬®£®-£à ¨ª | ¡¥áª®¥çë©. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ® § ¬ªãâë© 25). (Ǒà¥¤¯®-« £ ¥âáï, çâ® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® á®¤¥à�¨â ®£à ¨ç¨¢ îéãî ¥£® ¯«®áª®áâì.)�®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì ¢ë¯®«¥¨ï â®«ìª® â¥å ¥à ¢¥áâ¢ ¤«ï ç¨á¥« hk,ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §«®�¥¨ï¬ ª �¤®£® ¢¥ªâ®à  nk no âà¥¬ ¤àã£¨¬¢¥ªâ®à ¬ ni.Ǒ®á«¥¤¥¥ § ¬¥ç ¨¥ áãé¥áâ¢¥® ¯® á«¥¤ãîé¥© ¯à¨ç¨¥. �á«¨ ¢¥ª-â®à nk ¤®¯ãáª ¥â à §«®�¥¨¥ ¯® ç¥âëà¥¬ ¨«¨ ¡®«¥¥ ¤ ë¬ ¢¥ªâ®à ¬ á¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ (®âà¨æ â¥«ìë¬¨) ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, â® ® ¤®¯ãáª ¥â ¡¥á-ª®¥ç® ¬®£® â ª¨å à §«®�¥¨©. � §«®�¥¨¥ �¥ ¯® âà¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ ¢®®¡é¥¬®�¥â ¡ëâì â®«ìª® ®¤®. Ǒ®íâ®¬ã ¯®á«¥¤¥¥ § ¬¥ç ¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ®£à -¨ç¨âìáï ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ¥à ¢¥áâ¢ ¤«ï ç¨á¥« hk ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¤¥« ¥âãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë íää¥ªâ¨¢® ¯à®¢¥àï¥¬ë¬¨.�  ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 15 ¬®�¥â ¯®ª § âìáï ¯à®-áâë¬: ý�®§ì¬¥¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ nix 6 hi; ®® ¨ ¤ áâ ¨áª®-¬ë© ¬®£®£à ¨ªþ. �¤ ª® íâ® § ª«îç¥¨¥ á«¨èª®¬ ¯®á¯¥è®, ¯®â®¬ãçâ® ¥é¥ ¥ ¨§¢¥áâ®, ¥ ¡ã¤¥â «¨ â ª®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯ãáâë¬ 26). � íâ®¬ ¨á®áâ®¨â ¯¥à¢ ï âàã¤®áâì ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 15.7. �§ â¥®à¥¬ë 15 «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨ ãá«®¢¨¥, ¥®¡å®¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ â®ç®¥¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤ ë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¡ë«¨ ¯«®áª®áâï¬¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥©ª ª®£®-«¨¡® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª .16. �«ï â®£® çâ®¡ë ¯«®áª®áâ¨ P1, . . . , Pm á ®à¬ «ï¬¨ n1, . . . ,nm ¡ë-«¨ ¯«®áª®áâï¬¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ª ª®£®-«¨¡® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª (á ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ n1, . . . ,nm), ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë, ¢®-¯¥à¢ëå, ®à¬ «¨ n1, . . . ,nm è«¨ ¢ ¢¥àè¨ë ¨, ¡ëâì ¬®�¥â, ¥é¥ ¢ â®çª¨  áâ®à® å ¥ª®â®à®£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  (  ¨¬¥®â®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , ª ª®© ¤®«�® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥-¨¥ ¢á¥£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ £à ï¬¨), ¨, ¢®-¢â®àëå,çâ®¡ë ®¯®àë¥ ç¨á«  h1, . . . , hm ¯«®áª®áâ¥© P1, . . . , Pm ã¤®¢«¥â¢®àï«¨ ãá«®-¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 15.25)� ¬®¥© à ¡®â¥ [10℄ íâ  â¥®à¥¬  áä®à¬ã«¨à®¢   ¥¢¥à®: § ¡ëâë ¥à ¢¥áâ¢  ¤«ï
hk, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à §«®�¥¨ï¬ ¢¥ªâ®à®¢ nk á ¥¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ νki. �¤¨å ¥à -¢¥áâ¢ á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ νki ¥¤®áâ â®ç®, ª ª ¢¨¤® ¨§ á«¥¤ãîé¥£® ¯à®áâ®£® ¯à¨¬¥-à . �®§ì¬¥¬ ¢¥ªâ®àë n1,n2,n3,n4 ¢¥è¨å ®à¬ «¥© ª £à ï¬ ¯à ¢¨«ì®£® â¥âà í¤à .�¨ ®¤¨ ¨§ ¨å ¥ à §« £ ¥âáï ¯® ¤àã£¨¬ ¨ ç¥, ª ª á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨.Ǒ®íâ®¬ã ãá«®¢¨ï   hk á ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ νki ®â¯ ¤ îâ, ¨, ®â¡à áë-¢ ï ãá«®¢¨ï á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ νki, ¬ë ¥ ¯®«ãç¨¬ ¨ª ª¨å ãá«®¢¨©. �¥�¤ã â¥¬ «¥£ª®¯¥à¥¤¢¨ãâì ¯«®áª®áâ¨ £à ¥© ¯à ¢¨«ì®£® â¥âà í¤à  â ª, çâ®¡ë ®¨ ¥ ®£à ¨ç¨¢ «¨¨ª ª®£® ¬®£®£à ¨ª  á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨.26)�â®â ¢®¯à®á áãé¥áâ¢¥ ¥ â®«ìª® ¢ £¥®¬¥âà¨¨. � á®áâ ¢«ï¥â ¢ �ë© íâ ¯ ¢ à¥-è¥¨¨ ¬®£¨å § ¤ ç «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï. � ¡®«¥¥ ¤¥â «ì®© ¯®áâ ®¢ª¥ ¬ë¢¥à¥¬áï ª íâ®¬ã ¢®¯à®áã ¢ § 5 £«. VII. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. II: § 4. ������������� � ������� ��Ǒ���������� ������ 115�¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨©  ¬ ã�¥ ¨§¢¥áâ . �¨ â ª�¥ ¤®áâ â®çë. �¥©-áâ¢¨â¥«ì®, ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 15 ¯à¨ ¢ë¯®«¥¨ï ¥¥ ãá«®¢¨© áãé¥áâ¢ã¥â ¬®-£®£à ¨ª á ®à¬ «ï¬¨ ni ¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ hi. � ¡ã¤¥â ¡¥áª®¥çë©,â ª ª ª ®à¬ «¨ ni  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ¨ ¢á¥ ¥£® £à ¨¡ã¤ãâ ¡¥áª®¥çë¬¨, ¯®â®¬ã çâ® ®à¬ «ì ª ª®¥ç®© £à ¨ è«  ¡ë ¢ãâàìáä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª ,  âïãâ®£®   ª®æë ®à¬ «¥© ª ¡¥áª®¥ç-ë¬ £à ï¬,   ¬¥�¤ã â¥¬ ¯® ãá«®¢¨î ¢á¥ ®à¬ «¨ ni «¥� â   £à ¨æ¥â ª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª .�á«¨ ¢¥ªâ®àë ni ¨¤ãâ ª £à ¨æ¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¨«¨, çâ®à ¢®á¨«ì®, «¥� â   ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ®£® ã£« , â®, ª ª®ç¥¢¨¤®, ¨ ®¤¨ ¨§ ¨å ¥ à §« £ ¥âáï ¯® ¤àã£¨¬ á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®-íää¨æ¨¥â ¬¨. Ǒ®íâ®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 15 ¯à®áâ® ®â-¯ ¤ ¥â.�®â ä ªâ, çâ® ¢¥ªâ®à n à §« £ ¥âáï ¯® âà¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ n1,n2,n3 á ¯®«®-�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, ®§ ç ¥â, çâ® ® ¨¤¥â ¢ãâà¨ âà¥å£à ®£®ã£«  á à¥¡à ¬¨ n1,n2,n3. Ǒ®íâ®¬ã, ª®£¤  ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ni à á¯®«®�¥ë ¯®¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ®£® ã£« , â® ¨ ®¤¨ ¨§ ¨å ¥ ¬®�¥âà §« £ âìáï ¯® âà¥¬ (¨ ¡®«¥¥) ¤àã£¨¬ á ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨.�áâ ¥âáï ®¤  ¢®§¬®�®áâì, çâ® ¢¥ªâ®à nk «¥�¨â ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨ á¤¢ã¬ï ¤àã£¨¬¨ ni, nj , ¨ ¨¤¥â ¢ ã£«¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨. �®£¤  ® ¨ à §« £ ¥âáï¯® ¨¬ á ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ª®¥æ ¢¥ª-â®à  nk «¥�¨â ¢ãâà¨ áâ®à®ë áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª ,  âïãâ®©  ª®æë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå âà¥å ¢¥ªâ®à®¢. � ª®© ¢¥ªâ®à, ª ª ¬ë § ¥¬,ï¢«ï¥âáï ®à¬ «ìî ª ¡¥áª®¥ç®© £à ¨ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨à¥¡à ¬¨.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 15 ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ ªà ©¥ ã¯à®é îâáï¨ ¯®¤«¥� â ¯à®¢¥àª¥ «¨èì ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢, ¨¤ãé¨å ¢ãâàì áâ®à® áä¥à¨-ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª . �á«¨ �¥ â ª¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¢®¢á¥ ¥â, â® ¨ª ª¨åà §«®�¥¨©, ä¨£ãà¨àãîé¨å ¢ â¥®à¥¬¥ 15, ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ ni ¡ëâì ¥ ¬®�¥â¨ ¯®â®¬ã ¨ ãá«®¢¨© ¨ª ª¨å ¥â, â. ¥. «î¡ë¥ ¯«®áª®áâ¨ á â ª¨¬¨ ®à¬ «ï-¬¨ ni ¡ã¤ãâ ¯«®áª®áâï¬¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¥ª®â®à®£® ¬®£®£à ¨ª .�á®¡ë© á«ãç © ¯®«ãç ¥âáï, ª®£¤  ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ni ª®¬¯«  àë, â ª çâ® âïãâë©   ¨å ª®æë áä¥à¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«ãáä¥-à®©. �â® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã á«ãç î, ª®£¤  ¡¥áª®¥ç ï ç áâì ¬®£®£à -¨ª  ï¢«ï¥âáï ¯à¨§¬®©. �¤¥áì ãá«®¢¨ï   ç¨á«  hi ¤®«�ë ãç¨âë¢ âìáï¯®«®áâìî. �® hi ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®ã£®«ì¨-ª , ¯®«ãç îé¥£®áï ¢ á¥ç¥¨¨ ¯à¨§¬ë. �®£¤  ¢ â¥®à¥¬¥ 15 ¤®áâ â®ç® ¡à âìà §«®�¥¨ï ¯® ¤¢ã¬ ¢¥ªâ®à ¬.�¥®à¥¬ë 15 ¨ 16 ®¡®¡é îâáï   ¯à®áâà áâ¢® «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© ná â¥¬ «¨èì ¨§¬¥¥¨¥¬, çâ® ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ã�® ¡à âì à §«®-�¥¨ï ¯® n ¢¥ªâ®à ¬.



116 �. �. �����������
§ 5. �®£®£à ¨ª¨ á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å(�¡§®à à¥§ã«ìâ â®¢ £« ¢ë IX)1. �®§ì¬¥¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ª ªãî-«¨¡® â®çªã O ¨ ¯à®¢¥¤¥¬ ¨§ ¥¥ «ãç¨

l1, . . . , lm, ¥  ¯à ¢«¥ë¥ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ â-à¨¢ âì § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á ¢¥àè¨ ¬¨   íâ¨å «ãç å;¯® ãá«®¢¨î â®çª  O ¤®«�  «¥� âì ¢ãâà¨ â ª®£® ¬®£®£à ¨ª . � ª¨¥¬®£®£à ¨ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ:  ¯à¨¬¥à, ¬®£®£à ¨ª, ¢¯¨á ë© ¢ è à áæ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ O.Ǒãáâì r1, . . . , rm | à ááâ®ï¨ï ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  ®â â®çª¨ O. �¨á-«  ri ¥ ¯à®¨§¢®«ìë, çâ® á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë:17. �«ï â®£® çâ®¡ë ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á«  r1, . . . , rm ¡ë«¨ à ááâ®ï¨ï¬¨®â O ¤® ¢¥àè¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª    «ãç å l1, . . . , lm,¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® á«¥¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥:�á«¨ ei ®¡®§ ç îâ ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë ¢¤®«ì «ãç¥© li ¨ ek =∑ νkiei ¥áâìà §«®�¥¨¥ «î¡®£® ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ek no ¤àã£¨¬ ¢¥ªâ®à ¬ á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, â® 1
rk

<
∑ νki

ri
.�®áâ â®ç®, çâ®¡ë íâ¨ ¥à ¢¥áâ¢  ¢ë¯®«ï«¨áì ¤«ï à §«®�¥¨ï ¢¥ªâ®-à®¢ ek no âà¥¬ ¤àã£¨¬.�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë í«¥¬¥â à®. �§ï¢ â®çª¨ Ai   ¤ ëå«ãç å, ¯®áâà®¨¬ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ íâ¨å â®ç¥ª. �â® ¡ã¤¥â¬®£®£à ¨ª P . �«ï â®£® çâ®¡ë «î¡ ï ¨§ â®ç¥ª Ai ¡ë«  ¥£® ¢¥àè¨®©,¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ®  ¥ ¯®¯ ¤ «  ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®-¢®ªã¯®áâ¨ ®áâ «ìëå. �âáî¤  ¨ á«¥¤ã¥â ¥®¡å®¤¨¬®áâì ¨ ¤®áâ â®ç®áâìãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë, ª ª ¡ã¤¥â ¯®ª § ® ¢ § 1 £« ¢ë IX.�¥�¤ã â¥®à¥¬®© 17 ¨ ¯à¨¢¥¤¥®© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ â¥®à¥¬®© 15¥áâì ä®à¬ «ì ï   «®£¨ï, ¨¬¥îé ï ¯à®áâ®¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®á®¢ ¨¥.�® á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨   «ãç å ei ¯ãâ¥¬ ¯®«ïà-®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¯à¥®¡à §ã¥âáï ¢ ¬®£®£à ¨ª, £à ¨ ª®â®à®£® ¨¬¥îâ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ei. Ǒà¨ íâ®¬, ¥á«¨ ri áãâì à ááâ®ï¨ï ¢¥àè¨ ¯¥à¢®£®¬®£®£à ¨ª  ®â â®çª¨ O, â® ®¯®àë¥ ç¨á«  ¢â®à®£® ¡ã¤ãâ hi = 1/ri. (Ǒ®-«ïà®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¡ë«® à áá¬®âà¥® ¢ ¯◦ 4 § 5 £« ¢ë I.) �¤ ª® ¯®«®£®¯¥à¥å®¤  ®â â¥®à¥¬ë 17 ª â¥®à¥¬¥ 15 ¥â, â ª ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 17 ¢á¥ ri > 0, ¢â® ¢à¥¬ï ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 15 ¤®¯ãáª îâáï hi < 0.2. Ǒ®áâ ¢¨¬ á«¥¤ãîé¨© ¢®¯à®á. Ǒãáâì l1, . . . , lm | «ãç¨ ¨§ â®çª¨ O,¥  ¯à ¢«¥ë¥ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. � ª®¢ë ãá«®¢¨ï, ¥®¡å®¤¨¬ë¥¨ ¤®áâ â®çë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤ ë¥ ç¨á«  ω1, . . . , ωm ¡ë«¨ ªà¨¢¨§ -¬¨ (¯«®é ¤ï¬¨ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨©) ¢¥àè¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª , «¥� é¨å á®®â¢¥âáâ¢¥®   «ãç å l1, . . . , lm? (Ǒà¥¤¯®« £ -



��. II: § 5. ������������� � ��������� �� ������ ����� 117¥âáï, çâ® ¤àã£¨å ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª ¥ ¨¬¥¥â.) � ¢ ª ª®© ¬¥à¥ ¬®£®-£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãá«®¢¨ï¬¨, çâ® ¥£® ¢¥àè¨ë «¥� â   ¤ ëå «ãç å¨ ¨¬¥îâ ¤ ë¥ ªà¨¢¨§ë? �â¢¥â   ¯¥à¢ë© ¢®¯à®á ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¥©â¥®à¥¬®©:18. Ǒãáâì ¨§ â®çª¨ O ¨áå®¤ïâ «ãç¨ l1, . . . , lm, ¥  ¯à ¢«¥ë¥ ¢ ®¤-® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. Ǒãáâì 
i1,... ,ik | ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥-¨ï â¥«¥á®£® ã£« , ï¢«ïîé¥£®áï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥©
li1 , . . . , lik . �«ï â®£® çâ®¡ë ç¨á«  ω1, . . . , ωm ¡ë«¨ ¯«®é ¤ï¬¨ áä¥à¨ç¥-áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¢¥àè¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¢¥àè¨ ¬¨   «ãç å
l1, . . . , lm, ¥®¡å®¤¨¬ë ¨ ¤®áâ â®çë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:1) ¢á¥ ωi > 0;2) m∑

i=1ωi = 4π;3) ¤«ï ª �¤®© á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥© li1 , . . . , lik
∑

ωjp > 
i1,... ,ik ,£¤¥ áã¬¬  ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ «ãç ¬ ljp , ¥ ¯®¯ ¢è¨¬ ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªãá®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥© li1 , . . . , lik . � áá¬ âà¨¢ îâáï, ª®¥ç®, â®«ìª® â ª¨¥á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥© li1 , . . . , lik , ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ª®â®àëå ¥ ¥áâì ¢á¥ ¯à®-áâà áâ¢®: ¨ ç¥ ¯®á«¥¤¥¥ ãá«®¢¨¥ «¨è¥® á¬ëá« .
P

V
li1

li2

li3

�¨á. 70

�¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨© 1 ¨ 2 ®ç¥¢¨¤- : ãá«®¢¨¥ 2 ®§ ç ¥â, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥¨§®¡à �¥¨¥ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ¨ª  ¯®ªàë¢ ¥â ¢áî áä¥àã. �®ª -�¥¬ ¥®¡å®¤¨¬®áâì âà¥âì¥£® ãá«®¢¨ï.Ǒãáâì P | § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨   «ãç å l1, . . . , lm.�¥à¥¬ «ãç¨ li1 , . . . , lik ¨ ¯ãáâì V | ¨å ¢ë-¯ãª« ï ®¡®«®çª , ¯à¨ç¥¬ V ¥ ¯à®áâ¨à ¥â-áï   ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢®. �ë¯ãª« ï ®¡®«®ç-ª  ª®¥ç®© á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥©, ¨áå®¤ï-é¨å ¨§ ®¤®© â®çª¨ O, ¥áâì â¥«¥áë© ¢ë-¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« á ¢¥àè¨®© O.Ǒãáâì «ãç¨ lj1 , . . . , ljl ,   á®®â¢¥âáâ¢¥-® ¨ ¢¥àè¨ë Aj1 , . . . , Ajl ®ª §ë¢ îâáï¢¥ V . Ǒ«®áª®áâì, ®¯®à ï ª V , ¯¥à¥á¥ª ¥â ¬®£®£à ¨ª P ,   ¯à¨ ¯ à «-«¥«ì®¬ ¤¢¨�¥¨¨ ®â â®çª¨ O ®  áâ ®¢¨âáï ¢ ¥ª®â®àë© ¬®¬¥â ®¯®à®©¢ ¥ª®â®à®© ¢¥àè¨¥, ¥ ¯®¯ ¢è¥© ¢ V . (�  à¨á. 70 ¨§®¡à �¥    «®-£¨ç ï ª àâ¨  ¢ á«ãç ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª .) �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢áïª ï ®¯®à ï¯«®áª®áâì ª V ¨¬¥¥â ¯ à ««¥«ìãî ¥© ®¯®àãî ¯«®áª®áâì ª P ¢ ®¤®© ¨§



118 �. �. �����������¢¥àè¨ Aj1 , . . . , Ajl . �à®¬¥ â®£®, ¢ íâ¨å ¢¥àè¨ å ¨¬¥îâáï ¨ ¤àã£¨¥ ®¯®à-ë¥ ¯«®áª®áâ¨,  ¯à¨¬¥à ¯«®áª®áâ¨ £à ¥©, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨å V . Ǒ®íâ®¬ãáä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ã£«  V á®¤¥à�¨âáï ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¨§®¡à �¥¨¨¢¥àè¨ Aj1 , . . . , Ajl ¨ ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¨¬. �âáî¤  ¨ á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢®
l∑

p=1ωjp > 
i1,... ,ik .�®áâ â®ç®áâì ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë 18 ¡ã¤¥â ¤®ª §   ¢ § 1 £« ¢ë IX, â. ¥. ¬ë¤®ª �¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¢¥àè¨ë ª®â®à®£® «¥-� â   ¤ ëå «ãç å ¨ ¨¬¥îâ ¤ ë¥ ¯«®é ¤¨ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨©.Ǒà¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© £®¬®â¥â¨¨ (¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ ¯®¤®¡¨ï) á æ¥âà®¬ ¢ O¢¥àè¨ë ®áâ îâáï   â¥å �¥ «ãç å ¨ ¨å áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï, ®ç¥¢¨¤-®, ¥ ¬¥ïîâáï. �àã£¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¥¢®§¬®�ë, â. ¥. ¬®£®£à ¨ª®¯à¥¤¥«ï¥âáï «ãç ¬¨ li,   ª®â®àëå «¥� â ¥£® ¢¥àè¨ë, ¨ ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥à-è¨ ωi ®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤® ¯®¤®¡®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï á æ¥âà®¬ ¢®¡é¥¬  ç «¥ «ãç¥©.�â® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥© ®¡é¥© â¥®à¥¬ë:19. �á«¨ ¢¥àè¨ë ª®¥çëå â¥«¥áëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ «¥� â  ®¤¨å ¨ â¥å �¥ «ãç å, ¨áå®¤ïé¨å ¨§ ¢ãâà¥¥© â®çª¨ O íâ¨å ¬®£®£à -¨ª®¢, â® «¨¡® íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¯®«®�¨â¥«ì® £®¬®â¥â¨çë á æ¥âà®¬¯®¤®¡¨ï ¢ â®çª¥ O, «¨¡® ã ¨å ¥áâì â ª ï ¯ à  ¢¥àè¨, «¥� é¨å   ®¤®¬«ãç¥, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ®¤®© ¨§ ¨å á®¤¥à�¨âáï ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬¨§®¡à �¥¨¨ ¤àã£®©, ¥ á®¢¯ ¤ ï á ¨¬.�á«¨ ¯«®é ¤¨ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© à ¢ë, â® ¢â®à ï ¢®§¬®�®áâì¨áª«îç¥ , ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¤®«�ë ¡ëâì ¯®¤®¡ë. �¬¥áâ® ¯«®é ¤¨ ¬®�-® ¢§ïâì «î¡ãî ¬®®â®ãî äãªæ¨î áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  (¨«¨,çâ® à ¢®á¨«ì®, ¬®£®£à ®£® ã£« ).�®ª §ë¢ ¥âáï â¥®à¥¬  19 ®ç¥ì ¯à®áâ®. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2¨¬¥îâ ¢¥àè¨ë   ®¡é¨å «ãç å, ¨áå®¤ïé¨å ¨§ ¨å ®¡é¥© ¢ãâà¥¥© â®ç-ª¨ O. �®�¬¥¬ P2 ¯®¤®¡® ª â®çª¥ O â ª, çâ®¡ë ® ®ª § «áï ¢ãâà¨ P1.�ä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¯à¨ íâ®¬ ¥ ¨§¬¥ïâáï.�ã¤¥¬ â¥¯¥àì ã¢¥«¨ç¨¢ âì ¬®£®£à ¨ª P2 ¯®¤®¡® ¨§ â®çª¨ O. � ¥ª®-â®àë© ¬®¬¥â ® ª®á¥âáï ¬®£®£à ¨ª  P1 ¢ ª ª®©-¨¡ã¤ì â®çª¥. �á«¨íâ  â®çª  ¥ ¥áâì ¢¥àè¨ , â® ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ª á îâáï ¯® £à ¨¨«¨ ¯® à¥¡àã (¯¥à¥á¥ª âìáï ®¨ ¥ ¬®£ãâ, â ª ª ª P2 ¢á¥ ¥é¥ ¥ ¢ëå®¤¨â¨§ P1). � â ª ª ª ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 «¥� â   ®¡é¨å «ãç å,â® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ã ¨å ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  ®¡é ï ¢¥àè¨ , ¯à¨ ¤«¥� -é ï £à ¨ ¨«¨ à¥¡àã, ¯® ª®â®àë¬ ®¨ ª á îâáï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¬®¬¥âª á ¨ï ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 ª ª¨¥-â® ¨å ¢¥àè¨ë A1 ¨ A2 á®¢¯ ¤ -îâ. �® â ª ª ª P2 «¥�¨â ¢ P1, â® ¬®£®£à ë© ã£®« V2 ¯à¨ A2 § ª«îç¥¢ ¬®£®£à ®¬ ã£«¥ V1 ¯à¨ A1. Ǒ®íâ®¬ã ¯«®áª®áâì, ®¯®à ï ª V1, ¡ã¤¥â



��. II: § 5. ������������� � ��������� �� ������ ����� 119®¯®à®© â ª�¥ ª V2, â. ¥. áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¢¥àè¨ë A2 á®¤¥à�¨âáä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¢¥àè¨ë A1.�á«¨ ¯«®é ¤¨ ¢á¥å áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¯® ãá«®¢¨î à ¢ë, â®, á«¥-¤®¢ â¥«ì®, áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¢¥àè¨ A2 ¨ A1 á®¢¯ ¤ îâ. �¥¬ á -¬ë¬ á®¢¯ ¤ îâ â ª�¥ ã£«ë V1 ¨ V2, â. ¥. à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2,áå®¤ïé¨¥áï ¢ ¨å ®¡é¥© ¢¥àè¨¥ A1 = A2,  «¥£ îâ ¤àã£   ¤àã£ . � ª ª ª¢á¥ ¨å ¢¥àè¨ë «¥� â   ®¡é¨å «ãç å, â® ª®æë  «¥£ îé¨å à¥¡¥à â ª�¥á®¢¯ ¤ îâ. Ǒà¨¬¥ïï ª ¨¬ â® �¥ à ááã�¤¥¨¥ ¨ â. ¤., ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¬®£®-£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 á®¢¯ ¤ îâ, â ª çâ® ¤® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ®¨ ¡ë«¨ ¯®¤®¡ëá æ¥âà®¬ ¯®¤®¡¨ï ¢ O, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.3. �¥¯¥àì ®¡à â¨¬áï ª ¡¥áª®¥çë¬¬®£®£à ¨ª ¬, ¯à¨ç¥¬ ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì¢ ¢¨¤ã â¥«¥áë¥ ¬®£®£à ¨ª¨. �®�® ¡ë«® ¡ë à áá¬ âà¨¢ âì ¡¥áª®¥ç-ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å, ¨áå®¤ïé¨å ¨§â®çª¨ O, ® ¬ë ®£à ¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥¨¥¬ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¢¥àè¨ ¬¨  ¤ ëå ¯ à ««¥«ìëå «ãç å, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç® ã¤ «¥®©â®çª¥ O. �¯à®ç¥¬, à¥§ã«ìâ âë, ª®â®àë¥ ¬ë ¯®«ãç¨¬, ¥âàã¤® ¯¥à¥¤¥« âì  á«ãç © ¥ ¡¥áª®¥ç® ã¤ «¥®© â®çª¨ O.�® âà¥¡®¢ ¨¥, çâ®¡ë â®çª  O «¥� «  ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª , á¢®¤¨âáï¤«ï ¡¥áª®¥ç® ã¤ «¥®© â®çª¨ ª â®¬ã, çâ® ¢áïª ï ¯àï¬ ï, ¯ à ««¥«ì ï¤ ë¬ «ãç ¬, «¨¡® ¢®¢á¥ ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¬®£®£à ¨ª, «¨¡® ¨¬¥¥â á ¨¬®¡éãî ¯®«ã¯àï¬ãî.� ¤ ¨¥ ¯ à ««¥«ìëå «ãç¥©,   ª®â®àëå ¤®«�ë «¥� âì ¢¥àè¨ë ¬®-£®£à ¨ª , íª¢¨¢ «¥â® § ¤ ¨î ¯«®áª®áâ¨ T , ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®© ª íâ¨¬«ãç ¬, ¨ ¯à®¥ªæ¨© A1, . . . , Am ¢¥àè¨   íâã ¯«®áª®áâì. �®£®£à ¨ª¤®«�¥ ¡ëâì à á¯®«®�¥ â ª, çâ®¡ë ¢áïª ï ¯àï¬ ï, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª¯«®áª®áâ¨ T , «¨¡® ¢®¢á¥ ¥£® ¥ ¯¥à¥á¥ª « , «¨¡® ¨¬¥«  á ¨¬ ®¡éãî ¯®«ã-¯àï¬ãî. �®£¤  ¯à®¥ªæ¨ï ¬®£®£à ¨ª    ¯«®áª®áâì T «¨¡® ¯®ªàë¢ ¥â¥¥ ¢áî ®¤¨ à §, «¨¡® ¯®ªàë¢ ¥â   ¥© ¥ª®â®àë© ¢ë¯ãª«ë©, ª®¥çë©¨«¨ ¡¥áª®¥çë©, ¬®£®ã£®«ì¨ª, ¯à¨ç¥¬ ¢ãâà¥®áâì íâ®£® ¬®£®ã£®«ì-¨ª  ¯®ªàë¢ ¥âáï ®¤¨ à §,   ¥£® áâ®à®ë ï¢«ïîâáï ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ £à ¥©,¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàëå ª ¯«®áª®áâ¨ T .� ª ª ª ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥ ®¤¨¬¨¢¥àè¨ ¬¨,   ¥é¥ ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬, â® ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå § ¤ ¨ïå ¡ã-¤¥â ä¨£ãà¨à®¢ âì ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«, ª®â®àë© ¬ë áç¨â ¥¬ §¤¥áì â¥«¥áë¬ã£«®¬. (� ª ã�¥ ãª §ë¢ «®áì, ® ¬®�¥â, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¢ëà®�¤ âìáï ¢¯®«ã¯àï¬ãî ¨«¨ ¯«®áª¨© ã£®«.)Ǒà¥¤¥«ìë© ã£®« ¬®£®£à ¨ª  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á .�«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¥£® ¢¥àè¨  á®¢¯ ¤ ¥â á ¢¥àè¨-®© O1 ¬®£®£à ¨ª , ¯à®¥ªâ¨àãîé¥©áï ¢ ¤ ãî â®çªã A1.Ǒà¥¤¥«ìë© ã£®« à á¯®« £ ¥âáï ¯® ®â®è¥¨î ª ¯«®áª®áâ¨ T â ª �¥, ª ªá ¬ ¬®£®£à ¨ª: ¯àï¬ ï, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª T , «¨¡® ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¥£®,



120 �. �. �����������«¨¡® ¨¬¥¥â á ¨¬ ®¡éãî ¯®«ã¯àï¬ãî. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì ¯àï¬ ï L ¯¥à-¯¥¤¨ªã«ïà  ª ¯«®áª®áâ¨ T ¨ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V ¬®£®£à ¨-ª  P . � ª ª ª ¢¥àè¨  O1 ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¯à¨ ¤«¥�¨â ¬®£®£à ¨ªã,â® ¯à¨ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ª ¢¥àè¨¥ O1 ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®«ãç âì¬®£®£à ¨ª¨ P ′, á®¤¥à� é¨¥áï ¢ P ¨ á®¤¥à� é¨¥ ã£®« V ; ¢ ¯à¥¤¥«¥ ®¨¡ã¤ãâ áå®¤¨âìáï ª V . � ª ª ª ¯àï¬ ï L ¯¥à¥á¥ª ¥â V , â® ®  ¯¥à¥á¥ª ¥â¨ ¢á¥ íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ P ′ ¨ ¨¬¥¥â á ¨¬¨ ®¡éãî ¯®«ã¯àï¬ãî. (� ç¥,ã¢¥«¨ç¨¢ ï P ′ ¤® P ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯¥à¥¬¥é ï ¯àï¬ãî L, ¬ë ¯®«ãç¨«¨¡ë ¯àï¬ãî L1, ª®â®à ï ¯¥à¥á¥ª ¥â P ¥ ¯® ¯®«ã¯àï¬®©, ¢®¯à¥ª¨ ãá«®¢¨î, «®�¥®¬ã   à á¯®«®�¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P .) Ǒà¥¤¥« �¥ íâ¨å ¯®«ã-¯àï¬ëå ¡ã¤¥â ¯®«ã¯àï¬®©, ®¡é¥© ã ã£«  V ¨ ¯àï¬®© L.� «¥¥, ãá«®¢¨ï,  «®�¥ë¥   à á¯®«®�¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  ¨ ¯à¥¤¥«ì-®£® ã£«  ®â®á¨â¥«ì® ¯«®áª®áâ¨ T , ¡ã¤ãâ ¯à¥¤¯®« £ âìáï ¢ë¯®«¥ë¬¨.�ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥¯¥àì â¥®à¥¬ã,   «®£¨çãî â¥®à¥¬¥ 18:20. Ǒãáâì   ¯«®áª®áâ¨ T § ¤ ë â®çª¨ A1, . . . , Am ¨ íâ¨¬ â®çª ¬ Ai®â¥á¥ë ç¨á«  ω1, . . . , ωm. �«ï â®£® çâ®¡ë íâ¨ ç¨á«  ¡ë«¨ ¯«®é ¤ï¬¨áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¢¥àè¨ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¢¥àè¨ ¢ â®çª å A1, . . . , Am, ¥®¡å®¤¨¬ë ¨ ¤®áâ â®çë á«¥-¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:1) ¢á¥ ωi > 0 ¨ < 2π;2) m∑
i=1ωi 6 2π.�¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯¥à¢®£® ãá«®¢¨ï ®ç¥¢¨¤ ; ¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢â®à®£® ¡ë« ¤®ª §   ¢ ¯◦ 3 § 5 £« ¢ë I: áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®-£à ¨ª  á®¤¥à�¨âáï ¢ ¯®«ãáä¥à¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥â ¯«®é ¤ì 6 2π.�â¥à¥á â¥®à¥¬ë 20 ¢ â®¬, çâ® ªà¨¢¨§ë ¢¥àè¨ ®ª §ë¢ îâáï ¥¯®¤ç¨¥-ë¬¨ ¨ª ª¨¬ ãá«®¢¨ï¬, ªà®¬¥ íâ¨å âà¨¢¨ «ìëå.Ǒà¨ ¯ à ««¥«ì®¬ ¯¥à¥®á¥ ¬®£®£à ¨ª  ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã-«ïà®¬ ª ¯«®áª®áâ¨ T , ¯à®¥ªæ¨¨ ¥£® ¢¥àè¨ ¨ ¨å áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï®áâ îâáï ¥¨§¬¥ë¬¨. �¤ ª®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬®£®£à ¨ª ¥ ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï íâ¨¬¨ ¤ ë¬¨ ®¤®§ ç®, á â®ç®áâìî ¤® â ª®£® ¯¥à¥®á , çâ® ¢¨¤®¨§ â¥®à¥¬ë:21. �¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¯à¨ ¤ ëå A1, . . . , Am ¨

ω1, . . . , ωm ¡ã¤¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤® â ª®£® ¯¥à¥®á  â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  m∑

i=1ωi = 2π, â. ¥. ª®£¤  ¯«®é ¤ì ¥£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡-à �¥¨ï à ¢  2π.� ¯◦ 3 § 5 £« ¢ë I ¤®ª § ®, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¯à¥¤¥«ì®-£® ã£«  á®¢¯ ¤ ¥â á® áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬ ¬®£®£à ¨ª . Ǒ®íâ®¬ã¯à¨ m∑

i=1ωi = 2π ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« á¢®¤¨âáï ª ¯®«ã¯àï¬®© ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,



��. II: § 5. ������������� � ��������� �� ������ ����� 121®¯à¥¤¥«¥ § à ¥¥. �á«¨ �¥ ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¬®£®-£à ¨ª ,   § ç¨â, ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  < 2π, â® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¬®�¥â¥é¥ ¬¥ïâìáï. �â® ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥© ®¡é¥© â¥®à¥¬¥, ¢ª«îç îé¥©â¥®à¥¬ë 20 ¨ 21:22. Ǒãáâì   ¯«®áª®áâ¨ T § ¤ ë â®çª¨ A1, . . . , Am ¨ ¨¬ ®â¥á¥ë â ª¨¥ç¨á«  ω1, . . . , ωm, çâ® 1) 0 < ωi < 2π ¯à¨ ¢á¥å i, 2) m∑

i=1ωi 6 2π. Ǒãáâì,¤ «¥¥, V | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« á ¯«®é ¤ìî áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡-à �¥¨ï, à ¢®© m∑

i=1ωi, à á¯®«®�¥ë© â ª, çâ® ¢áïª ï ¯àï¬ ï, ¯¥à¯¥¤¨-ªã«ïà ï ª ¯«®áª®áâ¨ T , «¨¡® ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¥£®, «¨¡® ¨¬¥¥â á ¨¬ ®¡éãî¯®«ã¯àï¬ãî 27). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,¤«ï ª®â®à®£® 1) â®çª¨ Ai áãâì ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥àè¨, 2) ç¨á«  ωi áãâì ¯«®é ¤¨áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢¥àè¨ ¨ 3) ã£®« V ¥áâì ¥£®¯à¥¤¥«ìë© ã£®«.� ª®© ¬®£®£à ¨ª | ¥¤¨áâ¢¥ë©, á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á  ¢  ¯à ¢-«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¬ ª ¯«®áª®áâ¨ T .�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 22 ¤ ¥âáï ¢ § 2 £« ¢ë IX.�â¢¥à�¤¥¨¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, § ª«îç¥®¥ ¢ íâ®© â¥®à¥¬¥, ï¢«ï¥âáï á«¥¤-áâ¢¨¥¬ ®¡é¥© â¥®à¥¬ë,   «®£¨ç®© â¥®à¥¬¥ 19 ¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®© áâ®«ì �¥¯à®áâ® (á¬. § 2 £« ¢ë IX).�«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥© â ª �¥ ¯®«ãç îâáï   «®£¨çë¥ â¥®à¥-¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨.4. �á«¨ § ¤ ë ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V ¨ ¯à®¥ªæ¨¨A1, . . . , Am ¢¥àè¨ ¬®£®-£à ¨ª    ¯«®áª®áâì T , â® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¬®£®£à ¨ª ¡ë« ®¯à¥¤¥«¥,®áâ ¥âáï § ¤ âì ¢ëá®âë p1, . . . , pm ¢¥àè¨  ¤ ¯«®áª®áâìî T , ¯à¨ç¥¬ ®¨áç¨â îâáï ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â T ¨ ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ¯®¤àã£ãî áâ®à®ã. �á«®¢¨ï, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯à¨¤ ëå ¯à¥¤¥«ì®¬ ã£«¥ V ¨ ¯à®¥ªæ¨ïå A1, . . . , Am ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨-ª  ç¨á«  p1, . . . , pm ¡ë«¨ ¡ë ¢ëá®â ¬¨ ¢¥àè¨, ä®à¬ã«¨àãîâáï ¥áª®«ìª®£à®¬®§¤ª®, ¨ ¬ë ¨å ¥ ¡ã¤¥¬ §¤¥áì ¯à¨¢®¤¨âì. �¤ ª® ®¨ «¥£ª® ¢ë¢®¤ïâáï¨§ â®£® ä ªâ , çâ® â®çª  Bk á ¢ëá®â®© pk  ¤ Ak ¡ã¤¥â ¢¥àè¨®© ¬®£®-£à ¨ª  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ¥ ¯®¯ ¤ ¥â ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¨ ¤àã£¨å ¢¥àè¨ Bi.5. �á¥ â¥®à¥¬ë, áä®à¬ã«¨à®¢ ë¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥, ¢¬¥áâ¥ á ¨å ¤®-ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨ ¤®á«®¢® ®¡®¡é îâáï   ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ ¯à®-áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©: ã�® «¨èì ¢áî¤ã ¢¬¥áâ® 4π ¨«¨ 2π¡à âì á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯«®é ¤ì ¢á¥© áä¥àë ¨«¨ ¯®«ãáä¥àë à ¤¨ãá  ¥¤¨¨æ ¢ â ª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. � ç áâ®áâ¨, ¢á¥ ®¨ ¢¥àë ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¢ á § ¬¥®© 4π ¨ 2π   2π ¨ π á®®â¢¥âáâ¢¥®. �¥®à¥¬ë 20, 2127)V ¬®�¥â ¡ëâì ¯®«ã¯àï¬®© ¨«¨ ¯«®áª¨¬ ã£«®¬.



122 �. �. �����������¨ 22 ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¤®ª §ë¢ îâáï á®¢¥àè¥® ¯à®áâ®.Ǒà¥¤¥«ìë© ã£®« § ¤ ¥â  ¯à ¢«¥¨ï ¡¥áª®¥çëå áâ®à® ¨ ¯®â®¬ã ¬®£®-ã£®«ì¨ª áâà®¨âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®, ¥á«¨ § ¤ ë ã£«ë αi ¯à¨ ¥£® ¢¥àè¨ å¨ ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥àè¨   ¯àï¬ãî T . (�®«ì ªà¨¢¨§ ωi ¨£à îâ §¤¥áì, ®ç¥¢¨¤-®, ¢¥«¨ç¨ë π − αi.) �¥®à¥¬  18 ¤«ï ª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¤ «¥ª®¥ â ª ®ç¥¢¨¤ , ¨ ¬ë ¥ § ¥¬ ¨ª ª®£® ¤àã£®£® ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ªà®¬¥¯à®áâ®£® ¯¥à¥áª §  â®£®, ª®â®à®¥ ¤ ¥âáï ¢ á«ãç ¥ ¬®£®£à ¨ª®¢.6. �¥à¥¬áï,  ª®¥æ, ª § ¬¥ç ¨î, á¤¥« ®¬ã ¢  ç «¥ íâ®£® ¯ à £à -ä  ¯® ¯®¢®¤ã ¯®«ïà®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª . Ǒ®«ïà®¥ ¯à¥®¡-à §®¢ ¨¥ ®â®á¨â¥«ì® ¥¤¨¨ç®© áä¥àë á æ¥âà®¬ ¢® ¢ãâà¥¥© â®çª¥ O¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P á®¯®áâ ¢«ï¥â ¥¬ã â ª�¥ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª P ′. Ǒà¨ íâ®¬ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ′ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª «ãç ¬, ¨¤ã-é¨¬ ¨§ O ç¥à¥§ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P , ¨ ®¡à â®, ¢¥àè¨ë ¬®£®£à -¨ª  P ′ «¥� â   «ãç å, ¨¤ãé¨å ¨§ O, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® ª £à ï¬ ¬®£®-£à ¨ª  P . (�¬. ¯◦ 4 § 5 £« ¢ë I.) �¥�¤ã £à ï¬¨ ¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ®¡®¨å¬®£®£à ¨ª®¢ ¨¬¥¥âáï ¯®« ï ¢§ ¨¬®áâì: ª �¤®© £à ¨ ®¤®£® ®â¢¥ç -¥â ¢¥àè¨  ¤àã£®£®, ¨ ®¡à â®, ¯à¨ç¥¬ ¢¥àè¨ ¬, ¯à¨ ¤«¥� é¨¬ ¤ ®©£à ¨, ®â¢¥ç îâ £à ¨, áå®¤ïé¨¥áï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¥®© ¢¥àè¨¥. �¯à®¥ªâ¨-àã¥¬ ¬®£®£à ¨ª P ¨§ â®çª¨ O   áä¥àã E. �ä¥à  à §®¡ì¥âáï   ¢ë¯ãª-«ë¥ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ S′i, ï¢«ïîé¨¥áï ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ £à ¥© Q′¬®£®£à ¨ª  P ′. �¥àè¨ë íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ áãâì ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥àè¨¬®£®£à ¨ª  P ′ (á¬. à¨á. 32   á. 46, £¤¥ ¤«ï ¯à®áâ®âë ¨§®¡à �¥ë ¯®-«ïàë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨. �«ï ¨å ¢¬¥áâ® áä¥àë ã�® ¡à âì ¥¤¨¨çãî®ªàã�®áâì á æ¥âà®¬ O).�ãç¨, ¨¤ãé¨¥ ¨§ O ç¥à¥§ ¢¥àè¨ë ª ª®©-«¨¡® £à ¨ Q′i ¬®£®£à ¨-ª  P ′, ï¢«ïîâáï ®à¬ «ï¬¨ ª £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P , áå®¤ïé¨¬¨áï ¢¥£® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨¥ Ai. Ǒ®íâ®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ª Si ®ª §ë¢ ¥âáïáä¥à¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬,  âïãâë¬   ª®æë ®à¬ «¥© ª £à ï¬,áå®¤ïé¨¬áï ¢ ¢¥àè¨¥ Ai. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, íâ®â ¬®£®ã£®«ì¨ª ¥áâì ¥ çâ®¨®¥, ª ª áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¢¥àè¨ë Ai.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®¥ªæ¨ï £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ′   áä¥àã S ¥áâì áä¥-à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P . �¢¨¤ã¯®«®© ¢§ ¨¬®áâ¨¬®£®£à ¨ª®¢P ¨ P ′ ¨å ¬®�® ¯®¬¥ïâì §¤¥áì à®«ï¬¨.Ǒ®«ì§ãïáì íâ¨¬¨ § ¬¥ç ¨ï¬¨, ª �¤®© â¥®à¥¬¥ ® ¬®£®£à ¨ª å á ¢¥à-è¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å ¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì â¥®à¥¬ã ® ¬®£®£à ¨ª å á£à ï¬¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¬¨ ª â¥¬ �¥ «ãç ¬. � ª,  ¯à¨¬¥à, â¥®à¥¬  18¯à¥¢à é ¥âáï ¢ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã:23. Ǒãáâì ¨§ â®çª¨ O ¨áå®¤ïâ «ãç¨ l1, . . . , lm, ¥  ¯à ¢«¥ë¥ ¢ ®¤-® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. Ǒãáâì 
i1,... ,ik | ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥-¨ï â¥«¥á®£® ã£« , ï¢«ïîé¥£®áï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥©
li1 , . . . , lik . �«ï â®£® çâ®¡ë áà¥¤¨ § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á



��. II: § 6. ������� ��������� 123â®çª®© O ¢ãâà¨ ¨ á £à ï¬¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¬¨ ª «ãç ¬ li, áãé¥áâ¢®-¢ « ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ ωi, . . . , ωm æ¥âà «ìëå ¯à®¥ªæ¨©¥£® £à ¥©   ¥¤¨¨çãî áä¥àã á æ¥âà®¬ O, ¥®¡å®¤¨¬ë ¨ ¤®áâ â®çëá«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï: 1) ¢á¥ ωi > 0; 2) m∑

i=1ωi = 4π; 3) ¤«ï ª �¤®© á®¢®ªã¯-®áâ¨ «ãç¥© li1 , . . . , lik , ¨¤ãé¨å ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ∑
j

ωj > 
i1,... ,ik ,£¤¥ áã¬¬  ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ j, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ «ãç ¬ lj , ¥ ¯®¯ ¢è¨¬ ¢¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥© li1 , . . . , lik .�¥®à¥¬  19 ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥:24. �á«¨ ã ¤¢ãå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ¨¬¥îé¨å ®¡é¨¥¢ãâà¥¨¥ â®çª¨, £à ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯ à ««¥«ìë, â® «¨¡® ¬®£®£à -ë¥ ã£«ë, ¯à®¥ªâ¨àãîé¨¥ ¨å ¯ à ««¥«ìë¥ £à ¨ ¨§ ¥ª®â®à®© ®¡é¥© ¢ãâ-à¥¥© â®çª¨ O, á®¢¯ ¤ îâ, â ª çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ ¯®¤®¡ë á æ¥âà®¬ ¯®-¤®¡¨ï ¢ O, «¨¡® áà¥¤¨ íâ¨å ã£«®¢, ¯à®¥ªâ¨àãîé¨å £à ¨ «î¡®£® ¨§ ¤¢ãå¬®£®£à ¨ª®¢, ¥áâì å®âï ¡ë ®¤¨, á®¤¥à� é¨© ¢ á¥¡¥ ã£®«, ¯à®¥ªâ¨àãî-é¨© ¯ à ««¥«ìãî £à ì ¤àã£®£® (® ¥ á®¢¯ ¤ îé¨© á ¨¬).Ǒ®íâ®¬ã, ¢ ç áâ®áâ¨, ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤ ë¬¨ â¥®à¥¬ë 23®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤® ¯®¤®¡¨ï.�¥®à¥¬ë 23 ¨ 24 ¬®£ãâ ¡ëâì, ª®¥ç®, ¤®ª § ë ¨ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®, á®-¢¥àè¥®   «®£¨ç® â¥®à¥¬ ¬ 18 ¨ 19.�¥®à¥¬ë ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå ¯ à «-«¥«ìëå «ãç å ¥ ¤®¯ãáª îâ â ª®£® ¯®«ïà®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï, ¯®â®¬ã çâ®¢ ¨å æ¥âà O «¥�¨â   ¡¥áª®¥ç®áâ¨. �á«¨ �¥ â®çªã O ¢§ïâì ¥  ¡¥áª®¥ç®áâ¨, â® ¨ ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¯®«ãç âáï â¥®à¥¬ë,¤®¯ãáª îé¨¥ ¯®«ïà®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ 28).
§ 6. �¥®à¥¬ë �¥áâª®áâ¨ (�¡§®à à¥§ã«ìâ â®¢ £« ¢ X ¨ XI)1. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ªP0 ¯®¤¢¥à£ ¥âáï ¥ª®â®à®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨, â. ¥. ¤ ®¥¯à¥àë¢®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¬®£®£à ¨ª®¢ Pt, § ¢¨áïé¥¥ ®â ¯ à ¬¥âà  t, ¯à¨-ç¥¬ § ç¥¨î t = 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨áå®¤ë© ¬®£®£à ¨ª P0. Ǒ à ¬¥âà tã¤®¡® ¬ëá«¨âì ª ª ¢à¥¬ï, ¢ á¢ï§¨ á ç¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ® ¤¢¨�¥¨¨28)�¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå ¯ à ««¥«ìëå «ãç å ¬®�® § -¤ âì ãà ¢¥¨¥¬ z = f(x, y)  ¤ ¯«®áª®áâìî (x, y), ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®© íâ¨¬ «ãç ¬. �¬¥-áâ® ¯®«ïà®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ®â®á¨â¥«ì® áä¥àë ª â ª®¬ã ¬®£®£à ¨ªã ¬®�® ¯à¨-¬¥¨âì ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �¥� ¤à  (â. ¥. ¯®«ïà¨â¥â ®â®á¨â¥«ì® í««¨¯â¨ç¥áª®£® ¯ à ¡®-«®¨¤ ). Ǒà¥®¡à §®¢ ¨¥ �¥� ¤à  áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¯«®áª®áâ¨ z − z0 = p(x − x0)++q(y − y0) ¨ ¥¥ â®çª¥ u0 = p, v0 = q, w0 = px0 + qy0 − z0, â®çªã (x0, y0, z0) ¨ ¯«®á-ª®áâì w−w0 = x0(u−u0)+y0(v−v0). Ǒà¥®¡à §®¢ ¨¥ �¥� ¤à , ª ª ¨ ¢á¥ ¯®«ïà¨â¥âë,¯¥à¥¢®¤¨â ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ¨ ª �¤®© â¥®à¥¬¥ ®¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª å, § ¤ ëå ãà ¢¥¨¥¬ z = f(x, y), á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥ª®â®à ïý¤¢®©áâ¢¥ ïþ ¥© â¥®à¥¬  ¤«ï ¯®«ïà®£® ¬®£®£à ¨ª . | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



124 �. �. �����������í«¥¬¥â®¢ ¬®£®£à ¨ª , ¢ë§ë¢ îé¥¬ ¥£® ¤¥ä®à¬ æ¨î: ® ¤¢¨�¥¨¨ ¢¥à-è¨, ¢à é¥¨¨ £à ¥© ¨ â. ¯.�á«¨ x ¥áâì ª ª ï-«¨¡® ¢¥«¨ç¨ , ®â®áïé ïáï ª ¬®£®£à ¨ªã, ª ª,  -¯à¨¬¥à, ¯«®é ¤ì £à ¨, ¤«¨  à¥¡à  ¨ â. ¯., â® ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®  ¡ã¤¥âäãªæ¨¥© ¯ à ¬¥âà  t. Ǒà®¨§¢®¤ãî dx
dt

¬ë ¡ã¤¥¬ ç áâ®  §ë¢ âì áª®à®-áâìî ¨§¬¥¥¨ï ¢¥«¨ç¨ë x. �¥«¨ç¨ã x ¬ë  §ë¢ ¥¬ áâ æ¨® à®©,¥á«¨  ç «ì ï áª®à®áâì ¥¥ ¨§¬¥¥¨ï à ¢  ã«î: (dx
dt

)

t=0 = 0.Ǒà¥¤¬¥â®¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¡ã¤ãâ ¥ ª®¥çë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®£à ¨-ª®¢,   ý ç «ìë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨þ, â. ¥. ¡¥áª®¥ç® ¬ «ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯¥à¢®-£® ¯®àï¤ª  ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨,  á ¡ã¤ãâ ¨â¥à¥á®¢ âì¥ á ¬ë¥ ¨§¬¥¥¨ï â¥å ¨«¨ ¨ëå í«¥¬¥â®¢ ¬®£®£à ¨ª  ¨«¨ á¢ï§ ëåá ¨¬ ¢¥«¨ç¨,   â®«ìª® £« ¢ë¥ ç áâ¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ®â®á¨â¥«ì® t;¥ ¯à¨à é¥¨ï �x,   ¤¨ää¥à¥æ¨ «ë dx ¨«¨, çâ® à ¢®á¨«ì®,  ç «ìë¥áª®à®áâ¨ (dx
dt

)

t=0.�®£®£à ¨ª P0  §ë¢ ¥âáï�¥áâª¨¬ ¯à¨ â¥å ¨«¨ ¨ëå ãá«®¢¨ïå, ¥á«¨¢áïª ï ¥£®  ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï, ¯®¤ç¨¥ ï íâ¨¬ ãá«®¢¨ï¬, á¢®¤¨âáï ¯®á¢®¨¬ áª®à®áâï¬ ª ¥£® ¤¢¨�¥¨î ª ª â¢¥à¤®£® â¥«  (¨«¨ ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á«ã-ç ¥ | ª ¥ª®â®à®¬ã ¤àã£®¬ã § ¢¥¤®¬® âà¨¢¨ «ì®¬ã ¯à¥®¡à §®¢ ¨î). �â®®§ ç ¥â, çâ® ¯à¨ íâ¨å ãá«®¢¨ïå ¢á¥ í«¥¬¥âë ¬®£®£à ¨ª  ®ª §ë¢ îâáïáâ æ¨® àë¬¨, ¥á«¨ â®«ìª® ¨áª«îç¨âì ¥£® ¤¢¨�¥¨¥, § ªà¥¯¨¢,  ¯à¨¬¥à,®¤ã ¢¥àè¨ã,  ¯à ¢«¥¨¥ ¨áå®¤ïé¥£® ¨§ ¥¥ à¥¡à  ¨  ¯à ¢«¥¨¥ ¯«®áª®-áâ¨ £à ¨, ¯à¨«¥£ îé¥© ª íâ®¬ã à¥¡àã.�¥®à¥¬ë �¥áâª®áâ¨ á¢®¤ïâáï ª ãâ¢¥à�¤¥¨ï¬ â ª®£® â¨¯ : ¬®£®£à -¨ª | �¥áâª¨©, ¥á«¨ ¯à¨ ¥£® ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ª ª®£®-¨¡ã¤ì ¢¨¤  ¥ª®â®àë¥¤ ë¥ ®â®áïé¨¥áï ª ¥¬ã ¢¥«¨ç¨ë áâ æ¨® àë. � ¯à¨¬¥à, ¥é¥ �. �®-è¨ ¯® áãé¥áâ¢ã ¤®ª § «, å®âï ¨ ¥ ä®à¬ã«¨à®¢ « ï¢®, â ªãî â¥®à¥¬ã 29):¥á«¨ ¢á¥ £à ¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  �¥áâª¨¥, â® ¨ á ¬ ®�¥áâª¨©. �® ¥áâì ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à-¬¨àã¥âáï â ª, çâ® áâà®¥¨¥ ¥£® ¥ ¬¥ï¥âáï,   ¯«®áª®áâ¨ £à ¥© ¤¢¨�ãâáï(¯¥à¥®áïâáï ¨ ¯®¢®à ç¨¢ îâáï) á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨. �®£¤ , ¥á«¨£à ¨ �¥áâª¨¥, â. ¥. ¤«¨ë à¥¡¥à ¨ ã£«ë   £à ïå áâ æ¨® àë, â®  ç «ì- ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á¢®¤¨âáï ¯® á¢®¨¬ áª®à®áâï¬ ª áª®à®áâï¬¥ª®â®à®£® ¥£® ¤¢¨�¥¨ï ª ª â¢¥à¤®£® æ¥«®£®.�â  â¥®à¥¬    «®£¨ç  â¥®à¥¬¥ �®è¨ ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢, ®¤¨- ª®¢® á®áâ ¢«¥ëå ¨§ à ¢ëå £à ¥©. � «®£¨ï áâ ®¢¨âáï ®á®¡¥® ïá-®©, ¥á«¨ § ¬¥â¨âì, çâ® ®¯à¥¤¥«¥¨î�¥áâª®áâ¨ ¬®�® ¯à¨¤ âì á«¥¤ãîéãî29)�â  â¥®à¥¬  ¢¯¥à¢ë¥ ï¢® ¢ëáª §   ¨ ¤®ª §   �. �¥®¬ [270℄. � ¥ § ¬¥â¨«, çâ®¡ãª¢ «ì®¥ ¯®¢â®à¥¨¥ à ááã�¤¥¨© �®è¨, ¯à¨¢¥¤è¨å ¥£® ª â¥®à¥¬¥ ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®-£à ¨ª®¢ á à ¢ë¬¨ £à ï¬¨, ¤ ¥â â ª�¥ ¨ íâã â¥®à¥¬ã ® �¥áâª®áâ¨. �¥â®¤ �¥  á®-¢¥àè¥® ®â«¨ç¥ ®â ¬¥â®¤  �®è¨. �àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤ « �. �¥©«ì [363℄. (�é¥ ®¤®¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë �¥  á¬. ¢ áâ âì¥ �. �. Ǒ ª  [159℄. | Ǒà¨¬. �.�. � «£ ««¥à .)



��. II: § 6. ������� ��������� 125ä®à¬ã: ¬®£®£à ¨ª P0 | �¥áâª¨©, ¥á«¨ ¯à¨ ¤ ëå ãá«®¢¨ïå ¢áïª¨© ¤¥-ä®à¬¨à®¢ ë© ¬®£®£à ¨ª Pt à ¢¥ P0 á â®ç®áâìî ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  30)®â®á¨â¥«ì® t. �â® ®¯à¥¤¥«¥¨¥, ®ç¥¢¨¤®, íª¢¨¢ «¥â® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã.�¬¥áâ¥ á â¥¬ ®® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® â¥®à¥¬ë �¥áâª®áâ¨ ï¢«ïîâáï â¥®à¥¬ ¬¨® à ¢¥áâ¢¥ á â®ç®áâìî ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . �â® § ¬¥ç ¨¥  ¢®¤¨â   ¬ëá«ì¨áª âì ¤«ï ª �¤®© â¥®à¥¬ë ® à ¢¥áâ¢¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â¥®à¥¬ã �¥áâ-ª®áâ¨. �®¥ç®, â ª®© ¯¥à¥å®¤ ®â ®¤¨å â¥®à¥¬ ª ¤àã£¨¬ ¥ ¡ã¤¥â, ¢®®¡é¥£®¢®àï, âà¨¢¨ «ìë¬, ¯®â®¬ã çâ®, ¢®-¯¥à¢ëå, â¥®à¥¬ë �¥áâª®áâ¨ áãâì â¥®-à¥¬ë ¥ ® â®ç®¬ à ¢¥áâ¢¥, ® â®«ìª® ® à ¢¥áâ¢¥ á â®ç®áâìî ¯¥à¢®£®¯®àï¤ª ,   ¢®-¢â®àëå, ¨å ãá«®¢¨ï á®áâ®ïâ ¥ ¢ â®ç®¬ à ¢¥áâ¢¥ â¥å ¨«¨¨ëå í«¥¬¥â®¢ ¬®£®£à ¨ª®¢,   â®«ìª® ¢ ¨å áâ æ¨® à®áâ¨, â. ¥. ¢ à -¢¥áâ¢¥ í«¥¬¥â®¢ ¬®£®£à ¨ª®¢ P0 ¨ Pt á â®ç®áâìî ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª ®â®á¨â¥«ì® t. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ª �¤®© â¥®à¥¬¥ ® à ¢¥áâ¢¥ (¨«¨, çâ® â® �¥,â¥®à¥¬¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨), ¢ëáª § ®© ¢ § 3{5, á®®â¢¥âáâ¢ã¥â   «®£¨ç ïâ¥®à¥¬  �¥áâª®áâ¨ á ¥¡®«ìè¨¬¨ ¨§¬¥¥¨ï¬¨ ãá«®¢¨© ¨«¨ à¥§ã«ìâ â .� «ìè¥ ¬ë ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à®¢ ¥áª®«ìª® â¥®à¥¬ �¥áâª®-áâ¨ ¨§ ¤®ª §ë¢ ¥¬ëå ¢ £« ¢ å X ¨ XI.2. �®®â¢¥âáâ¢¥® â¥®à¥¬¥ 2 § 4 ® à ¢¥áâ¢¥ ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®£à ¨-ª®¢ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ :25. �á«¨ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª, çâ®¢ãâà¥¨¥ à ááâ®ï¨ï ¬¥�¤ã ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨ áâ æ¨® àë, â® ¥£®  ç «ì- ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î. �®à®ç¥, § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª á® áâ æ¨® à®© ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª®© | �¥áâª¨©. �â®â à¥§ã«ìâ â¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¢ ¥áª®«ìª® ¨®© ä®à¬¥.25∗. Ǒãáâì   § ¬ªãâ®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P0 § ¤   ¥ª®â®à ï¥£® à §¢¥àâª  R0, ¢á¥ ¢¥àè¨ë ª®â®à®© «¥� â ¢ ¢¥àè¨ å ¨«¨   à¥¡à å¬®£®£à ¨ª  P0. �á«¨ ¬®£®£à ¨ª P0 ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª, çâ®   ¥¬¥ ¯®ï¢«ï¥âáï ®¢ëå ¢¥àè¨, ªà®¬¥, ¬®�¥â ¡ëâì, ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨ R0,«¥� é¨å   ¥£® úáâ àëåû à¥¡à å, â® à §¢¥àâª  R0 â ª�¥ ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï 31),¨ ¥á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¤«¨ë ¥¥ à¥¡¥à ¨ ã£«ë ¥¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ áâ æ¨® àë,â® ¬®£®£à ¨ª | �¥áâª¨©, â. ¥. ¥£®  ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¥¨§¡¥�®á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î. �®à®âª®: § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á®áâ æ¨® à®© à §¢¥àâª®© | �¥áâª¨©.30)�® ¥áâì áãé¥áâ¢ãîâ à ¢ë¥ P0 ¬®£®£à ¨ª¨ P t0 â ª¨¥, çâ® ¬ ªá¨¬ã¬ à ááâ®ï¨©¨å ¢¥àè¨ ®â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢¥àè¨ Pt ¯à¨ ¬ «ëå t ¥áâì ¡¥áª®¥ç® ¬ « ï ¡®«¥¥¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª , ç¥¬ t.31)�ë ¤®ª �¥¬, çâ®   ¬®£®£à ¨ª¥ Pt, ¡«¨§ª®¬ ª P0, ¢á¥£¤  ¥áâì à §¢¥àâª , ¡«¨§-ª ï ª R0, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ¨ ¬®�® £®¢®à¨âì ® ¤¥ä®à¬ æ¨¨ à §¢¥àâª¨. �¥ä®à¬ æ¨ï¬®£®£à ¨ª  P0 ¯®¤ç¨ï¥âáï ¥ª®â®àë¬ ®¡é¨¬ ãá«®¢¨ï¬, ª®â®àë¥ ¬ë §¤¥áì ¥ ä®à-¬ã«¨àã¥¬. �®à®âª®, ®¨ á¢®¤ïâáï ª â®¬ã, çâ® ®¢ëå ¢¥àè¨, ªà®¬¥ ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨,  ¥¬ ¥ ¯®ï¢«ï¥âáï.



126 �. �. ������������ â¥®à¥¬ å 25 ¨ 25∗ § à ¥¥ ¥ ¨áª«îç ¥âáï ¨ ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨¥ £à ¥©¨ à¥¡¥à, ¨ ¤ �¥  àãè¥¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª . �¤ ª® ¯®ï¢«¥-¨¥ ®¢ëå ¢¥àè¨ ¤®¯ãáª ¥âáï â®«ìª® ¢ãâà¨ ýáâ àëåþ à¥¡¥à. �á«¨ â ª¨¥ý®¢ë¥þ ¢¥àè¨ë ¨¬¥îâáï, â® ¢ â¥®à¥¬¥ 25 ¨ ®¨ ãç¨âë¢ îâáï áà¥¤¨ ¢á¥å¢¥àè¨. � àãè¥¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  ¬®�¥â ¡ëâì ¢ë§¢ ® ý¯à®-« ¬ë¢ ¨¥¬ ¥£® ¢ãâàìþ ¢ ®¢®© ¢¥àè¨¥.�¥®à¥¬  25∗ ¨«¨ 25 á®¤¥à�¨â ª ª á«¥¤áâ¢¨¥ ¯à¨¢¥¤¥ãî ¢ëè¥ â¥®à¥¬ã® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á �¥áâª¨¬¨ £à ï¬¨. � ® , ª®¥ç®, ¡®«¥¥ ®¡-é ï, ¯®â®¬ã çâ® ¢ ¥© ¤®¯ãáª ¥âáï ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨¥ £à ¥©. �  ¯à¨¬¥à, ªã¡á ®¤®© ¢ëãâ®© £à ìî | �¥áâª¨©, ¥á«¨ £à ¨ �¥áâª¨¥, ® ® ¥�¥áâª¨©,¥á«¨ ¤®¯ãáâ¨âì ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨¥ £à ¥© ¯® ¤¨ £® «ï¬. (Ǒ¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥-¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ®ç¥¢¨¤®© �¥áâª®áâ¨ âà¥å£à ëå ã£«®¢ á® áâ æ¨® àë¬¨¯«®áª¨¬¨ ã£« ¬¨; ¢â®à®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®.)�â«¨ç¨ï â¥®à¥¬ë 25∗ ®â â¥®à¥¬ë ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ®¤¨ -ª®¢ë¬¨ à §¢¥àâª ¬¨, ¥ áç¨â ï ®¡é¥£® ®â«¨ç¨ï ¢áïª®© â¥®à¥¬ë �¥áâª®áâ¨®â â¥®à¥¬ ® à ¢¥áâ¢¥, á®áâ®ïâ ¢ á«¥¤ãîé¥¬:1) � â¥®à¥¬¥ ® à ¢¥áâ¢¥ ¥â ãá«®¢¨ï, çâ® ¢¥àè¨ë à §¢¥àâª¨ «¥� â ¢¢¥àè¨ å ¨«¨   à¥¡à å ¬®£®£à ¨ª : ®¨ ¬®£ãâ ¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨ ¯®¯ -¤ âì ¢ãâàì £à ¥©. �® ¢ â¥®à¥¬¥ 25∗ íâ® ®£à ¨ç¥¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¥®¡å®-¤¨¬ë¬: ¡¥§ ¥£® ®  ¥¢¥à , ª ª ¡ã¤¥â ¯®ª § ® ¢ § 1 £« ¢ë X.2) �¥®à¥¬  ® à ¢¥áâ¢¥ ¢¥à  ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢, ¢ëà®�¤ îé¨åáï ¢¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ® â¥®à¥¬  25∗ ¤«ï ¨å ¥¢¥à . [�á«¨ ¤®¯ãáâ¨âì  àã-è¥¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨, â® íâ® âà¨¢¨ «ì®: áâ®¨â «¨èì á«®¬ âì ¬®£®ã£®«ì¨ª¯® ¤¨ £® «¨. �® ¨ ¡¥§  àãè¥¨ï ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë© ¬®£®-ã£®«ì¨ª (ªà®¬¥ âà¥ã£®«ì¨ª ) | ¥�¥áâª¨©. �®§ì¬¥¬,  ¯à¨¬¥à, ¤¢ �¤ë¯®ªàëâë© ª¢ ¤à â ABCD á® áâ®à®®©, à ¢®© a, ¨ ¢ë¤¢¨¥¬ ¢¥àè¨ã D¨§ ¥£® ¯«®áª®áâ¨   ¢ëá®âã h = vt, £¤¥ v | áª®à®áâì ¤¢¨�¥¨ï ¢¥àè¨ë D.Ǒ®«ãç¨¬ â¥âà í¤à á à¥¡à®¬ CD = √a2 + h2 ≈ a + 12 v2a t2. �âáî¤  ¢¨¤®,çâ® ¨§¬¥¥¨¥ à ááâ®ï¨© ¬¥�¤ã ¢¥àè¨ ¬¨ ¡ã¤¥â ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ®â®-á¨â¥«ì® t, â. ¥. íâ¨ à ááâ®ï¨ï áâ æ¨® àë, å®âï ¢¥àè¨  D ¤¢¨�¥âáï á¯®«®�¨â¥«ì®© áª®à®áâìî. � «®£¨çë¥ á®®¡à �¥¨ï ¯à¨¬¥¨¬ë, ª®¥ç-®, ª ¬®£®ã£®«ì¨ªã á «î¡ë¬ ç¨á«®¬ áâ®à® > 3.℄3) � â¥®à¥¬¥ ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¯à¥¤¯®« £ îâáï ¢ë¯ãª«ë¬¨, ¢â¥®à¥¬¥ �¥ 25 ¨«¨ 25∗  àãè¥¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ § à ¥¥ ¥¨áª«îç ¥âáï: ®® ¬®�¥â ¡ëâì ¢ë§¢ ® ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨¥¬ £à ¥© á ¢®§¨ª-®¢¥¨¥¬ ®¢ëå ¢¥àè¨   à¥¡à å. (�¥®à¥¬ , ®¤ ª®, ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® ¯à¨áâ æ¨® à®© à §¢¥àâª¥ íâ® ¤¢¨�¥¨¥ â®çª¨ ¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª  ¨¬¥¥âã«¥¢ãî  ç «ìãî áª®à®áâì.) � íâ®¬ ®â®è¥¨¨ â¥®à¥¬  25 ®ª §ë¢ ¥âáï¡®«¥¥ ®¡é¥©, ç¥¬ â¥®à¥¬  2.� «®£¨ç® â¥®à¥¬¥ 3 § 3 ® à ¢¥áâ¢¥ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ à ¢¥áâ¢¥¯«®áª¨å ã£«®¢ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ :



��. II: § 6. ������� ��������� 12726. �á«¨ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª, çâ®ã£«ë   ¥£® £à ïå áâ æ¨® àë, â® ¨ ¤¢ã£à ë¥ ¥£® ã£«ë áâ æ¨® àë.Ǒà¨ íâ®¬ ¯®¤ £à ï¬¨ ¬®�® ¯®¨¬ âì ¥ ¨áâ¨ë¥ £à ¨,   «î¡ë¥ ¨å ç -áâ¨,   ª®â®àë¥ ®¨ à §¡¨¢ îâáï ®âà¥§ª ¬¨, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï, ®¤ ª®,¢ãâà¨ ¨áâ¨ëå £à ¥©. �¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á®áâ®¨â ¢ ¤¢¨�¥¨¨¯«®áª®áâ¥© íâ¨å ªãáª®¢ £à ¥©.�«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ â ª�¥ ¨¬¥îâ ¬¥áâ® â¥®à¥¬ë �¥áâª®-áâ¨,   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ ¬ ® à ¢¥áâ¢¥, ¨§«®�¥ë¬ ¢ § 3. �å ä®à¬ã«¨-à®¢ª¨ ¯®«ãç îâáï, £àã¡® £®¢®àï, ¯à®áâ®© ¯®¤áâ ®¢ª®© ¯®ïâ¨ï áâ æ¨® à-®áâ¨   ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢ . �¨ ¡ã¤ãâ â®ç® áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¨ ¤®ª § ë ¢£« ¢¥ X.3. �¥®à¥¬  26 ¤®¯ãáª ¥â ¨â¥à¥áãî ¬¥å ¨ç¥áªãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î.27. Ǒãáâì ¤   á¨áâ¥¬  áâ¥à�¥©, áªà¥¯«¥ëå   è à¨à å ¢ ª®æ åâ ª, çâ® ®¨ ®¡à §ãîâ á¨áâ¥¬ã à¥¡¥à § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨-ª . � áâ¥à�ïå â ª®© á¨áâ¥¬ë ¥¢®§¬®�ë  ¯àï�¥¨ï, ¥á«¨   ¨å ¥¤¥©áâ¢ãîâ ¢¥è¨¥ á¨«ë ¨ ¥á«¨ áâ¥à�¨ ¥ ¨§®£ãâë ¨  å®¤ïâáï ¢ à ¢®-¢¥á¨¨.
�¨á. 71

Ǒà¨¬¥à á¨áâ¥¬ë á  ¯àï�¥¨ï¬¨ ¡¥§ ¢®§¤¥©-áâ¢¨ï ¢¥è¨å á¨« ¬®�® ¯®«ãç¨âì ¨§ âà¥å á¯¨-ç¥ª ¨ âà¥å à¥§¨®¢ëå ¨â¥© (à¨á. 71). �¯¨çª¨à á¯®« £ îâáï ¯® áâ®à® ¬ ¯à ¢¨«ì®£® âà¥ã£®«ì-¨ª ,   à¥§¨®¢ë¥ ¨â¨ ¨¤ãâ ¨§ ¢¥àè¨ ª æ¥âàãâà¥ã£®«ì¨ª . � æ¥âà¥ ®¨ á®¥¤¨¥ë ¨  âï-ãâë. Ǒ®íâ®¬ã ¢ íâ®© á¨áâ¥¬¥ ¨¬¥îâáï  ¯àï�¥-¨ï, å®âï ®   å®¤¨âáï ¢ à ¢®¢¥á¨¨ ¡¥§ ¢®§¤¥©-áâ¢¨ï ¢¥è¨å á¨«. �¥®à¥¬  27 ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ®¤«ï á¨áâ¥¬ë à¥¡¥à § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®-£à ¨ª  ¯®¤®¡®¥ á®áâ®ï¨¥ à ¢®¢¥á¨ï á  ¯àï-�¥¨ï¬¨ ¥¢®§¬®�®.�¢ï§ì â¥®à¥¬ 26 ¨ 27 ¡ã¤¥â ¯®«®áâìî ¢ëïá¥  ¢ § 4 £« ¢ë X; â ¬ �¥¡ã¤ãâ ãáâ ®¢«¥ë   «®£¨çë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï ¥ª®â®àëå ¤àã£¨å áâ¥à�-¥¢ëå á¨áâ¥¬.4. � § 4 ¡ë«¨ ãª § ë ®¡é¨¥ â¥®à¥¬ë ® à ¢¥áâ¢¥ ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à -¨ª®¢ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ £à ï¬¨. �â¨¬ â¥®à¥¬ ¬ â ª�¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ â¥®-à¥¬ë ® �¥áâª®áâ¨. �«ï ¨å ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¢¢¥¤¥¬ ¯®ïâ¨¥ áãé¥áâ¢¥® ¬®-®â®®© äãªæ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª . �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® äãªæ¨ï f(Q)¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® , ¥á«¨ ¯à¨ ¯ à «-«¥«ì®¬ ¤¢¨�¥¨¨ «î¡®© ¥£® áâ®à®ë  àã�ã äãªæ¨ï f ¬¥ï¥âáï á® áª®-à®áâìî, ¡®«ìè¥© ã«ï, â. ¥. ¥á«¨ hi | à ááâ®ï¨¥ ®â ¤ ®© â®çª¨ ¢ãâà¨ Q¤® ¯àï¬®©, á®¤¥à� é¥© i-î áâ®à®ã, â® ∂f
∂hi

> 0.Ǒà¨¬¥à®¬ ¬®£ãâ á«ã�¨âì ¯«®é ¤ì ¨ ¯¥à¨¬¥âà ¬®£®ã£®«ì¨ª .



128 �. �. ������������ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã �¥áâª®áâ¨,   «®£¨çãî â¥®à¥¬¥ 8 § 4 ® à ¢¥-áâ¢¥ § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢:28. �á«¨ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥¯ à ««¥«ìëå á¬¥é¥¨© ¯«®áª®áâ¥© ¥£® £à ¥© â ª, çâ® ¤«ï ª �¤®© £à ¨¥ª®â®à ï (¢®®¡é¥ £®¢®àï, á¢®ï ¤«ï ª �¤®© £à ¨) áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï¥¥ äãªæ¨ï áâ æ¨® à , â®  ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á¢®¤¨âáïª ¥£® ¯ à ««¥«ì®¬ã ¯¥à¥®áã.� ®â«¨ç¨¥ ®â á«¥¤áâ¢¨ï â¥®à¥¬ë 8, ãª § ®£® ¢ § 4, §¤¥áì   äãªæ¨¨£à ¥©  «®�¥® ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢¥®©,   ¥ ¯à®áâ®© ¬®®â®®áâ¨. �¥§íâ®£® ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬  28 ¥¢¥à . � ¯à¨¬¥à, ¯®«®�¨¬ f(Q) = [F (Q)− 1]3,£¤¥ F (Q) | ¯«®é ¤ì ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q. �â  äãªæ¨ï, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì,¬®®â® ï: ¥á«¨ Q1 á®¤¥à�¨â Q2, â® F (Q1) > F (Q2) ¨ ¯®â®¬ã f(Q1) >
> f(Q2). �¤ ª® ¯à¨ F (Q) = 1 ®  ¥ áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï, â ª ª ª
∂f
∂hi

= 3[F (Q)−1]2 ∂F
∂hi

, â ª çâ® ∂f
∂hi

= 0 ¯à¨ F = 1. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¢§ïâì ªã¡ áà¥¡à®¬ ¥¤¨¨æ  ¨ ¢ë¤¢¨£ âì ®¤ã ¨§ ¥£® £à ¥© á ¯à®¨§¢®«ì®© áª®à®áâìî,â® äãªæ¨ï f ¤«ï ¢á¥å ¥£® £à ¥© ¡ã¤¥â áâ æ¨® à®©, å®âï ¤¥ä®à¬ æ¨ïï¢® ¥ á¢®¤¨âáï ª ¯¥à¥®áã ¤ �¥ á â®ç®áâìî â®«ìª® ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .�«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ â ª�¥ ¨¬¥îâáï â¥®à¥¬ë ® �¥áâª®áâ¨,  «®£¨çë¥ â¥®à¥¬¥ 28; ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ãá«®¢¨¥ ¢ ¨å á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¯«®áª®áâ¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¢®®¡é¥ ¤®«�ë ¡ëâì ¥¯®¤¢¨�ë (¨«¨ ¯®ªà ©¥© ¬¥à¥ áâ æ¨® àë), § â® ãá«®¢¨¥ ® áâ æ¨® à®áâ¨ ª ª¨å-¨¡ã¤ìáãé¥áâ¢¥® ¬®®â®ëå äãªæ¨©  « £ ¥âáï â®«ìª®   ª®¥çë¥ £à ¨.�â¨ â¥®à¥¬ë ¡ã¤ãâ â®ç® áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¨ ¤®ª § ë ¢ £« ¢¥ XI.5. �¥®à¥¬ë ® à ¢¥áâ¢¥, ¨§«®�¥ë¥ ¢ § 3 ¨ 4, ¤®ª §ë¢ îâáï, ª ª ¡ë«®®â¬¥ç¥®, á ¯®¬®éìî «¥¬¬ë �®è¨. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢ á«ãç ¥ â¥®à¥¬ �¥áâ-ª®áâ¨ ¢ ¨å ®¡é¨å ä®à¬ã«¨à®¢ª å, ¢ ª®â®àëå ¬ë ¨å ¤®ª §ë¢ ¥¬, íâ  «¥¬¬ ¥¯à¨¬¥¨¬ , ¯®â®¬ã çâ® ®á®¢®¥ ¥¥ ãá«®¢¨¥ ® ¥¢®§¬®�®áâ¨ â®«ìª® ¤¢ãå¯¥à¥¬¥ § ª  ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë ¥«ì§ï ®¡¥á¯¥ç¨âì § à ¥¥. � -¯à¨¬¥à, ¯à¨ áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ®£® ã£« ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï ¥£® ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¬®�¥â à ¢-ïâìáï ¤¢ã¬, ¥á«¨ â®«ìª® ¨¬¥îâáï ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë, à ¢ë¥ π. �â® ª ª à §á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ® ¬ë ¤®¯ãáª ¥¬ à §¡¨¥¨¥ ¨áâ¨®© £à ¨ ¬®£®£à -¨ª    ®â¤¥«ìë¥ ç áâ¨. �®§¬®�®áâì  «¨ç¨ï â®«ìª® ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ § ª ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ «¥£ª® ¬®�¥â ¡ëâì ãáâ ®¢«¥    ¯à¨¬¥à å (á¬. § 1 £« ¢ë X).�¤ ª® ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ § ª®¢ ¯®¤ç¨¥®¥ª®â®à®¬ã ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ã ãá«®¢¨î, ª®â®à®¥ ¢á¥ �¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â à¥§ã«ì-â â «¥¬¬ë �®è¨: ¥¢®§¬®�®, çâ®¡ë ¢®ªàã£ ª �¤®© ¢¥àè¨ë, ª ª®â®à®©¯®¤å®¤ïâ ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à , ¡ë«® ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª , «¨¡® ¤¢¥¯¥à¥¬¥ë á ã¯®¬ïãâë¬ ¤®¯®«¨â¥«ìë¬ ãá«®¢¨¥¬. �â  ýãá¨«¥ ï «¥¬¬ �®è¨þ ¡ã¤¥â ¤®ª §   ¢ § 2 £« ¢ë IX, ¨ á ¥¥ ¯®¬®éìî ¡ã¤ãâ ¤®ª § ë ¢á¥â¥®à¥¬ë ® �¥áâª®áâ¨ £« ¢ X ¨ XI.



��. II: § 6. ������� ��������� 1296. �¡é¥© â¥®à¥¬¥ 19 ® ¯®¤®¡¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå«ãç å ¨ á ¥¯®¬¥é ¥¬ë¬¨ ¤àã£ ¢ãâà¨ ¤àã£  áä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¨§®¡à �¥¨-ï¬¨ â ª�¥ ®â¢¥ç ¥â â¥®à¥¬  ® �¥áâª®áâ¨. �«ï ¥¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¢¢¥¤¥¬¯®ïâ¨¥ ® áãé¥áâ¢¥® ¬®®â®®© äãªæ¨¨ áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨-ª ,   «®£¨ç® â ª®¬ã �¥ ¯®ïâ¨î ¤«ï ¯«®áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª .�¬¥® ¢ë¯ãª«ë© áä¥à¨ç¥áª¨©¬®£®ã£®«ì¨ª ®£à ¨ç¥ ¡®«ìè¨¬¨ ªàã-£ ¬¨, ¥áãé¨¬¨ ¥£® áâ®à®ë. Ǒà¨ ¢à é¥¨¨ â ª®£® ¡®«ìè®£® ªàã£  ¢®-ªàã£ ¤¢ãå ¥£® ¤¨ ¬¥âà «ì® ¯à®â¨¢®¯®«®�ëå â®ç¥ª, ¥ ¯à¨ ¤«¥� é¨åáâ®à®¥, ¬®£®ã£®«ì¨ª ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï. �ãªæ¨î f áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®-ã£®«ì¨ª  ¬ë  §ë¢ ¥¬ áãé¥áâ¢¥® ¬®®â®®©, ¥á«¨ ¯à¨ â ª®¬ ¢à -é¥¨¨ «î¡®© ¤ ®© ¥£® áâ®à®ë á ¯®«®�¨â¥«ì®© áª®à®áâìî  àã�ã ®â¬®£®ã£®«ì¨ª  äãªæ¨ï f ¢®§à áâ ¥â á ¯®«®�¨â¥«ì®© áª®à®áâìî. �â¨¬á¢®©áâ¢®¬, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ®¡« ¤ ¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, ¯«®é ¤ì.�¥®à¥¬  ® �¥áâª®áâ¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬¥ 19, ãâ¢¥à�¤ ¥â:29. �á«¨ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥¤¢¨�¥¨ï ¥£® ¢¥àè¨ ¯® ¤ ë¬ «ãç ¬, ¨áå®¤ïé¨¬ ¨§ ¥£® ¢ãâà¥¥© â®ç-ª¨ O, â ª, çâ® ¤«ï áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ª �¤®© ¢¥àè¨ë áâ æ¨® à-  ª ª ï-«¨¡® ¥£® áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï äãªæ¨ï, â®  ç «ì ï ¤¥ä®à-¬ æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á¢®¤¨âáï ª ¯®¤®¡®¬ã ¯à¥®¡à §®¢ ¨î ®â®á¨â¥«ì®æ¥âà  O.�â  â¥®à¥¬  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯®çâ¨ â ª �¥ ¯à®áâ®, ª ª â¥®à¥¬  19 (á¬. § 1£« ¢ë IX). �å®¤ë¥ â¥®à¥¬ë ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¨ ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨-ª®¢ ¯à¨ ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ ãá«®¢¨¨ áâ æ¨® à®áâ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  (á¬. § 2£« ¢ë IX).7. �¥¯¥àì ¬ë ¢ëïá¨¬ £«ã¡®ªãî á¢ï§ì ¬¥�¤ã â¥®à¥¬ ¬¨ �¥áâª®áâ¨, á®¤®© áâ®à®ë, ¨ â¥®à¥¬ ¬¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ | á ¤àã£®©.�ª �¥âáï, çâ® ¯à¨ ®ç¥ì ®¡é¨å ãá«®¢¨ïå ¨§ â¥®à¥¬ �¥áâª®áâ¨ ¬®�® ¢ë-¢¥áâ¨ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨32).32)�â¬¥â¨¬ ¥é¥ ®¤ã á¢ï§ì ¬¥�¤ã â¥®à¥¬ ¬¨ �¥áâª®áâ¨ ¨ �¥áâª®áâ¨ ¢ ¡¥áª®¥ç® ¬ -«®¬. � �¥ ¤«ï á«ãç ï ¥¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© �.�.�ä¨¬®¢ë¬ ¡ë«® ¯®ª § ® ¢ [105℄,çâ® ¥á«¨ ¯®¢¥àå®áâì ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¥âà¨¢¨ «ìëå ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå ¨§£¨¡ ¨© ¯¥à¢®£®¨«¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª , â® ®  ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¥¯à¥àë¢ëå ¨§£¨¡ ¨©,   «¨â¨ç¥áª¨å ¯®¯ à ¬¥âàã. �§¢¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ ®¡®¡é¥¨¥ íâ®£® ä ªâ : �«ï ¯®¢¥àå®áâ¥©, ¤®¯ãáª î-é¨å â®«ìª® ®¤® «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®¥ ¯®«¥ ¥âà¨¢¨ «ìëå ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå ¨§£¨¡ ¨©¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , �¥áª®áâì âà¥âì¥£® ¯®àï¤ª  ¢«¥ç¥â ®âáãâáâ¢¨¥ ¥¯à¥àë¢ëå ¨§£¨¡ ¨©,  «¨â¨ç¥áª¨å ¯® ¯ à ¬¥âàã [105℄; á¬. [162, 163, 193, 235, 236℄ ¤«ï á«ãç ï ¨§£¨¡ ¨© ¡®«¥¥¢ëá®ª¨å ¯®àï¤ª®¢. � á«ãç ¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨§£¨¡ ¨ï, ¥¯à¥àë¢®£® ¯®¯ à ¬¥âàã,  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¢«¥ç¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨§£¨¡ ¨ï,   «¨â¨ç¥áª®£® ¯® ¯ à ¬¥â-àã. �â®â  «£¥¡à¨ ç¥áª¨ ¥áâ¥áâ¢¥ë© à¥§ã«ìâ â, ª �¥âáï, ¢¯¥à¢ë¥ ¡ë« áä®à¬ã«¨à®¢ �. �«îª®¬ [283℄. �âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¬®£®£à ¨ª, ¥ ¤®¯ãáª îé¨©¥âà¨¢¨ «ìëå ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå ¨§£¨¡ ¨© ¯¥à¢®£® ¨«¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª , ¥ ¤®¯ãáª ¥ââ ª�¥ ¨§£¨¡ ¨©, ¥¯à¥àë¢ëå ¯® ¯ à ¬¥âàã. �á¯®«ì§ãï íâ®â à¥§ã«ìâ â, �.�®¥««¨



130 �. �. �����������Ǒãáâì a1, . . . , an | ª ª¨¥-«¨¡® ¯ à ¬¥âàë, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¬®£®£à ¨ªá â®ç®áâìî ¤® ¥ª®â®à®£® âà¨¢¨ «ì®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï, a b1, . . . , bn |¤àã£¨¥ ¯ à ¬¥âàë, ®â®áïé¨¥áï ª ¬®£®£à ¨ªã, ¤«ï ª®â®àëå ¬ë å®â¨¬¤®ª § âì, çâ® ®¨ â ª�¥ ®¯à¥¤¥«ïîâ ¬®£®£à ¨ª á â®ç®áâìî ¤® â ª®£®�¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï, â. ¥. à¥çì ¨¤¥â ® â¥®à¥¬ å áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥-®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ b1, . . . , bn. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ à áá¬ âà¨¢ âì§ ¬ªãâë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á n+1 ¢¥àè¨ ¬¨, «¥� é¨¬¨   ¤ ëå «ãç å,¨áå®¤ïé¨å ¨§ ®¡é¥© â®çª¨ O, â® ¯ à ¬¥âàë a1, . . . , an ¬®£ãâ ¡ëâì ®â®è¥-¨ï¬¨ à ááâ®ï¨© n ¢¥àè¨ ®â â®çª¨ O ª à ááâ®ï¨î ®â O ¤® (n + 1)-©¢¥àè¨ë. �â¨ ®â®è¥¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâ ¬®£®£à ¨ª á â®ç®áâìî ¤® ¯®¤®-¡¨ï á æ¥âà®¬ O. �  ¯ à ¬¥âàë b1, . . . , bn ¬®�® ¢§ïâì ªà¨¢¨§ë (¯«®é ¤¨áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨©) n ¢¥àè¨; ªà¨¢¨§  (n+1)-© ¢¥àè¨ë ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï ¨§ ãá«®¢¨ï, çâ® ¯®« ï ªà¨¢¨§  § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª  à ¢  4π.� ª ª ª ¯ à ¬¥âàë ai ®¯à¥¤¥«ïîâ ¬®£®£à ¨ª, â® ¢¥«¨ç¨ë bi ¡ã¤ãâ¨å äãªæ¨ï¬¨:
bi = fi(a1, . . . , an) (i = 1, . . . , n). (1)�â¨ äãªæ¨¨ ¬ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¬¨, â ª çâ®

dbi = ∂bi
∂a1 da1 + · · ·+ ∂bi

∂an
dan (i = 1, . . . , n). (2)(�â® ãá«®¢¨¥ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¢áïª¨å ¯ à ¬¥âà®¢ bi == f(a1, . . . , an), ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨å ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¨â¥à¥á. � ç áâ®áâ¨, ¨¢ ¯à¨¢¥¤¥®¬ ¯à¨¬¥à¥ ªà¨¢¨§ë ¢¥àè¨ ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¬¨äãªæ¨ï¬¨ à ááâ®ï¨© ¢¥àè¨ ®â â®çª¨ O; ¢ íâ®¬ ¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï.)�¥®à¥¬  ® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P0 ¯à¨ áâ æ¨® àëå bi á®áâ®¨â,®ç¥¢¨¤®, ¢ â®¬, çâ® ¥á«¨ ¢á¥ d bi = 0, â® ¯à¨ § ç¥¨ïå ai = a0i , ®â®-áïé¨åáï ª P0, ¢á¥ d ai = 0. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ®¤®à®¤ ï á¨áâ¥¬  (2) ¥¨¬¥¥â ¨ëå à¥è¥¨©, ¯®¬¨¬® âà¨¢¨ «ì®£®. �â® íª¢¨¢ «¥â® â®¬ã, çâ®®¯à¥¤¥«¨â¥«ì á¨áâ¥¬ë (2), â. ¥. ïª®¡¨  á¨áâ¥¬ë äãªæ¨© (1), ®â«¨ç¥ ®âã«ï. � ¢ â ª®¬ á«ãç ¥, ª ª ¨§¢¥áâ®, äãªæ¨¨ (1) ®¡à â¨¬ë ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨§ ç¥¨© ai = a0i ¨ bi = b0i (i = 1, 2, . . . , n), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¤ ®¬ã ¬®-£®£à ¨ªã P0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, § ¤ ¢ bi, ¡«¨§ª¨¥ ª b0i , ¬ë ¬®�¥¬ ¨ ¯à¨â®¬¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬  ©â¨ ¯® ¨¬ ai, ¡«¨§ª¨¥ ª a0i ; â¥¬ á ¬ë¬ áãé¥áâ¢ã¥â¬®£®£à ¨ª P , ¡«¨§ª¨© ª P0 (á â®ç®áâìî ¤® âà¨¢¨ «ì®£® ¯à¥®¡à §®¢ -¨ï) ¨ ¨¬¥îé¨© ¤ ë¥ bi, ¯à¨ç¥¬ â ª®© ¬®£®£à ¨ª | ¥¤¨áâ¢¥ë© áâ®ç®áâìî ¤® âà¨¢¨ «ì®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï.[262℄ ¤®ª § «, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬ âà¨ £ã«¨à®¢ ë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,ã ª®â®à®£® ¢á¥ ®¢ë¥ £à ¨ �¥áâª¨¥, ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¥¯à¥àë¢®£® ¯® ¯ à ¬¥âàã ¨§£¨¡ ¨ï¢ ª« áá¥ ¢á¥å (¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¢ë¯ãª«ëå) ¬®£®£à ¨ª®¢. �.�.� ¡¨â®¢ë¬ ®â¬¥ç¥®¢ [115, á. 153{154℄, çâ® íâ®â à¥§ã«ìâ â ¬®�¥â ¡ëâì ¢ë¢¥¤¥ ¨§ â¥®à¥¬ë Ǒ®£®à¥«®¢  ®�¥áâª®áâ¨ ®¡é¥© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. II: § 6. ������� ��������� 131� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ â¥®à¥¬ë �¥áâª®áâ¨ á«¥¤ãîâ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢ ¬ «®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P0.8. �¢¥ á«¥¤ãîé¨¥ «¥¬¬ë ¤ îâ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå íâ®â à¥§ã«ìâ â¬®�¥â ¡ëâì à áè¨à¥ ¤® ¯®«ëå â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥-®áâ¨.�¥¬¬  �. Ǒãáâì A ¨ B | ¤¢  ¬®£®®¡à §¨ï ¨ ¯ãáâì ¤ ® ®¤®§ ç®¥¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ï A ¢ B, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ã-îé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:1) ¥á«¨ â®çª  B ¨§ B ¥áâì ®¡à § â®çª¨ A ¨§ A: B = ϕ(A), â® áãé¥áâ¢ã¥â®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ B, ¤®¯ãáª îé ï ®¡à â®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ−1 ¢ A;2) ¢® ¢áïª®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥ ¬®£®®¡à §¨ïB á®¤¥à� âáï ®¡à §ë â®ç¥ª¨§ A;3) ϕ(A) § ¬ªãâ®, â. ¥. ¥á«¨ â®çª¨ Bn = ϕ(An) áå®¤ïâáï ª B, â® B ¥áâì®¡à § ¥ª®â®à®© â®çª¨ ¨§ A.�®£¤  ϕ ¥áâì ®â®¡à �¥¨¥ A   B.� á¨«ã ãá«®¢¨ï 1, ¥á«¨ B ∈ ϕ(A), â® B ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì, á®¤¥à� éãîáï¢ ϕ(A), á«¥¤®¢ â¥«ì®, ϕ(A) | ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢®.�®¥¤¨ïï íâ®â à¥§ã«ìâ â á âà¥¡®¢ ¨ï¬¨ 2 ¨ 3 á®¢¥àè¥® â ª �¥, ª ª ¢«¥¬¬¥ ®¡ ®â®¡à �¥¨¨, ¯®«ãç¨¬, çâ® ϕ(A) = B 33). �á«¨ A ¥áâì¬®£®®¡à §¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á â®ç®áâìî ¤® âà¨¢¨- «ì®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï,   B ¥áâì ¬®£®®¡à §¨¥ ¤ ëå B(b1, . . . , b1),¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â¥®à¥¬  ® �¥áâª®áâ¨, â®, ª ª â®«ìª® çâ® ¯®ª -§ ®, ¨§ íâ®© â¥®à¥¬ë ¢ëâ¥ª ¥â ãá«®¢¨¥ 1 «¥¬¬ë A. Ǒ®íâ®¬ã, ª ª â®«ìª®¤¢  ¤àã£¨å ãá«®¢¨ï ¢ë¯®«¥ë, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯®« ï â¥®à¥¬  áãé¥áâ-¢®¢ ¨ï. � ª®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1 áãé¥áâ¢®¢ ¨ï § ¬ªãâ®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®© ¤ ¥âáï ¢ £« ¢¥ VI ¬®¥©ª¨£¨ [18℄.�¥¬¬  B. Ǒãáâì A, B, ϕ ¨¬¥îâ â® �¥ § ç¥¨¥, çâ® ¢ «¥¬¬¥ �, ¯à¨ç¥¬
ϕ ¥áâì ®â®¡à �¥¨¥ A   B (çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®,  ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ãá«®¢¨ïå«¥¬¬ë A). Ǒãáâì, ªà®¬¥ â®£®, ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:1) eá«¨ â®çª  B ¨§ B ¥áâì ®¡à § â®çª¨ A ¨§ A, â® ¨¬¥¥âáï ®ªà¥áâ®áâìâ®çª¨ A, ®â®¡à �¥¨¥ ª®â®à®© ¢ ®ªà¥áâ®áâì B ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ¨ ¢§ -¨¬® ¥¯à¥àë¢®;33)�â®â ¬¥â®¤ ç é¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ª ª ¬¥â®¤ ¥¯à¥àë¢®£® ¯à®¤®«�¥¨ï. Ǒãáâì
B0 ∈ ϕ(A) ¨ B1 | «î¡®¥ â ª®¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¯à¥àë¢ ï ªà¨¢ ï Bt (0 6 t 6 1),á®¥¤¨ïîé ï B0 á B1. �®£¤  ¨§ ãá«®¢¨ï 1 «¥¬¬ë A á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ ¬ «ëå t Bt ∈ ϕ(A).Ǒãáâì T | â®ç ï ¢¥àåïï £à ¨æ  â¥å t, ¯à¨ ª®â®àëå Bt ∈ ϕ(A). �®£¤  ¯® ãá«®¢¨î 3
BT ∈ ϕ(A) ¨ ¯à¨ T < 1 ¯® ãá«®¢¨î 1 ¬®�® ¡ë«® ¡ë ¢§ïâì t > T â ª®¥, çâ® Bt ∈ ϕ(A).�«¥¤®¢ â¥«ì®, T = 1 ¨ B1 ∈ ϕ(A). �á«®¢¨¥ 2 ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â á®¥¤¨¨¬®áâì «î¡®© â®çª¨ B¨§ B á ª ª®©-¨¡ã¤ì â®çª®© ¨§ ϕ(A).



132 �. �. �����������2) ¬®£®®¡à §¨¥ A á¢ï§®,   ¬®£®®¡à §¨¥ B ®¤®á¢ï§® 34), â. ¥. ¢áïªãî§ ¬ªãâãî ªà¨¢ãî ¢ ¥¬ ¬®�® áâïãâì ¢ â®çªã.�®£¤  ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.�â  «¥¬¬  å®à®è® ¨§¢¥áâ  ¢ â®¯®«®£¨¨. �â®¡à �¥¨¥ ϕ, ã¤®¢«¥â¢®-àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë B, ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ®â®¡à �¥¨¥  ªàëâ¨ï¬®£®®¡à §¨ï A   B, ¨ ¥á«¨ B ®¤®á¢ï§®, â®, ª ª ¨§¢¥áâ®, â ª®¥ ®â®¡-à �¥¨¥ ¥áâì £®¬¥®¬®àä¨§¬, â. ¥., ¢ ç áâ®áâ¨, ®® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.�¥£ª®, ¢¯à®ç¥¬, ¤®ª § âì «¥¬¬ã B, ¥ ááë« ïáì   â¥®à¨î  ªàë¢ îé¨å¬®£®®¡à §¨©, çâ® ¬ë ¨ á¤¥« ¥¬.�®¯ãáâ¨¬, çâ® ϕ ¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®. �®£¤  ¢ B  ©¤¥âáï â®çª  B,ï¢«ïîé ïáï ®¡à §®¬ ¤¢ãå à §ëå â®ç¥ª A0 ¨ A1 ¨§ A. Ǒ® á¢ï§®áâ¨ ¬®-£®®¡à §¨ï A áãé¥áâ¢ã¥â ¥¯à¥àë¢ ï ªà¨¢ ï L, á®¥¤¨ïîé ï A0 á A1, â. ¥.ª �¤®¬ã t ¨§ ®âà¥§ª  (0, 1) ¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì â®çªã A(t) â ª, çâ® A(t)§ ¢¨á¨â ®â t ¥¯à¥àë¢® ¨ A(0) = A0, A(1) = A1.�¡à § íâ®© ªà¨¢®© ¥áâì ¥ª®â®à ï ªà¨¢ ï M = ϕ(L) á â®çª ¬¨ B(t) == ϕ
(
A(t)); ªà¨¢ ï íâ  | § ¬ªãâ ï, ¯®â®¬ã çâ® ϕ(A0) = ϕ(A1) = B. Ǒ®ãá«®¢¨î 2 ªà¨¢ãîM ¬®�® áâïãâì ¢ ¥ª®â®àãî â®çªã B0, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥ââ ª®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ á¥¬¥©áâ¢® ªà¨¢ëå M(s) (0 6 s 6 1), çâ® M(0) = M ,

M(1) = B0; ¯à¨ íâ®¬ ¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã, çâ® â®çª¨ B(t, s) ªà¨¢ëåM(s) â ª®¢ë,çâ® 1) B(t, s) ¥¯à¥àë¢® § ¢¨á¨â ®â ®¡®¨å  à£ã¬¥â®¢, 0 6 t 6 1, ¨ 2) ¯à¨¤ ®¬ s B(t, s) ¥áâì ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ªà¨¢®© M(s).Ǒ® ¯¥à¢®¬ã ãá«®¢¨î «¥¬¬ë ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ¨ ¢§ ¨¬-® ¥¯à¥àë¢® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢áïª®© â®çª¨ A ∈ A.Ǒ® «¥¬¬¥ �®à¥«ï ªà¨¢ãî L ¬®�® ¯®ªàëâì ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ â ª¨å®ªà¥áâ®áâ¥© U1, . . . , Um ¨ à §¡¨âì íâã �¥ ªà¨¢ãî L   ®âà¥§ª¨ L1, . . . , Lm,á®¤¥à� é¨¥áï á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ U1, . . . , Um: ª �¤®¬ã ®âà¥§ªã Li ®â¢¥ç ¥âá¥£¬¥â τi = [ti−1, ti℄   ®âà¥§ª¥ [0, 1℄ â ª®©, çâ® ¥á«¨ t ∈ τi, â® A(t) ∈ Ui.�®®â¢¥âáâ¢¥® ªà¨¢ ï M ¡ã¤¥â ¯®ªàëâ  ®ªà¥áâ®áâï¬¨ νi = ϕ(Ui) ¨à §®¡ì¥âáï   ®âà¥§ª¨Mi = ϕ(Li). Ǒãáâì s0 áâ®«ì ¬ «�®, çâ® ªà¨¢ ïM(s0t0)«¥�¨â ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ν =∑i νi ªà¨¢®©M =M(0). �®§ì¬¥¬ «î¡®¥ § ç¥¨¥¯ à ¬¥âà  t. Ǒãáâì ®® ¯à¨ ¤«¥�¨â á¥£¬¥âã τi. �®£¤  â®çª  B(t, s0) ∈
∈ νi = ϕ(Ui), ¨ ¬ë ¬®�¥¬ ®¤®§ ç® ®â¥áâ¨ ¥© ¥¥ ¯à®®¡à §, ª®â®àë©®¡®§ ç¨¬ A(t, s0). � à¥§ã«ìâ â¥ ®âà¥§ª ¬ ªà¨¢®©M(s0), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬á¥£¬¥â ¬ τi, ¡ã¤ãâ á®¯®áâ ¢«¥ë ¥ª®â®àë¥ ªà¨¢ë¥ Li(s0) ¢ A. �â¨ ªà¨-¢ë¥ ¨¬¥îâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ®¡é¨¥ ª®æë, ¯®â®¬ã çâ® ®âà¥§ª¨ Mi ¨¬¥îâ®¡é¨¥ ª®æë, ¯à¨ ¤«¥� é¨¥ ®¤¨¬ ¨ â¥¬ �¥ ®ªà¥áâ®áâï¬, ¢ ª®â®àëå®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ªà¨¢ë¥ Li(s0) ®¡à §ã-34)�®áâ â®ç®,  ¯à¨¬¥à, ®âªàëâãî ¯àï¬®ã£®«ìãî ¯®«®áã A ý ¬®â âìþ   ¡®ª®-¢ãî ¯®¢¥àå®áâì æ¨«¨¤à  B â ª, çâ®¡ë ª®æë ¯®«®áë  «¥£ «¨ ¤àã£   ¤àã£ , ª ª ¬ë¯®«ãç¨¬ ã�¥ ¥®¤®§ ç®¥ ®â®¡à �¥¨¥, ¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«¥ë ¢á¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë,ªà®¬¥ ®¤®á¢ï§®áâ¨ B.



��. II: § 6. ������� ��������� 133îâ ¢ áã¬¬¥ ®¤ã ªà¨¢ãî L(s0), ª®æë ª®â®à®© «¥� â, ®ç¥¢¨¤®, ¢ â®çª å A0¨ A1. �¡à § ªà¨¢®© L(s0) ¥áâì ªà¨¢ ï B(t, s0).�® �¥ à ááã�¤¥¨¥ ¬®�® ¯®¢â®à¨âì, ®â¯à ¢«ïïáì â¥¯¥àì ¥ ®â ªà¨-¢®© At,   ®â ªà¨¢®© L(s0) ¨ â. ¤. � à¥§ã«ìâ â¥ ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª â®¬ã, çâ® ª �¤®©ªà¨¢®©M(s) ¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì ªà¨¢ãî L(s), á®¥¤¨ïîéãî â®çª¨ A0 ¨ A1¨ ®â®¡à � îéãîáï  M(s) 35). �®M(1) ¥áâì ®¤  â®çª  B0,   L(1) | ªà¨-¢ ï, á®¥¤¨ïîé ï ¤¢¥ â®çª¨ A0 ¨ A1. Ǒ®íâ®¬ã ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ªà¨¢®© L(1)  M(1) = B0 ¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ¢ «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ª �¤®© â®çª¨, ¯à¨¬¥à A0. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¥¤-¯®«®�¥¨¥ ® â®¬, çâ® ¢ ®¤ã â®çªã B0 ®â®¡à � îâáï ¤¢¥ â®çª¨ A0 ¨ A1,¥¢¥à®; ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¤®«�® ¡ëâì ¢§ ¨¬® ®¤®§ çë¬, çâ® ¨ âà¥¡®-¢ «®áì ¤®ª § âì.9. Ǒãáâì A | ¬®£®®¡à §¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á â®ç®-áâìî ¤® ¥ª®â®à®£® âà¨¢¨ «ì®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï,  B|¬®£®®¡à §¨¥ ¤ -ëå B(b1, . . . , bn), ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«ï¥âáï â¥®à¥¬  �¥áâª®áâ¨. �®£¤ , ª ª¡ë«® ¯®ª § ®, ¨§ íâ®© â¥®à¥¬ë ¢ëâ¥ª ¥â ¯¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë B. Ǒ®íâ®-¬ã, ¥á«¨ A á¢ï§®,   B ®¤®á¢ï§®, â® ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ïA   B¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®, çâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®-áâ¨ á â®ç®áâìî ¤® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® âà¨¢¨ «ì®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï. �á«¨, ¯à¨¬¥à, A ¥áâì ¬®£®®¡à §¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå«ãç å ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á â®ç®áâìî ¤® ¯®¤®¡¨ï,   B | ¬®£®®¡à §¨¥¤®¯ãáâ¨¬ëå § ç¥¨© ¯«®é ¤¥© áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ωi, â® A, ®ç¥-¢¨¤®, á¢ï§®,   B § ¢¥¤®¬® ®¤®á¢ï§®, ¯®â®¬ã çâ® ®® ¢ë¯ãª«®, ª ª ïá®¨§ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¥£® ãá«®¢¨©, ãª § ëå ¢ â¥®à¥¬¥ 18. � «®£¨ç®¥ ¯®«®-�¥¨¥ ¨¬¥¥âáï ¨ ¢ ¤àã£¨å á«ãç ïå;  ¯à¨¬¥à, ¢ â¥®à¥¬¥ �¨ª®¢áª®£® 11,£¤¥ A| ¬®£®®¡à §¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¤ ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ £à ¥©,  
B | ¬®£®®¡à §¨¥ ¤®¯ãáâ¨¬ëå § ç¥¨© ¯«®é ¤¥© £à ¥©; ¬®£®®¡à §¨¥B¢ íâ®¬ á«ãç ¥ â®�¥ ¢ë¯ãª«® ¨ ¯®â®¬ã ®¤®á¢ï§®. (�¤ ª® ¢ á«ãç ¥ â¥®à¥¬® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®© ï ¥ ¬®£ã ãáâ ®¢¨âì®¤®á¢ï§®áâì ¬®£®®¡à §¨ï ¤®¯ãáâ¨¬ëå à §¢¥àâ®ª.)�â ª, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¨© ®¡é¨© ¬¥â®¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ áã-é¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨:1. �®ª §ë¢ ¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â¥®à¥¬ã �¥áâª®áâ¨ ¨ ¨§ ¥¥ ¢ë¢®¤¨¬áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâì ý¢ ¬ «ëå ®ªà¥áâ®áâïåþ.2. �®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¢ë¯®«ïîâáï ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë A, ¨ â®£¤  ¯®«ãç ¥¬¯®«ãî â¥®à¥¬ã áãé¥áâ¢®¢ ¨ï.35)�âà®£®¥ ®¡®á®¢ ¨¥ íâ®£® § ª«îç¥¨ï ¯à®¢®¤¨âáï â ª: ¤«ï ¬ «ëå s ãâ¢¥à�¤¥¨¥¢¥à®. Ǒãáâì S | â®ç ï ¢¥àåïï £à ¨æ  â ª¨å s. �®£¤ , ¡¥àï s → S0, ¯®«ãç¨¬ªà¨¢ãî L(S),   ª ¥© ¯à¨¬¥¨¬ë â¥ �¥ à ááã�¤¥¨ï ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤®«�® ¡ëâì
S = 1.



134 �. �. �����������3. �®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¢ë¯®«ïîâáï ¥é¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë B, ¨ â®£¤  ¯®«ãç -¥¬ â¥®à¥¬ã ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨.� ª®© ¬¥â®¤ ¨¬¥¥â á¢®¨ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢ :�®-¯¥à¢ëå, â¥®à¥¬  �¥áâª®áâ¨ á¢®¤¨âáï, ª ª ¡ë«® ¯®ª § ®, ª «¨¥©®©§ ¤ ç¥: ª ¨áá«¥¤®¢ ¨î ãà ¢¥¨© (2),   ¯®â®¬ã ¬®�¥â «¥£ç¥ ¯®¤¤ ¢ âìáïà¥è¥¨î, ®á®¡¥® ¯à¨   «¨â¨ç¥áª®© âà ªâ®¢ª¥ ¢®¯à®á . Ǒ® â®© �¥ ¯à¨-ç¨¥ íâ®â ¬¥â®¤ «¥£ç¥ ®¡®¡é ¥âáï   § ¤ ç¨, ª á îé¨¥áï ªà¨¢ëå ¯®¢¥àå-®áâ¥©, £¤¥ ¬®£®®¡à §¨ï A ¨ B áãâì ¡¥áª®¥ç®¬¥àë¥ äãªæ¨® «ìë¥¯à®áâà áâ¢  36).�®-¢â®àëå, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ®ª §ë¢ ¥âáï ¥ã�®©¯®« ï â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â â®£®, çâ® âà¥¡ã¥â ¬¥â®¤, ®á®-¢ ë©   «¥¬¬¥ ®¡ ®â®¡à �¥¨¨.�¤ ª®, ¥á«¨ â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¬®�¥â ¡ëâì ¤®ª §   ¯àï¬ë¬ ¯ã-â¥¬, â® «¥¬¬  ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¤ ¥â ¡®«¥¥ ª®à®âª¨© ¯ãâì ¤®ª § â¥«ìáâ¢ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï. �à®¬¥ â®£®, â¥®à¥¬ë ® �¥áâª®áâ¨ á ç¨áâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©â®çª¨ §à¥¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¥áª®«ìª® ¨áªãááâ¢¥ë¬¨ ¢¢¨¤ã ¯à¨¢«¥ç¥-¨ï ¯®ïâ¨© ¨ â¥®à¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ¨áç¨á«¥¨ï.10. �¥à¥¬áï ª ¢®¯à®áã ®  àãè¥¨ïå â¥®à¥¬ë �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨-ª®¢ á® áâ æ¨® à®© à §¢¥àâª®©. �ë ¯®ª § «¨, çâ® íâ  â¥®à¥¬  ¥ ¨¬¥¥â¬¥áâ  ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢, ¢ëà®�¤ îé¨åáï ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ¤ �¥ ¯à¨ãá«®¢¨¨ á®åà ¥¨ï ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª . �¥©ç á ¬ë ã¡¥¤¨¬áï ¢íâ®¬   ®á®¢ ¨¨ á®¢á¥¬ ¤àã£¨å á®®¡à �¥¨©.ǑãáâìB|¬®£®®¡à §¨¥ à §¢¥àâ®ª á ¤ ë¬ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨,  A|¬®-£®®¡à §¨¥ § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á â®ç-®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï, ® ¥ ®âà �¥¨ï. � ª ª ª ¨§ ®¤®© à §¢¥àâª¨ ¬®�®áª«¥¨âì ¤¢  ¢§ ¨¬® á¨¬¬¥âà¨çëå ¬®£®£à ¨ª , â® ®â®¡à �¥¨¥A  B¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®,   ¤¢ã«¨áâ®. �¥®¤®§ ç®áâì, á¢ï§  ï á  «¨ç¨-¥¬ ã ª ª®£®-¨¡ã¤ì ¥¢ëà®�¤¥®£® ¬®£®£à ¨ª  í«¥¬¥â®¢ á¨¬¬¥âà¨¨,ãáâà ï¥âáï  ¨¬¥®¢ ¨¥¬ ¥£® ¢¥àè¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢¥àè¨ ¬ à §¢¥àâ-ª¨ 37). �â®, ®¤ ª®, ¥¢®§¬®�® ¤«ï ¢ëà®�¤¥®£® ¬®£®£à ¨ª : ¯à¨®âà �¥¨¨ ¥£® ¢ ¥£® ¯«®áª®áâ¨ ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¯¥à¥å®¤ïâ á ¬¨ ¢ á¥¡ï. �ª®«ìã£®¤® ¬ «ë¥ á¬¥é¥¨ï ¥£® ¢¥àè¨, ¯à®¨§¢¥¤¥ë¥ ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â¥£® ¯«®áª®áâ¨, ¯à¨¢®¤ïâ ª á¨¬¬¥âà¨çë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬, â. ¥. ¤ îâ ¯¥à¥-36)�¬¥® íâ¨¬ ¬¥â®¤®¬ ¢®á¯®«ì§®¢ «áï �. �¥©«ì [362℄ ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ ® áãé¥-áâ¢®¢ ¨¨ § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á ¤ ®© ¬¥âà¨ª®©.37)�á«¨ ¬®£®£à ¨ª P0 ¨¬¥¥â ¯«®áª®áâì á¨¬¬¥âà¨¨ ¨ X, Y | ¤¢¥ á¨¬¬¥âà¨çë¥¥£® ¢¥àè¨ë, â® á¨¬¬¥âà¨çë¥ ¨å á¬¥é¥¨ï ¯à¨¢®¤ïâ ª ¯ à ¬ ¢§ ¨¬® á¨¬¬¥âà¨çëå¬®£®£à ¨ª®¢, ¡«¨§ª¨å ª P0. �¤ ª® ¯à¨ á®¢¬¥é¥¨¨ ¨å ¯ãâ¥¬ ®âà �¥¨ï ¢¥àè¨  X¯®¯ ¤ ¥â ¢ Y , ¨ ®¡à â®; ¯®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¤®¯ãáª âì á®¢¬¥é¥¨¥ «¨èì ®¤¨ ª®¢® ¯®¨¬¥®-¢ ëå ¢¥àè¨, â® â ª¨¥ á®¢¬¥é¥¨ï ¨áª«îç îâáï. � «®£¨ç®¥ § ¬¥ç ¨¥ ¯à¨¬¥¨¬®¢ á«ãç ¥  «¨ç¨ï ¤àã£¨å í«¥¬¥â®¢ á¨¬¬¥âà¨¨. �¢ã«¨áâ®áâì ®â®¡à �¥¨ï A   B¬®�® ãáâà ¨âì, ¢¢®¤ï ®à¨¥â æ¨î à §¢¥àâ®ª ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ã¤¢ ¨¢ ï B.



��. II: § 7. Ǒ������ � ������ Ǒ����������� 135å®¤ á ®¤®£® «¨áâ  ¬®£®®¡à §¨ï A   ¤àã£®©. �®�¥áâ¢® ¢ëà®�¤¥ëå¬®£®£à ¨ª®¢ ®â®¡à � ¥âáï ¢B ®¤®§ ç® ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®�¥-áâ¢® à §¢¥â¢«¥¨ï ¬®£®®¡à §¨ïA ¯à¨ ¥£® ®â®¡à �¥¨¨   B, ¯®¤®¡® â®ç-ª¥ à §¢¥â¢«¥¨ï äãªæ¨¨ √x+ iy. Ǒ®íâ®¬ã ®â®¡à �¥¨¥ A   B ¥ ¬®�¥â¡ëâì ¢§ ¨¬® ®¤®§ çë¬ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢ëà®�¤¥ëå ¬®£®£à ¨ª®¢,  ¯®â®¬ã ¨ â¥®à¥¬  ® �¥áâª®áâ¨ ¤«ï ¨å ¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì ¬¥áâ . Ǒà¨ ¤®ª -§ â¥«ìáâ¢¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©, ®á®¢ ®¬  â¥®à¥¬¥ �¥áâª®áâ¨, ¯à¨å®¤¨âáï ¨áª«îç âì ¢ëà®�¤¥ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨¨ ¨å à §¢¥àâª¨.11. � § ª«îç¥¨¥ ¥é¥ ®¤® ®¡é¥¥ § ¬¥ç ¨¥. Ǒãáâì A ¨ B, ª ª ¨ ¢ë-è¥, | ¬®£®®¡à §¨ï ¬®£®£à ¨ª®¢ A, ®¯à¥¤¥«¥ëå ¯ à ¬¥âà ¬¨
a1, . . . , an, ¨ ¥ª®â®àëå ¤ ëå B(b1, . . . , bn). Ǒãáâì ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®-®¡à §¨ï A   B § ¤ ¥âáï ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ (1).�®�¥áâ¢® â¥å A, £¤¥  àãè ¥âáï â¥®à¥¬  �¥áâª®áâ¨, ¥áâì ¬®�¥áâ¢® ã«¥©ïª®¡¨   íâ®© á¨áâ¥¬ë äãªæ¨©. �â® ¬®�¥áâ¢®, á«¥¤®¢ â¥«ì®, § ¬ªã-â®. �á«¨ ®® á®¤¥à�¨â ¢ãâà¥îî â®çªã A, â® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ íâ®© â®çª¨äãªæ¨¨ (1) § ¢¨á¨¬ë, ¨ ¯®â®¬ã ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®, â. ¥. ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â¥®à¥¬  ¥¤¨-áâ¢¥®áâ¨, â® ¬®�¥áâ¢®, £¤¥  àãè ¥âáï â¥®à¥¬  �¥áâª®áâ¨, ¥áâì § ¬ªã-â®¥ ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®¥ ¬®�¥áâ¢®.

§ 7. Ǒ¥à¥å®¤ ®â ¬®£®£à ¨ª®¢ ª ªà¨¢ë¬ ¯®¢¥àå®áâï¬1. �¡é¨¥ â¥®à¥¬ë ® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª å, ® ª®â®àëå è«  à¥çì ¢ § 3{6, ¨¬¥îâ§ ç¥¨¥ ¥ â®«ìª® á ¬¨ ¯® á¥¡¥, ® ¥é¥ á â®© â®çª¨ §à¥¨ï, çâ® ®¨ ¤®¯ãáª îâ ®¡®¡é¥-¨ï   ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥¥¥ ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨. Ǒà¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ § ¤ çâ¥®à¨¨ ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ®ª §ë¢ ¥âáï á ç «  ¯®«¥§ë¬ ¯®áâ ¢¨âì ¨ à¥è¨âì íâ¨§ ¤ ç¨ ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢. � ®¤¨å á«ãç ïå íâ® ¯®§¢®«ï¥â ¯ãâ¥¬ ¯à¥¤¥«ì®£® ¯¥à¥å®¤ ®â ¬®£®£à ¨ª®¢ ª ®¡é¨¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¯®¢¥àå®áâï¬ à¥è¨âì ¯®áâ ¢«¥ãî § ¤ çã â¥®-à¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥©. � ¤àã£¨å á«ãç ïå, ª®£¤  â ª®© ¯à¥¤¥«ìë© ¯¥à¥å®¤ ¥ ã¤ ¥âáï, ¬ë¯®«ãç ¥¬ ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®à¨¥â¨à®¢ªã ¢ ¢®¯à®á¥.�« £®¤ àï  £«ï¤®áâ¨ ¨ ¯à®áâ®â¥ á¢®©áâ¢ ¬®£®£à ¨ª®¢ â ª®© ¯®¤å®¤ ®ª §ë¢ ¥â-áï ç áâ® ®ç¥ì ¯®«¥§ë¬, ®á®¡¥® ¢ ¢®¯à®á å £¥®¬¥âà¨¨ ý¢ æ¥«®¬þ ¨«¨ ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ª ¥à¥£ã«ïàë¬ ¯®¢¥àå®áâï¬, ª®£¤  ®¡ëçë¥ ¤«ï â¥®à¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥©   «¨â¨ç¥áª¨¥¬¥â®¤ë â¥àïîâ á¢®©  ¢â®¬ â¨§¬ 38).� ª ª ª  è¥© â¥¬®© ï¢«ïîâáï ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, â® ¬ë ®£à ¨ç¨¢ ¥¬áï â¥¬,çâ® ¢ ª®æ¥ ¯®çâ¨ ª �¤®© £« ¢ë ¢ ¯ à £à ä¥ ý�¡®¡é¥¨ïþ ¯à¨¢®¤¨¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â¥®à¥¬ë ¤«ï ¤àã£¨å ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© á ãª § ¨¥¬   ¨áâ®ç¨-ª¨, £¤¥ íâ¨ â¥®à¥¬ë ¤®ª §ë¢ îâáï. �¤¥áì �¥ ¬ë á¤¥« ¥¬ ¥áª®«ìª® ®¡é¨å § ¬¥ç ¨© |¯à¥�¤¥ ¢á¥£® ® â®¬, ª ª¨¥ § ¤ ¨ï ¤«ï ®¡é¥© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à á-á¬ âà¨¢ ¥¬ë¬ § ¤ ¨ï¬ ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢.2. � § 3 ã�¥ ¡ë«® ¢ëïá¥®, çâ® § ¤ ¨¥ à §¢¥àâª¨ ¬®£®£à ¨ª  íª¢¨¢ «¥â® § -¤ ¨î ¥£® ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨. �«ï ®¡é¥© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ à¥çì ¤®«�  ¨¤â¨38)Ǒ®á«¥¤®¢ â¥«ì®¥ ¯à®¢¥¤¥¨¥ ¬¥â®¤  ¯à¨¡«¨�¥¨ï ¬®£®£à ¨ª ¬¨ ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ª ¢ãâà¥¥© £¥®¬¥âà¨¨ ¯à®¨§¢®«ìëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¤ ® ¢ ¬®¥© ª¨£¥ [18℄.



136 �. �. �����������â ª�¥ ® ¥¥ ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¥, â. ¥. ® äãªæ¨¨ ¯ àë ¥¥ â®ç¥ª, ¤ îé¥© à ááâ®ï¨¥ ¬¥�-¤ã íâ¨¬¨ â®çª ¬¨, ¨§¬¥à¥®¥   ¯®¢¥àå®áâ¨; ®® à ¢® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î â®ç®© ¨�¥©£à ¨æ¥ ¤«¨ ªà¨¢ëå, «¥� é¨å   ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨ á®¥¤¨ïîé¨å ¤ ë¥ ¥¥ â®çª¨.Ǒãáâì   áä¥à¥ S (¨«¨   ¤àã£®¬ ¬®£®®¡à §¨¨) § ¤   ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï ρ(X, Y )¯ àë ¥¥ â®ç¥ª; ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® ρ(X, Y ) ¥áâì ¬¥âà¨ª  ¯®¢¥àå®áâ¨ F ¨«¨ çâ® ¯®¢¥àå-®áâì F à¥ «¨§ã¥â ¬¥âà¨ªã ρ(X,Y ), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ háä¥àë S   ¯®¢¥àå®áâì F , çâ® ¤«ï ª �¤®© ¯ àë â®ç¥ª X, Y ρ(X, Y ) = ρF
(
h(X), h(Y )),£¤¥ ρF | ¢ãâà¥ïï ¬¥âà¨ª  ¯®¢¥àå®áâ¨ F .Ǒãáâì Fi ¨ ni | ¯«®é ¤¨ ¨ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P . � áá¬®âà¨¬¥¤¨¨çãî áä¥àã E,   ª®â®àãî ¯à®¨§¢®¤¨âáï áä¥à¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥. �®£¤ , ¥á«¨M¥áâì ª ª®¥-«¨¡® ¬®�¥áâ¢®   E, â®

FP (M) = ∑

ni∈M

Fi¥áâì ¯«®é ¤ì â®£® ¬®�¥áâ¢    P , ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬ ¯à®®¡à §®¬ ¬®�¥áâ¢  M¯à¨ áä¥à¨ç¥áª®¬ ®â®¡à �¥¨¨. (�ã¬¬  ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ £à ï¬, ®à¬ «¨ ª ª®â®àë¬ ¯à ¢«¥ë ¢ M .) FP (M) ¥áâì äãªæ¨ï ¬®�¥áâ¢    áä¥à¥ E,  §ë¢ ¥¬ ï ¯®¢¥àå-®áâ®© äãªæ¨¥© ¬®£®£à ¨ª  P . � ¤ ¨¥ ¯«®é ¤¥© ¨ ®à¬ «¥© £à ¥©, ®ç¥¢¨¤®,íª¢¨¢ «¥â® § ¤ ¨î ¯®¢¥àå®áâ®© äãªæ¨¨. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®-áâ¨ � ¯®¢¥àå®áâ ï äãªæ¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â®ç® â ª �¥: F�(M) ¥áâì ¯«®é ¤ì â®£®¬®�¥áâ¢  N   �, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬ ¯à®®¡à §®¬ ¬®�¥áâ¢  M ¯à¨ áä¥à¨ç¥-áª®¬ ¨§®¡à �¥¨¨, â. ¥. ç¥à¥§ ª �¤ãî â®çªã ¨§ N ¯à®å®¤¨â å®âï ¡ë ®¤  ®¯®à ï ¯«®á-ª®áâì, ¢¥èïï ®à¬ «ì ª ª®â®à®©  ¯à ¢«¥  ¢ M . (�®�® ¤®ª § âì, çâ® F�(M) ¥áâì¢¯®«¥  ¤¤¨â¨¢ ï äãªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥ ¤«ï ¢á¥å ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬®-�¥áâ¢ M 39).)Ǒãáâì ei | ¤ ë¥ «ãç¨, ¨áå®¤ïé¨¥ ¨§ â®çª¨ O, ¨«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® â®çª¨   ¥¤¨-¨ç®© áä¥à¥ E á æ¥âà®¬ ¢ O. Ǒãáâì ωi | ¯«®é ¤¨ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¢¥àè¨¬®£®£à ¨ª  P , «¥� é¨å   «ãç å e. �á«¨ M ¥áâì ¬®�¥áâ¢®   E, â®
ωP,O(M) = ∑

ei∈M

ωi¥áâì ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï â®£® ¬®�¥áâ¢    P , æ¥âà «ì®© ¯à®¥ªæ¨¥©ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ¬®�¥áâ¢® M . �ãªæ¨ï ¬®�¥áâ¢  ωP,O(M) § ¢¨á¨â ¥ â®«ìª® ®â¬®£®£à ¨ª , ® ¨ ®â ¢ë¡®à  â®çª¨ O ¨«¨ áä¥àë E, ¯®íâ®¬ã ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¥¥ ¯«®é ¤ìîáä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï, ®â¥á¥®© ª áä¥à¥ E. � ¤ ¨¥ «ãç¥© ei ¨ áä¥à¨ç¥áª¨å¨§®¡à �¥¨© ¢¥àè¨ ωi, ®ç¥¢¨¤®, íª¢¨¢ «¥â® § ¤ ¨î íâ®© äãªæ¨¨.�«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ � ¯®¢¥àå®áâ ï äãªæ¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  «®£¨ç®: ω�,O(M) ¥áâì ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï â®£® ¬®�¥áâ¢    �,æ¥âà «ì®© ¯à®¥ªæ¨¥© ª®â®à®£® ¨§ â®çª¨ O   áä¥àã E ï¢«ï¥âáï ¬®�¥áâ¢® M . (�®�-® ¤®ª § âì, çâ® ω�,O(M) ¥áâì ¢¯®«¥  ¤¤¨â¨¢ ï äãªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢® ¢áïª®¬á«ãç ¥ ¤«ï ¢á¥å ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬®�¥áâ¢ [18, § 2, 4 £«. V℄.)� «®£¨ç® ¤«ï ¡¥áª®¥ç®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ � ®¯à¥¤¥«ï¥âáï äãªæ¨ï
ω�,T (M) | ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï, ®â¥á¥ ï ª ¯«®áª®áâ¨ T : ¤«ï ¤ -®£® ¬®�¥áâ¢  M   ¯«®áª®áâ¨ T ¨ ω�,T (M) ¥áâì ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ïâ®£® ¬®�¥áâ¢    ¯®¢¥àå®áâ¨ �, ¯à®¥ªæ¨¥© ª®â®à®£® á«ã�¨â M .39)�¬. �. �. �«¥ªá ¤à®¢ [4℄. � íâ®© à ¡®â¥ ¢¯¥à¢ë¥ ¢¢¥¤¥® ¨ á ¬® ¯®ïâ¨¥ ¯®¢¥àå-®áâ®© äãªæ¨¨.



��. II: § 7. Ǒ������ � ������ Ǒ����������� 137� ª®¥æ, ¢¬¥áâ® ®¯®àëå ç¨á¥« ¤«ï ¬®£®£à ¨ª  ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì®© ¢ë¯ãª«®©¯®¢¥àå®áâ¨ ã�® à áá¬ âà¨¢ âì ¥¥ ®¯®àãî äãªæ¨î H(u). �«ï ¥¤¨¨ç®£® ¢¥ªâ®-à  n § ç¥¨¥ H(n) ¥áâì à ááâ®ï¨¥ ®â  ç «  O ¤® ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨ Q á ¢¥è¥©®à¬ «ìî n, áç¨â îé¥¥áï ¯®«®�¨â¥«ìë¬, ¥á«¨  ¯à ¢«¥¨¥ ®â O ª Q á®¢¯ ¤ ¥â á  -¯à ¢«¥¨¥¬ ¢¥ªâ®à  n, ¨ ®âà¨æ â¥«ìë¬, ¥á«¨ íâ®  ¯à ¢«¥¨¥ ¯à®â¨¢®¯®«®�® n. �á«¨¢¥ªâ®à u | ¥ ¥¤¨¨çë©, â® H(u) = |u|H (u/|u|).�«¥¤ã¥â ¥é¥ ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢¬¥áâ® ¯à¥¤¥«ì®£® ¬®£®£à ®£® ã£«  ¤«ï ®¡é¥© ¡¥á-ª®¥ç®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á«¥¤ã¥â à áá¬ âà¨¢ âì ý¯à¥¤¥«ìë© ª®ãáþ, ®¯à¥¤¥«ï-¥¬ë© á®¢¥àè¥®   «®£¨ç®.Ǒ®«ì§ãïáì ¢¢¥¤¥ë¬¨ ®¡é¨¬¨ ¯®ïâ¨ï¬¨, «¥£ª® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥-®áâ¨ ¨ �¥áâª®áâ¨ ¤«ï ®¡é¨å ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯à¨¢¥¤¥ë¬ ¢ë-è¥ â¥®à¥¬ ¬ ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢. �«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ã�ë¥é¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¥ á«¥¤ã¥â  «®�¨âì   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤ ë¥. �«ï äãªæ¨©
H(u, F�(M), ω�,E(M), ω�,T (M) íâ¨ ãá«®¢¨ï «¥£ª® ¯®«ãç îâáï ¨§ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ ®¬®£®£à ¨ª å. �¨ ä®à¬ã«¨àãîâáï ¢ ¯®á«¥¤¨å ¯ à £à ä å £« ¢ VII ¨ IX. �áª«îç¥-¨¥ á®áâ ¢«ï¥â ¬¥âà¨ª  ρ(X, Y ): ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï,  « £ ¥¬ë¥   ¥¥, ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì¯®«ãç¥ë ¯à®áâë¬ ¯¥à¥áª §®¬ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ ® ¬®£®£à ¨ª å 40).3. �¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨ �¥áâª®áâ¨ ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì á ¬¨ ¯® á¥¡¥ ¯¥à¥¥á¥ë á¬®£®£à ¨ª®¢   ¤àã£¨¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯ãâ¥¬ ¯à¥¤¥«ì®£® ¯¥à¥å®¤ . �«ï â®-£® çâ®¡ë íâ® áâ «® ¢®§¬®�ë¬, íâ¨ â¥®à¥¬ë ã�® ¤®¯®«¨âì ®æ¥ª ¬¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨¬®£®£à ¨ª  ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¨§¬¥¥¨ï â¥å ¤ ëå, ª®â®àë¥ ä¨£ãà¨àãîâ ¢ íâ¨åâ¥®à¥¬ å, ¯à¨ç¥¬ íâ¨ ®æ¥ª¨ ¥ ¤®«�ë § ¢¨á¥âì ®â ç¨á«  ¢¥àè¨ ¨«¨ ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥¥ ¤®«�ë ¢ëà®�¤ âìáï ¯à¨ ¡¥áª®¥ç®¬ ¢®§à áâ ¨¨ ç¨á«  ¢¥àè¨.� áá¬®âà¨¬,  ¯à¨¬¥à, â¥®à¥¬ã 3 ® à ¢¥áâ¢¥ ¨§®¬¥âà¨çëå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢. �© ¤®«�  á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ¤® á¨å ¯®à ¥ ¤®ª §  ï ¢ ®¡é¥¬ á«ã-ç ¥ â¥®à¥¬  ® à ¢¥áâ¢¥ ¨§®¬¥âà¨çëå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© 41). Ǒ®¤å®¤ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã íâ®© ¯à¥¤¯®« £ ¥¬®© â¥®à¥¬ë ç¥à¥§ ®æ¥ª¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®£à -¨ª  ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¨§¬¥¥¨ï ¥£® ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨ ¡ë«, ¬¥�¤ã ¯à®ç¨¬, ãª § �. �. �®-�®áá¥®¬ [126℄ ¨ á®áâ®¨â ¢ á«¥¤ãîé¥¬. Ǒãáâì rij ¨ ρij | à ááâ®ï¨ï ¬¥�¤ã i-©¨ j-© ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª , ¨§¬¥à¥ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨   á ¬®¬¬®£®£à ¨ª¥. Ǒãáâì, ¤ «¥¥, P1 ¨ P2 | ¤¢  § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª , ¢¥à-è¨ë ª®â®àëå ¯®áâ ¢«¥ë ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ¨ r(1)ij , r(2)ij , ρ(1)ij , ρ(2)ij |¢¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ à ááâ®ï¨ï ¬¥�¤ã ¨å ¢¥àè¨ ¬¨. �¥«¨ç¨  �r = max ∣∣r(1)ij − r(2)ij ∣∣ å -à ªâ¥à¨§ã¥â, ®ç¥¢¨¤®, ¢¥«¨ç¨ã ¯à®áâà áâ¢¥®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â P1 ª P2,  �ρ = ∣∣ρ(1)ij − ρ(2)ij ∣∣ | ¢¥«¨ç¨ã ¢ãâà¥¥© ¤¥ä®à¬ æ¨¨. �à¥¡ã¥âáï ¤ âì ®æ¥ªã�r 6 f(�ρ), (1)£¤¥ ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï f ¤®«�  ®¡à é âìáï ¢ ã«ì ¯à¨ �ρ = 0 ¨ ¥ § ¢¨á¥âì ®â¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 ¨«¨ § ¢¨á¥âì ®â á ¬ëå ®¡é¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¨å ä®à¬ë, ª ª, ¯à¨¬¥à, ®â à ¤¨ãá®¢ è à®¢, á®¤¥à� é¨å P1 ¨ P2 ¨ á®¤¥à� é¨åáï ¢ ¨å. �®¯ãáâ¨¬,çâ® â ª ï ®æ¥ª   ©¤¥ . Ǒãáâì F1 ¨ F2 | ¤¢¥ ¨§®¬¥âà¨çë¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®-¢¥àå®áâ¨. �®§ì¬¥¬   ¨å ¤®áâ â®ç® £ãáâë¥ á¥â¨ â®ç¥ª A1

i , A2
i , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¤àã£¤àã£ã ¢ á¨«ã ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®â®¡à �¥¨ï F1   F2. �¯¨è¥¬ ¢ F1 ¨ F2 § ¬ªãâë¥ ¢ë-¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ íâ¨å â®çª å. �®£¤ , ª ª ®ª §ë¢ ¥âáï, ç¥¬40)�â¨ ãá«®¢¨ï ¬®�®  ©â¨ ¢ [18℄ ¨«¨ ¢ ¤àã£®© ä®à¬¥ ¢ [15℄.41)�¥¯¥àì íâ  ®¡é ï â¥®à¥¬  ¤®ª §   �. �. Ǒ®£®à¥«®¢ë¬ [168℄ ¨, ¨ë¬ ¯ãâ¥¬,�. �. �®«ª®¢ë¬ [88℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



138 �. �. �����������£ãé¥ á¥âì â®ç¥ª Ai, â¥¬ ¡«¨�¥ à ááâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨, ¨§¬¥à¥®¥   ¬®£®£à ¨ª¥,¯®¤å®¤¨â ª à ááâ®ï¨î, ¨§¬¥à¥®¬ã   ¯®¢¥àå®áâ¨. � â ª ª ª ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨§®¬¥âà¨ç-ë, â® â¥¬ á ¬ë¬ ¢¥«¨ç¨  �ρ ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 áâà¥¬¨âáï ª ã«î ¯® ¬¥à¥á£ãé¥¨ï á¥â¨ â®ç¥ª Ai.�á«¨ ¬ë ¨¬¥¥¬ ®æ¥ªã (1) á âà¥¡ã¥¬ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, â® ¯à¨ � → 0 ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì�r → 0. �® �r = max ∣∣r(1)ij − r(2)ij ∣∣ ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¬ ªá¨¬ã¬ à §®áâ¨ ¯à®áâà -áâ¢¥ëå à ááâ®ï¨© ¬¥�¤ã á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬¨ â®çª ¬¨ Ai, Aj ¯®¢¥àå®áâ¥© F1 ¨ F2.Ǒ®íâ®¬ã ¤®«�® ¡ëâì �r = 0, â. ¥. ¯®¢¥àå®áâ¨ F1 ¨ F2 à ¢ë 42).� «®£¨çë© ¯®¤å®¤ ¢®§¬®�¥  ¯à¨®à¨ ª «î¡®© ¤àã£®© â¥®à¥¬¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨. �¤- ª®,  áª®«ìª® ï § î, ¨ ¤«ï ®¤®© ¨§ ¨å ¥ ¨§¢¥áâ  ¨ ®¤  ®æ¥ª  �¥« ¥¬®£® â¨¯ ,¨ ¯®â®¬ã â ª®© ¯®¤å®¤ ª ¯¥à¥®áã â¥®à¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ á ¬®£®£à ¨ª®¢   ®¡é¨¥¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ®áâ ¥âáï ¯®ª  ¢ ®¡« áâ¨ ç¨áâëå £¨¯®â¥§ 43).� ª �¥ ®¡áâ®¨â ¤¥«® ¨ á â¥®à¥¬ ¬¨ �¥áâª®áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã íâ¨ â¥®à¥¬ë ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå¯®¢¥àå®áâ¥© ¤®ª §ë¢ îâáï ¨ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨. �®«¥¥ â®£®,  ¯à¨¬¥à, â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥-®áâ¨ ¨ �¥áâª®áâ¨ § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á ¤ ®© (áâ æ¨® à®©) ¢ãâà¥¥©¬¥âà¨ª®© ¤® á¨å ¯®à ¢®®¡é¥ ¥ ¤®ª § ë ¡¥§ ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¯à¥¤¯®«®�¥¨© ® ¥ª®â®-à®© à¥£ã«ïà®áâ¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ 44). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¢®¯à®á å ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨ �¥áâª®-áâ¨ â¥®à¥¬ë ® ¬®£®£à ¨ª å ¬®£ãâ á«ã�¨âì «¨èì ãª § ¨¥¬   à¥§ã«ìâ â, ª ª®â®à®¬ã¬®�® áâà¥¬¨âìáï ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª «î¡ë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¯®¢¥àå®áâï¬.4. � â¥®à¥¬ ¬¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤¥«® ®¡áâ®¨â £®à §¤® ¯à®é¥: ¢á¥ ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¯¥à¥®áïâáï ¯ãâ¥¬ ¯à¥¤¥«ì®£®¯¥à¥å®¤    ®¡é¨¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨. �â®â ¯¥à¥å®¤ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¢ ®¡é¨å ç¥àâ åá«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.Ǒãáâì ¬ë å®â¨¬ ¤®ª § âì áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á ¤ ë¬¨ B0. Ǒãáâìá®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ã�¥ ¨§¢¥áâ .�®£¤  ¤®ª §ë¢ ¥¬ â¥®à¥¬ã áå®¤¨¬®áâ¨: ¥á«¨ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ Pn áå®¤ïâáï ª¯®¢¥àå®áâ¨ F , â® ¨å ¤ ë¥ PPn áå®¤ïâáï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨®¬ á¬ëá«¥ ª ¤ ë¬ BF , ®â®-áïé¨¬áï ª F . �â áå®¤¨¬®áâ¨ ¤ ëå B âà¥¡ã¥âáï «¨èì, çâ®¡ë ®  ¡ë«  ®¤®§ ç®©,â. ¥. Bn ¥ ¬®£ãâ ¨¬¥âì ¤¢ãå ¯à¥¤¥«®¢ ¢ á¬ëá«¥ íâ®© áå®¤¨¬®áâ¨. � â¥¬ áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì®áâì ¤ ëå Bn, áå®¤ïé¨åáï ª B0 ¨ ®â®áïé¨åáï ª ¬®£®£à ¨ª ¬. Ǒ® â¥®à¥¬¥áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ áãé¥áâ¢ãîâ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ Pn á ¤ ë-¬¨ Bn. �§ íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ë¡¨à ¥¬ áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì Pni , çâ®,®ª §ë¢ ¥âáï, ¢á¥£¤  ¬®�® á¤¥« âì. Ǒà¥¤¥« íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¡ã¤¥â ¥ª®â®à®©¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâìî. Ǒ® â¥®à¥¬¥ áå®¤¨¬®áâ¨ Bni áå®¤ïâáï ª BF ¨ ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯®§ ¤ ¨î Bni áå®¤ïâáï ª B0,   â ª ª ª ¯à¥¤¥« ¤ ëå Bni ¬®�¥â ¡ëâì â®«ìª® ®¤¨, â®
BF = B0, â. ¥. ¯®¢¥àå®áâì F ¨¬¥¥â ¤ ë¥ B0.�á«¨ ¤ ë¥ B0 ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ®¯®àãî äãªæ¨î H(n), â® áå®¤¨¬®áâì ¤ -ëå Bm ª B0 ¥áâì ¯à®áâ® áå®¤¨¬®áâì ®¯®àëå äãªæ¨©, ¨«¨ áå®¤¨¬®áâì ®¯®àëå ç¨-á¥« hi ª § ç¥¨ï¬ ®¯®à®© äãªæ¨¨ H(n) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ ni ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¬®�¥áâ¢®â®ç¥ª ni   áä¥à¥ ¡¥á¯à¥¤¥«ì® á£ãé ¥âáï.�á«¨ B0 ¥áâì ¬¥âà¨ª  ρ(X, Y ), § ¤  ï   áä¥à¥ S, â® ¥¥ ã�® ¯à¨¡«¨� âì ¬®£®-£à ë¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë. �¥®à¥¬  �¥ ® áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥âà¨ª ¢ë£«ï-¤¨â â ª: ¥á«¨ § ¬ªãâë¥ ¨«¨ ¡¥áª®¥çë¥ ¯®«ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ �n áå®¤ïâáï42)�¬¥® íâ®â ¯ãâì à¥ «¨§®¢  ¢ à ¡®â¥ �. �. �®«ª®¢  [88℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «-£ ««¥à .43)�¥¯¥àì ªà®¬¥ [88℄ á«¥¤ã¥â ãª § âì â ª�¥   à ¡®âë [87, 98, 119℄ ¨ [173, £«. 7℄. |Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .44)�¥¯¥àì ®¨ ¤®ª § ë �. �. Ǒ®£®à¥«®¢ë¬, á¬. [173, £«. 4℄. |Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. II: § 8. �������� Ǒ������ ��Ǒ������ 139ª � ¨ â®çª¨ Xn, Yn   �n áå®¤ïâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ª X, Y , â® ρ�n(Xn, Yn) áå®¤ïâáïª ρ�(X, Y ). �á«¨ B0 ¥áâì ®¤  ¨§ äãªæ¨© ¬®�¥áâ¢  F (M) ¨«¨ ω(M)   ¥¤¨¨ç®©áä¥à¥ E, â® áå®¤¨¬®áâì á«¥¤ã¥â ¯®¨¬ âì ¢ á¬ëá«¥ á« ¡®© áå®¤¨¬®áâ¨. �á«¨ ϕn(M) ¨
ϕ(M) | ¢¯®«¥  ¤¤¨â¨¢ë¥ äãªæ¨¨ ¬®�¥áâ¢    áä¥à¥ E, â® £®¢®àïâ, çâ® ϕn á« ¡®áå®¤ïâáï ª ϕ, ¥á«¨ ¤«ï ¢áïª®© ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ f(X) â®çª¨ X   áä¥à¥ Elim

n→∞

∫

E

f(X)ϕn(dM) = ∫
E

f(X)ϕ(dM),£¤¥ ¨â¥£à « ¯®¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ � ¤®  45). � ¤ ë¥ äãªæ¨¨ F (M) ¨ ω(M) ã�®¯à¨¡«¨� âì ¢ á¬ëá«¥ á« ¡®© áå®¤¨¬®áâ¨ ý¤¨áªà¥âë¬¨þ äãªæ¨ï¬¨ Fn(M) ¨ ωn(M),¨¬¥îé¨¬¨ ª®¥çë¥  £àã§ª¨ ¢ ¤ ëå â®çª å ¨ ®¡à é îé¨¬¨áï ¢ ã«ì ¤«ï ¢á¥å M ,¥ á®¤¥à� é¨å íâ¨å â®ç¥ª.�¥â®¤ ¯à¥¤¥«ì®£® ¯¥à¥å®¤  ®â ¬®£®£à ¨ª®¢ ª ¤àã£¨¬ ¯®¢¥àå®áâï¬ ¡ë« ¢¯¥à¢ë¥¯à¨¬¥¥ �¨ª®¢áª¨¬ ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå-®áâ¨ � á ¤ ®© £ ãáá®¢®© ªà¨¢¨§®© K(n), § ¤ ®© ª ª äãªæ¨ï ¢¥è¥© ®à¬ «¨.�á«¨ M | ¬®�¥áâ¢®   áä¥à¥ E, â® F (M) = ∫
M

dω
K(n) (£¤¥ dω | í«¥¬¥â ¯«®é ¤¨   E)¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¯«®é ¤ì â®£® ¬®�¥áâ¢    ¯®¢¥àå®áâ¨ �, áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥-¨¥¬ ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï M . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ãª §  ï â¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£® | ç áâë©á«ãç © ®¡é¥© â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á § ¤ ®© ¯®-¢¥àå®áâ®© äãªæ¨¥© F (M).

§ 8. �á®¢ë¥ ¯®ïâ¨ï â®¯®«®£¨¨1. � £«ï¤ë¥ ®á®¢ ¨ï. �®¯®«®£¨î ¬®�®  £«ï¤® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª âã ç áâì®¡é¥© £¥®¬¥âà¨¨, £¤¥ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ä¨£ãàë ¯à¨¨¬ ¥âáï ¢® ¢¨¬ ¨¥ â®«ìª® ¢§ ¨¬®¥¯à¨«¥£ ¨¥ ¥¥ ç áâ¥©. � ®á®¢¥ ®¡é¥£® ¯®ïâ¨ï ý¯à¨«¥£ ¨ïþ «¥�¨â â®  £«ï¤®¥ ¯à¥¤-áâ ¢«¥¨¥, ª®â®à®¥ ¢ë§ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à�¤¥¨ï: ®ªàã�®áâì ¯à¨«¥£ ¥â ª ¢ãâ-à¥®áâ¨ ªàã£ ; ®¤® ¯®«ãè à¨¥ ¯à¨«¥£ ¥â ª ¤àã£®¬ã, â ª çâ® áä¥à  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ª ªá®áâ ¢«¥ ï ¨§ ¤¢ãå ¯à¨«¥£ îé¨å ¯®«ãè à¨©; ® ¥á«¨ ¨áª«îç¨âì íª¢ â®à, â® ¯®«ãè -à¨ï ã�¥ ¥ ¡ã¤ãâ ¯à¨«¥£ âì ¤àã£ ª ¤àã£ã: ®¨ ®ª §ë¢ îâáï ª ª ¡ë ®âà¥§ ë¬¨ ®¤® ®â¤àã£®£® à §à¥§®¬ ¯® íª¢ â®àã.�¢â®à ®â¤ « ¯à¥¤¯®çâ¥¨¥ ¢¢¥¤¥¨î â®¯®«®£¨ç¥áª®© áâàãªâãàë ç¥à¥§ â®çª¨ ¯à¨ª®á®-¢¥¨ï ¢¢¨¤ã  £«ï¤®© ïá®áâ¨ ¯®«ãç îé¨åáï ¯à¨ íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨© ®á®¢ëå ¯®ïâ¨©:¥¯à¥àë¢®£® ®â®¡à �¥¨ï, £à ¨æë, á¢ï§®áâ¨ ¨ ¤à.46)45)�â® ¯®ïâ¨¥ áå®¤¨¬®áâ¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯®ïâ¨î á« ¡®© áå®¤¨¬®áâ¨ äãªæ¨®- «®¢, ¬®�® å à ªâ¥à¨§®¢ âì ¯à®áâë¬¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨
ϕn(M) > 0 ¤«ï ¢á¥å M (ª ª íâ® ¢¥à® ¤«ï  è¨å äãªæ¨© F ¨ ω), â® ϕn á« ¡® áå®-¤ïâáï ª ϕ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  lim

n→∞
ϕn(E) = ϕ(E) ¨ ¤«ï ¢áïª®£® § ¬ªãâ®£® Mlim

n→∞
ϕn(M) 6 ϕ(M). �®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© ¨ ¤àã£¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª á« ¡®© áå®¤¨¬®áâ¨äãªæ¨© ¬®�¥áâ¢  ¤ ® ¢ ¬®¥© à ¡®â¥ [232℄, à¥§î¬¥ ¨ § 15{17 íâ®© à ¡®âë. �®ª § â¥«ì-áâ¢  â¥®à¥¬ ® á« ¡®© áå®¤¨¬®áâ¨ äãªæ¨© F ¨ ω ¤«ï áå®¤ïé¨åáï ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©¤ ë ¢ à ¡®â å [9, 10℄; á¬. â ª�¥ ª¨£ã [18℄.46)�á¯®«ì§®¢  ï  ¢â®à®¬ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ â¥à¬¨®«®£¨ï á¨«ì® ãáâ à¥« . �¨â -â¥«ì ¬®�¥â ®§ ª®¬¨âìáï á ¡®«¥¥ á®¢à¥¬¥ë¬ ¨§«®�¥¨¥¬  ç « â®¯®«®£¨¨ ¯® ç áâ¨ 5ª¨£¨ �. �. �«¥ªá ¤à®¢  ¨ �. �. �¥æ¢¥â ¥¢  [43℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



140 �. �. �����������Ǒ®¯ëâ ¥¬áï ¥é¥ ¥¬®£® ¯à®  «¨§¨à®¢ âì  è¥  £«ï¤®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ® ¯à¨«¥-£ ¨¨. �áïª ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ä¨£ãà  ¥áâì ¬®�¥áâ¢®, ¨«¨, ª ª £®¢®àïâ ¢ í«¥¬¥â à®©£¥®¬¥âà¨¨, ý£¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ®þ â®ç¥ª, ¨ ¢ íâ®¬ ¬®�¥áâ¢¥ ¨¬¥¥âáï  £«ï¤® ¯®¨-¬ ¥¬®¥ ¯à¨«¥£ ¨¥ ¥£® ç áâ¥© ¤àã£ ª ¤àã£ã. �á®¢ë¬ ï¢«ï¥âáï ¯®ïâ¨¥ ® ¯à¨«¥£ ¨¨®¤®© â®çª¨ ª ¬®�¥áâ¢ã â®ç¥ª.�  è¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ â®çª  ¯à¨«¥£ ¥â ª ¬®�¥áâ¢ã, ¥á«¨ ®  ¡¥áª®¥ç® ¡«¨§ª  ª¥¬ã, ª ª,  ¯à¨¬¥à, ¢¥àè¨  ª¢ ¤à â  ª ¥£® ¢ãâà¥®áâ¨; â®â ä ªâ, çâ® â®çª  ¯à¨ ¤-«¥�¨â ¬®�¥áâ¢ã, ¬ë â®�¥ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯à¨«¥£ ¨¥.�¤ã¬ë¢ ïáì, ¤ «¥¥, ¢ ¯®ïâ¨¥ ¯à¨«¥£ ¨ï, ¬ë § ¬¥ç ¥¬, çâ® ¤¢  ¬®�¥áâ¢  | ¤¢¥ä¨£ãàë (¨«¨ ¤¢¥ ç áâ¨ ®¤®© ä¨£ãàë) | ¯à¨«¥£ îâ ¤àã£ ª ¤àã£ã ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬á«ãç ¥, ¥á«¨ å®âï ¡ë ¢ ®¤®© ¨§ ¨å ¥áâì â®çª , ¯à¨«¥£ îé ï ª ¤àã£®©.� áá¬ âà¨¢ ï ¯à¨¢¥¤¥ë¥ â®«ìª® çâ® ¯à¨¬¥àë, ¬ë  £«ï¤® ã¡¥�¤ ¥¬áï, çâ® ¨¬¥-® ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥ ®ªàã�®áâì ¯à¨«¥£ ¥â ª ¢ãâà¥®áâ¨ ªàã£ ,   ¤¢  ¯®«ãè à¨ï ¯à¨¨áª«îç¥®¬ íª¢ â®à¥ ¥ ¯à¨«¥£ îâ ¤àã£ ª ¤àã£ã (¯®â®¬ã çâ® ¢áïª ï â®çª  ®¤®£® ¯®-«ãè à¨ï ã¤ «¥  ®â â®ç¥ª ¤àã£®£® ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬   à ááâ®ï¨¥ ¥¥ ¤® íª¢ â®à ).2. �¡é¥¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �¡áâà ªâ®¥ ®¡®¡é¥¨¥ íâ¨å  £«ï¤-ëå ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®ïâ¨î ®¡é¥£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ . �¬¥®,¯ãáâì ¨¬¥¥âáï ¥ª®â®à®¥ ¬®�¥áâ¢® ª ª¨å-«¨¡® í«¥¬¥â®¢, ª®â®àë¥ ¬ë  §®¢¥¬ â®çª ¬¨.�®�¥áâ¢®  §ë¢ ¥âáï ®¡é¨¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, ¥á«¨ ª �¤®© ¥£®ç áâ¨, â. ¥. ª �¤®¬ã á®¤¥à� é¥¬ãáï ¢ ¥¬ ¬®�¥áâ¢ã M , ®â®áïâáï ¯® ª ª®¬ã-«¨¡® ¯à ¢¨«ã â®çª¨, ¯à¨«¥£ îé¨¥ ª M , ¨«¨, ª ª £®¢®àïâ, â®çª¨ ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¬®-�¥áâ¢  M . Ǒà¨ íâ®¬ ¨ á ¬¨ â®çª¨ ¬®�¥áâ¢  M áç¨â îâáï ¥£® â®çª ¬¨ ¯à¨ª®á-®¢¥¨ï. �® ¬ë ¯à¨á®¥¤¨ï¥¬ ¥é¥ ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ãá«®¢¨¥, çâ® ýá ã¢¥«¨ç¥¨¥¬ ¬®�¥áâ¢ ç¨á«® â®ç¥ª ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¥ ã¡ë¢ ¥âþ, â. ¥., £®¢®àï áâà®£®, çâ® ¥á«¨ M1 á®¤¥à�¨âáï¢ M2, â® ¢áïª ï â®çª  ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¤«ï M1 ¡ã¤¥â â ª®¢®© ¨ ¤«ï M2.�¢  ¬®�¥áâ¢  ¢ ®¡é¥¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¯à¨«¥£ îé¨¬¨¤àã£ ª ¤àã£ã, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ¨å á®¤¥à�¨â â®çª¨ ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¤àã£®£®.�á®, çâ® íâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®¢â®àïîâ ¢ ¥áª®«ìª® ¨ëå á«®¢ å â®, çâ® £®¢®à¨«®áì¢ëè¥ ® ¯à¨«¥£ ¨¨ ä¨£ãà ¨ â®ç¥ª.� ¬ë¬ ®á®¢ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ®¡é¥£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  ï¢«ï¥âáï n-¬¥à®¥ýç¨á«®¢®¥þ ¨«¨ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢® 47). �£® â®çª ¬¨ ï¢«ïîâáï ¢á¥¢®§¬®�ë¥ ¯®-á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯® n ç¨á¥« (x1, x2, . . . , xn). �®çª  a = (a1, a2, . . . , an) áç¨â ¥âáï â®çª®©¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¬®�¥áâ¢  A, ¥á«¨ ¢ A ¨¬¥îâáï â®çª¨ x = (x1, x2, . . . , xn), áª®«ì ã£®¤-® ¡«¨§ª¨¥ ª a, â. ¥. ¯à¨ ¢áïª®¬ ε > 0 ¢ A  ©¤¥âáï â®çª  x â ª ï, çâ® |x1 − a1| < ε,
. . . , |xn − an| < ε. � íâ®¬ á«ãç ¥ «¨¡® â®çª  a ¯à¨ ¤«¥�¨â ¬®�¥áâ¢ã A, «¨¡® ¢ A¥áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì â®ç¥ª xi, áå®¤ïé ïáï ª a, â. ¥. â ª ï, çâ® à §®áâ¨ ª®®à¤¨ ââ®ç¥ª xi ¨ â®çª¨ a áâà¥¬ïâáï ª ã«î.�¨á«®¢ ï ¯àï¬ ï ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ®¤®¬¥à®¥ ç¨á«®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢®. � «®-£¨ç® ç¨á«®¢ ï ¯«®áª®áâì (x, y) ¥áâì ¤¢ã¬¥à®¥ ç¨á«®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢®.�á«¨   ç¨á«  xi  «®�¨âì ãá«®¢¨¥, çâ® ¢á¥ ®¨ § ª«îç¥ë ¢ ¤ ëå ¯à¥¤¥« å,  -¯à¨¬¥à 0 < xi < 1 (i = 1, . . . , n), â® â ª®¥ ¯à®áâà áâ¢®  §ë¢ ¥âáï n-¬¥àë¬ (ç¨á«®¢ë¬)ªã¡®¬, â®ç¥¥, ¢ãâà¥®áâìî ªã¡ , ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¯®«®£® ªã¡ , ª®â®àë© ¢ª«îç ¥â â ª�¥£à ¨ ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢ ¬¨ 0 6 xi 6 1.�à¥å¬¥à®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢® â ª�¥ ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬¢ á¨«ã á«¥¤ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï â®ç¥ª ¯à¨ª®á®¢¥¨ï: â®çª  a ¥áâì â®çª  ¯à¨ª®á®¢¥¨ï¬®�¥áâ¢  A, ¥á«¨ ¢ A ¨¬¥îâáï â®çª¨ x, áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨¥ ª a.47)�£®  §ë¢ îâ ¥¢ª«¨¤®¢ë¬, ®â¢«¥ª ïáì, ®¤ ª®, ®â ¢á¥å ¥£® á¢®©áâ¢, ªà®¬¥ â®¯®«®-£¨ç¥áª¨å.



��. II: § 8. �������� Ǒ������ ��Ǒ������ 141Ǒà¨¬¥à®¬ ®¡é¥£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬®�¥â á«ã�¨âì â ª�¥ «î¡ ï à §-¢¥àâª . Ǒà¨ íâ®¬ â®çª¨, ¯®¤«¥� é¨¥ áª«¥¨¢ ¨î ¤àã£ á ¤àã£®¬, áç¨â îâáï §  ®¤ã.�á«¨ M | ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª à §¢¥àâª¨, â® â®çª  a à §¢¥àâª¨ áç¨â ¥âáï â®çª®© ¯à¨ª®á-®¢¥¨ï ¤«ï M , ª®£¤  áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª® ª a ¨«¨ ª áª«¥¨¢ ¥¬®© á ¥© â®çª®© ¨¬¥îâáïâ®çª¨ ¬®�¥áâ¢  M .�áïª®¥ ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª A ¢ ®¡é¥¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ R ¬®�¥â á ¬® à á-á¬ âà¨¢ âìáï ª ª ®¡é¥¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¢ á¨«ã á«¥¤ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï:¥á«¨ ¬®�¥áâ¢® M á®¤¥à�¨âáï ¢ A, â® â®çª  a, ¯à¨ ¤«¥� é ï A, áç¨â ¥âáï â®çª®©¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¬®�¥áâ¢  M ¢ A, ¥á«¨ ®  ï¢«ï¥âáï ¥£® â®çª®© ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¢® ¢á¥¬
R. �®¢®àïâ, çâ® A ¥áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  R.� íâ®¬ á¬ëá«¥ ¢áïª ï ä¨£ãà  A ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ â®¯®«®-£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬. �®çª  a, ¯à¨ ¤«¥� é ï A, áç¨â ¥âáï â®çª®© ¯à¨ª®á®¢¥¨ï¬®�¥áâ¢  M , á®¤¥à� é¥£®áï ¢ A, ¥á«¨ áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª® ®â ¥¥ ¨¬¥îâáï â®çª¨ ¬®-�¥áâ¢  M .�®ç® â ª �¥ ¢áïª ï ç áâì n-¬¥à®£® ç¨á«®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  ®ª §ë¢ ¥âáï ®¡é¨¬â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬.3. � ¬ªãâë¥ ¨ ®âªàëâë¥ ¬®�¥áâ¢ ; £à ¨æ . �¥çì ¡ã¤¥â ¨¤â¨ ® ¬®�¥áâ¢ å¢ «î¡®¬ ®¡é¥¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.�®�¥áâ¢®  §ë¢ ¥âáï § ¬ªãâë¬, ¥á«¨ ®® á®¤¥à�¨â ¢á¥ á¢®¨ â®çª¨ ¯à¨ª®á®¢¥-¨ï.�®�¥áâ¢®  §ë¢ ¥âáï ®âªàëâë¬, ¥á«¨ ¥£® ¤®¯®«¥¨¥ (â. ¥. ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å ¥¯à¨ ¤«¥� é¨å ¥¬ã â®ç¥ª) § ¬ªãâ®. �â® à ¢®á¨«ì® á«¥¤ãîé¥¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î: ¬®-�¥áâ¢® ®âªàëâ®, ¥á«¨ ¨ ®¤  ¥£® â®çª  ¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¥£® ¤®¯®«-¥¨ï; ¯®â®¬ã çâ® â®£¤  á ¬® ¤®¯®«¥¨¥ á®¤¥à�¨â ¢á¥ á¢®¨ â®çª¨ ¯à¨ª®á®¢¥¨ï, â. ¥.§ ¬ªãâ®.�®çª   §ë¢ ¥âáï £à ¨ç®© â®çª®© ¬®�¥áâ¢ M , ¥á«¨ ®  ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¯à¨ª®á-®¢¥¨ï ª ª ¤«ï M , â ª ¨ ¤«ï ¥£® ¤®¯®«¥¨ï. �à ¨æ  ¬®�¥áâ¢  ¥áâì ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å¥£® £à ¨çëå â®ç¥ª.�®çª  ¬®�¥áâ¢   §ë¢ ¥âáï ¢ãâà¥¥©, ¥á«¨ ®  ¥ «¥�¨â   ¥£® £à ¨æ¥, â. ¥. ¥ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¤®¯®«¥¨ï. �§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ïá®, çâ® ®âªàëâ®¥¬®�¥áâ¢® å à ªâ¥à¨§ã¥âáï â¥¬, çâ® ¢á¥ ¥£® â®çª¨ | ¢ãâà¥¨¥.Ǒà¨¬¥àë. Ǒ®«ã¯à®áâà áâ¢® ¢¬¥áâ¥ á ®£à ¨ç¨¢ îé¥© ¯«®áª®áâìî ¥áâì § ¬ªãâ®¥¬®�¥áâ¢®; ¡¥§ ¥¥ ®® | ®âªàëâ®¥; ãª §  ï ¯«®áª®áâì ¥áâì ¥£® £à ¨æ .�ã¡ ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢ ¬¨ 0 6 xi 6 1 (i = 1, . . . , n).�£® ¢ãâà¥®áâì ®¡à §ãîâ â®çª¨, ¤«ï ª®â®àëå 0 < xi < 1. �à ¨æ  ¥£® á®áâ®¨â ¨§â®ç¥ª, ¤«ï ª®â®àëå 0 6 xi 6 1 (i = 1, . . . , n) ¨ å®âï ¡ë ¢ ®¤®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® § ªà ¢¥áâ¢ .�ªà¥áâ®áâìî â®çª¨  §ë¢ îâ, ª ª ¯à ¢¨«®, «î¡®¥ á®¤¥à� é¥¥ íâã â®çªã ®âªàëâ®¥¬®�¥áâ¢®. �ªà¥áâ®áâì â¥¬ á ¬ë¬ â ª ®ªàã� ¥â â®çªã, çâ® ¯®á«¥¤ïï ¥ ¡ã¤¥â â®çª®©¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¤«ï ¤®¯®«¨â¥«ì®£® ¬®�¥áâ¢ . �â® ¢ëïáï¥â  £«ï¤ë© á¬ëá« á«®¢ ý®ªà¥áâ®áâìþ.4. �¢ï§®áâì. �®�¥áâ¢®  §ë¢ ¥âáï á¢ï§ë¬, ¥á«¨ ®® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì à §«®�¥®  ¤¢¥ ¥ ¯à¨«¥£ îé¨¥ ¤àã£ ª ¤àã£ã ç áâ¨. � á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à¨«¥£ ¨ï íâ® ®§ ç ¥â,çâ® ¬®�¥áâ¢® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì à §«®�¥®   â ª¨¥ ¤¢¥ ç áâ¨, çâ® ¨ ®¤  ¨§ ¨å ¥á®¤¥à�¨â â®ç¥ª ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¤àã£®©.�á«¨ á ¬®¥ ¬®�¥áâ¢® M à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯à®áâà áâ¢® (¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢á¥£®¤ ®£® ¯à®áâà áâ¢ ), â® ¢ ¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«ïîâáï § ¬ªãâë¥ ¨ ®âªàëâë¥ ¬®-�¥áâ¢  ®â®á¨â¥«ì® á ¬®£® M ; ª®à®âª®: § ¬ªãâë¥ ¨ ®âªàëâë¥ ¢ M .



142 �. �. ������������¬¥¥â ¬¥áâ® â¥®à¥¬ :�®�¥áâ¢® M á¢ï§® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì à §«®�¥®  ¤¢¥ ¥¯ãáâë¥ ç áâ¨, ï¢«ïîé¨¥áï § ¬ªãâë¬¨ (¨«¨ ®âªàëâë¬¨) M .�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì M ¥á¢ï§®, â. ¥. ¤®¯ãáª ¥â à §«®�¥¨¥   ¤¢¥ ¥¯ãáâë¥ ç áâ¨
M1 ¨ M2 â ª, çâ® ¨ ¢ ®¤®© ¨§ ¨å ¥â â®ç¥ª ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¤àã£®©. �®£¤  M1 ¨ M2á ¬¨ á®¤¥à� â ¢á¥ á¢®¨ â®çª¨ ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¢ M ¨, § ç¨â, § ¬ªãâë ¢ M . � â ª ª ª®¨ ¤®¯®«ïîâ ¤àã£ ¤àã£ , â® ®¨ ®¤®¢à¥¬¥® ®ª §ë¢ îâáï ®âªàëâë¬¨ ¢ M .Ǒãáâì â¥¯¥àì M à §«®�¥®   ç áâ¨ M ′ ¨ M ′′, § ¬ªãâë¥ ¢ M . �â® ®§ ç ¥â, çâ®
M ′ ¨ M ′′ á ¬¨ á®¤¥à� â á¢®¨ â®çª¨ ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¢ M , â. ¥. ¥ ¯à¨«¥£ îâ, ¨ M â¥¬á ¬ë¬ ¥á¢ï§®. � ª ª ª M ′ ¨ M ′′ ¤®¯®«ïîâ ¤àã£ ¤àã£  ¤® M , â®, ¯®áª®«ìªã M ′§ ¬ªãâ®, M ′′ ®âªàëâ® ¨ ¯®   «®£¨ç®© ¯à¨ç¨¥ M ′ â ª�¥ ®âªàëâ®. �«¥¤®¢ â¥«ì®,à §«®�¥¨¥   ¤¢  § ¬ªãâëå ¬®�¥áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¢á¥£¤  à §«®�¥¨¥¬   ®âªàëâë¥¬®�¥áâ¢ . �®¢¥àè¥® â ª �¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ®¡à â®¥: çâ® à §«®�¥¨¥   ®âªàëâë¥¬®�¥áâ¢  ®ª §ë¢ ¥âáï ¢á¥£¤  à §«®�¥¨¥¬   § ¬ªãâë¥.� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  ¯®«®áâìî ¤®ª §  .� áâì M1 ¬®�¥áâ¢  M  §ë¢ ¥âáï ¥£® á¢ï§®© ª®¬¯®¥â®©, ¥á«¨ M1 á¢ï§® ¨ ¥á®¤¥à�¨âáï ¨ ¢ ª ª®© á¢ï§®© ç áâ¨ ¬®�¥áâ¢  M , ªà®¬¥ á ¬®£® á¥¡ï.�áïª®¥ ¬®�¥áâ¢® «¨¡® á¢ï§®, «¨¡® à á¯ ¤ ¥âáï   á¢ï§ë¥ ª®¬¯®¥âë, ¥ ¨¬¥îé¨¥®¡é¨å â®ç¥ª.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:�á«¨ á¢ï§ë¥ ¬®�¥áâ¢  Mξ ¨¬¥îâ å®âï ¡ë ®¤ã ®¡éãî â®çªã a, â® íâ¨ ¬®�¥áâ¢  ¢áã¬¬¥ ®¡à §ãîâ á¢ï§®¥ ¬®�¥áâ¢®.�®ª �¥¬ á ç «  íâã ¯®á«¥¤îî â¥®à¥¬ã. Ǒãáâì á¢ï§ë¥ ¬®�¥áâ¢  Mξ ®¡à §ãîâ ¢áã¬¬¥ ¬®�¥áâ¢®M . �á«¨ ¡ëM ¡ë«® ¥á¢ï§®, â® ®® à á¯ ¤ «®áì ¡ë   ¥¯à¨«¥£ îé¨¥ç áâ¨ M ′ ¨ M ′′.� ª ª ª M ′ ¨ M ′′ ®¡à §ãîâ ¢ áã¬¬¥ ¢á¥ M , â® ¤«ï ª �¤®£® ¬®�¥áâ¢  Mξ ¨¬¥îâáïâ®«ìª® ¤¢¥ ¢®§¬®�®áâ¨: «¨¡® ®® æ¥«¨ª®¬ á®¤¥à�¨âáï ¢ ®¤®¬ ¨§ ¬®�¥áâ¢ M ′, M ′′,«¨¡® ®® ¨¬¥¥â ®¡é¨¥ â®çª¨ á ®¡®¨¬¨ íâ¨¬¨ ¬®�¥áâ¢ ¬¨.�â®à ï ¢®§¬®�®áâì ¨áª«îç ¥âáï. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ Mξ á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥©
M ′
ξ ¨ M ′′

ξ , ¢å®¤ïé¨å ¢ M ′ ¨ M ′′, â®, ¯®áª®«ìªã M ′ ¨ M ′′ ¥ ¯à¨«¥£ îâ, M ′
ξ ¨ M ′′

ξ â ª�¥¥ ¯à¨«¥£ îâ. � à¥§ã«ìâ â¥ Mξ ®ª §ë¢ ¥âáï ¥á¢ï§ë¬, ¢®¯à¥ª¨ ãá«®¢¨î.�® ¥á«¨ ¢â®à ï ¢®§¬®�®áâì ¨áª«îç¥ , â® ª �¤®¥Mξ á®¤¥à�¨âáï æ¥«¨ª®¬ ¢M ′ ¨«¨¢ M ′′. �®£¤ , ¯®áª®«ìªã ¢á¥ Mξ ¨¬¥îâ ®¡éãî â®çªã, M ′ ¨ M ′′ â ª�¥ ¤®«�ë ¡ë«¨ ¡ë¨¬¥âì ®¡éãî â®çªã, â. ¥. ¯à¨«¥£ «¨ ¡ë ¤àã£ ª ¤àã£ã. Ǒ®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë-¢ ¥â, çâ® à §«®�¥¨¥ ¢á¥£® ¬®�¥áâ¢ M   ¥¯à¨«¥£ îé¨¥ ç áâ¨ M ′ ¨ M ′′ ¥¢®§¬®�®¨ M á¢ï§®.�®ª �¥¬ â¥¯¥àì áä®à¬ã«¨à®¢ ®¥ ¢ëè¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ® à á¯ ¤¥¨¨   á¢ï§ë¥ ª®¬-¯®¥âë. � �¤ ï â®çª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á¢ï§®¥ ¬®�¥áâ¢®, ¯®áª®«ìªã ®  ¢®¢á¥¥à §«®�¨¬ .�®§ì¬¥¬ ª ªãî-¨¡ã¤ì â®çªã x ¤ ®£® ¬®�¥áâ¢ M ¨ ®¡à §ã¥¬ áã¬¬ã ¢á¥å á¢ï§ëå¬®�¥áâ¢, á®¤¥à� é¨å x ¨ á®¤¥à� é¨åáï ¢ M . � ª¨¥ ¬®�¥áâ¢  ¨¬¥îâáï, ¯®áª®«ìªãá ¬  â®çª  x ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¤® ¨§ ¨å. Ǒ®«ãç¥®¥ ¬®�¥áâ¢® | ®¡®§ ç¨¬ ¥£®
M(x) | ¡ã¤¥â á¢ï§ë¬ ¢ á¨«ã â®«ìª® çâ® ¤®ª § ®© â¥®à¥¬ë. Ǒ® á ¬®¬ã ¥£® ¯®áâà®¥¨î®® ¥ á®¤¥à�¨âáï ã�¥ ¨ ¢ ª ª®¬ á¢ï§®¬ ¬®�¥áâ¢¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ï¢«ï¥âáï á¢ï§®©ª®¬¯®¥â®©.�á«¨ M(y) | ¬®�¥áâ¢®, ®¯à¥¤¥«¥®¥ â ª¨¬ �¥ ®¡à §®¬ ¤«ï ¤àã£®© â®çª¨ y, â® ®®â ª�¥ á¢ï§®. �á«¨ ®® ¨¬¥¥â áM(x) ®¡é¨¥ â®çª¨, â® ¢ á¨«ã â®© �¥ â¥®à¥¬ë ®¡ê¥¤¨¥¨¥
M(x)∪M(y) ¡ã¤¥â á¢ï§ë¬ ¬®�¥áâ¢®¬. �® á®¤¥à�¨â â®çªã x,   ¯®â®¬ã ¤®«�® á®¤¥à-� âìáï ¢M(x), â ª ª ª ¯® ¯®áâà®¥¨î ¬®�¥áâ¢®M(x) á®¤¥à�¨â ¢á¥ á¢ï§ë¥ ¬®�¥áâ¢ ,



��. II: § 8. �������� Ǒ������ ��Ǒ������ 143¢ª«îç îé¨¥ â®çªã x. �® �¥ ¢¥à® ¢ ®â®è¥¨¨ M(y). Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¬®�¥áâ¢  M(x)¨ M(y) ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ â®çª¨, â® ®¨ á®¢¯ ¤ îâ.�¯à¥¤¥«ïï ¤«ï ª �¤®© â®çª¨ x ¬®�¥áâ¢® M(x), ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® íâ¨ ¬®�¥áâ¢  «¨¡®á®¢¯ ¤ îâ, «¨¡® ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å â®ç¥ª. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ ¬®�¥áâ¢® M à á¯ ¤ ¥âáï  ¥ ¨¬¥îé¨¥ ®¡é¨å â®ç¥ª á¢ï§ë¥ ª®¬¯®¥âë M(x)), çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�â¬¥â¨¬ ¥é¥ ¤¢  ¯à¥¤«®�¥¨ï.1. �á«¨ ¢ ¬®�¥áâ¢¥ M ¤«ï ª �¤ëå ¤¢ãå â®ç¥ª áãé¥áâ¢ã¥â á®¤¥à� é¥¥ ¨å á¢ï§®¥¬®�¥áâ¢®, â® á ¬® M á¢ï§®.2. � á¢ï§®¬ ®âªàëâ®¬ ¬®�¥áâ¢¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  (¨«¨ n-¬¥à®£® ç¨á«®¢®£®¯à®áâà áâ¢ ) ª �¤ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ á®¥¤¨¨¬ë «®¬ ®©.�ë ¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ íâ¨ ¯à¥¤«®�¥¨ï ¨ ®áâ ¢«ï¥¬ ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ç¨â â¥«î.5. �â®¡à �¥¨ï. Ǒãáâì X ¨ Y | ¤¢  ¬®�¥áâ¢  ¢ ®¤®¬ ¨«¨ à §ëå â®¯®«®£¨-ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢ å. �®¯®áâ ¢«¥¨¥ ª �¤®© â®çª¥ x ¨§ X ¥ª®â®à®© â®çª¨ y ¨§ Y §ë¢ ¥âáï ®â®¡à �¥¨¥¬ ¬®�¥áâ¢  X ¢ Y . �¡®§ ç ï á ¬®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ç¥à¥§ ϕ,¯¨èãâ: y = ϕ(x). � �¤®© ç áâ¨ X ′ ¬®�¥áâ¢  X á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯à¨ íâ®¬ ç áâì Y ′¬®�¥áâ¢  Y : Y ′ = ϕ(X ′). �¤¥áì Y ′  §ë¢ ¥âáï ®¡à §®¬ X ′,   X ′ | ¯à®®¡à §®¬ Y ′.�ãªæ¨ï y = f(x) ¢¥é¥áâ¢¥®© ¯¥à¥¬¥®© x, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ®âà¥§ª¥ X, ¥áâì ¥çâ® ¨®¥, ª ª ®â®¡à �¥¨¥ íâ®£® ®âà¥§ª  ¢ ç¨á«®¢ãî ¯àï¬ãî. � «®£¨ç® äãªæ¨ï
n ¯¥à¥¬¥ëå ¥áâì ®â®¡à �¥¨¥ ç áâ¨ n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢ , £¤¥ ®  ®¯à¥¤¥«¥ , ¢ç¨á«®¢ãî ¯àï¬ãî.�â®¡à �¥¨¥  §ë¢ ¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬, ¥á«¨ ®® ¥  àãè ¥â ¯à¨«¥£ ¨© (â ª®¥ àãè¥¨¥ ¨ ¥áâì à §àë¢ ¢  £«ï¤®¬ á¬ëá«¥). �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¥¯à¥-àë¢®, ¥á«¨ ®® á®åà ï¥â â®çª¨ ¯à¨ª®á®¢¥¨ï; â. ¥. ¥á«¨ x ¥áâì â®çª  ¯à¨ª®á®¢¥¨ï¤«ï X ′, â® ϕ(x) ¥áâì â®çª  ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¤«ï ϕ(X ′).� ç¨á«®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ â®çª  x ¯à¨«¥£ ¥â ªX ′, ¥á«¨ ¢X ′ ¨¬¥îâáï x′ á ª®®à¤¨ â ¬¨
x′1, . . . , x′n, áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨¬¨ ª ª®®à¤¨ â ¬ â®çª¨ x. �â® à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ®¢ X ′ ¥áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì â®ç¥ª x(1), x(2), . . . , áå®¤ïé ïáï ª x ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ®à §®áâ¨ ª®®à¤¨ â x

(k)
i − xi â®ç¥ª x(k) ¨ â®çª¨ x áâà¥¬ïâáï ª ã«î. Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï®â®¡à �¥¨ï ϕ ¨§ ®¤®£® ç¨á«®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¤àã£®¥ ¥¯à¥àë¢®áâì ®§ ç ¥â, çâ®¥á«¨ x(k) → x, â® ϕ(x(k)) → ϕ(x) ¢   «®£¨¨ á ®¡ëçë¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¥¯à¥àë¢®áâ¨äãªæ¨©.�â®¡à �¥¨¥ ϕ  §ë¢ ¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ çë¬, ¥á«¨ ¥ â®«ìª® ª �¤®© â®çª¥ xá®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ ï â®çª  y = ϕ(x), ® à §ë¬ x á®¯®áâ ¢«ïîâáï à §ë¥ y.�ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ª �¤ ï y á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®«ìª® ®¤®© x. � â ª®¬ á«ãç ¥ ®¡à â®¥ ®â®¡-à �¥¨¥ ϕ−1, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ýy-¬ x-ëþ, ¡ã¤¥â ®¤®§ çë¬.�á«¨ ª ª ¯àï¬®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ, â ª ¨ ®¡à â®¥ ϕ−1 ¥¯à¥àë¢ë, â® á ¬®¥ ®â®¡à -�¥¨¥ ϕ  §ë¢ ¥âáï ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢ë¬.�§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ ¨ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à �¥¨¥  §ë¢ ¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§-¬®¬. �á«¨ ¬®�¥áâ¢®X ¤®¯ãáª ¥â â ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥   ¬®�¥áâ¢® Y , â®X  §ë¢ ¥âáï£®¬¥®¬®àäë¬ Y . � â ª ª ª ¢ á¨«ã ¢§ ¨¬®© ®¤®§ ç®áâ¨ ¨ ¢§ ¨¬®© ¥¯à¥àë¢®áâ¨®¡  ¬®�¥áâ¢  ¨£à îâ §¤¥áì ®¤¨ ª®¢ãî à®«ì, â® ¬®�® £®¢®à¨âì, çâ® ®¨ £®¬¥®¬®àäë¤àã£ ¤àã£ã.�§ ¨¬ ï ®¤®§ ç®áâì ®â®¡à �¥¨ï ®§ ç ¥â, çâ® ¯à¨ â ª®¬ ®â®¡à �¥¨ï â®çª¨ ¥à áé¥¯«ïîâáï ¨ ¥ á«¨¢ îâáï. �§ ¨¬ ï ¥¯à¥àë¢®áâì ®§ ç ¥â, çâ® ¨ª ª¨¥ ¯à¨«¥£ -¨ï ¥ ¨áç¥§ îâ ¨ ¥ ¯®ï¢«ïîâáï. Ǒ®íâ®¬ã á â®çª¨ §à¥¨ï ®¤¨å ¯à¨«¥£ ¨© (®â¢«¥ª ïáì®â ¨ëå á¢®©áâ¢ í«¥¬¥â®¢ ¨ ¬®�¥áâ¢) ¤¢  £®¬¥®¬®àäëå ¬®�¥áâ¢  ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢®¥áâà®¥¨¥. �®¯®«®£¨ç¥áª¨ ®¨ á®¢¥àè¥® íª¢¨¢ «¥âë. �á¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¢ë¢®¤ë,â. ¥. ¢ë¢®¤ë, ®á®¢ ë¥   ¯à¨«¥£ ¨¨, ¢¥àë¥ ¤«ï ®¤®£® ¨§ ¨å, ¢¥àë â ª�¥ ¤«ï¤àã£®£®. �â® á®¢¥àè¥®   «®£¨ç® â®¬ã, çâ® ¤¢¥ à ¢ë¥ ä¨£ãàë (â. ¥. ¤®¯ãáª îé¨¥



144 �. �. �����������®â®¡à �¥¨¥, ¥ ¬¥ïîé¥¥ à ááâ®ï¨© ¬¥�¤ã ¨å â®çª ¬¨) £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ®¤¨ ª®¢ë.� ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢ , ®á®¢ ë¥   ¯®ïâ¨¨ à ááâ®ï¨ï, ®¤¨ ª®¢ë ã â ª¨åä¨£ãà, â ª ¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢ , ®á®¢ ë¥   ¯®ïâ¨¨ ¯à¨«¥£ ¨ï, ®¤¨ ª®¢ë ã¤¢ãå £®¬¥®¬®àäëå ¬®�¥áâ¢.6. �®£®®¡à §¨¥. Ǒ®¤ n-¬¥àë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ ¢ íâ®© ª¨£¥ â ª®¥â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ª �¤ ï â®çª  ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì, £®¬¥®¬®àäãî¢ãâà¥®áâ¨ n-¬¥à®£® ªã¡ . �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, íâ® ¥áâì â ª®¥ ¯à®áâà áâ¢®, £¤¥ ¢®ªàã£ª �¤®© â®çª¨ ¨¬¥¥âáï ®ªà¥áâ®áâì, ¢ ª®â®à®© ¬®�® ¢¢¥áâ¨ ª®®à¤¨ âë x1, . . . , xn, ¨§-¬¥ïîé¨¥áï ¢ ¥ª®â®àëå ¯à¥¤¥« å, áª �¥¬ a − ε < a + ε (i = 1, 2, . . . , n); ¯à¨ íâ®¬á¢ï§ì â®ç¥ª ¨ á®¢®ªã¯®áâ¥© (x1, x2, . . . , xn) ®â®á¨¬ëå ¨¬ ª®®à¤¨ â ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç-  ¨ ¢§ ¨¬® ¥¯à¥àë¢ . �à®¬¥ â®£®, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ª �¤ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ ¬®�®§ ª«îç¨âì ¢ ¤¢¥ ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ®ªà¥áâ®áâ¨ 48).�áïª®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® n-¬¥à®£® ç¨á«®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  ï¢«ï¥âáï n-¬¥àë¬¬®£®®¡à §¨¥¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ â ª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ã�¥ ¢¢¥¤¥ë ª®®à¤¨ âë. �âªàë-â®¥ ¬®�¥áâ¢® å à ªâ¥à¨§ã¥âáï â¥¬, çâ® ¨ª ª ï ¥£® â®çª  a ¥ ¯à¨«¥£ ¥â ª ¥£® ¤®¯®«¥-¨î. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢á¥ â®çª¨ á ª®®à¤¨ â ¬¨, ¡«¨§ª¨¬¨ ª ª®®à¤¨ â ¬ â®çª¨ a, â ª-�¥ á®¤¥à� âáï ¢ ¤ ®¬ ¬®�¥áâ¢¥. �® ¥áâì ¢¬¥áâ¥ á â®çª®© a(a1, . . . , an) ®® á®¤¥à�¨â¢á¥ â®çª¨ x á â ª¨¬¨ ª®®à¤¨ â ¬¨ x1, x2, . . . , xn, çâ® |ai−xi| < ε, â. ¥. a− ε < xi < a+ ε(i = 1, . . . , n). �â®, á®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ¨ ®§ ç ¥â, çâ® â ª®¥ ¬®�¥áâ¢® ¥áâì n-¬¥à®¥¬®£®®¡à §¨¥.Ǒà¨¬¥à®¬ ¤¢ã¬¥à®£® ¬®£®®¡à §¨ï ¬®�¥â á«ã�¨âì «î¡ ï à §¢¥àâª  ¡¥§ £à ¨æë.� �¤ ï ¥¥ â®çª  ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì, £®¬¥®¬®àäãî ª¢ ¤à âã, ¨«¨, çâ® à ¢®á¨«ì®,ªàã£ã. �«ï â®ç¥ª ¢ãâà¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨ íâ® ïá®; ¤ «¥¥, ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨¢ãâà¨ à¥¡à  áª« ¤ë¢ ¥âáï ¨§ ¤¢ãå ý¯®«ã®ªà¥áâ®áâ¥©þ, «¥� é¨å   ¬®£®ã£®«ì¨ª å,áª«¥¨¢ ¥¬ëå ¤àã£ á ¤àã£®¬ ¯® ¤ ®¬ã à¥¡àã;  ª®¥æ, ®ªà¥áâ®áâì ¢¥àè¨ë á« £ ¥âáï¨§ ã£«®¢ëå á¥ªâ®à®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ ¥© á®£« á® ý§ ª®ã áª«¥¨¢ ¨ïþ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢.Ǒãâ¥¬ áª«¥¨¢ ¨ï, â. ¥. ®â®�¤¥áâ¢«¥¨ï, ¬®�® áâà®¨âì âà¥å¬¥àë¥ ¬®£®®¡à §¨ï.�®§ì¬¥¬,  ¯à¨¬¥à, ªã¡ ¨ ®â®�¤¥áâ¢¨¬ á¨¬¬¥âà¨çë¥ â®çª¨ ¥£® ¯à®â¨¢®¯®«®�ëå £à -¥©; ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ ¥ª®â®à®¥ âà¥å¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. � ª®© ¯à¨¥¬ ¯à¨¬¥ï¥â-áï ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨ n-¬¥àëå ¬®£®®¡à §¨©: ®¨ áª«¥¨¢ îâáï ¨§ ýà §¢¥àâ®ªþ, ®¡à §®¢ -ëå n-¬¥àë¬¨ ¬®£®£à ¨ª ¬¨. �®¯®«®£¨ç¥áª®¥ áâà®¥¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáïâ®£¤  § ª®®¬ áª«¥¨¢ ¨ï à §¢¥àâª¨. �à ¢¨â¥ íâ® á â¥®à¥¬®© �©«¥à , ¢ëà � îé¥©å à ªâ¥à®¥ á¢®©áâ¢® § ª®  áª«¥¨¢ ¨ï áä¥àë ¨§ à §¢¥àâª¨.�  è¥© ª¨£¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¡ã¤ãâ ®¯à¥¤¥«ïâìáï ¥ â ª¨¬ ¯®áâà®¥¨¥¬, ® ¢ á®£« á¨¨á ®¡é¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¯ãâ¥¬ ¢¢¥¤¥¨ï ª®®à¤¨ â ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ª �¤®£® í«¥¬¥â  |â®çª¨ ¬®£®®¡à §¨ï. � ¯à¨¬¥à, ¢á¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á e ¢¥àè¨ ¬¨®¡à §ãîâ 3e-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. � �¤ ï ¢¥àè¨  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï âà¥¬ï ª®®à¤¨ â ¬¨,  ¢á¥ e ¢¥àè¨ 3e ª®®à¤¨ â ¬¨. � ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨¢¥àè¨ ¬¨,   ¯®â®¬ã â¥¬¨ �¥ 3e ª®®à¤¨ â ¬¨.�á«¨ ¤  ¬®£®£à ¨ª P0, â® ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå á¬¥é¥¨ïå ¥£® ¢¥àè¨ ¨ ®¤ ¨§ ¨å ¥ ¯®¯ ¤¥â ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ®áâ «ìëå. Ǒ®íâ®¬ã   á¬¥é¥ë¥ ¢¥àè¨ë¡ã¤¥â  âï£¨¢ âìáï ¬®£®£à ¨ª P â ª�¥ á e ¢¥àè¨ ¬¨. �®®à¤¨ âë ¢¥àè¨ ¬®�®,á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬¥ïâì ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ § ç¥¨©, ®â®áïé¨åáï ª ¬®£®£à ¨ªã P0 ¨ â ª¨¬®¡à §®¬ ý®ªà¥áâ®áâìþ íâ®£® ¬®£®£à ¨ª  ®â®¡à � ¥âáï   3e-¬¥àë© ªã¡.48)�¡ëç® ¢ ¯®ïâ¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¢ª«îç îâ ¥é¥ âà¥¡®¢ ¨ï ¥£® á¢ï§®áâ¨ ¨ ¢®§-¬®�®áâ¨ ¯®ªàëâì ¥£® ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥âë¬ ç¨á«®¬ ®ªà¥áâ®áâ¥©, £®¬¥®¬®àäëå ¢ãâ-à¥®áâ¨ ªã¡  (  â ª�¥ âà¥¡®¢ ¨¥, çâ®¡ë ¥£® ¬®�® ¡ë«® à §¡¨âì   á¨¬¯«¥ªáë). �â¨âà¥¡®¢ ¨ï ¬ë ®â¡à áë¢ ¥¬.



��. II: § 9. ������� �� �������������� ������� 145Ǒà¨ª®á®¢¥¨¥ ¢ â ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡-à §®¬. �®£®£à ¨ª P0 ý¯à¨ª á ¥âáïþ ª ¬®�¥áâ¢ã ¬®£®£à ¨ª®¢ P , ¥á«¨ áà¥¤¨ íâ¨å¯®á«¥¤¨å ¨¬¥îâáï â ª¨¥, ¢¥àè¨ë ª®â®àëå áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨ ª ¢¥àè¨ ¬ P0.� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¡ã¤ãâ ä¨£ãà¨à®¢ âì ¢ ¤®ª § â¥«ì-áâ¢ å â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¢ £« ¢ å IV, VII, IX.
§ 9. �¥®à¥¬  ®¡ ¨¢ à¨ â®áâ¨ ®¡« áâ¨1. �ë ¤®ª �¥¬ â¥®à¥¬ã,   ª®â®à®© ®á®¢   «¥¬¬  ®¡ ®â®¡à �¥¨¨,   ¨¬¥®:Ǒà¨ £®¬¥®¬®àä®¬ ®â®¡à �¥¨¨ n-¬¥à®£® ¬®£®®¡à §¨ï R1   ¯®¤¬®�¥áâ¢® n-¬¥à®£® ¬®£®®¡à §¨ï R2 ¢áïª®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ¬®£®®¡à §¨ï R1 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ®â-ªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ¬®£®®¡à §¨ï R2 49).�âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® å à ªâ¥à¨§ã¥âáï â¥¬, çâ® ¢áïª ï ¥£® â®çª  | ¢ãâà¥ïï, â. ¥.¬®�¥â ¡ëâì ®ªàã�¥  ®ªà¥áâ®áâìî, £®¬¥®¬®àä®© n-¬¥à®¬ã è àã ¨ «¥� é¥© ¢ à á-á¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¬®�¥áâ¢¥. � ª ç¥áâ¢¥ â ª®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢á¥£¤  ¬®�® ¢§ïâì ¢ë¯ãª«ë©

n-¬¥àë© ¬®£®£à ¨ª á  ¨¬¥ìè¨¬ ¢®§¬®�ë¬ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨. � ª®© ¬®£®£à ¨ª §ë¢ ¥âáï n-¬¥àë¬ á¨¬¯«¥ªá®¬. � ¨¬¥¥â n+1 ¢¥àè¨ã. �«ï n = 0, 1, 2, 3 á¨¬¯«¥ªá ¬¨ï¢«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® â®çª , ®âà¥§®ª, âà¥ã£®«ì¨ª ¨ â¥âà í¤à. � �¤ ï (n−1)-¬¥à ï£à ì n-¬¥à®£® á¨¬¯«¥ªá , ®ç¥¢¨¤®, ¥áâì (n− 1)-¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá.�®¢¥àè¥® ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¥¥:Ǒà¨ £®¬¥®¬®àä®¬ ®â®¡à �¥¨¨ ϕ n-¬¥à®£® á¨¬¯«¥ªá  T   ¯®¤¬®�¥áâ¢® n-¬¥à-®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  E ¢áïª ï ¢ãâà¥ïï â®çª  p á¨¬¯«¥ªá  T ¯¥à¥å®¤¨â ¢®¢ãâà¥îî â®çªã ¬®�¥áâ¢  � = ϕ(T ) ¢ E.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥â á®áâ®ïâì ¢ â®¬, çâ® ¬ë ®å à ªâ¥à¨§ã¥¬ ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨ á¨¬-¯«¥ªá  â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬, ª®â®à®¥ ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ á®åà ï¥âáï ¯à¨ £®¬¥®¬®àäëå®â®¡à �¥¨ïå.Ǒà¥�¤¥ ¢á¥£® ¢¢¥¤¥¬ ¯®ïâ¨¥ § ¬ªãâ®£® ¯®ªàëâ¨ï § ¬ªãâ®£® ¬®�¥áâ¢ : ª®¥çãîá®¢®ªã¯®áâì § ¬ªãâëå ¬®�¥áâ¢ A1, A2, . . . , As  §®¢¥¬ § ¬ªãâë¬ ¯®ªàëâ¨¥¬¬®�¥áâ¢  �, ¥á«¨ íâ¨ ¬®�¥áâ¢  ¢ á¢®¥¬ ®¡ê¥¤¨¥¨¨ ¤ îâ ¬®�¥áâ¢® �.�¨á«® k  §®¢¥¬ ªà â®áâìî ¯®ªàëâ¨ï, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  ¬®�¥áâ¢  �,¯à¨ ¤«¥� é ï ®¤®¢à¥¬¥® k ¬®�¥áâ¢ ¬ Ai, ¨ ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¨ ®¤  â®çª  ¨§ �¥ ¯à¨ ¤«¥�¨â ®¤®¢à¥¬¥® ¡®«ìè¥¬ã ç¨á«ã ¬®�¥áâ¢ Ai. �á«¨ ¤¨ ¬¥âàë 50) ¢á¥å¬®�¥áâ¢ Ai ¬¥ìè¥ ç¨á«  ε > 0, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ®¡ ýε-¯®ªàëâ¨¨þ.49)�ä®à¬ã«¨à®¢  ï â¥®à¥¬  ¬®�¥â ¯®ª § âìáï âà¨¢¨ «ì®©, â ª ª ª ¯à¨ £®¬¥®-¬®àä®¬ ®â®¡à �¥¨¨ ®¤®£® ¯à®áâà áâ¢    ¤àã£®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯¥à¥å®¤¨â ¢®âªàëâ®¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î £®¬¥®¬®àä®£® ®â®¡à �¥¨ï. �¤ ª® ¨§ íâ®£® á«¥¤ã¥â «¨èìâ®, çâ® ®¡à § ®âªàëâ®£® ¬®�¥áâ¢  ¡ã¤¥â ®âªàëâë¬ ®â®á¨â¥«ì® ®¡à §  ¯à®áâà áâ¢ R1¢ R2;  ¯à¨¬¥à, ¯à¨ â®�¤¥áâ¢¥®¬ ®â®¡à �¥¨¨ ¯àï¬®© ¢ ¯«®áª®áâì ®¡à § ¯àï¬®©, ®ç¥-¢¨¤®, ¥ ¡ã¤¥â ®âªàëâë¬ ¬®�¥áâ¢®¬ ®â®á¨â¥«ì® ¯«®áª®áâ¨, å®âï ®â®á¨â¥«ì® á -¬®£® á¥¡ï ®, ª®¥ç®, ¡ã¤¥â ®âªàëâë¬. �â¢¥à�¤¥¨¥, ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì,á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë ®¡à § ¢áïª®£® ®âªàëâ®£® ¬®�¥áâ¢  ¥áâì ¬®-�¥áâ¢®, ®âªàëâ®¥ ®â®á¨â¥«ì® ¢á¥£® ¯à®áâà áâ¢  R2. �¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ®íâ® à ¢®á¨«ì® á«¥¤ãîé¥¬ã ãâ¢¥à�¤¥¨î, ¡®«¥¥  £«ï¤®¬ã ¯® ä®à¬¥: £®¬¥®¬®àäë©®¡à § ¬®£®®¡à §¨ï R1 ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ R2 ¥ ¨¬¥¥â £à ¨æë.50)�¨ ¬¥âà®¬ ¬®�¥áâ¢   §ë¢ ¥âáï â®ç ï ¢¥àåïï £à ¨æ  à ááâ®ï¨© ¬¥�¤ã ¥£®â®çª ¬¨. Ǒ®¤ à ááâ®ï¨¥¬ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï â®çª ¬¨ ¯®¨¬ ¥âáï, ª ª ®¡ëç®, ª®à¥ì ª¢ ¤-à âë© ¨§ áã¬¬ë ª¢ ¤à â®¢ à §®áâ¥© ¨å ª®®à¤¨ â.



146 �. �. �����������Ǒ®«ì§ãïáì íâ¨¬¨ ¯®ïâ¨ï¬¨, ¬ë ¤ ¤¨¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨ ¨¢ à¨ âãî å à ªâ¥à¨áâ¨ªã¢ãâà¥¨å â®ç¥ª § ¬ªãâ®£® ¬®�¥áâ¢ , «¥� é¥£® ¢ n-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà -áâ¢¥:�«ï â®£® çâ®¡ë â®çª  p § ¬ªãâ®£® ¬®�¥áâ¢  � ¢ n-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥¡ë«  ¢ãâà¥¥©, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¢ íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ áãé¥áâ¢®¢ «®§ ¬ªãâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ α = {A1, . . . , As} ¬®�¥áâ¢  � ªà â®áâ¨ n + 1 â ª®¥, çâ® 1) p |¥¤¨áâ¢¥ ï â®çª  ¨§ �, ¯à¨ ¤«¥� é ï n + 1 ¬®�¥áâ¢ã Ai; 2) ¢áïª®¥ ¯®ªàëâ¨¥ α′¬®�¥áâ¢  �, ®â«¨ç îé¥¥áï ®â α «¨èì ¢ ¤®áâ â®ç® ¬ «®© ®ªà¥áâ®áâ¨ U(p) â®çª¨ p 51),¨¬¥¥â ªà â®áâì > n + 1 (§¤¥áì ¯®¤ U(p) ¯®¨¬ ¥âáï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ p ®â®á¨â¥«ì®¬®�¥áâ¢  �, â. ¥. ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p ¢ n-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥á ¬®�¥áâ¢®¬ �).�â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ à ¢®á¨«ì® ¤®ª §ë¢ ¥¬®© â¥®à¥¬¥. �â®¡ë ¢ íâ®¬ ã¡¥¤¨âìáï, ¤®áâ -â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¢á¥ ãá«®¢¨ï, å à ªâ¥à¨§ãîé¨¥ §¤¥áì ¢ãâà¥îî â®çªã n-¬¥à®£®á¨¬¯«¥ªá , á®åà ïîâáï ¯à¨ £®¬¥®¬®àä®¬ ®â®¡à �¥¨¨. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ®ç¥¢¨¤®,çâ® ¯®ïâ¨ï ªà â®áâ¨ ¯®ªàëâ¨ï ¨ ý¤®áâ â®ç® ¬ «®©þ ®ªà¥áâ®áâ¨ U(p) â®¯®«®£¨ç¥áª¨¨¢ à¨ âë. �áâ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® § ¬ªãâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ á¨¬¯«¥ªá  T ¯à¨ £®¬¥®-¬®àä®¬ ®â®¡à �¥¨¨ ¯¥à¥å®¤¨â ¢ § ¬ªãâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ ¥£® ®¡à §  � = ϕ(T ), ¨ ®¡à â®.� ª ª ª í«¥¬¥âë § ¬ªãâ®£® ¯®ªàëâ¨ï á¨¬¯«¥ªá , ª ª ¨ á ¬ á¨¬¯«¥ªá, áãâì § ¬ªãâë¥¨ ®£à ¨ç¥ë¥ ¬®�¥áâ¢  ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢ , â® ¢á¥ á¢®¤¨âáï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ããâ¢¥à�¤¥¨ï: £®¬¥®¬®àäë© ®¡à § § ¬ªãâ®£® ®£à ¨ç¥®£® ¬®�¥áâ¢  n-¬¥à®£® ¥¢-ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  ¢ n-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬ ¨ ®£à -¨ç¥ë¬ ¬®�¥áâ¢®¬. �®ª § â¥«ìáâ¢® á®¢á¥¬ ¯à®áâ®: ®£à ¨ç¥®áâì ®¡à §  ¥¯®áà¥¤-áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë �¥©¥àèâà áá  ® â®¬, çâ® ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï, § ¤  ï  § ¬ªãâ®¬ ®£à ¨ç¥®¬ ¬®�¥áâ¢¥, ®£à ¨ç¥  á¢¥àåã ¨ á¨§ã: § ¬ªãâ®áâì ¢ëâ¥ª ¥â¨§ â¥®à¥¬ë �®«ìæ ® | �¥©¥àèâà áá . (Ǒãáâì M | â®çª  á£ãé¥¨ï 52) ®¡à § ; áå®-¤ïé¥©áï ª ¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ â®ç¥ª á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìâ®ç¥ª ¢ ¯à®®¡à §¥, ¨¬¥îé ï ¯® â¥®à¥¬¥ �®«ìæ ® | �¥©¥àèâà áá  â®çªã á£ãé¥¨ï; ¢á¨«ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨ £®¬¥®¬®àä®£® ®â®¡à �¥¨ï íâ  â®çª  á£ãé¥¨ï ®â®¡à � ¥âáï ¢à áá¬ âà¨¢ ¥¬ãî â®çªã M ¨ ¯®â®¬ã ¯®á«¥¤ïï ¯à¨ ¤«¥�¨â ®¡à §ã; â¥¬ á ¬ë¬ ®¡à §á®¤¥à�¨â ¢á¥ á¢®¨ â®çª¨ á£ãé¥¨ï, â. ¥. § ¬ªãâ.)2. �®§¢à é ïáì ª áä®à¬ã«¨à®¢ ®¬ã á¢®©áâ¢ã ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª, ¤®ª �¥¬ á ç « ,çâ® ¢áïª ï â®çª  ¬®�¥áâ¢  �, ¥ ï¢«ïîé ïáï ¢ãâà¥¥©, íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ¥ ®¡« ¤ ¥â.�«ï íâ®£® ¯® ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé ï�¥¬¬  1. Ǒà¨ áª®«ì ã£®¤® ¬ «®¬ ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â § ¬ªãâ®¥ ε-¯®ªàëâ¨¥ £à ¨æë T
n-¬¥à®£® á¨¬¯«¥ªá  T , ¨¬¥îé¥¥ ªà â®áâì 6 n.� ç «  ãª �¥¬ ε-¯®ªàëâ¨¥ (ε ¯à®¨§¢®«ì® ¬ «®) n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  E, ¨¬¥î-é¥¥ ªà â®áâì n+ 1. �«ï n = 1 ã�®¥ ¯®ªàëâ¨¥ áâà®¨âáï ¯ãâ¥¬ à §¡¨¥¨ï ¯àï¬®©  à ¢ë¥ ®âà¥§ª¨. �«ï n > 1 ¨áª®¬®¥ ¯®ªàëâ¨¥ áâà®¨âáï ¯® ¨¤ãªæ¨¨: n-¬¥à®¥ ¯à®áâà -áâ¢® à §¡¨¢ ¥âáï (n−1)-¬¥àë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨   ¤®áâ â®ç® â®ª¨¥ ¯ à ««¥«ìë¥ á«®¨.�¤ã ¨§ íâ¨å ¯«®áª®áâ¥© à §®¡ì¥¬   à ¢ë¥ (n − 1)-¬¥àë¥ ªã¡ë ã�¥ ãáâ ®¢«¥ë¬á¯®á®¡®¬ ¨ íâ® à §¡¨¥¨¥ á¯à®¥ªâ¨àã¥¬ ®àâ®£® «ì®   ¢á¥ ®áâ «ìë¥ (n − 1)-¬¥àë¥51)Ǒãáâì ¯®ªàëâ¨¥ α á®áâ®¨â ¨§ ¬®�¥áâ¢ A1, . . . , As,   ¯®ªàëâ¨¥ α′ | ¨§ ¬®�¥áâ¢
A′1, . . . , A′t, ¯à¨ íâ®¬ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ s 6= t. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Ai (á®®â¢¥âáâ¢¥® A′i)âã ç áâì ¬®�¥áâ¢  Ai (á®®â¢¥âáâ¢¥® A′i), ª®â®à ï ¥ ¨¬¥¥â ®¡é¨å â®ç¥ª á U(p). �ë£®¢®à¨¬, çâ® ¯®ªàëâ¨¥ α′ ®â«¨ç ¥âáï ®â α «¨èì ¢ U(p), ¥á«¨ ¢áïª®¥ Ai á®¢¯ ¤ ¥â á¥ª®â®àë¬ A

′
j , ¨ ®¡à â®.52)�®çª  m  §ë¢ ¥âáï â®çª®© á£ãé¥¨ï ¬®�¥áâ¢  M , ¥á«¨ ª �¤ ï ¥¥ ®ªà¥áâ®áâìá®¤¥à�¨â ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª ¨§ M , ®â«¨çëå ®â m.



��. II: § 9. ������� �� �������������� ������� 147¯«®áª®áâ¨. �®£¤  ª �¤ë© á«®© à §®¡ì¥âáï   n-¬¥àë¥ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ë. �¤¢¨£ ï á®á¥¤-¨¥ á«®¨ ¯ à ««¥«ì®, ¤®¡ì¥¬áï, çâ®¡ë ª �¤ ï ¢¥àè¨  ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤  ¯®¯ «  ¢ãâàì(n − 1)-¬¥à®© £à ¨ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤  ¨§ á®á¥¤¥£® á«®ï (  à¨á. 72 ¨§®¡à �¥ á«ãç ©
n = 2). �®£¤ , ®ç¥¢¨¤®, ªà â®áâì ¯®ªàëâ¨ï ¯à®áâà áâ¢  â ª¨¬¨ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ ¬¨  1 ¡®«ìè¥ ªà â®áâ¨ ¯®ªàëâ¨ï (n− 1)-¬¥àëå ¯«®áª®áâ¥© ¨ ¯®â®¬ã à ¢  n+ 1.

�¨á. 72
�¥¯¥àì ¯ãáâì ¢ E ¨¬¥¥âáï ¯à®¨§¢®«ìë© n-¬¥àë© á¨¬-¯«¥ªá T . Ǒ®áâà®¨¬ â®«ìª® çâ® ãª § ®¥ ε-¯®ªàëâ¨¥ ¯à®-áâà áâ¢  E. �§ ¯®áâà®¥¨ï ïá®, çâ® â®çª¨ ¯à®áâà áâ¢  E,¯à¨ ¤«¥� é¨¥ ®¤®¢à¥¬¥® n+1 ªã¡ã ¯®ªàëâ¨ï, à á¯®«®-�¥ë â ª, çâ®  ¨¬¥ìè¥¥ à ááâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï â ª¨¬¨â®çª ¬¨ ¡®«ìè¥ ¥ª®â®à®£® ç¨á«  δ < 0.Ǒãáâì   £à ¨æ¥ T̃ á¨¬¯«¥ªá  T ¨¬¥îâáï â ª¨¥ â®çª¨.�ë¡¥à¥¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ E  ¯à ¢«¥¨¥, ¥ ¯ à ««¥«ì®¥ ¨®¤®© ¨§ (n − 1)-¬¥àëå £à ¥© á¨¬¯«¥ªá  T , ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¬¢ íâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ áâ®«ì ¬ «ë© ¯ à ««¥«ìë© á¤¢¨£ á¨¬¯«¥ªá  T , çâ®¡ë ¯à¨ íâ®¬ ¨®¤  â®çª  ¯à®áâà áâ¢  E, ¯à¨ ¤«¥� é ï n + 1 ªã¡ã ¯®ªàëâ¨ï ¨ ¥ «¥� ¢è ï   T̃ ,¥ ¯®¯ «    T̃ . (�®çª¨, ¥ «¥� é¨¥   t̃ ¨ ¯à¨ ¤«¥� é¨¥ N + 1 ªã¡ã ¯®ªàëâ¨ï, ¥¬®£ãâ ¡ëâì áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨ ª T̃ , â ª ª ª ¨ ç¥ ®¨ ¨¬¥«¨ ¡ë â®çªã á£ãé¥¨ï ¨ â¥¬á ¬ë¬ áà¥¤¨ ¨å  è«¨áì ¡ë â®çª¨, áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨¥ ¤àã£ ª ¤àã£ã.) � ª ª ª, á¢¥àåâ®£®,  ¯à ¢«¥¨¥ á¤¢¨£  ¢ë¡à ® â ª, çâ® ¢áïª ï â®çª , «¥� ¢è ï   T̃ , ¯¥à¥áâ ¥â ¯à¨- ¤«¥� âì T̃ , â® ¢ à¥§ã«ìâ â¥ á¤¢¨£    T̃ ¥ ®áâ ¥âáï â®ç¥ª, ¯à¨ ¤«¥� é¨å n+1 ªã¡ã¯®ªàëâ¨ï ¯à®áâà áâ¢  E. �® â®£¤  ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ íâ¨å ªã¡®¢ á T̃ , ¡ã¤ãç¨ § ¬ªãâë¬¨¬®�¥áâ¢ ¬¨ (â ª ª ª ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ «î¡®£® ç¨á«  § ¬ªãâëå ¬®�¥áâ¢ á ¬® § ¬ªãâ®)¤¨ ¬¥âà  < ε, ®¡à §ãîâ âà¥¡ã¥¬®¥ ¯®ªàëâ¨¥ £à ¨æë T̃ . �¥¬¬  ¤®ª §  .Ǒãáâì p ¥ ï¢«ï¥âáï ¢ãâà¥¥© â®çª®© ¬®�¥áâ¢  �. � áá¬®âà¨¬ § ¬ªãâ®¥ ¯®-ªàëâ¨¥ α = {A1, . . . , As} ¬®�¥áâ¢  �, ¨¬¥îé¥¥ ªà â®áâì n + 1. �®¯ãáâ¨¬, çâ® p |¥¤¨áâ¢¥ ï â®çª  ¨§ �, ¯à¨ ¤«¥� é ï n + 1 ¬®�¥áâ¢ã Ai, ¨ ¯®ª �¥¬, çâ® ¬®�-® ¯®áâà®¨âì ¤àã£®¥ § ¬ªãâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ α′, ¨¬¥îé¥¥ ªà â®áâì 6 n ¨ á®¢¯ ¤ îé¥¥á ¯®ªàëâ¨¥¬ α ¢áî¤ã, §  ¨áª«îç¥¨¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® ¬ «®© ®ªà¥áâ®áâ¨ U(p) â®çª¨ p(®ªà¥áâ®áâì U(p) ¡¥à¥âáï ®â®á¨â¥«ì® ¬®�¥áâ¢  �).Ǒ®áâà®¨¬ n-¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá T , á®¤¥à� é¨© â®çªã p ¢ãâà¨ ¨ â ª®©, çâ® ¥£® ®¡é ïç áâì á � á®¤¥à�¨âáï ¢ U(p). � ª ª ª p | ¥¤¨áâ¢¥ ï â®çª  ¬®�¥áâ¢  �, ¯à¨ ¤«¥-� é ï n + 1 ¬®�¥áâ¢ã Ai, â® ¨ ®¤  â®çª  £à ¨æë T̃ á¨¬¯«¥ªá  T ¥ ¯à¨ ¤«¥�¨â¡®«¥¥ ç¥¬ n ¬®�¥áâ¢ ¬ Ai. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ ε > 0 ¢áïª®¥¬®�¥áâ¢® M ¤¨ ¬¥âà  < ε, á®¤¥à� é¥¥áï ¢ T̃ , ¨¬¥¥â ®¡é¨¥ â®çª¨ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ á n¬®�¥áâ¢ ¬¨ Ai. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ íâ® ¥ â ª, â® ¢ë¡¥à¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®«®-�¨â¥«ìëå ç¨á¥« εj (j = 1, 2, . . . ), áâà¥¬ïéãîáï ª ã«î, ¨ ¤«ï ª �¤®£® εj  ©¤¥¬   T̃¬®�¥áâ¢®Mj ¤¨ ¬¥âà  < εj , ¨¬¥îé¥¥ ®¡é¨¥ â®çª¨ á n+ 1 ¬®�¥áâ¢®¬ Ai1, . . . , Ajn+1 .� ª ª ª à §«¨çëå ª®¬¡¨ æ¨© ¯® n+ 1 ¬®�¥áâ¢ã ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  ¬®�¥áâ¢ Ai |«¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«®, â® áà¥¤¨ íâ¨å ¬®�¥áâ¢  ©¤¥âáï n + 1 ¬®�¥áâ¢ A1, . . . , An+1â ª¨å, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìè¨¥ ®¬¥à  j, ¤«ï ª®â®àëå ¢á¥ ¬®�¥áâ¢ 

A1, . . . , An+1 ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ â®çª¨ á ¬®�¥áâ¢ ¬¨Mj ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï ª �¤®£® â ª®-£® ç¨á«  j áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  bj , ¯à¨ ¤«¥� é ï T̃ ¨ ã¤ «¥ ï ®â ª �¤®£® ¨§ ¬®�¥áâ¢
A1, . . . , An+1 ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   εj 53). � ª ª ª â®çª¨ bj à á¯®«®�¥ë ¢á¥ ¢ ®£à ¨ç¥®©ç áâ¨ ¯à®áâà áâ¢  (¨¬¥® |   T̃ ), â® ¯® â¥®à¥¬¥ �®«ìæ ® | �¥©¥àèâà áá  ¬®�¥-53)� ááâ®ï¨¥¬ â®çª¨ ¤® ¬®�¥áâ¢   §ë¢ ¥âáï â®ç ï ¨�ïï £à ¨æ  ¥¥ à ááâ®ï¨©¤® â®ç¥ª íâ®£® ¬®�¥áâ¢ .



148 �. �. �����������áâ¢® â®ç¥ª bj , ¨¬¥¥â â®çªã á£ãé¥¨ï b   T̃ . � áª®«ì ã£®¤® ¬ «®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ b å®¤ïâáï â®çª¨ bj á® áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìè¨¬¨ ®¬¥à ¬¨ ¨ ¯®â®¬ã áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨¥ ªª �¤®¬ã ¨§ ¬®�¥áâ¢ A1, . . . , An+1. � ç¨â, â®çª  b ¥áâì â®çª  ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ª �¤®£®¨§ ¬®�¥áâ¢ A1, . . . , An+1 ¨ ¢ á¨«ã ¨å § ¬ªãâ®áâ¨ ¯à¨ ¤«¥�¨â ¨¬ ¢á¥¬ ®¤®¢à¥¬¥®,çâ® ¨áª«îç¥® ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î.�â ª, ¢ë¡¥à¥¬ â ª®¥ ε > 0, çâ®¡ë ¬®�¥áâ¢  ¤¨ ¬¥âà®¢ < ε, «¥� é¨¥   T̃ , ¥ ¬®£-«¨ ¯¥à¥á¥ª âìáï ®¤®¢à¥¬¥® ¡®«¥¥ ç¥¬ á n ¬®�¥áâ¢ ¬¨ Ai. Ǒ® «¥¬¬¥ 1 ¯®áâà®¨¬
ε/2-¯®ªàëâ¨¥ β = {B1, . . . , Bm} £à ¨æë T̃ á¨¬¯«¥ªá  T . � ª ª ª p ¥ ï¢«ï¥âáï ¢ãâà¥-¥© â®çª®© ¬®�¥áâ¢  �, â® ¢ãâà¨ á¨¬¯«¥ªá  T  ©¤¥âáï â®çª  O, ¥ ¯à¨ ¤«¥� é ï¬®�¥áâ¢ã �. �¯à®¥ªâ¨àã¥¬ ¬®�¥áâ¢  Bj (j = 1, . . . ,m) ¨§ â®çª¨ O, â. ¥. ¯®áâà®¨¬¬®�¥áâ¢  B′j , ª �¤®¥ ¨§ ª®â®àëå á®áâ®¨â ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¬®�¥áâ¢  Bj ¨ ¯àï¬®-«¨¥©ëå ®âà¥§ª®¢ (¢¬¥áâ¥ á ¨å ª®æ ¬¨), á®¥¤¨ïîé¨å â®çª¨ ¬®�¥áâ¢  Bj á â®çª®© O.Ǒ®áâà®¨¬ â¥¯¥àì § ¬ªãâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ αβ ¬®�¥áâ¢  � ¨ á¨¬¯«¥ªá  T . � ¨¬¥®,á ç «  ª �¤®¥ ¬®�¥áâ¢® Ai § ¬¥¨¬ ¥£® ç áâìî, ¥ á®¤¥à� é¥© ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª
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Bj′ �¨á. 73
á¨¬¯«¥ªá  T (¥á«¨ Ai «¥�¨â æ¥«¨ª®¬ ¢ãâà¨ T , â®¯à®áâ® ¢ë¡à®á¨¬ ¥£®); ¯à¨ íâ®¬ Ai § ¬¥¨âáï, ®ç¥-¢¨¤®, ¥ª®â®àë¬ § ¬ªãâë¬ ¬®�¥áâ¢®¬ A′′i . � áâì¯®ªàëâ¨ï ¢ãâà¨ á¨¬¯«¥ªá  T § ¬¥¨¬ ¯®ªàëâ¨¥¬á¨¬¯«¥ªá  T ý¯¨à ¬¨¤ ¬¨þ B′j (à¨á. 73). � â¥¬ ¯¨-à ¬¨¤ë B′j ý¯à¨ª«¥¨¬þ ª ¬®�¥áâ¢ ¬ Ai ¯® â ª®¬ã¯à ¢¨«ã: ¥á«¨ B′j ¨¬¥¥â ®¡é¨¥ â®çª¨ á ¥ª®â®àë¬¨¬®�¥áâ¢ ¬¨A′′i , â® B′j ¯à¨ª«¥¨¢ ¥¬ ª ®¤®¬ã ¨§ íâ¨å¬®�¥áâ¢ ¨ â®«ìª® ª ®¤®¬ã; ¥á«¨ B′j ¥ ¨¬¥¥â ®¡é¨åâ®ç¥ª ¨ á ª ª¨¬ ¬®�¥áâ¢®¬ A′′j , â® ®áâ ¢«ï¥¬ ¥£®¡¥§ ¨§¬¥¥¨ï. Ǒ®á«¥ íâ®£® ¯®ªàëâ¨¥ αβ ®¯à¥¤¥«¨¬â ª: ¥£® í«¥¬¥â ¬¨ á«ã� â ¬®�¥áâ¢ , ¯®«ãç¥ë¥¨§ ¬®�¥áâ¢Ai ¯à¨á®¥¤¨¥¨¥¬ ª ª �¤®¬ã ¨§ ¨å ¢á¥å ¯à¨ª«¥¥ëå ª ¥¬ã ¬®�¥áâ¢B′j ,(¥á«¨ ª ¬®�¥áâ¢ã A′′i ¨ç¥£® ¥ ¯à¨ª«¥¥®, â® ®® ¡¥§ ¨§¬¥¥¨ï ¢å®¤¨â ¢ á®áâ ¢ ¯®ªàë-â¨ï αβ),   â ª�¥ ¬®�¥áâ¢  B′j , ¨ ª ç¥¬ã ¥ ¯à¨ª«¥¥ë¥ (à¨á. 73).�â¢¥à�¤ ¥âáï, çâ® ¢áïª ï â®çª , ®â«¨ç ï ®â O, ¯à¨ ¤«¥�¨â ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ n ¬®�¥-áâ¢ ¬ ¯®ªàëâ¨ï αβ . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª �¤ ï â®çª , «¥� é ï ¢¥ T , ¬®�¥â ¯à¨ ¤«¥� âì

n+1 ¬®�¥áâ¢ã ¨§ αβ «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ®  ¯à¨ ¤«¥�¨â n+1 á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã¬®�¥áâ¢ã ¨§ α, çâ® ¨áª«îç¥®, â ª ª ª â®çª  p «¥�¨â ¢ãâà¨ T . �á«¨ ¡ë â ª ï â®çª  b è« áì ¢ãâà¨ T , â® ¥¥ ¯à®¥ªæ¨ï ¨§ â®çª¨ O   T̃ ¯à¨ ¤«¥� «  ¡ë ®¤®¢à¥¬¥® n+1¬®�¥áâ¢ã Bj , çâ® â ª�¥ ¥¢®§¬®�®. �áâ ¥âáï ¨á¯ëâ âì â®çª¨, «¥� é¨¥   T̃ . Ǒãáâì
a | ®¤  ¨§ â ª¨å â®ç¥ª. � ª ª ª ª �¤®¥ ¬®�¥áâ¢® Bj ¨¬¥¥â ¤¨ ¬¥âà < ε/2, â® ®¡ê-¥¤¨¥¨¥ ¢á¥å ¬®�¥áâ¢ Bj , á®¤¥à� é¨å â®çªã a (¨å ¯® ¯®áâà®¥¨î ¥ ¡®«¥¥ n), ¨¬¥¥â¤¨ ¬¥âà < ε ¨ ¯®â®¬ã ¨¬¥¥â ®¡é¨¥ â®çª¨ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ á n ¬®�¥áâ¢ ¬¨ A′′i . � ª¨¬ ®¡à -§®¬, ª ª ç¨á«® ¯¨à ¬¨¤ B′j , á®¤¥à� é¨å â®çªã a, â ª ¨ ç¨á«® ¬®�¥áâ¢ A′′i , ª ª®â®àë¬®¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨ª«¥¥ë ¯à¨ ®¡à §®¢ ¨¨ ¯®ªàëâ¨ï αβ , ¬¥ìè¥ n. � â ª ª ª ª �¤ ï¯¨à ¬¨¤  B′j ¯à¨ª«¥¨¢ ¥âáï ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ª ®¤®¬ã ¬®�¥áâ¢ã A′′i , â® ç¨á«® ¬®�¥áâ¢¯®ªàëâ¨ï αβ , á®¤¥à� é¨å â®çªã a, â®�¥ ¥ ¡®«ìè¥ n.� â¥¯¥àì, § ¬¥¨¢ ª �¤®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯®ªàëâ¨ï αβ ¥£® ®¡é¥© ç áâìî á ¬®�¥áâ¢®¬ �,¯®«ãç¨¬ ¯®ªàëâ¨¥ α ¬®�¥áâ¢  �, ®â«¨ç îé¥¥áï ®â ¨áå®¤®£® ¯®ªàëâ¨ï α «¨èì ¢ãâ-à¨ U(p) ¨ ¨¬¥îé¥¥ ªà â®áâì 6 n (â ª ª ª â®çª  O «¥�¨â ¢¥ � ¨ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â αβ ª
α′ ãáâà ï¥âáï ¨§ à áá¬®âà¥¨ï).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¢ëïá¨«¨, çâ® ãª § ë©  ¬¨ ¯à¨§ ª ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª ï¢«ï¥â-áï ¤®áâ â®çë¬, â ª ª ª ¤«ï ¥¢ãâà¥¨å â®ç¥ª ® § ¢¥¤®¬® ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï. �áâ ¥âáï



��. II: § 9. ������� �� �������������� ������� 149¤®ª § âì, çâ® íâ®â ¯à¨§ ª ¥®¡å®¤¨¬, â. ¥. ¢ë¯®«ï¥âáï ¤«ï ¢áïª®© ¢ãâà¥¥© â®çª¨¬®�¥áâ¢  �.3. �â ª, ¯ãáâì p | ¢ãâà¥ïï â®çª . �®§ì¬¥¬ á¨¬¯«¥ªá T , á®¤¥à� é¨©áï ¢ � ¨á®¤¥à� é¨© ¢ãâà¨ á¥¡ï â®çªã p. �¥à¥§ â®çªã p ¯à®¢¥¤¥¬ (n − 1)-¬¥àë¥ ¯«®áª®áâ¨,¯ à ««¥«ìë¥ (n− 1)-¬¥àë¬ £à ï¬ á¨¬¯«¥ªá  T .� �¤ ï â ª ï ¯«®áª®áâì à §¡¨¢ ¥â ¯à®áâà áâ¢®,   â¥¬ á ¬ë¬ ¨ ¬®�¥áâ¢® �  ¤¢¥ ç áâ¨. �¤  ¨§ íâ¨å ç áâ¥© á®¤¥à�¨â «¨èì ®¤ã ¢¥àè¨ã á¨¬¯«¥ªá  T , ¤àã£ ï |¢á¥ ®áâ «ìë¥. � áâ¨, á®¤¥à� é¨¥ ¯® ®¤®© ¢¥àè¨¥ á¨¬¯«¥ªá , ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§
A1, . . . , An+1. �â¨ ¬®�¥áâ¢ , ®ç¥¢¨¤®, ®¡à §ãîâ § ¬ªãâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ α ¬®�¥áâ¢  �¨ ¯à¨ íâ®¬ p | ¥¤¨áâ¢¥ ï â®çª  ¨§ �, ¯à¨ ¤«¥� é ï n + 1 ¬®�¥áâ¢ã ¯®ªàëâ¨ï(à¨á. 74). Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¥á«¨ ®ªà¥áâ®áâì U(p) â®çª¨ p  áâ®«ìª® ¬ « , çâ® ¥ ¯¥à¥á¥ª -¥âáï á £à ¨æ¥© á¨¬¯«¥ªá  T , â®, ¨§¬¥ïï ¯®ªàëâ¨¥ α ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ U(p), ¥¢®§¬®�®¯®«ãç¨âì ¯®ªàëâ¨¥ ¬¥ìè¥© ªà â®áâ¨.
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�¨á. 74
Ǒãáâì ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ U(p) ¯®ªàëâ¨¥ α ¨§¬¥¨«®áì¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬. � ª®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ¢ ®¡é¥¬á«ãç ¥ á¢®¤¨âáï ª â®¬ã, çâ® ¬®�¥áâ¢  Ai § ¬¥ï-îâáï ¤àã£¨¬¨, ª®â®àë¥ á®¢¯ ¤ îâ á ¯¥à¢® ç «ìë-¬¨ ¢¥ U(p) ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¬®£ãâ ¯®ï¢«ïâìáï ®¢ë¥¬®�¥áâ¢ , æ¥«¨ª®¬ «¥� é¨¥ ¢ U(p). � �¤®¥ ¨§íâ¨å ý®¢ëåþ ¬®�¥áâ¢ ¯à¨á®¥¤¨¨¬ ª ®¤®¬ã ¨§ ¤¥-ä®à¬¨à®¢ ëå ¬®�¥áâ¢ Ai ¨ ¯®«ãç¨¢è¨¥áï ¬®-�¥áâ¢  ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Ãi. �ë ¯®ª �¥¬, çâ® áã-é¥áâ¢ã¥â â®çª , ¯à¨ ¤«¥� é ï ®¤®¢à¥¬¥® ¢á¥¬¬®�¥áâ¢ ¬ Ãi. �«ï íâ®£® ¬ë ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ã-îé¥© «¥¬¬®©:�¥¬¬  �¯¥à¥à . Ǒãáâì K | ¯à®¨§¢®«ì ïâà¨ £ã«ïæ¨ï n-¬¥à®£® á¨¬¯«¥ªá  T 54) á ¢¥àè¨ -¬¨ e1, e2, . . . , en+1. Ǒãáâì ª �¤®© ¢¥àè¨¥ e′k âà¨ £ã«ïæ¨¨ K′ ¯®áâ ¢«¥  ¢ á®®â¢¥â-áâ¢¨¥ ¢¥àè¨  S(e′k) = eik á¨¬¯«¥ªá  T , ¯à¨ ¤«¥� é ï â®© ¥£® £à ¨  ¨¬¥ìè¥£®ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©,   ª®â®à®© «¥�¨â e′k (á ¬ á¨¬¯«¥ªá áç¨â ¥âáï á¢®¥© n-¬¥à®© £à ìî¨ ¯®â®¬ã ¢ãâà¥¥© â®çª¥ e′k ¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì «î¡ãî ¢¥àè¨ã á¨¬¯«¥ªá ). �®£¤  áã-é¥áâ¢ã¥â â ª®© n-¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá Ti âà¨ £ã«ïæ¨¨ K, çâ® ¥£® ¢¥àè¨ë ®â®¡à � îâáï¢ à §«¨çë¥ (¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢® ¢á¥) ¢¥àè¨ë á¨¬¯«¥ªá  T .�¨¬¯«¥ªá Ti, ¢á¥ ¢¥àè¨ë ª®â®à®£® ®â®¡à � îâáï ¢ à §«¨çë¥ ¢¥àè¨ë á¨¬¯«¥ªá  T , §®¢¥¬ ý®à¬ «ìë¬þ. �¥¬¬  ¡ã¤¥â ¤®ª §  , ¥á«¨ ¬ë ãáâ ®¢¨¬, çâ® ç¨á«® ®à¬ «ì-ëå á¨¬¯«¥ªá®¢ ¥ç¥â®. �â® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n. �«ï n = 0 ãâ¢¥à�¤¥¨¥âà¨¢¨ «ì®. Ǒãáâì ®® ¢¥à® ¤«ï n−1. �ë¤¥«¨¬ ã á¨¬¯«¥ªá  T £à ì |e1 . . . en| á ¢¥àè¨- ¬¨ e1, . . . , en. (n − 1)-¬¥àãî £à ì á¨¬¯«¥ªá  Ti, ¢¥àè¨ë ª®â®à®© ®â®¡à � îâáï ¢

e1, . . . , en,  §®¢¥¬ ®â¬¥ç¥®©. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¥á«¨ á¨¬¯«¥ªá Ti ¨¬¥¥â ®â¬¥ç¥ë¥ £à -¨, ¥ ¡ã¤ãç¨ ®à¬ «ìë¬, â® â ª¨å £à ¥© | ¤¢¥. Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ ¡ë ç¨á«® ®à¬ «ìëåá¨¬¯«¥ªá®¢ ¡ë«® ç¥âë¬, â® ®¡é¥¥ ç¨á«® ®â¬¥ç¥ëå £à ¥© ã ¢á¥å á¨¬¯«¥ªá®¢ Ti â ª�¥¡ë«® ¡ë ç¥âë¬. �® â ª ª ª ¢áïª ï ®â¬¥ç¥ ï £à ì, «¥� é ï ¢ãâà¨ T , ¯à¨ ¤«¥�¨â¤¢ã¬ á¨¬¯«¥ªá ¬, â® ®¡é¥¥ ç¨á«® â ª¨å £à ¥© á ¬® ç¥â®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤®«�® ¡ëâìç¥âë¬ ç¨á«® ®â¬¥ç¥ëå £à ¥©, «¥� é¨å   (n − 1)-¬¥àëå £à ïå á¨¬¯«¥ªá  T . �®54)�à¨ £ã«ïæ¨¥© á¨¬¯«¥ªá  T ¬ë  §ë¢ ¥¬ â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ T   á¨¬¯«¥ªáë Ti,¯à¨ ª®â®à®¬ ®¡é ï ç áâì ¤¢ãå á¨¬¯«¥ªá®¢ Ti ¨ Tj ï¢«ï¥âáï £à ìî ª �¤®£® ¨§ ¨å(£à ìî «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©). �¥àè¨ë á¨¬¯«¥ªá®¢ Ti  §ë¢ îâáï ¢¥àè¨ ¬¨âà¨ £ã«ïæ¨¨.



150 �. �. �����������¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®â®¡à �¥¨ï S â ª¨¥ £à ¨ ¬®£ãâ «¥� âì â®«ìª®   £à ¨ á ¢¥àè¨ ¬¨
e1, . . . , en. � íâ®£® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¨¤ãªæ¨¨, â ª ª ª ®â¬¥ç¥ë¥£à ¨, «¥� é¨¥   £à ¨ |e1 . . . en|, ¨£à îâ à®«ì ®à¬ «ìëå á¨¬¯«¥ªá®¢ ¢ â®¬ ®â®¡à -�¥¨¨, ª®â®à®¥ ¨á¯ëâë¢ ¥â âà¨ £ã«ïæ¨ï £à ¨ |e1 . . . en| ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ®â®¡à �¥¨ï S.�¥¬¬  ¤®ª §  .�¥¯¥àì ¤®ª �¥¬, çâ® ¬®�¥áâ¢  Ãi ¨¬¥îâ ®¡éãî â®çªã. �«ï íâ®£® ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§-¢®«ìãî âà¨ £ã«ïæ¨î K  è¥£® á¨¬¯«¥ªá  T . �¯à¥¤¥«¨¬ ª ª®¥-¨¡ã¤ì ®â®¡à �¥¨¥¢¥àè¨ âà¨ £ã«ïæ¨¨ K ¢ ¢¥àè¨ë á¨¬¯«¥ªá  T á ãá«®¢¨¥¬, çâ® ¨ ¢¥àè¨  T ¨ ®â®¡à -� ¥¬ ï ¢ ¥¥ ¢¥àè¨  âà¨ £ã«ïæ¨¨ ¯à¨ ¤«¥� â ®¤®¬ã ¨ â®¬ã �¥ ¬®�¥áâ¢ã Ãi. � ªª ª ¯® ¯®áâà®¥¨î ¬®�¥áâ¢® Ãi, á®¤¥à� é¥¥ ¤ ãî ¢¥àè¨ã, ¥ ¨¬¥¥â ®¡é¨å â®ç¥ªá ¯à®â¨¢®¯®«®�®© £à ìî, â® ®â®¡à �¥¨¥ S ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î «¥¬¬ë �¯¥à¥-à  ¨ ¯®â®¬ã  ©¤¥âáï á¨¬¯«¥ªá, ¢¥àè¨ë ª®â®à®£®, ®â®¡à � ïáì ¢ à §«¨çë¥ ¢¥àè¨ëá¨¬¯«¥ªá  T , ¯à¨ ¤«¥� â ¢á¥¬ ¬®�¥áâ¢ ¬ Ã1, . . . , Ãn+1 (â ª ª ª ª �¤ ï ¢¥àè¨ 
T ¯à¨ ¤«¥�¨â «¨èì ®¤®¬ã ¨§ ¬®�¥áâ¢ Ãi). � ª ª ª âà¨ £ã«ïæ¨ï K ¬®�¥â ¡ëâì¯à®¨§¢®«ì® ¬¥«ª®©, â® ¨§ § ¬ªãâ®áâ¨ ¬®�¥áâ¢ Ãi «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® ®¨ ¨¬¥îâ ®¡-éãî â®çªã. �® ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ¬®�¥áâ¢ ¬ Ãi ¬ë ¬®£«¨ «¨èì ã¬¥ìè¨âì ªà â®áâì¯®ªàëâ¨ï. Ǒ®íâ®¬ã ¨áå®¤®¥ ¯®ªàëâ¨¥, ¯®«ãç¥®¥ ¨§ α ¯à®¨§¢®«ìë¬ ¨§¬¥¥¨¥¬ ¢®ªà¥áâ®áâ¨ U(p), ¨¬¥«® ªà â®áâì > n + 1. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë â¥¬ á ¬ë¬ § ¢¥à-è¥®.



�«   ¢   III�¤¨áâ¢¥®áâì ¬®£®£à ¨ª á ¤ ®© à §¢¥àâª®©
§ 1. �¥áª®«ìª® «¥¬¬ ® ¬®£®£à ëå ã£« å1. �¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâ-ª®© ¤®ª §ë¢ îâáï   ®á®¢ ¨¨ «¥¬¬ë �®è¨ (§ 1 £« ¢ë II), ® ¤«ï â®£®,çâ®¡ë ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï íâ®© «¥¬¬®©, ã�® á ç «  ¤®ª § âì ¥ª®â®àë¥«¥¬¬ë ® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ëå ã£« å.�á«¨ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ®£® ã£«  V ®¯¨á âì ¥¤¨¨çãî áä¥àã,â® ® ¢ëà¥�¥â   íâ®© áä¥à¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª V ′, áâ®à®ë ¨ ã£«ë ª®â®à®£®à ¢ë á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯«®áª¨¬ ¨ ¤¢ã£à ë¬ ã£« ¬ ¬®£®£à ®£® ã£«  V .�á«¨ ¬®£®£à ë© ã£®« V | ¢ë¯ãª«ë©, â® áä¥à¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª

V ′ | â ª�¥ ¢ë¯ãª«ë©, â. ¥. à á¯®«®�¥ ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ª �¤®£® ¡®«ì-è®£® ªàã£ , á®¤¥à� é¥£® ®¤ã ¨§ ¥£® áâ®à®. �¡à â®, ¥á«¨   áä¥à¥ ¤ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, â®, ¯à®¥ªâ¨àãï ¥£® ¨§ æ¥âà  áä¥àë, ¯®«ãç¨¬¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®«.Ǒ®íâ®¬ã ¢¬¥áâ® ¬®£®£à ëå ã£«®¢ ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢ë¯ãª«ë¥áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨. Ǒà¨ íâ®¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¤®¯ãáª âì áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ã£«®¢, à ¢ëå π, ¥ áç¨â ï, ®¤ ª®, ¤¢¥ áâ®à®ë, ®¡à §ãîé¨¥ â ª®© ã£®«,§  ®¤ã áâ®à®ã. �â®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â  «¨ç¨¥ ã ¬®£®£à ®£® ã£«  ¤¢ã-£à ëå ã£«®¢, à ¢ëå π. �¤ ª® áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ¨¬¥îé¨¥â®«ìª® ¤¢  ã£« , ®â«¨çëå ®â π ¨ â¥¬ á ¬ë¬ á¢®¤ïé¨åáï ª ¤¢ãã£®«ì¨ª ¬,¨áª«îç îâáï ¨§ à áá¬®âà¥¨ï ¢áî¤ã, ªà®¬¥ «¥¬¬ë 1. �â®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â¨áª«îç¥¨¥ ¬®£®£à ëå ã£«®¢, á¢®¤ïé¨åáï ª ¤¢ã£à ë¬ ã£« ¬.� «ìè¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ áä¥à¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë-¢ âì ç áâ® ¯à®áâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬. (�â® â¥¬ ¡®«¥¥ ¯®§¢®«¨â¥«ì®, çâ® ¢á¥¯®«ãç¥ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¢¥àë ¨ ¤«ï ¯«®áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢.)2. �¥¬¬  1. �á«¨ ¤¢  ¢ë¯ãª«ëå áä¥à¨ç¥áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª  P ¨ P1¯à¨«¥£ îâ ¤àã£ ª ¤àã£ã ¯® áâ®à®¥ AM ¨ áã¬¬ë ¨å ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥àè¨ å A ¨



152 �. �. �����������
M ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ π, â® ®¨ ®¡à §ãîâ ¢¬¥áâ¥ â ª�¥ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì-¨ª P + P1.Ǒãáâì AB ¨ML| áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  P , á¬¥�ë¥ á AM (à¨á. 75).� �¤ë© ¨§ âà¥å ¡®«ìè¨å ªàã£®¢ AM , AB, ML ®¯à¥¤¥«ï¥â   è à¥ ¥ª®-â®à®¥ ¯®«ãè à¨¥, ¢ ª®â®à®¬ «¥�¨â ¬®£®ã£®«ì¨ª P . �¡é ï ç áâì íâ¨å¯®«ãè à¨© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© áä¥à¨ç¥áª¨© âà¥ã£®«ì¨ª T , á®¤¥à� é¨©¬®£®ã£®«ì¨ª P . �®ç® â ª �¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª P1 á®¤¥à�¨âáï ¢ âà¥ã£®«ì-¨ª¥ T1, ®£à ¨ç¥®¬ áâ®à®®© AM ¨ ¯à®¤®«�¥¨¥¬ áâ®à® AB1 ¨ ML1.� ª ª ª áã¬¬ë ã£«®¢ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ T ¨ T1 ¯à¨ ¢¥àè¨ å A ¨ M ¥ ¯à¥-¢®áå®¤ïâ π, â® âà¥ã£®«ì¨ª T1, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, á®¤¥à�¨âáï ¢ âà¥ã£®«ì¨ª¥
T2, ®£à ¨ç¥®¬ áâ®à®®© AM ¨ ¯à®¤®«�¥¨ï¬¨ áâ®à® AB ¨ ML. �à¥-ã£®«ì¨ª¨ T ¨ T2 ®¡à §ãîâ ¢¬¥áâ¥ ¤¢ãã£®«ì¨ª T + T2, á®¤¥à� é¨© ¢ á¥¡¥

T
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M

P

P1
B1

T1
L1

T2�¨á. 75

¬®£®ã£®«ì¨ª P + P1.Ǒà®¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¡®«ìè®© ªàã£, á®-¤¥à� é¨© ª ªãî-¨¡ã¤ì áâ®à®ã ¬®-£®ã£®«ì¨ª  P , ®â«¨çãî ®â AM . � ªª ª ¬®£®ã£®«ì¨ª P | ¢ë¯ãª«ë©,â® ® «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â íâ®£®¡®«ìè®£® ªàã£ . �â®â ¡®«ìè®© ªàã£¨¬¥¥â ®¡éãî â®çªã å®âï ¡ë á ®¤®©¨§ áâ®à® âà¥ã£®«ì¨ª  T (®â«¨ç®©®â AM). � ¨¤¥â ¨«¨ ¢¤®«ì ®¤®©¨§ ¨å, ¨«¨ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¨å ®¡¥. Ǒ®íâ®-¬ã ® ¥ ¬®�¥â § å®¤¨âì ¢ãâàì âà¥-ã£®«ì¨ª  T2. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨ ç¥® ¯¥à¥á¥ª « ¡ë ª �¤ãî ¨§ áâ®à® âà¥-ã£®«ì¨ª  T2 (®â«¨çãî ®â AM), ¨¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¡ë ¡®«ìè®© ªàã£, ª®â®àë© ¨¬¥¥â å®âï ¡ë á ®¤®© ¨§ áâ®-à® ¤¢ãã£®«ì¨ª  T + T2 ¤¢¥ ®¡é¨¥ â®çª¨,   íâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®â®¬ã çâ®¡®«ìè®© ªàã£ ¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âì ¡®«ìèãî ¯®«ã®ªàã�®áâì (áâ®à®ã ¤¢ã-ã£®«ì¨ª  T + T2) â®«ìª® ¢ ®¤®© â®çª¥.�«¥¤®¢ â¥«ì®, âà¥ã£®«ì¨ª T2 ¨ â¥¬ ¡®«¥¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª P1 à á¯®«®-�¥ ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â â ª®£® ¡®«ìè®£® ªàã£ , ¨ ¨¬¥® ¯® âã �¥ áâ®à®ã,¯® ª ªãî «¥�¨â ¬®£®ã£®«ì¨ª P . Ǒ® â¥¬ �¥ á®®¡à �¥¨ï¬ ¬®£®ã£®«ì-¨ª P «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¡®«ìè®£® ªàã£ , á®¤¥à� é¥£® «î¡ãî áâ®-à®ã ¬®£®ã£®«ì¨ª  P1, ®â«¨çãî ®â AM . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®£®ã£®«ì¨ª
P+P1 «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¢áïª®£® ¡®«ìè®£® ªàã£ , á®¤¥à� é¥£® ®¤ã¨§ ¥£® áâ®à®,   íâ® ¨ ®§ ç ¥â, çâ® ® | ¢ë¯ãª«ë©.�§ ¤®ª § ®© «¥¬¬ë ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ :�¥®à¥¬  1. �á«¨ ¢á¥ ã£«ë áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ
π, â® ¬®£®ã£®«ì¨ª | ¢ë¯ãª«ë©.



��. III: § 1. ��������� ���� � ������������ ����� 153�®ª § â¥«ìáâ¢® ¢¥¤¥âáï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ã£«®¢. �«ï âà¥ã£®«ì¨ª ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ®ç¥¢¨¤®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ®® ¢¥à® ¤«ï ¬®-£®ã£®«ì¨ª®¢ á ç¨á«®¬ ã£«®¢, ¬¥ìè¨¬ n (n > 3), ¨ ¤®ª �¥¬ ¥£® ¤«ï n-ã£®«ì¨ª .� §®¡ì¥¬ ¤ ë© n-ã£®«ì¨ª P ¤¨ £® «ìî   ¤¢  ¬®£®ã£®«ì¨ª  P1 ¨
P2 1). �á«¨ ã P ¢á¥ ã£«ë ¡ë«¨ ¥ ¡®«ìè¥ π, â® íâ® �¥ ¢¥à® ¤«ï ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¢ P1 ¨ P2. �¬¥áâ¥ á â¥¬ ç¨á«® ã£«®¢ ã ª �¤®£® ¨§ ¨å ¬¥ìè¥
n,   ¯®â®¬ã á®£« á® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ®¨ ¢ë¯ãª«ë¥. �® ¬®£®ã£®«ì¨ª Pá®áâ ¢«¥ ¨§ ¨å â ª, çâ® áã¬¬ë ã£«®¢ ¯à¨ ¨å ®¡é¨å ¢¥àè¨ å ¥ ¯à¥¢®á-å®¤ïâ π, â ª ª ª íâ¨ áã¬¬ë ï¢«ïîâáï ã£« ¬¨ á ¬®£® P . Ǒ®íâ®¬ã á®£« á®«¥¬¬¥ 1 ¬®£®ã£®«ì¨ª P | ¢ë¯ãª«ë©, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.
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�¨á. 763. �¥®à¥¬  2. Ǒãáâì P ¨ P ′ | ¤¢  ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª  á ®¤¨¬¨ â¥¬ �¥ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨ A1, A2, . . . , An ¨ A′1, A′2, . . . , A′n (à¨á. 76). Ǒãáâì,¤ «¥¥, ¢ë¯®«¥ë ¤¢  ãá«®¢¨ï:1) ¢á¥ ¨å áâ®à®ë, ªà®¬¥ AnA1 ¨ A′nA′1, á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë, â. ¥.
A1A2 = A′1A′2, . . . , An−1An = A′n−1A′n; (1)2) ã£«ë ¬¥�¤ã íâ¨¬¨ áâ®à® ¬¨ ã ¯¥à¢®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¥ ¡®«ìè¥ ç¥¬ã ¢â®à®£®, â. ¥.
∠A1 6 ∠A′2, . . . , ∠An−1 6 ∠A′n−1, (2)¯à¨ç¥¬ å®âï ¡ë ¢ ®¤®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®â®è¥¨¥ ú¬¥ìè¥û.1)�®§¬®�®áâì à §¡¨âì ¬®£®ã£®«ì¨ª á ã£« ¬¨, ¬¥ìè¨¬¨ π, ¤¨ £® «ìî ¤®ª §ë¢ -¥âáï ¯à®áâ®. �®�®,  ¯à¨¬¥à, ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥¬ à ááã�¤¥¨¥¬, ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª®â®-à®£® íâ® ¡ë«® ¤®ª § ® ¢ £«. I, ¯o 3 § 8 ¤«ï ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¢ à §¢¥àâª¥. �ë ¬®«ç «¨¢®¯à¥¤¯®« £ ¥¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª P ¯à®áâë¬, ®£à ¨ç¥ë¬ ®¤®© «®¬ ®©, çâ® ¤«ï  á ¤®-áâ â®ç®. �®«ìæ¥®¡à §ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬®�¥â ¥ à §¡¨¢ âìáï ®¤®© ¤¨ £® «ìî, ®¥£® ¬®�® à §¡¨âì ¥áª®«ìª¨¬¨ ¤¨ £® «ï¬¨ ¨ ¯à¨¬¥¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ¤ «¥¥ à ááã�¤¥-¨¥, ®á®¢ ®¥   «¥¬¬¥ 1.



154 �. �. ������������®£¤  ú¨áª«îç¨â¥«ì ïû áâ®à®  ¯¥à¢®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¬¥ìè¥, ç¥¬ã ¢â®à®£®, â. ¥.
AnA1 < A′nA

′1. (3)� ¥áª®«ìª® ¨®©, ¡ëâì ¬®�¥â, ¡®«¥¥  £«ï¤®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ íâ  â¥®-à¥¬  £« á¨â:�á«¨ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª P ′ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì-¨ª  P ¯ãâ¥¬ ¤¥ä®à¬ æ¨¨, ¯à¨ ª®â®à®© ¢á¥ áâ®à®ë, ªà®¬¥ ®¤®© ú¨áª«î-ç¨â¥«ì®©û, ¥ ¬¥ïîâ á¢®¨å ¤«¨,   ã£«ë ¬¥�¤ã íâ¨¬¨ áâ®à® ¬¨ ã¢¥«¨-ç¨¢ îâáï (¨«¨ ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¨ ®¤¨ ¨§ ¨å ¥ ã¬¥ìè ¥âáï ¨ å®âï ¡ë®¤¨ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï), â® ú¨áª«îç¨â¥«ì ïû áâ®à®  ã¤«¨ï¥âáï, â ª çâ® ã¬®£®ã£®«ì¨ª  P ′ ®  ¡®«ìè¥, ç¥¬ ã P .�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¢¥àè¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢.�«ï âà¥ã£®«ì¨ª®¢ â¥®à¥¬  á¢®¤¨âáï ª â®¬ã, çâ® ¥á«¨ ã ¤¢ãå âà¥ã£®«ì-¨ª®¢ ¤¢¥ áâ®à®ë ®¤®£® à ¢ë ¤¢ã¬ áâ®à® ¬ ¤àã£®£® (A1A2 = A′1A′2¨ A2A3 = A′2A′3),   ã£«ë, § ª«îç¥ë¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨, ¥ à ¢ë (∠A2 <
< ∠A′2), â® âà¥âìï áâ®à®  â ¬ ¬¥ìè¥, £¤¥ ã£®« ¬¥ìè¥ (A3A1 < A′3A′1).�â  ¨§¢¥áâ ï â¥®à¥¬  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢® ¢á¥å í«¥¬¥â àëå ãç¥¡¨ª å ¤«ï¯«®áª¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢; ¤«ï áä¥à¨ç¥áª¨å �¥ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ®  ¤®ª §ë¢ -¥âáï ¤®á«®¢® â ª �¥.� ª¨¬ ®¡à §®¬,  è  â¥®à¥¬  ¢¥à  ¤«ï âà¥ã£®«ì¨ª®¢, ¨ â¥¯¥àì, ¯à¥¤-¯®«®�¨¢ ¥¥ ¢¥à®© ¤«ï (n − 1)-ã£®«ì¨ª®¢, ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì ¥¥ ¤«ï n-ã£®«ì¨ª®¢ (n > 3).�â ª, ¯ãáâì n-ã£®«ì¨ª¨ P ¨ P ′ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. �¬¥-îâáï ¤¢¥ ¢®§¬®�®áâ¨:1. � �¤ë© ¨§ ã£«®¢ A2, . . . , An−1 áâà®£® ¬¥ìè¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ã£« 
A′2, . . . , A′n−1.2. �à¥¤¨ ãª § ëå ã£«®¢ ¨¬¥îâáï à ¢ë¥,  ¯à¨¬¥à ∠Ak = ∠A′k.�®ª �¥¬ á ç «  â¥®à¥¬ã ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥. �«ï íâ®£® ¯à®¢¥¤¥¬ ¤¨ £®- «¨ Ak−1Ak+1 ¨ A′k−1A′k+1 ¨ ®âá¥ç¥¬ ®â  è¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¯® âà¥-ã£®«ì¨ªã: T = Ak−1AkAk+1 ¨ T ′ = A′k−1A′kA′k+1. �â¨ âà¥ã£®«ì¨ª¨ à ¢ë(â ª ª ª ¨å ã£«ë Ak ¨ A′k à ¢ë ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î,   § ª«îç îé¨¥ ¨å áâ®-à®ë à ¢ë ¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Q¨ Q′, ®áâ ¢è¨¥áï ¯®á«¥ ®âá¥ç¥¨ï íâ¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢, ¡ã¤ãâ ®¡« ¤ âì â¥¬¨�¥ á¢®©áâ¢ ¬¨, çâ® ¨ ¨áå®¤ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ P ¨ P ′. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ã¬®£®ã£®«ì¨ª®¢Q ¨ Q′ áâ®à®ë Ak−1Ak+1 ¨ A′k−1A′k+1 à ¢ë ¯® à ¢¥áâ¢ãâà¥ã£®«ì¨ª®¢ T ¨ T ′. �£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨ å Ak−1 ¨ Ak+1 ã ¬®£®ã£®«ì¨ª 
Q ¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ å ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q′,¯®â®¬ã çâ® íâ¨ ã£«ë ¯®«ãç îâáï ¨§ ã£«®¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ P ¨ P ′ ¢ëç¨â -¨¥¬ à ¢ëå ã£«®¢ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ T ¨ T ′. �á¥ �¥ ¯à®ç¨¥ ã£«ë ¨ áâ®à®ë ã¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q ¨ Q′ â¥ �¥, çâ® ã P ¨ P ′,   § ç¨â,  å®¤ïâáï ¢ â¥å �¥®â®è¥¨ïå.



��. III: § 1. ��������� ���� � ������������ ����� 155�â ª, ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Q ¨ Q′ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â¥¬ �¥ ãá«®¢¨ï¬. �® ã¨å   ®¤ã ¢¥àè¨ã ¬¥ìè¥, â ª çâ®, ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î, â¥®à¥¬  ¤«ï ¨å¢¥à . �«¥¤®¢ â¥«ì®, AnA1 < A′nA
′1, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ â®â á«ãç ©, ª®£¤  ¢á¥ ã£«ë A2, . . . , An−1 ¬®£®ã£®«ì-¨ª  P áâà®£® ¬¥ìè¥ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ã£«®¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª  P ′.

A1

Ak

An

Q
T

R

�¨á. 77
�®§ì¬¥¬ ª ªãî-«¨¡® ¢¥àè¨ã Ak ¬®£®ã£®«ì-¨ª  P , ¥ «¥� éãî   ¯à®¤®«�¥¨¨ áâ®à®ëA1An(â ª ª ª ¬ë ¥ ¨áª«îç ¥¬  «¨ç¨ï ã£«®¢, à ¢ëå

π, â® ¬®£«® ¡ë ¡ëâì, çâ® ¢¥àè¨  A2 ¨«¨ An−1 «¥-�¨â   ¯à®¤®«�¥¨¨ áâ®à®ë A1An2)). Ǒ®áâà®¨¬âà¥ã£®«ì¨ª T = AkA1An (à¨á. 77).�®£®ã£®«ì¨ª P à §®¡ì¥âáï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï,  âà¨ ç áâ¨: âà¥ã£®«ì¨ª T ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Q, R,á¬¥�ë¥ á ¨¬ ¯® áâ®à® ¬ AkA1, AkAn. (He ¨á-ª«îç ¥âáï, çâ® ®¤¨ ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q ¨ R¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ®âà¥§®ª.)�ã¤¥¬ ¥¯à¥àë¢® ¨§¬¥ïâì âà¥ã£®«ì¨ª T â ª,çâ®¡ë ¥£® ã£®« Ak ã¢¥«¨ç¨¢ «áï,   ¤«¨ë áâ®à®
AkA1, AkAn ®áâ ¢ «¨áì ¥¨§¬¥ë¬¨. �®£¤  ¯® ã¯®¬ïãâ®© ã�¥ â¥®à¥¬¥ ®âà¥ã£®«ì¨ª å áâ®à®  A1An ¡ã¤¥â ã¤«¨ïâìáï, â ª çâ® ¯®á«¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨¡ã¤¥â

A1An < A′′1A′′n. (3′)�¬¥áâ¥ á à §¤¢¨�¥¨¥¬ áâ®à® AkA1, AkAn ¡ã¤¥¬ ¯¥à¥¬¥é âì ¯à¨«¥-£ îé¨¥ ª ¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Q ¨ R. � à¥§ã«ìâ â¥ ¢¥áì ¬®£®ã£®«ì¨ª
P = Q + T + R ¡ã¤¥â ¤¥ä®à¬¨à®¢ âìáï â ª, çâ® â®«ìª® ¥£® ã£®« Ak ¡ã¤¥âã¢¥«¨ç¨¢ âìáï. �ë ¬®�¥¬, ®ç¥¢¨¤®, ã¢¥«¨ç¨âì ã£®« Ak ¤® «î¡®© ¢¥«¨-ç¨ë 6 π ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, á¤¥« âì ¥£® à ¢ë¬ ã£«ã A′k ¬®£®ã£®«ì¨ª  P ′.2)Ǒ®ª  ª®«¨ç¥áâ¢® ¢¥àè¨ n > 4, â ª ï ¢¥àè¨  Ak ¢á¥£¤   ©¤¥âáï. �® ¯à¨ n = 3 ¨
n = 4 ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¬®£ãâ ®ª § âìáï «¥� é¨¬¨   ¯àï¬®© A1An, á¬. à¨á.  , ¡, ¢. � ª¨¥

A2 A3

A1

A1 A2

A3

A2 A3

A1 A4

a) b) v)¯®«®�¥¨ï ¥áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª îâ ¯®á«¥ ®âá¥ç¥¨ï àï¤  âà¥ã£®«ì¨ª®¢ á ã�¥ ¢ëà ¢¥-ë¬¨ ã£« ¬¨. � á«ãç ïå  , ¡ ¬ë ã�¥ ¯à¨è«¨ ª ¡ §¥ ¨¤ãªæ¨¨ | âà¥ã£®«ì¨ªã, ¨ ã£®«
A2 ¬®�® á¢®¡®¤® ã¢¥«¨ç¨âì ¤® ã£«  A′2. � á«ãç ¥ ¢ ¬®�® ®¤®¢à¥¬¥® ¯®¢®à ç¨-¢ âì ®âà¥§®ª A2A1 (¢®ªàã£ A2, ¯® ç á®¢®© áâà¥«ª¥) ¨ ®âà¥§®ª A3A4 (¢®ªàã£ A3, ¯à®â¨¢ç á®¢®© áâà¥«ª¨) â ª, çâ®¡ë ¤¢¨�ãé¨¥áï ª®æë A1 ¨ A4 ¢á¥ ¢à¥¬ï ¡ë«¨ à ¢®ã¤ «¥ë®â ¯àï¬®© A2A3. � ¯à®¤®«� âì íâ® ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ã£®« A2 ¨«¨ ã£®« A3 ¤®áâ¨£¥âá®®â¢¥âáâ¢¥® ã£«  A′2 ¨«¨ A′3. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



156 �. �. ������������á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª P ′′, ¯®«ãç¥ë© ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ¨§ ¬®£®ã£®«ì-¨ª  P , ¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë¬, â® ª ¥¬ã ¯à¨«®�¨¬ë ¢á¥ â¥ �¥ à ááã�¤¥¨ï. �®â¥¯¥àì ã ¥£® ®¤¨ ã£®« A′′k à ¢¥ ã£«ã A′k, â. ¥. ¬ë ¨¬¥¥¬ ã�¥ à áá¬®âà¥-ë© á«ãç ©  «¨ç¨ï à ¢ëå ã£«®¢. Ǒ®íâ®¬ã   ®á®¢ ¨¨ ¤®ª § ®£® ¢íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®�® ãâ¢¥à�¤ âì, çâ®
A′′1A′′n < A′1A′n. (4)�â® ¢¬¥áâ¥ á (3′) ¤ ¥â
A1An < A′1A′n,çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�á¥ íâ® ¢¥à®, ®¤ ª®, â®«ìª® ¯à¨ â®¬ ãá«®¢¨¨, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª P ′′®áâ ¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬. � ¬¥�¤ã â¥¬ ¬®�¥â á«ãç¨âìáï, çâ® ¯à¨ à áá¬®âà¥®©¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¥£® ¢ë¯ãª«®áâì  àãè¨âáï à ìè¥, ç¥¬ ã£®«

Ak ¤®áâ¨£¥â �¥« ¥¬®© ¢¥«¨ç¨ë. �ëïá¨¬, ª ª â ª®¥  àãè¥¨¥ ¢ë¯ãª-«®áâ¨ ¬®�¥â ¯à®¨§®©â¨ 3).Ǒ® â¥®à¥¬¥ 1 ¬®£®ã£®«ì¨ª á ã£« ¬¨, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¬¨ π, | ¢ë¯ãª-«ë©. Ǒ®íâ®¬ã  àãè¥¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬®�¥â ¡ëâì ¢ë§¢ ® â®«ìª® â¥¬, çâ®¥ª®â®àë¥ ã£«ë, ã¢¥«¨ç¨¢ ïáì, áâ ®¢ïâáï ¡®«ìè¨¬¨ π. �® ¯à¨ à áá¬ âà¨-¢ ¥¬®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬¥ïîâáï â®«ìª® ã£«ë Ak, A1, An. �£®« Ak ¥ ¡ã¤¥âáâ ®¢¨âìáï ¡®«ìè¥ π, â ª ª ª ® ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï «¨èì ¤® à §¬¥à®¢ ã£«  A′k¢ ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ P ′. �® ã£®« A1 ¨«¨ An ¬®�¥â â ª�¥ ã¢¥«¨ç¨-¢ âìáï ¨ áâ âì ¢ ®¤¨ ¬®¬¥â à ¢ë¬ π,   ¤ «¥¥ ®ª § âìáï ã�¥ ¡®«ìè¨¬ π 4).(�®, çâ® íâ®   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¢®§¬®�®, ¢¨¤® ¨§ à¨á. 78, £¤¥ ¤«ï ¯à®áâ®âë¨§®¡à �¥ë ¯«®áª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨; ¤«ï áä¥à¨ç¥áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢¯®«®�¥¨¥   «®£¨ç®.)�ã¤¥¬, ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨, áç¨â âì, çâ® ¢ ¥ª®â®àë© ¬®¬¥â áâ « à ¢-ë¬ π ¨¬¥® ã£®« A1. (�®�¥â á«ãç¨âìáï, çâ® ã£®« A1 ã á ¬®£® ¨áå®¤®£®¬®£®ã£®«ì¨ª  P à ¢¥ π. �®£¤  ¬ë áà §ã ¯à¨¬¥ï¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¤ «¥¥¯®áâà®¥¨¥.)3)�î¡®¯ëâ® ®â¬¥â¨âì, çâ® �. �. �®è¨, ª®â®à®¬ã ¯à¨ ¤«¥�¨â ¤®ª §ë¢ ¥¬ ï â¥®à¥-¬ , ¯à®á¬®âà¥« ãª § ãî ¢®§¬®�®áâì ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¥ ¤ «, ¯® áãé¥áâ¢ã, ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ë. �â®â ¯à®¡¥« ¡ë« ¢®á¯®«¥ § ç¨â¥«ì® ¯®§�¥ ¤àã£¨¬¨ [352, á. 34℄. (�à âª ï¨áâ®à¨ï à §«¨çëå ¨á¯à ¢«¥¨© ®è¨¡ª¨ �. �. �®è¨ á®¤¥à�¨âáï ¢ áâ âì¥ �. �. � ¡¨-â®¢  [201℄, £¤¥ ¯à¥¤«®�¥® â ª�¥ ®¢®¥, ç¨áâ®   «¨â¨ç¥áª®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®. | Ǒà¨¬.�. �. � «£ ««¥à .)4)�á«¨ ¢ âà¥ã£®«ì¨ª¥ AkA1An ã£®« Ak ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï ¯à¨ ¥¨§¬¥®áâ¨ ¤«¨ áâ®à®
AkA1, AkAn, â® ã£®« A1, (á®®â¢. An) ã¡ë¢ ¥â ¨«¨ ¢®§à áâ ¥â ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®,¡ã¤¥â «¨ ã£®« An (á®®â¢. A1) ¢ âà¥ã£®«ì¨ª¥ ®áâàë¬ ¨«¨ âã¯ë¬. �â® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®®ç¥¢¨¤® ¨§ à¨á. 78.



��. III: § 1. ��������� ���� � ������������ ����� 157�ë ¨¬¥¥¬ â¥¯¥àì ¬®£®ã£®«ì¨ªP ′′, ã ª®â®à®£® ã£®«A′′1 à ¢¥ π ¨ ¯®â®¬ã
A′′1A′′2 ¨ A′′1A′′n ®¡à §ãîâ ®¤ã áâ®à®ã 5).� áá¬®âà¨¬ âà¥ã£®«ì¨ª A′′n−1A′′2A′′n. �á«¨ ¢ ¥¬ ∠A′′n 6 π2 , â® ¯®¢®à®â®¬®âà¥§ª  A′′2A′′1 , ®áâ ¢«ïï ¢¥àè¨ã A′′n ¥¯®¤¢¨�®©, ã¢¥«¨ç¨¢ ¥¬ ã£®« ∠A′′2¤® ã�®£® § ç¥¨ï ∠A2, ¥  àãè ï ¢ë¯ãª«®áâ¨.

A1 An

An″

Ak

A2 An−1
A″n−1

A2″
A1″

An″

Ak″

A″n−1�¨á. 78�á«¨ π2 < ∠A′′n < π, â®  ç¨ ¥¬ ¥¯à¥àë¢® ã¢¥«¨ç¨¢ âì ã£®« ∠A′′n−1,¢à é ï ®âà¥§®ª A′′n−1A′′n ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A′′n−1; ®âà¥§®ª A′′2A′′1 ®¤®¢à¥¬¥-® ¯®¢®à ç¨¢ ¥¬ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A′′2 â ª, çâ®¡ë ¥£® ¯à®¤®«�¥¨¥ ¢á¥ ¢à¥¬ïè«® ¢ â®çªã A′′n. Ǒà¨ íâ®¬ (¯®ª  ã£®« ∠A′′n âã¯®©) ¡ã¤¥â à áâ¨ ã£®« ∠A′′2 ,ã¤«¨ïâìáï ®âà¥§®ª A′′1A′′n ¨ ã¬¥ìè âìáï âã¯®© ã£®« ∠A′′n. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¥¤-áâ ¢¨âáï ®¤  ¨§ âà¥å ¢®§¬®�®áâ¥©.1. �£®« ∠A′′n−1 ã¤ áâáï ¤®¢¥áâ¨ ¤® ã�®£® § ç¥¨ï (â. ¥. ¤® ã£«  ∠A′n−1)¡¥§  àãè¥¨© ¢ë¯ãª«®áâ¨.2. �£®« ∠A′′2 ã¤ áâáï ¤®¢¥áâ¨ ¤® ã�®£® § ç¥¨ï (â. ¥. ¤® ã£«  ∠A′2) ¡¥§ àãè¥¨© ¢ë¯ãª«®áâ¨.3. Ǒà¥�¤¥ ç¥¬  áâã¯¨â ®¤  ¨§ ¤¢ãå ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¢®§¬®�®áâ¥©, âã¯®©ã£®« ∠A′′n ã¬¥ìè¨âáï ¤® π2 . � íâ®¬ ¯®«®�¥¨¨ ¯à¥ªà â¨¬ ã¢¥«¨ç¥¨¥ ã£« 
∠A′′n−1 ¨ ¯®¢®à®â®¬ ®âà¥§ª  A′′2A′′1 ã¢¥«¨ç¨¬ ã£®« ∠A′′2 ¤® ã�®£® § ç¥¨ï(â. ¥. ¤® ã£«  ∠A′2) ¡¥§  àãè¥¨© ¢ë¯ãª«®áâ¨.� ª®¥æ, ¥á«¨ ∠A′′n = π, â® ¯®áâã¯ ¥¬ á âà¥ã£®«ì¨ª®¬ A′′2A′′n−1A′′n â ª�¥, ª ª ¢ á«ãç ¥, ¨§®¡à �¥®¬   à¨á. 78.5)� ¨§¤ ¨¨ 1950-£® £®¤  âà¥ã£®«ì¨ªA′′2A′′n−1A′′n ¡ë« á¯ãâ  á âà¥ã£®«ì¨ª®¬A′′2A′′kA′′n¨ ¥ à §¤¥«¥ë á«ãç ¨, ª®£¤  ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ P

∠A′′n 6
π2 , π2 < ∠A′′n < π, ∠A′′n = π.Ǒ®íâ®¬ã ¥áª®«ìª® á«¥¤ãîé¨å  ¡§ æ¥¢ ¯à¨¢®¤ïâáï ¢ çãâì ¨§¬¥¥®© à¥¤ ªæ¨¨, ¢®ááâ - ¢«¨¢ îé¥© â®ç®áâì ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . | Ǒà¨¬. �.�. � «£ ««¥à .



158 �. �. ������������â ª, ¬ë ¬®�¥¬ ¯®áâà®¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª P ′′′, ã ª®â®à®£®å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ ã£«®¢ A′′′i ¡ã¤¥â à ¢¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ã£«ã A′i. �®£¤ ,ª ª ã�¥ ¤®ª § ®, ¬®�® § ª«îç¨âì, çâ®
A′′′1 A′′n < A′1A′n,  â ª ª ª ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â P ª P ′′′ áâ®à®  A1An ¢á¥ ¢à¥¬ï ã¤«¨ï« áì, â®

A1An < A′′′1 A′′′n ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
A1An < A′1A′n.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § â¥«ìáâ¢®  è¥© â¥®à¥¬ë § ¢¥àè¥®.(�ë ä ªâ¨ç¥áª¨ ¤®ª § «¨, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª P ¬®�® ¥¯à¥àë¢® ¤¥-ä®à¬¨à®¢ âì â ª, çâ® ¢ë¯ãª«®áâì ¥  àãè ¥âáï, ã£«ë A2, . . . , An−1 ¥ã¡ë¢ îâ ¨ å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ ¨å ¤®áâ¨£ ¥â ã�®© ¢¥«¨ç¨ë. Ǒ®¢â®à¥¨-¥¬ â ª¨å ¤¥ä®à¬ æ¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª P ¬®�® ¯à¥¢à â¨âì ¢ P ′. Ǒà¨ íâ®¬ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë ¨ª®£¤  ¥ ¡ã¤ãâ  àãè âìáï,   áâ®à®a A1An ¡ã¤¥â ¯®-áâ¥¯¥® ã¤«¨ïâìáï 6).)4. �¥¬¬  2. �á«¨ ã ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå áä¥à¨ç¥áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ áâ®-à®ë á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë,   áà¥¤¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ã£«®¢ ¨¬¥îâáï ¥à ¢-ë¥, â® ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨åã£«®¢ ¬¥ïîâ § ª ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å à §, â. ¥. ¥á«¨ A1A2 = B1B2, . . ., AnA1 == BnB1, â® «¨¡® ¢á¥ à §®áâ¨ δi = ∠Ai − ∠Bi à ¢ë ã«î, «¨¡® ¢ àï¤ã ¨å

δ1, δ2, . . . , δn, δ1 ¥áâì ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª .�á«¨ ¥ ¢á¥ à §®áâ¨ δi à ¢ë ã«î, â® ®¨ ¤®«�ë ¬¥ïâì § ª. �¥©-áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨,  ¯à¨¬¥à, ∠A2 6 ∠B2, . . . ,∠An−1 6 ∠Bn−1 ¨ å®âï ¡ë¢ ®¤®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥âáï â®ç®¥ ¥à ¢¥áâ¢®, â® ¯® â¥®à¥¬¥ 2 ¤®«�® ¡ëâì
A1An < B1Bn ¢®¯à¥ª¨ ãá«®¢¨î.�á«¨ ¯¥à¥¬¥ë § ª  ¨¬¥îâáï, â® ¨å ç¥â®¥ ç¨á«®, ¯®â®¬ã çâ® ¯à¨ ®¡å®¤¥¬ë ¢®§¢à é ¥¬áï ª â®© à §®áâ¨, á ª®â®à®©  ç «¨ ®¡å®¤. �«¥¤®¢ â¥«ì®,¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì â®«ìª® ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ § ª .�®¯ãáâ¨¬, ®¤ ª®, çâ® ¨¬¥¥âáï à®¢® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª , ¨ ¯ãáâì,  -¯à¨¬¥à, ã£«ë A1, . . . , Am ¡®«ìè¥ ã£«®¢ B1, . . . , Bm,   ã£«ë Am+1, . . . , An¬¥ìè¥ ã£«®¢ Bm+1, . . . , Bn (¥ ¨áª«îç ï, ª®¥ç®, çâ® áà¥¤¨ íâ¨å ã£«®¢¬®£ãâ ¡ëâì à ¢ë¥).6)�â¢¥à�¤¥¨¥ íâ®£®  ¡§ æ  ¥â®ç®. Ǒà¨¢¥¤¥®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ¤ ¥â ¥¯à¥-àë¢ãî ¤¥ä®à¬ æ¨î P ¢ P ′ á ¥ã¡ë¢ ¨¥¬ ã£«®¢ «®¬ ®©. �¤ ª® ®® ¥ £ à â¨àã-¥â á®åà ¥¨ï ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ã ¢á¥£® ¬®£®ã£®«ì¨ª ,   «¨èì ¤«ï¢¯¨á ®£® ¢ ¥£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , á®¥¤¨ïîé¥£® ª®æë «®¬ ®© ¨ ¢¥àè¨ë, ã£«ë ¯à¨ª®â®àëå   ¤ ®¬ è £¥ ¨¤ãªæ¨¨ ¥é¥ ®áâ ¢ «¨áì ¬¥ìè¥ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ã£«®¢ ¬®-£®ã£®«ì¨ª  P ′. �¨è¥ ï ãª § ®£® ¥¤®áâ âª  ¤¥ä®à¬ æ¨ï â®�¥ ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â.�â® ¤®ª § ®, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ áâ âì¥ �. �. � ¡¨â®¢  [201℄. | Ǒà¨¬. �.�. � «£ ««¥à .



��. III: § 1. ��������� ���� � ������������ ����� 159� §¤¥«¨¬ áâ®à®ë A1An, AmAm+1, B1Bn, BmBm+1 ¯®¯®« ¬ â®çª ¬¨ K,
L, M , N ¨ ¯à®¢¥¤¥¬ KL ¨ MN (à¨á. 79). �à ¢¨¢ ï ¬®£®ã£®«ì¨ª¨
A1 . . . AmLK ¨ B1 . . . BmNM , ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢á¥ ¨å áâ®à®ë, ªà®¬¥ LK¨ NM , à ¢ë ¯® ãá«®¢¨î,   ã£«ë A1, . . . , Am ¡®«ìè¥ ã£«®¢ B1, . . . , Bm.Ǒ®íâ®¬ã á®£« á® â¥®à¥¬¥ 2 ¤®«�® ¡ëâì LK > NM . �® ¥á«¨ â ª �¥áà ¢¨âì ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Am+1 . . . AnKL ¨ Bm+1 . . . BnMN , â® ¯® â®© �¥¯à¨ç¨¥ ¤®«�® ¡ëâì LK < NM . Ǒ®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â,çâ® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì â®«ìª® ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ § ª  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨å ¤®«�®¡ëâì ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å.

A1

A2

Am Am+1

An

L

K B1

B2

Bm
N Bm+1

BnM�¨á. 795. �¥¬¬ã 2 «¥£ª® ¯¥à¥áª § âì ¤«ï ¬®£®£à ëå ã£«®¢. Ǒà¨ íâ®¬ ¬ë¯à¨á®¥¤¨¨¬ ª ¬®£®£à ë¬ ã£« ¬ â ª�¥ ý¢ëà®�¤ îé¨¥áïþ, â. ¥. á¢®¤ï-é¨¥áï ª ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë¬ ¯«®áª¨¬ ã£« ¬, ¬¥ìè¨¬ π.�¥¬¬  2 . �á«¨ ã ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ëå ã£«®¢, ¥ á¢®¤ïé¨åáï ª¤¢ã£à ë¬ ã£« ¬, ¨ ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëà®�¤ îé¨åáï, ¯«®áª¨¥ ã£«ë á®®â¢¥â-áâ¢¥® à ¢ë,   áà¥¤¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¨¬¥îâáï ¥à ¢-ë¥, â® ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ ¤ ëå ¬®£®£à ëå ã£«®¢ à §®áâ¨á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¬¥ïîâ § ª ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å à §.(� ª ®£®¢®à¥® ¢  ç «¥ ¯ à £à ä , ¤®¯ãáª îâáï ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë, à ¢-ë¥ π. �¥çì ¨¤¥â ® ¯«®áª¨å ã£« å ¬¥�¤ã á®á¥¤¨¬¨ à¥¡à ¬¨, ¢ª«îç ï à¥¡à íâ¨å ¤¢ã£à ëå ã£«®¢.)�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ®¡  ¬®£®£à ëå ã£«  ¥ ¢ëà®�¤ îâáï, â®, ®¯¨áë-¢ ï ¢®ªàã£ ¨å ¢¥àè¨ à ¢ë¥ áä¥àë, ¯®«ãç¨¬   íâ¨å áä¥à å ¬®£®ã£®«ì-¨ª¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë 2, â ª çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ «¥¬¬  2 ¥áâì ¯à®áâ®© ¯¥à¥áª § «¥¬¬ë 2.Ǒãáâì å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ ¤ ëå ¬®£®£à ëå ã£«®¢ ¢ëà®�¤ ¥âáï. �¡®-§ ç¨¬ ¥£® V1, ¤àã£®© ®¡®§ ç¨¬ V2. Ǒãáâì p1, q1 | â¥ à¥¡à  ã£«  V1,¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ª®â®àëå à ¢ë ã«î. �á«¨ ¯à¨ à¥¡à¥ p2 ã£«  V2, á®-®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ à¥¡àã p1, ¤¢ã£à ë© ã£®« â ª�¥ à ¢¥ ã«î, â® ® à ¢¥ã«î ¨ ¯à¨ à¥¡à¥ q2. �®£¤  ã£«ë V1 ¨ V2 ®ª §ë¢ îâáï à ¢ë¬¨.�®¯ãáâ¨¬ ¯®íâ®¬ã, çâ® ã£®« ¯à¨ à¥¡à¥ p2 ¥ à ¢¥ ã«î. �®£¤  ¨ ¯à¨
q2 ® ¥ à ¢¥ ã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ã£«ë ¯à¨ à¥¡à å p2, q2 ¡®«ìè¥, ç¥¬



160 �. �. �����������¯à¨ p1, q1. �¬¥áâ¥ á â¥¬ áã¬¬ë ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¬®£®£à ®£® ã£«  V2 ¬¥�¤ãà¥¡à ¬¨ p2, q2 à ¢ë á ®¡¥¨å áâ®à®, â ª ª ª ®¨ à ¢ë   ã£«¥ V1. Ǒ®íâ®¬ã  ã£«¥ V2 á ®¡¥¨å áâ®à® ¬¥�¤ã à¥¡à ¬¨ p2, q2 ¨¬¥îâáï à¥¡à , ã£«ë ¯à¨ª®â®àëå ¬¥ìè¥ π. �® â ª ª ª ã£®« V1 ¢ëà®�¤ ¥âáï, â® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë¯à¨ ¥£® á®®â¢¥âáâ¢¥ëå à¥¡à å à ¢ë π. � ª¨¬ ®¡à §®¬,   ã£«¥ V2 á ®¡¥¨åáâ®à® ¬¥�¤ã à¥¡à ¬¨ p2, q2 ¨¬¥îâáï à¥¡à , ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ª®â®àëå¬¥ìè¥, ç¥¬ ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥¡à å ã£«  V1. � â ª ª ª ã£«ë ¯à¨á ¬¨å à¥¡à å p2, q2 ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯à¨ p1, q1, â® ¯®«ãç ¥¬ ª ª à § ç¥âëà¥¯¥à¥¬¥ë § ª . �¥¬¬  ¤®ª §  .�¯à �¥¨¥ 7). Ǒà¥¤« £ ¥¬ ç¨â â¥«î á ¯®¬®éìî íâ®© «¥¬¬ë �®è¨ ¤®ª § âì ãâ¢¥à-�¤¥¨ï ® £®¬¥®¬®àäëå ªàã£ã ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª å, ¢§ ¨¬®¥ à á¯®«®�¥¨¥ £à -¥© ª®â®àëå ¨§®¡à �¥®   à¨áãª å  , ¡, ¢.
a)

B

A

α

b)

O

v)� á«ãç ¥   ¬®£®£à ¨ª ¥¨§£¨¡ ¥¬ ¯à¨ â¢¥à¤ëå £à ïå ¨ á®åà ¥¨¨ ¢ë¯ãª«®áâ¨. �á«ãç ¥ ¡ ¯à¨ ¨§£¨¡ ¨ïå ãª § ®£® â¨¯  ¬¨¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ã£«  α ¤®áâ¨£ ¥âáï, ¥á«¨¤¢ã£à ë© ã£®« ¯à¨ à¥¡à¥ AB áâ ®¢¨âáï à ¢ë¬ π. � á«ãç ¥ ¢, ¥á«¨ ¢á¥ £à ¨ ¯à -¢¨«ìë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, â® ¬®£®£à ¨ª á¨¬¬¥âà¨ç¥ ®â®á¨â¥«ì® ®á¨, ¯à®å®¤ïé¥©ç¥à¥§ â®çªã O. (�®£®ç¨á«¥ë¥ ¯®¤®¡ë¥ ¯à¨¬¥¥¨ï «¥¬¬ë �®è¨ á¬. ¢ [108℄.)
§ 2. � ¢¥áâ¢® ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ à ¢¥áâ¢¥ ¯«®áª¨å ã£«®¢1. �¤¥áì ª ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬ ¬ë ¯à¨ç¨á«ï¥¬ â ª�¥ ¤¢ �¤ë¯®ªàëâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, â. ¥. ý¬®£®£à ¨ª¨þ, á®áâ ¢«¥ë¥¨§ ¤¢ãå  «®�¥ëå ¤àã£   ¤àã£  à ¢ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ 8).7)�®¡ ¢«¥® �. �. � «£ ««¥à®¬.8)�®çª¨, «¥� é¨¥ ¢ãâà¨ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, å®âï ¨ á®¢¯ ¤ îâ, ® áç¨â îâáï ª ª

X

Y�¨á. 80
¡ë à §«¨çë¬¨; ¨å ã¤®¡® áç¨â âì «¥� é¨¬¨ á à §ëå áâ®à® â®£®ý¤¢ �¤ë ¯®ªàëâ®£®þ ¬®£®ã£®«ì¨ª , ª®â®àë© ®¡à §ãîâ ¤¢   «®-�¥ëå ¤àã£   ¤àã£  ¬®£®ã£®«ì¨ª . � ááâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ý  à §ëå áâ®à® åþ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¨§¬¥àï¥âáï¯® «¨¨¨, ý¯¥à¥å®¤ïé¥©þ ç¥à¥§ ªà © ¬®£®ã£®«ì¨ª  (à¨á. 80).�áâ¥áâ¢¥ ï à §¢¥àâª  â ª®£® ¬®£®£à ¨ª  á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå à ¢-ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, áª«¥¨¢ ¥¬ëå ¯® ¢á¥¬ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬ áâ®à® ¬.



��. III: § 2. ��������� ���������� ����� 161�à®¬¥ â®£®, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¤®¯ãáª âì à §¡¨¥¨¥ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª    ª®-¥ç®¥ ç¨á«® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ª �¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¡ã¤¥â áç¨â âìáï ý£à -ìîþ. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ ã ¬®£®£à ¨ª  ¬®£ãâ ¡ëâì ¤¢  á®àâ  à¥¡¥à¨ ¢¥àè¨: ý áâ®ïé¨¥þ ¨ ý¥ áâ®ïé¨¥þ. � �¤®¥ à¥¡à® ï¢«ï¥âáï ®¡é¥©áâ®à®®© ¤¢ãå ý£à ¥©þ. �¥ áâ®ïé¨¥ à¥¡à  | â¥, ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ª®â®àëå à ¢ë π, â. ¥. á¢®¤ïâáï ª ¯«®áª®áâ¨. �¥ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨ë | â¥,¬®£®£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ª®â®àëå á¢®¤ïâáï ª ¤¢ã£à ë¬ ¨«¨, ¢ ç áâ®áâ¨,ª ¯«®áª®áâ¨, çâ® ¡ã¤¥â, ¥á«¨ ¢¥àè¨  «¥�¨â ¢ãâà¨ ¨áâ¨®© £à ¨ ¬®£®-£à ¨ª . � ª®¥ à áè¨à¥¨¥ ¯®ïâ¨© £à ¨, à¥¡à  ¨ ¢¥àè¨ë ®ª §ë¢ ¥âáïã¤®¡ë¬ ¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤ «ìè¥ ¡¥§ ®á®¡ëå ã¯®¬¨ ¨©.�ë £®¢®à¨¬, çâ® ¤¢  ¬®£®£à ¨ª  ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢®¥ áâà®¥¨¥, ¥á«¨¬¥�¤ã ¨å í«¥¬¥â ¬¨: £à ï¬¨, à¥¡à ¬¨, ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®�® ãáâ ®¢¨âì¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥, á®åà ïîé¥¥ ®â®è¥¨¥ ¯à¨ ¤«¥�®-áâ¨. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ à¥¡à® a (¢¥àè¨ A)   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¯à¨ ¤«¥�¨â£à ¨ Q (à¥¡àã q), â® á®®â¢¥âáâ¢¥®¥ à¥¡à® a1 (¢¥àè¨  A1)   ¬®£®£à -¨ª¥ P1 ¯à¨ ¤«¥�¨â á®®â¢¥âáâ¢¥®© £à ¨ Q1 (à¥¡àã q1).2. �¥®à¥¬  1. �á«¨ ã ¤¢ãå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ®¤¨ -ª®¢®£® áâà®¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ã£«ë   á®®â¢¥âáâ¢¥ëå £à ïå à ¢ë,â® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå à¥¡à å â ª�¥ à ¢ë.Ǒãáâì P1 ¨ P2 | ¤¢  ¬®£®£à ¨ª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ â¥®-à¥¬ë. �®¯®áâ ¢¨¬ ª �¤®¬ã à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  P1 § ª + ¨«¨ − ¢ § -¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ¡®«ìè¥ ¨«¨ ¬¥ìè¥ ¤¢ã£à ë© ã£®« ¯à¨ íâ®¬ à¥¡à¥,ç¥¬ ¤¢ã£à ë© ã£®« ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥®¬ à¥¡à¥ ¬®£®£à ¨ª  P2. �¥¡à á à ¢ë¬¨ ¤¢ã£à ë¬¨ ã£« ¬¨ ®áâ îâáï ¥®â¬¥ç¥ë¬¨.� áá¬®âà¨¬ ¯¥à¥¬¥ë § ª®¢, ¯®«ãç îé¨¥áï ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ®¤®©¢¥àè¨ë.�¤¥áì á«¥¤ã¥â à §«¨ç âì ¤¢  á«ãç ï ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ¡ã¤¥â «¨ ¤ - ï ¢¥àè¨   áâ®ïé¥© ¨«¨ ¥â.Ǒãáâì A1, A2 | á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2. � -áâ®ïé ï ¢¥àè¨  å à ªâ¥à¨§ã¥âáï, ª ª  ¬ ¨§¢¥áâ®, â¥¬, çâ® áã¬¬  áå®¤ï-é¨åáï ¢ ¥© ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¬¥ìè¥ 2π. � â ª ª ª ¯® ãá«®¢¨î á®®â¢¥âáâ¢¥-ë¥ ¯«®áª¨¥ ã£«ë   ¬®£®£à ¨ª å P1 ¨ P2 à ¢ë, â® ¢¥àè¨ë A1 ¨ A2®¤®¢à¥¬¥® «¨¡® ®¡¥  áâ®ïé¨¥, «¨¡® ®¡¥ ¥ áâ®ïé¨¥.�á«¨ ¢¥àè¨ë A1 ¨ A2 |  áâ®ïé¨¥, â® ¬ë ¬®�¥¬ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï «¥¬-¬®© 2  § 1, á®£« á® ª®â®à®© ¯à¨ ãá«®¢¨¨ à ¢¥áâ¢  ¯«®áª¨å ã£«®¢ à §®áâ¨¤¢ã£à ëå ã£«®¢ «¨¡® ¢á¥ à ¢ë ã«î, «¨¡® ¬¥ïîâ § ª ¥ ¬¥¥¥ 4 à §.�á«¨ �¥ ¢¥àè¨ë A1 ¨ A2 | ¥ áâ®ïé¨¥, â® ¬ë ¡ã¤¥¬ à §«¨ç âì ¤¢ á«ãç ï: 1) ª ®¡¥¨¬ ¢¥àè¨ ¬ ¯®¤å®¤ïâ  áâ®ïé¨¥ à¥¡à , ®  áâ®ïé¥¬ãà¥¡àã, ¯®¤å®¤ïé¥¬ã ª A1, á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥ áâ®ïé¥¥ à¥¡à®, ¯®¤å®¤ïé¥¥ª A2; 2) ¢â®à®© á«ãç © ¢ª«îç ¥â ¢á¥ ¯à®ç¨¥ ¢®§¬®�®áâ¨: «¨¡® å®âï ¡ë¯à¨ ®¤®© ¨§ ¢¥àè¨  áâ®ïé¨å à¥¡¥à ¥â, «¨¡® ®¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¤àã£



162 �. �. �����������¤àã£ã. �ë ¯®ª �¥¬, çâ® ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ ¢®ªàã£¢¥àè¨ë A1 à ¢® ç¥âëà¥¬,   ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¢¥àè¨ë A1 ¨ A2 ¬®�®¢®¢á¥ ¨áª«îç¨âì.1) Ǒãáâì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯¥à¢ë© á«ãç ©. Ǒãáâì a1, a′1 |  áâ®ïé¨¥ à¥¡-à , áå®¤ïé¨¥áï ¢ ¢¥àè¨¥ A1, ¨ b2, b′2 |  áâ®ïé¨¥ à¥¡à , áå®¤ïé¨¥áï ¢¢¥àè¨¥ A2 (à¨á. 81). � ª ª ª ¬®£®£à ë© ã£®« ¯à¨ ¥ áâ®ïé¥© ¢¥à-è¨¥ á¢®¤¨âáï ª ¤¢ã£à ®¬ã, â® ¤¢  áå®¤ïé¨åáï ¢ ¥©  áâ®ïé¨å à¥¡à ï¢«ïîâáï ¯à®¤®«�¥¨¥¬ ¤àã£ ¤àã£ . Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨  áâ®ïé¥¬ã à¥¡àã a1¬®£®£à ¨ª  P1 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥ áâ®ïé¥¥ à¥¡à® a2 ¬®£®£à ¨ª  P2,â® à¥¡àã a′1 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â ª�¥ ¥ áâ®ïé¥¥ à¥¡à® a′2. � â®£¤   áâ®ïé¨¬
b1

a1 A1
b1′

a1′
b2

a2A2
b2′

a2′�¨á. 81
à¥¡à ¬ b2, b′2 ¬®£®£à ¨ª 
P2 á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¥ áâ®ïé¨¥à¥¡à  b1, b′1 ¬®£®£à ¨ª P1.Ǒà¨  áâ®ïé¨å à¥¡à å ¤¢ã£à -ë¥ ã£«ë ¬¥ìè¥ π,   ¯à¨ ¥ -áâ®ïé¨å | à ¢ë π. Ǒ®íâ®-¬ã § ª¨ à §®áâ¥© ã£«®¢ ¯à¨à¥¡à å a1 ¨ a2, b1 ¨ b2, a′1 ¨ a′2,
b′1 ¨ b′2 ¡ã¤ãâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®
−, +, −, + , çâ® ¤ áâ ª ª à §ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª . (�àã£¨å ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à ¥â, â ª ª ª ¢á¥ ®¨,ª ª ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A1, â ª ¨ ¯à¨ A2, | ¥ áâ®ïé¨¥, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ã£«ë ¯à¨¨å à ¢ë.)2) �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¬®�® à §«¨ç âì âà¨ ¢®§¬®�®áâ¨:

b1a1
A1

l1
a1′

b2a2
A2

l2
a2′�¨á. 82

2 ) ¨ ¯à¨ ®¤®© ¨§ ¢¥àè¨
A1 ¨ A2 ¥â  áâ®ïé¨å à¥¡¥à;2¡) ®¨ ¨¬¥îâáï â®«ìª® ¯à¨®¤®© ¨§ íâ¨å ¢¥àè¨;2¢) ®¨ ¨¬¥îâáï ¯à¨ ®¡¥¨å¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¤àã£ ¤àã£ã(à¨á. 82).2 ) �®£¤  ¢á¥ à¥¡à  ¯à¨ ¢¥à-è¨ å A1, A2 ¥ áâ®ïé¨¥, â® ¢á¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ A1 ¨ A2à ¢ë π. Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ à¥¡à  ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A1 ¡ã¤ãâ ¥®â¬¥ç¥ë¬¨, â ªçâ® ¢¥àè¨ë A1, A2 ¨ ¢á¥ áå®¤ïé¨¥áï ¢ ¨å à¥¡à  ¬®�® ¨áª«îç¨âì.2¡) ¨ 2¢) Ǒãáâì,  ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A1 ¥áâì  áâ®ïé¥¥ à¥¡à® A1 ¨,á«¥¤®¢ â¥«ì®, â ª�¥  áâ®ïé¥¥ à¥¡à® a′1, ï¢«ïîé¥¥áï ¯à®¤®«�¥¨¥¬ a1.Ǒãáâì a2, a′2 | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à¥¡à  ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A2. �®£¤ , ¥á«¨ ª ¢¥à-è¨¥ A2 ¯®¤å®¤ïâ  áâ®ïé¨¥ à¥¡à , â® ®¨ áãâì a2, a′2 (á«ãç © 2¢). �áâ «ì-ë¥ à¥¡à  b1, . . . , l1, ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª A1, | ¥ áâ®ïé¨¥, ¨ ¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ¥ áâ®ïé¨¥ à¥¡à  b2, . . . , l2. Ǒ®íâ®¬ã à¥¡à  b1, . . . , l1 ®ª §ë¢ îâáï ¥®â¬¥-



��. III: § 2. ��������� ���������� ����� 163ç¥ë¬¨, ¨ ¨å ¬®�® ¨áª«îç¨âì. �¥¡à  a2 ¨ a′2 § ¢¥¤®¬® á«ã� â ¯à®¤®«-�¥¨¥¬ ¤àã£ ¤àã£ , ¯®â®¬ã çâ® ¯«®áª¨¥ ã£«ë ¬¥�¤ã ¨¬¨ â ª¨¥ �¥, ª ª¬¥�¤ã a1 ¨ a′1, â. ¥. à ¢ë¥ π. �¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ à¥¡à å a2 ¨ a′2 à ¢ë,¨ ¯®â®¬ã à¥¡à  a1, a′1 ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨ â®â �¥ § ª. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬ë ¬®�¥¬¢®¢á¥ ¨áª«îç¨âì ¢¥àè¨ë A1 ¨ A2, á®¯®áâ ¢¨¢ ¤àã£ ¤àã£ã à¥¡à  a1 + a′1 ¨
a2 + a′2; ¯à¨ íâ®¬ à¥¡àã a1 + a′1 ¡ã¤¥â ®â¥á¥, ª®¥ç®, â®â �¥ § ª, ª ª®©áâ®ï«   à¥¡à å a1 ¨ a′1.�â ª, ¢á¥ ¥ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨ë, ¢ ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢â®à®© á«ãç ©,¬®�® ¨áª«îç¨âì ¢®¢á¥. �®£¤  ¨§ ¢á¥£® ¤®ª § ®£® ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥:¥á«¨   ¬®£®£à ¨ª¥ P1 ¢®®¡é¥ ¨¬¥îâáï ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à , â® ¢®ªàã£ ¢áï-ª®© ¢¥àè¨ë, ª ª®â®à®© ®¨ ¯®¤å®¤ïâ, ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥§ ª . �® á®£« á® «¥¬¬¥ �®è¨ (§ 1, £« ¢ë II), íâ® ¥¢®§¬®�®. Ǒ®íâ®¬ã®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à ¥â ¢®¢á¥. � íâ® ®§ ç ¥â, çâ® á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¤¢ã£à -ë¥ ã£«ë ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 à ¢ë ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .3. �¥®à¥¬  2. Ǒãáâì P1 | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¨ ¨§ª ª®© ¢¥àè¨ë ª®â®à®£® ¥ ¨áå®¤¨â ¡®«¥¥ ®¤®£® ¡¥áª®¥ç®£® à¥¡à , ¤ �¥¥á«¨ ¨áª«îç¨âì ¢á¥ ¨«¨ ¥ª®â®àë¥ ¥ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨ë (®¡ê¥¤¨ïï ¯à¨íâ®¬ ¢ ®¤® ª �¤®¥ à¥¡à®, à §¤¥«¥®¥ â ª®© ¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨®© 9)).�®£¤ , ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª P2 ¨¬¥¥â â® �¥ áâà®¥¨¥, çâ® P1, ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥-ë¥ ã£«ë   á®®â¢¥âáâ¢¥ëå £à ïå ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 à ¢ë, â®¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ¨å á®®â¢¥âáâ¢¥ëå à¥¡à å â ª�¥ à ¢ë.Ǒà¥�¤¥ ç¥¬ ¯à¨áâã¯¨âì ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã, á¤¥« ¥¬ ¥ª®â®àë¥ § ¬¥ç ¨ï.�á«¨ ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P1 ¯ à ««¥«ìë, â® ¨§ ®¤®©¢¥àè¨ë § ¢¥¤®¬® ¬®�¥â ¨áå®¤¨âì â®«ìª® ®¤® ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à®. Ǒ®-íâ®¬ã ¤«ï â ª¨å ¯ à ¬®£®£à ¨ª®¢ â¥®à¥¬  2 ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® à ¢¥áâ¢®ã£«®¢   £à ïå ¢á¥£¤  ¢«¥ç¥â §  á®¡®© à ¢¥áâ¢® ¤¢ã£à ëå ã£«®¢. �®-£®£à ¨ª á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï â¥¬,çâ® ¥£® ¯®« ï ªà¨¢¨§  à ¢  2π, ¯®â®¬ã çâ® â®«ìª® ¯à¨ ¯ à ««¥«ì®áâ¨¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª ¯®ªàë¢ ¥â æ¥«ãî ¯®«ãáä¥àã. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ â¥®à¥¬¥ 2 á®¤¥à�¨âáïá«¥¤ãîé ï�¥®à¥¬  3. �á«¨ ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ®¤¨ -ª®¢®£® áâà®¥¨ï, ¨¬¥îé¨å ¯®«ãî ªà¨¢¨§ã 2π, á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ã£«ë  9)Ǒ®áª®«ìªã ¬ë ¤®¯ãáª ¥¬ ¥ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨ë, à §¡¨¢ îé¨¥ à¥¡à , íâ  ®£®¢®àª ¥®¡å®¤¨¬ . � ¯à¨¬¥à, ¢®§ì¬¥¬ ¬®£®£à ë© ã£®« P , ® ¥á®¬¥® ¤®¯ãáª ¥â ¤¥ä®à-¬ æ¨¨, ¥ ¬¥ïîé¨¥ ¯«®áª¨å ã£«®¢, ® ¬¥ïîé¨¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë. �  ª �¤®¬ à¥¡à¥ã£«  P ¢®§ì¬¥¬ ¯® â®çª¥ ¨, ¯à¨ï¢ íâ¨ â®çª¨ §  (¥ áâ®ïé¨¥) ¢¥àè¨ë Ai, á®¥¤¨¨¬ ¨å(¥ áâ®ïé¨¬¨) à¥¡à ¬¨. Ǒ®á«¥ íâ®£® ¨§ ª �¤®© ¢¥àè¨ë Ai ¡ã¤¥â ¨áå®¤¨âì ¯® ®¤®¬ã¡¥áª®¥ç®¬ã à¥¡àã,   ¨§  áâ®ïé¥© ¢¥àè¨ë O ã£«  V ¡ã¤ãâ ¨áå®¤¨âì «¨èì ª®¥çë¥à¥¡à  OAi. �®«ìª® ¨áª«îç ï ¥ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨ë Ai, ¬ë ¯®«ãç¨¬, çâ® ¨§ ¢¥àè¨ë O¨áå®¤¨â ¡®«¥¥ ®¤®£® ¡¥áª®¥ç®£® à¥¡à .



164 �. �. �����������á®®â¢¥âáâ¢¥ëå £à ïå à ¢ë, â® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ¨å á®®â¢¥âáâ¢¥-ëå à¥¡à å â ª�¥ à ¢ë.�á«¨ �¥ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª ¨¬¥¥â ¯®«ãî ªà¨¢¨§ã < 2π, â® ã¥£® ¨¬¥îâáï ¥¯ à ««¥«ìë¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¨ ¨§ ®¤®© ¢¥àè¨ë ¬®-�¥â ¨áå®¤¨âì ¥áª®«ìª® ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à. � ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥ â¥®à¥¬  2¥¯à¨¬¥¨¬ , ¨ ã�ë ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ à áá¬®â-à¥ë ¢ § 4. �®, çâ® §¤¥áì ¨§ à ¢¥áâ¢  ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¥ á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢®¤¢ã£à ëå ã£«®¢, ¯®ª §ë¢ ¥â ¯à¨¬¥à ¬®£®£à ®£® ã£« , ª®â®àë© ¬®�®¤¥ä®à¬¨à®¢ âì ¡¥§ ¨§¬¥¥¨ï ¥£® ¯«®áª¨å ã£«®¢.�¥¯¥àì ¤®ª �¥¬ â¥®à¥¬ã 2.Ǒãáâì P1 ¨ P2 | ¬®£®£à ¨ª¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 2.Ǒà¨á®¥¤¨¨¬ ª ª �¤®¬ã ¨§ ¨å ¯® ®¤®© ¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨¥ ¨ ¡ã¤¥¬áç¨â âì, çâ® ¢ íâ¨å ¢¥àè¨ å áå®¤ïâáï ¨å ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à . �®£¤  ¯®-«ãç¨¬  ¡áâà ªâë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P 1, P 2 ®¤¨ ª®¢®£® áâà®¥¨ï ¨ £®¬¥®-¬®àäë¥ áä¥à¥. �  ¬®£®£à ¨ª¥ P 1 ¢áïª¨¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë á®¥¤¨ïîâáï¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤¨¬ à¥¡à®¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï á®¡áâ¢¥ëå ¢¥àè¨ íâ®ïá®. �á«¨ �¥ à¥¡à® AB á®¥¤¨ï¥â á®¡áâ¢¥ãî ¢¥àè¨ã A á ¥á®¡áâ¢¥-®© ¢¥àè¨®© B, â® ®® ¥áâì ¯®¯à®áâã ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª 
P1. � â ª ª ª ¯® ãá«®¢¨î ¨§ ®¤®© ¢¥àè¨ë A   ¬®£®£à ¨ª¥ P1 ¬®�¥â¨áå®¤¨âì â®«ìª® ®¤® ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à®, â® ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ à¥¡à® AB |¥¤¨áâ¢¥®¥, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë A ¨ B.�® ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª £®¬¥®¬®àä¥ áä¥à¥ ¨ ª �¤ë¥ ¤¢¥ ¥£® ¢¥àè¨ëá®¥¤¨ïîâáï ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤¨¬ à¥¡à®¬, â® ª á¥â¨ ¥£® à¥¡¥à ¯à¨¬¥¨¬ «¥¬¬  �®è¨. � ááâ ¢¨¬   à¥¡à å ¬®£®£à ¨ª  P1 § ª¨ à §®áâ¥© ¤¢ã-£à ëå ã£«®¢ P1 ¨ P2. �®£¤ , à ááã�¤ ï â ª �¥, ª ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥â¥®à¥¬ë 1, ã¡¥¤¨¬áï, çâ®, ¢®-¯¥à¢ëå, ¢®ªàã£ ª �¤®©  áâ®ïé¥© ¢¥àè¨ë¡ã¤¥â ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª , ¥á«¨ â®«ìª® ª ¢¥àè¨¥ ¯®¤å®¤¨â å®-âï ¡ë ®¤® ®â¬¥ç¥®¥ à¥¡à®. �®-¢â®àëå, ¤«ï ¥ áâ®ïé¨å ¢¥àè¨ ¬®�¥â¡ëâì ¤¢  á«ãç ï: ¨«¨ ¢®ªàã£ â ª®© ¢¥àè¨ë ¨¬¥¥âáï à®¢® ç¥âëà¥ ¯¥à¥-¬¥ë § ª , ¨«¨ â ªãî ¢¥àè¨ã ¬®�® ¢®¢á¥ ¨áª«îç¨âì. � ª¨¬ ®¡à §®¬,¢®ªàã£ ª �¤®© ¨§ ®áâ ¢è¨åáï ®â¬¥ç¥ëå ¢¥àè¨ ¡ã¤¥â ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å¯¥à¥¬¥ § ª . �®£« á® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë, ¨áª«îç¥¨¥ ¥ áâ®ïé¨å ¢¥à-è¨ ¥  àãè ¥â â®£®, çâ® ¨§ ®¤®© ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P1 ¨áå®¤¨â¬ ªá¨¬ã¬ ®¤® ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à®. Ǒ®íâ®¬ã ¨ ¯®á«¥ â ª®£® ¨áª«îç¥¨ï ª®áâ ¢è¥©áï á¥â¨   ¬®£®£à ¨ª¥ P 1, ¯®«ãç¥®¬ ¨§ P1 ¯à¨á®¥¤¨¥¨¥¬¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨ë, «¥¬¬  �®è¨ ¡ã¤¥â ¯à¨¬¥¨¬ . �  ¬®£®£à ¨-ª¥ P 1 ¢®ªàã£ ª �¤®© ¨§ ®áâ ¢è¨åáï (®â¬¥ç¥ëå) ¢¥àè¨ ¡ã¤¥â ¥ ¬¥¥¥ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª ; ¥¤¨áâ¢¥®¥ ¨áª«îç¥¨¥ ¬®�¥â á®áâ ¢¨âì â®«ìª®¥á®¡áâ¢¥ ï ¢¥àè¨ : ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ ¢®ªàã£ ¥¥ ¬®£«® ¡ë ¤ �¥à ¢ïâìáï ã«î. �¤ ª®, ª ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ § 1 £« ¢ë II, «¥¬¬  �®è¨¤®¯ãáª ¥â ãâ®ç¥¨¥: ¥¥ à¥§ã«ìâ â ¢¥à¥ â ª�¥ ¯à¨  «¨ç¨¨ ®¤®© ¢¥àè¨-



��. III: § 3. �������������� Ǒ�� �������� ��������� 165ë á ç¨á«®¬ ¯¥à¥¬¥ § ª®¢, ¬¥ìè¨¬ ç¥âëà¥å. Ǒà¨¬¥ïï «¥¬¬ã �®è¨ áíâ¨¬ ¤®¯®«¥¨¥¬, § ¬¥ç ¥¬, çâ® ¯®«ãç¥ ï à ááâ ®¢ª  § ª®¢ ¥¢®§¬®�- , â. ¥. ¢á¥ à¥¡à  ¤®«�ë ¡ëâì ¥®â¬¥ç¥ë¬¨ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¢á¥ à §®áâ¨á®¡áâ¢¥ëå ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 à ¢ë ã«î.4. �®¢¥àè¥®   «®£¨ç® â¥®à¥¬¥ 2 ¨¬¥¥â ¬¥áâ®�¥®à¥¬  4. Ǒãáâì P1 | ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ®£à ¨ç¥-ë© ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®© ¨ â ª®©, çâ® ¨ª ª ï ¥£® ¢ãâà¥ïï, â. ¥. ¥«¥� é ï   £à ¨æ¥, ¢¥àè¨  ¥ á®¥¤¨ï¥âáï á £à ¨æ¥© ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤¨¬à¥¡à®¬. �®£¤ , ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª P2 ¨¬¥¥â â® �¥ áâà®¥¨¥, çâ® P1, ¨ ã£-«ë   á®®â¢¥âáâ¢¥ëå £à ïå ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨ å¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 à ¢ë, â® à ¢ë â ª�¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ¨åá®®â¢¥âáâ¢¥ëå à¥¡à å.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨á®¥¤¨¨¬ ª ¬®£®£à ¨ªã P1 ¥á®¡áâ¢¥ãî ¢¥àè¨-ã, ®â®�¤¥áâ¢¨¢ á ¥© ¢áî £à ¨æã ¬®£®£à ¨ª  P1; ª íâ®© ¢¥àè¨¥ ¡ã¤ãâ¯®¤å®¤¨âì ¢á¥ à¥¡à , ¨¤ãé¨¥ ¨§ãâà¨ ª £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª . � à¥§ã«ì-â â¥ ¯®«ãç¨¬  ¡áâà ªâë© ý¬®£®£à ¨ªþ, £®¬¥®¬®àäë© áä¥à¥. �®£¤ ¡ãª¢ «ì®¥ ¯®¢â®à¥¨¥ à ááã�¤¥¨©, ¯à¨¬¥¥ëå ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥-¬ë 2, ¯à¨¢®¤¨â ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 4 10).� ¬¥â¨¬, çâ® â¥®à¥¬  4 ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï ª ª â¥®à¥¬ã 1, â ª ¨ â¥®-à¥¬ã 2. �á«¨ ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 | § ¬ªãâë¥ ¨ ¨å á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ã£«ë   £à ïå à ¢ë, â®, áà¥§ ï ã£«ë ¢®ªàã£ ®¤®© ¢¥àè¨ë, ¯®«ãç¨¬¬®£®£à ¨ª¨ P ′1, P ′2 á £à ¨æ ¬¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 4.�á«¨ �¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 | ¡¥áª®¥çë¥, â®, ®âà¥§ ¢ ®â ¨å ¡¥áª®-¥çë¥ ªãáª¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥©, ¥ § ¤¥¢ ï ¢¥àè¨, ¯®«ãç¨¬ ®¯ïâì-â ª¨¬®£®£à ¨ª¨ P ′1, P ′2, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 4. �«ï ¬®£®-£à ¨ª®¢, ®£à ¨ç¥ëå ¥áª®«ìª¨¬¨ § ¬ªãâë¬¨ «®¬ ë¬¨, ¯à¨è«®áì¡ë ¢¢®¤¨âì ¥áª®«ìª® ¥á®¡áâ¢¥ëå ¢¥àè¨,   â®£¤  ãâ®ç¥ ï «¥¬¬  �®-è¨ ¥ ¯à¨¢®¤¨â ¨ ª ª ª®¬ã à¥§ã«ìâ âã. �¤¥áì ã�ë ¥é¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ãá«®¢¨ï, ® ¢®¯à®á ® â®¬, ª ª¨¥ ¨¬¥®, ®áâ ¥âáï á®¢¥àè¥® ®âªàëâë¬.
§ 3. �¤¨áâ¢¥®áâì ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©1. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥, â ª �¥ ª ª ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬, ª ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à -¨ª ¬ ¯à¨ç¨á«ïîâáï â ª�¥ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨.�á«¨ â®çª¨ X, Y «¥� â á à §ëå áâ®à® â ª®£® ¢ëà®�¤ îé¥£®áï ¬®£®-£à ¨ª  P , â® à ááâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨ ¨§¬¥àï¥âáï ¤«¨®© á ¬®© ª®à®âª®©10)� ¢ë¢®¤ å ® ç¨á«¥ ¯¥à¥¬¥ § ª  ¨£à ¥â à®«ì â®«ìª® ¢ë¯ãª«®áâì ¬®£®£à ëåã£«®¢,   ¯®â®¬ã ¤®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ã ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2 ¡ë«¨ ¢ë¯ãª«ë¬¨¢á¥ ¬®£®£à ë¥ ã£«ë; á ¬¨ �¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¥¢ë¯ãª«ë¬¨. � ª¨¥ ¬®-£®£à ¨ª¨ ¬®�®  §¢ âì «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ë¬¨. Ǒ®«ë© ¬®£®£à ¨ª, ï¢«ïîé¨©áï«®ª «ì® ¢ë¯ãª«ë¬, | § ¢¥¤®¬® ¢ë¯ãª«ë©, ® ¥á«¨ ¥áâì £à ¨æ , â® ® ¬®�¥â ¡ëâì ¨¥¢ë¯ãª«ë¬ ¢ æ¥«®¬.



166 �. �. �����������«®¬ ®©, ¯à®å®¤ïé¥© ®â X ¤® ªà ï P ¨ ¤ «¥¥ ª Y (á¬. à¨á. 80). � ª¨¬®¡à §®¬, ¥á«¨ â®çª¨ X ¨ Y á®¢¯ ¤ îâ, ® áç¨â îâáï «¥� é¨¬¨ á à §ëåáâ®à®, â® à ááâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨ ¥ à ¢® ã«î. �®ª § â¥«ìáâ¢ã à ¢¥-áâ¢  ¬®£®£à ¨ª®¢ á ®¤¨ ª®¢ë¬¨ à §¢¥àâª ¬¨ ¯à¥¤¯®è«¥¬ ¥ª®â®àë¥«¥¬¬ë. � ®â«¨ç¨¥ ®â ãá«®¢¨ï, ¯à¨ïâ®£® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, ¢ íâ¨å«¥¬¬ å ¯®¤ £à ï¬¨ ¬®£®£à ¨ª  ¯®¨¬ îâáï â®«ìª® ¥£® ¨áâ¨ë¥ £à ¨.�ëà®�¤¥ë© ¬®£®£à ¨ª á®áâ®¨â â®«ìª® ¨§ ¤¢ãå á®¢¯ ¤ îé¨å £à ¥©.�¥¬¬  1. �á«¨ «¨¨ï L   ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P ï¢«ï¥âáï ªà â-ç ©è¥© (â. ¥. á ¬®© ª®à®âª®© ¨§ ¢á¥å «¨¨©, á®¥¤¨ïîé¨å ¤ ë¥ â®çª¨),â® ®  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© «®¬ ãî, ¨¬¥îéãî ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® ®âà¥§ª   ª �¤®© £à ¨ 11).�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì â®çª¨X, Y ªà âç ©è¥© L «¥� â   £à ¨Q. �®£¤ ¯® ¢ë¯ãª«®áâ¨ £à ¨ Q   ¥© «¥�¨â ¯àï¬®«¨¥©ë© ®âà¥§®ª XY . �â®â®âà¥§®ª § ¢¥¤®¬® ¤ ¥â ªà âç ©è¥¥ á®¥¤¨¥¨¥ â®ç¥ª X ¨ Y , ¨ ¥á«¨ ¡ë ãç -áâ®ª ⌢
XY «¨¨¨ L ¥ á®¢¯ ¤ « á ®âà¥§ª®¬ XY , â®, § ¬¥ïï ¥£® íâ¨¬ ®â-à¥§ª®¬, ¬ë á®ªà â¨«¨ ¡ë «¨¨î L ¢®¯à¥ª¨ â®¬ã, çâ® ®  | ªà âç ©è ï.�âáî¤  ïá®, çâ® ¢áï ç áâì «¨¨¨ L, «¥� é ï   Q, á¢®¤¨âáï ª ®¤®¬ã®âà¥§ªã.�¥¬¬  2. �á«¨ ¡¥áª®¥ç ï ¢ ®¤ã áâ®à®ã «¨¨ï L   ¡¥áª®¥ç®¬ ¢ë-¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P ï¢«ï¥âáï ªà âç ©è¥©   ¢áïª®¬ á¢®¥¬ ®âà¥§ª¥, â®, ç¨ ï á ¥ª®â®à®© â®çª¨, ®  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®«ã¯àï¬ãî, «¥� éãî  ¡¥áª®¥ç®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P .�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® «¥¬¬¥ 1 áª®«ì ã£®¤® ¤«¨ë© ãç áâ®ª «¨¨¨ L ¬®-�¥â ¨¬¥âì   ª �¤®© £à ¨ ¬ ªá¨¬ã¬ ®¤¨ ®âà¥§®ª. � ª ª ª ç¨á«® £à ¥©ª®¥ç®, â®,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®© â®çª¨, «¨¨ï L ¤®«�  ®áâ âìáï ¢ ¯à¥-¤¥« å ®¤®© £à ¨ Q,   â ª ª ª ®  | ªà âç ©è ï   ª �¤®¬ ®âà¥§ª¥ ¨¡¥áª®¥ç , â®   Q ®  ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«ã¯àï¬®©.�¥¬¬  3. �á«¨ ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 áª«¥¥ë ¨§ ®¤®© ¨ â®© �¥ à §-¢¥àâª¨ R, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥, â. ¥. á®åà ïîé¥¥ ¤«¨ë, ®â®¡-à �¥¨¥ ®¤®£® ¨§ ¨å   ¤àã£®©.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª �¤®© â®çª¥ X à §¢¥àâª¨ R ®â¢¥ç îâ â®çª¨ X1, X2¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2, â ª çâ® ª �¤®© â®çª¥ X1   P1 ®â¢¥ç ¥â â®çª 

X2   P2. �â® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¡ã¤¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬, ¯®â®¬ã çâ® ¢áïª¨¥ ¤¢¥á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤àã£ ¤àã£ã «¨¨¨ L1 ¨ L2   P1 ¨ P2 ®â¢¥ç îâ ®¤®© ¨ â®©�¥ «¨¨¨ L   à §¢¥àâª¥ R ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥îâ ®¤ã ¨ âã �¥ ¤«¨ã.� á¨«ã «¥¬¬ë 3 ¢®¯à®á ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢, áª«¥¥ëå ¨§ ®¤®©à §¢¥àâª¨, á¢®¤¨âáï ª ¢®¯à®áã ® à ¢¥áâ¢¥ ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®£à ¨ª®¢.11)Ǒ®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® à¥çì ¨¤¥â ® ¯®«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ ¨«¨ ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®â ª®¬, ¢á¥ £à ¨ ª®â®à®£® ¢ë¯ãª«ë¥. � ç¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ «¥¬¬ë ¬®�¥â ®ª § âìáï ¥¢¥à-ë¬, ª ª ¬®�® ã¡¥¤¨âìáï   ¯à®áâëå ¯à¨¬¥à å.



��. III: § 3. �������������� Ǒ�� �������� ��������� 167�¥¬¬  4. Ǒãáâì ¤ ® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®-£à ¨ª  P1   ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P2 ¨ ®¡à â®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ−1 P2  P1. �¡à §ë £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P1,  «¥£ ï   £à ¨ ¬®£®£à ¨ª 
P2, à §¡¨¢ îâ ¨å   ú®¢ë¥û £à ¨, ¨ ®¡à â®, ®¡à §ë £à ¥© ¬®£®£à -¨ª  P2 à §¡¨¢ îâ P1 â ª�¥   ú®¢ë¥û £à ¨. �â¢¥à�¤ ¥âáï, çâ® ¢ à¥-§ã«ìâ â¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ®ª §ë¢ îâáï ®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ë¬¨ ¨§à ¢ëå ®¢ëå £à ¥©.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì Q1 | £à ì ¬®£®£à ¨ª  P1 ¨ ϕ(Q1) | ¥¥ ®¡à §  ¬®£®£à ¨ª¥ P2. Ǒãáâì ϕ(Q1) å®âï ¡ë ®âç áâ¨  «¥£ ¥â   £à ì R2

X2

S2

R2

Y2

ϕ(Q1)

�¨á. 83

¬®£®£à ¨ª  P2, â ª çâ® ¨¬¥¥âáï ¨å ®¡-é ï ç áâì S2 = R2 ∩ ϕ(Q1). Ǒ®ª �¥¬, çâ®
S2 ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª (à¨á. 83).Ǒãáâì X2, Y2 | â®çª¨ ¨§ S2,   X1, Y1 |â¥ â®çª¨   £à ¨ Q1, ª®â®àë¥ ¯¥à¥å®¤ïâ¯à¨ ®â®¡à �¥¨¨ ϕ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ X2 ¨
Y2. Ǒ® ¢ë¯ãª«®áâ¨ £à ¨ Q1 ®âà¥§®ª X1Y1¯à¨ ¤«¥�¨â ¥©,   ¯®â®¬ã ¥£® ®¡à § ϕ(X1Y1)á®¤¥à�¨âáï ¢ ϕ(Q1). � ª ª ª ®âà¥§®ª X1Y1¥áâì ªà âç ©è ï   P1, â® ¢ á¨«ã ¨§®¬¥âà¨ç-®áâ¨ ®â®¡à �¥¨ï ϕ «¨¨ï ϕ(X1Y1) ¡ã¤¥âªà âç ©è¥©   P2 ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ X2, Y2.�® íâ¨ â®çª¨ «¥� â   ®¤®© £à ¨ R2; á«¥-¤®¢ â¥«ì®, ªà âç ©è ï ¬¥�¤ã ¨¬¨   P2¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯àï¬®«¨¥©ë© ®âà¥§®ª X2Y2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®âà¥§®ª
X2Y2 á®¤¥à�¨âáï ®¤®¢à¥¬¥® ¢ ϕ(Q1) ¨ ¢ R2,   â¥¬ á ¬ë¬ ¨ ¢ S2, ç¥¬¤®ª §   ¢ë¯ãª«®áâì ¬®£®ã£®«ì¨ª  S2.�¨£ãà  S2 = R2 ∩ϕ(Q1) ¢ëà¥§ ¥âáï ¨§ £à ¨ R2 ®¡à § ¬¨ à¥¡¥à, ®£à ¨-ç¨¢ îé¨å £à ì Q1. � ª ª ª à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  ï¢«ïîâáï   ¥¬ ªà â-ç ©è¨¬¨ «¨¨ï¬¨, â® ¯® ¨§®¬¥âà¨ç®áâ¨ ®â®¡à �¥¨ï ϕ ¨å ®¡à §ë â ª�¥¡ã¤ãâ ªà âç ©è¨¬¨. �¡à §ë ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à ¡ã¤ãâ ¡¥áª®¥çë¬¨, ªà â-ç ©è¨¬¨   ¢áïª®¬ ãç áâª¥. Ǒ®íâ®¬ã   ®á®¢ ¨¨ «¥¬¬ 1 ¨ 2 ç áâì ®¡à § ª �¤®£® à¥¡à , «¥� é ï   £à ¨ R2, ¥áâì ®âà¥§®ª ¨«¨ ¯®«ã¯àï¬ ï (¥á«¨à¥¡à® ¡¥áª®¥ç®). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ä¨£ãà  S2 ¢ëà¥§ ¥âáï ¨§ R2 ª®¥çë¬ç¨á«®¬ ®âà¥§ª®¢ ¨, ¬®�¥â ¡ëâì, ¥é¥ ¯®«ã¯àï¬ëå ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âá®¡®© ¬®£®ã£®«ì¨ª, ª®¥çë© ¨«¨ ¡¥áª®¥çë©. � ª ª ª £à ¥© ã ¬®-£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 | ª®¥ç®¥ ç¨á«®, â® ç¨á«® ¢á¥å ¯¥à¥á¥ç¥¨© £à ¥©¬®£®£à ¨ª  P2 á ®¡à § ¬¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P1 ª®¥ç®. Ǒ® ¤®-ª § ®¬ã ª �¤®¥ â ª®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, ¨ â¥¬á ¬ë¬ ¬®£®£à ¨ª P2 ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®¤à §¤¥«¥ë¬   ª®¥ç®¥ ç¨á«®¢ë¯ãª«ëå ®¢ëå £à ¥©. � áá¬ âà¨¢ ï ®¡à â®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ−1 ¬®£®-£à ¨ª  P2   P1, â®ç® â ª �¥ ¯®«ãç¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª P1 à §¡¨¢ ¥âáï



168 �. �. �����������  ª®¥ç®¥ ç¨á«® ¢ë¯ãª«ëå ®¢ëå £à ¥©. Ǒ®ª �¥¬, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ ϕ¯¥à¥¢®¤¨â ®¢ë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P1 ¢ ®¢ë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P2.Ǒãáâì S1 | ®¢ ï £à ì   ¬®£®£à ¨ª¥ P1; ®  ¥áâì ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥ª®-â®à®© ¥£® £à ¨ Q1 á ®¡à §®¬ ¥ª®â®à®© £à ¨ R2 ¬®£®£à ¨ª  P2 ¯à¨®¡à â®¬ ®â®¡à �¥¨¨ ϕ−1:
S1 = Q1 ∩ ϕ−1(R2).�® â®£¤  ϕ(S1) = ϕ(Q1)∩R2, â. ¥. S1 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ®¢ãî £à ì S2   ¬®£®-£à ¨ª¥ P2, ï¢«ïîéãîáï ¯¥à¥á¥ç¥¨¥¬ ¥£® £à ¨ R2 á ϕ(Q1).�â ª, ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¯¥à¥¢®¤¨â ®¢ë¥ £à ¨   P1 ¢ ®¢ë¥ £à ¨  

P2,   â ª ª ª íâ® ®â®¡à �¥¨¥ | ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥, â® â¥¬ á ¬ë¬ P1 ¨ P2®ª §ë¢ îâáï ®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ë¬¨ ¨§ à ¢ëå £à ¥©.�á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë 4 ¢®¯à®á ® à ¢¥áâ¢¥ ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®£à ¨ª®¢á¢®¤¨âáï ª ¢®¯à®áã ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢, ®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ëå¨§ à ¢ëå ý®¢ëåþ £à ¥©.2. �¥®à¥¬  1. �á«¨ ¨¬¥¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ®¤®£® § ¬ª-ãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª    ¤àã£®©, â® íâ® ®â®¡à �¥¨¥ ¬®�® ®áã-é¥áâ¢¨âì ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬, â. ¥. á ¯®¬®éìî â ª®£®¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï á ®âà �¥¨¥¬ á®¢¬¥é îâáï â®çª¨, á®®â¢¥âáâ¢ãî-é¨¥ ¤àã£ ¤àã£ã ¢ á¨«ã ®â®¡à �¥¨ï ϕ 12).(�®£« á® «¥¬¬¥ 3, ¢ íâ®© â¥®à¥¬¥ ã�¥ á®¤¥à�¨âáï â¥®à¥¬  ® à ¢¥áâ¢¥§ ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ®¤¨ ª®¢ë¬¨ à §¢¥àâª ¬¨.)Ǒãáâì ¨¬¥¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ¨ª  P1   § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P2. �®£¤ , á®£« á®«¥¬¬¥ 4, P1 ¨ P2 ®ª §ë¢ îâáï ®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ë¬¨ ¨§ à ¢ëå ®¢ëå£à ¥©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¤àã£ ¤àã£ã ¯à¨ ®â®¡à �¥¨¨ ϕ. � ª ª ª íâ¨ ®-¢ë¥ £à ¨ à ¢ë, â®, ¢ ç áâ®áâ¨, ¨å ã£«ë á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë,   â®£¤ ¯® â¥®à¥¬¥ 1 § 2 ®ª §ë¢ îâáï à ¢ë¬¨ â ª�¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ á®®â-¢¥âáâ¢¥ëå (ý®¢ëåþ) à¥¡à å. �âáî¤  ã�¥ «¥£ª® § ª«îç¨âì (á¬. ¨�¥«¥¬¬ã 5), çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨ ¨å á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ í«¥¬¥âë (®¢ë¥£à ¨, à¥¡à  ¨ ¢¥àè¨ë) á®¢¬¥é îâáï ¯ãâ¥¬ ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï ¨®âà �¥¨ï. �® á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ í«¥¬¥âë ¨å | â¥, ª®â®àë¥ á®¯®áâ ¢«ïîâ-áï ®â®¡à �¥¨¥¬ ϕ, ¯®â®¬ã çâ® ®® ª ª à § ¯¥à¥¢®¤¨â ®¢ë¥ £à ¨   P1¢ ®¢ë¥ £à ¨   P2. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬. �áç¥à¯ë¢ îé¥¥ ®¡®á®¢ ¨¥ ¯®-á«¥¤¥£® ¢ë¢®¤  á®¤¥à�¨âáï ¢ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥:12)�â  â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï ¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ®áâà®© ¯® ä®à¬¥, ç¥¬ ¯à®áâ®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2, ¯®â®¬ã çâ® ¥á«¨ P1 ¨ P2 à ¢ë, â® ®¨ á®¢¬¥é îâáï¯ãâ¥¬ ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï, ®  ¯à¨®à¨ ¥é¥ ¥ ïá®, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ¡ã¤ãâá®¢¬¥é âìáï ¨¬¥® â¥ ¨å í«¥¬¥âë, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¤àã£ ¤àã£ã ¯à¨ ¤ ®¬®â®¡à �¥¨¨ ϕ.



��. III: § 3. �������������� Ǒ�� �������� ��������� 169�¥¬¬  5. �á«¨ ¨¬¥¥âáï â ª®¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª  P1   ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P2, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ®â®¡à -�¥¨¨ ú®¢ë¥û £à ¨ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ ú®¢ë¥û £à ¨ ¨ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨á®®â¢¥âáâ¢¥ëå (®¢ëå) à¥¡à å à ¢ë, â® ϕ ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì ¤¢¨�¥¨-¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬.Ǒãáâì Q1 | ª ª ï-«¨¡® ®¢ ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  P1, a Q2 | á®®â¢¥â-áâ¢ãîé ï ¥© £à ì   P2. � ª ª ª ®â®¡à �¥¨¥ ϕ | ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥, â®
Q1 ¨ Q2 áãâì à ¢ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ¨ ¯ãâ¥¬ ¤¢¨�¥¨ï Q1 ¬®�®  «®-�¨âì   Q2 â ª, çâ®¡ë ª �¤ ï â®çª  Q1 á®¢¯ «  ¨¬¥® á â®© â®çª®©  
Q2, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥© ¯à¨ ®â®¡à �¥¨¨ ϕ 13). � à¥§ã«ìâ â¥ à¥¡à £à ¨ Q1 á®¢¯ ¤ãâ á á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬¨ à¥¡à ¬¨ £à ¨ Q2. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ®ª �ãâáï ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â ¯«®áª®áâ¨ ¨å ®¡é¥©£à ¨ Q1 = Q2, â® ®âà §¨¬ P1 ¢ íâ®© ¯«®áª®áâ¨. �®£¤ , â ª ª ª ¤¢ã£à ë¥ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå à¥¡à å à ¢ë, â® ¢á¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P1,á¬¥�ë¥ á Q1,  «ï£ãâ   á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P2 ¨ ¤ �¥á®¢¯ ¤ãâ á ¨¬¨.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ã íâ¨å £à ¥© á®¢¯ ¤ îâ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ à¥¡à  ¨ ¢¥àè¨-ë, ®¡é¨¥ á £à ìî Q1 = Q2, ¨ ®¨ «¥� â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â íâ¨å à¥¡¥à.� â®£¤  ¨ ¢á¥ ¯à®ç¨¥ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ í«¥¬¥âë íâ¨å £à ¥© ¤®«�ë á®¢-¯ ¤ âì ¢ á¨«ã ¨§®¬¥âà¨ç®áâ¨ ®â®¡à �¥¨ï ϕ. Ǒ¥à¥å®¤ï ®â íâ¨å £à ¥© ªá¬¥�ë¬ ¨ â. ¤., ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¢á¥ í«¥¬¥âë ¬®£®£à ¨ª  P1 á®¢¯ ¤ îâá á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P2, â ª çâ® ®â®¡à �¥¨¥ ϕ®ª §ë¢ ¥âáï ®áãé¥áâ¢«¥ë¬ ¯ãâ¥¬ ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï.3. �¥®à¥¬  2. �á«¨ ¨¬¥¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P1 á ¯®«®© ªà¨¢¨§®©, à ¢®© 2π,   ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª P2, â® íâ® ®â®¡à �¥¨¥ ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬.� ª ª ª ¯®« ï ªà¨¢¨§  ¯à¨ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¬ ®â®¡à �¥¨¨ ¥ ¬¥ï¥âáï,â® ã ¬®£®£à ¨ª  P2 ®  â ª�¥ à ¢  2π. Ǒà¨¬¥ïï «¥¬¬ã 4, ¯®«ãç ¥¬,çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ë ¨§ à ¢ëå ®¢ëå £à -¥©. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ã£«ë   íâ¨å £à ïå á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë,   â®£¤  ¯®â¥®à¥¬¥ 3 § 2 à ¢ë â ª�¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå à¥¡à å.Ǒ®íâ®¬ã, ¯à¨¬¥ïï «¥¬¬ã 5, ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¤ ®¥ ®â®¡à �¥¨¥ P1   P2®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬.� ¬¥â¨¬, çâ®, ª ª ®ç¥¢¨¤®, ¢ â¥®à¥¬ å 1 ¨ 2 à¥çì ¬®�¥â ¨¤â¨ ®¡ ®â®¡à -�¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¬®£®   á¥¡ï, â ª çâ®,  ¯à¨¬¥à, § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª-«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¤®¯ãáª îé¨© ¥â®�¤¥áâ¢¥®¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à -�¥¨¥ á ¬®£®   á¥¡ï, ¥®¡å®¤¨¬® ®ª §ë¢ ¥âáï á¨¬¬¥âà¨çë¬.13)�â  ®£®¢®àª  | ¥ «¨èïï, ¥á«¨ £à ì Q1 ¤®¯ãáª ¥â ¤¢¨�¥¨ï, á®¢¬¥é îé¨¥ ¥¥á ¬®¥ á á®¡®©.
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§ 4. �¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á ªà¨¢¨§®©, ¬¥ìè¥© 2π1. � ª ª ª ªà¨¢¨§  ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯«®áª¨¬¨ ã£« ¬¨, â® ¨§ à -¢¥áâ¢  ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¤¢ãå ¬®£®£à ¨ª®¢ á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® ¨å ªà¨¢¨§,â ª çâ® ¥á«¨ ã ®¤®£® ¨§ ¨å ®  < 2π, â® ¨ ã ¤àã£®£® â ª �¥. �«ï à ¢¥-áâ¢  ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ®¤®£® à ¢¥áâ¢  ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¥é¥¥¤®áâ â®ç®, ª ª íâ® ¢¨¤®   ¯à¨¬¥à¥ ¨§£¨¡ ¨ï ¬®£®£à ®£® ã£« . �ª ç¥áâ¢¥ ¤®¯®«¨â¥«ì®£® ãá«®¢¨ï ¬®�® ¡ë«® ¡ë ¯®âà¥¡®¢ âì à ¢¥áâ¢ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¡¥áª®¥çëå à¥¡à å. �¤ ª® íâ®ãá«®¢¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï á«¨èª®¬ á¨«ìë¬, ¨ ¬®�® âà¥¡®¢ âì ¥áª®«ìª® ¬¥ì-è¥£®. �«ï ¢ëïá¥¨ï ¡®«¥¥ á« ¡®£® ãá«®¢¨ï á¤¥« ¥¬ ¥ª®â®àë¥ § ¬¥ç ¨ï.� ª �¥ ª ª ¢ § 2, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¨áâ¨ë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  à §-¡¨âë   ª®¥ç®¥ ç¨á«® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ª®â®àë¥ ¨ áç¨â îâáï ý£à ï¬¨þ.� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ áà¥¤¨ ¢¥àè¨ ¨ à¥¡¥à ¬®£ãâ ¡ëâì ¨ ý¥ áâ®ïé¨¥þ.

Q

P

R
q

r�¨á. 84
Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®-£®£à ¨ª. � §®¡ì¥¬ ¥£® ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡-à    ª« ááë, ®â®áï ¢ ®¤¨ ª« áá ª �¤ë¥¤¢  ¯ à ««¥«ìëå à¥¡à  q ¨ r, ¥á«¨ ®¨ ¯à¨- ¤«¥� â ®¤®© £à ¨ ¨«¨ ¬¥�¤ã ¨¬¨ ¥áâì¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à, ¨§ª®â®àëå «î¡ë¥ ¤¢  á®á¥¤¨å ¯à¨ ¤«¥� â¯®¯ à® ®¤®© £à ¨ (à¨á. 84). �á«¨ �¥ â -ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¥â, â® à¥¡à  q ¨ r¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¢å®¤ïé¨¬¨ ¢ à §«¨çë¥ ª« á-áë, å®âï ¡ë íâ¨ à¥¡à  ¨ ¡ë«¨ ¯ à ««¥«ìë¤àã£ ¤àã£ã. �®�® ¯®ª § âì, çâ® íâ®â á«ã-ç © ¢®§¬®�¥ â®«ìª® ¤«ï ¥ áâ®ïé¨å à¥-¡¥à, «¥� é¨å   ¯ à ««¥«ìëå £à ïå. �¤ ª® íâ® § ¬¥ç ¨¥ ¥ ¨¬¥¥â¤«ï ¤ «ì¥©è¥£® ¨ª ª®£® § ç¥¨ï.Ǒãáâì α1, . . . , αn | ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ¢á¥å à¥¡à å p1, . . . , pn ®¤®£®ª« áá . �â®¬ã ª« ááã ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¥£® ý¤¢ã£à ®£® ã£« þ ®â¥á¥¬ ç¨á«®

α = π −
n∑

i=1(π − αi). (1)�¤¥áì π−αi ¥áâì, ®ç¥¢¨¤®, ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ã£®« ¬¥�¤ã ®à¬ «ï¬¨ ª £à -ï¬, áå®¤ïé¨¬áï ¢ à¥¡à¥ pi,   π − α | ã£®« ¬¥�¤ã ®à¬ «ï¬¨ ª £à -ï¬, ¯à¨«¥£ îé¨¬ ¨§¢¥ ª ªà ©¨¬ à¥¡à ¬ ¤ ®£® ª« áá  (£à ¨ Q, Rà¨á. 84). � ¬ �¥ ã£®« α ¥áâì ã£®« ¬¥�¤ã á ¬¨¬¨ íâ¨¬¨ £à ï¬¨. � ¢¥-áâ¢® π − α = ∑(π − αi) á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¢á¥ à¥¡à  pi ¯ à ««¥«ìë ¨,á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ ãª § ë¥ ®à¬ «¨ ª®¬¯«  àë.



��. III: § 4. ����������� ������������� � ��������� < 2π 171�á«¨ ¬®£®£à ¨ª P ¡¥áª®¥ç® ¯®¤®¡® á�¨¬ âì ª ª ª®©-«¨¡® â®çª¥,â® ® ¯¥à¥©¤¥â ¢ á¢®© ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V . Ǒà¨ íâ®¬ ¯ à ««¥«ìë¥ à¥¡à á®«ìîâáï ¨ à¥¡à  ®¤®£® ª« áá  ¤ ¤ãâ   V ®¤® à¥¡à® p. � íâ®¬ à¥¡à¥á®©¤ãâáï £à ¨ ã£«  V , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª , ¯à¨«¥£ -îé¨¬ ¨§¢¥ ª ªà ©¨¬ à¥¡à ¬ ¤ ®£® ª« áá . �¢ã£à ë© ã£®« ¬¥�¤ã¨¬¨ ¡ã¤¥â â®â �¥ α. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ý¤¢ã£à ë© ã£®«þ ª« áá  à¥¡¥à ¥áâì¥ çâ® ¨®¥, ª ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¤¢ã£à ë© ã£®« ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V .�£®« V ¬®�¥â ¢ëà®�¤ âìáï ¢ ¯«®áª¨© ã£®«, ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª P ¨¬¥¥â¯ à ««¥«ìë¥ £à ¨. �®£¤  V á«¥¤ã¥â áç¨â âì ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë¬ ¨ à §-«¨ç âì à¥¡à    ®¤®© ¨   ¤àã£®© ¥£® áâ®à®¥. (�ë ¥ ¢¤ ¥¬áï ¢ áâà®£®¥®¡®á®¢ ¨¥ íâ®£® § ¬¥ç ¨ï, ¯®â®¬ã çâ® ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¤®áâ â®ç® ¨¬¥âì¢ ¢¨¤ã ä®à¬ «ì®¥ ¯®ïâ¨¥ ¤¢ã£à ®£® ã£«  ª« áá  ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à.)�á«¨ ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢®¥ áâà®¥¨¥ ¨á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë¥ ¯«®áª¨¥ ã£«ë, â® ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨-ª  P1, ¢å®¤ïé¨¬ ¢ ®¤¨ ª« áá, ®â¢¥ç îâ   P2 â ª�¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à ®¤®£® ª« áá , ¨ ®¡à â®. �« ááë à¥¡¥à,   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬¨ à¥¡à  ¯à¥¤¥«ì-ëå ã£«®¢ V1 ¨ V2, ®ª §ë¢ îâáï, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¬á®®â¢¥âáâ¢¨¨.�®¯®«¨â¥«ì®¥ ãá«®¢¨¥, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¥¥ à ¢¥áâ¢® ¤¢ã£à ëå ã£«®¢¯à¨ à ¢¥áâ¢¥ ¯«®áª¨å ã£«®¢, ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª:�¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ª« áá å à¥¡¥à, â. ¥. ¯à¨ á®®â¢¥â-áâ¢¥ëå pe¡pax ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢, ¤®«�ë ¡ëâì à ¢ë 14).�á«¨   ¬®£®£à ¨ª å ¥â ¯ à ««¥«ìëå ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à, â® íâ®ãá«®¢¨¥ á¢®¤¨âáï, ª®¥ç®, ª ¯à®áâ®¬ã à ¢¥áâ¢ã ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨¢á¥å á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¡¥áª®¥çëå à¥¡à å.2. �®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¢¢¥¤¥®¥ ãá«®¢¨¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¤®áâ â®ç®:�¥®à¥¬  1. �á«¨ ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ®¤¨ -ª®¢®£® áâà®¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¯«®áª¨¥ ã£«ë à ¢ë ¨ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ª« áá å ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à â ª�¥ à ¢ë, â® ¨ ¢á¥ á®-®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ à ¢ë.14)�£«ë   £à ïå ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯«®áª¨¬¨ ã£« ¬¨ ¬®£®£à ¨ª 
P : ®¨ à ¢ë ã£« ¬ ¬¥�¤ã ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £à ¥© ¬®£®£à -¨ª . Ǒ®íâ®¬ã ¨§ à ¢¥áâ¢  ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢®¯«®áª¨å ã£«®¢   £à ïå ¨å ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢ V1 ¨ V2. �®£¤  à ¢¥áâ¢® ¤¢ã£à ëåã£«®¢ ã V1 ¨ V2 ¯à¨¢®¤¨â ª à ¢¥áâ¢ã á ¬¨å V1 ¨ V2. �¬¥áâ¥ á â¥¬, ¯®áª®«ìªã ¯«®áª¨¥ã£«ë ã V1 ¨ V2 | ®¤¨ ¨ â¥ �¥, ¨å ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¥ ¢á¥ ¥§ ¢¨á¨¬ë. �«ï à ¢¥áâ¢ ¢á¥å ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¤®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì à ¢¥áâ¢  ¨å ¢á¥å, ªà®¬¥ âà¥å á®á¥¤¨å.(�â® «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã ¢ë¯ãª«®áâì ã£«®¢ V1 ¨ V2.) � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®áâ ¢-«¥®¥ ãá«®¢¨¥ ¬®�® ®á« ¡¨âì; ¢ ç áâ®áâ¨, ¤«ï âà¥å£à ëå ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢ ®®¢®®¡é¥ ®ª §ë¢ ¥âáï «¨è¨¬. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ã ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 ¨¬¥îâáï â®«ìª®âà¨ ª« áá  à¥¡¥à, â® ¤«ï à ¢¥áâ¢  ¢á¥å ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¤®áâ â®ç® ®¤®£® à ¢¥áâ¢ ¢á¥å ¯«®áª¨å ã£«®¢.



172 �. �. �����������Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. Ǒà¨-á®¥¤¨¨¬ ª íâ¨¬ ¬®£®£à ¨ª ¬ ¥á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥àè¨ë, áç¨â ï à¥¡à ®¤®£® ª« áá  áå®¤ïé¨¬¨áï ¢ ®¤®© ¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨¥. �â¨ ¢¥àè¨ë¡ã¤¥¬ áç¨â âì á®á¥¤¨¬¨, ¥á«¨ ®¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª« áá ¬ à¥¡¥à, ®ª §ë¢ -îé¨¬áï á®á¥¤¨¬¨ ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¡¥áª®¥ç®© ç áâ¨ ¬®£®£à ¨ª .�®á¥¤¨¥ ¥á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥àè¨ë á®¥¤¨¨¬ ¥á®¡áâ¢¥ë¬¨ à¥¡à ¬¨. �â-¬¥â¨¬ à¥¡à  § ª ¬¨ + ¨«¨ − ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â § ª  à §®áâ¨ ¤¢ã£à ëåã£«®¢; à¥¡à  á à ¢ë¬¨ ¤¢ã£à ë¬¨ ã£« ¬¨,   â ª�¥ ¥á®¡áâ¢¥ë¥ à¥¡à ®áâ ¢¨¬ ¥®â¬¥ç¥ë¬¨. �¥àè¨ë, ª ª®â®àë¬ ¯®¤å®¤ïâ ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à ,¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®â¬¥ç¥ë¬¨.� ª �¥ ª ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1 § 2, ¬®�® à §«¨ç âì á®¡áâ¢¥ë¥¢¥àè¨ë ¤¢ãå à®¤®¢:  áâ®ïé¨¥ ¨ ¥ áâ®ïé¨¥. Ǒ®¢â®àïï à ááã�¤¥¨ï,¯à¨¢¥¤è¨¥ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ã¯®¬ïãâ®© â¥®à¥¬ë, ¬®�® ¨áª«îç¨âì ¢á¥¥ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨ë, ¯à¨ ª®â®àëå ¥â ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª®¢,   â ª�¥¢á¥ ý¥®â¬¥ç¥ë¥þ ¢¥àè¨ë. Ǒ®á«¥ íâ®£® ¢®ªàã£ ª �¤®© ¨§ ®áâ ¢è¨åáïá®¡áâ¢¥ëå ¢¥àè¨ ¡ã¤¥â ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª®¢. �¥á®¡áâ¢¥ë¥¢¥àè¨ë, ®áâ ¢è¨¥áï ¥®â¬¥ç¥ë¬¨, â ª�¥ ¬®�® ¨áª«îç¨âì.Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¯à¨ ý¯®«ã®¡å®¤¥þ ¢®ªàã£ ®â¬¥ç¥®© ¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥à-è¨ë ®â ®¤®£® ¥á®¡áâ¢¥®£® à¥¡à  ª ¤àã£®¬ã ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ®¤®©¯¥à¥¬¥ë § ª . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì α(1)1 , . . . , α
(1)
n | ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë¯à¨ â¥å à¥¡à å, ª®â®àë¥ áå®¤ïâáï ¢ â ª®© ¢¥àè¨¥ A1   ¬®£®£à ¨ª¥ P1,  α(2)1 , . . . , α

(2)
n | á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¬®£®£à ¨ª  P2. Ǒ®ä®à¬ã«¥ (1) ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ª« áá å íâ¨å à¥¡¥à ¡ã¤ãâ
α(1) = π −

∑(π − α(1)i ), α(2) = π −
∑(π − α(2)i ).�® ¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë ®¨ à ¢ë α(1) = α(2). �âáî¤ 

∑

α
(1)
i =∑α

(2)
i ¨«¨ ∑(α(1)i − α(2)i ) = 0.�«¥¤®¢ â¥«ì®, à §®áâ¨ α(1)i − α(2)i «¨¡® ¢á¥ à ¢ë ã«î, «¨¡® ¬¥ïîâ§ ª ¥ ¬¥¥¥ ®¤®£® à § .�®§ì¬¥¬ â¥¯¥àì ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà P ′1 ¬®£®£à ¨ª  P1. �  ¥£® à¥¡à å¯®áâ ¢¨¬ § ª¨, ®¡à âë¥ § ª ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª P1.�â®�¤¥áâ¢¨¢ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¥á®¡áâ¢¥ë¥ à¥¡à  ¨ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à -¨ª®¢ P1 ¨ P ′1, ¯®«ãç¨¬  ¡áâà ªâë© ý¬®£®£à ¨ªþ P1 + P ′1, £®¬¥®¬®àä-ë© áä¥à¥. �  ¥¬ ¢®ªàã£ ¢áïª®© ®â¬¥ç¥®© á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨ë ¨¬¥¥âáï¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª , ¯®â®¬ã çâ® â ª ®¡áâ®¨â ¤¥«®   ¬®£®£à -¨ª¥ P1. � «¥¥, ¯à¨ ¢áïª®© ¥á®¡áâ¢¥®© ®â¬¥ç¥®© ¢¥àè¨¥ ¬®£®£à -¨ª  P1 ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  ¯¥à¥¬¥  § ª ,     P ′1 § ª¨ à¥¡¥à ®¡à âë¥.



��. III: § 4. ����������� ������������� � ��������� < 2π 173Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨ë   ý¬®£®£à ¨ª¥þ
P1 + P ′1 ¨¬¥¥âáï â ª�¥ ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª : ¯® ®¤®© ¯à¨ ¯à®-å®�¤¥¨¨ ¯® P1 ¨ P ′1 ¨ ¤¢¥ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â P1 ª P ′1, ¨ ®¡à â®.�â ª, ¢®ªàã£ ¢áïª®© ®â¬¥ç¥®© ¢¥àè¨ë ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥-à¥¬¥ § ª . �® á®£« á® «¥¬¬¥ �®è¨ íâ® ¥¢®§¬®�®, â ª çâ® ®â¬¥ç¥ëå¢¥àè¨ ¥ ¤®«�® ¡ëâì ¢®¢á¥. �ã�® «¨èì ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¬®£®£à ¨ª
P1 + P ′1 ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨ íâ®© «¥¬¬ë.� ª¨å ãá«®¢¨© ¤¢ : ¬®£®£à ¨ª £®¬¥®¬®àä¥ áä¥à¥ ¨ ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¥£®¢¥àè¨ë A, B ¥ á®¥¤¨¥ë ¤¢ã¬ï à¥¡à ¬¨. Ǒ¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«¥®.�â®à®¥ ãá«®¢¨¥, ®ç¥¢¨¤®, ¢ë¯®«¥®, ¥á«¨ ¢¥àè¨ë A, B ®¡¥ á®¡áâ¢¥ë¥¨«¨ ®¡¥ ¥á®¡áâ¢¥ë¥. �á«¨ �¥ A á®¡áâ¢¥ ï,   B ¥á®¡áâ¢¥ ï, â® à¥¡à®
AB ¥áâì ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª  P1 (¨«¨ P ′1) ¨ ¢ ¢¥àè¨¥ B ¬®-£ãâ áå®¤¨âìáï â®«ìª® à¥¡à  â®£® �¥ ª« áá . �¤ ª® ¢á¥ ®¨ ¯ à ««¥«ìë,  ¯®â®¬ã ¨§ ®¤®© ¢¥àè¨ë A ¢ ®¤ã ¨ âã �¥ ¥á®¡áâ¢¥ãî ¢¥àè¨ã ¥¬®£ãâ ¨áå®¤¨âì ¤¢  à §ëå à¥¡à .�«¥¤®¢ â¥«ì®, «¥¬¬  �®è¨ ¯à¨¬¥¨¬  ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .3. �¡à â¨¬áï â¥¯¥àì ª ãá«®¢¨î à ¢¥áâ¢  ¨§®¬¥âà¨çëå ¡¥áª®¥çëå¬®£®£à ¨ª®¢ á ªà¨¢¨§®© < 2π. �® á®¢¥àè¥®   «®£¨ç® ãá«®¢¨îâ¥®à¥¬ë 1. (� ¬¥â¨¬, çâ®, ª ª ¡ã¤¥â ¯®ª § ® ¢ § 2 £« ¢ë V, ¢áïª¨© ¡¥áª®-¥çë© ¬®£®£à ¨ª á ªà¨¢¨§®© < 2π ¤®¯ãáª ¥â ¥¯à¥àë¢®¥ ¨§£¨¡ ¨¥,â ª çâ® ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ãá«®¢¨¥ ¤«ï à ¢¥áâ¢  â ª¨å ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®-£à ¨ª®¢ ¢á¥£¤  ¥®¡å®¤¨¬®.)Ǒãáâì P1 | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¨ ϕ| ¥£® ¨§®¬¥âà¨ç¥-áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥   ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P2. �á«¨ ®â®¡à §¨âì P1   P2¨ ®¡à â®, â® ®¡à §ë ( áâ®ïé¨å) £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P1 à §®¡ìîâ ( -áâ®ïé¨¥) £à ¨ ¬®£®£à ¨ª P2, ¨ ®¡à â®. � à¥§ã«ìâ â¥ á®£« á® «¥¬¬¥ 4
§ 3 ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ®ª �ãâáï ®¤¨ ª®¢® á®áâ ¢«¥ë¬¨ ¨§ à ¢ëå®¢ëå £à ¥©. � ç áâ®áâ¨, ¨å ¡¥áª®¥çë¥ (®¢ë¥) £à ¨,   á«¥¤®¢ â¥«ì-®, ¨ ¡¥áª®¥çë¥ (®¢ë¥) 15) à¥¡à  ®ª �ãâáï ¯®áâ ¢«¥ë¬¨ ¢ ¯®¯ à®¥á®®â¢¥âáâ¢¨¥. �§ à ¢¥áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢¥ëå £à ¥© ïá®, çâ® £à ï¬ á ¯ -à ««¥«ìë¬¨ à¥¡à ¬¨ ¡ã¤ãâ ®â¢¥ç âì £à ¨ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ �¥ à¥¡à ¬¨.Ǒ®íâ®¬ã ª �¤®¬ã ª« ááã ¯ à ««¥«ìëå ¤àã£ ¤àã£ã à¥¡¥à   P1 ¡ã¤¥â ®â-¢¥ç âì ª« áá ¯ à ««¥«ìëå ¤àã£ ¤àã£ã à¥¡¥à   P2. � ¯®¬¨¬, çâ® ¤¢ã-£à ë¬ ã£«®¬ ¯à¨ ª« áá¥ â ª¨å à¥¡¥à ¬ë  §ë¢ ¥¬ ã£®« ¬¥�¤ã £à ï¬¨,¯à¨«¥£ îé¨¬¨ ¨§¢¥ ª ªà ©¨¬ à¥¡à ¬ ª« áá  (ª ª £à ¨ Q ¨ R à¨á. 84).�®¯®«¨â¥«ì®¥ ãá«®¢¨¥, ® ª®â®à®¬ ¨¤¥â à¥çì, á®áâ®¨â ¢ á«¥¤ãîé¥¬: ¤¢ã-£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª« áá å ¡¥áª®¥çëå (®¢ëå) à¥¡¥à¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 ¤®«�ë ¡ëâì à ¢ë.15)�®¥ç®, áà¥¤¨ ®¢ëå £à ¥© ¬®£ãâ ¡ëâì ¨ áâ àë¥, ¥á«¨ ®¨ ¥ à §¡¨¢ îâáï  ç áâ¨. �¤ ª® áà¥¤¨ ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à ¢á¥£¤  ¨¬¥îâáï, ¥á«¨ ¥ á ¬¨ áâ àë¥, â® ¨å¡¥áª®¥çë¥ ç áâ¨.



174 �. �. ������������ ç áâ®áâ¨, ¥á«¨   ¬®£®£à ¨ª å P1 ¨ P2 ¢®¢á¥ ¥â ¯ à ««¥«ìëå à¥-¡¥à, â® ãá«®¢¨¥ á¢®¤¨âáï ª â®¬ã, çâ® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¤®«�®¯¥à¥¢®¤¨âì ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P1 ¢ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®-£®£à ¨ª  P2 ¨ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¡¥áª®¥çëå à¥¡à å¤®«�ë ¡ëâì à ¢ë.� «ìè¥ ¬ë ¤ ¤¨¬ ãª § ®¬ã ãá«®¢¨î ¤àã£ãî, ¡®«¥¥  £«ï¤ãî ä®à¬ã,  á¥©ç á ¤®ª �¥¬ ¥£® ¤®áâ â®ç®áâì:�¥®à¥¬  2. �á«¨ ¨¬¥¥âáï â ª®¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®¤®£® ¡¥á-ª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª    ¤àã£®©, çâ® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ª« áá å ¡¥áª®¥çëå (®¢ëå) à¥¡¥à ®ª §ë¢ îâáï à ¢ë-¬¨, â® íâ® ®â®¡à �¥¨¥ ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨®âà �¥¨¥¬.Ǒ® «¥¬¬¥ 4 § 3 ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®¤®£® ¬®£®£à ¨ª   ¤àã£®© ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ ®ª §ë¢ îâáï ®¤¨ ª®¢® á®-áâ ¢«¥ë¬¨ ¨§ à ¢ëå ®¢ëå £à ¥©. � ç áâ®áâ¨, ã£«ë   ®¢ëå £à ïåá®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë,   â®£¤  ¢¢¨¤ã à ¢¥áâ¢  ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ á®-®â¢¥âáâ¢¥ëå ª« áá å ®¢ëå à¥¡¥à ¬®�® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© 1, ¢á¨«ã ª®â®à®© ¢á¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå à¥¡à å ®ª §ë¢ -îâáï à ¢ë¬¨. Ǒ®íâ®¬ã   ®á®¢ ¨¨ «¥¬¬ë 5 § 3 § ª«îç ¥¬, çâ® ¤ ®¥¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨-¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬.4. �¥¯¥àì ¯à¨¤ ¤¨¬ ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë 2 ¤àã£ãî ä®à¬ã, ¤«ï ç¥£® à á-á¬®âà¨¬ ¯à¥¤¥«ìë¥ ã£«ë V (P1) ¨ V (P2) ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P1¨ P2. � �¤®¬ã ª« ááã à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª  Pi ®â¢¥ç ¥â ¯ à ««¥«ì®¥ à¥¡à®
p ã£«  V (Pi), ¢ ª®â®à®¥ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢á¥ à¥¡à  ¤ ®£® ª« áá  ¯à¨ ¡¥áª®¥ç®¬¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¢ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«. �à ¨, ¯à¨«¥£ îé¨¥¨§¢¥ ª ªà ©¨¬ à¥¡à ¬ ¤ ®£® ª« áá , ¯¥à¥å®¤ïâ ¯à¨ íâ®¬ ¢ £à ¨ ¯à¥-¤¥«ì®£® ã£« , áå®¤ïé¨¥áï ¢ à¥¡à¥ p, â ª çâ® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¬¥�¤ã â¥¬¨¨ ¤àã£¨¬¨ £à ï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë. Ǒ®íâ®¬ã ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ®§ -ç ¥â, çâ® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå à¥¡à å ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢
V (P1) ¨ V (P2) ¤®«�ë ¡ëâì à ¢ë.�ã�®, ª®¥ç®, ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® ®¢®¬ã à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  Pi, ¯à®-å®¤ïé¥¬ã ¯® ¥£® ¡¥áª®¥ç®© £à ¨, ®â¢¥ç ¥â ¥  áâ®ïé¥¥ à¥¡à® ã£«  V (Pi),  ¥£® ®¡à §ãîé ï, ¯à®å®¤ïé ï ¯® ¥£® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à ¨. �¤ ª® ¯à¨ãá«®¢¨¨ à ¢¥áâ¢  ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ª �¤®¬ã  áâ®ïé¥¬ã à¥¡àã ã£«  V (P1)®â¢¥ç ¥â  áâ®ïé¥¥ à¥¡à® ã£«  V (P2), ¨ ®¡à â®. Ǒà¨ ¥ áâ®ïé¨å �¥à¥¡à å ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¢á¥£¤  à ¢ë π. Ǒ®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç® à áá¬ â-à¨¢ âì â®«ìª®  áâ®ïé¨¥ à¥¡à  ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢ V (P1) ¨ V (P2).�  áâ®ïé¥¬ à¥¡à¥ ã£«  V (Pi) áå®¤ïâáï ¥£® £à ¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £à -ï¬ ¬®£®£à ¨ª  Pi, ã ª®â®àëå ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¥ ¯ à ««¥«ìë. Ǒ®-íâ®¬ã ãá«®¢¨¥ ® à ¢¥áâ¢¥ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ â ª¨å à¥¡à å á¢®¤¨âáï



��. III: § 4. ����������� ������������� � ��������� < 2π 175¯à®áâ® ª â®¬ã, çâ® £à ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pi á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥ç-ë¬¨ à¥¡à ¬¨ ¤®«�ë á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ¤àã£ ¤àã£ã ¨ ®¡à §®¢ë¢ âì à ¢-ë¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë. �®®â¢¥âáâ¢¨¥ £à ¥© ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¤ ë¬ ¨§®-¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬ ϕ: ¡¥áª®¥ç ï £à ì Q2 á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨à¥¡à ¬¨   P2 ®â¢¥ç ¥â £à ¨ Q1   P1, ¥á«¨ ®¡à § £à ¨ Q1 ¯®ªàë¢ ¥â, å®-âï ¡ë ¨ ¥ æ¥«¨ª®¬, £à ì Q2. �¥¯®«®¥ ¯®ªàëâ¨¥ £à ¨ Q2 ®¡à §®¬ £à ¨
Q1 ¬®�¥â ¯à®¨áå®¤¨âì ®â â®£®, çâ® ç áâì Q2 ¬®�¥â  ¯à¨®à¨ á®®â¢¥âáâ¢®-¢ âì £à ¨ Q′1, ¯à¨«¥£ îé¥© ª Q1 ¨ ¨¬¥îé¥© ¯ à ««¥«ìë¥ ¡¥áª®¥çë¥à¥¡à . �¯à®ç¥¬, ¯®áª®«ìªã ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 ¬®£®£à ¨ª¨ ®ª §ë¢ îâáï¯à®áâ® à ¢ë¬¨,   á ¬®¬ ¤¥«¥ â ª®¥ ç áâ¨ç®¥ ¯®ªàëâ¨¥ ¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì¬¥áâ .5. Ǒà¨¤ ¤¨¬ ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë 2 ¥é¥ ®¢ãî ä®à¬ã, ¢ ª®â®à®© ®® ¡ã¤¥âä¨£ãà¨à®¢ âì ¤ «ìè¥, ¢ £« ¢¥ IV. �«ï íâ®£® á ç «  ¢¢¥¤¥¬ ¥ª®â®àë¥®¯à¥¤¥«¥¨ï.Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. �ã¤¥¬  §ë¢ âì «ã-ç®¬   P ¡¥áª®¥çãî ¢ ®¤ã áâ®à®ã «¨¨î, «¥� éãî   ¬®£®£à ¨ª¥
P ¨ ï¢«ïîéãîáï ªà âç ©è¥©   ¢áïª®¬ á¢®¥¬ ª®¥ç®¬ ®âà¥§ª¥.

L′ L″

L′

L″

�¨á. 85�â¨ «¨¨¨ ã�¥ à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ § 3 ¨ â ¬ ¢ «¥¬¬¥ 2 ¡ë«® ¤®ª § ®,çâ® ª �¤ ï â ª ï «¨¨ï,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®© â®çª¨, á¢®¤¨âáï ª ¯®«ã¯àï-¬®©, «¥� é¥©   ®¤®© ¨§ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P . Ǒãáâì L′¨ L′′ | ¤¢  «ãç    ¬®£®£à ¨ª¥ P . � ¤ ¤¨¬   P  ¯à ¢«¥¨¥ ®¡å®-¤ . �ã¤¥¬ à §¢®à ç¨¢ âì ¡¥áª®¥çë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª    ¯«®áª®áâì,¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¯à¨ª« ¤ë¢ ï ¨å ¤àã£ ª ¤àã£ã, ¢ ¯®àï¤ª¥ ®¡å®¤  ¬®£®-£à ¨ª ,  ç¨ ï ®â £à ¨,   ª®â®à®© «¥�¨â «ãç L′ (¨«¨ ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥¥£® ¡¥áª®¥ç ï ç áâì). �®£¤  «ãç¨ L′ ¨ L′′ ¤ ¤ãâ   ¯«®áª®áâ¨ ¤¢¥ ¯®«ã-¯àï¬ë¥ (à¨á. 85). �£®« ¬¥�¤ã íâ¨¬¨ ¯®«ã¯àï¬ë¬¨, ®âáç¨âë¢ ¥¬ë© ®â L′ª L′′ ¢ ãª § ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ ®¡å®¤ , ¬ë  §®¢¥¬ ã£«®¬ ¬¥�¤ã «ãç ¬¨ L′



176 �. �. �����������¨ L′′ (â®ç¥¥, íâ® ¡ã¤¥â ã£®« ®â L′ ¤® L′′ ¢ ¤ ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ ®¡å®¤ ; ¯à¨¤àã£®¬ �¥  ¯à ¢«¥¨¨ ®¡å®¤  ã£®« ¡ã¤¥â ¤àã£¨¬).�ç¥¢¨¤®, ¯®ïâ¨ï «ãç  ¨ ã£«  ¬¥�¤ã «ãç ¬¨ ¯à¨ ¤«¥� â ¢ãâà¥¥©£¥®¬¥âà¨¨ ¬®£®£à ¨ª . Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¬ ®â®¡à �¥¨¨ ®¤-®£® ¬®£®£à ¨ª    ¤àã£®© «ãç¨ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ «ãç¨ ¨ ã£«ë ¬¥�¤ã «ãç ¬¨á®åà ïîâáï.�®ª �¥¬ â¥¯¥àì á«¥¤ãîéãî «¥¬¬ã:�¥¬¬  1. Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, V (P ) |¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«.1) Ǒà¨ ¡¥áª®¥ç®¬ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¢ ã£®« V (P ) ª �-¤ë© «ãç L   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ®¡à §ãîéãî ã£«  V (P ) (â. ¥. ¢¯®«ã¯àï¬ãî, «¥� éãî   ã£«¥ V (P ) ¨ ¨áå®¤ïéãî ¨§ ¥£® ¢¥àè¨ë). �âã®¡à §ãîéãî ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¯à¥¤¥«ì®© ®¡à §ãîé¥© «ãç  L.2) � ª ¢áïª®¬ã «ãçã ®â¢¥ç ¥â ¯à¥¤¥«ì ï ®¡à §ãîé ï, â ª ¨ ®¡à â®,¢áïª ï ®¡à §ãîé ï ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì®© ¤«ï ª ª®£®-«¨¡® «ãç  (¨ ¤«ï ¢á¥å¯ à ««¥«ìëå ¤àã£ ¤àã£ã «ãç¥©).3) �£®« ¬¥�¤ã «ãç ¬¨ à ¢¥ ã£«ã ¬¥�¤ã ¨å ¯à¥¤¥«ìë¬¨ ®¡à §ãîé¨¬¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãç L,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®© â®çª¨, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¯®-«ã¯àï¬ãî, «¥� éãî   ®¤®© ¡¥áª®¥ç®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P . Ǒà¨¡¥áª®¥ç®¬ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ ª ¢¥àè¨¥ ã£«  V (P ) «î¡ ï ª®¥ç ï ç áâì¬®£®£à ¨ª  áå®¤¨âáï ª ¢¥àè¨¥ ã£«  V (P ),   ¢áïª ï ¯®«ã¯àï¬ ï áå®¤¨â-áï ª ¯ à ««¥«ì®© ¥© ¯®«ã¯àï¬®©, ¨áå®¤ïé¥© ¨§ ¢¥àè¨ë. Ǒ®íâ®¬ã ¨ «ãç
L áå®¤¨âáï ª â ª®© ¯®«ã¯àï¬®©, ç¥¬ ¤®ª § ® ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ «¥¬¬ë.� �¤®© £à ¨ ã£«  V (P ) ®â¢¥ç ¥â ¯ à ««¥«ì ï ¥© ¡¥áª®¥ç ï £à ì¬®£®£à ¨ª  P , ¨ ¢áïª®© ¯®«ã¯àï¬®©, «¥� é¥©   ®¤®© £à ¨, ¬®�®á®¯®áâ ¢¨âì ¯ à ««¥«ìãî ¯®«ã¯àï¬ãî   ¤àã£®©. Ǒ®íâ®¬ã ª �¤®© ®¡à -§ãîé¥© v ã£«  V (P ) ¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì ¯ à ««¥«ìãî ¯®«ã¯àï¬ãî L  ¬®£®£à ¨ª¥ P . �ç¥¢¨¤®, çâ® v ¡ã¤¥â ¯à¥¤¥«ì®© ®¡à §ãîé¥© ¤«ï L.�â¨¬ ¤®ª § ® ¢â®à®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ «¥¬¬ë | ®¡ ®¡à â®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ ®¡-à §ãîé¨å ¨ «ãç¥©.Ǒãáâì,  ª®¥æ, L′ ¨ L′′ | ¤¢  «ãç    ¬®£®£à ¨ª¥ P . �á«¨ à §-¢¥àãâì ¡¥áª®¥çë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P   ¯«®áª®áâì ¨ á�¨¬ âì ¨åª ®¤®© â®çª¥, â® ª �¤ ï £à ì ¯¥à¥©¤¥â ¢ ã£®«, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© £à ¨¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . �¬¥áâ¥ á â¥¬ «ãç¨ L′ ¨ L′′ ¯¥à¥©¤ãâ ¢ ¨å ¯à¥¤¥«ìë¥®¡à §ãîé¨¥, ® ã£®« ¬¥�¤ã ¨¬¨, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ¨§¬¥¨âáï. � ª¨¬ ®¡à §®¬,ã£«ë ¬¥�¤ã «ãç ¬¨ à ¢ë ã£« ¬ ¬¥�¤ã ¨å ¯à¥¤¥«ìë¬¨ ®¡à §ãîé¨¬¨,¯à¨ç¥¬ íâ¨ ã£«ë ¨§¬¥àïîâáï   á ¬®¬ ã£«¥ V (¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, | ¢¥£® à §¢¥àâª¥) ¯à¨ â®¬ ãá«®¢¨¨, çâ® ®¡å®¤, ãª § ë©   ¬®£®£à ¨ª¥,¯¥à¥®á¨âáï   ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V .�¥¬¬  1 ¤®ª §  .�âáî¤  «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®�¥¨¥:



��. III: § 4. ����������� ������������� � ��������� < 2π 177�¥¬¬  2. �áïª®¬ã ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¬ã ®â®¡à �¥¨î ®¤®£® ¡¥áª®¥ç®£®¬®£®£à ¨ª  P1   ¤àã£®© P2, ®â¢¥ç ¥â ¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥-áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V (P1)   ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V (P2).�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¬ ®â®¡à �¥¨¨ «ãç¨ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ «ã-ç¨ ¨ ã£«ë ¬¥�¤ã «ãç ¬¨ á®åà ïîâáï. �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯® «¥¬¬¥ 1 «ãç ¬  ¬®£®£à ¨ª å P1 ¨ P2 ®â¢¥ç îâ ¨å ¯à¥¤¥«ìë¥ ®¡à §ãîé¨¥   ã£« å
V (P1) ¨ V (P2). Ǒà¨ íâ®¬ ã£«ë ¬¥�¤ã ®¡à §ãîé¨¬¨ à ¢ë ã£« ¬ ¬¥�-¤ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ «ãç ¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ¬ë á®¯®áâ ¢¨¬ ¤àã£¤àã£ã â¥ ®¡à §ãîé¨¥ ã£«®¢ V (P1) ¨ V (P2), ª®â®àë¥ ®â¢¥ç îâ á®®â¢¥âáâ¢¥-ë¬ ¯® ¨§®¬¥âà¨¨ «ãç ¬   á ¬¨å ¬®£®£à ¨ª å, â® â ª®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥®¡à §ãîé¨å ¡ã¤¥â á®åà ïâì ã£«ë ¬¥�¤ã ¨¬¨. �âáî¤  ®ç¥¢¨¤®, çâ® ãª -§ ®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ®¡à §ãîé¨å ¤ ¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®¤®£®¯à¥¤¥«ì®£® ã£«    ¤àã£®©.�¥¬¬  2 ¤®ª §  .�¯¨à ïáì   ¯®á«¥¤¨© à¥§ã«ìâ â, â¥®à¥¬ã 2 ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì áã-é¥áâ¢¥® ¯®-®¢®¬ã:�¥®à¥¬  3. �«ï â®£® çâ®¡ë ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®¤®£® ¡¥áª®-¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P1   ¤àã£®© P2 ¬®�® ¡ë«® ®áãé¥áâ¢¨âì¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë¢ë§¢ ®¥ ®â®¡à �¥¨¥¬ ϕ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« 
V (P1)   V (P2) ®áãé¥áâ¢«ï«®áì ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬.�¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï ®ç¥¢¨¤ , ¯®â®¬ã çâ® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V (P1)¬®�® â¢¥à¤® á¢ï§ âì á ¬®£®£à ¨ª®¬ P1, ¨ â®£¤  ¯à¨ ¤¢¨�¥¨¨, á®¢-¬¥é îé¥¬ P1 á P2, ã£®« V (P1) áâ ¥â ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ ¤«ï P2.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç®áâ¨ § ¬¥â¨¬, çâ® ª �¤®¬ã ¡¥áª®¥ç®¬ãà¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  Pi ®â¢¥ç ¥â ¯ à ««¥«ì®¥ à¥¡à® ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« 
V (Pi). �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ã£«®¢ V (P1) ¨ V (P2)ïá®, çâ® ¨å á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ à¥¡à  ¨«¨ ¢®®¡é¥ ®¡à §ãîé¨¥ ®â¢¥ç îâ á®®â-¢¥âáâ¢¥ë¬ (¬®�¥â ¡ëâì, ®¢ë¬) à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2. � ª ª ªã£«ë V (P1) ¨ V (P2) á®¢¬¥é îâáï ¤¢¨�¥¨¥¬, â® ¨å ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨á®®â¢¥âáâ¢¥ëå à¥¡à å à ¢ë. � ª ã�¥ ®â¬¥ç «®áì, íâ¨ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ëà ¢ë ¤¢ã£à ë¬ ã£« ¬ ¯à¨ ª« áá å à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2. Ǒ®-íâ®¬ã ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ®ª §ë¢ ¥âáï ¢ë¯®«¥ë¬ ¨ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®�®®áãé¥áâ¢¨âì ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬16). �«ï  £«ï¤®áâ¨¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì ¢¥àè¨ë ã£«®¢ V (P1) ¨ V (P2) ¢ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨-16)�á«¨ á®¢¬¥é¥¨¥ ã£«®¢ V (P1) ¨ V (P2) ¯à®¨áå®¤¨â ¡¥§ ®âà �¥¨ï, â® â ª �¥ ¯à®¨á-å®¤¨â ¨ á®¢¬¥é¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2, ¯®â®¬ã çâ® ®âà �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  ¢ë-§ë¢ ¥â ®âà �¥¨¥ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . �¤¨áâ¢¥®¥ ¨áª«îç¥¨¥ ¬®£ãâ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì¬®£®£à ¨ª¨, ¯à¥¤¥«ìë¥ ã£«ë ª®â®àëå ¢ëà®�¤ îâáï ¢ ¯«®áª¨¥. �âà �¥¨¥ â ª®£®ã£«  ¢ ¥£® ¯«®áª®áâ¨ ¥ â®«ìª® á®¢¬¥é ¥â ¥£® á á ¬¨¬ á®¡®©, ® ¨ ¢®¢á¥ ¥ ¯¥à¥áâ ¢«ï¥â¥£® à¥¡¥à.



178 �. �. ����������� å ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨ ¯¥à¥¥áâ¨ P1 â ª, çâ®¡ë V (P1) á®¢¯ « á V (P2); â®£¤ ¨ á ¬ ¬®£®£à ¨ª P1 á®¢¯ ¤¥â á ¬®£®£à ¨ª®¬ P2.�â®¨â § ¬¥â¨âì, çâ® â¥®à¥¬¥ 3 ¥«ì§ï ¯à¨¤ âì á«¥¤ãîéãî ¯à®áâãî ä®à-¬ã: ¤¢  ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®£à ¨ª  P1 ¨ P2 à ¢ë, ¥á«¨ à ¢ë ¨å ¯à¥-¤¥«ìë¥ ã£«ë. � ª®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¡ã¤¥â ¯®¯à®áâã ¥¢¥àë¬.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ § 2 £« ¢ë V ¡ã¤¥â ¤®ª § ®, çâ® «î¡®© ¡¥áª®¥çë© ¢ë-¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¬®�® ¥¯à¥àë¢® ¨§£¨¡ âì â ª, çâ® ¥£® ¯à¥¤¥«ìë©ã£®« ¡ã¤¥â â®«ìª® ¯®¢®à ç¨¢ âìáï, ® ¢®¢á¥ ¥ ¡ã¤¥â ¤¥ä®à¬¨à®¢ âìáï. Ǒà¨â ª®¬ ¨§£¨¡ ¨¨ ¯®«ãç ¥¬ ¬®£®£à ¨ª¨, ¨§®¬¥âà¨çë¥ ¨áå®¤®¬ã ¨ ¨¬¥-îé¨¥ â¥ �¥ ¯à¥¤¥«ìë¥ ã£«ë, ® ¥ à ¢ë¥ ¥¬ã. �¤¨áâ¢¥®¥ ¨áª«îç¥¨¥¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¬®£®£à ¨ª¨, á¢®¤ïé¨¥áï ª ¬®£®£à ë¬ ã£« ¬, ¯®â®¬ãçâ® ®¨ á®¢¯ ¤ îâ á® á¢®¨¬¨ ¯à¥¤¥«ìë¬¨ ã£« ¬¨.�§ íâ®£® § ¬¥ç ¨ï ïá®, çâ®  è¨ ¯®áâ®ïë¥ ®£®¢®àª¨ ® â®¬, çâ® à¥çì¨¤¥â ®¡ í«¥¬¥â å ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨ ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å¤àã£ ¤àã£ã ¨¬¥® ¢ á¨«ã ¤ ®£® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®â®¡à �¥¨ï, ¨ ¢ ª ª®©¬¥à¥ ¥ ï¢«ïîâáï «¨è¨¬¨.6. � § ª«îç¥¨¥ ãª �¥¬ ª®à®âª® ¥é¥ ®¤¨ ¢¨¤ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 2, ®á®-¢ ë©   à áá¬®âà¥¨¨ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®-£à ¨ª®¢.
p
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N3�¨á. 86�ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¥áâì¢ë¯ãª«ë© áä¥à¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª. �à ¨æ  íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  S®¡à §®¢   áä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¨§®¡à �¥¨ï¬¨ ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à. �ä¥à¨ç¥-áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¤ã£¨ ®¤®£® ¨â®£® �¥ ¡®«ìè®£® ªàã£  ¨ ¯®â®¬ã ®¡à §ãîâ ®¤ã áâ®à®ã ¬®£®ã£®«ì¨ª  S(à¨á. 86). �¥àè¨ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  S ï¢«ïîâáï áä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¨§®¡à �¥-¨ï¬¨ £à ¥© á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ à¥¡à ¬¨. �á¥ íâ® áâ ®¢¨âáï á®¢¥àè¥®



��. III: § 5. �������������, ������� ������� 179ïáë¬, ¥á«¨ ¢á¯®¬¨âì, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  á®¢-¯ ¤ ¥â á® áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . �«¨  áâ®à®-ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  S ¨§¬¥àï¥â ã£®« ¬¥�¤ã ®à¬ «ï¬¨ ª á¬¥�ë¬ £à ï¬¯à¥¤¥«ì®£® ã£« , â. ¥. ã£®« ¬¥�¤ã ®à¬ «ï¬¨ ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ £à ï¬¬®£®£à ¨ª . �® ã£®« ¬¥�¤ã ®à¬ «ï¬¨ à ¢¥ ¤®¯®«¥¨î ¤¢ã£à ®£®ã£«  ¤® π. Ǒ®íâ®¬ã áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  S ®¯à¥¤¥«ïîâ â ª�¥ ¤¢ã£à -ë¥ ã£«ë ¬¥�¤ã £à ï¬¨.�§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®£à ¨ª  P1   P2 ¥áâ¥áâ¢¥® ¯®-à®�¤ ¥â á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ψ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢:áä¥à¨ç¥áª®¬ã ¨§®¡à �¥¨î â®çª¨ X1 ¬®£®£à ¨ª  P1 áâ ¢¨âáï ¢ á®®â-¢¥âáâ¢¨¥ áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ â®çª¨ ϕ(X1) ¬®£®£à ¨ª  P2. � ª ª ªáä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ â®çª¨ ¬®�¥â ¥ ¡ëâì ®¤®© â®çª®©, â® íâ® á®®â-¢¥âáâ¢¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¥®¤®§ çë¬ ¢ ®¡¥ áâ®à®ë. �¤ ª® ®® á®åà ï¥â¯«®é ¤¨, ¯®áª®«ìªã ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¯à¨ ¨§®¬¥âà¨ç¥-áª®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¥ ¬¥ï¥âáï.� ª ª ª ¤«¨ë áâ®à® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ S1 ¨ S2, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨å áä¥à¨-ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2, ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¤¢ã£à ë¬¨ã£« ¬¨ ¬¥�¤ã £à ï¬¨ á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨, â® ãá«®-¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2 á¢®¤¨âáï ª â®¬ã, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ S1 ¨ S2 ¤®«�ë ¨¬¥âìá®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë¥ áâ®à®ë. Ǒà¨ íâ®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ áâ®à® ®¯à¥¤¥«¥-® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬ P1   P2 â ª, ª ª íâ® â®«ìª® çâ® ãª § ®.�ä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ S ¬®£®£à ®£® ã£«  V ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï-¥â íâ®â ã£®« (à¥¡à  ã£«  V ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª £à ï¬ ã£«  S′, ¯à®¥ªâ¨-àãîé¥£® S ¨§ æ¥âà  áä¥àë, ¨ ®¡à â®: à¥¡à  ã£«  S′ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª£à ï¬ ã£«  V ). Ǒ®íâ®¬ã à ¢¥áâ¢® ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢ íª¢¨¢ «¥â® à ¢¥-áâ¢ã áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¬®£®£à ¨ª®¢, ¨ â¥®à¥¬¥ 3 ¬®�® ¯à¨¤ âìá«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:�¥®à¥¬  4. Ǒãáâì ¤ ® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ®¤®£® ¡¥áª®-¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P1   ¤àã£®© P2. �® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à¥-®¡à §®¢ ¨¥ ψ £à ¨æë áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï S1 ¬®£®£à ¨ª  P1 ¢£à ¨æã áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï S2 ¬®£®£à ¨ª  P2. �â®¡à �¥¨¥ ϕ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¤¢¨�¥¨¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®â®¡à �¥¨¥ ψ ®áã-é¥áâ¢«ï¥âáï ¤¢¨�¥¨¥¬.
§ 5. �®£®£à ¨ª¨, ¨¬¥îé¨¥ £à ¨æã 17)1. Ǒà¥�¤¥ ¢á¥£® ®â¬¥â¨¬ ¥ª®â®àë¥ ¨â¥à¥áë¥ á«¥¤áâ¢¨ï, ª®â®àë¥ ¬®�-® ¨§¢«¥çì ¨§ â¥®à¥¬ § 3 ¨ 4, ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ¨¬¥îé¨å £à -¨æã. � �¤ë© â ª®© ¬®£®£à ¨ª ¯® á ¬®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ¥áâì ç áâì § ¬-ªãâ®£® ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . Ǒ®íâ®¬ã, ¢ ç áâ®áâ¨,17)�¬. â ª�¥ £« ¢ã V. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



180 �. �. �����������¥£® ¯®« ï ªà¨¢¨§  ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¡®«ìè¥ 4π,   ¥á«¨ ® ¡¥áª®¥çë©, â®®  ¥ ¬®�¥â ¯à¥¢®áå®¤¨âì ¨ 2π. �¤ ª® ¯®«ãî ªà¨¢¨§ã 4π ¬®�¥â ¨¬¥âì¨ ¥ â®«ìª® § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®« ïªà¨¢¨§  ¥áâì áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨,   ¯®â®¬ã, ¢ëà¥§ ï ¨§ § ¬ªãâ®£® ¢ë-¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  «î¡ãî ¥£® ç áâì, ¥ á®¤¥à� éãî ¢¥àè¨ ¨ ¢ãâà¨,¨   £à ¨æ¥, ¯®«ãç¨¬ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á â®© �¥ ¯®«®© ªà¨¢¨§®©4π. �ã�® â®«ìª®, çâ®¡ë ®áâ ¢è ïáï ç áâì ¬®£®£à ¨ª  ¡ë«  á¢ï§®©,¨ ç¥ ®  ¥ áç¨â ¥âáï ¬®£®£à ¨ª®¬ ¯® á ¬®¬ã ¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨î. �ª -§ë¢ ¥âáï, çâ® ª ª ¡ë ¢¥«¨ª  ¨ ¡ë«  ¢ëà¥§  ï ç áâì ¬®£®£à ¨ª , ¥á®¤¥à� é ï ¢¥àè¨, ®áâ ¢è ïáï ç áâì ¬®£®£à ¨ª  ¢á¥-â ª¨ ¡ã¤¥â ¥¨§-£¨¡ ¥¬®© á á®åà ¥¨¥¬ ¢ë¯ãª«®áâ¨! � ¨¬¥® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®�¥®à¥¬  1. �á«¨ ¯®« ï ªà¨¢¨§  ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P1 à ¢ 4π, â® ¢áïª®¥ ¥£® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ   ¢ë¯ãª«ë© �¥ ¬®£®-£à ¨ª P2 ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ®áâà®¨¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ¬®£®£à ¨ª  P1 ¨¢§ï¢ ¥¥ ¯®¢¥àå®áâì, ¯®«ãç¨¬ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P 1. �¬®£®£à ¨ªã P1 ¤®¡ ¢«ï¥âáï ä¨£ãà  P 1�P1, ¬®£ãé ï á®áâ®ïâì ¨§ ®â-¤¥«ìëå ªãáª®¢. � ª ª ª ¯®« ï ªà¨¢¨§  ¬®£®£à ¨ª  P1 à ¢  4π, â®¤®¡ ¢«¥ ï ª ¥¬ã ç áâì P 1�P1 ã�¥ ¥ ¬®�¥â á®¤¥à� âì ¢¥àè¨ ¨, á«¥¤®-¢ â¥«ì®, ª �¤ë© ¥¥ á¢ï§ë© ªãá®ª ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì. �«ï¤®ª § â¥«ìáâ¢  (á¬. ¯o 3 § 8 £« ¢ë I) ¤®áâ â®ç® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® à §¢®à -ç¨¢ âì   ¯«®áª®áâì ç áâ¨ £à ¥©, ¯®¯ ¢è¨¥ ¢ ª �¤ãî á¢ï§ãî ç áâì
A1

P1

P1\P1

�¨á. 87
ä¨£ãàë P 1�P1 (à¨á. 87).� ª ª ª ¬®£®£à ¨ª P2 ¨§®¬¥âà¨ç¥ P1, â®® ¨¬¥¥â â ªãî �¥ ¯®«ãî ªà¨¢¨§ã 4π,   ¯®â®-¬ã ª ¥¬ã ¯à¨¬¥¨¬ë â¥ �¥ à ááã�¤¥¨ï. �ë¤®¯®«ï¥¬ ¥£® ¤® § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª P 2,¯à¨ç¥¬ ª �¤ ï á¢ï§ ï ç áâì ä¨£ãàë P 2�P2¬®�¥â ¡ëâì à §¢¥àãâ    ¯«®áª®áâì.�§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®£à ¨-ª  P1   P2 ãáâ  ¢«¨¢ ¥â ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¨§®¬¥â-à¨ç¥áª®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¨å £à ¨æ. � íâ® ®¯à¥-¤¥«ï¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ £à ¨æ ä¨-£ãà P 1�P1 ¨ P 2�P2, â. ¥. á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¨å ®âà¥§ª¨ ¨¬¥îâ à ¢ë¥ ¤«¨ë.Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¨ ã£«ë   £à ¨æ å íâ¨å ä¨£ãà á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë,¥á«¨, ª®¥ç®, ¨§¬¥àïâì ã£«ë ¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥,     ¬®£®£à ¨ª å, ¨«¨,çâ® â® �¥ á ¬®¥, ¢ à §¢¥àãâëå ä¨£ãà å P 1�P1, P 2�P2.� áá¬®âà¨¬ ª ªãî-«¨¡® ¯ àã á®®â¢¥âáâ¢¥ëå â®ç¥ª A1, A2   £à ¨æ å¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2. �  ¬®£®£à ¨ª å P 1 ¨ P 2 ¨ ®¤  ¨§ íâ¨å â®ç¥ª¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¢¥àè¨®©, ¯®â®¬ã çâ® ¨ ç¥ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â P1 ª P 1 (¨«¨®â P2 ª P 2) ª ªà¨¢¨§¥ P1 ¤®¡ ¢«ï« áì ¡ë ªà¨¢¨§  ¢¥àè¨ë A1, ¨ ¯®« ï



��. III: § 5. �������������, ������� ������� 181ªà¨¢¨§  ¬®£®£à ¨ª  P 1 ®ª §ë¢ « áì ¡ë ¡®«ìè¥ 4π. �® ¥á«¨ â®çª   ¬®£®£à ¨ª¥ ¥ ¥áâì ¢¥àè¨ , â® ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ ¥¥ à ¢¥ 2π. Ǒ®«-ë¥ ã£«ë ¢®ªàã£ â®ç¥ª A1 ¨ A2   ¬®£®£à ¨ª å P 1 ¨ P 2 á« £ îâáï ¨§ã£«®¢   ¬®£®£à ¨ª å P1 ¨ P2 ¨ ã£«®¢   ¤®¯®«¥¨ïå P 1�P1 ¨ P 2�P2.�£«ë   ¬®£®£à ¨ª å P1 ¨ P2 à ¢ë ¯® ¨§®¬¥âà¨¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®, à ¢-ë â ª�¥ ã£«ë   P 1�P1 ¨ P 2�P2.�â ª, ä¨£ãàë P 1�P1 ¨ P 2�P2 á®áâ®ïâ ¨§ ªãáª®¢, à §¢®à ç¨¢ ¥¬ëå  ¯«®áª®áâì ¨ ¨¬¥îé¨å á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë¥ áâ®à®ë ¨ à ¢ë¥ ã£«ë. Ǒ®-íâ®¬ã ®¨ ¨§®¬¥âà¨çë,   â ª ª ª P1 ¨ P2 â®�¥ ¨§®¬¥âà¨çë, â® ¨ § ¬ªã-âë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P 1 ¨ P 2 ¨§®¬¥âà¨çë. Ǒ® â¥®à¥¬¥ 1 § 3 ¨å ¨§®¬¥âà¨ï®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬, ¯à¨ç¥¬ á®¢¯ ¤ -îâ ¨å í«¥¬¥âë, á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª®â®àëå ãáâ ®¢«¥® ¨§®¬¥âà¨¥© ¬¥�¤ã P1¨ P2 ¨ ¢¬¥áâ¥ á ¥© ¬¥�¤ã P 1�P1 ¨ P 2�P2. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¨§®¬¥âà¨ï¬¥�¤ã P1 ¨ P2 ®ª §ë¢ ¥âáï ®áãé¥áâ¢«¥®© ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨®âà �¥¨¥¬.�®¢¥àè¥® â ª �¥, ¨á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ã 2 § 3, ¬®�® ¤®ª § âì á«¥¤ãîéãîâ¥®à¥¬ã.�¥®à¥¬  2. �á«¨ ¯®« ï ªà¨¢¨§  ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª , ¨¬¥î-é¥£® £à ¨æã, à ¢  2π, â® ¢áïª®¥ ¥£® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥   ¢ë-¯ãª«ë© �¥ ¬®£®£à ¨ª ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨®âà �¥¨¥¬.� ª®¥æ, ¨§ â¥®à¥¬ë ® à ¢¥áâ¢¥ ¨§®¬¥âà¨çëå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ëâ¥ª ¥â ¥é¥ â ª®© à¥§ã«ìâ â:�¥®à¥¬  3. � §®¢¥¬ ¬®£®£à ®© è ¯®çª®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,¨¬¥îé¨© ¯«®áª¨© ªà © ¨ â ª®©, çâ® ¥£® ®àâ®£® «ì ï ¯à®¥ªæ¨ï   ¯«®á-ª®áâì ªà ï ®¤®§ ç  (â. ¥. ¢áïª ï ¯àï¬ ï, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª íâ®© ¯«®á-ª®áâ¨, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¬®£®£à ¨ª «¨èì ¢ ®¤®© â®çª¥ ¨«¨ â®«ìª® ª á ¥âáï¥£®). �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¨§®¬¥âà¨çë¥ ¬®£®£à ë¥ è ¯®çª¨ à ¢ë; ¨§®-¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®¤®© ¨§ ¨å   ¤àã£ãî ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¤¢¨�¥-¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¨«®�¨¬ ª ªà ï¬ ¤ ëå è ¯®ç¥ª è ¯®çª¨, ¨¬á¨¬¬¥âà¨çë¥. �®£¤  ¯®«ãç âáï § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ¨¥á«¨ è ¯®çª¨ ¡ë«¨ ¨§®¬¥âà¨çë, â® ¨ íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¡ã¤ãâ ¨§®¬¥â-à¨çë¬¨. Ǒà¨¬¥ïï â¥¯¥àì â¥®à¥¬ã 1 § 3 ® § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª å,¯®«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ã 3.2. �¥¯¥àì ãáâ ®¢¨¬ ¥ª®â®à®¥ ®¡é¥¥ ãá«®¢¨¥ à ¢¥áâ¢  ¨§®¬¥âà¨çëå¬®£®£à ¨ª®¢, ¨¬¥îé¨å £à ¨æã, ¥ § ¢¨áïé¥¥ ®â ¨å ¯®«®© ªà¨¢¨§ë.�¥®à¥¬  4. �á«¨ ã ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ®£à ¨ç¥ëå ª �-¤ë© ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®© ¨ ¨¬¥îé¨å ®¤¨ ª®¢®¥ áâà®¥¨¥, á®®â¢¥â-áâ¢¥ë¥ ã£«ë   á®®â¢¥âáâ¢¥ëå £à ïå à ¢ë ¨, ªà®¬¥ â®£®, à ¢ë â ª-�¥ ã£«ë ¬¥�¤ã £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨ ¯à¨ ¢á¥å á®®â¢¥âáâ¢¥ëå £à ¨çëå



182 �. �. �����������¢¥àè¨ å, â® á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ â ª-�¥ ®ª §ë¢ îâáï à ¢ë¬¨.�¤¥áì â ª �¥, ª ª ¢ â¥®à¥¬ å § 2, ¤®¯ãáª ¥âáï áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¥ áâ®ïé¨å¢¥àè¨ ¨ à¥¡¥à, â ª çâ® ¨ ý£à ¨þ ¬®£ãâ ¡ëâì «¨èì ªãáª ¬¨ ¨áâ¨ëå£à ¥©.�§ íâ®© â¥®à¥¬ë á®¢¥àè¥® â ª �¥, ª ª ¨ à ìè¥, ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 4
§ 3, ¬®�® ¢ë¢¥áâ¨:�¥®à¥¬  5. �á«¨ ¨¬¥¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ¨ª , ®£à ¨ç¥®£® ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©,   ¤àã£®© ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª ¨ ¥á«¨ íâ® ®â®¡à �¥¨¥ á®åà ï¥â ã£«ë ¬¥�¤ã £à ¨çë¬¨à¥¡à ¬¨ ¯à¨ ¢á¥å £à ¨çëå ¢¥àè¨ å, â® â ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¬®�® ®áã-é¥áâ¢¨âì ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨ ®âà �¥¨¥¬.�®áâ â®ç® ¤®ª § âì â¥®à¥¬ã 4.Ǒãáâì P1 ¨ P2 | ¤¢  ¬®£®£à ¨ª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ íâ®©â¥®à¥¬ë. � ááâ ¢«ï¥¬   à¥¡à å ¬®£®£à ¨ª  P1 § ª¨ á®£« á® ¥®¤-®ªà â® ¯à¨¬¥ï¢è¥¬ãáï ãá«®¢¨î. �à ¨çë¥ à¥¡à  ®áâ îâáï, ª®¥ç®,¥®â¬¥ç¥ë¬¨.� ª �¥ ª ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1 § 2, ¨áª«îç ¥¬ ¥ áâ®ïé¨¥ ¢¥à-è¨ë, £¤¥ ¥â ¯¥à¥¬¥ § ª®¢,   â ª�¥ ¢á¥ ¢®®¡é¥ ¥®â¬¥ç¥ë¥ ¢¥àè¨ë.Ǒà¨ ª �¤®© ¨§ ®áâ ¢è¨åáï ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨ ¡ã¤¥â ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥-à¥¬¥ § ª .Ǒãáâì A1 ¨ A2 | á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ £à ¨çë¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª®¢
P1 ¨ P2. � âï¥¬   áå®¤ïé¨¥áï ¢ ¨å £à ¨çë¥ à¥¡à  a1, b1 ¨ a2, b2 ¯«®á-ª¨¥ ã£«ë. � á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¯à¨ ¢¥àè¨ å
A1 ¨ A2 ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ë¥ ã£«ë. �®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¯«®áª¨¥ ã£«ë ¨åà ¢ë ¢ á¨«ã ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë. �à ¢¨¢ ï ¨å ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë, à ááâ ¢¨¬¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A1 ¯«îáë ¨ ¬¨ãáë á®£« á®  è¥¬ã ¯à ¢¨«ã. �®£¤  ¯®«¥¬¬¥ 2  § 1 ¢®ªàã£ íâ®© ¢¥àè¨ë A1 ¤®«�® ¡ëâì ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥-à¥¬¥ § ª , ¥á«¨ â®«ìª® ¢¥àè¨  A1 | ®â¬¥ç¥ ï. �¤ ª®, à ááâ ¢«ïï§ ª¨   ¬®£®£à ¨ª¥ P1, ¬ë ¢®¢á¥ ¥ ®â¬¥ç «¨ £à ¨çëå à¥¡¥à a1, b1.�áª«îç¥¨¥ § ª®¢ íâ¨å à¥¡¥à ã¬¥ìè ¥â ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¥ ¡®«¥¥ç¥¬   ¤¢ . Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ý¯®«ã®¡å®¤¥þ ¢¥àè¨ë A1   ¬®£®£à ¨ª¥ P1®â à¥¡à  a1 ª à¥¡àã b1 ¤®«�  ¨¬¥âìáï å®âï ¡ë ®¤  ¯¥à¥¬¥  § ª .�®§ì¬¥¬ â¥¯¥àì ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà P ′1 ¬®£®£à ¨ª  P1. � ááâ ¢¨¬  ¥£® à¥¡à å § ª¨, ®¡à âë¥ § ª ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª 
P1. �â®�¤¥áâ¢¨¢ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ £à ¨çë¥ à¥¡à  ¨ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à -¨ª®¢ P1 ¨ P ′1, ¯®«ãç¨¬  ¡áâà ªâë© ý¬®£®£à ¨ªþ P1 + P ′1, £®¬¥®¬®àä-ë© áä¥à¥. �®ªàã£ ª �¤®© ¨§ ®â¬¥ç¥ëå ¢¥àè¨ íâ®£® ¬®£®£à ¨ª ¡ã¤¥â ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª .�â ª,   à¥¡à å ¬®£®£à ¨ª  P1+P ′1 à ááâ ¢«¥ë § ª¨ + ¨ − â ª, çâ®¢®ªàã£ ¢á¥å ®â¬¥ç¥ëå ¢¥àè¨ ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ ¥ ¬¥ìè¥ ç¥âëà¥å.



��. III: § 6. ��������� 183�® á®£« á® «¥¬¬¥ �®è¨ íâ® ¥¢®§¬®�®. �«¥¤®¢ â¥«ì®,   ¬®£®£à ¨-ª¥ P1 ¢®¢á¥ ¥ ¤®«�® ¡ëâì ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à, ¨ â¥®à¥¬  4 ¤®ª §   18).� â¥®à¥¬ å 4 ¨ 5 ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ ®£à ¨ç¥ë ª �¤ë©®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©, â. ¥. £®¬¥®¬®àäë ªàã£ã. �á«¨ íâ® ¥ â ª, â® è¥ à ááã�¤¥¨¥ ¥¯à¨¬¥¨¬®. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¬®�® ¯®áâ ¢¨âì § ¤ çã:®¡®¡é¨âì â¥®à¥¬ë 4 ¨ 5   ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¤àã£®© â®¯®«®£¨ç¥áª®©áâàãªâãàë.3. � ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¥é¥ ¢ ¯o 6 § 1 £« ¢ë I, à áá¬®âà¥¨¥ ¡¥áª®¥ç-ëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ íª¢¨¢ «¥â® à áá¬®âà¥¨î ª®¥çëå ¬®-£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥©, ®¡« ¤ îé¨å â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¨å ªà ©¨¥ £à ¨¤®¯ãáª îâ ¡¥§£à ¨çë¥ ¯à®¤®«�¥¨ï ¡¥§ ¯®ï¢«¥¨ï ã ¨å ®¢ëå ¯¥à¥á¥-ç¥¨©. �¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï íâ®£® ¡ë«¨ ãª § ë â ¬ �¥. �á¢ï§¨ á íâ¨¬ â¥®à¥¬ë ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å, ¤®ª § ë¥ ¢ § 2{4, ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¯¥à¥®áïâáï   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á £à ¨æ¥©.�à®¬¥ â®£®, ¨ ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ® ã�¥ ¥¯®«ëå,   ®£à ¨ç¥ëå ª �¤ë© ®¤®© ¡¥áª®¥ç®© «®¬ ®© á ª®¥çë¬ç¨á«®¬ áâ®à®, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® â¥®à¥¬ë,   «®£¨çë¥ ¯®«ãç¥ë¬ §¤¥áì â¥®à¥-¬ ¬ 3{5. �¤ ª® ¥á«¨ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¥ ¯ à ««¥«ìë, â® ¥®¡å®¤¨¬®¥é¥ ¢¢¥áâ¨ ãá«®¢¨¥ ® ¤¢ã£à ëå ã£« å ¬¥�¤ã ¡¥áª®¥çë¬¨ £à ï¬¨, á®-¢¥àè¥® â ª �¥, ª ª ¢ â¥®à¥¬ å 1 ¨ 2 § 4. �®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥© ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â â¥-«î.
§ 6. �¡®¡é¥¨ï1. �¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬, ¤®ª § ëå ¢ íâ®© £« ¢¥, ¢®§¬®�® ¢ àï¤¥  ¯à ¢«¥¨©:1) ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®¡à �¥¨© ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¥ ®¡ï§ -â¥«ì®   ¬®£®£à ¨ª¨, ®   «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨;18)�â  â¥®à¥¬  ¬®�¥â ¡ëâì ¥áª®«ìª® ®¡®¡é¥  ¢ ¤¢ãå ®â®è¥¨ïå. �®-¯¥à¢ëå, ¢¬¥-áâ® ¬®£®£à ¨ª®¢, ¢ë¯ãª«ëå ¢ æ¥«®¬, ¬®�® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã ¬®£®£à ¨ª¨ â®«ìª® «®-ª «ì® ¢ë¯ãª«ë¥, â. ¥. â ª¨¥, çâ® ¨å ¬®£®£à ë¥ ã£«ë ¢ë¯ãª«ë ª ª ¯à¨ ¢ãâà¥-¨å, â ª ¨ ¯à¨ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å (¥á«¨ ã£«ë ¯à¨ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å ¥é¥ ¤®¯®«¨âì¯«®áª¨¬¨ ã£« ¬¨ ¬¥�¤ã £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨). �®-¢â®àëå, ¤®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ëãá«®¢¨¥ ® à ¢¥áâ¢¥ ã£«®¢ ¬¥�¤ã £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨ ¢ë¯®«ï«®áì ¤«ï ¢á¥å £à ¨çëå¢¥àè¨, ªà®¬¥, ¬®�¥â ¡ëâì, âà¥å. � ª®¥ ãá¨«¥¨¥ à¥§ã«ìâ â  «¥£ª® ¯®«ãç ¥âáï ¯à¨-¬¥¥¨¥¬ «¥¬¬ë �®è¨ ¢ ¥¥ ãâ®ç¥®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥. �® ¨¬¥¥â ®¯à¥¤¥«¥ë© á¬ëá«.�¬¥®, ¯®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© �©«¥à , «¥£ª® ¯®¤áç¨â âì, çâ® ¥á«¨ E, E′, K áãâì ç¨á« ¢á¥å ¢¥àè¨, £à ¨çëå ¢¥àè¨ ¨ ¢á¥å à¥¡¥à, â® 3E − 3 = K + E′. �® ¬®£®£à ¨ª áâ®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï 3E− 6 ¯¥à¥¬¥ë¬¨ (3E ª®®à¤¨ â ¢¥àè¨ ¬¨ãá6 ¯ à ¬¥âà®¢, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¯®«®�¥¨¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥). � §¢¥àâª  �¥ § ¤ ¥âáï K à¥¡-à ¬¨. � â ª ª ª 3E − 6 = K +E′ − 3, â® ¤«ï § ¤ ¨ï ¬®£®£à ¨ª  ã�® ¥é¥ ¥ E′,  

E′−3 ¯ à ¬¥âà , â. ¥. ã�® § ¤ ¢ âì ã£«ë ¥ ¯à¨ ¢á¥å E′ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å,   «¨èì¯à¨ E′ − 3 ¨§ ¨å.



184 �. �. �����������2) ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®¡à �¥¨© ®¤¨å ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©   ¤àã-£¨¥;3) ¯¥à¥¥á¥¨¥ ¯®«ãç¥ëå â¥®à¥¬ ¢ ¥¥¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà áâ¢ : �®¡ ç¥¢áª®£® ¨ áä¥-à¨ç¥áª®¥;4) ®¡®¡é¥¨ï   ¯à®áâà áâ¢  ¡®«¥¥ ç¥¬ âà¥å¬¥àë¥.�® ¢á¥å íâ¨å á«ãç ïå ¬ë á®åà ï¥¬ âà¥¡®¢ ¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨. �ï¢ ¥£®, ¬ë ¯®«ãç¨«¨¡ë ã�¥ ¢®¢á¥ ¥®¡®§à¨¬®¥ ¯®«¥ § ¤ ç. �®â¥«®áì ¡ë, ®¤ ª®, ã¯®¬ïãâì ®¤ã ¨§ ¨å,ª®â®à ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï  ¬ á ¬®© ¨â¥à¥á®© ¨§ ¢á¥å § ¤ ç ®¡ ¨§£¨¡ ¨¨:�ãé¥áâ¢ãîâ «¨ § ¬ªãâë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ¤®¯ãáª îé¨¥ ¥¯à¥àë¢ë¥ ¨§£¨¡ ¨ï¡¥§ ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨ï £à ¥© ¨«¨ ¨ª ª®© § ¬ªãâë© ¬®£®£à ¨ª ¥ ¤®¯ãáª ¥â â ª¨å¥¯à¥àë¢ëå ¨§£¨¡ ¨© 19)? (�á¥ ¨§¢¥áâë¥ à ¥¥ ¯à¨¬¥àë ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¬®£®£à ¨-ª®¢ ¥ à¥ «ìë: íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¨¬¥îâ á ¬®¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¡ã¤ãç¨¨§£®â®¢«¥ë, ¥ ¡ã¤ãâ ¢á¥ �¥ ¨§£¨¡ âìáï.)� «ìè¥, ¢ ¯o 2{5, ¬ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® à áá¬®âà¨¬ ®¡®¡é¥¨ï â¥®à¥¬ íâ®© £« ¢ë ¢ç¥âëà¥å ãª § ëå §¤¥áì  ¯à ¢«¥¨ïå.19)� íâ®¬ ¢®¯à®á¥ ¤®áâ¨£ãâë áãé¥áâ¢¥ë¥ ¯à®¤¢¨�¥¨ï, áãâì ª®â®àëå â ª®¢ .�.�.�«¥ªá ¤à®¢ë¬ ¨ �.�.�« ¤¨¬¨à®¢®© [41℄ (  ¯®§�¥ ¤àã£¨¬¨ ¢ [150, 299, 319,370{376℄) ¯®áâà®¥ë ¬®£®£à ¨ª¨, ¨¬¥îé¨¥ ¤¢¥ à §ë¥ ä®à¬ë, ¯à¨ â®¬, çâ® ¨å £à ¨¨§®¬¥âà¨çë,   á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ®¤®¢à¥¬¥® ¡®«ìè¥ (¨«¨ ¬¥ìè¥) π.�¥¯à¥àë¢® ¨§£¨¡ ¥¬ë¥ á ¬®¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ®ªâ í¤àë ¢ âà¥å¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®-áâà áâ¢¥ ¡ë«¨ ®âªàëâë �. �à¨ª à®¬ [251℄ ¥é¥ ¢ 1897 £., ® § â¥¬ § ¡ëâë   ¬®£¨¥ £®¤ë.�¥ª®â®àë¥ ¨§ ®ªâ í¤à®¢ �à¨ª à  ¢ 1976 £. ¯¥à¥®âªàë« �.�®¥««¨ [258℄, ª®â®à®¬ã ª â®-¬ã �¥ ã¤ «®áì ¨§¡ ¢¨âìáï ®â á ¬®¯¥à¥á¥ç¥¨©. �®£®£à ¨ª �®¥««¨ á®¤¥à� « 18¢¥àè¨ [109, 305℄. �®«¥¥ ¯®§¤¨¥ ¯à¨¬¥àë á ¬¥ìè¨¬ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨ [140, 199, 260℄áâ «¨ ¨¬¥âì «¨èì ¨áâ®à¨ç¥áª¨© ¨â¥à¥á ¯®á«¥ 1980 £., ª®£¤  �.�â¥ää¥ ¯à¥¤«®�¨«í«¥£ âë© ¨§£¨¡ ¥¬ë© ¬®£®£à ¨ª ¡¥§ á ¬®¯¥à¥á¥ç¥¨© ¢á¥£® á ¤¥¢ïâìî ¢¥àè¨ ¬¨,®¯¨á ë©,  ¯à¨¬¥à, ¢ [50℄, [65, á. 516{517℄, [199℄. �¥§ã«ìâ âë �. �.� ªá¨¬®¢  [134℄ ¯®§-¢®«ïîâ  ¤¥ïâìáï, çâ® ¬®£®£à ¨ª�â¥ää¥  ¨¬¥¥â ¬¨¨¬ «ì®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¢¥àè¨.�.�«¥ªá ¤¥à®¬ [231℄ ¤®ª § ®, çâ® ¢áïª¨© ®à¨¥â¨à®¢ ë© ¨§£¨¡ ¥¬ë© ¬®£®£à -¨ª ¢ n-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á®åà ï¥â ¨â¥£à «ìãî ªà¨¢¨§ã ¢ ¯à®æ¥áá¥¨§£¨¡ ¨ï. Ǒ®§�¥ íâ® á¢®©áâ¢® ¡ë«® ¯¥à¥¤®ª § ® ¢® ¬®£¨å à ¡®â å ¨ ¡ë«  ¢ëïá¥ ¥£® á¢ï§ì á ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ä®à¬ã«®© �«¥ä«¨ [238, 295, 296, 342, 347, 355℄.�.�.� ¡¨â®¢ë¬ [195{198, 335℄ ãáâ ®¢«¥®, çâ® ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¨§£¨¡ ¨ï ¢áïª¨© § ¬ªã-âë© ®à¨¥â¨à®¢ ë© ¨§£¨¡ ¥¬ë© ¬®£®£à ¨ª ¢ âà¥å¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥á®åà ï¥â á¢®© ®à¨¥â¨à®¢ ë© ®¡ê¥¬. �àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¤ ® ¢[266℄, á¬. â ª�¥ ®¡§®à [340℄. � áä¥à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ®¡ê¥¬ ¥ ®¡ï§ â¥«ì® á®åà ï-¥âáï [234℄. �¥ ¨§¢¥áâ® á®åà ï¥âáï «¨ ®¡ê¥¬ ¨§£¨¡ ¥¬®£® ¬®£®£à ¨ª  ¢ âà¥å¬¥à®¬¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¨«¨ ¢ n-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯à¨ n > 4.�.�â å¥«¥¬ ¨§ãç¥ë ¨§£¨¡ ¥¬ë¥ ®ªâ í¤àë ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà -áâ¢¥ [349℄ ¨ âà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® [351℄, ® á ¬® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨§£¨¡ -¥¬ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å à §¬¥à®áâ¨ > 4 ®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬ ¢®¯à®á®¬.�â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¨¬¥îâáï à¥§ã«ìâ âë ®¡  «£®à¨â¬ å ¤«ï à á¯®§ ¢ ¨ï ¨§£¨¡ ¥-¬ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ [190, 194, 200, 236℄ ¨ ® áâà®¥¨¨ ª®ä¨£ãà æ¨®®£® ¯à®áâà áâ¢ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¤ ®© à §¢¥àâª®©, â. ¥. ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ áâà®¥¨¨ ¬®�¥áâ¢  ¨§®¬¥â-à¨çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ [72, 152, 153, 189, 300℄.� ª®¥æ, ¥áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª ¥â ¢®¯à®á ®  å®�¤¥¨¨ ª« áá®¢ ¥¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à -¨ª®¢, ¢ ª®â®àëå ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¥¨§£¨¡ ¥¬ë. �¥ª®â®àë¥ ¯à®¤¢¨�¥¨ï ¢ íâ®¬ ¢®-¯à®á¥ ç¨â â¥«ì  ©¤¥â ¢ [191, 257℄. | Ǒà¨¬. à¥¤.



��. III: § 6. ��������� 1852. �®¯à®á ®¡ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®¡à �¥¨ïå § ¬ªãâëå ¨ ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®-£®£à ¨ª®¢   «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¡ë« ¢¯¥à¢ë¥ ¯®«®áâìî à¥è¥ �.Ǒ.�«®¢ï-¨è¨ª®¢ë¬ [156, 157℄. �§ ¥£® à ¡®â ¬®�® ¢ë¢¥áâ¨ á«¥¤ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë:1. �á«¨ ¤ ® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  Pá ¯®«®© ªà¨¢¨§®© 4π   ¢ë¯ãª«ãî ¯®¢¥àå®áâì F , â® íâ® ®â®¡à �¥¨¥ á¢®¤¨âáï ª¤¢¨�¥¨î ¨«¨ ¤¢¨�¥¨î ¨ ®âà �¥¨î, â ª çâ® F á ¬  ¥¨§¡¥�® ¥áâì ¬®£®£à -¨ª, à ¢ë© P .2. �á«¨ ¤ ® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  Pá ¯®«®© ªà¨¢¨§®© 2π   ¢ë¯ãª«ãî ¯®¢¥àå®áâì F , â® íâ® ®â®¡à �¥¨¥ á¢®¤¨âáï ª¤¢¨�¥¨î ¨«¨ ¤¢¨�¥¨î ¨ ®âà �¥¨î, â ª çâ® F ¥¨§¡¥�® ®ª §ë¢ ¥âáï ¬®£®-£à ¨ª®¬, à ¢ë¬ P .3. Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ªà¨¢¨§®© < 2π, V (P ) |¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«, F | ¡¥áª®¥ç ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì, a V (F ) | ¥¥ ¯à¥¤¥«ì-ë© ª®ãá (â. ¥. à¥§ã«ìâ â ¡¥áª®¥ç®£® á� â¨ï F ª ®¤®© â®çª¥). �§®¬¥âà¨ç¥áª®¥®â®¡à �¥¨¥ ϕ P   F ¨¤ãæ¨àã¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ψ V (P )   V (F ).�â®¡à �¥¨¥ ϕ á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î ¨«¨ ¤¢¨�¥¨î ¨ ®âà �¥¨î â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤  ª ¥¬ã á¢®¤¨âáï ®â®¡à �¥¨¥ ψ.4. �¥®à¥¬  3 § 5 ® ¬®£®£à ëå è ¯®çª å â ª�¥ ®¡®¡é ¥âáï:�ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì, ¨¬¥îé ï ¯«®áª¨© ªà © ¨ ¨§®¬¥âà¨ç ï ¬®£®£à ®© è ¯®ç-ª¥, á ¬  ¥áâì à ¢ ï ¥© ¬®£®£à  ï è ¯®çª  20).�®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å â¥®à¥¬ á®áâ®ïâ ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥©: ¢®-¯¥à¢ëå, ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ®¯®¢¥àå®áâì F , ¨§®¬¥âà¨ç ï ¬®£®£à ¨ªã P , á ¬  ¥áâì ¬®£®£à ¨ª, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥-ë ¯®áâ ¢«¥ë¥ ãá«®¢¨ï; ¯®á«¥ íâ®£® ®áâ ¥âáï á®á« âìáï   ã�¥ ¤®ª § ë¥ â¥®à¥¬ë ®¡®â®¡à �¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª    ¬®£®£à ¨ª. Ǒ¥à¢ ï ç áâì ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®á®¢    â®¬, çâ® ¯à¨ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¬ ®â®¡à �¥¨¨ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ ¥ª®â®àë¥à §¢¥àâë¢ îé¨¥áï ¯®¢¥àå®áâ¨ â ª, çâ® ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ ª ¨¬ ¥¨§¡¥�® ¯à®å®¤ïâç¥à¥§ â®çª¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢¥àè¨ ¬ ¬®£®£à ¨ª  21). Ǒ®á«¥ íâ®£® ã�¥ áà ¢¨-â¥«ì® «¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ãá«®¢¨ïå ¯®¢¥àå®áâì F ®ª §ë¢ ¥âáï¬®£®£à ¨ª®¬.3. �®¯à®á ® ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¨¬¥¥â ¡®«ìèãî ¨á-â®à¨î. �é¥ ¢ 1838 £. �. �¨¤¨£ ¢ëáª § « ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ ® ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ áä¥àë.� 1854 £. ��¥«¥â ®¯ã¡«¨ª®¢ « ®è¨¡®ç®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© £¨¯®â¥§ë, ¨ â®«ìª® ¢1899 £. ®  ¡ë«  ¤®ª §   ¥§ ¢¨á¨¬® �. �¨¡¬ ®¬ ¨ �. �¨ª®¢áª¨¬ ¢ â®© ä®à¬¥, çâ®¤®áâ â®ç® à¥£ã«ïà ï (ã �. �¨ª®¢áª®£® | ¤¢ �¤ë ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï)¯®¢¥àå®áâì, ¨§®¬¥âà¨ç ï áä¥à¥, á ¬  ¥áâì à ¢ ï ¥© áä¥à . �àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¤ « �. �¨«ì¡¥àâ ¢ 1901 £. � â¥¬ ¢®¯à®á®¬ ® ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®-¢¥àå®áâ¥© § ¨¬ «¨áì �. �¨¡¬ , �. �¥©«ì, �. �«ïèª¥, ® «¨èì ¤«ï ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå¨§£¨¡ ¨©. � ª®¥æ, ¢ 1927 £. �.�.�®-�®áá¥ ¤®ª § «, çâ® ¢®®¡é¥ ¢áïª¨¥ ¤¢¥ ¨§®-20)�.�.�®«ª®¢ë¬ ¢ 1967 £. ¯®«ãç¥ ¨áª«îç¨â¥«ì® á¨«ìë© à¥§ã«ìâ â [88℄: ¤  ®æ¥ª  ¬ «®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï ¢¥è¨å à §¬¥à®¢ ¬®£®£à ®© è ¯®çª¨ ç¥à¥§ ¬ «®áâì ¨§-¬¥¥¨ï ¥¥ ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨. �â® ¤ ¥â â ª�¥ ¥§ ¢¨á¨¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áä®à¬ã«¨-à®¢ ®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .21)� ç¥ ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¯®¢¥àå®áâ¨, ¢ ª®â®àãî ¯¥à¥å®¤ïâ £à -¨ á ¨áª«îç¥ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨, ¡ë«  ¡ë, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¯®«®�¨â¥«ì®©. �¥�¤ãâ¥¬ ¯à¨ ¢áïª®¬ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¬ ®â®¡à �¥¨¨ ®¤®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨   ¤àã£ãî¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï á®åà ï¥âáï. �â®â ®¡é¨© à¥§ã«ìâ â ¯®«ãç¥ ¢ ¬®¥©ª¨£¥ [18, £«. V℄. �.Ǒ. �«®¢ï¨è¨ª®¢ ®¡å®¤¨âáï ¡¥§ ¥£®, ¯àï¬® ¤®ª §ë¢ ï ãª § ®¥ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®¡ ®¯®àëå ¯«®áª®áâïå. �ë¢®¤ íâ®â ¤®¢®«ì® âàã¤¥.



186 �. �. �����������¬¥âà¨çë¥   «¨â¨ç¥áª¨¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ á® ¢áî¤ã ¯®«®�¨â¥«ì®©ªà¨¢¨§®© à ¢ë. Ǒ®§�¥ ¥¬ã ã¤ «®áì ®á« ¡¨âì âà¥¡®¢ ¨¥   «¨â¨ç®áâ¨ ¤® âà¥åªà â-®© ¥¯à¥àë¢®© ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨. �¥â®¤ �®-�®áá¥    «®£¨ç¥ ¬¥â®¤ã �®è¨. �1943 £. �. �¥à£«®âæ ¤ « ®¢®¥ ®ç¥ì ¯à®áâ®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®© �¥ â¥®à¥¬ë, áï¢, ¬¥�¤ã¯à®ç¨¬, ãá«®¢¨¥, çâ® ªà¨¢¨§  ¢áî¤ã áãé¥áâ¢¥® ¯®«®�¨â¥«ì  (á¬. [104℄ ¨ [126℄).�á¥ íâ¨ à¥§ã«ìâ âë ¨¬¥îâ ®¤¨ ®¡é¨© ¥¤®áâ â®ª. �à¥¡ã¥âáï, çâ®¡ë ª ª ¤  ï¯®¢¥àå®áâì, â ª ¨ ¥© ¨§®¬¥âà¨ç ï ¡ë«¨ ¤®áâ â®ç® à¥£ã«ïàë¬¨ á â®çª¨ §à¥¨ï ¨å¯à®áâà áâ¢¥®© ä®à¬ë,   ¥ â®«ìª® ¢ á¬ëá«¥ ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨. Ǒ®íâ®¬ã ¨ ®¤¨ ¨§¨å ¥ ¯®§¢®«ï¥â ãâ¢¥à�¤ âì ¤ �¥ â®£®, çâ® ¢áïª ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì, ¨§®¬¥âà¨ç ïáä¥à¥, á ¬  ¡ã¤¥â áä¥à®© ¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¯à¥¤¢§ïâëå âà¥¡®¢ ¨© ¥¥ à¥£ã«ïà®áâ¨.Ǒ¥à¢ë¥ ®¡é¨¥ à¥§ã«ìâ âë, á¢®¡®¤ë¥ ®â íâ®£® ¥¤®áâ âª  ¨ ¯à¨â®¬ ®â®áïé¨¥áï ¥â®«ìª® ª § ¬ªãâë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¯®¢¥àå®áâï¬, ¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë �.�.Ǒ®£®à¥«®¢ë¬ ¢ 1948 £.�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®¢¥àå®áâì ¨¬¥¥â ®£à ¨ç¥ãî ã¤¥«ìãî ªà¨¢¨§ã, ¥á«¨ ®â®è¥-¨¥ ¨§¡ëâª  áã¬¬ë ã£«®¢ £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® âà¥ã£®«ì¨ª   ¤ π, â. ¥. α+β+γ−π, ª ¯«®é ¤¨íâ®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ®£à ¨ç¥® á¢¥àåã ®¤¨¬ ¨ â¥¬ �¥ ç¨á«®¬ ¤«ï ¢á¥å âà¥ã£®«ì¨ª®¢.� �® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® íâ® ãá«®¢¨¥ ¨¬¥¥â ã�¥ ç¨áâ® ¢ãâà¥¨© å à ªâ¥à ¨ ¯à¨â®¬ï¢«ï¥âáï ®ç¥ì ®¡é¨¬. �¥§ã«ìâ âë Ǒ®£®à¥«®¢  á¢®¤ïâáï ª â®¬ã, çâ® ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå ¯®-¢¥àå®áâ¥© ®£à ¨ç¥®© ã¤¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ¨¬¥îâ ¬¥áâ® â¥ �¥ â¥®à¥¬ë 1{ 4, ª ª¨¥¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ãªâ¥ ¡ë«¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢; ¤«ï ¨å ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ã�® «¨èì   ¬¥áâ® ý¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª þ ¯®¤áâ ¢¨âì ý¢ë¯ãª«ãî ¯®¢¥àå®áâì®£à ¨ç¥®© ªà¨¢¨§ëþ [166℄. �®ª § â¥«ìáâ¢  Ǒ®£®à¥«®¢  ®á®¢ ë   á®ç¥â ¨¨ àï-¤  â®ª¨å á®®¡à �¥¨©, áãé¥áâ¢¥® ®â«¨çëå ®â ¬¥â®¤®¢ �®-�®áá¥  ¨ ¤à. �® ¥á-«¨ § à ¥¥ ®£à ¨ç¨âìáï à¥£ã«ïàë¬¨ ¯®¢¥àå®áâï¬¨, íâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ç¨â¥«ì®ã¯à®é îâáï.�®¯à®á ®¡ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®¡à �¥¨ïå ®¡é¨å ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©, ¥ ¬®£®-£à ¨ª®¢ ¨ ¥ ¨¬¥îé¨å ®£à ¨ç¥®© ªà¨¢¨§ë, ¤® á¨å ¯®à ®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬. �¤- ª® ¨¬¥îâáï ®á®¢ ¨ï ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¢á¥ â¥®à¥¬ë 1{ 4 ® ¬®£®£à ¨ª å ¢¥àë ¨¤«ï «î¡ëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© 22).4. �¡à é ïáì ª ¥¥¢ª«¨¤®¢ã ¯à®áâà áâ¢ã, ¬®�® § ¬¥â¨âì, çâ® «¥¬¬ë § 1 ¢®¢á¥¥ ¨á¯®«ì§ãîâ  ªá¨®¬ë ® ¯ à ««¥«ìëå, ¯®â®¬ã çâ® ®¨ £®¢®àïâ ® áä¥à¨ç¥áª¨å ¬®-£®ã£®«ì¨ª å. �¥¬¬  �®è¨ ¯® á¢®¥¬ã â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ã å à ªâ¥àã ¢®¢á¥ ¥ á¢ï§   áâ¥¬ ¨«¨ ¨ë¬ ¢¨¤®¬ £¥®¬¥âà¨¨ ¢ ¤ ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. Ǒ®íâ®¬ã â¥®à¥¬ë 1 § 2 ¨ 1 § 3® § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª å ¯¥à¥®áïâáï ¢ ¥¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢® (�®-¡ ç¥¢áª®£® ¨ áä¥à¨ç¥áª®¥) á®¢¥àè¥® ¤®á«®¢® ¢¬¥áâ¥ á ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨, ªà®¬¥®¤®£® ¤®¯®«¥¨ï, ¥®¡å®¤¨¬®£® ¢ á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ . �¥«® ¢ â®¬, çâ®«¥¬¬  �®è¨ áãé¥áâ¢¥® ¨á¯®«ì§ã¥â ®âáãâáâ¢¨¥ ã ¬®£®£à ¨ª  ¤¢ãã£®«ìëå £à ¥©.� ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®, â ª �¥ ª ª ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬, ¤¢ãã£®«ì¨ª®¢ ¥ ¡ë¢ ¥â, ¨¯®â®¬ã íâ® § ¬¥ç ¨¥ ¥ áãé¥áâ¢¥®. � áä¥à¨ç¥áª®¬ �¥ ¯à®áâà áâ¢¥ ¤¢ãã£®«ì¨ª¨áãé¥áâ¢ãîâ: íâ® | ®¡ëª®¢¥ë¥ ¤¢ãã£®«ì¨ª¨, ®£à ¨ç¨¢ ¥¬ë¥   áä¥à¥ ¤¢ã¬ï ¡®«ì-22)�¥¯¥àì íâ® ¨§¢¥áâ®. �¯à¥¤¥«¥®áâì ®¡é¨å § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©¨å ¬¥âà¨ª®© ¯¥à¢ë¬ ¤®ª § « �.�.Ǒ®£®à¥«®¢ [168℄, á¬. â ª�¥ [173, £«. 3℄. �.�.�®«ª®¢¯®«ãç¨« íâ®â à¥§ã«ìâ â ¥§ ¢¨á¨¬ë¬ ¯ãâ¥¬, ª ª á«¥¤áâ¢¨¥ ¤ ®© ¨¬ ®æ¥ª¨ ¨áª �¥¨ïä®à¬ë ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ç¥à¥§ ®æ¥ªã ¨áª �¥¨ï ¥¥ ¢ãâà¥¥© ¬¥âà¨ª¨. Ǒà®¡«¥-¬ã ¯®«ãç¥¨ï â ª®© ®æ¥ª¨ áâ ¢¨« ¥é¥ �.�.�®-�®áá¥ [126℄. �.�.Ǒ®£®à¥«®¢ ¤®ª § «â ª�¥ ¤«ï ®¡é¨å ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©   «®£¨ à¥§ã«ìâ â®¢  è¥£® § 4,á¬. [173, £«. 3℄ ¨ ®¯à¥¤¥«¥®áâì ¬¥âà¨ª®© ®¡é¨å § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¯®áâ®ï®© ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë, á¬. [173, £«. 5, § 6℄. | Ǒà¨¬.�. �. � «£ ««¥à .



��. III: § 6. ��������� 187è¨¬¨ ¯®«ãªàã£ ¬¨. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¬®£ãâ¨¬¥âì ¤¢ãã£®«ìë¥ £à ¨. �¤ ª®, ª ª ¬®�® ¤®ª § âì, ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¢ áä¥-à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¥ ¨¬¥¥â ¤¢ãã£®«ìëå £à ¥©, ªà®¬¥ â®£® á«ãç ï, ª®£¤  ® á¯«®èìá®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãã£®«ì¨ª®¢. �®£¤  ® ¨¬¥¥â â®«ìª® ¤¢¥ ¢¥àè¨ë, ¢ ª®â®àëå ¨ áå®¤ïâáï¢á¥ ¥£® ¤¢ãã£®«ìë¥ £à ¨, ¯à¨«¥£ ï ¤àã£ ª ¤àã£ã ¯® áâ®à® ¬. (Ǒà¥¤¥«ìë¬ á«ãç ¥¬â ª®£® ¤¢ãå¢¥àè¨¨ª  ¡ã¤¥â áä¥à  | ý¯«®áª®áâìþ áä¥à¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ .) �¥£ª®¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® â ª¨¥ ¤¢ãå¢¥àè¨¨ª¨ (ªà®¬¥ ªà ©¥£® á«ãç ïý¯«®áª®áâ¨þ) ¨§£¨¡ ¥¬ë, â ª çâ® ¤«ï ¨å â¥®à¥¬ë 1 § 2 ¨ 1 § 3 ¥ ¢ë¯®«ïîâáï.�¥®à¥¬ë § 5 ® ª®¥çëå ¥§ ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª å â ª�¥ ¤®á«®¢® ¯¥à¥®áïâáï ¢¥¥¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà áâ¢  (�®¡ ç¥¢áª®£® ¨ áä¥à¨ç¥áª®¥), ¥á«¨ ¨áª«îç¨âì ¬®£®£à ¨-ª¨, ¤®¯®«ï¥¬ë¥ ¤® ¤¢ãå¢¥àè¨¨ª®¢.� á«ãç ¥ â¥®à¥¬ ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å ¤¥«® ®¡áâ®¨â ¨ ç¥, ¯®â®¬ã çâ® ¢ ¨åáãé¥áâ¢¥ãî à®«ì ¨£à ¥â ¯®ïâ¨¥ ¯ à ««¥«ì®áâ¨. �¤ ª® ¨ ¨å ¬®�® ¯¥à¥¥áâ¨ ¢ ¯à®-áâà áâ¢® �®¡ ç¥¢áª®£®, ¥á«¨ ¯®¨¬ âì ¯ à ««¥«ì®áâì ¢ á¬ëá«¥ �®¡ ç¥¢áª®£®, ¨¬¥®¤¢  ¡¥áª®¥çëå à¥¡à  ¬ë áç¨â ¥¬ ¯ à ««¥«ìë¬¨, ¥á«¨ ®¨ «¥� â ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ á¡«¨� îâáï. Ǒà¨ï¢ íâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥, ¬®�® ¯¥à¥¥áâ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢®�®¡ ç¥¢áª®£® â¥®à¥¬ë 2 § 2 ¨ 2 § 3 ® ¬®£®£à ¨ª å á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨à¥¡à ¬¨ ¨ â¥®à¥¬ë 1 ¨ 2 § 4 ® ¬®£®£à ¨ª å á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à -¬¨. �á¥ à ááã�¤¥¨ï, ¯à¨¢®¤ïé¨¥ ª ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã, ®áâ ãâáï ¢ á¨«¥. �®ç® â ª �¥â¥®à¥¬  3 § 2 ¯¥à¥®á¨âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢® �®¡ ç¥¢áª®£® ¡¥§ ¨§¬¥¥¨©.� íâ¨å â¥®à¥¬ å à¥çì ¨¤¥â ® ¬®£®£à ¨ª å, £®¬¥®¬®àäëå ¯«®áª®áâ¨. �¤ ª® ®ª -§ë¢ ¥âáï, çâ® ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®, ¨¬¥-îé¨© ¢¥àè¨ë (¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¥ á¢®¤ïé¨©áï ª ¡¥áª®¥ç®© ¯à¨§¬¥), ¬®�¥â ¨ ¥ ¡ëâì£®¬¥®¬®àäë¬ ¯«®áª®áâ¨. �®�® ¯®ª § âì, çâ® ® ¬®�¥â ¡ëâì £®¬¥®¬®àä¥ «î¡®©ª®¥ç®-á¢ï§®© ®¡« áâ¨   ¯«®áª®áâ¨, â. ¥. ®¡« áâ¨ á «î¡ë¬ ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ý¤ëàþ 23).Ǒ®íâ®¬ã ªàã£ ¢á¥å ¢®§¬®�ëå â¥®à¥¬ ® ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª å ¢ ¯à®-áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ªà ©¥ à áè¨àï¥âáï ¢ áà ¢¥¨¨ á â¥¬, çâ® ¨¬¥¥âáï ¢ ¯à®áâà -áâ¢¥ �¢ª«¨¤ . �¥â «ì®¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ ¯à®-áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® áã«¨â, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¥¬ «® ¨â¥à¥á®£® 24).� ª ç¥áâ¢¥ § ¤ ç¨ ® ¬®£®£à ¨ª å, £®¬¥®¬®àäëå ¯«®áª®áâ¨, ¬®�® ¯à¥¤«®�¨âì¢®¯à®á ®¡ ¨å ¯à¥¤¥«ì®¬ ã£«¥. � ª ª ª ¯®¤®¡®¥ á� â¨¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®-£® ¥¢®§¬®�®, â® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V (P, O) ¬®£®£à ¨ª  P ¯à¨ ¢¥àè¨¥ O ã�®®¯à¥¤¥«¨âì ª ª £à ¨æã â¥«¥á®£® ã£« , § ¯®«¥®£® «ãç ¬¨, ¨áå®¤ïé¨¬¨ ¨§ O ¨ á®¤¥à-� é¨¬¨áï ¢ â¥«¥, ®£à ¨ç¥®¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ P . � ¢¨á¨â «¨ íâ®â ã£®« ®â â®çª¨ O?23)�®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨§¢¥áâ®© ¬®¤¥«ìî ¯à®áâà áâ¢  �®¡ ç¥¢áª®£® ª ª ¢ãâà¥®áâ¨¥¢ª«¨¤®¢®£® è à  �, £¤¥ ¯àï¬ë¬¨ áç¨â îâáï å®à¤ë è à  �,   ¯«®áª®áâï¬¨ | ¡®«ì-è¨¥ ªàã£¨ ¢ íâ®¬ è à¥. �®£¤ , ¯®áª®«ìªã ¯àï¬ë¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¨ �¢ª«¨¤  §¤¥áì á®¢¯ -¤ îâ, â¥«®, á®¤¥à� é¥¥áï ¢ è à¥ � ¨ ¢ë¯ãª«®¥ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ á¬ëá«¥, ¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë¬¢ á¬ëá«¥ £¥®¬¥âà¨¨ �®¡ ç¥¢áª®£®, ¨ ®¡à â®. �à ¨æ  è à  � á®áâ®¨â ¨§ ¡¥áª®¥ç®ã¤ «¥ëå â®ç¥ª ¯à®áâà áâ¢  �®¡ ç¥¢áª®£®. �®§ì¬¥¬ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, «¥� -é¨© ¢ è à¥� â ª, çâ® ¥£® ¢¥àè¨ë A1, . . . , An «¥� â   ¯®¢¥àå®áâ¨ è à ,   ¢¥àè¨ë
B1, . . . , Bn | ¢ãâà¨. �â®â ¬®£®£à ¨ª ¡ã¤¥â ¡¥áª®¥çë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨-ª®¬ ¢ á¬ëá«¥ £¥®¬¥âà¨¨ �®¡ ç¥¢áª®£®: ¥£® ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  áå®¤ïâáï ¢ ¡¥áª®¥ç®ã¤ «¥ëå â®çª å Ai. �, ®ç¥¢¨¤®, £®¬¥®¬®àä¥ áä¥à¥ á ¨áª«îç¥ë¬¨ n â®çª ¬¨
A1, . . . , An ¨ â¥¬ á ¬ë¬ £®¬¥®¬®àä¥ ¯«®áª®© ®¡« áâ¨ á n− 1 ý¤ëà®©þ.24)�ª �¥¬   à ¡®âë [77, 78, 332℄, ¢ ª®â®àëå à áá¬ âà¨¢ îâáï à §«¨çë¥ á¯®á®¡ë§ ¤ ¨ï ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ -ç¥¢áª®£®. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



188 �. �. ������������ ª ª®¬ ®â®è¥¨¨ ª ¡¥áª®¥çë¬ £à ï¬ ¨ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª   å®¤ïâáï ¥£® £à ¨¨ à¥¡à ?5. �¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬, ¤®ª § ëå ¢ íâ®© £« ¢¥,   ¬®£®£à ¨ª¨ ¡®«¥¥ ç¥¬ âà¥å-¬¥àë¥ ¥ ¨¬¥¥â á¬ëá« , ¯®â®¬ã çâ® ã�¥ ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¤ �¥ ®¤¨¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« V ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¨§£¨¡ ¨©. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¯¨è¥¬¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë â ª®£® ã£«  âà¥å¬¥àãî áä¥àã. �  ¥© íâ®â ã£®« ¢ëà¥§ ¥â ¢ë¯ãª-«ë© ¬®£®£à ¨ª P . �â® ¡ã¤¥â § ¬ªãâë© ¬®£®£à ¨ª ¢ âà¥å¬¥à®¬ áä¥à¨ç¥áª®¬¯à®áâà áâ¢¥. �®, ª ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ëè¥, â¥®à¥¬  ® ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë-¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¢¥à  â ª�¥ ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. Ǒ®íâ®¬ã ¨ ã£®« V®ª §ë¢ ¥âáï ¥¨§£¨¡ ¥¬ë¬. �¥¬ ¡®«¥¥ â® �¥ ¢¥à® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¡®«ìè¥£® ç¨á«  ¨§-¬¥à¥¨©. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ¡®«¥¥ ç¥¬ âà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨ª ª®© ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¥âà¨¢¨ «ìëå ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®¡à �¥¨©.�®¯à®á ® à ¢¥áâ¢¥ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ à ¢¥áâ¢  ã£«®¢   ¤¢ã¬¥àëå£à ïå ®ª §ë¢ ¥âáï âà¨¢¨ «ìë¬ ¯® á®¢¥àè¥®   «®£¨çë¬ á®®¡à �¥¨ï¬.



�«   ¢   IV�ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª á ¤ ®© à §¢¥àâª®©
Ǒ¥à¢ë¥ âà¨ ¯ à £à ä  íâ®© £« ¢ë ¯®á¢ïé¥ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã áãé¥áâ¢®-¢ ¨ï § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©; íâ® ¤®-ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï ¬¥â®¤®¬, ®á®¢ ë¬   «¥¬¬¥ ®¡ ®â®¡à �¥¨¨(§ 2 £« ¢ë II). � § 1 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¬®£®®¡à §¨¥M à §¢¥àâ®ª¤ ®£® áâà®¥¨ï. � § 2 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¬®£®®¡à §¨¥ P ¬®£®£à ¨ª®¢,ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì áª«¥¥ë ¨§ à §¢¥àâ®ª ¤ ®£® áâà®¥¨ï. �®ª § â¥«ì-áâ¢® § ¢¥àè ¥âáï ¢ § 3, £¤¥ «¥¬¬  ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¯à¨¬¥ï¥âáï ª ®â®¡à �¥-¨î ¬®£®®¡à §¨ï P ¢ M . Ǒ®á«¥¤¨¥ ¤¢  ¯ à £à ä  (§ 4 ¨ 5) ¯®á¢ïé¥ë¡¥áª®¥çë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬. �¡®¡é¥¨ï à¥§ã«ìâ â®¢ ¢á¥© £« ¢ë ¢ ¤ãå¥¯®á«¥¤¥£® ¯ à £à ä  £« ¢ë III ¨§« £ îâáï ¢ § 3 £« ¢ë V.

§ 1. �®£®®¡à §¨¥ à §¢¥àâ®ª1. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì à §¢¥àâª¨, £®¬¥®¬®àäë¥ áä¥à¥ ¨ ¨¬¥îé¨¥¢®ªàã£ ª �¤®© ¢¥àè¨ë áã¬¬ã ã£«®¢ 6 2π. � è¥© ®ª®ç â¥«ì®© æ¥«ìîï¢«ï¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ¨§ ¢áïª®© â ª®© à §¢¥àâª¨ ¬®�® áª«¥¨âì § ¬ªã-âë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. �â  æ¥«ì ¡ã¤¥â ¤®áâ¨£ãâ  ¢ § 3. �¤¥áì �¥¬ë ¯®«ãç¨¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ìë¥ à¥§ã«ìâ âë, ª á îé¨¥áï à §¢¥àâ®ª.� ª ª ª ¢áïª¨© ª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬®�® à §¡¨âì   âà¥ã£®«ì¨-ª¨, â® ¬®�® ®£à ¨ç¨âìáï à §¢¥àâª ¬¨, á®áâ ¢«¥ë¬¨ ¨§ ®¤¨å âà¥ã£®«ì-¨ª®¢. �¨ª ª¨¥ à §¢¥àâª¨, ªà®¬¥ £®¬¥®¬®àäëå áä¥à¥ ¨ á®áâ ¢«¥ëå ¨§âà¥ã£®«ì¨ª®¢, ¢ § 1{3 à áá¬ âà¨¢ âìáï ¥ ¡ã¤ãâ, ¨ ¯®â®¬ã ®¨ ¡ã¤ãâ  §ë-¢ âìáï ¯à®áâ® à §¢¥àâª ¬¨.� §¢¥àâª  á áã¬¬®© ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥àè¨ å 6 2π ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à §¢¥àâ-ª®© ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë. �á«¨ �¥ ¢ ª �¤®© ¢¥àè¨¥ à §¢¥àâª¨ áã¬-¬  ã£«®¢ áâà®£® ¬¥ìè¥ 2π, â® ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® à §¢¥àâª  ¥ ¨¬¥¥â«¨è¨å ¢¥àè¨ ¨«¨ çâ® à §¢¥àâª  ¨¬¥¥â áâà®£® ¯®«®�¨â¥«ìãî ªà¨¢¨§ã.� ª ¡ë«® ãª § ® ¥é¥ ¢ § 6 £« ¢ë I, à §¢¥àâª  ¨¬¥¥â á¢®î ¬¥âà¨ªã. � ¥©¬®�® ¯à®¢®¤¨âì ªà âç ©è¨¥ «¨¨¨ ¬¥�¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï â®çª ¬¨ (£« -



190 �. �. �����������¢  I, § 8, â¥®à¥¬  1). � ª ï ªà âç ©è ï á®áâ®¨â ¨§ ®âà¥§ª®¢, «¥� é¨å  ¬®£®ã£®«ì¨ª å à §¢¥àâª¨, ¯à¨ç¥¬ ¯¥à¥å®¤ ®â ®¤®£® ®âà¥§ª  ª á«¥¤ãîé¥-¬ã ¯à®¨áå®¤¨â ç¥à¥§ ®â®�¤¥áâ¢«¥ë¥ â®çª¨ £à ¨æ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. �ë¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¥ª®â®àë¬¨ ¯à®áâë¬¨ â¥®à¥¬ ¬¨ ®â®á¨â¥«ì® ªà âç ©è¨å«¨¨© ¨ ªà¨¢¨§ë ¢ à §¢¥àâª å. �®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å â¥®à¥¬ ¤ ë ¢ § 8£« ¢ë I.�¤®¡® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì á¥¡¥ à §¢¥àâªã ®â®¡à �¥®©   ª ªãî-¨¡ã¤ì áä¥-àã S, â ª çâ® ¬¥âà¨ª  ¥¥ ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ªà âç ©è¨¥ ®ª §ë¢ îâáï ¯¥à¥¥-á¥ë¬¨   áä¥àã S.�á«¨ ¤¢¥ à §¢¥àâª¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ®â®¡à �¥ë ¤àã£   ¤àã£  â ª, çâ® à á-áâ®ï¨ï ¬¥�¤ã á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬¨ ¯ à ¬¨ ¨å â®ç¥ª à ¢ë, â® ¬ë £®¢®à¨¬,çâ® à §¢¥àâª¨ ¨§®¬¥âà¨çë 1). �á«¨ ¨§ à §¢¥àâª¨ ¬®�® áª«¥¨âì § ¬ªã-âë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, â® ¬ë ¡ã¤¥¬ à ¤¨ ªà âª®áâ¨ £®¢®à¨âì, çâ®à §¢¥àâª  à¥ «¨§ã¥¬ . �ç¥¢¨¤®, çâ® ¥á«¨ ¤  ï à §¢¥àâª  à¥ «¨§ã¥-¬ , â® ¢áïª ï ¨§®¬¥âà¨ç ï ¥© à §¢¥àâª  à¥ «¨§ã¥¬  â¥¬ �¥ á ¬ë¬ ¬®£®-£à ¨ª®¬. Ǒ®íâ®¬ã ¢¬¥áâ® ®¤®© à §¢¥àâª¨ ¢á¥£¤  ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âìà §¢¥àâªã, ¥© ¨§®¬¥âà¨çãî.2. �¥¬¬  1. � §¢¥àâª  ¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì ¬¥¥¥ âà¥å ¢¥àè¨, áã¬¬ë ã£«®¢¯à¨ ª®â®àëå < 2π. �á«¨ à §¢¥àâª  ¨¬¥¥â â®«ìª® âà¨ â ª¨¥ ¢¥àè¨ë,   ¢®¢á¥å ®áâ «ìëå ¥¥ ¢¥àè¨ å (¥á«¨ ®¨ ¢®®¡é¥ ¨¬¥îâáï) áã¬¬ë ã£«®¢ = 2π,â® ®  à¥ «¨§ã¥¬  ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë¬ âà¥ã£®«ì¨ª®¬.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®« ï ªà¨¢¨§  à §¢¥àâª¨, £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥, à ¢ 4π (á¬. £« ¢ã I, § 8, â¥®à¥¬ã 3),   ªà¨¢¨§  ®¤®© ¢¥àè¨ë < 2π. �âáî¤ á«¥¤ã¥â ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ «¥¬¬ë.Ǒãáâì â¥¯¥àì à §¢¥àâª  R ¨¬¥¥â â®«ìª® âà¨ ¢¥àè¨ë A, B, C á áã¬¬ -¬¨ ã£«®¢ < 2π, ¢® ¢á¥å �¥ ®áâ «ìëå ¥¥ ¢¥àè¨ å áã¬¬ë ã£«®¢ à ¢ë 2π.�â®¡à §¨¢ à §¢¥àâªã   áä¥àã S, á®¥¤¨¨¬ ¢¥àè¨ë A, B, C ªà âç ©è¨¬¨.�ä¥à  à §®¡ì¥âáï   ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª , ¥ á®¤¥à� é¨¥ ¢ãâà¨ á¥¡ï â®ç¥ª,áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ª®â®àëå 6= 2π. Ǒ®íâ®¬ã íâ¨ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ¬®�® à §-¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì (£« ¢  I, § 8, â¥®à¥¬  4). � « £ ï ¨å § â¥¬ ¤àã£  ¤àã£  â ª, çâ®¡ë á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¨å áâ®à®ë á®¢¯ «¨, ¯®«ãç¨¬ ¤¢ �¤ë¯®ªàëâë© âà¥ã£®«ì¨ª, à¥ «¨§ãîé¨© à §¢¥àâªã R.�¥¬¬  2. �áïª ï à §¢¥àâª  ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ¨§®¬¥âà¨ç  à §-¢¥àâª¥, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬: 1) ®  á®áâ ¢«¥  ¨§ ®¤¨åâà¥ã£®«ì¨ª®¢, 2) ¥ ¨¬¥¥â ú«¨è¨åû ¢¥àè¨, â. ¥. ¢¥àè¨, áã¬¬ë ã£«®¢¯à¨ ª®â®àëå à ¢ë 2π, 3) ¨ ã ª ª®£® ¥¥ âà¥ã£®«ì¨ª  ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨-ë ¥ áª«¥¨¢ îâáï ¤àã£ á ¤àã£®¬, â. ¥. ¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¤®© ¢¥àè¨¥à §¢¥àâª¨.1)�¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¥á«¨ ¤¢¥ à §¢¥àâª¨ ¨§®¬¥âà¨çë, â® ®â ®¤®© ¨§ ¨å ª¤àã£®© ¬®�® ¯¥à¥©â¨ ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ®¯¥à æ¨© à §à¥§ ¨ï ¨ áª«¥¨¢ ¨ï.



��. IV: § 1. ������������ ��������� 191�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì R | ¤  ï à §¢¥àâª  ¨ A1, . . . , Ae | ¥¥ ¥«¨è¨¥ ¢¥àè¨ë. Ǒ® «¥¬¬¥ 1 e > 3. �â®¡à §¨¬ à §¢¥àâªã R   áä¥àã S.�®¥¤¨¨¢ ¢¥àè¨ã A1 ªà âç ©è¨¬¨ á ¯à®ç¨¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ A2, . . . , Ae, à §-à¥�¥¬ áä¥àã S| ¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, à §¢¥àâªãR| ¯® íâ¨¬ ªà âç ©è¨¬(á¬. à¨á. 88,  , ª®â®àë© ¨¬¥¥â ãá«®¢ë© ýâ®¯®«®£¨ç¥áª¨©þ å à ªâ¥à).
A2 A3 A4

A1

a)

Aq

Ap
Q

T

A1
6

A1
5

A1
4

A1
3

A1
2A1

1

b)�¨á. 88� ª ª ª ªà âç ©è¨¥, ¨áå®¤ïé¨¥ ¨§ ®¤®© â®çª¨, ¥ ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï,â® ¢ à¥§ã«ìâ â¥ â ª®£® à §à¥§ ¨ï ¯®«ãç¨¬ (£¥®¤¥§¨ç¥áª¨©) ¬®£®ã£®«ì¨ª
Q, £®¬¥®¬®àäë© ªàã£ã. � ¥ á®¤¥à�¨â ¢¥àè¨ ¢ãâà¨,   ¯®â®¬ã á®£« á®â¥®à¥¬¥ 5 § 8 £« ¢ë I ¥£® ¬®�® à §¡¨âì ¤¨ £® «ï¬¨   âà¥ã£®«ì¨ª¨,ª �¤ë© ¨§ ª®â®àëå à §¢¥àâë¢ ¥âáï   ¯«®áª®áâì.�¤ ª® ¬ë å®â¨¬ ¤®ª § âì, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¬®�® à §¡¨âì ¤¨ -£® «ï¬¨   âà¥ã£®«ì¨ª¨ â ª, çâ® ¢ ¯®«ãç¥®© à §¢¥àâª¥ ¨ ã ª ª®£®âà¥ã£®«ì¨ª  ¤¢¥ ¢¥àè¨ë ¥ ¡ã¤ãâ áª«¥¨¢ âìáï ¤àã£ á ¤àã£®¬, â. ¥. ¥¡ã¤ãâ á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ®¤®© ¢¥àè¨¥ à §¢¥àâª¨.� ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¨¬¥îâáï ¢¥àè¨ë ¤¢ãå â¨¯®¢: e−1 ¢¥àè¨ ®â¢¥ç -îâ ¢¥àè¨ ¬A2, A3, . . . , Ae à §¢¥àâª¨ ¨ ¤àã£¨¥ e−1 ¢¥àè¨ ®â¢¥ç îâ ®¤®©¢¥àè¨¥ A1 (à¨á. 88, ¡). �â¨ ¢¥àè¨ë ý¢â®à®£® à®¤ þ A11, A21, . . . , Ae−11 à á-¯®«®�¥ë   ¯¥à¨¬¥âà¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ç¥à¥§ ®¤ã. � ª ª ª ®¤®© ¨â®© �¥ ¢¥àè¨¥ à §¢¥àâª¨ ®â¢¥ç îâ â®«ìª® ¢¥àè¨ë ¢â®à®£® à®¤ , â®  ¬ã�® ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¥¥:¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¬®�® à §¡¨âì ¤¨ £® «ï¬¨   âà¥ã£®«ì¨ª¨ â ª, çâ®¢ ª �¤®¬ ¨§ ¨å ¬ ªá¨¬ã¬ ®¤  ¢¥àè¨  ¡ã¤¥â ¢¥àè¨®© ú¢â®à®£® à®¤ û.



192 �. �. ������������«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬¥â¨¬, çâ® áã¬¬  ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥àè¨ å ý¢â®à®£®à®¤ þ ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A1 ¨, á«¥¤®¢ -â¥«ì®, ¯® ãá«®¢¨î ®  ¬¥ìè¥ 2π. Ǒ®íâ®¬ã á ¬®¥ ¡®«ìè¥¥ ¯à¨ ®¤®© ¨§¢¥àè¨ ¢â®à®£® à®¤  ã£®« ¬®�¥â ¡ëâì ¡®«ìè¥ ¨«¨ à ¢¥ π.Ǒãáâì ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A11 ã£®« ¬¥ìè¥ π. Ǒãáâì á ¥© á¬¥�ë ¢¥àè¨ë
Ap, Aq . Ǒà®¢¥¤¥¬ ®âà¥§®ª ApAq ¨ à áá¬®âà¨¬ âà¥ã£®«ì¨ª T = A11ApAq(à¨á. 88, ¡). � ª ª ª ã£®« ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A11 ¬¥ìè¥ π,â® ® ¡ã¤¥â â ª�¥ ã£«®¬ âà¥ã£®«ì¨ª  T , â ª çâ® ®¡é ï ç áâì TQ âà¥-ã£®«ì¨ª  T ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¥ª®â®àë© ¬®£®ã£®«ì¨ª;¢ ç áâ®áâ¨, ® ¬®�¥â á®¢¯ ¤ âì á âà¥ã£®«ì¨ª®¬ T . � ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥,®âá¥ª ï ¥£® ®â Q, ¯®«ãç¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q−T , ã ª®â®à®£®   ®¤ã ¢¥àè¨-ã ¢â®à®£® à®¤  ¬¥ìè¥. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¯à®¢¥¤¥¬ ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥
TQ ªà âç ©èãî ¨§ «®¬ ëå, á®¥¤¨ïîé¨å ¢¥àè¨ë Ap ¨ Aq (à¨á. 89); íâ 

A1
1

Ap Aq

TQ

�¨á. 89
«®¬  ï ⌢

ApAq , ®ç¥¢¨¤®, ª®à®ç¥ «®¬ ®©,®¡à §®¢ ®© áâ®à® ¬¨ ApA11 ¨ AqA11:
⌢

ApAq < ApA
11 + A11Aq. (1)�á«¨ ¡ë   «¨¨¨ ⌢

ApAq «¥� «  ª ª ï-«¨¡®¢¥àè¨  ý¢â®à®£® à®¤ þ Aj1, â® ¬ë ¨¬¥«¨ ¡ë
ApA

j1 +Aj1Aq < ApA
11 +A11Aq,¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ ®âà¥§ª®¢ ⌢

ApA
j1, ⌢
Aj1Aq íâ®© «¨¨¨ ¡ë« ¡ëª®à®ç¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ®âà¥§ª  ApA11 ¨«¨ A11Aq ;  ¯à¨¬¥à,

⌢
ApA

j1 < ApA
11. (2)�¤ ª® ¯® ¯¥à¢® ç «ì®¬ã ¯®áâà®¥¨î áâ®à®  ApA11 ï¢«ï¥âáï ªà âç ©-è¥© ¢ ¤ ®© à §¢¥àâª¥ ¬¥�¤ã ¢¥àè¨ ¬¨ Ap ¨ A1. �¨¨ï �¥ ⌢

ApA
j1 â®�¥á®¥¤¨ï¥â ¢¥àè¨ã Ap á A1. �  ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ª®à®ç¥ ªà âç ©è¥©,   ¯®-â®¬ã ¥à ¢¥áâ¢® (2),   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬ (1) ¥¢®§¬®�®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¤®¯ãé¥¨¥, çâ®   «¨¨¨ ⌢

ApAq «¥�¨â ª ª ï-«¨¡® ¢¥àè¨  ¢â®à®£® à®¤ ,¥¢¥à®.�â¨¬ ¤®ª § ®, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª, ®âá¥ª ¥¬ë© ®â Q «¨¨¥© ⌢
ApAq , á®-¤¥à�¨â â®«ìª® ®¤ã ¢¥àè¨ã ¢â®à®£® à®¤  A11. Ǒ®á«¥ ¥£® ®âá¥ç¥¨ï ®áâ ¥âáïç áâì ¬®£®ã£®«ì¨ª Q, á®áâ®ïé ï ¨§ ¥áª®«ìª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ á ¬¥ì-è¨¬ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨ ¢â®à®£® à®¤ . � ª �¤®¬ã ¨§ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢



��. IV: § 1. ������������ ��������� 193¯à¨¬¥¨¬ë ¢á¥ ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ à ááã�¤¥¨ï: ¬ë ¬®�¥¬ ®âá¥çì ®â ¨å ¬®£®-ã£®«ì¨ª¨ á ®¤®© ¢¥àè¨®© ¢â®à®£® à®¤  ª �¤ë© ¨ â. ¤., ¯®ª  ¥ à §®¡ì¥¬¢á¥   ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ª �¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¡ã¤¥â á®¤¥à� âì â®«ìª® ®¤ã¨«¨ ¨ ®¤®© ¢¥àè¨ë ¢â®à®£® à®¤ . Ǒ®á«¥ íâ®£® ®áâ ¥âáï à §¡¨âì ª �-¤ë© ¨§ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢   âà¥ã£®«ì¨ª¨, ¨ ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª ã�®¬ãà¥§ã«ìâ âã.�®ª § ë¥ «¥¬¬ë 1 ¨ 2 ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¤®áâ â®ç® ®£à ¨ç¨âìáï à á-á¬®âà¥¨¥¬ à §¢¥àâ®ª, á®áâ®ïé¨å ¨§ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨åá«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬: 1) ç¨á«® ¢¥àè¨ e > 3, 2) ¥â «¨è¨å ¢¥àè¨, 3)¨ ã ª ª®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ¢¥àè¨ë ¥ áª«¥¨¢ îâáï ¤àã£ á ¤àã£®¬. � ¤ «ì-¥©è¥¬ íâ¨ ãá«®¢¨ï ¯®¤à §ã¬¥¢ îâáï ¢ë¯®«¥ë¬¨ ¡¥§ ®á®¡ëå ®£®¢®à®ª.3. �á«¨ ¢ ¯®ïâ¨¨ à §¢¥àâª¨ ®â¢«¥çìáï ®â ¬¥âà¨ç¥áª¨å á®®â®è¥¨©¨ à áá¬ âà¨¢ âì ¥¥ ç¨áâ® ª®¬¡¨ â®à®, â. ¥. ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã â®«ìª® ¤ -ë¥ ¢ ¥© ®â®�¤¥áâ¢«¥¨ï áâ®à® ¨ ¢¥àè¨ âà¥ã£®«ì¨ª®¢, â® à §¢¥àâª ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ â®, çâ® ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª®¬¯«¥ªá®¬. �«¥¤®¢ â¥«ì®,ýª®¬¯«¥ªáþ ¥áâì á®¢®ªã¯®áâì ª®¥ç®£® ç¨á«   ¡áâà ªâëå âà¥ã£®«ì¨-ª®¢ á ãª § ë¬ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨¥¬ ¨å áâ®à® ¨ ¢¥àè¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ãá«®¢¨ï¬, á®¤¥à� é¨¬áï ¢ á ¬®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ à §¢¥àâª¨.�â® ¥áâì ¥ª®â®à®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¯®ïâ¨ï ª®¬¯«¥ªá , ¯à¨ïâ®£® ¢ ª®¬¡¨ -â®à®© â®¯®«®£¨¨. �¬¥®, ¬ë ¥ âà¥¡ã¥¬ â®£®, çâ®¡ë ã ¤¢ãå âà¥ã£®«ì¨-ª®¢ ®â®�¤¥áâ¢«ï«®áì â®«ìª® ¯® ®¤®© áâ®à®¥ ¨«¨ ¯® ®¤®© ¢¥àè¨¥. �®á®£« á® ãá«®¢¨î, ¯®áâ ¢«¥®¬ã ¢ ª®æ¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ãªâ , áª«¥¨¢ ¨¥âà¥ã£®«ì¨ª  á ¬®£® á á®¡®© ¥ ¤®¯ãáª ¥âáï.� ª ª ª  è  à §¢¥àâª  £®¬¥®¬®àä  áä¥à¥, â® ¥á«¨ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ¬ëá-«¨âì ª ª ¯à®¨§¢®«ìë¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ®¡à §ë ®¡ëçëå âà¥ã£®«ì¨ª®¢,ª®¬¯«¥ªá ®ª §ë¢ ¥âáï £®¬¥®¬®àäë¬ áä¥à¥. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�® ª®à®âª® áª -§ âì, çâ® ª®¬¯«¥ªá ¥áâì á®¢®ªã¯®áâì â®¯®«®£¨ç¥áª¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢ á â ª¨-¬¨ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨ï¬¨ ¨å áâ®à® ¨ ¢¥àè¨, ¢ á¨«ã ª®â®àëå íâ  á®¢®ªã¯®áâì®ª §ë¢ ¥âáï £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥.�á«¨ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ¤ ®£® ª®¬¯«¥ªá  K § ¤ ë ª ª ¯«®áª¨¥ âà¥ã£®«ì-¨ª¨ ¨ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨ï áâ®à® ¯à®¨áå®¤ïâ á á®åà ¥¨¥¬ ¤«¨, â® ¬ë ¨¯®«ãç ¥¬ à §¢¥àâªã. �ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ¢ íâ®¬ á«ãç ¥, çâ® ª®¬¯«¥ªá K¯à¥¢à é ¥âáï ¢ à §¢¥àâªã áâà®¥¨ï K.Ǒãáâì K | ¤ ë© ª®¬¯«¥ªá,   f , k, e| ç¨á«  ¥£® âà¥ã£®«ì¨ª®¢, à¥¡¥à¨ ¢¥àè¨. � ª ª ª ¯«®áª¨¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¤«¨ -¬¨ ¨å áâ®à®, â® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯à¥¢à â¨âì ª®¬¯«¥ªá K ¢ ®¯à¥¤¥«¥ãîà §¢¥àâªã, ¤®áâ â®ç® ¯à¨¯¨á âì ¥£® à¥¡à ¬ ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ¤«¨ë. �«¥¤®-¢ â¥«ì®, à §¢¥àâª  áâà®¥¨ï K ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ k ¯ à ¬¥âà®¢ |¤«¨ à¥¡¥à r1, . . . , rk.�á«¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï k-¬¥àë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, â® ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å à §-¢¥àâ®ª áâà®¥¨ï K ¨§®¡à §¨âáï ¢ ¥¬ ¢ ¢¨¤¥ ¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨M0. �¤¨-



194 �. �. �����������áâ¢¥ë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«�ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ¤«¨ë à¥¡¥à, íâ® |ý¥à ¢¥áâ¢  âà¥ã£®«ì¨ª þ: áã¬¬  ¤«¨ ª �¤ëå ¤¢ãå áâ®à® âà¥ã£®«ì-¨ª  ¤®«�  ¡ëâì ¡®«ìè¥ ¤«¨ë âà¥âì¥© ¥£® áâ®à®ë 2):
ri + rj > rl.�â¨ ¥à ¢¥áâ¢  | «¨¥©ë¥, ¨ ¯®â®¬ã ª �¤®¥ ¨§ ¨å ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥ª®-â®à®¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. Ǒ¥à¥á¥ç¥¨¥ íâ¨å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ¨ ®¡à §ã¥â ®¡-« áâìM0. (�áâ â¨ ¢¨¤®, çâ® ®  ï¢«ï¥âáï ¢ãâà¥®áâìî ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ®£® ã£«  á ¢¥àè¨®© ¢  ç «¥.) �â  ®¡« áâì § ¢¥¤®¬® ¥ ¯ãáâ : ¤®-áâ â®ç® ¯à¨¯¨á âì ¢á¥¬ à¥¡à ¬ ®¤ã ¨ âã �¥ ¤«¨ã, çâ®¡ë ¢á¥ ¥à ¢¥áâ¢ âà¥ã£®«ì¨ª  ã¤®¢«¥â¢®àï«¨áì. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® ª®¬¯«¥ªá  Káãé¥áâ¢ã¥â à §¢¥àâª  áâà®¥¨ï K ¨§ à ¢®áâ®à®¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢.�®¢®ªã¯®áâì à §¢¥àâ®ª áâà®£® ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ¨§®¡à � ¥âáï¬®�¥áâ¢®¬M , ï¢«ïîé¨¬áï ç áâìî ®¡« áâ¨M0.�ã¬¬  ∑

j

ϕij ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ ¢¥àè¨¥ (i | ®¬¥à ¢¥àè¨ë, j |®¬¥à ã£«  ¯à¨ íâ®© ¢¥àè¨¥), ¥áâì ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï ¤«¨ à¥¡¥à. M®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢ ¬¨
∑

j

ϕij < 2π (i = 1, 2, . . . , e)¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢®. �â® ¨ ¥áâì¬®£®®¡à §¨¥ à §¢¥àâ®ª áâà®£® ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë, ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã-¤¥¬ ¤ «ìè¥ à áá¬ âà¨¢ âì.�®£«® ¡ë ®ª § âìáï, çâ® M ¯ãáâ®; ® â®£¤   ¬ ¥ ® ç¥¬ £®¢®à¨âì, â ªª ª ¬ë å®â¨¬ ¤®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¨¬¥îâáï à §¢¥àâª¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨-¢¨§ë áâà®¥¨ï K, â® ¨§ ª �¤®© ¨§ ¨å ¬®�® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª. Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® M ¥ ¯ãáâ® 3).4. �¥¬¬  3. �á«¨ ç¨á«® ¢¥àè¨ ª®¬¯«¥ªá  K ¡®«ìè¥ âà¥å, â® ¬®£®-®¡à §¨¥M á®áâ ¢«ï¥â â®«ìª® ç áâì ®¡« áâ¨M0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥â ¢
M0 £à ¨æã.2)Ǒ®«®�¨â¥«ì®áâì ¤«¨ ã�¥ á«¥¤ã¥â ¨§ íâ¨å ¥à ¢¥áâ¢: ri + rj > rl, ri + rl > rj ¨,á«¥¤®¢ â¥«ì®, 2ri + rj + rl > rj + rl, ®âªã¤  ri > 0.3)�®, çâ®M ¯ãáâ®, ®§ ç ¥â, çâ® ª®¬¯«¥ªá K ¥«ì§ï ¯à¥¢à â¨âì ¢ à §¢¥àâªã á áã¬¬ -¬¨ ã£«®¢ ¯à¨ ¢á¥å ¢¥àè¨ å < 2π. �¥£ª® ¯®áâà®¨âì ¯à¨¬¥àë â ª¨å ª®¬¯«¥ªá®¢, ¤®¯ãáª ïã ¥áª®«ìª¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢ áª«¥¨¢ ¨¥ ¢¥àè¨ ¢ ®¤ã â®çªã. �¤ ª® â ª¨¥ ýá ¬®áª«¥-¨¢ ¨ïþ ã  á ¨áª«îç¥ë ¯® ãá«®¢¨î, ¯à¨ïâ®¬ã ¢ ª®æ¥ ¯o 2. �«ï ª®¬¯«¥ªá  �¥ ¡¥§á ¬®áª«¥¨¢ ¨© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢¥à®ïâë¬, çâ® ® ¢á¥£¤  ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¢à é¥ ¢ à §-¢¥àâªã áâà®£® ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë, â ª çâ®   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¯à¨  è¥¬ ãá«®¢¨¨ ¬®-�¥áâ¢®M ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¯ãáâë¬. �¤ ª® ¬ë ¥ § ¥¬, ª ª íâ® ¤®ª § âì ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥.�«ï á«ãç ï, ª®£¤  ¢ ª®¬¯«¥ªá¥ K ª �¤ë¥ ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª  áª«¥¨¢ îâáï ¬ ªá¨¬ã¬ ¯®®¤®© áâ®à®¥ ¨«¨ ¢¥àè¨¥, íâ® ¤®ª § ®.



��. IV: § 1. ������������ ��������� 195�®ª �¥¬ á ç « , çâ® ¢ ª®¬¯«¥ªá¥ á ç¨á«®¬ ¢¥àè¨, ¡®«ìè¨¬ âà¥å, ¥áâìå®âï ¡ë ®¤  ¢¥àè¨ , ¢ ª®â®à®© áå®¤¨âáï ¥ ¬¥¥¥ âà¥å âà¥ã£®«ì¨ª®¢.�«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¢ ª �¤®© ¢¥àè¨¥ ª®¬¯«¥ªá  áå®-¤¨âáï ¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå âà¥ã£®«ì¨ª®¢, â® ª®¬¯«¥ªá ¨¬¥¥â ¢á¥£® âà¨ ¢¥àè¨ë.
A B

C

D�¨á. 90
ǑãáâìABC| âà¥ã£®«ì¨ª â ª®£® ª®¬¯«¥ªá . Ǒãáâìª ¥£® áâ®à®¥ AB ¯®¤ª«¥¨¢ ¥âáï âà¥ã£®«ì¨ª ABD(à¨á. 90). �®£¤  ¢ ¢¥àè¨ å A ¨ B ã�¥ á®è«¨áì ¤¢ âà¥ã£®«ì¨ª , ¨ ¥á«¨ ¨ª ª¨¥ ¤àã£¨¥ ª ¨¬ ¯à¨«¥£ âì¥ ¬®£ãâ, â®, ®ç¥¢¨¤®, áâ®à®ë AC ¨ BC áª«¥¨¢ -îâáï á AD ¨ BD. (�®£«® ¡ë ¡ëâì, çâ® BC áª«¥¨¢ -¥âáï á AC,   BD | á AD. �® â®£¤  ã âà¥ã£®«ì¨ª 

ABC ®â®�¤¥áâ¢«ï«¨áì ¡ë ¢¥àè¨ë A ¨ B, çâ® ¨áª«î-ç¥® ¯® ãá«®¢¨î, ¯à¨ïâ®¬ã ¢ ¯o 2.) �áâ îâáï â®«ìª®âà¨ ¢¥àè¨ë, ¨ ¨ç¥£® ¡®«ìè¥ ª ª®¬¯«¥ªáã ¯à¨¡ ¢¨âì¥«ì§ï, â ª ª ª á¢®¡®¤ëå áâ®à® ¥ ®áâ «®áì. � ª¨¬®¡à §®¬,  è¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¤®ª § ®.Ǒãáâì â¥¯¥àì ª®¬¯«¥ªáK ¨¬¥¥â ¡®«¥¥ âà¥å ¢¥àè¨. �®£¤ , ª ª ¬ë á¥©ç á¯®ª § «¨, ¢ ¥¬  ©¤¥âáï ¢¥àè¨  A, ¢ ª®â®à®© áå®¤¨âáï ¥ ¬¥¥¥ âà¥åâà¥ã£®«ì¨ª®¢.Ǒà¨¯¨è¥¬ á ç «  ¢á¥¬ à¥¡à ¬ ª®¬¯«¥ªá  K à ¢ë¥ ¤«¨ë, â. ¥. ¢®§ì-¬¥¬ à §¢¥àâªã ¨§ ¯à ¢¨«ìëå âà¥ã£®«ì¨ª®¢. � â¥¬ ¡ã¤¥¬ ã¬¥ìè âì ¢®¤® ¨ â® �¥ ç¨á«® à § ¤«¨ë ¢á¥å à¥¡¥à, áå®¤ïé¨åáï ¢ A, ®áâ ¢«ïï ¤«¨ë®áâ «ìëå à¥¡¥à ¥¨§¬¥ë¬¨. �®£¤  ã£«ë, ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª A, ¡ã¤ãâ ¢®§-à áâ âì ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì á¤¥« ë áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨¬¨ ª π. � â ª ª ª ¨å¥ ¬¥¥¥ âà¥å, â® áã¬¬  ¨å ¡ã¤¥â áâ ®¢¨âìáï > 2π. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâª¨, ¥ ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ¬®£®®¡à §¨¥M , ¨ «¥¬¬  ¤®ª §  .�à ¨æ  ¬®£®®¡à §¨ï M á®áâ®¨â ¨§ â®ç¥ª, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §-¢¥àâª ¬, ã ª®â®àëå áã¬¬  ã£«®¢ ¯à¨ ª �¤®© ¢¥àè¨¥ ¬¥ìè¥ ¨«¨ à ¢ 2π ¨ å®âï ¡ë ¯à¨ ®¤®© ¢¥àè¨¥ à ¢  2π.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª ª ¡ë«® ãª § ®, ¬®£®®¡à §¨¥M ®¯à¥¤¥«ï¥âáï e ¥à -¢¥áâ¢ ¬¨ ∑

j

ϕij < 2π (i = 1, 2, . . . , e), (3)£¤¥ ϕij ®¡®§ ç ¥â j-© ã£®« ¯à¨ i-© ¢¥àè¨¥. �£®« ϕij ¥áâì ¥¯à¥àë¢ ïäãªæ¨ï ¤«¨ à¥¡¥à. Ǒ®íâ®¬ã   £à ¨æ¥ ¬®£®®¡à §¨ïM ¨ ®¤® ¨§ íâ¨å¥à ¢¥áâ¢ ¥ ¬®�¥â ®¡à é âìáï ¨ å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ¨å ¤®«�® ¯¥à¥å®¤¨âì¢ à ¢¥áâ¢®.�âáî¤  á«¥¤ã¥â â ª�¥, çâ® £à ¨æ  ¬®£®®¡à §¨ï M á®áâ®¨â ¨§ ªãáª®¢
e ¯®¢¥àå®áâ¥© F1, F2, . . . , Fe, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ëå ãà ¢¥¨ï¬¨

∑

j

ϕij = 2π (i = 1, 2, . . . , e), (4)



196 �. �. �����������£¤¥ ã£«ë ϕij ã�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª äãªæ¨¨ ¤«¨ à¥¡¥à, â. ¥. ª®®à¤¨ â¢  è¥¬ k-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ 4).�¥¯¥àì ¬ë ¤®ª �¥¬ ¯®á«¥¤îî «¥¬¬ã, ª®â®à ï ¡ã¤¥â ¨£à âì peè îéãîà®«ì ¢ § 3 ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥  è¥© â¥®à¥¬ë ® à¥ «¨§ã¥¬®áâ¨ à §¢¥àâ®ª¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë.�¥¬¬  4. �  £à ¨æ¥ ª �¤®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥âë ¬®£®®¡à §¨ïM ¥áâìâ ª ï â®çª , ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ª®â®à®© ¥â â®ç¥ª ¤àã£¨å á¢ï§ëåª®¬¯®¥â ¬®£®®¡à §¨ïM 5).�®ª § â¥«ìáâ¢®. ǑãáâìM ′ | ª ª ï-«¨¡® á¢ï§ ï ª®¬¯®¥â  ¬®£®-®¡à §¨ïM . ǑãáâìX0| â®çª    ¥¥ £à ¨æ¥, ¯à¨ ¤«¥� é ï  ¨¬¥ìè¥¬ãç¨á«ã ¯®¢¥àå®áâ¥© F1, . . . , Fe | áª �¥¬, ¯®¢¥àå®áâï¬ F1, . . . , Fl. Ǒ®ª -�¥¬, çâ® íâ  â®çª  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ¨ï¬ «¥¬¬ë 6).�®çª  X0 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â à §¢¥àâªã R0, ã ª®â®à®© áã¬¬ë ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥à-è¨ å A1, . . . , Al à ¢ë 2π,   ¯à¨ ¢á¥å ®áâ «ìëå ¢¥àè¨ å Ai | ¬¥ìè¥2π. �ç¥¢¨¤®, ¬®�® ãª § âì â ª®¥ áâ®«ì ¬ «®¥ ε > 0, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ ¨§-¬¥¥¨¨ ¤«¨ à¥¡¥à à §¢¥àâª¨ R0, ¬¥ìè¥¬ ε, ¨ ¯à¨ ®¤®© ¨§ ¢¥àè¨ Ai(i > l) áã¬¬  ã£«®¢ ¥ áâ ®¢¨âáï à ¢®© 2π. �ë ®£à ¨ç¨¬áï â®«ìª® â -ª¨¬¨ ¨§¬¥¥¨ï¬¨ ¤«¨ à¥¡¥à. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¬ë ®£à ¨ç¨¢ ¥¬áï áâ®«ì¬ «®© ®ªà¥áâ®áâìî W â®çª¨ X0, çâ® ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¥â â®ç¥ª ¤àã£¨å¯®¢¥àå®áâ¥© Fi, ªà®¬¥ F1, . . . , Fl.� áá¬®âà¨¬ âà¥ã£®«ì¨ª¨ à §¢¥àâª¨ R0, ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª ¥¥ ¢¥àè¨¥ A1.Ǒãáâì r | à¥¡à® ®¤®£® ¨§ ¨å, ¯à®â¨¢®«¥� é¥¥ ¢¥àè¨¥ A1. � ª ª ªã£®« âà¥ã£®«ì¨ª  ¥áâì ¢®§à áâ îé ï äãªæ¨ï ¯à®â¨¢®«¥� é¥© áâ®à®ë,â® áã¬¬  ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A1, â. ¥. ∑ϕ1j , â ª�¥ ¡ã¤¥â ¢®§à áâ îé¥©äãªæ¨¥© ¤«¨ë à¥¡à  r. (�¥¡à® r ¬®�¥â ¡ëâì ¯à®â¨¢®«¥� é¨¬ ¢¥àè¨¥
A1 ¥é¥ ¢ ¤àã£®¬ âà¥ã£®«ì¨ª¥, ® â®£¤  ¢ë¢®¤ ® áã¬¬¥ ã£«®¢ â¥¬ ¡®«¥¥¢¥à¥. Ǒà¨«¥� é¨¬ ª A1 à¥¡à® r ¥ ¬®�¥â ¡ëâì, â ª ª ª â®£¤  ã ¯¥à¢®£®4)�®�¥áâ¢  Fi, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ãà ¢¥¨ï¬¨ (4), ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¯®¢¥àå®áâï¬¨ ãá«®¢-®. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¥ª®â®àë¥ ¨§ ¨å ¬®£ãâ ¡ëâì ¯ãáâë¬¨. �¬¥®, ¥á«¨ ¢ i-© ¢¥àè¨¥áå®¤ïâáï «¨èì ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, â®«ìª® ¤¢  ã£« , ¨å áã¬¬ , ª®¥ç-®, ¢á¥£¤  ¬¥ìè¥ 2π. (�® ¢á¥å ¤àã£¨å á«ãç ïå ãà ¢¥¨¥ (4) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®(k − 1)-¬¥àãî ¯®¢¥àå®áâì ¢  è¥¬ k-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ® íâ®  ¬ ¥ ã�® ¨ ¥¡ã¤¥â ¯®íâ®¬ã ¤®ª §ë¢ âìáï.)5)�  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¯®çâ¨ ¢á¥ â®çª¨ £à ¨æë § ¢¥¤®¬® ¤®«�ë ®¡« ¤ âì íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬.�â® «¥£ª® ãá¬®âà¥âì ¨§   «¨â¨ç®áâ¨ äãªæ¨¨∑ϕij . �® ¬ë ®¡å®¤¨¬áï í«¥¬¥â àë¬¨áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¨ ¯®«ãç ¥¬ ¤®áâ â®çë© ¤«ï  á à¥§ã«ìâ â. � ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¬ë ¥ § ¥¬,¥ ¡ã¤¥â «¨ ¬®£®®¡à §¨¥ M ¢á¥£¤  á¢ï§ë¬. �á«¨ ¡ë ã¤ «®áì ¯à®áâ® ¤®ª § âì ¥£®á¢ï§®áâì, â® ¢á¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ã¯à®áâ¨«®áì ¡ë.6)�  á ¬®¬ ¤¥«¥ íâ®  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® ¯®¢¥àå®áâ¥© à ¢® ¥¤¨¨æ¥, ¯à¨ç¥¬ ¯®çâ¨¢á¥ â®çª¨ £à ¨æë «¥� â ª �¤ ï   ®¤®© ¯®¢¥àå®áâ¨ Fi. �® ¬ë íâ®£® ¥ ¤®ª §ë¢ ¥¬,â ª ª ª ¬®�¥¬ ®¡®©â¨áì ¨ ¡¥§ íâ®£®.



��. IV: § 1. ������������ ��������� 197¢§ïâ®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ¤¢¥ ¢¥àè¨ë ¯®¯ ¤ «¨ ¡ë ¢ A1 ¢®¯à¥ª¨ ãá«®¢¨î, «®�¥®¬ã   à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ à §¢¥àâª¨.)�ª®à ç¨¢ ï à¥¡à® r, ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã R1 á áã¬¬®© ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥àè¨¥
A1, ¬¥ìè¥© 2π,   ã¤«¨ïï à¥¡à® r, ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã R2 á áã¬¬®© ã£«®¢¯à¨ A1, ¡®«ìè¥© 2π.� §¢¥àâª ¬ R1 ¨ R2 ®â¢¥ç îâ â®çª¨ X1 ¨ X2. �®�® ¢§ïâì ®ªà¥áâ®áâ¨
U1 ¨ U2 íâ¨å â®ç¥ª â ª, çâ®∑ϕ1j < 2π ¢® ¢áïª®© â®çª¥ ¨§ U1 ¨ ∑ϕ1j > 2π¢® ¢áïª®© â®çª¥ ¨§ U2. �ªà¥áâ®áâ¨ U1 ¨ U2 ¬®�®, ª®¥ç®, ¢§ïâì à ¢ë¬¨¨ ¯ à ««¥«ìë¬¨ â ª, çâ®¡ë ¯à¨ ¯ à ««¥«ì®¬ ¯¥à¥¬¥é¥¨¨, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¬â®çªã X1 ¢ X2, ®ªà¥áâ®áâì U1 á®¢¯ ¤ «  á U2. (�  à¨á. 91, a U1 ¨ U2 ¤«ï¯à®áâ®âë ¨§®¡à �¥ë ª¢ ¤à â ¬¨.)
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b)�¨á. 91�¥¡àã r ®â¢¥ç ¥â ®áì ª®®à¤¨ âë r ¢  è¥¬ k-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, £¤¥ª®®à¤¨ â ¬¨ á«ã� â ¤«¨ë à¥¡¥à. �§¬¥¥¨¥ ®¤®£® «¨èì à¥¡à  r ¨§®¡-à � ¥âáï á¬¥é¥¨¥¬ ¢¤®«ì ®á¨ r.Ǒ® à ¢¥áâ¢ã ¨ ¯ à ««¥«ì®áâ¨ ®ªà¥áâ®áâ¥© U1, U2 ¨å á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥â®çª¨ Y1, Y2 á®¥¤¨ïîâáï ®âà¥§ª ¬¨, ¯ à ««¥«ìë¬¨ ®á¨ r. �á¥ â ª¨¥ ®â-à¥§ª¨ § ¯®«ïîâ ¥ª®â®àãî ®ªà¥áâ®áâì V â®çª¨ X0, ¨¬¥îéãî å à ªâ¥à¯à¨§¬ë.�®ª �¥¬, çâ® ª ª à § ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¨ ¥â â®ç¥ª ¤àã£¨å á¢ï§ëåª®¬¯®¥â ¬®£®®¡à §¨ïM , ªà®¬¥M ′.� â®çª å Y1, Y2 áã¬¬  ∑ϕ1j á®®â¢¥âáâ¢¥® ¬¥ìè¥ ¨ ¡®«ìè¥ 2π ¨ ¯à¨¯¥à¥å®¤¥ ®â Y1 ª Y2 ®  ¬®®â®® ¢®§à áâ ¥â. Ǒ®íâ®¬ã   ®âà¥§ª¥ Y1Y2¥áâì ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ ï â®çª  Y , ¢ ª®â®à®© ∑ϕ1j = 2π. �â® ®§ ç ¥â,



198 �. �. �����������çâ® ¢áïª¨© â ª®© ®âà¥§®ª Y1Y2 á ª®æ ¬¨ ¢ ®ªà¥áâ®áâïå U1 ¨ U2 ¯¥à¥á¥-ª ¥âáï ¯®¢¥àå®áâìî F1 ¢ ®¤®© â®çª¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨ ¢áï ý¯à¨§¬ þ Và §¡¨¢ ¥âáï ¯®¢¥àå®áâìî F1   ¤¢¥ ç áâ¨ V1 ¨ V2.� ®¡« áâ¨ V2 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®∑ϕ1j > 2π, ¨ ¯®â®¬ã ¨ ®¤  ¥¥â®çª  ¥ ¬®�¥â ¯à¨ ¤«¥� âì ¬®£®®¡à §¨î M . �® â®çª  X0 «¥�¨â  £à ¨æ¥ á¢ï§®© ª®¬¯®¥âëM ′ ¬®£®®¡à §¨ïM . Ǒ®íâ®¬ã ¢¡«¨§¨ X0 ¨,á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ ®¡« áâ¨ V1 ¨¬¥îâáï â®çª¨ ¨§ M ′. �ë ¤®ª �¥¬ á¥©ç á,çâ® ¢áï ®¡« áâì V1 á®¤¥à�¨âáï ¢M ′.�®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥, ¨ ¯ãáâì Y | â®çª  ¨§ V1, ¥ ¯à¨ ¤«¥� é ï M ′(à¨á. 91, ¡). Ǒãáâì, ¤ «¥¥, Z | ª ª ï-«¨¡® â®çª  ¨§ V1, ¯à¨ ¤«¥� é ï
M ′. Ǒ® ¯®áâà®¥¨î ý¯à¨§¬ëþ V â®çª¨ Y ¨ Z «¥� â   ®âà¥§ª å, ¨¤ãé¨å ¨§¥ª®â®àëå â®ç¥ª Y1, Z1 ®¡« áâ¨ U1. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¯à®¢¥áâ¨ ®âà¥§®ª Y1Z1,â® ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¥¯à¥àë¢ãî «®¬ ãî L = Y Y1∪Y1Z1∪Z1Z, á®¥¤¨ïîéãîâ®çª¨ Y ¨ Z ¨ ¥ ¢ëå®¤ïéãî ¨§ V1.� ª ª ª â®çª  Z «¥�¨â ¢ ª®¬¯®¥â¥M ′,   â®çª  Y | ¢¥M ′, â® «®¬ - ï L ¤®«�  ¯¥à¥á¥ª âì £à ¨æã ª®¬¯®¥âëM ′.�®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï, ª ª â®çª  £à ¨æë, ¤®«�  «¥� âì   ¥ª®â®àëå¯®¢¥àå®áâïå Fi. � ª ª ª ®  «¥�¨â ¢ ®¡« áâ¨ V1, â® ¯®¢¥àå®áâ¨ F1 ® ¯à¨ ¤«¥� âì ¥ ¬®�¥â. �à®¬¥ â®£®, ¬ë § à ¥¥ ®£à ¨ç¨«¨áì ®¡« áâìî
W , £¤¥ ¥â â®ç¥ª ¤àã£¨å ¯®¢¥àå®áâ¥© Fi, ªà®¬¥ F1, . . . , Fl. �«¥¤®¢ â¥«ì®,â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¬®�¥â «¥� âì «¨èì   ¯®¢¥àå®áâïå F2, . . . , Fl. �¤ ª®¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î â®çª¨ X0 ¨ª ª ï â®çª  £à ¨æë ª®¬¯®¥âë M ′ ã�¥ ¥¯à¨ ¤«¥�¨â ¬¥¥¥ ç¥¬ l ¯®¢¥àå®áâï¬ Fi. Ǒ®«ãç ¥âáï ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, ¨ íâ®¤®ª §ë¢ ¥â, çâ® ®¡« áâì V1 ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® æ¥«¨ª®¬ á®¤¥à�¨âáï ¢ ª®¬¯®¥-â¥M ′.�® ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¢ ®¡« áâ¨ V2 ¢®¢á¥ ¥â â®ç¥ª ¬®£®®¡à §¨ïM , â ª çâ®ý¯à¨§¬ þ V ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï â ª®© ®ªà¥áâ®áâìî â®çª¨ X0, £¤¥ ¥â â®ç¥ª¤àã£¨å ª®¬¯®¥â ¬®£®®¡à §¨ïM , ªà®¬¥M ′. �¥¬¬  ¤®ª §  .

§ 2. �®£®®¡à §¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢1. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥¬, çâ® ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¬®£®®¡à §¨¥ à §¢¥àâ®ª¤ ®£® áâà®¥¨ï K, ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨,ª®â®àë¥ ¬®�® áª«¥¨âì ¨§ à §¢¥àâ®ª â ª®£® áâà®¥¨ï. �®¥ç®,  ¬ ¯®ª ¥ ¨§¢¥áâ®, áãé¥áâ¢ã¥â «¨ å®âï ¡ë ®¤¨ â ª®© ¬®£®£à ¨ª, ¤ �¥ ¥á«¨áãé¥áâ¢ãîâ à §¢¥àâª¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë áâà®¥¨ï K. �¥¬ ¥ ¬¥-¥¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ à ááã�¤ âì â ª, ª ª ¥á«¨ ¡ë â ª¨¥ ¬®£®-£à ¨ª¨ áãé¥áâ¢®¢ «¨; ¢ á«¥¤ãîé¥¬ �¥ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ® ®¨¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ãîâ.�â ª, ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ª®â®àë¥ ¬®�-® áª«¥¨âì ¨§ à §¢¥àâ®ª ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ¤ ®£® áâà®¥¨ïK. �®-£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î (¯o 3 § 8 £« ¢ë I), ¬®£®£à ¨ª P  §ë¢ ¥âáï áª«¥¥-



��. IV: § 2. ������������ �������������� 199ë¬ ¨§ à §¢¥àâª¨ R, ¥á«¨ ® ¤®¯ãáª ¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥   (¥ ®¡ï§ â¥«ì®¯«®áª¨¥) âà¥ã£®«ì¨ª¨, çâ® 1) ª®¬¯«¥ªá íâ¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ¨¬¥¥â â® �¥áâà®¥¨¥, çâ® ¨ ª®¬¯«¥ªá K, ¨ 2) ª �¤ë© âà¥ã£®«ì¨ª à §¡¨¥¨ï ¬®�®à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì, ¯à¨ç¥¬ ¥£® áâ®à®ë ®ª �ãâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢-ë¬¨ áâ®à® ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® âà¥ã£®«ì¨ª  à §¢¥àâª¨ R. � ¬ �¥ ¢ ¯o 3
§ 8 £« ¢ë I ãª § ®, çâ® áª«¥¨¢ ¨¥ ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥®â®¡à �¥¨¥ à §¢¥àâª¨   ¬®£®£à ¨ª. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ áª«¥¨¢ ¨¨¬®£®£à ¨ª  P ¨§ à §¢¥àâª¨ R ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¥¥ ®â®¡à -�¥¨¥   ¬®£®£à ¨ª P ¨ â¥¬ á ¬ë¬ â ª�¥ ®â®¡à �¥¨¥   ¥£® ª®¬¯«¥ª-á  K. �®£®£à ¨ª P á § ¤ ë¬ ®â®¡à �¥¨¥¬   ¥£® ¥ª®â®à®© à §-¢¥àâª¨ R ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ª®¬¯«¥ªá  K ¬ë  §ë¢ ¥¬ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¬¬®£®£à ¨ª®¬. �®¬¯«¥ªá âà¥ã£®«ì¨ª®¢, ¯®«ãç îé¨åáï ¯à¨ íâ®¬   ¬®-£®£à ¨ª¥ P , ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¥£® K-âà¨ £ã«ïæ¨¥©. � £«ï¤® ¬®�® ¯à¥¤-áâ ¢«ïâì á¥¡¥ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë© ¬®£®£à ¨ª ª ª ¬®£®£à ¨ª á  -à¨á®¢ ®©   ¥¬ K-âà¨ £ã«ïæ¨¥©.�ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ â®«ìª® à §¢¥àâª¨ áâà®£® ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë; ã¨å áã¬¬ë ã£«®¢ ¢® ¢á¥å ¢¥àè¨ å< 2π,   ¯®â®¬ã ¢¥àè¨ëK-âà¨ £ã«ïæ¨¨¥¨§¡¥�® ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª .�¢  K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª  ¬ë áç¨â ¥¬ à ¢ë¬¨, ¥á«¨áãé¥áâ¢ã¥â ¤¢¨�¥¨¥ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥ á ®âà �¥¨¥¬, ¯à¨¢®¤ïé¥¥ ¢ á®¢¯ -¤¥¨¥ íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¢¬¥áâ¥ á ¨å K-âà¨ £ã«ïæ¨ï¬¨, â. ¥. â ª, çâ®®â®¡à �¥¨ï ª®¬¯«¥ªá  K   íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ â®�¥ á®¢¯ ¤ îâ 7).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ à á¯ ¤ îâáï  ª« ááë à ¢ëå ¤àã£ ¤àã£ã. � è¥© § ¤ ç¥© ï¢«ï¥âáï ¯à¥¢à â¨âì ¬®�¥-áâ¢® íâ¨å ª« áá®¢ ¢ ¬®£®®¡à §¨¥ ¯ãâ¥¬ ¯®¤å®¤ïé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®ªà¥áâ®-áâ¥©. �â® ¡ã¤¥â ý¬®£®®¡à §¨¥ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢þ P .2. �«¥¤ãîéãî «¥¬¬ã ¬ë ¤®ª �¥¬ ¢ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¨, çâ® âà¨ £ã«ïæ¨ï¬®�¥â ¨¬¥âì ¢¥àè¨ë, ¥ ï¢«ïîé¨¥áï ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª . �¤ ª®íâ® ãá¨«¥¨¥ ¯® ¤®¡¨âáï  ¬ «¨èì ¢ § 3. �  áâ®ïé¥¬ �¥ ¯ à £à ä¥ ¢áî¤ã,ªà®¬¥ «¥¬¬ë 1, áç¨â ¥âáï, çâ® ¢¥àè¨ë âà¨ £ã«ïæ¨¨ ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨ ¬¨¬®£®£à ¨ª .�¥¬¬  1. Ǒãáâì   ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P0 ¨¬¥¥âáï âà¨ £ã«ï-æ¨ï T0, ª �¤ë© âà¥ã£®«ì¨ª ª®â®à®© ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì. �®-7)�á«¨ ¤  ï à §¢¥àâª  R ¤®¯ãáª ¥â à §ë¥ ®â®¡à �¥¨ï   ¤ ë© ¬®£®£à -¨ª, â® ª �¤®¬ã ®â®¡à �¥¨î á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á¢®© K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë© ¬®£®£à -¨ª. � ¯à¨¬¥à, «î¡®© ¤ ë© ¯à ¢¨«ìë© â¥âà í¤à ¬®�® ¯à¥¢à é âì ¢ à §ë¥ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥ â¥âà í¤àë, ¬¥ïï á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥£® ¢¥àè¨ ¢¥àè¨ ¬ à §¢¥àâª¨. �¤- ª® ¢á¥ íâ¨ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥ â¥âà í¤àë ¡ã¤ãâ à ¢ë ¤àã£ ¤àã£ã. �  à¨á. 37(á. 54) ¡ë«¨ ¤ ë à §ë¥ à §¢¥àâª¨ ¯à ¢¨«ì®£® â¥âà í¤à , ¨¬¥îé¨¥ ®¤¨ ª®¢®¥ áâà®-¥¨¥. �â¨¬ à §¢¥àâª ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¥ â®«ìª® à §ë¥, ® ¨ ¥ à ¢ë¥ ¤àã£ ¤àã£ã
K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥ â¥âà í¤àë.



200 �. �. �����������£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ε > 0, çâ® ¥á«¨ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P ã¤ «¥ë®â ¢¥àè¨ âà¨ £ã«ïæ¨¨ T0 ¬¥ìè¥ ç¥¬   ε (¯à¨ç¥¬ ª �¤®© ¢¥àè¨¥ âà¨- £ã«ïæ¨¨ T0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®¤  ¨ â®«ìª® ®¤  ¢¥àè¨  ¬®£®£à ¨ª  P ),â®   P ¬®�® ¯®áâà®¨âì, ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬, âà¨ £ã«ïæ¨î,¡«¨§ªãî ª T0 ¨ ¨¬¥îéãî â® �¥ áâà®¥¨¥.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì «î¡®© ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pª ª ¯®«ãç¥ë© ¯ãâ¥¬ ¬ «®£® á¬¥é¥¨ï ¢¥àè¨ âà¨ £ã«ïæ¨¨ T0 (â. ¥. ª ª¯®¢¥àå®áâì ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ íâ¨å á¬¥é¥ëå ¢¥àè¨). Ǒà¨ á¬¥é¥¨-ïå íâ¨å ¢¥àè¨ £à ¨ ¨áå®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  P0, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¡ã¤ãâ«®¬ âìáï.�¨á«® à §«¨çëå á¯®á®¡®¢, ª ª¨¬¨ ¬®£ãâ ¯¥à¥« ¬ë¢ âìáï £à ¨ ¬®£®-£à ¨ª  P0, ¤ ¢ ï ¬®£®£à ¨ª¨ P à §ëå áâà®¥¨©, ®ç¥¢¨¤®, ª®¥ç®,¨ ¬ë à áá¬®âà¨¬ ¬®£®£à ¨ª¨ P ª ª®£®-«¨¡® ®¤®£® áâà®¥¨ï. �à¨ -£ã«¨àã¥¬ ®¤¨ ª®¢® ¢á¥ £à ¨ íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ P , ¡¥àï §  ¢¥àè¨ëâà¨ £ã«ïæ¨¨ ¢¥àè¨ë íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢, ¨   «®£¨ç® âà¨ £ã«¨àã¥¬¬®£®£à ¨ª P0 (¢¥àè¨ ¬¨ âà¨ £ã«ïæ¨¨ ¡ã¤ãâ §¤¥áì ¢¥àè¨ë ¨§ T0).
A

Q

B�¨á. 92
� à¥§ã«ìâ â¥ ¬ë á¬®�¥¬ áç¨â âì, çâ®¬®£®£à ¨ª¨ P ¨ P0 ®¤¨ ª®¢® ¯®-áâà®¥ë ¨§ âà¥ã£®«ìëå £à ¥©, ¥ª®-â®àë¥ ¨§ ª®â®àëå ¬®£ãâ «¥� âì ¢ ®¤-®© ¯«®áª®áâ¨.� §¢¥à¥¬ â¥¯¥àì ª ª®¥-¨¡ã¤ì à¥¡-à® AB âà¨ £ã«ïæ¨¨ T0   ¯«®áª®áâì¢¬¥áâ¥ á® ¢á¥¬¨ £à ï¬¨ ¬®£®£à ¨-ª  P0, ¯® ª®â®àë¬ ®® ¯à®å®¤¨â; ¯®«ã-ç¥ãî à §¢¥àâªã ®¡®§ ç¨¬ Q (à¨á. 92). �¬¥é¥¨¥ ¢¥àè¨ âà¨ £ã«ï-æ¨¨ T0 ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ¬®£®£à ¨ªã P ¢ë§ë¢ ¥â ¨§¬¥¥¨¥ £à ¥©, ãç áâ-¢ãîé¨å ¢ íâ®© à §¢¥àâª¥Q. �® â ª ª ª ¨§¬¥¥¨¥ £à ¥© ¯à®¨áå®¤¨â ¥¯à¥-àë¢® á ¥¯à¥àë¢ë¬ á¬¥é¥¨¥¬ ¢¥àè¨, â®  ©¤¥âáï â ª®¥ δAB > 0, çâ®¯à¨ á¬¥é¥¨ïå, ¬¥ìè¨å δAB, ¨§¬¥¥¨¥ à §¢¥àâª¨ Q ¡ã¤¥â áâ®«ì ¬ «ë¬,çâ® ®âà¥§®ª AB ®áâ ¥âáï ¢ãâà¨ ¥¥.�á«¨ ¬ë ¢®§ì¬¥¬ ε ¬¥ìè¥ ¢á¥å â ª¨å δ ¤«ï ¢á¥å à¥¡¥à âà¨ £ã«ïæ¨¨ T0¨ ¤«ï ¢á¥å ¢®§¬®�ëå áâà®¥¨© ¬®£®£à ¨ª®¢ P , â® ¯®«ãç¨¬ ª ª à §¨áª®¬®¥ ε. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®áª®«ìªã ¢¥àè¨ë âà¨ £ã«ïæ¨¨ T ¯à¨ á¬¥é¥-¨ïå, ¬¥ìè¨å ε, ¥ ¡ã¤ãâ ¯¥à¥å®¤¨âì ç¥à¥§ ¥¥ à¥¡à  (ª ª ®¨ ¥ ¯¥à¥å®¤ïâç¥à¥§ AB ¯à¨ á¬¥é¥¨ïå < δAB), ¯®áâ®«ìªã à¥¡à , ®£à ¨ç¨¢ ¢è¨¥ ¢ T0âà¥ã£®«ì¨ª, ¡ã¤ãâ ¯®-¯à¥�¥¬ã ®£à ¨ç¨¢ âì ¥ª®â®àë© âà¥ã£®«ì¨ª ¨,á«¥¤®¢ â¥«ì®, áâà®¥¨¥ âà¨ £ã«ïæ¨¨ á®åà ¨âáï. �à®¬¥ â®£®, ¨§¬¥¥- ï âà¨ £ã«ïæ¨ï ¯®«ãç ¥âáï â®«ìª® ®¤ , ¯®â®¬ã çâ®, áª �¥¬, ¢ ¨§¬¥¥-®© à §¢¥àâª¥ Q ¥áâì â®«ìª® ®¤¨ ®âà¥§®ª, á®¥¤¨ïîé¨© ¢¥àè¨ë A ¨ B.(�  ¬®£®£à ¨ª¥ P ¢®§¬®�ë â ª�¥ ¤àã£¨¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ ®âà¥§ª¨ AB,



��. IV: § 2. ������������ �������������� 201® ®¨ ã�¥ ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨¬¨ ª ¤ ®¬ã, â ª ª ª ¡ã¤ãâã¤ «¥ë ®â ¥£® ¢á¥£¤    ª®¥ç®¥ à ááâ®ï¨¥, § ¢¨áïé¥¥ ®â ýè¨à¨ëþà §¢¥àâª¨ Q.)� ª¨¬ ®¡à §®¬,   ª �¤®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P á ¢¥àè¨ ¬¨, ¡«¨§ª¨¬¨ ª¢¥àè¨ ¬ âà¨ £ã«ïæ¨¨ T0, áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ ï âà¨ £ã«ï-æ¨ï T â®£® �¥ áâà®¥¨ï ¨ ¡«¨§ª ï ª T0 ª ª ¢ á¬ëá«¥ ¥¥ à á¯®«®�¥¨ï, â ª¨ ¢ á¬ëá«¥ ¤«¨ ¥¥ à¥¡¥à.3. �¥¯¥àì ¤ ¤¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®ªà¥áâ®áâ¥© ¢ ¬®£®®¡à §¨¨K-âà¨ £ã«¨-à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢. Ǒãáâì P0 | K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë© ¬®£®£à -¨ª ¨ ¯ãáâì A, B, C | âà¨ ¥£® ¢¥àè¨ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ âà¥¬ ¤ ë¬¢¥àè¨ ¬ A, B, C ª®¬¯«¥ªá  K. �®§ì¬¥¬ ¤¥ª àâ®¢ã á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨ â x,
y, z ¨ ¯ãâ¥¬ ¤¢¨�¥¨ï ¯à¨¢¥¤¥¬ ¬®£®£à ¨ª P0 ¢ â ª®¥ ¯®«®�¥¨¥, çâ®¡ë¢¥àè¨  A ®ª § « áì ¢  ç «¥, B |   ¯®«®�¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨ x, C | ¢¯«®áª®áâ¨ xy   ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ y > 0. �á«¨ ¬®£®£à ¨ª P0 ¥ ¢ëà®�-¤ ¥âáï ¢ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, â® ¢®§ì¬¥¬ ¥é¥ ¥£® ¢¥àè¨ã
D, ¥ «¥� éãî ¢ ¯«®áª®áâ¨ xy, ¨, ¥á«¨ ã�®, ¯ãâ¥¬ ®âà �¥¨ï ¢ ¯«®á-ª®áâ¨ z = 0 ¯¥à¥¢¥¤¥¬ ¥¥ ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® z > 0. �®£¤  à á¯®«®�¥¨¥¬®£®£à ¨ª  ¯®¤ç¨¥® â ª¨¬ ãá«®¢¨ï¬, â® ¨ª ª¨¥ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà -�¥¨ï ¥¢®§¬®�ë. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ ¢ â ª®¥ �¥ à á¯®«®�¥¨¥¤àã£®© K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë© ¬®£®£à ¨ª P1, à ¢ë© P0, â® ® á®¢¯ -¤¥â á P0 ¢¬¥áâ¥ á âà¨ £ã«ïæ¨¥©. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª¨ P1¨ P0 ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ K-âà¨ £ã«ïæ¨¨, â® áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à �¥¨¥ ¬®-£®£à ¨ª  P1   P0, ¯à¨¢®¤ïé¥¥ ¢ á®¢¯ ¤¥¨¥ ¨å K-âà¨ £ã«ïæ¨¨. �â®¡ã¤¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ P1   P0,   ¯® â¥®à¥¬¥ 1 § 3 £« ¢ë IIIâ ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯ãâ¥¬ ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà -�¥¨ï. �® ¤¢¨�¥¨¥ ¨ ®âà �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P1 ¯à¨ ¤ ëå ãá«®¢¨ïå, «®�¥ëå   ¢¥àè¨ë A, B, C, D, ¥¢®§¬®�®. Ǒ®íâ®¬ã ¢ à¥§ã«ìâ â¥á®¢¯ ¤¥¨ï ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P0 ¨å K-âà¨ £ã«ïæ¨¨ ¥¨§¡¥�® ¤®«�ëá®¢¯ ¤ âì. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ ¤ ëå ãá«®¢¨ïå,  «®�¥ëå   ¢¥àè¨ë
A, B, C, D, ª �¤ë© ª« áá à ¢ëå K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ®¤¨¬ ¬®£®£à ¨ª®¬, ¨ ¬ë ¬®�¥¬ ¯®íâ®¬ã £®¢®à¨âì ®¬®£®®¡à §¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢¬¥áâ® ¬®£®®¡à §¨ï ¨å ª« áá®¢.Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P0 ¥ ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª. �®£¤  ¯à¨¤®áâ â®ç® ¬ «ëå, ® ¢ ®áâ «ì®¬ ¯à®¨§¢®«ìëå á¬¥é¥¨ïå ¥£® ¢¥àè¨,á®åà ïîé¨å, ®¤ ª®, ãá«®¢¨ï,  «®�¥ë¥   ¢¥àè¨ë A, B, C, ¬ë ¡ã-¤¥¬ ¯®«ãç âì ®¢ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P . � �¤ë© ¨§ ¨å ¥áâì£à ¨æ  ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ á¬¥é¥ëå ¢¥àè¨. �®£« á® «¥¬¬¥ 1, ¥á-«¨ á¬¥é¥¨ï ¢¥àè¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ë, ¬®£®£à ¨ª P ¤®¯ãáª ¥â ¥¤¨-áâ¢¥ãî K-âà¨ £ã«ïæ¨î, ¡«¨§ªãî ª K-âà¨ £ã«ïæ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P0.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®£®£à ¨ª¨ P , ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨¥ ª P0, ®ª §ë¢ îâáï
K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¬¨. �á¥ ®¨ ¥ à ¢ë ¬¥�¤ã á®¡®©, ¯®â®¬ã çâ® ¯à¨



202 �. �. �����������ãá«®¢¨¨,  «®�¥®¬   ¨å à á¯®«®�¥¨¥, ª �¤®¬ã ª« ááã à ¢ëå ¬®-£®£à ¨ª®¢ ®â¢¥ç ¥â â®«ìª® ®¤¨ ¬®£®£à ¨ª. (�ã�® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã,çâ® ¯à¨ ¬ «ëå á¬¥é¥¨ïå ¢¥àè¨ ¢¥àè¨  D ®áâ ¥âáï ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥
z > 0.) �®¢®ªã¯®áâì íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¬ë ¯à¨¨¬ ¥¬ §  ®ªà¥áâ®áâì¬®£®£à ¨ª  P0.Ǒãáâì â¥¯¥àì ¬®£®£à ¨ª P0 ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë© ¬®£®-ã£®«ì¨ª. � «¥�¨â ¢ ¯«®áª®áâ¨ z = 0, ¨ ¬ë à §«¨ç ¥¬   ¥¬ ¤¢¥ áâ®à®-ë: ¢¥àåîî, ®¡à é¥ãî ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® z > 0, ¨ ¨�îî, ®¡à é¥-ãî ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® z < 0. �  ®¤ã áâ®à®ã ®â®¡à � ¥âáï ®¤  ç áâìª®¬¯«¥ªá  K,   ¤àã£ãî | ¤àã£ ï. �â¨¬ á ¬ë¬ áâ®à®ë ¢ëà®�¤¥®£®
K-âà¨ £ã«¨à®¢ ®£® ¬®£®£à ¨ª  à §«¨ç îâáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¨¬ç áâï¬¨ ª®¬¯«¥ªá  K.Ǒà¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå á¬¥é¥¨ïå ¢¥àè¨, á®åà ïîé¨å ãá«®¢¨ï,  «®-�¥ë¥   à á¯®«®�¥¨¥ ¢¥àè¨ A, B, C, ¬®£®£à ¨ª P0 ¡ã¤¥â ¯¥à¥å®-¤¨âì ¢ ¡«¨§ª¨¥ ª ¥¬ã ¬®£®£à ¨ª¨P . �á«¨ á¬¥é¥¨ï ¢¥àè¨ ¤®áâ â®ç®¬ «ë, â® £à ¨ ¯®¢®à ç¨¢ îâáï ¬ «®, ¨ ¨ ®¤  ¨§ ¨å ¥ áâ ®¢¨âáï ¯¥à-¯¥¤¨ªã«ïà®© ª ¯«®áª®áâ¨ z = 0. Ǒ®íâ®¬ã   ¬®£®£à ¨ª å P ¬®�®à §«¨ç âì ¤¢¥ ç áâ¨: ¢¥àåîî, ®¡à é¥ãî ¢ áâ®à®ã z > 0, ¨ ¨�îî,®¡à é¥ãî ¢ áâ®à®ã z < 0. Ǒ® «¥¬¬¥ 1 ¬®£®£à ¨ª¨ P ¤®¯ãáª îâ
K-âà¨ £ã«ïæ¨¨, ¡«¨§ª¨¥ ª K-âà¨ £ã«ïæ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P0. �ë ¡ã¤¥¬áâà®¨âì íâ¨ âà¨ £ã«ïæ¨¨ â ª, çâ®¡ë   ¢¥àåîî (¨�îî) áâ®à®ã ¬®-£®£à ¨ª  P ®â®¡à � « áì ç áâì ª®¬¯«¥ªá  K, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¢¥àå¥©(¨�¥©) ç áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P0.Ǒ®«ãç ¥¬ë¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P ¡ã-¤ãâ ¥ à ¢ë ¬¥�¤ã á®¡®©. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï,  «®�¥®£®  à á¯®«®�¥¨¥ ¢¥àè¨ A, B, C, ¤¢  à ¢ëå K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®-£®£à ¨ª  ¬®£«¨ ¡ë ¥ á®¢¯ ¤ âì â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ®¤¨ ¡ë«¡ë á¨¬¬¥âà¨ç¥ ¤àã£®¬ã ®â®á¨â¥«ì® ¯«®áª®áâ¨ z = 0. �¤ ª® ¯à¨ ®âà -�¥¨¨ ¢ íâ®© ¯«®áª®áâ¨ ¢¥àåïï ¨ ¨�ïï áâ®à®ë ¬¥ïîâáï ¬¥áâ ¬¨,  ¨¬ ¯® ãá«®¢¨î á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §ë¥ ç áâ¨ ª®¬¯«¥ªá  K. �«¥¤®¢ â¥«ì®,å®âï á¨¬¬¥âà¨çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë, ®¤ ª® ®â®¡à �¥¨ï ª®¬¯«¥ªá 
K   ¨å | à §ë¥, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¯à¨ ¤«¥� â à §ë¬ª« áá ¬ à ¢ëå K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢.�®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¬®£®£à ¨ª®¢ P , ¯®«ãç¥ëå ãª § ë¬ ¯ãâ¥¬, ¬ë¯à¨¨¬ ¥¬ §  ®ªà¥áâ®áâì ¢ëà®�¤¥®£® ¬®£®£à ¨ª  P0.�®à®âª® ¬®�® áª § âì, çâ® ®ªà¥áâ®áâìî K-âà¨ £ã«¨à®¢ ®£® ¬®-£®£à ¨ª  P0 ¬ë áç¨â ¥¬ á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®-£®£à ¨ª®¢, ¡«¨§ª¨å ª P0 ¢¬¥áâ¥ á ¨å K-âà¨ £ã«ïæ¨ï¬¨.4. �ë ¯®ª § «¨, çâ® ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P á ¢¥àè¨ ¬¨, ¡«¨§ª¨¬¨ ª ¢¥à-è¨ ¬ P0, ¤®¯ãáª îâ ¡«¨§ª¨¥ K-âà¨ £ã«ïæ¨¨ ¨ ¥ à ¢ë ¬¥�¤ã á®¡®©.�á«¨ ç¨á«® ¢¥àè¨ ª®¬¯«¥ªá  K,   â¥¬ á ¬ë¬ ¨  è¨å ¬®£®£à ¨ª®¢,



��. IV: § 2. ������������ �������������� 203à ¢® e, â® ¨¬¥¥âáï ¢á¥£® 3e ¯¥à¥¬¥ëå ª®®à¤¨ â ¢¥àè¨. �® ã ¢¥à-è¨ A, B, C ®áâ îâáï ¥¨§¬¥ë¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯® 3, 2, 1 ª®®à¤¨ â¥.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢á¥£® 3e− 6 ¯¥à¥¬¥ëå ª®®à¤¨ â, ¯à¨ç¥¬ ¢ ¤®-áâ â®ç® ¬ «ëå ¯à¥¤¥« å ¨å ¨§¬¥¥¨ï ¯à®¨§¢®«ìë ¨ ¯à¨¢®¤ïâ ª à §ë¬
K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬.�â® ®§ ç ¥â, çâ® ª �¤ë© K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë© ¬®£®£à ¨ª P0 ¨¬¥-¥â ®ªà¥áâ®áâì, £®¬¥®¬®àäãî (3e − 6)-¬¥à®¬ã ªã¡ã. �¥¬ á ¬ë¬ á®¢®-ªã¯®áâì ¢á¥å K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¯à¥-¢à é ¥âáï ¢ ¬®£®®¡à §¨¥ à §¬¥à®áâ¨ 3e−6. (Ǒ®¬ï, ª®¥ç®, ® â®¬, çâ®à ¢ë¥ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¥ à §«¨ç îâáï.)�¥¬¬  2. �á«¨ e | ç¨á«® ¢¥àè¨ ª®¬¯«¥ªá  K, a k | ç¨á«® ¥£® à¥¡¥à,â® 3e − 6 = k. �¥¬ á ¬ë¬ ç¨á«® ¨§¬¥à¥¨© ¬®£®®¡à §¨ï P à ¢® ç¨á«ã¨§¬¥à¥¨© ¬®£®®¡à §¨ï à §¢¥àâ®ªM .�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì f | ç¨á«® âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ª®¬¯«¥ªá  K. � ª �¤®-£® âà¥ã£®«ì¨ª  âà¨ áâ®à®ë, ¨ áâ®à®ë ¯®¯ à® ®â®�¤¥áâ¢«¥ë; ¯®íâ®¬ã3f = 2k. �® ¯® â¥®à¥¬¥ �©«¥à  f − k + e = 2, ¨«¨ 3f − 3k + 3e = 6;   â ªª ª 3f = 2k, â® 3e− 6 = k.5. �¥¬¬  3. Ǒãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®-£à ¨ª®¢ Pn â ª®¢ , çâ® ¨å à §¢¥àâª¨ Rn áå®¤ïâáï ª ¥ª®â®à®© à §¢¥àâ-ª¥ R 8). �®£¤  ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pn ¬®�® ¢ë¡à âì ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì¬®£®£à ¨ª®¢ Pni , áå®¤ïé¨åáï ª ¥ª®â®à®¬ã K-âà¨ £ã«¨à®¢ ®¬ã ¬®-£®£à ¨ªã P ¢¬¥áâ¥ á ¨å K-âà¨ £ã«ïæ¨ï¬¨ (â. ¥. K-âà¨ £ã«ïæ¨ï ¬®£®-£à ¨ª  P ¥áâì ¯à¥¤¥« K-âà¨ £ã«ïæ¨© ¬®£®£à ¨ª®¢ Pni).� íâ®© «¥¬¬¥ ¬®£®£à ¨ª¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï,â ª ª ª ¨ ç¥ ®  ¥ ¢¥à : ¬®£®£à ¨ª¨ Pn ¬®�® ¡ë«® ¡ë ¢§ïâì ã¤ -«ïîé¨¬¨áï ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¬®�® ¯à¥¤¯®«®�¨âì, çâ® ¢á¥¬®£®£à ¨ª¨ Pn á®¤¥à� â  ç «® ª®®à¤¨ â. � ª ª ª à §¢¥àâª¨ ¨å áå®-¤ïâáï, â® à ááâ®ï¨ï ¬¥�¤ã ¨å ¢¥àè¨ ¬¨ à ¢®¬¥à® ®£à ¨ç¥ë ¨ á ¬¨¬®£®£à ¨ª¨ ®ª §ë¢ îâáï § ª«îç¥ë¬¨ ¢ ¥ª®â®à®¬ è à¥ á æ¥âà®¬ ¢ ç «¥ ª®®à¤¨ â.Ǒ¥à¥ã¬¥àã¥¬ ¢¥àè¨ë ª®¬¯«¥ªá K; â®£¤  ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª®¢Pn(¨ ¨å à §¢¥àâ®ª Rn) ®ª �ãâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯¥à¥ã¬¥à®¢ ë¬¨. �ë¡¥-à¥¬ ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, ¢ ª®â®à®© áå®¤ïâáï ¯¥à¢ë¥ ¢¥à-è¨ë, ¯®â®¬ ¨§ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¤àã£ãî, ¢ ª®â®à®© áå®-8)�å®¤¨¬®áâì à §¢¥àâ®ª ¥áâì áå®¤¨¬®áâì ¤«¨ ¨å à¥¡¥à, ª ª íâ® ïá® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥-¨ï ¬®£®®¡à §¨ï à §¢¥àâ®ªM . � §¢¥àâª¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë § ¢¥¤®¬® áå®¤ïâáïª à §¢¥àâª¥ ¥®âà¨æ â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë. �®®¡é¥ £®¢®àï, ¢ à §¢¥àâª¥ R ¨ ¯à¥¤¥«ì®©
K-âà¨ £ã«ïæ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¬®£«¨ ¡ë ¡ëâì ¨ ¥ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨ë. �®ª § â¥«ì-áâ¢® «¥¬¬ë ®â íâ®£®, ¯® áãé¥áâ¢ã, ¥ § ¢¨á¨â. �¤ ª® ¢ ¤ «ì¥©è¥¬  ¬ ¯® ¤®¡¨âáïíâ  «¥¬¬  «¨èì ¤«ï â®£® á«ãç ï, ª®£¤  ¨ ¯à¥¤¥«ì ï à §¢¥àâª  ¨¬¥¥â ¯®«®�¨â¥«ìãîªà¨¢¨§ã.



204 �. �. �����������¤ïâáï ¢â®àë¥ ¢¥àè¨ë, ¨ â. ¤. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì,¢ ª®â®à®© áå®¤ïâáï ¢á¥ ¢¥àè¨ë. �«ï ªà âª®áâ¨ ®¡®§ ç¨¬ ¬®£®£à ¨ª¨íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ â ª�¥ ç¥à¥§ Pn,   ¨å à §¢¥àâª¨ | ç¥à¥§ Rn. �ë-¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ,  âïãâë©   ¯à¥¤¥«ë ¢¥àè¨ (â. ¥. £à ¨æ  ¨å¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨), ¡ã¤¥â ¯à¥¤¥«®¬ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pn. �®ª �¥¬, çâ® ®ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ¨ï¬ «¥¬¬ë.�«ï íâ®£® ¤®ª �¥¬ á ç « , çâ® ¥á«¨ ª ª®¥-«¨¡® à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª  Pn¥ á®¢¯ ¤ ¥â ¨ á ®¤¨¬ à¥¡à®¬ à §¢¥àâª¨ Rn, â® ç¨á«® ¥£® ¯¥à¥á¥ç¥¨© á®¢á¥¬¨ ¥¥ à¥¡à ¬¨ ¥ ¬®�¥â ¯à¥¢®áå®¤¨âì ¥ª®â®à®£® N0, ®¡é¥£® ¤«ï ¢á¥åà¥¡¥à ¢á¥å ¬®£®£à ¨ª®¢ Pn. (�¤¥áì à §¢¥àâª  Rn à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®â®-¡à �¥®©   Pn ¨ ï¢«ï¥âáï, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥£® K-âà¨ £ã«ïæ¨¥© Rn.)Ǒãáâì L | ¢¥àåïï £à ¨æ  ¤«¨ à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª®¢ Pn,   h | ¨�-ïï £à ¨æ  ¢ëá®â âà¥ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâ®ª Rn; h > 0, ¯®â®¬ã çâ® à §¢¥àâ-ª¨ Rn áå®¤ïâáï ª ¥ª®â®à®© à §¢¥àâª¥ R. Ǒãáâì,  ª®¥æ, m|  ¨¡®«ìè¥¥ç¨á«® ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥ à §¢¥àâª¨ Rn (®¤® ¨ â® �¥ ¤«ï¢á¥å Rn, â ª ª ª ®¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢®¥ áâà®¥¨¥ K). � ãâ¢¥à�¤ î, çâ®¬®�® ¢§ïâì
N0 = 2Lm

h
+m. (1)�®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥. �®£¤    ¥ª®â®à®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ Pn ¥áâì à¥¡à® a,¨¬¥îé¥¥ á à¥¡à ¬¨ à §¢¥àâª¨ Rn ç¨á«® ¯¥à¥á¥ç¥¨©

N >
2Lm
h

+m. (2)�â® à¥¡à® a à §¡¨¢ ¥âáï N â®çª ¬¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï   N + 1 ®âà¥§ª®¢. Ǒ®-ª �¥¬, çâ® áà¥¤¨ íâ¨å ®âà¥§ª®¢  ©¤¥âáï ¥ ¬¥¥¥ m ®âà¥§ª®¢ ¯®¤àï¤, ¨¬¥-îé¨å ¤«¨ã < h/2. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨ ç¥   ª �¤ë¥ m ¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤®âà¥§ª®¢ ¯à¨å®¤¨«áï å®âï ¡ë ®¤¨ á ¤«¨®© > h/2. �¨á«® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-®áâ¥© ¨§ m ®âà¥§ª®¢ ¯®¤àï¤ áà¥¤¨ ¢á¥å N +1 ®âà¥§ª®¢ à ¢® [N+1
m

] (æ¥« ïç áâì ®â®è¥¨ï N+1
m

);   ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  (2)
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N + 1
m

]

>
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N

m

]

>

[2L
h

+ 1] > 2L
h
.Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨   ª �¤ãî â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯à¨å®¤¨«áï å®âï ¡ë®¤¨ ®âà¥§®ª á ¤«¨®© > h/2, â® ®¡é ï ¤«¨  íâ¨å ®âà¥§ª®¢ ã�¥ ¡ã¤¥â

>
[
N+1
m

]
h2 > L. � íâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®â®¬ã çâ® ¢áï ¤«¨  à¥¡à  a ¥¡®«ìè¥ L. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨§ m ®âà¥§ª®¢ ¤«¨ë < h/2áãé¥áâ¢ã¥â.Ǒãáâì ¯¥à¢ë© ¨§ m ¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤ ®âà¥§ª®¢ ¤«¨ë < h/2 | ®âà¥§®ª

EF | «¥�¨â ¢ âà¥ã£®«ì¨ª¥ ABC à §¢¥àâª¨ Rn (à¨á. 93,  ); ª®æë ¥£®



��. IV: § 2. ������������ �������������� 205ã¤ «¥ë ®â ¢¥àè¨ë A ¬¥ìè¥, ç¥¬   ¯®«®¢¨ë áâ®à® AB ¨ AC, ¨ â¥¬á ¬ë¬ «¥� â ¡«¨�¥ ª ¢¥àè¨¥ A, ç¥¬ ª ¢¥àè¨ ¬ B ¨ C. �â®¡ë ã¡¥-¤¨âìáï ¢ íâ®¬, ¬ë ¯à®¢®¤¨¬ ¨§ â®çª¨ F ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà FH ª áâ®à®¥ AB;â ª ª ª FH 6 EF , â® EF â®«ìª® â®£¤  ¬¥ìè¥ ¯®«®¢¨ë ¢ëá®âë, ®¯ãé¥-®© ¨§ ¢¥àè¨ë C, ª®£¤  FA < 12 AC;   «®£¨ç®¥ á®®¡à �¥¨¥ ¢¥à® ¤«ïâ®çª¨ E.�ë©¤ï ¨§ âà¥ã£®«ì¨ª  ABC, à¥¡à® a ¯®¯ ¤ ¥â ¢ á®á¥¤¨© âà¥ã£®«ì¨ª
ACD, £¤¥ ®® ®¯ïâì ¨¬¥¥â ®âà¥§®ª, ¬¥ìè¨© h/2. Ǒ®íâ®¬ã ¨ ¢ íâ®¬ âà¥-ã£®«ì¨ª¥ ®® ¯à®å®¤¨â ¡«¨�¥ ª ¢¥àè¨¥ A, ç¥¬ ª ¤àã£¨¬. � ª ª ª ¬ë¨¬¥¥¬ m â ª¨å ®âà¥§ª®¢ ¯®¤àï¤,   ¢ ¢¥àè¨¥ A áå®¤¨âáï ¥ ¡®«¥¥ m ã£«®¢,â® à¥¡à® a, ®¡®©¤ï ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A, ¢®§¢à é ¥âáï ª áâ®à®¥ AB ¨ ¤ �¥á®¢  ¥¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â (à¨á. 93, ¡).
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b)�¨á. 93�â®, ®¤ ª®, ¥¢®§¬®�®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢¥àè¨  A ¥áâì ¢¥àè¨  à §-¢¥àâª¨ Rn,   § ç¨â, â ª�¥ ¢¥àè¨  ¬®£®£à ¨ª  Pn. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ ¥¥¤®«�® ¨áå®¤¨âì ¢ ª ªãî-¨¡ã¤ì ¤àã£ãî ¢¥àè¨ã à¥¡à® b ¬®£®£à ¨-ª  Pn. �® ¢ á¨«ã ¯à¥¤ë¤ãé¥£® íâ® à¥¡à® ¤®«�® ¡ã¤¥â ¯¥à¥á¥çì à¥¡à® a,  íâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®â®¬ã çâ® à¥¡à  ¢áâà¥ç îâáï â®«ìª® ¢ ¢¥àè¨ å.�â ª, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ç¨á«® ¯¥à¥á¥ç¥¨© «î¡®£® à¥¡à  ª �¤®£® ¬®£®-£à ¨ª  Pn á à¥¡à ¬¨ à §¢¥àâª¨ Rn ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ç¨á«  N0, ®¯à¥¤¥«¥-®£® ä®à¬ã«®© (1). �âáî¤  ïá®, çâ® ¨ ®¡à â®, ¢áïª®¥ à¥¡à® à §¢¥àâª¨ Rn



206 �. �. �����������¥ ¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âì à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  Pn ¡®«ìè¥ ç¥¬ ¥ª®â®à®¥ ç¨á«®à §, ®¡é¥¥ ¤«ï ¢á¥å ¬®£®£à ¨ª®¢ Pn 9).�¥¯¥àì ¯¥à¥ã¬¥àã¥¬ à¥¡à  ª �¤®© à §¢¥àâª¨ Rn, ¯à¨¯¨á ¢ á®®â¢¥â-áâ¢¥ë¬ à¥¡à ¬ ®¤¨ ¨ â®â �¥ ®¬¥à. �®§ì¬¥¬ ¯¥à¢ë¥ à¥¡à  ¢á¥å íâ¨åà §¢¥àâ®ª. �á«¨ áà¥¤¨ ¨å ¥áâì ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® á®¢¯ ¤ îé¨å á à¥¡à ¬¨á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ Pn, â® ¬®�® ¢ë¡à âì â ªãî ¯®á«¥¤®¢ -â¥«ì®áâì Pni , ¢ ª®â®à®© íâ¨ à¥¡à  áå®¤ïâáï. �á«¨ �¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«®¯¥à¢ëå à¥¡¥à â®«ìª® ¯¥à¥á¥ª ¥â à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª®¢ Pn, â® ¢¢¨¤ã ®£à -¨ç¥®áâ¨ ç¨á«  â®ç¥ª ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¬®�® ¢ë¡à âì â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-®áâì Pni , ¢ ª®â®à®© íâ¨ â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï áå®¤ïâáï ª ¥ª®â®àë¬ ¯à¥¤¥«ì-ë¬ ¯®«®�¥¨ï¬. �®£¤  ®âà¥§ª¨ ¬¥�¤ã á®á¥¤¨¬¨ â®çª ¬¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨©â®�¥ ¡ã¤ãâ áå®¤¨âìáï ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯ïâì ¯¥à¢ë¥ à¥¡à  à §¢¥àâ®ª ¡ã-¤ãâ áå®¤¨âìáï. Ǒà¨¬¥ïï, ¤ «¥¥, â® �¥ à ááã�¤¥¨¥ ª® ¢â®àë¬ à¥¡à ¬,§ â¥¬ ª âà¥âì¨¬ ¨ â. ¤., ¯®«ãç¨¬ ¢ ª®æ¥ ª®æ®¢ â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì¬®£®£à ¨ª®¢ Pnj , ¢ ª®â®à®© ¢á¥ à¥¡à  à §¢¥àâ®ª Rnj áå®¤ïâáï, ¯à¨ç¥¬áå®¤ïâáï ¨ ¨å ¤«¨ë.Ǒà¥¤¥«ë íâ¨å à¥¡¥à ®¡à §ãîâ   ¯à¥¤¥«ì®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P á¥âì â®£®�¥ áâà®¥¨ï ¨ à §¡¨¢ îâ ¥£®   âà¥ã£®«ì¨ª¨, ¥ á®¤¥à� é¨¥ ¢ãâà¨ á¥¡ï¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, âà¥ã£®«ì¨ª¨ à §¢¥àâ®ª Rnj á®-áâ ¢«¥ë ¨§ ªãáª®¢ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª®¢ Pnj , ¯à¨«¥£ îé¨å ¤àã£ ª ¤àã£ã¯® ®âà¥§ª ¬ à¥¡¥à. �â¨ ªãáª¨ £à ¥© áå®¤ïâáï ª ¥ª®â®àë¬ ¬®£®ã£®«ì¨-ª ¬ (¡ëâì ¬®�¥â, ¢ëà®�¤ îé¨¬áï)   £à ïå ¯à¥¤¥«ì®£® ¬®£®£à ¨ª 
P , ¨ ªãáª¨ P , á®áâ ¢«¥ë¥ ¨§ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ®£à ¨ç¥ë ¯à¥¤¥-« ¬¨ à¥¡¥à à §¢¥àâ®ª Rnj . Ǒà¨ à §¢®à ç¨¢ ¨¨   ¯«®áª®áâì íâ¨ ªãáª¨®ª §ë¢ îâáï ¯à¥¤¥« ¬¨ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâ®ª Rnj , â. ¥. á ¬¨ ï¢«ïîâ-áï âà¥ã£®«ì¨ª ¬¨. �¥¬ á ¬ë¬   P ®ª §ë¢ ¥âáï  ç¥àç¥®© ¥ª®â®-à ï à §¢¥àâª  â®£® �¥ áâà®¥¨ï, çâ® ¨ à §¢¥àâª¨ Rnj , ¨ ¨¬¥îé ï ¤«¨-ë à¥¡¥à, à ¢ë¥ ¯à¥¤¥« ¬ ¤«¨ à¥¡¥à íâ¨å à §¢¥àâ®ª. �«¥¤®¢ â¥«ì®,®  ¨ ¡ã¤¥â ¯à¥¤¥«ì®© à §¢¥àâª®© R. �«¥¬¥âë (¢¥àè¨ë, à¥¡à , âà¥-ã£®«ì¨ª¨) à §¢¥àâ®ª Rnj ,  ç¥àç¥ëå   ¬®£®£à ¨ª å Pnj , áå®¤ïâáïª á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬ í«¥¬¥â ¬ à §¢¥àâª¨ R,  ç¥àç¥®©   ¬®£®£à ¨ª¥
P . �â® ®§ ç ¥â, çâ® K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ Pnj áå®¤ïâáï ª
K-âà¨ £ã«¨à®¢ ®¬ã ¬®£®£à ¨ªã P ¢¬¥áâ¥ á ¨å K-âà¨ £ã«ï-æ¨ï¬¨ Rnj .�¥¬¬  ¤®ª §  .9)�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ç¨á«® à¥¡¥à «î¡®£® ¬®£®£à ¨ª  Pn ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¥ª®â®à®£®ç¨á«  N1, § ¢¨áïé¥£® «¨èì ®â ç¨á«  ¢¥àè¨, ª®â®à®¥ ã ¢á¥å Pn ®¤® ¨ â® �¥. Ǒ®íâ®¬ã®¡é¥¥ ç¨á«® ¯¥à¥á¥ç¥¨© ¢á¥å à¥¡¥à ¥ ¡®«ìè¥ N0N1 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,   ª �¤®¥ à¥¡à®à §¢¥àâª¨ ¯à¨å®¤¨âáï § ¢¥¤®¬® ¥ ¡®«¥¥ N0N1 ¯¥à¥á¥ç¥¨©.



��. IV: § 3. ������������� ���������� ������������� 207
§ 3. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª á ¤ ®© à §¢¥àâª®©�¥®à¥¬ . �§ ¢áïª®© à §¢¥àâª¨, £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥ ¨ ¨¬¥îé¥© áã¬¬ëã£«®¢ ¢ ¢¥àè¨ å 6 2π, ¬®�® áª«¥¨âì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª 10).�®£« á® «¥¬¬¥ 2 § 1, ª �¤ ï â ª ï à §¢¥àâª  ¨§®¬¥âà¨ç  à §¢¥àâª¥ý¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ëþ, ã ª®â®à®© ¢® ¢á¥å ¢¥àè¨ å áã¬¬ë ã£«®¢ < 2π.Ǒ®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç® ®£à ¨ç¨âìáï à áá¬®âà¥¨¥¬ â®«ìª® â ª¨å à §¢¥àâ®ª.� «¥¥, á®£« á® «¥¬¬¥ 1 § 1, à §¢¥àâª  â®«ìª® á âà¥¬ï ¢¥àè¨ ¬¨ à¥ «¨-§ã¥¬  ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë¬ âà¥ã£®«ì¨ª®¬. Ǒ®íâ®¬ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¬®�®¢¥áâ¨ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨: áç¨â ï, çâ® â¥®à¥¬  ¤®ª § -  ¤«ï ¢á¥å à §¢¥àâ®ª á ç¨á«®¬ ¢¥àè¨ < e (e > 3), ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì ¥¥¤«ï à §¢¥àâ®ª á ç¨á«®¬ ¢¥àè¨, à ¢ë¬ e. � ª®¥æ, ¯à¨ ¤ ®¬ e, ®ç¥-¢¨¤®, ¤®áâ â®ç® ®£à ¨ç¨âìáï à áá¬®âà¥¨¥¬ à §¢¥àâ®ª «î¡®£® ¤ ®£®áâà®¥¨ï K. � ª¨¬ ®¡à §®¬,  ¬ ã�® ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¥¥:Ǒãáâì K | ª®¬¯«¥ªá á ç¨á«®¬ ¢¥àè¨ e > 3, ¤®¯ãáª îé¨© ¯à¥¢à é¥¨¥¢ à §¢¥àâª¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë 11).�á«¨ ¢áïª ï à §¢¥àâª  ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë á ç¨á«®¬ ¢¥àè¨ < eà¥ «¨§ã¥¬ , â® ¢áïª ï à §¢¥àâª  R ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë áâà®¥¨ï Kâ ª�¥ à¥ «¨§ã¥¬ .� áá¬®âà¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥M à §¢¥àâ®ª R ¨ ¬®£®®¡à §¨¥K K-âà¨ £ã-«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P . � ª ª ª ª �¤®¬ã K-âà¨ £ã«¨à®¢ ®¬ã¬®£®£à ¨ªã P ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®¯à¥¤¥«¥ ï  ç¥àç¥ ï  ¥¬ à §¢¥àâª  R, â® â¥¬ á ¬ë¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à �¥-¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ï P ¢ ¬®£®®¡à §¨¥M . � ¬ ã�® ¤®ª § âì, çâ® ϕ ¥áâì®â®¡à �¥¨¥   ¢á¥M ; íâ¨¬ ¨ ¡ã¤¥â ¤®ª § ®, çâ® ª �¤®© à §¢¥àâª¥ R ®â-¢¥ç ¥â áª«¥¥ë© ¨§ ¥¥ ¬®£®£à ¨ª P . Ǒ® «¥¬¬¥ 2 § 2 ¬®£®®¡à §¨ïM¨ P ¨¬¥îâ ®¤® ¨ â® �¥ ç¨á«® ¨§¬¥à¥¨©,   ¯®â®¬ã ¬®�® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï«¥¬¬®© ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ (§ 2 £« ¢  II). �®£« á® íâ®© «¥¬¬¥, ¤«ï ãáâ ®¢«¥-¨ï âo£o, çâ® ϕ ®â®¡à � ¥â P   ¢á¥ M , ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¨¥á¢®©áâ¢  íâ®£® ®â®¡à �¥¨ï:1) ¢® ¢áïª®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥ ¬®£®®¡à §¨ïM ¨¬¥îâáï ®¡à §ë â®ç¥ª¬®£®®¡à §¨ï P , â. ¥. à¥ «¨§ã¥¬ë¥ à §¢¥àâª¨ R;2) ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®;10)� [18℄  ¢â®à ¤®ª §ë¢ « íâã â¥®à¥¬ã ¨ë¬ ¬¥â®¤®¬. Ǒ®§�¥ ¯à¥¤«®�¥ë ¨ ¤àã£¨¥¤®ª § â¥«ìáâ¢ . �¤® ¨§ ¨å ¯à¨ ¤«¥�¨â �.�.�îáâ¥à¨ªã ¨ á®áâ®¨â ¢ ¯à¨¡«¨�¥¨¨¬¥âà¨ª¨ (  áä¥à¥ S2), § ¤ ®© à §¢¥àâª®©, £« ¤ª¨¬¨ à¨¬ ®¢ë¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨ ¯®«®�¨-â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ¨ ¨å à¥ «¨§ æ¨¥© ¯® �¥©«î | �¥¢¨. �®«¥¥ ¨â¥à¥áë ¯àï¬®¥ ¤®ª § -â¥«ìáâ¢®, ¯à¥¤«®�¥®¥�.�.�®«ª®¢ë¬ [84, 91℄, ¨ ª®áâàãªâ¨¢®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, ¯à¥¤-«®�¥®¥ �.�.�®¡¥ª® ¨ �.�.�§¬¥áâì¥¢ë¬ ¢ 2006 £. [248℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .11)� § 1 ¡ë«® ¯®ª § ®   ¯à¨¬¥à¥, çâ® ¥ ¢áïª¨© ª®¬¯«¥ªá ®¡« ¤ ¥â íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬.



208 �. �. �����������3) ϕ ¥¯à¥àë¢®;4) ¥á«¨ â®çª¨ Rn ¨§ ¬®£®®¡à §¨ï M ï¢«ïîâáï ®¡à § ¬¨ â®ç¥ª Pn ¨§¬®£®®¡à §¨ï P ¨ áå®¤ïâáï ª â®çª¥ R (R ∈M), â® áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  P ¨§ P ,®â®¡à � îé ïáï ¢ R, ¨ ¨¬¥¥âáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì Pnj , áå®¤ïé ïáïª P . �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥á«¨ à §¢¥àâª¨ Rn áå®¤ïâáï ª R ¨ ¨§ ¨å áª«¥¥ë¬®£®£à ¨ª¨ Pn, â® áãé¥áâ¢ãîâK-âà¨ £ã«¨à®¢ ë©¬®£®£à ¨ª P ¨â ª ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìPnj ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢Pn, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨
Pnj áå®¤ïâáï ª P ¢¬¥áâ¥ á ¨å K-âà¨ £ã«ïæ¨ï¬¨ Rnj .�â® ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ª ª à § á®áâ ¢«ï¥â á®¤¥à� ¨¥ «¥¬¬ë 3 § 2,¨ ¯®íâ®¬ã ®áâ ¥âáï ¤®ª § âì ¯¥à¢ë¥ âà¨ á¢®©áâ¢  ®â®¡à �¥¨ï ϕ.��¥ ¢ § 2 ¡ë«® ®£®¢®à¥®, çâ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢, ¤®¯ãáª î-é¨å à §¢¥àâª¨ áâà®¥¨ïK, § à ¥¥ ¥ ¨§¢¥áâ®, â. ¥. ¬®£®®¡à §¨¥ P ¬®£«®¡ë ¡ëâì ¯ãáâë¬, ¨ â®£¤  ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¡ë«® ¡ë «¨è¥® á¬ëá« . �¤ ª®¯¥à¢®¥ ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå âà¥¡®¢ ¨© á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢® ¢áïª®© á¢ï§-®© ª®¬¯®¥â¥ ¬®£®®¡à §¨ïM ¨¬¥îâáï à¥ «¨§ã¥¬ë¥ à §¢¥àâª¨. � íâ®,®ç¥¢¨¤®, ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï ãâ¢¥à�¤¥¨¥, çâ® K-âà¨ £ã«¨àã¥¬ë¥ ¬®£®-£à ¨ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ë¯®«¥¨ï ¯¥à¢®£®âà¥¡®¢ ¨ï ¡ã¤¥â á®¤¥à� âì ¢ á¥¡¥ â ª�¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¯ãáâ®âë ¬®£®-®¡à §¨ï P . �¤ ª® ¬ë ¤®ª �¥¬ á ç «  ¢â®à®¥ ¨ âà¥âì¥ á¢®©áâ¢  ®â®¡à -�¥¨ï ϕ, ¯®â®¬ã çâ® ®¨ áà §ã á«¥¤ãîâ ¨§ ã�¥ ¯®«ãç¥ëå à¥§ã«ìâ â®¢.�â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ®¤®§ ç®áâì®â®¡à �¥¨ï ϕ á®¤¥à�¨âáï ¢ ¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨¨, ¯®â®¬ã çâ® ®® á®¯®áâ ¢-«ï¥â ª �¤®¬ã K-âà¨ £ã«¨à®¢ ®¬ã ¬®£®£à ¨ªã à §¢¥àâªã, ï¢«ïîéã-îáï ¥£® K-âà¨ £ã«ïæ¨¥©. �¬¥áâ¥ á â¥¬, ¥á«¨ ¤¢  ¬®£®£à ¨ª  P1 ¨ P2¨¬¥îâ ®¤ã ¨ âã �¥ à §¢¥àâªã R, â® â¥¬ á ¬ë¬ ¬¥�¤ã ¨¬¨ ãáâ ®¢«¥-® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ à §¢¥àâªã R,  ç¥àç¥ãî  P1, ¢ à §¢¥àâªã R,  ç¥àç¥ãî   P2. Ǒ® â¥®à¥¬¥ 1 § 3 £« ¢ë IIIâ ª®¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P1   P2 ®áãé¥áâ¢«ï-¥âáï ¯ãâ¥¬ ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï. � ¯® á ¬®¬ã ®¯à¥¤¥-«¥¨î à ¢¥áâ¢  K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ íâ® ®§ ç ¥â, çâ®
K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥¬®£®£à ¨ª¨P1 ¨ P2 à ¢ë. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥à ¢-ë¬ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬ ®â¢¥ç îâ à §ë¥ à §¢¥àâª¨,â ª çâ® ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.�â®¡à �¥¨¥ ϕ ¥¯à¥àë¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, íâ® á¢®©áâ¢® ®â®¡à �¥-¨ï ϕ á®¤¥à�¨âáï ¢ á ¬®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ®ªà¥áâ®áâ¥© ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ P .�®£« á® íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î, ®ªà¥áâ®áâì K-âà¨ £ã«¨à®¢ ®£® ¬®£®-£à ¨ª  P0 á®áâ®¨â ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¡«¨§ª¨¬¨ K-âà¨ £ã«ïæ¨ï¬¨.�â® ®§ ç ¥â, çâ® ¡«¨§ª¨¬ K-âà¨ £ã«¨àã¥¬ë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬ ®â¢¥ç îâ¡«¨§ª¨¥ à §¢¥àâª¨, â. ¥. ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¥¯à¥àë¢®.�áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ¢® ¢áïª®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥ ¬®£®®¡à §¨ï M¨¬¥îâáï à¥ «¨§ã¥¬ë¥ à §¢¥àâª¨.



��. IV: § 4. ������������� ������������ ������������� 209�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à áá¬®âà¨¬, â ª �¥ ª ª ¢ § 1, ¬®£®®¡à §¨¥M0 ¢ á ¥ åà §¢¥àâ®ª áâà®¥¨ï K. Ǒ® «¥¬¬¥ 3 § 1 ¬®£®®¡à §¨¥ M á®áâ ¢«ï¥â ç áâì¬®£®®¡à §¨ïM0 ¨ ¨¬¥¥â ¢ ¥¬ £à ¨æã (¯®â®¬ã çâ®, ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î,ç¨á«® ¢¥àè¨ e ª®¬¯«¥ªá  K ¡®«ìè¥ âà¥å).�à ¨æ  ¬®£®®¡à §¨ïM á®áâ®¨â ¨§ à §¢¥àâ®ª, ã ª®â®àëå áã¬¬ë ã£«®¢¢® ¢á¥å ¢¥àè¨ å 6 2π ¨ ¢ ¥ª®â®àëå ¨§ ¨å = 2π. Ǒ® «¥¬¬¥ 2 § 1 ª �¤ ïâ ª ï à §¢¥àâª  ¨§®¬¥âà¨ç  à §¢¥àâª¥ á ç¨á«®¬ ¢¥àè¨, ¬¥ìè¨¬ e,   ¯®¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ ¢á¥ â ª¨¥ à §¢¥àâª¨ à¥ «¨§ã¥¬ë. �«¥¤®¢ â¥«ì®,£à ¨æ  ¬®£®®¡à §¨ïM ¢M0 á®áâ®¨â ¨§ à¥ «¨§ã¥¬ëå à §¢¥àâ®ª.ǑãáâìM ′|ª ª ï-¨¡ã¤ì á¢ï§ ï ª®¬¯®¥â  ¬®£®®¡à §¨ïM . �®£« á-® «¥¬¬¥ 5 § 1,   ¥¥ £à ¨æ¥ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï â®çª , â. ¥. à §¢¥àâª  R0, ¢¬ «®© ®ªà¥áâ®áâ¨ U ª®â®à®© ¥â â®ç¥ª, â. ¥. à §¢¥àâ®ª ¨§ ¤àã£¨å á¢ï§ëåª®¬¯®¥â ¬®£®®¡à §¨ïM . � ª ª ª à §¢¥àâª  R0 «¥�¨â   £à ¨æ¥ ¬®-£®®¡à §¨ï M , â® ®  à¥ «¨§ã¥¬  ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¥ª®â®à®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ¨ª  P0. �¤ ª® ¥ ¢á¥ ¢¥àè¨ë à §¢¥àâª¨ R0 ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨ ¬¨íâ®£® ¬®£®£à ¨ª , ¯®â®¬ã çâ® ¯à¨ ¥ª®â®àëå ¨§ ¨å áã¬¬ë ã£«®¢ à ¢ë2π. �â¨¬ ¢¥àè¨ ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ   ¬®£®£à ¨ª¥ P0 â®çª¨ A1, . . . , Al,«¥� é¨¥ ¢ãâà¨ ¥£® à¥¡¥à ¨«¨ £à ¥©. �ë¤¢¨ã¢ íâ¨ â®çª¨  àã�ã  ¤®áâ â®ç® ¬ «®¥ à ááâ®ï¨¥, ¯®áâà®¨¬ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨íâ¨å á¬¥é¥ëå â®ç¥ª ¨ ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P0. �à ¨æ  íâ®© ¢ë¯ãª-«®© ®¡®«®çª¨ ¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ P á ¢¥àè¨ ¬¨, ¡«¨§ª¨¬¨ª ¢¥àè¨ ¬ à §¢¥àâª¨ R0,  ç¥àç¥®©   P0, ¯à¨ç¥¬ â®çª ¬ A1, . . . , Al¡ã¤ãâ á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ã�¥ ¨áâ¨ë¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P . �®£« á-® «¥¬¬¥ 1 § 2, ¬®£®£à ¨ª P ¤®¯ãáª ¥â K-âà¨ £ã«ïæ¨î R, ¡«¨§ªãî ªà §¢¥àâª¥ R0. �® ¢á¥ ¢¥àè¨ë íâ®© K-âà¨ £ã«ïæ¨¨ «¥� â ¢ ¨áâ¨ëå¢¥àè¨ å ¬®£®£à ¨ª  P ,   ¯®â®¬ã áã¬¬ë ã£«®¢ ¢® ¢á¥å ¢¥àè¨ å à §-¢¥àâª¨ R áâà®£® ¬¥ìè¥ 2π. �«¥¤®¢ â¥«ì®, à §¢¥àâª  R ¯à¨ ¤«¥�¨â¬®£®®¡à §¨îM . � â ª ª ª ®  ¡«¨§ª  ª à §¢¥àâª¥ R0 ¨ ¢¡«¨§¨ à §¢¥àâ-ª¨ R0 ¥â ¨ëå à §¢¥àâ®ª ¨§ M , ªà®¬¥ ¯à¨ ¤«¥� é¨å à áá¬ âà¨¢ ¥¬®©á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥ M ′, â® R ¯à¨ ¤«¥�¨â íâ®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥. �®à §¢¥àâª  R à¥ «¨§®¢   ¬®£®£à ¨ª®¬ P . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ «î¡®© á¢ï§-®© ª®¬¯®¥â¥ ¬®£®®¡à §¨ïM ¨¬¥îâáï à¥ «¨§ã¥¬ë¥ à §¢¥àâª¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ®, çâ® ¢á¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨ïå ¢ë-¯®«¥ë, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª §    è  â¥®à¥¬  ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©.
§ 4. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª á ¤ ®© à §¢¥àâª®©1. � ª ¡ë«® ¤®ª § ® ¢ § 6 ¨ 7 £« ¢ë I, à §¢¥àâª  ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª-«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¥®¡å®¤¨¬® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¤¢ã¬ ãá«®¢¨ï¬: 1) ýãá«®¢¨¥¯®«®�¨â¥«ì®áâ¨ ªà¨¢¨§ëþ, âà¥¡ãîé¥¥, çâ®¡ë áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¢¥à-



210 �. �. �����������è¨ à §¢¥àâª¨ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨«¨ 2π, ¨ 2) à §¢¥àâª  £®¬¥®¬®àä  ¯«®áª®áâ¨.�®£« á® â¥®à¥¬¥ 10 § 7 £« ¢ë I, íâ® ¢â®à®¥ ãá«®¢¨¥ à ¢®á¨«ì® á«¥¤ãîé¨¬¤¢ã¬:2 ) à §¢¥àâª  á®¤¥à�¨â å®âï ¡ë ®¤¨ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª,2¡) à §¢¥àâª  ¨¬¥¥â ®¤¨ ¡¥áª®¥çë© ª®¥æ, â. ¥. ¥á«¨ ¯¥à¥å®¤¨âì ®â®¤®£® ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ª ¤àã£®¬ã, áª«¥¨¢ ¥¬®¬ã á ¯¥à¢ë¬ ¯®¡¥áª®¥ç®© áâ®à®¥, ®â ¥£® ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¨ â. ¤., â® ¢¥à¥¬áï ª ¨áå®¤®-¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã, ¨áç¥à¯ ¢ ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ à §¢¥àâª¨.(� ç áâ®áâ¨, à §¢¥àâª  ¬®�¥â á®¤¥à� âì â®«ìª® ®¤¨ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®-ã£®«ì¨ª, ¨ â®£¤  â ª ï æ¨ª«¨ç¥áª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á®áâ®¨â ¨§ ¥£®®¤®£®: ® áª«¥¨¢ ¥âáï á ¬ á á®¡®©.)�á«®¢¨ï 1, 2  ¨ 2¡ «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥¬ë ¤«ï ª �¤®© ¤ ®© à §¢¥àâª¨.�¥¯¥àì ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ® ®¨ ¤®áâ â®çë ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¨§ à §¢¥àâª¨áª«¥¨¢ «áï ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.�¥®à¥¬ . �á«¨ à §¢¥àâª  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ 1, 2  ¨ 2¡, â® ¨§ ¥¥¬®�® áª«¥¨âì ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.
α1

Qi′ Qi″

�¨á. 94
2. Ǒà¨áâã¯¨¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã áä®à¬ã-«¨à®¢ ®© â¥®à¥¬ë.Ǒãáâì R | ª ª ï-«¨¡® ¤  ï à §¢¥àâª ,ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ 1, 2  ¨ 2¡.� áá¬®âà¨¬ ª ª®©-«¨¡® ¡¥áª®¥çë© ¬®-£®ã£®«ì¨ª Qi  è¥© à §¢¥àâª¨. �á«¨ ¥£®¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë ¥ ¯ à ««¥«ìë, â® ¨å¬®�® ¯à®¤®«�¨âì ¤® ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¤àã£ á¤àã£®¬, ¨ â®£¤  ã£®«, á®¤¥à� é¨© ¡¥áª®¥ç-ãî ç áâìQi, ª®â®àë© ®¨ ®¡à §ãîâ, ¬ë  -§ë¢ ¥¬ ã£«®¬ αi ¬¥�¤ã ¡¥áª®¥çë¬¨ áâ®-à® ¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Qi. �á«¨ ¡¥áª®¥ç-ë¥ áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¯ à ««¥«ìë,â® ¬ë áç¨â ¥¬ αi = 0. �á«¨ αi > π, âo ¯à®¢¥¤¥¬ ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ Qi ¨§ ¤«¥� é¥© ¢¥àè¨ë ¯®«ã¯àï¬ãî, ¤¥«ïéãî ¥£®   ¤¢  ¬®£®ã£®«ì¨ª 

Q′i, Q′′i á ã£« ¬¨ α′i, α′′i , à ¢ë¬¨ αi/2 (à¨á. 94). � §¡¨¢ ï â ª¨¬ ®¡à §®¬¢á¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Qi, ã ª®â®àëå αi > π, ¬ë ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã, ¢ ª®-â®à®© ã ¢á¥å ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ã£«ë αi < π. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�®¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï à §¢¥àâª  | ¨¬¥® â ª ï.3. Ǒãáâì ã ¬®£®ã£®«ì¨ª  Qi ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë ¯ à ««¥«ìë. �á«¨®¨ ®â®�¤¥áâ¢«ïîâáï ¥ ¤àã£ á ¤àã£®¬,   á® áâ®à® ¬¨ ¤àã£¨å ¬®£®ã£®«ì-¨ª®¢, â®, ¯®¤ª«¥¨¢ Qi ª ®¤®¬ã ¨§ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢Qj , ¯®«ãç¨¬ ¬®-£®ã£®«ì¨ª Qi+Qj . �£®« ¬¥�¤ã ¡¥áª®¥çë¬¨ áâ®à® ¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª 
Qi + Qj | â®â �¥ á ¬ë©, çâ® ã Qj . (Ǒà¨ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨¨ Qi ª Qj ª®¥çë¥ç áâ¨ íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¬®£ãâ, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¯¥à¥ªàë¢ âìáï; ® íâ®£®



��. IV: § 4. ������������� ������������ ������������� 211¬®�® ¨§¡¥� âì, ®âà¥§ ¢ íâ¨ ç áâ¨ ¨ ¯à¨ï¢ ¨å §  ®¢ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨à §¢¥àâª¨.) Ǒà®¨§¢®¤ï â ªãî ®¯¥à æ¨î ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï á® ¢á¥¬¨ ¡¥áª®¥çë-¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬¨ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ áâ®à® ¬¨, ¯à¨¤¥¬ª à §¢¥àâª¥ R, ¢ ª®â®à®© ¥á«¨ ¨ ¥áâì ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª á ¯ à «-«¥«ìë¬¨ áâ®à® ¬¨, â® íâ¨ áâ®à®ë ®â®�¤¥áâ¢«¥ë ¬¥�¤ã á®¡®©. �® â ªª ª ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ®¡à §ãîâ ®¤ã æ¨ª«¨ç¥áªãî ¯®á«¥¤®¢ -â¥«ì®áâì, ¥á«¨ ¨¤â¨ ç¥à¥§ ¨å ®â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ë¥ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë, â®¬®�® áç¨â âì, çâ® ¢ à §¢¥àâª¥ R «¨¡® ¢®¢á¥ ¥â ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®ã£®«ì-¨ª  á ¯ à ««¥«ìë¬¨ áâ®à® ¬¨, «¨¡® ¥áâì ®¤¨ â ª®© ¬®£®ã£®«ì¨ª,  ¤àã£¨å ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¥â.� áá¬®âà¨¬ ®¡  á«ãç ï ®â¤¥«ì®.4. Ǒà¥¤¢ à¨â¥«ì® ¤®ª �¥¬ ®¤ã ¯à®áâãî «¥¬¬ã, ª®â®à ï  ¬ ¯® ¤®-¡¨âáï â ª�¥ ¢ § 1 £« ¢ë V.�¥¬¬ . Ǒãáâì à §¢¥àâª  R, £®¬¥®¬®àä ï áä¥à¥, á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥©
R1 ¨ R2, ¨¬¥îé¨å ®¡éãî £à ¨æã L, ¯à¨ç¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥®â®¡à �¥¨¥ à §¢¥àâª¨ R   á¥¡ï, ¬¥ïîé¥¥ ¬¥áâ ¬¨ R1 ¨ R2 ¨ ®áâ ¢-«ïîé¥¥ ¥¨§¬¥®© ¨å £à ¨æã L. �®£¤  § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª P , áª«¥¥ë© ¨§ à §¢¥àâª¨ R, ¨¬¥¥â ¯«®áª®áâì á¨¬¬¥âà¨¨, á®¤¥à� éãî«®¬ ãî L.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¬®£®£à ¨ª P á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥© P1 ¨ P2, á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨å à §¢¥àâª ¬R1 ¨ R2. �®£« á® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë, ¬®£®£à ¨ª P¤®¯ãáª ¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥   á¥¡ï, á®áâ®ïé¥¥ ¢ ¯¥à¥¬¥¥ ¬¥-áâ ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®ç¥ª ¥£® ç áâ¥© P1, P2, ¯à¨ç¥¬ â®çª¨ ¨å ®¡é¥©£à ¨æë L ®áâ îâáï   ¬¥áâ¥. �áïª®¥ �¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ § ¬-ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î ¨«¨ ¤¢¨�¥¨î ¨®âà �¥¨î. � ¤ ®¬ á«ãç ¥ ¤¢¨�¥¨¥ ¨áª«îç ¥âáï, ¯®áª®«ìªã ¢á¥ â®çª¨§ ¬ªãâ®© «®¬ ®© L, à §¤¥«ïîé¥© P1 ¨ P2, ®áâ îâáï   ¬¥áâ¥. �«¥¤®-¢ â¥«ì®, ¯¥à¥¬¥  ¬¥áâ ¬¨ ç áâ¥© P1 ¨ P2 ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ®âà �¥¨¥¬ ¢¯«®áª®áâ¨,   â ª ª ª ¯à¨ íâ®¬ ¥¯®¤¢¨�ë¬¨ ®áâ îâáï â®«ìª® â®çª¨ íâ®©¯«®áª®áâ¨, â® «®¬  ï L «¥�¨â ¢ ¥©, ¨ «¥¬¬  ¤®ª §  .5. Ǒãáâì ¢ à §¢¥àâª¥ R ¨¬¥¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë© ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì-¨ª Q á ¯ à ««¥«ìë¬¨ áâ®à® ¬¨ a′, a′′ ¨ ¯ãáâì A′, A′′ | ¢¥àè¨ë, ¨§ ª®-â®àëå ®¨ ¨áå®¤ïâ. �â«®�¨¬   íâ¨å áâ®à® å à ¢ë¥ ®âà¥§ª¨ A′B′, A′′B′′ áâ®«ìª® ¡®«ìè®© ¤«¨ë, çâ®¡ë ®âà¥§®ª B′B′′ ¯à®å®¤¨« ¢ãâà¨ à §¢¥àã-â®£® ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q. �âà¥§ ¢ ®â ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¡¥áª®¥ç-ãî ç áâì, ®âá¥ª ¥¬ãî ®âà¥§ª®¬ B′B′′, ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã R1 ¨§ ª®¥çëå¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. � íâ®© à §¢¥àâª¥ â®«ìª® áâ®à®  B′B′′ ¥ ®â®�¤¥áâ¢«ï-¥âáï ¨ á ª ª®© ¤àã£®© áâ®à®®©. �®§ì¬¥¬ ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà R2 â ª®© �¥à §¢¥àâª¨ ¨ ®â®�¤¥áâ¢¨¬ ã à §¢¥àâ®ª R1 ¨ R2 á¢®¡®¤ë¥ áâ®à®ë B′B′′,á®¢¬¥é ï ®¤®¢à¥¬¥® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢¥àè¨ë. �®£¤  ¯®«ãç¨âáï à §-¢¥àâª  R1 + R2, á¨¬¬¥âà¨ç ï ®â®á¨â¥«ì® «¨¨¨ B′B′′ (à¨á. 95). �ã¬¬ 



212 �. �. �����������ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ ¢¥àè¨¥ B(= B′ = B′′), ¡ã¤¥â à ¢  2π. �à®¬¥ â®£®,à §¢¥àâª  R1 +R2, ®ç¥¢¨¤®, £®¬¥®¬®àä  áä¥à¥. �«¥¤®¢ â¥«ì®, R1 +R2ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢á¥¬ ãá«®¢¨ï¬, ª ª¨¬ ¤®«�  ã¤®¢«¥â¢®àïâì à §¢¥àâª  § ¬-ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¨ ¨§ ¥¥ ¬®�® áª«¥¨âì â ª®© ¬®£®-£à ¨ª. �â®â ¬®£®£à ¨ª á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥© P1 ¨ P2 á®®â¢¥âáâ¢¥®¤¢ã¬ ¯®«®¢¨ ¬ à §¢¥àâª¨ R1 ¨ R2. Ǒ® ¤®ª § ®© «¥¬¬¥ ¬®£®£à ¨ª
P1+P2 á¨¬¬¥âà¨ç¥ ®â®á¨â¥«ì® ¥ª®â®à®© ¯«®áª®áâ¨ T , á®¤¥à� é¥© § ¬-ªãâãî «®¬ ãî L = B′B′′ (â®çª¨ B′ ¨ B′′ áª«¥¨¢ îâáï ¢ ®¤ã B).
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�¨á. 95
�§ â®£®, çâ® ¯®«ë© ã£®«¢®ªàã£ ¢áïª®© â®çª¨ «®¬ ®©

L à ¢¥ 2π, á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¯«®áª®áâ¨ T ¥â ¢¥àè¨ ¬®-£®£à ¨ª  P1 + P2 ¨ çâ® T¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âìáï «¨èì ®â-¤¥«ìë¬¨ à¥¡à ¬¨, ª®â®àë¥¯® á¨¬¬¥âà¨¨ ¬®£®£à ¨-ª  P1+P2 ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàëª T . �â® ¯®§¢®«ï¥â ®â¡à®-á¨âì ç áâì P2,     P1 £à ¨,¯®¤å®¤ïé¨¥ ª T , ¯à®¤®«�¨âì ¤® ¡¥áª®¥ç®áâ¨. Ǒà¨á®¥¤¨ï¥¬ ï ¯à¨ íâ®¬ª P1 ¡¥áª®¥ç ï ¯à¨§¬ , ª ª íâ® «¥£ª® ¯à®á«¥¤¨âì, ¡ã¤¥â ª ª à § áª«¥¥ ¨§ â®© ¡¥áª®¥ç®© ¯®«®áë, ª®â®àãî ¬ë ®âà¥§ «¨ à ìè¥ ®â ¬®£®ã£®«ì¨-ª  Q. Ǒ®«ãç¥ë© ¨§ P1 ¯à®¤®«�¥¨¥¬ £à ¥© ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ªà¥ «¨§ã¥â à §¢¥àâªã R.6. Ǒãáâì â¥¯¥àì ¢ à §¢¥àâª¥ R ¥â ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ á ¯ -à ««¥«ìë¬¨ áâ®à® ¬¨. Ǒãáâì A1, . . . , An | ¢¥àè¨ë, ¨§ ª®â®àëå ¨á-å®¤ïâ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë. �â«®�¨¬   ¨å à ¢ë¥ ®âà¥§ª¨ AiBi áâ®«ì¡®«ìè®© ¤«¨ë l, çâ®¡ë ¢ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª åQi ®âà¥§ª¨ BiBi+1¯à®å®¤¨«¨ ª �¤ë© æ¥«¨ª®¬ ¢ãâà¨ á¢®¥£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  Qi. �âà¥§ ¢ ®â¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi ¨å ¡¥áª®¥çë¥ ç áâ¨, ®âá¥ª ¥¬ë¥ ®âà¥§ª ¬¨ BiBi+1,¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªãR ¨§ ª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. � íâ®© à §¢¥àâª¥ â®«ì-ª® áâ®à®ë BiBi+1 ¥ ®â®�¤¥áâ¢«ïîâáï ¨ á ª ª¨¬¨ ¤àã£¨¬¨ (à¨á. 96).Ǒãáâì Q′i | ®â¤¥«¥ ï ®âà¥§ª®¬ BiBi+1 ª®¥ç ï ç áâì ¬®£®ã£®«ì¨-ª  Qi. �á«¨ ã¢¥«¨ç¨¢ âì ¤«¨ã l áâ®à® AiBi ¨ Ai+1Bi+1 ¨ ®¤®¢à¥¬¥®¯®¤¢¥à£ âì Q′i ¯®¤®¡®¬ã á� â¨î â ª, çâ®¡ë ¤«¨ë áâ®à® AiBi ¨ Ai+1Bi+1®áâ ¢ «¨áì ¯®áâ®ïë¬¨, â® ¬®£®ã£®«ì¨ª Q′i ¡ã¤¥â áå®¤¨âìáï ª à ¢®¡¥¤-à¥®¬ã âà¥ã£®«ì¨ªã. �âáî¤  «¥£ª® § ª«îç¨âì, çâ® ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥¨¨ ¤«¨-ë l ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨ å Bi ¨ Bi+1 ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ Q′i áå®¤ïâáï ª ã£« ¬â ª®£® à ¢®¡¥¤à¥®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, áâ ®¢ïâáï ¢ ª®æ¥ª®æ®¢ ¬¥ìè¥ ¥ª®â®à®£® α < π/2. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¢ë¡à âì l ¤®áâ â®ç®¡®«ìè¨¬, â® ¯à¨ ¢á¥å ¢¥àè¨ å Bi ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q′i ã£«ë ¡ã¤ãâ ¬¥ìè¥
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π/2 ¨ áã¬¬ë ¨å ¯à¨ ª �¤®© ®¡é¥© ¢¥àè¨¥ Bi ¡ã¤ãâ ¬¥ìè¥ π. �ë¡¥à¥¬ áâ®«ìª® ¡®«ìè®¥ l ¨ à áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî à §¢¥àâªã R1.
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�¨á. 96

�®§ì¬¥¬ ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïàR2 â -ª®© �¥ à §¢¥àâª¨ ¨ ®â®�¤¥áâ¢¨¬ ãà §¢¥àâ®ªR1 ¨R2 ¨å á¢®¡®¤ë¥ à¥¡-à  BiBi+1. Ǒ®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã
R1+R2, á¨¬¬¥âà¨çãî ®â®á¨â¥«ì-® «¨¨¨ B1B2 . . . Bn, á®áâ ¢«¥®©¨§ íâ¨å à¥¡¥à. � ª ª ª ¢ à §¢¥àâ-ª¥ R1 ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨ å Bi ¡ë«¨¬¥ìè¥ π, â® ¢ à §¢¥àâª¥ R1 + R2®¨ ¡ã¤ãâ ¬¥ìè¥ 2π. � ª®¥æ, à §-¢¥àâª  R1 + R2, ®ç¥¢¨¤®, £®¬¥®-¬®àä  áä¥à¥ 12).�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨§ ¥¥ ¬®�® áª«¥-¨âì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª. �â®â ¬®£®£à ¨ª á®áâ®¨â ¨§¤¢ãå ç áâ¥© P1 ¨ P2 á®®â¢¥âáâ¢¥®¤¢ã¬ ç áâï¬ R1 ¨ R2 ¥£® à §¢¥àâ-ª¨. � ª �¥ ª ª ¨ ¢ëè¥, ¨§ ¢§ ¨¬®© á¨¬¬¥âà¨¨ íâ¨å ç áâ¥© à §¢¥àâª¨á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®£®£à ¨ª P1 + P2 ¨¬¥¥â ¥ª®â®àãî ¯«®áª®áâì á¨¬¬¥âà¨¨
T , à §¤¥«ïîéãî ¥£® ç áâ¨ P1 ¨ P2.�ã¤¥¬ ¯®¢â®àïâì íâ® ¯®áâà®¥¨¥ ¯à¨ ¢á¥ ¡®«¥¥ ã¢¥«¨ç¨¢ îé¨åáï ¤«¨ å l(ª®â®àë¥ ¬ë ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨ ®âª« ¤ë¢ «¨   ¡¥áª®¥çëå à¥¡à å à §¢¥àâ-ª¨). �  ¯®«ãç ¥¬ëå ¬®£®£à ¨ª å P1 + P2 ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì «¨èìç áâ¨ P1. Ǒ®á«¥¤¨¥ ¯à¨ l → ∞, ª ª íâ®  £«ï¤® ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®, ¤ ¤ãâ¢ ¯à¥¤¥«¥ ¥ª®â®àë© ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª, ª®â®àë© ¨ ¡ã¤¥â à¥ «¨§®-¢ë¢ âì à §¢¥àâªã R.� ¤® «¨èì ¯®ª § âì, çâ® ¨§ ¯®«ãç ¥¬ëå ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥¨¨ l ¬®£®£à -¨ª®¢ P1 ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¬®�® ¢ë¡à âì ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬®£®£à -¨ª®¢, áå®¤ïé¨åáï ª ¥ª®â®à®¬ã ¯à¥¤¥«ì®¬ã ¬®£®£à ¨ªã P . (�¥âà¨ª ¥£® § ¢¥¤®¬® ¡ã¤¥â á®¢¯ ¤ âì á ¬¥âà¨ª®© à §¢¥àâª¨ R, ¯®áª®«ìªã ¬¥âà¨ª¨  ¬®£®£à ¨ª å P1 ¤®«�ë áå®¤¨âìáï ¨ ª ¬¥âà¨ª¥   P ¨ ª ¬¥âà¨ª¥ ¢ R.)� áá¬®âà¨¬ ¯®¤à®¡¥¥ ¢®§¬®�ãî áâàãªâãàã ¬®£®£à ¨ª  P1 + P2.�ãâà¨ ç áâ¨ P1 ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, à®¢® áâ®«ìª® ¢¥àè¨, áª®«ìª® ¡ë«®áãé¥áâ¢¥ëå ¢¥àè¨ Ai ã ¨áå®¤®© à §¢¥àâª¨ R; ®¡®§ ç¨¬ ¨å ç¨á«® ç¥-à¥§ e. �à ¨æ  ç áâ¨ P1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®£®ã£®«ì¨ª, «¥� é¨© ¢12)�á«¨ f , k, e | ç¨á«  ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨ R,   n | ç¨á«®¥¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, â® ¢ à §¢¥àâª¥ R1 + R2 ç¨á«  ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, à¥¡¥à¨ ¢¥àè¨ ¡ã¤ãâ f = 2f , k = 2k + n, e = 2e+ n ¨ ¯®â®¬ã f − k + e = 2(f − k + e) = 2.



214 �. �. �����������¯«®áª®áâ¨ T . �¥àè¨ë íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¬®£ãâ ¡ëâì ¤¢ãå á®àâ®¢. �®-¯¥à¢ëå, â®çª¨Di, ¥ ï¢«ïîé¨¥áï ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P1+P2. �¥à¥§ª �¤ãî â ªãî â®çªã ¯à®å®¤¨â à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª  P1+P2, ¯® á¨¬¬¥âà¨¨¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¥ ª T (à¨á. 97). � ª®¥ à¥¡à® ¤®«�® § ª ç¨¢ âìáï ¢ ®¤-®© ¨§ e ¢¥àè¨ Ai,   ¯®â®¬ã â ª¨å à¥¡¥à ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬
e. �®-¢â®àëå, â®çª¨ Cj , ï¢«ïîé¨¥áï ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P1 + P2.� �¤ ï ¨§ ¨å ¬®�¥â ¯®«ãç âìáï «¨èì ¨§ ¥ª®â®à®© â®çª¨ Bi à §¢¥àâª¨,  ¯®â®¬ã íâ¨å ¢¥àè¨ ¥ ¡®«ìè¥ ç¥¬ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi ¢à §¢¥àâª¥ R; ¯ãáâì ¨å ¡ã¤¥â m èâãª. �§ ª �¤®© â ª®© ¢¥àè¨ë ¢ãâàì
P1 ¬®£ãâ ¨¤â¨ ¥ª®â®àë¥ à¥¡à , ® ®¡é¥¥ ç¨á«® ¨å ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥ ¥¯à¥¢ëè ¥â em.Ǒãáâì â¥¯¥àì Pn1 |¬®£®£à ¨ª¨, ¯®«ãç¥ë¥ ¤«ï ¢á¥ ¡�®«ìè¨å ln →∞.
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P2�¨á. 97
Ǒ¥à¥¤¢¨¥¬ ¢á¥ Pn1 ¢ â ª®¥ ¯®«®�¥-¨¥, çâ®¡ë ®¤  ª ª ï-«¨¡® ¢¥àè¨ , ¯à¨¬¥à An1 , ã ¢á¥å ¨å á®¢¯ « ,  ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª ¯«®áª®áâï¬ Tn ¡ë-«¨ ®¤¨ ª®¢®  ¯à ¢«¥ë. Ǒà¨ íâ®¬¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ ¤«ï ç áâ¨ Pn1 ¢¥àè¨-ë ¬®£®£à ¨ª  Pn1 + Pn2 à á¯®«®-� âáï ¢ ®£à ¨ç¥®© ç áâ¨ ¯à®áâà -áâ¢ , ¨ â¥¯¥àì ã�¥ ®ç¥¢¨¤® áãé¥áâ¢®-¢ ¨¥ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¬®£®-£à ¨ª®¢ Pn1 (¬ë á®åà ï¥¬ ¤«ï ¯à®-áâ®âë ¨å ã¬¥à æ¨î), ¤«ï ª®â®àëå, ¢®-¯¥à¢ëå, ¢á¥ ¢¥àè¨ë Ani áå®¤ïâáï ª¥ª®â®àë¬ â®çª ¬ Ai; ¢®-¢â®àëå, à¥¡à  Ani Dni , ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¥ ª Tn,¥á«¨ â®«ìª® â ª®¢ë¥ áãé¥áâ¢ãîâ, ¨áå®¤ïâ ¨§ áå®¤ïé¨åáï ¢¥àè¨ Ani ,   ¯®-â®¬ã áå®¤ïâáï ª ¯ à ««¥«ìë¬ ¤àã£ ¤àã£ã «ãç ¬, ¨áå®¤ïé¨¬ ¨§ â®ç¥ª Ai;¢-âà¥âì¨å, à¥¡à Ani Cnj áãé¥áâ¢ãîâ ¤«ï ®¤¨å ¨ â¥å �¥ ¯ à (i, j) ¨ ¨å  ¯à ¢-«¥¨ï áå®¤ïâáï ª ¥ª®â®àë¬ ¯à¥¤¥«ìë¬ «ãç ¬, ¨áå®¤ïé¨¬ ¨§ â®ç¥ª Ai.� ¬¨ ¬®£®£à ¨ª¨Pn1 , ª ª íâ® ç¨â â¥«ì á ¬ ¬®�¥â ¯à®á«¥¤¨âì, áå®¤ïâ-áï ª ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ á®¢®ªã¯®áâ¨ ¯à¥¤¥«ìëå ¢¥àè¨ Ai ¨ ¨áå®¤ïé¨å¨§ ¨å ¯à¥¤¥«ìëå «ãç¥©. �â  ®¡®«®çª  ¨ ¤ áâ ¬®£®£à ¨ª P , à¥ «¨-§ãîé¨© à §¢¥àâªã R. �  à¨á. 97  ¨§®¡à �¥ ¤«ï ¯à¨¬¥à , ¬®£®£à ¨ª,¯®«ãç¥ë© ¯à¥¤¥«ìë¬ ¯¥à¥å®¤®¬ ®â ¬®£®£à ¨ª®¢ à¨á. 97.

§ 5. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª á ¤ ®© à §¢¥àâª®© ¨ ¤ ë¬ ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬1. � § 3 £« ¢ë III ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª á ªà¨¢¨§®©, à ¢®© 2π, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¥© à §¢¥àâª®© ®¤®§ ç-® (á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï). Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨



��. IV: § 5. ������������� ������������ ������������� 215à §¢¥àâª  ¨¬¥¥â ªà¨¢¨§ã 2π, â® ª â¥®à¥¬¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï, ¤®ª § ®© ¢¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, ¥ç¥£® ¤®¡ ¢¨âì. � ¬¥â¨¬, çâ® à §¢¥àâª  á ªà¨-¢¨§®© 2π å à ªâ¥à¨§ã¥âáï â¥¬, çâ® ¢ ¥© ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨¨¬¥îâ ¯ à ««¥«ìë¥ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë; íâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯¥à¢®¬ã á«ã-ç î, à áá¬®âà¥®¬ã ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥. �® ¥á«¨ ªà¨¢¨§  à §¢¥àâ-ª¨ ¬¥ìè¥ 2π, â® ¨§ ¥¥, ®ª §ë¢ ¥âáï, ¬®�® áª«¥¨âì ¥ ®¤¨,   ¡¥áª®¥ç®¬®£® ¥à ¢ëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á à §ë¬¨ ¯à¥¤¥«ìë¬¨ ã£« ¬¨.Ǒà¥�¤¥ ç¥¬ áä®à¬ã«¨à®¢ âì á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â¥®à¥¬ã,  ¯®¬¨¬ ¥ª®-â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �ãç®¬ ¢ à §¢¥àâª¥R ¨«¨   ¬®£®£à ¨ª¥P ¬ë  §ë-¢ ¥¬ ¡¥áª®¥çãî ¢ ®¤ã áâ®à®ã «¨¨î, ï¢«ïîéãîáï ªà âç ©è¥©   ¢áï-ª®¬ ª®¥ç®¬ ®âà¥§ª¥. Ǒà¨ ¡¥áª®¥ç®¬ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ ª ª ª®©-¨¡ã¤ì

�¨á. 97 

â®çª¥ ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¬®£®£à ë© ã£®« | ¯à¥¤¥«ìë©ã£®« V ¬®£®£à ¨ª  P . �á«¨ ªà¨¢¨§  ¬®-£®£à ¨ª  P à ¢  2π, â® V ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¯®-«ã¯àï¬ãî, ¨ íâ®â á«ãç © ¬ë §¤¥áì ¨áª«îç ¥¬;¢®®¡é¥ �¥ V ¬®�¥â ¡ëâì ¨ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë¬¯«®áª¨¬ ã£«®¬. Ǒà¨ á� â¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P¢ ã£®« V «î¡®© «ãç L   P ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ®¤ã¨§ ®¡à §ãîé¨å ã£«  V | ¯à¥¤¥«ìãî ®¡à §ã-îéãî «ãç  L. �á«¨   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¡ë« § ¤   ®à¨¥â æ¨ï, â® ¢ ¯à¥¤¥«¥ ®  ¯¥à¥®á¨â-áï   ã£®« V . (�¬. £« ¢  III, § 4, ¯o 5, «¥¬¬  1.)�¥®à¥¬ . Ǒãáâì à §¢¥àâª  R, ã¤®¢«¥â¢®àï-îé ï ãá«®¢¨ï¬, ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¤«ï à §¢¥àâª¨ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ¨ª , ¨¬¥¥â ªà¨¢¨§ã < 2π. Ǒãáâì íâ  à §¢¥àâª  ®à¨¥â¨à®¢   ¨ ¢¥© § ¤  «ãç L. (� ç¨ ï á ¥ª®â®à®£® ¬¥áâ , ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®-«ã¯àï¬ãî, ¯à®å®¤ïéãî ¯® ®¤®¬ã ¨§ ¥¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ 13).)Ǒãáâì,  ª®¥æ, V | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« á ªà¨¢¨§®©, à ¢®©ªà¨¢¨§¥ à §¢¥àâª¨ R, ¨ á ¤ ë¬ ®¡å®¤®¬ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë, a L | ®¤ ¨§ ¥£® ®¡à §ãîé¨å. �ãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ,áª«¥¥ë© ¨§ à §¢¥àâª¨ R, ¨¬¥îé¨© V á¢®¨¬ ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ ¨ â ª®©,çâ® «¨¨ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï   ¥¬ «ãçã L, ¨¬¥¥â L ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤¥«ì-®© ®¡à §ãîé¥©,   ®à¨¥â æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  P , ®¯à¥¤¥«¥ ï ®à¨¥â æ¨¥©à §¢¥àâª¨ R, á®¢¯ ¤ ¥â á ®à¨¥â æ¨¥© ã£«  V .� ª®© ¬®£®£à ¨ª P | ¥¤¨áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á . (�ë¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ªà¨¢¨§  à §¢¥àâª¨ R ¡®«ìè¥ ã«ï; ¨ ç¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¥ ¢¥à®.)�â¢¥à�¤¥¨¥ ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ á®¤¥à�¨âáï ¢ â¥®à¥¬¥ 3 § 4 £« ¢ë III.13)�¬. £«. III, § 3, «¥¬¬  2.



216 �. �. ������������¥©áâ¢¨â¥«ì®, íâ  â¥®à¥¬  £®¢®à¨â, çâ® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  P   ¤àã£®©, ¨¤ãæ¨àãîé¥¥ ª®£àãíâ®¥ ®â®¡à �¥-¨¥ ¨å ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢, ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì ¤¢¨�¥¨¥¬ ¨«¨ ¤¢¨�¥¨¥¬¨ ®âà �¥¨¥¬. � ¤ ®¬ á«ãç ¥, ¯®áª®«ìªã § ¤ ë à §¢¥àâª , ¯à¥¤¥«ìë©ã£®« V , ®à¨¥â æ¨ï ¨ ¯à¥¤¥«ì ï ®¡à §ãîé ï ¥ª®â®à®£® «ãç  L, | ®â®¡-à �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P   ¤àã£®© ¬®£®£à ¨ª P1 á â¥¬¨ �¥ ¤ ë¬¨¥®¡å®¤¨¬® ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¨ ¨¤ãæ¨àã¥â â®�¤¥áâ¢¥®¥ ¯à¥®¡-à §®¢ ¨¥ ã£«  V . Ǒ®á«¥¤¥¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¯à¨ ®â®¡à �¥¨¨ P   P1ã£®« V , ¯à¥¤¥«ì ï ®¡à §ãîé ï ¨ ®à¨¥â æ¨ï ¤®«�ë á®åà ïâìáï. �«¥-¤®¢ â¥«ì®, ®â®¡à �¥¨¥ P   P1 á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î ¨«¨ ¤¢¨�¥¨î ¨®âà �¥¨î; ®âà �¥¨¥, ®¤ ª®, ¨áª«îç ¥âáï â¥¬ âà¥¡®¢ ¨¥¬, çâ® ®à¨¥-â æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  P1 ¤®«�  á®¢¯ ¤ âì á ¤ ®© ®à¨¥â æ¨¥© ã£«  V .�à é¥¨¥ �¥ ¨áª«îç¥® ¯®â®¬ã, çâ® ®® ¢ë§ë¢ ¥â ¢à é¥¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£®ã£« . �áâ ¥âáï â®«ìª® ¯¥à¥®á, ¯®áª®«ìªã ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« á¢ï§  á ¬®£®-£à ¨ª®¬ á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á .� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ áä®à¬ã«¨à®¢ ®© â¥®à¥¬¥ ¤ ¥âáï ¯®« ï á¨áâ¥¬  ¤ -ëå, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¬®£®£à ¨ª P . �®�® ¥é¥ § ¬¥â¨âì, çâ® § ¤ ¨¥«ãç  L ¨ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®© ®¡à §ãîé¥© L, ®ç¥¢¨¤®, íª¢¨¢ «¥â® § ¤ ¨î¤àã£®£® «ãç  L1 ¨ ¤àã£®© ¯à¥¤¥«ì®© ®¡à §ãîé¥© L1, ¥á«¨ â®«ìª® ã£«ë¬¥�¤ã L ¨ L1, L ¨ L1, ®âáç¨â ë¥ ¢  ¯à ¢«¥¨ïå, § ¤ ëå ®à¨¥â æ¨¥©à §¢¥àâª¨ R ¨ ã£«  V , à ¢ë.2. � ª ª ª ¯à¨ ¤ ®© à §¢¥àâª¥ R ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V ¨ ®¡à §ãîéãî L¬®�® ¢ë¡¨à âì ¤®áâ â®ç® ¯à®¨§¢®«ì®, â®, ¬¥ïï ¨å, ¡ã¤¥¬ ¯®«ãç âì®¢ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á â®© �¥ à §¢¥àâª®©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¤ ®© â¥®-à¥¬¥ á®¤¥à�¨âáï ã�¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ® ¢®§¬®�®áâ¨ ¨§£¨¡ ¨ï ¡¥áª®¥ç®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ªà¨¢¨§®© < 2π. �â®â ¢®¯à®á ¬ë à áá¬®âà¨¬¯®¤à®¡¥¥ ¢ § 2 £« ¢ë V,   á¥©ç á ¤ ¤¨¬ ¨§ïéë© ¯à¨¬¥à ¨§£¨¡ ¨ï ¡¥áª®-¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª .Ǒãáâì ¤ ë ¯à ¢¨«ìë© n-ã£®«ì¨ª Q ¨ ¯à ¢¨«ìë© n-£à ë© ã£®« V ,¢¥àè¨ã ª®â®à®£® ¯®¬¥áâ¨¬ ¢ æ¥âà¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  â ª, çâ®¡ë ®áì á¨¬-¬¥âà¨¨ ã£«  V ¡ë«  ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà  ª ¯«®áª®áâ¨ Q (à¨á. 98).Ǒ®¢¥àå®áâì ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¯®«ãç¥®© â ª¨¬ ®¡à §®¬ ä¨£ãàë
Q + V ¡ã¤¥â ¡¥áª®¥çë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ P á ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£-«®¬ V ¨ á ¢¥àè¨ ¬¨ â®«ìª® ¢ ¢¥àè¨ å ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q (£« ¢  I, § 4,â¥®à¥¬ë 5 ¨ 5 ).�¨£ãà  Q + V ¨¬¥¥â n-ªà âãî ®áì á¨¬¬¥âà¨¨,   ¯®â®¬ã ¥¥ ¨¬¥¥â ¨¬®£®£à ¨ª P , ª ª ¡ë ¨ ¯®¢®à ç¨¢ âì ã£®« V ¢®ªàã£ ¥£® ®á¨. �ã¬¬ ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P à ¢  ªà¨¢¨§¥ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V(£« ¢  I, § 5, â¥®à¥¬  3). � â ª ª ª ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  ¯¥à¥å®¤ïâ ¤àã£¢ ¤àã£  ¯à¨ ¢à é¥¨¨ ¢®ªàã£ ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨, â® ªà¨¢¨§ë ¨å á®áâ ¢«ïîâ¢á¥£¤  ®¤ã n-î ªà¨¢¨§ë ã£«  V ¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¯®¢®à®â  ã£«  V .



��. IV: § 5. ������������� ������������ ������������� 217�á«¨ ¢à é âì ã£®« V ¢®ªàã£ ®á¨, â® ¬®£®£à ¨ª P ¡ã¤¥â ¨§¬¥ïâìáï.�¤ ª® ¥£® £à ì Q ¡ã¤¥â ¥¨§¬¥®© ¨ ¯® ¤®ª § ®¬ã ¥¨§¬¥ë¬¨ ¡ã-¤ãâ ªà¨¢¨§ë ¥£® ¢¥àè¨. Ǒ®íâ®¬ã ¯®«ë¥ ã£«ë   ¥£® ¡¥áª®¥ç®© ç áâ¨¨ ª®¥çë¥ áâ®à®ë ¥¥ ®áâ îâáï ¥¨§¬¥ë¬¨. �â® ®§ ç ¥â, çâ® å®âï ¡¥á-ª®¥ç ï ç áâì ¨ ¬¥ï¥â á¢®î ä®à¬ã, ® ¥¥ à §¢¥àâª  ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥®©.�â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬, ¤®áâ â®ç® à §à¥§ âì ¥¥ ¯® «ãçã ¨ à §¢¥àãâì  ¯«®áª®áâì; â®£¤  ¯®«ãç¨âáï ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª á ¤ ë¬¨ ã£« ¬¨¨ ¤ ë¬¨ ª®¥çë¬¨ áâ®à® ¬¨.
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V

Q

P

�¨á. 98� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢à é¥¨î ã£«  V ¢®ªàã£ ®á¨ ®â¢¥ç ¥â ¨§£¨¡ ¨¥ ¬®£®-£à ¨ª  P , ¯à¨ ª®â®à®¬ ¥£® £à ì Q ®áâ ¥âáï ¢®¢á¥ ¥¯®¤¢¨�®©. �â¥-à¥á® ¯à®á«¥¤¨âì íâ® ¨§£¨¡ ¨¥  £«ï¤®. �¤¥áì ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¨ ®à¨¥-â æ¨ï ¥ ¬¥ïîâáï, ® ¬¥ï¥âáï á®®â¢¥âáâ¢¨¥ «ãç¥©   ã£«¥ V ¨   ¡¥áª®-¥ç®© ç áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P .�®â �¥ à¥§ã«ìâ â ¯®«ãç¨âáï, ¥á«¨ ¢¬¥áâ® Q ¢§ïâì ¢ë¯ãª«ãî è ¯ªã áá¨¬¬¥âà¨çë¬ ®á®¢ ¨¥¬,   ã£®« V ¢§ïâì ¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¯à ¢¨«ìë¬, ®¢á¥ �¥ â ª, çâ®¡ë ® ¨¬¥« â ªãî �¥ ®áì á¨¬¬¥âà¨¨, ª ª ®á®¢ ¨¥ è ¯ª¨.3. �ä®à¬ã«¨à®¢  ï ¢ëè¥ ®¡é ï â¥®à¥¬  ¯à¨ ¤«¥�¨â �.Ǒ.�«®¢ï-¨è¨ª®¢ã [156℄; ¤ ®¥ ¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨á¯®«ì§ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ § ¬-ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©, ¯®¤®¡® ¤®ª § -â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä . �¤ ª® ¥£® ¬®�® ®áãé¥áâ¢¨âì¯àï¬®   ®á®¢ ¨¨ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨. �ë ¤ ¤¨¬ §¤¥áì íâ® ¥§ ¢¨á¨-¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, å®âï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �.Ǒ.�«®¢ï¨è¨ª®¢  ¥áª®«ìª®¯à®é¥, ¯®áª®«ìªã ®® ã�¥ ¨á¯®«ì§ã¥â â¥®à¥¬ã ® § ¬ªãâ®¬ ¬®£®£à ¨-ª¥. � § ª«îç¥¨¥ ¬ë ¯®ª �¥¬, ª ª â¥¬ �¥ ¯ãâ¥¬ ¬®�® ¤ âì ¥§ ¢¨á¨-¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª á ¤ ®© à §¢¥àâª®©, ¨¬¥îé¥© ªà¨¢¨§ã, à ¢ãî 2π.4. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì à §¢¥àâª¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬, ¥®¡-å®¤¨¬ë¬ ¤«ï à §¢¥àâ®ª ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ªà¨¢¨§-®© ω > 0 ¨ < 2π. �â¨ à §¢¥àâª¨ £®¬¥®¬®àäë ¯«®áª®áâ¨. �â®¡à §¨¬



218 �. �. �����������â ªãî à §¢¥àâªã R   (â®¯®«®£¨ç¥áªãî) ¯«®áª®áâì E ¨«¨, ¨ë¬¨ á«®¢ ¬¨,¢®®¡à §¨¬ à §¢¥àâªã R áª«¥¥®©, ¨ ¯ãáâì A1, . . . , Ae | â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨
E, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â¥¬ ¢¥àè¨ ¬ à §¢¥àâª¨, £¤¥ áã¬¬ë ã£«®¢ < 2π. �á-«¨ â ª ï â®çª  | â®«ìª® ®¤ , â®, à §à¥§ ï ¯«®áª®áâì E, â. ¥. áª«¥¥ãîà §¢¥àâªã R, ¯® «ãçã, ¨áå®¤ïé¥¬ã ¨§ íâ®© â®çª¨, ¯®«ãç¨¬ ¯«®áª¨© ã£®«, ¨§ª®â®à®£® ¬®�® áª«¥¨âì «î¡®© ¬®£®£à ë© ã£®« ªà¨¢¨§ë ω. �«¥¤®¢ -â¥«ì®, ¯à¨ e = 1 â¥®à¥¬  ¢¥à , ¨ ¤ «ìè¥ ¥¥ ¬®�® ¤®ª §ë¢ âì ¨¤ãªæ¨¥©¯® ç¨á«ã ¢¥àè¨.5. Ǒãáâì e > 1. Ǒà®¢¥¤¥¬ ¨§ â®çª¨ A1 «ãç a,   â ª�¥ ªà âç ©è¨¥ A1Ai¢® ¢á¥ ¯à®ç¨¥ â®çª¨ A2, . . . , Ae. � §à¥§ ¢ ¯«®áª®áâì E ¯® íâ¨¬ «¨¨ï¬,¯®«ãç¨¬ ¡¥áª®¥çë© ( ¡áâà ªâë©) ¬®£®ã£®«ì¨ª Q. � ¥£® ¨¬¥îâáï¤¢¥ ¢¥àè¨ë A1, ¨§ ª®â®àëå ¨áå®¤ïâ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë a. �®¥¤¨¨¬íâ¨ â®çª¨ «¨¨¥©, ªà âç ©è¥© ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ Q (à¨á. 99). �®£« á®
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�¨á. 99 �¨á. 100â¥®à¥¬¥ 1 § 8 £« ¢ë I, ®  ¡ã¤¥â £¥®¤¥§¨ç¥áª®© «®¬ ®© á ¢¥àè¨ ¬¨ â®«ìª®¢ ¢¥àè¨ å ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¨«¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢®¢á¥ ¡¥§ ¢¥àè¨, ¨ ®âá¥-ç¥â ®â ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ª®¥çãî ç áâì, á®áâ®ïéãî, ¬®�¥â ¡ëâì, ¥ ¨§®¤®£®,   ¨§ ¥áª®«ìª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. � �¤ãî ¨§ íâ¨å ç áâ¥© ¬ë à §-¡¨¢ ¥¬ ¤¨ £® «ï¬¨   âà¥ã£®«ì¨ª¨ (çâ® ¢®§¬®�® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 5 § 8£« ¢ë I). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥âáï à §¢¥àâª  R1, ¨§®¬¥âà¨ç ï R ¨ â ª ï,çâ® 1) ¢ ¥© ¥â ý«¨è¨åþ ¢¥àè¨, £¤¥ áã¬¬  ã£«®¢ à ¢  2π, 2) ®  á®áâ®¨â¨§ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ®¤®£® ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª . �«¥¤®¢ â¥«ì®,¤®áâ â®ç® ®£à ¨ç¨âìáï à §¢¥àâª ¬¨, ¥ ¨¬¥îé¨¬¨ ý«¨è¨åþ ¢¥àè¨.�â¢«¥ª ïáì ®â ¬¥âà¨ç¥áª¨å á®®â®è¥¨©, ¬ë ¯à¥¢à é ¥¬ à §¢¥àâªã ¢ýª®¬¯«¥ªáþ, £®¬¥®¬®àäë© ¯«®áª®áâ¨; íâ®â ª®¬¯«¥ªá á®áâ®¨â ¨§ â®¯®«®£¨-ç¥áª¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ®¤®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , ®âªàëâ®-£® á ®¤®© áâ®à®ë. �¡à â®¥ ¯à¥¢à é¥¨¥ â ª®£® ª®¬¯«¥ªá  ¢ à §¢¥àâªã



��. IV: § 5. ������������� ������������ ������������� 219á¢®¤¨âáï ª § ¤ ¨î 1) ¤«¨ áâ®à® âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ¨ 2) ã£«®¢ ¡¥áª®¥ç®£®¬®£®ã£®«ì¨ª  (â®£¤  § ¤ ë ã£«ë ¨ áâ®à®ë íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¨ ®,á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥). �¤ ª® ¥á«¨ ¬¥ïâì ã£«ë ¡¥áª®¥ç®£®¬®£®ã£®«ì¨ª  ¯à¨ ¥£® ¢¥àè¨ å, ¨§ ª®â®àëå ¨áå®¤ïâ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®-ë, ®áâ ¢«ïï ¥¨§¬¥®© â®«ìª® áã¬¬ã íâ¨å ã£«®¢, â® ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®«ãç âì¨§®¬¥âà¨çë¥ à §¢¥àâª¨ 14). Ǒ®íâ®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ ã¤®¡ë¬ áª«¥-¨âì ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë; â®£¤  ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¯à¥¢à â¨âáï ¢ä¨£ãàã, £®¬¥®¬®àäãî ¡¥áª®¥ç®¬ã ª®ãáã á ¨áª«îç¥®© ®ªà¥áâ®áâìî¢¥àè¨ë; íâã ä¨£ãàã ¬ë  §®¢¥¬ ý¢®à®ª®©þ. �®à®ª  ¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï § ¤ ¨¥¬ ¥¥ áâ®à® ¨ ã£«®¢, ¯®â®¬ã çâ®, à §à¥§ ï ¢®à®ªã ¯® ª ª®¬ã-¨¡ã¤ì «ãçã, ¯®«ãç ¥¬ ®¯à¥¤¥«¥ë© ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ª®¬¯«¥ªá K, £®¬¥®¬®àäë©¯«®áª®áâ¨ ¨ á®áâ ¢«¥ë© ¨§ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ¨ ®¤®© â®¯®-«®£¨ç¥áª®© ¢®à®ª¨. Ǒà¥¢à é¥¨¥ íâ®£® ª®¬¯«¥ªá  ¢ à §¢¥àâªã á¢®¤¨âáïª § ¤ ¨î 1) k ¤«¨ ¥£® à¥¡¥à, â. ¥. áâ®à® âà¥ã£®«ì¨ª®¢ r1, . . . , r, ¨ 2)
n ã£«®¢ ¢®à®ª¨ α1, . . . , αn, çâ® á®áâ ¢«ï¥â ¢á¥£® k + n ¯¥à¥¬¥ëå. �á«¨à §¢¥àâª  R | ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë, â. ¥. áã¬¬ë ã£«®¢ ¢® ¢á¥å ¢¥à-è¨ å < 2π, â® ¯à¨ ¬ «ëå ¨§¬¥¥¨ïå ¯¥à¥¬¥ëå ri ¨ αj íâ® ãá«®¢¨¥ ¥ àãè ¥âáï. �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¬ «ë¥ ¨§¬¥¥¨ï íâ¨å ¯¥à¥¬¥ëå ¬®£ãâ ¡ëâì¯à®¨§¢®«ìë¬¨. �«ï ¤«¨ à¥¡¥à íâ® ®ç¥¢¨¤®. �«ï ¨§¬¥¥¨ï ã£«  αj ¯à®-¢¥¤¥¬ ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨ë ¢®à®ª¨ ª ª®©-«¨¡® «ãç ¨ à §à¥�¥¬ ¯®¥¬ã ¢®à®ªã. � ®¡¥¨¬ áâ®à® ¬ à §à¥§  ¬®�® ¯®¤ª«¥¨âì áâ®à®ë «î¡®£®¯«®áª®£® ã£« , ®âªã¤  ïá®, çâ® ã£«ë ¤®¯ãáª îâ «î¡ë¥ ¯à¨à é¥¨ï. �á-«¨ à §à¥§ ãî ¢®à®ªã à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì, â® ¯®«ãç¨¬ ¡¥áª®¥çë©¬®£®ã£®«ì¨ª (¥ ¨áª«îç ï, ª®¥ç®, çâ® ® ¬®�¥â ¯¥à¥ªàë¢ âìáï á ¬ áá®¡®©). �¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë ¥£® ¥ ¯ à ««¥«ìë, â ª ª ª ¨ ç¥ ªà¨¢¨§ à §¢¥àâª¨ à ¢ï« áì ¡ë 2π. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�® ®â íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ®âà¥-§ âì ¡¥áª®¥çë© ã£«®¢®© á¥ªâ®à ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ã¬¥ìè¨âì ã£®« αj ¢®à®ª¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å à §¢¥àâ®ª R ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ¨¤ ®£® áâà®¥¨ï K ¥áâ¥áâ¢¥® ®ª §ë¢ ¥âáï (k + n)-¬¥àë¬ ¬®£®®¡à §¨-¥¬M .6. �¤ ª® ª § ¤ ¨î à §¢¥àâª¨ ¬ë ¤®«�ë ¯à¨á®¥¤¨¨âì ¥é¥ § ¤ -¨¥ ¬®£®£à ®£® ã£«  V , ª®â®àë© ¤®«�¥ á«ã�¨âì ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¬®£®£à ¨ª . �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢á¥ ¢®§¬®�-ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ë¥ ã£«ë á ¤ ë¬ ç¨á«®¬ h à¥¡¥à, ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ à¥¡à , â. ¥. à¥¡à , ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ª®â®àëå < π. Ǒà¨§ ¤ ®© ¢¥àè¨¥ â ª®© ã£®« ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¥£® à¥¡¥à, â. ¥.14)�â® ®ç¥¢¨¤® ¨§ à¨á. 100. �§¬¥¥¨¥ ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥àè¨ å A ¨ A′ á á®åà ¥¨¥¬ ¨åáã¬¬ë á¢®¤¨âáï ª â®¬ã, çâ® ã£®« ¬¥�¤ã a′ ¨ a′1 ®âà¥§ ¥âáï ¨ ¯à¨ª« ¤ë¢ ¥âáï ª áâ®à®¥
a; ¯®«ãç ¥¬ ¢¬¥áâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª  á ¡¥áª®¥çë¬¨ áâ®à® ¬¨ a, a′ ¬®£®ã£®«ì¨ª á®áâ®à® ¬¨ a1, a′1.



220 �. �. �����������2h ¯¥à¥¬¥ë¬¨,   ¥á«¨ ¨áª«îç¨âì ¢à é¥¨¥ ¢á¥£® ã£«  ª ª æ¥«®£® ¢®ªàã£¢¥àè¨ë, â® ®áâ ¥âáï ¢á¥£® 2h− 3 ¯¥à¥¬¥ëå. � ª®¥æ, á ¤ ®© à §¢¥àâ-ª®© ¬ë ¤®«�ë á¢ï§ë¢ âì ¬®£®£à ë© ã£®«, ¨¬¥îé¨© âã �¥ ªà¨¢¨§ã
ω. �â¨¬ ¨áª«îç ¥âáï ¥é¥ ®¤® ¯¥à¥¬¥®¥ ¨ ®áâ ¥âáï 2h − 4 ¯¥à¥¬¥ëå.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ (2h − 4)-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ V ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ëå ã£«®¢ á ¤ ®© ªà¨¢¨§®© ω.� «¥¥, ¢ à §¢¥àâª¥ R ¬ë ¤®«�ë § ¤ âì  ¯à ¢«¥¨¥ ®¡å®¤  ¥¥ ¢®à®ª¨,    ã£«¥ V |  ¯à ¢«¥¨¥ ®¡å®¤  ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë.� ª®¬ã-¨¡ã¤ì «ãçã L ¢ à §¢¥àâª¥ R ¬ë ¤®«�ë á®¯®áâ ¢¨âì ®¡à §ã-îéãî L ¬®£®£à ®£® ã£«  V , ª®â®à ï ¤®«�  ¡ëâì ¯à¥¤¥«ì®© ®¡à §ã-îé¥© ¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® «ãç    ¬®£®£à ¨ª¥ P , áª«¥¥®¬ ¨§ à §-¢¥àâª¨ R. �®, ¢®-¯¥à¢ëå, § ¤ ¨ï «ãç¥© L, ¯ à ««¥«ìëå ¬¥�¤ã á®¡®©,®ç¥¢¨¤®, à ¢®á¨«ìë,   ¢®-¢â®àëå, § ¤ ¨¥ «ãç  L ¨ ®¡à §ãîé¥© L íª-¢¨¢ «¥â® § ¤ ¨î «î¡ëå ¤àã£¨å «ãç  L1 ¨ ®¡à §ãîé¥© L1, ¥á«¨ â®«ìª®ã£«ë ¬¥�¤ã L ¨ L1, L ¨ L1 à ¢ë, áç¨â ï, ª®¥ç®, ã£«ë ¢  ¯à ¢«¥¨¨®âáç¥â , § ¤ ®£® ®à¨¥â æ¨¥© à §¢¥àâª¨ R ¨ ã£«  V . Ǒ®íâ®¬ã ¬®�®£®¢®à¨âì ¯à®áâ® ®¡ ãáâ ®¢«¥¨¨ á®®â¢¥âáâ¢¨ï  ¯à ¢«¥¨© «ãç¥© ¢ à §-¢¥àâª¥ R ¨   ã£«¥ V ; ª®£¤  «ãç L § ¤ , ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢®§¬®�®áâì ¢ë¡à âì«î¡ãî ®¡à §ãîéãî L,   ¨å ¨¬¥¥âáï ®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢®. Ǒ®-íâ®¬ã ¯à®¨§¢®« ¢ § ¤ ¨¨ á®®â¢¥âáâ¢¨ï  ¯à ¢«¥¨© ¢ à §¢¥àâª¥ R ¨  ã£«¥ V ¯à¨¢®¤¨â ª ¥é¥ ®¤®¬ã ¯¥à¥¬¥®¬ã ¯ à ¬¥âàã.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¤®«�ë à áá¬ âà¨¢ âì ¬®£®®¡à §¨¥ ®à¨¥â¨à®¢ -ëå à §¢¥àâ®ª R ¨ ã£«®¢ V á ¤ ë¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¨ï¬¨  ¯à ¢«¥¨©. �â®¬®£®®¡à §¨¥ ®¡®§ ç¨¬MV ; ç¨á«® ¥£® ¨§¬¥à¥¨© à ¢®, ª ª ¬ë ¯®ª § «¨,(k + n) + (2h− 4) + 1 = k + n+ 2h− 3. (1)7. Ǒãáâì R0 ¨ V0 | ¤ ë¥ à §¢¥àâª  ¨ ã£®« á â®© �¥ ªà¨¢¨§®©. Ǒãáâì
L ¨ L | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ «ãç¨ ¢ à §¢¥àâª¥ R0 ¨   ã£«¥ V0. �ë ¨¬¥¥¬,â ª¨¬ ®¡à §®¬, ýâ®çªãþ (R0, V0)  è¥£® ¬®£®®¡à §¨ïMV . �¥ ®£à ¨ç¨-¢ ï ®¡é®áâ¨, ¬®�® áç¨â âì, çâ® «ãç L ¨áå®¤¨â ¨§ ¥ª®â®à®© ¢¥àè¨ë A¢®à®ª¨ à §¢¥àâª¨ R0. � §à¥§ ¢ ¢®à®ªã ¯® íâ®¬ã «ãçã, ¡ã¤¥¬ ¢ª«¥¨¢ âì¢ ¯®«ãç¥ë© à §à¥§ á¥ªâ®àë S á ¥¯à¥àë¢® ã¢¥«¨ç¨¢ îé¨¬¨áï ã£« ¬¨¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  à §¢¥àâª  R0 ¥ ¯à¥¢à â¨âáï ¢ à §¢¥àâªã R1, ã ª®â®à®©áã¬¬  ã£«®¢ ¢ ¢¥àè¨¥ A à ¢  2π. �à¨¢¨§  à §¢¥àâª¨ ã¬¥ìè¨âáï ¯à¨íâ®¬   ¢¥«¨ç¨ã 2π − θ, £¤¥ θ | áã¬¬  ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A ¢ ¨áå®¤-®© à §¢¥àâª¥ R0. �® ®  ¥ áâ ¥â à ¢®© ã«î, â ª ª ª ¯® ãá«®¢¨î ç¨á«®¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨ R0 ¡®«ìè¥ ¥¤¨¨æë.�¬¥áâ¥ á â ª¨¬ ¨§¬¥¥¨¥¬ à §¢¥àâª¨ R ¬®�® ¥¯à¥àë¢® ¨§¬¥ïâìã£®« V â ª, çâ®¡ë ¥£® ªà¨¢¨§  ª �¤ë© à § à ¢ï« áì ªà¨¢¨§¥ à §¢¥àâª¨.�«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç®,  ¯à¨¬¥à, ¥¯à¥àë¢® ã¢¥«¨ç¨¢ âì ¥£® ¯«®áª¨¥ ã£«ë



��. IV: § 5. ������������� ������������ ������������� 221¢ ®¤® ¨ â® �¥ ç¨á«® à §. � ª ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª ã£«ã V1 á â®© �¥ ªà¨¢¨§®©,çâ® ¨ à §¢¥àâª  R1. �®®â¢¥âáâ¢¨¥ «ãç¥© L ¨ L ¬®�® á®åà ¨âì: §  «ãç
L ¬®�® ¡à âì ª �¤ë© à § ®¤ã ¨§ áâ®à® à §à¥§ , á¤¥« ®£® ¢ ¨áå®¤®©à §¢¥àâª¥ R0,   §  «ãç L | «î¡ãî ¨§ ®¡à §ãîé¨å   ¨§¬¥ï¥¬®¬ ã£«¥ V ,«¨èì ¡ë ®  ¬¥ï« áì ¥¯à¥àë¢®.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â «î¡®© â®çª¨ (R0, V0) ¬®£®®¡à §¨ïMV ¬®�® ¤®©-â¨ ¤® â®çª¨ (R1, V1), ý«¥� é¥©   ¥£® £à ¨æ¥þ, ¯à¨ç¥¬ ¢ à §¢¥àâª¥ R1ã£®« â®«ìª® ¯à¨ ¤ ®© ¢¥àè¨¥ ¢®à®ª¨ ¡ã¤¥â à ¢¥ 2π ¨ ¯®íâ®¬ã ¢¡«¨-§¨ â®çª¨ (R1, V1) ¥ ¡ã¤¥â â®ç¥ª ¨§ ¤àã£¨å á¢ï§ëå ª®¬¯®¥â ¬®£®®¡à -§¨ïMV ¯®¬¨¬® á¢ï§®© ª®¬¯®¥âë, á®¤¥à� é¥© ¤ ãî â®çªã (R1, V1).�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨§®¡à §¨¬ ýâ®çª¨þ (R,V ), ¡«¨§ª¨¥ ª (R1, V1), â®çª ¬¨¢ (k + n + 2h − 3)-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, £¤¥ ®¤  ¨§ ª®®à¤¨ â ¥áâì ã£®«
α ¢®à®ª¨ ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A, ¯à¨ç¥¬ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢á¥ à §¢¥àâª¨ R,   ¥â®«ìª® à §¢¥àâª¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë. �à ¨æ  ¬®£®®¡à §¨ï MV¨§®¡à §¨âáï ãà ¢¥¨¥¬ α +∑i ϕi = 2π, £¤¥ ϕi | ®áâ «ìë¥ ã£«ë, áå®¤ï-é¨¥áï ¢ ¢¥àè¨¥ A. �â  ¯®¢¥àå®áâì à §¡¨¢ ¥â ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ (R1, V1)  ¤¢¥ ç áâ¨: ¢ ®¤®© α > 2π −∑ϕi, ¢ ¤àã£®© α < 2π −∑ϕi. �á«¨ â®çª¨(R′, V ′), (R′′, V ′′) «¥� â ¯® ®¤ã áâ®à®ã, â® ¨å ¬®�® á®¥¤¨¨âì ¢ ¤ ®©®ªà¥áâ®áâ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬ ¯ãâ¥¬, ¯à®å®¤ïé¨¬ æ¥«¨ª®¬ á â®© �¥ áâ®à®ë®â ¯®¢¥àå®áâ¨ α+∑i ϕi = 2π. �á«¨ ®ªà¥áâ®áâì ¬ « , â® áã¬¬ë ã£«®¢ ¯à¨¢á¥å ¢¥àè¨ å, ªà®¬¥ ¢¥àè¨ë A, ®áâ îâáï ¬¥ìè¥ 2π, ¨ ãá«®¢¨ï, ®£à ¨-ç¨¢ îé¨¥ ¯¥à¥¬¥ë¥, § ¤ îé¨¥ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®«, â ª�¥ ¥ àãè îâáï. Ǒ®íâ®¬ã ãª § ë© ¯ãâì «¥�¨â ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ MV ,   íâ®®§ ç ¥â, çâ® ¢á¥ â®çª¨ íâ®£® ¬®£®®¡à §¨ï, ¡«¨§ª¨¥ ª (R1, V1), ¯à¨ ¤«¥-� â ®¤®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥.� §¢¥àâªã R1 ¬®�® § ¬¥¨âì à §¢¥àâª®©, ¥ á®¤¥à� é¥© ¡®«¥¥ «¨è¥©¢¥àè¨ë A. Ǒ® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ â¥®à¥¬  ¢¥à  ¤«ï à §¢¥àâ®ªá ¬¥ìè¨¬ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ à §¢¥àâª¨ R1 ¬®�® áª«¥¨âì ¢ë-¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P1 á ¤ ë¬ ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ V . �¥àè¨¥ A á®-®â¢¥âáâ¢ã¥â   ¬®£®£à ¨ª¥ P1 â®çª , «¥� é ï ¢ãâà¨ £à ¨ ¨«¨ à¥¡à .�ë¤¢¨¥¬ ¥¥  àã�ã   ¤®áâ â®ç® ¬ «®¥ à ááâ®ï¨¥ ¨ ¯®áâà®¨¬ ¬®£®-£à ¨ª P á íâ®© ¢ë¤¢¨ãâ®© ¢¥àè¨®©,   â ª�¥ á® ¢á¥¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®-£®£à ¨ª  P1 ¨ á â¥¬ �¥ ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ V . �¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® ¬®£®-£à ¨ª P , ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨© ª P1, ¤®¯ãáª ¥â à §¢¥àâªã R, ¡«¨§ªãî ª R1(íâ® ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª �¥, ª ª «¥¬¬  1 § 2). �® à §¢¥àâª¨, ¡«¨§ª¨¥ ª R1,á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ýâ®çª ¬þ (R,V ) ¨§ ¤ ®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥âë ¬®£®®¡à -§¨ïMV . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢® ¢áïª®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥ íâ®£® ¬®£®®¡à §¨ï¨¬¥îâáï ýà¥ «¨§ã¥¬ë¥ â®çª¨þ (R,V ), â. ¥. à §¢¥àâª¨ R, ¨§ ª®â®àëå ¬®�®áª«¥¨âì ¬®£®£à ¨ª¨ á ã£«®¬ V .8. �¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®-£à ¨ª®¢, ª®â®àë¥ ¬®�® áª«¥¨âì ¨§ à §¢¥àâ®ª áâà®¥¨ï K ¨ ¨¬¥îé¨å



222 �. �. �����������¯à¥¤¥«ìë¥ ã£«ë á h à¥¡à ¬¨. �  ª �¤®¬ â ª®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ ¬ë  ç¥à-ç¨¢ ¥¬ ¥£® à §¢¥àâªã ¨ ¯®«ãç ¥¬ ýK-âà¨ £ã«¨à®¢ ë©þ¬®£®£à ¨ª P .�¬¥áâ¥ á K-âà¨ £ã«ïæ¨¥©   ¬®£®£à ¨ª P ¯¥à¥®á¨âáï ®à¨¥â æ¨ï ¥£®à §¢¥àâª¨, â ª çâ® à¥çì ¨¤¥â ®¡ ®à¨¥â¨à®¢ ®¬ K-âà¨ £ã«¨à®¢ ®¬¬®£®£à ¨ª¥. �¢  K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª  áç¨â îâáï à ¢-ë¬¨, ¥á«¨ ¨å ¬®�® ¯à¨¢¥áâ¨ ¢ á®¢¯ ¤¥¨¥ ¢¬¥áâ¥ á ¨å K-âà¨ £ã«ïæ¨ï¬¨¯ãâ¥¬ ¤¢¨�¥¨ï ¨«¨ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï. � ¢ë¥K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥¬®£®£à ¨ª¨ ¬ë ¯à®áâ® ¥ ¡ã¤¥¬ à §«¨ç âì.�¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ ¥£® ¢¥à-è¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« , ¯à¨ç¥¬ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« § ¤ ¥âáï á â®ç®áâìî ¤®¯¥à¥®á . �á«¨ ã ¬®£®£à ¨ª  e ¢¥àè¨, â® íâ® ¤ ¥â 3e ¨å ¯¥à¥¬¥ëåª®®à¤¨ â; ¥á«¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¨¬¥¥â h à¥¡¥à, â® íâ® ¤ ¥â 2h ¯¥à¥¬¥-ëå, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¨å  ¯à ¢«¥¨ï; ® â ª ª ª ¬®£®£à ¨ª¨ à áá¬ âà¨-¢ îâáï á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï (¨ ®âà �¥¨ï), â® 6 ¯¥à¥¬¥ëå á«¥¤ã¥â¨áª«îç¨âì ¨ ®áâ ¥âáï ¢á¥£® 3e+ 2h − 6 ¯¥à¥¬¥ëå, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¬®£®-£à ¨ª P .�®�¥áâ¢® ¢á¥å K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P á h-£à ë¬¨¯à¥¤¥«ìë¬¨ ã£« ¬¨ ¬ë ¯à¥¢à é ¥¬ ¢ ¬®£®®¡à §¨¥ P , ¢¢®¤ï á«¥¤ãîé¥¥®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®ªà¥áâ®áâ¥©: ®ªà¥áâ®áâì ¬®£®£à ¨ª  P0 á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å¬®£®£à ¨ª®¢ P , ¡«¨§ª¨å ª P0, ¢¬¥áâ¥ á ¨å K-âà¨ £ã«ïæ¨ï¬¨.�«¨§®áâì ¬®£®£à ¨ª®¢ P ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¡«¨§®áâìî ¨å ¢¥àè¨ ¨  -¯à ¢«¥¨© à¥¡¥à ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢. �áïª¨© ¬®£®£à ¨ª P , ¡«¨§ª¨© ª ¤ -®¬ã P0, ¤®¯ãáª ¥â ¥¤¨áâ¢¥ãî K-âà¨ £ã«ïæ¨î, ¡«¨§ªãî ª K-âà¨ -£ã«ïæ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P0. �â® ¤®ª §ë¢ ¥âáï â¥¬¨ �¥ ®ç¥¢¨¤ë¬¨ à á-áã�¤¥¨ï¬¨, ª ª¨¬¨   «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¤®ª § ® ¢ § 2 ¤«ï § ¬ªã-âëå ¬®£®£à ¨ª®¢ («¥¬¬  1 § 2). Ǒà¨ íâ®¬ ¨§ ¡«¨§®áâ¨ ¤«¨ à¥¡¥à K-âà¨ £ã«ïæ¨© ¡«¨§ª¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ ®ç¥¢¨¤® ã�¥ á«¥¤ã¥â ¡«¨§®áâì ã£-«®¢ ¨å ¢®à®®ª. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ «® ¬¥ïï ¢á¥ 3e+2h−6 ¯¥à¥¬¥ëå, ¬ë¡ã¤¥¬ ¯®«ãç âì K-âà¨ £ã«¨à®¢ ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ¡«¨§ª¨¥ ª ¤ ®¬ã¢¬¥áâ¥ á ¨å K-âà¨ £ã«ïæ¨ï¬¨. �á¥ íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¡ã¤ãâ à §«¨çëâ ª�¥ ¨ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¬®£®£à ¨ª P0 ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¤¢ �¤ë ¯®-ªàëâë© ¬®£®ã£®«ì¨ª. � ª¨¥-¨¡ã¤ì ¤¢  â ª¨å ¬®£®£à ¨ª  ¬®£«¨ ¡ë¡ëâì à ¢ë, ¥á«¨ ¡ë ¡ë«¨ á¨¬¬¥âà¨çë ®â®á¨â¥«ì® ¥£® ¯«®áª®áâ¨. �® ¢â ª®¬ á«ãç ¥ ¨å ®à¨¥â æ¨¨, ®ç¥¢¨¤®, ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,á ãç¥â®¬ ®à¨¥â æ¨¨ ®¨ ¥ à ¢ë 15).�«¥¤®¢ â¥«ì®, P ¥áâì ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¬®£®®¡à §¨¥ á ç¨á«®¬ ¨§¬¥à¥¨©3e+ 2h− 6.15)�à¨¥â æ¨ï ¯¥à¥®á¨âáï á ¬®£®£à ¨ª  P0   ¡«¨§ª¨¥ ®ç¥¢¨¤ë¬ ¯ãâ¥¬, ¨, ¢ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ P0 ¢ëà®�¤ ¥âáï, â® ã�® ¯®¬¨âì ®  «¨ç¨¨ ã ¥£® ¤¢ãå áâ®à®, ª®â®-àë¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ áâ®à®ë ¡«¨§ª¨å ¥¬ã ¬®£®£à ¨ª®¢. �¯à®ç¥¬, â ª �¥, ª ª ¢ á«ãç ¥§ ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ¬®�® ®¡®©â¨áì ¡¥§ ®à¨¥â æ¨¨.



��. IV: § 5. ������������� ������������ ������������� 2239. � �¤®¬ã ¬®£®£à ¨ªã ¨§ P ®¤®§ ç® á®®â¢¥âáâ¢ãîâ 1) ¥£® à §-¢¥àâª , ï¢«ïîé ïáï ¥£® K-âà¨ £ã«ïæ¨¥©, 2) ¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V , 3)á®®â¢¥âáâ¢¨¥  ¯à ¢«¥¨© ¥£® «ãç¥© ¨ ®¡à §ãîé¨å ã£«  V , ãáâ  ¢«¨¢ ¥-¬®¥ ¯à¨ ¡¥áª®¥ç®¬ á� â¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¢ ã£®« V .�â¨¬ á ¬ë¬ ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ®¤®§ ç®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï P¢ ¬®£®®¡à §¨¥MV , ¨ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤®ª § âì  èã â¥®à¥¬ã, ¤®áâ â®ç®¯®ª § âì, çâ® ¢á¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ §¤¥áì ¢ë¯®«¥ë.Ǒ®ª �¥¬ ¯à¥�¤¥ ¢á¥£®, çâ® à §¬¥à®áâ¨ ¬®£®®¡à §¨© P ¨MV à ¢ë.Ǒãáâì f , k, e | ç¨á«  âà¥ã£®«ì¨ª®¢, à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨ ª®¬¯«¥ªá  K. Ǒ®ä®à¬ã«¥ �©«¥à 
f − k + e = 1. (2)�®¬¯«¥ªáK ¨¬¥¥â ¢®à®ªã á n áâ®à® ¬¨, á ª®â®àë¬¨ ®â®�¤¥áâ¢«¥ë n áâ®-à® ¥£® âà¥ã£®«ì¨ª®¢; ®áâ «ìë¥ ¨å áâ®à®ë ®â®�¤¥áâ¢«¥ë ¤àã£ á ¤àã£®¬¯®¯ à®. Ǒ®íâ®¬ã 3f = 2k − n. (3)�§ ä®à¬ã« (2) ¨ (3) á«¥¤ã¥â, çâ®
k + n = 3e− 3.Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© ¬®£®®¡à §¨ïMV (ä®à¬ã«  (1)) ¯®«ãç ¥¬

k + n+ 2h− 3 = 3e+ 2h− 6,â. ¥. ®® à ¢® ç¨á«ã ¨§¬¥à¥¨© ¬®£®®¡à §¨ï P .�ë ã�¥ ¯®ª § «¨, çâ® ¢® ¢áïª®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥ ¬®£®®¡à §¨ïMVá®¤¥à� âáï ®¡à §ë â®ç¥ª ¨§ P . Ǒà®ç¨¥ á¢®©áâ¢  ®â®¡à �¥¨ï ϕ ãáâ  ¢-«¨¢ îâáï á®¢¥àè¥®   «®£¨ç® â®¬ã, ª ª íâ® á¤¥« ® ¢ § 3 ¤«ï á«ãç ï§ ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �¥¯à¥àë¢®áâì ¥£® á®¤¥à�¨âáï ¢ á ¬®¬ ®¯à¥-¤¥«¥¨¨ ®ªà¥áâ®áâ¥© ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ P . �§ ¨¬ ï ®¤®§ ç®áâì á«¥¤ã¥â¨§ â¥®à¥¬ë 3 § 4 £« ¢ë III, á®£« á® ª®â®à®© ¤¢  ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®£à -¨ª  á à ¢ë¬¨ ¯à¥¤¥«ìë¬¨ ã£« ¬¨ ¨ ®¤¨ ª®¢ë¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¥¬  ¯à ¢-«¥¨© «ãç¥© ¨ ®¡à §ãîé¨å ¨å ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢ à ¢ë.� ª®¥æ, ¯®á«¥¤¥¥ ã�®¥  ¬ á¢®©áâ¢® ®â®¡à �¥¨ï ϕ ¯®«ãç ¥âáï ¨§«¥¬¬ë, á®¢¥àè¥®   «®£¨ç®© «¥¬¬¥ 1 § 2. �§¬¥¥¨ï ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥¥¥ ¨ ¤®¯®«¥¨ï ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥, á¢ï§ ë¥ á â¥¬, çâ® ªà®¬¥ ¤«¨ à¥¡¥àà §¢¥àâªã § ¤ îâ ¥é¥ ã£«ë ¢®à®ª¨, áâ®«ì ®ç¥¢¨¤ë, çâ® ¥â  ¤®¡®áâ¨¨å ®£®¢ à¨¢ âì.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¢ë¯®«¥ë, ¨ â¥¬á ¬ë¬  è  â¥®à¥¬  ¤®ª §  .10. �®â �¥ ¬¥â®¤ ¯à¨«®�¨¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¡¥áª®¥ç-®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©, ¨¬¥îé¥© ªà¨¢¨§ã 2π.



224 �. �. ������������¤¥áì ¬ë ¤®«�ë à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® à §¢¥àâª¨ á ªà¨¢¨§®© 2π; ã ¨å¢®à®ª  ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ýâàã¡ªãþ, ¯®â®¬ã çâ® ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨-ª¨ â ª®© à §¢¥àâª¨ ¨¬¥îâ ¯ à ««¥«ìë¥ áâ®à®ë. Ǒà¥�¨¬ à ááã�¤¥¨¥¬¬®�® ¨áª«îç¨âì ¨§ à §¢¥àâª¨ «¨è¨¥ ¢¥àè¨ë á áã¬¬ ¬¨ ã£«®¢, à ¢ë-¬¨ 2π. � §¢¥àâª  ¤ ®£® áâà®¥¨ïK ¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥«ïâìáï â¥¯¥àì k ¤«¨ ¬¨à¥¡¥à ¨ n ã£« ¬¨ âàã¡ª¨, ¯à¨ç¥¬ íâ¨ ã£«ë á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬
n∑

i=1 αi = nπ.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ (k + n − 1)-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ M à §¢¥à-â®ª ¤ ®£® áâà®¥¨ï ¨ ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë. �¤¥áì à §¢¥àâ®ª á ®¤-®© ¢¥àè¨®© ¥ ¬®�¥â ¡ëâì, ¯®â®¬ã çâ® ªà¨¢¨§  ®¤®© ¢¥àè¨ë < 2π.� §¢¥àâª¨ �¥ â®«ìª® á ¤¢ã¬ï ¢¥àè¨ ¬¨, ®ç¥¢¨¤®, à¥ «¨§ãîâáï ¤¢ �¤ë¯®ªàëâë¬¨ ¯«®áª¨¬¨ ¯®«®á ¬¨. Ǒ®íâ®¬ã áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  á¤ ®© à §¢¥àâª®© ¬®�® ®¯ïâì ¤®ª §ë¢ âì ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¢¥àè¨.�®£®®¡à §¨¥ P K-âà¨ £ã«¨à®¢ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï§¤¥áì â ª �¥, ª ª ¨ à ìè¥. �¨á«® ¯¥à¥¬¥ëå, § ¤ îé¨å ¬®£®£à ¨ª,¡ã¤¥â 3e ª®®à¤¨ â ¢¥àè¨ ¯«îá 2 ¯¥à¥¬¥ë¥, § ¤ îé¨¥  ¯à ¢«¥¨¥ ¥£®¯à¥¤¥«ì®© ¯®«ã¯àï¬®©, ¬¨ãá 6 ¯¥à¥¬¥ëå, á¢ï§ ëå á ¤¢¨�¥¨¥¬ ¬®-£®£à ¨ª  ª ª æ¥«®£®. �â®£® ¬®£®®¡à §¨¥ P ¡ã¤¥â (3e− 4)-¬¥àë¬.Ǒà¨¬¥¥¨¥ ä®à¬ã«ë �©«¥à  f − k + e = 1 ¯à¨¢®¤¨â ª á®®â®è¥¨î3e− 4 = k + n− 1,â. ¥. ¬®£®®¡à §¨ïM ¨ P ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî à §¬¥à®áâì.� «¥¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ï P ¢ M .�£® ¢§ ¨¬ ï ®¤®§ ç®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á¤ ®© à §¢¥àâª®©, ¨¬¥îé¥© ªà¨¢¨§ã 2π (â¥®à¥¬  2 § 3 £« ¢ë III). �áâ «ì-ë¥ á¢®©áâ¢  ®â®¡à �¥¨ï ϕ, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ¯à¨¬¥¥¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡-à �¥¨¨, ¤®ª §ë¢ îâáï   «®£¨ç® â®¬ã, ª ª íâ® ¤¥« ¥âáï ¤«ï á«ãç ï § -¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢. � à¥§ã«ìâ â¥ ¢á¥ âà¥¡®¢ ¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à -�¥¨¨ ®ª §ë¢ îâáï ¢ë¯®«¥ë¬¨, ¨ ¬ë § ª«îç ¥¬ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¬®-£®£à ¨ª  á «î¡®© à §¢¥àâª®©, ¨¬¥îé¥© ªà¨¢¨§ã 2π.



�«   ¢   V�ª«¥¨¢ ¨¥ ¨ ¨§£¨¡ ¨¥¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥©
§ 1. �ª«¥¨¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥©1. � £« ¢¥ IV à¥çì è«  ® à §¢¥àâª å, ¢ ª®â®àëå áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨-ª®¢ áª«¥¨¢ îâáï ¯®¯ à®, â ª çâ® à §¢¥àâª  ¥ ¨¬¥¥â £à ¨æë. �á«¨ �¥ ã¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨ ¥áâì áâ®à®ë, ¥ áª«¥¨¢ ¥¬ë¥ ¨ á ª ª¨¬¨ ¤àã-£¨¬¨ áâ®à® ¬¨, â® à §¢¥àâª  ¨¬¥¥â £à ¨æã, ¨ â ª¨¥ á¢®¡®¤ë¥ áâ®à®ë ¥¥¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¬ë  §ë¢ ¥¬ £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨ à §¢¥àâª¨.Ǒà¥¤áâ ¢«ïï á¥¡¥ áª«¥¨¢ ¥¬ë¥ áâ®à®ë ¨ ¢¥àè¨ë ®â®�¤¥áâ¢«¥ë¬¨,¬ë ¥áâ¥áâ¢¥® ¯à¨å®¤¨¬ ª â®¬ã, çâ® £à ¨æ  à §¢¥àâª¨ á®áâ®¨â ¨§ ª®¥ç-®£® ç¨á«  § ¬ªãâëå «®¬ ëå, ®¡à §ã¥¬ëå ¥¥ £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨;   ¥á-«¨ à §¢¥àâª  ¢ª«îç ¥â ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, â® ¥¥ £à ¨æ  ¬®�¥âá®¤¥à� âì â ª�¥ ¡¥áª®¥çë¥ «®¬ ë¥, ª �¤ ï ¨§ ª®â®àëå á« £ ¥âáï ¨§ ª®-¥ç®£®, ç¨á«  ª®¥çëå ¨ ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå £à ¨çëå à¥¡¥à; ¢ ç áâ®áâ¨,ª®¥çë¥ £à ¨çë¥ à¥¡à  ¬®£ãâ ®âáãâáâ¢®¢ âì. �®£®£à ¨ª, ª®â®àë©¬®�® áª«¥¨âì ¨§ â ª®© à §¢¥àâª¨, ¡ã¤¥â ¨¬¥âì á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî £à ¨æã.�®¯à®á ®¡ ãá«®¢¨ïå, ¯à¨ ª®â®àëå ¨§ ¤ ®© à §¢¥àâª¨ á £à ¨æ¥© ¬®�®áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¬ë ¥ ¬®�¥¬ à¥è¨âì ¯®«®áâìî,   ¯®â®-¬ã ¢ëã�¤¥ë ®£à ¨ç¨âìáï ®¡é¨¬¨ ãª § ¨ï¬¨ ¨ ®â¤¥«ìë¬¨, ¡®«¥¥ ¨«¨¬¥¥¥ á¯¥æ¨ «ìë¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨ 1). � «ìè¥ ¡ã¤ãâ â ª�¥ ¤ ë ¯à®áâë¥¯à¨¬¥àë à §¢¥àâ®ª, ¨§ ª®â®àëå ¥«ì§ï áª«¥¨âì ¨ª ª®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ¨ª , å®âï ®¨ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥ª®â®àë¬ ®ç¥¢¨¤® ¥®¡å®¤¨¬ë¬ãá«®¢¨ï¬.Ǒ®¤å®¤ ª à¥è¥¨î ¯®áâ ¢«¥®£® ¢®¯à®á  ¤ ¥â á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ :�¥®à¥¬  1. Ǒãáâì £à ¨æ  à §¢¥àâª¨ R á®áâ®¨â ¨§ § ¬ªãâëå ¨«¨ ¡¥á-ª®¥çëå «®¬ ëå L1, . . . , Ln. �«ï â®£® çâ®¡ë ¨§ à §¢¥àâª¨ R ¬®�® ¡ë«®1)�¥¯¥àì ¨§¢¥áâë íää¥ªâ¨¢® ¯à®¢¥àï¥¬ë¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï.�¨ á®áâ®ïâ ¢ ®¯¨á ¨¨ ¯à¨§ ª®¢ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ý¯®¤ª«¥¥ªþ, ® ª®â®àëå ¨¤¥â à¥çì ¢â¥®à¥¬ å 1 ¨ 7. �â¨ ãá«®¢¨ï ¤ ë ¢ áâ âì¥ �.�.�®à  [224℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



226 �. �. �����������áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë áãé¥-áâ¢®¢ «¨ â ª¨¥ à §¢¥àâª¨ R1, . . . , Rn, ®£à ¨ç¥ë¥ ª �¤ ï ®¤®© «®¬ ®©,çâ® ®â®�¤¥áâ¢«¥¨¥ ¨å £à ¨æ á «®¬ ë¬¨ L1, . . . , Ln ¤ ¢ «® ¡ë à §¢¥àâ-ªã R + R1 + . . . + Rn, ¨§ ª®â®à®© ¬®�® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.� §¢¥àâª  R+R1+ . . .+Rn ã�¥ ¥ ¨¬¥¥â £à ¨æë, ¨ ¯®â®¬ã ¢®¯à®á ®¡ ãá«®-¢¨ïå, ¯à¨ ª®â®àëå ¨§ ¥¥ ¬®�® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, à¥è ¥âáïâ¥®à¥¬ ¬¨, ¤®ª § ë¬¨ ¢ § 1{4 £« ¢ë IV.�®ª § â¥«ìáâ¢® á®¢¥àè¥® ®ç¥¢¨¤®. �á«¨ â ª¨¥ à §¢¥àâª¨ R1, . . . , Rn¨¬¥îâáï, â®, áª«¥¨¢ ï ¨§ à §¢¥àâª¨ R+R1 +R2 + . . .+Rn ¢ë¯ãª«ë© ¬®-£®£à ¨ª ¨ ¢ë¤¥«ïï ¨§ ¥£® ç áâì, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¤ ®© à §¢¥àâª¥ R,¯®«ãç¨¬ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á à §¢¥àâª®© R. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ãá«®¢¨¥¤®áâ â®ç®.� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯ãáâì ¨§ à §¢¥àâª¨ R áª«¥¨¢ ¥âáï ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª P . Ǒ® á ¬®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ® ¥áâì ç áâì ¯®«®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ¨ª  P ¡¥§ £à ¨æë, § ¬ªãâ®£® ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®£®. �®£¤  à §®áâì
P�P á ¯à¨á®¥¤¨¥®© ¥¥ £à ¨æ¥© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¤¨ ¨«¨ ¥áª®«ì-ª® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, . . . , Pn. �å à §¢¥àâª¨ R1, . . . , Rn ¢¬¥áâ¥á R ®¡à §ãîâ à §¢¥àâªã R+R1 + . . .+Rn ¯®«®£® ¬®£®£à ¨ª  P , ¨ â¥¬á ¬ë¬ ¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï ¤®ª §  .�¥®à¥¬  1 á¢®¤¨â ¢®¯à®á ® ¢®§¬®�®áâ¨ áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª ¨§ à §¢¥àâª¨ á £à ¨æ¥© ª ¢®¯à®áã ® ¯®¤¡®à¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §¢¥à-â®ª R1, . . . , Rn. � ¥ª®â®àëå á«ãç ïå â ª®© ¯®¤¡®à ã¤ ¥âáï ®áãé¥áâ¢¨âì.�«ï â®£® çâ®¡ë ® ¡ë« ¢®§¬®�¥, à §¢¥àâª  R ¤®«�  ã¤®¢«¥â¢®àïâì âà¥¬§ ¢¥¤®¬® ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨ï¬:1) à §¢¥àâª  R ¤®«�  ¡ëâì £®¬¥®¬®àä  ¯«®áª®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã, ª®-¥ç®¬ã ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®¬ã, ® ®£à ¨ç¥®¬ã, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥áª®«ìª¨¬¨«®¬ ë¬¨ 2);2) áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¢á¥å, ª ª ¢ãâà¥¨å, â ª ¨ £à ¨çëå, ¢¥àè¨à §¢¥àâª¨ R ¤®«�ë ¡ëâì 6 2π;3) ªà¨¢¨§  à §¢¥àâª¨ R (â. ¥. áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¥¥ ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨)¤®«�  ¡ëâì 6 4π, ¥á«¨ à §¢¥àâª  ª®¥ç , ¨ 6 2π, ¥á«¨ ®  ¡¥áª®¥ç .�¥®¡å®¤¨¬®áâì íâ¨å ãá«®¢¨© ®ç¥¢¨¤ , ¯®â®¬ã çâ® â ª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®¡-« ¤ ¥â ¢áïª¨© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥©. �¥áª®¥çë© ¯®«ë©2)�® �¥ ãá«®¢¨¥ ¬®�® ¢ëà §¨âì ¨ ç¥, ¥ ¯à¨¢«¥ª ï ¯®ïâ¨ï £®¬¥®¬®àä¨§¬ . �¨¬¥®, ¥á«¨ f , k, e | ç¨á«  ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨ R, a n |ç¨á«® ®£à ¨ç¨¢ îé¨å ¥¥ «®¬ ëå, â® ¢ á«ãç ¥ ª®¥ç®© à §¢¥àâª¨ ¤®«�® ¡ëâì f−k++e = 2 − n, ¢ á«ãç ¥ �¥ ¡¥áª®¥ç®© à §¢¥àâª¨ ¤®«�® ¡ëâì f − k + e = 1 − n. �«ï¤®ª § â¥«ìáâ¢  íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ®¡®¨å ãá«®¢¨© ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ®, ¯®¤ª«¥¨¢ ïª ª �¤®© «®¬ ®©, ®£à ¨ç¨¢ îé¥© ¤ ãî à §¢¥àâªã, ¬®£®ã£®«ì¨ª, ®£à ¨ç¥ë©®¤®© «®¬ ®©, ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã R ¡¥§ £à ¨æë, ã ª®â®à®© á®®â¢¥âáâ¢¥® ¡ã¤¥â f−k++e = 2 ¨ f−k+e = 1, â ª çâ® R ¡ã¤¥â £®¬¥®¬®àä  á®®â¢¥âáâ¢¥® áä¥à¥ ¨«¨ ¯«®áª®áâ¨.



��. V: § 1. ���������� �������������� � �������� 227¬®£®£à ¨ª P £®¬¥®¬®àä¥ ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¨¬¥¥â ªà¨¢¨§ã 6 2π; ¯®íâ®¬ã¬®£®£à ¨ª P , ï¢«ïîé¨©áï ç áâìî P , £®¬¥®¬®àä¥ ¬®£®ã£®«ì¨ªã ¨¨¬¥¥â ªà¨¢¨§ã 6 2π. � ¬ªãâë© ¬®£®£à ¨ª P £®¬¥®¬®àä¥ áä¥à¥ ¨¨¬¥¥â ªà¨¢¨§ã 4π; ® áä¥àã á ®¤®© ¨áª«îç¥®© â®çª®© ¬®�® ®â®¡à -§¨âì   ¯«®áª®áâì,   ¯®â®¬ã ¬®£®£à ¨ª P , ï¢«ïîé¨©áï ç áâìî P , ¡ã¤¥â£®¬¥®¬®àä¥ ¯«®áª®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã, ªà¨¢¨§  �¥ ¥£® ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ã P ,â. ¥. 6 4π. � á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ª �¤ ï ¯®¤ª«¥¨¢ ¥¬ ï ª R à §¢¥àâª  Ri ¤®«� ®¡« ¤ âì â¥¬¨ �¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ 2, 3 ¨ ¡ëâì £®¬¥®¬®àä®© ¬®£®ã£®«ì¨ªã,®£à ¨ç¥®¬ã ®¤®© § ¬ªãâ®© ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®© «®¬ ®©.�á«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 1 á¢®¤¨âáï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ª â®¬ã, çâ® áã¬¬ë ã£«®¢ ¢ ®â®�-¤¥áâ¢«ï¥¬ëå â®çª å £à ¨æ à §¢¥àâ®ª R ¨ Ri ¤®«�ë ¡ëâì ¥ ¡®«ìè¥ 2π.� ª ª ª ¤«ï ª �¤®© «®¬ ®© Li, ¢å®¤ïé¥© ¢ £à ¨æã à §¢¥àâª¨ R, ¨ ¤«ï á®-®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à §¢¥àâª¨ Ri íâ® ãá«®¢¨¥ ¤®«�® ¢ë¯®«ïâìáï ¥§ ¢¨á¨¬®,â® ®á®¢ë¬ ®ª §ë¢ ¥âáï ¢®¯à®á ® áª«¥¨¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¨§ à §¢¥àâ-ª¨, ®£à ¨ç¥®© ®¤®© «®¬ ®©. � ª ï à §¢¥àâª  £®¬¥®¬®àä  ªàã£ã ¨«¨¯®«ã¯«®áª®áâ¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ï¢«ï¥âáï «¨ ®  ª®¥ç®© ¨«¨ ¡¥áª®-¥ç®©.2. �¤¥áì ¨ ¤ «ìè¥ ¨§« £ îâáï à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç îé¨¥áï ý¬¥â®¤®¬ áª«¥-¨¢ ¨ïþ, ®á®¢ ë¬   â¥®à¥¬¥ 1. Ǒà¨ íâ®¬ ¡¥§ ®á®¡ëå ®£®¢®à®ª ¡ã¤¥â¨¬¥âìáï ¢ ¢¨¤ã, çâ® à¥çì ¨¤¥â ® à §¢¥àâª å, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãª § ë¬¢ëè¥ ãá«®¢¨ï¬ 1, 2, 3.Ǒ®¤ ã£«®¬ ¯à¨ £à ¨ç®© ¢¥àè¨¥ à §¢¥àâª¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì áã¬¬ãã£«®¢ ¥¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¯à¨ íâ®© ¢¥àè¨¥; £®¢®àï â ª, ã¤®¡® ¯à¥¤áâ ¢-«ïâì á¥¡¥ à §¢¥àâªã áª«¥¥®© å®âï ¡ë  ¡áâà ªâ®.� ¯®¬¨¬, çâ® ýè ¯®çª®©þ  §ë¢ ¥âáï â ª®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,®£à ¨ç¥ë© ¯«®áª®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©, ¯à®¥ªæ¨ï ª®â®à®£®   ¯«®áª®áâìíâ®© «®¬ ®© á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬, ®£à ¨ç¨¢ ¥¬ë¬ íâ®© «®¬ ®©.�¥®à¥¬  2. �«ï â®£® çâ®¡ë ¨§ £®¬¥®¬®àä®© ªàã£ã à §¢¥àâª¨ R ¬®�®¡ë«® áª«¥¨âì è ¯®çªã, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ã£«ë ¯à¨ ª �¤®©¥¥ £à ¨ç®© ¢¥àè¨¥ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨«¨ π 3).�®ª �¥¬ ¥®¡å®¤¨¬®áâì íâ®£® ãá«®¢¨ï. Ǒãáâì P | è ¯®çª ; ¯à¨á®¥¤¨-ïï ª ¥© è ¯®çªã P1, á¨¬¬¥âà¨çãî ®â®á¨â¥«ì® ¯«®áª®áâ¨, ®£à ¨ç¨¢ -îé¥© ¥¥ «®¬ ®©, ¯®«ãç¨¬ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ∪P1 (ª ª  à¨á. 97, a, á. 215). �à ¨çë¥ ¢¥àè¨ë è ¯®çª¨ ¡ã¤ãâ «¨¡® ¥£® ¢¥àè¨- ¬¨, «¨¡® â®çª ¬¨ ¢ãâà¨ à¥¡¥à. �ã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¨å ¡ã¤ãâ 6 2π. �®ª �¤ ï ¨§ ¨å á« £ ¥âáï ¨§ ã£«®¢   P ¨ P1, ¨ â ª ª ª ¯® á¨¬¬¥âà¨¨ P ¨ P1íâ¨ ã£«ë à ¢ë, â® áã¬¬  ã£«®¢ ¯à¨ ª �¤®© £à ¨ç®© ¢¥àè¨¥ è ¯®çª¨ P¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â π.3)�àã£®¥ ¯àï¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¤ ® �. �. �®«ª®¢ë¬ ¢ [86℄. | Ǒà¨¬.�. �. � «£ ««¥à .



228 �. �. �����������Ǒãáâì â¥¯¥àì R | à §¢¥àâª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë, ¨
R1 | ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà â ª®© �¥ à §¢¥àâª¨. �â®�¤¥áâ¢«ïï á®®â¢¥âáâ¢¥-ë¥ í«¥¬¥âë £à ¨æ íâ¨å à §¢¥àâ®ª, ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã R + R1, £®¬¥®-¬®àäãî áä¥à¥, ¨ â ª ª ª áã¬¬ë ã£«®¢ ¯à¨ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å ã R ¨ R1¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ π, â® ¢®ªàã£ ¢á¥å ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨ R + R1 áã¬¬ë ã£«®¢¡ã¤ãâ 6 2π. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ íâ®© à §¢¥àâª¨ ¬®�® áª«¥¨âì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª-«ë© ¬®£®£à ¨ª P , á®áâ®ïé¨© ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥© P ¨ P1, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨åà §¢¥àâª ¬ R ¨ R1.�®£« á® «¥¬¬¥ § 4 £« ¢ë IV, ¬®£®£à ¨ª P á¨¬¬¥âà¨ç¥ ®â®á¨â¥«ì®¯«®áª®áâ¨, á®¤¥à� é¥© ®¡éãî £à ¨æã ¥£® ç áâ¥© P ¨ P1. �âáî¤  ïá®,çâ® P ¥áâì è ¯®çª . �  áª«¥¥  ¨§ à §¢¥àâª¨ R, ¨ â¥®à¥¬  â ª¨¬ ®¡à §®¬¤®ª §  .� ¯®¬¨¬, çâ®, á®£« á® â¥®à¥¬¥ 3 § 5 £« ¢ë III, è ¯®çª  á ¤ ®© à §-¢¥àâª®© | ¥¤¨áâ¢¥ ï á â®ç®áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï, â ª çâ®¨§ à §¢¥àâª¨ R ¬®�® áª«¥¨âì, ¯® áãé¥áâ¢ã, â®«ìª® ®¤ã è ¯®çªã «¨¡® ¥©á¨¬¬¥âà¨çãî.�á«¨ ¡¥áª®¥ç®© è ¯®çª®©  §¢ âì ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª, £à ¨æ  ª®â®à®£® á®áâ®¨â ¨§ ®¤®© ¡¥áª®¥ç®© ¯«®áª®© «®¬ ®©, â ª-�¥ ¯à®¥ªâ¨àãîé¨©áï ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª, ®£à ¨ç¥ë© íâ®© «®¬ ®©, â®¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã:�¥®à¥¬  3. �«ï â®£® çâ®¡ë ¨§ à §¢¥àâª¨ R, £®¬¥®¬®àä®© ¯®«ã¯«®áª®-áâ¨, ¬®�® ¡ë«® áª«¥¨âì ¡¥áª®¥çãî è ¯®çªã, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®,çâ®¡ë ã£«ë ¯à¨ ¥¥ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨«¨ π.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®çâ¨ ¡ãª¢ «ì® ¯®¢â®àï¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2.�¥ª®â®à®¥ à §«¨ç¨¥ ¢®§¨ª ¥â ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¥£® ¯ãªâ¥, £¤¥ ¯à¨å®¤¨âáï ááë-« âìáï   ¥¤¨áâ¢¥®áâì ¬®£®£à ¨ª  P+P1 á ¤ ®© à §¢¥àâª®©R+R1.�á«¨ ªà¨¢¨§  íâ®© à §¢¥àâª¨ ¬¥ìè¥ 2π, â®, ª ª ¬ë § ¥¬, â ª®© ¬®£®-£à ¨ª ¥ ¡ã¤¥â ¥¤¨áâ¢¥ë¬. � ª ¤®ª § ® ¢ § 5 £« ¢ë IV, ¥£® ¯à¥¤¥«ì-ë© ã£®« ¬®�® ¢ë¡¨à âì ¯à®¨§¢®«ì®, «¨èì ¡ë ªà¨¢¨§  íâ®£® ã£«  à ¢-ï« áì ªà¨¢¨§¥ ¬®£®£à ¨ª . Ǒ®íâ®¬ã ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¬®£®£à ¨ª 
P + P1 ¬®�® ¢ë¡¨à âì § à ¥¥ â ª, çâ®¡ë ¥£® ç áâ¨ V ¨ V1, á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¨¥ ç áâï¬ P ¨ P1 ¬®£®£à ¨ª , ¡ë«¨ ¢§ ¨¬® á¨¬¬¥âà¨çë¬¨. �®£¤ ¯à¨ ¯¥à¥áâ ®¢ª¥ P ¨ P1 ¯®«ãç¨¬ ®â®¡à �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P+P1, ®áâ ¢-«ïîé¥¥ ¥¨§¬¥ë¬ ¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V + V1 ¨ â ª�¥ ¥£® ®¡à §ãîé¨¥,á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¡é¨¬ ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ã P ¨ P1. Ǒ®íâ®¬ã ¢ á¨«ãâ¥®à¥¬ë 3 § 4 £« ¢ë III ¯¥à¥áâ ®¢ª  P ¨ P1 ¤®«�  ®áãé¥áâ¢«ïâìáï ®âà -�¥¨¥¬;   ®âáî¤  ¥¬¥¤«¥® ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® P ¥áâì ¡¥áª®¥ç ï è ¯®çª .�¤¨áâ¢¥®áâì ¡¥áª®¥ç®© è ¯®çª¨ á ¤ ®© à §¢¥àâª®©, ¢®®¡é¥ £®¢®-àï, ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ . �¥è¥¨¥ ¢®¯à®á  ® â®¬, ª®£¤  ¥¤¨áâ¢¥®áâì ¢á¥ �¥¨¬¥¥âáï, ¨«¨ ® ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¤ ëå, ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¡¥áª®-¥çãî è ¯®çªã, ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â â¥«î; ®® ¬®�¥â ¡ëâì «¥£ª® ¯®«ãç¥®



��. V: § 1. ���������� �������������� � �������� 229  ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å (§ 3, 4 £« ¢ë III ¨ § 5£« ¢ë IV).�¥®à¥¬ë 2 ¨ 3 ¯®«®áâìî å à ªâ¥à¨§ãîâ à §¢¥àâª¨ è ¯®ª ãá«®¢¨¥¬ ®¡ã£« å ¯à¨ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å. �ª �¥¬ ¥é¥ ¤àã£ãî å à ªâ¥à¨§ æ¨î íâ¨åà §¢¥àâ®ª:�¥®à¥¬  4. �«ï â®£® çâ®¡ë ã£«ë à §¢¥àâª¨ ¯à¨ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å ¥¯à¥¢®áå®¤¨«¨π, ¥®¡å®¤¨¬®¨¤®áâ â®ç®,çâ®¡ëª �¤ë¥¤¢¥ ¢ãâà¥¨¥ â®ç-ª¨ à §¢¥àâª¨ á®¥¤¨ï«¨áì ¢ ¥© ªà âç ©è¥© «¨¨¥©, ¯à®å®¤ïé¥© æ¥«¨ª®¬¢ãâà¨ à §¢¥àâª¨. (�®�® áª § âì, çâ® â ª ï à §¢¥àâª  ý¢ë¯ãª«  ¢ á¥¡¥þ.)�¤¥áì ã¤®¡® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì á¥¡¥ à §¢¥àâªã áª«¥¥®© å®âï ¡ë  ¡áâà ªâ-®. �à âç ©è ï «¨¨ï, á®¥¤¨ïîé ï ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨ ¢ à §¢¥àâª¥, ¬®�¥â¯®¤å®¤¨âì ª £à ¨æ¥ à §¢¥àâª¨ â®«ìª® ¢ â¥å ¢¥àè¨ å, £¤¥ ã£®« > π: ¨ ç¥¥¥ ¬®�® ¡ë«® ¡ë § ¬¥¨âì «¨¨¥© ¡®«¥¥ ª®à®âª®©, áà¥§ ï ®¡à §ã¥¬ë© ¥îã£®« (â¥®à¥¬  1 § 8 £« ¢ë 1, à¨á. 53). �âáî¤  ¨ á«¥¤ã¥â â¥®à¥¬  4.� á¢ï§¨ á â¥®à¥¬ ¬¨ 2{4 ¯à¥¤«®�¨¬ á«¥¤ãîéãî § ¤ çã. � §¢¥àâª , ãª®â®à®© ¢á¥ ã£«ë   £à ¨æ¥ ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ π, ¬®�¥â ¨ ¥ ¡ëâì £®¬¥®¬®àä-®© ªàã£ã ¨«¨ ¯®«ã¯«®áª®áâ¨. �£à ¨ç¨¢ ïáì à §¢¥àâª ¬¨, £®¬¥®¬®àäë-¬¨ ç áâ¨ ¯«®áª®áâ¨, ¤®ª § âì, çâ® â ª¨¬¨ ¬®£ãâ ¡ëâì â®«ìª® à §¢¥àâª¨¡®ª®¢ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¯àï¬ëå | § ¬ªãâëå ¨«¨ ®âªàëâëå | ¯à¨§¬; ¢®¢â®à®¬ á«ãç ¥ (®âªàëâ®© ¯à¨§¬ë) à §¢¥àâª  ¨§®¬¥âà¨ç  ¯«®áª®© ¯®«®á¥¬¥�¤ã ¯ à®© ¯ à ««¥«ìëå ¯àï¬ëå.3. � íâ®¬ ¯ãªâ¥ ¨ ¤ «ìè¥ ¢ ¯ãªâ å 5{7 ¬ë ¤ ¤¨¬ ¥ª®â®àë¥ ¤®áâ â®ç-ë¥ ªà¨â¥à¨¨ áª«¥¨¢ ¥¬®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨§ ¤ ®© à §¢¥àâ-ª¨, ª®â®àë¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥ëå á«ãç ïå ®ª §ë¢ îâáï â ª�¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¬¨.�à¨â¥à¨¨ íâ¨ â ª®¢ë, çâ® ¤«ï ª �¤®© ¤ ®© à §¢¥àâª¨ «¥£ª® ¥¯®áà¥¤-áâ¢¥® ¯à®¢¥à¨âì, ¢ë¯®«ïîâáï ®¨ ¨«¨ ¥â. �á®¢ ë ®¨   á«¥¤ãîé¥¬¯®áâà®¥¨¨.Ǒãáâì à §¢¥àâª  R ®£à ¨ç¥  ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®© L á ¢¥àè¨ ¬¨
A1, . . . , An ¨ ã£« ¬¨ α1, . . . , αn. Ǒ®áâà®¨¬   ¯«®áª®áâ¨ «®¬ ãî L0, §¢¥ìïª®â®à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® à ¢ë ¯® ¤«¨¥ à¥¡à ¬ A1A2, . . . , An−1An, AnA1,  ã£«ë ¬¥�¤ã §¢¥ìï¬¨ á ®¤®© áâ®à®ë à ¢ë α2, . . . , αn (à¨á. 101). �¯à®â¨¢®¯®«®�®© áâ®à®ë ã£«ë ¡ã¤ãâ βi = 2π − αi. �âã áâ®à®ã ¬ë  §®-¢¥¬ ý¢¥è¥© áâ®à®®©þ «®¬ ®© L0, ¯®â®¬ã çâ® ®  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢¥è¥©áâ®à®¥ «®¬ ®© L ®â®á¨â¥«ì® à §¢¥àâª¨ R. (�  à¨á. 101,   íâ  ý¢¥èïïáâ®à® þ «®¬ ®© L0 ®¡à é¥  ¥ ª ¡¥áª®¥ç®© ç áâ¨ ¯«®áª®áâ¨.) �®®¡-é¥ £®¢®àï, «®¬  ï L0 ¥ ¡ã¤¥â § ¬ªãâ®©; ¥¥ ª®æë á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¤-®© ¢¥àè¨¥ A1 «®¬ ®© L. �¤ ª® ¥ ¨áª«îç¥®, çâ® «®¬  ï L0 ¬®�¥â¡ëâì § ¬ªãâ®© ¨«¨ çâ® ®  á ¬  á¥¡ï ¯¥à¥á¥ª ¥â (à¨á. 101, ¡). �ª § ®¥¯®áâà®¥¨¥ «®¬ ®© L0 ¥áâ¥áâ¢¥®  §¢ âì à §¢®à ç¨¢ ¨¥¬ «®¬ ®© L,à §®à¢ ®© ¢ ¢¥àè¨¥ A1. �®¢¥àè¥® â ª �¥ ¬®�® à §¢®à ç¨¢ âì «®-¬ ãî L, à §®à¢ ãî ¢ «î¡®© ¥¥ â®çª¥ A.



230 �. �. ������������á«¨ à §¢¥àâª  R ®£à ¨ç¥  ¡¥áª®¥ç®© «®¬ ®©, â® à §¢®à ç¨¢ ¨¥íâ®© «®¬ ®© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®¢¥àè¥®   «®£¨ç®, â®«ìª® à §àë¢ âì ¥¥ ¥¯à¨å®¤¨âáï, ¯®áª®«ìªã ®  ¥ § ¬ªãâ .
A1

A1

A2

An

α2
2π-α2

2π-αn

a)

A1A2

A3

A1

An

A1A4

A2 A3

b)�¨á. 101�¥®à¥¬  5. �«ï â®£® çâ®¡ë ¨§ ª®¥ç®© à §¢¥àâª¨ R á ªà¨¢¨§®© 4π,®£à ¨ç¥®© «®¬ ë¬¨ L1, . . . , Ln, áª«¥¨¢ «áï ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë à §¢¥àãâë¥ «®¬ ë¥ L01, . . . , L0n ®ª §ë¢ -«¨áì § ¬ªãâë¬¨ ¨ ®£à ¨ç¨¢ «¨   ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨Q1, . . . ,Qn,«¥� é¨¥ á ú¢¥è¨åû áâ®à® íâ¨å «®¬ ëå.(Ǒ®¤ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬ ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ §¤¥áì à §¢¥àâªã, ¥ ¨¬¥îéãî ¢ãâ-à¥¨å ¢¥àè¨. Ǒ®á«¥¤®¢ â¥«ì® à §¢®à ç¨¢ ï   ¯«®áª®áâì á®áâ ¢«ïî-é¨¥ ¥¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨, ¬ë à §¢¥à¥¬   ¯«®áª®áâì ¨ ¢áî à §¢¥àâªã. Ǒà¨íâ®¬ ¢®§¬®�®, çâ® ®  ¡ã¤¥â ¯¥à¥ªàë¢ âìáï á ¬  á á®¡®©. �«¥¤®¢ â¥«ì-®, ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ ý¬®£®ã£®«ì¨ªþ ¢ â ª®¬ ®¡®¡é¥®¬ á¬ëá«¥, ¤®¯ãáª ï¯¥à¥ªàë¢ ¨ï ¥£® á ¬®£® á á®¡®©.)�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 5 ®ç¥¢¨¤®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì ãá«®¢¨¥ â¥®-à¥¬ë ¢ë¯®«¥®. �®£¤ , ¯®¤ª«¥¨¢ ï ª à §¢¥àâª¥ R ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Qi,¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã R = R+Q1+ . . .+Qn, £®¬¥®¬®àäãî áä¥à¥. �£«ë ¬®-£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi ¤®¯®«ïîâ ã£«ë à §¢¥àâª¨ R ¤® 2π, â ª çâ®, ¢®-¯¥à¢ëå,ãá«®¢¨¥ ® áã¬¬ å ã£«®¢ ¢ë¯®«¥® ¨ ¨§ à §¢¥àâª¨R ¬®�® áª«¥¨âì § ¬ªã-âë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P . �®-¢â®àëå, íâ® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¨ª ª ïâ®çª  ¬®£®£à ¨ª  P , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â®çª ¬ ¢ãâà¨ ¨«¨   £à ¨æ¥¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi, ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¥£® ¢¥àè¨®©: ¨ ç¥ áã¬¬  ã£«®¢ ¢®-ªàã£ ¥¥ ¡ë«  ¡ë < 2π. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ ¢¥àè¨ë «¥� â ¢ãâà¨ â®©ç áâ¨ P ¬®£®£à ¨ª  P , ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨áå®¤®© à §¢¥àâª¥ R.Ǒ®íâ®¬ã ªà¨¢¨§  P à ¢  ªà¨¢¨§¥ P , â. ¥. à ¢  4π. �â¨¬ ¤®áâ â®ç®áâìãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë ¤®ª §  .



��. V: § 1. ���������� �������������� � �������� 231�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® ¨§ à §¢¥àâª¨ R áª«¥¥¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P á ªà¨¢¨§®© 4π. � ¥áâì ç áâì § ¬ªãâ®£® ¢ë-¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P , ¨ â ª ª ª ªà¨¢¨§  ¬®£®£à ¨ª  P à ¢  4π,â® P ¥ ¨¬¥¥â ¤àã£¨å ¢¥àè¨ ¯®¬¨¬® ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P .�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤®¯®«¥¨¥ P   P á®áâ®¨â ¨§ ªãáª®¢ Qi, à §¢®à ç¨¢ ¥¬ëå  ¯«®áª®áâì. �ã¬¬ë ã£«®¢ ¯à¨ ®¡é¨å ¢¥àè¨ å ¬®£®£à ¨ª  P ¨ ¬®£®-£à ¨ª®¢ Qi à ¢ë 2π, â ª ª ª ®¨ ¥ ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨-ª  P . � íâ® ª ª à § ¨ ®§ ç ¥â, çâ® ã£«ë β ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi ¤®¯®«ïîâã£«ë α   P ¤® 2π, â. ¥. £à ¨æë ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi ¯®«ãç îâáï à §¢®à -ç¨¢ ¨¥¬ «®¬ ëå, ®£à ¨ç¨¢ îé¨å P 4).� ¯®¬¨¬, çâ®, á®£« á® â¥®à¥¬¥ 1 § 5 £« ¢ë III, ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª á ªà¨¢¨§®© 4π ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¥© à §¢¥àâª®© ®¤®§ ç® á â®ç®-áâìî ¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï. Ǒ®íâ®¬ã ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 5 ¨§ à §-¢¥àâª¨ R áª«¥¨¢ ¥âáï, ¯® áãé¥áâ¢ã, ¥¤¨áâ¢¥ë© ¬®£®£à ¨ª («¨¡® ¥¬ãá¨¬¬¥âà¨çë©).�¥®à¥¬  6. �«ï â®£® çâ®¡ë ¨§ ¡¥áª®¥ç®© à §¢¥àâª¨ R, ®£à ¨ç¥®©«®¬ ë¬¨ L1, L2, . . . , Ln, áª«¥¨¢ «áï ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¤®áâ â®ç®,  ¥á«¨ ªà¨¢¨§  à §¢¥àâª¨ à ¢  2π | â® ¨ ¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë à §¢¥àãâë¥«®¬ ë¥ L01, . . . , L0n ®ª §ë¢ «¨áì § ¬ªãâë¬¨ ¨ ®£à ¨ç¨¢ «¨ ¬®£®ã£®«ì-¨ª¨, «¥� é¨¥ á ú¢¥è¨åû áâ®à® íâ¨å «®¬ ëå.�®ª § â¥«ìáâ¢®, ¯® áãé¥áâ¢ã, ¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 5.�á«¨ ªà¨¢¨§  à §¢¥àâª¨ à ¢  2π, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¥¤¨-áâ¢¥®áâ¨ â ª�¥ ¢¥à® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 § 5 £« ¢ë III.�®£¤  à §¢¥àâª  R § ¤  , â® à §¢®à ç¨¢ ¨¥ ®£à ¨ç¨¢ îé¨å ¥¥ «®-¬ ëå   ¯«®áª®áâì ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â âàã¤ ,   ¯®â®¬ã ¢ë¯®«¥¨¥ ãá«®¢¨©â¥®à¥¬ 5 ¨ 6 ¢á¥£¤  «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï.4. �¡é ï â¥®à¥¬  1, «¥� é ï ¢ ®á®¢ ¨¨ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¢ë¢®¤®¢, ¤®¯ãá-ª ¥â ãâ®ç¥¨¥, ª®â®à®¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ®á®¡¥® ¯®«¥§ë¬ ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨¨§£¨¡ ¨© ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ç¥¬ã ¡ã¤¥â ¯®á¢ïé¥ á«¥¤ãîé¨© ¯ -à £à ä.�¥®à¥¬  7. �«ï â®£® çâ®¡ë ¨§ à §¢¥àâª¨ R, ®£à ¨ç¥®© «®¬ ë¬¨
L1, . . . , Ln, ¬®�® ¡ë«® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¥®¡å®¤¨¬® ¨¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ «¨ ¯«®áª¨¥, ¬®�¥â ¡ëâì, á ¬®¯¥à¥ªàë¢ î-é¨¥áï ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Q1, . . . ,Qn, áâ®à®ë ª®â®àëå à ¢ë á®®â¢¥âáâ¢¥®§¢¥ìï¬ «®¬ ëå L1, . . . , Ln,   ã£«ë ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ ¤®¯®«¥¨© ã£«®¢ ¯à¨á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ å íâ¨å «®¬ ëå. Ǒà¨ íâ®¬   «®¬ ëå Li ¤®-¯ãáª ¥âáï ¢¢¥¤¥¨¥ «î¡®£® ç¨á«  ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¢¥àè¨. �®¬ ë¥ Li ¨4)�áª«îç¨â¥«ìë© á«ãç © ¯®«ãç ¥âáï, ¥á«¨ ¥ª®â®àë¥ «®¬ ë¥ Li, ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥
P , ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢¥àè¨ë. �®£¤  ¨å ¬®�® áç¨â âì §  ®¤ã «®¬ ãî, ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¡ã¤¥â á®áâ ¢«ïâìáï ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi. �âà®£® £®¢®àï, íâ®â á«ãç ©ã�® ¡ë«® ¡ë ®á®¡® ®£®¢®à¨âì ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë.



232 �. �. �����������á®®â¢¥âáâ¢¥® ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Qi ¬®£ãâ ¡ëâì ¨ ¡¥áª®¥çë¬¨. (�®£« á®¯à¨ïâ®¬ã ¢ëè¥ ãá«®¢¨î ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® à §¢¥àâª  R £®¬¥®¬®àä ¯«®áª®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã ¨ áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¥¥ ¢¥àè¨ 6 2π.)�®áâ â®ç®áâì ãá«®¢¨ï ®ç¥¢¨¤ , ¯®â®¬ã çâ®, ®â®�¤¥áâ¢«ïï §¢¥ìï «®-¬ ëå Li á® áâ®à® ¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi, ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã, ã ª®â®à®©¢á«¥¤áâ¢¨¥ ãá«®¢¨ï,  «®�¥®£®   ã£«ë ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi, áã¬¬ë ã£-«®¢ ¢®ªàã£ ¢á¥å ¢¥àè¨ ¡ã¤ãâ 6 2π. �â  à §¢¥àâª  R ¥ ¨¬¥¥â £à ¨æë ¨ ¨§¥¥ ¬®�® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª 5),   ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¨ ¨§ ¤ ®©à §¢¥àâª¨ R áª«¥¨âáï ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® ¨§ à §¢¥àâª¨ R áª«¥¥¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P . Ǒãáâì P | £à ¨æ  ¥£® ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨;
P ¥áâì § ¬ªãâë© ¨«¨ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª ¡¥§ £à ¨æë, ç áâìî ª®-â®à®£® ï¢«ï¥âáï P . � ª ª ª ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï®¤¨¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨, â®   ¤®¯®«¥¨¨ P�P ¥â ¨ª ª¨å ¢¥àè¨: ¢á¥ ®¨«¥� â ¢ãâà¨ ¨«¨   £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  P . P�P à á¯ ¤ ¥âáï   ç -áâ¨ Q1, . . . ,Qn á®®â¢¥âáâ¢¥® ª �¤®© «®¬ ®© L1, . . . , Ln, ®£à ¨ç¨¢ î-é¥© à §¢¥àâªã R, ¨ â ª ª ª íâ¨ Qi ¥ á®¤¥à� â ¢¥àè¨ ¢ãâà¨, â® ¢á¥ ®¨à §¢®à ç¨¢ îâáï   ¯«®áª®áâì.�á«¨ A | ª ª ï-«¨¡® ¢¥àè¨    £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  P ,   α ¨ β |ã£«ë ¯à¨ ¥©   P ¨   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥Qi, â® ¯® ®á®¢®-¬ã á¢®©áâ¢ã áã¬¬ ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ α+ β 6 2π. �«¥¤®¢ â¥«ì®, à §¢¥à-ãâë¥   ¯«®áª®áâì Qi ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ á® áâ®à® ¬¨,à ¢ë¬¨ §¢¥ìï¬ «®¬ ëå Li, ¨ á ã£« ¬¨ β 6 2π − α, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.�¥®à¥¬  7 á¢®¤¨â ¢®¯à®á ® áª«¥¨¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¨§ à §¢¥àâª¨ ª ¯« -¨¬¥âà¨ç¥áª®© § ¤ ç¥ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  á ¤ ë¬¨ áâ®à®- ¬¨ ¨ á ã£« ¬¨, ®¯à¥¤¥«¥ë¬ ®¡à §®¬ ®£à ¨ç¥ë¬¨ á¢¥àåã. �¤ ª® ¬ë¯®ª  ¥ ¨¬¥¥¬ à¥è¥¨ï íâ®© § ¤ ç¨, ¥ áç¨â ï ç áâëå á«ãç ¥¢, ã�¥ § ª«î-ç îé¨åáï ¢ ¤®ª § ëå ¢ëè¥ â¥®à¥¬ å. � ¤ ç  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¤®áâ â®ç®¨â¥à¥á®©, ®, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, âàã¤®© 6). �® ¢áïª®¬ á«ãç ¥ â¥®à¥¬  7 ¯®çâ¨¨ç¥£® ¥ ¤ ¥â ¤«ï à¥è¥¨ï ¢®¯à®á  ®¡ ãá«®¢¨ïå áª«¥¨¢ ¨ï ¬®£®£à -¨ª  ¨§ ¤ ®© à §¢¥àâª¨. �¥çì ¨¤¥â, ª®¥ç®, ®¡ ãá«®¢¨ïå, ¤®¯ãáª îé¨å¤®áâ â®ç® íää¥ªâ¨¢ãî ¯à®¢¥àªã ¯ãâ¥¬ ¯®áâà®¥¨ï ¨«¨ ¢ëç¨á«¥¨© á ¢¥-é¥áâ¢¥ë¬¨ ç¨á« ¬¨.5)�â®  ¬ ¨§¢¥áâ®, ¥á«¨ R £®¬¥®¬®àä  áä¥à¥ ¨«¨ ¯«®áª®áâ¨. �á«¨ à §¢¥àâª  R ¨¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Qi ª®¥çë, â® à §¢¥àâª  R = R + Q1 + . . . + Qn £®¬¥®¬®àä  áä¥à¥.�á«¨ �¥ R ¡¥áª®¥ç  ¨«¨ áà¥¤¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi ¨¬¥îâáï ¡¥áª®¥çë¥, â®, ª ª¬®�® ¯®ª § âì, à §¢¥àâª  R ¥®¡å®¤¨¬® £®¬¥®¬®àä  ¯«®áª®áâ¨, ªà®¬¥ â®£® á«ãç ï,ª®£¤  ®  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© à §¢¥àâªã ¡¥áª®¥ç®© ¯à¨§¬ë. �â® § ¬¥ç ¨¥ ®áâ ¢«ï¥¬¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .6)�¥¯¥àì íâ  § ¤ ç  à¥è¥ , á¬. [224℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. V: § 1. ���������� �������������� � �������� 233�â¬¥â¨¬ â®«ìª® ®¤¨ à¥§ã«ìâ â, ª®â®àë© ç¨â â¥«ì á ¬ á¬®�¥â ¯®«ãç¨âì,¯®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© 7. Ǒãáâì à §¢¥àâª  R ®£à ¨ç¥  § ¬ªãâë¬¨ «®¬ ë-¬¨ Li. Ǒãáâì ¢á¥ ¥¥ ã£«ë 6 π, ªà®¬¥, ¬®�¥â ¡ëâì, ¤¢ãå αi, βi ¤«ï ª �¤®©«®¬ ®© Li, ¯à¨ç¥¬ ¢¥àè¨ë Ai, Bi íâ¨å ã£«®¢ ¤¥«ïâ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî «®-¬ ãî Li   ç áâ¨ à ¢®© ¤«¨ë. �®£¤  ¨§ à §¢¥àâª¨ R ¬®�® áª«¥¨âì¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.5. �¥®à¥¬  8. Ǒãáâì R | ª®¥ç ï ¨«¨ ¡¥áª®¥ç ï à §¢¥àâª , ®£à -¨ç¥ ï § ¬ªãâë¬¨ «®¬ ë¬¨ L1, . . . , Lm. Ǒãáâì L01, . . . , L0m | «®¬ -ë¥, ¯®«ãç¥ë¥ à §¢®à ç¨¢ ¨¥¬ «®¬ ëå Lk, à §à¥§ ëå ¢ ¯à®¨§¢®«ì-ëå ¢¥àè¨ å Ak, ã£«ë ¯à¨ ª®â®àëå ®¡®§ ç¨¬ δk. �«ï â®£® çâ®¡ë ¨§à §¢¥àâª¨ R ¬®�® ¡ë«® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¤®áâ â®ç®,  ¥á«¨ ¢á¥ ã£«ë   ¥¥ £à ¨æ¥ > π ¨ ã ª �¤®© «®¬ ®© Lk å®âï ¡ë ®¤¨ã£®« > π, â® ¨ ¥®¡å®¤¨¬® ¢ë¯®«¥¨¥ ¤«ï ª �¤®© «®¬ ®© Lk á«¥¤ãîé¨åãá«®¢¨©:A) «®¬  ï L0k ¢¬¥áâ¥ á ®âà¥§ª®¬ A′kA
′′
k , á®¥¤¨ïîé¨¬ ¥¥ ª®æë, ®£à -¨ç¨¢ ¥â, ¡ëâì ¬®�¥â, ¯¥à¥ªàë¢ îé¨©áï á ¬ á á®¡®© ¬®£®ã£®«ì¨ª Q,«¥� é¨© á ú¢¥è¥©û áâ®à®ë ®â L0k;B)   ®âà¥§ª¥ A′kA′′k , ª ª   ®á®¢ ¨¨, ¬®�® ¯®áâà®¨âì à ¢®¡¥¤à¥-ë© âà¥ã£®«ì¨ª T , á®¤¥à� é¨©áï ¢ Q, â ª, çâ® ã£«ë γ1, γ2 ¬®£®ã£®«ì¨-ª  Q−T ¯à¨ ª®æ å ®âà¥§ª  a ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ã γ1+γ2 6 2π− δk(à¨á. 102,  ).
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b)�¨á. 102�á«¨ «®¬  ï L0k ®ª §ë¢ ¥âáï § ¬ªãâ®© ¨ ®âà¥§®ª A′kA′′k â¥¬ á ¬ë¬ ¨á-ç¥§ ¥â, â® ãá«®¢¨ï �, � á¢®¤ïâáï ª â®¬ã, çâ® �) «®¬  ï L0k ®£à ¨ç¨¢ ¥â¬®£®ã£®«ì¨ªQ, «¥� é¨© á ¢¥è¥© áâ®à®ë ®â ¥¥, ¨ �) ã£®« γ íâ®£® ¬®-£®ã£®«ì¨ª  ¯à¨ ¢¥àè¨¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á®¢¯ ¢è¨¬ ª®æ ¬ «®¬ ®© L0



234 �. �. �����������(â. ¥. á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨¥ Ak «®¬ ®© Lk), ¤®«�¥ ¡ëâì 6 2π − δk(à¨á. 102, ¡ ).�«ï ¯à®áâ®âë ä¨ªá¨àã¥¬ á¢®¥ ¢¨¬ ¨¥   á«ãç ¥ à §¢¥àâª¨, ®£à ¨-ç¥®© ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®© L. Ǒãáâì ¢¥àè¨ë ¥¥ ¡ã¤ãâ A1, . . . , An,ã£«ë | α1, . . . , αn; ¯à¨ à §¢®à ç¨¢ ¨¨ L à §àë¢ ¥âáï ¢ ¢¥àè¨¥A1. �®¯ã-áâ¨¬, çâ® ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë ¢ë¯®«¥ë. Ǒ® á ¬®¬ã ¯®áâà®¥¨î «®¬ ®© L0¥¥ ã£«ë á ¢¥è¥© áâ®à®ë ¡ã¤ãâ
β2 = 2π − α2, . . . , βn = 2π − αn. (1)�á«¨ «®¬  ï L0 ¥ § ¬ªãâ , â® ¨¬¥¥¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q′ = Q − T áã£« ¬¨ γ1, γ2 ¯à¨ ¢¥àè¨ å A′1, A′′1 , ¯à¨ç¥¬ ¯® ãá«®¢¨î

γ = γ1 + γ2 6 2π − α1. (2)�â®�¤¥áâ¢«ïï ¤àã£ á ¤àã£®¬ áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q′, ï¢«ïîé¨¥áï¡®ª®¢ë¬¨ áâ®à® ¬¨ âà¥ã£®«ì¨ª  T , ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã Q′′ á ®¤®© ¢ãâ-à¥¥© ¢¥àè¨®©, ã£®« ¢®ªàã£ ª®â®à®©, ®ç¥¢¨¤®, < 2π.�á«¥¤áâ¢¨¥ (1) ¨ (2) ã£«ë   £à ¨æ¥ íâ®© à §¢¥àâª¨ ¡ã¤ãâ γ 6 2π − α1,
β2 = 2π − α2, . . . , βn = 2π − αn. Ǒ®íâ®¬ã, ®â®�¤¥áâ¢«ïï £à ¨çë¥ à¥¡à íâ®© à §¢¥àâª¨, â. ¥. §¢¥ìï «®¬ ®© L0, á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ £à ¨çë¬¨à¥¡à ¬¨ à §¢¥àâª¨ R, ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã R + Q′′, £®¬¥®¬®àäãî áä¥à¥ ¨¨¬¥îéãî áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¢á¥å ¢¥àè¨ 6 2π. �§ â ª®© à §¢¥àâª¨ ¬®�-® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,   â¥¬ á ¬ë¬ ¨ ¨§ ¤ ®© à §¢¥àâª¨ Ráª«¥¨âáï ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.�á«¨ «®¬  ï L0 § ¬ªãâ , â® á ¬ ®£à ¨ç¥ë© ¥î ¬®£®ã£®«ì¨ª Q¯à¨¨¬ ¥¬ §  à §¢¥àâªã Q′′, ¨ â®£¤  â® �¥ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨¥ ¥£® áâ®à® áà¥¡à ¬¨ à §¢¥àâª¨ R ¯à¨¢®¤¨â ª ã�®¬ã à¥§ã«ìâ âã.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®áâ â®ç®áâì ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë ¤®ª §  . �á«¨ à §¢¥àâ-ª  ®£à ¨ç¥  ¥áª®«ìª¨¬¨ «®¬ ë¬¨, â® ã�® «¨èì ¯®¤ª«¥¨¢ âì á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ç¨á«® à §¢¥àâ®ª Q′′i .�®ª �¥¬ ¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë ¢ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¨, çâ®   £à -¨æ¥ à §¢¥àâª¨ R ¢á¥ ã£«ë > π ¨ å®âï ¡ë ®¤¨ > π. Ǒãáâì ¨§ à §¢¥àâ-ª¨ R áª«¥¥ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P . � ï¢«ï¥âáï ç áâìî ¥ª®â®à®£®§ ¬ªãâ®£® ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P = P ∪ Q, £¤¥
Q | ¤®¯®«¥¨¥ P ¤® P á ¢ª«îç¥®© £à ¨æ¥©. Q â ª�¥ ¥áâì ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª; ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ à ááã�¤¥¨¨ ¬ë ¥ ®â«¨ç ¥¬ Q ®â ª ª®©-¨¡ã¤ì ¥£® à §¢¥àâª¨.�á«¨ à §¢¥àâª  R ®£à ¨ç¥  ¥áª®«ìª¨¬¨ «®¬ ë¬¨, â® P�P à á¯ ¤ -¥âáï   ¥áª®«ìª® ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨ â®£¤  ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ à ááã�¤¥¨¨ ¯®¤
Q ã�® ¯®¨¬ âì «î¡®© ¨§ ¨å.



��. V: § 1. ���������� �������������� � �������� 235Ǒ®ª �¥¬, çâ® áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P , «¥� é¨å ¢ãâ-à¨ ¨«¨   £à ¨æ¥ Q, ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2π. �âã áã¬¬ã ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ω(Q)¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ªà¨¢¨§ë ω(Q) á ¬®£® Q, ª®â®à ï ¥áâì áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¥£®¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨. (ω(Q) ¥áâì ªà¨¢¨§  § ¬ëª ¨ï Q   P .)�á«¨ β1, . . . , βn | ã£«ë   £à ¨æ¥ Q, â® ¤«ï ω(Q) ¨¬¥¥¬
ω(Q) = 2π − n∑

i=1(π − βi). (3)Ǒ®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ i-© ¢¥àè¨ë   £à ¨æ¥ á« £ ¥âáï ¨§ ã£«  βi   Q ¨ã£«  αi   P ¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥,   à §¢¥àâª¥ R. Ǒ®íâ®¬ã ªà¨¢¨§  â ª®©¢¥àè¨ë ¥áâì ω = 2π − αi − βi,   áã¬¬  íâ¨å ªà¨¢¨§ ¡ã¤¥â
∑

i

ωi = n∑

i=1(2π − αi − βi). (4)�ª« ¤ë¢ ï (3) ¨ (4), ¯®«ãç¨¬ ¤«ï áã¬¬ë ªà¨¢¨§ ¢á¥å ¢¥àè¨ ¢ëà �¥¨¥
ω(Q) = 2π −∑(π − βi) +∑

i

(2π − αi − βi) = 2π −∑
i

(αi − π), (5)¨ â ª ª ª ¯® ãá«®¢¨î ¢á¥ ã£«ë αi > π ¨ å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ ¨å > π, â®
ω(Q) < 2π. (6)� ª ª ª ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ ¢áïª®© ¢¥àè¨ë ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª 

P ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2π,   ã£«ë   £à ¨æ¥ P ¥ ¬¥ìè¥ π, â® ã Q ¢á¥ ã£«ë,  -¯à®â¨¢, ¥ ¡®«ìè¥ π. Ǒ®íâ®¬ã, á®£« á® â¥®à¥¬¥ 4, ª �¤ë¥ ¤¢¥ ¢ãâà¥¨¥â®çª¨   Q á®¥¤¨¨¬ë «¨¨¥©, ªà âç ©è¥© ¢ Q ¨ ¯à®å®¤ïé¥© ¢ãâà¨ Q.Ǒ®«ì§ãïáì â¥¬ �¥ ¯à¨¥¬®¬ ýáà¥§ ¨ïþ ã£« , ¬¥ìè¥£® π, ª ª®© ¡ë« ¯à¨-¬¥¥ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 4, «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ªà âç ©è ï ¢ Q«¨¨ï AB, á®¥¤¨ïîé ï «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ A, B ¨§ Q, «¨¡® æ¥«¨ª®¬ ¯à®å®-¤¨â ¢ãâà¨ Q (¨áª«îç ï, ¬®�¥â ¡ëâì, ¥¥ ª®æë, ¥á«¨ ®¨ «¥� â   £à ¨-æ¥), «¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á ®âà¥§ª®¬ £à ¨æë ¬®£®£à ¨ª  Q. � ª ¯®ª § ® ¢¯o 1 § 8 £« ¢ë I, ªà âç ©è ï, ¯à®å®¤ïé ï ¢ãâà¨ à §¢¥àâª¨, ¥ ¬®�¥â ¯à®-å®¤¨âì ç¥à¥§ â®çªã, £¤¥ áã¬¬  ã£«®¢ < 2π. �á«¨ �¥ ¢ãâà¥ïï â®çª  Xªà âç ©è¥© AB «¥�¨â   £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  Q, â® áã¬¬  ã£«®¢ ¢®-ªàã£ ¥¥ â ª�¥ ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¬¥ìè¥ 2π. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨ ç¥ ã£®« ¯à¨
X á® áâ®à®ë Q ¡ë« ¡ë ¬¥ìè¥ π, ¯®â®¬ã çâ® á® áâ®à®ë P ® ¯® ãá«®-¢¨î > π;   â®£¤  ã£®« ¯à¨ X ¬®�® ¡ë«® ¡ë áà¥§ âì ¢ Q, á®ªà â¨¢ â¥¬á ¬ë¬ ªà âç ©èãî AB, çâ® ¥¢®§¬®�® ¯® á ¬®¬ã ¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨î.



236 �. �. ������������â ª, ¢á¥ ã£«ë   £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  Q ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ π, ¨ ª �¤ãî¯ àã â®ç¥ª ¨§ Q ¬®�® á®¥¤¨¨âì ¢ Q ªà âç ©è¥© «¨¨¥©, ¥ ¯à®å®¤ïé¥©ç¥à¥§ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P .Ǒãáâì â¥¯¥àì A ¨ B | ¤¢¥ â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  Q, ï¢«ïîé¨¥áï ¢¥àè¨- ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P , ¨ ¯ãáâì ¨å ªà¨¢¨§ë ¡ã¤ãâ ωA, ωB . �ë ¤®ª § «¨,çâ® áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¢á¥å ¢¥àè¨, ¯à¨ ¤«¥� é¨å Q, ¬¥ìè¥ 2π,   ¯®â®¬ã
ωA + ωB2 < π. (7)Ǒà®¢¥¤¥¬ ªà âç ©èãî ¢ Q «¨¨î AB. Ǒ®áâà®¨¬   ¯«®áª®áâ¨ ¤¢  à ¢ëåâà¥ã£®«ì¨ª  A′B′C ′, A′′B′′C ′′ á ®á®¢ ¨ï¬¨

A′B′ = A′′B′′ = AB¨ á ã£« ¬¨
∠A′ = ∠A′′ = ωA2 , ∠B′ = ∠B′′ = ωB2 . (8)� ª ª ª 12 (ωA + ωB) < π, â® â ª¨¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ.� §à¥§ ¢ P +Q ¯® «¨¨¨ AB, ¯®¤ª«¥¨¬ ª ®¡¥¨¬ áâ®à® ¬ à §à¥§  ®á®-¢ ¨ï âà¥ã£®«ì¨ª®¢ A′B′C ′, A′′B′′C ′′ â ª, çâ®¡ë ¨å ¢¥àè¨ë A′, A′′ ¨ B′,

B′′ á®¢¯ «¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® á â®çª ¬¨ A ¨ B. �áâ «ìë¥ �¥ áâ®à®ë âà¥-ã£®«ì¨ª®¢ áª«¥¨¬ ¤àã£ á ¤àã£®¬: A′C ′ á A′′C ′′ ¨ B′C ′ á B′′C ′′. � ª¨¬¯ãâ¥¬ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¢¬¥áâ® P +Q ®¢ãî à §¢¥àâªã P +Q′ ¨«¨ R+Q′. Ǒà¨íâ®¬ ª ¯®«ë¬ ã£« ¬ ¢®ªàã£ â®ç¥ª A ¨ B ¤®¡ ¢«ïîâáï ã£«ë, à ¢ë¥ ¨åªà¨¢¨§ ¬ ωA, ωB, â. ¥. ª ª à § áâ®«ìª®, áª®«ìª® ¥ å¢ â «® ¤® 2π. Ǒ®íâ®¬ãâ®çª¨ A ¨ B ¯¥à¥áâ îâ ¡ëâì ¢¥àè¨ ¬¨. �® ¯®ï¢«ï¥âáï ®¢ ï ¢¥àè¨ 
C = C ′ = C ′′ á ªà¨¢¨§®© ωC , à ¢®© áã¬¬¥ ªà¨¢¨§ ωA, ωB . �¥©áâ¢¨â¥«ì-®, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ (8)

∠C ′ = ∠C ′′ = π − ωA + ωB2 ,áã¬¬  �¥ íâ¨å ã£«®¢ ¥áâì ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ C, â. ¥. 2π − ωC , ®âªã¤ 
ωC = ωA + ωB . (9)Ǒ®áª®«ìªã áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¢á¥å ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª ªà âç ©è¥© ABà ¢ë 2π, â® ¯à¨ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨¨ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ A′B′C ′ ¨ A′′B′′C ′′ ª à §à¥§ã¯® AB ¨ª ª¨å ¢¥àè¨   íâ®¬ à §à¥§¥ ¥ ¯®ï¢¨âáï.�â ª, áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¢á¥å â®ç¥ª ¡ã¤ãâ 6 2π,   â ª ª ª ã£«ë  £à ¨æ¥ P > π, â® ã Q′ ®¨ 6 π.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ã à §¢¥àâª¨ Q   ®¤ã ¢¥àè¨ã ¬¥ìè¥, ç¥¬ ã Q′, ®¢á«¥¤áâ¢¨¥ (9) ªà¨¢¨§  ¥¥ â  �¥, çâ® ã Q, ¨ ã£«ë   £à ¨æ¥ â®�¥ 6 π. Ǒ®-íâ®¬ã, ¥á«¨ ã Q′ ¥áâì ¡®«¥¥ ®¤®© ¢¥àè¨ë, â®, ¯®¢â®àïï â® �¥ ¯®áâà®¥¨¥,



��. V: § 1. ���������� �������������� � �������� 237¯à¨¤¥¬ ª à §¢¥àâª¥Q′′ ¨ â. ¤., ¯®ª  ¥ ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã S, ã ª®â®à®© â®«ì-ª® ®¤  â®çª  O ¥áâì (áãé¥áâ¢¥ ï) ¢¥àè¨  à §¢¥àâª¨ R+S (¨«¨, çâ® â®�¥ á ¬®¥, ¢¥àè¨  áª«¥¥®£® ¨§ ¥¥ ¬®£®£à ¨ª ; â ª®© ¬®£®£à ¨ªáãé¥áâ¢ã¥â, ¯®áª®«ìªã ¢á¥ áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ íâ®© à §¢¥àâª¨ ¥¯à¥¢®áå®¤ïâ 2π). � §¢¥àâª  R ¯à¨ íâ®¬ ¯®áâà®¥¨¨ ®áâ « áì ¡¥§ ¨§¬¥¥¨ï.Ǒãáâì â®çª  O «¥�¨â ¢ãâà¨ S. �®£¤  áã¬¬ë ã£«®¢ ¢ à §¢¥àâª¥ R + S¢®ªàã£ ¢á¥å â®ç¥ª   ®¡é¥© £à ¨æ¥ L à §¢¥àâ®ª R ¨ S ¡ã¤ãâ à ¢ë 2π,  ¯®â®¬ã ã£«ë   S ¡ã¤ãâ
β1 = 2π − α1, . . . , βn = 2π − αn, (10)£¤¥ αi | ã£«ë   R.Ǒà®¢¥¤¥¬ ªà âç ©èãî OA1, á®¥¤¨ïîéãî â®çªã O á ¢¥àè¨®© A1 £à -¨æë à §¢¥àâª¨ S. � ª ª ª à §¢¥àâª  S ¥ ¨¬¥¥â áãé¥áâ¢¥ëå ¢¥àè¨,

S′
O

T

A1′ A1″

β1′ β1″

a)

O

T

S″

A1′ A1″

b)

O
S′=S″

A1′ =A1″

v)�¨á. 103¯®¬¨¬® O, â®, à §à¥§ ¢ S ¯® OA1, ¥¥ ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì, ¯à¨-ç¥¬ ¯®«ãç¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª S′ (à¨á. 103,  ). �£® ã£«ë ¡ã¤ãâ β2, . . . , βn ¨ã£«ë β′1, β′′1 ¯à¨ ¢¥àè¨ å A′1, A′′1 , ¯à¨ç¥¬
β′1 + β′′1 = β1 = 2π − α1. (11)�§ á®®â®è¥¨© (10) á«¥¤ã¥â, çâ® «®¬  ï ⌢

A′1A′′1 ¨ ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª«®¬  ï L0, ¯®«ãç ¥¬ ï à §¢®à ç¨¢ ¨¥¬ «®¬ ®© L, ®£à ¨ç¨¢ îé¥© à §-¢¥àâªã R. Ǒ®íâ®¬ã, ¯à®¢®¤ï ®âà¥§®ª A′1A′′1 , ¯®«ãç¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª S′′,®£à ¨ç¥ë© íâ¨¬ ®âà¥§ª®¬ ¨ «®¬ ®© L0. �â¨¬ ¤®ª § ®, çâ® ãá«®¢¨¥ � è¥© â¥®à¥¬ë ¢ë¯®«¥®.�á«¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª S′′ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ S′ ¯à¨¡ ¢«¥¨¥¬ âà¥ã£®«ì¨ª 
T = OA′1A′′1 (à¨á. 103,  ), â® íâ® ®§ ç ¥â, ¢®-¯¥à¢ëå, çâ® S′ = S′′ − T ,



238 �. �. �����������  ¢®-¢â®àëå, ä®à¬ã«  (11) ®§ ç ¥â, çâ® ãá«®¢¨¥ �  è¥© â¥®à¥¬ë ® áã¬¬¥ã£«®¢ γ1 = β′1, γ2 = β′′2 ¬®£®ã£®«ì¨ª  S′ = S′′ − T ¯à¨ ¢¥àè¨ å A′1, A′′1¢ë¯®«¥®.�á«¨ �¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª S′′ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ S′ ¢ëç¨â ¨¥¬ âà¥ã£®«ì¨ª 
OA′1A′′1 (à¨á. 103, ¡ ), â® ã£«ë γ1, γ2 ¯à¨ ¥£® ¢¥àè¨ å A′1, A′′1 ¬¥ìè¥, ç¥¬ã S′;   ¢ ªà ©¥¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ âà¥ã£®«ì¨ª OA′1A′′1 ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ®âà¥§®ª(à¨á. 103, ¢), â® S′′ ¨ S′ á®¢¯ ¤ îâ. Ǒ®íâ®¬ã â ª ¨«¨ ¨ ç¥

γ1 6 β′1, γ2 6 β′′1¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ (11)
γ1 + γ2 6 2π − α1.�®£¤ , ¤ �¥ ¥ ¢ëà¥§ ï ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª  S′′ ¨ª ª®£® âà¥ã£®«ì¨ª 

T , ¯®«ãç ¥¬, çâ® ãá«®¢¨¥ �  è¥© â¥®à¥¬ë ¢ë¯®«¥®. (�®�®, ª®¥ç®,¢ëà¥§ âì ¨§ S′′ áª®«ì ã£®¤® ã§ª¨© âà¥ã£®«ì¨ª, ¨ â®£¤  ã£«ë γ1, γ2 â®«ìª®ã¬¥ìè âáï.)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ®, çâ® ¥á«¨ áãé¥áâ¢¥ ï ¢¥àè¨  O «¥�¨â ¢ãâ-à¨ à §¢¥àâª¨ S, â® ãá«®¢¨ï �, � ¢ë¯®«¥ë.Ǒãáâì â¥¯¥àì O «¥�¨â   £à ¨æ¥ à §¢¥àâª¨ S. �®£¤  ¢ãâà¨ S ¢®¢á¥¥â áãé¥áâ¢¥ëå ¢¥àè¨, ¨ ¯®â®¬ã S á ¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¬®£®ã£®«ì¨ª áã£« ¬¨ βi = 2π − αi ¯à¨ ¢á¥å £à ¨çëå ¢¥àè¨ å, ªà®¬¥ A1 = O; ã£®«�¥ ¯à¨ A1 = O ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, γ 6 2π − α1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, §¤¥áì ¯®«ã-ç ¥âáï ª ª à § â®â á«ãç ©, ª®£¤  «®¬  ï L0 § ¬ªãâ . �  ®£à ¨ç¨¢ ¥â¬®£®ã£®«ì¨ª S,   ã£®« ¯à¨ ¥¥ á®¢¯ ¤ îé¨å ª®æ å ¥áâì γ 6 2π − α1.� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  ¯®«®áâìî ¤®ª §   7).�â�®¨â § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ë¯®«¥¨¥ ãá«®¢¨© �, � íâ®© â¥®à¥¬ë «¥£ª® ¯à®-¢¥àï¥¬® ¤«ï ª �¤®© ¤ ®© à §¢¥àâª¨ R. �«ï ãá«®¢¨ï � íâ® á®¢¥àè¥®®ç¥¢¨¤®, ¯®â®¬ã çâ® ¯®áâà®¥¨¥ «®¬ ®© L0 ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â âàã¤ , ª®£¤ £à ¨çë¥ à¥¡à  ¨ ã£«ë αi § ¤ ë. �«ï ãá«®¢¨ï � íâ® â ª�¥ ¯à®áâ®. �¥©-áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ � ã�¥ ¢ë¯®«¥®, â ª çâ® ¨¬¥¥âáï¬®£®ã£®«ì¨ª Q, ®£à ¨ç¥ë© «®¬ ®© L0 ¨ ®âà¥§ª®¬ A′1A′′1 . Ǒà®¢¥¤ï ¨§7)Ǒà¨¥¬ á¢¥¤�¥¨ï ¤¢ãå ¢¥àè¨ ¢ ®¤ã ¯ãâ¥¬ áª«¥¨¢ ¨ï âà¥ã£®«ì¨ª®¢, ¯à¨¬¥¥-ë© ¢ íâ®¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥, ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«¥§ë¬ ¨ ¢ ¤àã£¨å ¢®¯à®á å. � ª,  ¯à¨¬¥à,¯®«ì§ãïáì ¨¬, ¬®�® ¤®ª § âì á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã: ¯ãáâì ¤   è ¯®çª  á ªà¨¢¨§®©
ω < 2π; ¯ãáâì ¥¥ £à ¨çë¥ à¥¡à  ¡ã¤ãâ a1, . . . , an ¨ ã£«ë α1, . . . , αn; â®£¤  áãé¥áâ¢ã-¥â ¯¨à ¬¨¤ «ì ï è ¯®çª  (â. ¥. ¡®ª®¢ ï ¯®¢¥àå®áâì ¯¨à ¬¨¤ë) á â¥¬¨ �¥ ¤ ë¬¨
a1, . . . , an ¨ α1, . . . , αn, ¯à¨ç¥¬ ®  ¨¬¥¥â  ¨¡®«ìèãî ¯«®é ¤ì áà¥¤¨ ¢á¥å è ¯®ª á íâ¨-¬¨ ¤ ë¬¨. � «¥¥, ®âáî¤  ¬®�® ¢ë¢¥áâ¨ ¨ â ªãî â¥®à¥¬ã: áà¥¤¨ ¢á¥å ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢, £®¬¥®¬®àäëå ªàã£ã ¨ ¨¬¥îé¨å ¤ ãî ªà¨¢¨§ã ω < 2π, ¤ ë© ¯¥-à¨¬¥âà ®£à ¨ç¨¢ îé¥© «®¬ ®© ¨ ç¨á«® ¢¥àè¨, ¥ ¡®«ìè¥¥ ¤ ®£® n,  ¨¡®«ìèãî¯«®é ¤ì ¨¬¥¥â ¡®ª®¢ ï ¯®¢¥àå®áâì ¯à ¢¨«ì®© (n−1)-£à ®© ¯¨à ¬¨¤ë ¨ â®«ìª® ® ,¥ áç¨â ï ¬®£®£à ¨ª®¢, ¥© ¨§®¬¥âà¨çëå. �®ª § â¥«ìáâ¢  ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â â¥«î.



��. V: § 1. ���������� �������������� � �������� 239á¥à¥¤¨ë íâ®£® ®âà¥§ª  ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ¢ãâàì Q, ¢®§ì¬¥¬ ¯¥à¢ãî â®çªã B¥£® ¯¥à¥á¥ç¥¨ï á «®¬ ®© L0. Ǒ®áâà®¨¬ âà¥ã£®«ì¨ª BA′1A′′1 ; íâ® ¡ã¤¥â ¨¡®«ìè¨© à ¢®¡¥¤à¥ë© âà¥ã£®«ì¨ª T , § ª«îç îé¨©áï ¢ Q. �á«¨ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨ å A′1, A′′1 ¢ Q− T â ª®¢ë, çâ® ¨å áã¬¬  γ1 + γ2 6 2π−α1,â® ãá«®¢¨¥ � ¢ë¯®«¥®. �á«¨ �¥ γ1 + γ2 > 2π − α1, â® ®® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì¢ë¯®«¥®, ¯®â®¬ã çâ® ¯à¨ ¢áïª®¬ ¬¥ìè¥¬ âà¥ã£®«ì¨ª¥ T áã¬¬  ã£«®¢
γ1 + γ2 ¡ã¤¥â ¥é¥ ¡®«ìè¥.6. �«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¤ ¥â ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¨§ ¤ -®© à §¢¥àâª¨ ¬®�® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ï¢«ïîé¨©áï ç -áâìî ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¨ ª®â®àë¥ ¢ ¨§¢¥áâ®¬ á¬ëá-«¥ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 8.�¥®à¥¬  9. Ǒãáâì R | à §¢¥àâª , £®¬¥®¬®àä ï ªàã£ã, L | ®£à ¨ç¨-¢ îé ï ¥¥ «®¬  ï, L0 | «®¬  ï, ¯®«ãç¥ ï à §¢®à ç¨¢ ¨¥¬ «®¬ ®© L,à §®à¢ ®© ¢ ª ª®©-«¨¡® ¢¥àè¨¥ A1, ã£®« ¯à¨ ª®â®à®© ®¡®§ ç¨¬ α1. �®-¯ãáâ¨¬, çâ® ¨§ ª®æ®¢ «®¬ ®© L0 ¬®�® ¯à®¢¥áâ¨ ¤¢  «ãç  l1, l2 â ª, çâ®:�) ¢¬¥áâ¥ á «®¬ ®© L0 ®¨ ®£à ¨ç¨¢ îâ ¡¥áª®¥çë© (¬®�¥â ¡ëâì, á -¬®¯¥à¥ªàë¢ îé¨©áï) ¬®£®ã£®«ì¨ª Q, «¥� é¨© á ¢¥è¥© áâ®à®ë L0;�) áã¬¬  ã£«®¢ γ1, γ2 ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¯à¨ ª®æ å «ãç¥© l1, l2 à ¢  (¨«¨¬¥ìè¥) 2π − α1. �®£¤  ¨§ à §¢¥àâª¨ R ¬®�® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª, ï¢«ïîé¨©áï ç áâìî ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª .

l1 l2

A1′
A3

A1″
A2γ1

β3

γ2β2=2π−α2

�¨á. 104

Ǒãáâì α1, . . . , αn | ã£«ë à §¢¥àâª¨ R ¯à¨¢¥àè¨ å «®¬ ®© L. �¨ �¥ ¡ã¤ãâ ã£« -¬¨ á ¢ãâà¥¥© áâ®à®ë «®¬ ®© L0. �£-«ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¡ã¤ãâ á®®â¢¥âáâ¢¥®
β2 = 2π − α2, . . . , βn = 2π − αn ¨ γ1, γ2, ¯à¨-ç¥¬ γ1+γ2 6 2π−α1 (à¨á. 104). �â®�¤¥áâ¢¨¢¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë l1, l2 ¬®£®ã£®«ì¨ª Q¤àã£ á ¤àã£®¬,   ª®¥çë¥ ¥£® áâ®à®ë á á®-®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨ à §-¢¥àâª¨ R, ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã R + Q, £®¬¥®-¬®àäãî ¯«®áª®áâ¨. � á¨«ã ãá«®¢¨©,  «®-�¥ëå   ã£«ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, ¢ íâ®©à §¢¥àâª¥ áã¬¬ë ã£«®¢ ¢®ªàã£ ¢á¥å ¢¥àè¨¡ã¤ãâ 6 2π ¨ ¨§ ¥¥ ¬®�® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª-«ë© ¬®£®£à ¨ª. � áâì ¥£®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¤ ®© à §¢¥àâª¥ R, ¡ã¤¥âáª«¥¥ë¬ ¨§ ¥¥ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .�á«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 9 ¤«ï ª �¤®© ¤ ®© à §¢¥àâª¨ ¤®¯ãáª ¥â ¯àï¬ãî ¯à®-¢¥àªã. � §¢¥àã¢ «®¬ ãî L, ¯à®¢¥¤¥¬ ¨§ ®¤®£® ¥¥ ª®æ  «ãç l1 â ª, çâ®¡ëã£®« γ1 á ¢¥è¥© áâ®à®ë ®â L0 ¡ë«  ¨¬¥ìè¨¬, ¯à¨ ª®â®à®¬ l1, ¢¥è-ïï áâ®à®  «®¬ ®© L0 ¨ å®âï ¡ë ®¤¨ ª ª®©-¨¡ã¤ì «ãç l ¨§ â®çª¨ A′′1¬®£«¨ ®£à ¨ç¨¢ âì ¥ª®â®àãî ®¡« áâì, ¡ëâì ¬®�¥â, ¨  «¥£ îéãî á ¬ã



240 �. �. �����������  á¥¡ï. (�®§¬®�®áâì ¯à®¢¥áâ¨ â ª®© «ãç l1 ¯à®¢¥àï¥âáï ª®¥çë¬ ç¨á«®¬¤¥©áâ¢¨©, å®âï ¡ë ¯®â®¬ã, çâ® ¯à®¢¥àªã  ¤® ¯à®¢®¤¨âì «¨èì ¤«ï ª®¥ç®£®ç¨á«  á®ç¥â ¨© «ãç¥© l1, l, ¨¤ãé¨å ¢ ¢¥àè¨ë «®¬ ®© L0.) � â¥¬ ¯à®¢®-¤¨¬ ¨§ â®çª¨ A′′1 «ãç l2, ®¡à §ãîé¨© á ¢¥è¥© áâ®à®®© «®¬ ®© L0 ã£®«
γ2 = 2π − α1 − γ1. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ «ãç¨ l1, l2 ¨ «®¬  ï L0 ®£à ¨ç â «¥� -é¨© á ¢¥è¥© áâ®à®ë ®â L0 ¡¥áª®¥çë©, ¢®§¬®�®  «¥£ îé¨©   á¥¡ï,¬®£®ã£®«ì¨ª Q (à¨á. 105,  ), â® ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«¥®. �®§¬®�®, ®¤ ª®,çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¥ ¯®«ãç¨âáï. �â® ¬®�¥â ¯à®¨§®©â¨ ¯® ¥áª®«ìª¨¬¯à¨ç¨ ¬:1) «ãç¨ l1, l2 ¨ ¢¥èïï áâ®à®  «®¬ ®© L0 ®£à ¨ç â ª®¥çë© ¬®£®-ã£®«ì¨ª (à¨á. 105, ¡ );2) «¨¨ï L0 ¯¥à¥á¥ª ¥â á ¬  á¥¡ï â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ¥ ¬®�¥â ®£à ¨ç¨-¢ âì ¨ª ª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, «¥� é¥£® á ¥¥ ¢¥è¥© áâ®à®ë(à¨á. 105, ¢);3) «ãç l1 ¨«¨ l2 ¯¥à¥á¥ª ¥â «®¬ ãî L0 â ª, çâ® ¢¬¥áâ¥ á L0 ¥ ¬®�¥â®£à ¨ç¨¢ âì «¥� éãî á ¢¥è¥© áâ®à®ë ®â L0 ®¡« áâì (à¨á. 105, £).

Q
l1 l2 l1 l2 l1 l2 l1 l2

A1′
A1″ A1′ A1″

A1′ A1″
A1′

A1″L
0

γ1

γ2

a) °) ¢) £)�¨á. 105�® ¢á¥å á«ãç ïå 1{3 ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 9 ¥ ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«¥ë ¨ ¨ ¯à¨ª ª®¬ ¤àã£®¬ ¢ë¡®à¥ «ãç  l1, ¨¤ãé¥£® ¨§ A′1. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ã¬¥ìè âì
γ1 ¥«ì§ï,   ã¢¥«¨ç¨¢ ï γ1,  ¤® ã¬¥ìè âì γ2, çâ® ¥ ¬®�¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ªãáâà ¥¨î ª ª®£®-«¨¡® ¨§ á«ãç ¥¢ 1{3.Ǒ®áª®«ìªã ¯®«ãç ¥¬ë© ¢ â¥®à¥¬¥ 9 ¬®£®£à ¨ª ¥áâì ç áâì ¡¥áª®¥ç®-£®, â® ¥£® ªà¨¢¨§  ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2π. Ǒ®íâ®¬ã ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë § ¢¥¤®¬®¯à¨«®�¨¬® «¨èì ª à §¢¥àâª ¬ á ªà¨¢¨§®© 6 2π.�®¯à®á ® â®¬, ¢ ª ª®© ¬¥à¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 9 ¢¬¥áâ¥ á ®£à ¨ç¥¨¥¬ªà¨¢¨§ë ®ª §ë¢ îâáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬¨, ®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬, ¥ áç¨â ï á«¥-¤ãîé¥£® ¯à®áâ®£® á«ãç ï.�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢á¥ ã£«ë αi à §¢¥àâª¨ R, ªà®¬¥, ¡ëâì ¬®�¥â, ®¤®£® αi,¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ π. � íâ®¬ á«ãç ¥ «®¬  ï L0 ¡ã¤¥â ¯®«ãç âìáï ¢ë¯ãª«®© ¢®



��. V: § 1. ���������� �������������� � �������� 241¢¥èîî áâ®à®ã ¨ γ1 ¬®�® ¢§ïâì à ¢ë¬ ã«î. �¤¨áâ¢¥ë¬ ¯à¥¯ïâ-áâ¢¨¥¬ ª ¯®áâà®¥¨î âà¥¡ã¥¬®£® â¥®à¥¬®© 9 ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¬®�¥â ¡ëâì«¨èì á«ãç © 1 ¢ à¨á. 105, ¡.� ®£à ¨ç¥®¬ §¤¥áì «®¬ ®© L0 ¨ «ãç ¬¨ l1, l2 ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ ã£«ëáãâì γ1 = 0, γ2 = 2π − α1, ¤ «¥¥ 2π − α1, . . . , 2π − αn ¨,  ª®¥æ, ã£®«
ϕ ¬¥�¤ã l1 ¨ l2. �ã¬¬  ¢á¥å ã£«®¢ (n + 2)-ã£®«ì¨ª  à ¢  nπ; ¯®íâ®¬ã
n∑

i=1(2π − αi) + ϕ = nπ, ¨ â ª ª ª ϕ > 0, â®
n∑

i=1(π − αi) < 0. (12)�¬¥áâ¥ á â¥¬, ¥á«¨ ω ®¡®§ ç ¥â áã¬¬ã ªà¨¢¨§ ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨ à §-¢¥àâª¨ R, â® ¯® â¥®à¥¬¥ 2 § 8 £« ¢ë I
n∑

i=1(π − αi) = 2π − ω,çâ® ¢¬¥áâ¥ á (12) ¤ ¥â ω > 2π. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®áâà®¥¨¥ ¥¢®§¬®�® «¨èì¯à¨ ω > 2π.�â® ¯à¨¢®¤¨â  á ª á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:�¥®à¥¬  10. �á«¨ ã à §¢¥àâª¨, £®¬¥®¬®àä®© ªàã£ã, ¢á¥ ã£«ë   £à -¨æ¥, ªà®¬¥, ¬®�¥â ¡ëâì, ®¤®£®, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ π ¨ áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¢ãâ-à¥¨å ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2π, â® ¨§ â ª®© à §¢¥àâª¨ ¬®�®áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ï¢«ïîé¨©áï ç áâìî ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª-«®£® ¬®£®£à ¨ª .7. �¥®à¥¬ë 9 ¨ 10 ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¡®¡é¥ë   à §¢¥àâª¨R, ®£à ¨ç¥ë¥¥áª®«ìª¨¬¨ «®¬ ë¬¨ Li, ¯®â®¬ã çâ® ¨ ç¥, ¯®¤ª«¥¨¢ ï ª ª �¤®© «®¬ -®© Li á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª Qi, ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¡ë¡¥áª®¥çãî à §¢¥àâªã, ¥ £®¬¥®¬®àäãî ¯«®áª®áâ¨. �§ â ª®© à §¢¥àâª¨§ ¢¥¤®¬® ¥«ì§ï áª«¥¨âì ¨ª ª®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ªà®¬¥ à §¢¥¡¥áª®¥ç®© ¯à¨§¬ë. �® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á ¬  à §¢¥àâª  R ¯à¥¤áâ ¢«ï«  ¡ëá®¡®© â®«ìª® ç áâì â ª®© ¯à¨§¬ë ¨ ¨¬¥«  ªà¨¢¨§ã, à ¢ãî ã«î.Ǒ® â ª®© �¥ ¯à¨ç¨¥ â¥®à¥¬ë 9 ¨ 10 ¥ ®¡®¡é îâáï   ¡¥áª®¥çë¥ à §-¢¥àâª¨, ¥ áç¨â ï â¥å, ¨§ ª®â®àëå áª«¥¨¢ ¥âáï ç áâì ¡¥áª®¥ç®© ¯à¨§¬ë.�®«¥¥ â®£®, ¬®�® ¤®ª § âì, çâ®, ¨áª«îç ï à §¢¥àâª¨, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥á®¡®© ç áâì ¡¥áª®¥ç®© ¯à¨§¬ë, ¨ ¤«ï ª ª®© à §¢¥àâª¨, ªà®¬¥ £®¬¥®-¬®àä®© ªàã£ã, ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ 9 ¨ 10 ¢®®¡é¥ ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ë¯®«¥ë.� â® ¢ á«ãç ¥ à §¢¥àâª¨, ®£à ¨ç¥®© ¥áª®«ìª¨¬¨ § ¬ªãâë¬¨ ¨«¨¡¥áª®¥çë¬¨ «®¬ ë¬¨ Li, ¤«ï ª �¤®© ¨§ íâ¨å «®¬ ëå ¬®�® ¯à¨¬¥-ïâì ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ 4{10 ¨ ¯®«ãç¨âì, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡éãîâ¥®à¥¬ã, ®å¢ âë¢ îéãî ¢á¥ íâ¨ â¥®à¥¬ë ¢ ç áâ¨ ¤®áâ â®ç®áâ¨ ¨å ãá«®¢¨©.



242 �. �. �����������8. � § ª«îç¥¨¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ ¥áª®«ìª® ¯à®áâëå ¯à¨¬¥à®¢ à §¢¥àâ®ª, ¨§ª®â®àëå ¥«ì§ï áª«¥¨âì ¨ª ª¨å ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢, å®âï ®¨ ã¤®-¢«¥â¢®àïîâ â¥¬ § ¢¥¤®¬® ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨ï¬ 1{3, ª ª¨¥ ¡ë«¨ ãª § ë¥é¥ ¢ ¯o 1.�  à¨á. 106 ¨§®¡à �¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q, ¯¥à¥ªàë¢ îé¨©áï á ¬ á á®¡®©.�á«¨ ¥£® à §à¥§ âì   âà¥ã£®«ì¨ª¨, â® ¯®«ãç¨¬ à §¢¥àâªã ¢ ®¡ëç®¬ á¬ëá-«¥, ¨§ ª®â®à®©, ®¤ ª®, ¥«ì§ï áª«¥¨âì ¨ª ª®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª ,¥á«¨ áâ®à®  a ¤®áâ â®ç® ¬ « . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¡ë ¨§ ¬®£®ã£®«ì-¨ª  Q á® áª®«ì ã£®¤® ¬ «®© áâ®à®®© a ¬®�® ¡ë«® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª, â® ¢ ¯à¥¤¥«¥ ¯à¨ ¨áç¥§ îé¥© áâ®à®¥ a ¨§ ¯à¥¤¥«ì®£® ¬®-£®ã£®«ì¨ª  Q ¯®«ãç « áì ¡ë ®¡« áâì   ¥ª®â®à®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨,çâ® § ¢¥¤®¬® ¥¢®§¬®�®, ¯®â®¬ã çâ® §¤¥áì áã¬¬  ã£«®¢ ¯à¨ â®çª¥ a ¡®«ìè¥2π 8).
a

a) b)�¨á. 106 �¨á. 107�à¨¢¨§  ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q à ¢  ã«î, ¨ ¯®â®¬ã ¤ ë© ¯à¨¬¥à ¯®ª -§ë¢ ¥â, çâ® ¤ �¥ ¨§ à §¢¥àâª¨ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¥ ¢á¥£¤  ¬®�® áª«¥¨âì¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. �®¯à®á ® ¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨ïå,¯à¨ ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®, ®áâ ¥âáï á®¢¥àè¥® ®âªàëâë¬.�  à¨á. 107,   ¨§®¡à �¥ ¯à ¢¨«ìë© â¥âà í¤à, ã ª®â®à®£® ®â ®¤®© £à -¨ ®âà¥§  âà¥ã£®«ì¨ª T . �á«¨ ª ªà ï¬ ¢ëà¥§  ¯à¨áâ ¢¨âì ®¢ë¥ £à ¨,ª ª,  ¯à¨¬¥à,   à¨á. 107, ¡, â® ¯®«ãç¨¬ ¥¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P , ª®-â®àë© ¥«ì§ï ¨§®£ãâì ¢ ¢ë¯ãª«ë©. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ à §¢¥àâª¨ íâ®£® ¬®£®£à -¨ª  ¥«ì§ï áª«¥¨âì ¨ª ª®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . �®ª § â¥«ìáâ¢®8)�â¥à¥á® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª Q á ®â®á¨â¥«ì® ®ç¥ì¬ «®© áâ®à®®© a ¥ ¬®�¥â ¡ëâì  «®�¥ ¨   ª ª®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. Ǒà¨áª®«ì ¬ «ëå a  áâã¯ ¥â â ª®¥ ï¢«¥¨¥?



��. V: § 2. ��������� ��Ǒ����� �������������� � �������� 243®á®¢ ®   â®¬, çâ® â¥âà í¤à á ã¤ «¥ë¬ âà¥ã£®«ì¨ª®¬ T ¥ ¤®¯ãáª ¥â¨§£¨¡ ¨©, â. ¥. ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ª ª®£® ¨§®¬¥âà¨ç®£®, ® ¥ à ¢®£® ¥¬ã¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . �â® «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥¬®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáïç áâë¬ á«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ë, ª®â®à ï ¡ã¤¥â ¤®ª §   ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥(â¥®à¥¬  3 § 2). �¬¥áâ¥ á â¥¬, ¥á«¨ ¡ë áãé¥áâ¢®¢ « ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,¨§®¬¥âà¨çë© ¬®£®£à ¨ªã P , â® ¥£® ç áâì, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥âà í¤àãá ¢ëà¥§®¬ T , ¡ë«  ¡ë ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬, ¨§®¬¥âà¨çë¬, ® ¥à ¢ë¬ â¥âà í¤àã á ¢ëà¥§®¬.�¥®à¥¬  3 § 2 ¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì áª®«ìª® ã£®¤® ¯®¤®¡ëå ¯à¨¬¥à®¢à §¢¥àâ®ª, ¨§ ª®â®àëå ¥«ì§ï áª«¥¨âì ¨ª ª®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª .
§ 2. �§£¨¡ ¨¥ ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢1. �®¢®àï, çâ® ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ¯®¤¢¥à£ ¥âáï ¨§£¨¡ ¨î, ¬ë¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¯à¥àë¢®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à -¨ª®¢ Pt, ¨§®¬¥âà¨çëå, ® ¥ à ¢ëå P . �®ç¥¥, íâ® á¥¬¥©áâ¢® ®¡« ¤ ¥âá«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: 1) ª �¤®¬ã § ç¥¨î ¯ à ¬¥âà  t ¨§ ¥ª®â®à®-£® ¯à®¬¥�ãâª , áª �¥¬ 0 6 t 6 1, ®â¢¥ç îâ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª Pt¨ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕt ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P   Pt, ¯à¨ç¥¬

P0 = P ¨ ϕ0 ¥áâì â®�¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥ P á ¬®£®   á¥¡ï, a ϕt ¯à¨
t 6= 0 ¥ á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î; 2) á¥¬¥©áâ¢® ¬®£®£à ¨ª®¢ Pt ¥¯à¥àë¢®,â. ¥. ¯à¨ t → t0 â®çª¨ ϕt(X) ¬®£®£à ¨ª®¢ Pt, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ «î¡®©¤ ®© â®çª¥ X ¬®£®£à ¨ª  P , áå®¤ïâáï ¢ â®çª¥ ϕt0(X) ¬®£®£à ¨-ª  Pt0 . � «ìè¥ â¥à¬¨ ý¨§£¨¡ ¨¥þ ¯®¨¬ ¥âáï ¨¬¥® ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥, â ªçâ® ¨§£¨¡ ¨ï,  àãè îé¨¥ ¢ë¯ãª«®áâì ¨«¨ ¯à¥¢à é îé¨¥ ¬®£®£à ¨ª¢ ¥¬®£®£à ¨ª, ¨áª«îç îâáï. �áïª¨© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤®¯ãá-ª ¥â ¥¯à¥àë¢®¥ ¨§£¨¡ ¨¥ á  àãè¥¨¥¬ ¢ë¯ãª«®áâ¨, ¤®áâ â®ç® ¥¯à¥-àë¢® ¯à®¤ ¢«¨¢ âì ¥£® ¢ãâàì ¢ ®ªà¥áâ®áâì «î¡®© ¢¥àè¨ë 9).� § 3 ¨ 5 £« ¢ë III ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ª®¥ç-ë¥ á ªà¨¢¨§®©, à ¢®© 4π, ¨ ¡¥áª®¥çë¥ á ªà¨¢¨§®©, à ¢®© 2π, ¥ ¤®-¯ãáª îâ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®¡à �¥¨© ¯®¬¨¬® ¤¢¨�¥¨© ¨ ®âà �¥¨©,  ¯®â®¬ã ®¨ â¥¬ ¡®«¥¥ ¥¨§£¨¡ ¥¬ë. Ǒ®íâ®¬ã à¥çì ¬®�¥â ¨¤â¨ â®«ìª® ®¡¨§£¨¡ ¨ïå ¬®£®£à ¨ª®¢, ª®¥çëå á ªà¨¢¨§®©, ¬¥ìè¥© 4π, ¨ ¡¥áª®-¥çëå á ªà¨¢¨§®©, ¬¥ìè¥© 2π.�ë ¯®ª �¥¬, ®¤ ª®, çâ® áà¥¤¨ â ª¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ â ª�¥ ¨¬¥îâ-áï ¥¨§£¨¡ ¥¬ë¥ ¨ ¤ �¥ ¥ ¤®¯ãáª îé¨¥ ¨ª ª¨å ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®¡à -9)Ǒãáâì O | ¢¥àè¨  ¬®£®£à ¨ª  P0 ¨ Q0 | ¥£® ®¯®à ï ¯«®áª®áâì, ª á îé ïáï
P0 â®«ìª® ¢ â®çª¥ O. �¤¢¨£ ï íâã ¯«®áª®áâì ¯ à ««¥«ì® ¢®¢ãâàì, ¯®«ãç¨¬ ¯«®áª®-áâ¨ Qt, ®âá¥ª îé¨¥ ®â P0 ¯¨à ¬¨¤ë Rt. �á«¨ ¯à¨ ª �¤®¬ t ®âà � âì ¯¨à ¬¨¤ã Rt ¢¯«®áª®áâ¨ Qt, â® ¯®«ãç¨¬ ¥¯à¥àë¢®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¬®£®£à ¨ª®¢ Pt, ¨§®¬¥âà¨çëå P0¨ ¥¢ë¯ãª«ëå.



244 �. �. ������������¥¨© ¯®¬¨¬® âà¨¢¨ «ìëå, â. ¥. ¯®¬¨¬® ¤¢¨�¥¨© ¨ ®âà �¥¨© (â¥®à¥-¬ë 3 ¨ 4).� ¯o 2 § 5 £« ¢ë IV ¡ë«® ãª § ®, çâ® ¢áïª¨© ¯®«ë© (â. ¥. ¥ ¨¬¥îé¨©£à ¨æë) ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª á ªà¨¢¨§®© < 2π ¤®¯ãáª ¥â ¥¯à¥-àë¢®¥ ¨§£¨¡ ¨¥. �â®â à¥§ã«ìâ â ¬ë ¥é¥ ãâ®ç¨¬ ¢ ¯o 6. �à®¬¥ â®£®, ¬ë¤®ª �¥¬, çâ® ¢áïª¨© ¬®£®£à ¨ª, ï¢«ïîé¨©áï ç áâìî ¨§£¨¡ ¥¬®£®, á ¬¤®¯ãáª ¥â ¨§£¨¡ ¨ï. Ǒ®íâ®¬ã ®ª �¥âáï, çâ® ¬®£®£à ¨ª, ï¢«ïîé¨©áïç áâìî ¯®«®£® ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  á ªà¨¢¨§®© < 2π, ¡ã¤¥â ¨§£¨-¡ ¥¬ë¬. (�¥®à¥¬  7 ®¡ ¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ ç áâ¨ ¨§£¨¡ ¥¬®£® ¬®£®£à ¨ª  ¬®-�¥â á ç «  ¯®ª § âìáï á®¢¥àè¥® ®ç¥¢¨¤®©. �¤ ª® â ª®¥ § ª«îç¥¨¥¡ë«® ¡ë ¯®á¯¥èë¬, ¯®â®¬ã çâ® ¯à¨ ¤ ®¬ ¨§£¨¡ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P¥ª®â®à ï ¥£® ç áâì ¬®�¥â, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ®áâ ¢ âìáï ¥¨§¬¥®©. �¥£ª®¯®¤®¡à âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¨¬¥àë; ®¤¨ ¨§ ¨å ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨§£¨¡ ¨¥¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª , à áá¬®âà¥®¥ ¢ ¯o 2 § 5 £« ¢ë IV. �®ª § -â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 7, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â §¤¥áì ¤ ®, ®ª §ë¢ ¥âáï ¥ â ª¨¬ ã�¥¯à®áâë¬.)�¤¥« ë¥ § ¬¥ç ¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ®  è  § ¤ ç  á¢®¤¨âáï ª ¨áá«¥¤®-¢ ¨î ¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ ª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ªà¨¢¨§®©, ¬¥ìè¥© 4π,¨ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ¨¬¥îé¨å ªà¨¢¨§ã, ¬¥ìèãî 2π, ® ï¢-«ïîé¨åáï ç áâï¬¨ ¯®«ëå ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ªà¨¢¨§®©, à ¢-®© 2π.� ª ª ª ªà¨¢¨§  ¬®£®£à ¨ª  á®áà¥¤®â®ç¥  ¢ ¥£® ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨- å, â® à¥çì ¨¤¥â ® ¬®£®£à ¨ª å, ¯®«ãç îé¨åáï ¨§ ¯®«ëå ¯ãâ¥¬ ã¤ -«¥¨ï ç áâ¥©, á®¤¥à� é¨å å®âï ¡ë ®¤ã ¢¥àè¨ã ¢ãâà¨ ¨«¨   £à ¨æ¥.�ë ¥ § ¥¬ íää¥ªâ¨¢ëå ãá«®¢¨©, ¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ¤«ï ¨§-£¨¡ ¥¬®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , â ª çâ® ¯®áâ ¢«¥ ï § ¤ ç  ¥ ¡ã¤¥âà¥è¥  ¯®«®áâìî, å®âï ¨§« £ ¥¬ë¥ ¤ «¥¥ à¥§ã«ìâ âë ¯®¤¢®¤ïâ ª â ª®¬ã ¥¥à¥è¥¨î, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¤®¢®«ì® ¡«¨§ª® 10).�  ¯¥à¢ëå ¯®à å ¬ë ®£à ¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥¨¥¬ ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à -¨ª®¢, £®¬¥®¬®àäëå ªàã£ã, â. ¥. ª®¥çëå ¨ ®£à ¨ç¥ëå ®¤®© § ¬ªã-â®© «®¬ ®© ¡¥§ ªà âëå â®ç¥ª. �â®â á«ãç © ¥ â®«ìª®  ¨¡®«¥¥ ¨â¥à¥á¥á  £«ï¤®© â®çª¨ §à¥¨ï, ® ¨ á ¬ë© å à ªâ¥àë©, ¯®â®¬ã çâ®, ª ª ¬ë¯®â®¬ ¯®ª �¥¬, ¢á¥ ¯®«ãç¥ë¥ ¤«ï ¥£® à¥§ã«ìâ âë ¯¥à¥®áïâáï   ¬®-£®£à ¨ª¨ ¤àã£®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® áâà®¥¨ï.2. Ǒãáâì P | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, £®¬¥®¬®àäë© ªàã£ã, ¨ L |®£à ¨ç¨¢ îé ï ¥£® § ¬ªãâ ï «®¬  ï. Ǒãáâì Q | â ª®© £®¬¥®¬®àäë©ªàã£ã ¬®£®ã£®«ì¨ª, çâ® ®£à ¨ç¨¢ îé ï ¥£® «®¬  ï ¤®¯ãáª ¥â ®â®¡à -�¥¨¥ ψ   «®¬ ãî L á á®åà ¥¨¥¬ ¤«¨. �â®, ®ç¥¢¨¤®, ®§ ç ¥â, çâ®¯à¨ ¢¢¥¤¥¨¨, ¥á«¨ íâ® ¥®¡å®¤¨¬®,   «®¬ ®© L ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ Q ¤®-10)�¥¯¥àì ®¨ ¨§¢¥áâë, á¬. [224℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. V: § 2. ��������� ��Ǒ����� �������������� � �������� 245¯®«¨â¥«ìëå ¢¥àè¨ áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  ®ª §ë¢ îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥-® à ¢ë¬¨ §¢¥ìï¬ «®¬ ®© L. �¤¥áì, ª ª ¨ ¢áî¤ã ¤ «ìè¥, ¯®¤ ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¬ ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ à §¢¥àâªã, ¥ ¨¬¥îéãî ¢¥àè¨ ¢ãâà¨ ¨ â ªãî,çâ®, ¡ã¤ãç¨ áª«¥¥®©, ®  ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ¯«®áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª, ¬®£ã-é¨©, ®¤ ª®, ¯¥à¥ªàë¢ âìáï á ¬ á á®¡®©.�â®�¤¥áâ¢«ïï â®çª¨ £à ¨æ ¬®£®£à ¨ª  P ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q, á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤àã£ ¤àã£ã ¯à¨ ®â®¡à �¥¨¨ ψ, ¯®«ãç¨¬ £®¬¥®¬®àäãî áä¥à¥à §¢¥àâªã P + Q; £®¢®àï â ª, ¬ë ¥ ®â«¨ç ¥¬ ¬®£®£à ¨ª  P ®â ª ª®©-«¨¡® ¥£® à §¢¥àâª¨. �«ï â®£® çâ®¡ë ¨§ à §¢¥àâª¨ P+Q ¬®�® ¡ë«® áª«¥¨âì¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¯®«ë¥ ã£«ë, â. ¥.áã¬¬ë ã£«®¢, ¢®ªàã£ ¢á¥å ¥¥ ¢¥àè¨ ¡ë«¨ 6 2π. � ª ª ª íâ® ãá«®¢¨¥ ¤«ï¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P § ¢¥¤®¬® ¢ë¯®«¥®, a Q ¥ ¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨å¢¥àè¨, â® ®áâ ¥âáï ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë áã¬¬ë ã£«®¢ ¯à¨ ®â®�¤¥áâ¢«ï¥-¬ëå â®çª å £à ¨æ ¬®£®£à ¨ª  P ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨«¨2π. �á«¨ íâ® ýãá«®¢¨¥ ®¡ ã£« åþ ¢ë¯®«¥®, â® ¯®«ãç ¥¬ § ¬ªãâë© ¬®-£®£à ¨ª P = P ′ ∪ Q′, £¤¥ ç áâ¨ P ′ ¨ Q′ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¨§®¬¥âà¨çë¬®£®£à ¨ªã P ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ªã Q.�â® ¯®áâà®¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª P ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯®¤ª«¥¨¢ ¨¥¬ ¬®-£®ã£®«ì¨ª  Q ª £à ¨æ¥ ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P . � ª ª ª § ¬ªãâë©¬®£®£à ¨ª P ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¥© à §¢¥àâª®© ®¤®§ ç® (á â®ç®áâìî¤® ¤¢¨�¥¨ï ¨ ®âà �¥¨ï), â® ¯à¨ ¤ ®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P ®¯¥à æ¨ï ¯®¤-ª«¥¨¢ ¨ï ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¨ ®â®¡à -�¥¨¥¬ ψ ¥£® £à ¨æ   £à ¨æã ¬®£®£à ¨ª  P .Ǒ®¤ª«¥¨¢ ¨¥ ¢á¥£¤  ¢®§¬®�®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, áâ®¨â «¨èì ¯à¨ïâì § 
P £à ¨æã ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  P . �®£¤  P ¥ ¨¬¥¥â ¤àã-£¨å ¢¥àè¨, ¯®¬¨¬® ¢¥àè¨ á ¬®£® P ; ¯®íâ®¬ã ¤®¯®«¥¨¥ P�P ¬®�¥â¡ëâì à §¢¥àãâ®   ¯«®áª®áâì, ¨, ¯à¨á®¥¤¨ïï ª ¥¬ã ¥£® £à ¨æã, ¯®«ãç¨¬¬®£®ã£®«ì¨ª Q. Ǒ®¤ª«¥¨¢ ¨¥¬ íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ª ¬®£®£à ¨-ªã P ¨ ¯®«ãç ¥âáï P .Ǒ®¤ª«¥¨¢ ¨¥, ®áãé¥áâ¢«ï¥¬®¥ â ª¨¬ ¯®áâà®¥¨¥¬, ¬®�®  §¢ âì âà¨-¢¨ «ìë¬.Ǒ®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q ¨ Q′ á ®â®¡à �¥¨ï¬¨ ψ ¨ ψ′ ¨å £à -¨æ   £à ¨æã ¬®£®£à ¨ª  P áç¨â îâáï ®¤¨ ª®¢ë¬¨ â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤  à §¢¥àâª¨ P + Q ¨ P + Q′ ¨§®¬¥âà¨çë ¨ ¯à¨â®¬ â ª, çâ®¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ à §¢¥àâª¨ P + Q   P + Q′ ¯¥à¥¢®¤¨â P ¢á¥¡ï, a Q | ¢ Q′. �â® ®§ ç ¥â, ¢®-¯¥à¢ëå, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Q ¨ Q′¨§®¬¥âà¨çë ¨ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¤«ï ¨å ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ¯à®áâ® ª ª¨å  «®�¥¨¥,   ¢®-¢â®àëå, íâ®  «®�¥¨¥ á®åà ï¥â á®®â¢¥âáâ¢¨¥ £à ¨æ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q ¨ Q′ £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  P . (�â® ¢â®à®¥ ãá«®¢¨¥áãé¥áâ¢¥® ¯®â®¬ã, çâ® ¯à¨ à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q ¨ Q′ á¯®á®¡ë ¨å¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ª ¬®£®£à ¨ªã P ¬®£ãâ ¡ëâì à §«¨çë¬¨, â. ¥.  «®�¥¨¥
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ϕ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q   Q′ ¬®�¥â ¨ ¥ ¯à¨¢®¤¨âì ¢ á®¢¯ ¤¥¨¥ â¥ â®çª¨ ¨å£à ¨æ, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ (¢ á¨«ã ®â®¡à �¥¨© ψ ¨ ψ′) ®¤®© ¨ â®©�¥ â®çª¥ X   £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  P .)�¥®à¥¬  1. �«ï â®£® çâ®¡ë £®¬¥®¬®àäë© ªàã£ã ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª P ¤®¯ãáª « ¥âà¨¢¨ «ì®¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥, ¥®¡å®¤¨¬® ¨¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ® ¤®¯ãáª « ¥âà¨¢¨ «ì®¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨¥. (�¥çì ¨¤¥â®¡ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¬ ®â®¡à �¥¨¨   ¢ë¯ãª«ë© �¥ ¬®£®£à ¨ª, ¨ â ª®¥®â®¡à �¥¨¥ áç¨â ¥âáï âà¨¢¨ «ìë¬, ¥á«¨ ®® á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î ¨«¨¤¢¨�¥¨î ¨ ®âà �¥¨î.)�á«®¢¨¥ ¥®¡å®¤¨¬®. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P ¤®¯ãáª ¥â ¥âà¨¢¨ «ì®¥¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ   ¬®£®£à ¨ª P ′. Ǒãáâì P ¨ P ′ | £à -¨æë ¢ë¯ãª«ëå ®¡®«®ç¥ª ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′, â ª çâ® P = P ∪ Q,
P
′ = P ′ ∪Q′, £¤¥ Q ¨ Q′ ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì.�á«¥¤áâ¢¨¥ ¨§®¬¥âà¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′ ¬®£®£à ¨ª P ′ ¬®�®à áá¬ âà¨¢ âì ª ª à¥§ã«ìâ â ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ª ¤ ®¬ã ¬®£®£à ¨ªã P¬®£®ã£®«ì¨ª Q′. �¥¬ á ¬ë¬ ¬ë ®â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P¨ P ′, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¨ ®â®¡à �¥¨¨ ϕ, ¨ ¯®«ãç ¥¬ ¤¢¥ à §¢¥àâª¨ P +Q¨ P +Q′, ®¡à §®¢ ë¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨¥¬ ª P ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q ¨ Q′ 11).�®¯ãáâ¨¬ ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® ®¡  ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ®¤¨ ª®¢ë, â ªçâ® ¨¬¥¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ à §¢¥àâª¨ P +Q   P +Q′, ¯¥à¥-¢®¤ïé¥¥ P ¢ á¥¡ï. �â®, ®ç¥¢¨¤®, à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® ¨¬¥¥âáï ¨§®¬¥âà¨-ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P = P ∪Q   P ′ = P ∪Q′, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥

P ¢ P ′. � ª ª ª íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ § ¬ªãâë, â® â ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¥®¡-å®¤¨¬® ®ª §ë¢ ¥âáï âà¨¢¨ «ìë¬,   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬ ®ª §ë¢ ¥âáï âà¨¢¨ «ì-ë¬ â ª�¥ ®â®¡à �¥¨¥ P   P ′. �®, à áá¬ âà¨¢ ï P ¨ P ′ ª ª à §¢¥àâª¨,¬ë ®â®�¤¥áâ¢¨«¨ ¨å â®çª¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¨ ¤ ®¬ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¬®â®¡à �¥¨¨ ϕ ¬®£®£à ¨ª  P   P ′. Ǒ®íâ®¬ã íâ® ϕ ª ª à § ¨ á¢®¤¨âáïª ¯®«ãç¥®¬ã âà¨¢¨ «ì®¬ã ®â®¡à �¥¨î. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¨áå®¤®¬ã¯à¥¤¯®«®�¥¨î, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë ¤®ª §  .Ǒãáâì â¥¯¥àì ¬®£®£à ¨ª P ¤®¯ãáª ¥â, ¯®¬¨¬® âà¨¢¨ «ì®£®, ¥é¥ ¤àã-£®¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨¥, â ª çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¢  § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª 
P = P ∪Q ¨ P ′ = P ′ ∪Q′, £¤¥ P ′ ¨§®¬¥âà¨ç¥ P , a Q ¨ Q′ à §¢®à ç¨¢ îâáï  ¯«®áª®áâì ¨ P ¥áâì £à ¨æ  ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  P . � ªª ª Q′ à §¢®à ç¨¢ ¥âáï   ¯«®áª®áâì, â® ¬®£®£à ¨ª P ′ ¥ ¨¬¥¥â ¤àã£¨å¢¥àè¨, ¯®¬¨¬® ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P ′, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, â ª�¥ ï¢«ï-11)�¤¥áì ®á®¡¥® á«¥¤ã¥â à §«¨ç âì ¥âà¨¢¨ «ì®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ ®â¨å ¥à ¢¥áâ¢ , ¯®â®¬ã çâ® ¤ ë© ¬®£®£à ¨ª P ¬®�¥â ¤®¯ãáª âì ¥âà¨¢¨ «ìë¥¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®â®¡à �¥¨ï   á¥¡ï; â®£¤  ¬®£®£à ¨ª P ′ ¬®£ ¡ë ¯à®áâ® á®¢¯ ¤ âìá P , å®âï ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¥ ¡ë«® ¡ë ¨ â®�¤¥áâ¢¥ë¬, ¨ ª ª¨¬-«¨¡® ¤àã£¨¬ ¨§âà¨¢¨ «ìëå.



��. V: § 2. ��������� ��Ǒ����� �������������� � �������� 247¥âáï £à ¨æ¥© ¥£® ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨. �® ¢¢¨¤ã â®£®, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï à §«¨çë, ¬®£®£à ¨ª¨ P ¨ P ′ ¥ ¨§®¬¥âà¨çë ¨ â¥¬ ¡®«¥¥¥ à ¢ë. � â ª ª ª ¨§ à ¢¥áâ¢  ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′ á«¥¤®¢ «® ¡ë à -¢¥áâ¢® ¨å ¢ë¯ãª«ëå ®¡®«®ç¥ª, â® P ¨ P ′ â ª�¥ ¥ à ¢ë, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì¤®ª § âì.3. �¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¯®ïâ¨¥ ® ý¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ïþ. �®£®£à -¨ª P ¢¬¥áâ¥ á ¯®¤ª«¥¨¢ ¥¬ë¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬ Q ®¡à §ãîâ à §¢¥àâªã
P +Q, ¨ ¯®¤ ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ â ª®¥ ¥¯à¥àë¢®¥¨§¬¥¥¨¥ íâ®© à §¢¥àâª¨, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¬®£®£à ¨ª P ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥-ë¬, ¬®£®ã£®«ì¨ª �¥ Q ¬¥ï¥âáï (®áâ ¢ ïáì, ®¤ ª®, ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬)«¨¡® á ¬ Q ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥ë¬, ® ¬¥ï¥âáï á¯®á®¡ ¥£® ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ª¬®£®£à ¨ªã P .� á®¢¥àè¥® áâà®£¨å â¥à¬¨ å ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¬®�¥â ¡ëâì®¯à¥¤¥«¥  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.Ǒãáâì ª �¤®¬ã § ç¥¨î ¯ à ¬¥âà  t ¢ ¯à®¬¥�ãâª¥ [0, 1℄ á®¯®áâ ¢«¥®¯®¤ª«¥¨¢ ¨¥ (Qt, ψt) ¬®£®ã£®«ì¨ª  Qt ª £à ¨æ¥ ¤ ®£® ¬®£®£à ¨-ª  P , § ¤ ®¥ ®â®¡à �¥¨¥¬ ψt £à ¨æë Qt   £à ¨æã P . Ǒãáâì ¯à¨¢áïª®¬ t0 ¨ t → t0 ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Qi áå®¤ïâáï ª Qt0 â ª, çâ® ¤«ï ¢áïª®©â®çª¨ X   £à ¨æ¥ P ψ−1t (X)→ ψ−1t0 (X), â. ¥. á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â®çª¨  £à ¨æ å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢Qt áå®¤ïâáï ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â®çª¥   £à ¨æ¥
Qt0 . �á«¨ ¥ ¢á¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï (Qt, ψt) ®¤¨ ª®¢ë ¨ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨¥ (Q0, ψ0)âà¨¢¨ «ì®, â® ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® ¨¬¥¥âáï ¤¥ä®à¬ æ¨ï âà¨¢¨ «ì®£® ¯®¤ª«¥-¨¢ ¨ï.�¥®à¥¬  2. �«ï â®£® çâ®¡ë £®¬¥®¬®àäë© ªàã£ã ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª P ¡ë« ¨§£¨¡ ¥¬ë¬, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ «  ¤¥-ä®à¬ æ¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¥¬ã âà¨¢¨ «ì®£® ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï.�®«¥¥ â®£®, ª �¤®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ âà¨¢¨ «ì®£® ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï á®®â¢¥â-áâ¢ã¥â ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¨§£¨¡ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P , ¨ ®¡à â®.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤® ¨§ â¥®à¥¬ë 1, ¯®â®¬ã çâ® ¢ á¨«ã ¥¥ ¤¥ä®à-¬ æ¨ï ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®£à ¨ª , ¨ ®¡à â®.�ã�® â®«ìª® ¤®ª § âì, çâ® ®¡¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¡ã¤ãâ ®¤®¢à¥¬¥® ¥¯à¥àë¢-ë. �ë ®£à ¨ç¨¬áï ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ â®£®, çâ® ¥¯à¥àë¢®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨§£¨¡ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P ¢á¬ëá«¥ â®ç®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¤ ®£® ¢  ç «¥ íâ®£® ¯ à £à ä . �¡à â®¥ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ á ¬¨å ®¯à¥¤¥-«¥¨©; áâ®¨â «¨èì à áá¬®âà¥âì ¢ë¯ãª«ë¥ ®¡®«®çª¨ P t = Pt∪Qt ¬®£®£à -¨ª®¢ Pt, ¯®«ãç¥ëå ¨§ ¤ ®£® P ¯ãâ¥¬ ¨§£¨¡ ¨ï.�«ï â®£® çâ®¡ë ¨áª«îç¨âì ¤¢¨�¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P , ¢ë¡¥à¥¬   ¥¬âà¨ ¢¥àè¨ë A, B, C, ¨, § ªà¥¯¨¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ®á¨ ª®®à¤¨ â x, y, z,¯¥à¥¥á¥¬ ¬®£®£à ¨ª P â ª, çâ®¡ë ¢¥àè¨  A ¯®¯ «  ¢  ç «®, B |  ¯®«®�¨â¥«ìãî ¯®«ã®áì x ¨ C |   ¯®«ã¯«®áª®áâì y > 0 ¯«®áª®áâ¨ x, y.



248 �. �. ������������áïª¨© ¬®£®£à ¨ª P ′, ¨§®¬¥âà¨çë© P , ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì à á¯®«®�¥-ë¬ â ª, çâ® ¯®«®�¥¨ï ¥£® á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ A′, B′, C ′ ¯®¤ç¨¥ëâ¥¬ �¥ ãá«®¢¨ï¬.�«ï â®£® çâ®¡ë ¨áª«îç¨âì ®âà �¥¨¥, ®à¨¥â¨àã¥¬ ¬®£®£à ¨ª P ,§ ¤ ¢   ¥¬  ¯à ¢«¥¨¥ ®¡å®¤  ª ª®£®-«¨¡® ¬ «®£® ª®âãà , ¨ ¡ã¤¥¬ à á-á¬ âà¨¢ âì â®«ìª® â ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P ′, ¨§®¬¥âà¨çë¥ P , ª®â®àë¥ ¯®-«ãç îâáï ¨§ P ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ®â®¡à �¥¨ï¬¨, á®åà ïîé¨¬¨ ®à¨¥â -æ¨î ¢¨â , ®¯à¥¤¥«¥ãî ¤ ë¬  ¯à ¢«¥¨¥¬ ®¡å®¤  ¨ ¢¥è¥© ®à¬ -«ìî. � ª ª ª ¯à¨ ®âà �¥¨¨ ®à¨¥â æ¨ï â ª®£® ¢¨â  ¬¥ï¥âáï   ®¡à â-ãî, â® ¤ ®¥ ãá«®¢¨¥ ¨áª«îç ¥â ®âà �¥¨¥,   ¥á«¨ ¤«ï ¤ ®£® P ′ ®®¥ ¢ë¯®«¥®, â® ¡¥à¥¬ ¢¬¥áâ® ¥£® á¨¬¬¥âà¨çë© ¬®£®£à ¨ª. �®£¤ ¤¢¨�¥¨¥ ¨ ®âà �¥¨¥ ¨áª«îç¥ë, ¬®�® áª § âì, çâ® ¨§£¨¡ ¨¥ ¯à¥¤áâ ¢-«ï¥â á®¡®© â®«ìª® ¨áâ¨ãî ¤¥ä®à¬ æ¨î ¬®£®£à ¨ª . (�¬¥® ® â ª¨å¨§£¨¡ ¨ïå á ¨áª«îç¥ë¬ ¤¢¨�¥¨¥¬ ãâ¢¥à�¤ ¥âáï, çâ® ®¨ ®¤®§ ç®á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¤¥ä®à¬ æ¨ï¬ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï.)Ǒãáâì ª �¤®¬ã t ¨§ ¤ ®£® ¯à®¬¥�ãâª  ®â¢¥ç ¥â ¯®¤ª«¥¨¢ ¨¥ ¬®£®-ã£®«ì¨ª  Qt ª ¬®£®£à ¨ªã P , â ª çâ® íâ¨ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ïîâá®¡®© ¥¯à¥àë¢ãî ¤¥ä®à¬ æ¨î âà¨¢¨ «ì®£®. �®£¤  ¬ë ¨¬¥¥¬ ¥¯à¥àë¢-®¥ á¥¬¥©áâ¢® à §¢¥àâ®ª Rt = P +Qt ¨ á¥¬¥©áâ¢® áª«¥¥ëå ¨§ ¨å § ¬ªã-âëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P t = Pt∪Qt, £¤¥ Pt ¨§®¬¥âà¨çë P . �®ª �¥¬, çâ® ¯à¨
t → t0 ¬®£®£à ¨ª¨ Pt áå®¤ïâáï ª Pt0 . �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥, ¨ ¯ãáâì ¬ë¨¬¥¥¬ â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì tn → t0, çâ® Ptn ¥ áå®¤ïâáï ª Pt0 . �¤ -ª® ¢¢¨¤ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥¬¥©áâ¢  à §¢¥àâ®ª Rt (¯® «¥¬¬¥ 3 § 2 £« ¢ë IV)¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ P tn ¬®�® ¢ë¡à âì ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, áå®¤ïéãî-áï ª ¬®£®£à ¨ªã P á ¯à¥¤¥«ì®© à §¢¥àâª®© Rt0 . � ª ª ª § ¬ªãâë¥¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á ®¤¨ ª®¢ë¬¨ à §¢¥àâª ¬¨ à ¢ë,   ¤¢¨�¥¨¥¨ ®âà �¥¨¥ ¨áª«îç¥ë, â® íâ®â ¬®£®£à ¨ª P á®¢¯ ¤ ¥â á P t0 . �â¨¬¤®ª § ®, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ P tn ¤®«�ë áå®¤¨âìáï ª P t0 . �¬¥áâ¥ á ¨-¬¨ â ª�¥ Ptn áå®¤ïâáï ª Pt0 ¨, ¡®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ X | ª ª ï-«¨¡® â®çª ¬®£®£à ¨ª  P , a ϕt | ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®â®¡à �¥¨ï P   Pt, â® ϕtn(X)áå®¤ïâáï ª ϕt0(X). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢¢¨¤ã  «®�¥®£® ¢ëè¥   ¢¥àè¨ë
A, B, C ãá«®¢¨ï ¨ áå®¤¨¬®áâ¨ P tn ª P t0 , â®çª¨ ϕtn(A), ϕtn(B), ϕtn(C) § ¢¥-¤®¬® áå®¤ïâáï ª ϕt0(A), ϕt0(B), ϕt0(C). �® § ¤ ¨¥ âà¥å â®ç¥ª ¯®«®áâìî®¯à¥¤¥«ï¥â ¯®«®�¥¨¥ ¢á¥å ®áâ «ìëå â®ç¥ª ¬®£®£à ¨ª  Pt0 ,   ¯®â®¬ã
ϕtn(X)→ ϕtn(X) ¨ ¯à¨ ¢áïª®© â®çª¥ X.�â® á®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®§ ç ¥â, çâ® á¥¬¥©áâ¢® ¬®£®£à ¨ª®¢ Pt¯à¥¤áâ ¢«ï¥â à¥§ã«ìâ â ¨§£¨¡ ¨ï ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P .�â®â ¢ë¢®¤ ¢®¢á¥ ¥ âà¨¢¨ «¥, ¯®â®¬ã çâ® ® ®á®¢    â¥®à¥¬¥ ® à -¢¥áâ¢¥ § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ®¡é¥© à §¢¥àâª®©. �¥§ ¥¥¥«ì§ï ¡ëâì ã¢¥à¥ë¬ ¢ áå®¤¨¬®áâ¨ P tn ª P t, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¢ ¥¯à¥àë¢®-áâ¨ ¯®«ãç¥®£® á¥¬¥©áâ¢  ¬®£®£à ¨ª®¢.



��. V: § 2. ��������� ��Ǒ����� �������������� � �������� 2494. �¥®à¥¬  2 á¢®¤¨â ¢®¯à®á ®¡ ¨§£¨¡ ¨¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ªç¨áâ® ¯« ¨¬¥âà¨ç¥áª®© § ¤ ç¥ ® ¢®§¬®�®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¤ ®£® ¬®-£®ã£®«ì¨ª  á á®åà ¥¨¥¬ ãá«®¢¨© ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï, â. ¥. ¢ ®á®¢®¬ á á®åà -¥¨¥¬ ¤ ëå ¢¥àå¨å £à ¨æ ¥£® ã£«®¢. �«ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢íâ  § ¤ ç  à¥è ¥âáï ¤® ª®æ , çâ® ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥¬ã à¥§ã«ìâ âã:�¥®à¥¬  3. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P ¯®«ãç ¥âáï ¨§ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®-£® ¬®£®£à ¨ª  P ¯ãâ¥¬ ã¤ «¥¨ï ¥ª®â®à®© ¥£® ç áâ¨, ª®â®à ï ¬®�¥â¡ëâì à §¢¥àãâ    ¯«®áª®áâì ¨ ¯à¥¢à é ¥âáï â®£¤  ¢ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-ã£®«ì¨ª Q, ¥á«¨ ª ¢ëà¥§ã Q ¯à¨á®¥¤¨¨âì ¥£® £à ¨æã. (� ª ª ª Q à §¢®-à ç¨¢ ¥âáï   ¯«®áª®áâì, â® ¢ãâà¨ ¥£® ¥â ¢¥àè¨.)1) �á«¨   £à ¨æ¥ ¢ëà¥§  P�P «¥� â ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë¬®£®£à ¨ª  P , â® ¬®£®£à ¨ª P ¨§£¨¡ ¥¬. (� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤¥«ì®£®á«ãç ï ¤®¯ãáª ¥âáï ¯à®áâ®  ¤à¥§ ¬®£®£à ¨ª  P ¯® £¥®¤¥§¨ç¥áª®© «¨¨¨,á®¥¤¨ïîé¥© ¤¢¥ ¥£® ¢¥àè¨ë.)2) �á«¨   £à ¨æ¥ ¢ëà¥§  P�P «¥� â â®«ìª® ®¤  ¢¥àè¨  A ¬®£®-£à ¨ª  P ¨ α, α0 | ã£«ë ¯à¨ A   P�P ¨   P , â® ¬®£®£à ¨ª P¨§£¨¡ ¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  α > α0, ¨«¨, ¨ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ª®-£¤  ¢ëà¥§ ¥¬ë© ¢¬¥áâ¥ á P�P ã£®« α ¥ ¬¥ìè¥ ¯®«®¢¨ë ¯®«®£® ã£« 
α0 + α ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A. �®«¥¥ â®£®, ¯à¨ α < α0 ¬®£®£à ¨ª ¢®®¡é¥ ¥¤®¯ãáª ¥â ¥âà¨¢¨ «ìëå ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®¡à �¥¨©.3) �á«¨   £à ¨æ¥ ¢ëà¥§  P�P ¥â ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P , â® ¬®-£®£à ¨ª P ¥¨§£¨¡ ¥¬.Ǒ®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ á®¤¥à�¨âáï ¢ â¥®à¥¬¥ 1 § 5 £« ¢ë III, ¯®â®¬ã çâ®¯à¨ ¥£® ãá«®¢¨ïå ªà¨¢¨§  ¬®£®£à ¨ª  P à ¢  4π.� ¬¥â¨¬, çâ® â ª ª ª P á®¤¥à�¨â ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P , â® P¥áâì £à ¨æ  ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç -¥âáï ¨§ P ¯ãâ¥¬ âà¨¢¨ «ì®£® ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q. � á¢ï§¨á íâ¨¬ ¬®£®£à ¨ª P ¬®�® å à ªâ¥à¨§®¢ âì ª ª â ª®©, ª®â®àë© ¤®-¯ãáª ¥â âà¨¢¨ «ì®¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª . �®ª �¥¬¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë. Ǒãáâì A ¨ B | â¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®ã£®«ì¨-ª  Q, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥àè¨ ¬ ¬®£®£à ¨ª  P , ¨ α, β | ã£«ë¯à¨ íâ¨å ¢¥àè¨ å   Q (à¨á. 108,  ). �®£¤ , ¥á«¨ α0, β0 | ã£«ë ¯à¨ íâ¨å¢¥àè¨ å   ¬®£®£à ¨ª¥ P , â® α+ α0 < 2π, β + β0 < 2π, â. ¥.

α < 2π − α0, β < 2π − β0. (1)�®§ì¬¥¬   £à ¨æ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¤¢¥ â®çª¨ C ¨ D, à §¤¥«ïîé¨¥â®çª¨ A ¨ B (à¨á. 108, ¡ ). Ǒ®áâà®¨¬ ¢ë¯ãª«ë© ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª ACBD¨ ¡ã¤¥¬ ¢ëâï£¨¢ âì ¥£® ¤¨ £® «ì CD, ¥ ¬¥ïï ¥£® áâ®à® 12). Ǒà¨ íâ®¬12)�¥ ¨áª«îç ¥âáï, çâ® íâ®â ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª ¡ã¤¥â   á ¬®¬ ¤¥«¥ âà¥ã£®«ì¨ª®¬(¥á«¨ A ¨ B | á®á¥¤¨¥ ¢¥àè¨ë ¨ â®çª  D |   áâ®à®¥ AB).



250 �. �. �����������ç áâ¨ AC, CB, BD, DA £à ¨æë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¡ã¤¥¬ ¯¥à¥¬¥é âì ¡¥§¨§¬¥¥¨ï ¨å ä®à¬ë. �®£¤  ã£«ë α, β ¯à¨ A ¨ B ¡ã¤ãâ ã¢¥«¨ç¨¢ âìáï,¯à®ç¨¥ �¥ ã£«ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¡ã¤ãâ ®áâ ¢ âìáï ¥¨§¬¥ë¬¨. Ǒà¨¤®áâ â®ç® ¬ «®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¥à ¢¥áâ¢  (1) á®åà ïîâáï,   â ª ª ª ¢á¥®áâ «ìë¥ ã£«ë ¥ ¢®§à áâ îâ, â® ãá«®¢¨¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¥  àãè¨âáï. �â®¢ á®¥¤¨¥¨¨ á â¥®à¥¬®© 2 ¤®ª §ë¢ ¥â ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥.
A

P

Q

B

α

β

α0

a)

C

A

Q D

B
b)�¨á. 108� ¯à¥¤¥«ì®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ®âà¥§®ª

AB, ¢ë¢®¤ ¡ã¤¥â â®â �¥ á ¬ë©; áâ®¨â «¨èì áç¨â âì íâ®â ®âà¥§®ª ¤¢ �¤ë¯®ªàëâë¬ ¨ ¤¥ä®à¬¨à®¢ âì ¥£® ¢ ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª.�®ª �¥¬ ¢â®à®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë. Ǒãáâì A | â  ¢¥àè¨  ¬®£®-ã£®«ì¨ª  Q, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢¥àè¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P , ¨ α | ã£®«¢ Q ¯à¨ íâ®© ¢¥àè¨¥ (à¨á. 109,  , ¡). �®£¤ , ¥á«¨ α0 | ã£®« ¯à¨ â®© �¥¢¥àè¨¥   ¬®£®£à ¨ª¥ P , â®
α < 2π − α0, (2)® ¤«ï ã£«  ¯à¨ «î¡®© ¤àã£®© â®çª¥ B   £à ¨æ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¡ã¤¥¬¨¬¥âì á®®â¢¥âáâ¢¥® β = 2π−β0. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨-ª  Q, ¥  àãè îé¥© ãá«®¢¨ï ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¤«ï ã£«®¢, ¨ ®¤¨ ¨§ ã£«®¢ β¥ ¬®�¥â ¢®§à áâ âì. �¥�¤ã â¥¬ ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì-¨ª , ¯à®¨áå®¤ïé¥© ¡¥§  àãè¥¨ï ¢ë¯ãª«®áâ¨, ¯à¨à é¥¨ï ã£«®¢ ¬¥ï-îâ § ª ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å à § ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¬®£®ã£®«ì¨ª , â ª çâ®¤®«�® ¡ëâì ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤¢  ã¢¥«¨ç¨¢ îé¨åáï ã£« . (�¬. «¥¬¬ã 4

§ 1 £« ¢ë III, ª®â®à ï ¢¬¥áâ¥ á ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ ¡ãª¢ «ì® ¯¥à¥®á¨âáï  ¯«®áª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨.)�¥ä®à¬ æ¨ï,  àãè îé ï ¢ë¯ãª«®áâì, ¯à¨¢®¤¨â ª ¢¤ ¢«¨¢ ¨î å®âï¡ë ®¤®© ¢¥àè¨ë ¢ãâàì, ¨ ã£®« ¯à¨ ¥© ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï, â ª ª ª áâ ®¢¨â-áï ¡®«ìè¥ π. Ǒ®íâ®¬ã ¨ ¤«ï ª ª®© ¢¥àè¨ë, ªà®¬¥A, â ª®¥ ¯à®¤ ¢«¨¢ ¨¥¢ãâàì ¥¢®§¬®�®.



��. V: § 2. ��������� ��Ǒ����� �������������� � �������� 251�§ï¢   áâ®à® å ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, ¨áå®¤ïé¨å ¨§ ¢¥àè¨ë A, â®çª¨ X,
Y ¨ ®âà §¨¢ «®¬ ãî XAY ¢ ¯àï¬®© XY , ¯®«ãç¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ªQ′ á ¢å®-¤ïé¥© ¢ãâàì ¢¥àè¨®© A′ ¨ ¤¢ã¬ï ®¢ë¬¨ ¢ëáâã¯ îé¨¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ X,
Y (à¨á. 109, ¢). �£«ë ¯à¨ ¨å ¡ã¤ãâ

α′ = 2π − α; ξ, η < π.�£«ë ξ0, η0   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¯à¨ â®çª å, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å X ¨ Y , à ¢-ë π, â ª ª ª íâ¨ â®çª¨ ¥ ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨ ¬¨   P . Ǒ®íâ®¬ã ξ+ ξ0 < 2π,
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X YA′

α′ξ η

v)�¨á. 109
η + η0 < 2π, â. ¥. ãá«®¢¨¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¥¬®áâ¨ âãâ ¥  àãè ¥âáï. � ¤«ï â®çª¨
A′ ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

α′ + α0 = 2π − α+ α0.Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ α > α0, â® α′ + α0 6 2π, ¨ ãá«®¢¨¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¥¬®áâ¨ ¢ â®çª¥
A′ â ª�¥ ¥  àãè ¥âáï. �á«¨ �¥ α < α0, â® α′ + α0 > 2π, â. ¥. íâ® ãá«®¢¨¥ àãè ¥âáï.
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�¨á. 110
�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ α > α0, â®, ¥¯à¥-àë¢® ¯à®¤ ¢«¨¢ ï ¢¥àè¨ã A ¢ãâàì ¬®-£®ã£®«ì¨ª  Q (ç¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥¯à¥-àë¢®¥ ¤¢¨�¥¨¥ â®ç¥ªX, Y ,  ç¨ ï ®âA),¯®«ãç¨¬ ¥£® ¤¥ä®à¬ æ¨î, ¥  àãè îéãîãá«®¢¨© ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï, ¨ ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2íâ®¬ã ¡ã¤¥â á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ¥¯à¥àë¢®¥ ¨§-£¨¡ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P . Ǒà¨ â ª®¬ ¨§£¨-¡ ¨¨   P ¯®ï¢«ïîâáï ¤¢¥ ®¢ë¥ ¢¥àè¨-ë X, Y , ¤¢¨�ãé¨¥áï ®â ¢¥àè¨ë A. � ¯à¨¬¥à¥ à¨á. 109 íâ® ¨§£¨¡ ¨¥ á®áâ®¨â ¢  ¤« ¬ë¢ ¨¨ ýª®§ëàìª þ ABC,ª®â®à®¥ ¬®�®  £«ï¤® ¯à®á«¥¤¨âì   à¨á. 110.



252 �. �. ������������á«¨ α < α0, â® ãá«®¢¨¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï  àãè ¥âáï, ¨ ¥£® ¥«ì§ï ¢®ááâ -®¢¨âì ¨ª ª®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ¬®£®ã£®«ì¨ª Q′. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ã£«ë ¯à¨¢á¥å ¢¥àè¨ å, ªà®¬¥ X ¨ Y , ¤®«�ë ¯à¨ íâ®¬ ¥ ¢®§à áâ âì,   â®£¤ , á®-£« á® «¥¬¬¥ 3 § 1 £« ¢ë III, ®âà¥§®ªXY ã¬¥ìè ¥âáï, ¨ ¯®â®¬ã ã£®« α′ ¥é¥¡®«¥¥ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï. Ǒ®íâ®¬ã ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 ¯à¨ α < α0 ¬®£®£à ¨ª P¢®®¡é¥ ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¥âà¨¢¨ «ìëå ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®¡à �¥¨©.5. �¥®à¥¬  4. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P ¯®«ãç ¥âáï ¨§ § ¬ªãâ®£® ¢ë-¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P ¯ãâ¥¬ ã¤ «¥¨ï ¥ª®â®à®© ¥£® ç áâ¨ P�P , ª®-â®à ï ¥ á®¤¥à�¨â ¢¥àè¨ ¢ãâà¨ ¨ ¬®�¥â ¡ëâì ¯®íâ®¬ã à §¢¥àãâ   ¯«®áª®áâì. Ǒãáâì ¯®«ãç îé¨©áï ¨§ ¥¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q | ¥¢ë¯ãª«ë©.Ǒãáâì n ®§ ç ¥â ç¨á«® ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P , «¥� é¨å   £à ¨æ¥ ¢ë-à¥§  P�P , ¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥,   £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  P .1) �á«¨ n > 2, â® ¬®£®£à ¨ª P ¬®�¥â ¡ëâì ª ª ¨§£¨¡ ¥¬ë¬, â ª ¨¥¨§£¨¡ ¥¬ë¬.2) �á«¨ n = 1, â® P ¬®�¥â ¡ëâì ª ª ¨§£¨¡ ¥¬ë¬, â ª ¨ ¥¨§£¨¡ ¥¬ë¬,¯à¨ç¥¬ ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â á«ãç ï ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¬®£®£à ¨ª P¬®�¥â ¡ëâì ¨§£¨¡ ¥¬ë¬ ¨ ¯à¨ α < α0, £¤¥ α ¨ α0 | ã£«ë   Q ¨ P ¯à¨¢¥àè¨ å, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¥¤¨áâ¢¥®© ¢¥àè¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P , «¥-� é¥©   £à ¨æ¥ P . Ǒà¨ ¤ ®¬ ¯®«®¬ ã£«¥ α + α0 P ¬®�¥â ¡ëâì¨§£¨¡ ¥¬ë¬ ¯à¨ áª®«ì ã£®¤® ¬ «®¬ α.3) �á«¨ n = 0, â® P ¥¨§£¨¡ ¥¬.Ǒ®á«¥¤¥¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á ªà¨¢¨§®©, à ¢-®© 4π.� áá¬®âà¨¬ ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ¯à¨ n > 3. Ǒãáâì A, B, C |¢¥àè¨ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢¥àè¨ ¬ ¬®£®£à ¨ª  P ,«¥� é¨¬   £à ¨æ¥ P (à¨á. 111,  ). �®£¤  á®¢¥àè¥® â ª �¥, ª ª ¢ â¥®à¥-¬¥ 3, ã£«ë α, β, γ ¯à¨ íâ¨å ¢¥àè¨ å ¬®£ãâ ã¢¥«¨ç¨¢ âìáï ¡¥§  àãè¥¨ïãá«®¢¨© ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï.� áá¬®âà¨¬ ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª ABCD á ¢¥àè¨®© D, «¥� é¥©   ¯¥à¨-¬¥âà¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ A ¨ C. �ã¤¥¬ ¤¥ä®à¬¨à®¢ âì íâ®âç¥âëà¥åã£®«ì¨ª,   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ªQ, ¯¥à¥¬¥é ï «®¬ ë¥ ⌢AB,
⌢
BC, ⌢

CD ¨ ⌢
DA ¡¥§ ¨§¬¥¥¨ï ä®à¬ë. �®£¤  ¢á¥ ã£«ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¡ã-¤ãâ ®áâ ¢ âìáï ¥¨§¬¥ë¬¨, ªà®¬¥ ã£«®¢ α, β, γ, δ ¯à¨ ¢¥àè¨ å A, B, C,

D. � ¨§¢¥áâëå ¯à¥¤¥« å ¤«ï ã£«®¢ α, β, γ ¤®¯ãáâ¨¬ë «î¡ë¥ ¨§¬¥¥¨ï,ã£®« �¥ δ ¬®�¥â â®«ìª® ã¬¥ìè âìáï, çâ®¡ë ¥  àãè «®áì ãá«®¢¨¥ ¯®¤-ª«¥¨¢ ¨ï. �® ¤¥ä®à¬ æ¨ï, ã¬¥ìè îé ï ã£®« δ, ¢á¥£¤  ¢®§¬®� . � ª,¢ á«ãç ¥, ¨§®¡à �¥®¬   à¨á. 111, ¡, ã£®« δ ã¬¥ìè ¥âáï, ¥á«¨ ãª®à ç¨-¢ âì ¤¨ £® «ì AC. Ǒà¨ ¤àã£®¬ áâà®¥¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¢®§¬®�®, çâ®ãª®à®ç¥¨¥ ¤¨ £® «¨ AC ¯®¢¥¤¥â ª ã¢¥«¨ç¥¨î ã£«  δ, ® â®£¤ ,  ®¡®à®â,ã�® ã¤«¨ïâì ¤¨ £® «ì AC, ¨ ã£®« δ ¡ã¤¥â ®¯ïâì ã¬¥ìè âìáï. (�á®-



��. V: § 2. ��������� ��Ǒ����� �������������� � �������� 253¡ë© á«ãç © ¢®§¨ª ¥â, ª®£¤  ¢á¥ âà¨ â®çª¨ A, B, C à á¯®«®�¥ë   ®¤®©¯àï¬®©, â ª çâ® ¯à¨ ¥¨§¬¥ëå ¤«¨ å ®âà¥§ª®¢ AB ¨ BC ý¤¨ £® «ìþ
AC ¬®�¥â â®«ìª® ã¬¥ìè âìáï 13).)
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b)�¨á. 111�® ¢áïª®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ â®çª¨ A, B, C ¥ «¥� â   ®¤®© ¯àï¬®©, ¤®ª -§ ®, çâ® ¤¥ä®à¬ æ¨ï, ¥  àãè îé ï ãá«®¢¨ï ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï, ¢®§¬®� .�¡à â¨¬áï â¥¯¥àì ª á«ãç î, ª®£¤    £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  P ¨¬¥¥âáï¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P . �®, çâ® â®£¤  ¬®£®£à ¨ª P¬®�¥â ¡ëâì ¨§£¨¡ ¥¬ë¬, ¤®ª §ë¢ ¥âáï áà §ã, ¥á«¨ ã£«ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q
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v)�¨á. 112¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢¥àè¨ å áâ®«ì ¢¥«¨ª¨, çâ® ¯à®¤ ¢«¨¢ ¨¥ ¨å ¢ãâàì¥  àãè ¥â ãá«®¢¨ï ¯®¤ª«¥¨¢ ¥¬®áâ¨, â ª �¥ ª ª ¢ á«ãç ¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®ã£®«ì¨ª  Q. Ǒ®íâ®¬ã ®áâ ¥âáï ãª § âì ¯à¨¬¥àë ¥¨§£¨¡ ¥¬®£® ¬®£®-£à ¨ª  P ¨«¨,  ¯à®â¨¢, ¨§£¨¡ ¥¬®£®, ® â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ã£®« ¯à¨13)�¤¥áì ¨ áªàë¢ ¥âáï ¢®§¬®�®áâì ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨, á¬. [224℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ «-«¥à .



254 �. �. �����������¢¥àè¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¥¤¨áâ¢¥®© ¢¥àè¨¥ ¬®-£®£à ¨ª  P , «¥� é¥©   £à ¨æ¥ P , áª®«ì ã£®¤® ¬ «.�¡à â¨¬áï ª à¨á. 112,  , £¤¥ ¨§®¡à �¥ ªã¡ á ¢ëà¥§ ë¬ ¥¢ë¯ãª«ë¬¬®£®ã£®«ì¨ª®¬ Q, ®â¤¥«ì® ¨§®¡à �¥ë¬   à¨á. 112, ¡. �á«¨, ¥ ¬¥ïï¤«¨ áâ®à® Q, ¨§¬¥ïâì ã£«ë α, β, γ, ϕ â ª, çâ®¡ë ã£®« β ã¡ë¢ «, â®,ª ª «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, ã£«ë γ ¨ ϕ ¡ã¤ãâ â ª�¥ ã¡ë¢ âì,   ã£®« α ¡ã¤¥â ã¢¥-«¨ç¨¢ âìáï. �§¬¥¥ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª Q (à¨á. 112, ¢) á®åà ï¥â ãá«®¢¨ï¯®¤ª«¥¨¢ ¥¬®áâ¨, â ª çâ® ªã¡ á ãª § ë¬ ¢ëà¥§®¬ ®ª §ë¢ ¥âáï ¨§£¨¡ ¥-¬ë¬. �â¬¥â¨¬, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¯®¤å®¤¨â «¨èì ª ®¤®© ¢¥àè¨¥ Aªã¡  ¨ ¬®�¥â ¨¬¥âì ¯à¨ ¥© áª®«ì ã£®¤® ¬ «ë© ã£®« α. Ǒ®«ãç¥®¥ ¨§£¨-¡ ¨¥, ª®¥ç®, ¤®¢®«ì® á«®�® | ¯à¨ ¥¬   ªã¡¥ ¯®ï¢«ïîâáï âà¨ ®¢ë¥¢¥àè¨ë B, F , G.Ǒà¥¤« £ ¥¬ ¤¢¥ § ¤ ç¨, ¢®§¨ª îé¨¥ ¢ á¢ï§¨ á â¥®à¥¬®© 4. 1) �áá«¥¤®-¢ âì ãá«®¢¨ï ¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª , ¯®«ãç îé¥£®áï ¨§ § ¬ªãâ®£®¯ãâ¥¬ ¢ëà¥§ ¨ï ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q â ª®£® ¢¨¤ , ª ª   à¨á. 113,  , ¯à¨
A

B

Q

A

Q′

a) b)�¨á. 113
ãá«®¢¨¨, çâ® ¢¥àè¨ë A, B «¥� â ¢¢¥àè¨ å § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª .(�®«¥¥ ®¡é¨© á«ãç © ¬®£®ã£®«ì¨ª Q  «®£¨ç®£® áâà®¥¨ï ¨áá«¥¤ã¥âáï â ª�¥.) �¤¥áì ¢®§¬®�  ª ª ¨§£¨¡ ¥¬®áâì,â ª ¨ ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâì; íâ® ¬®�¥â § ¢¨-á¥âì ®â à §ëå ãá«®¢¨©. 2) �®ª § âì,çâ® ¬®£®£à ¨ª, ¯®«ãç ¥¬ë© ¨§§ ¬ªãâ®£® ¯ãâ¥¬ ¢ëà¥§ë¢ ¨ï ¬®£®-ã£®«ì¨ª Q ¢¨¤ , ª ª   à¨á. 113, ¡, ¨§-£¨¡ ¥¬, ¥á«¨ A | ¢¥àè¨  § ¬ªãâ®£®¬®£®£à ¨ª  P ¨ ¯à®¤®«�¥¨¥ å®âï¡ë ®¤®© ¨§ áâ®à® ã£«  A ¯¥à¥á¥ª ¥â Q. �®«¥¥ â®£®, ¤«ï ¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ ¤®-áâ â®ç®, çâ®¡ë â ª®¥ ¯à®¤®«�¥¨¥ áâ®à®ë ¯¥à¥á¥ª «® Q ¯®á«¥ ¯®¢®à®â ¢®ªàã£ A   ã£®« α 6 12 min{2π− θ, π}, £¤¥ θ | ¯®«ë© ã£®« ¢®ªàã£ ¢¥àè¨-ë A ¬®£®£à ¨ª  P .6. �¥®à¥¬  5. �á«¨ £®¬¥®¬®àäë© ªàã£ã ¬®£®£à ¨ª P ¯®«ãç ¥âáï¨§ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P0 ã¤ «¥¨¥¬ ¥£® ç áâ¨ P0�P , á®-¤¥à� é¥© ¢ãâà¨ å®âï ¡ë ®¤ã ¢¥àè¨ã, â® ¬®£®£à ¨ª P ¨§£¨¡ ¥¬.Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P ¯®«ãç¥ ¨§ P0 ãª § ë¬ á¯®á®¡®¬ ¨ ¯ãáâì P |£à ¨æ  ¥£® ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨. Ǒ®ª �¥¬, çâ® P ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤ã £à ì,¥ ï¢«ïîéãîáï ¯à®¤®«�¥¨¥¬ ¨ª ª®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P .�®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥. �®£¤  P ¯®«ãç ¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, ¯à®áâë¬ ¯à®¤®«�¥-¨¥¬ ªà ©¨å £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P . � ª ª ª P0 á®¤¥à�¨â P ¨ ¯®â®¬ã§ ¢¥¤®¬® ®å¢ âë¢ ¥â P , â® ¢áïª ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  P , ï¢«ïîé ïáï ¯à®-¤®«�¥¨¥¬ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P , ¤®«�  ¯à¨ ¤«¥� âì â ª�¥ P0. �®



��. V: § 2. ��������� ��Ǒ����� �������������� � �������� 255¯à®¤®«�¥¨¥ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â § ¬ªãâë©¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢á¥ £à ¨§ ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª  ¯à¨ ¤«¥� â â ª�¥ P0, ®âªã¤  ïá®, çâ® P ¨ P0á®¢¯ ¤ îâ. �¤ ª® ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬®£®£à ¨ª  P ¥ ¨¬¥¥â ¤àã£¨å¢¥àè¨, ¯®¬¨¬® ¢¥àè¨ á ¬®£® P ,   ¯®â®¬ã ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® P ¨ P0 ¨¬¥îâ®¤¨ ¨ â¥ �¥ ¢¥àè¨ë; ® íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î, çâ® P ¯®«ãç ¥âáï ¨§
P0 ã¤ «¥¨¥¬ ®¡« áâ¨, á®¤¥à� é¥© ¢ãâà¨ å®âï ¡ë ®¤ã ¢¥àè¨ã.�«¥¤®¢ â¥«ì®, P ¨¬¥¥â ¯® ¬¥ìè¥© ¬¥à¥ ®¤ã £à ì, ¥ ï¢«ïîéãîáï¯à®¤®«�¥¨¥¬ ¨ª ª®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P . � ª ª ª ã P ¨ P ¢¥àè¨ë®¡é¨¥, â® ¢¥àè¨ë íâ®© £à ¨ «¥� â   £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  P . �å, ®ç¥-¢¨¤®, ¥ ¬¥¥¥ âà¥å,   ¯®â®¬ã P ¯®«ãç ¥âáï ¨§ P ã¤ «¥¨¥¬ ç áâ¨ P�P ,  £à ¨æ å ª®â®à®© «¥� â ¬¨¨¬ã¬ âà¨ ¢¥àè¨ë. � â®£¤ , á®£« á® â¥®-à¥¬¥ 4, ¬®£®£à ¨ª P ®ª §ë¢ ¥âáï ¨§£¨¡ ¥¬ë¬, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª -§ âì 14).7. Ǒ®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® à áá¬®âà¥¨¥ ®¤¨å ¬®£®£à ¨ª®¢, £®¬¥®¬®àä-ëå ªàã£ã, ¯® áãé¥áâ¢ã ¥ ï¢«ï¥âáï ®£à ¨ç¥¨¥¬.�¥®à¥¬  6. �®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ®£à ¨ç¥ë© ¥áª®«ì-ª¨¬¨ «®¬ ë¬¨, ¨§£¨¡ ¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ¥áâì ç áâì ¨§-£¨¡ ¥¬®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ®£à ¨ç¥®£® â®«ìª® ®¤®© ¨§ íâ¨å«®¬ ëå.Ǒãáâì ¤ ë© ¬®£®£à ¨ªP , ®£à ¨ç¥ë© «®¬ ë¬¨ L1, . . . , Ln, ¥¨§-£¨¡ ¥¬. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P1 = P ∪ Q1 ∪ . . . ∪ Qn ¯®«ãç¥ ¨§ P § ª«¥-¨¢ ¨¥¬ ¢á¥å «®¬ ëå Li ªà®¬¥ L1. � ¯à¨¬¥à, P1 ¬®�¥â ¡ëâì £à ¨æ¥©¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  P §  ¢ëç¥â®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª , § ª«¥¨-¢ îé¥£® «®¬ ãî L1. �¤ ª® ¬ë ¢®¢á¥ ¥ âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë Q2, . . . ,Qn ¡ë«¨¬®£®ã£®«ì¨ª ¬¨; ¢ �® â®«ìª®, çâ® ®¨ áãâì ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨,®£à ¨ç¥ë¥ ª �¤ë© ®¤®© «®¬ ®© Li.� ª ª ª ¬®£®£à ¨ª P ¥¨§£¨¡ ¥¬, â® ¥¤¨áâ¢¥® ¢®§¬®�ë¥ ¨§£¨-¡ ¨ï ¬®£®£à ¨ª  P1 ¤®«�ë á¢®¤¨âìáï ª ¨§£¨¡ ¨ï¬ ª �¤®£® Qi ¯à¨¥¨§¬¥®áâ¨ ¥£® £à ¨æë Li. �¤ ª® â ª®¥ ¨§£¨¡ ¨¥ ¥¢®§¬®�®, ¯®â®-¬ã çâ® ¯à¨ ¥¨§¬¥®© £à ¨æ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª, ª®â®àë© ¬®�® ¯®¤ª«¥¨âìª Qi, ®¯à¥¤¥«¥ ®¤®§ ç®. (� �¥ ¡®«¥¥ â®£®, â¥®à¥¬  4 § 5 £« ¢ë III ãâ¢¥à-�¤ ¥â, çâ® ¨§£¨¡ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  Qi ¥¢®§¬®�®, ¥á«¨ § ¤ ë â®«ìª®ã£«ë ¬¥�¤ã ¥£® £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨.)�â¨¬ ¤®ª § ®, çâ® ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª P ¥¨§£¨¡ ¥¬, â® ¨ª ª®© á®-¤¥à� é¨© ¥£® ¬®£®£à ¨ª, ®£à ¨ç¥ë© â®«ìª® ®¤®© ¨§ «®¬ ëå L1,
L2, . . . , Ln, ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¨§£¨¡ ¥¬ë¬.14)�á®¡ë© á«ãç © ãâ¢¥à�¤¥¨ï 1 â¥®à¥¬ë 4, ª®£¤  âà¨ ¢¥àè¨ë «¥� â   ®¤®© ¯àï-¬®©, §¤¥áì ¨áª«îç ¥âáï, â ª ª ª à¥çì ¨¤¥â ® âà¥å ¢¥àè¨ å, ¯à¨ ¤«¥� é¨å ®¤®© £à -¨   P�P . Ǒà¨ à §¢¥àâë¢ ¨¨ £à ¨   ¯«®áª®áâì ®¨ ¥ ¬®£ãâ ®ª § âìáï   ®¤®©¯àï¬®©.



256 �. �. �����������Ǒãáâì â¥¯¥àì ¬®£®£à ¨ª P ¨§£¨¡ ¥¬. Ǒãáâì P = P ∪Q1 ∪ . . . ∪Qn |£à ¨æ  ¥£® ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨. �§£¨¡ ¨î ¬®£®£à ¨ª  P á®®â¢¥âáâ¢ã-¥â ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¥£® ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¨ ¢¬¥áâ¥ á ¥î ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¢ Qi 15). Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¢á¥ «®¬ ë¥ L1, . . . , Ln, ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥
P , ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å ¢¥àè¨, â® ¢ á¨«ã ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ãá«®¢¨© ¯®¤ª«¥¨¢ -¨ï ª ª �¤®© «®¬ ®© áà¥¤¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Qi ¤®«�¥ ¡ëâì å®âï ¡ë®¤¨ â ª®©,  ¯à¨¬¥à Q1, ª®â®àë© ¬®�® ¤¥ä®à¬¨à®¢ âì, ®áâ ¢«ïï ¤àã£¨¥¥¨§¬¥ë¬¨. �®£¤  ¬®£®£à ¨ª P1 = P ∪ Q2 ∪ . . . ∪ Qn, ®£à ¨ç¥ë©®¤®© «®¬ ®© L1, ®ª §ë¢ ¥âáï ¨§£¨¡ ¥¬ë¬.�á«¨ ¥ª®â®àë¥ ¨§ «®¬ ëå L1, . . . , Ln ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢¥àè¨ë, â®  è¥à ááã�¤¥¨¥ ¥¯à¨¬¥¨¬®. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®�® ¨¬¥âì ¤¢¥ â®çª¨ §à¥¨ï.�®-¯¥à¢ëå, ¬®�® áç¨â âì ¤¢¥ «®¬ ë¥ á ®¡é¥© ¢¥àè¨®© §  ®¤ã. �ëà¥-§ ¥¬ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ý¯¥à¥âïãâþ ¢ íâ®© ¢¥àè¨¥, ¨ ¥¥ á«¥¤ã¥â áç¨â âì§  ¤¢¥ á®¢¯ ¤ îé¨¥ ¢¥àè¨ë. Ǒà¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¨ á®®â¢¥â-áâ¢¥® ¯à¨ ¨§£¨¡ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¤®¯ãáª ¥âáï à §¤¢¨�¥¨¥ íâ¨å ¢¥à-è¨. �®-¢â®àëå, ¬®�® áç¨â âì ¤¢¥ «®¬ ë¥ á ®¡é¥© ¢¥àè¨®© §  ¤¢¥à §«¨çë¥ «®¬ ë¥. �®£¤  ¯à¨ ¨§£¨¡ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  à §¤¢¨�¥¨¥ ¢íâ®© ¢¥àè¨¥ ¥ ¤®¯ãáª ¥âáï. Ǒà¥¤áâ ¢«ï¥âáï ®ç¥ì ¢¥à®ïâë¬, çâ® ¢ íâ®¬á«ãç ¥ â¥®à¥¬  6 â ª�¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ®; ®¤ ª® ¬ë ¥ ¨¬¥¥¬ ¤«ï íâ®£® ¨áç¥à-¯ë¢ îé¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . Ǒ®«®¥ à¥è¥¨¥ íâ®£® ¢®¯à®á  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â¨â¥à¥áãî § ¤ çã 16).8. �¥®à¥¬  7. �á«¨ ¬®£®£à ¨ª P ¥áâì ç áâì ¨§£¨¡ ¥¬®£® ª®¥ç®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P0, â® ¬®£®£à ¨ª P â ª�¥ ¨§£¨¡ ¥¬.(�â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¬®�¥â   ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤ ¯®ª § âìáï á®¢¥àè¥® âà¨¢¨- «ìë¬. �¤ ª® íâ® ¥ á®¢á¥¬ â ª, ¯®â®¬ã çâ® ¯à¨ ¤ ®¬ ¨§£¨¡ ¨¨ ¬®-£®£à ¨ª  P0 ¥ª®â®à ï ¥£® ç áâì P ¬®�¥â ®áâ ¢ âìáï ¥¨§¬¥®©. �¥£ª®¯®¤®¡à âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¨¬¥àë.)Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P0 ¨§£¨¡ ¥¬, â ª çâ® ¨¬¥¥¬ á¥¬¥©áâ¢® ¨§®¬¥âà¨ç-ëå ¥¬ã ¬®£®£à ¨ª®¢ Pt. �®¯ãáâ¨¬, ¢®¯à¥ª¨ â¥®à¥¬¥, çâ® P0 á®¤¥à�¨â¥¨§£¨¡ ¥¬ãî ç áâì P , ª®â®à ï, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á®¤¥à�¨âáï â ª�¥ ¢® ¢á¥å
Pt. Ǒãáâì P ¨ P t | £à ¨æë ¢ë¯ãª«ëå ®¡®«®ç¥ª ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨
Pt. �ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢¥àè¨ ¬¨; ¯®íâ®¬ã ¥á«¨ ¡ë P t ¯à¨ª ª®¬-«¨¡® t ¥ á®¢¯ ¤ «  á P , â® ®  ¨¬¥«  ¡ë ¢¥àè¨ë, ¯®¬¨¬® ¢¥àè¨¬®£®£à ¨ª  P . �® â®£¤  P ¯®«ãç «áï ¡ë ¨§ § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨-ª  P t ¨áª«îç¥¨¥¬ ¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨, á®¤¥à� é¥© ¢¥àè¨ã ¢ãâà¨, ¨ ¯®â¥®à¥¬¥ 5 ¬®£®£à ¨ª P ®ª §ë¢ «áï ¡ë ¨§£¨¡ ¥¬ë¬ (¥á«¨ P ®£à ¨ç¥¥ ®¤®© «®¬ ®©, â® â® �¥ § ª«îç¥¨¥ ¢¥à® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 6). �â®15)�¤¥áì ¨ ¤ «ìè¥ ¬ë ¤«ï ¯à®áâ®âë £®¢®à¨¬ ® ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª , ¨¬¥ï ¢¢¨¤ã ¤¥ä®à¬ æ¨î ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¢ á¬ëá«¥ â®ç®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¤ ®£® ¢ëè¥ ¢ ¯o 3.16)�¬. áâ âìî [224℄ ¨ § ¬¥âªã [227℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. V: § 2. ��������� ��Ǒ����� �������������� � �������� 257¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î,   ¯®â®¬ã P t ¨ P ¤®«�ë á®¢¯ ¤ âì ¯à¨ ¢á¥å t. �«¥-¤®¢ â¥«ì®, ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬®£®£à ¨ª®¢ Pt ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥®© ¨á®¢¯ ¤ ¥â á ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ¬®£®£à ¨ª  P0, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® á -¬¨ ¬®£®£à ¨ª¨ Pt á®¢¯ ¤ îâ á P0. �â® § ª«îç¥¨¥ ®â®á¨âáï ª «î¡®¬ã¨§£¨¡ ¨î ¬®£®£à ¨ª  P0, â¥¬ á ¬ë¬, ¢®¯à¥ª¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨î, ® ®ª -§ë¢ ¥âáï ¥¨§£¨¡ ¥¬ë¬, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .Ǒ®«ãç¥ë© à¥§ã«ìâ â ¢ á®¥¤¨¥¨¨ á ¯¥à¢ë¬ ãâ¢¥à�¤¥¨¥¬ â¥®à¥¬ë 3¯à¨¢®¤¨â ª § ª«îç¥¨î, çâ® ¥á«¨ ¨§ § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª  P0 ¢ëà¥-§   ç áâì Q, à §¢®à ç¨¢ ¥¬ ï ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª, â® ®áâ ¢è¨©áï ¬®£®-£à ¨ª ¡ã¤¥â § ¢¥¤®¬® ¨§£¨¡ ¥¬, ¥á«¨ Q á®¤¥à�¨â ®âà¥§®ª (£¥®¤¥§¨-ç¥áªãî), á®¥¤¨ïîéãî ¤¢¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P0. �«¥¤®¢ â¥«ì®,¯à¨ ã¤ «¥¨¨ ¥¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ®áâ ¢è¨©áï ¬®£®£à ¨ª ¬®-�¥â ¡ëâì ¥¨§£¨¡ ¥¬ë¬ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Q ¥ á®¤¥à�¨â ¨ª ª®£® â ª®£®®âà¥§ª .�á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ 3{7 ®áâ ¥âáï â®«ìª® ¨áá«¥¤®¢ âì ¢®¯à®á ®¡ ¨§£¨¡ ¥-¬®áâ¨ ¨«¨ ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª , ¯®«ãç¥®£® ¨§ § ¬ªãâ®£® P0ã¤ «¥¨¥¬ ç áâ¨, à §¢®à ç¨¢ ¥¬®© ¢ ¥¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¨ á®-¤¥à� é¥©   £à ¨æ¥ ¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P0, ¯à¨ç¥¬ ¢¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥ ã�® à áá¬ âà¨¢ âì «¨èì â ª¨¥ ¢ëà¥§ë, ª®â®àë¥ ¥ á®-¤¥à� â £¥®¤¥§¨ç¥áª®©, á®¥¤¨ïîé¥© íâ¨ ¢¥àè¨ë. �  ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë 2§ ¤ ç  á¢®¤¨âáï ª ¢®¯à®áã ® ¢®§¬®�®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q áá®åà ¥¨¥¬ ãá«®¢¨ï ¯®¤ª«¥¨¢ ¥¬®áâ¨ 17).9. �¡à â¨¬áï ª ¨§£¨¡ ¨ï¬ ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢.� ª ¤®ª § ® ¢ § 3 ¨ 5 £« ¢ë III, ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª á ªà¨¢¨§-®© 2π ¥¨§£¨¡ ¥¬, ¤ �¥ ¥á«¨ ® ¨¬¥¥â £à ¨æã. Ǒ®íâ®¬ã à¥çì ¤®«� ¨¤â¨ ® ¬®£®£à ¨ª å á ªà¨¢¨§®© < 2π. Ǒà¨ íâ®¬ ã�® à §«¨ç âì ¤¢¥¢®§¬®�®áâ¨:1) ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ªP ¥áâì ç áâì ¬®£®£à ¨ª  á ªà¨¢¨§®© 2π;2) ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª P ¥áâì ¡¥áª®¥çë© ¯®«ë© ¬®£®£à ¨ªá ªà¨¢¨§®©, ¬¥ìè¥© 2π, ¨«¨ ç áâì â ª®£® ¯®«®£® ¬®£®£à ¨ª .� ª ª ª ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª á ªà¨¢¨§®© 2π, ¯®¤®¡® § ¬ªãâ®¬ã,¥¨§£¨¡ ¥¬, â® ª ¬®£®£à ¨ª ¬ ¯¥à¢®£® â¨¯  ¯à¨«®�¨¬ë ¬¥â®¤ë ¨ ¢ë-¢®¤ë ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ãªâ®¢. �¥áª®«ìª® ®¢ë¬ ¡ã¤¥â á«ãç ©, ª®£¤  ¤ ë©¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯®«®£® á ªà¨¢¨§®©, à ¢®© 2π,¯ãâ¥¬ ¨áª«îç¥¨ï ª ª®£®-â® ¡¥áª®¥ç®£® ªãáª .� ª ªà ©¨© á«ãç © ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ¬®£®£à ¨ª¨, ¯®«ãç ¥¬ë¥¨§ ¯®«ëå á ¯®¬®éìî ¡¥áª®¥çëå à §à¥§®¢. �á«¨ à §à¥§ âì ¬®£®£à ¨ª¯® ¡¥áª®¥ç®¬ã «ãçã, ¨áå®¤ïé¥¬ã ¨§ ¢¥àè¨ë, â® ® áâ ®¢¨âáï ¨§£¨¡ ¥-¬ë¬. �á«¨ �¥ à §à¥§ ¤®áâ â®ç® á¨«ì® ¨áªà¨¢«¥ ¢  ç «¥ ¨ «¨èì ¯®â®¬17)�¥¯¥àì íâ®â ¢®¯à®á ¯®«®áâìî à¥è¥, á¬. [224℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



258 �. �. �����������à á¯àï¬«ï¥âáï, ãå®¤ï ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì, â® ¬®£®£à ¨ª ¬®�¥â ¡ëâì ¥¨§-£¨¡ ¥¬ë¬ 18).�ë ¥ ¡ã¤¥¬, ®¤ ª®, ®áâ  ¢«¨¢ âìáï   ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ íâ®£® á«ãç ï.Ǒ®ïâ¨¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï ¥áâ¥áâ¢¥® ®¡®¡é ¥âáï   ¡¥áª®¥çë¥¬®£®ã£®«ì¨ª¨,   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬   ãª § ë© á«ãç © ¯¥à¥®á¨âáï â ª�¥®á®¢ ë©   íâ®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬¥â®¤.� áá¬ âà¨¢ ï ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ¯®«ãç ¥¬ë¥ ¨§ ¯®«ëå á ªà¨-¢¨§®© 2π ã¤ «¥¨¥¬ ª®¥çëå ¨«¨ ¡¥áª®¥çëå ªãáª®¢, ¯à¨¬¥ïï á®®¡à -�¥¨ï, ¢¯®«¥   «®£¨çë¥ ¯à¨¬¥¥ë¬ ¢ëè¥ ª ª®¥çë¬ ¬®£®£à ¨-ª ¬, ç¨â â¥«ì á ¬ á¬®�¥â áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¤®ª § âì â¥®à¥¬ë ®¡ ¨§£¨¡ -¨¨ â ª¨å ¬®£®£à ¨ª®¢, ¯®¤®¡ë¥ â¥®à¥¬ ¬ 1{7. � ç áâ®áâ¨, ¯®¤®¡®áª § ®¬ã ¢ â¥®à¥¬ å 3 ¨ 4, â ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ª ª ¨§£¨¡ -¥¬ë¬¨, â ª ¨ ¥¨§£¨¡ ¥¬ë¬¨.�«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢â®à®£® â¨¯  ¢®¯à®á à¥è ¥âáï ®¤®§ ç®: ¢á¥ ®¨¨§£¨¡ ¥¬ë. �«ï ¯®«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢á¥ ¢®§¬®�ë¥ ¨å ¨§£¨¡ ¨ï ®¯à¥-¤¥«ïîâáï â¥®à¥¬®©, ¢ëâ¥ª îé¥© ¨§ â¥®à¥¬ë �«®¢ï¨è¨ª®¢ , ¤®ª § ®©¢ § 5 £« ¢ë IV.�¥®à¥¬  8. Ǒãáâì P0 | ¡¥áª®¥çë© ¯®«ë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª áªà¨¢¨§®©< 2π, V0 | ¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¨ G0| ®¡à §ãîé ï ã£«  V0, ¯à¥-¤¥«ì ï ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¤ ®£® «ãç  L0   P0. Ǒãáâì V1 | ¬®£®£à ë©ã£®«, ¨§®¬¥âà¨çë© V0, ¨ G1 | ¥£® ®¡à §ãîé ï. �®£¤ 1) ã£®« V0 ¬®�¥â ¡ëâì ¨§®£ãâ ¢ V1 â ª, çâ® ®¡à §ãîé ï G0 ¯¥à¥©¤¥â¢ G1;2) íâ® ¨§£¨¡ ¨¥ ã£«  V0 ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¨§£¨¡ ¨¥ ¬®£®£à ¨-ª  P0 ¢ ¬®£®£à ¨ª P1 á ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ V1, ¯à¨ç¥¬ ®¡à §ãîé ï G1¡ã¤¥â ¯à¥¤¥«ì®© ¤«ï «ãç    P1, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯® ¨§®¬¥âà¨¨ «ãçã L0.�àã£¨å ¨§£¨¡ ¨© ¬®£®£à ¨ª  P0 ¥â.�®, çâ® ¨§£¨¡ ¨¥ V0 ¢ V1 ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¨§£¨¡ ¨¥ P0 ¢ P1,®§ ç ¥â, çâ® á¥¬¥©áâ¢ã ã£«®¢ Vt á ®¡à §ãîé¨¬¨ Gt ®â¢¥ç ¥â ®¯à¥¤¥«¥-®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¬®£®£à ¨ª®¢ Pt, ¥á«¨ ¯à¥¥¡à¥£ âì ¯¥à¥®á®¬, ª®â®àë© ¥¬¥ï¥â ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« , ¨ ¯à¥¤¥«ì®© ®¡à §ãîé¥©.Ǒ¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®¡ ¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ ¬®£®£à ®£® ã£«  ¤®áâ â®ç® ®ç¥-¢¨¤® ¨ ¥£® áâà®£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â âàã¤ . �®ª �¥¬ ¢â®à®¥ãâ¢¥à�¤¥¨¥.Ǒãáâì á¥¬¥©áâ¢® ¬®£®£à ëå ã£«®¢ Vt á ®â¬¥ç¥ë¬¨ ®¡à §ãîé¨¬¨ Gt®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§£¨¡ ¨¥ ã£«  V0 á ®¡à §ãîé¥© G0 ¢ V1, G1 19). Ǒ® â¥®à¥¬¥18)�¥§ã«ìâ âë ® ¬®£®£à ¨ª å á à §à¥§®¬ ¯®«ãç¥ë ¢ [228℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ «-«¥à .19)�¥ ¨áª«îç ¥âáï, çâ® ã£«ë V0, V1 à ¢ë, ® ®¡à §ãîé¨¥ G0, G1 § ¨¬ îâ   ¨åà §®¥ ¯®«®�¥¨¥. �®£¤ , áç¨â ï V1 á®¢¯ ¤ îé¨¬ á V0, á¢®¤¨¬ ¨§£¨¡ ¨¥ V0 ¢ V1 ªâ ª®¬ã ¨§£¨¡ ¨î V0 á ¬®£® ¢ á¥¡ï, ¯à¨ ª®â®à®¬ ®¡à §ãîé ï G0 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ G1.



��. V: § 2. ��������� ��Ǒ����� �������������� � �������� 259�«®¢ï¨è¨ª®¢  (â¥®à¥¬  § 5 £« ¢ë IV ¨ â¥®à¥¬  3 § 4 £« ¢ë III) ª �¤®¬ã Vtá ®â¬¥ç¥®© ®¡à §ãîé¥© Gt ®â¢¥ç ¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ë© ¬®£®£à -¨ª Pt, ¨§®¬¥âà¨çë© P0, á ãá«®¢¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢¨ï «ãç  L0 ®¡à §ãîé¥© Gt¨ â ª �¥ ®à¨¥â¨à®¢ ë©, ª ª P0. (�à¨¥â æ¨ï ¯à¨ ¥¯à¥àë¢®¬ ¨§£¨-¡ ¨¨ ¤®«� , ª®¥ç®, á®åà ïâìáï.) �®, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ Pt ®¡à §ãîâ¥¯à¥àë¢®¥ á¥¬¥©áâ¢®, ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª �¥, ª ª   «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥¢ â¥®à¥¬¥ 2,   ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ (§ 4 £« ¢ë III).� ª ª ª, ®¡à â®, ¢áïª®¥ ¨§£¨¡ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  ¯®à®�¤ ¥â ¨§£¨¡ ¨¥¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« , â® ¨ª ª¨å ¤àã£¨å ¨§£¨¡ ¨© ¬®£®£à ¨ª P0 ¥¤®¯ãáª ¥â.10. �â¬¥â¨¬ ¥é¥ ¤¢  ¢®¯à®á . �®�® ¤ âì ¯à®áâë¥ ¯à¨¬¥àë ¨§®¬¥âà¨ç-ëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ªà ¥¬, ¥ ¤®¯ãáª îé¨å ¨§£¨¡ ¨ï ¤àã£ ¢¤àã£  á á®åà ¥¨¥¬ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ( ©¤¨â¥ â ª¨¥ ¯à¨¬¥àë) 20). �¥¬ ¥ ¬¥-¥¥ ¬®�® à ááç¨âë¢ âì, çâ® ¢¥à  á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ : ¤¢  ¤®áâ â®ç®¡«¨§ª¨å ¨§®¬¥âà¨çëå ¬®£®£à ¨ª  ¨§£¨¡ ¥¬ë ®¤¨ ¢ ¤àã£®©. �®ç¥¥,¥á«¨ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ Pi, ¨§®¬¥âà¨çë¥ ¬®£®£à ¨ªã P , áå®¤ïâ-áï ª P , â® P ¨§£¨¡ ¥¬ ¢ «î¡®© ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pi á ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨¬®¬¥à®¬ 21).�â®à®© ¢®¯à®á ®â®á¨âáï ª ¥¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬. �¥ ¨§¢¥áâ®¨ ®¤®£® ¯à¨¬¥à  § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª , ¤®¯ãáª îé¥£® ¥¯à¥àë¢ë¥¨§£¨¡ ¨ï ¡¥§ ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨ï £à ¥©. (�§¢¥áâë¥ ¯à¨¬¥àë ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ¬®£®£à ¨ª¨ á á ¬®¯¥à¥á¥ç¥¨ï¬¨; ®¨, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ¤®¯ãáª îâ ¨§£¨¡ -20)� áá¬®âà¨¬   ¡®ª®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯à¨§¬ë, ¨§®¡à �¥®©   à¨á.  , ¯®ïá F0 áý§ áâ¥£ãâ®© ¯àï�ª®©þ. �â®â ¯®ïá ª ª ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ªà ¥¬ ¨§®¬¥âà¨ç¥¯«®áª®¬ã ¬®£®£à ¨ªã F1 (à¨á. ¡ ). �¤ ª® ¥«ì§ï ¯¥à¥¢¥áâ¨ F0 ¢ F1 ¯ãâ¥¬ ¥¯à¥àë¢-®£® ¨§£¨¡ ¨ï ¢ ª« áá¥ ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ªà ¥¬. (�® íâ® ¬®�® á¤¥« âì ¢
F0

a)

F1

b)ª« áá¥ ý«®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëåþ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ªà ¥¬: ¤®áâ â®ç® ¥¯à¥àë¢® ã¢¥«¨-ç¨¢ âì ¯®¯¥à¥ç®¥ á¥ç¥¨¥ ¯à¨§¬ë, à §à¥è ï à áå®¤ïé¨¬áï ç áâï¬ ý¯àï�ª¨þ ¢ å®¤¥¨§£¨¡ ¨ï  «¥£ âì ¤àã£   ¤àã£ .) | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .21)�«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ íâ®, ¢¥à®ïâ®, ¢¥à®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®áâ ¥âáï ¥¤®ª § ë¬.�® ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© á ªà ¥¬   «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¥¢¥à®, á¬. [225℄. |Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



260 �. �. �����������¨©, à¥ «ì® ®áãé¥áâ¢¨¬ëå   ¬®¤¥«ïå.) � ¨¡®«¥¥ ¨â¥à¥á®© ¯à®¡«¥¬®©â¥®à¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥ ¢®¯à®á : ¢á¥ «¨ § ¬ªãâë¥¬®£®£à ¨ª¨ ¥¨§£¨¡ ¥¬ë ¡¥§ ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨ï £à ¥© ¨«¨ ¬®�® ãª § âì¯à¨¬¥àë ¨§£¨¡ ¥¬ëå 22)?
§ 3. �¡®¡é¥¨ï ª £« ¢ ¬ IV ¨ V1. Ǒà¨ ¯¥à¥¥á¥¨¨ â¥®à¥¬ £« ¢ IV ¨ V   ¥¥¢ª«¨¤®¢ë âà¥å¬¥àë¥ ¯à®áâà áâ¢ �®¡ ç¥¢áª®£® ¨ áä¥à¨ç¥áª®¥ à¥çì ¤®«�  ¨¤â¨ ® à §¢¥àâª å, ®¡à §®¢ ëå ¨§ ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¢ ¢ á¬ëá«¥ £¥®¬¥âà¨¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯à®áâà áâ¢ . � ª, ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬¯à®áâà áâ¢¥ íâ® ¡ã¤ãâ ®¡ëçë¥ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨   áä¥à¥, à ¤¨ãá ª®â®à®©à ¢¥ à ¤¨ãáã ¤ ®£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ .�¬¥ï ¢ ¢¨¤ã íâ® ãá«®¢¨¥, â¥®à¥¬ã áãé¥áâ¢®¢ ¨ï § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à -¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®© ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¨«¨¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¡¥§ ª ª¨å ¡ë â® ¨ ¡ë«® ¨§¬¥¥¨©. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¥ â ª�¥ ®áâ ¥âáï¯®çâ¨ ¥¨§¬¥ë¬, ¯®â®¬ã çâ® ¯® áãé¥áâ¢ã ®® ¥ á¢ï§ ® á  ªá¨®¬®© ¯ à ««¥«ì®áâ¨.�§¬¥¥¨ï, ª®â®àë¥ ã�® ¢¥áâ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, ¨§«®�¥®¥ ¢ § 1{3 £« ¢ë IV, ¬ë¯à¥¤®áâ ¢«ï¥¬ á¤¥« âì ç¨â â¥«î. �¤¥áì �¥ ¬ë «¨èì ãª �¥¬ â¥ ¯ãªâë ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ,ª®â®àë¥ ã�¤ îâáï ¢ â ª®¬ ¨§¬¥¥¨¨.Ǒà¥�¤¥ ¢á¥£® ®â¬¥â¨¬, çâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® § ç¨â¥«ì® ¯à®é¥ ¯¥à¥®á¨âáï ¢ ¯à®-áâà áâ¢® �®¡ ç¥¢áª®£®, ç¥¬ ¢ áä¥à¨ç¥áª®¥. �«ã¡®ª ï ¯à¨ç¨  íâ®£® á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ªá¨®¬ â¨ª  áä¥à¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨ ®â«¨ç ¥âáï ®â ¥¢ª«¨¤®¢®© ¥ â®«ìª® ®âáãâáâ¢¨¥¬ ªá¨®¬ë ¯ à ««¥«ì®áâ¨, ® â ª�¥  ªá¨®¬ ¬¨ á®ç¥â ¨ï ¨ ¯®àï¤ª ;  ¯à¨¬¥à, ¢ ¤¢ãå-¬¥à®¬ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨«¨, ¯®¯à®áâã,   áä¥à¥ ¤¢¥ ¤¨ ¬¥âà «ì® ¯à®â¨¢®-¯®«®�ë¥ â®çª¨ á®¥¤¨¨¬ë ¡¥áª®¥çë¬ ç¨á«®¬ à §«¨çëå ý¯àï¬ëåþ, à®«ì ª®â®àëå¨£à îâ ¤ã£¨ ¡®«ìè¨å ªàã£®¢. Ǒ®á«¥¤¥¥ ¯à¨¢®¤¨â, ¢ ç áâ®áâ¨, ª â®¬ã, çâ® ¢ áä¥-à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¥¢¥à® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ® à §¡¨¢ ¥¬®áâ¨ ¢áïª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª ¤¨ £® «ï¬¨   âà¥ã£®«ì¨ª¨ (¢ íâ®¬ ¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï   ¯à¨¬¥à¥).�¡à é ïáì ª «¥¬¬¥ 1 § 1 £« ¢ë IV, § ¬¥ç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥. �â¢¥à�¤¥¨¥, çâ® ç¨á«®¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨ ¥ ¬¥¥¥ âà¥å, ¢¥à® ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,â ª ª ª ¯à®áâà áâ¢® �®¡ ç¥¢áª®£® ¨¬¥¥â ®âà¨æ â¥«ìãî ªà¨¢¨§ã, â® ¯®« ï (¨«¨ ¨â¥-£à «ì ï) ªà¨¢¨§  à §¢¥àâª¨, à ¢ ï ¯®-¯à¥�¥¬ã 4π (â®â ä ªâ, çâ® ¯®« ï ªà¨¢¨§ à §¢¥àâª¨, £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥, à ¢  4π, ¢®¢á¥ ¥ § ¢¨á¨â ®â ªà¨¢¨§ë ¯à®áâà áâ¢ ),á« £ ¥âáï ¨§ ¯®«®�¨â¥«ìëå ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨ ¨ ®âà¨æ â¥«ìëå ªà¨¢¨§ ¬®£®ã£®«ì¨-ª®¢ à §¢¥àâª¨. Ǒ®íâ®¬ã áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨ ¡®«ìè¥ 4π,   â ª ª ª ªà¨¢¨§  ª �¤®©¢¥àè¨ë ¬¥ìè¥ 2π, â® ¢¥àè¨ ¥ ¬¥ìè¥ âà¥å. � á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ â® �¥ à ááã�¤¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨ ¬¥ìè¥ 4π. � íâ®¬ á«ãç ¥áãé¥áâ¢ãîâ à §¢¥àâª¨, ¢®¢á¥ ¥ ¨¬¥îé¨¥ ¢¥àè¨ (¬®£®£à ¨ª á â ª®© à §¢¥àâª®© ¥áâì¯à®áâ® áä¥à ),   â ª�¥ à §¢¥àâª¨ á ¤¢ã¬ï ¢¥àè¨ ¬¨ (¢áïªãî â ªãî à §¢¥àâªã ¬®�®¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¤¢ãã£®«ì¨ª , áª«¥¥®£® ¯® áâ®à® ¬); à §¢¥àâ®ª á ®¤®© ¢¥àè¨®©,ª ª ¬®�® ¯®ª § âì, ¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �¥¯¥àì, çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì ¢ ¥¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà -áâ¢¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥, § ¬¥ïîé¥¥ «¥¬¬ã 1, ¤®áâ â®ç® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬,çâ® ¢á¥ à §¢¥àâª¨ á ç¨á«®¬ ¢¥àè¨, ¥ ¡®«ìè¨¬ âà¥å, à¥ «¨§ã¥¬ë.Ǒà¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 2 á«¥¤ã¥â â ª�¥ à §«¨ç âì ¤¢  á«ãç ï. � ¯à®áâà áâ¢¥ �®-¡ ç¥¢áª®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®¢â®àï¥âáï ¤®á«®¢®. � áä¥à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ª ª ã�¥ã¯®¬¨ «®áì, ¥¢¥à  â¥®à¥¬  ® âà¨ £ã«¨àã¥¬®áâ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª . �¤ ª®, ¥á¬®âàï22)�¬. ¯à¨¬¥ç ¨¥ 19) ª § 6 £«. III   á. 184. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. V: § 3. ��������� 261  íâ®, «¥¬¬  2 ®ª §ë¢ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢®©, ® ¤«ï ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ã�® ¯à¨¢«¥çì¥ª®â®àë¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ á®®¡à �¥¨ï. Ǒ®¤à®¡® à §®¡à âìáï ¢® ¢á¥¬ íâ®¬ | ¨â¥-à¥á ï § ¤ ç , ª®â®à ï ¯à¥¤« £ ¥âáï ç¨â â¥«î.�®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 3 âà¥¡ã¥â «¨èì ¥§ ç¨â¥«ìëå ¨§¬¥¥¨©. �®ª § â¥«ìáâ¢®«¥¬¬ë 4 ®á®¢ ®   â®¬ ä ªâ¥, çâ® ã£®« âà¥ã£®«ì¨ª  ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥® ¬®®â®-®© äãªæ¨¥© ¯à®â¨¢®«¥� é¥© áâ®à®ë, çâ® ¢¥à® ¨ ¢ ¥¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ å.� ª®¥æ, ¯à¨¬¥¥¨¥ â¥®à¥¬ë ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®© ¥¢ë§ë¢ ¥â á®¬¥¨©, ¯®áª®«ìªã ¢ ¯o 4 § 6 £« ¢ë III ®¡êïá¥®, çâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®©â¥®à¥¬ë ¯¥à¥®á¨âáï ¢ ¥¥¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà áâ¢  ¤®á«®¢®, ¥á«¨ ¨§ à áá¬®âà¥¨ï ¨á-ª«îç îâáï ý¤¢ãå¢¥àè¨¨ª¨þ. �® ®¨  á ¥ ¨â¥à¥áãîâ ¯®â®¬ã, çâ® â¥®à¥¬  ¥¤¨-áâ¢¥®áâ¨ ¯à¨¬¥ï¥âáï «¨èì ª ¬®£®£à ¨ª ¬, ¨¬¥îé¨¬ ¥ ¬¥¥¥ âà¥å ¢¥àè¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®á«¥�¨¢ ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®â  ç «  ¤® ª®æ  ¨ ¢®áï á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¨¥ ¨§¬¥¥¨ï, ç¨â â¥«ì ¤®ª �¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©¨ ¤«ï ¥¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢.�¬¥áâ¥ á ãª § ®© â¥®à¥¬®©   íâ¨ ¯à®áâà áâ¢  ®¡®¡é îâáï ¥¥ á«¥¤áâ¢¨ï, ¯®«ãç¥-ë¥ ¢ § 1  áâ®ïé¥© £« ¢ë ®â®á¨â¥«ì® áª«¥¨¢ ¨ï ª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥©(®¡é¨¥ â¥®à¥¬ë 1 ¨ 7 § 1, â¥®à¥¬  2 ® è ¯®çª¥) ¨ ¢ § 2 ®â®á¨â¥«ì® ¨§£¨¡ ¨© ª®¥çëå¬®£®£à ¨ª®¢ (â¥®à¥¬ë 1{7 § 2). �¤¥áì ã�¥ ¨ç¥£® ¥ ã�® ¬¥ïâì ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å.� áä¥à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¥â ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢,   ¯®â®¬ã â ¬ ¥ ¬®-�¥â áâ®ïâì ¢®¯à®á ® áª«¥¨¢ ¨¨ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢.� ¯à®áâà áâ¢¥ �¥ �®¡ ç¥¢áª®£®,  ¯à®â¨¢, íâ®â ¢®¯à®á ®ª §ë¢ ¥âáï ¡¥áª®¥ç® ¡®£ -ç¥ ¯® á®¤¥à� ¨î, ç¥¬ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. � íâ®¬ ¯®á«¥¤¥¬, ¥ áç¨â ï ¡¥áª®-¥çëå ¯à¨§¬, ¢áïª¨© ¯®«ë© ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª £®¬¥®¬®àä¥ ¯«®á-ª®áâ¨. � ¯à®áâà áâ¢¥ �¥ �®¡ ç¥¢áª®£®, ª ª ã�¥ ¡ë«® ãª § ® ¢ § 6 £« ¢ë III, áãé¥-áâ¢ãîâ ¡¥áª®¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, £®¬¥®¬®àäë¥ «î¡®© ¯«®áª®© ®¡« áâ¨,®£à ¨ç¥®© ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ªà¨¢ëå.� á¢ï§¨ á íâ¨¬ â¥®à¥¬  ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §-¢¥àâª®© ¢ë£«ï¤¨â ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: �§ ¢áïª®© à §¢¥àâ-ª¨, á®áâ ¢«¥®© ¨§ ª®¥çëå ¨ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢   ¯«®áª®áâ¨ �®¡ ç¥¢-áª®£®, ¥ ¨¬¥îé¥© £à ¨æë ¨ £®¬¥®¬®àä®© «î¡®© ¯«®áª®© ®¡« áâ¨ 23), ¬®�® áª«¥¨âì¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ 24) ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®.�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï   ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë ® § ¬ªãâ®¬ ¬®-£®£à ¨ª¥. �¬¥®, ¨§ à §¢¥àâª¨ R ¢ëà¥§ ¥âáï ª®¥ç ï ç áâì R′ â ª, çâ® ¨§ ¥¥ ¬®�®áª«¥¨âì § ¬ªãâë© ¬®£®£à ¨ª, ¯®á«¥ ç¥£®, à áè¨àïï íâã ç áâì R′   ¢áî à §¢¥àâªãR,¯®«ãç ¥¬ ¢ ¯à¥¤¥«¥ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª, áª«¥¥ë© ¨§ à §¢¥àâª¨ R 25).�¥®à¥¬  �«®¢ï¨è¨ª®¢  ¥ ¬®�¥â ¡ëâì à á¯à®áâà ¥  ¢ ¯à®áâà áâ¢® �®¡ ç¥¢áª®-£®, ¯®ª  ®áâ ¥âáï ¥¨§ãç¥ë¬ ¯®ïâ¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¬®£®£à ¨ª  ¢ íâ®¬ ¯à®áâà -áâ¢¥. �¡ íâ®© § ¤ ç¥ ¬ë £®¢®à¨«¨ ã�¥ ¢ § 6 £« ¢ë III. �¥ à¥è¥¨¥ ¨ â¥¬ ¡®«¥¥ ¯®«®¥¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¨§£¨¡ ¨© ¢á¥å ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ «î¡®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® áâà®-¥¨ï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¤®áâ â®ç® ¨â¥à¥áãî ¯à®¡«¥¬ã 26).23)�®, çâ® ®¡« áâì ®£à ¨ç¥  ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ªà¨¢ëå, ¤®¡ ¢«ïâì ¥ ã�®: íâ®ã�¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® à §¢¥àâª  ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î á®¤¥à�¨â «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«®¬®£®ã£®«ì¨ª®¢.24)�¤¥áì ã�® ¯®¬¨âì, çâ® ¯à®áâà áâ¢  �®¡ ç¥¢áª®£® à §«¨ç îâáï á¢®¥© ªà¨¢¨§®©.25)� [14℄ íâ®â ¯à¨¥¬ ¯à¨¬¥¥ ª ®¡é¥¬ã á«ãç î ¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¬®£®£à ®© ¬¥âà¨ª¨.26)� ¤ ç¨ ®¡ ¨§£¨¡ ¨¨ ¨ �¥áâª®áâ¨ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®-¡ ç¥¢áª®£® ¯®ª  ¥é¥ ¥ à¥è¥ë ¤® ª®æ . � áâë¥ à¥§ã«ìâ âë á¬. ¢ [51, 52, 75, 89, 95℄.| Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



262 �. �. �����������2. � ®¡®¡é¥¨î â¥®à¥¬ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©   ªà¨-¢ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®�® ¯®¤å®¤¨âì á ¤¢ãå â®ç¥ª §à¥¨ï.Ǒ¥à¢ ï, ¡®«¥¥ ª®ªà¥â ï, ® § â® ¨ ¬¥¥¥ ®¡é ï, â®çª  §à¥¨ï á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¢¬¥áâ® à §¢¥àâª¨, á®áâ ¢«¥®© ¨§ ¯«®áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ýà §-¢¥àâªãþ, ®¡à §®¢ ãî ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ªãáª®¢ ¯à®¨§¢®«ìëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©.Ǒ®¤ ýà §¢¥àâª®©þ ¯®¨¬ ¥âáï â®£¤  á®¢®ªã¯®áâì ªãáª®¢ G1, . . . , Gn ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå-®áâ¥© á® á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:1) � �¤ë© ªãá®ª Gi £®¬¥®¬®àä¥ ¬®£®ã£®«ì¨ªã, ª®¥ç®¬ã ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®¬ã, ¨®£à ¨ç¥ á¯àï¬«ï¥¬ë¬¨ ªà¨¢ë¬¨.�à ¨æ  ª �¤®£® ªãáª  ¯à®¨§¢®«ì® à §¡¨¢ ¥âáï   ®âà¥§ª¨ | áâ®à®ë, â®çª¨ ¤¥«¥-¨ï áç¨â îâáï ¢¥àè¨ ¬¨.2) �â®à®ë ªãáª®¢ Gi ýáª«¥¨¢ îâáïþ, â. ¥. ®â®�¤¥áâ¢«ïîâáï ¤àã£ á ¤àã£®¬ ¯®¯ à®â ª, çâ® ®â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ë¥ ®âà¥§ª¨ ¢á¥£¤  ¨¬¥îâ à ¢ë¥ ¤«¨ë. �¥ª®â®àë¥ áâ®à®ë¬®£ãâ ¥ áª«¥¨¢ âìáï á ¤àã£¨¬¨, ¨ â®£¤  ®¨ ®¡à §ãîâ £à ¨æã ýà §¢¥àâª¨þ.� ç áâ®¬ á«ãç ¥ íâ¨ Gi ¬®£ãâ ¡ëâì ªãáª ¬¨ ¯«®áª®áâ¨.�ë £®¢®à¨¬, çâ® ¯®¢¥àå®áâì F áª«¥¥  ¨§ ªãáª®¢ Gi, ¥á«¨ ®  ¬®�¥â ¡ëâì à §¡¨â   ç áâ¨ Fi â ª, çâ®1) ª �¤ë© ªãá®ª Gi ¬®�¥â ¡ëâì ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨ ®â®¡à �¥   á®®â¢¥âáâ¢ãîéãîç áâì Fi ¯®¢¥àå®áâ¨ F (â. ¥. â ª, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ª �¤®© ªà¨¢®©   Gi ®â¢¥ç ¥â   Fªà¨¢ ï â®© �¥ ¤«¨ë);2) ¯à¨ â ª¨å ®â®¡à �¥¨ïå ®â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ë¥ ®âà¥§ª¨ £à ¨æ ªãáª®¢ Gi ¯¥à¥å®¤ïâ ¢®¡é¨¥ ®âà¥§ª¨ £à ¨æ ç áâ¥© Fi.�ª«¥¨¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  ¨§ à §¢¥àâª¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â «¨èì ç áâë© á«ãç © áª«¥¨-¢ ¨ï ¢ á¬ëá«¥ ¤ ®£® á¥©ç á ®¡é¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �àã£¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ¬®£ãâ á«ã�¨âìáª«¥¨¢ ¨ï æ¨«¨¤à®¢ ¨ ª®ãá®¢ ¨§ ¨§¢¥áâëå ªãáª®¢ ¯«®áª®áâ¨ ¨«¨ áª«¥¨¢ ¨¥ ¢¥à¥â¥-®®¡à §®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨§ ¯®«ãáä¥àë.� ¤ ç  á®áâ®¨â ¢ ®âëáª ¨¨ â¥å ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå ¨§ ¤ ®© ýà §¢¥àâª¨þ ¬®�-® áª«¥¨âì ¢ë¯ãª«ãî ¯®¢¥àå®áâì â®£® ¨«¨ ¨®£® ¢¨¤ ,  ¯à¨¬¥à § ¬ªãâãî. �¥è¥¨¥íâ®© § ¤ ç¨ ¤ ¥âáï â¥®à¥¬®©, ª®â®àãî ï  §ë¢ î ýâ¥®à¥¬®© ® áª«¥¨¢ ¨¨þ. �®ç ï ®¡-é ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  íâ®© â¥®à¥¬ë ¯®âà¥¡®¢ «  ¡ë ¢¢¥¤¥¨ï àï¤  ®¯à¥¤¥«¥¨©. �ë íâ®£®¤¥« âì ¥ ¡ã¤¥¬,   ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã ¢ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¨, çâ® ªà¨¢ë¥, ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥ªãáª¨ Gi, | ªãá®ç®-£« ¤ª¨¥ ¨ ¨¬¥îâ ªãá®ç®-¥¯à¥àë¢ãî £¥®¤¥§¨ç¥áªãî ªà¨¢¨§ã.Ǒ®á«¥¤ïï ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ªà¨¢¨§  (ª ª äãªæ¨ï ¬®�¥áâ¢ ), ¨§¬¥à¥ ï  á ¬®¬ ªãáª¥ Gi. �  áç¨â ¥âáï ¯®«®�¨â¥«ì®©, ¥á«¨ ¢ ¤ ®© â®çª¥ £à ¨æ  ®¡à é¥ ¢ë¯ãª«®áâìî  àã�ã ®â Gi, ¨ ®âà¨æ â¥«ì®© | ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥.�«ï â®£® çâ®¡ë ¨§ ýà §¢¥àâª¨þ R, £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥, ¬®�® ¡ë«® áª«¥¨âì § ¬-ªãâãî ¢ë¯ãª«ãî ¯®¢¥àå®áâì, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® ¢ë¯®«¥¨¥ á«¥¤ãîé¨å ãá«®-¢¨©:1) áã¬¬  ã£«®¢ ªãáª®¢ Gi, áå®¤ïé¨åáï ¯à¨ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨¨ £à ¨æ ¢ ®¤®© â®çª¥ |¢¥àè¨¥, ¤®«�  ¡ëâì 6 2π ¤«ï ª �¤®© ¢¥àè¨ë;2) áã¬¬  £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ªà¨¢¨§ ¢ ®â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ëå â®çª å £à ¨æ ªãáª®¢ Gi ¤®«�-  ¡ëâì ¢áî¤ã > 0.�á«¨ áâ®à®ë ªãáª®¢ Gi | £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥, â® £¥®¤¥§¨ç¥áª ï ªà¨¢¨§  ¨å ¢áî¤ã à ¢ ã«î. �á«®¢¨¥ 2 ¢ë¯®«ï¥âáï â®£¤   ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¨ ®áâ ¥âáï â®«ìª® ¯¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãá«®¢¨¥ áª«¥¨¢ ¥¬®áâ¨ æ¥«®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨§ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ¢ëà¥§ ëå ¨§ ª ª¨å-â® ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©, ¨ç¥¬ ¥ ®â«¨ç ¥âáï®â ãá«®¢¨ï áª«¥¨¢ ¥¬®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨§ ¯«®áª¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢.� «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ë ¬®£ãâ ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¤«ï ýà §¢¥àâ®ªþ ¤àã£®£® â®¯®«®-£¨ç¥áª®£® áâà®¥¨ï; ãá«®¢¨ï 1, 2 ®áâ îâáï ¥¨§¬¥ë¬¨.



��. V: § 3. ��������� 263�â  â¥®à¥¬  ® áª«¥¨¢ ¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®ç¥ì á¨«ìë© ¨áâàã¬¥â ¨áá«¥¤®¢ -¨ï ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©, ®á®¡¥® ¨å ¨§£¨¡ ¨ï 27). �  ¤®ª §ë¢ ¥âáï, ®¤ ª®,  ®á®¢¥ ®¡®¡é¥¨ï â¥®à¥¬ ® ¬®£®£à ¨ª å ¢ ¤àã£®¬, ¡®«¥¥  ¡áâà ªâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨.3. �â  ¢â®à ï, ¡®«¥¥  ¡áâà ªâ ï, ® § â® ¨ ¡®«¥¥ ®¡é ï â®çª  §à¥¨ï á®áâ®¨â ¢ á«¥¤ã-îé¥¬. � ª ¢ëïá¥® ¢ § 6 £« ¢ë I, § ¤ ¨¥ à §¢¥àâª¨ íª¢¨¢ «¥â® § ¤ ¨î ¢ãâà¥¥©¬¥âà¨ª¨ ¬®£®£à ¨ª . �¥âà¨ª  ®¯à¥¤¥«ï¥â à ááâ®ï¨ï ¬¥�¤ã ¥£® â®çª ¬¨, ¨§¬¥à¥-ë¥   á ¬®¬ ¬®£®£à ¨ª¥. �á«¨,  ¯à¨¬¥à, à §¢¥àâª  R £®¬¥®¬®àä  áä¥à¥, â®,®â®¡à � ï ¥¥   áä¥àã S, ¬ë ¯¥à¥®á¨¬   S ¬¥âà¨ªã ρ, § ¤ ãî à §¢¥àâª®© R. �ª«¥-¨¢ ¨î ¬®£®£à ¨ª  P ¨§ à §¢¥àâª¨ R á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥®â®¡à �¥¨¥ áä¥àë S á ¬¥âà¨ª®© ρ   ¬®£®£à ¨ª P .� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¤«ï «î¡ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© à¥çì â ª�¥ ¬®�¥â ¨¤â¨ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨¯®¢¥àå®áâ¨ á § ¤ ®© ¬¥âà¨ª®©.Ǒãáâì F | ¯®¢¥àå®áâì ¨ X, Y | ¤¢¥ ¥¥ â®çª¨. �  à ááâ®ï¨¥ ρF (X, Y ) â®ç¥ª X, Y  F ¯à¨¨¬ îâ â®çãî ¨�îî £à ¨æã ¤«¨ ªà¨¢ëå, «¥� é¨å   F ¨ á®¥¤¨ïîé¨åâ®çª¨ X, Y . �â® à ááâ®ï¨¥, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª äãªæ¨ï ¯ àë â®ç¥ª X, Y , ¨ ¥áâì¢ãâà¥ïï ¬¥âà¨ª  ¯®¢¥àå®áâ¨ F 28).� íâ¨å â¥à¬¨ å § ¤ ç  ®¡®¡é¥¨ï â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®©à §¢¥àâª®© ¬®�¥â ¡ëâì ¯®áâ ¢«¥  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.Ǒãáâì   áä¥à¥ S § ¤   ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï ¯ àë â®ç¥ª ρ(X,Y ) |  ¡áâà ªâ ï¬¥âà¨ª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï âà¥¬ ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¤«ï ¢áïª®© ¬¥âà¨ª¨ ãá«®¢¨ï¬ 29). �¯à -è¨¢ ¥âáï, ª ª®¢ë â¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëåáä¥à  S á ¬¥âà¨ª®© ρ ¬®�¥â ¡ëâì ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨ ®â®¡à �¥    ª ªãî-«¨¡® § ¬ªãâãî¢ë¯ãª«ãî ¯®¢¥àå®áâì F . �® ¥áâì, ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ áä¥àë S  ª ªãî-«¨¡® ¯®¢¥àå®áâì F , çâ® ρ(X,Y ) = ρF
(
ϕ(X), ϕ(Y )), £¤¥ ρF | ¢ãâà¥ïï ¬¥âà¨ª ¯®¢¥àå®áâ¨ F?� «®£¨çë© ¢®¯à®á ¬®�® áâ ¢¨âì ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¯®¢¥àå®áâ¥© F , § ¤ ¢ ï ¯à¨íâ®¬ ¬¥âà¨ªã ρ   ¯«®áª®áâ¨.�â¨ ¢®¯à®áë ¯®«®áâìî à¥è¥ë ¤«ï ®¡é¨å ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ª ª ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬¯à®áâà áâ¢¥, â ª ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å �®¡ ç¥¢áª®£® ¨ áä¥à¨ç¥áª®¬. � ¥ ¡ã¤ã, ®¤ ª®,¨§« £ âì §¤¥áì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë, ®âáë« ï ç¨â â¥«ï ª ¬®¥© ª¨£¥ [18℄.�á«¨ ®£à ¨ç¨¢ âìáï à¥£ã«ïàë¬¨ ¯®¢¥àå®áâï¬¨, â® ¨å ¬¥âà¨ªã ¬®�® § ¤ ¢ âì«¨¥©ë¬ í«¥¬¥â®¬ á ®¯à¥¤¥«¥®© £ ãáá®¢®© ªà¨¢¨§®© K. � â ª®¬ ¯« ¥ â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á ¤ ë¬ «¨¥©ë¬ í«¥¬¥â®¬ ¯®«®-�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§ë ¡ë«  ãª §   ¥é¥ ¢ 1917 £. �. �¥©«¥¬ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¥ ¡ë«®§ ¢¥àè¥® �. �¥¢¨ ¢ 1938 £. 30) �â  á¯¥æ¨ «ì ï ¯à®¡«¥¬  ¨§¢¥áâ  ¯®íâ®¬ã ¯®¤ ¨¬¥¥¬¯à®¡«¥¬ë �¥©«ï. � ¯®¢¥àå®áâ¨, ¨¬¥îé¥© ¤ ãî ¬¥âà¨ªã, £®¢®àïâ, çâ® ®  à¥ «¨§ã¥âíâã ¬¥âà¨ªã.�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®¡éãî â¥®à¥¬ã ® à¥ «¨§ã¥¬®áâ¨ ¬¥âà¨ª¨, § ¤ ®© «¨¥©ë¬ í«¥¬¥-â®¬, ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯®áâ®ï®© ªà¨¢¨§ë K0 (â. ¥. ¢¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à¨ K0 = 0, �®¡ ç¥¢áª®£®, ¥á«¨ K0 < 0, ¨ áä¥à¨ç¥áª®¬, ¥á«¨ K0 > 0).27)�¬. [16℄, [18, £«. VIII, § 1 ¨ £«. IX, § 3℄.28)� ¥£« ¤ª®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ãâà¥ïï ¬¥âà¨ª  ¥ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ®¢®©.�¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥,   § â¥¬ ¨   «¨â¨ç¥áª¨¥ ¯à¨¥¬ë ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¬®£®®¡à §¨© á ¥£« ¤-ª®© ¬¥âà¨ª®©,  ç¨ ï á ª¨£¨ [18℄, ¯®«ãç «¨ ¤ «¥ª® ¨¤ãé¥¥ à §¢¨â¨¥, á¬. [42, 64, 180,184℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .29)�¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ρF ã¤®¢«¥â¢®àï¥â íâ¨¬ âà¥¬ ãá«®¢¨ï¬: 1) ρ(X,Y ) = 0 â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  X = Y , 2) ρ(X, Y ) = ρ(Y,X) ¨ 3) ρ(X, Y ) + ρ(Y, Z) > ρ(X,Z).30)�¬. ª¨£ã [104℄, £¤¥ ¤  ®¡§®à íâ¨å à ¡®â. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



264 �. �. �����������Ǒãáâì ¢ ®¡« áâ¨ G   áä¥à¥ § ¤   ¬¥âà¨ª , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï «¨¥©ë¬ í«¥¬¥â®¬,£ ãáá®¢  ªà¨¢¨§  ª®â®à®£® ¢áî¤ã > K0. Ǒãáâì ª �¤ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ ®¡« áâ¨ G á®¥¤¨¨¬ëªà âç ©è¥© «¨¨¥© ¢ á¬ëá«¥ ¤ ®© ¬¥âà¨ª¨. (� ç áâ®áâ¨, íâ® ãá«®¢¨¥ § ¢¥¤®¬® ¢ë¯®«-¥®, ¥á«¨ G ¥áâì ¢áï áä¥à .) �®£¤  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯®áâ®ï®© ªà¨¢¨§ë K0 áãé¥áâ¢ã¥â¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì F , à¥ «¨§ãîé ï ¤ ãî ¬¥âà¨ªã, â. ¥. ®¡« áâì G á ¤ ®© ¬¥âà¨-ª®© ¤®¯ãáª ¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥¨¥   ¯®¢¥àå®áâì F . (Ǒ®«®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®íâ®© â¥®à¥¬ë ¯®ª  ¥ ®¯ã¡«¨ª®¢ ®.)�®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á ¤ ®© ¬¥âà¨ª®© ®á®-¢ ë ¯à¥�¤¥ ¢á¥£®   ¯à¨¡«¨�¥¨¨ ¤ ®© ¬¥âà¨ª¨ ý¬®£®£à ë¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨þ Sn,â. ¥. ¬¥âà¨ª ¬¨, § ¤ ¢ ¥¬ë¬¨ à §¢¥àâª ¬¨ ¨§ ¯«®áª¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢.� á¨«ã â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¤ ®© à §¢¥àâª®© | ¬¥âà¨ª®© ρn |¬ë ãâ¢¥à�¤ ¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pn á ¬¥âà¨ª ¬¨ ρn. Ǒà¥¤¥« áå®¤ïé¥©áï¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨, ¢ë¡à ®© ¨§ íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢, ¤ ¥â ¯®¢¥àå®áâì, ¨¬¥îéãî¯à¥¤¥«ìãî, â. ¥. ª ª à § § ¤ ãî ¬¥âà¨ªã ρ 31).�¤ ª® ¢ á«ãç ¥ ¬¥âà¨ª¨, § ¤ ¢ ¥¬®© «¨¥©ë¬ í«¥¬¥â®¬ á ¤®áâ â®ç® à¥£ã«ïàë¬¨ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, ¯à®¡«¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¯®¢¥àå®áâ¨ á â ª®© ¬¥âà¨ª®© ¬®�¥â ¡ëâìáä®à¬ã«¨à®¢   ª ª ¯à®¡«¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à¥è¥¨ï ¥ª®â®à®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£®ãà ¢¥¨ï ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå 32). �¬¥® ¢ íâ®¬ ¯« ¥ ¯à®¡«¥¬  à áá¬ âà¨¢ ¥âáïã �. �¥©«ï [362℄ ¨ �. �¥¢¨ [310℄.4. �¡ ¨§£¨¡ ¨ïå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¬®�® ¤®ª § âì àï¤ â¥®à¥¬,   «®£¨çëåâ¥®à¥¬ ¬ § 2  áâ®ïé¥© £« ¢ë. Ǒà¥�¤¥ ¢á¥£® ãª �¥¬, çâ® â¥®à¥¬  �«®¢ï¨è¨ª®¢ 
§ 5 £« ¢ë IV ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å ®¡®¡é ¥âáï   ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¡¥áª®¥çë¥¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:Ǒãáâì F | ¡¥áª®¥ç ï ¯®« ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì á ¯®«®© ªà¨¢¨§®© ω(F ) < 2π.Ǒãáâì L | «ãç   F , â. ¥. ¡¥áª®¥ç ï ¢ ®¤ã áâ®à®ã ªà¨¢ ï, ï¢«ïîé ïáï ªà âç ©è¥©¬¥�¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï á¢®¨¬¨ â®çª ¬¨. Ǒãáâì ¯®¢¥àå®áâì F ®à¨¥â¨à®¢   ãª § ¨¥¬®¡å®¤  ¥ª®â®à®£® ª®âãà .� ¤ ¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¢ë¯ãª«ë© ª®ãá K á ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ãá«®¢¨¥¬, çâ®¡ë ¥£® ªà¨-¢¨§  (¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï) à ¢ï« áì ω(F ). �  ª®ãá¥ K § ¤ ¥¬ ¯à®-¨§¢®«ìãî ®¡à §ãîéãî G.31)� ¯à¨¬¥¥¨¨ ª ¯à®áâ¥©è¥¬ã á«ãç î ¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨¬¥âà¨ª¨, § ¤ ®© «¨¥©ë¬ í«¥¬¥â®¬, íâ®â ¬¥â®¤ ¢® ¢á¥å ¤¥â «ïå ¨§«®�¥ ¢ à ¡®â¥[12℄; ¤«ï ®¡é¥£® á«ãç ï á¬. [18, £«. VII℄.32)� �. �¥©«ï ¯à®¡«¥¬  á¢®¤¨« áì ª áãé¥áâ¢®¢ ¨î à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï � à¡ã  áä¥à¥, ª®â®à®¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ãà ¢¥¨¥ �®�  | �¬¯¥à  í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯ .�®£« á® ¬¥â®¤ã ¯à®¤®«�¥¨ï ¯® ¯ à ¬¥âàã [66℄, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à §à¥è¨¬®áâ¨ íâ®-£® ãà ¢¥¨ï âà¥¡ãîâáï  ¯à¨®àë¥ ®æ¥ª¨ à¥è¥¨ï ¢ ª« áá¥ C2. �¨ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë�. �¥©«¥¬ [362℄ ¨ ¢ ®ª®ç â¥«ì®¬ ¢¨¤¥ �. �¥¢¨ [310℄; á¬. â ª�¥ [326℄. �.�.Ǒ®£®à¥«®¢¤®ª § « à¥£ã«ïà®áâì ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á à¥£ã«ïà®© ¬¥âà¨ª®© [173, £«. 2℄. � á®ç¥-â ¨¨ á â¥®à¥¬®© �«¥ªá ¤à®¢  íâ® à¥è ¥â ¨   «¨â¨ç¥áªãî ¯à®¡«¥¬ã �¥©«ï. Ǒ®¤à®¡¥¥® áâ¥¯¥¨ £« ¤ª®áâ¨ ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯à¨ £« ¤ª®áâ¨ ¥¥ ¬¥âà¨ª¨ ¨«¨ ªà¨¢¨§ë á¬.®¡§®à [68, £«. 2, § 3℄. (� ¨¡®«¥¥ § ª®ç¥ë¥ à¥§ã«ìâ âë á®¤¥à� âáï ¢ à ¡®â å [154, 173,188, 202, 222℄.) �¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© á § ¤ ®© ¬¥âà¨ª®© ¢¯à®áâà áâ¢ å ¯®áâ®ï®© ªà¨¢¨§ë ¨ ¢ à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨ïå á¬. ¢ [173, £«. 5, 6℄.�â¥à¥áë© ¢®¯à®á à¥ «¨§ æ¨¨ ¢ ¢¨¤¥ ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ § ¤ ®© ¤¢ã¬¥à®© à¨-¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ¢ à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ (¯à®¨§¢®«ì®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® áâà®¥¨ï)¯®áâ®ï®© ªà¨¢¨§ë −1 á¬. ¢ [306℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. V: § 3. ��������� 265�â¢¥à�¤ ¥âáï, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì F ′, ¨§®¬¥âà¨ç ï F ¨ â ª ï,çâ® 1) K ¥áâì ¥¥ ¯à¥¤¥«ìë© ª®ãá, 2) G ¥áâì ¯à¥¤¥«ì ï ®¡à §ãîé ï «ãç  L′   F ′,®â¢¥ç îé¥£® ¯® ¨§®¬¥âà¨¨ «ãçã L, 3) ¯à¨ á� â¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ F ′ ¢ ª®ãá K ®à¨¥â æ¨ï,¨¤ãæ¨à®¢  ï   ¥© ¢ á¨«ã ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®â®¡à �¥¨ï ¨áå®¤®© ¯®¢¥àå®áâ¨ F ,¤ ¥â ®à¨¥â æ¨î, § ¤ ãî   ª®ãá¥ K.�â  â¥®à¥¬  ¤®ª §   �. Ǒ. �«®¢ï¨è¨ª®¢ë¬ [156℄ ¯ãâ¥¬ ¯à¥¤¥«ì®£® ¯¥à¥å®¤  ®â¬®£®£à ¨ª®¢. � ¥© § ª«îç ¥âáï ãâ¢¥à�¤¥¨¥, çâ® ¢áïª ï ¡¥áª®¥ç ï ¢ë¯ãª« ï¯®¢¥àå®áâì á ªà¨¢¨§®© < 2π ¤®¯ãáª ¥â ¥âà¨¢¨ «ìë¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®â®¡à �¥¨ï.�¤ ª® ¢®¯à®á ® ¢®§¬®�®áâ¨ ¥¥ ¥¯à¥àë¢®£® ¨§£¨¡ ¨ï ®áâ ¥âáï ¯®ª  ¥à¥è¥ë¬ ¢®¡é¥¬ á«ãç ¥. �.�.Ǒ®£®à¥«®¢ ¤®ª § «, çâ® ¥á«¨ ¯®¢¥àå®áâì F ¨¬¥¥â ®£à ¨ç¥ãîã¤¥«ìãî ªà¨¢¨§ã (á¬. ¯o 3 § 6 £«. III), â® ®  ¤®¯ãáª ¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ ¨§£¨¡ ¨ï ¨¢á¥ ®¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§£¨¡ ¨ï¬¨ ª®ãá  K á ®â¬¥ç¥®© ®¡à §ãîé¥© G. �â® ¯®«ë©  «®£ â¥®à¥¬ë 8 § 2. �ã�® ¤ã¬ âì, çâ® â®â �¥ à¥§ã«ìâ â ¢¥à¥ ¨ ¡¥§ ¯à¥¤¯®«®�¥¨ï®¡ ®£à ¨ç¥®áâ¨ ã¤¥«ì®© ªà¨¢¨§ë 33).�§ â¥®à¥¬ ®¡ ¨§£¨¡ ¨ïå ª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ãª �¥¬:�á«¨ ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì, £®¬¥®¬®àä ï ªàã£ã, â ª®¢ , çâ® ª �¤ë¥ ¤¢¥ ¥¥ â®çª¨á®¥¤¨¨¬ë   ¥© ªà âç ©è¥© «¨¨¥©, â® â ª ï ¯®¢¥àå®áâì ¨§®¬¥âà¨ç  è ¯®çª¥ [18,£«. IX, § 4 ¨ £«. VIII, § 2℄. (�¯à¥¤¥«¥¨¥ è ¯®çª¨ á¬. ¢ § 6 £«. III.)�¥à®ïâ®, â ª ï ¯®¢¥àå®áâì ¢á¥£¤  ¬®�¥â ¡ëâì ¥¯à¥àë¢® ¨§®£ãâ  ¢ è ¯®çªã. �¤- ª® íâ® ¥ ¤®ª § ® ¤ �¥ ¤«ï áª®«ì ã£®¤® à¥£ã«ïàëå ¯®¢¥àå®áâ¥© 34).�á«¨ ¨§ § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ëà¥§ âì £¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª,¢ãâà¥®áâì ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ¨â¥£à «ìãî ªà¨¢¨§ã, ®â«¨çãî ®â ã«ï, â® ®áâ ¢è ïáï¯®¢¥àå®áâì ¤®¯ãáª ¥â ¥âà¨¢¨ «ìë¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®â®¡à �¥¨ï.�¥à®ïâ®, â ª ï ¯®¢¥àå®áâì ¢á¥£¤  ¤®¯ãáª ¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ ¨§£¨¡ ¨ï, ¤ �¥ ¥á«¨ ã¥¥ ¢ëà¥§ ¥âáï ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª,   ª ª ï ã£®¤® ®¡« áâì ¥ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë. �¤ ª®íâ® ¤®ª § ® ¯®ª  «¨èì ¤«ï âà¨�¤ë ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© 35).�®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¨¢¥¤¥ëå â¥®à¥¬ ®á®¢ ë   â¥®à¥¬¥ ® áª«¥¨¢ ¨¨, â. ¥. ¯® áã-é¥áâ¢ã,   â®¬ �¥ ¬¥â®¤¥ ¯®¤ª«¥¨¢ ¨ï, ª®â®àë© ¯à¨¬¥ï«áï ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ § 2.5. �¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¢®¯à®á ®¡ ®¡®¡é¥¨¨  è¨å â¥®à¥¬   ¯à®áâà áâ¢  á ç¨á«®¬¨§¬¥à¥¨© ¡®«ìè¥ âà¥å. �«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ® âà¥å¬¥àëå ¬®£®£à -¨ª å ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.�®®â¢¥âáâ¢¥® à §¢¥àâª  ¤®«�  á« £ âìáï ¨§ âà¥å¬¥àëå ¬®£®£à ¨ª®¢ Qi á®â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ë¬¨ (ýáª«¥¨¢ ¥¬ë¬¨þ) £à ï¬¨. � à¥¡à å â ª®© à §¢¥àâª¨ áå®¤¨âáï ¯®¥áª®«ìªã ¬®£®£à ¨ª®¢ Qi, ¨ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë à¥çì ¬®£«  ¨¤â¨ ® à §¢¥àâª¥ ¨¬¥®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë áã¬¬  ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ íâ¨å ¬®£®£à -¨ª®¢ Qi ¢®ªàã£ ª �¤®£® à¥¡à  ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨«  2π.�â® ãá«®¢¨¥, ®¤ ª®, ¢®¢á¥ ¥ ¤®áâ â®ç® ¤«ï â®£®,  ¯à¨¬¥à, çâ®¡ë ¨§ ã¤®¢«¥â¢®àï-îé¥© ¥¬ã à §¢¥àâª¨ (£®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥) ¬®�® ¡ë«® áª«¥¨âì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª. Ǒà¨ç¨ã íâ®£® ¬ë á¥©ç á ¢ëïá¨¬.33)�¥¯¥àì íâ® ¤®ª § ®. �¬. [173, £«. 3, § 9℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .34)�¥¯¥àì íâ® ¤®ª § ®. �¬. [145℄. �â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¢ [122, 123℄   «¨â¨ç¥áª¨¬¨áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¤®ª §   ¢®§¬®�®áâì ¥¯à¥àë¢® ¯¥à¥å®¤¨âì ®â ®¤®© ª ¤àã£®© ¨§ ¤¢ãå¨§®¬¥âà¨çëå £®¬¥®¬®àäëå ªàã£ã áâà®£® ¢ë¯ãª«ëå C4,α-£« ¤ª¨å ¯®¢¥àå®áâ¥©, ®áâ -¢ ïáì ¢ ª« áá¥ ¨§®¬¥âà¨çëå ¨¬ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©. �® íâ® ¥ ®§ ç ¥â¥¯à¥àë¢®£® ¨§£¨¡ ¨ï ¢ ª« áá¥ ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©. �¡ ¨§£¨¡ ¨ïå á¬. â ª�¥®¡§®àë [191, 208℄, à ¡®âë [128, 220, 221℄ ¨ ¤à. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .35)�¥¯¥àì íâ® ¤®ª § ® [129℄ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥. �¬. [173, £«. 3, § 6℄. |Ǒà¨¬. �. �. � «£ «-«¥à .



266 �. �. �����������Ǒãáâì A| ¢¥àè¨  à §¢¥àâª¨ R; ®  ¤®«�  ¡ëâì ¢¥àè¨®© ¬®£®£à ¨ª  P , áª«¥-¥®£® ¨§ R. �®çª¨   P , à ¢®ã¤ «¥ë¥ ®â A, ®¡à §ãîâ   âà¥å¬¥à®© áä¥à¥ á æ¥-âà®¬ A § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª QA. �â®â ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬®£®-£à ë© ã£®« ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A ¬®£®£à ¨ª  P . � §¢¥àâª  íâ®£® ¬®£®£à ¨ª QA ®¡à -§ã¥âáï ¢ à §¢¥àâª¥ R â®çª ¬¨, à ¢®ã¤ «¥ë¬¨ ®â ¥¥ â®çª¨ A. �® § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª QA ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¥© à §¢¥àâª®© ®¤®§ ç®. Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ªá«¥¤ãîé¥¬ã à¥§ã«ìâ âã: ®¤¨ áª®«ì ã£®¤® ¬ «ë¥ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢¥àè¨ à §¢¥àâª¨ ¯®«-®áâìî ®¯à¥¤¥«ïîâ ¬®£®£à ë¥ ã£«ë ¬®£®£à ¨ª , ª®â®àë© ¨§ ¥¥ ¬®�® áª«¥¨âì.�á«¨ ¢¥àè¨ë A ¨ B á®¥¤¨¥ë ¯® à¥¡à ¬, â® ¬®£®£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ¨å ¨¬¥îâ ®¡é¨¥£à ¨ ¢®ªàã£ íâ®£® à¥¡à . �®®â¢¥âáâ¢¥® áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ QA, QB ¤®«�-ë ¨¬¥âì à ¢ë¥ ¯«®áª¨¥ ¨ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ¨å ¢¥àè¨ å, ®â¢¥ç îé¨å à¥¡àã AB.�¥�¤ã â¥¬ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¬®£®£à ¨ª  ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¥£® à §¢¥àâª®© ¢ æ¥«®¬ ¨ ®¨¡ã¤ãâ, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬¥ïâìáï, ¥á«¨ ¨§¬¥ïâì ¥¥ ¤ �¥ ¢ â®© ç áâ¨, ª®â®à ï, â ª áª § âì,¥ ¨¬¥¥â ¨ª ª®£® ®â®è¥¨ï ª à¥¡àã AB.�â® ¯à¨¢®¤¨â ª § ª«îç¥¨î, çâ® ¤ �¥ à §¢¥àâª  á £à ¨æ¥©, ¨¬¥îé ï ¢á¥£® «¨èì¤¢¥ ¢¥àè¨ë, ¬®�¥â ¥ à¥ «¨§®¢ âìáï ¢ ¢¨¤¥ ¬®£®£à ¨ª . � íâ®¬ ¬®�® ¥¯®áà¥¤-áâ¢¥® ã¡¥¤¨âìáï   ¯à®áâëå ¯à¨¬¥à å. � §¢¥àâª  á ¤¢ã¬ï ¢¥àè¨ ¬¨ ¯®«ãç ¥âáï, ¥á«¨¨§ «î¡®© à §¢¥àâª¨ ¢ëà¥§ âì ®ªà¥áâ®áâì à¥¡à . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤ �¥ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨à¥¡à  âà¥å¬¥à ï à §¢¥àâª  ¬®�¥â ¥ áª«¥¨¢ âìáï ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.�¥¬ ¡®«¥¥ â® �¥ ¢¥à® ¢ á«ãç ¥ ¡®«ìè¥£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©.� ¤àã£®© áâ®à®ë, «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï â¥®à¥¬ :�«ï â®£® çâ®¡ë à §¢¥àâª , £®¬¥®¬®àä ï âà¥å¬¥à®© áä¥à¥ ¨ á®áâ ¢«¥ ï ¨§ â¥â-à í¤à®¢ (çâ® ¥áâì, ®ç¥¢¨¤®, ®¡é¨© á«ãç ©) áª«¥¨¢ « áì ¢ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¤®-áâ â®ç®, çâ®¡ë ®  áª«¥¨¢ « áì ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ª �¤®£® á¢®¥£® à¥¡à .� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¥áì ¢®¯à®á á¢®¤¨âáï ª ãá«®¢¨ï¬ áª«¥¨¢ ¥¬®áâ¨ à §¢¥àâª¨ ¢ ®ªà¥áâ-®áâì à¥¡à . � å®�¤¥¨¥ â ª¨å ãá«®¢¨© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï âàã¤ë¬, ¥á«¨ ¥ ¡¥§ ¤¥�ë¬¤¥«®¬.6. �«ï à¥£ã«ïàëå (n − 1)-¬¥àëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¤¥«® ®¡-áâ®¨â ¯à®é¥. �á«®¢¨ï à¥ «¨§ã¥¬®áâ¨ ¬ «®© ®¡« áâ¨ (n− 1)-¬¥à®£®  ¡áâà ªâ®£® à¨¬ -®¢  ¬®£®®¡à §¨ï ¢ ¢¨¤¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¤ ¢®¨ ¨áç¥à¯ë¢ îé¥¥ ¨å ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¡ë«® ¤ ® �¨®© �àª ¤ì¥¢®© �®§¥á® [185{187℄ 36).�§¢¥áâ®, ¤ «¥¥, çâ®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¯à¨ n > 3 (n − 1)-¬¥à ï ¯®¢¥àå®áâì ¢ n-¬¥à®¬¯à®áâà áâ¢¥ ¢®¢á¥ ¥ ¨§£¨¡ ¥¬  ¤ �¥ ¢ ¬ «ëå ç áâïå. �âáî¤  ¬®�® ¢ë¢¥áâ¨:�«ï â®£® çâ®¡ë à¨¬ ®¢  ¬¥âà¨ª  á® ¢áî¤ã ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§®©, § ¤  ï  (n − 1)-¬¥à®© áä¥à¥, ¢ æ¥«®¬ à¥ «¨§®¢ « áì ¯®¢¥àå®áâìî ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥,¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ®  à¥ «¨§®¢ « áì ¢ ª �¤®© áª®«ì ã£®¤® ¬ «®© ®¡« áâ¨.�á«®¢¨ï �¥ à¥ «¨§ã¥¬®áâ¨ ¢ ¬ «®¬ ¨§¢¥áâë, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¢®¯à®á à¥è ¥âáï ¯®«®áâìî.�«ï ¬®£®®¡à §¨ï, ®â«¨ç®£® ®â áä¥àë, â ª®© à¥§ã«ìâ â ¬®�¥â ¨ ¥ ¨¬¥âì ¬¥áâ , ¯®â®¬ãçâ® ¥£® ¢ë¢®¤ ®á®¢    ®¤®á¢ï§®áâ¨ áä¥àë.
36)� ç «ìë¥ á¢¥¤¥¨ï ¬®�®  ©â¨ ¢ ª¨£¥ [230℄.



�«   ¢   VI�á«®¢¨ï à ¢¥áâ¢  ¬®£®£à ¨ª®¢á ¯ à ««¥«ìë¬¨ £à ï¬¨
§ 1. �¥¬¬ë ® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª å1. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª P1 ¯®¬¥é ¥âáï ¢ ¬®£®ã£®«ì¨-ª¥ P2, ¥á«¨ ¢á¥ â®çª¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  P1 «¥� â ¢ P2. �á«¨ �¥, ªà®¬¥ â®£®,¬®£®ã£®«ì¨ª P2 ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á P1, â® ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬®£®-ã£®«ì¨ª P1 ¯®¬¥é ¥âáï ¢ãâà¨ P2. Ǒ®¤ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬ ¢áî¤ã ¡ã¤¥â ¯®-¨¬ âìáï ª®¥çë© ¯«®áª¨© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, ªà®¬¥ «¥¬¬ë 4 , £¤¥à¥çì ¨¤¥â ® ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª å. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ â-à¨¢ âì ¯ àë ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨ áà ¢¨¢ âì ¤«¨ë ¨å áâ®à® á¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨. �«ï ªà âª®áâ¨ íâ¨ áâ®à®ë ¡ã¤¥¬ §ë¢ âì ¯à®áâ® ¯ à ««¥«ìë¬¨. Ǒà¨ íâ®¬, ¥á«¨ ¤«ï áâ®à®ë l ®¤®£® ¬®-£®ã£®«ì¨ª  ¥â ¯ à ««¥«ì®© ¥© áâ®à®ë ¤àã£®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , â® ¬ë¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ®  ¥áâì, ® ¨¬¥¥â ã«¥¢ãî ¤«¨ã: ®  ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢âã ¢¥àè¨ã, £¤¥ ®¯®à ï ¯àï¬ ï ¯ à ««¥«ì  l.� ª ª ª ¬ë ¡ã¤¥¬ áà ¢¨¢ âì â®«ìª® ¯ à ««¥«ìë¥ áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì-¨ª®¢, â® ç áâ® ¡ã¤¥¬ ®¯ãáª âì ãª § ¨¥   íâ®. � ª®¥æ, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¥é¥ £®-¢®à¨âì, çâ® áâ®à®ë l1, . . ., ln ¡®«ìè¥ áâ®à® l′1, . . ., l′n, ¥á«¨ l1 > l′1, . . ., ln > l′n¨ å®âï ¡ë ¤«ï ®¤®© ¯ àë li > l′i. Ǒà¨   «®£¨çëå ãá«®¢¨ïå ¡ã¤¥¬ £®¢®-à¨âì, çâ® áâ®à®ë l′1, . . ., l′n ¬¥ìè¥ áâ®à® l1, . . ., ln.�á¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ãá«®¢¨ï ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢® ¢á¥å ¯ à £à ä å¤ ®© £« ¢ë.2. �¥¬¬  1. �á«¨ ã ¬®£®ã£®«ì¨ª  P1 ¢á¥ áâ®à®ë, ªà®¬¥, ¡ëâì ¬®�¥â,®¤®© l0, ¬¥ìè¥, ç¥¬ ã P2, â® P1 ¬®�® ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬ ¯®¬¥áâ¨âì¢ãâà¨ P1.�®§ì¬¥¬   P1 ¨ P2 ¢¥àè¨ë A1 ¨ A2, ç¥à¥§ ª®â®àë¥ ¯à®å®¤ïâ ®¯®àë¥¯àï¬ë¥ á ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨,  â¨¯ à ««¥«ìë¬¨ ®à¬ «¨ ª l0, ¨ ¯¥à¥-



268 �. �. �����������¥á¥¬ P1 ¯ à ««¥«ì® â ª, çâ®¡ë ¢¥àè¨  A1 á®¢¯ «  á A2 1). Ǒ®ª �¥¬,çâ® â®£¤  P1 ®ª �¥âáï ¢ãâà¨ P2.�¥àè¨  A = A1 = A2 ¨ áâ®à®  l0 ¤¥«¨â £à ¨æã ¬®£®ã£®«ì¨ª  P1  ¤¢¥ «®¬ ë¥ AB1 ¨ AC1 (à¨á. 114). �¬ ®â¢¥ç îâ   £à ¨æ¥ ¬®£®ã£®«ì-¨ª  P2 ¤¢¥ «®¬ ë¥ AB2 ¨ AC2. �®ª �¥¬, çâ® «®¬  ï AB1 ¥ ¬®�¥â¢ëå®¤¨âì ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª  P2, ¯¥à¥á¥ª ï «®¬ ãî AB2.
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a) b)�¨á. 114 �¨á. 115Ǒãáâì l(1)1 , l
(1)2 , . . . ¨ l(2)1 , l

(2)2 , . . . |¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¥ áâ®à®ë «®¬ ëåAB1¨ AB2  ç¨ ï ®â ¢¥àè¨ë A. � ª ª ª l(1)1 6 l(2)1 ¨ â. ¤., â® ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥¯¥à¢ë© ®âà¥§®ª «®¬ ®© AB1 ¯à®å®¤¨â ¢ P2. �®¯ãáâ¨¬, çâ® «®¬  ï AB1¢ëå®¤¨â ¨§ P2, ¯¥à¥á¥ª ï AB2 ¢ â®çª¥ D (à¨á. 115,  ). Ǒãáâì íâ  â®çª  ¯à¨- ¤«¥�¨â áâ®à® ¬ l(1)h ¨ l(2)k . �â®à®ë l
(1)
i ¨ l(2)i (i = 1, 2, . . . ) ¯ à ««¥«ìë,¨ ¯¥à¥å®¤ ®â li ª li+1 á¢ï§  á ¯®¢®à®â®¬   ¥ª®â®àë© ã£®«. Ǒ®íâ®¬ã l(1)h¬®�¥â ¯¥à¥á¥çì l(2)k â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ã£®« ¥¥ ¯®¢®à®â  ¬¥ìè¥, â. ¥.¥á«¨ h < k.�¯à®¥ªâ¨àã¥¬ â¥¯¥àì «®¬ ë¥ AB1 ¨ AB2   ¯àï¬ãî a, ¯¥à¯¥¤¨ªã-«ïàãî ª áâ®à®¥ l0. � ª ª ª íâ¨ «®¬ ë¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ D, â®¯à®¥ªæ¨¨ ¨å ®âà¥§ª®¢ AD à ¢ë. �¬¥áâ¥ á â¥¬ h < k, ¨ ¯®â®¬ã ¯à®¥ª-æ¨ï ®âà¥§ª  «®¬ ®© AB1, á®áâ ¢«¥®£® ¨§ áâ®à® l(1)1 , l

(1)2 , . . . , l
(1)
k , ¡ã¤¥â1)�á«¨ â ª¨¥ ®¯®àë¥ ¯àï¬ë¥ ¯à®å®¤ïâ ¢¤®«ì áâ®à®, â® ¡¥à¥¬ «î¡ãî ¯ àã á®®â¢¥âáâ-¢¥ëå ¨å ¢¥àè¨.



��. VI: § 1. ����� � ��Ǒ����� ��������������� 269¡®«ìè¥ ¯à®¥ªæ¨¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ®âà¥§ª  «®¬ ®© AB2. � ª ª ª áâ®à®ë®¡¥¨å «®¬ ëå ¯ à ««¥«ìë, â® íâ® ¢®§¬®�® â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ áà¥¤¨ áâ®à® l(1)i ¨¬¥îâáï ¡�®«ìè¨¥, ç¥¬ l
(2)
i . � íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î«¥¬¬ë. �«¥¤®¢ â¥«ì®, «®¬  ï AB1 ¥ ¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âì AB2.�á®¡ë© á«ãç © ¨§®¡à �¥   à¨á. 115, ¡. �á¥ áâ®à®ë l(1)i ¨ l(2)i á®¢¯ ¤ îâ¢¯«®âì ¤® i = k − 1,   áâ®à®  l(1)k ¢ëå®¤¨â ¨§ P2. �â®â á«ãç © ¯à¨¢®¤¨â ªâ®¬ã �¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨î: l(1)k ®ª §ë¢ ¥âáï ¡®«ìè¥ l(2)k .� ª¨¬ ®¡à §®¬, «®¬  ï AB1 ¥ ¬®�¥â ¢ëå®¤¨âì ¨§ P2, ¯¥à¥á¥ª ï AB2.�®ç® â ª �¥, ª®¥ç®, «®¬  ï AC1 ¥ ¬®�¥â ¢ëå®¤¨âì ¨§ P2, ¯¥à¥á¥ª ï

AC2. �® áâ®à®ã B2C2 (¯ à ««¥«ìãî l0) ®¨ â ª�¥ ¥ ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âì.� ç¥,  ¯à¨¬¥à, ¯à®¥ªæ¨ï «®¬ ®© AB1   ¯àï¬ãî a ¡ë«  ¡ë ¡®«ìè¥¯à®¥ªæ¨¨ «®¬ ®© AB2, ¢®¯à¥ª¨ â®¬ã, çâ® áâ®à®ë ã AB1 ¬¥ìè¥ áâ®à®ã AB2. �â ª, «®¬ ë¥ AB1 ¨ AC1 «¥� â ¢ P2,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¢áï£à ¨æ  ¬®£®ã£®«ì¨ª  P1 «¥�¨â ¢ P2. �à ¨æë ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ P1 ¨ P2¥ ¬®£ãâ á®¢¯ ¤ âì, ¯®â®¬ã çâ® ã P1 ¨¬¥îâáï ¬¥ìè¨¥ áâ®à®ë. Ǒ®íâ®¬ã
P1 «¥�¨â ¢ãâà¨ P2, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�¥¬¬  2. Ǒãáâì ¤¢¥ ¢ë¯ãª«ë¥ «®¬ ë¥ Q1 ¨ Q2 «¥� â ¢ ã£«¥ á ¢¥à-è¨®© O, ¨¬¥îâ ª®æë   ¥£® áâ®à® å ¨ ®¡à é¥ë ¢ë¯ãª«®áâìî ª O(à¨á. 116). �®£¤ , ¥á«¨ ª ª®©-¨¡ã¤ì «ãç ¨§ O ¢áâà¥ç ¥â Q1 à ìè¥ Q2, â®ã Q1 ¥áâì áâ®à® , ¬¥ìè ï, ç¥¬ ã Q2. (�¥çì ¨¤¥â ® ¯ à ««¥«ìëå áâ®à® å,¯à¨ç¥¬ ç¨â â¥«ì ¤®«�¥ ¯®¬¨âì ãá«®¢¨¥ ® áâ®à® å ã«¥¢®© ¤«¨ë.)

O

Q1

Q2

O

Q1

a)

O

Q1

b)�¨á. 116 �¨á. 117�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¡ã¤¥¬ ¯®¤®¡® á�¨¬ âì Q2 ª â®çª¥ O. �â®à®ë«®¬ ®© Q2 ¡ã¤ãâ ¯à¨ íâ®¬ ã¬¥ìè âìáï. � â®â ¬®¬¥â, ª®£¤  Q2 ®ª �¥âáï¢ ç áâ¨ ã£« , ®£à ¨ç¥®© «®¬ ®© Q1, ® ¡ã¤¥â ¥é¥ á®¯à¨ª á âìáï á Q1,«î¡ ï áâ®à® , ¯® ª®â®à®© ª á îâáï Q1 ¨ Q2, ¡ã¤¥â ã Q2 ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬ã Q1 (à¨á. 117,  ). Ǒ®íâ®¬ã ¤® ¯®¤®¡®£® á� â¨ï íâ  áâ®à®  «®¬ ®© Q2¡ë«  ¡®«ìè¥, ç¥¬ ã Q1, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.



270 �. �. ������������®�¥â á«ãç¨âìáï, çâ® ¢ ãª § ë© ¬®¬¥âQ1 ¨Q2 á®¯à¨ª á îâáï â®«ìª®¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥ (à¨á. 117, ¡). �® â®£¤ , ª ª ®ç¥¢¨¤® ¨§ à¨áãª , ¢ íâ®©¢¥àè¨¥ áå®¤ïâáï â ª¨¥ áâ®à®ë «®¬ ®© Q2, ª®â®àë¬ ¥â ¯ à ««¥«ìëåã Q1, â. ¥. íâ¨¬ áâ®à® ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ   Q1 áâ®à®ë ã«¥¢®© ¤«¨ë.�«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ¨ áâ®à®ë ã Q2 ¡®«ìè¥ ¯ à ««¥«ìëå ¨¬ áâ®à® ã Q1.3. �«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¡ã¤¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨á¯®«ì§®¢   ¯à¨ ãáâ ®¢-«¥¨¨ ãá«®¢¨© à ¢¥áâ¢  ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ § 3 ¨ 4.�¥¬¬  3. �á«¨ ¤¢  ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ®¤¨ ¢¤àã£®¬ ¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á , â® à §®áâ¨ ¤«¨ ¨å ¯ à ««¥«ìëåáâ®à® ¬¥ïîâ § ª ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å à § ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ «î¡®£® ¨§ íâ¨å¬®£®ã£®«ì¨ª®¢.Ǒãáâì  è¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¡ã¤ãâ P1 ¨ P2 (à¨á. 118). �â¥á¥¬ áâ®à®¥¬®£®ã£®«ì¨ª  P1 § ª ¯«îá, ¥á«¨ ®  ¡®«ìè¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© áâ®à®ë¬®£®ã£®«ì¨ª  P2, ¨ ¬¨ãá | ¢ ®¡à â®¬ á«ãç ¥ (¯®¬ï ãá«®¢¨¥ ® áâ®à® åã«¥¢®© ¤«¨ë),   ¢ á«ãç ¥ à ¢¥áâ¢  ®¡¥¨å áâ®à® ®áâ ¢¨¬ áâ®à®ã P1¥®â¬¥ç¥®©. �â®à® ¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª  P2 á®¯®áâ ¢¨¬ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥§ ª¨. �ã�® ¤®ª § âì, çâ® ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ P1 (¨«¨ P2) ¡ã¤¥â ¥ ¬¥¥¥ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª .
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�¨á. 118 �¨á. 119�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¥â ¢®¢á¥. �®£¤ , áª �¥¬, ¢á¥ áâ®à®ë¬®£®ã£®«ì¨ª  P1 ¬¥ìè¥ ¨«¨ à ¢ë áâ®à® ¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª  P2 2) ¨ ¯®«¥¬¬¥ 1 P1 ¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ P2. �â®, ®¤ ª®, ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î,  2)Ǒ®¬¨¬, çâ® áà ¢¨¢ îâáï â®«ìª® áâ®à®ë á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨¨ çâ® ¬ë áç¨â ¥¬ áâ®à®ë l1, . . . , ln ¬¥ìè¥ áâ®à® l′1, . . . , l′n, ¥á«¨ l1 6 l′1, . . . , ln 6 l′n ¨å®âï ¡ë ¤«ï ®¤®© ¯ àë li < l′i.



��. VI: § 1. ����� � ��Ǒ����� ��������������� 271¯®â®¬ã ¯¥à¥¬¥ë § ª  ¤®«�ë ¡ëâì. � ª ª ª ç¨á«® ¨å, ®ç¥¢¨¤®, ç¥â®¥,â® ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì, çâ® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì â®«ìª® ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ § ª .�®¯ãáâ¨¬, ®¤ ª®, çâ® ¨¬¥¥âáï â®«ìª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª . �®£¤  £à ¨-æë ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ P1 ¨ P2 à §¡¨¢ îâáï ª �¤ ï   ¤¢¥ «®¬ ë¥ P ′1, P ′′1 ¨
P ′2, P ′′2 : ã P ′1 áâ®à®ë ¬¥ìè¥, ç¥¬ ã P ′2,   ã P ′′1 áâ®à®ë ¡®«ìè¥, ç¥¬ ã P ′′2 ,â. ¥. áâ®à® ¬ P ′1 ®â¥á¥ë ¬¨ãáë,   áâ®à® ¬ P ′′1 | ¯«îáë (à¨á. 119).�ã¬¬  ã£«®¢ ¬¥�¤ã ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ª á¬¥�ë¬ áâ®à® ¬ ¢ë¯ãª-«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  à ¢  360o. �®£¤  P1 à §¡¨¢ ¥âáï   ¤¢¥ «®¬ ë¥ P ′1¨ P ′′1 , â® ¨áª«îç îâáï ã£«ë ¬¥�¤ã ®à¬ «ï¬¨ ª áâ®à® ¬, á¬¥�ë¬ ã íâ¨å«®¬ ëå. Ǒ®íâ®¬ã ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤«ï ®¤®© ¨§ «®¬ ëå P ′1 ¨ P ′′1 áã¬¬ ã£«®¢ ¬¥�¤ã ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ¬¥ìè¥ 180o. �®¯ãáâ¨¬, çâ® íâ® ¨¬¥¥â¬¥áâ® ¤«ï P ′′1 ,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¤«ï P ′′2 , â ª ª ª ¨å áâ®à®ë ¨¬¥îâ ¯ -à ««¥«ìë¥ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨. � â ª®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¯à®¢¥áâ¨ ¤¢¥ ®¯®àë¥¯àï¬ë¥ ª P ′′1 , â® P ′′1 ¡ã¤¥â ®¡à é¥  ¢ë¯ãª«®áâìî ª ¢¥àè¨¥ ã£« , ®¡à §®-¢ ®£® íâ¨¬¨ ¯àï¬ë¬¨ (à¨á. 119).�á«¨ ¡ë áã¬¬  ã£«®¢ ¬¥�¤ã ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ª áâ®à® ¬ «®¬ ®©
P ′′1 ¡ë«  ¡®«ìè¥ 180o, â® ®  ¡ë«  ¡ë ¬¥ìè¥ 180o ¤«ï P ′1. �®£¤ , ¯¥à¥¬¥¨¢®¡®§ ç¥¨ï ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¡ë ¢á¥-â ª¨, çâ® áã¬¬  ã£«®¢¬¥�¤ã ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ã P ′′1 ¬¥ìè¥ 180o. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®�®áç¨â âì, çâ® íâ  áã¬¬  ã£«®¢ ¬¥ìè¥ 180o ¨¬¥® ã P ′′1 . � ¬ ¢ �® §¤¥áì,çâ® áâ®à®ë ã P ′′1 ¡®«ìè¥, ç¥¬ ã P ′′2 .�â®à®ë ã P ′1 ¬¥ìè¥, ç¥¬ ã P ′2. �®¥¤¨¨¢ ¯àï¬®«¨¥©ë¬ ®âà¥§ª®¬ ª®-æë «®¬ ®© P ′1 ¨ â®ç® â ª �¥ ª®æë «®¬ ®© P ′2, ¯®«ãç¨¬ ¤¢  ¢ë¯ãª«ëå¬®£®ã£®«ì¨ª . Ǒ® «¥¬¬¥ 1 ¯¥à¢ë© ¨§ ¨å ¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì ¢® ¢â®à®¬.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®�® â ª ¯ à ««¥«ì® ¯¥à¥¥áâ¨ P1, çâ® «®¬  ï P ′1 ®ª -�¥âáï ¢ãâà¨ P2. �®£¤  «®¬  ï P ′′1 ¤®«�  ¡ã¤¥â ¢ëáâã¯ âì ¨§ P2, â ª ª ª¯® ãá«®¢¨î P1 ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ¢ P2. �¥¯¥àì   P ′′1  ©¤¥âáï â®çª  A, ç¥à¥§ª®â®àãî ¯à®å®¤¨â ®¯®à ï ¯àï¬ ï a ª P1, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé ï P2 3). Ǒ¥à¥¬¥-é ï íâã â®çªã ¯® P ′′1 á ç «  ¢ ®¤ã,   ¯®â®¬ ¢ ¤àã£ãî áâ®à®ã ¨ ¢à é ï¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ®¯®àãî ¯àï¬ãî, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¤¢¥ ¯àï¬ë¥ b ¨ c, ®¯®àë¥ ª ª¤«ï P1, â ª ¨ ¤«ï P2 (à¨á. 120). �â¨ ¯àï¬ë¥ ª á îâáï P1 ¢ ¢¥àè¨ å B1, C1,¯à¨ ¤«¥� é¨å P ′′1 , ¯®â®¬ã çâ® P ′1 «¥�¨â ¢ãâà¨ P2. � â ª ª ª áâ®à®ë,  â¥¬ á ¬ë¬ ¨ ®¯®àë¥ ¯àï¬ë¥ ª P ′′1 ¨ P ′′2 á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯ à ««¥«ìë, â® b¨ c ª á îâáï P2 ¢ ¢¥àè¨ å B2, C2, ¯à¨ ¤«¥� é¨å P ′2.�â ª, ¬ë ¨¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¯®«®�¥¨¥: «®¬ ë¥ B1C1 ¨ B2C2, ï¢«ïîé¨-¥áï ç áâï¬¨ «®¬ ëå P ′′1 ¨ P ′′2 , «¥� â ª®æ ¬¨   ¯àï¬ëå b ¨ c, ®¡à §ãîé¨åã£®« á ¢¥àè¨®© O. �¡¥ «®¬ ë¥ ®¡à é¥ë ¢ë¯ãª«®áâìî ª O, â ª ª ª áã¬-¬ë ã£«®¢ ¬¥�¤ã ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ª P ′′1 ,   â ª�¥ ª P ′′2 ¬¥ìè¥ 180o,3)� ª ª ª P1 ¢ëáâã¯ ¥â ¨§ P2, â®  ©¤¥âáï ¯àï¬ ï d, ®¯®à ï ª P2 ¨ ¯¥à¥á¥ª îé ï
P1. Ǒà®¢¥¤¥¬ ¯àï¬ãî a, ®¯®àãî ª P1, ¯ à ««¥«ìãî d ¨ «¥� éãî ¯® âã áâ®à®ã ®â d,¯® ª®â®àãî ¥ «¥�¨â P2. �â  ¯àï¬ ï a ¨ ¡ã¤¥â â ª ï, ª ª ï  ¬ ã� .



272 �. �. �����������¨ ¯®â®¬ã ã£®« ¯®¢®à®â  ®¯®à®© ¯àï¬®© a ®â ¯®«®�¥¨ï b ¤® ¯®«®�¥¨ï c¬¥ìè¥ 180o.�  «®¬ ®© B1C1 ¥áâì â®çª  A, ç¥à¥§ ª®â®àãî ¯à®å®¤¨â ®¯®à ï ¯àï-¬ ï a, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé ï P2. Ǒ®íâ®¬ã «ãç, ¨¤ãé¨© ¨§ O ¢ â®çªã A, ¢áâà¥ç ¥â
c b
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P1′

P1″

�¨á. 120

B1C1 à ìè¥, ç¥¬ B2C2.Ǒà¨¬¥ïï â¥¯¥àì «¥¬¬ã 2, § ª«îç ¥¬, çâ®ã «®¬ ®© B1C1 ¨¬¥îâáï áâ®à®ë, ¬¥ìè¨¥,ç¥¬ ã B2C2. � ç¨â, ã P ′′1 ¨¬¥îâáï áâ®à®ë,¬¥ìè¨¥, ç¥¬ ã P ′′2 . �â®, ®¤ ª®, ¯à®â¨¢®à¥-ç¨â ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ® â®¬, çâ® áâ®à®ë «®¬ -®© P ′′1 ¡®«ìè¥ áâ®à® «®¬ ®© P ′′2 . �«¥¤®-¢ â¥«ì®, ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ ® â®¬, çâ®   ¬®-£®ã£®«ì¨ª¥ P1 ¨¬¥îâáï â®«ìª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë§ ª , ¥¢®§¬®�®, ¨ «¥¬¬  ¤®ª §  .4. �«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¯® ¤®¡¨âáï  ¬ ¢
§ 4 ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®-£à ¨ª®¢.�¥¬¬  4. Ǒãáâì ¤¢¥ ¢ë¯ãª«ë¥ «®¬ ë¥¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ª®æë ¨ ¯ãáâì ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ª ¨å áâ®à® ¬  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤ã ¯®«ã¯«®á-ª®áâì 4) (à¨á. 121). �®£¤ , ¥á«¨ íâ¨ «®¬ ë¥¥ á®¢¯ ¤ îâ, â® ¯à¨ ¯à®å®�¤¥¨¨ ®â ®¤®-£® ª®æ  «®¬ ëå ª ¤àã£®¬ã à §®áâ¨ ¤«¨¨å ¯ à ««¥«ìëå áâ®à® ¬¥ïîâ § ª ¥ ¬¥-¥¥ ¤¢ãå à §, ªà®¬¥ ®¤®£® ¨áª«îç¨â¥«ì®£®á«ãç ï, ª®£¤  ªà ©¨¥ áâ®à®ë ¯ à ««¥«ìë,  ¯à®ç¨¥ áâ®à®ë «®¬ ëå á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë (à¨á. 121, ¢).(�¤¥áì, ª ª ¨ à ìè¥, ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï ãá«®¢¨¥: ¥á«¨   ®¤®© «®¬ ®©¥â áâ®à®ë, ¯ à ««¥«ì®© áâ®à®¥ ¤àã£®© «®¬ ®©, â® áç¨â ¥âáï, çâ® ® ¥áâì, ® ¨¬¥¥â ¤«¨ã ã«ì; ¯ à ««¥«ìë¬¨   ¤¢ãå «®¬ ëå áç¨â îâáïáâ®à®ë á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨.)� áá¬®âà¨¬ ¤¢¥ ¥á®¢¯ ¤ îé¨¥ «®¬ ë¥ L1, L2, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®-¢¨ï¬ «¥¬¬ë. Ǒà®¢¥¤ï ®âà¥§®ª AB, á®¥¤¨ïîé¨© ¨å ª®æë, ¯®«ãç¨¬ ¤¢ ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª  P1, P2 á ®¡é¥© áâ®à®®© AB. Ǒ®áª®«ìªã «®¬ -ë¥ L1, L2 ¥ á®¢¯ ¤ îâ, ¤«ï íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨¬¥îâáï â®«ìª® ¤¢¥¢®§¬®�®áâ¨:1) ¨ ®¤¨ ¨§ ¨å ¥ ¯®¬¥é ¥âáï ¢ ¤àã£®¬ (à¨á. 121,  );2) ®¤¨ ¨§ ¨å ¯®¬¥é ¥âáï ¢ãâà¨ ¤àã£®£® (à¨á. 121, ¡, ¢).4)Ǒ®«ã¯«®áª®áâì á®¤¥à�¨â ®£à ¨ç¨¢ îéãî ¯àï¬ãî. �®¬ ë¥ ¬®£ãâ ¨¬¥âì áâ®à®ëá  â¨¯ à ««¥«ìë¬¨ ®à¬ «ï¬¨,  ¯à ¢«¥ë¬¨ ª ª à § ¢¤®«ì íâ®© ¯àï¬®©.



��. VI: § 1. ����� � ��Ǒ����� ��������������� 273� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥, ª ª ®ç¥¢¨¤®, ¨ª ª®© ¯ à ««¥«ìë© ¯¥à¥®á ¥ ¯®§-¢®«¨â ¯®¬¥áâ¨âì ®¤¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¢ãâà¨ ¤àã£®£®. Ǒ®íâ®¬ã á®£« á®«¥¬¬¥ 3 à §®áâ¨ ¤«¨ áâ®à® íâ¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¬¥ïîâ § ª ¥ ¬¥-¥¥ ç¥âëà¥å à §. �â®à®  AB ã ¨å ®¡é ï ¨ ¥© ¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨ª ª®©§ ª. Ǒ®íâ®¬ã, ¨áª«îç¨¢ ¥¥, ¬ë ¨áª«îç¨¬ á ¬®¥ ¡®«ìè¥¥ ®¤ã ¯¥à¥¬¥ã§ ª , ¬®£ãéãî ¨¬¥âì ¬¥áâ® ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ç¥à¥§ íâã áâ®à®ã. �áâ ¥âáï¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ âà¨ ¯¥à¥¬¥ë § ª , ®â®áïé¨¥áï ã�¥ ª á ¬¨¬ ¤ ë¬«®¬ ë¬.
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�¨á. 121�®¯ãáâ¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ®¤¨ ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, áª �¥¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª,®£à ¨ç¥ë© «®¬ ®© L2, ¯®¬¥é ¥âáï ¢ãâà¨ ¤àã£®£® | P1. �®£¤ , ¨¤ï¯® «®¬ ®© L2  ç¨ ï á ¥¥ ª®æ  A, ¬ë  ©¤¥¬ â ªãî ¥¥ â®çªã A′, £¤¥®  ¢å®¤¨â ¢ãâàì ¬®£®ã£®«ì¨ª  P1 (à¨á. 121, ¢). �¥ ¨áª«îç¥®, ª®¥ç-®, çâ® íâ® ¯à®¨áå®¤¨â ¢ á ¬®© â®çª¥ A, â ª çâ® A′ = A (à¨á. 121, ¡). � «®¬ ®© L1 â®çª  A′ «¨¡® «¥�¨â ¢ãâà¨ ¥ª®â®à®© áâ®à®ë l1, «¨¡® ï¢-«ï¥âáï  ç «®¬ ¥ª®â®à®© áâ®à®ë l1. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ïáâ®à®  l2 «®¬ ®© L2 ª®à®ç¥ l1. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥   «®¬ ®© L2 ¢®¢á¥¥â áâ®à®ë, ¯ à ««¥«ì®© l1; ® â®£¤  ¬ë áç¨â ¥¬, çâ® ®  ¥áâì, ® ¨¬¥¥âã«¥¢ãî ¤«¨ã. �«¥¤®¢ â¥«ì®, â ª ¨«¨ ¨ ç¥ l1 > l2.Ǒà®å®¤ï «®¬ ãî L2  ç¨ ï á ¤àã£®£® ¥¥ ª®æ  B, ¬ë â®ç® â ª �¥  ©-¤¥¬ â®çªã B′ ¨ ¯ àã ¯ à ««¥«ìëå áâ®à®, ¨§ ª®â®àëå áâ®à®  «®¬ ®© L1¡®«ìè¥ áâ®à®ë «®¬ ®© L2: l′1 > l′2.�«¥¤®¢ â¥«ì®, á ®¡®¨å ª®æ®¢ «®¬ ®© L2 ¬ë ¯à¥�¤¥ ¢á¥£® ¯®¤å®¤¨¬ ªáâ®à® ¬, ®â¬¥ç¥ë¬   ¥© § ª®¬ ¬¨ãá, á®£« á® § ªã à §®áâ¨ l2− l1¨ l′2 − l′1. �â®à®ë l1, l′1 (  § ç¨â, ¨ l2, l′2) à §«¨çë; ¨ ç¥ â®çª¨ A′, B′¯à¨ ¤«¥� «¨ ¡ë ®¤®© áâ®à®¥, ¨ «®¬  ï L2 ¨ª ª ¥ ¬®£«  ¡ë § å®-¤¨âì ¢ãâàì ¬®£®ã£®«ì¨ª  P1 ¢ ®¡¥¨å íâ¨å â®çª å, ¡ã¤ãç¨ ¢¬¥áâ¥ á â¥¬¢ë¯ãª«®©.�¥¯¥àì ¡ã¤¥¬ à §«¨ç âì ¤¢  á«ãç ï:1) áâ®à®ë l1, l′1,   § ç¨â, ¨ l2, l′2 ¥ ¯ à ««¥«ìë;



274 �. �. �����������2) íâ¨ áâ®à®ë ¯ à ««¥«ìë, â. ¥. ¨å ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨  â¨¯ à ««¥«ìë.� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯à®¤®«� ¥¬ áâ®à®ë l1, l′1 ¤® ¨å ¯¥à¥á¥ç¥¨ï (à¨á. 122).�®£¤  ®âà¥§ª¨ ⌢
A′B′  è¨å «®¬ ëå L1, L2 ®ª �ãâáï «¥� é¨¬¨ ¢ ã£«¥ á¢¥àè¨®© O, ¯à¨ç¥¬ «®¬  ï L1 ¡ã¤¥â ¯à®å®¤¨âì ¡«¨�¥ ª ¢¥àè¨¥ O, ç¥¬
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B′
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L2

L1

A′

l1′

�¨á. 122

«®¬  ï L2. � â ª®¬ á«ãç ¥, á®£« á® «¥¬¬¥ 2,  ®âà¥§ª¥ ⌢
A′B′ «®¬ ®© L2 ¨¬¥îâáï áâ®à®ë¡®«¥¥ ¤«¨ë¥, ç¥¬ ¯ à ««¥«ìë¥ ¨¬ áâ®à®ë  L1. �â¨¬ áâ®à® ¬   L2, o£« á®  è¥¬ã¯à ¢¨«ã, ®â®á¨âáï § ª ¯«îá. �â ª, ®ª §ë¢ -¥âáï, çâ®   «®¬ ®© L2 ¬¥�¤ã ªà ©¨¬¨ áâ®-à® ¬¨ l2, l′2, ®â¬¥ç¥ë¬¨ ¬¨ãá ¬¨, ¨¬¥¥â-áï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤  áâ®à® , ®â¬¥ç¥ ï¯«îá®¬, çâ® ¤ ¥â ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ § ª .�¥¯¥àì ®áâ ¥âáï à áá¬®âà¥âì â®â á«ãç ©, ª®-£¤  áâ®à®ë l1, l′1,   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬¨ ¨ l2, l′2¯ à ««¥«ìë. �®£¤ , â ª ª ª ¢¥è¨¥ ®à¬ -«¨ ª áâ®à® ¬  è¨å «®¬ ëå ¨¤ãâ ¯® ãá«®-¢¨î ¢ ®¤ã ¯®«ã¯«®áª®áâì, â® áâ®à®ë l1, l′1(l2, l′2) ï¢«ïîâáï ªà ©¨¬¨ áâ®à® ¬¨ «®¬ -®© L1 (L2). �â®à®ë l1, l2 ¨áå®¤ïâ ¨§ ®¡é¥©â®çª¨ A, ® â ª ª ª l1 > l2, â® l2 á®áâ ¢«ï¥â «¨èì ç áâì l1. � «®£¨ç®¥¯®«®�¥¨¥ ¨¬¥¥¬ ¤«ï áâ®à® l′1, l′2.Ǒà¨¡ ¢¨¬ ª áâ®à® ¬ l2, l′2 ¬¥ìèãî ¨§ à §®áâ¥© l1 − l2, l′1 − l′2. �®£¤ «®¬  ï L2 § ¬¥¨âáï ®¢®© L2, ã ª®â®à®© å®âï ¡ë ®¤  ªà ©ïï áâ®à® á®¢¯ ¤ ¥â á ªà ©¥© áâ®à®®© «®¬ ®© L1. �¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ à §®áâ¥©áâ®à® «®¬ ëå L1, L2 ¯à¨ íâ®¬, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ã¢¥«¨ç¨âáï. Ǒ®á«¥ íâ®£®®áâ îâáï ¤¢¥ ¢®§¬®�®áâ¨:1) «®¬ ë¥ L1, L2 á®¢¯ ¤ãâ,   íâ® ¨ ¡ã¤¥â â®â ¨áª«îç¨â¥«ìë© á«ãç ©,ª®â®àë© ®£®¢®à¥ ¢ «¥¬¬¥;2) «®¬ ë¥ L1, L2 ¥ á®¢¯ ¤ãâ. �® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥, ¨áª«îç ï ¨å á®¢-¯ ¢è¨¥ ªà ©¨¥ áâ®à®ë, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¤¢¥ «®¬ ë¥, ã ª®â®àëå ªà ©¨¥áâ®à®ë ¥ ¯ à ««¥«ìë. � â®£¤  ¬®�® ¯à¨¬¥¨âì ¢á¥ ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ à á-áã�¤¥¨ï, â ª çâ® ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¤«ï «®¬ ëå L1, L2 ®ª §ë¢ ¥âáï¥ ¬¥ìè¥ ¤¢ãå 5). � â ª ª ª ¤«ï «®¬ ëå L1, L2 ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¥¬¥ìè¥, ç¥¬ ¤«ï L1, L2, â® ®® â¥¬ ¡®«¥¥ ¥ ¬¥ìè¥ ¤¢ãå. � ª¨¬ ®¡à §®¬,«¥¬¬  ¤®ª §  .5)�«ï ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ®£à ¨ç¥ëå «®¬ ë¬¨ L1, L2 ¨ ®âà¥§ª®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ ¨åª®æë, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ â¥ �¥ ¤¢  á«ãç ï, çâ® ¨ ¢ëè¥: 1) ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¥ ã¬¥é îâáï®¤¨ ¢ ¤àã£®¬, 2) ®¤¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª «¥�¨â ¢ãâà¨ ¤àã£®£®.



��. VI: § 1. ����� � ��Ǒ����� ��������������� 275�â®© «¥¬¬¥ ¬ë ¯à¨¤ ¤¨¬ ¥é¥ ¤àã£ãî ä®à¬ã«¨à®¢ªã, ª ª à § âã, ¢ ª®-â®à®© ®  ¡ã¤¥â ¯à¨¬¥¥  ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨-ª®¢. �¤¥áì à¥çì ¡ã¤¥â ¨¤â¨ ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª å á  «¥£ îé¨¬¨¡¥áª®¥çë¬¨ áâ®à® ¬¨. Ǒà¨ íâ®¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ®¤ã ¡¥áª®¥çãîáâ®à®ã ª®à®ç¥ ¤àã£®©, ¥á«¨ ®  ï¢«ï¥âáï â®«ìª® ¥¥ ç áâìî (à¨á. 123). �
+

+ +

_

+

_

_

_�¨á. 123

á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ª à §®áâ¨¡¥áª®¥çëå áâ®à®.�¥¬¬  4 . Ǒãáâì ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª-«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë á®®â-¢¥âáâ¢¥®  «¥£ îâ ¤àã£   ¤àã£  â ª, çâ® ¢¤ «¥ª¨å ç áâïå ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¯®«®áâìî  -«¥£ îâ ®¤¨   ¤àã£®© (à¨á. 123). �®£¤ , ¥á«¨íâ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ¥ á®¢¯ ¤ îâ, â® à §®áâ¨¨å ¯ à ««¥«ìëå áâ®à® ¬¥ïîâ § ª ¥ ¬¥¥¥¤¢ãå à §, ªà®¬¥ ®¤®£® ¨áª«îç¨â¥«ì®£® á«ãç ï,ª®£¤  ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë ¯ à ««¥«ìë,   ¯à®-ç¨¥ áâ®à®ë á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë; ¢ íâ®¬ á«ã-ç ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ á®¢¬¥é îâáï ¯ à ««¥«ìë¬¯¥à¥®á®¬ ¢¤®«ì ¡¥áª®¥çëå áâ®à®.�â®¡ë á¢¥áâ¨ íâã «¥¬¬ã ª ¯à¥¤ë¤ãé¥©, ¤®áâ â®ç® ¢§ïâì   ¡¥áª®¥çëåáâ®à® å ª ª¨¥-¨¡ã¤ì â®çª¨ A, B ¨ ¯à¨ïâì ¨å §  ª®æë «®¬ ëå L1, L2.(�¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ®, ¨ ®¡à â®, «¥¬¬  4 á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 4 : áâ®¨â«¨èì ¯à®¤®«�¨âì ¤® ¡¥áª®¥ç®áâ¨ ªà ©¨¥ áâ®à®ë «®¬ ëå L1, L2.� ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¥á«¨ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë ®¤®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¥¯ à ««¥«ìë ¤àã£ ¤àã£ã, ® ¯ à ««¥«ìë ¡¥áª®¥çë¬ áâ®à® ¬ ¤àã£®£®,â® ¨å ¢á¥£¤  ¬®�®  «®�¨âì ¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á . �á«¨ �¥ ¡¥á-ª®¥çë¥ áâ®à®ë ¯ à ««¥«ìë, â® ¤«ï ¢®§¬®�®áâ¨ ¨å  «®�¥¨ï ã�®,çâ®¡ë à ááâ®ï¨ï ¬¥�¤ã ¨¬¨ ¡ë«¨ à ¢ë ¢ ®¡®¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª å. �®®â-¢¥âáâ¢¥® á íâ¨¬ ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì «¥¬¬ã 4 , âà¥¡ãï, çâ®¡ë áâ®à®ë¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¥  «¥£ «¨,   â®«ìª® ¤®¯ãáª «¨  «®�¥¨¥ ¯ãâ¥¬ ¯ à «-«¥«ì®£® ¯¥à¥®á .)5. � ¬¥ç ¨¥. �¥¬¬  3 ¢¬¥áâ¥ á ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ «¥£ª® ®¡®¡é ¥âáï  ¯à®¨§¢®«ìë¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ªà¨¢ë¥. Ǒãáâì P | § ¬ªãâ ï ¢ë-¯ãª« ï ªà¨¢ ï ¨ l(ϕ) | ¤«¨  ¤ã£¨ ªà¨¢®© P , á®áâ®ïé¥© ¨§ â®ç¥ª, ç¥à¥§ª®â®àë¥ ¯à®å®¤ïâ ®¯®àë¥ ¯àï¬ë¥ á ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨,  ¯à ¢«¥ë¬¨¢ ¤ã£ã ϕ ¥¤¨¨ç®© ®ªàã�®áâ¨ E, ¥á«¨ ¨å ®â«®�¨âì ¨§ æ¥âà  ¯®á«¥¤¥©.
l(ϕ) ¥áâì äãªæ¨ï ¤ã£¨   E. �¥®à¥¬ , ®¡®¡é îé ï «¥¬¬ã 3, £« á¨â:�á«¨ ¤¢¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ªà¨¢ë¥ P1 ¨ P2 ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®¬¥é¥ë®¤  ¢ãâà¨ ¤àã£®© ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¯¥à¥®á ¬¨, â® ¥¤¨¨çãî ®ªàã�®áâì¬®�® à §¡¨âì ¬¨¨¬ã¬   ç¥âëà¥ â ª¨¥ ¤ã£¨ ϕk, çâ® l1(ϕk)−l2(ϕk) ¬¥ï¥â§ ª ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â ®¤®© ¤ã£¨ ª á®á¥¤¥©.



276 �. �. ������������ á«ãç ¥ ¤¢ �¤ë ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ªà¨¢ëå l(ϕ) ¥áâì ¨â¥£à « ®â à -¤¨ãá  ªà¨¢¨§ë ¯® dϕ. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ ãª § ®© â¥®à¥¬ë áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§-¢¥áâ ï ýâ¥®à¥¬  ® ç¥âëà¥å ¢¥àè¨ å ®¢ « þ:   ¢áïª®¬ ®¢ «¥ (â. ¥.  § ¬ªãâ®© ¤¢ �¤ë ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®© ¢ë¯ãª«®© ªà¨¢®©) ¨¬¥-îâáï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤¢  ¬ ªá¨¬ã¬  ¨ ¤¢  ¬¨¨¬ã¬  ªà¨¢¨§ë. �«ï ¤®-ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç® §  P1 ¢§ïâì ®¢ «,   §  P2 | ®ªàã�®áâì â®© �¥¤«¨ë 6).� «®£¨ç® «¥¬¬¥ 3 ¬®�® ¤®ª § âì â¥®à¥¬ã ® 2n ¢¥àè¨ å ®¢ « : ¥á-«¨ ®¢ « P ¯¥à¥á¥ª ¥âáï ®ªàã�®áâìî ¢ 2n â®çª å, â®   ¥¬ ¨¬¥¥âáï 2ný¢¥àè¨þ, â. ¥. 2n â®ç¥ª, £¤¥ ªà¨¢¨§  ¨¬¥¥â íªáâà¥¬ã¬.�®ç® â ª �¥, ¯®«ì§ãïáì äãªæ¨¥© l(ϕ), ¬®�® ¯®«ãç¨âì â¥®à¥¬ë ® ¢ë-¯ãª«ëå ªà¨¢ëå, ¢¯®«¥   «®£¨çë¥ ®áâ «ìë¬ ¤®ª § ë¬ ¢ëè¥ «¥¬¬ ¬.�«ï ¡¥áª®¥çëå ªà¨¢ëå (¢   «®£¥ «¥¬¬ë 4 ) ¥â  ¤®¡®áâ¨ âà¥¡®¢ âìá®¢¯ ¤¥¨ï ¨å ¡¥áª®¥çëå ¤ã£. �®«¥¥ á« ¡®¥ ¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ ¬ë¯à¥¤®áâ ¢¨¬  ©â¨ ç¨â â¥«î.
§ 2. � «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢1. �ë¡¥à¥¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥  ç «® ª®®à¤¨ â O ¨ ¡ã¤¥¬ ®¯à¥¤¥«ïâì ¯®-«®�¥¨¥ «î¡®© â®çª¨ X ¢¥ªâ®à®¬ x = −−→OX, ¯à®¢¥¤¥ë¬ ¢ ¥¥ ¨§  ç «  O.�î¡®¥ ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ªM § ¤ ¥âáï ª ª ¬®�¥áâ¢® ª®æ®¢ ¢¥ªâ®à®¢ x == −−→OX, ¨¤ãé¨å ¨§ O ¢ ¥£® â®çª¨ X. �á«¨ ª® ¢á¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ x ¯à¨¡ ¢¨âì®¤¨ ¨ â®â �¥ ¢¥ªâ®à a, â® ¬®�¥áâ¢®M ¯à¥â¥à¯¨â ¯¥à¥®á   íâ®â ¢¥ªâ®à.�á«¨ ¢á¥ ¢¥ªâ®àë x ã¬®�¨âì   ®¤® ¨ â® �¥ ¯®«®�¨â¥«ì®¥ ç¨á«® λ, â®®¨ ã¤«¨ïâáï ¢ λ à §. � à¥§ã«ìâ â¥ ¬®�¥áâ¢®M ¯®¤¢¥à£¥âáï ¯®¤®¡®¬ã¯à¥®¡à §®¢ ¨î á ª®íää¨æ¨¥â®¬ ¯®¤®¡¨ï λ ¨ á æ¥âà®¬ ¯®¤®¡¨ï O. �®¢®¥¬®�¥áâ¢® ¬ë ®¡®§ ç¨¬ λM .Ǒãáâì â¥¯¥àìM1, M2 | ¤¢  ª ª¨å-«¨¡® ¬®�¥áâ¢  â®ç¥ª,   λ1, λ2 | ¤¢ «î¡ëå ¤ ëå ¯®«®�¨â¥«ìëå ç¨á« . �ã¤¥¬ ¯à®¢®¤¨âì ¢¥ªâ®àë x1, x2 ¨§ ç «  ¢ â®çª¨ ¬®�¥áâ¢ M1, M2 ¨ ®¡à §®¢ë¢ âì ª �¤ë© à § ¢¥ªâ®à

x = λ1x1 + λ2x2.�®£¤  ª®æë ¢¥ªâ®à®¢ x1, x2 ¡ã¤ãâ ¯à®¡¥£ âì ¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£ ¬®�¥áâ¢  M1, M2, â® ª®¥æ ¢¥ªâ®à  x ¡ã¤¥â § ç¥àç¨¢ âì ¥ª®â®à®¥ ¬®-�¥áâ¢® â®ç¥ª M . �â® ¬®�¥áâ¢®  §ë¢ ¥âáï «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¥© ¬®-�¥áâ¢ M1, M2 á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ λ1, λ2 ¨ ®¡®§ ç ¥âáï
M = λ1M1 + λ2M2.6)�¬. ª¨£ã �. �«ïèª¥ [245, § 12℄. � ¬ �¥ ãª §   «¨â¥à âãà  ®¡ íâ®© â¥®à¥¬¥, § ¨-¬ ¢è¥© ¢ á¢®¥ ¢à¥¬ï ¬®£¨å £¥®¬¥âà®¢.



��. VI: § 2. �������� ���������� �������������� 277�á®¡¥® ¯à®áâ®© á«ãç © ¯®«ãç ¥âáï, ¥á«¨ λ1 + λ2 = 1. �®£¤ , ª ª ¨§-¢¥áâ® ¨§   «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨, ª®¥æ ¢¥ªâ®à  x = λ1x1 + λ2x2 == (1 − λ2)x1 + λ2x2 ¤¥«¨â ®âà¥§®ª ¬¥�¤ã ª®æ ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ x1, x2 ¢ ®â-®è¥¨¨ λ2 : (1 − λ2). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®�¥áâ¢® ®¡à §ã¥âáï â®çª ¬¨, ¤¥-«ïé¨¬¨ ¢ ¤ ®¬ ®â®è¥¨¨ λ : (1 − λ) ®âà¥§ª¨, ª®æë ª®â®àëå «¥� â¢ ¬®�¥áâ¢ å M1, M2. � ç áâ®áâ¨, ¯à¨ λ = 1/2 ¯®«ãç ¥¬ ý¯®«ãáã¬¬ãþ¬®�¥áâ¢ M1, M2; ®  ®¡à §ã¥âáï á¥à¥¤¨ ¬¨ ®âà¥§ª®¢, ª®æë ª®â®àëå «¥-� â ¢ M1 ¨ M2 (á¬. ¨�¥ à¨á. 125).� á«¥¤ãîé¨å ¯ à £à ä å íâ®© £« ¢ë  ¬ ¯® ¤®¡ïâáï â®«ìª® ý¯®«ãáã¬-¬ëþ ¢ë¯ãª«ëå (â¥«¥áëå) ¬®£®£à ¨ª®¢; ª ª ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, â ª ï ¯®-«ãáã¬¬  á ¬  ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª. �¡é¨¥ «¨¥©ë¥ ª®¬¡¨ æ¨¨¡ã¤ãâ ¯à¨¬¥ïâìáï ¢ § 3 £« ¢ë VIII. �¨¥©ë¥ ª®¬¡¨ æ¨¨ «î¡ëå ¢ë¯ãª-«ëå â¥« ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥ë ¢ à áá¬®âà¥¨¥ ¨ ¨áá«¥¤®¢ ë �. �àã®¬ ¨ �. �¨-ª®¢áª¨¬ ®ª®«® ¯ïâ¨¤¥áïâ¨ «¥â  § ¤; ãç¥¨¥ ® ¨å ¢ëà®á«® ¢ ®¡è¨àãîâ¥®à¨î. �á®¢ë¥ ¥¥ í«¥¬¥âë á®áâ ¢«ïîâ á®¤¥à� ¨¥ ¤ ®£® ¯ à £à ä ¨ § 3 £« ¢ë VIII.�®¢¥àè¥®   «®£¨ç® «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¤¢ãå ¬®�¥áâ¢ ¬®�® ®¯à¥-¤¥«¨âì «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î «î¡®£® ç¨á«  ¬®�¥áâ¢Mi á ª®íää¨æ¨¥â -¬¨ λi:
M = λ1M1 + . . . + λnMn.�â®M ¥áâì ¬®�¥áâ¢® ª®æ®¢ ¢¥ªâ®à®¢ x = λ1x1+ . . .+λnxn, ¯®«ãç îé¨å-áï, ª®£¤  ª®æë ¢¥ªâ®à®¢ xi § ç¥àç¨¢ îâ ¥§ ¢¨á¨¬® ª �¤ë© á¢®¥ ¬®�¥-áâ¢® Mi. �¢¨¤ã  áá®æ¨ â¨¢®áâ¨ á«®�¥¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ¬®�¥áâ¢® M ¬®�®¯®«ãç¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡à §ãï «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î λ1M1 + λ2M2 == M ′, ¯®â®¬ M ′ + λ2M2 ¨ â. ¤. Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ¬®�¥¬ ®£à ¨ç¨âìáï à áá¬®â-à¥¨¥¬ ª®¬¡¨ æ¨¨ ¤¢ãå ¬®�¥áâ¢ 7).2. �¥¬¬  1. Ǒà¨ ¯¥à¥®á¥  ç «  ¨ ¯à¨ ¯ à ««¥«ìëå ¯¥à¥®á å ¬®-�¥áâ¢ M1, M2 ¨å «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï ¨á¯ëâë¢ ¥â â®«ìª® ¯ à ««¥«ìë©¯¥à¥®á.�á«¨ ¯¥à¥¥áâ¨  ç «® ¨§ O ¢ O′, â® ª® ¢á¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ x1, x2 ¯à¨¡ ¢¨â-áï ®¤¨ ¨ â®â �¥ ¢¥ªâ®à a = −−→O′O. Ǒ®íâ®¬ã ª ¢¥ªâ®àã x = λ1x1 + λ2x2¯à¨¡ ¢¨âáï ¢¥ªâ®à (λ1 + λ2)a. �® â¥¯¥àì ¢¥ªâ®à x + (λ1 + λ2)a ®âª« ¤ë-¢ ¥âáï ¨§ ®¢®£®  ç «  O′,   ¢ âã �¥ â®çªã ¨§ áâ à®£®  ç «  O ¡ã¤¥â¨¤â¨ ¢¥ªâ®à x+ (λ1+ λ2)a−a. Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ ¬®�¥áâ¢® M = λ1M1+ λ2M2,®¡à §®¢ ®¥ ª®æ ¬¨ íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢, ¯¥à¥®á¨âáï   ¢¥ªâ®à (λ1 + λ2 − 1)a.7)�®�® à áá¬ âà¨¢ âì «¨¥©ë¥ ª®¬¡¨ æ¨¨, ¤®¯ãáª ï ®âà¨æ â¥«ìë¥ λi. �®-�¥áâ¢® −M § ¯®«ï¥âáï ª®æ ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ −x, ®¡à âëå ¢¥ªâ®à ¬ x, ¨¤ãé¨¬ ¨§ O ¢â®çª¨ ¬®�¥áâ¢  M . Ǒ®íâ®¬ã −M á¨¬¬¥âà¨ç® M ®â®á¨â¥«ì®  ç « . �¬®�¥¨¥  ®âà¨æ â¥«ì®¥ λi á®áâ®¨â ¢ ¯®¤®¡®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ¢ |λi| à § ¨ ®âà �¥¨¨ ¢  ç «¥ O.�¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ λi á¢®¤¨âáï ª «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á ª®íää¨-æ¨¥â ¬¨ |λi|, ® ¤«ï ¬®�¥áâ¢, á¨¬¬¥âà¨çëå ¤ ë¬ ®â®á¨â¥«ì®  ç « .



278 �. �. ������������ ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ λ1 + λ2 = 1, â® M ¢®¢á¥ ¥ ¬¥ï¥âáï. (�â®, ¢¯à®ç¥¬,®ç¥¢¨¤® ¨§ â®£®, çâ®, ª ª ¡ë«® ¢ëïá¥® ¢ëè¥, ®® ®¡à §ã¥âáï ¢ íâ®¬á«ãç ¥ â®çª ¬¨, ¤¥«ïé¨¬¨ ¢ ¤ ®¬ ®â®è¥¨¨ ®âà¥§ª¨ á ª®æ ¬¨ ¢ M1 ¨
M2.)�á«¨ ¬®�¥áâ¢® M1 ¯¥à¥®á¨âáï   ¢¥ªâ®à a1, â® ª® ¢á¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ x1¯à¨¡ ¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à a1,   ª® ¢á¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ x = λ1x1 + λ2x2 ¯à¨¡ ¢«ï-¥âáï ¢¥ªâ®à λ1a1. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�¥áâ¢® M = λ1M1 + λ2M2 ¯¥à¥®á¨âáï  ¢¥ªâ®à λ1a1. Ǒà¨ ¯¥à¥®á å ¬®�¥áâ¢ M1 ¨ M2   ¢¥ªâ®àë a1 ¨ a2 ¬®�¥-áâ¢® M ¯¥à¥®á¨âáï   ¢¥ªâ®à λ1a1 + λ2a2.(�¥ �¥ à¥§ã«ìâ âë ¢¥àë, ª®¥ç®, ¤«ï «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ «î¡®£®ç¨á«  ¬®�¥áâ¢ Mi.)Ǒà¨ à áá¬®âà¥¨¨ «¨¥©ëå ª®¬¡¨ æ¨© ¬®�¥áâ¢ , ¯®«ãç ¥¬ë¥ ¤àã£¨§ ¤àã£  ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬, ¬®�® ¥ áç¨â âì áãé¥áâ¢¥® à §«¨ç-ë¬¨. Ǒ®íâ®¬ã ª ª ýá« £ ¥¬ë¥þ M1, M2, â ª ¨ ¨å ª®¬¡¨ æ¨î M == λ1M1 + λ2M2 ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì á â®ç®áâìî ¤® «î¡ëå ¯¥à¥®á®¢.�¥¬¬  1 ª ª à § ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯¥à¥®áë  ç «  ¨ ýá« £ ¥¬ëåþ ¥ ¢«¨ï-îâ   ¬®�¥áâ¢® M , ¥á«¨ ¯à¥¥¡à¥£ âì ¯¥à¥®á®¬.�â® § ¬¥ç ¨¥ ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥¬ã  £«ï¤®¬ã ¯®¨¬ ¨î «¨¥©®©ª®¬¡¨ æ¨¨ M = λ1M1 + λ2M2.Ǒ®¤¢¥à£ã¢ ¬®�¥áâ¢ M1,M2 ¯®¤®¡ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬, ¯®«ãç¨¬ ¬®-�¥áâ¢  λ1M1, λ2M2. � â¥¬ ¢®§ì¬¥¬ ¢ ¬®�¥áâ¢¥ λ2M2 «î¡ãî â®çªã A ¨

λ 2M2

λ 2M2

λ1M1

λ 2x
2

λ1 x1
0

λ 2x
2

λ
1 x

1
0
+ λ

2 x
2

A=X
0

A=O�¨á. 124¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á  ¬®�¥áâ¢  λ2M2 ¡ã¤¥¬ ¯®¬¥é âì â®çªã A¢® ¢á¥ â®çª¨ ¬®�¥áâ¢  λ1M1. �®£¤  ¬®�¥áâ¢® M , § ç¥àç¥®¥ ¬®�¥-áâ¢®¬ λ2M2, ¨ ¡ã¤¥â λ1M1 + λ2M2 (à¨á. 124). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¬ë ¬®�¥¬¯à¨ïâì â®çªã A §   ç «®. �®£¤ , ¥á«¨ ¯¥à¥¥áâ¨ â®çªã A ¢ â®çªã X0



��. VI: § 2. �������� ���������� �������������� 279¬®�¥áâ¢  λ1M1, â® ¯¥à¥¥á¥®¥ ¬®�¥áâ¢® λ2M2 ¡ã¤¥â § ¯®«ïâìáï ª®-æ ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ λ1x01 + λ2x02. Ǒ¥à¥¬¥é ï â®çªã A = X0 ¯® ¬®�¥áâ¢ã λ1M1,¯®«ãç¨¬ ¢á¥ ¬®�¥áâ¢® M = λ1M1 + λ2M2.� ®¯à¥¤¥«¥¨¨ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯®àï¤®ª á« £ ¥¬ëå ¥ ¨£à ¥â à®«¨(¢¢¨¤ã ¯¥à¥¬¥áâ¨â¥«ì®£® § ª®  á«®�¥¨ï ¢¥ªâ®à®¢). Ǒ®íâ®¬ã ¢ ¨§«®�¥-®¬ ¯®áâà®¥¨¨ ¬®�¥áâ¢  M1 ¨ M2 ¬®�® ¯®¬¥ïâì à®«ï¬¨. (�â® ¬®�¥â¯à¨¢¥áâ¨ â®«ìª® ª ¯¥à¥®áã ¯®áâà®¥®© â ª¨¬ ¯ãâ¥¬ ¨å ª®¬¡¨ æ¨¨.)�  ®á®¢ ¨¨ ¤ ®£® ¯®áâà®¥¨ï «¥£ª® ¯®«ãç¨âì á«¥¤ãîé¨© ¯à®áâ®©¢ë¢®¤.�¥¬¬  2. �á«¨ M1 ¨ M2 | ¥¯ à ««¥«ìë¥ ®âà¥§ª¨, â® λ1M1 + λ2M2¥áâì ¯ à ««¥«®£à ¬¬ á® áâ®à® ¬¨, à ¢ë¬¨ ¨ ¯ à ««¥«ìë¬¨ ®âà¥§ª ¬
λ1M1 ¨ λ2M2.�á«¨ M1 ¨ M2 | ¯ à ««¥«ìë¥ ®âà¥§ª¨, â® λ1M1 + λ2M2 ¥áâì ¯ à «-«¥«ìë© ¨¬ ®âà¥§®ª; ¤«¨  ¥£® ¥áâì â ª ï �¥ «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï ¨å ¤«¨:
l = λ1l1 + λ2l2.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç® ¯®¤®¡® ¯à¥®¡à §®¢ âì ®âà¥§ª¨ M1, M2¨ ¯¥à¥¥áâ¨ ®âà¥§®ª λ1M1 ¥£® ª®æ®¬ ¯® ®âà¥§ªã λ2M2.3. �¥¬¬  3. �¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®�¥áâ¢ ¥áâì ¢ë¯ãª«®¥¬®�¥áâ¢® (à¨á. 125).

X

Y

X1

Y1

M1

X2

Y2

M21_
2
(M1+M2)�¨á. 125�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì X ¨ Y | ¤¢¥ â®çª¨ ¬®�¥áâ¢  M = λ1M1+ λ2M2.�¨ ¯®«ãç îâáï ª ª ª®¬¡¨ æ¨¨ ¥ª®â®àëå â®ç¥ª X1, X2 ¨ Y1, Y2 ¨§ ¬®-�¥áâ¢  M1 ¨ M2 (â. ¥. −−→OX = λ1−−→OX1 + λ2−−→OX2 ¨ â® �¥ ¤«ï Y ).�á«¨ ¬®�¥áâ¢  M1 ¨ M2 ¢ë¯ãª«ë, â® ®¨ á®¤¥à� â ®âà¥§ª¨ X1Y1 ¨

X2Y2. �®£¤  ¬®�¥áâ¢® M á®¤¥à�¨â, ®ç¥¢¨¤®, ª®¬¡¨ æ¨î íâ¨å ®âà¥§ª®¢,  á ¬  íâ  ª®¬¡¨ æ¨ï á®¤¥à�¨â â®çª¨ X ¨ Y . �®, á®£« á® «¥¬¬¥ 2, ª®¬-¡¨ æ¨ï ®âà¥§ª®¢ ¥áâì ¯ à ««¥«®£à ¬¬ ¨«¨ ®âà¥§®ª,   ¯®â®¬ã ®  ¢¬¥áâ¥ áâ®çª ¬¨ X ¨ Y á®¤¥à�¨â ¨ á®¥¤¨ïîé¨© ¨å ®âà¥§®ª.



280 �. �. ������������«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ ¢ë¯ãª«ëå M1, M2 ¬®�¥áâ¢® M = λ1M1 + λ2M2á®¤¥à�¨â ¢¬¥áâ¥ á «î¡®© ¯ à®© â®ç¥ªX, Y â ª�¥ á®¥¤¨ïîé¨© ¨å ®âà¥§®ª,â. ¥. ®® â ª�¥ ¢ë¯ãª«®.(�âà®ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î «î¡®£® ç¨á«  ¢ë¯ãª«ëå¬®�¥áâ¢, ¯à¨¤¥¬ ª â®¬ã �¥ ¢ë¢®¤ã ® ¢ë¯ãª«®áâ¨ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨
λ1M1 + λ2M2 + . . . + λnMn.)4. �ã¤¥¬  §ë¢ âì ý£à ìîþ (¢ ª ¢ëçª å) ¬®�¥áâ¢  M ®¡éãî ç áâì¥£® á ®¯®à®© ¯«®áª®áâìî. � ¯à¨¬¥à, ã ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ®  ¬®-�¥â ¡ëâì £à ìî ¢ ®¡ëç®¬ á¬ëá«¥, à¥¡à®¬ ¨«¨ ¢¥àè¨®©.�¥¬¬  4. Ǒãáâì Q1 ¨ Q2 | ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¬®�¥áâ¢M1 ¨M2 á ¯ -à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨,   G1 ¨ G2 | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ú£à ¨ûíâ¨å ¬®�¥áâ¢. �®£¤  Q = λ1Q1 + λ2Q2 ¥áâì ®¯®à ï ¯«®áª®áâì ¬®�¥-áâ¢  M = λ1M1+λ2M2 á â®© �¥ ¢¥è¥© ®à¬ «ìî,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥©ú£à ìû G ¬®�¥áâ¢  M ¥áâì â ª ï �¥ ª®¬¡¨ æ¨ï ú£à ¥©û G1 ¨ G2, â. e.
G = λ1G1+λ2G2. �¡à â®, ¢áïª ï ®¯®à ï ¯«®áª®áâì ¨ ú£à ìû ¬®�¥áâ¢ ¯®«ãç ¥âáï ¨¬¥® â ª¨¬ ®¡à §®¬. (�âà®£® £®¢®àï, ã�® ¤®¡ ¢¨âì, çâ®¨¬¥îâáï ¢ ¢¨¤ã § ¬ªãâë¥ ¬®�¥áâ¢ .)� ª ª ª ¯à¨ ¯¥à¥®á å ¬®�¥áâ¢ M1 ¨ M2 ¬®�¥áâ¢® M ¨á¯ëâë¢ ¥â«¨èì ¯ à ««¥«ìë© ¯¥à¥®á, â® ¬®�® ¯¥à¥¥áâ¨M1 ¢M2 â ª, çâ®¡ë ¯«®á-ª®áâ¨ Q1 ¨ Q2 á®¢¯ «¨. �à®¬¥ â®£®,  ç «® ¬®�® ¯¥à¥¥áâ¨   ¯«®áª®áâì
Q = Q1 = Q2. �®£¤  ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ «¥¬¬ë áâ ®¢¨âáï ®ç¥¢¨¤ë¬.�®�¥áâ¢® M = λ1M1 + λ2M2 ¡ã¤¥â «¥� âì ¯® âã �¥ áâ®à®ã ®â ¯«®á-ª®áâ¨ Q, çâ® ¨ á ¬¨ ¬®�¥áâ¢  M1 ¨ M2. �¡é ï ç áâì ¬®�¥áâ¢  M á¯«®áª®áâìî Q, â. ¥. ý£à ìþ G, ¡ã¤¥â ¯®«ãç âìáï ª ª ª®¬¡¨ æ¨ï ý£à ¥©þ
G1 ¨ G2. � ¯à¨¬¥à,   à¨á. 127 (á. 282) ¨�ïï £à ì áà¥¤¥£® ¬®£®£à -¨ª  ¥áâì ¯®«ãáã¬¬  ¨�¨å à¥¡¥à ýá« £ ¥¬ëåþ ¬®£®£à ¨ª®¢. (�á«¨�¥ ¯¥à¥¥áâ¨ ¬®�¥áâ¢  M1 ¨ M2   ¨áå®¤ë¥ ¬¥áâ , â® ¨ ¬®�¥áâ¢® M1,¨ ¯«®áª®áâì Q, ¨ ý£à ìþ G ¨á¯ëâ îâ â®«ìª® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯¥à¥®á.)�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï ¢®§ì¬¥¬ ª ªãî-«¨¡® ®¯®à-ãî ¯«®áª®áâì Q ¬®�¥áâ¢  M ¨ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ Q1, Q2 ¬®�¥áâ¢ M1¨ M2 á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ 8). Ǒ¥à¥¥á¥¬ M1 ¨ M2 â ª,çâ®¡ë ¯«®áª®áâ¨ Q, Q1 ¨ Q2 á®¢¯ «¨. �®£¤  á®¢¥àè¥® â ª �¥ ïá®, çâ®¯«®áª®áâì Q ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© ý£à ìþ G ¡ã¤ãâ ª®¬¡¨ æ¨ï¬¨ ¯«®áª®-áâ¥© Q1 ¨ Q2 ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¬ £à ¥© G1 ¨ G2.�®¢¥àè¥® â®â �¥ ¢ë¢®¤ ¯à¨¬¥¨¬ ª ¯«®áª¨¬ ä¨£ãà ¬ á § ¬¥®© ®¯®à-®© ¯«®áª®áâ¨   ®¯®àãî ¯àï¬ãî ¨ ý£à ¨þ |   ýáâ®à®ãþ, â. ¥. ®¡éãî8)�M1 ¨M2 ¨¬¥îâáï â ª¨¥ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨. �á«¨ ¡ë,  ¯à¨¬¥à, ãM1 ¥ ¡ë«® â -ª®© ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨, â®M1 á®¤¥à� «® ¡ë â®çª¨, áª®«ì ã£®¤® ¤ «¥ª¨¥ ®â ¯«®áª®áâ¨ Q¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¥¥ ¢¥è¥© ®à¬ «¨. �® â®£¤  ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¨ ¢ ¬®�¥áâ¢¥ M ¡ë«¨ ¡ëâ ª¨¥ áª®«ì ã£®¤® ¤ «¥ª¨¥ â®çª¨, ¢®¯à¥ª¨ â®¬ã, çâ® ®® ¨¬¥¥â ®¯®àãî ¯«®áª®áâì Q.



��. VI: § 2. �������� ���������� �������������� 281ç áâì ä¨£ãàë á ¥¥ ®¯®à®© ¯àï¬®©. (� ¯à¨¬¥à,   à¨á. 126 áâ®à®  a′ ¥áâìª®¬¡¨ æ¨ï ¢¥àè¨ë A ¨ áâ®à®ë a.)5. �¥¬¬  5. �¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, «¥� é¨å ¢ ¯ à «-«¥«ìëå ¯«®áª®áâïå, ¥áâì ¬®£®ã£®«ì¨ª, «¥� é¨© ¢ ¯ à ««¥«ì®© ¯«®áª®-áâ¨. (� ç áâ®áâ¨, ®¤¨ ¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¬®�¥â ¢ëà®�¤ âìáï ¢ ®âà¥§®ª¨«¨ ¤ �¥ â®çªã.)
a

A

a′
λ2T2

λ1T1

λ1T1+λ2T2

�¨á. 126
�®�® áç¨â âì, çâ® ¬®£®ã£®«ì-¨ª¨ «¥� â ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨, â ªª ª ¨å ¯¥à¥®á ¬®�¥â ¢ë§¢ âì «¨èì¯¥à¥®á ¨å «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨.Ǒãáâì ¤ ë ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª  T1,

T2. �¨£ãàë λ1T1, λ2T2 ¡ã¤ãâ ¯®-¤®¡ë¬¨ ¨¬ âà¥ã£®«ì¨ª ¬¨. �åª®¬¡¨ æ¨î λ1T1+λ2T2 ¬®�® áâà®-¨âì, ®¡®áï ª ªãî-«¨¡® ¢¥àè¨ã âà¥-ã£®«ì¨ª  λ1T1 ¯® ¢á¥¬ â®çª ¬ âà¥-ã£®«ì¨ª  λ2T2.�¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ à¨á. 126 ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¢ à¥§ã«ìâ â¥ § ç¥àâ¨âáï è¥-áâ¨ã£®«ì¨ª. � ç áâëå á«ãç ïå ® ¬®�¥â ¢ëà®¤¨âìáï ¢ ¯ïâ¨ã£®«ì¨ª,ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª ¨«¨ âà¥ã£®«ì¨ª (¯®á«¥¤¥¥ | ¥á«¨ T1 ¨ T2 ¯®¤®¡ë ¨¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë). �®ª § â¥«ìáâ¢® ¬®�® ®¡®á®¢ âì   ¯®á«¥¤-¥¬ § ¬¥ç ¨¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ãªâ¥. ý�â®à®ëþ ¬®�¥áâ¢  λ1T1 + λ2T2¡ã¤ãâ ª®¬¡¨ æ¨ï¬¨ áâ®à® ¨«¨ ¢¥àè¨ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ T1 ¨ T2. � ª ª ª â¥å¨ ¤àã£¨å | «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«®, â® ã ¬®�¥áâ¢  λ1T1 + λ2T2 ¡ã¤¥â «¨èìª®¥ç®¥ ç¨á«® ýáâ®à®þ, â ª çâ® ®® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®£®ã£®«ì¨ª.� ª ª ª  áâ®ïé ï áâ®à®  ¬®�¥â ¯®«ãç¨âìáï «¨èì ®â ª®¬¡¨¨à®¢ ¨ïáâ®à®ë á ¢¥àè¨®© ¨«¨ á® áâ®à®®©, «¥� é¥© ¢ ¯ à ««¥«ì®© ®¯®à®©¯àï¬®©, â® ¨¬¥¥âáï ¬ ªá¨¬ã¬ è¥áâì ¢®§¬®�ëå ª®¬¡¨ æ¨©, ¯à¨¢®¤ïé¨åª áâ®à® ¬   λ1T1 + λ2T2.Ǒãáâì â¥¯¥àì M1 ¨ M2 | «î¡ë¥ ¤¢  ¬®£®ã£®«ì¨ª . � §®¡ì¥¬ ¨å  âà¥ã£®«ì¨ª¨ T i1 ¨ T j2 . �®¬¡¨ æ¨ï λ1M1 + λ2M2 ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, á« £ âì-áï ¨§ ª®¬¡¨ æ¨© ¢á¥å ¢®§¬®�ëå ¯ à âà¥ã£®«ì¨ª®¢: λ1T i1 + λ2T j2 . (�â¨ª®¬¡¨ æ¨¨, ª®¥ç®, ¯¥à¥ªàë¢ îâáï.) Ǒ® ¤®ª § ®¬ã íâ¨ ª®¬¡¨ æ¨¨áãâì ¬®£®ã£®«ì¨ª¨. Ǒ®íâ®¬ã λ1M1 + λ2M2 á« £ ¥âáï ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á« ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, â ª�¥ ï¢«ï¥âáï ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬, çâ®¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�¥¬¬  6. �¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï â¥«¥áëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¥áâì â¥«¥á-ë© ¬®£®£à ¨ª.�®ª § â¥«ìáâ¢® | â® �¥, çâ® ¤«ï «¥¬¬ë 5. � ç «  ã¡¥�¤ ¥¬áï, çâ®ª®¬¡¨ æ¨ï â¥âà í¤à®¢ ¥áâì ¬®£®£à ¨ª (à¨á. 127). Ǒ®á«¥ íâ®£®, à §¡¨-¢ ï «î¡ë¥ ¤ ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨   â¥âà í¤àë, ¢¨¤¨¬, çâ® ¨å ª®¬¡¨ æ¨ï



282 �. �. �����������á« £ ¥âáï ¨§ ª®¬¡¨ æ¨© íâ¨å â¥âà í¤à®¢ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, â ª�¥ ï¢«ï¥âáï¬®£®£à ¨ª®¬.� £«ï¤®¥ à áá¬®âà¥¨¥ ª®¬¡¨ æ¨¨ ¤¢ãå â¥âà í¤à®¢ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¥ª®-â®à®¥ § âàã¤¥¨¥. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�® ¯à¨¡¥£ãâì ª «¥¬¬¥ 4, â ª �¥ ª ª íâ®á¤¥« ® ¢ ¢ë¢®¤¥ «¥¬¬ë 5. �á«¨ T1 ¨ T2 | ¤¢  â¥âà í¤à , â® ¬®�¥-áâ¢® λ1T1+λ2T2 ¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë¬ á®£« á® «¥¬¬¥ 3. Ǒ® «¥¬¬¥ 4 ¥£® ý£à ¨þ
q1

T1

1_
2
(q1+q2)

1_
2
(T1+T2)

q2

T2�¨á. 127¡ã¤ãâ ª®¬¡¨ æ¨ï¬¨ ý£à ¥©þ â¥âà í¤à®¢ T1 ¨ T2, â. ¥. ¨å  áâ®ïé¨å £à -¥©, à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨. � ª ª ª ¢á¥å íâ¨å í«¥¬¥â®¢ | «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«®,â® ¨ ¨å ª®¬¡¨ æ¨© | ª®¥ç®¥ ç¨á«®. Ǒ®íâ®¬ã λ1T1+λ2T2 ¨¬¥¥â ª®¥ç®¥ç¨á«® ý£à ¥©þ ¨, § ç¨â, ®ª §ë¢ ¥âáï ¬®£®£à ¨ª®¬.(� áâ®ïé ï £à ì ã λ1T1+λ2T2 ¬®�¥â ¯®«ãç âìáï ª ª ª®¬¡¨ æ¨ï £à ¨  T1 (¨«¨ T2) á £à ìî, à¥¡à®¬ ¨«¨ ¢¥àè¨®©   T2 (¨«¨ T1) «¨¡® ª ª ª®¬-¡¨ æ¨ï ¤¢ãå ¥¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à, «¥� é¨å ¢ ¯ à ««¥«ìëå ®¯®àëå¯«®áª®áâïå. � ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥, á®£« á® «¥¬¬¥ 2, ®  ¡ã¤¥â ¯ à ««¥«®-£à ¬¬®¬. Ǒà¨ ý®¡é¥¬þ à á¯®«®�¥¨¨ â¥âà í¤à®¢ T1 ¨ T2 £à ¨ ®¤®£®¥ ¯ à ««¥«ìë ¨ £à ï¬, ¨ à¥¡à ¬ ¤àã£®£®; à¥¡à , «¥� é¨¥ ¢ ¯ à «-«¥«ìëå ®¯®àëå ¯«®áª®áâïå, â ª�¥ ¥ ¯ à ««¥«ìë. Ǒ®íâ®¬ã £à ¨  
λ1T1 + λ2T2 ¯®«ãç îâáï ®â ª®¬¡¨¨à®¢ ¨ï £à ¥© á ¢¥àè¨ ¬¨ ¨ à¥¡¥à áà¥¡à ¬¨ (á¬. à¨á. 127). � áá¬®âà¥¨¥ ª®¬¡¨ æ¨¨ λ1T1 + λ2T2 ¢ íâ®¬ ®¡-é¥¬ á«ãç ¥ ¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¢á¥å ¢®§¬®�ëå ¥¥ ¢ëà®�¤¥¨© ¬®�¥â á«ã�¨âìå®à®è¨¬ ã¯à �¥¨¥¬ ¢  £«ï¤®© £¥®¬¥âà¨¨.)6. �¥¯¥àì ¬®�® ¯®«ãç¨âì à¥§ã«ìâ â, ï¢«ïîé¨©áï ª®¥ç®© æ¥«ìî ¢ë-¢®¤®¢ íâ®£® ¯ à £à ä .�¥®à¥¬ . �¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï â¥«¥áëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢¥áâì â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª: P = λ1P1 + λ2P2.�á«¨ Q ¥áâì ú£à ìû ¬®£®£à ¨ª  P (â. ¥. £à ì, à¥¡à® ¨«¨ ¢¥àè¨ ),â® Q = λ1Q1+λ2Q2, £¤¥ Q1 ¨ Q2 | ú£à ¨û   P1 ¨ P2, «¥� é¨¥ ¢ ®¯®àëå¯«®áª®áâïå á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨. Q ¡ã¤¥â  áâ®ïé¥©£à ìî, ª®£¤  Q1 ¨ Q2 áãâì: 1) ¤¢¥ £à ¨, «¨¡® 2) £à ì ¨ à¥¡à®, «¨¡® 3)



��. VI: § 3. ��������� ��������� �������������� 283£à ì ¨ ¢¥àè¨ , «¨¡® 4) ¯ à  ¥¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à. Q ¡ã¤¥â à¥¡à®¬, ¥á«¨
Q1 ¨ Q2 | ¯ à ««¥«ìë¥ à¥¡à  «¨¡® à¥¡à® ¨ ¢¥àè¨ .�®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å «¥¬¬. Ǒ® «¥¬-¬¥ 6 P ¡ã¤¥â ¬®£®£à ¨ª®¬,   ¯® «¥¬¬¥ 3 | ¢ë¯ãª«ë¬. � «¥¥, ¯® «¥¬-¬¥ 4 ª �¤ ï ý£à ìþ Q ¬®£®£à ¨ª  P ¡ã¤¥â ª®¬¡¨ æ¨¥© ý£à ¥©þ Q1¨ Q2, «¥� é¨å   P1 ¨ P2 ¢ ®¯®àëå ¯«®áª®áâïå á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ®à¬ -«ï¬¨. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ Q1 ¨ Q2 | ¯ à ««¥«ìë¥ à¥¡à  ¨«¨ à¥¡à® ¨ ¢¥àè¨ ,â® ®¨ ¤ îâ ¢ ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯ à ««¥«ì®¥ à¥¡à® λ1Q1 + λ2Q2. �á«¨ Q1 ¨
Q2 | ¢¥àè¨ë, â® ®¨ ¤ îâ ¢¥àè¨ã λ1Q1 + λ2Q2. �® ¢á¥å ®áâ «ìëåá«ãç ïå λ1Q1 + λ2Q2 ¡ã¤¥â  áâ®ïé¥© £à ìî (ª ª ¢¨¤® ¨§ «¥¬¬ 2 ¨ 5).�â¨ ®áâ «ìë¥ á«ãç ¨ ¨áç¥à¯ ë ç¥âëàì¬ï ¢®§¬®�®áâï¬¨, ãª § ë¬¨ ¢â¥®à¥¬¥. (�  à¨á. 127 âà¥ã£®«ìë¥ £à ¨ áà¥¤¥£® ¬®£®£à ¨ª  áãâì ª®¬-¡¨ æ¨¨ £à ¥© ¨ ¢¥àè¨ â¥âà í¤à®¢ T1 ¨ T2,   ç¥âëà¥åã£®«ìë¥ £à ¨ |ª®¬¡¨ æ¨¨ à¥¡¥à.)�âà®ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î ¥áª®«ìª¨å ¬®£®£à ¨-ª®¢, ¯®«ãç¨¬   «®£¨çë© à¥§ã«ìâ â ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  ¨å.

§ 3. �á«®¢¨¥ à ¢¥áâ¢  § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢1. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¯ àë § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢¨«¨, çâ® à ¢®á¨«ì®, ¯ àë ª®¥çëå â¥«¥áëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢.(� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ý¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ªþ ¢á¥£¤  ¡ã¤¥â ®§ ç âì ¨¬¥®â¥«¥áë© ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.) �¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ ª ¨¬¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯ à ««¥«ìë¬¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ª íâ¨¬ ¯«®áª®áâï¬ ¯ à ««¥«ìë.Ǒãáâì P1 ¨ P2 | ¤¢  ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª . Ǒãáâì Q1 | £à ì ¬®-£®£à ¨ª  P1, a Q2 | ý£à ìþ, â. ¥. £à ì, à¥¡à® ¨«¨ ¢¥àè¨  ¬®£®£à -¨ª  P2, «¥� é ï ¢ ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨, ¯ à ««¥«ì®© ¯«®áª®áâ¨ Q1. �âãý£à ìþ Q2 ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì £à ìî ¬®£®£à ¨ª  P2, ¯ à ««¥«ì®©£à ¨ Q1. �®®â¢¥âáâ¢¥® ®¯à¥¤¥«ïîâáï £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P1, ¯ à «-«¥«ìë¥ £à ï¬ P2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤¢¥ ý¯ à ««¥«ìë¥ £à ¨þ «¥� â ¢®¯®àëå ¯«®áª®áâïå á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ¨ å®âï ¡ë ®¤ ¨§ ¨å ï¢«ï¥âáï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® £à ìî, ¤àã£ ï �¥ ¬®�¥â ¡ëâì à¥¡à®¬ ¨«¨¢¥àè¨®©.�¥®à¥¬  1. �á«¨ ã ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢á¥ ¯ àë ¯ à «-«¥«ìëå £à ¥© â ª®¢ë, çâ® ¨ ®¤ã £à ì ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ ¤àã£®©¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥¥á¥¨¥¬, â® â ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì®à á¯®«®�¥ë. (�ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥¢®§¬®�®, çâ®¡ë ¯ à ««¥«ìë¥ £à ¨¥«ì§ï ¡ë«® á®¢¬¥áâ¨âì ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬, ¥á«¨ ¨ ¤«ï ®¤®© ¯ àë¨å ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ®¤ã ¢ãâà¨ ¤àã£®©.)� ª ª ª ¢¥àè¨ã ¢á¥£¤  ¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ £à ¨, â® ¯à¨ ãá«®¢¨ïåâ¥®à¥¬ë ¯ à ««¥«ìë¥ £à ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì «¨¡® ®¡¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® £à ï¬¨,«¨¡® ®¤  | ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® £à ìî,   ¤àã£ ï | à¥¡à®¬.



284 �. �. �����������Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª¨P1 ¨ P2 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë; à áá¬®â-à¨¬ ¨å ¯®«ãáã¬¬ã
P = 12 (P1 + P2).Ǒ® ¤®ª § ®¬ã ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ P ¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à -¨ª®¬, £à ¨ ª®â®à®£® ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ®¤® ¨§ âà¥å:1) ¯®«ãáã¬¬ã ¯ à ««¥«ìëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå £à ¥© ¬®£®£à ¨ª®¢ P1¨ P2;2) ¯®«ãáã¬¬ã ¯ à ««¥«ìëå £à ¥©, ¨§ ª®â®àëå ®¤  | ¤¥©áâ¢¨â¥«ì ï£à ì,   ¤àã£ ï | à¥¡à®;3) ¯®«ãáã¬¬ã ¥¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à.(Ǒ®«ãáã¬¬  £à ¨ ¨ ¢¥àè¨ë ®âáãâáâ¢ã¥â, ª ª íâ® â®«ìª® çâ® ¡ë«® ®â-¬¥ç¥®, ¢ á¨«ã ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë.)� �¤®¥ à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì ¯®«ãáã¬¬  ¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à, «¥-� é¨å   P1 ¨ P2 ¢ ¯ à ««¥«ìëå ®¯®àëå ¯«®áª®áâïå, «¨¡® ¯®«ãáã¬¬  à¥¡-à  ¨ ¢¥àè¨ë. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë áç¨â ¥¬, çâ® ®® â ª�¥ ¥áâì ¯®«ãáã¬¬ à¥¡¥à, ® ®¤® ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥¥â ã«¥¢ãî ¤«¨ã. (�â® ãá«®¢¨¥ ® à¥¡à å ã-«¥¢®© ¤«¨ë á®®â¢¥âáâ¢ã¥â   «®£¨ç®¬ã ãá«®¢¨î ® áâ®à® å ¬®£®ã£®«ì-¨ª , ¯à¨ïâ®¬ã ¢ § 1.) � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª �¤®¬ã à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  P®â¢¥ç ¥â ¯® à¥¡àã   P1 ¨ P2.�â¥á¥¬ à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  P § ª ¯«îá ¨«¨ ¬¨ãá ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®ââ®£®, ¤«¨¥¥ ¨«¨ ª®à®ç¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ à¥¡à®   P1, ç¥¬   P2; ¢ á«ãç ¥à ¢¥áâ¢  à¥¡¥à   P1 ¨ P2 ®áâ ¢«ï¥¬ à¥¡à®   P ¥®â¬¥ç¥ë¬.�®ª �¥¬, çâ® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ª �¤®© £à ¨ Q ¬®-£®£à ¨ª  P ¤®«�® ¡ëâì ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª , ¥á«¨ â®«ìª®  íâ®© £à ¨ ¨¬¥îâáï ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à . � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®ª �¤ë© ¨§ âà¥å â¨¯®¢ £à ¥©, ãª § ëå ¢ëè¥.1) �à ì Q ¥áâì ¯®«ãáã¬¬  ¤¢ãå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå £à ¥© Q1 ¨ Q2. Ǒ®ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë Q1 ¨ Q2 ¥¯®¬¥é ¥¬ë ®¤  ¢ãâà¨ ¤àã£®©. Ǒ®íâ®¬ã  ®á®¢ ¨¨ «¥¬¬ë 3 § 1 ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ «î¡®© ¨§¨å,   § ç¨â, ¨ ¢®ªàã£ Q, ¤®«�® ¡ëâì ¥ ¬¥ìè¥ ç¥âëà¥å. �áª«îç¥¨¥á®áâ ¢«ï¥â á«ãç ©, ª®£¤  áâ®à®ë £à ¥©Q1 ¨ Q2 à ¢ë, â. ¥. Q1 ¨ Q2 à ¢ë¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.2) �à ì Q ¥áâì ¯®«ãáã¬¬  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© £à ¨ Q1 ¨ à¥¡à  Q2 (¨«¨ ®¡®à®â). � ª ª ª ¯® ãá«®¢¨î Q2 ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ¢ Q1, â®   Q1 áâ®à®ë,¯ à ««¥«ìë¥ Q2, ¤®«�ë ¡ëâì ª®à®ç¥ Q2. �¬¥áâ¥ á â¥¬   Q1 ¨¬¥îâáï,ª®¥ç®, áâ®à®ë, ¥ ¯ à ««¥«ìë¥ Q1: ¨¬   Q2 á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ýáâ®à®ëþã«¥¢®© ¤«¨ë.�âáî¤  ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ Q ¡ã¤¥â à®¢® ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë§ ª .



��. VI: § 3. ��������� ��������� �������������� 2853) �à ì Q ¥áâì ¯®«ãáã¬¬  ¥¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à Q1 ¨ Q2. �®£¤  Q¥áâì ¯ à ««¥«®£à ¬¬ á® áâ®à® ¬¨, à ¢ë¬¨ 12 Q1 ¨ 12 Q2. �â®à®¥ 12 Q1á®®â¢¥âáâ¢ãîâ Q1 ¨ ª®¥æ Q2, â. ¥. ýáâ®à® þ ã«¥¢®© ¤«¨ë. � «®£¨ç-®¥ ¢¥à® ¤«ï 12 Q2. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áâ®à®ë ¯ à ««¥«®£à ¬¬  Q ®â¬¥ç¥ë¯®¯¥à¥¬¥® ¯«îá ¬¨ ¨ ¬¨ãá ¬¨, çâ® ¤ ¥â ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª .�â ª, ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ª �¤®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P , ¨¬¥îé¥© ®â¬¥-ç¥ë¥ à¥¡à , ¯®«ãç ¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª . �®§ì¬¥¬ ¢ãâà¨ª �¤®© £à ¨ ¯® â®çª¥ ¨ á®¥¤¨¨¬ íâ¨ â®çª¨ «¨¨ï¬¨, ¥á«¨ ®¨ ¯à¨ ¤«¥-� â £à ï¬, á¬¥�ë¬ ¯® à¥¡àã. �®£¤  ¯®«ãç¨¬ á¥âì P , ¤¢®©áâ¢¥ãî
Q

A

Q′ Q″

Q

�¨á. 128

¬®£®£à ¨ªã P (à¨á. 128). �à ¨ Q   P®â¢¥ç ¥â ¢¥àè¨  Q   P ; à¥¡àã   P , ¯®ª®â®à®¬ã á¬¥�ë £à ¨ Q′ ¨ Q′′, ®â¢¥ç ¥â  P à¥¡à® Q
′
Q
′′; ¢¥àè¨¥ A   P ®â¢¥ç -¥â £à ì   P , ®£à ¨ç¥ ï à¥¡à ¬¨   P ,á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ à¥¡à ¬   P , áå®¤ïé¨¬-áï ¢ A. �¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª  P , ¯à¨ ¤-«¥� é¨¬ ®¤®© £à ¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à¥¡à á¥â¨ P , áå®¤ïé¨¥áï ¢ ¢¥àè¨¥. �â¥áï íâ¨¬à¥¡à ¬ â¥ �¥ § ª¨, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢®ªàã£ ª �-¤®© ¢¥àè¨ë á¥â¨ P ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å¯¥à¥¬¥ § ª , ¥á«¨ â®«ìª® ª íâ®© ¢¥àè¨¥¯®¤å®¤¨â å®âï ¡ë ®¤® ®â¬¥ç¥®¥ à¥¡à®. �®¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ¨§ «¥¬¬ë �®è¨ ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à ¥ ¬®�¥â¡ëâì ¢®¢á¥ 9). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¥â ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à.�âáî¤  á«¥¤ã¥â:�á«¨ £à ì Q   P ¥áâì ¯®«ãáã¬¬  ¤¢ãå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå £à ¥©, â® íâ¨£à ¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë; £à ¥©   P , ï¢«ïîé¨åáï ¯®«ãáã¬¬ ¬¨ £à ¨¨ à¥¡à  ¨«¨ ¤¢ãå à¥¡¥à, ¥â ¢®¢á¥, ¯®â®¬ã çâ®, ª ª ¡ë«® ¯®ª § ®, ¢®ªàã£â ª®© £à ¨ ¤®«�® ¡ëâì à®¢® ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª .�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ¨¬¥îâ ¯®¯ à® à ¢ë¥ ¨ ¯ à «-«¥«ìë¥ £à ¨, â ª çâ® ®¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.2. �§ â¥®à¥¬ë 1 ¬®�® ¢ë¢¥áâ¨ â ª®¥ á«¥¤áâ¢¨¥:�¥®à¥¬  2. Ǒãáâì f(Q) | ¬®®â® ï äãªæ¨ï ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì-¨ª  Q, â. ¥. f(Q) ¥áâì â ª®¥ ç¨á«®, çâ® f(Q1) > f(Q2), ¥á«¨ Q2 ¬®�® ¯®-¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ Q1. �®£¤ , ¥á«¨ ã ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ f(Q1) == f(Q2) ¤«ï ª �¤®© ¯ àë ¯ à ««¥«ìëå £à ¥© Q1 ¨ Q2, â® â ª¨¥ ¬®£®-£à ¨ª¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë. �«¨ ¢ ¥é¥ ¡®«¥¥ ®¡é¥©ä®à¬¥:9)�á«®¢¨ï «¥¬¬ë �®è¨ (§ 1 £«. II) §¤¥áì ¢ë¯®«¥ë, ¯®â®¬ã çâ® ¢ á¥â¨ P ¥â ¤¢ã-ã£®«ìëå ®¡« áâ¥©, ¯®áª®«ìªã   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¥â ¢¥àè¨, £¤¥ áå®¤¨âáï â®«ìª® ¤¢ à¥¡à .



286 �. �. �����������Ǒãáâì ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ¨¬¥îâ ¯®¯ à® ¯ à ««¥«ìë¥£à ¨ Q11,Q12; . . . ; Qn1 ,Qn2 . �á«¨ f1, . . . , fn | ¬®®â®ë¥ äãªæ¨¨ ¬®£®-ã£®«ì¨ª  ¨ fi(Qi1) = fi(Qi2) (i = 1, 2, . . . , n), â® ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ á¨«ã ¬®®â®®áâ¨ äãªæ¨© fi £à ¨ Qi1 ¨ Qi2 ¥¯®¬¥-é ¥¬ë ®¤  ¢ ¤àã£®©; ¯®íâ®¬ã ¤  ï â¥®à¥¬  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â¨§ â¥®à¥¬ë 1.Ǒà¨¬¥à ¬¨ ¬®®â®ëå äãªæ¨© ¬®£ãâ á«ã�¨âì ¯«®é ¤ì, ¯¥à¨¬¥âà, ¬®-¬¥â ¨¥àæ¨¨ ®â®á¨â¥«ì® æ¥âà  âï�¥áâ¨ ¨ â. ¤. ¨ â. ¯. � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨
f(Q) | ¯«®é ¤ì, â® ¯®«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ã �¨ª®¢áª®£®:�¢  ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª  á ¯®¯ à® ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¨ à ¢®¢¥«¨ª¨-¬¨ £à ï¬¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.�é¥ ¢ ¯o 5 § 4 £« ¢ë II   ¯à®áâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ®  è â¥®à¥¬  1,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ â¥®à¥¬  2 ¥ ®¡®¡é îâáï ¢ ¡®«¥¥ ç¥¬ âà¥å-¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢® 10). �â® | ¯à¨¬¥à ç¥âëà¥å¬¥à®£® ªã¡  á à¥¡à®¬ 2¨ ç¥âëà¥å¬¥à®£® ¯àï¬®ã£®«ì®£® ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤  á à¥¡à ¬¨ 1, 1, 3, 3.�¥�¤ã â¥¬ �¨ª®¢áª¨© ¤®ª § « á¢®î â¥®à¥¬ã ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á« ¨§¬¥à¥¨©. �â® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �¨ª®¢áª®£® ®á®¢ ®   á®¢¥àè¥® ¨ëåá®®¡à �¥¨ïå ¨ ¡ã¤¥â ¨§«®�¥® ¢ § 2 £« ¢ë VII.� ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ý§ ¯ á þ, à ¢®£® 8, ¨¬¥îé¥£®áï ¢ ®æ¥ª¥ç¨á«  ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ ¯® «¥¬¬¥ �®è¨, ¢ â¥®à¥¬¥ 1 ¤®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì¢ë¯®«¥¨ï ¥¥ ãá«®¢¨© ¤«ï ¢á¥å ¯ à ¯ à ««¥«ìëå £à ¥©, ªà®¬¥ ®¤®©.�âáî¤  «¥£ª® § ª«îç¨âì, çâ® â¥®à¥¬ã 1 ¬®�® ¢ëáª § âì ¢ á«¥¤ãîé¥©¥áª®«ìª® ãá¨«¥®© ä®à¬¥.�«ï «î¡ëå ¤¢ãå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨¬¥îâáï «¨èì¤¢¥ ¢®§¬®�®áâ¨: «¨¡® ®¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë, «¨¡®  ¨å ¥áâì ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤¢¥ ¯ àë â ª¨å ¯ à ««¥«ìëå £à ¥©, çâ® ®¤  ¨§£à ¥© ¯®¬¥é ¥âáï ¢ãâà¨ ¤àã£®© ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬. Ǒà¨ íâ®¬ ®¤ ¨§ £à ¥© ¢á¥£¤  ¥áâì  áâ®ïé ï £à ì, ¤àã£ ï �¥ ¬®�¥â ¡ëâì  áâ®ïé¥©£à ìî, à¥¡à®¬ ¨«¨ ¢¥àè¨®©.

§ 4. �á«®¢¨ï à ¢¥áâ¢  ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢1. �á«®¢¨¥ à ¢¥áâ¢  § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ãáâ ®¢«¥®¥ ¢ ¯à¥¤ë-¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ «¨è ¥âáï á¬ëá« . �¯à¨¬¥¥¨¨ ª ¨å ¡¥áª®¥çë¬ £à ï¬ ®®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¯à®áâ® ¥ ¬®�¥â¡ëâì ¢ë¯®«¥®, ¯®â®¬ã çâ® ¨§ ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì-¨ª®¢ ®¤¨ ¢á¥£¤  ¬®�¥â ¡ëâì ¯®¬¥é¥ ¢ãâà¨ ¤àã£®£®, ª ª ¢ íâ®¬ «¥£ª®ã¡¥¤¨âìáï. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¯à¨¬¥ïï íâ® ãá«®¢¨¥ «¨èì ª ª®¥çë¬ £à ï¬,10)� à ¢¥áâ¢¥ n-¬¥àëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¯à¨ ¥¢¬¥é ¥¬®áâ¨ ¨å ¯ à «-«¥«ìëå ¤¢ã¬¥àëå £à ¥© á¬. [139℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. VI: § 4. ��������� ����������� �������������� 287¬®�® ¢¢¥áâ¨ â ª®¥ ãá«®¢¨¥ ¤«ï ¡¥áª®¥çëå £à ¥©, çâ® ®¡  íâ¨ ãá«®¢¨ï¢¬¥áâ¥ ®¡¥á¯¥ç â à ¢¥áâ¢® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢.�â® ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ãá«®¢¨¥ á®áâ®¨â ¢ á«¥¤ãîé¥¬:�¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¤®«�ë ¨¬¥âì à ¢ë¥ ¨ ¯ à ««¥«ìë¥ ¡¥á-ª®¥çë¥ ç áâ¨ 11), â. ¥. ®â ª �¤®£® ¨§ ¨å ¬®�® ®âà¥§ âì ª®¥çãî ç áâìâ ª, çâ® ®áâ ¢è¨¥áï ¡¥áª®¥çë¥ ç áâ¨ ¡ã¤ãâ á®¢¬¥é âìáï ¯ à ««¥«ìë¬¯¥à¥®á®¬. �â® à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® ¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á  ¬®�-® ¯à¨¢¥áâ¨ ¢ á®¢¯ ¤¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ®¡®¨å ¬®£®£à -¨ª®¢.�â®á¨â¥«ì® ª®¥çëå £à ¥© ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã â¥ �¥ ãá«®¢¨ï, çâ®¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥. �¢¥ £à ¨ áç¨â îâáï ¯ à ««¥«ìë¬¨ â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯ à ««¥«ìë ¨å ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨. �á«¨   ®¤®¬¬®£®£à ¨ª¥ ¥â £à ¨, ¯ à ««¥«ì®© £à ¨ ¤àã£®£®, â® ¬ë áç¨â ¥¬, çâ®®  ¥áâì, ® â®«ìª® ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ à¥¡à® ¨«¨ ¢¥àè¨ã, «¥� é¨¥ ¢ ®¯®à®©¯«®áª®áâ¨ á â®© �¥ ¢¥è¥© ®à¬ «ìî.�¥à¬¨ ý¯ à ««¥«ìë¥ £à ¨þ¯®¨¬ ¥âáï ¤ «ìè¥ ¨¬¥® ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥.2. �¥¯¥àì áä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã ® à ¢¥áâ¢¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨-ª®¢.�¥®à¥¬  1. Ǒãáâì ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¡¥á-ª®¥çë¥ ç áâ¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë,   ¢á¥ ¯ àë ª®¥çëå ¯ à ««¥«ìëå£à ¥© â ª®¢ë, çâ® ¨ ®¤ã £à ì ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ ¤àã£®© ¯ãâ¥¬¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á . �®£¤  íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì®à á¯®«®�¥ë.�¥à¬¨ ý¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨þ ¯®¨¬ ¥âáï â ª �¥, ª ª ¢ § 1 ¨ 3, â. ¥. â ª,çâ® ®¤¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª á®¤¥à�¨âáï ¢ ¤àã£®¬ ¨ á ¨¬ ¥ á®¢¯ ¤ ¥â.� ª ª ª â®çªã ¢á¥£¤  ¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ £à ¨, â® ¯à¨ ãá«®¢¨ïåâ¥®à¥¬ë ¯ à ««¥«ìë¥ £à ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì «¨¡® ®¡¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® £à ï¬¨,«¨¡® ®¤  | ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® £à ìî,   ¤àã£ ï | à¥¡à®¬.Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. � á¨-«ã ¯¥à¢®£® ¨§ íâ¨å ãá«®¢¨© ¬®�® áç¨â âì, çâ® ¡¥áª®¥çë¥ ç áâ¨ íâ¨å¬®£®£à ¨ª®¢ á®¢¯ ¤ îâ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨å ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¨ £à ¨ «¥£ îâ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¤àã£   ¤àã£ .Ǒà¥¤áâ ¢«ïï á¥¡¥ P1 ¨ P2 ª ª â¥«¥áë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ¯®áâà®¨¬ ¨å ¯®-«ãáã¬¬ã
P = 12 (P1 + P2).11)� ª ãª §ë¢ «®áì ¥é¥ ¢ § 1 £«. I, à áá¬®âà¥¨¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ à ¢-®á¨«ì® à áá¬®âà¥¨î ª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ªà ©¨¥ £à ¨ ª®â®àëå ¤®¯ãáª îâ¡¥áª®¥ç®¥ ¯à®¤®«�¥¨¥ ¡¥§ ¯®ï¢«¥¨ï ®¢ëå ¯¥à¥á¥ç¥¨©. Ǒ®íâ®¬ã ¤ ®¥ ãá«®¢¨¥ ¨¢¬¥áâ¥ á ¨¬ á«¥¤ãîé ï ¤ «¥¥ â¥®à¥¬  1 «¥£ª® ¯¥à¥áª §ë¢ îâáï ¤«ï â ª¨å ª®¥çëå¬®£®£à ¨ª®¢.



288 �. �. ������������ ª ª ª ¡¥áª®¥çë¥ ç áâ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 á®¢¯ ¤ îâ, â® ¨å ¯®«ã-áã¬¬  P ¨¬¥¥â âã �¥ ¡¥áª®¥çãî ç áâì; ¨ª ª¨å ®¢ëå ¡¥áª®¥çëå £à -¥© ¨ à¥¡¥à §¤¥áì ¥ ¯®ï¢«ï¥âáï, ¨ ä®à¬  £à ¥© ¬®�¥â ¨§¬¥¨âìáï â®«ìª®¢ ª®¥ç®© ç áâ¨. � ª®¥ç®© �¥ ç áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¯à¨¬¥¨¬ë ¢á¥â¥ �¥ á®®¡à �¥¨ï, ª ª¨¥ ¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ë ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥.Ǒ®íâ®¬ã ¬ë áà §ã ¬®�¥¬ áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨å à¥§ã«ìâ â.�á«¨ à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  P ¯à¨¯¨áë¢ âì § ª à §®áâ¨ l1 − l2 á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥¡¥à l1 ¨ l2 ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2, â® ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ª �¤®© ª®¥ç®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¡ã¤¥â ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥§ ª , ¥á«¨ â®«ìª® å®âï ¡ë ®¤® à¥¡à® íâ®© £à ¨ ¥ ®áâ ¥âáï ¥®â¬¥ç¥ë¬(¥®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à  | â¥, ¤«ï ª®â®àëå l1 − l2 = 0).3. �¡à â¨¬áï â¥¯¥àì ª ¡¥áª®¥çë¬ £à ï¬. Ǒ® ãá«®¢¨î à á¯®«®�¥¨ï¬®£®£à ¨ª®¢P1 ¨ P2 ¨å ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  á®®â¢¥âáâ¢¥®  «¥£ îâ ¤àã£  ¤àã£ . �ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à® l1 ¬®£®£à ¨ª  P1 ¤«¨¥¥á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® à¥¡à  l2 ¬®£®£à ¨ª  P2, ¥á«¨ l2 ¥áâì â®«ìª® ç áâì l1.� «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¡à â®¥ ¥à ¢¥áâ¢®, à ¢ë¬¨ �¥ íâ¨ à¥¡à  áç¨-â îâáï â®£¤ , ª®£¤  ®¨ á®¢¯ ¤ îâ. �®£« á® íâ®¬ã ãá«®¢¨î ®¯à¥¤¥«ï¥âáï§ ª à §®áâ¨ ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à l1− l2 ¨ íâ®â § ª ¯à¨¯¨áë¢ ¥âáï á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¥¬ã à¥¡àã ýáà¥¤¥£®þ ¬®£®£à ¨ª  P . �¥®â¬¥ç¥ë¬¨ ®áâ ãâáïâ®«ìª® à¥¡à , ª®â®àë¬ ®â¢¥ç îâ á®¢¯ ¤ îé¨¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à    P1 ¨
P2.Ǒà¨ïâ®¥ ãá«®¢¨¥ ® § ª¥ à §®áâ¨ ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à á®¢¯ ¤ ¥â á ãá«®-¢¨¥¬ ® § ª¥ à §®áâ¨ ¡¥áª®¥çëå áâ®à® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ¯à¨ïâë¬ ¢«¥¬¬¥ 4  § 1. � ª ª ª, ªà®¬¥ â®£®, ã  «¥£ îé¨å ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¬®-£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à   «¥£ îâ, â® ¬ë  å®¤¨¬áï ª ª à §¢ ãá«®¢¨ïå íâ®© «¥¬¬ë. Ǒ®íâ®¬ã, ¯à¨¬¥ïï ¥¥, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãî-é¥¬ã § ª«îç¥¨î ®â®á¨â¥«ì® ¢®§¬®�ëå à ááâ ®¢®ª § ª®¢   ª®âãà¥«î¡®© ¡¥áª®¥ç®© £à ¨ Q áà¥¤¥£® ¬®£®£à ¨ª  P :1) ¨ ®¤® à¥¡à® íâ®© £à ¨ ¥ ®â¬¥ç¥®, ¨ â®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¥©£à ¨ Q1 ¨ Q2   P1 ¨ P2 á®¢¯ ¤ îâ;2)   ª®âãà¥ £à ¨ Q ¨¬¥îâáï ¬¨¨¬ã¬ ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª ;3) ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  £à ¥© Q1 ¨ Q2 ¯ à ««¥«ìë,   ª®¥çë¥ ¨å à¥¡à á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë. �â® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨áª«îç¨â¥«ì®¬ã á«ãç î, ®£®¢®-à¥®¬ã ¢ «¥¬¬¥ 4  § 1.4. � áá¬®âà¨¬ ¡«¨�¥ íâ®â ¨áª«îç¨â¥«ìë© á«ãç ©. Ǒãáâì ® ¨¬¥¥â ¬¥-áâ® ¤«ï ¯ àë £à ¥© Q1, Q2 ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2. �à ¨ Q1, Q2 à ¢ë¨ ¯ à ««¥«ìë, ¯®â®¬ã çâ® à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë ¨å à¥¡à . Ǒ®íâ®¬ã ¤«ïíâ¨å £à ¥© ¨¬¥îâáï â®«ìª® ¤¢¥ ¢®§¬®�®áâ¨:3 ) £à ¨ Q1, Q2 á®¢¯ ¤ îâ, â. ¥. ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯¥à¢ë© ¨§ âà¥å ãª § ëåâ®«ìª® çâ® á«ãç ¥¢;3¡) ®¤  ¨§ íâ¨å £à ¥©, áª �¥¬ Q1, á¬¥é¥  ¢ãâàì ¤àã£®©.



��. VI: § 4. ��������� ����������� �������������� 289Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¥á«¨ £à ¨ Q1 ¨ Q2 ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å à¥¡¥à á ª®¥çë¬¨£à ï¬¨ á¢®¨å ¬®£®£à ¨ª®¢, â® ®¨ á®¢¯ ¤ îâ. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ®¡é¨¥à¥¡à  ¡¥áª®¥çëå £à ¥© «¥� â ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨ïå ¯«®áª®áâ¥© íâ¨å £à ¥©.� ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2 ¯® ãá«®¢¨î ¨å à á¯®«®�¥¨ï ¡¥áª®¥çë¥ £à ¨á®®â¢¥âáâ¢¥®  «¥£ îâ,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, á®¢¯ ¤ îâ ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¯«®á-ª®áâ¥© íâ¨å £à ¥©. Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ £à ¨ Q1, Q2 ®£à ¨ç¥ë â®«ìª® ¯¥à¥-á¥ç¥¨ï¬¨ á ¯«®áª®áâï¬¨ ¤àã£¨å ¡¥áª®¥çëå £à ¥©, â® ®¨ ¥®¡å®¤¨¬®á®¢¯ ¤ îâ.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨áª«îç¨¢ ¨§ à áá¬®âà¥¨ï á«ãç © á®¢¯ ¤¥¨ï £à ¥© Q1¨ Q2, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤«ï ¨å á«¥¤ãîé¥¥ ¯®«®�¥¨¥: ®¤  ¨§ ¨å, áª �¥¬ Q1,á¤¢¨ãâ  ¢ãâàì ¤àã£®© ¨ å®âï ¡ë ®¤  ¨§ íâ¨å £à ¥© ¨¬¥¥â ®¡é¨¥ à¥¡à á ª®¥çë¬¨ £à ï¬¨ á¢®¥£® ¬®£®£à ¨ª .�®®â¢¥âáâ¢ãîé ï £à ì Q áà¥¤¥£® ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì ¯®«ãáã¬¬ £à ¥© Q1, Q2 (â¥®à¥¬  ¯o 6 § 2), ¨ â ª ª ª Q1, Q2 à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë, â®
Q â®�¥ à ¢  ¨ ¯ à ««¥«ì  ¨¬. � ª ª ª £à ì Q1 á¤¢¨ãâ  ¢ãâàì Q2, â®,á®£« á® ãá«®¢¨î, ¥¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  áç¨â îâáï ª®à®ç¥ à¥¡¥à £à ¨ Q2,¨ ¯®â®¬ã ®¡®¨¬ ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ £à ¨ Q ®â¥á¥ § ª ¬¨ãá. �¬¥áâ¥á â¥¬ ¨ ®¤® ª®¥ç®¥ à¥¡à® £à ¨ Q ¥ ®â¬¥ç¥®, ¯®â®¬ã çâ® ª®¥çë¥à¥¡à  £à ¥© Q1, Q2 à ¢ë. Ǒ® ãá«®¢¨î å®âï ¡ë ã ®¤®© ¨§ £à ¥© Q1, Q2,áª �¥¬ ã Q1, ¥áâì à¥¡à® l1, ¯à¨ ¤«¥� é¥¥ â ª�¥ ª®¥ç®© £à ¨ R1. �®-£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ à¥¡à® l £à ¨ Q â ª�¥ ¯à¨ ¤«¥�¨â ª®¥ç®© £à ¨,¨¬¥® â®© £à ¨ R, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ý¯®«ãáã¬¬®©þ £à ¨ R1 ¨ ¯ à ««¥«ì-®© ¥© £à ¨ R2 ¬®£®£à ¨ª  P2. �¥¡à® l ¥ ®â¬¥ç¥®, ¨ ¬ë ®â¥á¥¬ ¥¬ã§ ª ¯«îá. �®£¤  â ª ª ª ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  £à ¨ Q ®â¬¥ç¥ë ¬¨ãá ¬¨,â®   ¥¥ ª®âãà¥ ¯®«ãç¨âáï ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª . �¨á«® �¥ ¯¥à¥¬¥ § ª®¢  ª®¥çëå £à ïå, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ã¬¥ìè¨âáï 12).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¨áª«îç¨â¥«ì®¬ âà¥âì¥¬ á«ãç ¥ (¥á«¨ ® ¥ á¢®¤¨âáïª ¯¥à¢®¬ã) ¢á¥£¤  ¬®�® ¢¢¥áâ¨ ¥é¥ «¨è¨¥ § ª¨ â ª, çâ®   ª®âãà¥ ¡¥á-ª®¥ç®© £à ¨ ¡ã¤¥â ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª . �ë ¯à¨¬¥¬ â ªãî à ááâ ®¢ªã§ ª®¢   ¢á¥å ¡¥áª®¥çëå £à ïå, £¤¥ íâ® ã�®.5. �¥¯¥àì, áã¬¬¨àãï ¢á¥  è¨ ¢ë¢®¤ë ®â®á¨â¥«ì® à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢  ª®¥çëå ¨ ¡¥áª®¥çëå £à ïå, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã à¥§ã«ìâ âã:�á«¨   ¬®£®£à ¨ª¥ P ª®¥ç ï £à ì ¨¬¥¥â ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à , â®  ¥¥ ª®âãà¥ ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª ; ¥á«¨ �¥ ¡¥áª®¥ç ï£à ì ¨¬¥¥â ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à , â®   ¥¥ ª®âãà¥ ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ãå¯¥à¥¬¥ § ª .�®¯ãáâ¨¬, çâ®   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¨¬¥îâáï ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à . Ǒà®¢¥-¤¥¬   ¡¥áª®¥çëå ¥£® £à ïå § ¬ªãâãî «®¬ ãî á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ãâà¨12)�£®¢®àª , çâ® £à ì R, á¬¥� ï á Q ¯® à¥¡àã l, | ª®¥ç ï, áãé¥áâ¢¥ , ¯®â®¬ãçâ® ¨ ç¥ ¬®£«® ¡ë ®ª § âìáï, çâ®, ¯à¨¬¥ïï ª ¡¥áª®¥ç®© £à ¨ R â¥ �¥ à ááã�¤¥¨ï,¬ë ¤®«�ë ¡ë«¨ ¡ë ®â¥áâ¨ à¥¡àã l § ª ¬¨ãá.



290 �. �. �����������¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à, ®â¤¥«ïîéãî ¡¥áª®¥çãî ç áâì ¬®£®£à ¨ª . �áâ -¥âáï ª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª P ′. �®§ì¬¥¬ ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà P ′′ â®£® �¥¬®£®£à ¨ª  P ′ á â®© �¥ à ááâ ®¢ª®© § ª®¢   ¥£® à¥¡à å ¨ ®â®�¤¥-áâ¢¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ áâ®à®ë ¨ ¢¥àè¨ë «®¬ ëå, ®£à ¨ç¨¢ îé¨å P ′¨ P ′′ 13). Ǒ®á«¥ íâ®£® ¨áª«îç¨¬ íâ¨ «®¬ ë¥ ¨ â ª�¥ ¨áª«îç¨¬ ¨å ¢¥àè¨-ë. �®£¤  ¯®«ãç¨¬  ¡áâà ªâë© ¬®£®£à ¨ª P ′+P ′′, ª®â®àë©, ®ç¥¢¨¤®,£®¬¥®¬®àä¥ áä¥à¥ ¨ ¥ ¨¬¥¥â ¢¥àè¨, ®¡é¨å â®«ìª® ¤¢ã¬ à¥¡à ¬. �  íâ®¬¬®£®£à ¨ª¥ ¨¬¥îâáï ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à  ¨ ¥á«¨ ª ª ï-â® ¥£® £à ì ¨¬¥¥â®â¬¥ç¥®¥ à¥¡à®, â® ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¢®ªàã£ ¥¥ ¥ ¬¥ìè¥ ç¥âëà¥å.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï £à ¥©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª®¥çë¬ £à ï¬ ¬®£®£à -¨ª  P , íâ® ®ç¥¢¨¤® ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®. �á«¨ �¥ £à ì á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡¥áª®-¥ç®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P , â® ¥¥ ª®âãà á« £ ¥âáï ¨§ ¤¢ãå ®¤¨ ª®¢ëåç áâ¥©,   ª �¤®© ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ § ª . �áã¬¬¥ íâ® ¤ ¥â ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª .�® â®ç® â ª �¥, ª ª ¢ § 3, ¯¥à¥å®¤ï ª ¤¢®©áâ¢¥®¬ã ¬®£®£à ¨ªã,¬ë ã¡¥�¤ ¥¬áï, çâ® â ª ï à ááâ ®¢ª  § ª®¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â «¥¬¬¥ �®è¨.Ǒ®íâ®¬ã ¤®¯ãé¥¨¥ ®  «¨ç¨¨ ã áà¥¤¥£® ¬®£®£à ¨ª  P ®â¬¥ç¥ëåà¥¡¥à ¥¢®§¬®�®: ¢á¥ ¥£® à¥¡à  ¤®«�ë ¡ëâì ¥®â¬¥ç¥ë¬¨. � ª �¥,ª ª ¢ § 3, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® £à ¨  è¨å ¨áå®¤ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨
P2 ¥ â®«ìª® ¯ à ««¥«ìë, ® ¨ à ¢ë, â. ¥. á ¬¨ ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨¯ à ««¥«ìë, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.6. �§ ¤®ª § ®© â¥®à¥¬ë, ¯®¤®¡® â¥®à¥¬¥ 2 § 3, ¥¬¥¤«¥® ¢ëâ¥ª ¥ââ ª®¥ á«¥¤áâ¢¨¥:�¥®à¥¬  2. Ǒãáâì f1(Q),f2(Q), . . . | â ª¨¥ äãªæ¨¨ ª®¥ç®£® ¢ë¯ãª-«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , çâ® fi(Q′) > fi(Q′′), ¥á«¨ Q′′ ¯®¬¥é ¥âáï ¢ãâà¨ Q′.�®£¤  ¥á«¨ ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ Q′i, Q′′i ¡¥áª®¥ç-ë¥ ç áâ¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë,   ¤«ï ª �¤®© ¯ àë ¨å ª®¥çëå ¯ à «-«¥«ìëå £à ¥© Q′i, Q′′i fi(Q′i) = fi(Q′′i ), â® â ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.� ç áâ®áâ¨,  ¯à¨¬¥à, ¯à¨¨¬ ï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢á¥å fi ¯«®é ¤ì, ¯®«ãç¨¬:�á«¨ ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¡¥áª®¥çë¥ ç áâ¨à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë,   ª®¥çë¥ £à ¨ ¯®¯ à® ¯ à ««¥«ìë ¨ à ¢®¢¥-«¨ª¨, â® â ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.�® ¬®�® ¤«ï ®¤¨å £à ¥© âà¥¡®¢ âì à ¢¥áâ¢  ¯«®é ¤¥©, ¤«ï ¤àã-£¨å | à ¢¥áâ¢  ¯¥à¨¬¥âà®¢ ¨ â. ¤.13)�â® ®â®�¤¥áâ¢«¥¨¥ ¬ëá«¨âáï  ¡áâà ªâ®. �¤ ª® «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¬®£®£à -¨ª P ′ ¬®�® ®âá¥çì ®â P ¥ª®â®à®© ¯«®áª®áâìî ¨ â®£¤  P ′′ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ P ′ ¯à®áâë¬®âà �¥¨¥¬ ¢ íâ®© ¯«®áª®áâ¨.
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§ 5. �àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å. � ¬®£®£à ¨ª å á £à ¨æ¥©1. �.�.Ǒ®£®à¥«®¢ [164℄ ¯à¥¤«®�¨« ¤àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä , ®¡« ¤ îé¥¥ ¢ �ë¬¨ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢ ¬¨. �® à á-¯à®áâà ï¥âáï   ¯à®áâà áâ¢® «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© ¨ ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ã-ç¨âì ¡®«¥¥ ®¡é¨© à¥§ã«ìâ â:�¥®à¥¬  1. Ǒãáâì ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¯«®áª®áâ¨ ¡¥áª®-¥çëå £à ¥© á®¢¯ ¤ îâ,   ª �¤ ï ¯ à  ¨å ¯ à ««¥«ìëå ª®¥çëå £à -¥© ®¡« ¤ ¥â ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤¨¬ ¨§ ¤¢ãå á¢®©áâ¢: «¨¡® ¨å ¯«®áª®áâ¨á®¢¯ ¤ îâ, «¨¡® ¨ ®¤ã ¨§ íâ¨å £à ¥© ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ ¤àã£®©¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬. Ǒà¨ íâ¨å ãá«®¢¨ïå ¬®£®£à ¨ª¨ á®¢¯ ¤ îâ.(�á«¨ à¥çì ¨¤¥â ® n-¬¥àëå ¬®£®£à ¨ª å, â®, £®¢®àï ® ¯ à¥ ¯ à «-«¥«ìëå £à ¥©, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã, çâ® å®âï ¡ë ®¤  ¨§ ¨å (n− 1)-¬¥à ï,¤àã£ ï �¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¨ ¬¥ìè¥£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©, ® «¥�¨â ¢ ¯ à ««¥«ì-®© ®¯®à®© (n − 1)-¬¥à®© ¯«®áª®áâ¨. � n-¬¥à®¬ á«ãç ¥ â¥à¬¨ ý¯®¬¥-áâ¨âì ¢ãâà¨þ ¯®¨¬ ¥âáï â ª �¥, ª ª ¨ à ìè¥.)�¡®¡é¥¨¥ ¢ áà ¢¥¨¨ á â¥®à¥¬®© 1 ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä  á®áâ®¨â ¥â®«ìª® ¢ ¯¥à¥å®¤¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢® «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©, ® ¥é¥ ¢ â®¬,çâ® ¤«ï ª®¥çëå £à ¥© ¤®¯ãáª îâáï ¤¢  ¯à¥¤¯®«®�¥¨ï. � á¢ï§¨ á íâ¨¬âã �¥ â¥®à¥¬ã ¬®�® ¯¥à¥áª § âì ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥©.�¥®à¥¬  1 . Ǒãáâì ¤¢  ª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª , ®£à ¨ç¥-ë¥ ª �¤ë© ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©, ¨¬¥îâ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï,á®¤¥à� é¨¥áï ¢ ¯®«ãáä¥à¥. Ǒãáâì ¯«®áª®áâ¨ ¨å ªà ©¨å £à ¥© á®¢¯ ¤ -îâ,   ¤«ï ¯ à ¯ à ««¥«ìëå ¢ãâà¥¨å, â. ¥. ¥ ¯®¤å®¤ïé¨å ª ªà î, £à ¥©¨¬¥¥â ¬¥áâ® å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ¤¢ãå: «¨¡® ¨å ¯«®áª®áâ¨ á®¢¯ ¤ îâ, «¨¡® ¨®¤ã ¨§ íâ¨å £à ¥© ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ ¤àã£®© ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥-®á®¬.�®£¤  ¯«®áª®áâ¨ ¢á¥å £à ¥© á®¢¯ ¤ îâ, ¨ á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ãâà¥¨¥£à ¨ á®¢¯ ¤ îâ ¯®«®áâìî,   ªà ©¨¥ £à ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à®¤®«�¥ë ¤®á®¢¯ ¤¥¨ï.�¥®à¥¬  1 ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å, ®ç¥¢¨¤®, á®¤¥à�¨âáï ¢ ¤ -®¬ ãâ¢¥à�¤¥¨¨; áâ®¨â «¨èì, ®âà¥§ ¢ ®â ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¤®-áâ â®ç® ¤ «¥ª¨¥ ç áâ¨, ¯¥à¥©â¨ ª ¬®£®£à ¨ª ¬ á £à ¨æ¥©.�«ï â®£® çâ®¡ë ã¡¥¤¨âìáï, çâ®, ¨ ®¡à â®, ¤ ®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â¨§ â¥®à¥¬ë 1, ¤®áâ â®ç® ¯à®¤®«�¨âì ªà ©¨¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ â ª,çâ® ¯®«ãç âáï ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨. �â® ¢®§¬®�® ¯®â®¬ã, çâ® ¨åáä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï á®¤¥à� âáï ¢ ¯®«ãáä¥à¥. �¥áª®¥ç®¥ ¯à®¤®«-�¥¨¥ ¬®�¥â ®ª § âìáï ¢®§¬®�ë¬ ¥ ¤«ï ¢á¥å ªà ©¨å £à ¥©; ® íâ® ¥¨£à ¥â ¨ª ª®© à®«¨. �ç¥¢¨¤®, ¤«ï ¯®«ãç¥ëå ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à -¨ª®¢ ãá«®¢¨ï ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬ë ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«¥ë.



292 �. �. ������������ ¬¥â¨¬, çâ®, ª ª ¬®�® ã¡¥¤¨âìáï   ¯à®áâëå ¯à¨¬¥à å, ãª § ë© à¥-§ã«ìâ â ¥ à á¯à®áâà ï¥âáï   â ª¨¥ ª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á £à ¨æ¥©,ã ª®â®àëå áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¥ ¯®¬¥é îâáï ¢ ¯®«ãáä¥à¥. Ǒ®íâ®¬ãáãé®áâì à¥§ã«ìâ â  á®áâ®¨â ¢ â¥®à¥¬¥ 1 ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å.2. �ë ¤®ª �¥¬ â¥®à¥¬ã 1 ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢, ã ª®â®àëå áä¥à¨ç¥áª®¥¨§®¡à �¥¨¥ á®¤¥à�¨âáï ¢ãâà¨ ¯®«ãáä¥àë. (�â¨¬ ¢ âà¥å¬¥à®¬ á«ãç ¥¨áª«îç îâáï ¥ â®«ìª® ¬®£®£à ¨ª¨, ã ª®â®àëå ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à ¯ à ««¥«ìë, ® ¨ â ª¨¥, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ ¯ à ««¥«ìë¥ ¡¥áª®¥çë¥ £à -¨.) � íâ®¬ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®ª §ë¢ ¥âáï ®á®¡¥® ¯à®áâë¬.�¡é¨© á«ãç © ¡ã¤¥â ª®à®âª® à áá¬®âà¥ ¤®¯®«¨â¥«ì®.�®¯ãáâ¨¬, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® ¨¬¥îâáï ¤¢  ¥á®¢¯ ¤ îé¨å ¡¥á-ª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª  P1 ¨ P2 á® áä¥à¨ç¥áª¨¬¨ ¨§®¡à �¥¨ï¬¨ ¢ãâà¨¯®«ãáä¥àë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. �§ íâ¨å ãá«®¢¨© ¢ëâ¥ª -¥â, çâ® ¨å áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï á®¢¯ ¤ îâ ¨ ®à¬ «¨ ª ¨å ®¯®àë¬¯«®áª®áâï¬, ¡ã¤ãç¨ ®â«®�¥ë ¨§ ®¤®© â®çª¨, § ¯®«ïîâ ¢ë¯ãª«ë© â¥«¥á-ë© ã£®« V .�¡®§ ç¨¬ h1(n), h2(n) ®¯®àë¥ äãªæ¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2, â. ¥.à ááâ®ï¨ï ¨å ®¯®àëå ¯«®áª®áâ¥© ®â  ç « , ¢§ïâë¥ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬§ ª®¬, ª ª äãªæ¨¨ ¥¤¨¨ç®£® ¢¥ªâ®à  ¢¥è¥© ®à¬ «¨ n.�á«¨ ¡ë ¡ë«® h1(n) = h2(n) ¯à¨ ¢á¥å n, â® ¬®£®£à ¨ª¨ á®¢¯ ¤ «¨¡ë. Ǒ®íâ®¬ã ¨¬¥¥âáï ¬®�¥áâ¢® W ¢¥ªâ®à®¢ n ¨§ ã£«  V , ¤«ï ª®â®àëå
h1(n) − h2(n) > 0 (¨«¨ < 0). �¥ ®£à ¨ç¨¢ ï ®¡é®áâ¨, ¬®�® áç¨â âì,çâ® ¢ ã£«¥ V  ©¤ãâáï ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë, ¤«ï ª®â®àëå h1(n)− h2(n) > 0.� áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î ϕ(n), ®¯à¥¤¥«¥ãî ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ n ¨§W à ¢¥áâ¢®¬

ϕ(n) = 1
h1(n)− h2(n) . (1)�â¥à¯à¥â¨àã¥¬ íâã äãªæ¨î £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨, ¯®áâ ¢¨¢ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª �-¤®¬ã n ª®¥æ ¢¥ªâ®à  ϕ(n)n, ®â«®�¥®£® ¨§  ç « . �¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ®íâ¨å â®ç¥ª ¥áâì ¥ª®â®àë© ¬®£®£à ¨ª R á ªà ¥¬ ¢ ¡¥áª®¥ç®áâ¨, à á-¯®«®�¥ë© ¢ãâà¨ ã£«  V ¢¥ è à  à ¤¨ãá 

r = 1sup
n∈W

[h1(n)− h2(n)℄ .�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ A | ¢¥àè¨  ¬®£®£à ¨ª  P1(¨«¨ P2) ¨ a| ¨¤ãé¨© ¢ ¥¥ ¢¥ªâ®à, â® ¤«ï ®à¬ «¥© n ª ®¯®àë¬ ¯«®áª®-áâï¬ ¢ ¢¥àè¨¥ A h1(n) = an. �®à¬ «¨ ¢ ¢¥àè¨¥ ®¡à §ãîâ ¢ë¯ãª«ë©â¥«¥áë© ã£®«. �¥áì ã£®« V à §¡¨¢ ¥âáï   â ª¨¥ ã£«ë V i1 ¤«ï ¬®£®£à ¨-ª  P1 ¨ V i2 ¤«ï P2. � áá¬®âà¨¬ à §¡¨¥¨¥ ã£«  V   ã£«ë V k, ï¢«ïîé¨¥áï



��. VI: § 5. � �������������� � �������� 293¯¥à¥á¥ç¥¨ï¬¨ ã£«®¢ V i1 ¨ V j2 . � ª �¤®¬ ã£«¥ V i1 h1(n) = ai1n ¨ ¢ ã£-«¥ V j2 h2(n) = aj2n. Ǒ®íâ®¬ã ¢ V k = V i1 ∩ V j2 h1(n) − h2(n) = akn, £¤¥
ak = ai1 − aj2. �á«¨ h1(n)− h2(n) 6= 0, â® á®®â¢¥âáâ¢¥® ϕ(n) = 1/(akn) ¨
aknϕ(n) = 1, â. ¥. ª®æë ¢¥ªâ®à®¢ ϕ(n)n, ¨¤ãé¨å ¢ ã£«¥ V k, ¯à¨ ¤«¥� â¯«®áª®áâ¨

akx = 1. (*)�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®�¥áâ¢® ª®æ®¢ ¢á¥å íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¥áâì ¬®£®£à ¨ª á£à ï¬¨   ¯«®áª®áâïå (*). �ë ®£à ¨ç¨¢ ¥¬áï ¥£® ç áâìî R, «¥� é¥© ¢ã£«¥ W , £¤¥ h1(n)− h2(n) = 0. �  £à ¨æ¥ ã£«  W ¨¬¥¥¬ h1(n)− h2(n) = 0
R

T V

O�¨á. 129

(  £à ¨æ¥ ã£«  V íâ® à ¢¥áâ¢® ¢ëâ¥ª ¥â¨§ ãá«®¢¨ï á®¢¯ ¤¥¨ï ¯«®áª®áâ¥© ¡¥áª®¥ç-ëå £à ¥©). Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ¯à¨¡«¨�¥¨¨ ª£à ¨æ¥ ã£«  W ϕ(n) → ∞, â. ¥. ªà © ¬®-£®£à ¨ª  R «¥�¨â ¢ ¡¥áª®¥ç®áâ¨. �®, çâ®
R «¥�¨â ¢¥ ¥ª®â®à®£® è à , ïá® ¨§ â®£®,çâ® ¢¢¨¤ã ®£à ¨ç¥®áâ¨ äãªæ¨© h1(n) ¨
h2(n) äãªæ¨ï ϕ(n) = 1/(h1(n)− h2(n)) ¯à¨
h1−h2 > 0 ®£à ¨ç¥  á¨§ã ¯®«®�¨â¥«ìë¬ç¨á«®¬.�« £®¤ àï â ª®¬ã à á¯®«®�¥¨î ¬®£®-£à ¨ª R áãé¥áâ¢ã¥â ¯«®áª®áâì T , ¥ ¯à®å®-¤ïé ï ç¥à¥§  ç «®, á®¤¥à� é ï â®«ìª® ®¤ã¢¥àè¨ã ¬®£®£à ¨ª , ¯à¨ç¥¬ ¢¥áì ¬®£®-£à ¨ª «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â íâ®© ¯«®á-ª®áâ¨,   ¨¬¥® | ¯® âã, £¤¥ ¥ «¥�¨â  ç «®ª®®à¤¨ â (à¨á. 129).(� ª ï ¯«®áª®áâì § ¢¥¤®¬® áãé¥áâ¢ã¥â. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®£« á® á¤¥-« ®¬ã ¢ ç «¥ ¯à¥¤¯®«®�¥¨î, áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¬®£®£à ¨-ª®¢ P1 ¨ P2 á®¤¥à� âáï ¢ãâà¨ ¯®«ãáä¥àë. Ǒ®íâ®¬ã â¥«¥áë© ã£®« V , ®¡à -§®¢ ë© ®à¬ «ï¬¨, ¨¬¥¥â ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¨¥ â®«ìª® ç¥à¥§¥£® ¢¥àè¨ã. Ǒ«®áª®áâì, ¯ à ««¥«ì ï â ª®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ ã¯¨à îé ïáï ¢¬®£®£à ¨ª R, ª á ¥âáï ¥£® ¯® ª®¥ç®© ý£à ¨þ. �á«¨ íâ  ý£à ìþ ¥á¢®¤¨âáï ª ¢¥àè¨¥, â® ¬ «ë¬ ¯®¢®à®â®¬ ¯«®áª®áâ¨ ¬®�® ¤®¡¨âìáï â®£®,çâ® ®  ¡ã¤¥â ª á âìáï R ã�¥ â®«ìª® ¢ ¢¥àè¨¥.)Ǒãáâìm | ®à¬ «ì ª ¯«®áª®áâ¨ T ,   p | à ááâ®ï¨¥ íâ®© ¯«®áª®áâ¨ ®â ç « . �®£¤  à ááâ®ï¨¥ ®â  ç «  ¤® ¯«®áª®áâ¨ T ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¤ ®£®¢¥ªâ®à  n ¡ã¤¥â

r(n) = p

nm
. (2)



294 �. �. ������������ ª ª ª ¬®£®£à ¨ª R «¥�¨â §  ¯«®áª®áâìî T , â® ϕ(n) > r(n) ¨«¨ ¢á«¥¤-áâ¢¨¥ (1) ¨ (2)
h1(n)− h2(n) 6 nm

p
. (3)� â ª ª ª â®«ìª® ®¤  ¢¥àè¨  ¬®£®£à ¨ª  «¥�¨â ¢ ¯«®áª®áâ¨ T , â®à ¢¥áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï §¤¥áì â®«ìª® ¤«ï ¥¤¨¨ç®£® ¢¥ªâ®à  n0,  ¯à ¢«¥-®£® ¢ íâã ¢¥àè¨ã.Ǒ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬ ¬®£®£à ¨ª  P2 ¬®�® ¤®¡¨âìáï â®£®, çâ®¥à ¢¥áâ¢® (3) ¯¥à¥©¤¥â ¢

h1(n)− h′2(n) 6 0, (4)£¤¥ h′2(n) | ®¯®à ï äãªæ¨ï ¬®£®£à ¨ª  P2 ¯®á«¥ ¯¥à¥®á  14).� ª ª ª ¤«ï n0 ¤®áâ¨£ ¥âáï à ¢¥áâ¢® h1(n) = h′2(n), â® ®¯®àë¥ ¯«®á-ª®áâ¨ á ®à¬ «ìî n0 ã ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 â¥¯¥àì á®¢¯ ¤ îâ.Ǒãáâì G1, G2 | £à ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2, «¥� é¨¥ ¢ íâ®© ®¡é¥©®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨; § à ¥¥ ¥ ¨áª«îç¥®, çâ® ®¨ ¬®£ãâ ¡ëâì «î¡®£® ç¨á« ¨§¬¥à¥¨© ®â 0 ¤® n− 1.Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ã (4) h1(n) < h′2(n) ¯à¨ n 6= n0, â. ¥. ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨¬®£®£à ¨ª  P1 á¤¢¨ãâë ¢ãâàì P2 15). �âáî¤ , ®ç¥¢¨¤®, á«¥¤ã¥â, ¢®-¯¥à¢ëå, çâ® £à ì G1 á®¤¥à�¨âáï ¢ãâà¨ G2. �®-¢â®àëå, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â,çâ® £à ìG2 ¤®«�  ¡ëâì (n−1)-¬¥à®©: ¨ ç¥, á¤¢¨£ ï ¢ãâàì ¬®£®£à -¨ª  P2 ¢á¥ ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª ¥© ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨, ¬ë ¥¬¥¤«¥® ¯à¨¢¥«¨¡ë ¥¥ ª ¨áç¥§®¢¥¨î. � á¤¢¨£ îâáï ¢á¥ íâ¨ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¯®â®¬ã, çâ®
h1(n) < h′2(n) ¤«ï ¢á¥å n 6= n0 (¨ ¡«¨§ª¨å n0, ¯®áª®«ìªã ¢á¥ n, ¤«ï ª®â®àëå¢¥à® (4), «¥� â ¢ãâà¨ ã£«  W ).�¤ ª® ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¨ª ª ï (n−1)-¬¥à ï £à ì
G2 ¥ ¬®�¥â á®¤¥à� âì ¢ãâà¨ á¥¡ï £à ì G1, «¥� éãî ¢ ¯ à ««¥«ì®©®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨. Ǒ®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® â ª¨å ¢¥ª-â®à®¢ n, ¤«ï ª®â®àëå h1(n) 6= h2(n), ¥â. Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 ¤®«�ë á®¢¯ ¤ âì, â. ¥. á®¢¯ ¤ îâ á ¬¨ ¬®£®-£à ¨ª¨. �¥¬ á ¬ë¬ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .14)�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª ª ¨§¢¥áâ® ¨§   «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨ ¨ «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¥¯®-áà¥¤áâ¢¥®, ®¯®à®¥ ç¨á«® ¯«®áª®áâ¨ á ®à¬ «ìî n ¥áâì h(n) = nx, £¤¥ x | ¢¥ªâ®à¨§  ç «  ª®®à¤¨ â ¢ «î¡ãî â®çªã ¤ ®© ¯«®áª®áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¯«®áª®áâì ¯¥à¥®-á¨âáï   ¢¥ªâ®à a, â® ®¢®¥ ®¯®à®¥ ç¨á«® ¡ã¤¥â h′(n) = nx+ na. Ǒ¥à¥®áï ¬®£®£à -¨ª P2 ¯ à ««¥«ì®   ¢¥ªâ®à p−1m, ¯®«ãç¨¬ h′2(n) = h2(n)+p−1nm ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
h1(n)− h′2(n) = h1(n)− h2(n)− p−1nm 6 0 (¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  (3)).15)�¤¥áì, ª®¥ç®, n ¢å®¤¨â ¢ W . � �®, çâ® n0 | ¢ãâà¨ W , ¨ ¯®â®¬ã  è¥ § ª«î-ç¥¨¥ ¢¥à® ¤«ï ¢á¥å ®¯®àëå ¯«®áª®áâ¥©, ¡«¨§ª¨å ª ¯«®áª®áâ¨ á ®à¬ «ìî n0.



��. VI: § 5. � �������������� � �������� 2953. �¥¯¥àì ¤ ¤¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1 ¤«ï ®¡é¥£® á«ãç ï ¢ âà¥å¬¥à-®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �®¢  ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¤¢  à §«¨çëå ¡¥áª®-¥çëå ¬®£®£à ¨ª  P1 ¨ P2, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. �®£¤ ¨å ®¯®àë¥ äãªæ¨¨ ¥ á®¢¯ ¤ îâ, ¨ ¬ë à áá¬®âà¨¬ â¥ ¢¥ªâ®àë n, ¤«ï ª®-â®àëå h1(n)− h2(n) > 0 (¨«¨ h1 − h2 < 0, ¥á«¨ ¢¥ªâ®à®¢ á h1 − h2 > 0 ¥â).�¯ïâì áâà®¨¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® R ª®æ®¢ ¢¥ªâ®à®¢ ϕ(n)n, £¤¥
ϕ(n) = 1

h1(n)− h2(n) .�â® ¡ã¤¥â ¬®£®£à ¨ª, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, ª ª ¨ ¢ëè¥.� ª ª ª h1 − h2 > 0 ¨ ¢¥ªâ®àë n ¨¤ãâ ¢ ®¤® (§ ¬ªãâ®¥) ¯®«ã¯à®-áâà áâ¢®, â® ¬®£®£à ¨ª R à á¯®«®�¥ ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ T0,¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§  ç «® ¨ ¯ à ««¥«ì®© ¯«®áª®áâ¨, ®£à ¨ç¨¢ îé¥©  -§¢ ®¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. Ǒ®íâ®¬ã ¬®£®£à ¨ª R ¨¬¥¥â ®¯®àãî ¯«®á-ª®áâì T , ¯ à ««¥«ìãî T0. Ǒãáâì H | ®¡é ï ç áâì ¬®£®£à ¨ª  R ¨¯«®áª®áâ¨ T .� ááã�¤ ï, ª ª ¨ à ìè¥ (ä®à¬ã«ë (2) { (4)), ¯à¨¤¥¬ ª â®¬ã, çâ® ¤«ï¢¥ªâ®à®¢ n, ¡«¨§ª¨å ª ¢¥ªâ®à ¬,  ¯à ¢«¥ë¬ ¢ H
h1(n)− h′2(n) 6 0, (4′)£¤¥ h′2(n) | ®¯®à ï äãªæ¨ï ¬®£®£à ¨ª  P2, ¯¥à¥¥á¥®£® á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢,  -¯à ¢«¥ëå ¢ H.�á«¨ H | â®çª  (¨«¨ å®âï ¡ë á®¤¥à�¨â ¨§®«¨à®¢ ãî â®çªã), â® ¯®-¢â®àï¥âáï ¯à¥¤ë¤ãé¥¥ à ááã�¤¥¨¥, ¨ ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î.�®¯ãáâ¨¬ ¯®íâ®¬ã, çâ® H á®¤¥à�¨â à¥¡à® ¨«¨ £à ì ¬®£®£à ¨ª  R.�¡« áâìH ¥ ¬®�¥â ¯à®áâ¨à âìáï   ¢áî ¯«®áª®áâì T , ¯®â®¬ã çâ® â®£¤  ¤«ï¢á¥å n ¡ë«® ¡ë h1(n) = h′2(n) 16), â. ¥. ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 á®¢¯ ¤ «¨¡ë, ¢®¯à¥ª¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡« áâì H ¨¬¥¥â £à ¨æã.� «ì¥©è¥¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë íâ® â ª�¥ ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î.Ǒãáâì A | â®çª    £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨ H ¨ n0 | ¢¥ªâ®à,  ¯à ¢«¥ë© ¢íâã â®çªã.Ǒãáâì L1, L2 | ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2 á ®¤®© ¨ â®©�¥ ®à¬ «ìî n0. �®£¤  ¬®£ãâ ¯à¥¤áâ ¢¨âìáï á«¥¤ãîé¨¥ ¢®§¬®�®áâ¨:16)�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¡ë ¡ë«® H = T , â® ¢¥áì ¬®£®£à ¨ª R á¢®¤¨«áï ¡ë ª ¯«®á-ª®áâ¨ T , ¨ â®£¤  äãªæ¨ï nϕ(n) ã¤®¢«¥â¢®àï«  ¡ë ãà ¢¥¨î ¯«®áª®áâ¨ aa(h1(n)−

−h2(n))−1 = p, £¤¥ a | ¥ª®â®àë© ¢¥ªâ®à,   p | ¥ª®â®à®¥ ¯®áâ®ï®¥ ç¨á«®. � ç¥£®¢®àï, äãªæ¨ï h1(n) − h2(n),   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ h1(n) − h′2(n) ¡ë«  ¡ë «¨¥©®©.�® ¯à¨  «¨ç¨¨ ¥à ¢¥áâ¢  h1(n) − h′2(n) 6 0 íâ® ¢®§¬®�® «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ 
h1(n) = h′2(n).



296 �. �. �����������a) ¯«®áª®áâ¨ L1, L2 á®¤¥à� â â®«ìª® ¢¥àè¨ë B1, B2 ¬®£®£à ¨ª®¢ P1,
P2;b) ¯«®áª®áâì L1 á®¤¥à�¨â à¥¡à® K1 ¬®£®£à ¨ª  P1,   L2 | à¥¡à® K2(¨«¨ ¢¥àè¨ã) ¬®£®£à ¨ª  P2;) ¯«®áª®áâì L1 á®¤¥à�¨â £à ì G1 ¬®£®£à ¨ª  P1, a L2 | £à ì G2(¨«¨ à¥¡à® ¨«¨ ¢¥àè¨ã) ¬®£®£à ¨ª  P2.�á¥ ¤àã£¨¥ ¢®§¬®�®áâ¨ ¯®«ãç îâáï ¨§ b ¨ á, ¥á«¨ ¯®¬¥ïâì à®«ï¬¨¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2.A) � á«ãç ¥   ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨   ¬®£®£à ¨ª¥ R ¡ã¤¥â ¯«®áª®©.(�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¢ ¢¥àè¨ã B1 ¨¤¥â ¢¥ªâ®à a1, â® ¢ íâ®© ¢¥àè¨¥
h1(n) = a1n. Ǒ®íâ®¬ã h1(n) − h2(n) = (a1 − a2)n = an ¨ anϕ(n) = 1,â. ¥. ª®æë ¢¥ªâ®à®¢ ϕ(n)n «¥� â ¢ ¯«®áª®áâ¨.)� ª ª ª â®çª  A «¥�¨â   £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨ H, â®, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á«ãç ©  ¨áª«îç ¥âáï.�) � á«ãç ¥ á § ¬¥ç ¥¬, çâ® ¥à ¢¥áâ¢® (4) ®§ ç ¥â, çâ® ®¯®àë¥ ¯«®á-ª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P2 ¨«¨ á®¢¯ ¤ îâ á ®¯®àë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨ P1 ¨«¨á¤¢¨ãâë ¢ãâàì P1,   ¯®â®¬ã £à ì G2 á®¤¥à�¨âáï ¢ G1. �® (â ª ª ª ¬ëà áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¢¥ªâ®àë n, ¤«ï ª®â®àëå h1(n) 6= h2(n)) ¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥-¬ë íâ® ¢®§¬®�® «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ £à ¨ G1 ¨ G2 á®¢¯ ¤ îâ. �®£¤ ,®ç¥¢¨¤®, ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢, ¡«¨§ª¨å ª n0, h1(n) = h′2(n). � â ª ª ª h′2(n) ®â-«¨ç ¥âáï ®â h2(n)   á« £ ¥¬®¥ ¢¨¤  an, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯à®¨§¢¥¤¥®¬ã¯¥à¥®áã ¬®£®£à ¨ª  P2, â® h1(n)− h2(n) = an.�â®, â ª �¥ ª ª ¢ á«ãç ¥ �, ®§ ç ¥â, çâ® ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ A ¬®£®-£à ¨ª  R | ¯«®áª ï, ¢®¯à¥ª¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨î, çâ® A «¥�¨â   £à ¨æ¥®¡« áâ¨ H.B) �«ãç © b ¢®§¬®�¥ «¨èì â®£¤ , ª®£¤  à¥¡à K1, K2 ¯ à ««¥«ìë «¨¡®®¤® ¨§ ¨å ¥áâì â®çª .�¥©áâ¢¨â¥«ì®, â ª ª ª h1(n0) − h′2(n0) = 0, â® à¥¡à  K1, K2 «¥� â ¢®¡é¥© ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨. �á«¨ ®¨ ¥ ¯ à ««¥«ìë, â® ¬®£®£à ¨ª¨ P1,
P2 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¨ à §®áâì h1(n)− h2(n), ®ç¥¢¨¤®, ¬¥ï¥â § ª ¤«ï ¢¥ª-â®à®¢ n, áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨å ª n0. Ǒ®íâ®¬ã ¥à ¢¥áâ¢® (4) ®ª §ë¢ ¥âáï¥¢®§¬®�ë¬.�® ¥á«¨ à¥¡à  K1, K2 ¯ à ««¥«ìë (¨«¨ ®¤® ¨§ ¨å ¥áâì â®çª ), â® ®¨¨¬¥îâ ®¡é¨© ¯ãç®ª ®¯®àëå ¯«®áª®áâ¥©. �®à¬ «¨ n ª íâ¨¬ ¯«®áª®áâï¬«¥� â ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨. �®®â¢¥âáâ¢¥® ¨ ª®æë ¢¥ªâ®à®¢ ϕ(n)n, ¨¤ãé¨å¢ â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  R, «¥� â ¢ â ª®© �¥ ¯«®áª®áâ¨ S. Ǒ¥à¥á¥ç¥¨¥¯«®áª®áâ¥© S ¨ T ¥áâì ¯àï¬ ï, ¨ ¯®â®¬ã   ¬®£®£à ¨ª¥ R ¬ë ¨¬¥¥¬à¥¡à® r. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â®çª  A   £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨ H ¤®«�  «¥� âì¢ãâà¨ à¥¡à  r ¬®£®£à ¨ª  R.�® A| «î¡ ï â®çª    £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨H, ¨ ¯®â®¬ã ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ®  íâ®© £à ¨æ¥ ¢®¢á¥ ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¢¥àè¨. �à ¨æ  íâ  á®áâ®¨â ¨§ ¯àï¬ëå.



��. VI: § 5. � �������������� � �������� 297�ë¬¨ á«®¢ ¬¨, à¥¡à® r ¬®£®£à ¨ª  R ¤®«�® ¡ëâì ¡¥áª®¥çë¬ ¢®¡¥ áâ®à®ë. �¥ªâ®àë n,  ¯à ¢«¥ë¥ ¢ ¥£® â®çª¨, ®¯¨áë¢ îâ ¯®«ã®ªàã�-®áâì. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ®à¬ «¨ n ª ®¯®àë¬ ¯«®áª®áâï¬ ¬®£®£à ¨-ª®¢ P1, P2, ¯à®å®¤ïé¨¬ ç¥à¥§ ¨å à¥¡à K1, K2, ®¯¨áë¢ îâ ¯®«ã®ªàã�®áâì.�® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ëà®�¤ îâáï ¢ ¯«®áª¨¥ ä¨£ãàë.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ §¤¥áì ¯à¨å®¤¨¬ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. �¥¬ á ¬ë¬ â¥®à¥¬ ¤®ª §  .� n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ã�®, ¯®«ì§ãïáì   «®£¨çë¬¨ á®®¡à �¥¨-ï¬¨, à áá¬ âà¨¢ âì n ¢®§¬®�®áâ¥©,   «®£¨çëå á«ãç ï¬  , b, á.4. � § 3   ¯à®áâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® ¬®£®¬¥à®¥ ®¡®¡é¥¨¥¤®ª § ®© â ¬ â¥®à¥¬ë ® § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª å ¥¢®§¬®�®. Ǒ®-íâ®¬ã ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®,   «®£¨ç®¥ â®«ìª® çâ® ¨§«®�¥®¬ã, ¥ ¬®�¥â¡ëâì ¯à®¢¥¤¥® ¤«ï ãª § ®© â¥®à¥¬ë, ¥á«¨ â®«ìª® ¥ ¯à¨¢«¥çì ª ª¨å-â®¤®¯®«¨â¥«ìëå á®®¡à �¥¨©, ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå «¨èì ¤«ï âà¥å¬¥à®£® ¯à®-áâà áâ¢ . � ¨§«®�¥®¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¡ë«® áãé¥áâ¢¥®, çâ® ¢¥ªâ®àë n,¤«ï ª®â®àëå h1(n) − h2(n) > 0 (¨«¨ < 0), ¨¤ãâ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®¨ ¯®â®¬ã ¬®£®£à ¨ª R § ¢¥¤®¬® ¨¬¥« ®¯®àãî ¯«®áª®áâì. � á«ãç ¥ �¥§ ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2 ¢¥ªâ®àë n á h1(n)− h2(n) > 0 ¬®£ãâ ¥¨¤â¨ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ¨ à ááã�¤¥¨¥ ®â¯ ¤ ¥â ¢ á ¬®¬  ç «¥.�¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¬®�® ¡ëâì ã¢¥à¥ë¬, çâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, ®á®¢ ®¥  à áá¬®âà¥¨¨ à §®áâ¨ ®¯®àëå äãªæ¨© h1(n) − h2(n), ¢®§¬®�® ¨ ¤«ïâ¥®à¥¬ë ® § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª å. �â  ã¢¥à¥®áâì ®á®¢  , ¬¥�¤ã¯à®ç¨¬,   â®¬, çâ® ¨¬¥® â ª¨¬ ¯ãâ¥¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç ï â¥®-à¥¬  ¤«ï ªà¨¢ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©. � ¬  íâ  â¥®à¥¬  ä®à¬ã«¨àã¥âáï ¢ § 6.�áãé¥áâ¢«¥¨¥ â ª®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ® § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨-ª å ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨â¥à¥áãî § ¤ çã.�â¥à¥á ¥¥ á®áâ®¨â ¢ ãá®¢¥àè¥áâ¢®¢ ¨¨ ¬¥â®¤ . �¡é ï ¥£® ¨¤¥ï: ¯®¤¢ã¬ ¤ ë¬ ¯®¢¥àå®áâï¬ ®¡à §®¢ âì âà¥âìî, ¨§®¡à � îéãî ¢ ¥ª®â®-à®¬ á¬ëá«¥ ¨å à §®áâì, ¨, ãáâ ®¢¨¢ ã íâ®© ¯®¢¥àå®áâ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥®¯®àëå ¯«®áª®áâ¥©, ¯à¨¢¥áâ¨ íâ® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. � íâ®¬®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ¬¥â®¤ ¯à¨¬¥ï¥âáï â ª�¥ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å â¥®à¥¬ ® ¥¨§£¨-¡ ¥¬®áâ¨ ¯®¢¥àå®áâ¥©,  ç¨ ï á ¯¥à¢®© à ¡®âë �. �¨¡¬   1900 £. [311℄,£¤¥ ¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ ¤®ª §   ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâì áä¥àë.�á®¡®© á¨«ë íâ®â ¬¥â®¤ ¤®áâ¨£ ¢ àãª å �.�. Ǒ®£®à¥«®¢ : ¨¬¥® íâ¨¬ ¬¥-â®¤®¬ ® ¤®ª § « á¢®¨ â¥®à¥¬ë ® ¥¨§£¨¡ ¥¬®áâ¨ ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©,ã¯®¬ïãâë¥ ¢ § 6 £« ¢ë III. � íâ®© á¢ï§¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï«® ¡ë â ª�¥ § ç¨â¥«ì-ë© ¨â¥à¥á  ©â¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë-¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâª®©,   «®£¨ç®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã,¤ ®¬ã �.�. Ǒ®£®à¥«®¢ë¬ ¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â¥®à¥¬ë ® ªà¨¢ëå ¯®¢¥àå-®áâïå á ®£à ¨ç¥®© ªà¨¢¨§®©.



298 �. �. �����������5. Ǒà¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ®¤ã â¥®à¥¬ã ® ª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å á £à ¨æ¥©¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® £à ¨æ  ¬®£®£à ¨ª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¤ã § ¬ªã-âãî «®¬ ãî ¡¥§ ªà âëå â®ç¥ª.�¥®à¥¬  2. Ǒãáâì ¤ ë ¤¢  ª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª , ®£à -¨ç¥ëå ª �¤ë© ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©. Ǒãáâì ®¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâá«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬: 1) ª �¤®© £à ¨ ®¤®£® ¨§ ¨å á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯ à «-«¥«ì ï £à ì ¤àã£®£®, ¨ ®¡à â®, ¯à¨ç¥¬ ¨ ®¤ã ¨§ íâ¨å £à ¥© ¥«ì§ï¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ ¤àã£®© ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬, 2) ã ª �¤®© ªà ©¥©£à ¨ Q «î¡®£® ¨§ ¤ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢á¥ ¥¥ £à ¨çë¥ à¥¡à  ®¡à §ã-îâ ®¤ã «®¬ ãî,     ¯ à ««¥«ì®© ¥© £à ¨ Q′ ¤àã£®£® ¬®£®£à ¨ª «¨¡® ¢®¢á¥ ¥â £à ¨çëå à¥¡¥à, «¨¡® ¢á¥ ®¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯ à ««¥«ìë£à ¨çë¬ à¥¡à ¬ £à ¨ Q. Ǒà¨ íâ®¬ ¢á¥ £à ¨çë¥ à¥¡à  £à ¨ Q ¥¡®«ìè¥ ¨«¨,  ¯à®â¨¢, ¥ ¬¥ìè¥ ¯ à ««¥«ìëå ¨¬ à¥¡¥à £à ¨ Q′.Ǒà¨ íâ¨å ãá«®¢¨ïå ¬®£®£à ¨ª¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.�¤¥áì, ª ª ¢á¥£¤ , ¯ à ««¥«ìë¬¨ áç¨â îâáï £à ¨ á ¯ à ««¥«ìë¬¨¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨, ¨ ®¤  ¨§ ¯ à ««¥«ìëå ¤àã£ ¤àã£ã £à ¥© ¬®�¥â¢ëà®�¤ âìáï ¢ à¥¡à®. �ëà®�¤¥¨¥ ¢ ¢¥àè¨ã ¨áª«îç¥®, â ª ª ª ®¤ã
Q1

P1 P2

Q2�¨á. 130
â®çªã ¢á¥£¤  ¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì¢ãâà¨ £à ¨. �® ¢â®à®¬ ãá«®-¢¨¨ ¯®¤ ¯ à ««¥«ìë¬¨ à¥¡-à ¬¨ ¯®¨¬ îâáï à¥¡à  â ª-�¥ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨-¬¨ ®à¬ «ï¬¨, ® à¥çì ¨¤¥â® ®à¬ «ïå ¢ ¯«®áª®áâïå £à -¥© Q, Q′. Ǒà¨ íâ®¬, ª ª ¨¢áî¤ã ¢ëè¥, áç¨â ¥âáï, çâ® ¥á-«¨   £à ¨ Q′ (¨«¨ Q) ¥âà¥¡à , ¯ à ««¥«ì®£® ¤ ®¬ãà¥¡àã £à ¨ Q (¨«¨ Q′), â® ®® ¥áâì, ® ¨¬¥¥â ã«¥¢ãî ¤«¨ã. �® ¢â®à®¬ãá«®¢¨¨ â ª�¥ ¤®¯ãáª ¥âáï, çâ® £à ì Q′, ¯ à ««¥«ì ï £à ¨ Q, ¬®�¥â¢ëà®�¤ âìáï ¢ à¥¡à®. �  à¨á. 130 ¢á¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P2, ¯ à ««¥«ì-ë¥ ªà ©¨¬ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P1, ¢ëà®�¤ îâáï ¢ à¥¡à . �à ì Q1¬®£®£à ¨ª  P1, ¯ à ««¥«ì ï ªà ©¥© £à ¨ Q2 ¬®£®£à ¨ª  P2, ¥¨¬¥¥â á £à ¨æ¥© P1 ®¡é¨å â®ç¥ª. �  íâ®¬ à¨áãª¥ ¢â®à®¥ ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë¢ë¯®«¥®; ¥ ¢ë¯®«¥®, ®ç¥¢¨¤®, ¯¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥.� ¯à®áâ¥©è¥¬ á«ãç ¥ ªà ©¨¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯ -à ««¥«ìë, ¥ ¢ëà®�¤ îâáï ¨ ¨¬¥îâ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯ à ««¥«ìë¥ £à -¨çë¥ à¥¡à . � �®, çâ®   ®¤®© £à ¨ ¢á¥ íâ¨ à¥¡à  ¥ ¡®«ìè¥ (¨«¨¥ ¬¥ìè¥), ç¥¬   ¤àã£®©. � ç áâ®áâ¨, íâ® ãá«®¢¨¥ § ¢¥¤®¬® ¢ë¯®«¥-®, ¥á«¨   ª �¤®© ªà ©¥© £à ¨ ¥áâì â®«ìª® ®¤® £à ¨ç®¥ à¥¡à® ¨  ¯ à ««¥«ìëå ªà ©¨å £à ïå íâ¨ à¥¡à  ¯ à ««¥«ìë.



��. VI: § 5. � �������������� � �������� 2996. � ¬¥â¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áä®à¬ã«¨à®¢ ®© â¥®à¥¬ë, ®¯ãáª ï ¥£® ¤¥-â «¨, ª®â®àë¥, ¢¯à®ç¥¬, ¬®�® ¢®á¯®«¨âì ¡¥§ ®á®¡®£® âàã¤ .Ǒãáâì P1, P2 | ¬®£®£à ¨ª¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë.Ǒ®áâà®¨¬ ¨å ¢ë¯ãª«ë¥ ®¡®«®çª¨ P 1, P 2. �â® ¡ã¤ãâ â¥«¥áë¥ ¢ë¯ãª«ë¥¬®£®£à ¨ª¨ ¨ P1, P2 ¡ã¤ãâ ç áâï¬¨ ¨å £à ¨æ. Ǒ®áâà®¨¬ ¯®«ãáã¬¬ã P¬®£®£à ¨ª®¢ P 1 ¨ P 2:
P = 12 (P 1 + P 2).� á ¡ã¤¥â § ¨¬ âì ¥ ¢¥áì ¬®£®£à ¨ª P ,   â®«ìª® ç áâì P ¥£® ¯®¢¥àå-®áâ¨, á®áâ ¢«¥ ï £à ï¬¨, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¯®«ãáã¬¬ ¬¨ £à ¥© ¨«¨à¥¡¥à ¨áå®¤ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2. �®�® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® P ¥áâì ¢ë-¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, â ª�¥ ®£à ¨ç¥ë© ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©. �á¥¥£® £à ¨çë¥ à¥¡à  áãâì ¯®«ãáã¬¬ë ¯ à ««¥«ìëå £à ¨çëå à¥¡¥à (¨«¨à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨) ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, P2. �à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¬®£ãâ¡ëâì â¥å �¥ âà¥å â¨¯®¢, çâ® ¢ á«ãç ¥ â¥®à¥¬ë 1 § 3:1) ¯®«ãáã¬¬ë ¯ à ««¥«ìëå  áâ®ïé¨å £à ¥© ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2;2) ¯®«ãáã¬¬ë  áâ®ïé¥© £à ¨ Q ®¤®£® ¨§ ¨å ¨ à¥¡à  ¤àã£®£®, ¯à¨ç¥¬íâ® à¥¡à® «¥�¨â ¢ ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨, ¯ à ««¥«ì®© £à ¨ Q;3) ¯®«ãáã¬¬ë ¥¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à, «¥� é¨å ¢ ¯ à ««¥«ìëå ®¯®àëå¯«®áª®áâïå ( ¯à¨¬¥à, à¥¡¥à q1, q2 à¨á. 127, á. 282). �â¨ £à ¨ áãâì ¯ à «-«¥«®£à ¬¬ë.� �¤®¥ à¥¡à® p ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì ¯®«ãáã¬¬  ¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à p1¨ p2 ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2, ¯à¨ç¥¬ ®¤® ¨§ íâ¨å à¥¡¥à ¬®�¥â ¢ëà®�¤ âìáï¢ ¢¥àè¨ã.�â¥á¥¬ ª �¤®¬ã à¥¡àã p ¬®£®£à ¨ª  P § ª à §®áâ¨ p1 − p2; ¥á«¨�¥ p1−p2 = 0, â® ®áâ ¢¨¬ à¥¡à® p ¥®â¬¥ç¥ë¬. �®£¤ , ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 3

§ 1 ¡ãª¢ «ì® â ª �¥, ª ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1 § 3, ã¡¥�¤ ¥¬áï, çâ®¥á«¨ ª ª ï-¨¡ã¤ì £à ì   P ¨¬¥¥â ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à , â® ç¨á«® ¯¥à¥¬¥¨å § ª®¢ ¯à¨ ®¡å®¤¥ íâ®© £à ¨ ¥ ¬¥ìè¥ ç¥âëà¥å. � ç áâ®áâ¨, ¢®ªàã£ª �¤®© £à ¨ âà¥âì¥£® â¨¯  ¢á¥£¤  ¨¬¥îâáï ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª .�á«¥¤áâ¢¨¥ ãá«®¢¨ï 2 â¥®à¥¬ë £à ¨çë¥ à¥¡à  «î¡®© ªà ©¥© £à ¨ Q¬®£®£à ¨ª  P ®¡à §ãîâ ®¤ã «®¬ ãî. Ǒ® â®¬ã �¥ ãá«®¢¨î ¢á¥ £à ¨ç-ë¥ à¥¡à  ®¤®© ªà ©¥© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P1 ¥ ¡®«ìè¥ ¨«¨ ¥ ¬¥ìè¥à¥¡¥à ¯ à ««¥«ì®© ªà ©¥© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P2. Ǒ®íâ®¬ã ¢ ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì®áâ¨ £à ¨çëå à¥¡¥à £à ¨ Q ¥â ¯¥à¥¬¥ § ª . �â® â¥¬ ¡®«¥¥¢¥à®, ¥á«¨ Q ¥áâì £à ì âà¥âì¥£® â¨¯ : ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ®  | ¯ à ««¥«®-£à ¬¬ ¨ ¨¬¥¥â â®«ìª® ®¤® £à ¨ç®¥ à¥¡à®.�®§ì¬¥¬ â¥¯¥àì ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà P ′ â®£® �¥ ¬®£®£à ¨ª  P , á â®©�¥ à ááâ ®¢ª®© § ª®¢   ¥£® à¥¡à å. �â®�¤¥áâ¢¨¬ ¥£® £à ¨çë¥ à¥¡à á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P . Ǒ®á«¥ íâ®£®



300 �. �. �����������¨áª«îç¨¬ ®â®�¤¥áâ¢«¥ë¥ £à ¨çë¥ à¥¡à ,   â ª�¥ ¨å ª®æë, â ª çâ®¯ àë à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′, ¯®¤å®¤¨¢è¨å ª ¨å £à ¨æ ¬, á®«ìîâáï¢ ®¤® à¥¡à®, ¥á«¨ â®«ìª® ¨å ª®æë | á¢®¡®¤ë¥, â. ¥. ¯à¨ ¤«¥� â «¨èì®¤®¬ã ¥®£à ¨ç¥®¬ã à¥¡àã. Ǒ®«ãç¥ë© â ª¨¬ ®¡à §®¬  ¡áâà ªâë©¬®£®£à ¨ª P + P ′, ®ç¥¢¨¤®, £®¬¥®¬®àä¥ áä¥à¥ ¨ ¥ ¨¬¥¥â ¢¥àè¨, ¢ª®â®àëå áå®¤¨«®áì ¡ë â®«ìª® ¯® ¤¢  à¥¡à .� ¬®£®£à ¨ª  P +P ′ ¨¬¥îâáï £à ¨ ¤¢ãå ¢¨¤®¢: ®¤¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ£à ï¬   P ¨«¨ P ′, ¥ ¨¬¥¢è¨¬ £à ¨çëå à¥¡¥à; ¤àã£¨¥ ®¡à §®¢ ë ª �-¤ ï ¨§ ¤¢ãå íª§¥¬¯«ïà®¢ ®¤®© ¨ â®© �¥ £à ¨ç®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P :®¤¨ íª§¥¬¯«ïà ¯à¨ ¤«¥�¨â P , ¤àã£®© | P ′; ®¨ á«¨«¨áì ¢ ®¤ã £à ì¢á«¥¤áâ¢¨¥ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨ï ¨ ¯®á«¥¤ãîé¥£® ¨áª«îç¥¨ï £à ¨çëå à¥¡¥à.�®¯ãáâ¨¬, çâ®   P +P ′ ¥áâì £à ì á ®â¬¥ç¥ë¬¨ à¥¡à ¬¨. �á«¨ íâ® |£à ì ¯¥à¢®£® ¢¨¤ , â® ¢®ªàã£ ¥¥ ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª .Ǒãáâì â¥¯¥àì ®  ¡ã¤¥â £à ìî ¢â®à®£® ¢¨¤ ; â®£¤  ¥¥ ¬®�® ®¡®§ ç¨âì
Q+Q′, £¤¥ Q ¨ Q′ | ®¡à §ãîé¨¥ ¥¥ £à ¨çë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨
P ′. Ǒà¨ ®¡à §®¢ ¨¨Q+Q′ ¡ë«¨ ¨áª«îç¥ë £à ¨çë¥ à¥¡à  £à ¨ Q. �®,ª ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥®,   íâ¨å à¥¡à å ¥â ¯¥à¥¬¥ § ª ,   ¯®â®¬ã, ¨áª«îç¨¢¨å, ¬ë ¨áª«îç¨«¨ á ¬®¥ ¡®«ìè¥¥ ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª : ®¤ã ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ªíâ¨¬ à¥¡à ¬, ¤àã£ãî | ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â ¨å ª á«¥¤ãîé¨¬. �«¥¤®¢ â¥«ì®,¢ ®áâ îé¥©áï ç áâ¨ ª®âãà  £à ¨ Q ®áâ ¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ § ª .� â ª ª ª £à ì Q′ ¥áâì «¨èì ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà â®© �¥ £à ¨ Q, â® ¤«ï ¥¥¢¥à® â® �¥ á ¬®¥. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ Q+Q′ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª .� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®ªàã£ ª �¤®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P + P ′, ¨¬¥îé¥©®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à , ¤®«�® ¡ëâì ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª . �® â ª �¥ª ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1 § 3, ¯¥à¥å®¤ï ª ¤¢®©áâ¢¥®¬ã ¬®£®£à -¨ªã, ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¢á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë �®è¨ ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à ¥ ¤®«�®¡ëâì ¢®¢á¥, â. ¥. ¢á¥ à¥¡à  ¨áå®¤ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P1 ¨ P2 ¤®«�ë ¡ëâìá®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë. (� ç áâ®áâ¨, £à ¥© âà¥âì¥£® â¨¯ , ®¡à §®¢ ëå¯®«ãáã¬¬®© ¥¯ à ««¥«ìëå à¥¡¥à, ¥â ¢®¢á¥.) �âáî¤  ¥¬¥¤«¥® á«¥¤ã-¥â, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P2 à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë, çâ® ¨âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�¨ª ª¨¥ ¤àã£¨¥ â¥®à¥¬ë ¯®¤®¡®£® à®¤  ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥©,ªà®¬¥ â¥®à¥¬ 1 , 2,  ¬ ¥ ¨§¢¥áâë.

§ 6. �¡®¡é¥¨ï1. �¥®à¥¬¥ § 3 ® § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª å á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢ á«ãç ¥ £« ¤ª¨å ¯®¢¥àå-®áâ¥© á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ :�á«¨ ¤¢¥   «¨â¨ç¥áª¨¥ § ¬ªãâë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ á® ¢áî¤ã ¯®«®�¨â¥«ì®© ªà¨¢¨§®©®¡« ¤ îâ â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¨å ¨¤¨ª âà¨áë �î¯¥  ¢ «î¡®© ¯ à¥ â®ç¥ª á ¯ à ««¥«ì-ë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ¥«ì§ï ¯®¬¥áâ¨âì ®¤ã ¢ãâà¨ ¤àã£®© ¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£®¯¥à¥®á , â® ¯®¢¥àå®áâ¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.



��. VI: § 6. ��������� 301� ç¥ £®¢®àï, ¤¢¥   «¨â¨ç¥áª¨¥ § ¬ªãâë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ á® ¢áî¤ã ¯®«®�¨â¥«ì®©ªà¨¢¨§®© «¨¡® à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë, «¨¡® á®¤¥à� â â ª¨¥ â®çª¨ á ¯ -à ««¥«ìë¬¨ ®à¬ «ï¬¨, ¢ ª®â®àëå ¨¤¨ª âà¨áë �î¯¥  ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®¬¥é¥ë ®¤ ¢ãâà¨ ¤àã£®© ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬.�¤¨ª âà¨á  �î¯¥  ¢ â®çª¥ A ¯®¢¥àå®áâ¨ F ¥áâì, £®¢®àï ¥áª®«ìª® ¥â®ç®, ä¨£ã-à , ¯®«ãç ¥¬ ï ¢ á¥ç¥¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ F ¯«®áª®áâìî, ¯ à ««¥«ì®© ¨ ¡¥áª®¥ç® ¡«¨§ª®©ª ª á â¥«ì®© ¯«®áª®áâ¨ ¢ â®çª¥ A. �¥ç¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  ¯«®áª®áâìî, ¯ à ««¥«ì®©¨ ¡¥áª®¥ç® ¡«¨§ª®© ª ¯«®áª®áâ¨ £à ¨, ¥áâì, ®ç¥¢¨¤®, á ¬  íâ  £à ì. �§ íâ®£® á®-¯®áâ ¢«¥¨ï   «®£¨ï â¥®à¥¬ë ® ¯®¢¥àå®áâïå á â¥®à¥¬®© ® ¬®£®£à ¨ª å áâ ®¢¨âáï®á®¡¥® ïá®©.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ¨áå®¤¨â ¨§ à áá¬®âà¥¨ï à §®áâ¨ ®¯®àëå äãªæ¨© ¤¢ãå¯®¢¥àå®áâ¥© ¨ ®á®¢ ®, ¯® áãé¥áâ¢ã,   ¯à®áâëå £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å á®®¡à �¥¨ïå, ª®-â®àë¥, ®¤ ª®, ¯à¨¢®¤ïâ ª à¥§ã«ìâ âã â®«ìª® ¡« £®¤ àï ¯à¥¤¯®«®�¥¨î   «¨â¨ç®áâ¨¯®¢¥àå®áâ¥© 17). � ¤ ç  ®á¢®¡®�¤¥¨ï ®â íâ®£® âï�¥«®£® âà¥¡®¢ ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï¢ �®©, ® ¨ âàã¤®© 18). �¥¬ ¡®«¥¥ ¡ë«® ¡ë § ¬¥ç â¥«ì® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¤®ª § âìâ ªãî â¥®à¥¬ã, ª®â®à ï, ¡ã¤ãç¨ ¢¥à®© ¤«ï «î¡ëå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©¡¥§ ª ª¨å ¡ë â® ¨ ¡ë«® ãá«®¢¨© à¥£ã«ïà®áâ¨, á®¤¥à� «  ¡ë ª ª ç áâë¥ á«ãç ¨ ¤ ãîâ¥®à¥¬ã ®¡   «¨â¨ç¥áª¨å ¯®¢¥àå®áâïå, ¨ â¥®à¥¬ã § 3 ® ¬®£®£à ¨ª å.�¥®à¥¬¥ ® ¯®¢¥àå®áâïå ¬®�® ¤ âì ¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ á« ¡ãî   «¨â¨ç¥áªãî ä®à¬ã-«¨à®¢ªã.Ǒãáâì f(x, y;n) | äãªæ¨ï ¥¤¨¨ç®£® ¢¥ªâ®à  n ¨ ¤¢ãå ç¨á«¥ëå ¯¥à¥¬¥ëå,®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ ®¡« áâ¨ x > y ¨ ¬®®â® ï, â. ¥. ¯à¨ ¢áïª®¬ n f(x1, y1;n) > f(x2, y2;n),¥á«¨ x1 > x2, y1 > y2 ¨«¨ x1 > x2, y1 > y2. Ǒãáâì F1, F2 | ¤¢¥ à¥£ã«ïàë¥ § ¬ªãâë¥¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨ R1 > R′1, R2 > R′2 | ¨å £« ¢ë¥ à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ë ¢ â®çª å á¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ n. �á«¨ ¯à¨ ¢áïª®¬n, â. ¥. ¤«ï ª �¤®© ¯ àë â ª¨åâ®ç¥ª, f(R1, R′1;n) = f(R2, R′2;n), â® ¯®¢¥àå®áâ¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë 19).�ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯®¢¥àå®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ f(R,R′;n) ª ª äãªæ¨¨ ®à¬ «¨(â. ¥. f = g(n), ®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á ).�¢ï§ì íâ®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ á ¯¥à¢® ç «ì®© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¢ëïáï¥âáï ¨§ á«¥¤ãîé¥-£® á®®¡à �¥¨ï. �á«¨ f(R1, R′1;n) = f(R2, R′2;n) ¨, áª �¥¬, R1 > R2, â® ¢¢¨¤ã ¬®®â®-17)�¬. [11℄. � íâ®© à ¡®â¥ â¥®à¥¬  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ ¨®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥, íª¢¨¢ «¥â-®©, ®¤ ª®, ¤ ®© §¤¥áì.18)�. �. Ǒ®£®à¥«®¢ ¯ëâ «áï áïâì ãá«®¢¨¥   «¨â¨ç®áâ¨. � ¤ �¥ ¤ã¬ «, çâ® ¥¬ãíâ® ã¤ «®áì ¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ « ¤¢¥ § ¬¥âª¨ [176, 177℄, ®è¨¡®ç®áâì ª®â®àëå ¡ë«  § ¬¥ç¥-  ¥ áà §ã. �¨ç¥£® ¥ § ï ®¡ íâ¨å § ¬¥âª å, �. � àâ¨¥á-�®à ¯®áâà®¨« C2-£« ¤ª¨©ª®âà¯à¨¬¥à [318℄. �. �. Ǒ ¨  [329℄, à ¡®â ï á® á¯¥æ¨ «ìë¬¨ ¬®£®£à ¨ª ¬¨ ¨ ¨åá£« �¨¢ ¨ï¬¨, ¯®áâà®¨«  C∞-£« ¤ª¨¥ ª®âà¯à¨¬¥àë ¨  è«  ®è¨¡ªã ¢ à ááã�¤¥¨ïå�. �. Ǒ®£®à¥«®¢ , ¯à®¯ãáâ¨¢è¥£® ¢®§¬®�ãî ®á®¡¥®áâì ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï¢á¯®¬®£ â¥«ì®© á¥¤«®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á ¥¥ ª á â¥«ì®© ¯«®áª®áâìî. � ¡®âë �. �. Ǒ -¨®© ¯à¨¢¥«¨ ª á®§¤ ¨î ¯®ïâ¨ï ý¢¨àâã «ì®£® ¬®£®£à ¨ª þ, ®¡ê¥¤¨¨¢è¥£® ¯®¤-å®¤ë à §«¨çëå  ¢â®à®¢ ª § ¤ ç¥ ¯à¥¢à é¥¨ï ¯®«ã£àã¯¯ë ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢á® á«®�¥¨¥¬ ¯® �¨ª®¢áª®¬ã ¢ £àã¯¯ã. | Ǒà¨¬. à¥¤.19)�¤¥áì ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ¨ ¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨, ® â ª¨¥, çâ® ª �¤ ï ¨§¨å ¥áâì ®£¨¡ îé ï á¥¬¥©áâ¢  ¯«®áª®áâ¥© nx = h(n), £¤¥ h(n) ¥áâì äãªæ¨ï ¥¤¨¨ç®£®¢¥ªâ®à  n, ®¯à¥¤¥«¥ ï ¤«ï ¢á¥å n, ®¤®§ ç ï ¨   «¨â¨ç¥áª ï. � â ª®© ¯®¢¥àå®áâ¨®à¬ «¨ n ª ¥¥ ª á â¥«ìë¬ ¯«®áª®áâï¬ ®¤®§ ç® ¯®ªàë¢ îâ ¢áî áä¥àã. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á-«¨ ®  | ¥ ¢ë¯ãª« ï, â® ¨¬¥¥â à¥¡à  ¢®§¢à â . �â® ¥ ¨áª«îç ¥âáï; ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨åâ®çª å à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ë áãé¥áâ¢ãîâ, ® xoâï ¡ë ®¤¨ ¨§ ¨å ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì.



302 �. �. �����������®áâ¨ äãªæ¨¨ f ¤®«�® ¡ëâì R′1 < R′2. �®, ª ª ¨§¢¥áâ®, £« ¢ë¥ à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ëà ¢ë ª¢ ¤à â ¬ ¯®«ã®á¥© â®£® í««¨¯á , ª ª¨¬ ï¢«ï¥âáï ¨¤¨ª âà¨á  �î¯¥ . �á«¨ �¥ã ¤¢ãå í««¨¯á®¢ à §®áâ¨ ®á¥© | à §ëå § ª®¢, â® íâ¨ í««¨¯áë ¥¯®¬¥é ¥¬ë ®¤¨ ¢¤àã£®¬ ¯ãâ¥¬ ¯¥à¥®á . (� �®, çâ® áà ¢¨¢ îâáï ¡®«ìè ï ®áì á ¡®«ìè®© ¨ ¬ « ï ®áì á¬ «®©, ¯®â®¬ã çâ® ¯® ãá«®¢¨î R > R′.) �¡à â®¥ § ª«îç¥¨¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥¢¥à®, ¨¯®â®¬ã £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  | áãé¥áâ¢¥® ¡®«¥¥ ®¡é ï, ç¥¬   «¨â¨ç¥áª ï.�  ï â¥®à¥¬  á®¤¥à�¨â ¥®£à ¨ç¥®¥ ¬®�¥áâ¢® ç áâëå â¥®à¥¬, ¯®«ãç îé¨å-áï ¯à¨ á¯¥æ¨ «ì®¬ ¢ë¡®à¥ äãªæ¨¨ f(x, y;n). Ǒ¥à¢ ï ¨§ â ª¨å ç áâëå â¥®à¥¬ ¡ë« ¤®ª §   �. �. �à¨áâ®ää¥«¥¬ ¢ 1865 £. [256℄; ¢ ¥© f = x+ y, â. ¥. à¥çì ¨¤¥â ® à ¢¥áâ¢¥¯®¢¥àå®áâ¥© á à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨ £« ¢ëå à ¤¨ãá®¢ ªà¨¢¨§ë. �«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â |â¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£® 1899 £., £¤¥ f = xy, â. ¥. à¥çì ¨¤¥â ® à ¢¥áâ¢¥ ¯®¢¥àå®áâ¥© áà ¢ë¬¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï¬¨ £« ¢ëå à ¤¨ãá®¢ ªà¨¢¨§ë, ¨«¨, çâ® à ¢®á¨«ì®, á à ¢ë¬¨£ ãáá®¢ë¬¨ ªà¨¢¨§ ¬¨. �â  â¥®à¥¬  ¯à¨¬ëª ¥â ª â¥®à¥¬¥ �¨ª®¢áª®£® ® à ¢¥áâ¢¥¬®£®£à ¨ª®¢ á à ¢®¢¥«¨ª¨¬¨ £à ï¬¨, ¯®â®¬ã çâ® £ ãáá®¢  ªà¨¢¨§  à ¢  ®â®è¥-¨î ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå ¯«®é ¤®ª   áä¥à¨ç¥áª®¬ ¨§®¡à �¥¨¨ ¨   ¯®¢¥àå®áâ¨, â. ¥. ® ®¯à¥¤¥«ï¥â § ¢¨á¨¬®áâì ¯«®é ¤¥©   ¯®¢¥àå®áâ¨ ®â áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï; íâ¨¬¥¥ § ¤ ¨¥ ¢ë¯®«ï¥â âã �¥ à®«ì, ª ªãî ¨£à ¥â § ¤ ¨¥ ¯«®é ¤¨ £à ¨ ª ª äãªæ¨¨®à¬ «¨.�®�®  §¢ âì ¥é¥ ¥ª®â®àë¥ ¡®«¥¥ ¯®§¤¨¥ ç áâë¥ à¥§ã«ìâ âë, â ª áª § âì ¯®£«®-é¥ë¥  è¥© â¥®à¥¬®©.�  ï   «¨â¨ç¥áª ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¤®¯ãáª ¥â àï¤ ¢ à¨ â®¢ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ãá«®-¢¨© à¥£ã«ïà®áâ¨,  « £ ¥¬ëå   äãªæ¨î f ¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ F1, F2.�á«¨ âà¥¡®¢ âì   «¨â¨ç®áâì ¯®¢¥àå®áâ¥© F1, F2, â® äãªæ¨ï f(x, y;n) ¬®�¥â ¡ëâìá®¢¥àè¥® ¯à®¨§¢®«ì®©, ¥ áç¨â ï, ª®¥ç®, ®¡ï§ â¥«ì®£® ãá«®¢¨ï ¬®®â®®áâ¨ ¯®
x, y;  ¯à¨¬¥à, ®  ¬®�¥â ¡ëâì ¤ �¥ ¥¨§¬¥à¨¬®© ¯® n.�á«¨ ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë äãªæ¨ï f ¡ë«  âà¨�¤ë ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®© ¨ã¤®¢«¥â¢®àï«  âà¥¡®¢ ¨î ýáãé¥áâ¢¥®©þ ¬®®â®®áâ¨: ∂f

∂x
, ∂f
∂y

> 0, â® ®â ¯®¢¥àå®-áâ¥© F1, F2 ¤®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì ç¥âëà¥åªà â®© ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ 20).� á®åà ïî ã¡¥�¤¥¨¥, çâ® äãªæ¨ï f ¬®�¥â ¡ëâì á®¢¥àè¥® ¯à®¨§¢®«ì®©,   ®â¯®¢¥àå®áâ¥© ¤®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì ¤¢ãªà â®© ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨, «¨èì ¡ë áãé¥-áâ¢®¢ «¨ £« ¢ë¥ à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ë. �¤ ª® ¯®¯ëâª¨ ¤®ª § âì â¥®à¥¬ã ¢ â ª®¬ ®¡é¥¬¢¨¤¥ ®áâ «¨áì ¯®ª  ¡¥§à¥§ã«ìâ âë¬¨ 21).�¥®à¥¬  ¢ ¥¥   «¨â¨ç¥áª®© ä®à¬¥ ¯à¨¢®¤¨âáï ª ¢®¯à®áã ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨ï¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå. � ª ç¥áâ¢¥ äãªæ¨¨, § ¤ îé¥©¯®¢¥àå®áâì, ¡¥à¥¬ ®¯®àãî äãªæ¨î ¤«ï ¥¤¨¨çëå ¢¥ªâ®à®¢ h(n) = h(ξ, η), â. ¥. à á-áâ®ï¨¥ ®â  ç «  ¤® ª á â¥«ì®© ¯«®áª®áâ¨, ª ª äãªæ¨î ®à¬ «¨ n ¨«¨ ª®®à¤¨ â ξ, η  ¥¤¨¨ç®© áä¥à¥. �« ¢ë¥ à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ë ¢ëà � îâáï ç¥à¥§ h(ξ, η) ¨ ¥¥ ¯à®¨§-¢®¤ë¥ ¤® ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [245, § 94℄). Ǒ®íâ®¬ã § ¤ ¨¥ f(R,R′;n) ª ªäãªæ¨¨ ®à¬ «¨, â. ¥. f(R,R′;n) = h(n), à ¢®á¨«ì® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¢â®à®£® ¯®àï¤ª :�(hξξ, . . . , h; ξ, η) = g(ξ, η).20)�â® |  ¨¡®«ìè¥¥ ¤®áâ¨£ãâ®¥ ¯®ª  ®á« ¡«¥¨¥ ãá«®¢¨©,  « £ ¥¬ëå   ¯®¢¥àå®-áâ¨, ãáâ ®¢«¥® �.�. Ǒ®£®à¥«®¢ë¬; á¬. ¥£® § ¬¥âªã [165℄. �¥§ã«ìâ â á ¡®«¥¥ á¨«ìë¬¨âà¥¡®¢ ¨ï¬¨ ¯®«ãç¥ ¢¯¥à¢ë¥ ¬®© ¢ à ¡®â¥ [8℄. �àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤ ® ¬®© ¢áâ âì¥ [17℄.21)�¬. ¨�¥ ¯. 5. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. VI: § 6. ��������� 303�¥çì ¨¤¥â ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨ï íâ®£® ãà ¢¥¨ï   ¢á¥© áä¥à¥ á â®ç®áâìî ¤®á« £ ¥¬®£® an, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯¥à¥®áã. �â® | ãà ¢¥¨¥ ¤®áâ â®ç® ®¡é¥£® ¢¨¤ ,¯®áª®«ìªã äãªæ¨ï f ¯®¤ç¨¥  «¨èì ãá«®¢¨î áãé¥áâ¢¥®© ¬®®â®®áâ¨ ∂f
∂x
, ∂f
∂y

> 0.�§ íâ®£® ãá«®¢¨ï ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ãà ¢¥¨¥ ¡ã¤¥â í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯  (á¬. [165℄).2. �«ï ¯®¢¥àå®áâ¥© á £à ¨æ¥© ¨ ¡¥áª®¥çëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âìâ¥®à¥¬ë, ¢¯®«¥   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ ¬ 1 ¨ 1  § 5. � ª,   «®£¨ç® â¥®à¥¬¥ 1  ¨¬¥¥¬:Ǒãáâì F1 ¨ F2 | ¤¢¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ á ®¡é¨¬ áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬,á®¤¥à� é¨¬áï ¢ãâà¨ ¯®«ãáä¥àë. Ǒãáâì ã íâ¨å ¯®¢¥àå®áâ¥© 1) ª á â¥«ìë¥ ¯«®áª®-áâ¨ ¢ â®çª å £à ¨æë á®¢¯ ¤ îâ, 2) ¢® ¢ãâà¥¨å â®çª å á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨¬¨®à¬ «ï¬¨ ¨¤¨ª âà¨áë �î¯¥  ¥ ¯®¬¥é îâáï ®¤  ¢ãâà¨ ¤àã£®©. �®£¤  ¯®¢¥àå®-áâ¨ á®¢¯ ¤ îâ (á â®ç®áâìî ¤® ¨å ç áâ¥©, «¥� é¨å ¢ ¯«®áª®áâïå, ª á â¥«ìëå ¢ â®çª å£à ¨æë).�®ª § â¥«ìáâ¢®   «®£¨ç® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 1 § 5.�¡®§ ç ï h1(n), h2(n) ®¯®àë¥ äãªæ¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥© F1, F2, áâà®¨¬ ¤«ï ª �-¤®£® ¥¤¨¨ç®£® ¢¥ªâ®à  n â®çªã, ï¢«ïîéãîáï ª®æ®¬ ¢¥ªâ®à  ϕ(n)n, £¤¥ ϕ(n) == 1/(h1(n) − h2(n)). �¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® R íâ¨å â®ç¥ª á ϕ(n) > 0 (¨«¨ < 0) ¤®«�-® ¨¬¥âì ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨. �® ®ª §ë¢ ¥âáï, ®¤ ª®, ¯®¢¥àå®áâìî ¥¯®«®�¨â¥«ì®©ªà¨¢¨§ë ¨ ¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì ®¯®àëå ¯«®áª®áâ¥©, ªà®¬¥ â®£® á«ãç ï, ª®£¤  á ¬® ¢ëà®�-¤ ¥âáï ¢ ¯«®áª®áâì. � â®£¤  h1(n) = h2(n), ¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ á®¢¯ ¤ îâ.�¥®à¥¬  ¢¬¥áâ¥ á  ¬¥ç¥ë¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ ¡ãª¢ «ì® ®¡®¡é ¥âáï   ¯®¢¥àå®áâ¨¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. � ®â«¨ç¨¥ ®â á«ãç ï § ¬ªãâ®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨ïà¥£ã«ïà®áâ¨ ¥ ¨£à îâ §¤¥áì ¨ª ª®© à®«¨.� á¯à®áâà ï¥âáï «¨ ¤  ï â¥®à¥¬  â ª�¥   ¯®¢¥àå®áâ¨, áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ª®â®àëå á®¤¥à�¨âáï ¢ § ¬ªãâ®© ¯®«ãáä¥à¥, ® ¥ ¢ãâà¨ ¥¥, | ¥ ¨§¢¥áâ®. �«ï¯®¢¥àå®áâ¥© á® áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬, ¥ «¥� é¨¬ ¢ ¯®«ãáä¥à¥, ® ,  ¤® ¤ã¬ âì,¥ ¢¥à ; ¢¯à®ç¥¬, ¤«ï ¯®¤â¢¥à�¤¥¨ï íâ®£® ã�®  ©â¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¨¬¥à.3. �¥®à¥¬ë ® § ¬ªãâëå ¯®¢¥àå®áâïå, ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ ¯o 1, ¥ ã¤ ¥âáï ®¡®¡é¨âì  ¬®£®¬¥àë¥ ¯à®áâà áâ¢ . �ë§¢ ® «¨ íâ® ¥¤®áâ âª®¬ ¬¥â®¤  ¨«¨ á ¬®¥ ®¡®¡é¥¨¥¥¢®§¬®�®, | ®áâ ¥âáï ¥¨§¢¥áâë¬ 22). �¥¢®§¬®�®áâì ®¡®¡é¥¨ï â¥®à¥¬ë § 3 ® § ¬-ªãâëå ¬®£®£à ¨ª å ¡ë«  ã�¥ ãáâ ®¢«¥    ¯à¨¬¥à¥ ¢ § 3. � ¬ �¥ ¡ë«® ãª § ®,çâ® â¥¬ ¥ ¬¥¥¥ â¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£® ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¯®¯ à® ¯ à ««¥«ì-ë¬¨ ¨ à ¢®¢¥«¨ª¨¬¨ £à ï¬¨ ¢¥à  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©. �¨ª ª¨å¤àã£¨å â¥®à¥¬ â ª®£® à®¤  á ¤àã£¨¬¨ ¬®®â®ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ (n − 1)-¬¥àëå £à ¥©¢¬¥áâ® ¯«®é ¤¨ ¥ ¨§¢¥áâ® 23).22)Ǒà¨¬¥à í««¨¯á®¨¤  ¨ £¨¯¥àáä¥àë ¢ R4 á ¥¢¬¥é ¥¬ë¬¨ ¨¤¨ª âà¨á ¬¨ ¯à¨¢¥¤¥¢ [136℄. �® ¢ [138℄ ¯®ª § ®, çâ® ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ ¡®«¥¥ áâà®£®¬ âà¥¡®¢ ¨¨ ª ¥¢¬¥é ¥-¬®áâ¨ ¨¤¨ª âà¨á â¥®à¥¬  ® à ¢¥áâ¢¥ á â®ç®áâìî ¤® ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á  ¢¥à  ¢
Rn. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .23)�¥ª®â®à®¥ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£® ¬®�® ¯®«ãç¨âì, ¥á«¨ ¯à¥¤¯®« £ âì§ à ¥¥, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ P ¨ P ′ ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢®¥ áâà®¥¨¥. �¤ ª® íâ®â à¥§ã«ìâ â¥ ª �¥âáï  ¬ ¨â¥à¥áë¬. �á«®¢¨¥ à ¢¥áâ¢  á®áâ®¨â §¤¥áì ¢ à ¢¥áâ¢¥ á¬¥è ëå¯«®é ¤¥© £à ¥© ¬®£®£à ¨ª®¢ P , P ′ ¨ ¤ ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, . . . , Pm â®£® �¥áâà®¥¨ï:

Fj(P . . . P︸ ︷︷ ︸
n−m−1 P1 . . . Pm) = Fj(P ′ . . . P ′︸ ︷︷ ︸

n−m−1 P1 . . . Pm)(á¬. § 2 £«. VII). �¥§ ¯à¥¤¯®«®�¥¨ï ®¡ ®¤¨ ª®¢®áâ¨ áâà®¥¨ï â¥®à¥¬  ¥ ¢¥à .



304 �. �. ������������«ï § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬®�® áä®à¬ã«¨à®-¢ âì ¤®áâ â®ç® ®¡éãî â¥®à¥¬ã. �«ï à¥£ã«ïàëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ®  á¢®¤¨âáï ª ãâ¢¥à-�¤¥¨î:�á«¨ ã ¤¢ãå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ â®çª å á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¢¥è¨-¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ¤ ë¥ í«¥¬¥â àë¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ äãªæ¨¨ £« ¢ëå à ¤¨ãá®¢ ªà¨-¢¨§ë à ¢ë, â® ¯®¢¥àå®áâ¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë. (�«¥¬¥â à ï á¨¬-¬¥âà¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ®â R1, R2, . . . , Rn−1 ¥áâì ª®íää¨æ¨¥â ¬®£®ç«¥  á ª®àï¬¨ R1,
R2, . . . , Rn−1.)�¢®¤ï ¢¬¥áâ® äãªæ¨© à ¤¨ãá®¢ ªà¨¢¨§ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ äãªæ¨¨ ¬®�¥áâ¢   áä¥à¥, íâã â¥®à¥¬ã ¬®�® ®¡®¡é¨âì   ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨, ¥ ¯®¤ç¨¥ë¥ ¨ª -ª¨¬ ãá«®¢¨ï¬ à¥£ã«ïà®áâ¨. �¬¥® ¢ â ª®© ®¡é¥© ä®à¬¥ íâ  â¥®à¥¬  ¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ãáâ ®¢«¥  ¬®© ¢ [5℄ 24).� ç áâ®áâ¨, ¨â¥£à « ®â ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï £« ¢ëå à ¤¨ãá®¢ ªà¨¢¨§ë ¯®¢¥àå®áâ¨ � ¯®¬®�¥áâ¢ã ®à¬ «¥©, â. ¥. ¯® ¬®�¥áâ¢ã   ¥¤¨¨ç®© áä¥à¥, ¥áâì ¯«®é ¤ì á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¥£® ¬®�¥áâ¢    ¯®¢¥àå®áâ¨. � áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ª ª äãªæ¨ï ¬®�¥áâ¢    áä¥à¥,®  ¡ã¤¥â ý¯®¢¥àå®áâ®© äãªæ¨¥©þ F�(M). �¡é¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ íâ®© äãªæ¨¨ ¤ ® ¢¯o 2 § 7 £« ¢ë II.�¯®¬ïãâ ï â®«ìª® çâ® â¥®à¥¬  á®¤¥à�¨â ãâ¢¥à�¤¥¨¥, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë¥ § ¬ªãâë¥¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ á à ¢ë¬¨ ¯®¢¥àå®áâë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á-¯®«®�¥ë.�â® ¥áâì ¯àï¬®¥ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£® ® ¬®£®£à ¨ª å   ¯à®¨§¢®«ìë¥¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨.�®ª § â¥«ìáâ¢  ã¯®¬ïãâëå â¥®à¥¬ ®á®¢ ë   â ª  §ë¢ ¥¬®© â¥®à¨¨ á¬¥è ëå®¡ê¥¬®¢, ¯¥à¢® ç «ì®¥ ¯®ïâ¨¥ ® ª®â®à®© ¤ ¥âáï ¢ § 3 £« ¢ë VIII.4. �  ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ íâ®© £« ¢ë   ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ ¥¥¢ª«¨¤®-¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¬®�¥â ¯®ª § âìáï ¢®¢á¥ ¡¥áá¬ëá«¥ë¬ ¢¢¨¤ã ®âáãâáâ¢¨ï ¢ â ª®¬ ¯à®-áâà áâ¢¥ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á . �¤ ª®, ¥á«¨ ¯®ïâ¨¥ ¯ à ««¥«ì®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¨âì ¢¯à®¥ªâ¨¢ëå â¥à¬¨ å, â® § ¤ ç  ¯à¥¤áâ ¢¨âáï ¥ áâ®«ì ã� ¥«¥¯®©. �¬¥®   ¯à®¥ª-â¨¢®¬ ï§ëª¥ ¯®¯ à ï ¯ à ««¥«ì®áâì £à ¥© ®§ ç ¥â, çâ® ¯«®áª®áâ¨ £à ¥© ¯®¯ à®¯¥à¥á¥ª îâáï ¯® ¯àï¬ë¬, «¥� é¨¬ ¢ ®¤®© (¡¥áª®¥ç® ã¤ «¥®©) ¯«®áª®áâ¨. �â® ãá«®-¢¨¥ ¬®�® ã�¥ ¯¥à¥®á¨âì ¢ áä¥à¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¨ ¯à®áâà áâ¢® �®¡ ç¥¢áª®£®.�®£¤  ¬®�® ¯®áâ ¢¨âì,  ¯à¨¬¥à, â ª®© ¢®¯à®á. Ǒãáâì ã ¤¢ãå áä¥à¨ç¥áª¨å ¬®£®£à -¨ª®¢ £à ¨ ¯®¤ç¨¥ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î à á¯®«®�¥¨ï ¨ ¨¬¥îâ á®®â¢¥âáâ¢¥-® à ¢ë¥ ¯«®é ¤¨. �¬¥¥âáï «¨ â®£¤  ¥ª®â®à®¥ ¯à®áâ®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥®¤¨ ¬®£®£à ¨ª ¢ ¤àã£®©, â ª �¥ ª ª íâ® ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¯¥à¥®á ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®-áâà áâ¢¥? �â®â ¢®¯à®á ã�¥ ¥ ª �¥âáï ¡¥áá¬ëá«¥ë¬. �¤ ª® ¬®�¥â ®ª § âìáï, çâ®â ª®£® ¯à®áâ®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¥ ¡ë¢ ¥â, ¨ â®£¤  ¢®¯à®á á¤¥« ¥âáï ¥¨â¥à¥áë¬.5. 25) �¥â®¤, ãª § ë© ¢ ª®æ¥ ¯. 1   á. 302, ¡ë« à §¢¨â ¢ á¥à¨¨ à ¡®â  ¢â®à [22{28℄. �£® ®¡®á®¢ ¨¥ ¢ ®á®¢®¬ á®¤¥à�¨âáï ¢ [23℄. Ǒãáâì �(k1, . . . , kn, z, x) ¥áâì C1-£« ¤ª ï äãªæ¨ï ®â k1 > k2 > . . . > kn > 0, z, x = (x1, . . . , xn), ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¢á¥å i ¢¥§¤¥
∂�/∂ki > 0. Ǒãáâì S′ : z = z′(x) ¨ S′′ : z = z′′(x) | ¤¢¥ ¢ë¯ãª«ë¥ C2-£« ¤ª¨¥ ¯®¢¥àå®-áâ¨, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ¥ª®â®à®¥ (§ ¢¨áïé¥¥ ®â § ¤ ç¨) á¥¬¥©áâ¢® {S} ¯®¢¥àå®áâ¥©, ¢ë¯ãª«®¥¯® z. �®£¤  à §®áâì �� = �(k′1, . . . , k′n, z′, x)− �(k′′1 , . . . , k′′n, z′′, x), £¤¥ k′i ¨ k′′i | £« ¢-ë¥ ªà¨¢¨§ë ¯®¢¥àå®áâ¥© S′ ¨ S′′ ¢ â®çª å (x, z′(x)) ¨ (x, z′′(x)), ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©24)� [6℄ ãáâ ®¢«¥ ¤ �¥ áãé¥áâ¢¥® ¡®«¥¥ ®¡é¨© à¥§ã«ìâ â.25)Ǒãªâë 5{9 ¤®¡ ¢«¥ë �.�.� «£ ««¥à®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥ç ¨ï.



��. VI: § 6. ��������� 305®â®á¨â¥«ì® �z = z′ − z′′ «¨¥©®¥ í««¨¯â¨ç¥áª®¥ ¢ëà �¥¨¥�� = n∑

i,j=1 aij(�z)ij + n∑

i=1 bi(�z)i + c�z.�á«¨ § ç¥¨ï �   S′ ¨ S′′ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯® x â®çª å ®¤¨ ª®¢ë, â® �z á«ã�¨âà¥è¥¨¥¬ «¨¥©®£® ®¤®à®¤®£® ãà ¢¥¨ï í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯ . �«ï â ª¨å ãà ¢¥-¨© �.�.�«¥ªá ¤à®¢ë¬ [21, 22, 30{40℄ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë à §«¨çë¥ ®¡®¡é¥¨ï ¯à¨æ¨¯ ¬ ªá¨¬ã¬  ¨ â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, á¬. â ª�¥ [290℄.�á«¨ ª ª¨¬-«¨¡® ®¡à §®¬ ã¤ ¥âáï á ¯®¬®éìî âà¨¢¨ «ì®£® ¤«ï ¤ ®© § ¤ ç¨ ¯à¥®¡-à §®¢ ¨ï (¯¥à¥®á, ¯®¤®¡¨¥ ¨ â. ¯.), ¥ ¬¥ïï �, ¯à¨¢¥áâ¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ S′ ¨ S′′ ¢ â ª®¥¯®«®�¥¨¥, çâ® ®¤  ¨§ ¨å ª®á¥âáï ¤àã£®© ¨§¢¥, â® ¯®á«¥ íâ®£® S′ ¨ S′′ á®¢¯ ¤ãâ ¢á¨«ã ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï �� = 0. �á¥ â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢ [22{28℄¢ â®© ¨«¨ ¨®© áâ¥¯¥¨ ®á®¢ ë   íâ®¬ á®®¡à �¥¨¨. � ç áâ®áâ¨, ¢ [22, 24℄ ¤®ª §  â¥®à¥¬ , áä®à¬ã«¨à®¢  ï ¢ ª®æ¥ á. 300. �àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ ª« áá¥ C3 á¬. ¢ [173,£«. VII℄ ¨ [291℄. �á«¨ äãªæ¨ï � á¨¬¬¥âà¨ç  ¯® n, â. ¥. �(R1, R2,n) = �(R1, R2,−n),â® â¥®à¥¬  ¢¥à  ¡¥§ ª ª¨å-«¨¡® ¯à¥¤¯®«®�¥¨© ® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ �, á¬. [137℄.6. �«ï ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© á ªà ¥¬ ¨«¨ ¡¥áª®¥çëå á ¯à¥¤¯¨á ë¬ ¯®¢¥¤¥¨¥¬  ¡¥áª®¥ç®áâ¨ ¢á¥ â¥®à¥¬ë [22{28℄ ¬®£®¬¥àë¥, ¯à¨ç¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¥ â®«ìª® ¢¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ å [24℄.7. �«ï § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ En+1 ¯à¨ n > 2 â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥-®áâ¨,   «®£¨ç®© áä®à¬ã«¨à®¢ ®© ¢ ª®æ¥ á. 300 ¤«ï áâ®«ì ¯à®¨§¢®«ìëå äãª-æ¨© �, ¥â. �¤ ª®, ¥á«¨ � | í«¥¬¥â à ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï äãªæ¨ï £« ¢ëå à ¤¨ãá®¢ªà¨¢¨§ë R1, . . . , Rn, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢¥à . �  ¡ë«  ¤®-ª §   �.�.�«¥ªá ¤à®¢ë¬ [5℄ ¢ 1937 £.,   ¤«ï � = R1 + . . .+Rn (§ ¤ ç  �à¨áâ®ää¥«ï)¨ � = R1 · · ·Rn (§ ¤ ç  �¨ª®¢áª®£®) ¥é¥ ¢  ç «¥ ¢¥ª  á®®â¢¥âáâ¢¥® �. �ãà¢¨æ¥¬ ¨�. �¨ª®¢áª¨¬.8. �§¢¥áâ¥ ª« áá¨ç¥áª¨© ¢®¯à®á ý® ¬ë«ì®¬ ¯ã§ëà¥þ: ®¡ï§   «¨ ¡ëâì áä¥à®© C2-£« ¤ª ï § ¬ªãâ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì, ¥á«¨ ã ¥¥ ¢® ¢á¥å â®çª å ®¤¨ ª®¢  áà¥¤ïï ªà¨-¢¨§ ? � ¨¡®«¥¥ á« ¡ë¥ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ®â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á ¯®«®-�¨â¥«¥, á®¤¥à� âáï ¨¬¥® ¢ à ¡®â å �.�.�«¥ªá ¤à®¢  [26, 233℄ 26). � â® �¥ ¢à¥¬ïâ¥¯¥àì ¨§¢¥áâ®, çâ® ¡¥§ ª ª¨å-«¨¡® ¤®¯®«¨â¥«ìëå ãá«®¢¨© ®â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á ®âà¨-æ â¥«¥. Ǒ¥à¢ë© ¨§ ¯®¤®¡ëå ¯à¨¬¥à®¢ ¡ë« ¯®áâà®¥ ¢ 1982 £. [297, 298℄.9. � §¢¨â¨¥¬ â¥®à¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ á«ã� â â¥®à¥¬ë ãáâ®©ç¨¢®áâ¨, ¤ îé¨¥ ®æ¥ªã¡«¨§®áâ¨ ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ Rn ¯à¨ ¡«¨§®áâ¨ â¥å ¨«¨ ¨ëå, ®¤®§ ç-® ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¨å äãªæ¨©. � à ¡®â ¬ íâ®£®  ¯à ¢«¥¨ï ®â®á¨âáï à ïï à ¡®â �.�.�®«ª®¢  [87℄ ¯® ¯à®¡«¥¬¥ �¨ª®¢áª®£®. �  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®ç¥ç®¬ã § ¤ ¨î(n − 1)-© äãªæ¨¨ ªà¨¢¨§ë Fn−1 ¤«ï à¥£ã«ïàëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©. �â®â à¥§ã«ì-â â, ¨ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨, ®¡®¡é¥ �.�.�¨áª â®¬ [98, á. 110℄   ®¡é¨© á«ãç ©, ª®£¤ 
Fn−1 | ý¯®¢¥àå®áâ ï äãªæ¨ïþ ï¢«ï¥âáï äãªæ¨¥© ¬®�¥áâ¢    áä¥à¥. �¬. â ª�¥¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ [173, £«. 7℄. �áâ®©ç¨¢®áâì ¢ ¯à®¡«¥¬¥ �à¨áâ®ää¥«ï (íâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥âäãªæ¨¨ F1) ¢¯¥à¢ë¥ ¤®ª §   �.�.Ǒ®£®à¥«®¢ë¬ [173, £«. 7℄; á¬. â ª�¥ à ¡®âë [90, 207℄.�áâ®©ç¨¢®áâì ¯à¨ § ¤ ¨¨ Fn−2 ¤®ª §   �.�. �¨áª â®¬ [98, á. 130℄. �¡ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨(â®«ìª® ¤«ï áä¥àë) ¯à¨ ¤àã£¨å Fk á¬. [98, á. 130℄. Ǒ®¤à®¡ ï «¨â¥à âãà  ¥áâì ¢ [98℄.� â¥®à¥¬ ¬ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ®â®áïâáï â ª�¥ à¥§ã«ìâ âë ïàª¨å à ¡®â [88, 119℄.26)�â¨¬ § ¨¬ «¨áì ¬®£¨¥  ¢â®àë. Ǒà®áâ®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¨ á¨«ìëå ¤®¯®«¨-â¥«ìëå ãá«®¢¨ïå á¬.,  ¯à¨¬¥à, ¢ [239℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



�«   ¢   VII�¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢á ¤ ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ £à ¥©
§ 1. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©1. �ë ¤®ª �¥¬ §¤¥áì â¥®à¥¬ã �¨ª®¢áª®£®.�¥®à¥¬ . �á«¨ n1, . . . ,nm | ¥ª®¬¯«  àë¥ ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë ¨

F1, . . . , Fm | â ª¨¥ ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á« , çâ® m∑

i=1Fini = 0, â® áãé¥áâ¢ã-¥â § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ã ª®â®à®£® ni ¨ Fi áãâì ¢¥è¨¥®à¬ «¨ ¨ ¯«®é ¤¨ ¥£® £à ¥©. (� á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 § 3 £« ¢ë VI â ª®© ¬®-£®£à ¨ª | ¥¤¨áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤® ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á .) �¤¥áì¨ ¢áî¤ã ¤ «ìè¥ ¡¥§ ®á®¡ëå ®£®¢®à®ª ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® ¢á¥ ¢¥ªâ®àë nià §«¨çë.� ª ã�¥ ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ ¯o 3 § 2 £« ¢ë II, ãá«®¢¨ï,  «®�¥ë¥  ¢¥ªâ®àë ni ¨ ç¨á«  Fi, ®ç¥¢¨¤®, ¥®¡å®¤¨¬ë ¤«ï â®£®, çâ®¡ë íâ¨ ¢¥ªâ®àë¨ ç¨á«  ¬®£«¨ á«ã�¨âì á®®â¢¥âáâ¢¥® ®à¬ «ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© § ¬-ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . � ç áâ®áâ¨, ãá«®¢¨¥ m∑

i=1Fini ®§ ç ¥âà ¢¥áâ¢® ã«î ¢¥ªâ®à®© ¯«®é ¤¨ § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª . �¥®à¥¬ �¨ª®¢áª®£® ãâ¢¥à�¤ ¥â ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¤®áâ â®ç®áâì íâ¨å ãá«®¢¨©.� ¬¥â¨¬ ¢ �®¥ ¤«ï ¤ «ì¥©è¥£® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®: ¨§ ãá«®¢¨©,  «®�¥-ëå   ni ¨ Fi, á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥ªâ®àë ni ¥  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà -áâ¢®. � ç¥ ¢¥ªâ®à m∑

i=1Fini ¥ ¬®£ ¡ë à ¢ïâìáï ã«î, â. ª. ¢á¥ Fi > 0.� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ ¢ â¥®à¥¬¥ �¨ª®¢áª®£® ¬®�® § à ¥¥ ¯®âà¥¡®-¢ âì, çâ®¡ë ¢¥ªâ®àë ni ¥ ¡ë«¨  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® (§ ¬ªãâ®¥) ¯®«ã¯à®-áâà áâ¢®,   â®£¤  ®¨ ¥ ¡ã¤ãâ â ª�¥ ª®¬¯«  àë¬¨.2. Ǒà¥�¤¥ ç¥¬ ¯à¨áâã¯¨âì ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£®, ¤®-ª �¥¬ ¤¢¥ «¥¬¬ë.



��. VII: § 1. ������������� ������������� 307�¥¬¬  1. � ª®¢ë ¡ë ¨ ¡ë«¨ ¥ª®¬¯«  àë¥ ¢¥ªâ®àë ni, áãé¥áâ¢ã¥â¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ã ª®â®à®£® íâ¨ ¢¥ªâ®àë ï¢«ïîâáï ®à¬ «ï¬¨ ¥£®£à ¥©. �á«¨ ¢¥ªâ®àë ni ¥  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® § ¬ªãâ®¥ ¯®«ã¯à®áâà -áâ¢®, â® ¢áïª¨© â ª®© ¬®£®£à ¨ª| § ¬ªãâë©, ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ®|¡¥áª®¥çë©.Ǒà®¢¥¤¥¬ ¨§ ¥ª®â®à®© â®çª¨ «ãç¨ li ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¢¥ªâ®à®¢ ni ¨ ª �-¤ë© «ãç li ¯¥à¥á¥ç¥¬ ¯«®áª®áâìî Qi, ¥¬ã ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®©. �â¨ ¯«®áª®áâ¨®£à ¨ç â ¥ª®â®àë© â¥«¥áë© ¬®£®£à ¨ª. �¤ ª® ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì®¬¢ë¡®à¥ ¯«®áª®áâ¥© Qi ¥ª®â®àë¥ ¨§ ¨å ¬®£ãâ ¨ ¥ ª á âìáï ¬®£®£à -¨ª  P . �á«¨ �¥ ¯«®áª®áâ¨ Qi ¢ë¡à âì â ª, çâ®¡ë ®¨ ª á «¨áì ª ª®£®-«¨¡® è à  á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ O, â®, ª ª ®ç¥¢¨¤®, ª �¤ ï ¯«®áª®áâì Qi¤ áâ   ¬®£®£à ¨ª¥ P0 £à ì, â ª çâ® â ª®© ¬®£®£à ¨ª, ®¯¨á ë©®ª®«® è à , ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¢á¥ £à ¨ á ®à¬ «ï¬¨ ni. � ª ª ª ¢¥ªâ®àë ni ¥ª®¬¯«  àë, â® íâ®â ¬®£®£à ¨ª ¥ á¢®¤¨âáï ª ¡¥áª®¥ç®© ¯à¨§¬¥.�á«¨ ¢¥ªâ®àë ni,   â¥¬ á ¬ë¬ ¨ «ãç¨ li ¥  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® § ¬ªã-â®¥ ¯à®áâà áâ¢®, â® ¤«ï ¢áïª®£® «ãç  l, ¯à®¢¥¤¥®£® ¨§ â®çª¨ O,  ©¤¥âáï«ãç li, ®¡à §ãîé¨© á l ®áâàë© ã£®«. � â ª®¬ á«ãç ¥ ¯«®áª®áâìQi ¯¥à¥á¥ª ¥â«ãç l. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®£®£à ¨ª P , ®£à ¨ç¥ë© íâ¨¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨,¥ á®¤¥à�¨â ¨ª ª®£® «ãç  ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ® | ª®¥çë©. �á«¨ �¥ «ãç¨ li ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, â® «ãç l, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë© ª ®£à -¨ç¥®© ¯«®áª®áâ¨ íâ®£® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  ¨  ¯à ¢«¥ë© ¢ ¯à®â¨¢®¯®-«®�®¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ®¡à §ã¥â á® ¢á¥¬¨ li âã¯ë¥ ¨«¨ ¯àï¬ë¥ ã£«ë.Ǒ®íâ®¬ã ¨ª ª ï ¯«®áª®áâì Q ¥ ¬®�¥â ¯¥à¥á¥çì â ª®© «ãç l. �«¥¤®¢ -â¥«ì®, ¬®£®£à ¨ª P á®¤¥à�¨â «ãç l ¨ â¥¬ á ¬ë¬ íâ®â ¬®£®£à ¨ª |¡¥áª®¥çë©.�¥¬¬  2. � ¢áïª®£® § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¯«®é ¤ì ª®-â®à®£® ¥ ¡®«ìè¥ ¤ ®£® F ,   ¯«®é ¤ì ª �¤®© £à ¨ ¥ ¬¥ìè¥ ¤ ®£®
f > 0, ®¯®àë¥ ç¨á«  ®£à ¨ç¥ë ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ â®«ìª® ®â F ¨ f , ¥á«¨ ç «® ¢§ïâ® ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª .�â  «¥¬¬  ¬®�¥â ¡ëâì ¤®ª §   à §ë¬¨ á¯®á®¡ ¬¨; ® , ¢ ç áâ®áâ¨,«¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ ¬ ªá¨¬ «ì®£® á¢®©áâ¢  è à  ¨¬¥âì ¯à¨ § ¤ ®¬ ®¡ê-¥¬¥  ¨¬¥ìèãî ¯«®é ¤ì 1). �¤ ª®, ¢®-¯¥à¢ëå, ãª § ®¥ á¢®©áâ¢® è à ¤®ª §ë¢ ¥âáï á«®�® ¨, ¢®-¢â®àëå, ¨§ ¥£® ¢ë¢®¤¨âáï £àã¡ ï ®æ¥ª  ¤«ï1)� á¨«ã íâ®£® á¢®©áâ¢  è à  ¤«ï ¢áïª®£® ¢ë¯ãª«®£® â¥«  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§¢¥áâ®¥ ¥à -¢¥áâ¢® ¬¥�¤ã ¯«®é ¤ìî F ¨ ®¡ê¥¬®¬ V :36πV 2 6 F 3. (*)Ǒãáâì  ç «® «¥�¨â ¢ãâà¨ ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P ¨ ¯ãáâì Fi | ¯«®é ¤ì,   hi |®¯®à®¥ ç¨á«® ª ª®©-«¨¡® £à ¨ íâ®£® ¬®£®£à ¨ª . �®£¤  ® á®¤¥à�¨â ¯¨à ¬¨¤ã á¢ëá®â®© hi ¨ ®á®¢ ¨¥¬ Fi; ¨ ¯®â®¬ã ¥£® ®¡ê¥¬ V > hiFi/3. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯®



308 �. �. �����������®¯®àëå ç¨á¥« ¬®£®£à ¨ª  ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â F ¨ f . Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ¯®«ã-ç¨¬ «¥¬¬ã 2 ª ª á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë, ª®â®à ï ¯à¨ í«¥¬¥â à®áâ¨ ¤®ª § -â¥«ìáâ¢  ¤ ¥â â®çãî ®æ¥ªã ¤«ï ®¯®àëå ç¨á¥« (¢¥à¥¥, è¨à¨ë) ¬®£®-£à ¨ª .�¥®à¥¬ . � §®¢¥¬ è¨à¨®© ¬®£®£à ¨ª  ¢ ¤ ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ à á-áâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã ¥£® ®¯®àë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¬¨ ª íâ®¬ã  -¯à ¢«¥¨î.Ǒãáâì F | ¯«®é ¤ì § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P , Fi | ¯«®-é ¤ì ª ª®©-«¨¡® ¥£® £à ¨, Bi | ¥£® è¨à¨  ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã-«ïà®¬ ª íâ®© £à ¨. �¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢®
Bi <

F − Fi√
πFi

(1)(¯à¨ç¥¬ íâ® ¥à ¢¥áâ¢® | â®ç®¥ ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¬®£®-£à ¨ª¨, ¤«ï ª®â®àëå ¤à®¡ì √πBi√Fi/(F − Fi) áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª  ª¥¤¨¨æ¥).Ǒãáâì Gi | ¢ë¡à  ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  P1. Ǒãáâì A | â®çª , ¢ ª®-â®à®© ¥£® ª á ¥âáï ®¯®à ï ¯«®áª®áâì, ¯ à ««¥«ì ï, ® ¯à®â¨¢®¯®«®� ï
Gi. Ǒ®áâà®¨¬ ¯¨à ¬¨¤ã P ′ á ®á®¢ ¨¥¬ Gi ¨ ¢¥àè¨®© A (à¨á. 131). �¥è¨à¨  ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¬ ª £à ¨ Gi, ®ç¥¢¨¤®, | â  �¥á ¬ ï Bi, çâ® ¨ ã ¨áå®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  P ; £à ì Gi ã P ¨ P ′ | ®¡é ï,® ¢áï ¯«®é ¤ì F ′ ¯¨à ¬¨¤ë P ′ ¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯«®é ¤ì ¬®£®£à ¨ª  P .Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¬ë ãáâ ®¢¨¬ ¥à ¢¥áâ¢® (1) ¤«ï ¯¨à ¬¨¤ë P ′, â® ®® â¥¬¡®«¥¥ ¡ã¤¥â ¢¥à® ¤«ï ¬®£®£à ¨ª  P .�â¨¬ ¤®ª § ®, çâ® ¥à ¢¥áâ¢® (1) ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì ¤«ï ¯¨à ¬¨¤ë,¯à¨ç¥¬ ¯®¤ Fi ¨ Bi ã�® ¯®¨¬ âì á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯«®é ¤ì S ¥¥ ®á®¢ -¨ï Gi ¨ ¢ëá®âã H.¥à ¢¥áâ¢ã (*) V 6 F 3/2/(6√π). Ǒ®íâ®¬ã hi 6 F 3/2/(2√π Fi), â ª çâ® ¥á«¨ Fi > f , â®

hi <
F 3/22√n f (**)¯à¨ «î¡®¬ i, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. �¤ ª® ¨§ á«¥¤ãîé¥© ¤ «¥¥ â¥®à¥¬ë ¬ë¯®«ãç¨¬ ®æ¥ªã hi < F/(√πFi) ¯à¨ «î¡®¬ i ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, hi < F/(√πf) ¨«¨

hi <
F
√
f√

π f
. (***)�® f < F/4, ¯®â®¬ã çâ® ç¨á«® £à ¥© ¥ ¬¥ìè¥ ç¥âëà¥å; ¯®íâ®¬ã ®æ¥ª  (***) â®ç¥¥,ç¥¬ (**); ¥á«¨ �¥ f ¬ «® ¢ áà ¢¥¨¨ á F , çâ® § ¢¥¤®¬® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®, ª®£¤  ç¨á«® £à ¥©¢¥«¨ª®, â® ®æ¥ª  (***) ¡ã¤¥â £®à §¤® ¡®«¥¥ â®ç®©, ç¥¬ (**).



��. VII: § 1. ������������� ������������� 309�â ª, à áá¬®âà¨¬ ¯¨à ¬¨¤ã P ′. Ǒãáâì a1, . . . , an | áâ®à®ë ¥¥ ®á®-¢ ¨ï,   p1, . . . , pn | ¨å à ááâ®ï¨ï ®â ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥àè¨ë ¯¨à ¬¨¤ë  ¯«®áª®áâì ®á®¢ ¨ï. �®£¤  ¢ëá®â  i-© ¡®ª®¢®© £à ¨ à ¢ √H2 + p2i ,   ¥¥
P

A

Gi

Bi =H

A

P′

H

ai
Pi�¨á. 131¯«®é ¤ì ai√H2 + p2i /2. Ǒ®íâ®¬ã ¯«®é ¤ì ¡®ª®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯¨à ¬¨¤ë(¯®« ï ¯«®é ¤ì F §  ¢ëç¥â®¬ ®á®¢ ¨ï S) ¡ã¤¥â

F − S = 12 n∑

i=1 ai√H2 + p2i , (2)®âªã¤ 
F − S
H
√
S

= n∑

i=1 ai√H2 + p2i2H√S = n∑

i=1 ai√1 + (pi/H)22√S . (3)�®, ®ç¥¢¨¤®, n∑
i=1 ai√1 + (pi/H)2 > n∑

i=1 ai = L, £¤¥ L | ¯¥à¨¬¥âà ®á®¢ ¨ï¯¨à ¬¨¤ë. Ǒ®íâ®¬ã (3) ¤ ¥â
F − S
H
√
S
>

L2√S . (4)� â ª ª ª ¯à¨ ¤ ®¬ ¯¥à¨¬¥âà¥  ¨¡®«ìèãî ¯«®é ¤ì ¨¬¥¥â ªàã£, ¤«ï



310 �. �. �����������ª®â®à®£® L2 = 4πS, â® ¢á¥£¤  2)
L2√S >

√
π, (5)¨ ¨§ (4) á«¥¤ã¥â, çâ®

F − S
H
√
S
>
√
π. (6)�â® ¨ ¥áâì âà¥¡ã¥¬®¥ ¥à ¢¥áâ¢® (1) ¤«ï S = Fi ¨ H = Bi.�§ íâ®£® ¢ë¢®¤  ïá®, çâ® ¢ ª �¤®¬ ¨§ ¥à ¢¥áâ¢ (4), (5), (6) ¬®�®áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª® ¯®¤®©â¨ ª à ¢¥áâ¢ã, áâ®¨â «¨èì ¢§ïâì ¯à ¢¨«ìãî¯¨à ¬¨¤ã á ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬ áâ®à® ¨ ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®© ¢ë-á®â®©. �¥¬ á ¬ë¬ ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ® â®ç®áâ¨ ¥à ¢¥áâ¢  (1)â ª�¥ ¤®ª § ®.�ä®à¬ã«¨à®¢  ï ¢ëè¥ «¥¬¬  2 ã�¥ § ª«îç ¥âáï ¢ ¥à ¢¥áâ¢¥ (1).�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨  ç «® «¥�¨â ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ P , â® ®¯®à®¥ ç¨á«® hi£à ¨ Gi ¡ã¤¥â ¥ ¡®«ìè¥ è¨à¨ë ¬®£®£à ¨ª  ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥-¤¨ªã«ïà®¬ ª £à ¨ Gi,   â ª ª ª ¢ á¨«ã (1) Bi < F/

√
πFi, â® â¥¬ ¡®«¥¥

hi < F/
√
πFi. �á«¨ �¥ ¯«®é ¤¨ ¢á¥å £à ¥© ¥ ¬¥ìè¥ f , â® § ª«îç ¥¬, çâ®®¯®àë¥ ç¨á«  ¢á¥å £à ¥© ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ®¤®¬ã ¨ â®¬ã �¥ ¥à ¢¥áâ¢ã

hi <
F√
πf

,ª ª â® ¨ ãâ¢¥à�¤ ¥â «¥¬¬  2.3. �¥¯¥àì ¤®ª �¥¬ â¥®à¥¬ã �¨ª®¢áª®£®, ¯®«ì§ãïáì «¥¬¬®© ®¡ ®â®¡à -�¥¨¨ (£« ¢  II, § 2).Ǒãáâì n1, . . . ,nm | ¤ ë¥ ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë, ¥  ¯à ¢«¥ë¥ ¢ ®¤®§ ¬ªãâ®¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. Ǒ® «¥¬¬¥ 1 áãé¥áâ¢ãîâ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥¬®£®£à ¨ª¨, ¤«ï ª®â®àëå íâ¨ ¢¥ªâ®àë áãâì ®à¬ «¨ ª £à ï¬. � �¤ë©â ª®© ¬®£®£à ¨ª § ¤ ¥âáï m á¢®¨¬¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ h1, . . . , hm, ¨¯®â®¬ã ¥£® ¬®�® ¯à¥¤áâ ¢¨âì â®çª®© ¢ m-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Rm á ª®-®à¤¨ â ¬¨ h1, . . . , hm.Ǒà¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå ¯ à ««¥«ìëå ¯¥à¥¬¥é¥¨ïå ¯«®áª®áâ¥©, ®£à -¨ç¨¢ îé¨å ¬®£®£à ¨ª, ¨ ®¤  ¨§ ¥£® £à ¥©, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ¨áç¥§ ¥â.2)�«ï ¯®«ãç¥¨ï ¡®«¥¥ £àã¡®© ®æ¥ª¨ ¬®�® ®¡®©â¨áì ¨ ¡¥§ ãª § ®£® ¬ ªá¨¬ «ì®-£® á¢®©áâ¢  ªàã£ . �®£®ã£®«ì¨ª á ¯¥à¨¬¥âà®¬ L § ¢¥¤®¬® ¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ ª¢ ¤à â¥á® áâ®à®®© L/2, ¯®â®¬ã çâ® ¥£® ¬ ªá¨¬ «ì ï è¨à¨  ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¡®«ìè¥ ¯®«®¢¨ë¯¥à¨¬¥âà . Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï ¥£® ¯«®é ¤¨ ¨¬¥¥¬: S < L2/4 ¨«¨ L > 2√S. � ª¨¬ ®¡à §®¬,íâ®â ã�¥ á®¢¥àè¥® í«¥¬¥â àë© ¢ë¢®¤ ¤ ¥â F − S > H
√
S. � «®£¨ç® ¢ n-¬¥à®¬¯à®áâà áâ¢¥ ¯®«ãç¨¬ F − S > HS

n−2
n−1 .



��. VII: § 1. ������������� ������������� 311Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ h01, . . . , h0m | ®¯®àë¥ ç¨á«  ª ª®£®-¨¡ã¤ì ¤ ®£® ¬®£®-£à ¨ª , â® ç¨á«  h1, . . . , hm, ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨¥ ª íâ¨¬ h01, . . . , h0m, â ª�¥¡ã¤ãâ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ ¥ª®â®à®£® ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¬®£®£à ¨ª®¢.�«¥¤®¢ â¥«ì®, á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨§®¡-à � ¥âáï ®âªàëâë¬ ¬®�¥áâ¢®¬ P0 ¢  è¥¬ m-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Rm.�¤ ª® ¬ë ¥ ¤®«�ë à §«¨ç âì ¬®£®£à ¨ª¨, ¯®«ãç îé¨¥áï ®¤¨¨§ ¤àã£®£® ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥¥á¥¨¥¬, ¯®â®¬ã çâ® ®à¬ «¨ ¨ ¯«®é ¤¨£à ¥© § ¤ îâ ¬®£®£à ¨ª «¨èì á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á . Ǒ®íâ®¬ã ¬ë¤®«�ë à áá¬ âà¨¢ âì ¥ á ¬®¥ ¬®�¥áâ¢® P0,   ¬®£®®¡à §¨¥ P ª« áá®¢à ¢ëå ¨ ¯ à ««¥«ìëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �¯à¥¤¥«¨¬ íâ® ¬®£®®¡à §¨¥.�á«¨ ¯«®áª®áâì á ®à¬ «ìî n ¯¥à¥¥áâ¨   ¢¥ªâ®à a, â® ¥¥ à ááâ®ï¨¥®â  ç «  ¯®«ãç ¥â á« £ ¥¬®¥ an. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ¯¥à¥®á¥ ¬®£®£à ¨ª   ¢¥ªâ®à a ª �¤®¥ ¥£® ®¯®à®¥ ç¨á«® hi ¯®«ãç ¥â á« £ ¥¬®¥ ani. �«¥¤®¢ -â¥«ì®, ª« áá à ¢ëå ¨ ¯ à ««¥«ìëå ¬®£®£à ¨ª®¢ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï â¥¬,çâ® ¨å ®¯®àë¥ ç¨á«  ¨¬¥îâ ¢¨¤ h0i +xni, £¤¥ h0i (i = 1, . . . ,m) | ®¯®àë¥ç¨á«  ®¤®£® ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ íâ®£® ª« áá ,   x | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à.� ¢¥áâ¢ 
hi = h0i + xni = h0i + xnix + yniy + zniz (i = 1, . . . ,m)¯à¨ ¤ ëå h0i ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Rm âà¥å¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢®.�á¥ Rm ¬®�¥â ¡ëâì à §«®�¥®   â ª¨¥ âà¥å¬¥àë¥ ¯à®áâà áâ¢ ; ¢á¥ ®¨¯ à ««¥«ìë ¬¥�¤ã á®¡®© ¨ ®¡à §ãîâ (m− 3)-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ Rm−3.�®�® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¥¡¥, çâ® Rm ¯à®¥ªâ¨àã¥âáï ¢ Rm−3 ¢¤®«ì íâ¨å âà¥å-¬¥àëå ¯à®áâà áâ¢ 3). �®£¤  ¬®�¥áâ¢® ¬®£®£à ¨ª®¢ P0 ¯à®¥ªâ¨àã¥â-áï ¢ ¬®�¥áâ¢® P ª« áá®¢ à ¢ëå ¨ ¯ à ««¥«ìëå ¬®£®£à ¨ª®¢. � ªª ª P0 ®âªàëâ®, â® P â ª�¥ ®âªàëâ® ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©(m − 3)-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ¢ á¬ëá«¥ ¯à¨ïâ®£®  ¬¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï (¯o 6

§ 8 £« ¢ë II). �â® ¬®£®®¡à §¨¥ P ¬ë ¨ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì.�®¥ç®, ¢¬¥áâ® â®£®, çâ®¡ë à áá¬ âà¨¢ âì ª« ááë ¬®£®£à ¨ª®¢, ¬®�-® ¢ë¡¨à âì ¯® ¬®£®£à ¨ªã ¨§ ª �¤®£® ª« áá  ¨ ¨¬¥âì ¤¥«® á íâ¨¬¨¬®£®£à ¨ª ¬¨.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å á®¢®ªã¯®áâ¥© ¯®«®�¨â¥«ìëå ç¨á¥«
F1, . . . , Fm â ª¨å, çâ®

m∑

i=1 Fini = 0. (7)3)�â® ¯®¤®¡® â®¬ã, ª ª âà¥å¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢® à §« £ ¥âáï   ¯ à ««¥«ìë¥ ¯«®á-ª®áâ¨, ®¡à §ãîé¨¥ ®¤®¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. �¤®«ì íâ¨å ¯«®áª®áâ¥© ¯à®áâà áâ¢® ¯à®-¥ªâ¨àã¥âáï ¢ ¯àï¬ãî.



312 �. �. ������������â® ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¤ ¥â âà¨ «¨¥©ëå ãà ¢¥¨ï ¨ ¯®â®¬ã ¢ë-¤¥«ï¥â ¢ m-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á ª®®à¤¨ â ¬¨ Fi (m − 3)-¬¥à®¥ ¯®¤-¯à®áâà áâ¢®. � ãá«®¢¨¥, çâ® ¢á¥ Fi > 0, ¢ë¤¥«ï¥â ¢ m-¬¥à®¬ ¯à®áâà -áâ¢¥ ¯®«®�¨â¥«ìë© ª®®à¤¨ âë© ã£®«. Ǒ¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥£® á ãª § ë¬ ¯®¤-¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©, ®ç¥¢¨¤®, ®âªàëâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ (m − 3)-¬¥à®¥ ¬®�¥áâ¢®. �â® ¬®�¥áâ¢® ¨ ¡ã¤¥â ¬®£®®¡à §¨¥¬ F ¤®¯ãáâ¨¬ëå§ ç¥¨© ç¨á¥« F1, . . . , Fm.� ª ª ª áãé¥áâ¢ãîâ ¬®£®£à ¨ª¨ á ®à¬ «ï¬¨ni,   ¯«®é ¤¨ ¨å £à ¥©¯®«®�¨â¥«ìë ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (7), â® â¥¬ á ¬ë¬ ¬®£®®¡à §¨¥ F¥ ¯ãáâ®. � â ª ª ª F ¥áâì ¢ë¯ãª«®¥ ¬®�¥áâ¢®, â® ®® ª â®¬ã �¥ ¨ á¢ï§®.4. �®£®®¡à §¨ï P ¨ F ¨¬¥îâ ®¤® ¨ â® �¥ ç¨á«® ¨§¬¥à¥¨©. � «¥¥, ¬ë¨¬¥¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ï P ¢ F . �¬¥® ª �¤®¬ã¬®£®£à ¨ªã P (¨«¨ ª« ááã) ¨§ P áâ ¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ á®¢®ªã¯®áâì¯«®é ¤¥© ¥£® £à ¥© (F1, . . . , Fm). �á«¨ ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ® ϕ ¥áâì ®â®¡à -�¥¨¥ P   ¢á¥ F , â® â¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£® ¡ã¤¥â ¤®ª §  . � ¤«ï íâ®£®¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ® ϕ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢á¥¬ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡-à �¥¨¨ (§ 2 £« ¢ë II). Ǒà®¢¥à¨¬ ¢ë¯®«¥¨¥ íâ¨å ãá«®¢¨© ¯® ¯®àï¤ªã.�á«®¢¨¥ ¯¥à¢®¥ âà¥¡ã¥â, çâ®¡ë ¢ ª �¤®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥ ¬®£®®¡à -§¨ï F ¡ë«¨ ®¡à §ë â®ç¥ª ¨§ P . � ¤ ®¬ á«ãç ¥ F á¢ï§®, â. ¥. á®áâ®¨â ¨§®¤®© ª®¬¯®¥âë, ¨ ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«¥®, ¯®â®¬ã çâ® ¢ F á®¤¥à�¨âáï ®¡à §¬®£®®¡à §¨ï P .�â®à®¥ ãá«®¢¨¥ âà¥¡ã¥â ¢§ ¨¬®© ®¤®§ ç®áâ¨ ®â®¡à �¥¨ï ϕ. �® ¯®¤®ª § ®¬ã ¢ § 3 £« ¢ë VI § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï  ¯à ¢«¥¨¥¬ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ á¢®¨å £à ¥© ®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤®¯¥à¥®á . � íâ® ¨ ®§ ç ¥â, çâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ϕ ¬¥�¤ã ª« áá ¬¨ à ¢ëå¨ ¯ à ««¥«ìëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¤ ë¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni, á ®¤®© áâ®à®-ë, ¨ á®¢®ªã¯®áâï¬¨ ¯«®é ¤¥© ¨å £à ¥© (F1, . . . , Fm), á ¤àã£®© áâ®à®ë,¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.�à¥âì¥ ãá«®¢¨¥ | ¥¯à¥àë¢®áâì ®â®¡à �¥¨ï ϕ| ¢ë¯®«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤-ë¬ ®¡à §®¬: ¯à¨ ¥¯à¥àë¢®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¯ãâ¥¬ á¬¥é¥¨ï¯«®áª®áâ¥© ¥£® £à ¥© ¯«®é ¤¨ ¨å ¬¥ïîâáï ¥¯à¥àë¢®.�áâ ¥âáï ç¥â¢¥àâ®¥ ãá«®¢¨¥: ¥á«¨ â®çª¨ F k = (F k1 , . . . , F km) (k = 1, 2, . . . )¨§ ¬®£®®¡à §¨ï F ï¢«ïîâáï ®¡à § ¬¨ â®ç¥ª P k ¨§ P ¨ F k áå®¤ïâáï ª â®ç-ª¥ F = (F1, . . . , Fm), â® ¢ P áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  P , ª®â®à ï ®â®¡à � ¥âáï¢ F , ¨ ¨¬¥¥âáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì P ki ¨§ â®ç¥ª P k, áå®¤ïé ïáï ª P .�ë¬¨ á«®¢ ¬¨: ¥á«¨ ¯«®é ¤¨ £à ¥© F k1 , . . . , F km ¥ª®â®àëå ¬®£®£à -¨ª®¢ P k áå®¤ïâáï ª ¥ª®â®àë¬ ¯®«®�¨â¥«ìë¬ ç¨á« ¬ F1, . . . , Fm 4), â®4)Ǒ® ãá«®¢¨î á®¢®ªã¯®áâì (F1, . . . , Fm) ¤®«�  ¯à¨ ¤«¥� âì F ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,¢á¥ Fi ¤®«�ë ¡ëâì ¯®«®�¨â¥«ìë,   à ¢¥áâ¢® m∑
i=1niFi = 0 ¤«ï ç¨á¥« Fi á«¥¤ã¥â ¨§â®£®, çâ® íâ®¬ã à ¢¥áâ¢ã ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ç¨á«  F ki , áå®¤ïé¨¥áï ª Fi.



��. VII: § 2. ������������� ������������� Ǒ� ����������� 313¨¬¥¥âáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì P ki ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ P k, áå®¤ïé ïáï ª¬®£®£à ¨ªã P , ª®â®àë© ª ª à § ¨¬¥¥â ¯«®é ¤¨ £à ¥© F1, . . . , Fm.�®, çâ® íâ® ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«ï¥âáï, ¥¬¥¤«¥® á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 2. �¥©-áâ¢¨â¥«ì®, à § ç¨á«  F ki áå®¤ïâáï ª ¯®«®�¨â¥«ìë¬ ç¨á« ¬ Fi, â® ¢á¥ ®¨§ ª«îç¥ë ¢ ¥ª®â®àëå ¯®«®�¨â¥«ìëå £à ¨æ å. Ǒ®íâ®¬ã ¯«®é ¤¨ ¬®-£®£à ¨ª®¢ P k, à ¢ë¥ m∑

i=1F ki , ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ ¥ª®â®à®£® F ,   ¯«®é ¤¨
F ki ª �¤®© £à ¨ ¥ ¬¥ìè¥ ¥ª®â®à®£® f > 0. � ¢ â ª®¬ á«ãç ¥, ¯¥à¥¥-áï ¬®£®£à ¨ª¨ P k â ª, çâ®¡ë  ç «® «¥� «® ¢ãâà¨ ¨å ¢á¥å, ¯®«ãç¨¬¢á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë 2, çâ® ¨å ®¯®àë¥ ç¨á«  ®£à ¨ç¥ë ¢ á®¢®ªã¯®áâ¨.� ª ª ª ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¬®£®£à ¨ª¨ «¨èì á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á ,â® ãª § ë© ¢ë¡®à ¨å ¯®«®�¥¨ï ¢¯®«¥ ¢®§¬®�¥. �® ª®£¤  ¢á¥ ®¯®à-ë¥ ç¨á«  ®£à ¨ç¥ë, â® ¨§ ¨å ¬®�® ¢ë¡à âì áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ -â¥«ì®áâì. �¥¬ á ¬ë¬ ¡ã¤ãâ áå®¤¨âìáï ¯«®áª®áâ¨ £à ¥© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å¬®£®£à ¨ª®¢ P ki , â. ¥. ¡ã¤ãâ áå®¤¨âìáï á ¬¨ ¬®£®£à ¨ª¨. Ǒà¥¤¥«ì-ë© ¬®£®£à ¨ª P ¡ã¤¥â ¨¬¥âì, ®ç¥¢¨¤®, ¯à¥¤¥«ìë¥ § ç¥¨ï ¯«®é ¤¥©£à ¥© Fi.�â ª, ¯®á«¥¤¥¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ â ª�¥ ¢ë¯®«¥®, ¨,¯à¨¬¥ïï íâã «¥¬¬ã, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ª �¤®© ¤®¯ãáâ¨¬®© á®¢®ªã¯®áâ¨ ç¨-á¥« F1, . . . , Fm ®â¢¥ç ¥â ¬®£®£à ¨ª á â ª¨¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©; â¥®à¥¬ �¨ª®¢áª®£® ¤®ª §  .5. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥  è¨ à ááã�¤¥¨ï ¤®á«®¢® ¯®¢â®àïîâáï ¢ ¯à®-áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©, ¥á«¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© ®¡ ®¯à¥-¤¥«ï¥¬®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª   ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© ¢ n-¬¥à®¬á«ãç ¥. �â  n-¬¥à ï â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¡ã¤¥â ¤®ª §   ¢ § 3 £« -¢ë VIII.

§ 2. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© ¯® �¨ª®¢áª®¬ã1. �¤¥áì ¬ë ¢®á¯à®¨§¢¥¤¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®© �¥ â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£®® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨  ¯à ¢-«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©, ¯à¥¤«®�¥®¥ á ¬¨¬�¨ª®¢áª¨¬. �® § ¬¥-ç â¥«ì® á¢®¥© ¯à®áâ®â®© ¨ ¢ë£®¤® ®â«¨ç ¥âáï ®â ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ¤ ®£®¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, â¥¬, çâ® ¥ ®¯¨à ¥âáï   á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â¥®à¥-¬ã ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨. �® ¯à®¢®¤¨âáï á®¢¥àè¥® ®¤¨ ª®¢® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥«î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©. �¤ ª® ¬¥â®¤ �¨ª®¢áª®£® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â  è¥£®¬¥â®¤  «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¯à¨á¯®á®¡«¥ ¨¬¥® ª ¤ ®© â¥®à¥¬¥, ¨¯à¨¬¥¥¨¥   «®£¨ç®© ¨¤¥¨ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¤àã£¨å â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ -¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¢¥àè¥® ®âªàëâãî ¯à®¡«¥¬ã. � ¥© ¬ë ¥é¥ áª �¥¬¥áª®«ìª® á«®¢ ¢ § ª«îç¥¨¥ íâ®£® ¯ à £à ä .



314 �. �. �����������2. � ç¥¬ á ¥ª®â®àëå ¯à®áâëå § ¬¥ç ¨©. �  ç «¥ § 1 ¡ë«® ãª § -®, çâ® ¢ â¥®à¥¬¥ �¨ª®¢áª®£® ¬®�® § à ¥¥ âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¤ ë¥¢¥ªâ®àë ni ¥ ¡ë«¨  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® § ¬ªãâ®¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. Ǒ®-íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®  ¬ ¤ ë ¯®¯ à® à §«¨çë¥ ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®-àë n1, . . . ,nm, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ íâ®¬ã ãá«®¢¨î.Ǒà®¢¥¤¥¬ ¨§  ç «  ª®®à¤¨ â O «ãç¨ li ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¤ ëå ¢¥ªâ®-à®¢ ni ¨ ª �¤ë© «ãç ¯¥à¥á¥ç¥¬ ¯«®áª®áâìî Qi, ¥¬ã ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®© ¨ã¤ «¥®© ®â O   ¯®«®�¨â¥«ì®¥ à ááâ®ï¨¥ hi. � ª ¯®ª § ® ¢ «¥¬¬¥ 1
§ 1, íâ¨ ¯«®áª®áâ¨ ®£à ¨ç¨¢ îâ ¥ª®â®àë© ª®¥çë© â¥«¥áë© ¬®£®£à -¨ª P . Ǒ®áª®«ìªã «ãç¨ li § ¤ ë, ¬®£®£à ¨ª P ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáïà ááâ®ï¨ï¬¨ hi ¯«®áª®áâ¥©Qi ®â  ç «  O. �®®¡é¥ £®¢®àï, ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì-ëå hi ¥ ª �¤ ï ¯«®áª®áâì Qi ¡ã¤¥â ª á âìáï ¬®£®£à ¨ª  P , â ª çâ®® ¬®�¥â ¨ ¥ ¨¬¥âì ¢á¥å £à ¥© á ®à¬ «ï¬¨ n1, . . . ,nm.�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P ¥§ ¢¨á¨¬® ®â  «¨ç¨ï ã ¨å¢á¥å £à ¥© á ®à¬ «ï¬¨ ni. �¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì äãªæ¨ï à á-áâ®ï¨© hi ®£à ¨ç¨¢ îé¨å ¥£® ¯«®áª®áâ¥© ®â  ç «  O.�¥¬¬ . �¡ê¥¬ V ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï äãªæ¨ïç¨á¥« hi, ¯à¨ç¥¬ ∂V/∂hi = Fi, £¤¥ Fi | ¯«®é ¤ì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à ¨¬®£®£à ¨ª  P ¨«¨ ã«ì, ¥á«¨ ¯«®áª®áâì Qi ¥ ¤ ¥â   ¬®£®£à ¨ª¥ P¨ª ª®© £à ¨.Ǒãáâì ¯«®áª®áâì Qi ¤ ¥â   ¬®£®£à ¨ª¥ P £à ì á ¯«®é ¤ìî Fi. �¬¥-áâ¨¬ íâã ¯«®áª®áâì ¯ à ««¥«ì®   ¬ «®¥ à ááâ®ï¨¥ �hi, â. ¥. ¤ ¤¨¬ ç¨á-«ã hi ¯à¨à é¥¨¥ �hi. �®£¤ , ¥á«¨ �hi > 0, â® ª ¬®£®£à ¨ªã ¯à¨¡ ¢¨âáï¥ª®â®à ï ç áâì á ¢ëá®â®© �hi, ª®â®à ï á â®ç®áâìî ¤® ¬ «ëå ¢ëáè¥£® ¯®-àï¤ª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à¨§¬ã á ®á®¢ ¨¥¬ Fi. Ǒ®íâ®¬ã £« ¢ ï ç áâì¯à¨à é¥¨ï ®¡ê¥¬  ¬®£®£à ¨ª  ¡ã¤¥â dV = Fi�hi. � «®£¨ç®, ¯à¨�hi < 0 ®â ¬®£®£à ¨ª  ®â¨¬ ¥âáï ç áâì, ¬ «® ®â«¨ç îé ïáï ®â ¯à¨§-¬ë. Ǒ®íâ®¬ã ¢®®¡é¥ dV = Fi�hi ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

∂V

∂hi
= Fi.�á«¨ ¯«®áª®áâì Qi ¢®¢á¥ ¥ ª á ¥âáï ¬®£®£à ¨ª  P , â® ¬ «®¥ ¥¥ á¬¥-é¥¨¥ ¥ ¬¥ï¥â ¥£®,   ¯®â®¬ã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ∂V/∂hi = 0.Ǒãáâì ¯«®áª®áâì Qi ¢®¢á¥ ¥ ª á ¥âáï ¬®£®£à ¨ª  ¯® à¥¡àã L. �®£¤ ¯à¨ á¬¥é¥¨¨ ¥¥ ®â ¬®£®£à ¨ª , â. ¥. ¯à¨ �hi > 0, ¬®£®£à ¨ª ¥¬¥ï¥âáï ¨ �V = 0. �á«¨ �¥ ¯«®áª®áâì Qi á¬¥é âì ¢ãâàì ¬®£®£à ¨-ª , â. ¥. ¢§ïâì �hi < 0, â® ®â ¬®£®£à ¨ª  ®â¨¬¥âáï ¡àãá®ª á ¤«¨®©,à ¢®© ¤«¨¥ à¥¡à  L, ¨ á ¯®¯¥à¥çë¬ á¥ç¥¨¥¬, ¯«®é ¤ì ª®â®à®£® ¡ã¤¥â,ª ª ®ç¥¢¨¤®, ¢¥«¨ç¨®© ¯®àï¤ª  (�hi)2 (à¨á. 132). Ǒ®íâ®¬ã ®¡ê¥¬ ¡àãáª ,â. ¥. ã¡ë«ì ®¡ê¥¬  ¬®£®£à ¨ª , ¡ã¤¥â ¯®àï¤ª  (�hi)2, â ª çâ® dV = 0.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥§ ¢¨á¨¬® ®â § ª  �hi ¯®«ãç ¥¬, çâ® ∂V/∂hi = 0.



��. VII: § 2. ������������� ������������� Ǒ� ����������� 315�á«¨,  ª®¥æ, ¯«®áª®áâì Qi ª á ¥âáï ¬®£®£à ¨ª  P ¢ ¢¥àè¨¥, â®®¯ïâì-â ª¨ ¯à¨ �hi > 0 ¡ã¤¥â dV = 0,   ¯à¨ �hi < 0 ®â ¬®£®£à ¨ª ®â¨¬¥âáï ¯¨à ¬¨¤  ¢ëá®â®© |�hi| ¨ ®¡ê¥¬ ¥¥ |�V | ¡ã¤¥â ¯®àï¤ª  |�hi|3.Ǒ®íâ®¬ã ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ∂V/∂hi = 0.�á«¨ ¯«®áª®áâì Qi ¥ ¤ ¥â   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¨ª ª®© £à ¨, â® ¥áâ¥-áâ¢¥® áç¨â âì, çâ® â ª ï £à ì ¢á¥ �¥ ¥áâì, ® ¨¬¥¥â ã«¥¢ãî ¯«®é ¤ì.Ǒà¨ íâ®¬ ãá«®¢¨¨ ä®à¬ã«  ∂V/∂hi = Fi ¢¥à  ¡¥§ ®£®¢®à®ª.

�¨á. 132

3. �¥¯¥àì ®¡à â¨¬áï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ª â¥®-à¥¬¥ �¨ª®¢áª®£®. Ǒãáâì n1, . . . ,nm | ¤ -ë¥ ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë, ¥  ¯à ¢«¥ë¥ ¢®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ¨ F 01 , . . . , F 0m | ¤ -ë¥ ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á« , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ãá«®¢¨î
m∑

i=1 F 0i ni = 0. (1)� áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P , ®£à ¨-ç¥ë¥ ¯«®áª®áâï¬¨ Qi, â ª �¥ ª ª ¢ ¯o 2.� ááâ®ï¨ï hi íâ¨å ¯«®áª®áâ¥© ®â  ç «  ¯®-«®�¨â¥«ìë.�à¥¤¨ íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ë¤¥«¨¬ â¥, ª®â®àë¥ ®£à ¨ç¥ë ¯«®áª®áâï-¬¨ Qi á à ááâ®ï¨ï¬¨ ®â  ç «  hi, ¯®¤ç¨¥ë¬¨ ãá«®¢¨î
m∑

i=1 hiF 0i = 1. (2)Ǒ®ª �¥¬, çâ® áà¥¤¨ íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ ¥áâì ¬®£®£à ¨ª  ¨¡®«ìè¥£®®¡ê¥¬ .�á«¨ ç¨á«  hi ¤®áâ â®ç® ¬ «ë, â® m∑

i=1 hiF 0i < 1, ¥á«¨ �¥ ®¨ ¢¥«¨ª¨,â®, ¯® ¯®«®�¨â¥«ì®áâ¨ ¢á¥å F 0i , m∑

i=1 hiF 0i > 1. �âáî¤  ïá®, çâ® á ¥¯à¥-àë¢ë¬ ã¢¥«¨ç¥¨¥¬ ç¨á¥« hi,  ç¨ ï ®â ¬ «ëå § ç¥¨©, ¯®«ãç¨¬ â ª¨¥ç¨á« , çâ® ãá«®¢¨¥ (2) ¡ã¤¥â ¢ë¯®«¥®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®£®£à ¨ª¨ áãá«®¢¨¥¬ (2) áãé¥áâ¢ãîâ.� ç¥¨ï ç¨á¥« hi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (2), ®£à ¨ç¥ë, ¯®â®¬ãçâ® ¢á¥ ®¨ ¯®«®�¨â¥«ìë,   â ª�¥ ¢á¥ F 0i > 0, â ª çâ® ª �¤®¥ h0i < 1/F 0i .Ǒ®íâ®¬ã ¬®£®£à ¨ª¨ P á ãá«®¢¨¥¬ (2) ®£à ¨ç¥ë ¢ á®¢®ªã¯®áâ¨ ¨ ¤«ï¨å áãé¥áâ¢ã¥â â®ç ï ¢¥àåïï £à ¨æ  ®¡ê¥¬®¢. � ª ª ª ®¡ê¥¬ § ¢¨á¨â®â ¬®£®£à ¨ª , â. ¥. ®â ç¨á¥« hi, ¥¯à¥àë¢®, â® íâ  ¢¥àåïï £à ¨æ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¬®£®£à ¨ª  P 0. �¤ ª® íâ®â ¬®£®£à ¨ª



316 �. �. �����������¬®£ ¡ë ¨¬¥âì ¥ ¢á¥ h0i > 0, â. ¥. ¥ª®â®àë¥ h0i ¬®£«¨ ¡ë à ¢ïâìáï ã«î; â®-£¤  ® ¥ ¯à¨ ¤«¥� « ¡ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á®¢®ªã¯®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢.Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¢á¥ �¥ ¬ ªá¨¬ã¬ ®¡ê¥¬  ¤®áâ¨£ ¥âáï â ª�¥ ¤«ï ¬®£®£à -¨ª®¢, ã ª®â®àëå ¢á¥ hi > 0.�«ï íâ®£® § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ á¬¥áâ¨âì ¯«®áª®áâ¨ Q0i , ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥¬®£®£à ¨ª P 0,   ®¤¨ ¨ â®â �¥ ¢¥ªâ®à a, â® ¬®£®£à ¨ª P 0 â ª�¥á¬¥áâ¨âáï   ¢¥ªâ®à a ¨ ®¡ê¥¬ ¥£® ¥ ¨§¬¥¨âáï. Ǒ®íâ®¬ã, ¢ë¡à ¢ á¬¥é¥¨¥â ª, çâ®¡ë  ç «® ®ª § «®áì ¢ãâà¨ á¬¥é¥®£® ¬®£®£à ¨ª , ¯®«ãç¨¬¬®£®£à ¨ª P 1 á â¥¬ �¥ ®¡ê¥¬®¬ ¨ á® ¢á¥¬¨ h1i > 0. Ǒ®ª �¥¬, çâ® íâ®â¬®£®£à ¨ª ¯à¨ ¤«¥�¨â à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á®¢®ªã¯®áâ¨, â. ¥. ã¤®¢«¥-â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (2).�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¯«®áª®áâì Q0i á ®à¬ «ìî ni ¯¥à¥¬¥é ¥âáï   ¥ª®-â®àë© ¢¥ªâ®à a, â® ¥¥ à ááâ®ï¨¥ ®â  ç «  h0i § ¬¥ï¥âáï   h0i + nia.Ǒ®íâ®¬ã ¯®á«¥ á¬¥é¥¨ï áã¬¬  (2) § ¬¥¨âáï  
∑

i=1(h0i + nia)F 0i =∑i h0iF 0i + a∑
i

niF
0
i .�® ¯® ãá«®¢¨î (1),  «®�¥®¬ã   ç¨á«  F 0i , ∑

i

niF
0
i = 0,   ¬®£®£à -¨ª P 0 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (2), â ª çâ® ∑

i

h0iF 0i = 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
∑

i

(h0i + nia)Fi = 1,â. ¥. ¤«ï á¬¥é¥®£® ¬®£®£à ¨ª  P 0 ãá«®¢¨¥ (2) â ª�¥ ¢ë¯®«¥®.�â ª, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® áà¥¤¨ ¬®£®£à ¨ª®¢P á ãá«®¢¨¥¬ (2) ¨ á® ¢á¥¬¨
hi > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ¬®£®£à ¨ª  ¨¡®«ìè¥£® ®¡ê¥¬ .� ª ª ª ¯® «¥¬¬¥, ¤®ª § ®© ¢ ¯o 2, ®¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì ¤¨ä-ä¥à¥æ¨àã¥¬ ï äãªæ¨ï ç¨á¥« h1, . . . , hm, â® à¥çì ¨¤¥â ® ¬ ªá¨¬ã¬¥ ¤¨ä-ä¥à¥æ¨àã¥¬®© äãªæ¨¨ V (h1, . . . , hm) ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (2). � ¢ â ª®¬ á«ãç ¥,á®£« á® ¨§¢¥áâ®¬ã ¯à ¢¨«ã � £à � , ¯à¨ ¬ ªá¨¬ã¬¥ ¤®«�® ¡ëâì
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V (h1, . . . , hm) + λ
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F 0i hi] = 0 (i = 1, 2, . . . ,m), (3)£¤¥ λ | ¥ª®â®àë© ç¨á«¥ë© ¬®�¨â¥«ì (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [217, ¯o 202℄).�á«¨ F 1i | ¯«®é ¤¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P 1 á  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡ê¥¬®¬,â® á®£« á® «¥¬¬¥ ∂V/∂hi = F 1i (¯®¬ï ãá«®¢¨¥ ® £à ïå ã«¥¢®© ¯«®é ¤¨).Ǒ®íâ®¬ã ¨§ (3)
µF 1i = F 0i (i = 1, . . . ,m), (4)£¤¥ µ = −1/λ.



��. VII: § 2. ������������� ������������� Ǒ� ����������� 317� ¢¥áâ¢  (4) ®§ ç îâ, çâ® ¯«®é ¤¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P 1 ¯à®¯®à-æ¨® «ìë ¤ ë¬ ç¨á« ¬ F 0i ¨ ¯®â®¬ã ¢á¥ ¯®«®�¨â¥«ìë. �á«¨ ã¢¥«¨ç¨âì¬®£®£à ¨ª P 1 ¯®¤®¡® ¢ √µ à §, â® ¯«®é ¤¨ ¥£® £à ¥© áâ ãâ à ¢ë-¬¨ µF 1i = F 0i . �¥¬ á ¬ë¬ ¢ √µ à § ã¢¥«¨ç¥ë© ¬®£®£à ¨ª P 1 ¨¬¥¥â¤ ë¥ ¯«®é ¤¨ £à ¥© F 0i , ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .�á¥ íâ® à ááã�¤¥¨¥ ¢¥à®, ª®¥ç®, ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥-à¥¨© n, áâ®¨â «¨èì § ¬¥¨âì ª®íää¨æ¨¥â ¯®¤®¡¨ï √µ   n−1√µ.4. �¤¥ï ¨§«®�¥®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢® ¬®£¨å ¤®ª § -â¥«ìáâ¢ å áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨,  ¯à¨¬¥à, ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ ª ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì-ë¬ ãà ¢¥¨ï¬ ®  ¡ë«  ¯à¥¤«®�¥  ¥é¥ �. �¨¬ ®¬. Ǒãáâì âà¥¡ã¥â-áï ¤®ª § âì áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª ª®£®-«¨¡® ®¡ê¥ªâ  A, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ¤ -ë¬ ãá«®¢¨ï¬ B0. Ǒ®¤¡¨à ¥âáï â ª ï äãªæ¨ï f ®¡ê¥ªâ  A, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ãá«®¢¨ï íªáâà¥¬ã¬  ª®â®à®© ¯à¨¢®¤ïâ ç¨áâ® ä®à¬ «ìë¬ ¯ãâ¥¬ ª â®¬ã,çâ® ¥á«¨ f(A) ¨¬¥¥â ¯à¨ A = A0 íªáâà¥¬ã¬, â® A0 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®-¢¨ï¬ B0, ¨«¨, ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ �¨ª®¢áª®£®, | ãá«®¢¨ï¬, ¯à®áâ® á¢ï§ -ë¬ á B0 (à ¢¥áâ¢  (4)). �®£¤  § ¤ ç  á¢®¤¨âáï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â®£®,çâ® äãªæ¨ï f(A) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬  (¬¨¨¬ã¬ ) ¨ çâ®ª ¥© ¯à¨«®�¨¬ë ä®à¬ «ìë¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï íªáâà¥¬ã¬ . � â®¬á«ãç ¥, ª®£¤  ®¡ê¥ªâ A § ¤ ¥âáï ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ¯ à ¬¥âà®¢, ª ª,  -¯à¨¬¥à, ¬®£®£à ¨ª, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬ ªá¨¬ã¬  (¬¨¨¬ã¬ ) ®¡¥á¯¥ç¨¢ -¥âáï ¥¯à¥àë¢®áâìî äãªæ¨¨ f ,   ¯à¨«®�¨¬®áâì ãá«®¢¨© íªáâà¥¬ã¬  |¥¥ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâìî. �á«¨ �¥ ®¡ê¥ªâ A § ¤ ¥âáï ¡¥áª®¥çë¬ ç¨á«®¬¯ à ¬¥âà®¢ (¨«¨ äãªæ¨©), ª ª,  ¯à¨¬¥à, ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¢ë¯ãª«®¥ â¥«®, â®¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®¡®¨å íâ¨å ¯ãªâ®¢ ®ª §ë¢ ¥âáï ¤¥«®¬ £®à §¤® ¡®«¥¥ á«®�-ë¬. �¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£®   «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥«  ¡ë«® ¤®-ª § ® ¬®© ¢ [6℄   ®á®¢ ¨¨ íâ®© ¨¤¥¨. �®à¬ã«¨à®¢ª  íâ®£® ®¡®¡é¥¨ï¤ ¥âáï ¤ «ìè¥ ¢ ¯o 2 § 6. �. �«ïèª¥ ¨ �. �¥à£«®âæ ¢ [246℄  ¬¥â¨«¨ ¤®ª -§ â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë �¥©«ï (á¬. ¯o 3 § 3 £« ¢ë V), ®á®¢ ®¥   â®© �¥¨¤¥¥ íªáâà¥¬ã¬ , ® ®áãé¥áâ¢¨âì ¥£® ¨¬ ¥ ã¤ «®áì: ®¡  ®â¬¥ç¥ëå  ¬¨¯ãªâ  ®áâ «¨áì ã ¨å ¥¤®ª § ë¬¨ 5).�áâà®ã¬¨¥ ¨áá«¥¤®¢ â¥«ï á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë ¤«ï ¤ ®© ®¡« áâ¨ ®¡ê-¥ªâ®¢ A ¨ ãá«®¢¨© B ¯®¤®¡à âì á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî äãªæ¨î f(A). �â¥-à¥á®©, ®, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, âàã¤®© § ¤ ç¥© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï  ©â¨   íâ®¬¯ãâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤àã£¨å â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®-£à ¨ª®¢, â. ¥. ¯®¤®¡à âì ¤«ï ª �¤®© ¨§ ¨å á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî äãªæ¨î¬®£®£à ¨ª  f(A). �á«¨ ¡ë íâ® ã¤ «®áì, â® ¬¥â®¤ ¬ ªá¨¬ã¬  ®ª § «áï ¡ëáâ®«ì �¥ ®¡é¨¬, ª ª ¨  è ¬¥â®¤ ®â®¡à �¥¨©. � ¥ ¬®£ã §¤¥áì ¢ëáª § âì¨ª ª¨å £¨¯®â¥§ ¯® ¯®¢®¤ã ¢®§¬®�®£® à¥è¥¨ï ¯®áâ ¢«¥®© § ¤ ç¨; ¥¤¨-5)�¥¯¥àì íâ® á¤¥« ® �.�.�®«ª®¢ë¬ [84, 86℄ á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬, ¯® áãé¥áâ¢ã, í«¥¬¥-â àëå £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¨¤¥©. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



318 �. �. �����������áâ¢¥ë¬ ãª § ¨¥¬ ¤«ï á«ãç ï â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á¤ ®© à §¢¥àâª®© ¬®�¥â á«ã�¨âì à ¡®â  �. �«ïèª¥ ¨ �. �¥à£«®âæ . �®¢ ¥© ¨¤¥â à¥çì ®¡   «¨â¨ç¥áª¨å ¯®¢¥àå®áâïå ¨  ¯¯ à â¥ à¨¬ ®¢®© £¥®-¬¥âà¨¨. Ǒ®ïâ¨ï,   «®£¨çë¥ ¯®ïâ¨ï¬ íâ®© £¥®¬¥âà¨¨, ¢®®¡é¥ ¯®ª  ¥é¥¥ ¯¥à¥¥á¥ë   ¬®£®£à ¨ª¨. � ¬  ¯® á¥¡¥ § ¤ ç  â ª®£® ¯¥à¥¥á¥¨ï¨¬¥¥â çà¥§¢ëç ©®¥ § ç¥¨¥.
§ 3. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©1. � íâ®¬ ¨ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä å ¡ã¤ãâ ¤®ª § ë â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®-¢ ¨ï ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ ª®-¥çëå £à ¥© ¨ ¤ ë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥©. � ¤ ¨¥ íâ¨å¯®á«¥¤¨å à ¢®á¨«ì® § ¤ ¨î â®£®, çâ® ¢ëè¥, ¢ § 4 £« ¢ë VI ¡ë«®  §¢ -® ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî ¬®£®£à ¨ª , â. ¥. ®áâ âª  ¬®£®£à ¨ª  ¯®á«¥¨áª«îç¥¨ï ¢á¥å ¥£® ª®¥çëå £à ¥© ¨ ¯à®¨§¢®«ì® ¡®«ìè¨å ªãáª®¢ ¥£®¡¥áª®¥çëå £à ¥©. �¢  ¬®£®£à ¨ª  ¨¬¥îâ ®¤ã ¨ âã �¥ ¡¥áª®¥çãîç áâì, ¥á«¨ ¨å ¡¥áª®¥çë¥ £à ¨ ¢ ¤®áâ â®ç® ¤ «¥ª®© ®¡« áâ¨ ¯®«®áâìîá®¢¯ ¤ îâ,   íâ®, ®ç¥¢¨¤®, ¡ã¤¥â â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®¢¯ ¤ îâ¯«®áª®áâ¨ íâ¨å £à ¥©. �á«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå § ¤ ë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¡ã¤ãâ¯«®áª®áâï¬¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ª ª®£® ¡ë â® ¨ ¡ë«® ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë-¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¡ã¤ãâ ¢ëïá¥ë ¢ § 5 (â¥®à¥¬  4 § 5; ®¨ áä®à¬ã«¨-à®¢ ë â ª�¥ ¢ § 4 £« ¢ë II). �¤¥áì �¥ ¡ã¤¥â § à ¥¥ ¯à¥¤¯®« £ âìáï, çâ®¤ ë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¤ îâ ¡¥áª®¥çãî ç áâì ª ª®£®-¨¡ã¤ì ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®£à ¨ª , ¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®íâ®¬ã £®¢®à¨âì ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ ª®¥çëå £à ¥© ¨ á ¤ ®© ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî.� ª ¡ë«® ¯®ª § ® ¥é¥ ¢ § 5 £« ¢ë I, áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç-®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢ë¯ãª«ë© áä¥à¨ç¥áª¨©¬®£®ã£®«ì¨ª, ¯à¨ç¥¬ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï ¥£® ¡¥áª®¥çëå £à ¥©«¥� â   £à ¨æ¥ íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª . �¥àè¨ë íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª áãâì áä¥à¨ç¥áª¨¥ ¨§®¡à �¥¨ï £à ¥© á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨à¥¡à ¬¨. �á«¨ ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  ¯ à ««¥«ìë, â® ¥£®áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®«ãáä¥àã.�§ íâ®£® § ¬¥ç ¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ § ¤   ¡¥áª®¥ç ï ç áâì ¬®£®-£à ¨ª , â® § ¤   £à ¨æ  ¥£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¨ â¥¬ á ¬ë¬§ ¤ ® â ª�¥ á ¬® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥. �áª«îç¥¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âá«ãç ©, ª®£¤  £à ¨æ  áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¥áâì ¡®«ìè®© ªàã£, ¯®â®-¬ã çâ® ® ¤¥«¨â áä¥àã   ¤¢¥ ¯®«ãáä¥àë, ª®â®àë¥ ®¡¥ ¢ë¯ãª«ë. �¤ ª®,¥á«¨ § ¤   ¡¥áª®¥ç ï ç áâì ¬®£®£à ¨ª  á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥ç-ë¬¨ à¥¡à ¬¨, â® ®¯à¥¤¥«¥®  ¯à ¢«¥¨¥ íâ¨å à¥¡¥à ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì, ¨



��. VII: § 3. ������������� ������������ ������������� 319áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ â ª®£® ¬®£®£à ¨ª  ¤®«�® á®¢¯ ¤ âì á â®©¯®«ãáä¥à®©, ¢ ª®â®àãî ¨¤¥â ¢¥ªâ®à, ¯à®â¨¢®¯®«®�ë©  ¯à ¢«¥¨î ¡¥áª®-¥çëå à¥¡¥à.�â ª, ¥á«¨ § ¤   ¡¥áª®¥ç ï ç áâì ¬®£®£à ¨ª , â® § ¤ ® ¥£® áä¥-à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ®¯à¥¤¥«¥®, ¢ãâàì ª ª®© ç áâ¨ áä¥àë¬®£ãâ  ¯à ¢«ïâìáï ®à¬ «¨ ¥£® ª®¥çëå £à ¥©. �¤¥áì, ª ª ¨ ¢áî¤ã ¤ «ì-è¥, ¨¬¥îâáï ¢ ¢¨¤ã ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨.�¥¬¬ . Ǒãáâì Q | ¡¥áª®¥ç ï ç áâì ª ª®£®-«¨¡® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®-£à ¨ª  ¨ S | ¥£® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥. Ǒãáâì n1, . . . ,nm | «î¡ë¥¯®¯ à® à §«¨çë¥ ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë,  ¯à ¢«¥ë¥ ¢ãâàì áä¥à¨ç¥áª®-£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  S. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á ¡¥á-ª®¥ç®© ç áâìî Q, ª®¥çë¥ £à ¨ ª®â®àëå ¨¬¥îâ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ n1,
n2, . . . ,nm.Ǒãáâì P0 | «î¡®© ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª á ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî Q.� ª ª ª ¢¥ªâ®àë n1, . . . ,nm ¨¤ãâ ¢ãâàì ¥£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï S,â® â¥¬ á ¬ë¬ ® ¨¬¥¥â ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ R01, R02, . . . , R0m á ®à¬ «ï¬¨ n1,
n2, . . . ,nm, ¯à¨ç¥¬ íâ¨ ¯«®áª®áâ¨ ¥ ª á îâáï P0 ¢¤®«ì ¥£® ¡¥áª®¥çëå£à ¥© ¨«¨ à¥¡¥à: ¨ ç¥ ni «¥� «¨ ¡ë   £à ¨æ¥ áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì-¨ª  S. Ǒ®íâ®¬ã ¯«®áª®áâì R01 ¬®�® ¢¤¢¨ãâì ¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª  P0áâ®«ì ¤ «¥ª®, çâ® ®  ®âá¥ç¥â ®â ¥£® ¢á¥ ¥£® ª®¥çë¥ £à ¨. � à¥§ã«ìâ â¥¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª P1 á â®© �¥ ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî Q ¨ á ¥¤¨áâ¢¥®©ª®¥ç®© £à ìî G1, ¨¬¥îé¥© ®à¬ «ì n1.� ª ª ª P1 ¨¬¥¥â âã �¥ ¡¥áª®¥çãî ç áâì Q, â® ¥£® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡-à �¥¨¥ ¥áâì â®�¥ S ¨ ¯®â®¬ã ® ¨¬¥¥â ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ R2, . . . , Rm á®à¬ «ï¬¨ n2, . . . ,nm. �¤¢¨£ ï ¯«®áª®áâì R2 ¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª  P1â ª, çâ®¡ë ¥ ®âá¥çì ¯®«®áâìî ¥£® £à ì G1, ¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª P2,ã ª®â®à®£® ¥áâì ¥é¥ £à ì G2 á ®à¬ «ìî n2. Ǒ®¢â®àïï íâã ®¯¥à æ¨î,¯à¨¤¥¬ ª ¬®£®£à ¨ªã, ã ª®â®à®£® ¡ã¤ãâ ¢á¥ ª®¥çë¥ £à ¨ á ¤ ë¬¨®à¬ «ï¬¨ n1, . . . ,nm ¨ ¨ª ª¨å ¤àã£¨å.2. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë à áá¬®âà¨¬ ¬®£®£à ¨ª¨ á ¯ à ««¥«ìë¬¨¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨; ¬®£®£à ¨ª¨ á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨à¥¡à ¬¨ ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥. �¥§ã«ìâ âë, ¯®-«ãç ¥¬ë¥ ¤«ï â¥å ¨ ¤àã£¨å, ¯à¨æ¨¯¨ «ì® à §«¨çë.�¥®à¥¬ . Ǒãáâì § ¤   ¡¥áª®¥ç ï ç áâì ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨. �  ¡ã¤¥â ¡¥áª®¥ç®© ¢ ®¤ã áâ®-à®ã ¯à¨§¬®© �. Ǒãáâì n | ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à, ¯à®â¨¢®¯®«®�ë©  ¯à ¢-«¥¨î íâ¨å à¥¡¥à ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì,   n1, . . . ,nm | «î¡ë¥ à §«¨çë¥ ¥¤¨-¨çë¥ ¢¥ªâ®àë, ®¡à §ãîé¨¥ á n ®áâàë¥ ã£«ë; â¥¬ á ¬ë¬ ®¨  ¯à ¢«¥ë¢ãâàì â®© ¯®«ãáä¥àë, ®£à ¨ç¥®© íª¢ â®à®¬, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¬ ª n, ¢ª ªãî  ¯à ¢«¥ n. Ǒãáâì,  ª®¥æ, F1, . . . , Fm | â ª¨¥ ¯®«®�¨â¥«ìë¥



320 �. �. �����������ç¨á« , çâ®
m∑

i=1(nni)Fi = F, (1)£¤¥ F | ¯«®é ¤ì ¯®¯¥à¥ç®£® á¥ç¥¨ï ¯à¨§¬ë �, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®£® ª ¡¥á-ª®¥çë¬ à¥¡à ¬.�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî �, ª®-¥çë¥ £à ¨ ª®â®à®£® ¨¬¥îâ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ni ¨ ¯«®é ¤¨ Fi (á¬. à¨á. 68,á. 109).�¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï,  «®�¥®£®   ¢¥ªâ®àë ni, ¡ë«  â®«ìª® çâ®¢ëïá¥ .�¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï (1) ¤«ï ç¨á¥« Fi ®ç¥¢¨¤ : áª «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥-¤¥¨¥ nni ¥áâì ª®á¨ãá ã£«  ¬¥�¤ã ¯«®áª®áâìî £à ¨ á ®à¬ «ìî ni ¨¯«®áª®áâìî ¯®¯¥à¥ç®£® á¥ç¥¨ï ¯à¨§¬ë �, ¯®íâ®¬ã à ¢¥áâ¢® (1) ¢ëà � -¥â â®â ä ªâ, çâ® ¯«®é ¤ì F íâ®£® á¥ç¥¨ï à ¢  áã¬¬¥ ¯«®é ¤¥© ¯à®¥ªæ¨©ª®¥çëå £à ¥© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¬®£®£à ¨ª .� ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ®, á®£« á® ¤®ª § ®¬ã ¢ § 4 £« ¢ë VI, ¬®£®£à ¨ª áãª § ë¬¨ ¢ â¥®à¥¬¥ ¤ ë¬¨: �, ni, Fi | ¥¤¨áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤®¯¥à¥®á  ¢¤®«ì ¥£® ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à.�®ª �¥¬  èã â¥®à¥¬ã, ¯®«ì§ãïáì «¥¬¬®© ®¡ ®â®¡à �¥¨¨. Ǒà¥�¤¥ ¢á¥-£® à áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P á ¤ ®© ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî � ¨ á¤ ë¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni.�®£« á® ¤®ª § ®© ¢ëè¥ «¥¬¬¥, â ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ. � �-¤ë© â ª®© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ h1, . . . , hm ¥£®ª®¥çëå £à ¥©. � â ª ª ª ¯à¨ ¬ «ëå ¯ à ««¥«ìëå á¬¥é¥¨ïå £à ¥©¨ ®¤  ¨§ ¨å ¥ ¨áç¥§ ¥â, â® ç¨á«  h1, . . . , hm ¤®¯ãáª îâ ¯à®¨§¢®«ìë¥¨§¬¥¥¨ï ¢ ¤®áâ â®ç® ¬ «®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¨å § ç¥¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å«î¡®¬ã ¤ ®¬ã ¬®£®£à ¨ªã P . �«¥¤®¢ â¥«ì®, á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¢®§-¬®�ëå § ç¥¨© ®¯®àëå ç¨á¥« h1, . . . , hm,   ¢¬¥áâ¥ á ¥© ¨ á®¢®ªã¯®áâì¢á¥å ¬®£®£à ¨ª®¢ P , ¨§®¡à §¨âáï ®âªàëâë¬ ¬®�¥áâ¢®¬ P0 ¢ m-¬¥à®¬¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á ª®®à¤¨ â ¬¨ h1, . . . , hm.�¤ ª® ¬ë ¥ ¤®«�ë à §«¨ç âì ¬®£®£à ¨ª¨, ¯®«ãç îé¨¥áï ®¤¨¨§ ¤àã£®£® ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬ ¢¤®«ì à¥¡¥à ¯à¨§¬ë �, ¯®â®¬ã çâ® ¨®¤® ¨§ ¤ ëå: �, ni, Fi ¯à¨ íâ®¬ ¥ ¨§¬¥ï¥âáï. Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ¤®«�ëà áá¬ âà¨¢ âì ¥ á ¬® ¬®�¥áâ¢® P0,   ¬®£®®¡à §¨¥ P ª« áá®¢ ¬®£®-£à ¨ª®¢, ¯®«ãç îé¨åáï ¤àã£ ¨§ ¤àã£  ãª § ë¬¨ ¯¥à¥®á ¬¨. � ª ª ª¯¥à¥®á ¢ ¤ ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ § ¢¨á¨â ®â ®¤®£® ¯ à ¬¥âà  | ¢¥«¨ç¨ë¯¥à¥®á , â®, ®â®�¤¥áâ¢«ïï ¬®£®£à ¨ª¨, á®¢¬¥é ¥¬ë¥ â ª¨¬ ¯¥à¥®á®¬,¬ë ¨áª«îç ¥¬ ®¤ã ¯¥à¥¬¥ãî. Ǒ®íâ®¬ã ¬®£®®¡à §¨¥ P ¡ã¤¥â (m − 1)-¬¥àë¬. �®ç®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ íâ®£® ¬®£®®¡à §¨ï ¯®¢â®àï¥â ®¯à¥¤¥«¥¨¥



��. VII: § 3. ������������� ������������ ������������� 321á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¬®£®®¡à §¨ï ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£® ¢
§ 1 6).� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å á®¢®ªã¯®áâ¥© ¯® m ¯®«®�¨â¥«ìëåç¨á¥« F1, . . . , Fm, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë

m∑

i=1(nni)Fi = F. (1)�â® ãá«®¢¨¥ | «¨¥©®¥,   ¯®â®¬ã ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢ m-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥á ª®®à¤¨ â ¬¨ F1, . . . , Fm (m − 1)-¬¥àãî ¯«®áª®áâì. �á«®¢¨¥, çâ® ¢á¥
Fi > 0, ¢ë¤¥«ï¥â ¢ m-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯®«®�¨â¥«ìë© ª®®à¤¨ âë©ã£®«. �£® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ á ãª § ®© ¯«®áª®áâìî ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, ¢ë¯ãª«ë¬(m− 1)-¬¥àë¬ ¬®�¥áâ¢®¬. �® ¨ ¥áâì ¬®£®®¡à §¨¥ F ¤®¯ãáâ¨¬ëå § -ç¥¨© ç¨á¥« F1, . . . , Fm. � ª ª ª ¯® ¤®ª § ®© ¢ëè¥ «¥¬¬¥ ¬®£®£à ¨ª¨á ®à¬ «ï¬¨ ni áãé¥áâ¢ãîâ ¨, ª ª ¡ë«® ¯®ª § ®, ¯«®é ¤¨ ¨å £à ¥© ¥®¡-å®¤¨¬® ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (1), â® â¥¬ á ¬ë¬ ¬®£®®¡à §¨¥ F ¥ ¯ãáâ®.� â ª ª ª ®® ¥áâì ¢ë¯ãª«®¥ ¬®�¥áâ¢®, â® ®® ª â®¬ã �¥ á¢ï§®.�â ª, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¬®£®®¡à §¨ï P ¨ F ®¤®£® ¨ â®£® �¥ ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©
m − 1. �®¯®áâ ¢«ïï ª �¤®¬ã ¬®£®£à ¨ªã, â®ç¥¥, ª« ááã ¬®£®£à -¨ª®¢ ¨§ P ¯«®é ¤¨ ¥£® £à ¥© F1, . . . , Fm, ¯®«ãç ¥¬ ®¤®§ ç®¥ ®â®¡-à �¥¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ï P ¢ F . �áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ϕ ã¤®¢«¥â¢®àï¥âãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨.1) � ª ª ª F á¢ï§®, â® ãá«®¢¨¥, çâ® ¢ ª �¤®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥â¥ Fá®¤¥à� âáï ®¡à §ë í«¥¬¥â®¢ ¨§ P , ¢ë¯®«ï¥âáï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨.2) � ª ª ª ¯® ¤®ª § ®¬ã ¢ § 4 £« ¢ë VI ¬®£®£à ¨ª á ¤ ®© ¡¥á-ª®¥ç® ç áâìî ¨ á ¤ ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© | ¥¤¨áâ¢¥ë© á â®ç®-áâìî ¤® ¯¥à¥®á  ¢¤®«ì ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à, â® ª �¤®© á®¢®ªã¯®áâ¨ ç¨-á¥« (F1, . . . , Fm) ¨§ F ®â¢¥ç ¥â ®¤¨ ª« áá ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨§ P . � ª¨¬®¡à §®¬, ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.6)�á«¨ a | ¢¥ªâ®à ¯¥à¥®á , â® à ááâ®ï¨¥ ®â  ç «  ¤® ¯«®áª®áâ¨ á ®à¬ «ìî ni¯®«ãç ¥â ¯à¨ â ª®¬ ¯¥à¥®á¥ á« £ ¥¬®¥ nia. Ǒ®íâ®¬ã ®¯®àë¥ ç¨á«  h0i § ¬¥ïîâáï  
hi = h0i + nia. � ª ª ª ¯¥à¥®á ¢®§¬®�¥ «¨èì ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¤ ®£® ¢¥ªâ®à  n, â®
a = an. �«¥¤®¢ â¥«ì®, hi = h0i + (nin)a (i = 1, . . . ,m). Ǒà¨ ¤ ëå hi ¨ ¯¥à¥¬¥®¬ aíâ¨ ãà ¢¥¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á ª®®à¤¨ â ¬¨ hi ¯àï¬ãî. � ª ª ªª®íää¨æ¨¥âë ¯à¨ a ¯®áâ®ïë, â® ¢á¥ íâ¨ ¯àï¬ë¥ ¯ à ««¥«ìë. �®çª¨ íâ®© ¯àï¬®©,¯®¯ ¤ îé¨¥ ¢ ®¡« áâì P0, ¨§®¡à � îâ ¬®£®£à ¨ª¨, ¯®«ãç ¥¬ë¥ ¤àã£ ¨§ ¤àã£  ¯¥-à¥®á ¬¨ ¢¤®«ì n, ¨ ¯®â®¬ã ¯®¤«¥� â ®â®�¤¥áâ¢«¥¨î. �â® ®â®�¤¥áâ¢«¥¨¥ á¢®¤¨âáï,®ç¥¢¨¤®, ª ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨î ®¡« áâ¨ P0   (m − 1)-¬¥àãî ¯«®áª®áâì ¢¤®«ì ãª § -ëå ¯àï¬ëå. Ǒà®¥ªæ¨ï ®âªàëâ®£® ¬®�¥áâ¢  ¥áâì ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢®. �«¥¤®¢ â¥«ì®,ãª § ®¥ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨¥ ¤ ¥â ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® P   (m−1)-¬¥à®© ¯«®áª®áâ¨, â. ¥.(m− 1)-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥.



322 �. �. �����������3) �¥¯à¥àë¢®áâì ®â®¡à �¥¨ï ϕ ®ç¥¢¨¤ , ¯®â®¬ã çâ® ®  á¢®¤¨âáïª ãâ¢¥à�¤¥¨î, çâ® ¯à¨ ¥¯à¥àë¢®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ®¯®àëå ç¨á¥« ¯«®é ¤¨£à ¥© ¨§¬¥ïîâáï ¥¯à¥àë¢®.4) �áâ ¥âáï ç¥â¢¥àâ®¥ ãá«®¢¨¥: ¥á«¨ í«¥¬¥âë F i = (F i1, . . . , F im), ï¢«ïî-é¨¥áï ®¡à § ¬¨ í«¥¬¥â®¢ P i ¨§ P , áå®¤ïâáï ª í«¥¬¥âã F 0 = (F 01 , . . . , F 0m),¯à¨ ¤«¥� é¥¬ã F , â® ¨§ P ¬®�® ¢ë¡à âì áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-®áâì â ª, çâ® ¯à¥¤¥« ¥¥ ¡ã¤¥â í«¥¬¥â®¬ P 0, ®â®¡à � îé¨¬áï ¢ F 0, â. ¥. ¥á-«¨ ã ¬®£®£à ¨ª®¢ P i ¯«®é ¤¨ £à ¥© F i1, . . . , F im áå®¤ïâáï ª ¯®«®�¨â¥«ì-ë¬ ¯à¥¤¥« ¬, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬®£®£à ¨ª®¢ P i,áå®¤ïé ïáï ª ¬®£®£à ¨ªã á ¯à¥¤¥«ìë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©.� áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P á ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî � ¨ ®à¬ «ï¬¨
n1, . . . ,nm. Ǒ¥à¥¤¢¨¥¬ ¢á¥ íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¢¤®«ì ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥àâ ª, çâ®¡ë ®¨ ¨¬¥«¨ ®¡éãî ®¯®àãî ¯«®áª®áâì R, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàãî ª ¨å¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬. �®£¤  ¢á¥ ®¨ ®ª �ãâáï § ª«îç¥ë¬¨ ¢ ¡¥áª®¥ç®©¢ ®¤ã áâ®à®ã ¯à¨§¬¥ �, ª á ïáì ¥¥ ®á®¢ ¨ïG   ¯«®áª®áâ¨ R. Ǒ®ª �¥¬,çâ® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ ¨å ®¯®àë¥ ç¨á«  ®£à ¨ç¥ë ¢ á®¢®ªã¯®áâ¨.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®áª®«ìªã ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P á®¤¥à� âáï ¢ ¯à¨§¬¥ �,¯«®áª®áâ¨ ¨å £à ¥© ¥¥ ¯¥à¥á¥ª îâ. �¬¥áâ¥ á â¥¬, ¥á«¨ ®¤  ¨§ íâ¨å ¯«®á-ª®áâ¥© Rk ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯à¨§¬ã � ®ç¥ì ¤ «¥ª®, â® ®  ¯®«®áâìî ®âá¥ª ¥â ®â

G

Rk

�¨á. 133

¥¥ ®á®¢ ¨¥ G (à¨á. 133). � ¢ â ª®¬ á«ãç ¥¬®£®£à ¨ª á â ª®© ¯«®áª®áâìî k-© £à ¨ ¥¬®�¥â ª á âìáï ®á®¢ ¨ï G. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨®¤  ¨§ ¯«®áª®áâ¥©Rk ¥ ¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âì ¯à¨§-¬ã �k ®ç¥ì ¤ «¥ª®,   íâ® ®§ ç ¥â, çâ® à ááâ®-ï¨ï íâ¨å ¯«®áª®áâ¥© ®â  ç «  ª®®à¤¨ â, â. ¥.®¯®àë¥ ç¨á« , ®£à ¨ç¥ë. �® à § ®¯®àë¥ ç¨á-«  ®£à ¨ç¥ë, â® ¨§ «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨¬®£®£à ¨ª®¢ P i ¬®�® ¢ë¡à âì áå®¤ïéãîáï¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì. Ǒ«®é ¤¨ £à ¥© íâ¨å¬®£®£à ¨ª®¢ áå®¤ïâáï, ¨ ¯à¥¤¥«ìë© ¬®£®-£à ¨ª ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ª ª à § ¯à¥¤¥«ìë¥ ¯«®é -¤¨ £à ¥©. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¨ ¯®á«¥¤¥¥ ãá«®¢¨¥«¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¢ë¯®«¥®.�â ª, ¢á¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ¢ë-¯®«¥ë,   â®£¤  ¢¥à¥ ¨ ¥¥ à¥§ã«ìâ â: ¢áïª ï á®-¢®ªã¯®áâì ç¨á¥« F1, . . . , Fm, ¢å®¤ïé ï ¢ ¬®£®-®¡à §¨¥ F , ®â¢¥ç ¥â ¥ª®â®à®¬ã ª« ááã ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨§ ¬®£®®¡à §¨ï P .�¥¬ á ¬ë¬ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .3. � ¬¥â¨¬ ¥é¥ ®¤® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®© �¥ â¥®à¥¬ë, ®¯¨à îé¥¥áï  áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ¨ ¯«®é -¤ï¬¨ £à ¥©.



��. VII: § 3. ������������� ������������ ������������� 323Ǒãáâì, ª ª ¨ à ìè¥ (á¬. à¨á. 68   á. 109), � | ¡¥áª®¥ç ï ¯à¨§¬ ,
n | ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à, ®¡à â® ¯ à ««¥«ìë© ¥¥ à¥¡à ¬, n1, . . . ,nm |¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë, ®¡à §ãîé¨¥ á n ®áâàë¥ ã£«ë, F | ¯«®é ¤ì ¯®¯¥à¥ç-®£® á¥ç¥¨ï ¯à¨§¬ë � ¨,  ª®¥æ, F1, . . . , Fm | ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á« ,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î

m∑

i=1(nni)Fi = F. (1)Ǒãáâì ¥é¥ m1,m2, . . . ,mk | ®à¬ «¨ ª £à ï¬ ¯à¨§¬ë �,   l1, . . . , lk |è¨à¨  ¥¥ £à ¥©, â. ¥. ¤«¨ë áâ®à® ¥¥ ¯®¯¥à¥ç®£® á¥ç¥¨ï. �®£¤  ¨§§ ¬ªãâ®áâ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  á® áâ®à® ¬¨ l1, . . . , lk á«¥¤ã¥â, çâ®
k∑

j=1mj lj = 0. (2)�¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ ¢®§¬®�®áâ¨ ¯®¤®¡à âì â ª¨¥ ç¨á«  g1, . . . , gk, çâ® ¡ã¤¥â¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® 7)
m∑

i=1 niFi + k∑

j=1mjgj − nF = 0. (3)�®£¤ , ¥á«¨ ¯®«®�¨âì
Hj = gj + ejM (j = 1, . . . , k), (4)£¤¥ M | «î¡®¥ ¯®«®�¨â¥«ì®¥ ç¨á«®, â® ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  (2) ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì
m∑

i=1 niFi − k∑

j=1mjHj − nF = 0. (5)�®§ì¬¥¬M áâ®«ì ¡®«ìè¨¬, çâ®¡ë ¢á¥Hj ¡ë«¨ ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨. �®£¤ , ¯®-áª®«ìªã ¢á¥ ¢¥ªâ®àëni,mi, −n ¥  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, áã-é¥áâ¢ã¥â § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª PM á ®à¬ «ï¬¨ n1, . . . ,nm,7)�ë¡¨à ï ®á¨ ¯àï¬®ã£®«ìëå ª®®à¤¨ â á ®á®¢ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ n, a, b, ã¡¥�¤ -¥¬áï, çâ® ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï (1) ã�® ã¤®¢«¥â¢®à¨âì â®«ìª® ¤¢ã¬ à ¢¥áâ¢ ¬: ∑aniFi++∑amigi = 0 ¨ â® �¥ á b ¢¬¥áâ® a. � ª ª ª ç¨á«® £à ¥© ¯à¨§¬ë � ¥áâì k > 3, â® ¨¬¥¥¬¤¢  ãà ¢¥¨ï á ¥ ¬¥¥¥ ç¥¬ âà¥¬ï ¥¨§¢¥áâë¬¨ g1, . . . , gk, â ª çâ® ã¤®¢«¥â¢®à¨âì ¨¬¢á¥£¤  ¢®§¬®�®.
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m, . . . ,mk, −n ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© F1, . . . , Fm, H1, . . . ,Hk, F . � ª ¡ã¤¥â¯à¨ «î¡®¬ ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®¬ M > 0.�â®â ¬®£®£à ¨ª á®áâ®¨â ¨§ ýè ¯®çª¨þ á ®à¬ «ï¬¨n1, . . . ,nm, ý®á®-¢ ¨ïþ á ®à¬ «ìî −n ¨ ý¡®ª®¢ëåþ £à ¥© á ®à¬ «ï¬¨ m1, . . . ,mk; íâ¨£à ¨ ¯ à ««¥«ìë £à ï¬ ¯à¨§¬ë �. �á«¨ M ¡¥áª®¥ç® ã¢¥«¨ç¨¢ âì, â®ý¡®ª®¢ë¥þ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  ¡ã¤ãâ ã¢¥«¨ç¨¢ âìáï,   â ª ª ª ¯«®é ¤¨¤àã£¨å £à ¥© § ¤ ë, â® íâ¨ £à ¨ ¬®£ãâ â®«ìª® ¡¥áª®¥ç® ¢ëâï£¨¢ âìáï.�â®á¨â¥«ìë¥ à §®áâ¨ ¨å ¤«¨ ¡ã¤ãâ áâà¥¬¨âìáï ª ã«î,   ¯®â®¬ã ¨å¯«®é ¤¨ Hi ¡ã¤ãâ ®â®á¨âìáï ¯à¨¬¥à®, ª ª ¨å è¨à¨ë. �® ¨§ (4) á«¥¤ã¥â,çâ® ¯à¨ ¡®«ìè®¬M ®â®è¥¨ï ¯«®é ¤¥©Hi ¡«¨§ª¨ ª ®â®è¥¨ï¬ è¨à¨ li£à ¥© ¯à¨§¬ë �. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨M →∞ ¡®ª®¢ë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨-ª  PM áå®¤ïâáï ª ¡®ª®¢ë¬ £à ï¬ ¯à¨§¬ë �. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ á ã¢¥«¨ç¥¨¥¬ç¨á«  M ý®á®¢ ¨¥þ ¬®£®£à ¨ª  PM ®â®¤¢¨£ âì ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì, â® ¢¯à¥¤¥«¥ ¯®«ãç¨¬ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª P∞ á ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî � ¨á ¤ ë¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ Fi ª®¥çëå £à ¥©.� ¬¥ç¥®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨â¥à¥á® â¥¬, çâ® ®® ¥ § ¢¨á¨â ®â á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¥© â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨ ®¡®¡é ¥âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢® «î¡®£®ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© ¢¬¥áâ¥ á ®¡®¡é¥¨¥¬ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤«ï § ¬ªã-â®£® ¬®£®£à ¨ª . �áãé¥áâ¢«¥¨¥ â ª®£® ®¡®¡é¥¨ï ¬ë ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥¬ç¨â â¥«î, áç¨â ï â¥®à¥¬ë ® § ¬ªãâ®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ ã�¥ ¨§¢¥áâë¬¨.

§ 4. �¡é ï â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï¤«ï ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª 1. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ãª®â®àëå ¨¬¥îâáï ¥¯ à ««¥«ìë¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à . �«ï ¨å ¬®�® ¤®-ª § âì â¥®à¥¬ã £®à §¤® ¡®«¥¥ ®¡éãî, ç¥¬ ¯à®áâ® â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ ª®¥çëå £à ¥© ¨ ¤ ®© ¡¥áª®¥ç-®© ç áâìî. �¬¥® ¢¬¥áâ® ¯«®é ¤¨ ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì «î¡ãî äãª-æ¨î f(Q) ¬®£®ã£®«ì¨ª , ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:1) f(Q) ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ¢á¥å ª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ¢ª«î-ç ï ¯à¥¤¥«ìë¥ á«ãç ¨ ®âà¥§ª  ¨ â®çª¨, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï à ¢ëå ¨ ¯ à ««¥«ì®à á¯®«®�¥ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ®  ¯à¨¨¬ ¥â à ¢ë¥ § ç¥¨ï;2) f(Q) ¬®®â® , â. ¥. ¥á«¨ Q1 á®¤¥à�¨âáï ¢ Q2, â® f(Q1) 6 f(Q2) 8);3) f(Q) ¥¯à¥àë¢ , â. ¥. ¥á«¨ Qn → Q, â® f(Qn)→ f(Q);4) ¥á«¨ ¯«®é ¤¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q1,Q2, . . . ,Qn, . . . ¡¥§£à ¨ç® ¢®§-à áâ îâ, â® ¨ f(Qn)→∞.8)�®®â®®áâì ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥ á« ¡¥¥, ç¥¬ ¢ â®¬ á¬ëá«¥, ¢ ª ª®¬ ®  ¯®¨¬ ¥âáï ¢£«. VI: â ¬ âà¥¡®¢ «®áì, çâ®¡ë f(Q1) < f(Q2), ¥á«¨ Q1 á®¤¥à�¨âáï ¢ Q2 ¨ ¥ á®¢¯ ¤ ¥âá Q2. � ¯à¨¬¥à, ¤¨ ¬¥âà ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¥ ¡ã¤¥â ¬®®â®®© äãªæ¨¥© ¢ â ª®¬ ¡®«¥¥á¨«ì®¬ á¬ëá«¥ (¬®�® ®âà¥§ âì ®â ¬®£®ã£®«ì¨ª  ç áâì, ¥ ã¬¥ìè ï ¤¨ ¬¥âà ), ®¡ã¤¥â ¬®®â®®© äãªæ¨¥© ¢ á¬ëá«¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ®£® á¥©ç á ãá«®¢¨ï 2.



��. VII: § 4. ����� ������� ������������� 325Ǒà¨¬¥à ¬¨ â ª¨å äãªæ¨© ¬®£ãâ á«ã�¨âì ¯«®é ¤ì, ¯¥à¨¬¥âà, ¤¨ ¬¥âà(â. ¥.  ¨¡®«ìè¥¥ à ááâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª ), à ¤¨ãá  ¨-¬¥ìè¥£® á®¤¥à� é¥£® ¬®£®ã£®«ì¨ª ªàã£  ¨ â. ¤. Ǒ®á«¥¤¨¥ âà¨ ¨§  -§¢ ëå äãªæ¨© ¥ ®¡à é îâáï ¢ ã«ì ¤«ï ¬®£®ã£®«ì¨ª , ¢ëà®¤¨¢è¥-£®áï ¢ ®âà¥§®ª. Ǒ¥à¨¬¥âà,  ¯à¨¬¥à, à ¢¥ â®£¤  ã¤¢®¥®© ¤«¨¥ ®âà¥§ª .� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ãá«®¢¨¬áï, çâ® ¥á«¨ ã ¬®£®£à ¨ª  ¥â £à ¨ á ¤ ®©®à¬ «ìî n, â® ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ®  ¥áâì, ® ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ®âà¥§®ª ¨«¨â®çªã. �¯à®ç¥¬, ¢ëà®�¤¥¨¥ ¢ â®çªã ¬®�® ¨áª«îç¨âì, ¯®â®¬ã çâ® «î¡ ïäãªæ¨ï f(Q) ¨¬¥¥â ¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª ®¤® ¨ â® �¥ § ç¥¨¥, ª®â®à®¥ ¬®�®¯à¨ïâì à ¢ë¬ ã«î, áâ®¨â «¨èì ¢ëç¥áâì ¥£® ¨§ äãªæ¨¨ f .Ǒãáâì Q0 | ¡¥áª®¥ç ï ç áâì ª ª®£®-«¨¡® ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨-ª  á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨. Ǒà®¤®«� ï ¥¥ £à ¨, ¬ë¥áâ¥áâ¢¥® ¯®«ãç¨¬ ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¥ ¨¬¥îé¨©ª®¥çëå £à ¥©. �ç¥¢¨¤®, § ¤ ¨¥ Q0 íª¢¨¢ «¥â® § ¤ ¨î â ª®£® ¬®-£®£à ¨ª  Q.Ǒãáâì R | ®¯®à ï ¯«®áª®áâì ¬®£®£à ¨ª  Q á ®à¬ «ìî n, ã¯¨à -îé ïáï ¢ Q ¥ ¢¤®«ì ¡¥áª®¥ç®£® à¥¡à  ¨«¨ £à ¨. �  ¬®�¥â ª á âì-áï ¬®£®£à ¨ª  Q «¨¡® ¢ ¢¥àè¨¥, «¨¡® ¯® ª®¥ç®¬ã à¥¡àã. � ç¥¨¥äãªæ¨¨ f ¤«ï íâ®© ®¡é¥© ç áâ¨ RQ ¬ë  §®¢¥¬ ¥¥ § ç¥¨¥¬ ¤«ï ¬®-£®£à ¨ª  Q, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®à¬ «¨ n. �á«¨ f | ¯«®é ¤ì, â® íâ®§ ç¥¨¥ § ¢¥¤®¬® à ¢® ã«î, ª®£¤  RQ | ¢¥àè¨ ,   ¥á«¨ RQ | à¥¡à®,â® f(RQ) ¥áâì ã¤¢®¥ ï ¤«¨  íâ®£® à¥¡à .�¥®à¥¬ . Ǒãáâì Q | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¥ ¨¬¥î-é¨© ª®¥çëå £à ¥©. Ǒãáâì n1, . . . ,nm | ¢¥ªâ®àë,  ¯à ¢«¥ë¥ ¢ãâàì¥£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï. Ǒãáâì, ¤ «¥¥, f1, . . . , fm | äãªæ¨¨ ¬®£®-ã£®«ì¨ª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ë¬ ¢ëè¥ ãá«®¢¨ï¬. � ¯ãáâì, ª®¥æ, a1, . . . , am | § ç¥¨ï íâ¨å äãªæ¨© ¤«ï ¬®£®£à ¨ª  Q, ®â¢¥-ç îé¨¥ á®®â¢¥âáâ¢¥® ®à¬ «ï¬ n1, . . . ,nm (äãªæ¨¨ fi ®à¬ «¥© ni).�®£¤ , ª ª®¢ë ¡ë ¨ ¡ë«¨ ç¨á«  b1, . . . , bm, â ª¨¥, çâ® a1 < b1, . . . , am <
< bm, áãé¥áâ¢ã¥â ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ã ª®â®à®£® 1) ¡¥áª®¥ç ï ç áâìâ  �¥, çâ® ãQ; 2) ª®¥çë¥ £à ¨ ¨¬¥îâ ®à¬ «¨ n1, . . . ,nm; 3) ¯à¨ ª �¤®¬
i (i = 1, . . . ,m) äãªæ¨ï fi ¯à¨¨¬ ¥â ¤«ï £à ¨ á ®à¬ «ìî ni § ç¥¨¥ bi.�®£« á® ¯à¨ïâ®¬ã ãá«®¢¨î, §¤¥áì ¤®¯ãáª ¥âáï, çâ® ¥ª®â®àë¥ £à ¨¬®£ãâ ¢ëà®�¤ âìáï ¢ à¥¡à  9).9)Ǒà¨¬¥à. Ǒãáâì ¢á¥ äãªæ¨¨ fi ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¯¥à¨¬¥âà. (�®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 2
§ 4 £«. VI ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨ Q, ni, fi(Qi) = bi | ¥¤¨áâ¢¥ë©.) �®§ì¬¥¬ «î-¡®© ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª P ¨ ¤®¡ ¢¨¬ ª ¥£® ®à¬ «ï¬ ¥é¥ ®à¬ «ì n ª ®¯®à®©¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ®¤® ¨§ ¥£® à¥¡¥à. �ç¨â ï íâ® à¥¡à® £à ìî, ¯®«ãç¨¬ ¬®-£®£à ¨ª á ¥ª®â®àë¬¨ Q, ni, f(Qi). Ǒ® â¥®à¥¬¥ 2 § 4 £«. VI ¬®£®£à ¨ª á â ª¨¬¨¤ ë¬¨ | ¥¤¨áâ¢¥ë©. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤àã£®£® á â ª¨¬¨ �¥ ¤ ë¬¨, ® á ¥¢ë-à®�¤ îé¥©áï £à ìî á ®à¬ «ìî n ¥â.



326 �. �. ������������¥®à¥¬  íâ  ¯à¨ ¤«¥�¨â �. �. Ǒ®£®à¥«®¢ã ¨ ¤ ®¥ ¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¥¥ ®ç¥ì ¯à®áâ®. Ǒãáâì ®¡®§ ç¥¨ï Q, ni, fi, ai ¨¬¥îâ á¬ëá«, ãª § ë© ¢ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë. Ǒà®¢¥¤¥¬ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ ª ¬®£®£à ¨ªã Qá ®à¬ «ï¬¨ ni ¨ ¢¤¢¨¥¬ ¨å ¢ãâàì Q. �®£¤  ¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª,ª®¥çë¥ £à ¨ ª®â®à®£® ¨¬¥îâ ®à¬ «¨ ni (á¬. «¥¬¬ã ¯o 1 § 3). Ǒà¨ ¬ -«ëå á¬¥é¥¨ïå ãª § ëå ¯«®áª®áâ¥© § ç¥¨ï äãªæ¨¨ fi ¤«ï íâ¨å £à ¥©¡ã¤ãâ ¡«¨§ª¨ ª ç¨á« ¬ ai, ª ª íâ® ïá® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï íâ¨å ç¨á¥« ¨ ¥¯à¥-àë¢®áâ¨ äãªæ¨© fi.�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®, ª ª®¢ë ¡ë ¨ ¡ë«¨ ç¨á«  bi > ai (i = 1, . . . ,m),áãé¥áâ¢ãîâ ¬®£®£à ¨ª¨ á â®© �¥ ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî Q ¨ ª®¥çë¬¨£à ï¬¨ Qi á ®à¬ «ï¬¨ ni, ¯à¨ç¥¬
fi(Qi) 6 bi (i = 1, . . . ,m). (1)� áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨P , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ íâ¨¬ ãá«®¢¨ï¬. � �-¤ë© ¨§ ¨å ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ hi ¥£® ª®¥çëå £à ¥©. Ǒ®íâ®-¬ã á®¢®ªã¯®áâì ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨§®¡à §¨âáï ¬®�¥áâ¢®¬ P ¢m-¬¥à®¬¯à®áâà áâ¢¥ á ª®®à¤¨ â ¬¨ h1, . . . , hm. �§ ¥à ¢¥áâ¢ (1) ¨ ¥¯à¥àë¢®-áâ¨ äãªæ¨© fi á«¥¤ã¥â, çâ® íâ® ¬®�¥áâ¢® § ¬ªãâ®. Ǒ®ª �¥¬, çâ® ®®â ª�¥ ®£à ¨ç¥®.�®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥; â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¬®£®£à ¨ª¨ Pn, ã ª®â®àëå¯«®áª®áâ¨ £à ¥© Qni ¯¥à¥á¥ª îâ ¬®£®£à ¨ª Q ¢ áª®«ì ã£®¤® ¤ «¥ª¨åç áâïå. �® ¬®£®£à ¨ªQ à áè¨àï¥âáï ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì, ¨ ¯®â®¬ã ã â ª¨å¬®£®£à ¨ª®¢ Pn ¯«®é ¤¨ å®âï ¡ë ¥ª®â®àëå £à ¥© Qni ¤®«�ë ¯à¨¨-¬ âì áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìè¨¥ § ç¥¨ï. � â®£¤  ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï 4,  «®�¥-®£®   äãªæ¨¨ fi, ¡ã¤¥â fi(Qni )→∞. �® íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥à ¢¥áâ¢ ¬(1), ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ®£à ¨ç¥®áâì ¬®�¥áâ¢  P ¤®ª §  .Ǒ®áª®«ìªã ¬®�¥áâ¢® P § ¬ªãâ® ¨ ®£à ¨ç¥®, áà¥¤¨ ¬®£®£à ¨ª®¢Páãé¥áâ¢ã¥â ¬®£®£à ¨ª P 0 á ¬¨¨¬ «ìë¬¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨, â. ¥. â -ª®©, çâ® ¨ ¤«ï ª ª®£® P á ãá«®¢¨ï¬¨ (1) ¥ ¬®�¥â ¡ëâì hi 6 h0i ¤«ï ¢á¥å

i ¨ hi < h0i å®âï ¡ë ¤«ï ®¤®£® i 10). �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯«®áª®áâì ¨ ®¤-®© ¨§ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P ¥«ì§ï ¢¤¢¨ãâì ¢ãâàì ¥£®, ¥  àãè ïãá«®¢¨© (1).� íâ®£® ¬®£®£à ¨ª  äãªæ¨¨ fi ¨¬¥îâ ª ª à § âà¥¡ã¥¬ë¥ § ç¥¨ï bi.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤®¯ãáâ¨¬,  ¯à¨¬¥à, çâ® f1(Q1) < b1. �®£¤  ¯à¨ ¬ «®¬ á¬¥-é¥¨¨ £à ¨ Q1 íâ® ¥à ¢¥áâ¢® ¥  àãè¨âáï;   ¥á«¨ £à ì Q1 á¤¢¨ãâì¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª , â® £à ¨, á¬¥�ë¥ á Q1, ã¬¥ìè âáï ¨ ¯® ¬®®â®-®áâ¨ äãªæ¨© fi ãá«®¢¨¥ (1) ¤«ï ¨å ¥  àãè¨âáï. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨¬ «®¬ á¬¥é¥¨¨ £à ¨ Q1 ¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª  P 0 ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¬®£®-£à ¨ª P á â¥¬¨ �¥ ãá«®¢¨ï¬¨ (1). �â®, ®¤ ª®, ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ®¯à¥¤¥«ï-îé¥¬ã ¬¨¨¬ «ì®¬ã á¢®©áâ¢ã ¬®£®£à ¨ª  P 0.10)�ç¥¢¨¤®, ® ¥ ®¡ï§  ¡ëâì ¥¤¨áâ¢¥ë¬.



��. VII: § 4. ����� ������� ������������� 327� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®£®£à ¨ª P 0 á  ¨¬¥ìè¨¬¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ ¤ -¥â âà¥¡ã¥¬ë¥ § ç¥¨ï fi(Qi) = bi, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ïá®, çâ® ®® ¤®á«®¢® ®¡®¡é ¥âáï   ¯à®áâà áâ¢®«î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©.2. � áá¬®âà¥ ï â¥®à¥¬  ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¤®ª §   á ¯®¬®éìî «¥¬¬ë ®¡®â®¡à �¥¨¨, ¯®â®¬ã çâ® ¥© ¥ ®â¢¥ç ¥â â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨. � ®¡é¥©â¥®à¥¬¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, ãáâ ®¢«¥®© ¢ § 4 £« ¢ë VI, äãªæ¨¨ fi ¤®«�ë¡ëâì áâà®£® ¬®®â®ë¬¨ (â. ¥. f(Q1) < f(Q2), ¥á«¨ Q1 á®¤¥à�¨âáï ¢ Q2,® ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á Q2), ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª §¤¥áì âà¥¡ã¥âáï «¨èì ¨å ®¡ëç ï ¬®-®â®®áâì. �®, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ¡®«¥¥ á« ¡®¬ ãá«®¢¨¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâì ¬®�¥â¥ ¨¬¥âì ¬¥áâ , ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨© âà¨¢¨ «ìë© ¯à¨¬¥à. �¯à¥¤¥«¨¬äãªæ¨î f(Q) ãá«®¢¨ï¬¨: f(Q) = 1, ¥á«¨ ¯«®é ¤ì ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¬¥ì-è¥ ¥¤¨¨æë, ¨ f(Q) à ¢® ¯«®é ¤¨ ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥. � ª ï äãªæ¨ïã¤®¢«¥â¢®àï¥â, ®ç¥¢¨¤®, ¢á¥¬ âà¥¡ã¥¬ë¬ ¢ â¥®à¥¬¥ ãá«®¢¨ï¬, ® â¥®à¥¬ë¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ á â ª®© äãªæ¨¥©, â. ¥. ª®£¤  ¢á¥ fi áãâì â ª¨¥ f , ¥â: ã¢á¥å ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©, ¬¥ìè¨¬¨ ¥¤¨¨æë, § ç¥¨ïäãªæ¨¨ f ¤«ï £à ¥© ®¤¨ ¨ â¥ �¥: f(Q) = 1.Ǒ®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë äãªæ¨¨ fi, ä¨£ãà¨àãîé¨¥ ¢ â¥®à¥¬¥, ã¤®¢«¥â¢®àï«¨¤¢ã¬ ¤®¯®«¨â¥«ìë¬ ãá«®¢¨ï¬: ) fi áâà®£® ¬®®â®ë;¡) ¥á«¨ Q | ®âà¥§®ª, â® fi(Q) = 0.� á¨«ã ãá«®¢¨ï ¡ ¢á¥ ç¨á«  ai, ä¨£ãà¨àãîé¨¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 1, à ¢ë ã«î;¯®íâ®¬ã ¯à¨¯¨áë¢ ¥¬ë¥ äãªæ¨ï¬ fi § ç¥¨ï bi ¯®¤ç¨ïîâáï ãá«®¢¨î¡ëâì ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ¨ ¢á¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  ¥ ¢ëà®�¤ îâáï.Ǒà¨ â ª¨å ¤®¯®«¨â¥«ìëå ãá«®¢¨ïå  è  â¥®à¥¬  ¬®�¥â ¡ëâì ¤®ª §  á ¯®¬®éìî «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨.Ǒãáâì P |¬®£®®¡à §¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¤ ®© ¡¥áª®¥ç®© ç áâìîQ¨ á ®à¬ «ï¬¨ ni ª ª®¥çë¬ £à ï¬. �® ¨§®¡à � ¥âáï ®âªàëâë¬ ¬®-�¥áâ¢®¬ ¢ m-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á ª®®à¤¨ â ¬¨ h1, . . . , hm, £¤¥ hi |®¯®àë¥ ç¨á«  ª®¥çëå £à ¥©. (�®£®£à ¨ª¨ á £à ï¬¨, ¢ëà®�¤ î-é¨¬¨áï ¢ à¥¡à , ¨áª«îç îâáï, ¨ â®«ìª® ¢ á¨«ã íâ®£® ãª § ®¥ ¬®�¥áâ¢®®ª §ë¢ ¥âáï ®âªàëâë¬.)�á¥ á®¢®ªã¯®áâ¨ ¯®«®�¨â¥«ìëå ç¨á¥« b1, . . . , bm ®¡à §ãîâ ¢ m-¬¥à®¬¯à®áâà áâ¢¥ á ª®®à¤¨ â ¬¨ b1, . . . , bm ¯®«®�¨â¥«ìë© ª®®à¤¨ âë© ã£®«,â. ¥. ®âªàëâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬®�¥áâ¢®. �®£®®¡à §¨¥ B ¢á¥å â ª¨å á®¢®ªã¯-®áâ¥© B = (b1, . . . , bm) m-¬¥à® ¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ á¢ï§®.�®¯®áâ ¢¨¬ ª �¤®¬ã ¬®£®£à ¨ªã P á®¢®ªã¯®áâì ç¨á¥« (b1, . . . , bm)¯® ¯à ¢¨«ã: ç¨á«® bi ¥áâì § ç¥¨¥ äãªæ¨¨ fi ¤«ï £à ¨ á ®à¬ «ìî ni.�®£¤  ¯®«ãç¨¬ ®¤®§ ç®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ï P ¢ B. Ǒà¨ íâ®¬¢ á¨«ã á¢ï§®áâ¨ ¬®£®®¡à §¨ï B ¯¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨¢ë¯®«¥®  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨. � «¥¥, ¢§ ¨¬ ï ®¤®§ ç®áâì ®â®¡à �¥¨ï ϕ



328 �. �. �����������á«¥¤ã¥â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© ¡¥áª®¥ç®© ç áâìî Q,®à¬ «ï¬¨ ni ¨ § ç¥¨ï¬¨ äãªæ¨© fi (â¥®à¥¬  2 § 4 £« ¢ë VI). �¥¯à¥-àë¢®áâì ®â®¡à �¥¨ï ϕ ®ç¥¢¨¤ , ¯®â®¬ã çâ® á ¥¯à¥àë¢ë¬ ¨§¬¥¥¨-¥¬ ®¯®àëå ç¨á¥« £à ¨ ¬¥ïîâáï ¥¯à¥àë¢®,   äãªæ¨¨ fi ¯® ãá«®¢¨î¥¯à¥àë¢ë.�áâ ¥âáï ¯®á«¥¤¥¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨. � ¤ ®¬ á«ãç ¥®® á¢®¤¨âáï ª á«¥¤ãîé¥¬ã. Ǒãáâì ç¨á«  bj1, . . . , bjm (j = 1, 2, . . . ) ï¢«ïîâáï§ ç¥¨ï¬¨ äãªæ¨© f1, . . . , fm ¤«ï £à ¥© ¬®£®£à ¨ª®¢ P j ¨ áå®¤ïâáïá®®â¢¥âáâ¢¥® ª ¯®«®�¨â¥«ìë¬ ç¨á« ¬ b01, . . . , b0m. �®£¤  ¨§ ¯®á«¥¤®¢ -â¥«ì®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P j ¬®�® ¢ë¡à âì áå®¤ïéãîáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ -â¥«ì®áâì P i â ª, çâ® £à ï¬ ¯à¥¤¥«ì®£® ¬®£®£à ¨ª  ¡ã¤ãâ ®â¢¥ç âì§ ç¥¨ï äãªæ¨© fk, à ¢ë¥ b01, . . . , b0m.Ǒ®áª®«ìªã ç¨á«  bi1, . . . , bjm áå®¤ïâáï, ®¨ ®£à ¨ç¥ë ¢ á®¢®ªã¯®áâ¨. �®âáî¤ , ª ª ã�¥ ¯®ª § ® ¢ ¯à®¢¥¤¥®¬ ¢ëè¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë, á«¥-¤ã¥â ®£à ¨ç¥®áâì ®¯®àëå ç¨á¥« ¬®£®£à ¨ª®¢ P j. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ ¬®-£®£à ¨ª®¢ P i ¬®�® ¢ë¡à âì áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì. �á«¥¤-áâ¢¨¥ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ äãªæ¨© fk ¯à¥¤¥«ìë© ¬®£®£à ¨ª ¡ã¤¥â ¤ ¢ âì¯à¥¤¥«ìë¥ § ç¥¨ï íâ¨å äãªæ¨© fk = b0k.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®á«¥¤¥¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ â ª�¥ ¢ë¯®«-¥®, ¨, ¯à¨¬¥ïï íâã «¥¬¬ã, ¯®«ãç ¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë.3. Ǒ¥à¢®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®  è¥© â¥®à¥¬ë, ª®¥ç®, «ãçè¥: ¢®-¯¥à¢ëå,®® ¥ âà¥¡ã¥â § ¨ï â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨,   ¢®-¢â®àëå, ®® ¥ ¨á¯®«ì-§ã¥â ¨ç¥£®, ªà®¬¥ í«¥¬¥â àëå á®®¡à �¥¨© ¨ ®á®¢ëå á¢®©áâ¢ ¥¯à¥-àë¢ëå äãªæ¨©. Ǒ®íâ®¬ã á ¬  â¥®à¥¬  ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®çâ¨ áâ®«ì �¥ ¡ - «ì®©, ª ª â¥®à¥¬  ® â®¬, çâ® ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï ¯à¨¨¬ ¥â ¢á¥ ¯à®-¬¥�ãâ®çë¥ § ç¥¨ï.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬ ¯ãªâ¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á ¥¯ à «-«¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨ áãé¥áâ¢¥® ®â«¨ç îâáï ®â ¬®£®£à -¨ª®¢ § ¬ªãâëå ¨ ¡¥áª®¥çëå á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨.�«ï íâ¨å ¯®á«¥¤¨å ¬ë ¯®«ãç¨«¨ £®à §¤® ¡®«¥¥ ç áâë¥ â¥®à¥¬ë, ¢ ª®â®-àëå äãªæ¨¨ fi ®§ ç îâ ¯«®é ¤ì, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨åâ¥®à¥¬ ¯à¨æ¨¯¨ «ì® á«®�¥¥. � ª ï à¥§ª ï à §¨æ  ¨¬¥¥â ¤®áâ â®ç®ïáãî ¯à¨ç¨ã.� á«ãç ¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë-¬¨ à¥¡à ¬¨ ¥¤¨áâ¢¥®¥ ãá«®¢¨¥,  « £ ¥¬®¥   ¯à¥¤¯¨áë¢ ¥¬ë¥ § ç¥¨ï¯«®é ¤¨, | íâ® ãá«®¢¨¥ ¯®«®�¨â¥«ì®áâ¨. � ¤¢ãå �¥ ¤àã£¨å á«ãç ïå ¨¬¥-îâáï ¥é¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ãá«®¢¨ï; â ª, ¢ á«ãç ¥ § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨-ª  | ãá«®¢¨¥ § ¬ªãâ®áâ¨
m∑

i=1 Fini = 0. (2)



��. VII: § 5. ������������� ��Ǒ������ ������������� 329� á¨«ã íâ®£® ãá«®¢¨ï ç¨á«® ¯à®¨§¢®«ì® § ¤ ¢ ¥¬ëå ç¨á¥« Fi ®ª §ë¢ ¥âáï¥ m,   m− 3. � ª ®® ¨ ¤®«�® ¡ëâì, ¯®â®¬ã çâ® ¬®£®£à ¨ª á m £à -ï¬¨, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© á â®ç®áâìî ¤® ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á , § ¤ ¥âáï
m− 3 ¯ à ¬¥âà ¬¨!�«¥¤®¢ â¥«ì®, § ¬ªãâ®¬ã ¬®£®£à ¨ªã ¬®�® ¯à¨¯¨áë¢ âì áª®«ìª®-¨¡ã¤ì ¯à®¨§¢®«ì® § ç¥¨ï ª ª®©-«¨¡® äãªæ¨¨ f «¨èì ¤«ïm−3 £à ¥©.�«ï âà¥å ®áâ «ìëå £à ¥© § ç¥¨ï äãªæ¨© f ¤®«�ë ®¯à¥¤¥«ïâìáï ç¥-à¥§ íâ¨ m − 3. �®,  ¯à¨¬¥à, ¡¥àï §  f ¯¥à¨¬¥âà, ¬ë ¥ ¢¨¤¨¬ ¨ª ª®£®ãá«®¢¨ï, ª®â®à®¥ ¯®¤®¡® (2), ¯®§¢®«¨«® ¡ë ¯® ¯¥à¨¬¥âà ¬ ¥ª®â®àëåm−3£à ¥©  ©â¨ ¯¥à¨¬¥âàë âà¥å ¤àã£¨å.� ¥¢®§¬®�®áâ¨  ©â¨ â ª¨¥ ãá«®¢¨ï ¨ § ª«îç ¥âáï ¯à¨ç¨  â®£®, çâ®â¥®à¥¬  ® § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª å ¥ ¬®�¥â ¡ëâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®¡-à §®¬ ®¡®¡é¥ . �®¥ç®, ¬®�® ¡ë«® ¡ë  «¨ç¨¥ â ª®£® ãá«®¢¨ï ¯®âà¥-¡®¢ âì ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ®¡®¡é¥®© â¥®à¥¬ë, ¨ â®£¤  ®  ¤®ª §ë¢ « áì ¡ë¡ãª¢ «ì® â ª �¥, ª ª ¤®ª §   ¢ § 1 â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©. �® ¬ë ¥ ¬®�¥¬ ¤ âì ¨ ®¤®£® ª®ªà¥â®-£® ¯à¨¬¥à  äãªæ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª , ª®â®à ï, ¥ ¡ã¤ãç¨ äãªæ¨¥© â®«ìª®¯«®é ¤¨, ®¡« ¤ «  ¡ë âà¥¡ã¥¬ë¬ á¢®©áâ¢®¬, â. ¥. çâ®¡ë ¡ë« ãª §  á¯®á®¡¯® ¥¥ § ç¥¨ï¬ ¤«ï ¢á¥å £à ¥©, ªà®¬¥ âà¥å, ¢ëç¨á«¨âì ¥¥ § ç¥¨ï â ª�¥¨ ¤«ï íâ¨å âà¥å £à ¥©. � ¡¥§ íâ®£® ¯à¨¬¥à  ®¡é ï â¥®à¥¬  ®ª §ë¢ ¥âáïª ª ¡ë ¯ãáâ®©, å®âï ¬ë ¬®�¥¬ ¨ áä®à¬ã«¨à®¢ âì, ¨ ¤®ª § âì ¥¥.�®¢¥àè¥®   «®£¨çë¥ § ¬¥ç ¨ï ¬®�® á¤¥« âì ¯® ¯®¢®¤ã ®¡®¡é¥-¨ï â¥®à¥¬ë ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë-¬¨ à¥¡à ¬¨.�á¥ ¨§«®�¥®¥, ¥áâ¥áâ¢¥®, ¯à¨¢®¤¨â ª § ¤ ç¥:  ©â¨ ¯à¨¬¥àë äãª-æ¨© ¬®£®ã£®«ì¨ª , ¥ ï¢«ïîé¨åáï äãªæ¨ï¬¨ ®¤®© ¯«®é ¤¨, ¤«ï ª®â®-àëå ¬®�® ¡ë«® ¡ë ï¢® ®¯à¥¤¥«¨âì (m−3)-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ¤®¯ãáâ¨-¬ëå § ç¥¨© ¢ á«ãç ¥ § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª  á m £à ï¬¨ ¨ (m− 1)-¬¥à®¥ | ¢ á«ãç ¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥ç-ë¬¨ à¥¡à ¬¨ ¨ m ª®¥çë¬¨ £à ï¬¨.Ǒà¨§ âìáï, ¬ë ¥ ¢¨¤¨¬ ¨ª ª®£® ¯®¤å®¤  ª à¥è¥¨î íâ®© § ¤ ç¨.� ¬®�¥â ¡ëâì, â®«ìª® äãªæ¨¨ ¯«®é ¤¨ ¤®¯ãáª îâ ï¢®¥   «¨â¨ç¥áª®¥®¯à¥¤¥«¥¨¥ ãª § ëå ¬®£®®¡à §¨©, ¥á«¨ ¥é¥  «®�¨âì   íâ® ®¯à¥¤¥«¥-¨¥ ª ª¨¥-¨¡ã¤ì ¥áâ¥áâ¢¥ë¥ ¯à®áâë¥ ãá«®¢¨ï?

§ 5. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨1. �á«¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢ë¡à ®  ç «® ª®®à¤¨ â, â® ¯®«®�¥¨¥ «î¡®©¯«®áª®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¤¨¨çë¬ ¢¥ªâ®à®¬ n ¥¥ ®à¬ «¨ ¨ ®¯®àë¬ ç¨á-«®¬ h. �à ¢¥¨¥ â ª®© ¯«®áª®áâ¨ Q ¡ã¤¥â nx = h, £¤¥ x | ¢¥ªâ®à ¨§ ç «  ¢ ¯¥à¥¬¥ãî â®çªã ¯«®áª®áâ¨.



330 �. �. ������������£à ¨ç¥®¥ ¯«®áª®áâìî ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ¤«ï ª®â®à®£® n á«ã�¨â¢¥è¥© ®à¬ «ìî, § ¤ ¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®¬ nx 6 h, â. ¥. ®® ¥áâì £¥®¬¥âà¨-ç¥áª®¥ ¬¥áâ® ª®æ®¢ ¢¥ªâ®à®¢ x, ®â«®�¥ëå ®â  ç «  ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨åíâ®¬ã ¥à ¢¥áâ¢ã. �ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® ®£à ¨ç¥®¯«®áª®áâìî Q, ¢á¥£¤  ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã ¨¬¥® â® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ¤«ï ª®â®-à®£® n ï¢«ï¥âáï ¢¥è¥© ®à¬ «ìî.�áïª¨© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¥áâì ®¡é ï ç áâì ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, ®£à -¨ç¥ëå ¯«®áª®áâï¬¨ ¥£® £à ¥© (â¥®à¥¬  2 § 2 £« ¢ë I). �¤¥áì, ª ª ¨¢áî¤ã ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥, ¯®¤ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥â-áï â¥«¥áë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¥ ¨áª«îç ï § à ¥¥, çâ® ® ¬®�¥â¡ëâì ¡¥áª®¥ç®© ¢ ®¡¥ áâ®à®ë ¯à¨§¬®© (ª ¯à¨§¬ ¬ ¯à¨á®¥¤¨ïîâáï â ª�¥¤¢ã£à ë¥ ã£«ë, á«®¨ ¬¥�¤ã ¯ à ¬¨ ¯ à ««¥«ìëå ¯«®áª®áâ¥© ¨ ¯à®áâ®¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ).�« ¢®© æ¥«ìî ¤ ®£® ¯ à £à ä  ï¢«ï¥âáï ¢ëïá¥¨¥ ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®-â®àëå ®¡é ï ç áâì ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, ®£à ¨ç¥ëå  ¯¥à¥¤ § ¤ ë¬¨¯«®áª®áâï¬¨ Qi, ®ª §ë¢ ¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬, ¤«ï ª®â®à®£®¯«®áª®áâ¨ Qi ¡ã¤ãâ ¯«®áª®áâï¬¨ ¥£® £à ¥©. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, à¥çì ¨¤¥â®¡ ãá«®¢¨ïå, ª®â®àë¥ ã�®  «®�¨âì   ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ni ¨ ®¯®àë¥ç¨á«  hi, ¤«ï â®£® çâ®¡ë ®¨ ¡ë«¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á-« ¬¨ £à ¥© ¥ª®â®à®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª .�¨ª ª¨å ãá«®¢¨©   á ¬¨ ®à¬ «¨ ni ¥ ã�®  ª« ¤ë¢ âì, â ª ª ª,á®£« á® «¥¬¬¥ 1 § 1, ¯à¨ «î¡ëå ni áãé¥áâ¢ã¥â ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ªá § ¤ ë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni. �á«¨ ¢¥ªâ®àë ni ª®¬¯«  àë, â®íâ®â ¬®£®£à ¨ª ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, ¡¥áª®¥ç®© ¢ ®¡¥ áâ®à®ë ¯à¨§¬®©.�á«¨ ®¨ ¨¤ãâ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, â® ¬®£®£à ¨ª | ¡¥áª®¥çë©,¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ® | ª®¥çë©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, à¥çì ¤®«�  ¨¤â¨ ®¡ãá«®¢¨ïå,  « £ ¥¬ëå   ®¯®àë¥ ç¨á«  hi ¯à¨ § ¤ ëå ¢¥è¨å ®à¬ -«ïå ni.� ¯¥à¥¤ § ¤ ë¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  ¬®£ãâ ¢®¢á¥ ¥ ¨¬¥âì ®¡é¥© ç áâ¨.�á«¨ �¥ ®¨ ¨¬¥îâ ®¡éãî ç áâì, á®¤¥à� éãî ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨, â® ® ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª (â¥®à¥¬  4 § 2 £« ¢ë I). �® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥¬®�¥â ¥é¥ ®ª § âìáï, çâ® ¥ ¢á¥ ¯«®áª®áâ¨, ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥ ¤ ë¥ ¯®«ã-¯à®áâà áâ¢ , ¡ã¤ãâ ¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥© íâ®£® ¬®£®£à ¨ª : ¥ª®â®àë¥¨§ ¨å ¬®£ãâ ¢®¢á¥ ¥£® ¥ ª á âìáï ¨«¨ ª á âìáï «¨èì ¯® à¥¡àã ¨«¨ ¢ ¢¥à-è¨¥.� á¢ï§¨ á íâ¨¬  è  § ¤ ç  à §¤¥«ï¥âáï   ¤¢¥:1)  ©â¨ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¤ ë¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥îâ ®¡éãîç áâì P á ¢ãâà¥¨¬¨ â®çª ¬¨;2)  ©â¨ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¢á¥ ¯«®áª®áâ¨, ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥ íâ¨ ¯®-«ã¯à®áâà áâ¢ , ¡ã¤ãâ ¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P .



��. VII: § 5. ������������� ��Ǒ������ ������������� 331�â¢¥â ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ¤ «¥¥ ¤¢ã¬ï â¥®à¥¬ ¬¨. � íâ¨å â¥®à¥¬ å à¥çì¨¤¥â ® à §«®�¥¨¨ «î¡®£® ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ®à¬ «¥© nk ¯® ¥ª®â®àë¬ ¤àã£¨¬¨§ ¨å:
nk =∑

i

νkini. (1)Ǒà¨ íâ®¬ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® â ª¨¥ à §«®�¥¨ï, ¢ ª®â®àëå 1) ¢¥ªâ®-àë ni «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ 2) ª®íää¨æ¨¥âë νki «¨¡® ¢á¥ ¯®«®�¨â¥«ìë,«¨¡® ¢á¥ ®âà¨æ â¥«ìë.(� §«®�¥¨¥ ¢¥ªâ®à  ¯® «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬ ¢®§¬®�® ¥¤¨áâ¢¥ë¬®¡à §®¬. � â ª ª ª ç¨á«® ¢á¥å § ¤ ¢ ¥¬ëå ¢¥ªâ®à®¢ nj ª®¥ç®, â® ¨ ç¨á-«® ¯®¤«¥� é¨å à áá¬®âà¥¨î à §«®�¥¨© â ª�¥ ª®¥ç®. � ¯à®áâà áâ¢¥¬ ªá¨¬ã¬ âà¨ ¢¥ªâ®à  ¬®£ãâ ¡ëâì «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨. Ǒ®íâ®¬ã à¥çì¨¤¥â ® à §«®�¥¨¨ ¬ ªá¨¬ã¬ ¯® âà¥¬ ¢¥ªâ®à ¬. � ª ª ª ç¨á«® à §«®�¥¨©(1), ¯à¨¨¬ ¥¬ëå ¢® ¢¨¬ ¨¥ ¢ á«¥¤ãîé¨å ¤ «¥¥ â¥®à¥¬ å 1 ¨ 2, ª®¥ç-®, â® ¨ ç¨á«® ãá«®¢¨©, ¢ ¨å ä¨£ãà¨àãîé¨å, ¢á¥£¤  ª®¥ç®, â ª çâ® ®¨¢á¥£¤  ¤®áâã¯ë ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ¯à®¢¥àª¥.)�¥®à¥¬  1. �«ï â®£® çâ®¡ë ®¡é ï ç áâì ¤ ëå ¯®«ã¯à®áâà áâ¢
nix 6 hi (i = 1, . . . ,m) ¨¬¥«  ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç-® ¢ë¯®«¥¨¥ á«¥¤ãîé¥£® ãá«®¢¨ï: ¤«ï ¢áïª®© ®à¬ «¨ nk, ¤®¯ãáª îé¥©à §«®�¥¨¥ (1) ¯® ¤àã£¨¬ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬ ®à¬ «ï¬ ni á ®âà¨æ â¥«ì-ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ νki < 0, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯®àë¥ ç¨á«  ¤®«�ëã¤®¢«¥â¢®àïâì ¥à ¢¥áâ¢ã

hk >
∑

i

νkihi. (2)(�á«¨ ¨ ®¤¨ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ nk ¥ ¤®¯ãáª ¥â à §«®�¥¨ï ¯® ¤àã£¨¬ á®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, â® ãá«®¢¨¥ áâ ®¢¨âáï ¡¥á¯à¥¤¬¥âë¬,â. ¥. ®®  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¢ë¯®«ï¥âáï. �®£¤  ¯®«ã¯à®áâà áâ¢   ¢¥à®¥¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨. �â®, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¡ã¤¥â § ¢¥¤®¬® ¢â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ni  ¯à ¢«¥ë ¢ãâàì ®¤®£® ¯®«ã¯à®áâà -áâ¢ . �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¬®�® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¥á«¨ ®¨ ¥ ¨¤ãâ ¢ãâàì ®¤®£®¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , â® ¢á¥£¤   ©¤¥âáï áà¥¤¨ ¨å ¢¥ªâ®à, ¤®¯ãáª îé¨© à §-«®�¥¨¥ ¯® ¤àã£¨¬ á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. � ªà ©¥¬ á«ãç ¥¢®§¬®�® ýà §«®�¥¨¥þ ¯® ®¤®¬ã ¢¥ªâ®àã, â. ¥. nk = −nj .)�¥®à¥¬  2. �á«¨ ®¡é ï ç áâì ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ nix 6 hi, ®£à ¨ç¥ëå¯«®áª®áâï¬¨ Qi, ¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©¥ª®â®àë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P , â® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¢á¥ ¯«®áª®áâ¨ Qi¡ë«¨ ¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥© íâ®£® ¬®£®£à ¨ª , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®¢ë¯®«¥¨¥ á«¥¤ãîé¥£® ãá«®¢¨ï: ¤«ï ¢áïª®© ®à¬ «¨ nk, ¤®¯ãáª îé¥© à §-«®�¥¨¥ (1) ¯® ¤àã£¨¬ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬ ®à¬ «ï¬ ni á ¯®«®�¨â¥«ì-



332 �. �. �����������ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ νki > 0, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯®àë¥ ç¨á«  ¤®«�ëã¤®¢«¥â¢®àïâì ¥à ¢¥áâ¢ã
hk <

∑

i

νkihi
11). (3)� â¥®à¥¬ å 1 ¨ 2 ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á®¤¥à�¨âáï ®â¢¥â   ®á®¢®© ¢®¯à®á® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨.�¥®à¥¬  3. �«ï â®£® çâ®¡ë ¤ ë¥ ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë nj ¨ ¤ ë¥ç¨á«  hj ¡ë«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨£à ¥© ¥ª®â®à®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® ¢ë-¯®«¥¨¥ ãá«®¢¨© ®¡¥¨å â¥®à¥¬ 1 ¨ 2.�«ï â®£® çâ®¡ë «ãçè¥ ãïá¨âì ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ 1 ¨ 2, ¤®ª �¥¬ áà §ã ¨å¥®¡å®¤¨¬®áâì.2. �¥®à¥¬  1a. �á«¨ ®¡é ï ç áâì ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  nix 6 hi ¨¬¥¥â¢ãâà¥¨¥ â®çª¨, â® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  nk, ¤®¯ãáª îé¥£® à §«®�¥¨¥ (1)¯® ¤àã£¨¬ á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯®àë¥ç¨á«  ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ã (2).(�â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ á®¤¥à�¨â ¤ �¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯à®áâ® ¥®¡å®¤¨¬®áâìãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë 1, ¯®â®¬ã çâ® ¢ ¥¬ ¬ë ¥ ®£à ¨ç¨¢ ¥¬áï à §«®�¥¨-¥¬ ¯® «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬ ¢¥ªâ®à ¬ ni, ® ¤®¯ãáª ¥¬ «î¡ë¥ à §«®�¥¨ïá ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨.)�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì a | ¢¥ªâ®à, ¨¤ãé¨© ¨§  ç «  ª®®à¤¨ â ¢®¤ã ¨§ ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª ®¡é¥© ç áâ¨ ¤ ëå ¯®«ã¯à®áâà áâ¢. � ª ª ªíâ  â®çª  «¥�¨â ¢ãâà¨ ¢á¥å íâ¨å ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, â® ¯à¨ ¢á¥å i

nia < hi. (4)Ǒãáâì ¢¥ªâ®à nk ¬®�¥â ¡ëâì à §«®�¥ ¯® ¤àã£¨¬ á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®-íää¨æ¨¥â ¬¨:
nk =∑

i 6=k νkini (νki < 0). (5)�¬®� ï ¥à ¢¥áâ¢® (4)   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ νki ¨ ¯®¬ï, çâ® ¯à¨ ã¬®-�¥¨¨   ®âà¨æ â¥«ì®¥ ç¨á«® ¥à ¢¥áâ¢® ®¡à é ¥âáï, ¯®«ãç¨¬ ¯®á«¥ á«®-�¥¨ï ∑

i

νkinia >
∑

i

νkihi,11)� â¥®à¥¬¥ 1 ¬®�® áç¨â âì, çâ® áà¥¤¨ ¢¥ªâ®à®¢ nj (j = 1, . . . ,m) ¨¬¥îâáï ®¤¨- ª®¢ë¥ (¯«®áª®áâ¨ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ®à¬ «ï¬¨). � â¥®à¥¬¥ 2 íâ® ¨áª«îç ¥âáï. �á«¨, ¯à¨¬¥à, n1 = n2, â® íâ® à ¢¥áâ¢® ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª à §«®�¥¨¥ n1 ¯® n2, ¨â®£¤ , á®£« á® (3), ¤®«�® ¡ëâì â ª�¥ h2 < h1. Ǒ®«ãç ¥âáï ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.



��. VII: § 5. ������������� ��Ǒ������ ������������� 333¨«¨ ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  (5)
nka >

∑

i

νkihi. (6)�® ¯à¨ i = k ¥à ¢¥áâ¢® (4) ¤ ¥â nka < hk. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ (6) á«¥¤ã¥â
hk >

∑

i

νkihi,çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�¥®à¥¬  2a. �á«¨ ¯«®áª®áâ¨ Qi á ®à¬ «ï¬¨ ni ¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ hiï¢«ïîâáï ¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥© ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , â® ¤«ï ¢áïª®£®à §«®�¥¨ï ®¤®£® ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ nk ¯® ¤àã£¨¬ á ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨-¥â ¬¨ νki á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯®àë¥ ç¨á«  ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ã (3),â. ¥. hk <∑
i

νkihi.(�â  â¥®à¥¬ ,   «®£¨ç® â¥®à¥¬¥ 1a, â ª�¥ á®¤¥à�¨â ¥áª®«ìª® ¡®«ì-è¥, ç¥¬ ¯à®áâ® ¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 2: §¤¥áì ¥â ®£à ¨ç¥¨ïà §«®�¥¨ï¬¨ ¯® ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ âà¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ ni.)�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì ¢¥ªâ®à a ¨¤¥â ¨§  ç «  ¢® ¢ãâà¥îî â®çªã
k-© £à ¨ ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P . �®¥æ ¥£® «¥�¨â ¯®íâ®¬ã   ¯«®áª®-áâ¨ Qk, â ª çâ®

nka = hk. (7)�¬¥áâ¥ á â¥¬, ¯®áª®«ìªã ª®¥æ ¢¥ªâ®à  a «¥�¨â ¢ãâà¨ £à ¨, ® ¥ «¥�¨â¨   ®¤®© ¨§ ¤àã£¨å ¯«®áª®áâ¥© Qi, â. ¥. ®ª §ë¢ ¥âáï ¢ãâà¨ ®£à ¨ç¥-ëå ¨¬¨ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢. Ǒ®íâ®¬ã
nia < hi ¯à¨ ¢á¥å i 6= k. (8)Ǒãáâì ¢¥ªâ®à nk à §« £ ¥âáï ¯® ¥ª®â®àë¬ ¤àã£¨¬ á ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®-íää¨æ¨¥â ¬¨:
nk =∑

i 6=k νkini (νki > 0). (9)�¬®� ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¥à ¢¥áâ¢  (8)   ª®íää¨æ¨¥âë νki ¨ áª« ¤ë-¢ ï, ¯®«ãç¨¬
∑

i

νkinia <
∑

i

νkihi¨«¨ ¢ á¨«ã (9)
nia <

∑

i

νkihi. (10)



334 �. �. ������������® ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  (7) nka = hk, â ª çâ® (10) ¤ ¥â
hk <

∑

i

νkihi,çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.3. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç®áâ¨ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ 1 ¨ 2  ¬ ¯® ¤®-¡ïâáï ¤¢¥ «¥¬¬ë.�¥¬¬  1. �á«¨ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P «¥�¨â ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥
nx 6 h, â® ® ¨¬¥¥â ®¯®àãî ¯«®áª®áâì á ¢¥è¥© ®à¬ «ìî n.�á«¨ ¬®£®£à ¨ª P | ª®¥çë©, â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ âà¨¢¨ «ì®, â ª ª ªª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª ¨¬¥¥â ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ «î¡®£®  ¯à ¢«¥¨ï. �á-«¨ ¬®£®£à ¨ª P | ¡¥áª®¥çë©, â® à ááã�¤ ¥¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.�¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P «¥� â ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥ nx 6 h,  ¯®â®¬ã ª �¤®¥ ¨§ ¨å «¨¡® ã¤ «ï¥âáï ®â ®£à ¨ç¨¢ îé¥© íâ® ¯®«ã¯à®-áâà áâ¢® ¯«®áª®áâ¨ Q, «¨¡® ¢ ªà ©¥¬ á«ãç ¥ ¯ à ««¥«ì® ¥©. Ǒ®íâ®¬ã ¨ª �¤ ï ¡¥áª®¥ç ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  P «¨¡® ã¤ «ï¥âáï ®â ¯«®áª®áâ¨Q,«¨¡® ¥© ¯ à ««¥«ì . � ª ª ª ¯àï¬ ï ¨«¨ ¯«®áª®áâì, ¯ à ««¥«ì ï ¤ ®©¯«®áª®áâ¨ Q, ¯à®å®¤¨â ®â Q   ¯®áâ®ï®¬ à ááâ®ï¨¨, â® ®âáî¤  ®ç¥¢¨¤-®, çâ® ¢ ª®¥ç®© ç áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P  ©¤¥âáï â®çª  A, ¡«¨� ©è ïª ¯«®áª®áâ¨ Q. � ¤¢¨£ ï Q   íâã â®çªã, ¯®«ãç¨¬ ®¯®àãî ¯«®áª®áâì ¬®-£®£à ¨ª  P á ¢¥è¥© ®à¬ «ìî n.�¥¬¬  2. �á«¨ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P «¥�¨â ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥
nx 6 h0, â® ¬®�® ãª § âì âà¨ ¨«¨ ¬¥ìè¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ®à¬ -«¥© nj ª ¥£® £à ï¬ â ª, çâ® ¨¬¥îâ ¬¥áâ®: 1) à §«®�¥¨¥ n = ∑

j

νjnj á®¢á¥¬¨ νj > 0 ¨ 2) ¥à ¢¥áâ¢® h0 >∑
j

νjhj , £¤¥ hj | ®¯®àë¥ ç¨á«  £à ¥©á ®à¬ «ï¬¨ nj . (� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ ¯«®áª®áâì nx = h0 | ®¯®à ï ª P , â®§ ¢¥¤®¬® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® h0 =∑
j

νjhj .)Ǒãáâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P «¥�¨â ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥ nx 6 h0.�®£¤  ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1 P ¨¬¥¥â ®¯®àãî ¯«®áª®áâì Q á ¢¥è¥© ®à¬ -«ìî n. Ǒãáâì ãà ¢¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨ Q ¡ã¤¥â nx = h, â ª çâ® nx 6 h ¡ã¤¥â¯®«ã¯à®áâà áâ¢®¬, ®£à ¨ç¥ë¬ íâ®© ¯«®áª®áâìî. � ª ª ª ®à¬ «ì n|¢¥èïï, â® íâ® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® á®¤¥à�¨â ¬®£®£à ¨ª P . �¬¥áâ¥ á â¥¬
P á®¤¥à�¨âáï ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥ nx 6 h0,   ¯®â®¬ã íâ® ¯®á«¥¤¥¥ á®¤¥à-�¨â â ª�¥ ¨ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® nx 6 h. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

h 6 h0. (11)�á«¨ ¯«®áª®áâì Q ª á ¥âáï ¬®£®£à ¨ª  P ¯® £à ¨ ¨ nj | ®à¬ «ìª íâ®© £à ¨, â®, ®ç¥¢¨¤®, n = nj ¨ h = hj , â. ¥. ¢ á¨«ã (11) h0 > hj .



��. VII: § 5. ������������� ��Ǒ������ ������������� 335�®®â®è¥¨ï n = nj ¨ h0 > hj ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥«¥¬¬ë ¢ë¯®«ï¥âáï; â®«ìª® ç¨á«® ®à¬ «¥© nj , ¯® ª®â®àë¬ à §« £ ¥âáï n,á¢®¤¨âáï §¤¥áì ª ¥¤¨¨æ¥.� áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© á«ãç ©. Ǒãáâì ¯«®áª®áâì Q ª á ¥âáï ¬®£®£à ¨ª  ¢ª ª®©-â® â®çª¥ A, ¢ ¢¥àè¨¥,   à¥¡à¥ ¨«¨   £à ¨ | ¡¥§à §«¨ç®. Ǒãáâì
W | â¥«¥áë© ã£®«, § ¯®«ï¥¬ë© «ãç ¬¨, ¨¤ãé¨¬¨ ¨§ A ¯® ¢¥è¨¬ ®à-¬ «ï¬ ª ®¯®àë¬ ¯«®áª®áâï¬ ¢ â®çª¥ A. � ª ¡ë«® ãª § ® ¥é¥ ¢ § 5 £« ¢ë I,
W ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« á à¥¡à ¬¨, ¨¤ãé¨¬¨ ¯® ®à¬ «ï¬ ª£à ï¬, áå®¤ïé¨¬áï ¢ â®çª¥ A. �á«¨ â®çª  A «¥�¨â ¢ãâà¨ à¥¡à , â® Wá¢®¤¨âáï ª ¯«®áª®¬ã ã£«ã,   ¥á«¨ A | ¢ãâà¨ £à ¨, â® W á¢®¤¨âáï ª ®¤®-¬ã «ãçã. �®à¬ «ì n ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨ Q ¨¤¥â ¢ ã£«¥W . �á«¨ íâ®â ã£®« |¤¥©áâ¢¨â¥«ì® â¥«¥áë©, â®, à §¡¨¢ ï ¥£®   âà¥å£à ë¥ ã£«ë ¤¨ £® «ì-ë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨, ã¡¥�¤ ¥¬áï, çâ® n ¨¤¥â ¢ ª ª®¬-â® âà¥å£à ®¬ ã£«¥ áà¥¡à ¬¨ ¯® ®à¬ «ï¬ nj1 , nj2 , nj3 ª £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª .�¥ªâ®à�¥, ¨¤ãé¨© â ª¨¬ ®¡à §®¬, ®ç¥¢¨¤®, à §« £ ¥âáï ¯® ¢¥ªâ®à ¬nj1 ,
nj2 , nj3 á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨:

n = νj1nj1 + νj2nj2 + νj3nj3 (νj1 , νj2 , νj3 > 0). (12)�á«¨ �¥ W ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¯«®áª¨© ã£®« ¨«¨ «ãç, â® â ª®¥ �¥ à §«®�¥¨¥¯®«ãç ¥¬ ¯® ¤¢ã¬ ¨«¨ ®¤®¬ã ¢¥ªâ®àã. �®¯ãáª ï § ç¥¨ï ª®íää¨æ¨¥â®¢
νji , à ¢ë¥ ã«î, íâ¨ á«ãç ¨ ¬®�® ¢ª«îç¨âì ¢ ä®à¬ã«ã (12).�â ª, âà¥¡ã¥¬®¥ â¥®à¥¬®© à §«®�¥¨¥ ¢¥ªâ®à n  ©¤¥® ¨ ®áâ ¥âáï â®«ì-ª® ¤®ª § âì ¥à ¢¥áâ¢®

h0 > νj1hj1 + νj2hj2 + νj3hj3 . (13)Ǒãáâì a | ¢¥ªâ®à, ¯à®¢¥¤¥ë© ¨§  ç «  ¢ â®çªã A, ¢ ª®â®à®© ¯«®á-ª®áâì Q ª á ¥âáï ¬®£®£à ¨ª  P . �â  â®çª  «¥�¨â   ¯«®áª®áâïå áå®¤ï-é¨åáï ¢ ¥© £à ¥© ¨   ¯«®áª®áâ¨ Q; ¯®íâ®¬ã a ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢¥¨ï¬íâ¨å ¯«®áª®áâ¥©
nmj1a = hj1 , nj2a = hj2 , nj3a = hj3 ¨ na = h. (14)�¬®� ï ¯¥à¢ë¥ âà¨ ãà ¢¥¨ï   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ νjp ¨ áª« ¤ë¢ ï, ¯®-«ãç¨¬ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ à ¢¥áâ¢  (12)

∑

p

hjpνjp = a∑
p

νjpnjp = an = h. (15)� â ª ª ª h 6 h0, â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢® (13), ¨ «¥¬¬  ¤®ª §  .(Ǒ®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ «¥¬¬ë, á¤¥« ®¥ ¢ áª®¡ª å, á®¤¥à�¨âáï ¢ ä®à¬ã-«¥ (15), ¯®â®¬ã çâ®, ¥á«¨ ¯«®áª®áâì nx = h0 | ®¯®à ï, â® ®  ¨ ¥áâì Q,â. ¥. h = h0.)



336 �. �. �����������4. �¥¯¥àì ¯®ª �¥¬, çâ® «¥¬¬  2 ã�¥ á®¤¥à�¨â ¤®áâ â®ç®áâì ãá«®¢¨©â¥®à¥¬ë 2, â. ¥. ¤®ª �¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®�¥¨¥:�¥®à¥¬  2¡. �á«¨ ¬®£®£à ¨ª P ¥áâì ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢
nix 6 h (i = 1, . . . ,m), â® ¯à¨ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 2 (â. ¥. ¥á«¨ ¯à¨ nk == ∑

i

νkini, £¤¥ ni «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ ¢á¥ νki > 0, ¡ã¤¥â hk < ∑
i

νkihi)ª �¤ ï ¯«®áª®áâì nix = hi ¤ ¥â   P æ¥«ãî £à ì.�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª P ¥ ¨¬¥¥â £à ¨ á ®à¬ «ìî nk. � ª ª ª¯® á ¬®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ® «¥�¨â ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥ nkx 6 hk, â® ¯® «¥¬-¬¥ 2  ©¤ãâáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ¢¥ªâ®àë nj , ï¢«ïîé¨¥áï ®à¬ «ï¬¨£à ¥© P , â ª¨¥, çâ® ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ä®à¬ã«ë
nk =∑

j

νkjnj (νj > 0) (16)¨
hk >

∑

j

νkjhj
12). (17)�® ¯à¨ à ¢¥áâ¢¥ (16) ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2 âà¥¡ã¥â ª ª à § ®¡à â®£®:

hk <
∑

j

νkjhj .Ǒ®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¬®£®£à ¨ª P ¨¬¥¥â £à ¨ á«î¡®© ¨§ ®à¬ «¥© ni, ¨ â¥®à¥¬  2¡ ¤®ª §  .5. �®ª �¥¬ â¥¯¥àì ¤®áâ â®ç®áâì ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë 1.�¥®à¥¬  1¡. �á«¨ ç¨á«  hi, ®â¥á¥ë¥ ¢¥ªâ®à ¬ ni, â ª®¢ë, çâ® ¢ë-¯®«¥® ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 1 (â. ¥. ¥á«¨ ¯à¨ nk = ∑
i

νkini, £¤¥ ni «¨¥©®¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ ¢á¥ νki < 0, ¡ã¤¥â hk >
∑

i

νkihi), â® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®«ã¯à®-áâà áâ¢ nix 6 hi ¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨.�á«¨  ¬ ¤  â®«ìª® ®¤¨ ¢¥ªâ®à ni, â® â¥®à¥¬  á¢®¤¨âáï ª âà¨¢¨ «ì-®áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì ¥¥ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¢¥ªâ®à®¢ ni ¨¤®¯ãáâ¨¬, çâ® ®  ¢¥à  ¤«ï m− 1 ¢¥ªâ®à®¢.Ǒãáâì n1, . . . ,nm ¨ h1, . . . , hm | ¢¥ªâ®àë ¨ ç¨á« , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. �®£¤  ¯® á¤¥« ®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ® ¢¥à®áâ¨ â¥®à¥-¬ë ¤«ï m− 1 ¢¥ªâ®à®¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ m− 1 ¯®«ã¯à®áâà áâ¢
nix 6 hi (i = 1, . . . ,m− 1)12)�á®¡ë© á«ãç © «¥¬¬ë 2, ª®£¤  ¢¥ªâ®à n = nk ýà §« £ ¥âáïþ ¯® ®¤®© ®à¬ «¨,§¤¥áì ®â¯ ¤ ¥â, ¯®â®¬ã çâ® ¯à¥¤¯®«®�¥®, çâ® nk ¥ ¥áâì ®à¬ «ì ª £à ¨.



��. VII: § 5. ������������� ��Ǒ������ ������������� 337¨¬¥¥â ¢ãâà¥îî â®çªã. �® ¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë¬ â¥«¥áë¬ ¬®£®£à ¨-ª®¬ P , ª®â®àë© ¬®�¥â ®ª § âìáï ¯à¨§¬®© ¨«¨ ¤ �¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®¬.�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¢á¥åm ¯®«ã¯à®áâà áâ¢nix6hi,â. ¥. ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P á m-¬ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®¬ nmx 6 hm, ¥¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª ¨ ¬®�¥â ¡ëâì ¤ �¥ ¯ãáâ®. �â®, ®ç¥¢¨¤®, ®¡®§ -ç ¥â, çâ® P ¥ ¨¬¥¥â â®ç¥ª ¢ãâà¨ m-£® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  nmx 6 hm.Ǒ®áª®«ìªã ¬®£®£à ¨ª P ¥ ¨¬¥¥â â®ç¥ª ¢ãâà¨ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ 
nmx 6 hm, ® á®¤¥à�¨âáï ¢ ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥ nmx > hm¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥,

−nmx 6 −hm.�â® ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® ¨¬¥¥â ¢¥èîî ®à¬ «ì −nm,  à ááâ®ï¨¥ ®£à ¨ç¨¢ îé¥© ¥£® ¯«®áª®áâ¨ ®â  ç «  à ¢® −hm. � ª ª ª®® á®¤¥à�¨â ¬®£®£à ¨ª P , â® ¬®�® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï «¥¬¬®© 2. Ǒ®íâ®© «¥¬¬¥  ©¤¥âáï ¥ ¡®«¥¥ âà¥å â ª¨å «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢ nj ,çâ®
−nm =∑

j

νmjnj (νmj > 0) (18)¨
−hm >

∑

j

νmjhj . (19)�® â ª ª ª ¢á¥ νmj > 0, â® (18) ¤ ¥â ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ à §«®�¥¨¥ ¢¥ªâ®à  nm ¯®
nj á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ −νmj . � â®£¤  ¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë¤®«�® ¡ëâì

hm >
∑

j

−νmjhj . (20)�® íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥à ¢¥áâ¢ã (19). �¥¬ á ¬ë¬ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ ® â®¬,çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¢á¥å m ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ nixi 6 hi ¥ ¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨åâ®ç¥ª, ¥¢®§¬®�®, ¨ â¥®à¥¬  1¡ ¤®ª §  .6. �§ â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 áà §ã ¢ëâ¥ª îâ ãá«®¢¨ï, å à ªâ¥à¨§ãîé¨¥ ¡¥áª®¥ç-ãî ç áâì ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª :�¥®à¥¬  4. �«ï â®£® çâ®¡ë ¯«®áª®áâ¨ nixi = hi ¡ë«¨ ¯«®áª®áâï¬¨¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni,¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® ¢ë¯®«¥¨¥ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©: 1) ç¨á«  hi ã¤®-¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ 1 ¨ 2, 2) ¢¥ªâ®àë ni  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã-¯à®áâà áâ¢® ¨ â ª®¢ë, çâ® ¥á«¨ ®â«®�¨âì ¨å ¨§ ®¤®© â®çª¨, â® ¨ ®¤¨¨§ ¨å ¥ ¨¤¥â ¢ãâàì  âïãâ®£®   ¨å ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ®£® ã£« ,¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, ¢á¥ ¨å ª®æë ¤®«�ë «¥� âì   £à ¨æ¥  âïãâ®£®  ¨å ¢ë¯ãª«®£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª ; ¢¥ªâ®à®¢ ni ¤®«�® ¡ëâì¥ ¬¥¥¥ âà¥å, ¯®â®¬ã çâ® ã ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  (¥ á¢®¤ïé¥£®áï ª¤¢ã£à ®¬ã ã£«ã) ¤®«�® ¡ëâì ¥ ¬¥¥¥ âà¥å ¡¥áª®¥çëå £à ¥©.



338 �. �. ������������¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï 1 á®¤¥à�¨âáï ¢ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ 1¨ 2,   ¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï 2 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á¢®©áâ¢ áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  (£« ¢  I, § 5, ¯o 3).�®ç® â ª �¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¤®áâ â®ç®áâì íâ¨å ãá«®¢¨©. �¬¥® ¯à¨ ãá«®-¢¨¨ 1 â¥®à¥¬  3 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¬®£®£à ¨ª P , ã ª®â®à®£®¯«®áª®áâ¨ nix = hi áãâì ¯«®áª®áâ¨ £à ¥©. � ª ª ª ¯® ãá«®¢¨î 2 ¢¥ª-â®àë ni  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, â® ¬®£®£à ¨ª P ¡ã¤¥â¡¥áª®¥çë¬. �¨ ®¤  ¥£® £à ì ¥ ¡ã¤¥â ª®¥ç®©, ¯®â®¬ã çâ® áä¥à¨ç¥-áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ª®¥ç®© £à ¨ «¥�¨â ¢ãâà¨ áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï¬®£®£à ¨ª .�á«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 4 ¬®�® ¯à¨¤ âì ä®à¬ã, ¢ ª®â®à®© ®¨ ¤®¯ãáª îâ®á®¡¥® ¯à®áâãî ¯à®¢¥àªã, ª®£¤  ¢¥ªâ®àë ni ¨ ç¨á«  hi ä ªâ¨ç¥áª¨ § ¤ -ë.1) �«ï â®£® çâ®¡ë ¢¥ªâ®àë ni ¡ë«¨  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà -áâ¢®, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¨ ®¤¨ ¨§ ¨å ¥ à §« £ «áï ¯®¥ª®¬¯«  àë¬ âà¥¬ ¤àã£¨¬ á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. (�«ïâ®£® �¥, çâ®¡ë ®¨ ¡ë«¨  ¯à ¢«¥ë ¢ãâàì ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , ¥®¡å®¤¨-¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¨ ®¤¨ ¥ à §« £ «áï ¯® ¤àã£¨¬ ¢ «î¡®¬ ç¨á«¥ á®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨.)2) �«ï â®£® çâ®¡ë ¨ ®¤¨ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ni, ¨¤ãé¨å ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà -áâ¢®, ¥ è¥« ¢ãâà¨ ¬®£®£à ®£® ã£« ,  âïãâ®£®   ®áâ «ìë¥ ¢¥ªâ®-àë, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¨ ®¤¨ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ni ¥ ¤®¯ãáª «à §«®�¥¨ï ¯® ¥ª®¬¯«  àë¬ âà¥¬ ¤àã£¨¬ á ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨-æ¨¥â ¬¨.3) �§ 1 ¨ 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ â¥®à¥¬¥ 4 ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 ¤«ï ç¨á¥« hiã�® ¯à®¢¥àïâì â®«ìª® ¤«ï à §«®�¥¨© ¢¥ªâ®à®¢ ni ¯® ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¤¢ã¬¤àã£¨¬.�â¢¥à�¤¥¨¥ 1 ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¢¥ªâ®à®¢ ni. �â¢¥à-�¤¥¨¥ 2 ®ç¥¢¨¤®, ¯®â®¬ã çâ®, ¥á«¨ ¢¥ªâ®à n ¨¤¥â ¢ãâà¨ ¬®£®£à ®£®ã£«  V , â® ® ¨¤¥â ¢ãâà¨ ®¤®£® ¨§ âà¥å£à ëå ã£«®¢,   ª®â®àë¥ ¬®�®à §¡¨âì V , ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, à §« £ ¥âáï ¯® ¢¥ªâ®à ¬ ¢¤®«ì à¥¡¥à íâ®£®âà¥å£à ®£® ã£«  á ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨.7. � ¬¥ç ¨ï ¨ § ¤ ç¨. 1) �á¥ ¢ë¢®¤ë íâ®£® ¯ à £à ä  ¡ãª¢ «ì®à á¯à®áâà ïîâáï   ¯à®áâà áâ¢® «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©. � §¨æ  á®-áâ®¨â «¨èì ¢ â®¬, çâ® ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¬®�¥â ¨¬¥âìáï n «¨¥©®¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢. �áãé¥áâ¢¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨§¬¥¥¨ï ¢ ¢ë¢®-¤ å ¤ ®£® ¯ à £à ä  ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â âàã¤ .2) �«ï ¯¥à¥á¥ç¥¨ï P § ¤ ëå ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ nixi 6 hi ¢®§¬®�ëç¥âëà¥ á«ãç ï: ) P ¯ãáâ®;¡) P ¥ ¯ãáâ®, ® ¥ ¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª;



��. VII: § 5. ������������� ��Ǒ������ ������������� 339¢) P ¨¬¥¥â ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª, ® ¥ ¢á¥ ¯«®áª®áâ¨ Qi, ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥ ¤ ë¥ ¯®«ã¯à®áâà -áâ¢ , ï¢«ïîâáï ¯«®áª®áâï¬¨ ¥£® £à ¥©;£) P ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¨ ¢á¥ ¯«®áª®áâ¨ Qi áãâì ¯«®áª®áâ¨ ¥£®£à ¥©.�¥®à¥¬ë 1 ¨ 2 ¤ îâ ãá«®¢¨ï, å à ªâ¥à¨§ãîé¨¥ á«ãç ¨ ¢ ¨ £.�®ª § âì, çâ® á«ãç ¨   ¨ ¡ å à ªâ¥à¨§ãîâáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ¥®¡å®¤¨¬ë¬¨¨ ¤®áâ â®çë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨, ¨ ¢ëïá¨âì  £«ï¤ë© á¬ëá« íâ¨å ãá«®¢¨©: ) �à¥¤¨ ¢¥ªâ®à®¢ ni ¥áâì â ª®© nk, ª®â®àë© ¤®¯ãáª ¥â à §«®�¥¨¥ ¯®¥ª®â®àë¬ ¤àã£¨¬ á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ nk = ∑

i

νkini(νki < 0),   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯®àë¥ ç¨á«  ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ã
hk <

∑

νkihi. (a)¡) �¨ ®¤® ¨§ ¥à ¢¥áâ¢ ( ) ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ , ® ¨¬¥¥âáï ¢¥ªâ®à nk, ¤®-¯ãáª îé¨© à §«®�¥¨¥ nk =∑ νkini á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨,  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®¯®à®¥ ç¨á«® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥áâ¢ã
hk =∑

i

νkihi. (¡)�â¨ ¤¢¥ â¥®à¥¬ë ¢¬¥áâ¥ á â¥®à¥¬ ¬¨ 1 ¨ 2 ¤ îâ ¯®«®¥ à §¤¥«¥¨¥ ¢á¥åç¥âëà¥å á«ãç ¥¢   { £.3) �ëïá¨âì á¬ëá« â¥å á«ãç ¥¢, ª®£¤  ®¤® ¨«¨ ¥áª®«ìª® ¨§ ¥à ¢¥áâ¢(2) ¨ (3) ¢ â¥®à¥¬ å 1 ¨ 2 ®¡à é îâáï ¢ à ¢¥áâ¢ .4)  ) �®ª § âì, çâ® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤ ë¥ ¢¥ªâ®àë ¥ ¡ë«¨  ¯à ¢«¥ë¢ãâàì ®¤®£® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë å®âï ¡ë®¤¨ ¨§ ¨å à §« £ «áï ¯® ¥ª®â®àë¬ ¤àã£¨¬ á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨-æ¨¥â ¬¨.¡) �®ª § âì, çâ® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤ ë¥ ¢¥ªâ®àë ¥ ¡ë«¨  ¯à ¢«¥ë¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® (® ¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¢ãâàì ¥£®!), ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®-áâ â®ç®, çâ®¡ë å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ ¨å à §« £ «áï ¯® âà¥¬ ¤àã£¨¬ «¨¥©®¥§ ¢¨á¨¬ë¬ á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨.¢) �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¢¥ªâ®à n à §« £ ¥âáï ¯® ¢¥ªâ®à ¬ n1, . . . ,nm(n = λ1n1+. . .+λmnm) á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ (¯®«®�¨â¥«ìë¬¨) ª®íää¨æ¨¥-â ¬¨, â® áà¥¤¨ ¢¥ªâ®à®¢ n1, . . . ,nm ¥áâì «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¥, ¯® ª®â®àë¬
n ¤®¯ãáª ¥â à §«®�¥¨¥ á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ â®£® �¥ § ª .5)�¥®à¥¬  �¥««¨. Ǒ® â¥®à¥¬¥ 1 ¢¥ªâ®ànk à §« £ ¥âáï ¯® âà¥¬ «¨¥©®¥§ ¢¨á¨¬ë¬ á ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ νki ¨ hk > ∑ νkihi, ¥á«¨á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ç¥âëà¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨.



340 �. �. ������������¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯® â¥®à¥¬¥ 1 ¢ë¯®«¥¨¥ â ª¨å ãá«®¢¨© ¤®áâ â®ç® ¤«ï â®£®,çâ®¡ë «î¡®¥ ç¨á«® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ¨¬¥«® ®¡é¨¥ ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨.�âáî¤  ¥¬¥¤«¥® ¢ëâ¥ª ¥â â¥®à¥¬ :�á«¨ áà¥¤¨ ª®¥ç®£® ç¨á«  ¤ ëå ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ ª �¤ë¥ ç¥âëà¥¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨, â® ¨ ¢á¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥îâ ®¡é¨¥¢ãâà¥¨¥ â®çª¨.� ª ª ª ¢áïª¨© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¥áâì ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ª®¥ç®£® ç¨á-«  ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â â¥®à¥¬ :�á«¨ áà¥¤¨ ª®¥ç®£® ç¨á«  ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ª �¤ë¥ ç¥âëà¥¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢ãâà¥¨¥ â®çª¨, â® ¨ ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢ãâ-à¥¨¥ â®çª¨.�® �¥ ¢¥à® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© n á § ¬¥®© ç¨á« ç¥âëà¥   n+ 1.�§ ¨§«®�¥®£® «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ¥á«¨ ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢ ª �¤ë¥ ç¥âëà¥, ¨«¨ (n + 1), ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ â®çª¨ (¥ ®¡ï-§ â¥«ì® ¢ãâà¥¨¥), â® ¨ ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¨¬¥îâ å®âï ¡ë ®¤ã ®¡éãîâ®çªã.� «¥¥, ¥á«¨ ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  ¢ë¯ãª«ëå â¥« ª �¤ë¥ ç¥âëà¥, ¨«¨ (n+1),¨¬¥îâ ®¡é¨¥ â®çª¨, â® ¨ ¢á¥ íâ¨ â¥«  ¨¬¥îâ å®âï ¡ë ®¤ã ®¡éãî â®çªã.(�®áâ â®ç® ¯à¨¡«¨� âìáï ª ¤ ë¬ â¥« ¬ á®¤¥à� é¨¬¨ ¨å ¢ë¯ãª«ë¬¨¬®£®£à ¨ª ¬¨, ¨ â®£¤  íâ  â¥®à¥¬  ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥©.)�®�® ¤®ª § âì, çâ® â®â �¥ à¥§ã«ìâ â ¢¥à¥ â ª�¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£®¡¥áª®¥ç®£® ¬®�¥áâ¢  ª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå â¥«: ¥á«¨ ª �¤ë¥ ç¥âëà¥, ¨«¨(n+1), ¨§ ¨å ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ â®çª¨, â® ¨ ¢á¥ ®¨ ¨¬¥îâ å®âï ¡ë ®¤ã ®¡éãîâ®çªã. �â® ¨ ¥áâì â¥®à¥¬  �¥««¨. �¥ á®¢á¥¬ ¯à®áâ®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¬®�-®  ©â¨ ¢ áâ âì¥ �¥««¨ [293℄ 13). �¯à®ç¥¬, æ¥âà âï�¥áâ¨ ¢ë¢®¤  «¥�¨â¨¬¥® ¢ á«ãç ¥ ª®¥ç®£® ç¨á«  â¥«.�¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå â¥« â ª ï ®¡é ï â¥®à¥-¬  ã�¥ ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ .6) �¥®à¥¬ã 3 ¬®�® ¤®ª § âì, ¯®«ì§ãïáì «¥¬¬®© ®¡ ®â®¡à �¥¨¨. � ¯à¨-¬¥¥¨¨ ª ¤ ®¬ã á«ãç î «¥¬¬  ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ á¢®¤¨âáï ª á«¥¤ãîé¥¬ã¯à®áâ®¬ã ãâ¢¥à�¤¥¨î: ¥á«¨ ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® P m-¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®-¢  ¯à®áâà áâ¢  á®¤¥à�¨âáï ¢ ¤àã£®¬ ®âªàëâ®¬ ¨ á¢ï§®¬ ¬®�¥áâ¢¥ Hâ®£® �¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨ ¯à¨â®¬ â ª, çâ® P § ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® H , â®
P =H . �â® á«¥¤ã¥â ¨§ á ¬®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï á¢ï§®áâ¨ (£« ¢  II, § 8, ¯o 4). �ª ç¥áâ¢¥ ¬®�¥áâ¢ H á«¥¤ã¥â à áá¬ âà¨¢ âì ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª ¢m-¬¥à®¬¯à®áâà áâ¢¥, ª®®à¤¨ âë ª®â®àëå h1, . . . , hm ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®-à¥¬ 1 ¨ 2, ª®£¤  ¢¥ªâ®àë n1, . . . ,nm § ¤ ë. � §  ¬®�¥áâ¢® P ã�®13)�¬. â ª�¥ [269℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. VII: § 6. ��������� 341¯à¨ïâì ¬®�¥áâ¢® â¥å â®ç¥ª (h1, . . . , hm), ¤«ï ª®â®àëå ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®«ã-¯à®áâà áâ¢ nixi 6 hi ¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬.Ǒà¥¤« £ ¥¬ ®áãé¥áâ¢¨âì â ª®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3. �® ¥ á®-¤¥à�¨â ¨ª ª¨å ¯à¨æ¨¯¨ «ìëå âàã¤®áâ¥©, å®âï áâà®£®¥ ¥£® ¯à®¢¥¤¥¨¥âà¥¡ã¥â ¥ª®â®àëå ¤¥â «¥©, ¥ «¨è¥ëå ¨§¢¥áâ®£® ¨â¥à¥á .
§ 6. �¡®¡é¥¨ï1. �á¥ â¥®à¥¬ë íâ®© £« ¢ë ¢¬¥áâ¥ á ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨ ¯¥à¥®áïâáï ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¯à®áâà áâ¢® «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©. �á¥ ®¨, ¤ «¥¥, ®¡®¡é îâáï ¯ãâ¥¬ ¯à¥¤¥«ì®£®¯¥à¥å®¤    «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥« , â ª�¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©. � ª®¥®¡®¡é¥¨¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥â, ®¤ ª®, ¢¢¥¤¥¨¥ ®¡é¨å ¯®ïâ¨© ¤«ï «î¡ëå ¢ë¯ãª«ëå â¥«,§ ¬¥ïîé¨å á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ í«¥¬¥â àë¥ ¯®ïâ¨ï, ®â®áïé¨¥áï ª ¬®£®£à ¨ª ¬.�ë¯ãª«®¥ â¥«® § ¤ ¥âáï ã�¥ ¥ ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ®¯®àëå ç¨á¥«,   ý®¯®à®© äãª-æ¨¥©þ, ¢¢¥¤¥®© ¨ ¨áá«¥¤®¢ ®© �. �¨ª®¢áª¨¬ ¢ [322℄ (á¬. â ª�¥ [250℄).Ǒãáâì ux = H(u) ¥áâì ãà ¢¥¨¥ ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® â¥«  H, ¨¬¥îé¥©¢¥èîî ®à¬ «ì u, ¯à¨ç¥¬ u ¥ ®¡ï§   ¡ëâì ¥¤¨¨ç®©. �á«¨ u = n | ¥¤¨¨çë©¢¥ªâ®à, â® H(u) = h(u) ¥áâì à ááâ®ï¨¥ ®â  ç «  ¤® à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¯«®áª®áâ¨, ¢§ïâ®¥á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ § ª®¬. �®®¡é¥, ®ç¥¢¨¤®, çâ®
H(u) = |u|H ( u

|u|

)
,£¤¥ u/|u| | ã�¥ ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à.�ãªæ¨ï H(u), ®¯à¥¤¥«¥ ï ¤«ï ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ u, ¨  §ë¢ ¥¬ ï ®¯®à®© äãªæ¨-¥© â¥«  H. (�âà®£® £®¢®àï, H(u) ¥ ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï u = 0, ® ¥áâ¥áâ¢¥® áç¨â ¥âáï

H(0) = 0.) � , ª®¥ç®, ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ § ç¥¨ï¬¨ ¤«ï ¥¤¨¨çëå¢¥ªâ®à®¢ n (¨«¨, ª ª ç áâ® ¡ë¢ ¥â ã¤®¡® áç¨â âì, | â®ç¥ª   ¥¤¨¨ç®© áä¥à¥).�¬¥¥â ¬¥áâ® â¥®à¥¬ :�«ï â®£® çâ®¡ë äãªæ¨ï H(u) ¡ë«  ®¯®à®© äãªæ¨¥© ¢ë¯ãª«®£® â¥«  (¬®�¥â ¡ëâì,¢ëà®�¤ îé¥£®áï ¢ ¯«®áªãî ®¡« áâì, ®âà¥§®ª ¨«¨ â®çªã), ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® ¢ë-¯®«¥¨¥ ¤¢ãå ãá«®¢¨©:1) H(λu) = λH(u) ¯à¨ ¢áïª®¬ λ > 0 (ýãá«®¢¨¥ ¯®«®�¨â¥«ì®© ®¤®à®¤®áâ¨ ¯¥à¢®©áâ¥¯¥¨þ);2) H(u+ v) 6 H(u) +H(v) ¯à¨ «î¡ëå u ¨ v (ãá«®¢¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨).�á«®¢¨¥ ¥¢ëà®�¤ ¥¬®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® â¥«  á ®¯®à®© äãªæ¨¥© H(u) ¡ã¤¥â:3) ¯à¨ ¢áïª¨å ¥ª®¬¯«  àëå u1, u2, u3
∑

H(ui) > −H(−∑ui

)
.�â®   «®£¨ç® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë 1 § 5 14).�â  â¥®à¥¬  ¢¯¥à¢ë¥ ¤®ª §   �. �¨ª®¢áª¨¬ ¨ ¯®â®¬ ¤®ª §ë¢ « áì à §ë¬¨ á¯®-á®¡ ¬¨ ¬®£¨¬¨  ¢â®à ¬¨. �¥ ¬®�® ¯®«ãç¨âì ¯à¥¤¥«ìë¬ ¯¥à¥å®¤®¬ ¨§ â¥®à¥¬ë 1

§ 5. �  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â¥®à¥¬¥ 3 § 5 ®¡ ®¯®àëå ç¨á« å, ¯®â®¬ã çâ® ®¯®à®¥ ç¨á«® ¥áâì§ ç¥¨¥ ®¯®à®© äãªæ¨¨ ¤«ï ®à¬ «¨ ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à ¨. �¯®à ï äãªæ¨ï¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ªãá®ç® «¨¥©  ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®íâ®¬ã ¥¥ § ç¥¨ï¬¨ ¤«ï14)�¬. á®áªã 16) ¨�¥. �®áâ â®ç® § ¬¥¨âì −∑
i
ui   n ¨ ui   νini á νi < 0.



342 �. �. �����������íâ¨å ®à¬ «¥©. �¬¥® ®  «¨¥©  ¢ â¥«¥á®¬ ã£«¥, § ¯®«ï¥¬®¬ ®à¬ «ï¬¨ ª ®¯®à-ë¬ ¯«®áª®áâï¬ ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥. (�á«¨ a | ¢¥ªâ®à, ¨¤ãé¨© ¢ â®çªã A, â® ãà ¢¥¨¥¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªã A ¨ ¨¬¥îé¥© ®à¬ «ì u, ¡ã¤¥â ux = ua ¨, á«¥¤®¢ -â¥«ì®, ®¯®à ï äãªæ¨ï â®çª¨ A ¥áâì H(u) = au, ®âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â  è¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥®¡ ®¯®à®© äãªæ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  15).)�á«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 3 § 5, â. ¥. ®¡ê¥¤¨¥ë¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 (á ¤®¯ãé¥¨¥¬ ¢ ¥à -¢¥áâ¢ å § ª  à ¢¥áâ¢ ), «¥£ª® ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ ãá«®¢¨© ¯à¨¢¥¤¥®© ¢ëè¥ â¥®à¥¬ë ®¡®¯®à®© äãªæ¨¨ 16). �¤ ª® â¥®à¥¬ã 3 § 5 ¥«ì§ï à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ç áâë© á«ãç ©íâ®© ¯®á«¥¤¥©, å®âï ¡ë ã�¥ ¯®â®¬ã, çâ® ¯® ¤ ë¬ ç¨á« ¬ hi, ®â¥á¥ë¬ ¢¥ªâ®à ¬ ni,¬®�® ¯®áâà®¨âì, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ®¤ã ªãá®ç®-«¨¥©ãî äãªæ¨î H(u) â ªãî, çâ®
H(ni) = hi. (� ª ï äãªæ¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à §¡¨¥¨¥¬ ¯à®áâà áâ¢    âà¥å£à ë¥ã£«ë á à¥¡à ¬¨ ¢¤®«ì ¢¥ªâ®à®¢ ni. � á¨«ã ªãá®ç®© «¨¥©®áâ¨ ®  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ª �¤®¬ â ª®¬ ã£«¥ ¥¥ § ç¥¨ï¬¨   à¥¡à å. �¤ ª® à §¡¨¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢    âà¥å-£à ë¥ ã£«ë á à¥¡à ¬¨ ¢¤®«ì ni, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¢®¢á¥ ¥ ®¤®§ ç®. �®£¤  ¢®¯à®á¢áâ ¥â ® ¢ë¤¥«¥¨¨ à §¡¨¥¨ï, ¤«ï ª®â®à®£® ¯®áâà®¥ ï äãªæ¨ï ¢ë¯ãª« .)2. �¡®¡é¥¨ï â¥®à¥¬ § 1{4   «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥«  ¢ n-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà -áâ¢¥ ä®à¬ã«¨àãîâáï á ¯®¬®éìî ¯®ïâ¨ï ¯®¢¥àå®áâ®© äãªæ¨¨ ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨,®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®â®à®© ¤ ® ¢ ¯o 2 § 7 £« ¢ë II. � ¯®¬¨¬, çâ® ¯®¢¥àå®áâ ï äãªæ¨ï¥áâì äãªæ¨ï ¬®�¥áâ¢    ¥¤¨¨ç®© áä¥à¥ E. �  ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ¢á¥å (¡®à¥«¥¢áª¨å)¯®¤¬®�¥áâ¢   E, ª®â®àë¥ á®¤¥à� âáï ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¨§®¡à �¥¨¨ ¤ ®© ¢ë¯ãª«®©¯®¢¥àå®áâ¨. �á«¨ ¯®¢¥àå®áâì § ¬ªãâ , íâ® ¡ã¤¥â «î¡®¥ ¬®�¥áâ¢®   áä¥à¥ E. �á«¨�¥ ¯®¢¥àå®áâì ¡¥áª®¥ç , â® ¥¥ áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ S á®¤¥à�¨âáï ¢ ¯®«ãáä¥-à¥,   ¥¥ ¯®¢¥àå®áâ ï äãªæ¨ï ¨¬¥¥â § ¢¥¤®¬® ª®¥çë¥ § ç¥¨ï «¨èì ¤«ï ¬®�¥áâ¢,§ ¬ëª ¨¥ ª®â®àëå «¥�¨â ¢ãâà¨ S; ¤«ï ¤àã£¨å ®  ¬®�¥â ¡ëâì ¡¥áª®¥ç®©.�¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£®. �«ï â®£® çâ®¡ë äãªæ¨ï F (M) ¬®�¥áâ¢   ¥¤¨¨ç®© áä¥à¥ E (®¯à¥¤¥«¥ ï ¤«ï «î¡®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ¬®�¥áâ¢    E) ¡ë«  ¯®-¢¥àå®áâ®© äãªæ¨¥© ª ª®£®-«¨¡® ª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® â¥« , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®,çâ®¡ë ®  ã¤®¢«¥â¢®àï«  á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:1) F (M) ª®¥ç , ¥®âà¨æ â¥«ì  ¨ ¢¯®«¥  ¤¤¨â¨¢ .2) ∫

E

nF (dM) = 0, £¤¥ n | ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© â®çª¥   áä¥à¥ E.3) Ǒà¨ ¢áïª®¬ ¥¤¨¨ç®¬ ¢¥ªâ®à¥ n0 ∫
E

(n0n)F (dM) > 0.�â®à®¥ ãá«®¢¨¥ ¥áâì ãá«®¢¨¥ à ¢¥áâ¢  ã«î ¢¥ªâ®à®© ¯«®é ¤¨ § ¬ªãâ®© ¯®¢¥àå-®áâ¨; âà¥âì¥ | ®§ ç ¥â, çâ® ¯«®é ¤ì ¯à®¥ªæ¨¨ ¢ë¯ãª«®£® â¥«  ¢ «î¡®¬  ¯à ¢«¥¨¨
n0 ¥ ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì.15)� § ¤ ¨¨ ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ®¯®à®© äãªæ¨¥© ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®á¬. [80℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .16)Ǒãáâì n = ∑

i
νini, £¤¥ ¢á¥ νi < 0. �®£¤  ¯® ãá«®¢¨î 2 H(−n) = H

(
−
∑
νini

)
6

6
∑
H(−νini),   ¯® ãá«®¢¨î 1, â ª ª ª −νi > 0, H(−νini) = −νiH(ni), â ª çâ®

H(−n) 6∑
i

−νiH(ni). (*)�® ¯® ãá«®¢¨î 2 H(−n) + H(n) > H(0),   H(0) = 0 (¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï 1), £¤¥ ã�®¢§ïâì λ = 0. Ǒ®íâ®¬ã H(−n) > −H(n), çâ® ¢¬¥áâ¥ á (*) ¤ ¥â H(n) > ∑
i
νiH(ni), ¨«¨ ¢®¡®§ ç¥¨ïå § 5 h >

∑
νihi,   íâ® ¨ ¥áâì ãá«®¢¨¥ (2 ) â¥®à¥¬ë 1 § 5. �á«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2¢ë¢®¤¨âáï ¥é¥ ¯à®é¥.



��. VII: § 6. ��������� 343�á«¨ äãªæ¨ï F (M) á®áâ®¨â ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  â®ç¥çëå  £àã§®ª 17), â® íâ  ®¡é ïâ¥®à¥¬  á¢®¤¨âáï ª â¥®à¥¬¥ ® ¬®£®£à ¨ª å. �®à¬ «¨ ª £à ï¬ ¡ã¤ãâ á®®â¢¥âáâ¢®¢ âìâ¥¬ â®çª ¬   áä¥à¥, £¤¥ ¤ ë ý £àã§ª¨þ äãªæ¨¨ F (M). � íâ®¬ á«ãç ¥ âà¥âì¥ ãá«®¢¨¥á¢®¤¨âáï ª âà¥¡®¢ ¨î ¥ª®¬¯«  à®áâ¨ ®à¬ «¥©.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¤ ®© ®¡é¥© â¥®à¥¬ë ¯à®é¥ ¢á¥£® ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯ãâ¥¬ ¯à¥¤¥«ì®-£® ¯¥à¥å®¤  ®â ¬®£®£à ¨ª®¢ (á¬. [9℄; ¤àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, ¯àï¬® ¤ îé¥¥ â¥®à¥¬ã ¢¥¥ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥, ¢ª«îç ï ¬®£®£à ¨ª¨, ¤ ® ¢ [4℄).�¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë § 3. Ǒãáâì G | ª®¥ç ï ¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì (á ¨áª«îç¥®©£à ¨æ¥©)   ¯«®áª®áâ¨ T , n0 | ®à¬ «ì ª ¯«®áª®áâ¨ T , F | ¯«®é ¤ì ®¡« áâ¨ G. �«ïâ®£® çâ®¡ë äãªæ¨ï F (M) ¬®�¥áâ¢    áä¥à¥E, ®¯à¥¤¥«¥ ï ¤«ï «î¡®£® ¡®à¥«¥¢áª®£®¬®�¥áâ¢ , § ª«îç îé¥£®áï ¢ ®âªàëâ®© ¯®«ãáä¥à¥E(n0) á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ n0, ¡ë«  ¯®-¢¥àå®áâ®© äãªæ¨¥© ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® â¥« , ¯à®¥ªæ¨ï ª®â®à®£®   ¯«®áª®áâì T¯®ªàë¢ ¥â ®¡« áâì G, ¥®¡å®¤¨¬ë ¨ ¤®áâ â®çë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:1) F (M) ¥®âà¨æ â¥«ì , ¢¯®«¥  ¤¤¨â¨¢  ¨ ª®¥ç  ¤«ï ¢áïª®£® M , § ¬ëª ¨¥ª®â®à®£® á®¤¥à�¨âáï ¢ E(n0);2) ∫

E(n0)(n0n)F (dM) = F .�¤¥áì ¢ë¯ãª«®¥ â¥«® H ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìë¬ ª®ãá®¬ «ãç ¢  ¯à ¢«¥¨¨ n0. Ǒà®¥ªæ¨ïâ¥«  H, ¯®ªàë¢ ï ®¡« áâì G, á®¤¥à�¨âáï ¢ § ¬ëª ¨¨ íâ®© ®¡« áâ¨.� ª ª ª äãªæ¨ï F (M) ®¯à¥¤¥«¥  «¨èì ¢ ®âªàëâ®© áä¥à¥ E(n0), â® ®¯®àë¥ ¯«®á-ª®áâ¨, ¯ à ««¥«ìë¥ n0 ¨áª«îç îâáï ¨§ à áá¬®âà¥¨ï, å®âï â¥«® H ¬®�¥â ¨¬¥âì â ª¨¥¯«®áª®áâ¨, ª ª,  ¯à¨¬¥à, ¡¥áª®¥çë© ¢ ®¤ã áâ®à®ã æ¨«¨¤à.� ç¥¨¥ äãªæ¨¨ F (M) ¤«ï ¢á¥© ¯®«ãáä¥àë E(n0) ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¯«®é ¤ìâ®© ç áâ¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ â¥«  H, ª®â®à ï ¥ ¨¬¥¥â ®¯®àëå ¯«®áª®áâ¥©, ¯ à ««¥«ìëå n0.�á«¨ äãªæ¨ï F (M) á®áâ®¨â ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  â®ç¥çëå  £àã§®ª, íâ  ®¡é ï â¥®-à¥¬  á¢®¤¨âáï ª â¥®à¥¬¥ § 3 ® ¬®£®£à ¨ª å.�¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë § 4. Ǒãáâì M0 | (®âªàëâ ï) ¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì   áä¥à¥,®â«¨ç ï ®â ¯®«ãáä¥àë. Ǒãáâì   £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨ M0 § ¤   äãªæ¨ï h0(n), ¯à¥¤-áâ ¢«ïîé ï à ááâ®ï¨¥ ®¯®àëå ¯«®áª®áâ¥© ¥ª®â®à®£® ¢ë¯ãª«®£® â¥«  H0 ®â  ç « ª®®à¤¨ â (§ ç¥¨¥ ®¯®à®© äãªæ¨¨ ¤«ï â®ç¥ª   £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨ M0). Ǒãáâì,  -ª®¥æ, F (M) | ¥®âà¨æ â¥«ì ï ¢¯®«¥  ¤¤¨â¨¢ ï äãªæ¨ï ¬®�¥áâ¢ , ®¯à¥¤¥«¥ ï¤«ï ¡®à¥«¥¢áª¨å ¯®¤¬®�¥áâ¢ ®¡« áâ¨ M0 ¨ ª®¥ç ï ¤«ï ¢áïª®£® M , § ¬ëª ¨¥ ª®â®-à®£® á®¤¥à�¨âáï ¢ M0.�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç® ¢ë¯ãª«®¥ â¥«® H, ã ª®â®à®£®:1) áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¯®ªàë¢ ¥â M0 ¨ á®¤¥à�¨âáï ¢ § ¬ëª ¨¨ M0;2) § ç¥¨ï ®¯®à®© äãªæ¨¨ h(ni) áå®¤ïâáï ª h0(n), ¥á«¨ â®çª¨ ni áå®¤ïâáï ª â®çª¥ n£à ¨æë ®¡« áâ¨ M0;3) F (M) ¥áâì ¯®¢¥àå®áâ ï äãªæ¨ï íâ®£® â¥«  H (¨áª«îç ï, ®¤ ª®, ®¡« áâì â®ç¥ª¥£® ¯®¢¥àå®áâ¨, £¤¥ ®à¬ «¨ ª ®¯®àë¬ ¯«®áª®áâï¬ ¨¤ãâ ª £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨ M0).�¤¥áì â¥«®H0 ¨£à ¥â à®«ì ¡¥áª®¥ç®© ç áâ¨ â¥« H. �¥«®H ¬®�¥â á®áâ®ïâì ¨§ ª®¥ç-®© ç áâ¨, ª ª ¡ë  ¤¥â®©   ¡¥áª®¥çãî ç áâì, ®¡éãî á H0; áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥íâ®© ¡¥áª®¥ç®© ç áâ¨ ¤ ¥â â®£¤  £à ¨æã ®¡« áâ¨ M0. � íâ®¬ á«ãç ¥ äãªæ¨ï F (M)¨¬¥¥â ¤«ï ¢á¥© ®¡« áâ¨ M0 § ¢¥¤®¬® ª®¥ç®¥ § ç¥¨¥. �¤ ª® â¥«® H ¬®�¥â ¨ ¥¨¬¥âì â ª®© ¡¥áª®¥ç®© ç áâ¨,   â®«ìª®  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ¯à¨¡«¨� ¥âáï ª ¥©.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®¡®¡é¥¨© â¥®à¥¬ § 3 ¨ 4 ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ìë¬ ¯¥à¥å®¤®¬ ®â¬®£®£à ¨ª®¢ (íâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®ª  ¨£¤¥ ¥ ®¯ã¡«¨ª®¢ ë).17)�® ¥áâì áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ â®çª¨ n1, . . . ,nm áä¥àë, çâ® F (M) = 0, ¥á«¨ M ¥á®¤¥à�¨â ¨ ®¤®© ¨§ íâ¨å â®ç¥ª, ¨ F (M) > 0, ¥á«¨ M á®¤¥à�¨â å®âï ¡ë ®¤ã ¨§ ¨å.



344 �. �. �����������3. Ǒ®á«¥¤ïï â¥®à¥¬  ¬¥¥¥ ®¡é , ç¥¬ â¥®à¥¬  § 4, ¢ â®¬ ®â®è¥¨¨, çâ® §¤¥áì F (M)¥áâì ¯«®é ¤ì, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ § 4 ä¨£ãà¨à®¢ «¨ «î¡ë¥ ¬®®â®ë¥ äãªæ¨¨.Ǒ®«®¥ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë § 4   «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥«   ¬ ¥ ¨§¢¥áâ®. � ª ç¥-áâ¢¥ £¨¯®â¥§ë ¤«ï á«ãç ï ¢ë¯ãª«ëå â¥« á à¥£ã«ïà®© ¯®¢¥àå®áâìî ¬®�® ¢ëáª § âìá«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.Ǒãáâì M0 | ¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì   áä¥à¥, ®â«¨ç ï ®â ¯®«ãáä¥àë. Ǒãáâì h0(n) |§ ç¥¨ï ®¯®à®© äãªæ¨¨ ¥ª®â®à®£® ¢ë¯ãª«®£® â¥«  H0 ¤«ï â®ç¥ª n   £à ¨æ¥ ®¡« -áâ¨M0. Ǒãáâì, ¤ «¥¥, f(x, y;n) | äãªæ¨ï â®çª¨ n ¢ ®¡« áâ¨M0 ¨ ¤¢ãå ç¨á«¥ëå ¯¥à¥-¬¥ëå x, y, ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ ®¡« áâ¨ x > y ¨ ¬®®â® ï (â. ¥. f(x1, y1; n) > f(x2, y2; n),¥á«¨ x1 > y1, x2 > y2 ¨ å®âï ¡ë ¢ ®¤®¬ á«ãç ¥ à ¢¥áâ¢® ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ ). Ǒà¨ íâ®¬äãªæ¨ï f | ý¤®áâ â®ç® à¥£ã«ïà ïþ (¥¯à¥àë¢ ï ¨«¨ ¤ �¥   «¨â¨ç¥áª ï). �®£¤ ¯à¨ ¢áïª®© ý¤®áâ â®ç® à¥£ã«ïà®©þ äãªæ¨¨ g(n), ®¯à¥¤¥«¥®© ¢ M0, áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥á-ª®¥ç ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì H, ã ª®â®à®©: 1) áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¯®ªàë¢ ¥â®¡« áâì M0 ¨ á®¤¥à�¨âáï ¢ § ¬ëª ¨¨ íâ®© ®¡« áâ¨; 2) ¯à¥¤¥«ìë¥ § ç¥¨ï ®¯®à®©äãªæ¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ H   £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨ M0 ¤ îâ § ¤ ãî äãªæ¨î h0(n); 3) ¥á«¨
n ¥áâì ®à¬ «ì ¢ â®çª¥ X ¯®¢¥àå®áâ¨ H,   R1 > R2 | £« ¢ë¥ à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ë ¥¥ ¢íâ®© â®çª¥, â® f(R1, R2; n) = g(n).�â  â¥®à¥¬  áä®à¬ã«¨à®¢    ¬¨ ¤«ï ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ âà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥; ¢
n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ äãªæ¨ï f ¤®«�  § ¢¨á¥âì ®â n − 1 ç¨á«¥®© ¯¥à¥¬¥®© á®-®â¢¥âáâ¢¥® n− 1 £« ¢®¬ã à ¤¨ãáã ªà¨¢¨§ë.�â  â¥®à¥¬  à ¢®á¨«ì  ãâ¢¥à�¤¥¨î ® à §à¥è¨¬®áâ¨ ¥ª®â®à®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì-®£® ãà ¢¥¨ï. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, £« ¢ë¥ à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ë ¢ëà � îâáï ç¥à¥§ ®¯®à-ãî äãªæ¨î h(n) ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª®¢. Ǒ®íâ®¬ã ãá«®¢¨¥ 3à ¢®á¨«ì® ¢ë¯®«¥¨î ¥ª®â®à®£® ¤ ®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï ¢ ç áâëå¯à®¨§¢®¤ëå ¢â®à®£® ¯®àï¤ª . �â¢¥à�¤¥¨¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® â ª®¥ ãà ¢¥¨¥ ¢á¥£¤ ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ý¢ë¯ãª«®© äãªæ¨¨þ h(n), ¯à¨¨¬ îé¥©   £à ¨æ¥ ¤ ®© ®¡-« áâ¨ M0  ¯¥à¥¤ § ¤ ë¥ § ç¥¨ï h0(n), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥, ª®¥ç®, ¥®¡å®¤¨¬®¬ããá«®¢¨î ¢ë¯ãª«®áâ¨.� «¨ç¨¥ ®¡é¥© â¥®à¥¬ë § 4 ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨ ¬¥â®¤ ¯à¨¡«¨�¥¨ï ¬®£®£à ¨ª -¬¨ ¢ãè îâ  ¤¥�¤ã, çâ® â ª ï â¥®à¥¬  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®. �¤ ª® ¬ë ¥ § ¥¬¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . �á«¨ ¨¤â¨ ®â ¬®£®£à ¨ª®¢, â® âàã¤®áâì á®áâ®¨â ¢ ý¯à¨¡«¨�¥¨¨þäãªæ¨¨ f(x, y; n) ¥ª®â®àë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ | £à ¥© ¬®£®£à ¨ª .�«ãç î ¯«®é ¤¨ ®â¢¥ç ¥â f(x, y; n) = xy, ¯®â®¬ã çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ R1R2 ¥áâì ª ªà § ¯à¥¤¥« ®â®è¥¨ï ¯«®é ¤¨ ®¡« áâ¨   ¯®¢¥àå®áâ¨ ª ¯«®é ¤¨ ¥¥ áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡-à �¥¨ï. �® â®£¤  ý¯à¨¡«¨�¥¨¥þ ¤¥« ¥âáï ®ç¥¢¨¤ë¬.�ë«® ¡ë çà¥§¢ëç ©® ¨â¥à¥á® ¤®ª § âì ¢ëáª § ãî ®¡éãî â¥®à¥¬ã å®âï ¡ë ¢¥ª®â®àëå ç áâëå ¯à¥¤¯®«®�¥¨ïå ® äãªæ¨¨ f(x, y; n), ¯à¥�¤¥ ¢á¥£® ¤«ï á«ãç ï, ª®-£¤  ®  ¢®¢á¥ ¥ § ¢¨á¨â ®â n.4. �¨ª ª¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¨«¨ ¢ áä¥-à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥,   «®£¨çëå â¥®à¥¬ ¬  áâ®ïé¥© £« ¢ë, ¥ ¨§¢¥áâ®. Ǒ®¨áª¨â ª¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ¬®�® ¢¥áâ¨ ¢  ¯à ¢«¥¨¨,  ¬¥ç¥®¬ ¢ á ¬®¬ ª®æ¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥©£« ¢ë, § ¬¥ïï ¯®ïâ¨¥ ¤ ®£®  ¯à ¢«¥¨ï £à ¨ ª ª¨¬-«¨¡® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¯®ï-â¨¥¬, ®¡å®¤ïé¨¬áï ¡¥§ ¯ à ««¥«ì®áâ¨ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ á¬ëá«¥.Ǒãáâì,  ¯à¨¬¥à, ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¤ ë â®çª  O ¨ ¯àï¬ë¥ l1, . . . , ln,¯à®å®¤ïé¨¥ ç¥à¥§ O. Ǒãáâì   íâ¨å ¯àï¬ëå ®â¬¥ç¥ë ¯®«®�¨â¥«ìë¥  ¯à ¢«¥¨ï, ¥¨¤ãé¨¥ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¬®£®£à ¨ª¨ P , ®£à ¨ç¨¢ ¥¬ë¥ ¯«®á-ª®áâï¬¨ Qi, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¬¨ ª ¯àï¬ë¬ li, â ª, çâ® ¯®«®�¨â¥«ìë¥  ¯à ¢«¥¨ï  íâ¨å ¯àï¬ëå ®ª §ë¢ îâáï ¨¤ãé¨¬¨ ®â ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, á®¤¥à� é¨å ¬®£®£à ¨ª P .�®£¤  ¯®   «®£¨¨ á â¥®à¥¬ ¬¨ § 5 ¨ 1 ¢áâ îâ ¤¢  ¢®¯à®á :



��. VII: § 6. ��������� 3451) Ǒãáâì h1, . . . , hn | à ááâ®ï¨ï ¯«®áª®áâ¥© Q1, . . . , Qn ®â â®çª¨ O. � ª®¢ë ¥®¡å®-¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«�ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ç¨á«  hi ¤«ï â®£®, çâ®¡ë¯«®áª®áâ¨ Qi ¡ë«¨ ¯«®áª®áâï¬¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P? (� ááâ®ï¨¥ hi ¡¥à¥âáï, ª®-¥ç®, á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ § ª®¬.)2) � ª®¢ë ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«�ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ç¨á-«  F1, . . . , Fn ¤«ï â®£®, çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ « ¬®£®£à ¨ª P á ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© Fi?Ǒ¥à¢ë© ¢®¯à®á ¬®�® à¥è¨âì, ¢¥à®ïâ®, ¡¥§ ®á®¡®£® âàã¤ , ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢â®à®©¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï  ¬ ®ç¥ì âàã¤ë¬.� «®£¨çë¥ § ¤ ç¨ ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®-£à ¨ª®¢. �®¢®¥ ãá«®�¥¨¥ ¢®§¨ª ¥â ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢, ¨¬¥îé¨å¥áª®«ìª® ¡¥áª®¥çëå ç áâ¥©. �®, çâ® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® â ª¨¥ ¢ë¯ãª«ë¥¬®£®£à ¨ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ, ¡ë«® ¯®ª § ® ¢ ¯o 4 § 6 £« ¢ë III.5 18). �¢¨¤ã â¥®à¥¬ë � ãáá  ¤«ï £« ¤ª®© ¯®¢¥àå®áâ¨, § ¤ ¨¥ ¯®¢¥àå®áâ®© äãª-æ¨¨ à ¢®á¨«ì® § ¤ ¨î £ ãáá®¢®© ªà¨¢¨§ë ª ª äãªæ¨¨ ®à¬ «¨ n. Ǒà®¡«¥¬  �¨-ª®¢áª®£® ¢ ¯¥à¢® ç «ì®© ¯®áâ ®¢ª¥ ¨ á®áâ®¨â ¢ à¥è¥¨¨ ¢®¯à®á  ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á § ¤ ®© £ ãáá®¢®© ªà¨¢¨§®© K(n) ª ª äãªæ¨¥© ®à¬ «¨.Ǒ®«¥§® § ¬¥â¨âì, çâ® ã á ¬®£® �. �. � ãáá  ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¡ë« ¯¥à¢¨ç . � ªà¨¢¨§  ¡ë«  ýã¤¥«ì®©þ, â. ¥. ®¯à¥¤¥«ï« áì ª ª äãªæ¨ï â®çª¨,   ¥ ¬®-�¥áâ¢ . �ëè¥ ¡ë«® à áá¬®âà¥® ®¡®¡é¥®¥ à¥è¥¨¥ ¯à®¡«¥¬ë �¨ª®¢áª®£® ¨ ãª § ë ¯à ¢«¥¨ï ¤ «ì¥©è¨å ®¡®¡é¥¨©.�á«¨ �¥ K(n) | § ¤  ï £« ¤ª ï äãªæ¨ï â®çª¨, â® ¢®§¨ª ¥â ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ -¨¨ ¤®áâ â®ç® £« ¤ª®£® à¥è¥¨ï ¯à®¡«¥¬ë �¨ª®¢áª®£®. � ª ï § ¤ ç  à¥è « áì ¤¢ã¬ïà §ë¬¨ ¯ãâï¬¨. �¨¡® ¨áá«¥¤ã¥âáï áâ¥¯¥ì £« ¤ª®áâ¨ ®¡®¡é¥®£® à¥è¥¨ï ¢ § ¢¨á¨¬®-áâ¨ ®â £« ¤ª®áâ¨ K(n), «¨¡® § ¤ ç  á¢®¤¨âáï ª ¯à®¡«¥¬¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª« áá¨ç¥áª®£®à¥è¥¨ï ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ãà ¢¥¨ï �®�  { �¬¯¥à . � ¢ â®¬ ¨ ¢ ¤àã£®¬ á«ãç ¥ý£« ¤ªãîþ ¯à®¡«¥¬ã �¨ª®¢áª®£® á¢®¤ïâ ª ¯®«ãç¥¨î  ¯à¨®àëå ®æ¥®ª à¥è¥¨© ã¯®-¬ïãâëå ãà ¢¥¨©, á¬. ª¨£¨ [173, £«. 7℄, [174℄ ¨ áâ âì¨ [223, 255, 326℄.� [173℄ £« ¤ª ï ¯à®¡«¥¬  �¨ª®¢áª®£® ¢ E3 ®¡®¡é¥    á«ãç © f(R1, R2) = ϕ(n),£¤¥ ϕ | § ¤  ï äãªæ¨ï ¤«ï äãªæ¨¨ f ¤®¢®«ì® ®¡é¥£® ¢¨¤ . �î¤  ¯à¨¬ëª îââ ª�¥ à¥§ã«ìâ âë à ¡®â [141, 142, 324℄. � ¯à®¡«¥¬¥ �¨ª®¢áª®£® ¢ ¯á¥¢¤®¥¢ª«¨¤®¢®¬¯à®áâà áâ¢¥ á¬. [92, 209, 210℄.6. �« ¤ª ï ¯à®¡«¥¬  �¨ª®¢áª®£® ¢ En+1 ¤®¯ãáª ¥â ®¡®¡é¥¨¥   á«ãç © § ¤ ¨ï¢¬¥áâ® (R1 · · ·Rn)−1 = ϕ(n) ¤àã£®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© äãªæ¨¨ Sk = ∑
iα 6=iβ Ri1 · · ·Rik£« ¢ëå à ¤¨ãá®¢ ªà¨¢¨§ë, â. ¥. áâ ¢¨âáï ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¢ En+1 ¢ë¯ãª«®©£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨, ¤«ï ª®â®à®© ¢ â®çª¥ á ¢¥è¥© ®à¬ «ìî n äãªæ¨ï Sk(n) = ϕ(n),£¤¥ ϕ(n) > 0 |  ¯¥à¥¤ § ¤  ï äãªæ¨ï   ¥¤¨¨ç®© £¨¯¥àáä¥à¥ Sn.�â  § ¤ ç  ¤«ï ª �¤®£® k > 1 á¢®¤¨âáï ª ¯®¨áª ¬ à¥è¥¨ï ¥«¨¥©®£® í««¨¯â¨ç¥-áª®£® ãà ¢¥¨ï   Sn ®â®á¨â¥«ì® ®¯®à®© äãªæ¨¨ ¨áª®¬®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. Ǒà¨

k = 1 íâ® | ¨§¢¥áâ ï ¯à®¡«¥¬  �à¨áâ®ää¥«ï. �¥ à¥è¥¨¥ á¢®¤¨âáï ª «¨¥©®¬ã¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î �2p+np = f(n), £¤¥ p(n) | ¨áª®¬ ï ®¯®à ï äãªæ¨ï,  �2 | ®¯¥à â®à �¥«ìâà ¬¨   Sn. � à¥è¥¨¨ ¯à®¡«¥¬ë �à¨áâ®ää¥«ï ¨ ¥¥ ®¡®¡é¥¨ïåá¬. [173, £«. 7℄, [99, 155, 203, 204℄.�á¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ë¥ § ¤ ç¨ ¤®¯ãáª îâ ®¡®¡é¥¨ï   á«ãç © í«¥¬¥â àëå á¨¬-¬¥âà¨ç¥áª¨å äãªæ¨© ®â â ª  §ë¢ ¥¬ëå ý®â®á¨â¥«ìëåþ (ãá«®¢ëå) £« ¢ëå à ¤¨ã-á®¢ ªà¨¢¨§ë, á¬. [63, 124, 125℄.18)Ǒãªâë 5 ¨ 6 ¤®¡ ¢«¥ë �. �. � «£ ««¥à®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥ç ¨©.



�«   ¢   VIII�¢ï§ì ãá«®¢¨ï à ¢¥áâ¢  ¬®£®£à ¨ª®¢á ¯ à ««¥«ìë¬¨ £à ï¬¨á ¤àã£¨¬¨ § ¤ ç ¬¨
� íâ®© £« ¢¥ ¯®¤ ¬®£®£à ¨ª®¬ ¢á¥£¤  ¯®¨¬ ¥âáï â¥«¥áë© ª®¥çë©¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª.�¡é¥¥ ãá«®¢¨¥ à ¢¥áâ¢  ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ £à ï¬¨, ¢ë-¢¥¤¥®¥ ¢ § 3 £« ¢ë VI, ¨¬¥¥â áãé¥áâ¢¥ë¥ ¯à¨«®�¥¨ï ¢ ¥ª®â®àëå § -¤ ç å,   ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤ ¨ª ª á ¨¬ ¥ á¢ï§ ëå.�®¡áâ¢¥® £®¢®àï, £« ¢ë¥ ¯à¨¬¥¥¨ï ¯®«ãç ¥â â¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£®® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¨ à ¢®¢¥«¨ª¨¬¨ £à ï¬¨ 1).Ǒ¥à¢ë© ¯ à £à ä íâ®© £« ¢ë, ¯®á¢ïé¥ë© à §¡¨¥¨î ¯à®áâà áâ¢   à ¢ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ¨ª ª ¥ á¢ï§  á® á«¥¤ãîé¨¬¨. Ǒ à £à äë �¥2 ¨ 3,  ¯à®â¨¢, ®â®áïâáï ª ®¤®¬ã ªàã£ã ¢®¯à®á®¢, ª®â®àë© ¢ ®¡é¥© ¯®-áâ ®¢ª¥ ¤«ï «î¡ëå ¢ë¯ãª«ëå â¥« á«ã�¨â ¯à¥¤¬¥â®¬ ¨§ïé®© ¨ ¡®£ â®©á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ â¥®à¨¨,  §ë¢ ¥¬®© ýâ¥®à¨¥© á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢þ.

§ 1. Ǒ à ««¥«®í¤àë1. Ǒ à ««¥«®í¤à®¬  §ë¢ ¥âáï ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ®¡« ¤ îé¨©â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ®, ¯à¨ª« ¤ë¢ ï ¥£® íª§¥¬¯«ïàë ¤àã£ ª ¤àã£ã ¢ ¯ à ««¥«ì-®¬ à á¯®«®�¥¨¨ ¯® æ¥«ë¬ £à ï¬, ¬®�® § ¯®«¨âì ¡¥§ ¯à®¬¥�ãâª®¢¢á¥ ¯à®áâà áâ¢®. Ǒà®áâ¥©è¨¥ ¯à¨¬¥àë ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ªã¡ ¨ ¯à ¢¨«ì ïè¥áâ¨£à  ï ¯à¨§¬ .� ¤ ç  á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë  ©â¨ ¢á¥ ¢®§¬®�ë¥ ¯ à ««¥«®í¤àë. �â®®§ ç ¥â, ¢®-¯¥à¢ëå,  ©â¨ ¢á¥ ¢®§¬®�ë¥ ¨å â¨¯ë á â®çª¨ §à¥¨ï áâà®¥¨ï,  ¢®-¢â®àëå, ãª § âì ¤«ï ª �¤®£® â ª®£® â¨¯  â¥ ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¤ ë¥, ¯à¨ª®â®àëå ¬®£®£à ¨ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® áâà®¥¨ï ¡ã¤¥â ¯ à ««¥«®í¤à®¬,â. ¥. ¡ã¤¥â ¤®¯ãáª âì § ¯®«¥¨¥ ¢á¥£® ¯à®áâà áâ¢  ¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£®¯à¨ª« ¤ë¢ ¨ï ¯® æ¥«ë¬ £à ï¬.1)�â® § ¬¥ç ¨¥ áãé¥áâ¢¥® ¢ â®¬ ®â®è¥¨¨, çâ® â¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£® ¢¥à  ¢¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©,   ¯®â®¬ã ¨ á«¥¤áâ¢¨ï ¥¥, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¯®«ãç¥ë,®¡« ¤ îâ â®© �¥ áâ¥¯¥ìî ®¡é®áâ¨.



��. VIII: § 1. Ǒ������������ 347�â  § ¤ ç  ¨â¥à¥á  ¥ â®«ìª® á ¬  ¯® á¥¡¥, ® â ª�¥ ¢¢¨¤ã ¥¥ á¢ï§¨ áªà¨áâ ««®£à ä¨¥© ¨ â¥®à¨¥© ç¨á¥«. � ¤ ç  ¡ë«  à¥è¥  ¢¯¥à¢ë¥ ¢¥«¨ª¨¬àãááª¨¬ ªà¨áâ ««®£à ä®¬ �. �. �ñ¤®à®¢ë¬ ¢ 1890 £. [215℄. �¤ ª® ¢ ¥£®à¥è¥¨¨ ¡ë« áãé¥áâ¢¥ë© ¯à®¡¥«: �. �. �ñ¤®à®¢ ¥ ¤®ª § « â®£®, çâ® ¢áï-ª¨© ¯ à ««¥«®í¤à ¨¬¥¥â æ¥âà á¨¬¬¥âà¨¨, å®âï ¨ ¯®«ì§®¢ «áï íâ¨¬ ä ªâ®¬.�â®â ¯à®¡¥« ¡ë« ¢®á¯®«¥ �. �¨ª®¢áª¨¬   ®á®¢ ¨¨ ¥£® â¥®à¥¬ë ® à -
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�¨á. 134

¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á à ¢®¢¥«¨ª¨¬¨ ¨ ¯ à «-«¥«ìë¬¨ £à ï¬¨. �§¢¥áâ®, çâ® �. �¨ª®¢áª¨©¯à¨è¥« ª íâ®© ®¡é¥© â¥®à¥¬¥ ¢ ¯®¨áª å ¤®ª § â¥«ì-áâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï æ¥âà  ã ¯ à ««¥«®í¤à®¢.�®ª § ¢ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ æ¥âà , ¬ë ¤ ¤¨¬ ¯®â®¬¢ë¢®¤ ¯ à ««¥«®í¤à®¢ ¯® �. �. �¥«®¥. �â®â ¢ë-¢®¤ �. �. �¥«®¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ®¡à §æ®¬ ªà á¨-¢®£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯®áâà®¥¨ï 2).2. �¥®à¥¬  1. �á«¨ £à ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à -¨ª  ¯®¯ à® à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë, â. ¥. á®¢¬¥-é îâáï ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬, â® ª ª á ¬ ¬®-£®£à ¨ª, â ª ¨ ¢á¥ ¥£® £à ¨ ¨¬¥îâ æ¥âàëá¨¬¬¥âà¨¨.Ǒãáâì P | ¬®£®£à ¨ª, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë,   P ′ | ¬®£®£à ¨ª, á¨¬¬¥â-à¨çë© á P ®â®á¨â¥«ì® ª ª®©-«¨¡® â®çª¨ O.Ǒãáâì G, G1 | à ¢ë¥ ¨ ¯ à ««¥«ìë¥ £à ¨   P ,  G′, G′1 | á¨¬¬¥âà¨çë¥ ¨¬ £à ¨   P ′. �ç¥¢¨¤-®, £à ¨ G ¨ G′1 (  â ª�¥ G1 ¨ G′) ¨¬¥îâ ¯ à «-«¥«ìë¥ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ (à¨á. 134). �à®¬¥ â®£®,®¨ à ¢®¢¥«¨ª¨. � ª ª ª íâ® ¢¥à® ¤«ï «î¡®© £à ¨ G ¬®£®£à ¨ª  P ,â®   ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£® § ª«îç ¥¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ P ¨
P ′ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë. �® «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï:�á«¨ ª ª ï-«¨¡® ä¨£ãà  F à ¢  ¨ ¯ à ««¥«ì  ä¨£ãà¥ F ′, á¨¬¬¥âà¨ç®©á F ®â®á¨â¥«ì® ª ª®©-«¨¡® â®çª¨, â® F ¨¬¥¥â æ¥âà á¨¬¬¥âà¨¨ 3). �«¥-¤®¢ â¥«ì®, ¬®£®£à ¨ª P ¨¬¥¥â æ¥âà á¨¬¬¥âà¨¨. Ǒ®íâ®¬ã ¥£® £à ¨ G2)� á¢ï§¨ ¯ à ««¥«®í¤à®¢ á £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ªà¨áâ ««®£à ä¨¥© á¬. [97, £«. III℄.3)�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤® ¨§ à¨á. 135. Ǒãáâì ä¨£ãàë F ¨ F ′ á¨¬¬¥âà¨çë ®â®á¨-â¥«ì® â®çª¨ O ¨ ªà®¬¥ â®£® à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë, a | ¢¥ªâ®à ¯¥à¥®á  ®â F ª F ′ ¨
O′ | â ª ï â®çª , çâ® −−→O′O = a2 . Ǒãáâì X | «î¡ ï â®çª  ä¨£ãàë F , X ′ | á¨¬¬¥â-à¨ç ï ¥© â®çª  ä¨£ãàë F ′,   X | â  â®çª  ä¨£ãàë F , ª®â®à®© X ′ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¯ à ««¥«ì®¬ã ¯¥à¥®áã. �®£¤  O′O = 12 XX ′, ¨ ¯®â®¬ã O′O ¥áâì áà¥¤ïï «¨¨ï âà¥-ã£®«ì¨ª  XX ′X. �«¥¤®¢ â¥«ì®, â®çª¨ X ¨ X á¨¬¬¥âà¨çë ®â®á¨â¥«ì® O′. �â¨¬¤®ª § ®, çâ® ¢ ä¨£ãà¥ F ª �¤®© â®çª¥ X ®â¢¥ç ¥â â®çª  X, á¨¬¬¥âà¨ç ï á X ®â®á¨-â¥«ì® O′. �«¥¤®¢ â¥«ì®, O′ ¥áâì æ¥âà á¨¬¬¥âà¨¨ ä¨£ãàë F .



348 �. �. �����������¨ G′ ¥ â®«ìª® à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë, ® â ª�¥ á¨¬¬¥âà¨çë ®â®á¨â¥«ì®æ¥âà  á¨¬¬¥âà¨¨ ¬®£®£à ¨ª . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® â®© �¥ ®¡é¥© ¯à¨-ç¨¥ ¨ ª �¤ ï £à ì G ¬®£®£à ¨ª  P ¨¬¥¥â æ¥âà á¨¬¬¥âà¨¨.�§ â¥®à¥¬ë 1 «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï�¥®à¥¬  2. �áïª¨© ¯ à ««¥«®í¤à ¨ ¢á¥ ¥£® £à ¨ ¨¬¥îâ æ¥âàë á¨¬-¬¥âà¨¨.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬ª ª®¥-«¨¡® § ¯®«¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ ¯ à ««¥-«®í¤à ¬¨. Ǒãáâì G0 | £à ì ¯ à ««¥«®í¤à  P0; ¯® ¥© ª P0 ¯à¨«¥£ ¥â á«¥-¤ãîé¨© ¯ à ««¥«®í¤à P1. Ǒà¨ ¯ à ««¥«ì®¬ ¯¥à¥®á¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¬ P0 ¢
P1, £à ì G0 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ £à ì G1 â®£® �¥ ¯ à ««¥«®í¤à  P1. �«¥¤®¢ â¥«ì-®, ª �¤®© £à ¨ ¯ à ««¥«®í¤à  ®â¢¥ç ¥â   ¥¬ �¥ à ¢ ï ¨ ¯ à ««¥«ì ï
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¥© £à ì, ®âªã¤    ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë 1á«¥¤ã¥â, çâ® á ¬ ¯ à ««¥«®í¤à ¨ ¢á¥ ¥£®£à ¨ ¨¬¥îâ æ¥âàë á¨¬¬¥âà¨¨.(� ª ª ª â¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£® ¢¥à ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©,â® â¥¬ �¥ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ îâ â¥®à¥-¬ë 1, 2.)3. �«ï â®£® çâ®¡ë ¢ë¢¥áâ¨ ¢á¥ â¨¯ë¯ à ««¥«®í¤à®¢ âà¥å¬¥à®£® ¯à®áâà -áâ¢ ,  ¬ ã�® à¥è¨âì á ç «    «®-£¨çãî § ¤ çã ¤«ï ¯«®áª®áâ¨, â. ¥.  ©-â¨ ¢á¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ª®â®-àë¬¨ ¬®�® § ¯®«ïâì ¯«®áª®áâì, ¯à¨-ª« ¤ë¢ ï ¨å ¯ à ««¥«ì® ¤àã£ ¤àã£ã ¯®æ¥«ë¬ áâ®à® ¬. � ª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ §ë¢ îâáï ¯ à ««¥«®£® ¬¨ (à¨á. 136).�¥®à¥¬  3. Ǒ à ««¥«®£® ¬¨ ï¢«ïîâáï ¢áïª¨© ¯ à ««¥«®£à ¬¬ ¨ ¢áï-ª¨© è¥áâ¨ã£®«ì¨ª á æ¥âà®¬ á¨¬¬¥âà¨¨; ¤àã£¨å ¯ à ««¥«®£®®¢ ¥â.�®, çâ® ¢áïª¨© ¯ à ««¥«®£® ¨¬¥¥â æ¥âà á¨¬¬¥âà¨¨, ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª�¥, ª ª â¥®à¥¬  2, á â¥¬ ã¯à®é¥¨¥¬, çâ® §¤¥áì ¥â  ¤®¡®áâ¨ ááë« âìáï  ®¡éãî â¥®à¥¬ã 1. � ¡¥§ â®£® ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª á ¯®¯ à®à ¢ë¬¨ ¨ ¯ à ««¥«ìë¬¨ áâ®à® ¬¨ ¨¬¥¥â æ¥âà.� áá¬®âà¨¬ ª ª®¥-«¨¡® § ¯®«¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ¯ à ««¥«®£® ¬¨. Ǒãáâì
P0 | ®¤¨ ¨§ ¯ à ««¥«®£®®¢ ¨ P1 | ¯ à ««¥«®£®, á¬¥�ë© á P0 ¯® áâ®-à®¥ AB (à¨á. 137). � ª ª ª ã P1 ¥áâì à ¢ ï ¨ ¯ à ««¥«ì ï áâ®à® 
A1B1 ¨ P1 | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, â® ® á®¤¥à�¨â æ¥«ë© ¯ à ««¥«®-£à ¬¬ ABB1A1. �á«¨ P1 á¢®¤¨âáï ª íâ®¬ã ¯ à ««¥«®£à ¬¬ã, â® ®áãé¥áâ¢-«ï¥âáï ¯¥à¢ ï ¢®§¬®�®áâì, ãª §  ï ¢ â¥®à¥¬¥.�áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¯ à ««¥«®£® ¡ã¤¥â è¥áâ¨-ã£®«ì¨ª®¬.



��. VIII: § 1. Ǒ������������ 349�á«¨ P1,   § ç¨â, ¨ P0 ¥ á¢®¤ïâáï ª ¯ à ««¥«®£à ¬¬ã, â® ¨§ ¢¥àè¨ëA ã¨å ¨áå®¤ïâ áâ®à®ë AC, AD, ¥ ï¢«ïîé¨¥áï ®¤  ¯à®¤®«�¥¨¥¬ ¤àã£®© 4).Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ª ¢¥àè¨¥ A ¬®�¥â ¯à¨«¥£ âì ¥é¥ â®«ìª® ®¤¨¯ à ««¥«®£®.
�¨á. 136�®¯ãáâ¨¬, çâ® íâ® ¥ â ª; â®£¤  ª P0 ¯® áâ®à®¥ AC ¯à¨«¥£ ¥â ¯ à ««¥-«®£® P2 á® áâ®à®®© AE, ®â«¨ç®© ®â AD (á¬. à¨á. 137). Ǒà®¢¥¤¥¬ ¯à®¤®«-�¥¨¥ a áâ®à®ë AB. �â®à®  AE ¥ ¬®�¥â «¥� âì   íâ®¬ ¯à®¤®«�¥¨¨,â ª ª ª â®£¤  ¯ à ««¥«®£® P2 ¥ ¬®£ ¡ë á®¤¥à� âì ¯ à ««¥«®£à ¬¬ , à ¢-®£® ¨ ¯ à ««¥«ì®£® ¯ à ««¥«®£à ¬¬ã ABB1A1. � «¥¥, áâ®à®  AE ¥¬®�¥â «¥� âì ¯® âã �¥ áâ®à®ã ®â «¨¨¨ a, çâ® ¨ áâ®à®  AC, ¨¡® â®£¤  ã¯ à ««¥«®£®  P2 ¥ ¬®£«® ¡ë ¡ëâì áâ®à®ë, ¯ à ««¥«ì®© AB (¨ ç¥ ®®ª § «áï ¡ë ¥¢ë¯ãª«ë¬).�â ª, áâ®à®  AE «¥�¨â ¯® ¤àã£ãî áâ®à®ã ®â «¨¨¨ a. �® ª ¯ à ««¥«®-£®ã P1 ¯® áâ®à®¥ AD ¯à¨«¥£ ¥â ¯ à ««¥«®£® P3, ¤«ï ª®â®à®£® ¢¥à® â®�¥ à ááã�¤¥¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯ à ««¥«®£®ë P2 ¨ P3 ¯¥à¥ªàë¢ îâáï,  íâ® ¢®§¬®�® «¨èì, ¥á«¨ ®¨ á®¢¯ ¤ îâ, â. ¥. ¥á«¨ AE á®¢¯ ¤ ¥â á AD.�â ª, ¯ à ««¥«®£® P2 ¥¨§¡¥�® ¯à¨«¥£ ¥â ª P0 ¨ P1 ¯® áâ®à® ¬ AC¨ AD. �® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥, ¯®«ì§ãïáì â¥¬, çâ® ¢á¥ íâ¨ ¯ à ««¥«®£®ë à ¢-ë, ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë ¨ ¨¬¥îâ æ¥âàë á¨¬¬¥âà¨¨, ¬ë ¥¬¥¤«¥®ã¡¥�¤ ¥¬áï ¢ â®¬, çâ® ®¨ ï¢«ïîâáï è¥áâ¨ã£®«ì¨ª ¬¨. (� ª ª ª P2 à ¢¥¨ ¯ à ««¥«¥ P0 ¨ P1, â® ã ¥£® ¥áâì ã£«ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨å ã£« ¬ A.� ª ª ª P2 ¨¬¥¥â æ¥âà, â® íâ¨¬ ã£« ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ á¨¬¬¥âà¨çë¥. �®£¤ ¨§ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ïá®, çâ® P2 ¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì ¨ª ª¨å ¤àã£¨å ã£«®¢, ªà®¬¥¯®«ãç¥ëå è¥áâ¨.)�®, çâ® ¢áïª¨© ¯ à ««¥«®£à ¬¬ ¨ ¢áïª¨© è¥áâ¨ã£®«ì¨ª á æ¥âà®¬ ¤¥©-áâ¢¨â¥«ì® ¬®£ãâ § ¯®«ïâì ¯«®áª®áâì, ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®.4)�â® áâ ®¢¨âáï á®¢¥àè¥® ®ç¥¢¨¤ë¬, ¥á«¨ ¢á¯®¬¨âì, çâ® ¯ à ««¥«®£®ë P0 ¨

P1 á®¤¥à� â ¯ à ««¥«®£à ¬¬ë, ¯à¨«¥£ îé¨¥ ¯® áâ®à®¥ AB, ¢ á¨«ã ç¥£® áâ®à®ë AC¨ AD ¬®£ãâ á«ã�¨âì ¯à®¤®«�¥¨¥¬ ¤àã£ ¤àã£  «¨èì â®£¤ , ª®£¤  ®¨ á ¬¨ ï¢«ïîâáïáâ®à® ¬¨ íâ¨å ¯ à ««¥«®£à ¬¬®¢.



350 �. �. �����������4. �¡à â¨¬áï â¥¯¥àì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ª ¢ë¢®¤ã ¯ à ««¥«®í¤à®¢.A) �á¥ £à ¨ ®¤®£® ¯ à ««¥«®í¤à , ¯ à ««¥«ìë¥ «î¡®¬ã ¤ ®¬ã ¥£®à¥¡àã L, ®¡à §ãîâ ú§ ¬ªãâãî §®ãû, â. ¥. æ¨ª«¨ç¥áªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-®áâì £à ¥©, ¯à¨«¥£ îé¨å ®¤  ª ¤àã£®© ¯® à¥¡à ¬, ¯ à ««¥«ìë¬ L.
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�¨á. 137 �¨á. 138Ǒà®¥ªæ¨ï ¯ à ««¥«®í¤à  ¢¤®«ì à¥¡à  L ¥áâì ¬®£®ã£®«ì¨ª, ¢á¥ áâ®à®ëª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ £à ¥© §®ë. �¥¡à® L  §ë¢ ¥âáï à¥¡à®¬§®ë (à¨á. 138).Ǒãáâì L1 | à¥¡à® ¯ à ««¥«®í¤à  P ¨ G1 | £à ì á íâ¨¬ à¥¡à®¬. � ªª ª £à ì G1 ¨¬¥¥â æ¥âà á¨¬¬¥âà¨¨, â® ã ¥¥ ¥áâì ¥é¥ à¥¡à® L2, à ¢®¥¨ ¯ à ««¥«ì®¥ L1. � £à ¨ G1 ¯® à¥¡àã L2 ¯à¨«¥£ ¥â ¥é¥ £à ì G2, ãª®â®à®© ®¯ïâì-â ª¨ ¥áâì à¥¡à® L3, à ¢®¥ ¨ ¯ à ««¥«ì®¥ L2, ¨ â. ¤.�¢¨¤ã ª®¥ç®áâ¨ ç¨á«  £à ¥©, ¯®«ãç îé¨åáï â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì®áâì £à ¥© G1, G2, . . . ¤®«�  § ¬ªãâìáï.�á«¨ á¯à®¥ªâ¨à®¢ âì ¯ à ««¥«®í¤à   ¯«®áª®áâì ¢¤®«ì à¥¡à  L, â® ¢á¥£à ¨, ¯ à ««¥«ìë¥ íâ®¬ã à¥¡àã, á¯à®¥ªâ¨àãîâáï ¢ ¯àï¬®«¨¥©ë¥ ®âà¥§-ª¨, ¨ ®¤¨ ¨§ ª®â®àëå ¥ ¡ã¤¥â «¥� âì ¢ãâà¨ ¯à®¥ªæ¨¨ 5): ¨ ç¥ ¯ à ««¥-«®í¤à ¥ «¥� « ¡ë ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à ¨, ¢®¯à¥ª¨ ¥£®¢ë¯ãª«®áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã ¯à®¥ªæ¨¨ ¢á¥å £à ¥© §®ë ¤®«�ë «¥� âì   £à -¨æ¥ ¯à®¥ªæ¨¨ ¯ à ««¥«®í¤à , ¨ â ª ª ª §®  § ¬ëª ¥âáï, â® ¢á¥ áâ®à®ë¯à®¥ªæ¨¨ áãâì ¯à®¥ªæ¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå £à ¥© §®ë.5)�¤¥áì, ª ª ¨ ¢áî¤ã ¤ «ìè¥, ¥ ®¡ï§ â¥«ì®, çâ®¡ë ¯«®áª®áâì ¯à®¥ªæ¨¨ ¡ë«  ¯¥à-¯¥¤¨ªã«ïà  ª  ¯à ¢«¥¨î ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï.



��. VIII: § 1. Ǒ������������ 351B) � § ¯®«¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢  ¯ à ««¥«®í¤àë, á¬¥�ë¥ ¯® £à ï¬ ®¤®©§®ë ¨ ¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥ëå ¯à®¤®«�¥¨©, ®¡à §ãîâ ¥¯à®¨æ ¥¬ë© á«®©, â. ¥.á«®©, à §¡¨¢ îé¨© ¯à®áâà áâ¢®. Ǒà®¥ªæ¨ï íâ®£® á«®ï ¢¤®«ì à¥¡à  §®ë¤ ¥â à §¡¨¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨   ¯ à ««¥«®£®ë.� áá¬®âà¨¬ à §¡¨¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢    ¯ à ««¥«®í¤àë. �®§ì¬¥¬ ¢ ¥¬ª ª®©-«¨¡® ¯ à ««¥«®í¤à P0 ¨ ª ª®¥-«¨¡® ¥£® à¥¡à® L0. Ǒ® ¤®ª § ®¬ã,à¥¡àã L0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â § ¬ªãâ ï §®  £à ¥©. �¥áª®¥çãî ¯à¨§¬ã, ®£à -¨ç¥ãî ¯«®áª®áâï¬¨ íâ¨å £à ¥©,  §®¢¥¬ §® «ì®© ¯à¨§¬®©. �¥ç¥¨¥§® «ì®© ¯à¨§¬ë ¯«®áª®áâìî ¨ ¥áâì ¯à®¥ªæ¨ï ¯ à ««¥«®í¤à  ¢¤®«ì à¥¡-à  L0   ¤ ãî ¯«®áª®áâì.Ǒ® £à ¨ G, á®¤¥à� é¥© à¥¡à® L0, ª ¯ à ««¥«®í¤àã P0 ¯à¨«¥£ ¥â ¯ à «-«¥«®í¤à P1,   ¯® £à ¨, ¯ à ««¥«ì®© G, ª P0 ¯à¨«¥£ ¥â ¯ à ««¥«®í¤à P−1;
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¤ «¥¥, ª P1 ¨ P−1 ¯® £à ï¬, ¯ à «-«¥«ìë¬ G, ¯à¨«¥£ îâ ¯ à ««¥«®-í¤àë P2 ¨ P−2 ¨ â. ¤. � ª¨¬ ¯ãâ¥¬¯®«ãç ¥¬ «¨¥©ë© àï¤ ¯ à ««¥«®-í¤à®¢ ¨ ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ àï¤ R0 ¨å §®- «ìëå ¯à¨§¬ �i. �â®â àï¤ §® «ì-ëå ¯à¨§¬ à §¡¨¢ ¥â ¯à®áâà áâ¢®.(�¬. à¨á. 139, £¤¥ ¨§®¡à �¥ë ¯à®-¥ªæ¨¨ ¯ à ««¥«®í¤à®¢ ¢¤®«ì à¥¡-à  L0.)Ǒ® ¤àã£®© £à ¨ G′, á®¤¥à� é¥©à¥¡à® L0, ª ¯ à ««¥«®í¤àã P0 ¯à¨«¥-£ ¥â ¯ à ««¥«®í¤à P ′0. � ¯à¨«¥£ ¥ââ ª�¥ ª P1 ¯® à¥¡àã L0. � ª ª ª ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ®¡é¥¬ à¥¡à¥ L0 ¯ -à ««¥«®í¤à®¢ P0, P1, P ′0 ¥ ¢å®¤ïâ ¤àã£ ¢ ¤àã£ , â® ¨ §® «ìë¥ ¯à¨§¬ëâ ª�¥ ¥ ¢å®¤ïâ ¤àã£ ¢ ¤àã£ .Ǒà¨ª« ¤ë¢ ï ª ¯ à ««¥«®í¤àã P ′0 ¯ à ««¥«®í¤àë P ′1, P ′−1 ¯® £à ï¬, ¯ -à ««¥«ìë¬ £à ¨ G, ¨ â. ¤., ¯®«ãç¨¬ ®¢ë© «¨¥©ë© àï¤ ¯ à ««¥«®í¤à®¢¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® àï¤ R1 ¨å §® «ìëå ¯à¨§¬. �® «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ®àï¤ë R0 ¨ R1 §® «ìëå ¯à¨§¬ ¯à¨«¥£ îâ ¤àã£ ª ¤àã£ã ¡¥§ ¯à®á¢¥â®¢ ¨  -«¥£ ¨©. �«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¯ à ««¥«®í¤àë, áå®¤ïé¨¥áï ¢ à¥¡à¥ L0.� �¤ë© ¨§ ¨å á®¤¥à�¨âáï ¢ ¤¢ã£à ®¬ ã£«¥ á à¥¡à®¬, á®¤¥à� é¨¬ L0. �íâ®¬ �¥ ¤¢ã£à ®¬ ã£«¥ á®¤¥à�¨âáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï §® «ì ï ¯à¨§¬ ,¨ ¯«®áª®áâ¨ £à ¥© íâ®© ¯à¨§¬ë, áå®¤ïé¨¥áï ¢ L0, á®¢¯ ¤ îâ á £à ï¬¨ãª § ®£® ¤¢ã£à ®£® ã£« . Ǒ®íâ®¬ã §® «ìë¥ ¯à¨§¬ë à á¯®« £ îâáï¢®ªàã£ à¥¡à , á®¤¥à� é¥£® L0, ¡¥§ ¯à®á¢¥â®¢ ¨  «¥£ ¨©. � ª ª ª ¯ -à ««¥«®í¤àë ¨¬¥îâ æ¥âàë á¨¬¬¥âà¨¨, â® §® «ìë¥ ¯à¨§¬ë â ª�¥ ¨¬¥îâæ¥âàë á¨¬¬¥âà¨¨ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ á¥ç¥¨¨ ¯à¨§¬ ¯«®áª®áâìî, ¥ ¯ à «-«¥«ì®© à¥¡àã L0, ¯®«ãç îâáï æ¥âà «ì®-á¨¬¬¥âà¨çë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨,



352 �. �. �����������à á¯®« £ îé¨¥áï ¢®ªàã£ ®¡é¥© ¢¥àè¨ë ¡¥§ ¯à®á¢¥â®¢ ¨  «¥£ ¨©. �à®-¬¥ â®£®, íâ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ®ç¥¢¨¤®, à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.�® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥, ª ª ¬ë ã¡¥¤¨«¨áì ¯à¨ ¢ë¢®¤¥ ¯ à ««¥«®£®®¢, ¨¬¥îâáï«¨èì ¤¢¥ ¢®§¬®�®áâ¨: ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ ï¢«ïîâáï «¨¡® ¯ à ««¥«®£à ¬¬ -¬¨, «¨¡® è¥áâ¨ã£®«ì¨ª ¬¨. � ®âáî¤  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢¨¤®, çâ® àï¤ë¯à¨§¬ R0 ¨ R1 ¯à¨«¥£ îâ ¡¥§ ¯à®á¢¥â®¢ ¨  «¥£ ¨©.Ǒà®¤®«� ï â¥¯¥àì ¯à¨ª« ¤ë¢ ¨¥ á«¥¤ãîé¨å àï¤®¢ ¯ à ««¥«®í¤à®¢ ¢®¡¥ áâ®à®ë ®â ¨áå®¤®£® àï¤  R0, ¯®«ãç¨¬ æ¥«ë© á«®© ¯ à ««¥«®í¤à®¢.Ǒà¨ íâ®¬ ¯® ¤®ª § ®¬ã §® «ìë¥ ¯à¨§¬ë ¡¥§ ¯à®á¢¥â®¢ ¨  «¥£ ¨©§ ¯®«ïâ ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢®,   â ª ª ª ¯à¨«¥£ ¨î ¯à¨§¬ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à¨-«¥£ ¨¥ ¯ à ««¥«®í¤à®¢ ¯® £à ï¬ §®, â® ¯®áâà®¥ë©  ¬¨ á«®© ¯ à «-«¥«®í¤à®¢ ¡ã¤¥â ¥¯à®¨æ ¥¬ë¬. �à®¬¥ â®£®, ¬ë ã¡¥¤¨«¨áì ¢ â®¬, çâ®,¯à®¥ªâ¨àãï íâ®â á«®©   ¯«®áª®áâì ¢¤®«ì à¥¡à  §®ë, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ à §¡¨-¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨   ¯ à ««¥«®£®ë.C) �á«¨ ¯ à ««¥«®í¤àë P ¨ P ′ «¥� â ¢ á®á¥¤¨å á«®ïå ¨ ¨å §® «ìë¥¯à®¥ªæ¨¨, â. ¥. ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¤®«ì à¥¡à  §®ë, ¯¥à¥ªàë¢ îâáï, â® ®¡é ï ç áâì¯à®¥ªæ¨© ¥áâì ¯à®¥ªæ¨ï ¨å ®¡é¥© £à ¨.�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® á«¥¤ã¥â, çâ® ¢áï á¨áâ¥¬  ¯ à ««¥«®í¤à®¢, § ¯®«ïîé¨å¯à®áâà áâ¢®, à á¯ ¤ ¥âáï   á«®¨, ®¡à §ã¥¬ë¥ ¯ à ««¥«®í¤à ¬¨, á¬¥�ë-¬¨ ¯® £à ï¬ ¤ ®© §®ë ¨ ¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥ëå ¯à®¤®«�¥¨©. �¢  á«®ï S ¨ S′,¨¬¥îé¨¥ ®¡é¨¥ â®çª¨, ¤®«�ë ¯®«®áâìî ¯à¨«¥£ âì ¤àã£ ª ¤àã£ã, â ª çâ®¬¥�¤ã ¨¬¨ ã�¥ ¥â ¯ãáâ®â: ¨ ç¥ â ª ï ¯ãáâ®â  § ¯®«ï« áì ¡ë ª ª¨¬-â®¯ à ««¥«®í¤à®¬, ¨áå®¤ï ¨§ ª®â®à®£® ¬ë ¯®áâà®¨«¨ ¡ë á«®©, ª®â®àë© ¢¢¨¤ã¥£® ¥¯à®¨æ ¥¬®áâ¨ à §¤¥«¨« ¡ë á«®¨ S ¨ S′.Ǒãáâì §® «ìë¥ ¯à®¥ªæ¨¨ ¯ à ««¥«®í¤à®¢ P ¨ P ′ ¨§ á®á¥¤¨å á«®¥¢ S¨ S′ ¯¥à¥ªàë¢ îâáï ¨ ¯ãáâì A | «î¡ ï ¨å ®¡é ï ¢ãâà¥ïï â®çª . Ǒàï-¬ ï l, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ A ¯ à ««¥«ì® à¥¡àã §®ë, ¯¥à¥á¥ª ¥â ®¡  ¯ à «-«¥«®í¤à  ¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¤àã£¨å ¯ à ««¥«®í¤à®¢ ¨§ â¥å �¥ á«®¥¢, ¯®â®¬ãçâ® ¯à®¥ªæ¨¨ ¯ à ««¥«®í¤à®¢ ®¤®£® á«®ï ¥ ¯¥à¥ªàë¢ îâáï. � â ª ª ªá«®¨ ¯®«®áâìî ¯à¨«¥£ îâ ¤àã£ ª ¤àã£ã, â® íâ  ¯àï¬ ï, ¢ëå®¤ï ¨§ P ¢  -¯à ¢«¥¨¨ P ′, áà §ã ¢å®¤¨â ¢ P ′, â ª çâ® P ¨ P ′ ¨¬¥îâ ®¡éãî â®çªã, ¯à®-¥ªæ¨¥© ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï ¤  ï â®çª  A. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢áï ®¡é ï ç áâì¯à®¥ªæ¨¨ íâ¨å ¯ à ««¥«®í¤à®¢ á®áâ®¨â ¨§ ¯à®¥ªæ¨© ¨å ®¡é¨å â®ç¥ª. �¥¬á ¬ë¬ ®  ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªæ¨¥© ¨å ®¡é¥© £à ¨, ¯®â®¬ã çâ® ¯ à ««¥«®í¤àë¯à¨«¥£ îâ ¯® æ¥«ë¬ £à ï¬.D) �á¥ â¨¯ë ¯ à ««¥«®í¤à®¢ ¬®£ãâ ¡ëâì  ©¤¥ë ¯®áà¥¤áâ¢®¬ úá«®¥¢®£®¯®áâà®¥¨ïû, á®áâ®ïé¥£® ¢ á«¥¤ãîé¥¬:�ë¡¥à¥¬ ª ªãî-«¨¡® § ¬ªãâãî §®ã ¯ à ««¥«®í¤à  (à¥¡à® íâ®© §®ë¡ã¤¥¬ ¤«ï ã¤®¡áâ¢  áç¨â âì ¢¥àâ¨ª «ìë¬). �®£¤  ¢á¥ ¥£® £à ¨ à á¯ ¤ -îâáï   âà¨ ç áâ¨:   §®ã ¨ ¤¢¥ á¨¬¬¥âà¨çë¥ ¤àã£ ¤àã£ã ýè ¯®çª¨þ |ý¢¥àåîîþ ¨ ý¨�îîþ.



��. VIII: § 1. Ǒ������������ 353Ǒãáâì S ¨ S′ | ¤¢  á®á¥¤¨å á«®ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢ë¡à ®© §®¥,¯à¨ç¥¬ áç¨â ¥¬, çâ® S′ «¥�¨â  ¤ S. Ǒãáâì S ¨ S′ | §® «ìë¥ ¯à®¥ªæ¨¨íâ¨å á«®¥¢   ®¤ã ¨ âã �¥ ¯«®áª®áâì. �á«¥¤áâ¢¨¥ B íâ¨ ¯à®¥ªæ¨¨ ¯à¥¤-áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¤¢  § ¯®«¥¨ï ¯«®áª®áâ¨ ®¤¨ ª®¢ë¬¨ ¯ à ««¥«®£® ¬¨.
P

S′

A1

A2
A3

A1′

A2′

A3′
Q1

Q2

Q3

B�¨á. 140 �¨á. 141Ǒãáâì P | ¯ à ««¥«®í¤à ¨§ á«®ï S ¨ P | ¥£® ¯à®¥ªæ¨ï. �  ¯®ªàëâ  ¯à®-¥ªæ¨ï¬¨ ¯ à ««¥«®í¤à®¢ ¨§ á«®ï S′ ¨, á®£« á® C, ®¡é ï ¥¥ ç áâì á «î¡®© ¨§íâ¨å ¯à®¥ªæ¨© ¥áâì ¯à®¥ªæ¨ï ¥ª®â®à®© £à ¨ ¯ à ««¥«®í¤à  P (à¨á. 140).�âáî¤  ¨ á«¥¤ã¥â á«®¥¢®¥ ¯®áâà®¥¨¥:�«ï â®£® çâ®¡ë  ©â¨ ¢á¥ ¢®§¬®�ë¥ ¯ à ««¥«®í¤àë, ¤®áâ â®ç® à á-á¬®âà¥âì ¢á¥ ¢®§¬®�ë¥  «¥£ ¨ï ¤àã£   ¤àã£  ®¤¨ ª®¢ëå à §¡¨¥¨©¯«®áª®áâ¨   ¯ à ««¥«®£®ë (íâ® ®¯à¥¤¥«¨â áâà®¥¨¥ è ¯®çª¨,   ¢¬¥áâ¥ á¨¬ ¨ áâà®¥¨¥ §®ë).5. �¥¯¥àì, çâ®¡ë § ¢¥àè¨âì ¢ë¢®¤, ®áâ ¥âáï ®áãé¥áâ¢¨âì íâ® á«®¥¢®¥¯®áâà®¥¨¥.�ãâ ã�® à §«¨ç âì ¤¢  á«ãç ï á®®â¢¥âáâ¢¥® ¤¢ã¬ ¢®§¬®�ë¬ ¢¨¤ ¬¯ à ««¥«®£®®¢.Ǒ¥à¢ë© á«ãç ©: ¯ à ««¥«®£®ëáãâìè¥áâ¨ã£®«ì¨ª¨. Ǒà¨ «®�¥¨¨ ®¤-®£® à §¡¨¥¨ï S′   ¤àã£®¥ ¬®£ãâ ¯à¥¤áâ ¢¨âìáï ç¥âëà¥ ¢®§¬®�®áâ¨ ¢ § -¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ªã¤  ¯®¯ ¤ ¥â ¤  ï ¢¥àè¨ A à §¡¨¥¨ï S′ (à¨á. 141):I) ¢ãâàì ®¤®£® ¨§ ¯ à ««¥«®£à ¬¬®¢ Ql, Q2, Q3;II) ¢ãâàì ®¤®© ¨§ áâ®à® BAi íâ¨å ¯ à ««¥«®£à ¬¬®¢6);III) ¢ â®çªã B;IV) ¢ ®¤ã ¨§ â®ç¥ª A1, A2, A3.�â¨¬ ç¥âëà¥¬ á«ãç ï¬ ®â¢¥ç îâ ç¥âëà¥ ¯à®¥ªæ¨¨ è ¯®ç¥ª ¯ à ««¥«®-í¤à®¢, ¨§®¡à �¥ë¥   à¨á. 142, ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ç¥âëà¥ â¨¯  ¯ à ««¥«®-í¤à®¢, ª®â®àë¥ ¨§®¡à �¥ë â ª, çâ® à¥¡à® §®ë ¢¥àâ¨ª «ì®.�â®à®© á«ãç ©: ¯ à ««¥«®£®ë áãâì ¯ à ««¥«®£à ¬¬ë. �¤¥áì ¤«ï  «®-�¥¨ï ®¤®£® à §¡¨¥¨ï   ¤àã£®¥ ¨¬¥îâáï, ®ç¥¢¨¤®, «¨èì âà¨ ¢®§¬®�-®áâ¨, ¨§®¡à �¥ë¥   à¨á. 142 ¨ ®¡®§ ç¥ë¥ II′, IV′, V. �¡®§ ç¥¨¥ II′6)�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¥á«¨ A ¯ ¤ ¥â,  ¯à¨¬¥à,   áâ®à®ã A1A′1, â® íâ® íª¢¨¢ «¥â®â®¬ã, çâ® ®  ¯ ¤ ¥â   A2B.



354 �. �. �����������¨ IV′ ãª §ë¢ ¥â   â®, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¨¬¥îâ â® �¥áâà®¥¨¥, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ II ¨ IV. � §¨æ  «¨èì ¢ â®¬, çâ® ¡¥àãâáï ¨å¯à®¥ªæ¨¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ §® ¬, ¨£à îé¨¬ à §ãî à®«ì ¢ ¨å ª®¬¡¨ -â®à®¬ áâà®¥¨¨.
A

A A
A

I II III IV II′ IV′ V

�¨á. 142Ǒ®«ãç ¥âáï ¢á¥£® ¯ïâì à §«¨çëå â¨¯®¢ ¯ à ««¥«®í¤à®¢ (à¨á. 143):(I) �¥âëà ¤æ â¨£à ¨ª; 8 £à ¥© è¥áâ¨ã£®«ìë¥, 6 | ¯ à ««¥«®£à ¬-¬ë. (II) �¢¥ ¤æ â¨£à ¨ª; 4 £à ¨ è¥áâ¨ã£®«ìë¥, 8 | ¯ à ««¥«®£à ¬-¬ë. (III) �¢¥ ¤æ â¨£à ¨ª, ã ª®â®à®£® ¢á¥ £à ¨ | ¯ à ««¥«®£à ¬¬ë.(IV) �¥áâ¨£à  ï ¯à¨§¬ . (V) Ǒ à ««¥«¥¯¨¯¥¤. � ¨¡®«¥¥ á¨¬¬¥âà¨ç®-£® ¢¨¤  ç¥âëà ¤æ â¨£à ë© ¯ à ««¥«®í¤à ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¤¨ ¨§ 13¯®«ã¯à ¢¨«ìëå ¬®£®£à ¨ª®¢ �àå¨¬¥¤ ,  §ë¢ ¥¬ë© ýãá¥ç¥ë¬ ®ªâ -í¤à®¬þ. �â®â ¬®£®à ¨ª ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥¨¥¬ ªã¡  á ®ªâ í¤à®¬, ®á¨ª®â®à®£® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë £à ï¬ ªã¡ , ¯à¨ç¥¬ è¥áâ¨ã£®«ì¨ª¨, ¢ëà¥§ -¥¬ë¥   £à ïå ®ªâ í¤à , ¤®«�ë ¨¬¥âì æ¥âàë á¨¬¬¥âà¨¨.�¥¯¥àì ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ®ª®ç â¥«ìë© à¥§ã«ìâ â:�¥®à¥¬  4. �«ï â®£® çâ®¡ë ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¡ë« ¯ à ««¥«®-í¤à®¬, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ® ¨¬¥« áâà®¥¨¥ ®¤®£® ¨§ ¯ïâ¨ãª § ëå â¨¯®¢ ¨ çâ®¡ë ª ª ® á ¬, â ª ¨ ¢á¥ ¥£® £à ¨ ¨¬¥«¨ æ¥âàëá¨¬¬¥âà¨¨.(�®�® ¯®ª § âì, çâ® âà¥¡®¢ ¨¥  «¨ç¨ï æ¥âà  á¨¬¬¥âà¨¨ ã á ¬®£®¬®£®£à ¨ª  «¨è¥¥: ®® á«¥¤ã¥â ¨§  «¨ç¨ï æ¥âà®¢ á¨¬¬¥âà¨¨ ã £à -¥©.)�¥®¡å®¤¨¬®áâì íâ¨å ãá«®¢¨© ¤®ª §   ¯à¥¤ë¤ãé¨¬¨ à ááã�¤¥¨ï¬¨; ¤®-áâ â®ç®áâì ¨å ¯®«ãç ¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®. � áá¬®âà¨¬,  ¯à¨¬¥à, ¬®-£®£à ¨ª ¯¥à¢®£® â¨¯ . �ë¡à ¢ ®¤ã ¥£® §®ã, ¯®áâà®¨¬ á«®© â ª¨å ¬®£®-£à ¨ª®¢, ¯à¨«¥£ îé¨å ¯® £à ï¬ §®ë. � ª®¥ ¯®áâà®¥¨¥ ¢®§¬®�®, â ªª ª §® «ì ï ¯à®¥ªæ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© è¥áâ¨ã£®«ì¨ª á æ¥âà®¬, â. ¥.¯ à ««¥«®£®. Ǒ®áâà®¨¬ § â¥¬ ¤àã£®© â ª®© �¥ ¯ à ««¥«ìë© á«®© ¨ ¯®-«®�¨¬ ¥£®   ¯à¥¤ë¤ãé¨© â ª, çâ®¡ë ª ª ï-¨¡ã¤ì £à ì ¨�¥© è ¯®çª¨®¤®£® ¨§ ¥£® ¯ à ««¥«®í¤à®¢ á®¢¯ «  á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à ìî ¢¥àå¥©



��. VIII: § 1. Ǒ������������ 355è ¯®çª¨ ¯ à ««¥«®í¤à  ¨§ ¯¥à¢®£® á«®ï. �®£¤  á«®¨ ¯®«®áâìî  «ï£ãâ¤àã£   ¤àã£ , ª ª íâ® «¥£ª® ¢¨¤¥âì   ®á®¢ ¨¨ áâà®¥¨ï è ¯®ç¥ª. Ǒà®-¤®«� ï íâ®  «®�¥¨¥ á«®¥¢, ¯®«ãç¨¬ § ¯®«¥¨¥ ¢á¥£® ¯à®áâà áâ¢  7).
I II III IV V�¨á. 1436. �á®¢®© ¯à®¢¥¤¥®£® ¢ë¢®¤  ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ § ¬ªãâ®© §®-ë, ª®â®à®¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ïæ¥âà  ã ¯ à ««¥«®í¤à  ¨ ¥£® £à ¥©. �® ¢ ¡®«¥¥ ç¥¬ âà¥å¬¥à®¬ ¯à®-áâà áâ¢¥ â ª®¥ �¥ ¯à®áâ®¥ § ª«îç¥¨¥ ¥¢®§¬®�®, ¨ â ¬ ¥ ®¡ï§ â¥«ì®¢á¥ £à ¨, ¯ à ««¥«ìë¥ ª ª®¬ã-«¨¡® à¥¡àã, ®¡à §ãîâ § ¬ªãâãî §®ã. �®¥áâì £à ¨ (n − 1)-¬¥à®© ¯à®¥ªæ¨¨ n-¬¥à®£® ¯ à ««¥«®í¤à  ¢¤®«ì à¥¡à ¬®£ãâ ¨ ¥ ¡ëâì ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¥£® (n− 1)-¬¥àëå £à ¥©. �á¥ �¥ ¢ ç¥âëà¥å-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ �. �. �¥«®¥ ã¤ «®áì ¯à®¢¥áâ¨ á«®¥¢®¥ ¯®áâà®¥¨¥ ¨ ©â¨ ¢á¥ ç¥âëà¥å¬¥àë¥ ¯ à ««¥«®í¤àë. �å ®ª § «®áì 52 â¨¯ . � ¯à®-áâà áâ¢ å ¡®«ìè¥£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© á«®¥¢®¥ ¯®áâà®¥¨¥ ¥ ¬®�¥â ¤ âì¢á¥å ¯ à ««¥«®í¤à®¢.� ¨¡®«¥¥ £«ã¡®ª®¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥, ª á îé¥¥áï n-¬¥àëå ¯ à ««¥«®í¤à®¢,¯à¨ ¤«¥�¨â �.�. �®à®®¬ã (1868{1908) 8). Ǒãáâì E | ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥-¤ «ì ï á¨áâ¥¬  â®ç¥ª, ¨«¨, ª ª £®¢®àïâ, à¥è¥âª  (â. ¥. á¨áâ¥¬  ª®æ®¢¢¥ªâ®à®¢ n∑

i=1 xiai, £¤¥ ai | ¤ ë¥ ¢¥ªâ®àë,   xi | «î¡ë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« ).Ǒ®áâà®¨¬ ¢®ªàã£ ª �¤®© â®çª¨ A à¥è¥âª¨ E ®¡« áâì ¡«¨� ©è¨å â®ç¥ª,â. ¥. ¬®�¥áâ¢® â ª¨å â®ç¥ª X, çâ® à ááâ®ï¨¥ AX ¥ ¡®«ìè¥ à ááâ®ï¨ï®â X ¤® «î¡®© ¤àã£®© â®çª¨ à¥è¥âª¨ E. �¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® íâ¨®¡« áâ¨ | ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, á¬¥�ë¥ ¯® æ¥«ë¬ £à ï¬ 9). �¨7)�¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï § ¯®«¥¨ï n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¡¥§ ¯à®á¢¥-â®¢ ¨  «¥£ ¨© ¬®£®£à ¨ª ¬¨, ª®â®àë¥ ¯à¨«¥£ îâ ¯® æ¥«ë¬ £à ï¬, ¤ ë ¢ à ¡®â å[20℄ ¨ [73℄; íâ¨ ãá«®¢¨ï á®áâ®ïâ ¢ «®ª «ì®¬ âà¥¡®¢ ¨¨ § ¯®«¥¨ï ¡¥§ ¯à®á¢¥â®¢ ¨  «¥-£ ¨© ®ªà¥áâ®áâ¨ ª �¤®© (n− 2)-¬¥à®© £à ¨. � ª ¯®ª § ® ¢ [22{28℄, ®¨ ¢¥àë ¤«ï¢á¥å ®¤®á¢ï§ëå n-¬¥àëå ¯à®áâà áâ¢. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .8)�§«®�¥¨¥ à ¡®â �.�.�®à®®£® á¬. ¢ [96, á. 268{321℄. � ¬ �¥ (á. 295{297) ãª § ë¤ «ì¥©è¨¥ à ¡®âë ® ¯ à ««¥«®í¤à å.9)�¨ ®£à ¨ç¨¢ îâáï ¯«®áª®áâï¬¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¬¨ ª ®âà¥§ª ¬, á®¥¤¨ïîé¨¬¤ ãî â®çªã á ¤àã£¨¬¨ â®çª ¬¨ à¥è¥âª¨, ¢ á¥à¥¤¨ å íâ¨å ®âà¥§ª®¢.



356 �. �. ����������� §ë¢ îâáï ®¡« áâï¬¨ �®à®®£® 10). �§ â®£®, çâ® à¥è¥âª  ®¡« ¤ ¥â ¯ -à ««¥«ì®© ¯®¢â®àï¥¬®áâìî, á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ ¥¥ ®¡« áâ¨ �®à®®£® à ¢ë ¨¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¯ à «-«¥«®í¤àë. �¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯ à ««¥«®í¤à ¡ë« ®¡« áâìî�®à®®£® ª ª®©-«¨¡® à¥è¥âª¨, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¯àï¬ë¥ ¨§¥£® æ¥âà  ¢ æ¥âàë £à ¥© ¡ë«¨ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª £à ï¬.�. �. �®à®®© ¢ëáª § « £¨¯®â¥§ã, çâ® ¢áïª¨© ¯ à ««¥«®í¤à ¬®�® ¯ã-â¥¬  ä¨®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¯à¥¢à â¨âì ¢ ý®¡« áâì �®à®®£®þ. � á ¬¤®ª § « íâ® ¤«ï ý¯à¨¬¨â¨¢ëåþ ¯ à ««¥«®í¤à®¢, â. ¥. â ª¨å, ª®â®àë¥ ¢§ ¯®«¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢  áå®¤ïâáï ¢ ¢¥àè¨ å ¢  ¨¬¥ìè¥¬ ¢®§¬®�®¬ç¨á«¥, ¨¬¥® (n + 1). Ǒà¨ n = 3 ¯à¨¬¨â¨¢¥ ¯ à ««¥«®í¤à «¨èì ®¤®£®â¨¯  I | ç¥âëà ¤æ â¨£à ¨ª. Ǒà¨ n = 4 ¯à¨¬¨â¨¢ëå ¯ à ««¥«®í¤à®¢¨¬¥¥âáï âà¨ â¨¯ .�¥®à¥¬  �®à®®£® ¡ë«  ¤®ª §   ¤«ï ¢á¥å âà¥å¬¥àëå ¨ ç¥âëà¥å¬¥àëå¯ à ««¥«®í¤à®¢ �.�.�¥«®¥ ¨ ®¡®¡é¥    ¡®«¥¥ è¨à®ª¨© ª« áá n-¬¥àëå¯ à ««¥«®í¤à®¢, ç¥¬ ¯à¨¬¨â¨¢ë¥, �.�.�¨â®¬¨àáª¨¬ [106℄. �¤ ª® ¢¯®«®¬ ®¡ê¥¬¥ ®  ¤® á¨å ¯®à ®áâ ¥âáï ¥¤®ª § ®©. �®ª § ¢ ¥¥, ¬ë ¯®-«ãç¨«¨ ¡ë â ª�¥ á¯®á®¡  å®¤¨âì ¯ à ««¥«®í¤àë n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢ ,¯®â®¬ã çâ® �. �. �®à®ë¬ ¤  á¯®á®¡  å®�¤¥¨ï ý®¡« áâ¥© �®à®®£®þ.
§ 2. �®£®£à ¨ª  ¨¬¥ìè¥© ¯«®é ¤¨¯à¨ § ¤ ®¬ ®¡ê¥¬¥1. �¥çì ¨¤¥â ® á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥, ¤®ª § ®© ¢¯¥à¢ë¥ �. �¨¤¥«ñä®¬¢ 1870 £. [312℄.�¥®à¥¬  1. �à¥¤¨ ¢á¥å ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¤ ë¬¨  ¯à ¢«¥-¨ï¬¨ £à ¥© ¨ á ¤ ë¬ ®¡ê¥¬®¬  ¨¬¥ìèãî ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨¬¥¥â¬®£®£à ¨ª, ®¯¨á ë© ¢®ªàã£ è à .�â  â¥®à¥¬  ®ª §ë¢ ¥âáï ¯à®áâë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¤àã£®©, ¡®«¥¥ ®¡é¥©, â¥®-à¥¬ë, ¯à¨ ¤«¥� é¥© �. �¨ª®¢áª®¬ã. �«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ íâ®© ¯®á«¥¤¥©á¤¥« ¥¬ àï¤ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ìëå § ¬¥ç ¨©.�¡®¡é ï ¢¢¥¤¥®¥ à ìè¥ ¯®ïâ¨¥ ®¯®à®£® ç¨á«  (§ 2 £« ¢ë I), ¡ã¤¥¬ §ë¢ âì ®¯®àë¬ ç¨á«®¬ h(n) ¬®£®£à ¨ª  à ááâ®ï¨¥ ®â  ç «  ¤®®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¢¥è¥© ®à¬ «ìî n; ¯à¨ç¥¬, ª ª ¢á¥-£¤ , íâ® à ááâ®ï¨¥ áç¨â ¥âáï ¯®«®�¨â¥«ìë¬, ¥á«¨ ®à¬ «ì n, ®â«®�¥ ï¨§  ç « ,  ¯à ¢«¥  ª ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨, ¨ ®âà¨æ â¥«ìë¬, | ¢ ¯à®â¨¢-®¬ á«ãç ¥. Ǒ®¤ n ¬ë ¢á¥£¤  ¯®¨¬ ¥¬ ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�®10)�å â ª�¥  §ë¢ îâ ®¡« áâï¬¨ �¨à¨å«¥, ¯®áª®«ìªã Ǒ. �. �¨à¨å«¥ à ¥¥ à áá¬ â-à¨¢ « ¨å ¢ âà¥å¬¥à®¬ á«ãç ¥ ¢ á¢ï§¨ á ¢®¯à®á ¬¨ â¥®à¨¨ ç¨á¥«. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ «-«¥à .



��. VIII: § 2. ������������ ���������� Ǒ������ 357áª § âì, çâ® h(n) ¥áâì ¯à ¢ ï ç áâì ¢ ®à¬ «ì®¬ ãà ¢¥¨¨ ®¯®à®© ¯«®á-ª®áâ¨ á ¢¥è¥© ®à¬ «ìî n:
nx = h(n). (1)�¡®¡é¥¨¥ ¢ áà ¢¥¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬, ¤ ë¬ ¢ § 2 £« ¢ë I, á®áâ®¨â ¢â®¬, çâ® â¥¯¥àì ®¯®à ï ¯«®áª®áâì á ®à¬ «ìî n ¬®�¥â ¨ ¥ ¡ëâì ¯«®áª®-áâìî £à ¨. �â® ®¡®¡é¥®¥ ¯®ïâ¨¥ ®¯®à®£® ç¨á«  ¡ã¤¥â ¨¬¥âìáï ¢ ¢¨¤ã  ¯à®âï�¥¨¨ ¢á¥£® ¤ ®£® ¯ à £à ä  ¨ á«¥¤ãîé¨å.� �¤ë© à § ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¤¥«® á ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ¤ ëå ¯®¯ à®à §«¨çëå ¢¥ªâ®à®¢ ni, áà¥¤¨ ª®â®àëå á®¤¥à� âáï ®à¬ «¨ ª® ¢á¥¬ £à ï¬à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �«ï ªà âª®áâ¨ ¢¬¥áâ® h(ni) ¡ã¤¥¬ ¯¨-á âì hi. �¡éãî ç áâì ¬®£®£à ¨ª  ¨ ¥£® ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨ á ®à¬ «ìî

ni ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì i-© £à ìî, å®âï ®  ¬®�¥â ¢ëà®�¤ âìáï ¢ à¥¡à®¨«¨ ¢¥àè¨ã. �á«¨ â ª®£® ¢ëà®�¤¥¨ï ¥â, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ®¡ ¨áâ¨-®© £à ¨. Ǒ«®é ¤ì i-© £à ¨ ®¡®§ ç ¥âáï Fi; ®  ¡ã¤¥â ã«¥¬ ¢ á«ãç ¥¢ëà®�¤¥¨ï £à ¨.�¥¬¬  1. �á«¨  ç «® ¯¥à¥¥áâ¨   ¢¥ªâ®à a, â® ®¯®à®¥ ç¨á«® h(n)¯à¨®¡à¥â ¥â á« £ ¥¬®¥ −an.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®£« á® ä®à¬ã«¥ (1), h(n) = nx. �á«¨ h′(n) | ®¯®à®¥ç¨á«® ¯à¨ ®¢®¬ ¢ë¡®à¥  ç «  O′, â®
h′(n) = nx′,£¤¥ ¢¥ªâ®à x′ ¨¤¥â ¨§ O′ ¢ «î¡ãî â®çªã X ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨. �á«¨ O |áâ à®¥  ç «®, â® −−→OO′ = a ¨ x′ = −−→O′X = −−→O′O +−−→OX = −a+ x,   ¯®â®¬ã

h′(n) = nx− na = h(n)− na.�¥¬¬  2. �¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª  ¢ëà � ¥âáï ä®à¬ã«®©
V = 13∑

i

hiFi.�â  ä®à¬ã«  ®ç¥¢¨¤ : ®  ¢ëà � ¥â ®¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª  ª ª  «£¥¡-à ¨ç¥áªãî áã¬¬ã ®¡ê¥¬®¢ ¯¨à ¬¨¤ á ®¡é¥© ¢¥àè¨®© ¢  ç «¥ ¨ á ®á®¢ -¨ï¬¨   £à ïå ¬®£®£à ¨ª . Ǒà¨ íâ®¬ ¥á«¨  ç «® ¥ ¢ãâà¨ ¬®£®-£à ¨ª , â® ®¡ê¥¬ ¯¨à ¬¨¤ë, «¥� é¥© ¢¥ ¥£®, ¤®«�¥ ¢ëç¨â âìáï. � ª®® ¨ ¡ã¤¥â, ¯®â®¬ã çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ®¯®à®¥ ç¨á«® hi ®âà¨æ â¥«ì®.�¥¬¬  3. �«ï ¢áïª®£® ¬®£®£à ¨ª ∑
i

niFi = 0.



358 �. �. ������������â  ä®à¬ã«   ¬ ¨§¢¥áâ . �¥�¤ã ¯à®ç¨¬, ®  ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «¥¬¬ 1 ¨ 2.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨ ¯¥à¥®á¥  ç «    «î¡®© ¢¥ªâ®à a ®¡ê¥¬, ª®¥ç®, ¥¬¥ï¥âáï,   ¯®â®¬ã
∑

hiFi =∑(hi − ani)Fi =∑ hiFi − a
∑

niFi.� â ª ª ª íâ® ¢¥à® ¯à¨ «î¡®¬ ¢¥ªâ®à¥ a, â® ∑niFi = 0.�¥¬¬  4. Ǒãáâì P 0, P 1 | ¤¢  ¬®£®£à ¨ª , n1, . . . ,nr | ¢¥ªâ®àë,áà¥¤¨ ª®â®àëå á®¤¥à� âáï ®à¬ «¨ ª® ¢á¥¬ ¨å ¨áâ¨ë¬ £à ï¬. �á«¨ h0i ,
F 1i | ®¯®àë¥ ç¨á«  ¨ ¯«®é ¤¨ £à ¥© á®®â¢¥âáâ¢¥® ¬®£®£à ¨ª  P 0¨ P 1, â® áã¬¬ 

V011 ≡ V (P 0P 1P 1) = 13∑h0iF 1i (2)¥ ¬¥ï¥âáï ¨ ¯à¨ ¯¥à¥®á¥  ç « , ¨ ¯à¨ ¯ à ««¥«ìëå ¯¥à¥®á å ¬®£®-£à ¨ª®¢ P 0, P 1. �  ¥ ¬¥ï¥âáï â ª�¥ ¯à¨ ¢¢¥¤¥¨¨ ®¢ëå ¢¥ªâ®à®¢ ni.�á«¨  ç «® ¯¥à¥¥áâ¨   ¢¥ªâ®à a, â®, á®£« á® «¥¬¬¥ 1, ãª §  ï áã¬-¬  ¤®«�  § ¬¥¨âìáï â ª®©:
∑

i

(h0i − ani)F 1i =∑
i

h0iF 1i − a∑
i

nF 1i .�® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 3 ¯®á«¥¤ïï áã¬¬  ¨áç¥§ ¥â, ®âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à-�¤¥¨¥ «¥¬¬ë.Ǒà¨ ¯¥à¥®á¥ ¬®£®£à ¨ª  P 1 ¯«®é ¤¨ ¨  ¯à ¢«¥¨ï ¥£® £à ¥© ¥¬¥ïîâáï,   ¯®â®¬ã áã¬¬  V011 ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥®©. Ǒ¥à¥®á �¥ ¬®£®-£à ¨ª  P 0 ¢«¨ï¥â   ¨§¬¥¥¨¥ ¥£® ®¯®àëå ç¨á¥« ª ª ¯à®â¨¢®¯®«®�ë©¯¥à¥®á  ç « . Ǒ®íâ®¬ã áã¬¬  V011 ¥ ¬¥ï¥âáï â ª�¥ ¯à¨ ¯¥à¥®á å ¬®-£®£à ¨ª  P 0. �®, çâ® áã¬¬  V (P 0P 1P 1) ¥ ¬¥ï¥âáï ¯à¨ ¢¢¥¤¥¨¨ ®¢ëå¢¥ªâ®à®¢ ni, ®ç¥¢¨¤® ¨§ â®£®, çâ® ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ á íâ¨¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ã¯¨à îâáï ¢ ¬®£®£à ¨ª P 1 ã�¥ ¯® ý£à ï¬þ, ¤«ï ª®â®àëå Fi = 0.�¯¨à ïáì   ®ç¥¢¨¤ãî   «®£¨î ¬¥�¤ã ¢ëà �¥¨ï¬¨ ¢¥«¨ç¨ë V011¨ ®¡ê¥¬ ,  §®¢¥¬ ¢¥«¨ç¨ã V011 á¬¥è ë¬ ®¡ê¥¬®¬ ¬®£®£à ¨ª®¢ P 0¨ P 1. �á«¨ P 0 à ¢¥ ¨ ¯ à ««¥«¥ P 1, â®, ®ç¥¢¨¤®, V011 à ¢® ®¡ê¥¬ã¬®£®£à ¨ª  P 0. �àã£®¥ § ç¥¨¥ ¢¥«¨ç¨ë V (P 0P 1P 1) ¡ã¤¥â ¢ëïá¥®¢ § 3, ¨ â ¬ �¥ ¡ã¤¥â à áªàëâ á¬ëá« ¢¢¥¤¥®£® ¥¥ ®¡®§ ç¥¨ï. Ǒ®ª  ¤«ï¥£® ®¡êïá¥¨ï ¬®�® â®«ìª® § ¬¥â¨âì, çâ® ¯à¨ ¯®¤®¡®¬ ã¢¥«¨ç¥¨¨ ¬®-£®£à ¨ª  P 0 ¢ λ à § V (P 0P 1P 1) ¯à¨®¡à¥â ¥â ¬®�¨â¥«ì λ,   ¯à¨ â ª®¬�¥ ã¢¥«¨ç¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P 1 | ¬®�¨â¥«ì λ2; â ª ª ª ¯à¨ P 0, à ¢®¬¨ ¯ à ««¥«ì®¬ P 1, V (P 0P 1P 1) à ¢® ®¡ê¥¬ã ¬®£®£à ¨ª  P 0, â® íâ®â®¡ê¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥® ®¡®§ ç âì V (P 0P 0P 0).�¥¯¥àì áä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã �¨ª®¢áª®£®:



��. VIII: § 2. ������������ ���������� Ǒ������ 359�¥®à¥¬  2. �«ï ¢áïª¨å ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P 0, P 1
V 3(P 0P 1P 1) > V (P 0P 0P 0) · V 2(P 1P 1P 1).Ǒà¨ íâ®¬ § ª à ¢¥áâ¢  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬®£®-£à ¨ª¨ P 0 ¨ P 1 £®¬®â¥â¨çë (â. ¥. ¯®«ãç îâáï ®¤¨ ¨§ ¤àã£®£® ¯ à «-«¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬ ¨ ¯®¤®¡ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ ¨§ ¥ª®â®à®£® æ¥âà ).2. �¥®à¥¬  1 ®ª §ë¢ ¥âáï ¯à®áâë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë 2 ¡« £®¤ àï á«¥-¤ãîé¥¬ã § ¬¥ç ¨î:�á«¨ ¬®£®£à ¨ª¨ P 0 ¨ P 1 ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨ â¥ �¥ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª¨áâ¨ë¬ £à ï¬ ¨ ¬®£®£à ¨ª P0 ®¯¨á  ¢®ªàã£ ¥¤¨¨ç®£® è à , â®3V (P 0P 1P 1) ¥áâì ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P 1. �¥©áâ¢¨â¥«ì-®, ¡¥àï  ç «® ¢ æ¥âà¥ è à , ¢®ªàã£ ª®â®à®£® ®¯¨á  ¬®£®£à ¨ª P 0,¯®«ãç¨¬, çâ® ¢á¥ ¥£® ®¯®àë¥ ç¨á«  h0i = 1. �®£¤ , á®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨îá¬¥è ®£® ®¡ê¥¬  V (P 0P 1P 1), ¯® ä®à¬ã«¥ (2) ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì V (P 0P 1P 1) ==∑F 1i = F (P 1), £¤¥ F (P 1) | ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P 1.�®£« á® íâ®¬ã § ç¥¨î, ¨§ â¥®à¥¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® (¯¥à¥å®¤ï ª á®ªà -é¥®¬ã ®¡®§ ç¥¨î ®¡ê¥¬®¢)

F 3(P 1) > 27V (P 0)V 2(P 1)¨ § ª à ¢¥áâ¢  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬®£®£à ¨ª P 1¯®¤®¡¥ ¬®£®£à ¨ªã P 0. �â®, ®ç¥¢¨¤®, ®§ ç ¥â, çâ® ¯«®é ¤ì F (P 1)¤®áâ¨£ ¥â ¬¨¨¬ã¬  ¯à¨ ¤ ®¬ ®¡ê¥¬¥ V (P 1) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ ¬®£®£à ¨ª P 1 ¯®¤®¡¥ P 0, â. ¥. ª®£¤  ¨ ® ®¯¨á  ¢®ªàã£ ¥ª®â®à®£®è à . � ¢ íâ®¬ ¨ á®áâ®¨â ãâ¢¥à�¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë 1.3. �¡à â¨¬áï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 2.Ǒãáâì P 1 | ¤ ë© ¬®£®£à ¨ª ¨ n1, . . . ,n | ¯®¯ à® à §«¨çë¥¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë, áà¥¤¨ ª®â®àëå á®¤¥à� âáï ¢á¥ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª ¨á-â¨ë¬ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P 1. Ǒãáâì P | ¯¥à¥¬¥ë© ¬®£®£à ¨ª,¢ëà¥§ ¥¬ë© ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯«®áª®áâï¬¨ á ®à¬ «ï¬¨ ni. �à¥¤¨ ¬®£®-£à ¨ª®¢ P á®¤¥à�¨âáï ¤ ë© ¬®£®£à ¨ª P 1. �®£®£à ¨ª P ¥áâì¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ nix 6 hi, £¤¥ hi | à ááâ®ï¨ï ®â  ç «  ¤®
i-© ¯«®áª®áâ¨ Qi, ¢§ïâë¥ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ § ª®¬. Ǒ«®áª®áâì Qi ¬®�¥â¨ ¥ ª á âìáï ¬®£®£à ¨ª  P . �®£¤  hi ¥ ¡ã¤¥â ¥£® ®¯®àë¬ ç¨á«®¬.�¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ª®£¤  ¢á¥ hi § ¤ ë, ¬®£®£à ¨ª P ¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥ ¨¬®�® ç¨á«  hi  §¢ âì ¥£® ý®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨þ ¢ ª ¢ëçª å. (�á«¨ i-ï¯«®áª®áâì ¥ ª á ¥âáï ¬®£®£à ¨ª  P , â® ç¨á«® hi ã�¥ ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï¬®£®£à ¨ª®¬.)�¥¬¬  5. �¡ê¥¬ V ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï äãªæ¨ï¥£® ú®¯®àëå ç¨á¥«û hi ¨

∂V

∂hi
= Fi,



360 �. �. �����������£¤¥ Fi | ¯«®é ¤ì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à ¨. (�á«¨ i-ï ¯«®áª®áâì ¥ ª á ¥âáï¬®£®£à ¨ª , â® i-© £à ¨ ¥â, ¨ áç¨â ¥âáï, çâ® Fi = 0.)�â  «¥¬¬  ¤®áâ â®ç® ®ç¥¢¨¤  ¨ ¤®ª §   ¢ § 2 £« ¢ë VII.�ç¥¢¨¤®, çâ® ¯«®é ¤¨ £à ¥© Fi § ¢¨áïâ ®â ý®¯®àëå ç¨á¥«þ hi ¥¯à¥-àë¢®, â ª çâ® ®¡ê¥¬ V ¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ ç áâë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥.�®ª �¥¬ â¥¯¥àì á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥, ¨§ ª®â®à®£® â¥®à¥¬  2 ¯®«ã-ç¨âáï ¯à®áâë¬ ä®à¬ «ìë¬ à ááã�¤¥¨¥¬:�¥®à¥¬  2a. Ǒãáâì P | ¯¥à¥¬¥ë© ¬®£®£à ¨ª, ®£à ¨ç¨¢ ¥¬ë©¯«®áª®áâï¬¨ nix = hi á ¤ ë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ni,   P 1 | ®¤¨ ¨§íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢. �®£¤  ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ®�(h1, . . . , hr) ≡ r∑

i=1 hiF 1i = r∑

i=1 h1iF 1i = 3V (P 1), (3)¬®£®£à ¨ª P ¨¬¥¥â  ¨¡®«ìè¨© ®¡ê¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®à ¢¥ ¨ ¯ à ««¥«¥ ¬®£®£à ¨ªã P 1. (F 1i | ¯«®é ¤¨ £à ¥© ¢ë¡à ®£®¬®£®£à ¨ª  P 1, V (P 1) | ¥£® ®¡ê¥¬.)�¨¥© ï ä®à¬  � ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à   ç «  ¨ ¥ ¬¥ï¥âáï ¯à¨ ¯¥-à¥®á å ¬®£®£à ¨ª®¢, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¡ãª¢ «ì® â ª �¥, ª ª «¥¬¬  4.� §¨æ  «¨èì ¢ â®¬, çâ® hi ã�¥ ¬®£ãâ ¥ ¡ëâì  áâ®ïé¨¬¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á-« ¬¨ ¨ ¯®â®¬ã � ¥áâì äãªæ¨ï ¥ ¬®£®£à ¨ª  P ,   â®«ìª® ç¨á¥« hi.� á¢ï§¨ á íâ¨¬ § ¬¥ç ¨¥¬ ¬®�® áç¨â âì, çâ®  ç «®  å®¤¨âáï ¢ãâ-à¨ ¢á¥å à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P . �®£¤  ¢á¥ hi ¯®«®�¨â¥«ìë,¨ áã¬¬  � á®áâ®¨â «¨èì ¨§ ¥®âà¨æ â¥«ìëå ç«¥®¢. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ i-ï£à ì ¬®£®£à ¨ª  P ¥ ¢ëà®�¤ ¥âáï, â. ¥. Fi > 0, â® ¨§ (3) á«¥¤ã¥â,çâ® hi 6 3V (P 1)/F 1i . �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢á¥ ý®¯®àë¥ ç¨á« þ ¯¥à¥¬¥®£®¬®£®£à ¨ª  P , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¥¢ëà®�¤ îé¨¬áï £à ï¬ ¬®£®£à -¨ª  P 1, ®£à ¨ç¥ë.Ǒãáâì â¥¯¥àì i-ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  P 1 ¢ëà®�¤ ¥âáï, â ª çâ® F 1i = 0.�®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ «¨¥©®© ä®à¬¥ � ¨áç¥§ ¥â ¨   ç¨á«®
hi ¥  « £ îâáï ¨ª ª¨¥ ®£à ¨ç¥¨ï. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¨áâ¨®¥ i-¥ ®¯®à®¥ç¨á«® ¬®£®£à ¨ª  P ¡ã¤¥â ®£à ¨ç¥®.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥. �®£¤  ª ª ¡ë ¤ «¥ª® ¨ ®â®¤¢¨£ âì
i-î ¯«®áª®áâì Qi, ®  ¢á¥£¤  ¡ã¤¥â ª á âìáï ¯¥à¥¬¥®£® ¬®£®£à ¨ª  P .Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ®â®¤¢¨ãâì ¥¥ ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì, ¬®£®£à ¨ª P áâ ¥â ¡¥á-ª®¥çë¬. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢á¥ ¯«®áª®áâ¨, ªà®¬¥ Qi, ®£à ¨ç¨¢ îâ ¡¥áª®-¥çë© ¬®£®£à ¨ª, ¨ ¨å ®à¬ «¨  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®.�® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ íâ¨ ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¯à¨ ª ª®¬ ¨å à á¯®«®�¥¨¨ ®â®á¨-â¥«ì®  ç «  ¥ ¬®£ãâ ®£à ¨ç¨âì ª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª. �¥�¤ã â¥¬,¯®áª®«ìªã i-ï £à ì   ¬®£®£à ¨ª¥ P 1 ¢ëà®�¤ ¥âáï, â® ¯«®áª®áâì Qi



��. VIII: § 2. ������������ ���������� Ǒ������ 361¥ ãç áâ¢ã¥â ¢ ®£à ¨ç¥¨¨ íâ®£® ¬®£®£à ¨ª : ® ®£à ¨ç¥ ã�¥ ¢á¥-¬¨ ®áâ «ìë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨. Ǒ®«ãç îé¥¥áï ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®¨áâ¨®¥ i-¥ ®¯®à®¥ ç¨á«® ¬®£®£à ¨ª  P ¤®«�® ¡ëâì ®£à ¨ç¥®.�§ ¤®ª § ®£® á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ ¨áâ¨ë¥ ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨-ª®¢ P á ãá«®¢¨¥¬ (3) ®£à ¨ç¥ë,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ á ¬¨ ¬®£®£à ¨ª¨®£à ¨ç¥ë. Ǒ®íâ®¬ã áà¥¤¨ ¨å áãé¥áâ¢ã¥â ¬®£®£à ¨ª P 0  ¨¡®«ìè¥£®®¡ê¥¬ .�¥çì ¨¤¥â ® ¬ ªá¨¬ã¬¥ ®¡ê¥¬  V ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (3), â. ¥. ®¡ ®â®á¨â¥«ì®¬íªáâà¥¬ã¬¥. � ª ª ª ¯® «¥¬¬¥ 5 ®¡ê¥¬ ¥áâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï äãªæ¨ïç¨á¥« hi, â®, á®£« á® ¨§¢¥áâ®¬ã ¯à ¢¨«ã � £à � , ¯à¨ ¬ ªá¨¬ã¬¥ ¤®«�-® ¡ëâì
∂V

∂hi
= λ

∂�
∂hi

(i = 1, . . . , r)¨«¨ â ª ª ª ∂V/∂hi = Fi ¨ ∂�/∂hi = F 1i , â®
Fi = λF 1i (i = 1, . . . , r). (4)�â® ®§ ç ¥â, çâ® ¯«®é ¤¨ £à ¥© ¬ ªá¨¬ «ì®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨ ¤ -®£® P 1 ¯à®¯®àæ¨® «ìë. �® ¯à¨ ¯®¤®¡®¬ ã¢¥«¨ç¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª 

P 1 ¢ √λ à § ¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª √λP 1 á ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©, à ¢ë¬¨
λFi. Ǒ®íâ®¬ã à ¢¥áâ¢  (4) ®§ ç îâ, çâ® ¬ ªá¨¬ «ìë© ¬®£®£à ¨ª P¨ ¬®£®£à ¨ª √λP 1 ¨¬¥îâ ¯®¯ à® ¯ à ««¥«ìë¥ ¨ à ¢®¢¥«¨ª¨¥ £à -¨. � â ª®¬ á«ãç ¥, á®£« á® â¥®à¥¬¥ 2 § 3 £« ¢ë VI, íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë. Ǒà¨¢®¤ï ¨å ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬ª á®¢¯ ¤¥¨î, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¨å ®¯®àë¥ ç¨á«  à ¢ë. Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ hi |®¯®àë¥ ç¨á«  ¬ ªá¨¬ «ì®£® ¬®£®£à ¨ª , â® hi = √λh1i . Ǒ®¤áâ ¢«ïïíâ¨ § ç¥¨ï ¢ (3), ¯®«ãç¨¬ λ = 1, â. ¥. ¬ ªá¨¬ «ìë© ¬®£®£à ¨ª à ¢¥¤ ®¬ã P 1, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.4. �®ª �¥¬ â¥¯¥àì á ¬ã â¥®à¥¬ã 2:�«ï ¢áïª¨å ¤¢ãå ¬®£®£à ¨ª®¢ P 0, P 1

V 3(P 0P 1P 1) > V (P 0P 0P 0)V 2(P 1P 1P 1)¨ § ª à ¢¥áâ¢  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬®£®£à ¨ª¨£®¬®â¥â¨çë.Ǒãáâì n1, . . . ,nr | ¢á¥ ¯®¯ à® à §«¨çë¥ ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨ ª ¨áâ¨ë¬£à ï¬ ¬®£®£à ¨ª®¢ P 0 ¨ P 1. � áá¬®âà¨¬ ¬®£®£à ¨ª¨ P , ®£à ¨ç¨-¢ ¥¬ë¥ ¯«®áª®áâï¬¨ á ®à¬ «ï¬¨ ni ¨ â ª¨¥, çâ®
r∑

i=1 hiF 1i = r∑

i=1 h1iF 1i = 3V (P 1). (5)



362 �. �. �����������(�¤¥áì ¨ ¤ «ìè¥ áã¬¬¨à®¢ ¨¥ à á¯à®áâà ï¥âáï ¯® ¢á¥¬ i ®â 1 ¤® r, ¯®â®¬ãçâ® ¢¢¥¤¥¨¥ «¨è¨å ¢¥ªâ®à®¢ ni ¥ ¬¥ï¥â áã¬¬: á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬£à ¨ ¢ëà®�¤ îâáï, â. ¥. F 1i = 0.) Ǒ®«®�¨¬ µV (P 0P 1P 1) = V (P 1), â. ¥. ¯®ä®à¬ã« ¬ (2) ¨ (5) ¤«ï V (P 0P 1P 1) ¨ V (P 1)
µ = ∑h1iF 1i

∑
h0iF 1i . (6)�á«¨ ¯®¤¢¥à£ãâì ¬®£®£à ¨ª P 0 ¯®¤®¡®¬ã ã¢¥«¨ç¥¨î ¢ µ à § á æ¥-âà®¬ ¯®¤®¡¨ï ¢  ç «¥, â® ¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª µP 0 á ®¯®àë¬¨ ç¨á« -¬¨ µh0i . �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï µ ¯® ä®à¬ã«¥ (6) á«¥¤ã¥â

∑

µh0iF 1i =∑h1iF 1i ,â. ¥. ¬®£®£à ¨ª µP 0 á®¤¥à�¨âáï áà¥¤¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P . � ª ª ª ¯®â¥®à¥¬¥ 2a áà¥¤¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P  ¨¡®«ìè¨© ®¡ê¥¬ ¨¬¥¥â ¬®£®£à -¨ª P 1, â®
V (µP 0) 6 V (P 1) (7)¨ V (µP 0) = V (P 1) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬®£®£à ¨ª µP 0 à ¢¥ ¨¯ à ««¥«¥ P 1.Ǒà¨ ¯®¤®¡®¬ ã¢¥«¨ç¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¢ µ à § ¥£® ®¡ê¥¬ ã¬®� ¥âáï  µ3. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ (7), ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã ®¯à¥¤¥«¥¨¥ µ, ¯®«ãç ¥¬

V (P 1) > µ3V (P 0) = V 3(P 1)
V 3(P 0P 1P 1) V (P 0),¨«¨

V 3(P 0P 1P 1) > V 2(P 1)V (P 0),¨, á®£« á® ãá«®¢¨î à ¢¥áâ¢  ¢ ä®à¬ã«¥ (7), §¤¥áì à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  µP 0 = P 1, â. ¥. ª®£¤  P 0 ¨ P 1 £®¬®â¥â¨çë.� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  2 ¤®ª §  ,   â ª ª ª ¢ ¯o 2 ¡ë«® ¢ëïá¥®, çâ® ¢¥© á®¤¥à�¨âáï â¥®à¥¬  1, â® íâ  ¯®á«¥¤ïï â ª�¥ ¤®ª §  .5. �®�¥â ¯®ª § âìáï, çâ® â ª®© ¯ãâì ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1 á«¨èª®¬á«®�¥. �¥ ¯à®é¥ «¨ ¡ë«® ¡ë áà §ã ¨áª âì ¬¨¨¬ã¬ ¯«®é ¤¨ ¯à¨ § ¤ -®¬ ®¡ê¥¬¥ V ¨ ¯à¨ ¤ ëå  ¯à ¢«¥¨ïå £à ¥©? �à ¢¨â¥«ì® ¥âàã¤®¤®ª § âì, çâ® 1) íâ®â ¬¨¨¬ã¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¨ ¯à¨â®¬ ¤«ï â ª®£® ¬®£®£à -¨ª , ª®â®àë© ¨¬¥¥â ¢á¥ ¥¢ëà®�¤ îé¨¥áï £à ¨ ¤ ëå  ¯à ¢«¥¨©, ¨2) ¤«ï ¬®£®£à ¨ª , ã ª®â®à®£® ¢á¥ £à ¨ ¥ ¢ëà®�¤ îâáï, ¯«®é ¤ì ¯®-¢¥àå®áâ¨ F ¥áâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï äãªæ¨ï ®¯®àëå ç¨á¥« hi. �®£¤ ,



��. VIII: § 3. ��������� ������ � ����������� ������ 363¯à¨¬¥ïï ª ¬®£®£à ¨ªã  ¨¬¥ìè¥© ¯«®é ¤¨ ¯à ¢¨«® � £à � , ¯®«ã-ç¨¬
∂F

∂hi
= λ

∂V

∂hi
= λFi (i = 1, . . . , r),£¤¥ Fi | ¯«®é ¤ì ¥£® i-© £à ¨.�¤ ª® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®£®, çâ® íâ¨¬ ãà ¢¥¨ï¬ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®«ì-ª® ¬®£®£à ¨ª, ®¯¨á ë© ®ª®«® è à , ®ª §ë¢ ¥âáï ¤®¢®«ì® á«®�ë¬.Ǒ®íâ®¬ã, ¤®ª §ë¢ ï ¡®«¥¥ ®¡éãî â¥®à¥¬ã 2, ¬ë ¢ë¨£àë¢ ¥¬ ¢ ¯à®áâ®â¥, ¥£®¢®àï ã�¥ ® â®¬, çâ® â¥®à¥¬  2 á®¤¥à�¨â, ¯®¬¨¬® â¥®à¥¬ë 1, â ª�¥ ¤àã£¨¥¨â¥à¥áë¥ á«¥¤áâ¢¨ï, ® ª®â®àëå à¥çì ¡ã¤¥â ¨¤â¨ ¢ § 3.6. �á¥ à¥§ã«ìâ âë íâ®£® ¯ à £à ä  ®¡®¡é îâáï ¢ ¯à®áâà áâ¢® «î¡®-£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©. � n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ á¬¥è ë©®¡ê¥¬ V (P 0P 1 . . . P 1) ¬®£®£à ¨ª®¢ P 0 ¨ P 1 ä®à¬ã«®©

V (P 0 P 1 . . . P 1
︸ ︷︷ ︸

n−1 ) = 1
n

∑

i

h0iF 1i ,£¤¥ h0i | ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  P 0, a F 1i | ý¯«®é ¤¨þ £à ¥©¬®£®£à ¨ª  P 1.�¥®à¥¬  2 ä®à¬ã«¨àã¥âáï â®£¤  â ª: ¤«ï ¢áïª¨å ¤¢ãå n-¬¥àëå ¢ë¯ãª-«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢
V n(P 0P 1 . . . P 1) > V (P 0 . . . P 0)V n−1(P 1 . . . P 1), (8)¯à¨ç¥¬ § ª à ¢¥áâ¢  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  P 0 ¨ P 1£®¬®â¥â¨çë.�§ íâ®© â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£®, â ª �¥ ª ª ¢ ¯o 2, áà §ã á«¥¤ã¥â ¬¨¨-¬ «ì®¥ á¢®©áâ¢® ¬®£®£à ¨ª , ®¯¨á ®£® ®ª®«® è à .�¤ ª® ®¡®¡é¥¨¥ ¯à¨¢¥¤¥®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 2 ¢ n-¬¥à®¥¯à®áâà áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢«ï«® ¡ë á®¡®© ¯ãáâãî ä®à¬ «ì®áâì! �¥«® ¢ â®¬,çâ® â¥®à¥¬  �¨ª®¢áª®£® ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢, ª®â®à®© ¬ë â ¬¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì, ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥   ®á®¢ ¨¨ n-¬¥à®© â¥®à¥¬ë 2. �àã£®£® ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®ª  ¥ ¨§¢¥áâ®.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ n-¬¥à®¬ á«ãç ¥ ¢§ ¨¬®á¢ï§ì íâ¨å â¥®à¥¬ ®ª §ë¢ ¥â-áï ®¡à â®©, ¯®ª , ª®¥ç®, ¥  ©¤¥® ¥§ ¢¨á¨¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥-¬ë �¨ª®¢áª®£® ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢. Ǒ®«®¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ á¢ï§¥©¬¥�¤ã ãª § ë¬¨ â¥®à¥¬ ¬¨ ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®

n-¬¥à®© â¥®à¥¬ë 2 (¥à ¢¥áâ¢® (8)) ¤ îâáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥.
§ 3. �¬¥è ë¥ ®¡ê¥¬ë ¨ ¥à ¢¥áâ¢® �àã 1. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì «¨¥©ë¥ ª®¬¡¨ æ¨¨ ¢ë¯ãª«ëå â¥« ¨ ¯à¥-�¤¥ ¢á¥£® ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ (á¬. § 2 £« -¢ë VI). �¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥ë¥ ¤«ï ¨å ¢ § 2 £« ¢ë VI, ¡ãª¢ «ì® ®¡®¡é -



364 �. �. �����������îâáï   á«ãç © «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©, ¨   íâ®¬ ¬ë ¥ ¡ã¤¥¬ ®áâ  ¢«¨-¢ âìáï.� ¯®¬¨¬ â®«ìª®, çâ® ¥á«¨ Pi | ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, â®
P = λ1P1 + . . . + λnPnâ ª�¥ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¨ ¢áïª ï ¥£® £à ìG ¥áâì â ª ï �¥ «¨¥© ïª®¬¡¨ æ¨ï â¥å £à ¥© Gi ¬®£®£à ¨ª®¢ Pi, ª®â®àë¥ «¥� â ¢ ¯«®áª®áâïå,¯ à ««¥«ìëåG. �¤¥áì, ª ª ¨ ¢áî¤ã ¤ «ìè¥, ¤®¯ãáª îâáï â®«ìª® ¥®âà¨æ -â¥«ìë¥ ª®íää¨æ¨¥âë λi. Ǒ à ««¥«ì®áâì ¯«®áª®áâ¥© £à ¥© ¯®¨¬ ¥âáï¢ á¬ëá«¥ ¯ à ««¥«ì®áâ¨ ¢¥è¨å ®à¬ «¥©.�à ¨ Gi, ¤ îé¨¥  áâ®ïéãî (n−1)-¬¥àãî £à ì G, ¬®£ãâ ¢ëà®�¤ âì-áï ¢ (n− 2)-¬¥àë¥ ¨ â. ¤. � ¯à¨¬¥à, ¢ âà¥å¬¥à®¬ á«ãç ¥ ¥¯ à ««¥«ìë¥à¥¡à , «¥� é¨¥ ¢ ¯ à ««¥«ìëå ®¯®àëå ¯«®áª®áâïå ¬®£®£à ¨ª®¢ P1,

P2, ¤ îâ   P1 + P2 £à ì ¢ ¢¨¤¥ ¯ à ««¥«®£à ¬¬ .�â¬¥â¨¬ ¥é¥ ®¤¨ ¯à®áâ®© ä ªâ:�á«¨ h | ®¯®à®¥ ç¨á«® £à ¨ G, a hi | ®¯®àë¥ ç¨á«  £à ¥© Gi, â®
h = λ1h1 + . . . + λmhm. (1)�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ x1, . . . ,xm | ¢¥ªâ®àë, ¨¤ãé¨¥ ¢ â®çª¨   £à ïå

G1, . . . , Gm, â® ¢¥ªâ®à
x = λ1x1 + . . . + λmxm (2)¨¤¥â ¢ â®çªã   £à ¨ G. Ǒ® á ¬®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ®¯®àëå ç¨á¥« h = nx,

hi = nxi. Ǒ®íâ®¬ã, ã¬®� ï (2)   ®à¬ «ì n, ¯®«ãç¨¬ (1).�¥®à¥¬  1. Ǒãáâì P 1, . . . , Pm | ¤ ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¢
n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨ P = λ1P 1 + . . . + λmP

m, £¤¥ λi | ¯¥à¥¬¥ë¥¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á« . �¡ê¥¬ V (P ) ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì ®¤®à®¤ë©¬®£®ç«¥ n-© áâ¥¯¥¨ ®â®á¨â¥«ì® λi. �¤¥áì ¤®¯ãáª îâáï ¬®£®£à ¨-ª¨ Pi, ¢ëà®�¤ îé¨¥áï ¢ ¬®£®£à ¨ª¨ ¬¥ìè¥£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©. �å«¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï ¬®�¥â ¡ëâì n-¬¥à®©, ª ª,  ¯à¨¬¥à, «¨¥© ï ª®¬-¡¨ æ¨ï ¥ª®¬¯«  àëå ®âà¥§ª®¢.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¨§¬¥à¥¨© n. Ǒà¨ n = 1â¥®à¥¬  ®ç¥¢¨¤ , â ª ª ª ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ P i áãâì ®âà¥§ª¨   ¯àï¬®© ¨ ¤«¨ ®âà¥§ª  ∑λiP
i à ¢  â ª®© �¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¨å ¤«¨.�®¯ãáâ¨¬, çâ® â¥®à¥¬  ¢¥à  ¢ (n − 1)-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. Ǒãáâì¬®£®£à ¨ª¨ P i «¥� â ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨-ª  P = ∑λiP
i ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ¥£® ®¯®àë¥ ç¨á«  ¨ ¯«®é ¤¨ £à ¥©ä®à¬ã«®©

V (P ) = 1
n

∑

j

hjFj . (3)



��. VIII: § 3. ��������� ������ � ����������� ������ 365�à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P áãâì â ª¨¥ �¥ «¨¥©ë¥ ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯ à ««¥«ìëå£à ¥© ¬®£®£à ¨ª®¢ P i. � ª ª ª ¯ à ««¥«ìë© ¯¥à¥®á ýá« £ ¥¬ëåþ ¢ë-§ë¢ ¥â â ª�¥ «¨èì ¯ à ««¥«ìë© ¯¥à¥®á «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨, â® ¬®�®áç¨â âì, çâ® ª �¤ ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ (n − 1)-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. Ǒ®íâ®¬ã ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥-¨î ¨¤ãªæ¨¨ ¥¥ (n− 1)-¬¥àë© ®¡ê¥¬, â. ¥. ¯«®é ¤ì Fj , ¥áâì ®¤®à®¤ë©¬®£®ç«¥ (n− 1)-© áâ¥¯¥¨ ®â®á¨â¥«ì® λj .�® á®£« á® ä®à¬ã«¥ (1), ®¯®àë¥ ç¨á«  hj ¬®£®£à ¨ª  P ï¢«ïîâáï«¨¥©ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ®â λi.�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì ä®à¬ã«ë (3) ¥áâì ®¤®à®¤ë© ¬®£®-ç«¥ n-© áâ¥¯¥¨ ®â®á¨â¥«ì® λi ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .�¤®à®¤ë© ¬®£®ç«¥, ª ª¨¬ ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª 
P = m∑

i=1 λiP i, ¯à¨ïâ® § ¯¨áë¢ âì ¢ ä®à¬¥
V (P ) = n∑

i1,... ,im=1 λi1λi2 . . . λinVi1i2...in , (3′)£¤¥ ª �¤ë© ¨¤¥ªá ij ¯à®¡¥£ ¥â ¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¤àã£¨å ¢á¥ § ç¥¨ï ®â 1 ¤®
m. Ǒ®íâ®¬ã ¢ â ª®© § ¯¨á¨ ®¤® ¨ â® �¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ λi1 . . . λin ¢áâà¥ç ¥âáïáâ®«ìª® à §, áª®«ìª® ¢®§¬®�® ¯¥à¥áâ ®¢®ª ¨¤¥ªá®¢ i1, . . . , in. �®íää¨-æ¨¥âë Vi1i2...in ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯à¨ íâ®¬ â ª, çâ® ®¨ ¥ § ¢¨áïâ ®â ¯®àï¤ª ¨¤¥ªá®¢.�®§ì¬¥¬ ª ª®¥-«¨¡® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ λi1λi2 . . . λin . Ǒ®«®�¨¬ ¢ ä®à¬ã«¥ P == ∑λiP

i ¢á¥ λi à ¢ë¬¨ ã«î, ªà®¬¥ â¥å, ª®â®àë¥ ¢å®¤ïâ ¢ ¨§¡à ®¥¯à®¨§¢¥¤¥¨¥. �®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P i ¥ ¡ã¤ãâ ¢®¢á¥¢å®¤¨âì ¢ ª®¬¡¨ æ¨î. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â: ª®íää¨æ¨¥â Vi1...in ¯à¨ ¯à®¨§-¢¥¤¥¨¨ λi1 . . . λin § ¢¨á¨â «¨èì ®â ¬®£®£à ¨ª®¢ Pi1 , . . . , Pin . � ª ª ª¥ ¢á¥ i1, . . . , in ®¡ï§ ë ¡ëâì à §«¨çë¬¨, â® ¨ áà¥¤¨ íâ¨å ¬®£®£à ¨-ª®¢ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¤¨ ª®¢ë¥, â. ¥. ®¤¨ ¨ â®â �¥ ¬®£®£à ¨ª ¯®¢â®àï¥âáï¥áª®«ìª® à §.� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ ¢§ïâì λ1 = l,   ¢á¥ ¯à®ç¨¥ λi = 0, â® P = P 1, ¨ ¨§ (3′)á«¥¤ã¥â, çâ® ª®íää¨æ¨¥â V1···1 ¥áâì ®¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª  P 1.�®®¡é¥ ª®íää¨æ¨¥â Vi1...in  §ë¢ ¥âáï á¬¥è ë¬ ®¡ê¥¬®¬ ¬®£®£à -¨ª®¢ P i1 , . . . , P in ¨ § ¯¨áë¢ ¥âáï V (P i1 . . . P in). Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥¨î ® ¥§ ¢¨á¨â ®â ¯®àï¤ª  ¨¤¥ªá®¢ ij , â. ¥. ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© äãªæ¨¥©¬®£®£à ¨ª®¢ P ij .�ë ®£à ¨ç¨¬áï «¨¥©ë¬¨ ª®¬¡¨ æ¨ï¬¨ ¤¢ãå ¬®£®£à ¨ª®¢. �íâ®¬ á«ãç ¥ ä®à¬ã«  (3′) ¬®�¥â ¡ëâì  ¯¨á   ¢ ¢¨¤¥
V (λ1P 1 + λ2P 2) = n∑

k=1λn−k1 λk2CknV (P 1 . . . P 1︸ ︷︷ ︸

n−k

P 2 . . . P 2
︸ ︷︷ ︸

k

). (4)



366 �. �. �����������2. Ǒ®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® á¬¥è ë© ®¡ê¥¬ V (P 1P 2 . . . P 2) á®¢¯ ¤ ¥â á®á¬¥è ë¬ ®¡ê¥¬®¬, ¢¢¥¤¥ë¬ ¢ § 2. �â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ § ª«îç¥® ¢ á«¥-¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:�¥®à¥¬  2. �á«¨ V (P 0P 1 . . . P 1)| á¬¥è ë© ®¡ê¥¬ ¢ á¬ëá«¥ ä®à¬ã«ë(4), F 1i | ¯«®é ¤¨ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P 1, a h0i | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  P 0, â®
V (P 0P 1 . . . P 1) = 1

n

∑

i

h0iF 1i . (5)�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬¥â¨¬, çâ® ®¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª  P = P 1 + λP 0¥áâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï äãªæ¨ï ¥£® ®¯®àëå ç¨á¥« hi ¨ çâ®
∂V (P )
∂hi

= Fi,£¤¥ Fi | ¯«®é ¤ì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à ¨ («¥¬¬  5 § 2). �¬¥áâ¥ á â¥¬ á®-£« á® (1)
hi = h1i + λh0i .Ǒ®íâ®¬ã ¯à®¨§¢®¤ ï ®¡ê¥¬  V (P ) ¯® λ ¡ã¤¥â

∂V (P )
∂λ

=∑ ∂V

∂hi

dhi
dλ

=∑ h0iFi.�® P = P 1 + λP 0 ¯à¨ λ→ 0 áå®¤¨âáï ª P 1, â ª çâ® Fi → F 1i . Ǒ®íâ®¬ã
(
∂V

∂λ

)

λ=0 =∑ h0iF 1i . (6)�¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î á¬¥è ®£® ®¡ê¥¬  (ä®à¬ã«  (4))
V (P ) = V (P 1 . . . P 1) + nλV (P 0P 1 . . . P 1) + . . . ,£¤¥ â®çª ¬¨ ®¡®§ ç¥ë ç«¥ë á λ ¢® ¢â®à®© áâ¥¯¥¨ ¨ ¢ëè¥. �§ íâ®©ä®à¬ã«ë á«¥¤ã¥â, çâ®

(
∂V

∂λ

)

λ=0 = nV (P 0P 1 . . . P 1).� íâ® ¢¬¥áâ¥ á (6) ¤®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬ã.3. �¥®à¥¬  1 ® â®¬, çâ® ®¡ê¥¬ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¥áâì ®¤®à®¤ë©¬®£®ç«¥, «¥£ª® ®¡®¡é ¥âáï á ¬®£®£à ¨ª®¢   «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥« .



��. VIII: § 3. ��������� ������ � ����������� ������ 367Ǒãáâì H1, . . . ,Hm | ¤ ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥«  ¨ H = λ1H1+ . . .+λmHm |¨å «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. �¥£ª® ã¡¥-¤¨âìáï, çâ® ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª¨P1, . . . , Pm áå®¤ïâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ª â¥« ¬
H1, . . . ,Hm, â® ¨å «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï P = λ1P1 + . . . + λmPm áå®¤¨âáïª H. �â® § ç¨â, çâ® ¯à¨ ¢áïª¨å λi ®¡ê¥¬ V (P ) áå®¤¨âáï ª ®¡ê¥¬ã V (H).� â ª ª ª V (P ) ¥áâì ¬®£®ç«¥ ¤ ®© áâ¥¯¥¨, â® ¨ V (H) ¥áâì ¬®£®ç«¥â®© �¥ áâ¥¯¥¨. �â¨¬ ¤®ª §  �¥®à¥¬  1a. �¡ê¥¬ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¢ë¯ãª«ëå â¥« á ¥®âà¨æ -â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¥áâì ®¤®à®¤ë© ¬®£®ç«¥ n-© áâ¥¯¥¨ ®â®-á¨â¥«ì® íâ¨å ª®íää¨æ¨¥â®¢.

O t1

√
n

V(H0)
 ¬

√
n

V(Ht)
 ¬

√
n

V(H1)
 ¬

�¨á. 144
�®íää¨æ¨¥âë íâ®£® ¬®£®ç«¥  â ª-�¥  §ë¢ îâáï á¬¥è ë¬¨ ®¡ê¥¬ ¬¨¨ § ¯¨áë¢ îâáï á®¢¥àè¥® â ª �¥.� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢® ¬®£¨å ¢®¯à®á å,ª á îé¨åáï á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢, ¥â  -¤®¡®áâ¨ ¢ë¤¥«ïâì ¬®£®£à ¨ª¨ áà¥-¤¨ ¢á¥å ¢ë¯ãª«ëå â¥«.(�¥®à¥¬  2 â ª�¥ ®¡®¡é ¥âáï   «î-¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥«  á § ¬¥®© ¢ ä®à¬ã«¥(5) áã¬¬ë   ¨â¥£à «.)4. �¥¬¥æª¨© £¥®¬¥âà �. �àã ¢ 1887 £.[252℄ ¤®ª § « á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã, ª®â®à ï ¢ á®¥¤¨¥¨¨ á â¥®à¥¬ ¬¨ 1, 2 ¨¯®á«ã�¨«   ç «®¬ ¢á¥© ýâ¥®à¨¨ á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢þ:�¥®à¥¬  3. �á«¨ H0, H1 | «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥« , Ht = (1− t)H0+ tH1¨ 0 < t < 1, â® ¤«ï ®¡ê¥¬®¢ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢® (ú¥à ¢¥-áâ¢® �àã û):

n
√

V (Ht) > (1− t) n√V (H0) + t
n
√

V (H1), (7)¯à¨ç¥¬, ª ª ¯®§�¥ ãâ®ç¨« �. �¨ª®¢áª¨©, § ª à ¢¥áâ¢  áâ®¨â §¤¥áì â®-£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  â¥«  H0 ¨ H1 £®¬®â¥â¨çë (¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨ â¥«®
Hi £®¬®â¥â¨ç® ¨¬ ¯à¨ «î¡®¬ t).� ¯®¬¨¬, çâ® â¥«® H1 ¥áâì £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª, ¤¥«ïé¨å ®âà¥§-ª¨ á ª®æ ¬¨ ¢ «î¡ëå â®çª å â¥« H0, H1 ¢ ®â®è¥¨¨ t : (1− t).Ǒà¨ ¤ ëå H0, H1 ¢¥«¨ç¨  n

√

V (Ht) ¥áâì äãªæ¨ï ®â t. �§®¡à §¨¢ ¥¥£à ä¨ç¥áª¨ (à¨á. 144), ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¥à ¢¥áâ¢® (7) ®§ ç ¥â, çâ® £à -ä¨ª äãªæ¨¨ n
√

V (Ht) ¯à®å®¤¨â  ¤ å®à¤®©, á®¥¤¨ïîé¥© ¥£® ª®æë. Ǒà¨«î¡ëå t1, t, t2 á ãá«®¢¨¥¬ 0 < t1 < t < t2 < 1
Ht = t2 − t

t2 − t1 Ht1 + t− t1
t2 − t1 Ht2 , (8)



368 �. �. �����������çâ® ¯à®¢¥àï¥âáï ¯àï¬ë¬ ¢ëç¨á«¥¨¥¬   ®á®¢ ¨¨ ¯à®áâëå  «£¥¡à ¨ç¥-áª¨å á¢®©áâ¢ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ â¥«. Ǒ®íâ®¬ã   ®á®¢ ¨¨ â®£® �¥¥à ¢¥áâ¢  (7), ¯à¨¬¥¥®£® â¥¯¥àì ª Ht1 , Ht2 ¨ Ht, ã¡¥�¤ ¥¬áï, çâ®£à ä¨ª äãªæ¨¨ n
√

V (Ht) «¥�¨â â ª�¥  ¤ å®à¤®©, á®¥¤¨ïîé¥© â®çª¨,á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢§ïâë¬ t1 ¨ t2, â. ¥. ® «¥�¨â  ¤ «î¡®© á¢®¥© å®à¤®© ¨â¥¬ á ¬ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢ë¯ãª«ãî ªà¨¢ãî.� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  �àã  ¬®�¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢   â ª:
n
√

V (Ht), £¤¥Ht = (1−t)H0+tH1 ¨ 0 6 t 6 1, ¥áâì ¢ë¯ãª« ï äãªæ¨ï ®â t,á¢®¤ïé ïáï ª «¨¥©®© «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  â¥« H0 ¨H1 £®¬®â¥â¨çë.�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© § ¬¥ç â¥«ì®© â¥®à¥¬ë ¬ë  ¬¥â¨¬ ¯®â®¬; ®®,ªáâ â¨, ¥ ®ç¥ì á«®�®. �¥©ç á �¥ ¢ëïá¨¬ ¥¥ á¢ï§ì á ¥à ¢¥áâ¢®¬ �¨-ª®¢áª®£®, ¢¢¥¤¥ë¬ ¢ § 2.5. �®ª �¥¬, çâ® ¨§ â¥®à¥¬ë �àã  á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£®
V n(H1H0 . . . H0) > V (H1 . . . H1) · V n−1(H0 . . . H0), (9)¯à¨ç¥¬ § ª à ¢¥áâ¢  áâ®¨â §¤¥áì â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  H0 ¨ H1 £®-¬®â¥â¨çë. �¤¥áì V (H0 . . . H0) = V (H0), V (H1, . . . H1) = V (H1) | ®¡ê¥¬ëâ¥« H0, H1.� ª ª ª £à ä¨ª äãªæ¨¨ n

√

V (Ht) «¥�¨â  ¤ å®à¤®©, â®
f(t) = n

√

V (Ht)− (1− t) n√V (H0)− t n√V (H1) > 0.� â ª ª ª f(0) = 0, â® ¯à®¨§¢®¤ ï f ′(0) > 0 ¨ ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ äãª-æ¨¨ f(t), f ′(0) = 0 «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  f(t) ≡ 0, â. ¥. ª®£¤  â¥«  H0 ¨
H1 £®¬®â¥â¨çë.Ǒ®ª �¥¬, çâ® íâ® ¥à ¢¥áâ¢® f ′(0) > 0 ¨ ¥áâì ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£®(9).�®£« á® ä®à¬ã«¥ (4), ª®â®à ï, ª ª ¯®ª § ®, ¢¥à  ¤«ï «î¡ëå ¢ë¯ãª-«ëå â¥«, ®¡ê¥¬ â¥«  Ht = (1− t)H0 + tH1 ¡ã¤¥â

V (Ht) = n∑

k=1(1− t)n−ktkCknVk,£¤¥
Vk = V (H0 . . . H0

︸ ︷︷ ︸

n−k

H1 . . . H1
︸ ︷︷ ︸

k

).Ǒ®«ì§ãïáì íâ®© ä®à¬ã«®©, «¥£ª® ¢ëç¨á«¨âì f ′(0); ¯à¨ íâ®¬ ®ª §ë¢ ¥âáï,çâ®
f ′(0) = V1 − V0

V
n−1
n0 + V

1
n0 − V 1

n
n .



��. VIII: § 3. ��������� ������ � ����������� ������ 369Ǒ®íâ®¬ã ¥à ¢¥áâ¢® f ′(0) > 0 à ¢®á¨«ì® ¥à ¢¥áâ¢ã V1 > V n−1
n0 V

1
n
n ¨«¨

V n1 > V n−10 V nn , çâ® ¢ ¯à¨ïâëå  ¬¨ ®¡®§ ç¥¨ïå ¨ ¥áâì ¥à ¢¥áâ¢® �¨-ª®¢áª®£®. � ª à ¢¥áâ¢  áâ®¨â ¢ ¥¬ â®£¤ , ª®£¤  f ′(0) = 0, â. ¥. ª®£¤  H0¨ H1 £®¬®â¥â¨çë.�®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¨ ®¡à â®, ¥à ¢¥áâ¢® �àã  á«¥¤ã¥â ¨§ ¥à ¢¥-áâ¢  �¨ª®¢áª®£®.�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¢ë¢®¤  ïá®, çâ® ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£® íª¢¨¢ «¥â-® ãá«®¢¨î f ′(0) > 0, £¤¥ äãªæ¨ï f(t) ¥áâì à §®áâì ®¡¥¨å ç áâ¥© ¥à -¢¥áâ¢  �àã . �â® ãá«®¢¨¥ ®§ ç ¥â, çâ® £à ä¨ª äãªæ¨¨ n
√

V (Ht) å®âï¡ë ¢  ç «ì®© â®çª¥ ¨¤¥â  ¤ å®à¤®©. �® ¢ á¨«ã ä®à¬ã«ë (8) ¯à¨ «î¡ëå
t1 < t2 â¥«® Ht á t1 < t < t2 ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ª ª ª®¬¡¨ æ¨ï â¥« Ht1 , Ht2 áª®íää¨æ¨¥â ¬¨, ¢ áã¬¬¥ à ¢ë¬¨ ¥¤¨¨æ¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥îé¨¬¨¢¨¤ 1− s, s. Ǒ®íâ®¬ã ¢áïª®¥ t1 ¬®�¥â ¨£à âì à®«ì  ç «ì®© â®çª¨ s = 0,â. ¥. ¯à¥¤ë¤ãé¥¥ § ¬¥ç ¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¯à¨¬¥¨¬ë¬ ¢ «î¡®© â®çª¥ £à -ä¨ª  äãªæ¨¨ n

√

V (Ht), ¥á«¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¥à ¢¥áâ¢®¬ �¨ª®¢áª®£®¤«ï â¥« Ht1 , Ht2 . �«¥¤®¢ â¥«ì®, £à ä¨ª äãªæ¨¨ n
√

V (Ht) ¢áî¤ã ¨¤¥â  ¤å®à¤®©. � ¢ íâ®¬ ¨ á®áâ®¨â ¥à ¢¥áâ¢® �àã .�á«¨ ¢ ¥à ¢¥áâ¢¥�¨ª®¢áª®£® (9) ¨¬¥® ¤«ï â¥«H0, H1 áâ®¨â § ª à -¢¥áâ¢ , â® f ′(0) = 0 ¨ â®£¤  ¢¢¨¤ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ £à ä¨ª  äãªæ¨¨ n
√

V (Ht)® ¥¨§¡¥�® á¢®¤¨âáï ª ®âà¥§ªã, â. ¥. ¨ ¢ ¥à ¢¥áâ¢¥ �àã  áâ®¨â § ªà ¢¥áâ¢ .� § 2 ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£® ¡ë«® ¤®ª § ® ¤«ï âà¥å¬¥àëå ¬®£®-£à ¨ª®¢. �¥¯¥àì ¢ á¨«ã ¯®«ãç¥®£® à¥§ã«ìâ â  ¬ë ¬®�¥¬ ¢ë¢¥áâ¨ ®âáî-¤  ¥à ¢¥áâ¢® �àã  ¤«ï íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢,   ®ç¥¢¨¤ë¬ ¯à¥¤¥«ìë¬¯¥à¥å®¤®¬ ¨ ¤«ï «î¡ëå âà¥å¬¥àëå ¢ë¯ãª«ëå â¥«. �¤ ª® ãá«®¢¨¥ ® § ª¥à ¢¥áâ¢  ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¤®ª § ® ¯à¥¤¥«ìë¬ ¯¥à¥å®¤®¬.6. �¥¯¥àì ¢ëïá¨¬ ¥é¥ á¢ï§ì ¬¥�¤ã ¥à ¢¥áâ¢®¬ �¨ª®¢áª®£® ¨ ¥£® �¥â¥®à¥¬®© ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á à ¢®¢¥«¨ª¨¬¨ £à ï¬¨.� § 2 ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£® ¤«ï âà¥å¬¥àëå ¬®£®£à -¨ª®¢, ¯®«ì§ãïáì ¯à®áâë¬¨ á®®¡à �¥¨ï¬¨ ® ¬ ªá¨¬ã¬¥ ¨ áãé¥áâ¢¥® ¨á-¯®«ì§ãï  §¢ ãî â¥®à¥¬ã ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢. �¥£ª® ¢¨¤¥âì,çâ® ¢á¥ ¯à¨¢¥¤¥ë¥ â ¬ ¢ë¢®¤ë ¯à¨¬¥¨¬ë ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á« ¨§¬¥à¥¨©. �â® ¯®§¢®«ï¥â ãâ¢¥à�¤ âì, çâ® ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£® ¤«ï
n-¬¥àëå ¬®£®£à ¨ª®¢ (¢¬¥áâ¥ á ãá«®¢¨¥¬ ®¡à é¥¨ï ¥£® ¢ à ¢¥áâ¢®)¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë ® à ¢¥áâ¢¥ n-¬¥àëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¯ à ««¥«ìë-¬¨ ¨ à ¢®¢¥«¨ª¨¬¨ £à ï¬¨.Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¨ ®¡à â®, ¯®á«¥¤ïï â¥®à¥¬  á«¥¤ã¥â ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  �¨-ª®¢áª®£® ¨ ãá«®¢¨ï ®¡à é¥¨ï ¥£® ¢ à ¢¥áâ¢®.Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª¨ P 0, P 1 ¨¬¥îâ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯ à ««¥«ìë¥ ¨ à ¢-®¢¥«¨ª¨¥ £à ¨, â ª çâ® F 0i = F 1i . �®£¤  ¤«ï á¬¥è ®£® ®¡ê¥¬ 
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V (P 0P 1 . . . P 1) ¨¬¥¥¬ (â¥®à¥¬  2)

V (P 0P 1 . . . P 1) = 1
n

∑

i

h0iF 1i = 1
n

∑

i

h0iF 0i = V (P 0 . . . P 0). (10)Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ã �¨ª®¢áª®£®
V n(P 0P 1 . . . P 1) > V (P 0 . . . P 0)V n−1(P 1 . . . P 1), (11)  ®âáî¤  ¢á«¥¤áâ¢¨¥ (10)

V (P 0 . . . P 0) > V (P 1 . . . P 1). (12)�®, ¬¥ïï à®«ï¬¨ P 0 ¨ P 1, ¬ë â®ç® â ª �¥ ¯®«ãç¨¬, çâ® V (P 1 . . . P 1) >
> V (P 0 . . . P 0). �«¥¤®¢ â¥«ì®,

V (P 0 . . . P 0) = V (P 1 . . . P 1).� â®£¤ , ª ª ïá® ¨§ ¢ë¢®¤  ¥à ¢¥áâ¢  (12), § ª à ¢¥áâ¢  ¤®«�¥ áâ®ïâìâ ª�¥ ¢ ¥à ¢¥áâ¢¥ �¨ª®¢áª®£® (11). Ǒ®íâ®¬ã ¬®£®£à ¨ª¨ P 0, P 1¤®«�ë ¡ëâì £®¬®â¥â¨çë. �® â ª ª ª ª â®¬ã �¥ ¯«®é ¤¨ ¨å £à ¥©à ¢ë, â® P 0 ¨ P 1 à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.�â ª, ¥à ¢¥áâ¢® �àã  ç¥à¥§ ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£® ¢¥¤¥â ª â¥®-à¥¬¥ ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á à ¢®¢¥«¨ª¨¬¨ ¯ à ««¥«ìë¬¨ £à ï-¬¨ 11). �¥à¥§ â® �¥ ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£® ®® ¯à¨¢®¤¨â ª ¬ ªá¨¬ «ì-®¬ã á¢®©áâ¢ã ¬®£®£à ¨ª®¢, ®¯¨á ëå ®ª®«® è à , ª ª ¯®ª § ® ¢ § 2.�áâ ¥âáï ¤®ª § âì ¥à ¢¥áâ¢® �àã .7. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3 | ¥à ¢¥áâ¢  �àã  á ¤®¯®«¥¨¥¬�¨-ª®¢áª®£® | ª®à®ç¥ ¢á¥£® ¢¥áâ¨ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¨§¬¥à¥¨©. � ®¤®¬¥à-®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, â. ¥.   ¯àï¬®©, â¥®à¥¬  âà¨¢¨ «ì : §¤¥áì ¥à ¢¥áâ¢®¢á¥£¤  á¢®¤¨âáï ª à ¢¥áâ¢ã, ª®â®à®¥ ®ç¥¢¨¤® ¨§ á ¬®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï «¨-¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ®âà¥§ª®¢.�®¯ãáâ¨¬, çâ® â¥®à¥¬  ¢¥à  ¢ (n−1)-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ¨ ¤®ª �¥¬ ¥¥¤«ï n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢ . �«ï íâ®£® ¯®ª �¥¬ á ç « , çâ® ¤®áâ â®ç®¤®ª § âì á«¥¤ãîé¥¥:11)� «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯à¨¢¥¤¥ ï ¢ § 6 £«. VI ®¡é ï â¥®à¥¬  ® à ¢¥áâ¢¥ ¢ë-¯ãª«ëå â¥« á à ¢ë¬¨ ¯®¢¥àå®áâë¬¨ äãªæ¨ï¬¨. �á«¨ Fi(M) | ¯®¢¥àå®áâ ï äãª-æ¨ï â¥«  Hi, â®   «®£¨ç® â¥®à¥¬¥ 2 V (H0H1 . . . H1) = 1
n

∫
h0(n)F1(dM). Ǒ®íâ®¬ã ¨§à ¢¥áâ¢  F0(M) = F1(M) á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® V0(H0H1 . . . H1) = V (H0 . . . H0),   ¢ á¨«ã¥à ¢¥áâ¢  �¨ª®¢áª®£® V (H0 . . .H0) > V (H1 . . . H1), ¨ ¯®¢â®àï¥âáï â® �¥ à ááã�¤¥¨¥,çâ® ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢.



��. VIII: § 3. ��������� ������ � ����������� ������ 371�¥®à¥¬  3*. �á«¨ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥«  H0 ¨ H1 ¨¬¥îâ à ¢ë¥ ®¡ê¥¬ë, â®¯à¨ «î¡®¬ t > 0 ¨ < 1 â¥«® Ht = (1 − t)H0 + tH1 ¨¬¥¥â ¡®«ìè¨© ®¡ê¥¬,ªà®¬¥ â®£® á«ãç ï, ª®£¤  â¥«  H0 ¨ H1 à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë,â ª çâ® Ht â ª�¥ à ¢® ¨¬.Ǒ®ª �¥¬, çâ® ®¡é ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  â¥®à¥¬ë 3 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ íâ®© ç áâ®©.Ǒãáâì H0 ¨ H1 | «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥« ; â®£¤  â¥« 
K0 = 1

n
√
V0 H0 ¨ K1 = 1

n
√
V1 H1¨¬¥îâ ®¡ê¥¬, à ¢ë© ¥¤¨¨æ¥. Ǒ®íâ®¬ã, á®£« á® ç áâ®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥â¥®à¥¬ë �àã , ¤®«�® ¡ëâì

V (Ks) > 1, (13)£¤¥ Ks = (1− s)K0 + sK1, 0 < s < 1. Ǒ®«®�¨¬
s = tV

1
n1(1− t)V 1
n0 + tV

1
n1 .�®£¤ 

Ks = (1− t)H0 + tH1(1− t)V 1
n0 + tV

1
n1 = Ht(1− t)V 1

n0 + tV
1
n1 .Ǒ®íâ®¬ã (13) à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ®

V (Ht) > [(1− t)V 1
n0 + tV

1
n1 ]n,  íâ® ¨ ¥áâì ®¡é¥¥ ¥à ¢¥áâ¢® �àã . Ǒà¨ íâ®¬ § ª à ¢¥áâ¢  áâ®¨â§¤¥áì â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® áâ®¨â ¢ (13), â. ¥. ª®£¤  K0 ¨ K1 à ¢ë ¨¯ à ««¥«ìë,   § ç¨â, H0 ¨ H1 £®¬®â¥â¨çë.8. �¥¯¥àì, ¯à¥¤¯®« £ ï, çâ® â¥®à¥¬  3 ¢¥à  ¤«ï (n − 1)-¬¥àëå â¥«,¤®ª �¥¬ ¤«ï n-¬¥àëå â¥« â¥®à¥¬ã 3*.Ǒãáâì H0, H1 | ¢ë¯ãª«ë¥ â¥«  ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ¨¬¥îé¨¥ à ¢-ë¥ ®¡ê¥¬ë; ¡ã¤¥¬ áç¨â âì íâ¨ ®¡ê¥¬ë à ¢ë¬¨ ¥¤¨¨æ¥. Ǒà®¢¥¤¥¬ ª ªãî-«¨¡® ¯«®áª®áâì T ¨ ¯¥à¥¥á¥¬ â¥«  H0, H1 â ª, çâ®¡ë ¯«®áª®áâì T áâ « ®¯®à®© ª ¨¬ ®¡®¨¬. (�â® ¥ ¬¥ï¥â ®¡ê¥¬  â¥«  (1− t)H0+ tH1.) �¢¥¤¥¬¯¥à¥¬¥ãî v, 0 6 v 6 1, ¨ ¡ã¤¥¬ á®¯®áâ ¢«ïâì ¤àã£ ¤àã£ã á¥ç¥¨ï â¥« H0,

H1 ¯«®áª®áâï¬¨, ¯ à ««¥«ìë¬¨ T ¨ ®âá¥ª îé¨¬¨ ®â â¥« H0, H1 à ¢ë¥®¡ê¥¬ë v. � ááâ®ï¨ï íâ¨å á¥ç¥¨© G0, G1 â¥« H0, H1 ®â ¯«®áª®áâ¨ T ¡ã¤ãâ



372 �. �. �����������äãªæ¨ï¬¨ ®â v. �ë ¨å ®¡®§ ç¨¬ x0(v), xl(v). Ǒ«®é ¤¨ á¥ç¥¨© ®¡®§ -ç¨¬ F0(v), F1(v). �§ â®£®, çâ® v ¥áâì ®¡ê¥¬, ®âá¥ª ¥¬ë© á®®â¢¥âáâ¢¥® G0¨ G1, á«¥¤ã¥â, çâ® F0dx0 = dv, F1dx1 = dv ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
dx0
dv

= 1
F0 , dx1

dv
= 1
F1 . (14)�¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï á¥ç¥¨© G0, G1:

Gt = (1− t)G0 + tG1,®ç¥¢¨¤®, á®¤¥à�¨âáï ¢ â¥«¥ Ht. �  ¡ã¤¥â «¥� âì ¢ ¯«®áª®áâ¨, ¯ à ««¥«ì-®© ®á®¢®© ¯«®áª®áâ¨ T ,   à ááâ®ï¨¨ xt(v) ®â ¥¥, ¯à¨ç¥¬
xt(v) = (1− t)x0(v) + tx1(v). (15)�á«¨ Ft(v) | ¯«®é ¤ì ä¨£ãàëGt, â® ¤«ï ®¡ê¥¬  â¥« Ht ¨¬¥¥¬ ¥à ¢¥áâ¢®

V (Ht) > 1∫0 Ft(v)dxt(v) = 1∫0 Ft(v)x′t(v)dv. (16)Ǒ® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ ¥à ¢¥áâ¢® �àã  ¯à¨¬¥¨¬® ª á¥ç¥¨ï¬G0,
G1 ¨ ¯®â®¬ã

Ft(v) > [(1− t)F 1
n−10 (v) + t F

1
n−11 (v)]n−1. (17)�à®¬¥ â®£®, ¢ á¨«ã ä®à¬ã« (14) ¨ (15)

dxt
dv

= 1− t
F0 + t

F1 . (18)�  ®á®¢ ¨¨ (17), (18) ¨§ (16) ¯®«ãç ¥¬, çâ®
V (Ht) > 1∫0 [(1− t)F 1

n−10 + t F
1
n−11 ]n−1 [1− t

F0 + t

F1 ] dv. (19)Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¯®¤ëâ¥£à «ì ï äãªæ¨ï ¢á¥£¤  > 1, â. ¥. ¯à¨ «î¡ëå
F0, F1 > 0 ¨ ¯à¨ 0 < t < 1

[(1− t)F 1
n−10 + t F

1
n−11 ]n−1 [1− t

F0 + t

F1 ] > 1, (20)¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®, «¨èì ¥á«¨ F0 = F1.



��. VIII: § 3. ��������� ������ � ����������� ������ 373�¥«ï ¨ ã¬®� ï   F0 ¨ ¯®« £ ï F1/F0 = ξ, ¯®«ãç¨¬, çâ® «¥¢ ï ç áâìíâ®£® ¥à ¢¥áâ¢  ¥áâì
f(ξ) = [1− t+ t ξ

1
n−1 ]n−1(1− t+ t

ξ

)

.Ǒà¨ ξ = 0 ¨ ¯à¨ ξ = ∞ f(ξ) = ∞. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ ξ > 0 f(ξ) ¨¬¥¥â¬¨¨¬ã¬. �ëç¨á«ïï ¯à®¨§¢®¤ãî, ¯®«ãç ¥¬
f ′(ξ) = t(1− t)

ξ2 (1− t+ t ξ
1
n−1 )n−2(ξ n

n−1 − 1),â ª çâ® ¯à¨ 0 < t < 1 ¨ ξ > 0 ¯à®¨§¢®¤ ï ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì «¨èì ¯à¨
ξ = 1. �â®¬ã § ç¥¨î ξ, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ®â¢¥ç ¥â ¬¨¨¬ã¬ f(ξ), à ¢ë©
f(1) = 1. Ǒ®íâ®¬ã f(ξ) > 1, ¯à¨ç¥¬ f(ξ) = 1, «¨èì ¥á«¨ ξ = 1. � íâ® ¨ ¥áâì¥à ¢¥áâ¢® (20) á á®¯à®¢®�¤ îé¨¬ ¥£® ãá«®¢¨¥¬.�§ íâ®£® ¥à ¢¥áâ¢  á«¥¤ã¥â, çâ® ¨â¥£à « (19) ¥ ¬¥ìè¥ ¥¤¨¨æë ¨â¥¬ á ¬ë¬ V (Ht) > 1,   íâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.Ǒ®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® V (Ht) = 1 «¨èì â®£¤ , ª®£¤  â¥«  H0, H1 à ¢ë ¨¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.�«ï íâ®£® ¯à®á«¥¤¨¬ æ¥¯ì ¥à ¢¥áâ¢, ¯à¨¢¥¤èãî  á ª â®¬ã, çâ®
V (Ht) > 1. �á«¨ V (Ht) = 1, â® ¢ ª �¤®¬ ¨§ ¨å ¤®«�¥ áâ®ïâì § ªà ¢¥áâ¢ . Ǒ®íâ®¬ã ¤®«�® ¡ëâì f(ξ) = 1, â. ¥. ξ = 1, ¨«¨, ¨ë¬¨ á«®¢ ¬¨,

F0(v) = F1(v). (21)�® â®£¤  ¨§ ä®à¬ã« (14) ¯à¨ ãá«®¢¨¨ x0(0) = x1(0) = 0 (â. ¥. ¯à¨ ãá«®¢¨¨,çâ® â¥«  H0 ¨ H1 ã¯¨à îâáï ¢ ®¤ã ¨ âã �¥ ¯«®áª®áâì T ) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®
x0(v) = x1(v), (22)â. ¥. ¯«®áª®áâ¨, ®âá¥ª îé¨¥ ®â â¥« H0, H1 à ¢ë¥ ®¡ê¥¬ë, á®¢¯ ¤ îâ.�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® æ¥âàë âï�¥áâ¨ ®¡®¨å â¥«  å®¤ïâáï   ®¤®© ¢ë-á®â¥  ¤ ¯«®áª®áâìî T 12). Ǒ®íâ®¬ã, ¯¥à¥®áï â¥«® H0 â ª, çâ®¡ë æ¥âàëâï�¥áâ¨ ®¡®¨å â¥« á®¢¯ «¨, ¬ë ®áâ ¢¨¬ ¯«®áª®áâì T ®¯®à®© ª ®¡®¨¬.�® ¯«®áª®áâì T ¡ë«  ¢ë¡à   ¯à®¨§¢®«ì®! Ǒ®íâ®¬ã, ª®£¤  æ¥âàë âï-�¥áâ¨ á®¢¯ ¤ îâ, â® ¨ ¢á¥ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ â¥«H0, H1 ¤®«�ë á®¢¯ ¤ âì,  § ç¨â, á®¢¯ ¤ îâ ¨ á ¬¨ íâ¨ â¥« . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤® ¯¥à¥®á  ®¨ ¡ë«¨à ¢ë¬¨ ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë¬¨.�â ª, â¥®à¥¬  �àã  á ¤®¯®«¥¨¥¬ �¨ª®¢áª®£® ¤®ª §  . �¥¬ á ¬ë¬¤®ª § ë ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£®, â¥®à¥¬  ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á12)�â® ®ç¥¢¨¤® ¨§ ä®à¬ã«ë X = 1
V

∫
xFdx ¤«ï ª®®à¤¨ âë æ¥âà  âï�¥áâ¨.



374 �. �. �����������®¤¨ ª®¢ë¬¨ ¯«®é ¤ï¬¨ ¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ £à ¥©,   â ª�¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥á¢®©áâ¢® ¬®£®£à ¨ª , ®¯¨á ®£® ®ª®«® è à , ¯à¨ç¥¬ ¢á¥ íâ® â¥¯¥àì ã�¥¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.9. �ë¢¥¤¥¬ ¥é¥ ®¡é¥¥ ¢ëà �¥¨¥ ¤«ï á¬¥è ®£® ®¡ê¥¬  ¥áª®«ìª¨å¬®£®£à ¨ª®¢,   «®£¨ç®¥ ¢ëà �¥¨î (5) ¤«ï á¬¥è ®£® ®¡ê¥¬ 
V (P 0P 1 . . . P 1).�¥®à¥¬  4. Ǒãáâì P 1, . . . , Pn | ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¨
V (P 1, P 2, . . . , Pn) | ¨å á¬¥è ë© ®¡ê¥¬, â. ¥. ¤¥«¥ë©   n! ª®íää¨æ¨-¥â ¯à¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¨ λ1λ2 . . . λn ¢ ¢ëà �¥¨¨ ®¡ê¥¬  ¬®£®£à ¨ª  P == λ1P 1 + . . . + λnP

n. Ǒãáâì Q1i ,Q2i , . . . ,Qni | £à ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P 1,
P 2, . . . , Pn, ¤ îé¨¥ ¢ á¢®¥© ª®¬¡¨ æ¨¨ (n − 1)-¬¥àãî £à ì Qi == λ1Q1i + . . .+λnQni ¬®£®£à ¨ª  P . �®£¤ , ¥á«¨ F (Q2i . . . Qni ) ®¡®§ ç ¥âá¬¥è ãî ¯«®é ¤ì (á¬¥è ë© (n−1)-¬¥àë© ®¡ê¥¬) £à ¥© Q2i , . . . ,Qni ,â®

V (P 1 . . . Pn) = 1
n

∑

i

h1iF (Q2i . . . Qni ). (23)Ǒ®«®�¨¬ λ2P 2 + . . . + λnP
n = P ∗, â®£¤  P = λ1P 1 + P ∗ ¨

V (P ) = V (P ∗ . . . P ∗) + nλ1V (P 1P ∗ . . . P ∗) + . . . . (24)Ǒ® â¥®à¥¬¥ 2
V (P 1P ∗ . . . P ∗) = 1

n

∑

h1iF (Q∗i . . . Q∗i ),  â ª ª ª £à ì Q∗i ¥áâì «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï £à ¥© Q2i , . . . ,Qni , â®
V (P 1P ∗ . . . P ∗) = n∑

j1,... ,jn−1=2 λj1 . . . λjn−1 1n∑i h1iF (Qj1i . . . Qjn−1i ). (25)�¥«¥ë©   (n − 1)! ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¨ λ1 . . . λn ¡ã¤¥â §¤¥áìà ¢¥ 1
n

∑

i

h1iF (Q2i . . . Qni ).�® ¢á«¥¤áâ¢¨¥ (24) íâ® �¥ ¡ã¤¥â ¤¥«¥ë©   n! ª®íää¨æ¨¥â ¢ ¬®£®ç«¥¥
V (P ) = ∑λj1λj2 . . . λjn V (P j1 . . . P jn) ¯à¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¨ λ1 . . . λn. �¥¬ á -¬ë¬ ä®à¬ã«  (23) ¤®ª §  .� ç áâ®áâ¨, ¥ª®â®àë¥ ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ P j ¬®£ãâ á®¢¯ ¤ âì, â ª çâ®ä®à¬ã«  (23) ¯à¨¬¥¨¬  ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥. � ª, ¤«ï ¯à®áâ¥©è¥£® á¬¥è ®£®®¡ê¥¬  V (P 0P 1 . . . P 1) ¯®«ãç ¥¬ ¢ëà �¥¨ï

V (P 0P 1 . . . P 1) = 1
n

∑

i

h0iF (Q1i . . . Q1i ) = 1
n

∑

i

h1iF (Q0iQ1i . . . Q1i ). (26)



��. VIII: § 3. ��������� ������ � ����������� ������ 37510. ý�¥®à¨ï á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢þ ¡ë«  ¯®áâà®¥  �. �¨ª®¢áª¨¬ ¢ ¥£®à ¡®â¥ [323℄. � ¬ á®¤¥à� âáï, ¯®¬¨¬® ¨§«®�¥ëå  ¬¨ à¥§ã«ìâ â®¢, ¥é¥¤àã£¨¥ ¥à ¢¥áâ¢  ¬¥�¤ã á¬¥è ë¬¨ ®¡ê¥¬ ¬¨ ¨ ¨å ¯à¨¬¥¥¨ï ª íªá-âà¥¬ «ìë¬ § ¤ ç ¬ â¥®à¨¨ ¢ë¯ãª«ëå â¥«,   â ª�¥ ª â¥®à¥¬ ¬ ¥¤¨áâ¢¥-®áâ¨ ¢ë¯ãª«ëå â¥« á ¤ ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ªà¨¢¨§ë.� §®®¡à §¨¥ ¨ ®à¨£¨ «ì®áâì ãáâ  ¢«¨¢ ¥¬ëå §¤¥áì á¢ï§¥© ¬¥�¤ã ®â-¤¥«ìë¬¨ âàã¤ë¬¨ § ¤ ç ¬¨ ¤¥« îâ íâã â¥®à¨î á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢ ®¤-®© ¨§ ¨â¥à¥á¥©è¨å £« ¢ £¥®¬¥âà¨¨. �¡§®à ¥¥ à¥§ã«ìâ â®¢, ¯®«ãç¥ëå¤® 1934£., ¤  ¢ ª¨£¥ [250℄. � «ì¥©è¥¥ à §¢¨â¨¥ â¥®à¨¨ ®áãé¥áâ¢«¥® ¢¬®¥© à ¡®â¥ [4{7℄. (�¤®¢à¥¬¥® ç áâì â¥å �¥ à¥§ã«ìâ â®¢ ¡ë«  ¯®«ãç¥-  �. �¥å¥«¥¬ [277℄ 13).) � ¡®âë ¢ ¯« ¥ íâ®© â¥®à¨¨ ¢à¥¬ï ®â ¢à¥¬¥¨¯®ï¢«ïîâáï ¨ â¥¯¥àì 14).� § 3 £« ¢ë XI ¡ã¤¥â ¨§«®�¥® ¯à¨¬¥¥¨¥ â¥®à¨¨ á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢ ª¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ ® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ 15).

13)� §«¨çë¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥à ¢¥áâ¢  �«¥ªá ¤à®¢  | �¥å¥«ï ¤«ï á¬¥è ëå®¡ê¥¬®¢ â¥¯¥àì ¬®�®  ©â¨ â ª�¥ ¢ [70, 288, 309, 343℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .14)�à¥¬ï ¯®¤â¢¥à¤¨«® ®¡è¨à®áâì á¢ï§¥© â¥®à¨¨ á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢ á ¤àã£¨¬¨ à §-¤¥« ¬¨ ¬ â¥¬ â¨ª¨, á¬. [274, 280, 288, 343℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .15)�áá«¥¤®¢ ¨ï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¥ª®â®àëå ¥à ¢¥áâ¢ [98, 287℄ ¤ îâ ¨®£¤  ¨ ®¢ë¥¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¢ â¥®à¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥©. �¬. ¯®-¤à®¡¥¥ ¢ [98℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



�«   ¢   IX�®£®£à ¨ª¨á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å
§ 1. � ¬ªãâë¥ ¬®£®£à ¨ª¨1. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, á®¤¥à-� é¨¥ ¢ãâà¨ ¤ ãî â®çªã O ¨ â ª¨¥, çâ® ¢á¥ ¨å ¢¥àè¨ë «¥� â   ¤ -ëå «ãç å e1, . . . ,en, ¨áå®¤ïé¨å ¨§ O ¯® ®¤®© ¢¥àè¨¥   ª �¤®¬ «ãç¥.�«ï â®£® çâ®¡ë ¯à¨ ¤ ëå O ¨ e1, . . . ,en â ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ áãé¥áâ¢®-¢ «¨, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë «ãç¨ e1, . . . ,en ¥ ¡ë«¨  ¯à ¢«¥ë¢ ®¤® (§ ¬ªãâ®¥) ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¢á¥ «ãç¨ ei ¨¤ãâ ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ®£à ¨ç¥®¥¯«®áª®áâìî Q, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªã O, â® ¨ ¬®£®£à ¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨  íâ¨å «ãç å ®ª §ë¢ ¥âáï á ®¤®© áâ®à®ë ®â ¯«®áª®áâ¨ Q, â ª çâ® â®çª 

O ¥ «¥�¨â ¢ãâà¨ ¥£®. �á«¨ �¥ «ãç¨ ei ¥ ¨¤ãâ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®,â®, ¢§ï¢   ¨å â®çª¨ Ai   à ¢ëå à ááâ®ï¨ïå ®â O ¨ ¯®áâà®¨¢ ¢ë¯ãª«ãî®¡®«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ íâ¨å â®ç¥ª, ¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª P á ¢¥àè¨ ¬¨
Ai, ¢¯¨á ë© ¢ è à. �®çª  O ¡ã¤¥â «¥� âì ¢ãâà¨ ¥£®, ¯®â®¬ã çâ® ¨ ç¥ç¥à¥§ ¥¥ ¯à®å®¤¨«  ¡ë ¯«®áª®áâì, ®£à ¨ç¨¢ îé ï ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, á®-¤¥à� é¥¥ ¢ á¥¡¥ ¬®£®£à ¨ª P . � íâ® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢® ¡ë«¨ ¡ë â®£¤  ¯à ¢«¥ë ¢á¥ «ãç¨ ei, ¢®¯à¥ª¨ ãá«®¢¨î.� á¢ï§¨ á íâ¨¬ § ¬¥ç ¨¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¥¨§¬¥® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¤ ë¥«ãç¨ e1, . . . ,en ¥ ¨¤ãâ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®.2. �á«¨ «ãç¨ ei § ¤ ë, â® ¬®£®£à ¨ª P ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáïà ááâ®ï¨ï¬¨ ri ¥£® ¢¥àè¨ ®â â®çª¨ O. �â¨ ç¨á«  ri ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à®-¨§¢®«ìë¬¨; ¤«ï â®£® çâ®¡ë â®çª  Ak   «ãç¥ ek ¡ë«  ¢¥àè¨®© ¬®£®-£à ¨ª  P , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ®  ¥ «¥� «  ¢ ¢ë¯ãª«®©®¡®«®çª¥ á®¢®ªã¯®áâ¨ ®áâ «ìëå â®ç¥ª Ai. �â® âà¥¡®¢ ¨¥  « £ ¥â ®¯à¥-¤¥«¥ë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«�ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ç¨á«  ri. �«ï ¢ë¢®¤ íâ¨å ãá«®¢¨© ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® e1, . . . ,en ®¡®§ ç îâ ¥ â®«ìª® á ¬¨ «ãç¨,



��. IX: § 1. ��������� ������������� 377® ¨ ¥¤¨¨çë¥ ¢¥ªâ®àë, ãª §ë¢ îé¨¥ ¨å  ¯à ¢«¥¨ï. � ãî â®çªã O¬ë áç¨â ¥¬  ç «®¬ ª®®à¤¨ â.�¥®à¥¬  1. �«ï â®£® çâ®¡ë ¤ ë¥ ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á«  r1, . . . , rn ¬®£-«¨ á«ã�¨âì à ááâ®ï¨ï¬¨ ¢¥àè¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , «¥� é¨å  ¤ ëå «ãç å e1, . . . ,en ®â  ç «  ª®®à¤¨ â, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® ¢ë-¯®«¥¨¥ á«¥¤ãîé¥£® ãá«®¢¨ï:¥á«¨
ek = αki1ei1 + αki2ei2 + αki3ei3 (1)¥áâì à §«®�¥¨¥ ®¤®£® ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ei ¯® âà¥¬ ¤àã£¨¬ á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢®1

rk
<
αki1
ri1 + αki2

ri2 + αki3
ri3 . (2)�¥®¡å®¤¨¬®áâì. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P ¨¬¥¥â ¢á¥ ¢¥àè¨ë A1, . . . , An  «ãç å e1, . . . ,en. �á«¨ r1, . . . , rn áãâì à ááâ®ï¨ï ¢¥àè¨ ®â  ç «  O, â®¢¥ªâ®àë −→OAi à ¢ë riei. Ǒãáâì ¤«ï ¢¥ªâ®à  ek ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à §«®�¥¨¥ (1)á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ α. �â® ®§ ç ¥â, çâ® «ãç ek ¯à®å®¤¨â¢ âà¥å£à ®¬ ã£«¥,  âïãâ®¬   «ãç¨ ei1 , ei2 , ei3 .�á«¨ â®çª  Ak   «ãç¥ ek ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨®© ¬®£®£à -¨ª  P , â® ®  ®â¤¥«ï¥âáï ®â  ç «  ¯«®áª®áâìîQ, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨

Ai1 , Ai2 , Ai3 . Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨
nx = p (3)¥áâì ãà ¢¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨ Q ¢ ®à¬ «ì®© ä®à¬¥, â® ¤«ï ¢¥ªâ®à  −→OAk == rkek ¨¬¥¥¬
nekrk > p. (4)Ǒ®¤áâ ¢«ïï áî¤  ¢¬¥áâ® ek ¥£® à §«®�¥¨¥ (1), ¯®«ãç¨¬

αki1(ei1n) + αki2(ei2n) + αki3(ei3n) > p

rk
. (5)� ª ª ª â®çª  Aij «¥�¨â   ¯«®áª®áâ¨ Q, â® ¢¥ªâ®à −→OAij = rijeij ã¤®¢«¥-â¢®àï¥â ãà ¢¥¨î (3). Ǒ®íâ®¬ã(neij ) rij = p ¨«¨ neij = p

rij
. (6)Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ¨ ¢ëà �¥¨ï áª «ïàëå ¯à®¨§¢¥¤¥¨© neij ¢ ¥à ¢¥áâ¢® (5)¨ á®ªà é ï   p, ¯®«ãç¨¬ ¥à ¢¥áâ¢® (2).�®áâ â®ç®áâì. Ǒãáâì ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á«  r1, . . . , rn ã¤®¢«¥â¢®àïîâãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë. �§ï¢ â®çª¨ A1, . . . , An   «ãç å e1, . . . ,en ¨ ¯®áâà®¨¢



378 �. �. �����������¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ íâ¨å â®ç¥ª, ¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª P .�®¯ãáâ¨¬, ®¤ ª®, çâ®,  ¯à¨¬¥à, â®çª  A1 ¥ ¡ã¤¥â ¥£® ¢¥àè¨®©. �®£¤ ®  «¥�¨â ¢ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ á®¢®ªã¯®áâ¨ ®áâ «ìëå â®ç¥ª A2, . . . , An.Ǒãáâì Ai1 , . . . , Aik (k 6 n− 1) | ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P . � ª ª ª ¯®ãá«®¢¨î «ãç¨ ei ¥ ¨¤ãâ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, â® â®çª  O «¥�¨â ¢ãâà¨¬®£®£à ¨ª  P ¨ ¯®â®¬ã ® ¬®�¥â ¡ëâì à §«®�¥   â¥âà í¤àë á ®¡é¥©¢¥àè¨®© O ¨ á ®áâ «ìë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ â®çª å Ai1 , . . . , Aik . �®çª  A1®ª §ë¢ ¥âáï ¢ ®¤®¬ ¨§ íâ¨å â¥âà í¤à®¢,  ¯à¨¬¥à ¢ â¥âà í¤à¥ OA2A3A4.�®£¤  ®  «¥�¨â ¯® âã �¥ áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ ¥£® ®á®¢ ¨ï A2A3A4,çâ® ¨ â®çª  O,   ¯®â®¬ã ¤«ï ¢¥ªâ®à  −→OA1 = r1e1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢®,®¡à â®¥ (4), â. ¥.
ne1r1 6 p. (7)�¬¥áâ¥ á â¥¬ «ãç e1 ®ª §ë¢ ¥âáï ¢ âà¥å£à ®¬ ã£«¥,  âïãâ®¬   «ãç¨

e2, e3, e4,   ¯®â®¬ã ¥£® ¢¥ªâ®à e1 à §« £ ¥âáï ¯® ¢¥ªâ®à ¬ e2, e3, e4 á ¥®â-à¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. Ǒ®íâ®¬ã, ¯à¨¬¥ïï ¯à¥¤ë¤ãé¨© ¢ë¢®¤,¨áå®¤ï ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  (7), ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª ¥à ¢¥áâ¢ã, ®¡à â®¬ã (2), çâ®¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, â®çª  A1 ¥ ¬®�¥â «¥� âì ¢ ¢ë-¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ á®¢®ªã¯®áâ¨ ®áâ «ìëå â®ç¥ª Ai ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ï¢«ï¥âáï¢¥àè¨®© ¬®£®£à ¨ª  P .�®ª §  ï â ª¨¬ ®¡à §®¬ â¥®à¥¬  1 ¢ëïáï¥â, ¬¥�¤ã ¯à®ç¨¬, áâà®¥-¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¢¥àè¨ ¬¨  ¤ ëå «ãç å. �¬¥® à áá¬®âà¨¬ n-¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ¢ ª®â®à®¬ § ª®®à¤¨ âë ¯à¨¬¥¬ ç¨á«  xi = 1/ri, ®¡à âë¥ à ááâ®ï¨ï¬ ¢¥àè¨ ®â  -ç «  O. �®£¤  ¥à ¢¥áâ¢  (2) ®ª §ë¢ îâáï «¨¥©ë¬¨ ¨ ¢¬¥áâ¥ á ãá«®¢¨-ï¬¨ ¯®«®�¨â¥«ì®áâ¨ xi > 0 ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢ íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ë© ã£®« á ¢¥àè¨®© ¢  ç «¥ ª®®à¤¨ â. � �¤®© â®çª¥ ¢ãâà¨¥£® ®â¢¥ç ¥â ®¯à¥¤¥«¥ë© ¬®£®£à ¨ª. Ǒ®¤®¡ë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬ áæ¥âà®¬ ¯®¤®¡¨ï ¢ O ®â¢¥ç îâ â®çª¨   ®¤®© ¯®«ã¯àï¬®©, ¨áå®¤ïé¥© ¨§ ç «  ¢  è¥¬ n-¬¥à®¬ ¬®£®£à ®¬ ã£«¥.3. � è¥© § ¤ ç¥© ï¢«ï¥âáï ¢ëïá¨âì, ¢ ª ª®© ¬¥à¥ ¬®£®£à ¨ª á ¢¥à-è¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ªà¨¢¨§ ¬¨ á¢®¨å ¢¥àè¨ ¨ ª ª¨¥§ ç¥¨ï ¬®�® § à ¥¥ ¯à¨¯¨á âì íâ¨¬ ªà¨¢¨§ ¬ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¨© ¬®£®£à ¨ª § ¢¥¤®¬® áãé¥áâ¢®¢ «. �à¨¢¨§  ¢¥àè¨ë ¥áâì2π ¬¨ãá áã¬¬  ¯«®áª¨å ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ ¥©, ¨ ®  à ¢  â ª�¥ ¯«®é -¤¨ áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¢¥àè¨ë (§ 5 £« ¢ë I). Ǒ®íâ®¬ã ã ¯®¤®¡ëå¬®£®£à ¨ª®¢ ªà¨¢¨§ë á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ à ¢ë. �ª §ë¢ ¥âáï,çâ® ¨ ®¡à â®, ¨§ à ¢¥áâ¢  ªà¨¢¨§ ¢ëâ¥ª ¥â ¯®¤®¡¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ á¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å; íâ® ¥áâì ç áâë© á«ãç © á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë:�¥®à¥¬  2. Ǒãáâì ¢¥àè¨ë § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨
P ′ «¥� â   ®¤¨å ¨ â¥å �¥ «ãç å, ¨áå®¤ïé¨å ¨§ â®çª¨ O, «¥� é¥© ¢ãâà¨



��. IX: § 1. ��������� ������������� 379íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢. �®£¤  «¨¡® íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ ¯®¤®¡ë (á æ¥âà®¬¯®¤®¡¨ï O), «¨¡®   ª �¤®¬ ¨§ ¨å ¥áâì â ª ï ¢¥àè¨ , çâ® ¬®£®£à ë©ã£®« ¯à¨ íâ®© ¢¥àè¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á  ¯®¬¥é¥¢ãâà¨ ¬®£®£à ®£® ã£«  ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥®© ¢¥àè¨¥ ¤àã£®£® ¬®£®-£à ¨ª . (Ǒà¨ íâ®¬ ¬ë áç¨â ¥¬, çâ® ¬®£®£à ë© ã£®« V1 ¯®¬¥é ¥âáï¢ãâà¨ ã£«  V2, ¥á«¨ ¢¥àè¨ë ¨å á®¢¯ ¤ îâ, ¨ V2 á®¤¥à�¨â V1, ® ¥ á®¢-¯ ¤ ¥â á ¨¬. �®£®£à ë© ã£®« à áá¬ âà¨¢ ¥âáï, ª ª ¢á¥£¤ , á ¥®¯à¥¤¥-«¥® ¯à®¤®«�¥ë¬¨ £à ï¬¨.)�®�® áª § âì ¨ ¨ ç¥: ¥á«¨ ã ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′ ¬®£®£à ë¥ã£«ë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ å ¥¯®¬¥é ¥¬ë ®¤¨ ¢ãâà¨ ¤àã£®£®,â® ¬®£®£à ¨ª¨ ¯®¤®¡ë.�¢¨¤ã ¯à®áâ®© ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ¬¥�¤ã ¬®£®£à ë¬ ã£«®¬ ¨ ¥£® áä¥à¨ç¥-áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬ íâã â¥®à¥¬ã ¬®�® ä®à¬ã«¨à®¢ âì, £®¢®àï ® ¢®§¬®�-®áâ¨ ¯®¬¥áâ¨âì áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ®¤®© ¢¥àè¨ë ¢ áä¥à¨ç¥áª®¬¨§®¡à �¥¨¨ ¤àã£®©. (�¢¥«¨ç¥¨î ã£«  ®â¢¥ç ¥â, ®ç¥¢¨¤®, ã¬¥ìè¥¨¥áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï.)� ª ª ª áã¬¬  ¯«®áª¨å ã£«®¢ ®¡ê¥¬«îé¥£® ¬®£®£à ®£® ã£«  V2 ¡®«ì-è¥, ç¥¬ ã ®¡ê¥¬«¥¬®£® V1,   ªà¨¢¨§  á®®â¢¥âáâ¢¥® ¬¥ìè¥, â® ¨§ à ¢¥-áâ¢  ªà¨¢¨§ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′ áà §ã á«¥¤ã-¥â, çâ® ¤«ï ¨å ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ® ¥¯®¬¥é ¥¬®áâ¨ ¬®£®£à ëå ã£«®¢®¤®£® ¢ ¤àã£®© ¢ë¯®«¥®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®¤®¡¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨
P ′ á à ¢ë¬¨ ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥àè¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï «¨èì ç áâë¬á«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ë 2.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2 çà¥§¢ëç ©® ¯à®áâ® ¨ ¡ë«® ã�¥ ¯à®¢¥¤¥®¢ § 5 £« ¢ë II. � ¯®¬¨¬ ¥£®. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª¨ P ¨ P ′ á®¤¥à� â â®ç-ªã O ¢ãâà¨ ¨ ¨¬¥îâ ¢¥àè¨ë   ®¤¨å ¨ â¥å �¥ «ãç å ei, ¨áå®¤ïé¨å¨§ O. Ǒà¨ ¯®¤®¡®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P ′ íâ¨ ãá«®¢¨ï ¥  -àãè îâáï ¨ ¬®£®£à ë¥ ã£«ë ¥£® ¥ ¬¥ïîâáï (  «¨èì ¯¥à¥¤¢¨£ îâáï¯ à ««¥«ì®), ¨ ¯®â®¬ã ¬ë ¬®�¥¬ ¯®¤¢¥à£ âì ¬®£®£à ¨ª P ′ «î¡®¬ã â -ª®¬ã ¯à¥®¡à §®¢ ¨î. �®�¬¥¬ ¥£® ª â®çª¥ O  áâ®«ìª®, çâ®¡ë ® ®ª § «áïæ¥«¨ª®¬ ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª  P ,   ¯®â®¬ ¡ã¤¥¬ ¥£® ¥¯à¥àë¢® ¯®¤®¡®ã¢¥«¨ç¨¢ âì ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ®¤  ¨§ ¥£® ¢¥àè¨ ¥ á®¢¯ ¤¥â ¢¯¥à¢ë¥ á á®-®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨®© ¬®£®£à ¨ª  P . � ª ª ª ¯à¨ íâ®¬ ¢á¥ ¢¥àè¨ë®áâ îâáï ¢á¥ �¥ ¢ â¥«¥á®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P , â® ¨ á ¬ P ′ ®áâ ¥âáï ¢ P ,¯®áª®«ìªã P ′ ¥áâì ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ á¢®¨å ¢¥àè¨.�á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¬®£®£à ¨ª P ′ á®¢¯ ¤¥â á P , â®, § ç¨â, ¤® ¯à¥®¡à §®-¢ ¨ï ® ¡ë« ¯®¤®¡¥ P , çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯¥à¢®© ¢®§¬®�®áâ¨, ãª § ®©¢ â¥®à¥¬¥. Ǒ®íâ®¬ã ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª P ′ ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á P , ®«¨èì ª®¥-£¤¥ ª á ¥âáï ¥£®,   ¢ ®áâ «ì®¬ «¥�¨â ¢ãâà¨ P .�á«¨ ¬®£®£à ¨ª P ′ § ª«îç¥ ¢ P ,   ¢¥àè¨  A′   P ′ á®¢¯ «  á ¢¥à-è¨®© A   P , â® ¬®£®£à ë© ã£®« V ′ ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A′ ¬®£®£à ¨ª  P ′



380 �. �. �����������®ª §ë¢ ¥âáï § ª«îç¥ë¬ ¢ ¬®£®£à ®¬ ã£«¥ V ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A ¬®£®-£à ¨ª  P .�á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ã£«ë V ¨ V ′ ¥ á®¢¯ ¤ îâ, â® ¬ë ã�¥  è«¨ ã ¬®£®£à -¨ª  P ′ ã£®«, ¯®¬¥é ¥¬ë© ¢ãâà¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ã£«  ¬®£®£à ¨ª  P .�á«¨ �¥ ã£«ë V ¨ V ′ á®¢¯ ¤ îâ, â® á®¢¯ ¤ îâ ¨å à¥¡à  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,á®¢¯ ¤ îâ â ª�¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′, á«ã� é¨¥ ª®æ ¬¨ íâ¨åà¥¡¥à, ¯®â®¬ã çâ® ¯® ãá«®¢¨î íâ¨ ¢¥àè¨ë «¥� â ¥é¥   ®¤¨å ¨ â¥å �¥«ãç å, ¨áå®¤ïé¨å ¨§ â®çª¨ O. �«ï íâ¨å ¢¥àè¨ ¬ë ¬®�¥¬ ¯®¢â®à¨âì â® �¥à ááã�¤¥¨¥ ¨ â. ¤. ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ¥ ¤®©¤¥¬ ¤® ¥ª®â®à®© ¯ àë á®¢¯ ¢-è¨å ¢¥àè¨ E, E′, ¬®£®£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ª®â®àëå ¥ á®¢¯ ¤ îâ: ¨ ç¥¢á¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′ ®ª § «¨áì ¡ë á®¢¯ ¢è¨¬¨, ¢®¯à¥ª¨á¤¥« ®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤¯®« £ ï, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ P ¨ P ′ ¥ ¯®¤®¡ë, ¬ë ©¤¥¬ ã ¨å â ªãî ¯ àã á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨, çâ® ¬®£®£à ë© ã£®«¯à¨ ¢¥àè¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P ′ ¯®¬¥é ¥âáï ¢ãâà¨ ¬®£®£à ®£® ã£«  ¯à¨¢¥àè¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P . �¥®à¥¬  ¤®ª §  .�§ â¥®à¥¬ë 2, ®ç¥¢¨¤®, ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â.�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® f(V ) ¥áâì ¬®®â® ï äãªæ¨ï ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®-£à ®£® ã£« , ¥á«¨ ¤«ï à ¢ëå ¨ ¯ à ««¥«ìëå ã£«®¢ V ¨ V ′ f(V ) = f(V ′),  ª®£¤  ã£®« V á®¤¥à�¨âáï ¢ãâà¨ V ′, â® f(V ) < f(V ′).�¥®à¥¬  3. �á«¨ ã ¤¢ãå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å¤«ï ª �¤®© ¯ àë á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ ª ª¨¥-«¨¡® ¬®®â®ë¥ äãªæ¨¨¬®£®£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ ¨å à ¢ë, â® ¬®£®£à ¨ª¨ ¯®¤®¡ë.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§ ãá«®¢¨ï ¬®®â®®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥¬®£®£à ë¥ ã£«ë ¥¯®¬¥é ¥¬ë ®¤¨ ¢ ¤àã£®¬,   ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2¬®£®£à ¨ª¨ ¤®«�ë ¡ëâì ¯®¤®¡ë¬¨.�¤¥áì ¤«ï ª �¤®© ¯ àë á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ ¬®�® ¡à âì á¢®î ¬®®-â®ãî äãªæ¨î. �à®¬¥ áã¬¬ë ¯«®áª¨å ã£«®¢ (¨«¨ ªà¨¢¨§ë), ¯à¨¬¥à®¬¬®®â®®© äãªæ¨¨ ¬®�¥â á«ã�¨âì ¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì-¨ª , ¢ëà¥§ ¥¬®£® ¬®£®£à ë¬ ã£«®¬   ¥¤¨¨ç®© áä¥à¥ á æ¥âà®¬ ¢¢¥àè¨¥ ã£« .4. �®¯à®á ® ¤®¯ãáâ¨¬ëå § ç¥¨ïå ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¢¥à-è¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å à¥è ¥âáï á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬®©:�¥®à¥¬  4. Ǒãáâì ¨§ â®çª¨ O ¨áå®¤ïâ «ãç¨ e1, . . . ,en, ¥  ¯à ¢«¥ë¥ ¢®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. Ǒãáâì σi1i2...im | ªà¨¢¨§  ¬®£®£à ®£® ã£« , ï¢-«ïîé¥£®áï £à ¨æ¥© ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥© ei1 ,ei2 , . . . ,eim .�á«¨ ¨¬¥¥âáï § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨   «ãç å
ei, â® ªà¨¢¨§ë ωi ¥£® ¢¥àè¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ã

∑

ωi > σi1i2...im , (8)



��. IX: § 1. ��������� ������������� 381£¤¥ áã¬¬  ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ «ãç ¬, ¥ ¯®¯ ¢è¨¬ ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã á®¢®-ªã¯®áâ¨ «ãç¥© ei1 , . . . ,eim , ¨ â ª ¤«ï ¢á¥å ¢®§¬®�ëå á®¢®ªã¯®áâ¥© «ãç¥©
ei1 , . . . ,eim , ¢ë¡à ëå ¨§ ¤ ëå 1).�¡à â®, ¥á«¨ ¤ ë ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á«  ωi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¢á¥¬¥à ¢¥áâ¢ ¬ (1) ¨ â ª¨¥, çâ® ¨å áã¬¬  à ¢  4π, â® áãé¥áâ¢ã¥â § ¬ªã-âë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¢¥àè¨ë ª®â®à®£® «¥� â   ¤ ëå «ãç å ¨¢¥àè¨    ª �¤®¬ «ãç¥ ei ¨¬¥¥â ªà¨¢¨§ã ωi.� ª ª ª ãá«®¢¨ï, çâ® ¢á¥ ωi ¯®«®�¨â¥«ìë ¨ ¢ áã¬¬¥ ¤ îâ 4π, ®ç¥¢¨¤®,¥®¡å®¤¨¬ë, â® â¥®à¥¬  ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® íâ¨ ¤¢  ãá«®¢¨ï ¢¬¥áâ¥ á® ¢á¥¬¨¥à ¢¥áâ¢ ¬¨ (8) ¥®¡å®¤¨¬ë ¨ ¤®áâ â®çë ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¬®£®£à -¨ª  á ¤ ë¬¨ ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥àè¨ ωi.�¥®¡å®¤¨¬®áâì ¥à ¢¥áâ¢ (8) ¡ë«  ¤®ª §   ¢ § 5 £« ¢ë II;  ¯®¬¨¬ íâ®¤®ª § â¥«ìáâ¢®.Ǒãáâì ¨¬¥¥¬ ¬®£®£à ¨ª P á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å ei. �¥à¥¬«ãç¨ ek1 , . . . ,ekm , ¨¤ãé¨¥ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ¨ áâà®¨¬ ¨å ¢ë¯ãª«ãî®¡®«®çªã V . �â® ¡ã¤¥â â¥«¥áë© ã£®« á ¢¥àè¨®© ¢ â®çª¥ O. Ǒãáâì «ãç¨
ej1 , . . . ,ejp ,   á®®â¢¥âáâ¢¥® ¨ ¢¥àè¨ë Aj1 , . . . , Ajp ®ª §ë¢ îâáï ¢¥ V .Ǒ«®áª®áâì, ®¯®à ï ª V , ¯¥à¥á¥ª ¥â ¬®£®£à ¨ª P ,   ¯à¨ ¤¢¨�¥¨¨ ®ââ®çª¨ O ®  áâ ®¢¨âáï ¢ ¥ª®â®àë© ¬®¬¥â ®¯®à®© ª ¬®£®£à ¨ªã P¢ ª ª®©-â® ¥£® ¢¥àè¨¥, ¥ ¯®¯ ¢è¥© ¢ V . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢áïª ï ®¯®à ï¯«®áª®áâì ª V ¨¬¥¥â ¯ à ««¥«ìãî ¥© ®¯®àãî ¯«®áª®áâì ª P ¢ ®¤®© ¨§¢¥àè¨ Aj1 , . . . , Ajp . �à®¬¥ â®£®, ¢ íâ¨å ¢¥àè¨ å ¨¬¥îâáï ¨ ¤àã£¨¥ ®¯®à-ë¥ ¯«®áª®áâ¨,  ¯à¨¬¥à ¯«®áª®áâ¨ £à ¥©, ¯¥à¥á¥ª îé¨¥ V . �â® ®§ ç -¥â, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ á®¢®ªã¯®áâ¨ ¢¥àè¨ Aj1 , . . . , Ajp ¡®«ìè¥áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ã£«  V , â. ¥. ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® (8).5. �¥¯¥àì ¤®ª �¥¬, çâ® ¯à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ ¢á¥å ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë ¬®£®-£à ¨ª á ¤ ë¬¨ ªà¨¢¨§ ¬¨ ωi áãé¥áâ¢ã¥â. �«ï íâ®£® ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï«¥¬¬®© ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ (§ 2 £« ¢ë II).� áá¬®âà¨¬ ¢á¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á ¢¥àè¨ ¬¨  ¤ ëå «ãç å e1, . . . ,en. Ǒãáâì ri ®§ ç ¥â à ááâ®ï¨¥ ¢¥àè¨ë   i-¬«ãç¥ ®â  ç «  O. � ª ¢ëïá¥® ¢ ª®æ¥ ¯o 2, ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ áª®®à¤¨ â ¬¨ xi = 1/ri á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¬®£®£à ¨-ª®¢ ¨§®¡à � ¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ â¥«¥áë¬ ã£«®¬ á ¢¥àè¨®© ¢ â®çª¥ (0, . . . , 0).�« ááã ¯®¤®¡ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ®â¢¥ç ¥â «ãç, ¨¤ãé¨© ¢ãâà¨ íâ®£® ã£« ¨§ ¥£® ¢¥àè¨ë. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å ª« áá®¢ ¯®¤®¡ëå ¬®£®£à -¨ª®¢ ¬®�® ¨§®¡à §¨âì â®© ç áâìî ¥¤¨¨ç®© áä¥àë á æ¥âà®¬ ¢ â®ç-ª¥ (0, . . . , 0), ª ªãî ¢ëà¥§ ¥â ãª § ë© â¥«¥áë© ã£®«. �â  (n− 1)-¬¥à ï1)� ãá«®¢¨¥¬, çâ® «ãç¨ ei1 , . . . ,eim ¨¤ãâ ¢ãâàì ®¤®£® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ , ¯®â®¬ãçâ® ¨ ç¥ ¥à ¢¥áâ¢® (8) âà¨¢¨ «ì® ¨«¨ ¡¥áá¬ëá«¥® (¥á«¨ ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®-ªã¯®áâ¨ íâ¨å «ãç¥© ¥áâì ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢®).



382 �. �. �����������áä¥à¨ç¥áª ï ®¡« áâì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®£®®¡à §¨¥ P ª« áá®¢ ¯®¤®¡ëå¬®£®£à ¨ª®¢.Ǒãáâì K | ¬®£®®¡à §¨¥ á®¢®ªã¯®áâ¥© K ¯® n ¯®«®�¨â¥«ìëå ç¨á¥«(ω1, . . . , ωn) á áã¬¬®©, à ¢®© 4π, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¥à ¢¥áâ¢ ¬ (8). � n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á ª®®à¤¨ â ¬¨ ω1, . . . , ωn «¨¥©ë¥ ¥à ¢¥áâ¢  (8)¢¬¥áâ¥ á ¥à ¢¥áâ¢ ¬¨ ωi > 0 ®£à ¨ç¨¢ îâ ¢ë¯ãª«®¥ ¬®�¥áâ¢®; ¯¥à¥-á¥ç¥¨¥ íâ®£® ¬®�¥áâ¢  á ¯«®áª®áâìî n∑

i=1ωi = 4π ¨ ¤ ¥â ¬®£®®¡à §¨¥ K.�â® ¬®£®®¡à §¨¥, á«¥¤®¢ â¥«ì®, (n− 1)-¬¥à® ¨ á¢ï§®.� �¤ë© ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¨¬¥¥â ªà¨¢¨§ë ¢¥àè¨,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥ K. Ǒ®¤®¡ë¥¬®£®£à ¨ª¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ ªà¨¢¨§ë. � á¨«ã íâ®£® ¬®£®®¡à §¨¥ P®¤®§ ç® ®â®¡à � ¥âáï ¢ ¬®£®®¡à §¨¥ K.�â® ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®, â ª ª ª ¯® ¤®ª § ®¬ã ¢ ¯o 3¬®£®£à ¨ª¨ á à ¢ë¬¨ ªà¨¢¨§ ¬¨ ¯®¤®¡ë. �â® ®â®¡à �¥¨¥ ®ç¥¢¨¤-ë¬ ®¡à §®¬ â ª�¥ ¨ ¥¯à¥àë¢®. � ª ª ª ¬®£®®¡à §¨¥K á¢ï§® ¨ ¨¬¥¥ââã �¥ à §¬¥à®áâì, çâ® P , â® ®áâ ¥âáï ¥é¥ ¯à®¢¥à¨âì â®«ìª® ¢ë¯®«¥¨¥¯®á«¥¤¥£® ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨.Ǒãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì K1,K2, . . . áå®¤¨âáï ª â®çª¥ K, ¯à¨ç¥¬ Ki == ϕ(Pi), â. ¥. â®çª¨ Ki ¨§ K áãâì ®¡à §ë â®ç¥ª Pi ¨§ P . �ã�® ¤®ª § âì,çâ® áãé¥áâ¢ã¥â áå®¤ïé ïáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì Pij , ¯à¥¤¥« ª®â®à®© P®â®¡à � ¥âáï ¢ K: Pij → P , ϕ(P ) = K.� ª ª ª ¬®£®®¡à §¨¥ P ¥áâì ®¡« áâì   (n− 1)-¬¥à®© áä¥à¥, â® ¨§ ¯®-á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ Pi § ¢¥¤®¬® ¬®�® ¢ë¡à âì áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-®áâì. �¤ ª® ¯à¥¤¥«ì ï â®çª  P0 â ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ Pij ¬®£« ¡ë «¥� âì ¥ ¢ á ¬®© ®¡« áâ¨ P ,     ¥¥ £à ¨æ¥. Ǒ®ª �¥¬, çâ® íâ®£® ¥¬®�¥â ¡ëâì.� �¤ ï â®çª  ¨§ P ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¬®£®£à ¨ª, ã ª®â®à®£® à ááâ®ï¨ï¢¥àè¨ ®â  ç «  ¯®¤ç¨¥ë ãá«®¢¨î
∑

x2i =∑ 1
r2i = 1.Ǒ®íâ®¬ã â®çª    £à ¨æ¥ P â ª�¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à -¨ª á â¥¬ �¥ ãá«®¢¨¥¬, ® á ¥ª®â®àë¬¨ ýª®®à¤¨ â ¬¨þ xi = 1/ri, ¡ëâì¬®�¥â, à ¢ë¬¨ ã«î. � ª®© ¬®£®£à ¨ª P0 ®ª §ë¢ ¥âáï ¡¥áª®¥çë¬,¨ ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ â¥å «ãç¥© ei, ª®â®àë¬ ®â¢¥ç îâ à á-áâ®ï¨ï ri = ∞ (xi = 1/ri = 0), ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¥£® ¯à¥¤¥«ìë©ã£®« V . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì r1, . . . , rm ª®¥çë,   rm+1, . . . , rn áâà¥¬ïâ-áï ª ¡¥áª®¥ç®áâ¨. �®£®£à ¨ª P ¯à¨ ¢á¥å ª®¥çëå ri ¥áâì, ®ç¥¢¨¤®,¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ ¢¥àè¨, «¥� é¨å   «ãç å e1, . . . ,em,



��. IX: § 1. ��������� ������������� 383¨ ¬®£®£à ¨ª  R, ï¢«ïîé¥£®áï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ¬®�¥áâ¢ , ®¡à §®-¢ ®£® â®çª®© O ¨ ¢¥àè¨ ¬¨, «¥� é¨¬¨   «ãç å em+1, . . . ,en. �®£¤ íâ¨ ¯®á«¥¤¨¥ ¢¥àè¨ë ã¤ «ïîâáï ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì, ¬®£®£à ¨ª R áå®-¤¨âáï ª ¬®£®£à ®¬ã ã£«ã V | ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥©
em+1, . . . ,en. Ǒ®íâ®¬ã ¬®£®£à ¨ª P áå®¤¨âáï ª ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ á®¢®-ªã¯®áâ¨ ¢¥àè¨, «¥� é¨å   «ãç å e1, . . . ,em, ¨ ã£«  V . �«¥¤®¢ â¥«ì®,íâ®â ã£®« V ¨ ¡ã¤¥â ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ ¯à¥¤¥«ì®£® ¬®£®£à ¨ª  P0.�à¨¢¨§  ¬®£®£à ¨ª  P0 à ¢  ªà¨¢¨§¥ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V , â. ¥.áã¬¬  ªà¨¢¨§ ¥£® ¢¥àè¨ A1, . . . , Am à ¢  ªà¨¢¨§¥ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥© em+1, . . . ,en. �  è¨å ®¡®§ ç¥¨ïå íâ® § ¯¨è¥âáïà ¢¥áâ¢®¬

m∑

i=1 ωi = σm+1,... ,n. (9)�¤ ª® ª®£¤  ¬®£®£à ¨ª¨ Pi áå®¤ïâáï, ªà¨¢¨§ë ¨å ¢¥àè¨ áå®¤ïâáï ªªà¨¢¨§ ¬ ¢¥àè¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ¬®£®£à ¨ª  P0. Ǒ® ãá«®¢¨î �¥ ªà¨¢¨§-ë ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pij áå®¤ïâáï ª á®¢®ªã¯®áâ¨ ç¨á¥« ω, ¯à¨ ¤-«¥� é¥© ¬®£®®¡à §¨î K, â. ¥. ¤«ï ¯à¥¤¥«ìëå § ç¥¨© ç¨á¥« ω ¢ë¯®«-ïîâáï ¢á¥ ¥à ¢¥áâ¢  (8).�«¥¤®¢ â¥«ì®, à ¢¥áâ¢® (9) ¥¢®§¬®�®, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¬®£®£à ¨ª P0¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¡¥áª®¥çë¬.�â ª, ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬®£®£à ¨ª®¢ Pij áå®¤¨âáï ª ª®¥ç®¬ã¬®£®£à ¨ªã P0 á ¯à¥¤¥«ìë¬¨ § ç¥¨ï¬¨ ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨. � ª¨¬ ®¡-à §®¬, ¬®£®£à ¨ªã P0 ®â¢¥ç ¥â ª ª à § ¯à¥¤¥«ì ï á®¢®ªã¯®áâìK0 ç¨-á¥« ω; íâ® ®§ ç ¥â, çâ®
ϕ(P0) = K0.�â¨¬ ¤®ª § ®, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â ª�¥ ¯®á«¥¤¥¬ã ãá«®-¢¨î «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨. � à § ¢á¥ ¥¥ ãá«®¢¨ï ã¤®¢«¥â¢®à¥ë, â® ¢¥à¥¨ ¥¥ à¥§ã«ìâ â: ¬®£®®¡à §¨¥ P ®â®¡à � ¥âáï   ¢á¥ ¬®£®®¡à §¨¥ K, â. ¥.ª �¤®© ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯® ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë á®¢®ªã¯®áâ¨ § ç¥¨© ç¨á¥« ω®â¢¥ç ¥â ª« áá ¯®¤®¡ëå ¬®£®£à ¨ª®¢. � ª¨¬ ®¡à §®¬, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ § ç¥¨ï¬¨ ªà¨¢¨§ ¤®ª § ®.6. �«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥© ¬®£ãâ ¡ëâì ãáâ ®¢«¥ë à §ë¥ â¥®-à¥¬ë,   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ ¬ 2{4. Ǒà¨¢¥¤¥¬ ¤¢¥ á ¬ë¥ ¯à®áâë¥ ¨§ ¨å.Ǒãáâì   ¯«®áª®áâ¨ T ¤  ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª Q, ¢ãâà¨ª®â®à®£® ®â¬¥ç¥ë â®çª¨ A1, . . . , Am. Ǒãáâì ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ § ¤   § ¬ªã-â ï «®¬  ï L, ¯à®¥ªâ¨àãîé ïáï   £à ¨æã ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q. � áá¬ â-à¨¢ ¥¬ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, ®¡« ¤ îé¨¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:1) ®¨ ®£à ¨ç¥ë «®¬ ®© L; 2) ¨¬¥îâ ¢¥àè¨ë, ¯à®¥ªâ¨àãîé¨¥áï ¢ â®ç-ª¨ Ai, ¨ ¥ ¨¬¥îâ ¨ª ª¨å ¤àã£¨å ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨; 3) ®¨ ®¡à é¥ë¢ë¯ãª«®áâìî ¢ ®¤ã áâ®à®ã (áª �¥¬, ª ¯«®áª®áâ¨ T ¨«¨ ®â ¥¥).



384 �. �. ������������ â ª¨å ¬®£®£à ¨ª å ¬®�® ãâ¢¥à�¤ âì:�¥®à¥¬  5. � ¤¢ãå â ª¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ (¥á«¨ ®¨ ¥ á®¢¯ ¤ îâ) ¢á¥-£¤  ¥áâì ¯ à  á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨, ¬®£®£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ª®â®àëå¬®£ãâ ¡ëâì ¯®¬¥é¥ë ®¤¨ ¢ãâà¨ ¤àã£®£® ¯ãâ¥¬ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á .�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì P1 ¨ P2 | ¤¢  â ª¨å ¬®£®£à ¨ª , ¯à¨ç¥¬ P1¨¬¥¥â â®çª¨, «¥� é¨¥ ý¨�¥þ â®ç¥ª P2 á â®© �¥ ¯à®¥ªæ¨¥©   ¯«®áª®áâì T(ª®â®àãî ¬ë ¬ëá«¨¬ £®à¨§®â «ì®©). �®£¤ , ý¯®¤¨¬ ïþ ¬®£®£à ¨ªP1,¯à¨¢¥¤¥¬ ¥£® ¢ â ª®¥ ¯®«®�¥¨¥, çâ® ® ¡ã¤¥â ¥é¥ £¤¥-«¨¡® ª á âìáï P2, ®¢ ®áâ «ì®¬ ¡ã¤¥â «¥� âì ý¢ëè¥þ P2. Ǒà¨ â ª®¬ ¯®«®�¥¨¨ ®ç¥¢¨¤®, çâ®  P1 ¥áâì ¢¥àè¨ , ã£®« ¯à¨ ª®â®à®© «¥�¨â ¢ãâà¨ ã£«  ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¥© ¢¥àè¨¥ ¬®£®£à ¨ª  P2, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .�¥®à¥¬  6. �«ï ¢áïª¨å ¯®«®�¨â¥«ìëå ç¨á¥« ω1, . . . , ωm, áã¬¬  ª®â®-àëå ¬¥ìè¥ 2π, áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ë© â ª®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®-£à ¨ª ãª § ®£® ¢ëè¥ â¨¯ , ã ª®â®à®£® ç¨á«  ωi áãâì ªà¨¢¨§ë ¢¥àè¨:¨¬¥® ωi ¥áâì ªà¨¢¨§  ¢¥àè¨ë, ¯à®¥ªâ¨àãîé¥©áï ¢ â®çªã Ai.�¤¨áâ¢¥®áâì ãª § ®£® ¬®£®£à ¨ª  á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 5. �ãé¥-áâ¢®¢ ¨¥ ¯®«ãç ¥âáï áà §ã   ®á®¢¥ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨. �¥©áâ¢¨-â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬ m-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ K, â®çª ¬¨ ª®â®à®£® ¡ã¤ãâá®¢®ªã¯®áâ¨ ¯®«®�¨â¥«ìëå ç¨á¥« ω1, . . . , ωm, á ãá«®¢¨¥¬, çâ® áã¬¬  ¨å¬¥ìè¥ 2π. Ǒãáâì, ¤ «¥¥, P | ¬®£®®¡à §¨¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ à áá¬ âà¨-¢ ¥¬®£® â¨¯ ; ®® â ª�¥ m-¬¥à® (¨, ª ª «¥£ª® ¤®ª § âì, ¥ ¯ãáâ®). �ë¨¬¥¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï P ¢ K, ¨ «¥£ª® ¤®ª § âì,çâ® ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢á¥¬ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨. � à¥§ã«ìâ â¥â¥®à¥¬  6 ®ª §ë¢ ¥âáï ¤®ª § ®©. (�¥â «ì®¥ ®áãé¥áâ¢«¥¨¥  ¬¥ç¥®£®à ááã�¤¥¨ï ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â â¥«î.)� â¥®à¥¬ å 5, 6 à¥çì ¨¤¥â ® ¬®£®£à ¨ª å, ¢¥àè¨ë ª®â®àëå «¥� â  ¯ à ««¥«ìëå «ãç å, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ â®çª¨ A1, . . . , Am ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®ª ¯«®áª®áâ¨ T ; â ª¨¥ «ãç¨ ý¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ¡¥áª®¥ç® ã¤ «¥®© â®çª¥þ.�®¢¥àè¥®   «®£¨ç® ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ¬®£®£à ¨ª¨ á ¢¥àè¨ ¬¨  ¤ ëå «ãç å, ¨áå®¤ïé¨å ¨§ ¤ ®© â®çª¨ O. �®£¤  â®ç® â ª �¥ ¬®�®áä®à¬ã«¨à®¢ âì â¥®à¥¬ë ® ¬®£®£à ¨ª å á £à ¨æ¥©,   «®£¨çë¥ â¥®-à¥¬ ¬ 5, 6. �¤¥áì ¢®§¬®�ë à §ë¥ á«ãç ¨: «ãç¨ ¬®£ãâ ¨¤â¨ ¢ãâàì ®¤®£®¯®«ã¯à®áâà áâ¢  ¨«¨ ¥â; ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ¬®£®£à ¨ª¨, ®£à ¨-ç¥ë¥ ®¤®© «®¬ ®© ¨«¨ ¥áª®«ìª¨¬¨. (�  «®¬ ë¥ ã�®  «®�¨âìãá«®¢¨¥, çâ®¡ë ¢®®¡é¥ ®¨ ¬®£«¨ ®£à ¨ç¨¢ âì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ªá ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å.) Ǒà®áâ¥©è¨¬ ¡ã¤¥â á«ãç ©, ª®£¤  ¢á¥ «ã-ç¨ ¨¤ãâ ¢ãâà¨ ¢ë¯ãª«®£® â¥«¥á®£® ã£« ,   ¯®¢¥àå®áâ¨ ª®â®à®£® «¥�¨â¤  ï «®¬  ï L, ¯à¨ç¥¬ ã�® à áá¬ âà¨¢ âì ®â¤¥«ì® ¬®£®£à ¨ª¨,®¡à é¥ë¥ ¢ë¯ãª«®áâìî ª ¢¥àè¨¥ ã£«  ¨ ®â ¥¥. �®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¨ ¤®-ª § â¥«ìáâ¢  ¢®§¬®�ëå §¤¥áì â¥®à¥¬ ¬®£ãâ á«ã�¨âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ å®à®è¥©§ ¤ ç¨. � «ì¥©è¥© â¥¬®© ¬®�¥â á«ã�¨âì ®¡®¡é¥¨¥   â®â á«ãç ©, ª®£¤ 



��. IX: § 1. ��������� ������������� 385«ãç¨ ¥ ¨áå®¤ïâ ¨§ ®¤®© â®çª¨, ® ý¯à®å®¤ïâ áª¢®§ìþ ¤ ãî «®¬ ãî L.7. �¥®à¥¬¥ 2 ¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì â¥®à¥¬ã, ®â®áïéãîáï ª ¡¥áª®¥ç® ¬ -«ë¬ ¤¥ä®à¬ æ¨ï¬ ¬®£®£à ¨ª .�®§ì¬¥¬ ¢ãâà¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P0 â®çªã O ¨ ¯à®-¢¥¤¥¬ ¨§ ¥¥ «ãç¨ Li ç¥à¥§ ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P0. �á«¨ ¢¥àè¨ë¯¥à¥¬¥é âì ¢¤®«ì «ãç¥© Li, â® ¬®£®£à ¨ª P0 ¡ã¤¥â ¤¥ä®à¬¨à®¢ âìáï.
A1A2

A3

A4

O

�¨á. 145
Ǒà¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå á¬¥é¥¨ïå ¨ ®¤-  ¨§ ¢¥àè¨ ¥ ¯®¯ ¤¥â ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®-«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ ¤àã£¨å ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì-®, ®áâ ¥âáï ¢¥àè¨®© ¤¥ä®à¬¨à®¢ ®£®¬®£®£à ¨ª  P .�ë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® á ¨§¬¥¥¨-¥¬ ¯ à ¬¥âà  t ¢¥àè¨ë ¤¢¨�ãâáï ¯® «ã-ç ¬ Li á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨. �®£¤ ,ª ª ®ç¥¢¨¤®, £à ¨ ¨ à¥¡à  ¬®£®£à ¨-ª  ¡ã¤ãâ ¢à é âìáï â ª�¥ á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨áª®à®áâï¬¨.Ǒà¨ ¤¢¨�¥¨¨ ¢¥àè¨ áâà®¥¨¥ ¬®£®-£à ¨ª  ¬®�¥â, ª®¥ç®, ¬¥ïâìáï. � ª ¡ã-¤¥â,  ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¢ë¤¢¨£ âì ®â æ¥âà  O ªã¡  à¨á. 145 ¥£® ¢¥àè¨ë A1¨ A3, ®áâ ¢«ïï ¢¥àè¨ë A2 ¨ A4 ¥¯®¤¢¨�ë¬¨, ¨«¨  ®¡®à®â, ¯à¨ç¥¬ ¢®¡®¨å á«ãç ïå £à ì A1A2A3A4 ¡ã¤¥â «®¬ âìáï, ® ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯® ¤¨ -£® «¨ A1A3,   ¢® ¢â®à®¬ | ¯® ¤¨ £® «¨ A2A4.�® ¯à¨ ¬ «ëå ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ã�¥ ¨¬¥îé¨¥áï à¥¡à  ¥ ¬®£ãâ ¨áç¥§ãâì,  ¬®£ãâ â®«ìª® ¯®ï¢¨âìáï ®¢ë¥, ¡ë¢è¨¥ ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â ¤¨ £® «ï¬¨£à ¥©.Ǒà¨ à áá¬®âà¥¨¨ ¬®£®£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥àè¨ å ¬®£®£à ¨ª  ¬ë¡ã¤¥¬ â ª¨¥ ¤¨ £® «¨ áç¨â âì ý®¢ë¬¨þ à¥¡à ¬¨ íâ¨å ã£«®¢ ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â áâ®ïé¨å ¨«¨ ýáâ àëåþ à¥¡¥à; ý®¢ë¥þ à¥¡à  «¥� â   ýáâ àëåþ £à ïå.� ¯®àï¤ª¥ ®¡®¡é¥¨ï ¬®�® ¤®¯ãáâ¨âì ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á  àãè¥¨¥¬ ¢ë-¯ãª«®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª , ¢ë§¢ ë¬ â¥¬, çâ® £à ¨ ¯¥à¥« ¬ë¢ îâáï ¯®¤¨ £® «ï¬ ¥ â ª, ª ª ¯à¨ á®åà ¥¨¨ ¢ë¯ãª«®áâ¨. � ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¤¢¨�¥-¨¨ ¢¥àè¨ A1 ¨ A2 ªã¡    à¨á. 145  àã�ã ¬®�® ¤®¯ãáâ¨âì ¯¥à¥« ¬ë¢ -¨¥ £à ¨ ¯® ¤¨ £® «¨ A2�4, çâ® ¯à¨¢¥¤¥â ª ¥¢ë¯ãª«®¬ã ¬®£®£à ¨ªã.� ª�¥ ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¢®®¡é¥ £®¢®à¨âì, çâ® ¬®£®£à ¨ª¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¤¢¨�¥¨ï ¥£® ¢¥àè¨.�®£®£à ë¥ ã£«ë ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥®á  ¨¯®¤®¡®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï; ¯®á«¥¤¥¥ â ª�¥ ¥ ¬¥ï¥â ¨ ä®à¬ã, ¨ à §-¬¥àë ¬®£®£à ®£® ã£« . �ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬®£®£à ë© ã£®« V0ã¬¥ìè ¥âáï, ¥á«¨ ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨, ®áâ ¢«ïîé¥© ¥£® ¢¥àè¨ã   ¬¥áâ¥,¨ ®¤® ¥£® à¥¡à® ¥ ¤¢¨�¥âáï  àã�ã á ¯®«®�¨â¥«ì®© áª®à®áâìî ¨ å®âï



386 �. �. �����������¡ë ®¤®  áâ®ïé¥¥ à¥¡à® ¢à é ¥âáï, § å®¤ï ¢ãâàì ã£«  V0 á® áª®à®áâìî,®â«¨ç®© ®â ã«ï. �£®« ¡ã¤¥â áç¨â âìáï ã¢¥«¨ç¨¢ îé¨¬áï, ¥á«¨ á ¨§¬¥¥-¨¥¬ áª®à®áâ¥©   ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ ® ®ª §ë¢ ¥âáï ã¬¥ìè îé¨¬áï 2).�¥®à¥¬  7. Ǒãáâì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à¬¨àã¥â-áï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¤¢¨�¥¨ï ¥£® ¢¥àè¨ ¯® ¤ ë¬ «ãç ¬, ¨áå®¤ïé¨¬ ¨§ ¥£®¢ãâà¥¥© â®çª¨ O. �®£¤  «¨¡® ¥£®  ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¥áâì ¯®¤®¡¨¥á æ¥âà®¬ O, â. ¥.  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨ ¤¢¨�¥¨ï ¢¥àè¨ ¯à®¯®àæ¨® «ì-ë ¨å à ááâ®ï¨ï¬ ®â â®çª¨ O, «¨¡® áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥àè¨ , ¬®£®£à ë©ã£®« ¯à¨ ª®â®à®© ã¡ë¢ ¥â, ¨ ¢¥àè¨ , ¯à¨ ª®â®à®© ¬®£®£à ë© ã£®« ¢®§-à áâ ¥â (¯®¬ï ãá«®¢¨¥ ® â®¬, çâ® ã£«ë à áá¬ âà¨¢ îâáï á â®ç®áâìî ¤®¯¥à¥®á  ¨«¨ ¯®¤®¡¨ï, â ª çâ® ¯à¨ áà ¢¥¨¨ ¨å ¢¥àè¨ë ¢á¥£¤  ¬®�®áç¨â âì á®¢¬¥é¥ë¬¨).�®ª § â¥«ìáâ¢® áâ®«ì �¥ ¯à®áâ®, ª ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2.� §®¢¥¬ ®â®á¨â¥«ì®© áª®à®áâìî ¢¥àè¨ë Ai áª®à®áâì ¨§¬¥¥¨ïà ááâ®ï¨ï OAi, ®â¥á¥ãî   ¥¤¨¨æã ¤«¨ë, â. ¥. ¢¥«¨ç¨ã vi = _ri/ri,£¤¥ ri = OAi. Ǒ®¤®¡®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï à ¢¥áâ¢®¬ ¢á¥å vi.�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¥ á¢®¤¨âáï ª ¯®¤®¡¨î, â ª çâ® ¥ ¢á¥ vià ¢ë ¬¥�¤ã á®¡®©.�®§ì¬¥¬ ¢¥àè¨ã á  ¨¡®«ìè¨¬ § ç¥¨¥¬ ®â®á¨â¥«ì®© áª®à®áâ¨; ¯ãáâìíâ® ¡ã¤¥â ¢¥àè¨  A1. Ǒà¨¡ ¢¨¬ ª® ¢á¥¬ ®â®á¨â¥«ìë¬ áª®à®áâï¬ ¢¥«¨ç¨-ã −v1, â. ¥. ®â®á¨â¥«ìãî áª®à®áâì ¢¥àè¨ë A1 á ®¡à âë¬ § ª®¬. �â¨¬¬ë ¤®¡ ¢«ï¥¬ ª à áá¬ âà¨¢ ¥¬®©  ç «ì®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¥¥ ¯®¤®¡®¥ ¯à¥-®¡à §®¢ ¨¥ ¨ ¯®â®¬ã ¥ ¬¥ï¥¬, ¯® áãé¥áâ¢ã, ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®£à ëåã£«®¢ ¬®£®£à ¨ª .�® â ª ª ª v1 ¡ë«   ¨¡®«ìè¥© ®â®á¨â¥«ì®© áª®à®áâìî, â® â¥¯¥àì ã¢á¥å ¢¥àè¨ ®â®á¨â¥«ìë¥ áª®à®áâ¨ ¥ ¯®«®�¨â¥«ìë,   ã A1 áª®à®áâìà ¢  ã«î, â. ¥. A1 áâ®¨â   ¬¥áâ¥,   ¯à®ç¨¥ ¢¥àè¨ë «¨¡® â ª�¥ áâ®ïâ  ¬¥áâ¥, «¨¡® ¤¢¨�ãâáï ¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª . Ǒà¨ íâ®¬ ¥ ¢á¥ ®¨ áâ®-ïâ   ¬¥áâ¥, â ª ª ª ¨ ç¥ ¨å ®â®á¨â¥«ìë¥ áª®à®áâ¨ vi ¤® ¯à¨¡ ¢«¥¨ïáª®à®áâ¨ −v1 ¡ë«¨ ¡ë à ¢ë, ¢®¯à¥ª¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨î.�á«¨ å®âï ¡ë ®¤  ¢¥àè¨  Ai, á®¥¤¨¥ ï á A1 à¥¡à®¬, ¤¢¨�¥âáï¢ãâàì (â. ¥. ¥á«¨ v′i = vi − v1 < 0), â® íâ® ¨ ¡ã¤¥â ®§ ç âì, çâ® ¬®£®-£à ë© ã£®« ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A1 ã¬¥ìè ¥âáï.�á«¨ �¥ ¢á¥ ¢¥àè¨ë, á®¥¤¨¥ë¥ á A1 à¥¡à ¬¨, ¥¯®¤¢¨�ë, â® ¡¥à¥¬¢¬¥áâ® A1 «î¡ãî ¨§ ¨å ¨ â. ¤. � ª ¢ ª®æ¥ ª®æ®¢ ¬ë ¤®©¤¥¬ ¤® ¢¥àè¨-ë á ã¬¥ìè îé¨¬áï ¬®£®£à ë¬ ã£«®¬, ¯®â®¬ã çâ® ¥ ¢á¥ ¢¥àè¨ë¥¯®¤¢¨�ë.2)�à é¥¨î  áâ®ïé¥£® à¥¡à   àã�ã ¨§ ã£«  V ¬®�¥â ¥ ®â¢¥ç âì ¯à®â¨¢®¯®«®�-®¥ ¢à é¥¨¥ ¢ãâàì: â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â ¢à é¥¨¥ ¢ «î¡®© ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨,¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ à¥¡à®. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨  áâ®ïé¨å à¥¡¥à ¥«ì§ï  « £ âìãá«®¢¨¥   áª®à®áâì ¤¢¨�¥¨ï  àã�ã.



��. IX: § 1. ��������� ������������� 387�®¢¥àè¥®   «®£¨ç®, ¢ëç¨â ï ¨§ ¢á¥å ®â®á¨â¥«ìëå áª®à®áâ¥©  ¨-¬¥ìèãî ¨§ ¨å, ¤®ª �¥¬, çâ® ¥áâì ¢¥àè¨  á ã¢¥«¨ç¨¢ îé¨¬áï ¬®£®-£à ë¬ ã£«®¬, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .�§ â¥®à¥¬ë 5 ¬®�® ¢ë¢¥áâ¨ â¥®à¥¬ã ® �¥áâª®áâ¨,   «®£¨çãî â¥®à¥-¬¥ 3 ® ¯®¤®¡¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢. � ¯®¬¨¬, çâ® ¢¥«¨ç¨  x, § ¢¨áïé ï ®â
t,  §ë¢ ¥âáï áâ æ¨® à®©, ¥á«¨ (dx

dt

)

t=0 = 0. �®£®£à ¨ª  §ë¢ ¥âáï�¥áâª¨¬ ¯à¨ ¤ ëå ãá«®¢¨ïå, ¥á«¨ ¢ íâ¨å ãá«®¢¨ïå ® ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¤¥-ä®à¬ æ¨© ¯®¬¨¬® âà¨¢¨ «ìëå, ¯à¨ç¥¬ ¨¬¥îâáï ¢ ¢¨¤ã â®«ìª®  ç «ìë¥áª®à®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨. � ¤ ®¬ á«ãç ¥ âà¨¢¨ «ì®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ¡ã¤¥â¯®¤®¡¨¥, â. ¥. ¤¥ä®à¬ æ¨ï, ¯à¨ ª®â®à®©  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨ ¢¥àè¨ ¯à®-¯®àæ¨® «ìë ¨å à ááâ®ï¨ï¬ ®â â®çª¨ O.�¢¥¤¥¬ ¥é¥ ¯®ïâ¨¥ áãé¥áâ¢¥® ¬®®â®®© (¢®§à áâ îé¥©) äãªæ¨¨¬®£®£à ®£® ã£« , ¯®¨¬ ï ¯®¤ íâ¨¬ ¢¥«¨ç¨ã f , § ¢¨áïéãî ®â ¬®£®-£à ®£® ã£« , â ª çâ® ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥¨¨ ã£«  ®  à áâ¥â á ¯®«®�¨â¥«ì®©áª®à®áâìî, â. ¥. df/dt > 0.�®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯®ïâ¨ï¬¨, ¢¢¥¤¥ë¬¨ ¢ á¢ï§¨ á â¥®à¥¬®© 7, ¥¬¥¤-«¥® ¨§¢«¥ª ¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã ® �¥áâª®áâ¨:�¥®à¥¬  8. � ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª | �¥áâª¨© ¢ ®¯à¥¤¥-«¥®¬ ¢ëè¥ á¬ëá«¥, ¥á«¨ ¥£® ¢¥àè¨ë ®áâ îâáï   ¤ ëå «ãç å, ¨á-å®¤ïé¨å ¨§ ¥£® ¢ãâà¥¥© â®çª¨, ¨ ¤«ï ª �¤®£® ¥£® ¬®£®£à ®£® ã£« ª ª ï-¨¡ã¤ì áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï äãªæ¨ï áâ æ¨® à .Ǒ®«ì§ãïáì ¢§ ¨¬®áâìî ¬¥�¤ã ¬®£®£à ë¬ ã£«®¬ ¨ ¥£® áä¥à¨ç¥áª¨¬¨§®¡à �¥¨¥¬, â¥®à¥¬ë 5 ¨ 6 ¬®�® ¯¥à¥áª § âì ¢ â¥à¬¨ å áä¥à¨ç¥áª®£®¨§®¡à �¥¨ï. � áá¬®âà¨¬ ¤«ï íâ®£® ¤¥ä®à¬ æ¨î áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥-¨ï «î¡®© ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª , ¢ë§¢ ãî ¤¥ä®à¬ æ¨¥© á ¬®£® ¬®-£®£à ¨ª  ¯à¨ ¤¢¨�¥¨¨ ¥£® ¢¥àè¨ ¯® ¤ ë¬ «ãç ¬ Li, ¨áå®¤ïé¨¬ ¨§â®çª¨ O.�á«¨ ¢¥àè¨ë ¤¢¨�ãâáï á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨, â® ¨ à¥¡à  ¢à -é îâáï á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨. � â ª ª ª áâ®à®ë áä¥à¨ç¥áª®£®¬®£®ã£®«ì¨ª  SAi , ï¢«ïîé¥£®áï áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬ ¢¥àè¨ëAi,«¥� â ¢ ¯«®áª®áâïå, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàëå ª áå®¤ïé¨¬áï ¢ Ai à¥¡à ¬, â® ¨ ®¨¤¢¨�ãâáï á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨. �âà®£® £®¢®àï, à¥çì ¤®«�  ¨¤â¨® ¢à é¥¨¨ ¡®«ìè¨å ªàã£®¢, ®£à ¨ç¨¢ îé¨å ¬®£®ã£®«ì¨ª SAi ; ª �-¤ë© â ª®© ªàã£ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà¥ ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã à¥¡àã, ¯®¤å®¤ïé¥¬ãª ¢¥àè¨¥ Ai, ¨ ¢à é ¥âáï ¢¬¥áâ¥ á ¢à é¥¨¥¬ íâ®£® à¥¡à .�á«¨ à¥¡à® ¤¢¨�¥âáï ¢ãâàì ¬®£®£à ®£® ã£«  V ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A, â®á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï áâ®à®  ¬®£®ã£®«ì¨ª  S ¢ë¤¢¨£ ¥âáï ®â íâ®£® ¬®£®-ã£®«ì¨ª . Ǒ®íâ®¬ã ã¬¥ìè¥¨î ã£«  V ¢ á¬ëá«¥, ¯à¨ïâ®¬ ¢ â¥®à¥¬¥ 5,®â¢¥ç ¥â ã¢¥«¨ç¥¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  S ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¥£® áâ®à®ë ¢ë-¤¢¨£ îâáï  àã�ã á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¢à é¥¨ï ¥áã-é¨å ¨å ¡®«ìè¨å ªàã£®¢.



388 �. �. ������������¯à¥¤¥«¨¢ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ ¯®ïâ¨ï ýã¬¥ìè¥¨ïþ ¨ ýã¢¥«¨ç¥¨ïþáä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª ,   â ª�¥ ¯®ïâ¨¥ ¥£®áãé¥áâ¢¥® ¬®®â®®© äãªæ¨¨, ¬®�® ¯¥à¥áª § âì â¥®à¥¬ë 5 ¨ 6 ¢ â¥à-¬¨ å áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï. �ãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï ¢®§à áâ îé ïäãªæ¨ï ¬®£®£à ®£® ã£«  ¡ã¤¥â áãé¥áâ¢¥® ¬®®â®®© ã¡ë¢ îé¥©¤«ï ¥£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï, ¨ ®¡à â®.8. � ¯o 6 § 5 £« ¢ë II ¡ë«  ¢ëïá¥  ¢®§¬®�®áâì ¯®«ïà®£® ¯à¥®¡à §®-¢ ¨ï â¥®à¥¬ ® ¬®£®£à ¨ª å á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å ¢ â¥®à¥¬ë® ¬®£®£à ¨ª å á £à ï¬¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¬¨ ª ¤ ë¬ «ãç ¬. � ¬¡ë«¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ë â¥®à¥¬ë, ¯®«ïàë¥ â¥®à¥¬ ¬ 2 ¨ 4. �¥®à¥¬ë 5 ¨ 6¤®¯ãáª îâ â ª®¥ �¥ ¯®«ïà®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥.�á¥ ¢ë¢®¤ë íâ®£® ¯ à £à ä  á®¢¥àè¥® ¤®á«®¢® ¯¥à¥®áïâáï ¢ ¯à®-áâà áâ¢® «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨© n > 2 á â¥¬ «¨èì ®â«¨ç¨¥¬, çâ® ¢ â¥®à¥-¬¥ 1 ã�® à áá¬ âà¨¢ âì à §«®�¥¨ï ¢¥ªâ®à  ek ¯® n ¤àã£¨¬,   ¢ â¥®à¥¬¥ 4¢¬¥áâ® 4π ã�® ¢§ïâì ¯«®é ¤ì ¥¤¨¨ç®© áä¥àë ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.�à®¬¥ â®£®, à¥çì ¤®«�  ¨¤â¨ ® ªà¨¢¨§¥, ª ª ® (n − 1)-¬¥à®© ¯«®é ¤¨áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï.
§ 2. �¥áª®¥çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨1. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¡¥áª®¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, à á-¯®«®�¥ë¥  ¤ ¥ª®â®à®© ¤ ®© ¯«®áª®áâìî T â ª, çâ® 1) ª �¤ ï ¯àï¬ ï,¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª ¯«®áª®áâ¨ T , «¨¡® ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¬®£®£à ¨ª, «¨¡®á®¤¥à�¨â ¢ ¥¬ æ¥«ãî ¯®«ã¯àï¬ãî; 2) ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  ¯à®¥ªâ¨àã-îâáï ¢ ¤ ë¥ â®çª¨ A0, A1, . . . , An   ¯«®áª®áâ¨ T .�â¨ ãá«®¢¨ï ¯à¥¤¯®« £ îâáï, ¤ «¥¥, ¢ë¯®«¥ë¬¨ ¡¥§ ®á®¡ëå ®£®¢®à®ª.� ª ª ª ¯à¨ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¯¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥,  «®�¥®¥  ¥£® à á¯®«®�¥¨¥, ¥  àãè ¥âáï, â® â¥¬ �¥ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â ¨ ¥£®¯à¥¤¥«ìë© ã£®«. �ë £®¢®à¨¬, çâ® ® ý®¤®§ ç® 3) ¯à®¥ªâ¨àã¥âáï  ¯«®áª®áâì Tþ.�ë ¥ ¨áª«îç ¥¬ ¨§ à áá¬®âà¥¨ï ¬®£®£à ¨ª¨, ã ª®â®àëå ¯à¥¤¥«ì-ë© ã£®« á¢®¤¨âáï ª ¯®«ã¯àï¬®©; íâ  ¯®«ã¯àï¬ ï â®£¤  ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ª ¯«®áª®áâ¨ T .� á¢ï§¨ á íâ¨¬, £®¢®àï ® ¬®£®£à ®¬ ã£«¥ V , á«ã� é¥¬ ¯à¥¤¥«ìë¬ã£«®¬ ¬®£®£à ¨ª , ¬ë ¢á¥£¤  ¡ã¤¥¬ ¤®¯ãáª âì, çâ® V ¬®�¥â ¡ëâì ¯«®á-ª¨¬ ã£«®¬ ¨«¨ ¯®«ã¯àï¬®©. � «¥¥, ª ¡¥áª®¥çë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬ ¬ë¯à¨ç¨á«ï¥¬ â ª�¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨. � ¯à¨¬¥à, ¥á-«¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V á¢®¤¨âáï ª ¯«®áª®¬ã ã£«ã,   â®çª¨ A0, . . . , An «¥� â3)�¥à¬¨ íâ®â | ¢ ¨§¢¥áâ®© ¬¥à¥ ãá«®¢ë©, â ª ª ª ã£®« ¬®�¥â ¨¬¥âì £à ¨, ¯¥à-¯¥¤¨ªã«ïàë¥ ª ¯«®áª®áâ¨ T .



��. IX: § 2. ����������� ������������� 389  ®¤®© ¯àï¬®©, â® ¬®£®£à ¨ª P ¥¨§¡¥�® á¢®¤¨âáï ª ¬®£®ã£®«ì¨ªã.�â  ¢®§¬®�®áâì ¥¨§¬¥® ¡ã¤¥â ¨¬¥âìáï ¢ ¢¨¤ã ¡¥§ ®á®¡ëå  ¯®¬¨ ¨©.Ǒãáâì â®çª¨ A0, . . . , An   ¯«®áª®áâ¨ T § ¤ ë ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬¨ ¯ãáâì ¤  ¬®£®£à ë© ã£®« V , ®¤®§ ç® ¯à®¥ªâ¨àãîé¨©áï   ¯«®á-ª®áâì T . �®ª �¥¬, çâ® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë©¬®£®£à ¨ª á ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ V ¨  ¢¥àè¨ ¬¨, ¯à®¥ªâ¨àãîé¨¬¨áï ¢¤ ë¥ â®çª¨ Ai.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã â®ç¥ª Ai. �«ï ®¤®© â®ç-ª¨ A0 ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®, â ª ª ª á ¬ ¤ ë© ã£®« V á ¢¥àè¨®© ¢ â®ç-ª¥ A0 ¨ ¡ã¤¥â ¨áª®¬ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ãâ¢¥à-�¤¥¨¥ ¢¥à® ¤«ï n â®ç¥ª, ¨ ¤®ª �¥¬ ¥£® ¤«ï n+ 1 â®çª¨ A0, A1, . . . , An.�®¯ãáâ¨¬ á ç « , çâ® ¨ ®¤  ¨§ â®ç¥ª A0, . . . , An ¥ «¥�¨â ¢ ¢ë¯ãª-«®© ®¡®«®çª¥ ®áâ «ìëå â®ç¥ª. �®£¤ , ¯®¬¥áâ¨¢ ¢¥àè¨ã ã£«  V ¢ â®çªã A0,
T
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A0
An

An-1
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¯®áâà®¨¬ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ã£«  V ¨ â®-ç¥ª A0, . . . , An. Ǒ® â¥®à¥¬¥ 5 § 4 £« ¢ë I íâ®¡ã¤¥â ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¯à¥¤¥«ìë¬ã£«®¬ V ¨ á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ â®çª å A0, . . . , An,â. ¥. ª ª à § ¨áª®¬ë© ¬®£®£à ¨ª.�áâ ¥âáï ¯®íâ®¬ã ¤®¯ãáâ¨âì, çâ® áà¥¤¨â®ç¥ª A0, . . . , An å®âï ¡ë ®¤ , áª �¥¬ An,á®¤¥à�¨âáï ¢ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ ®áâ «ìëå
n â®ç¥ª A0, . . . , An−1. �®£« á® ¯à¥¤¯®«®-�¥¨î, çâ® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¢¥à® ¤«ï n â®ç¥ª,áãé¥áâ¢ã¥â ¬®£®£à ¨ª P á ¯à¥¤¥«ìë¬ã£«®¬ V ¨ á ¢¥àè¨ ¬¨, ¯à®¥ªâ¨àãîé¨¬¨-áï ¢ â®çª¨ A0, . . . , An−1. � ª ª ª â®çª  An«¥�¨â ¢ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ íâ¨å â®ç¥ª, â®¯àï¬ ï L, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã An ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® ª ¯«®áª®áâ¨ T ,¥®¡å®¤¨¬® ¯¥à¥á¥ª ¥â ¬®£®£à ¨ª P , ¢å®¤ï ¢ ¥£® ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥ B(à¨á. 146). �á«¨   ®âà¥§ª¥ AnB ¢§ïâì â®çªã B′, ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ªãî ª B,¨ ¯®áâà®¨âì ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ¬®£®£à ¨ª  P ¨ â®çª¨ B′, â® ¯®«ãç¨¬®¢ë© ¬®£®£à ¨ª P ′. � ¨¬¥¥â ¢¥àè¨ã B′, ¯à®¥ªâ¨àãîéãîáï ¢ â®çªã
An. �¬¥áâ¥ á â¥¬, ¥á«¨ á¬¥é¥¨¥ ®â B ª B′ ¤®áâ â®ç® ¬ «®, â® ¢á¥ ¢¥à-è¨ë ¬®£®£à ¨ª  P ®áâ ãâáï â ª�¥ ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P ′. �à¥§ã«ìâ â¥ ¬®£®£à ¨ª P ′ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V ¨ ¢¥àè¨ë,¯à®¥ªâ¨àãîé¨¥áï ¢ â®çª¨ A0, . . . , An. � ª¨¬ ®¡à §®¬,  è¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥¤®ª § ®.�¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¥áâì £à ¨æ  ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨á¢®¨å ¢¥àè¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« , â. ¥. ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨å § ¤ ¨-¥¬, ¯à¨ç¥¬ § à ¥¥ ¯à¥¤¯¨á ë© ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V ¬®�® à á¯®«®�¨âì¢¥àè¨®© ¢ «î¡®© ¯à¥¤¯¨á ®© ¢¥àè¨¥ ¬®£®£à ¨ª .



390 �. �. ������������á«¨ § ¤ ë ¯à®¥ªæ¨¨ A0, . . . , An ¢¥àè¨   ¯«®áª®áâì T , â® á ¬¨ ¢¥à-è¨ë ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨å à ááâ®ï¨ï¬¨ h0, . . . , hn ®â ¯«®áª®áâ¨ T ,áç¨â ï íâ¨ à ááâ®ï¨ï ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ¢ âã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ T , ªã¤ ®¡à é¥  ¡¥áª®¥ç ï ç áâì ¬®£®£à ¨ª , ¨ ®âà¨æ â¥«ìë¬¨| ¢ ¤àã£ãîáâ®à®ã.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ § ¤ ëå ¯à®¥ªæ¨ïå ¢¥àè¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì®¬ ã£«¥ V¬®£®£à ¨ª ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ n+ 1 ç¨á¥« h0, . . . , hn.�¨á«  íâ¨ ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à®¨§¢®«ìë¬¨, ¯®â®¬ã çâ® ¤  ï â®çª  Bk¬®�¥â ¡ëâì ¢¥àè¨®© ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ã£«  V ¨ ¢á¥å â®ç¥ª Bi á ¯à®¥ªæ¨-ï¬¨ Ai â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ¥ ¯à¨ ¤«¥�¨â ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥®áâ «ìëå â®ç¥ª Bi ¨ ã£«  V á ãá«®¢¨¥¬, çâ® ¥£® ¢¥àè¨  «¥�¨â ¢ «î¡®©¨§ íâ¨å â®ç¥ª. �â®, ®ç¥¢¨¤®,  ª« ¤ë¢ ¥â   ¢ëá®âë hi â®ç¥ª Bi ®¯à¥-¤¥«¥ë¥ ãá«®¢¨ï ¢ ¢¨¤¥ ¥ª®â®àëå ¥à ¢¥áâ¢. �ë¢®¤ íâ¨å ¥à ¢¥áâ¢¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á®¢¥àè¥® í«¥¬¥â àãî § ¤ çã. �¥ à¥è¥¨¥ ¥ ¡ã¤¥âã�® ¢ ¤ «ì¥©è¥¬, ¨ ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ¥£® ç¨â â¥«î.2. � «®£¨ç® â¥®à¥¬¥ 2 § 1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ®�¥®à¥¬  1. �á«¨ ¤¢  ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª  ¨¬¥îâ ®¤¨¨ â¥ �¥ ¯à¥¤¥«ìë¥ ã£«ë V ¨ ¯à®¥ªæ¨¨ A0, . . . , An ¢¥àè¨   ¯«®áª®áâì T ,â® «¨¡® íâ¨ ¬®£®£à ¨ª¨ á®¢¬¥é îâáï ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬ ¢  -¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¬ ª T , «¨¡®   «î¡®¬ ¨§ ¨å ¥áâì ¢¥àè¨ ,¬®£®£à ë© ã£®« ¯à¨ ª®â®à®© ¬®�® ¯ãâ¥¬ â ª®£® ¯¥à¥®á  ¯®¬¥áâ¨âì¢ãâà¨ ¬®£®£à ®£® ã£«  ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥®© ¢¥àè¨¥ ¤àã£®£® ¬®£®-£à ¨ª .�ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¤¢  ¬®£®£à ¨ª  á ®¡é¨¬¨ ¤ ë¬¨ V ¨ A0, . . . , Anà ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë, ¥á«¨ â®«ìª® ¨§¢¥áâ®, çâ® ¬®£®£à ë¥ ã£«ë ¯à¨¨å á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ å ¥¯®¬¥é ¥¬ë ®¤¨ ¢ãâà¨ ¤àã£®£®.�¤¥áì, ª ª ¨ ¢ § 1, ¬ë áç¨â ¥¬ ã£®« W  å®¤ïé¨¬áï ¢ãâà¨ W ′, ¥á«¨ Wá®¤¥à�¨âáï ¢ (â¥«¥á®¬) ã£«¥ W ′, ® ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¨¬.�®ª § â¥«ìáâ¢® áâ®«ì �¥ ¯à®áâ®, ª ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2 § 1.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì ¬®£®£à ¨ª¨ P ¨ P ′ ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¤ ë¥ V ¨
A0, . . . , An. �¥àè¨ë ¨å ¯à¥¤¥«ìëå ã£«®¢ ¬®�® áç¨â âì à á¯®«®�¥ë-¬¨ ¢ ª ª¨å-«¨¡® ¨å á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ å. �®£¤  ¯à¨ ¯¥à¥®á¥ ¬®£®-£à ¨ª  P ′ ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¬ ª ¯«®áª®áâ¨ T , ¥£® ¯à¥¤¥«ì-ë© ã£®« ¯à¥â¥à¯¥¢ ¥â â ª®© �¥ ¯¥à¥®á,   ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥àè¨ ¥ ¬¥ïîâáï,¨ ¬ë ¬®�¥¬ ¯®¤¢¥à£ âì ¬®£®£à ¨ª P ′ «î¡®¬ã â ª®¬ã ¯¥à¥®áã.�¬¥áâ¨¬ ¬®£®£à ¨ª P ′ â ª, çâ®¡ë ¢á¥ ¥£® ¢¥àè¨ë ®ª § «¨áì  ¤á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P (â. ¥. ¢á¥ h′i > hi). �£®¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ®ª �¥âáï â®£¤  á®¤¥à� é¨¬áï ¢ ¯à¥¤¥«ì®¬ ã£«¥ ¬®£®-£à ¨ª  P ¨ á ¬ P ′ ®ª �¥âáï á®¤¥à� é¨¬áï ¢ P , ª ª íâ® ïá® ¨§ â®£®,çâ® ¡¥áª®¥çë© ¬®£®£à ¨ª ¥áâì ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ á¢®-¨å ¢¥àè¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« .



��. IX: § 2. ����������� ������������� 391�á«¨ â¥¯¥àì ¤¢¨£ âì ¬®£®£à ¨ª P ′ ª ¯«®áª®áâ¨ T , â® ¢ ¥ª®â®àë© ¬®-¬¥â ®¤  ¨§ ¥£® ¢¥àè¨, áª �¥¬ B′, ¢¯¥à¢ë¥ á®¢¯ ¤¥â á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©¢¥àè¨®© B ¬®£®£à ¨ª  P . Ǒà¨ íâ®¬ ¬®£®£à ¨ª P ′ ¥é¥ ¥ ¢ë©¤¥â¨§ P , â ª ª ª ¢á¥ ¥£® ¢¥àè¨ë ¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ®áâ îâáï ¢ P (¢¥à¥¥,¢ â¥«¥, ®£à ¨ç¥®¬ P ). �â® ïá® ¨§ â®£®, çâ® â¥«¥áë© ¬®£®£à ¨ª¥áâì ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¢®ªã¯®áâ¨ ¥£® ¢¥àè¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . Ǒ®-íâ®¬ã ¬®£®£à ë© ã£®« W ′ ¯à¨ ¢¥àè¨¥ B′ ¬®£®£à ¨ª  P ′ ®ª �¥âáï§ ª«îç¥ë¬ ¢ ã£«¥ W ¯à¨ ¢¥àè¨¥ B ¬®£®£à ¨ª  P .�á«¨ íâ¨ ã£«ëW ′ ¨W ¥ á®¢¯ ¤ îâ, â® ¬ë ª ª à § ¯®«ãç ¥¬, çâ® ã£®«W ′¯ãâ¥¬ ¯¥à¥®á  ¯®¬¥é¥ ¢ãâà¨ ã£«  W , â. ¥. ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¢â®à ï ¢®§-¬®�®áâì, ãª §  ï ¢ â¥®à¥¬¥. �á«¨ �¥ ã£«ë W ¨ W ′ á®¢¯ ¤ îâ, â® á®¢-¯ ¤ îâ ¨å à¥¡à  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á®¢¯ ¤ îâ â ª�¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à -¨ª®¢ P ¨ P ′, á«ã� é¨¥ ª®æ ¬¨ íâ¨å à¥¡¥à, ¯®â®¬ã çâ® ¯® ãá«®¢¨î íâ¨¢¥àè¨ë «¥� â   ®¡é¨å ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà å ª ¯«®áª®áâ¨ T . �«ï ¬®£®£à -ëå ã£«®¢ ¯à¨ íâ¨å ¢¥àè¨ å ¬ë ¬®�¥¬ ¯®¢â®à¨âì â® �¥ à ááã�¤¥¨¥ ¨â. ¤., ¯®ª  ¥ ¤®©¤¥¬ ¤® ¯ àë á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨, ¬®£®£à ë¥ ã£«ë¯à¨ ª®â®àëå ¥ á®¢¯ ¤ îâ. �®£¤  ã£®« U ′ ¯à¨ â ª®© ¢¥àè¨¥   ¬®£®£à -¨ª¥ P ′ ¡ã¤¥â á®¤¥à� âìáï ¢ãâà¨ á®®â¢¥âáâ¢¥®£® ã£«  U . �á«¨ �¥ ¬ë¥  ©¤¥¬ ¯ àë ¥á®¢¯ ¤ îé¨å ã£«®¢, â®, § ç¨â, ¢á¥ ®¨ á®¢¯ ¤ îâ, â. ¥.¬®£®£à ¨ª P ′ á®¢¯ ¤ ¥â á P . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ® á®¢¬¥áâ¨«áï á P ¯ãâ¥¬¯¥à¥®á , ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯¥à¢ ï ¢®§¬®�®áâì, ¯à¥¤ãá¬®âà¥- ï ¢ â¥®à¥¬¥.�§ â¥®à¥¬ë 1   «®£¨ç® â¥®à¥¬¥ 3 § 1 ®ç¥¢¨¤® ¢ëâ¥ª ¥â�¥®à¥¬  2. �á«¨ ã ¤¢ãå ¡¥áª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á ®¡-é¨¬¨ ¯à¥¤¥«ìë¬¨ ã£« ¬¨ ¨ ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¢¥àè¨   ¯«®áª®áâì T ¤«ï ª �-¤®© ¯ àë ¬®£®£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¢¥àè¨ å à ¢ë § -ç¥¨ï ª ª®©-«¨¡® ¬®®â®®© äãªæ¨¨, â® ¬®£®£à ¨ª¨ á®¢¬¥é îâáï ¯ -à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬.� ç áâ®áâ¨, íâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®, ¥á«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¢¥àè¨ë ¨¬¥îâ à ¢-ë¥ ªà¨¢¨§ë.3. �¥®à¥¬¥ 4 § 1 ¢ á«ãç ¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â�¥®à¥¬  3. Ǒãáâì   ¯«®áª®áâ¨ T § ¤ ë â®çª¨ A0, . . . , An ¨ § ¤  ¬®-£®£à ë© ã£®« V , ®¤®§ ç® ¯à®¥ªâ¨àãîé¨©áï   ¯«®áª®áâì T . �«ï â®-£® çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ « ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨,¯à®¥ªâ¨àãîé¨¬¨áï ¢ â®çª¨ A0, . . . , An, á ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ V ¨ ªà¨¢¨§ -¬¨ ¢¥àè¨ ω0, . . . , ωn, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ç¨á«  ωi ã¤®¢«¥â¢®-àï«¨ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:1) 0 < ωi < 2π (i = 0, 1, . . . , n);2) áã¬¬  ¢á¥å ωi à ¢  ªà¨¢¨§¥ ã£«  V .�®£« á® â¥®à¥¬¥ 2, â ª®© ¬®£®£à ¨ª | ¥¤¨áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî¤® ¯¥à¥®á  ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¬ ª ¯«®áª®áâ¨ T .



392 �. �. ������������¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯¥à¢®£® ãá«®¢¨ï ®ç¥¢¨¤ . �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢â®à®£® â ª-�¥ áâ ®¢¨âáï ®ç¥¢¨¤®©, ¥á«¨ ¢á¯®¬¨âì, çâ®, ª ª ãª § ® ¥é¥ ¢ ¯o 3 § 5£« ¢ë I, áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª á®¢¯ ¤ ¥â á® áä¥à¨ç¥áª¨¬ ¨§®¡à �¥¨¥¬ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . Ǒ®íâ®¬ã¢ â¥®à¥¬¥ ¢¬¥áâ® § ¤ ¨ï ã£«  V ¬®�® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã § ¤ ¨¥ ¢ë¯ãª«®-£® áä¥à¨ç¥áª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª , ª®â®àë© ¤®«�¥ á«ã�¨âì áä¥à¨ç¥áª¨¬¨§®¡à �¥¨¥¬ ¨áª®¬®£® ¬®£®£à ¨ª .�¥¯¥àì ®áâ ¥âáï ¤®ª § âì ¤®áâ â®ç®áâì ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë, â. ¥. ¤®ª § âìáãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥àè¨. �«ï íâ®£®¬ë ®¯ïâì ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï «¥¬¬®© ®¡ ®â®¡à �¥¨¨.Ǒãáâì â®çª¨A0, . . . , An ¨ ã£®« V § ¤ ë. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¡¥áª®-¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ P , ã ª®â®àëå ®¤  ¢¥àè¨  § ªà¥¯«¥  ¢â®çª¥ A0, ¯à®ç¨¥ ¢¥àè¨ë ¯à®¥ªâ¨àãîâáï ¢ ®áâ «ìë¥ â®çª¨ Ai,   ¯à¥¤¥«ì-ë© ã£®« ¥áâì V . Ǒ® ¤®ª § ®¬ã ¢ ¯o 1 â ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ¨ ¯®â®¬ã ¨å ¬®£®®¡à §¨¥ P ¥ ¯ãáâ®.� �¤ë© â ª®© ¬®£®£à ¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ n ¢ëá®â h1, . . . , hn¥£® ¢¥àè¨, ¯à®¥ªâ¨àãîé¨åáï ¢ â®çª¨ A1, . . . , An. �á«¨ ¤ ë¥ ç¨á« 
h01, . . . , h0n á«ã� â ¢ëá®â ¬¨ ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P 0, â® ¨ «î¡ë¥ ¤®áâ -â®ç® ¡«¨§ª¨¥ ª ¨¬ ç¨á«  h1, . . . , hn á«ã� â ¢ëá®â ¬¨ ¢¥àè¨ ¥ª®â®à®£®¬®£®£à ¨ª  P . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ãá«®¢¨¥,  « £ ¥¬®¥   ¢ëá®âë ¢¥àè¨,á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¨ª ª ï ¢¥àè¨  ¥ ¤®«�  ¯®¯ ¤ âì ¢ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®-«®çªã á®¢®ªã¯®áâ¨ ¤àã£¨å ¢¥àè¨ ¨ ã£«  V ; ¥á«¨ íâ® ¢¥à® ¯à¨ ª ª¨å-«¨¡®¢ëá®â å h01, . . . , h0n, â® â® �¥ ¢¥à® ¨ ¯à¨ «î¡ëå ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨å ª ¨¬§ ç¥¨ïå ¢ëá®â. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ª �¤ ï â®çª  P 0 ¢ ¬®�¥áâ¢¥ P ¨¬¥-¥â ªã¡¨ç¥áªãî n-¬¥àãî ®ªà¥áâ®áâì, â ª çâ® P ¥áâì ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢®¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á ¢¢¥¤¥ë¬¨ ¢ ¥¬ ª®®à¤¨ â ¬¨ h1, . . . , hn.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì (n+1)-¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ª®®à¤¨ â ¬¨ ω0, . . . , ωn.Ǒãáâì 
 | ªà¨¢¨§  ¤ ®£® ã£«  V . �®£¤  ãá«®¢¨¥ 2 â¥®à¥¬ë ¤ ¥â

ω0 + ω1 + . . . + ωn = 
, (1)â. ¥. ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢  è¥¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¥ª®â®àãî ¯«®áª®áâì. �á«®¢¨¥ 1 â¥®-à¥¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢ íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢ãâà¥®áâì ªã¡  ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥¥á ¯«®áª®áâìî (1) ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¡« áâì § ç¥¨© ωi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ®¡®¨¬ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. �â® ¡ã¤¥â ¬®£®®¡à §¨¥ K ¤®¯ãáâ¨¬ëå á®¢®ªã¯®áâ¥©ç¨á¥« ωi. �® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© n-¬¥à®¥ á¢ï§®¥ ¬®£®®¡à §¨¥.� ª ª ª ª �¤®¬ã ¬®£®£à ¨ªã P ¨§ ¬®£®®¡à §¨ï P ®â¢¥ç ¥â á®¢®ªã¯-®áâì § ç¥¨© ªà¨¢¨§ ¥£® ¢¥àè¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë,â® ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ ¬®£®®¡à §¨ï P ¢ ¬®£®®¡à -§¨¥ K. �â® ®â®¡à �¥¨¥, ®ç¥¢¨¤®, ¥¯à¥àë¢®. � ª ª ª ã ¬®£®£à ¨-ª®¢ P ®¤  ¢¥àè¨  § ªà¥¯«¥ , â® ¯® â¥®à¥¬¥ 3 ¬®£®£à ¨ª¨ á à ¢ë¬¨



��. IX: § 2. ����������� ������������� 393ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥àè¨ ¯à®áâ® á®¢¯ ¤ îâ. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ ϕ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.� ª®¥æ, ¬®£®®¡à §¨¥ K á¢ï§® ¨ ¨¬¥¥â âã �¥ à §¬¥à®áâì, çâ® ¨ P .� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¯¥à¢ë¥ âà¨ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨¢ë¯®«¥ë, ¨ ®áâ ¥âáï «¨èì ¯®ª § âì, çâ® ç¥â¢¥àâ®¥ ãá«®¢¨¥ íâ®© «¥¬¬ëâ ª�¥ ¢ë¯®«¥®.Ǒãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì â®ç¥ª Kj ¨§ ¬®£®®¡à §¨ï K, ¯à¥¤áâ ¢«ïî-é¨å á®¢®ªã¯®áâ¨ ªà¨¢¨§ ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pj , áå®¤¨âáï ª â®çª¥ K¨§ K:
Kj = ϕ(Pj)→ K = (ω0, ω1, . . . , ωn) ∈K. (2)� ª ª ª â®çª K = (ω0, . . . , ωn) ¯à¨ ¤«¥�¨âK, â®, á®£« á® ¯¥à¢®¬ã ãá«®-¢¨î â¥®à¥¬ë, ¢á¥ ¥¥ ª®®à¤¨ âë ωi > 0, â. ¥. ªà¨¢¨§ë ¢¥àè¨ ¬®£®£à -¨ª®¢ Pj áå®¤ïâáï ª ¯®«®�¨â¥«ìë¬ § ç¥¨ï¬. Ǒ®íâ®¬ã  ©¤¥âáï â ª®¥

ε > 0, çâ® ¤«ï ¢á¥å ªà¨¢¨§ ¨å ¢¥àè¨ ¡ã¤¥â
ωji > ε (i = 0, . . . , n; j = 1, 2, . . . ). (3)Ǒ¥à¥¥á¥¬ ª �¤ë© ¬®£®£à ¨ª Pj ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¬ ª¯«®áª®áâ¨ T â ª, çâ®¡ë T áâ «  ¥£® ®¯®à®© ¯«®áª®áâìî. � ª ª ª ¢á¥ ¢¥àè¨-ë ¬®£®£à ¨ª®¢ Pj ¯à®¥ªâ¨àãîâáï ¢ ¤ ë¥ â®çª¨ Ai, â® ¨§ ¬®£®£à -¨ª®¢ Pj ¬®�® ¢ë¡à âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ª®â®à®©ã¯¨à îâáï ¢ ¯«®áª®áâì T ¢ ®¤®© ¨ â®© �¥ ¨§ â®ç¥ª Ai, áª �¥¬ ¢ â®çª¥ An.�â®¡ë ¥ ãá«®�ïâì ®¡®§ ç¥¨©, ¬®£®£à ¨ª¨ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì â ª�¥ Pj .Ǒãáâì ¢¥àè¨  Bki ¬®£®£à ¨ª  Pmk «¥�¨â   ¢ëá®â¥ hki  ¤ ¯«®á-ª®áâìî T ¨ ¯ãáâì à ááâ®ï¨¥ ¥¥ ¯à®¥ªæ¨¨ Ai   ¯«®áª®áâì T ®â â®çª¨ Anà ¢® ri. �®çª  An ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨®© ¬®£®£à ¨ª  Pmk , ¨ ¯®â®¬ã ¨-ª ª ï ®¯®à ï ¯«®áª®áâì ª Pmk ¢ ¢¥àè¨¥ Bki ¥ ¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âì «ãç,¨¤ãé¨© ¨§ An ¢ ¬®£®£à ¨ª Pmk ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® ª ¯«®áª®áâ¨ T . �âáî-¤    ®á®¢ ¨¨ ®ç¥¢¨¤ëå í«¥¬¥â àëå á®®¡à �¥¨© ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®¥á«¨ θ | ã£®«, ®¡à §ã¥¬ë© íâ¨¬ «ãç®¬ á ®¯®à®© ¯«®áª®áâìî ¢ ¢¥àè¨¥

Bki , â® tg θ 6 ri
hki
. (4)Ǒãáâì θ0 â ª®¢®, çâ® tg θ0 = ri

hki
. (5)�®£¤  ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  (4) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¢¥àè¨-ë Bki «¥�¨â ¢ ¯®«®á¥ è¨à¨®© θ0 ®ª®«® íª¢ â®à  ¥¤¨¨ç®© áä¥àë, ¥á«¨§  ¯®«îá ¯à¨ïâì áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨ T . Ǒ«®é ¤ì â ª®©



394 �. �. �����������¯®«®áë à ¢  2π sin θ0. �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¥à ¢¥áâ¢  (3) íâ  ¯«®é ¤ì¡®«ìè¥ ε. �«¥¤®¢ â¥«ì®,2π sin θ0 > ε ¨ tg θ0 > ε2π . (6)�  ®á®¢ ¨¨ à ¢¥áâ¢  (5) ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
hki <

2πri
ε
.�â® ®§ ç ¥â, çâ® à ááâ®ï¨ï ¢á¥å ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pmk ®â ¯«®áª®-áâ¨ T ®£à ¨ç¥ë. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ ¬®£®£à ¨ª®¢ Pmk ¬®�® ¢ë¡à âì áå®¤ï-éãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì4). Ǒà¥¤¥«ìë© ¬®£®£à ¨ª ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®,¨¬¥âì ¯à¥¤¥«ìë¥ ¯«®é ¤¨ áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®¡à �¥¨© ¢¥àè¨ ω0, . . . , ωn.�â¨¬ ¤®ª § ®, çâ® ¥á«¨ Km = ϕ(Pm) → K, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¯®á«¥¤®¢ -â¥«ì®áâì Pmj â ª ï, çâ® Pmj → P ¨ K = ϕ(P ).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨ ®ª §ë¢ îâáï ¢ë¯®«-¥ë¬¨, ¨, ¯à¨¬¥ïï ¥¥, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¬®-£®£à ¨ª  á ¤ ë¬¨ ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥àè¨.4. Ǒ®«ãç¥ë© à¥§ã«ìâ â ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¥é¥ â ª:Ǒãáâì   ¯«®áª®áâ¨ T § ¤ ë â®çª¨ A0, . . . , An ¨ ª �¤®© ¨§ ¨å ®â¥á¥®¯® ç¨á«ã ωi á ãá«®¢¨ï¬¨ 1) 0 < ωi < 2π, 2) n∑

i=0ωi 6 2π. �®£¤  áãé¥áâ¢ã-¥â ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ®¤®§ ç® ¯à®¥ªâ¨àãîé¨©áï  ¯«®áª®áâì T , á ¢¥àè¨ ¬¨, «¥� é¨¬¨  ¤ â®çª ¬¨ Ai ¨ ¨¬¥îé¨¬¨ á®®â-¢¥âáâ¢¥® ªà¨¢¨§ë ωi. Ǒà¨ íâ®¬ ¥é¥ ¬®�® ¯à®¨§¢®«ì® § ¤ âì ¯à¥¤¥«ì-ë© ã£®« â ª®£® ¬®£®£à ¨ª , «¨èì ¡ë ¥£® ªà¨¢¨§  à ¢ï« áì áã¬¬¥ç¨á¥« ωi. � ª ª ª ∑ωi 6 2π, â® â ª®© ã£®« § ¢¥¤®¬®  ©¤¥âáï.� íâ®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ®á®¡¥® ïá®, çâ® ªà¨¢¨§ë ¢¥àè¨ ¡¥áª®¥ç®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¥ ¯®¤ç¨ïîâáï ¨ª ª¨¬ ãá«®¢¨ï¬, ªà®¬¥ âà¨-¢¨ «ìëå. (�á«®¢¨¥ ωi < 2π ®ç¥¢¨¤®, ® ¯à¨ n > 1 ®® «¨è¥¥, â ª ª ªá«¥¤ã¥â ¨§ ãá«®¢¨© ωi > 0 ¨ ∑ωi 6 2π.)� íâ®¬ ¤  ï â¥®à¥¬  ®â«¨ç ¥âáï ®â â¥®à¥¬ë 4 § 1 ¤«ï § ¬ªãâëå ¬®£®-£à ¨ª®¢: â ¬ ¨¬¥¥âáï ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ãá«®¢¨¥ (8), ª®â®à®¥ ¥«ì§ï áç¨â âìáâ®«ì �¥ âà¨¢¨ «ìë¬. �® á¢ï§ ®, ®¤ ª®, á à á¯®«®�¥¨¥¬ «ãç¥© ei. �íâ®© á¢ï§¨ ¥áâ¥áâ¢¥® ¯®áâ ¢¨âì ¢®¯à®á: ª ª®¢ë ãá«®¢¨ï, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨¤®áâ â®çë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤ ë¥ ç¨á«  ω1, . . . , ωn ¬®£«¨ ¡ëâì ªà¨¢¨§ -¬¨ ¢á¥å ¢¥àè¨ å®âì ª ª®£®-¨¡ã¤ì § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª ?4)�®£®£à ¨ª¨ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¬ë, ª®¥ç®, ¯¥à¥®á¨¬ ®¡à â® â ª, çâ®®¨ ¨¬¥îâ ®¤ã ¨§ ¢¥àè¨ ¢ â®çª¥ A0. Ǒà¨ íâ®¬ áå®¤¨¬®áâì, ®ç¥¢¨¤®, ¥  àãè ¥âáï.



��. IX: § 2. ����������� ������������� 395�¥®¡å®¤¨¬ë¬¨ ï¢«ïîâáï ãá«®¢¨ï: 1) 0 < ωi < 2π ¨ 2) n∑

i=1ωi = 4π. �®áâ -â®çë «¨ íâ¨ ãá«®¢¨ï 5)? (�§ ãá«®¢¨© 1 ¨ 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤®«�® ¡ëâì n > 3.�á«¨ n = 3, â® ¯®«®�¨â¥«ìë© ®â¢¥â ¤ ¥âáï ¯®áâà®¥¨¥¬ âà¥ã£®«ì¨ª  á ã£-« ¬¨, à ¢ë¬¨ π−ωi/2; íâ® ¨ ¡ã¤¥â ¬®£®£à ¨ª, å®âï ¨ ¢ëà®�¤ îé¨©áï,á ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥àè¨, à ¢ë¬¨ ωi.)5. �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯®ïâ¨ï¬¨, ¢¢¥¤¥ë¬¨ ¢ ¯o 6 § 1, ¢ ç áâ®áâ¨ ¯®-ïâ¨¥¬ ®¡ ã¬¥ìè¥¨¨ ¨ ã¢¥«¨ç¥¨¨ ¬®£®£à ®£® ã£« , ¬®�® áä®à¬ã«¨-à®¢ âì â¥®à¥¬ã, ®â®áïéãîáï ª â¥®à¥¬¥ 1 â ª �¥, ª ª â¥®à¥¬  5 § 1 ®â®á¨âáïª â¥®à¥¬¥ 2 § 1.�¥®à¥¬  4. �á«¨ ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¥¨§¬¥ë¬¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬, ®¤®§ ç® ¯à®¥ªâ¨àãîé¨¬áï   ¯«®áª®áâì T , ¤¥ä®à¬¨-àã¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¤¢¨�¥¨ï ¥£® ¢¥àè¨ ¢¤®«ì ¯àï¬ëå, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàëåª íâ®© ¯«®áª®áâ¨, â® å®âï ¡ë ®¤¨ ¥£® ¬®£®£à ë© ã£®« ã¬¥ìè ¥âáï ¨å®âï ¡ë ®¤¨ | ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï.�âáî¤ , ¤ «¥¥, ¬®�® ¨§¢«¥çì â¥®à¥¬ã ® �¥áâª®áâ¨, á®¢¥àè¥® áå®¤ãîá â¥®à¥¬®© 6 § 1. � ª®¥æ, â¥®à¥¬ã 4, â ª �¥ ª ª íâã â¥®à¥¬ã ® �¥áâª®áâ¨,¬®�® ¯¥à¥áª § âì ¢ â¥à¬¨ å áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¢¥àè¨. �á¥ íâ®,â ª �¥ ª ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 4, ¢¯®«¥   «®£¨ç® â®¬ã, çâ® ¡ë«®¢ë¢¥¤¥® ¢ ¯o 6 § 1. Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ¥ áâ ¥¬   íâ®¬ ®áâ  ¢«¨¢ âìáï.6. � ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ãªâ å à¥çì è«  ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª å á¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå ¯ à ««¥«ìëå «ãç å. �â® á®®â¢¥âáâ¢®¢ «® ª ª ¡ëâ®¬ã, çâ® ®¡é¥¥  ç «® ¢á¥å «ãç¥©  å®¤¨âáï ¢ ¡¥áª®¥ç®áâ¨. �®�®, ®¤- ª®, à áá¬ âà¨¢ âì ¡¥áª®¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á ¢¥àè¨ ¬¨  ¤ ëå «ãç å, ¨áå®¤ïé¨å ¨§ ¤ ®© â®çª¨ O, ª®â®à ï ¤®«�   å®¤¨âìáï¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª . � íâ®¬ á«ãç ¥ ¥áâ¥áâ¢¥® à á¯®« £ âì ¢¥àè¨ã¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¢ â®çª¥ O.�®£¤  ¢áâ îâ ¢®¯à®áë, á®¢¥àè¥®   «®£¨çë¥ â¥¬, ª ª¨¥ ¡ë«¨ à¥è¥ë¢ § 1 ¤«ï § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢.1) Ǒà¨ ª ª¨å ãá«®¢¨ïå à á¯®«®�¥¨ï «ãç¥© e1, . . . ,en ¨ ã£«  V áãé¥-áâ¢ãîâ ¡¥áª®¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ á ¢¥àè¨ ¬¨   íâ¨å «ãç å¨ á ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ V ?2) � ª®¢ë ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ®¡« áâ¨¢®§¬®�ëå § ç¥¨© à ááâ®ï¨© ri ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  ®â  ç « O (¯à¨ãá«®¢¨¨, çâ® «ãç¨ ei ¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V § ¤ ë)?3) � ª®¢ë ãá«®¢¨ï, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤ ë¥ç¨á«  ω1, . . . , ωn ¬®£«¨ á«ã�¨âì ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  á ¤ -ë¬ ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ ¨ á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å?5)Ǒ®«®�¨â¥«ìë© ®â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á ¯®«ãç¨«  �.�.�¨«ì¡¥à¡¥à£ [112, 113℄. �¬.â ª�¥ [345℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



396 �. �. ������������®, çâ® «ãç¨ ei, ªà¨¢¨§ë ωi ¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V ®¯à¥¤¥«ïîâ ¬®£®-£à ¨ª á â®ç®áâìî ¤® ¯®¤®¡®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï á æ¥âà®¬ O, ¤®ª §ë-¢ ¥âáï ¡ãª¢ «ì® â ª �¥, ª ª   «®£¨çë© à¥§ã«ìâ â ¤«ï § ¬ªãâëå ¬®-£®£à ¨ª®¢. �®¥ç®, ¨ ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ®¡é¨¥ â¥®à¥¬ë,á®¢¥àè¥®   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ ¬ 2 ¨ 3 § 1.Ǒ®áâ ¢«¥ë¥ ¢®¯à®áë ¤®¯ãáª îâ ¯®«®¥ à¥è¥¨¥ â¥¬¨ �¥ ¬¥â®¤ ¬¨,ª ª¨¥ ¬ë ¯à¨¬¥ï«¨ ¢ § 1. Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â â¥«î á ¬®¬ãáä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¤®ª § âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â¥®à¥¬ë.7. � ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¥é¥ ¢ § 1 £« ¢ë I, à áá¬®âà¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë-¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¯® áãé¥áâ¢ã, à ¢®á¨«ì® à áá¬®âà¥¨î ¥®¯à¥¤¥-«¥® ¯à®¤®«� ¥¬®£® ª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª . Ǒà¨ íâ®¬ ãá«®¢¨¥¬ â ª®©¯à®¤®«� ¥¬®áâ¨ ¡¥§ ¯®ï¢«¥¨ï ®¢ëå ¯¥à¥á¥ç¥¨© ªà ©¨å £à ¥© ï¢«ï¥âáï¢ë¯ãª«®áâì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï. �¬¥áâ¥ á â¥¬ § ¤ ¨¥ ¯à¥¤¥«ì®£®ã£«  íª¢¨¢ «¥â® § ¤ ¨î áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¬®£®£à ¨ª . �á¢ï§¨ á íâ¨¬¨ § ¬¥ç ¨ï¬¨ ¢¨¤®, çâ®  è¨ â¥®à¥¬ë ® ¡¥áª®¥çëå ¬®£®-£à ¨ª å ¬®�® ¯¥à¥áª § âì ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥© 6).8. � ¬¥â¨¬ ¢ § ª«îç¥¨¥, çâ® à¥§ã«ìâ âë íâ®£® ¯ à £à ä  ¢¬¥áâ¥ á¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨ ¯¥à¥®áïâáï ¢ ¯à®áâà áâ¢® «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©
n > 2; «¨èì ¢ â¥®à¥¬¥ 3 ¢¬¥áâ® 2π ã�® ¢§ïâì ¯«®é ¤ì ¯®«ãáä¥àë ¢á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ¯à®áâà áâ¢¥.

§ 3. �¡®¡é¥¨ï1. � ª ã�¥ ¡ë«® ãª § ®, à¥§ã«ìâ âë § 1 ¨ 2 ®¡®¡é îâáï   ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ n-¬¥à®¬¯à®áâà áâ¢¥, ¯® áãé¥áâ¢ã, ¤®á«®¢®, ¨   íâ®¬ ¥â  ¤®¡®áâ¨ ®áâ  ¢«¨¢ âìáï.�¨ ¯¥à¥®áïâáï á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¨§¬¥¥¨ï¬¨ ¨   ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ ¯à®áâà -áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£®. �¢¨¤ã ®âáãâáâ¢¨ï ¢ íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯®¤®¡¨ï ¨ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥-à¥®á  â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ä®à¬ã«¨àãîâáï â ¬¨ ç¥. �à¨¢¨§  ¢¥àè¨ë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª �¥: ®  à ¢  2π ¬¨ãá áã¬¬  ¯«®áª¨å ã£-«®¢ ¯à¨ ¢¥àè¨¥,   íâ® à ¢®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¢¥«¨ç¨¥ â¥«¥á®£® ã£« , § ¯®«ï¥¬®£®®à¬ «ï¬¨ ª ®¯®àë¬ ¯«®áª®áâï¬, ¯à®¢¥¤¥ë¬ ¢ ¢¥àè¨¥. Ǒà¨¢¥¤¥¬ à¥§ã«ìâ â ¤«ï§ ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨ª®¢:Ǒãáâì ¨§ â®çª¨ O ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¨áå®¤ïâ «ãç¨ l1, . . . , lm, ¥  ¯à ¢«¥-ë¥ ¢ ®¤® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®. �«ï â®£® çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ « § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®-£®£à ¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å ¨ á ¤ ë¬¨ ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥àè¨ ω1, . . . , ωm,¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ç¨á«  ωi ã¤®¢«¥â¢®àï«¨ ãá«®¢¨ï¬: 1) 0 < ωi < 2π(i = 1, . . . ,m); 2) ¯à¨ «î¡®© á®¢®ªã¯®áâ¨ «ãç¥© li1 , . . . , lik , ¨¤ãé¨å ¢ãâàì ®¤®£® ¯®-«ã¯à®áâà áâ¢ , ¤®«�® ¡ëâì ∑ωi > σi1,... ,ik , £¤¥ σi1,... ,ik | ªà¨¢¨§  ¢¥àè¨ë ¬®-£®£à ®£® ã£« , ï¢«ïîé¥£®áï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© «ãç¥© li1 , . . . , lik ,   áã¬¬ ∑ωi à á-¯à®áâà ï¥âáï ¯® ¢á¥¬ ®áâ «ìë¬ «ãç ¬; 3) áã¬¬  ¢á¥å ωi ¡®«ìè¥ 4π. Ǒà¨ íâ®¬ â ª®©¬®£®£à ¨ª ¥¤¨áâ¢¥ë©.�à ¢¨¢ ï íâã â¥®à¥¬ã á â¥®à¥¬ ¬¨ 3 ¨ 4 § 1, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ®, ¢®-¯¥à¢ëå, ¬®£®£à -¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨   ¤ ëå «ãç å ¨ á ¤ ë¬¨ ªà¨¢¨§ ¬¨ ¢¥àè¨ ¥¤¨áâ¢¥ë© ã�¥6)�«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥© á¬. à ¡®âë [111℄, [167, á. 52℄, [275, 285℄. | Ǒà¨¬.�. �. � «£ ««¥à .



��. IX: § 3. ��������� 397¡¥§ ¤®¡ ¢«¥¨© ® ¯®¤®¡¨¨. �®-¢â®àëå, ãá«®¢¨ï 1 ¨ 2 áä®à¬ã«¨à®¢ ®© â¥®à¥¬ë ¯®¢â®-àïîâ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 4 § 1 (á â¥¬ ®â«¨ç¨¥¬, çâ® â¥¯¥àì ã�® ¤®¡ ¢«ïâì ¥®¡å®¤¨¬®¥ãá«®¢¨¥, çâ® ωi < 2π, ª®â®à®¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 4 § 1  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ á«¥¤®¢ «® ¨§ ¤àã£¨å), ®ãá«®¢¨¥ 3 ®â«¨ç® ®â ãá«®¢¨ï, çâ® áã¬¬  ªà¨¢¨§ë ¢¥àè¨ à ¢  4π, ª ª íâ® ¨¬¥¥â ¬¥-áâ® ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥; ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ®  ¬®�¥â ¡ëâì «î¡®©,¡®«ìè¥© 4π.�àã£¨¥ â¥®à¥¬ë,   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ ¬ § 1, 2, ¬ë ¥ ä®à¬ã«¨àã¥¬. �å ä®à¬ã«¨-à®¢ª¨ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¯à¨æ¨¯¨ «ìëå âàã¤®áâ¥©; ¢ ç áâ®áâ¨, ¢á¥¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «¥£ª® ¯à®¢®¤ïâáï á ¯®¬®éìî «¥¬¬ë ®¡ ®â®¡à �¥¨¨.2. �¥¯¥àì ®¡à â¨¬áï ª ®¡®¡é¥¨ï¬   «î¡ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ â¥«  ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢ .Ǒãáâì H | ¢ë¯ãª«®¥ â¥«®, O | â®çª  ¢ãâà¨ ¥£® ¨ r(e) | à ááâ®ï¨¥ ®â O ¤®£à ¨æë â¥«  H ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¥¤¨¨ç®£® ¢¥ªâ®à  e.�â¥á¥¬ «î¡®¬ã ¢¥ªâ®àã x ç¨á«®
D(x) = |x|

r
(
x

|x|

) , (1)â. ¥. ®â®è¥¨¥ ¤«¨ë ¢¥ªâ®à  x ª à ááâ®ï¨î ®â O ¤® £à ¨æë â¥«  H ¢  ¯à ¢«¥-¨¨ íâ®£® ¢¥ªâ®à  x. (Ǒà¨ x = 0  ¯à ¢«¥¨¥ ¥ ®¯à¥¤¥«¥®, ¨ ¯®« £ ¥¬ D(0) = 0.)�¯à¥¤¥«¥ãî â ª¨¬ ®¡à §®¬ äãªæ¨î ¢¥ªâ®à  x ¢¢¥« �. �¨ª®¢áª¨© ¨  §¢ « ¥¥ ¤¨-áâ æ¨®®© äãªæ¨¥© â¥«  H.�à ¢¨â¥«ì® ¯à®áâ® ¤®ª §ë¢ ¥âáï â¥®à¥¬ :�«ï â®£® çâ®¡ë ¤  ï äãªæ¨ï D(x) ¢¥ªâ®à  x ¡ë«  ¤¨áâ æ¨®®© äãªæ¨¥©ª ª®£®-«¨¡® ¢ë¯ãª«®£® â¥« , ¥®¡å®¤¨¬ë ¨ ¤®áâ â®çë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:1) D(λx) = λD(x) ¯à¨ «î¡®¬ λ > 0;2) D(x+ y) 6 D(x) +D(y) ¯à¨ «î¡ëå x ¨ y;3) D(x) > 0, ¥á«¨ â®«ìª® x 6= 0.�¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨© 1 ¨ 3 ®ç¥¢¨¤  ¨§ á ¬®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤¨áâ æ¨®®© äãª-æ¨¨; ãá«®¢¨¥ 2 «¥£ª® ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¢ë¯ãª«®áâ¨ â¥«  H.� á¨«ã ¯¥à¢®£® ãá«®¢¨ï äãªæ¨ï D(x) ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¥ § ç¥¨ï¬¨ ¤«ï¥¤¨¨çëå ¢¥ªâ®à®¢ e. �®£¤ , ¯®áª®«ìªã |e| = 1, ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï (1) á«¥¤ã¥â, çâ®
D(e) = 1

r(e) ,â. ¥. D(e) ¥áâì ®¡à â ï ¢¥«¨ç¨  à ááâ®ï¨ï ®â â®çª¨ O ¤® £à ¨æë â¥«  H ¢  ¯à ¢-«¥¨¨ ¢¥ªâ®à  e.�§ ãá«®¢¨© 1 ¨ 2 «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ¥á«¨
e = α1e1 + α2e2 + α3e3á® ¢á¥¬¨ αi > 0, â®

D(e) < α1D(e1) + α2D(e2) + α3D(e3)¨«¨ 1
r(e) < α1

r(e1) + α2
r(e2) + α3

r(e3) .�â® ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¥à ¢¥áâ¢® (2) â¥®à¥¬ë 1 § 1. �®¢¥àè¥® ïá®, çâ® â¥®à¥¬  1
§ 1 ¥áâì ç áâë© á«ãç © ¯à¨¢¥¤¥®© â®«ìª® çâ® â¥®à¥¬ë �¨ª®¢áª®£®. �«ï ¬®£®£à -¨ª®¢ ¥â  ¤®¡®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ âì äãªæ¨î D(x): ¤®áâ â®ç® ¢§ïâì ª®¥ç®¥ ç¨á«®¥¥ § ç¥¨© | ®¡à âë¥ ¢¥«¨ç¨ë à ááâ®ï¨© ¢¥àè¨ ®â  ç «  O.



398 �. �. ������������¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¤¨áâ æ¨® ï äãªæ¨ï ¬®£®£à ¨ª  | ªãá®ç®-«¨¥© ï.�¬¥® ®  «¨¥©  ¢ ª �¤®¬ â¥«¥á®¬ ã£«¥, ¯à®¥ªâ¨àãîé¥¬ £à ì ¬®£®£à ¨ª  ¨§â®çª¨ O. �¥¬ á ¬ë¬ ®  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¥ § ç¥¨ï¬¨ ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ ei,  ¯à ¢«¥ëå ¢¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª .3. �®à¬ «ì ï   «®£¨ï ¬¥�¤ã ¤¨áâ æ¨®®© ¨ ®¯®à®© äãªæ¨ï¬¨ ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥-® ¬¥�¤ã â¥®à¥¬®© 1 § 1 ¨ â¥®à¥¬®© 1 § 5 £« ¢ë VII ¨¬¥¥â ¨â¥à¥á®¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥®á®¢ ¨¥.� áá¬®âà¨¬ ¯®«ïà®áâì ®â®á¨â¥«ì® ¥¤¨¨ç®© áä¥àë, â. ¥. ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥, áâ ¢ï-é¥¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ â®çª¥ á ¢¥ªâ®à®¬ re, £¤¥ e | ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à ¨ r > 0, ¯«®áª®áâìá ®à¬ «ìë¬ ãà ¢¥¨¥¬ ex = 1/r. �¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® ¯à¨ â ª®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ 7)ª �¤®¬ã ¢ë¯ãª«®¬ã â¥«ã H áâ ¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¢ë¯ãª«®¥ â¥«® H ′ ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã¯à ¢¨«ã: ª �¤®© ¢ãâà¥¥© â®çª¥ â¥« H ®â¢¥ç ¥â ¯«®áª®áâì, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé ï â¥« H ′,  £à ¨çë¬ â®çª ¬ â¥«  H ®â¢¥ç îâ ®¯®àë¥ ¯«®áª®áâ¨ â¥«  H ′. (�¥«® H ′ ¥áâì ¯¥à¥-á¥ç¥¨¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå íâ¨¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨.) � ª ª ª ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥,®¡à â®¥ ¯®«ïà®áâ¨, ¥áâì ®  á ¬ , â® íâ  á¢ï§ì ¬¥�¤ã â¥« ¬¨ H ¨ H ′ | ¢§ ¨¬ ï.Ǒãáâì  ç «® «¥�¨â ¢ãâà¨ â¥«  H; â®£¤  ®® ¡ã¤¥â â ª�¥ ¢ãâà¨ H ′. �§ ®¯à¥¤¥«¥-¨ï ¯®«ïà®áâ¨ ¨ ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ¬¥�¤ã â¥« ¬¨ H ¨ H ′ «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ¤¨áâ æ¨® ïäãªæ¨ï ®¤®£® ¨§ ¨å ®ª §ë¢ ¥âáï ®¯®à®© äãªæ¨¥© ¤àã£®£®, ¨ ®¡à â®. �á«¨ H |¬®£®£à ¨ª, â® H ′ | â®�¥ ¬®£®£à ¨ª, ¯à¨ç¥¬ £à ï¬ ®¤®£® á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥à-è¨ë ¤àã£®£®, ¨ ®¡à â®.4. Ǒãáâì F | § ¬ªãâ ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì, O | â®çª  ¢ãâà¨ ¥¥ ¨ E | ¥¤¨-¨ç ï áä¥à  á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ O. Ǒãáâì M | ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª   áä¥à¥ E ¨ ω(M) |¯«®é ¤ì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï â®£® ¬®�¥áâ¢    ¯®¢¥àå®áâ¨ F , æ¥âà «ì ï¯à®¥ªæ¨ï ª®â®à®£® ¨§ â®çª¨ O   áä¥àã E ¥áâì ¤ ®¥ ¬®�¥áâ¢® M . �ãªæ¨î ¬®-�¥áâ¢  ω(M) ¬ë  §®¢¥¬ ¯¥à¥¥á¥®©   áä¥àã E ªà¨¢¨§®© ¯®¢¥àå®áâ¨ F . �â äãªæ¨ï ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ¢áïª®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ¬®�¥áâ¢  M   áä¥à¥ E. Ǒ®«ì§ãïáìíâ¨¬ ¯®ïâ¨¥¬, ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â¥®à¥¬ã, ®¡®¡é îéãî â¥®à¥¬ã 4 § 1   «î¡ë¥§ ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨:�«ï â®£® çâ®¡ë äãªæ¨ï ω(M) (¡®à¥«¥¢áª®£®) ¬®�¥áâ¢  M   áä¥à¥ E ¡ë«  ¯¥à¥-¥á¥®©   áä¥àã E ªà¨¢¨§®© ¥ª®â®à®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨, á®¤¥à� é¥© ¢ãâà¨æ¥âà O áä¥àë E, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë 1) ω(M) ¡ë«  ¥®âà¨æ â¥«ì®© ¨¢¯®«¥  ¤¤¨â¨¢®©; 2) ω(E) = 4π 8); 3) ¤«ï ¢áïª®£® áä¥à¨ç¥áª¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®�¥áâ¢ M¢ë¯®«ï«®áì ¥à ¢¥áâ¢®
ω(E�M) > σ(M∗),£¤¥ σ(M∗) | ¯«®é ¤ì ¬®�¥áâ¢  M∗ ý¤¢®©áâ¢¥®£® Mþ, â. ¥. ®¡à §ã¥¬®£® ª®æ ¬¨®à¬ «¥© ª ®¯®àë¬ ¯«®áª®áâï¬ ª®ãá  á ¢¥àè¨®© O, ¢ëà¥§ îé¥£®   áä¥à¥ E ¬®�¥-áâ¢® M .�á«¨ äãªæ¨ï ω á®áâ®¨â ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  ýâ®ç¥çëå  £àã§®ªþ ω1, . . . , ωm ¢ â®çª å

A1, . . . , Am (â. ¥. ω(M) = 0, ¥á«¨M ¥ á®¤¥à�¨â ¨ ®¤®© ¨§ Ai, ¨ ω(Ai) = ωi), â® ¤  ïâ¥®à¥¬  ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ â¥®à¥¬ã 4 § 1.�®ª § â¥«ìáâ¢® áä®à¬ã«¨à®¢ ®© â¥®à¥¬ë ¯à®¢®¤¨âáï ¯à¥¤¥«ìë¬ ¯¥à¥å®¤®¬ ®â¬®£®£à ¨ª®¢ (¬. [10℄).�®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ £« á¨â:7)�à. ¯o 4 § 5 £«. I.8)� n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ω(E) à ¢® ¯«®é ¤¨ ¢á¥© ¥¤¨¨ç®© áä¥àë.



��. IX: § 3. ��������� 399�á«¨ ¤¢¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ F ¨ F ′ ¨¬¥îâ ®¤ã ¨ âã �¥ ªà¨¢¨§ã,¯¥à¥¥á¥ãî   ®¤ã ¨ âã �¥ áä¥àã E, â® íâ¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯¥à¥¢®¤ïâáï ®¤  ¢ ¤àã£ãî¯®¤®¡ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ á æ¥âà®¬ ¯®¤®¡¨ï ¢ æ¥âà¥ áä¥àë E (á¬. [13℄ 9)).�¥®à¥¬ ¬ 2 ¨ 3 § 1 â ª�¥ ®â¢¥ç îâ ®¡é¨¥ ¨ áâ®«ì �¥ ¯à®áâ® ¤®ª §ë¢ ¥¬ë¥ â¥®à¥¬ë®¡ ®¡é¨å ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâïå. � ª, â¥®à¥¬¥ 2 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á®¢¥àè¥® âà¨¢¨ «ì-®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥: ¥á«¨ ¤¢¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ F1 ¨ F2 ¨¬¥îâ ®¡éãî¢ãâà¥îî â®çªã O, â® «¨¡® ®¨ ¯®¤®¡ë á æ¥âà®¬ ¯®¤®¡¨ï O, «¨¡® ¯ãâ¥¬ ¯®¤®¡®-£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï á æ¥âà®¬ O ¯®¢¥àå®áâì F1 ¬®�® á¤¥« âì ª á îé¥©áï ¢ ª ª®©-â®â®çª¥, ® ¢á¥ �¥ ®å¢ âë¢ îé¥© ¯®¢¥àå®áâì F2, ¨«¨  ®¡®à®â. �â«¨ç¨¥ ®â â¥®à¥¬ë 2
§ 1 ® ¬®£®£à ¨ª å á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢ á«ãç ¥ ¬®£®£à ¨ª®¢ à¥çì ¨¤¥â â®«ìª® ®¢¥àè¨ å, ¨ ¯®â®¬ã â¥®à¥¬  ® ¨å ¥áª®«ìª® ¬¥¥¥ âà¨¢¨ «ì .Ǒ¥à¥å®¤ï ª áä¥à¨ç¥áª®¬ã ¨§®¡à �¥¨î, â¥®à¥¬¥ 2 § 1 ¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì ã�¥ ¥ áâ®«ì¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ®ç¥¢¨¤®¥, ® ¢á¥ �¥ ®ç¥ì «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥:Ǒãáâì F1 ¨ F2 | § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ á ®¡é¥© ¢ãâà¥¥© â®çª®© O.� ª¨¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ «¨¡® ¯®¤®¡ë á æ¥âà®¬ ¯®¤®¡¨ï O, «¨¡®   ¨å ¨¬¥îâáï ¬®�¥áâ¢ 
M1 ¨ M2 á ®¡é¨¬ ¯à®¥ªâ¨àãîé¨¬ ¨å ¨§ â®çª¨ O ª®ãá®¬ ¨ â ª¨¥, çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥¨§®¡à �¥¨¥ ¬®�¥áâ¢ M1 ¥áâì â®«ìª® ç áâì áä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï ¬®�¥áâ¢ M2.�âáî¤  á«¥¤ã¥â â¥®à¥¬  ® ¯®¤®¡¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥© F1 ¨ F2, ã ª®â®àëå áä¥à¨ç¥áª¨¬¨§®¡à �¥¨ï¬ ¬®�¥áâ¢ M1 ¨ M2 á ®¡é¨¬ ¯à®¥ªâ¨àãîé¨¬ ª®ãá®¬ ®â¢¥ç îâ à ¢ë¥§ ç¥¨ï ª ª®©-«¨¡® ¬®®â®®© äãªæ¨¨ ¬®�¥áâ¢    áä¥à¥. � ç áâ®áâ¨, ¯®«ãç ¥¬â¥®à¥¬ã ® ¯®¤®¡¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥© á ®¤¨ ª®¢®© ªà¨¢¨§®©, ý¯¥à¥¥á¥®©   áä¥àã E áæ¥âà®¬ ¢ Oþ.� ¬®¥© § ¬¥âª¥ [13℄, £¤¥ ãáâ ®¢«¥  íâ  â¥®à¥¬  ® ¯®¤®¡¨¨, ¯® áãé¥áâ¢ã ¤®ª §  ,å®âï ¨ ¥ áä®à¬ã«¨à®¢  , ¨¬¥® ®¡é ï â¥®à¥¬ .5. Ǒãáâì F | ¡¥áª®¥ç ï ¯®« ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì ¨ e |  ¯à ¢«¥¨¥ ª ª®£®-«¨¡® «ãç , á®¤¥à� é¥£®áï ¢ãâà¨ F . Ǒãáâì T | ¯«®áª®áâì, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª e, ¨
M | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬®�¥áâ¢®   ¯«®áª®áâ¨ T . �¡®§ ç¨¬ ω(M) ¯«®é ¤ìáä¥à¨ç¥áª®£® ¨§®¡à �¥¨ï â®£® ¬®�¥áâ¢    ¯®¢¥àå®áâ¨ F , ª®â®à®¥ ¯à®¥ªâ¨àã¥âáï(¢¤®«ì e)   ¬®�¥áâ¢®M . �®�¥â á«ãç¨âìáï, çâ® ¯à®¥ªæ¨ï ¯®¢¥àå®áâ¨ F ¥ ¯®ªàë¢ ¥â¢á¥© ¯«®áª®áâ¨. �®£¤  ¥ ¢áïª®¥ M ¬®�¥â á«ã�¨âì ¯à®¥ªæ¨¥© ª ª®©-«¨¡® ç áâ¨ ¯®¢¥àå-®áâ¨ F ; ® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ M ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á ¯à®¥ªæ¨¥© F , áç¨â ¥¬ ω(M) = 0.�á«¨ �¥ M ¯®ªàë¢ ¥âáï ¯à®¥ªæ¨¥© F â®«ìª® ®âç áâ¨, â® ¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã áä¥à¨ç¥áª®¥¨§®¡à �¥¨¥ â®£® ¬®�¥áâ¢    F , ¯à®¥ªæ¨ï ª®â®à®£® ¢á¥-â ª¨ ¯®¯ ¤ ¥â ¢ M .� ª¨¬ ¯ãâ¥¬ ®ª §ë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¥®© äãªæ¨ï ¬®�¥áâ¢  ω(M)   ¯«®áª®áâ¨ T ;¬ë  §®¢¥¬ ¥¥ ªà¨¢¨§®© ¯®¢¥àå®áâ¨ F , ¯¥à¥¥á¥®©   ¯«®áª®áâì T .Ǒ®«ì§ãïáì íâ¨¬ ¯®ïâ¨¥¬, áä®à¬ã«¨àã¥¬ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë 4 § 2   «î¡ë¥ ¡¥áª®-¥çë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨:�«ï â®£® çâ®¡ë ¤  ï äãªæ¨ï ω(M) (¡®à¥«¥¢áª®£®) ¬®�¥áâ¢    ¯«®áª®áâ¨ T ¡ë« ¯¥à¥¥á¥®©   T ªà¨¢¨§®© ¥ª®â®à®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ á ¤ ë¬ ¯à¥¤¥«ìë¬ª®ãá®¬ K, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë 1) ω(M) ¡ë«  ¥®âà¨æ â¥«ì®© ¨ ¢¯®«¥ ¤¤¨â¨¢®©; 2) ¤«ï M , á®áâ®ïé¥£® ¨§ ®¤®© â®çª¨, ω(M) < 2π; 3) § ç¥¨¥ äãªæ¨¨ ω¤«ï ¢á¥© ¯«®áª®áâ¨ à ¢ï«®áì ªà¨¢¨§¥ ª®ãá  K.�¤¥áì ª®ãá K ¬®�¥â ¢ëà®�¤ âìáï ¢ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë© ¯«®áª¨© ã£®« ¨«¨ ¢ ¯®«ã-¯àï¬ãî, ® ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥ ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® ¢áïª ï ¯àï¬ ï, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ª¯«®áª®áâ¨ T , «¨¡® ¢®¢á¥ ¥£® ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â, «¨¡® á®¤¥à�¨â ¢ ¥¬ æ¥«ãî ¯®«ã¯àï¬ãî.9)� [119℄ �. �.� £ ®¬ ¯®«ãç¥ë ®æ¥ª¨ ¨§¬¥¥¨ï ä®à¬ë ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª ¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯à¨ ¨§¬¥¥¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï ªà¨¢¨§ë, á¯à®¥ªâ¨à®¢ ®©   áä¥àã. �§íâ¨å ®æ¥®ª, ª®¥ç®, â®�¥ á«¥¤ã¥â ãª §  ï â¥®à¥¬ . | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



400 �. �. ������������â  â¥®à¥¬  ®á®¡¥® ¨â¥à¥á , â ª ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ªà¨¢¨§  ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå-®áâ¨ ª ª äãªæ¨ï ¬®�¥áâ¢  ¥ ¯®¤ç¨ï¥âáï ¨ª ª¨¬ ãá«®¢¨ï¬, ªà®¬¥ ®ç¥¢¨¤ëå (å®âï¨ ¥ á®¢á¥¬ ¯à®áâ® ¤®ª §ë¢ ¥¬ëå á® ¢á¥© áâà®£®áâìî). �¥®à¥¬  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯à¥¤¥«ì-ë¬ ¯¥à¥å®¤®¬ ®â ¬®£®£à ¨ª®¢.�®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ £« á¨â:�á«¨ ¤¢¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¯®«ë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ á à ¢ë¬¨ ¨ ¯ à ««¥«ìë¬¨¯à¥¤¥«ìë¬¨ ª®ãá ¬¨ ¨¬¥îâ ®¤ã ¨ âã �¥ ªà¨¢¨§ã, ¯¥à¥¥á¥ãî   ¯«®áª®áâì T , â®íâ¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ á®¢¬¥é îâáï ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥¬¥é¥¨¥¬ ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨-ªã«ïà®¬ ª T (¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ω(T ) > 0; ¥á«¨ ω(T ) = 0, â® ¯®¢¥àå®áâì ¬®�¥â ¡ëâì«î¡ë¬ ¡¥áª®¥çë¬ æ¨«¨¤à®¬ ¨ ¥¥ ¯à¥¤¥«ìë© ª®ãá á¢®¤¨âáï ª ¤¢ã£à ®¬ã ã£«ã).�â® ¥áâì á«¥¤áâ¢¨¥ ®¡é¥© â¥®à¥¬ë: ¥á«¨ ¤¢¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ á à ¢ë¬¨ ¯à¥-¤¥«ìë¬¨ ª®ãá ¬¨ ®¤®§ ç® ¯à®¥ªâ¨àãîâáï   ¯«®áª®áâì T , â® «¨¡® ®¨ á®¢¬¥é îâáï¯¥à¥®á®¬ ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¬ ª ¯«®áª®áâ¨ T , «¨¡®   ¨å ¨¬¥îâáï â ª¨¥¬®�¥áâ¢  M1 ¨ M2 á ®¡é¥© ¯à®¥ªæ¨¥©   T , çâ® áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¬®�¥áâ¢ 
M1 ¥áâì «¨èì ç áâì â ª®¢®£® ¤«ï M2. �á«¨ ¯®¢¥àå®áâì F à¥£ã«ïà  ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥ ãà ¢¥¨¥¬ z = f(x, y), â® ¥¥ ªà¨¢¨§ , ¯¥à¥¥á¥ ï   ¯«®áª®áâì (x, y), ¡ã¤¥â

ω(M) = ∫ KdF = ∫∫
M

zxxzyy − z2xy(1 + z2x + z2y)3/2 dx dy,ª ª íâ® áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§ ¨§¢¥áâ®£® ¢ëà �¥¨ï ¤«ï £ ãáá®¢®© ªà¨¢¨§ë K ¨ í«¥¬¥â ¯«®é ¤¨ dF . Ǒ®íâ®¬ã ¢ à¥£ã«ïà®¬ á«ãç ¥  è¨ â¥®à¥¬ë à ¢®á¨«ìë â¥®à¥¬ ¬ áãé¥-áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ (á â®ç®áâìî ¤® á« £ ¥¬®£®) à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï
zxxzyy − z2xy = (1 + z2x + z2y)3/2g(x, y)   ¢á¥© ¯«®áª®áâ¨, £¤¥ g(x, y) | ¤  ï äãªæ¨ï(g = dω

dx dy
).Ǒà ¢¤ , ¨§ á ¬¨å  è¨å â¥®à¥¬ ¥ á«¥¤ã¥â, çâ® äãªæ¨ï z = f(x, y) ¡ã¤¥â ¤ �¥ ¤¢ -�¤ë ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®©; ¯®íâ®¬ã à §à¥è¨¬®áâì ãà ¢¥¨ï ã�® ¯®¨¬ âì ¢ ®¡®¡é¥-®¬ á¬ëá«¥. �¤ ª® ¥á«¨ äãªæ¨ï g(x, y) ¤®áâ â®ç®¥ ç¨á«® à § ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ , â®äãªæ¨ï z = f(x, y) ¡ã¤¥â ¤¢ �¤ë ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®©, â. ¥. ¡ã¤¥â à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï¢ ®¡ëç®¬ á¬ëá«¥.�¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë 6 § 1 £« á¨â: ¯ãáâì ¢ ¢ë¯ãª«®© ®¡« áâ¨ G   ¯«®áª®áâ¨ T § ¤  ¢¯®«¥  ¤¤¨â¨¢ ï, ¥®âà¨æ â¥«ì ï äãªæ¨ï ¬®�¥áâ¢  ω(M) â ª ï, çâ® ω(G) < 2π.Ǒãáâì L | § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥, ¯à®¥ªâ¨àãîé ïáï   £à ¨æã ®¡« áâ¨ G.�ãé¥áâ¢ã¥â ®£à ¨ç¥ ï ªà¨¢®© L ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì, ã ª®â®à®© ω(M) ¥áâì ¥¥ ªà¨-¢¨§ , ¯¥à¥¥á¥ ï   ¯«®áª®áâì T . � ª¨å ¯®¢¥àå®áâ¥© â®«ìª® ¤¢¥: ®¨ ®¡à é¥ë¢ë¯ãª«®áâìî ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ áâ®à®ë. �«ï à¥£ã«ïà®£® á«ãç ï ¢ ¯¥à¥¢®¤¥   ï§ëª¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© íâ® ®§ ç ¥â à §à¥è¨¬®áâì ªà ¥¢®© § ¤ ç¨ ¤«ï ãª § -®£® ¢ëè¥ ãà ¢¥¨ï ¢ «î¡®© ¢ë¯ãª«®© ®¡« áâ¨, ¯à¨ «î¡ëå ¥¯à¥àë¢ëå § ¤ ¨ïå  £à ¨æ¥.6 10). � «ì¥©è¨¥ ®¡®¡é¥¨ï â¥á® á¢ï§ ë á â¥®à¨¥© í««¨¯â¨ç¥áª¨å ãà ¢¥¨© â¨-¯  �®�  { �¬¯¥à . �â¨ ãà ¢¥¨ï ¢ëáâã¯ îâ, ¢®-¯¥à¢ëå, ª ª ®¡ê¥ªâ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¨, ¢®-¢â®àëå, ª ª áà¥¤áâ¢® à¥è¥¨ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å § ¤ ç.� áá¬®âà¨¬ ¯à®áâ¥©è¨© ¯à¨¬¥à â ª®£® ãà ¢¥¨ï

R(zx, zy)(zxxzyy − z2xy) = ϕ(x, y), (2)£¤¥ R ¨ ϕ | § ¤ ë¥ ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ äãªæ¨¨. Ǒãáâì z(x, y) | à¥è¥¨¥ (2), ®®§ ¤ ¥â ¢ë¯ãª«ãî ¯®¢¥àå®áâì �: z(x, y). �â¥£à¨àãï à ¢¥áâ¢® (2) ¯® ¬®�¥áâ¢ã e ¨§10)Ǒãªâë 6 ¨ 7 ¤®¡ ¢«¥ë �. �. � «£ ««¥à®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥ç ¨©.



��. IX: § 3. ��������� 401¯«®áª®áâ¨ (x, y) ¨ § ¬¥ç ï, çâ® zxxzyy−z2xy ¥áâì ïª®¡¨  ®â®¡à �¥¨ï ψ ¯«®áª®áâ¨ (x, y)¢ ¯«®áª®áâì (p, q) ¯® ¯à ¢¨«ã p = zx, q = zy (íâ® ψ  §ë¢ îâ ®¯®àë¬ (¨®£¤  £®¢®àïâ®à¬ «ìë¬) ®â®¡à �¥¨¥¬ ¯®¢¥àå®áâ¨ �), ¯®«ãç ¥¬
∫∫

ψ(e) R(p, q)dp dq = ∫∫e ϕ(x, y)dx dy. (3)�â®ïéãî ¢ (3) á«¥¢  äãªæ¨î ¬®�¥áâ¢  e  §ë¢ îâ ãá«®¢®© ªà¨¢¨§®© ¯®¢¥àå®-áâ¨ �. (Ǒà¨ R(p, q) = (1+ p2+ q2)−3/2 íâ® | £ ãáá®¢  ªà¨¢¨§  ¯®¢¥àå®áâ¨ �.) �®£¤ (2) ¬®�® âà ªâ®¢ âì ª ª § ¤ çã (3)  å®�¤¥¨ï ¯®¢¥àå®áâ¨ � ¯® ¥¥ ãá«®¢®© ªà¨¢¨§¥,¯¥à¥¥á¥®©   ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ¬®�¥áâ¢  ¯«®áª®áâ¨ ¨«¨ áä¥àë. � ª ï § ¤ ç  ¤®¯ãáª ¥â¨áá«¥¤®¢ ¨¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨, ¨§«®�¥ë¬¨ ¢ íâ®© £« ¢¥. �® ¥áâì á ç « à¥è ¥âáï ¥¥   «®£ ¢ ª« áá¥ ¬®£®£à ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©, § â¥¬ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à¥¤¥«ì-ë© ¯¥à¥å®¤. Ǒà¥¤¥«ì ï ¯®¢¥àå®áâì á«ã�¨â ®¡®¡é¥ë¬ à¥è¥¨¥¬ ¤«ï (2). �â¨¬¯ãâ¥¬ ¢¯¥à¢ë¥ �.�.�«¥ªá ¤à®¢ [29℄ ¨áá«¥¤®¢ « ¬®£®¬¥à®¥ ãà ¢¥¨¥ �®�  | �¬-¯¥à  det ‖zij‖ = ϕ(xi, z, zi),   ¥£® ãç¥¨ª �.�.� ª¥«ì¬  [58℄ ®¤®¢à¥¬¥® à áá¬ âà¨¢ «®¡®¡é¥ãî § ¤ çã �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢¥¨ï (2).�®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ à¥£ã«ïà®£® à¥è¥¨ï ªà ¥¢ëå § ¤ ç ¤«ï ãà ¢¥¨© �®-�  | �¬¯¥à  á¢®¤¨âáï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã £« ¤ª®áâ¨ ®¡®¡é¥®£® à¥è¥¨ï. Ǒ®«ãç¥ëâ ª�¥ ãá«®¢¨ï ã¤®¢«¥â¢®à¥¨ï £à ¨çë¬ ãá«®¢¨ï¬ ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥ ¨ â¥®à¥¬ë¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨© ªà ¥¢ëå § ¤ ç, á¬. [171℄. �§ ®¡è¨à®© «¨â¥à âãàë ¯® íâ¨¬¢®¯à®á ¬ ¢ë¤¥«¨¬ à ¡®âë [44, 59, 61, 173℄, á®¤¥à� é¨¥ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¨§«®�¥¨¥. �â-¬¥â¨¬ ¥é¥ ®¡§®à [282℄. �®£®¬¥àë¬   «®£ ¬ ãà ¢¥¨© �®�  | �¬¯¥à  ¯®á¢ïé¥ëà ¡®âë [174, 175, 241℄. �®¯à®á ¬ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ®¡®¡é¥ëå ¨ à¥£ã«ïàëå à¥è¥¨© ¯®-á¢ïé¥ë à ¡®âë [60, 85, 87, 119, 240℄.�¡à â®¥ ¯à¨¬¥¥¨¥ â¥®à¥¬ à §à¥è¨¬®áâ¨ ãà ¢¥¨© �®�  | �¬¯¥à  ª £¥®¬¥âà¨-ç¥áª¨¬ § ¤ ç ¬ â ª�¥ è¨à®ª® ¨á¯®«ì§®¢ «®áì. Ǒà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à. Ǒãáâì ¢ E3 (¨«¨ H3,¨«¨ à¨¬ ®¢®¬ M3) § ¤ ® ¤®áâ â®ç® £« ¤ª®¥ áª «ïà®¥ ¯®«¥ K > 0. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨§ ¬ªãâ ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì S, ¢ ª �¤®© â®çª¥ ª®â®à®© ¢¥èïï ªà¨¢¨§  á®¢¯ -¤ ¥â á® § ç¥¨¥¬ K ¢ íâ®© â®çª¥? �â  § ¤ ç  ¨áá«¥¤®¢   ¢ [74, 121, 216℄. Ǒ®«¥ K§ ¤ ¢ «®áì ¢ áä¥à¨ç¥áª¨å ª®®à¤¨ â å ϕ, θ, ρ ¤«ï E3 ¨ H3 ¨ ¢ ¯®«ïà®-£¥®¤¥§¨ç¥áª¨å¤«ï M3; ¯®¢¥àå®áâì S ¨áª « áì ª ª äãªæ¨ï ρ = ρ(ϕ, θ) ¨§ ãà ¢¥¨ï �®�  | �¬¯¥-à 
ρ11ρ22 − ρ212 = (1 +�1ρ)2 det ‖gij‖ ·K(ϕ, θ, ρ),£¤¥ ρij | ¢â®àë¥ ª®¢ à¨ âë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥, �1 | ¯¥à¢ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ¯ à -¬¥âà �¥«ìâà ¬¨. �¥è¥¨¥ á¢®¤¨«®áì ª ¯®«ãç¥¨î  ¯à¨®àëå ®æ¥®ª ¢ C2 ¨ ¯®á«¥¤ãîé¥-¬ã ¯à¨¬¥¥¨î ¯à¨æ¨¯  �¥à¥ | � ã¤¥à . � ãª § ëå à ¡®â å  ©¤¥ë ¤®áâ â®çë¥ãá«®¢¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨ ¨ ¤®ª §   á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨. �¡®¡é¥-¨î à¥§ã«ìâ â®¢ [74℄   ¬®£®¬¥àë© á«ãç © ¯®á¢ïé¥ë áâ âì¨ [271, 327℄.7. � ¤ ç ¬ ® ¢®ááâ ®¢«¥¨¨ ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨ (¢ ç áâ®áâ¨, ¬®£®£à ¨ª ) ¯®¢¥è¥© ªà¨¢¨§¥, ¯¥à¥¥á¥®© ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨¥¬   ¤àã£ãî ¯®¢¥àå®áâì (áä¥àã, ®à¨-áä¥àã, ¯«®áª®áâì ¨ â. ¯.) ¨ à §«¨çë¬ ®¡®¡é¥¨ï¬ íâ®© § ¤ ç¨ ¯®á¢ïé¥® ¬®£® à ¡®â, ¯à¨¬¥à [57, 62, 76, 78, 79, 81, 114, 131, 132, 151, 211℄.



�«   ¢   X�¥áâª®áâì ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª á® áâ æ¨® à®© à §¢¥àâª®©
Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï á ¨§¬¥¥¨¥¬ ¥ª®â®à®£® ¯ à -¬¥âà  t, ª®â®àë© ã¤®¡® ¯®¨¬ âì ª ª ¢à¥¬ï;  ç «ì®¬ã ¯®«®�¥¨î á®-®â¢¥âáâ¢ã¥â t = 0. Ǒà¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ à¥¡à  ¨ £à ¨¬®£®£à ¨ª  ¬®£ãâ «®¬ âìáï, â ª çâ® ¢®§¨ª îâ ®¢ë¥ ¢¥àè¨ë ¨ ®¢ë¥à¥¡à .� íâ®© £« ¢¥  á ¡ã¤ãâ ¨â¥à¥á®¢ âì â®«ìª® ¡¥áª®¥ç® ¬ «ë¥ ¤¥ä®à¬ -æ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , â. ¥. ¨ë¬¨ á«®¢ ¬¨, áª®à®áâ¨ ¢ ¬®¬¥â t = 0. � «ì-è¥, £®¢®àï ® ¤¥ä®à¬ æ¨¨, ¬ë ®¡ëç® ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã ¨¬¥® ¡¥áª®¥ç-® ¬ «ãî ¤¥ä®à¬ æ¨î; ®âáãâáâ¢¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ®£®¢®àª¨ ¥ ¯®¢¥¤¥â ª¥¤®à §ã¬¥¨ï¬. �ª®à®áâ¨ ¢á¥£¤  ®â®áïâáï ª  ç «ì®¬ã ¬®¬¥âã t = 0.�á«¨ ¤«ï ª ª®©-«¨¡® ¢¥«¨ç¨ë x ¥¥ ¯à®¨§¢®¤ ï ¯® t ¯à¨ t = 0 à ¢ ã«î:

(
dx

dt

)

t=0 = 0,â® ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® ¢¥«¨ç¨  x áâ æ¨® à .�¨£ãà   §ë¢ ¥âáï �¥áâª®©, ¥á«¨ (¯à¨ ¤ ëå ãá«®¢¨ïå) ¥¥ ¤¥ä®à¬ -æ¨ï ¥®¡å®¤¨¬® á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î, â. ¥. áª®à®áâ¨ ¢  ç «ìë© ¬®¬¥ââ ª¨¥, ª ª ã â¢¥à¤®£® â¥« .�é¥ ¢ § 6 £« ¢ë II ¡ë«  ¢ëïá¥  ®¡é ï   «®£¨ï â¥®à¥¬ ® �¥áâª®áâ¨ áâ¥®à¥¬ ¬¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨; â¥®à¥¬ë, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ãáâ ®¢«¥ë ¢ íâ®© £« -¢¥,   «®£¨çë â¥®à¥¬ ¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, ¤®ª § ë¬ ¢ £« ¢¥ III, ¨ ¬¥â®¤¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¡ã¤¥â ¯® áãé¥áâ¢ã â®â �¥. �¤ ª® §¤¥áì ¥áâì áãé¥áâ¢¥-®¥ à §«¨ç¨¥: ¢ â¥®à¥¬ å ® �¥áâª®áâ¨ à¥çì ¨¤¥â ¥ ®¡ ¨áâ¨®© ¤¥ä®à¬ -æ¨¨,   â®«ìª® ® ¥¥ £« ¢®© ç áâ¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ®â®á¨â¥«ì® t. � íâ¨¬á¢ï§ ë ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ , ¥ ¨¬¥îé¨¥ ¬¥áâ  ¤«ï ª®¥çëå ¤¥ä®à¬ æ¨© ¨á®®â¢¥âáâ¢¥® â¥®à¥¬ ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨«¨ ® à ¢¥áâ¢¥. (� ç áâ®áâ¨, ¢®â«¨ç¨¥ ®â à¥§ã«ìâ â®¢ £« ¢ë III ¤®ª §ë¢ ¥¬ë¥ §¤¥áì â¥®à¥¬ë ¥ ¨¬¥îâ ¬¥-áâ  ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢, ¢ëà®�¤ îé¨åáï ¢ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë¥ ¬®£®ã£®«ì-



��. X: § 1. ���������� ������������� ���� 403¨ª¨, ª ª ¡ë«® ã�¥ ¯®ª § ® ¢ § 6 £« ¢ë II. Ǒ®íâ®¬ã â ª¨¥ ¬®£®£à ¨ª¨¬ë ¢®¢á¥ ¨áª«îç ¥¬ ¨§ à áá¬®âà¥¨ï.)
§ 1. �¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®£à ®£® ã£« 1. Ǒãáâì V | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« 1). �ë ¡ã¤¥¬ ¤®¯ãáª âì,çâ® ¥ª®â®àë¥ £à ¨ ã£«  V ¬®£ãâ «¥� âì ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨, ®¡à §®¢ë¢ ïâ¥¬ á ¬ë© ®¤ã ý¨áâ¨ãîþ £à ì. �¥¡à , à §¤¥«ïîé¨¥ â ª¨¥ £à ¨, ¡ã-¤ãâ ý¥ áâ®ïé¨¬¨þ; ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ¨å à ¢ë π. � «ìè¥, £®¢®àï¯à®áâ® ® à¥¡à å, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã ª ª  áâ®ïé¨¥, ¨«¨ ¨áâ¨ë¥, à¥¡à , â ª¨ ¥ áâ®ïé¨¥. �ë ¡ã¤¥¬ â ª�¥ ¤®¯ãáª âì, çâ® ã£®« V á¢®¤¨âáï ª ¤¢ã-£à ®¬ã ã£«ã, ® ¥ ª ¯«®áª®áâ¨. �®£¤  ¢á¥ ¥£® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë à ¢ë π,ªà®¬¥ ¤¢ãå, ¬¥ìè¨å π; à¥¡à  íâ¨å ã£«®¢ ®¡à §ãîâ ®¤ã ¯àï¬ãî.�ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¤¥ä®à¬ æ¨î ã£«  V , ¢ë§¢ ãî ¢à é¥¨¥¬ ¥£®à¥¡¥à ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë. �¬¥áâ¥ á ¢à é¥¨¥¬ à¥¡¥à ¢à é îâáï ¨ ¤¥ä®à¬¨-àãîâáï £à ¨ ã£«  V ; ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ®¢ëå à¥¡¥à ¥ ¯®ï¢«ï¥âáï, ®ý¥ áâ®ïé¨¥þ à¥¡à  ¬®£ãâ áâ ®¢¨âìáï ý áâ®ïé¨¬¨þ.�¥ ¨áª«îç ¥âáï, çâ® ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ã£®« V ¯¥à¥áâ ¥â ¡ëâì¢ë¯ãª«ë¬. Ǒà¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå ª®¥çëå ¤¥ä®à¬ æ¨ïå íâ® ¢®§¬®�®«¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¨¬¥îâáï ¥ áâ®ïé¨¥ à¥¡à  ¨ ¨áâ¨ë¥ £à ¨¯¥à¥« ¬ë¢ îâáï ¯® íâ¨¬ à¥¡à ¬ ¢ãâàì. �®£¤  ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ íâ¨åà¥¡à å ¢®§à áâ îâ ¨ áâ ®¢ïâáï ¡®«ìè¥ π.� ¤ ç  á®áâ®¨â ¢ à áá¬®âà¥¨¨ § ª®¢  ç «ìëå áª®à®áâ¥© ¨§¬¥¥¨ï¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¤¥ä®à¬¨àã¥¬®£® ã£«  V ¯à¨ â®¬ ãá«®¢¨¨, çâ® ¢á¥ ¯«®áª¨¥¥£® ã£«ë áâ æ¨® àë. � ¤ ç    «®£¨ç  â®©, ª®â®à ï ¡ë«  ¨áá«¥¤®¢  ¢ § 1 £« ¢ë III ¤«ï ª®¥çëå ¤¥ä®à¬ æ¨© ¡¥§  àãè¥¨ï ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¨ ¥¥¬®�® à¥è âì   «®£¨çë¬ ¬¥â®¤®¬, à áá¬ âà¨¢ ï, ®¤ ª®, ¥ ¯à¨à é¥-¨ï ã£«®¢,   â®«ìª® ¨å £« ¢ë¥ ç áâ¨, ¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, ¯à®¨§¢®¤ë¥¯® t ¯à¨ t = 0 2). �¤ ª® ¬ë ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¤àã£¨¬ ¯à¨¥¬®¬, ª®â®àë© ¥â®«ìª® áª®à¥¥ ¯à¨¢¥¤¥â ª æ¥«¨, ® ¨¬¥¥â â ª�¥ ¥ª®â®àë© á ¬®áâ®ïâ¥«ìë©¨â¥à¥á 3).2. � ª ª ª ¤¢¨�¥¨¥ ã£«  V ª ª æ¥«®£® ¬®�® ¨áª«îç¨âì, â® ¬®�®áç¨â âì, çâ® «î¡®¥ ª ª®¥-â® ¥£® à¥¡à® p1 ¨ ®¤  ¨§ ¯«®áª®áâ¥© £à ¥©, áå®-¤ïé¨åáï ¢ p1, ¥¯®¤¢¨�ë. �®£¤  ¯«®áª®áâì ¤àã£®© £à ¨ á à¥¡à®¬ p1 ¡ã¤¥â¢à é âìáï ¢®ªàã£ íâ®£® à¥¡à . � ¥á«¨ ¯«®áª¨© ã£®«   íâ®© £à ¨ áâ æ¨-® à¥, â® (¢  ç «ìë© ¬®¬¥â) ¢áï íâ  £à ì ¢à é ¥âáï ¢®ªàã£ à¥¡à  p11)�ëà®�¤¥¨¥ ã£«  V ¢ ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë© ¯«®áª¨© ã£®« ¥ ¤®¯ãáª ¥âáï.2)� «ìè¥ ¡ã¤¥â ¢¨¤®, çâ® ¤ �¥ ¯à¨ á®åà ¥¨¨ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¢ á«ãç ¥ ¡¥áª®¥ç®¬ «®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¢®§¬®�® à á¯à¥¤¥«¥¨¥ § ª®¢, ¥¢®§¬®�®¥ ¯à¨ ª®¥ç®© ¤¥ä®à-¬ æ¨¨. �â® «¨è¨© à § ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®, á«¥¤ãï   «®£¨¨ á ¢ë¢®¤ ¬¨ £« ¢ë III, ã�®¢á¥ �¥ ¯®«ì§®¢ âìáï ¯à®¨§¢®¤ë¬¨,   ¥ ª®¥çë¬¨ ¯à¨à é¥¨ï¬¨.3)�â®â ¯à¨¥¬ ¥ ®¢, å®âï ¬¥ ¥ ¨§¢¥áâ®, ®â ª®£® ® ¨áå®¤¨â.



404 �. �. �����������ª ª â¢¥à¤®¥ â¥«®. �¥ ¨áª«îç ï â¥¯¥àì ¢à é¥¨ï à¥¡à  p1 ¨ à ¥¥ § ªà¥¯-«¥®© £à ¨, ¬®�® áª § âì, çâ® ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¤¢ã£à ®£® ã£«  á®áâ®¨â ¢®â®á¨â¥«ì®¬ ¢à é¥¨¨ ¯«®áª®áâ¥© £à ¥© ¢®ªàã£ ¨å ®¡é¥£® à¥¡à . �â®â¢ë¢®¤ ¢¥à¥, ª®¥ç®, ¤«ï «î¡®© ¯ àë £à ¥© á ®¡é¨¬ à¥¡à®¬.�à é¥¨¥ â¢¥à¤®£® â¥«  § ¤ ¥âáï ¢¥ªâ®à®¬ ã£«®¢®© áª®à®áâ¨,  ¯à ¢«¥-ë¬ ¯® ®á¨ ¢à é¥¨ï â ª, çâ® ¢¬¥áâ¥ á  ¯à ¢«¥¨¥¬ á ¬®£® ¢à é¥¨ï ®®¡à §ã¥â ¯à ¢ë© ¢¨â. �«®�¥¨¥ ¢à é¥¨© ¢®ªàã£ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®á¥©á¢®¤¨âáï, ª ª ¨§¢¥áâ®, ª ¢¥ªâ®à®¬ã á«®�¥¨î ¨å ã£«®¢ëå áª®à®áâ¥© 4).�ë¡¥à¥¬   ã£«¥ V  ¯à ¢«¥¨¥ ®¡å®¤  ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥®á ¨¬ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®àï¤®ª á«¥¤®¢ ¨ï à¥¡¥à ¨ £à ¥©. �  ª �¤®¬ à¥¡à¥ pi¢®§ì¬¥¬ ¢¥ªâ®à ωi ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ¢à é¥¨ï á«¥¤ãîé¥© §  ¨¬ £à ¨®â®á¨â¥«ì® ¯à¥¤ë¤ãé¥©. �¥ªâ®à ωi áç¨â ¥âáï «¥� é¨¬   à¥¡à¥ ¨ ¬®�¥â
V ′

pi′
Pi′

ϕi

�¨á. 147
¡ëâì ¯®íâ®¬ã  ¯à ¢«¥ «¨¡® ª ¢¥àè¨¥ ã£-«  V , «¨¡® ®â ¥¥. �«¨  ¢¥ªâ®à  ωi ¥áâì ¥çâ® ¨®¥, ª ª  ¡á®«îâ ï ¢¥«¨ç¨   ç «ì®©áª®à®áâ¨ _ϕi ¨§¬¥¥¨ï ¤¢ã£à ®£® ã£«  ϕi ¯à¨à¥¡à¥ pi. � ¯à ¢«¥¨¥ ¢¥ªâ®à  ωi ®¯à¥¤¥«ï¥â§ ª íâ®© áª®à®áâ¨, ¯®â®¬ã çâ® á ¨§¬¥¥¨-¥¬  ¯à ¢«¥¨ï ωi ¬¥ï¥âáï  ¯à ¢«¥¨¥ ¢à -é¥¨ï. �â  á¢ï§ì  ¯à ¢«¥¨ï ¢¥ªâ®à  ωi á®§ ª®¬ áª®à®áâ¨ _ϕi | ®¤  ¨ â  �¥ ¤«ï ¢á¥åà¥¡¥à, â. ¥. ¥á«¨   ®¤®¬ à¥¡à¥  ¯à ¢«¥¨î
ωi ®â ¢¥àè¨ë ®â¢¥ç ¥â _ϕi (¨«¨  ®¡®à®â), â®¨   ¢á¥å à¥¡à å ¡ã¤¥â â ª �¥. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,¯¥à¥á¥ç¥¬ ã£®« V ¥¤¨¨ç®© áä¥à®© S á æ¥âà®¬ ¢ ¥£® ¢¥àè¨¥;   áä¥à¥ S¬ë ¯®«ãç¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª V ′ á ¢¥àè¨ ¬¨ p′i ¨ áâ®à® ¬¨ P ′i , ®â¢¥ç î-é¨¬¨ à¥¡à ¬ ª £à ï¬ ã£«  V (à¨á. 147). �£«ë ϕi íâ®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª à ¢ë ¤¢ã£à ë¬ ã£« ¬ ã£«  V . � ¯à ¢«¥¨¥ ®¡å®¤ , § ¤ ®¥   ã£«¥ V ,®¯à¥¤¥«ï¥â ®¡å®¤ ¬®£®ã£®«ì¨ª  V ′ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ®à¨¥â æ¨î áä¥àë S 5).4)Ǒãáâì O| § ªà¥¯«¥ ï â®çª  â¢¥à¤®£® â¥« , ª®â®àãî ¯à¨¬¥¬ §   ç «® ª®®à¤¨ â.�®£¤ , ¥á«¨ ω | ¢¥ªâ®à ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ¨ x | ¢¥ªâ®à ¨§ O ¢ «î¡ãî â®çªã X â¢¥à¤®£®â¥« , â® áª®à®áâì íâ®© â®çª¨ ¡ã¤¥â v = ω×x. Ǒà¨ á«®�¥¨¨ ¤¢ãå ¢à é¥¨© á ã£«®¢ë¬¨áª®à®áâï¬¨ ω1, ω2 ¢®ªàã£ ®á¥©, ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¢ â®çª¥ O, ¯®«ãç¨¬ v = v1 + v2 == ω1 × x + ω2 × x = (ω1 + ω2) × x, â. ¥. ã£«®¢ ï áª®à®áâì áã¬¬ à®£® ¢à é¥¨ï ¥áâì

ω = ω1 + ω2.5)�à¨¥â æ¨ï, ª ª ¢á¥£¤ , § ¤ ¥âáï ®¡å®¤®¬ ¬ «®£® ª®âãà . �®§ì¬¥¬ ¬ «ë© ªàã£ C áæ¥âà®¬   £à ¨æ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  V ′. �¡à §ã¥¬ ª®âãà C′, á®áâ ¢«¥ë© ¨§ ¤ã£¨ ªàã-£  C, «¥� é¥© ¢ V ′, ¨ ®âà¥§ª  £à ¨æë ¬®£®ã£®«ì¨ª  V ′. �à¨¥â æ¨ï íâ®£® ª®âãà ,  â¥¬ á ¬ë¬ ¨ ª®âãà  ªàã£  C, § ¤ ¥âáï  ¯à ¢«¥¨¥¬ ®¡å®¤  £à ¨æë ¬®£®ã£®«ì-¨ª  V ′. (�á«¨ ¤¢¨£ âì ªàã£ C ¢¤®«ì £à ¨æë ¬®£®ã£®«ì¨ª  V ′, â® ¨§ á®®¡à �¥¨©¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¤ ®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®à¨¥â æ¨¨ ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  â®çª¨  £à ¨æ¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  V ′, á«ã� é¥© æ¥âà®¬ ªàã£  C.)



��. X: § 1. ���������� ������������� ���� 405�®¯ãáâ¨¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨, çâ® íâ  ®à¨¥â æ¨ï ¢¬¥áâ¥ á  ¯à ¢«¥¨¥¬®â æ¥âà  áä¥àë ®¡à §ã¥â ¯à ¢ë© ¢¨â. (� ª ª ª à¥¡à  ã£«  V ¨¤ãâ ¨§æ¥âà  áä¥àë S, â® íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¢á¥ ¢¨âë, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ®¡å®¤®¬  V ¨ ¥£® à¥¡à ¬¨, | ¯à ¢ë¥.) Ǒãáâì,  ¯à¨¬¥à, ¢¥ªâ®à ωi  ¯à ¢«¥®â ¢¥àè¨ë ã£«  V . Ǒ® á ¬®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ¢¥ªâ®à  ωi íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¯à ¢«¥¨¥ à¥¡à  pi á  ¯à ¢«¥¨¥¬ ¢à é¥¨ï £à ¨ Pi ®â®á¨â¥«ì® Pi−1®¡à §ãîâ ¯à ¢ë© ¢¨â. Ǒ®íâ®¬ã áâ®à®  P ′i ¬®£®ã£®«ì¨ª  V ′ ¤®«� ¢à é âìáï ®â®á¨â¥«ì® P ′i−1 ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ãª § ®¬ ®à¨¥â æ¨¥© áä¥-àë S, â. ¥. ¢ãâàì ¬®£®ã£®«ì¨ª  V ′. �ª®à®áâì _ϕi ¨§¬¥¥¨ï ã£«  ϕi ¡ã¤¥â,á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®âà¨æ â¥«ì®©.�â® § ª«îç¥¨¥ ¢¥à® ¤«ï ¢á¥å à¥¡¥à, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ á¢ï§ì ¬¥�¤ã  ¯à ¢-«¥¨¥¬ ¢¥ªâ®à  ωi ¨ § ª®¬ áª®à®áâ¨ _ϕi | ®¤  ¨ â  �¥ ¤«ï ¨å ¢á¥å. (�á«¨¨§¬¥¨âì ®¡å®¤ ã£«  V , â® íâ  á¢ï§ì áâ ¥â â®«ìª® ®¡à â®©: ¢¥ªâ®à ¬ ωi,¨¤ãé¨¬ ®â ¢¥àè¨ë, ¡ã¤ãâ ®â¢¥ç âì _ϕi > 0.)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®¯à®á ® à á¯à¥¤¥«¥¨¨ § ª®¢ áª®à®áâ¥© _ϕi á¢®¤¨âáï ª¢®¯à®áã ® à á¯à¥¤¥«¥¨¨  ¯à ¢«¥¨© ¢¥ªâ®à®¢ ωi. �«ï à¥è¥¨ï ¯®á«¥¤¥-£® ¢®¯à®á  ¤®ª �¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®�¥¨¥:�ã¬¬  ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ ωi à ¢  ã«î.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥®, á«®�¥¨¥ ¢à é¥¨© á¢®¤¨âáï ª á«®-�¥¨î ¢¥ªâ®à®¢ ã£«®¢ëå áª®à®áâ¥©. Ǒ®íâ®¬ã áã¬¬  ωi + ωi+1 ®¯à¥¤¥«ï¥â¢à é¥¨¥ (i + 2)-© £à ¨ ®â®á¨â¥«ì® i-©. �ª« ¤ë¢ ï ¢á¥ áª®à®áâ¨ ωi ®â¯¥à¢®© ¤® ¯®á«¥¤¥©, ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¯®«ãç¥ ï áã¬¬  ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢à é¥¨¥¯¥à¢®© £à ¨ ®â®á¨â¥«ì® ¥¥ á ¬®©, â. ¥. ®âáãâáâ¢¨¥ ¢à é¥¨ï. Ǒ®íâ®¬ãáã¬¬  ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ ωi à ¢  ã«î.3 6). �¥¯¥àì ¤®ª �¥¬ á«¥¤ãîéãî «¥¬¬ã, á®¤¥à� éãî ã�ë©  ¬ à¥-§ã«ìâ â ® à á¯à¥¤¥«¥¨¨ § ª®¢ áª®à®áâ¥© ¨§¬¥¥¨ï ¤¢ã£à ëå ã£«®¢.�¥¬¬  1. Ǒãáâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®« V , ¬®�¥â ¡ëâì á¢®¤ï-é¨©áï ª ¤¢ã£à ®¬ã, ® ¥ ª ¯«®áª®áâ¨, ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª, çâ® ¢á¥ ¥£®¯«®áª¨¥ ã£«ë áâ æ¨® àë. �®¯®áâ ¢¨¬ ª �¤®¬ã ¥£® à¥¡àã § ª  ç «ì®©áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï ¤¢ã£à ®£® ã£«  á íâ¨¬ à¥¡à®¬; à¥¡à  áâ æ¨® àëå¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ®áâ ¢¨¬ ¥®â¬¥ç¥ë¬¨. �®£¤  ¤«ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï íâ¨å§ ª®¢ ¨¬¥îâáï â®«ìª® ç¥âëà¥ ¢®§¬®�®áâ¨:1) ¨ ®¤® à¥¡à® ¥ ®â¬¥ç¥®;2) ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å;3) ¨¬¥îâáï â®«ìª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª , ® â®£¤  ¢á¥ ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à ¯à¨ ¤«¥� â ®¤®© ¨áâ¨®© £à ¨ ¨ ªà ©¨¥ ¨§ íâ¨å à¥¡¥à ¨¬¥îâ ®¤¨§ ª;4) ¨¬¥îâáï â®«ìª® ¤¢  ®â¬¥ç¥ëå à¥¡à ; â®£¤  ®¨ ®¡à §ãîâ ¢¬¥áâ¥®¤ã ¯àï¬ãî ¨ ¥ â®«ìª® ®â¬¥ç¥ë ®¤¨¬ § ª®¬, ® áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï6)� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¯ãªâ®¬ á¬. § ¬¥âªã [83℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



406 �. �. �����������¨å ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ à ¢ë. �â®â á«ãç © ¢®§¬®�¥, ®ç¥¢¨¤®, â®«ìª®  ã£«¥ V , á¢®¤ïé¥¬áï ª ¤¢ã£à ®¬ã, â ª ª ª â®«ìª® ¯à¨ íâ®¬ ãá«®¢¨¨ ¤¢ à¥¡à  ¬®£ãâ ®¡à §®¢ë¢ âì ¢¬¥áâ¥ ®¤ã ¯àï¬ãî,   ¨¬¥® à¥¡à® â®£® ¤¢ã-£à ®£® ã£« , ª ª®â®à®¬ã á¢®¤¨âáï ã£®« V . (�®, çâ® áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ íâ¨å ¤¢ãå à¥¡à å à ¢ë,   ¯à¨ ¢á¥å ¯à®ç¨å à¥¡à åã£«ë áâ æ¨® àë, ¯®áª®«ìªã à¥¡à  ¥ ®â¬¥ç¥ë, ®§ ç ¥â, çâ® ã£®« V ,¤¥ä®à¬¨àãïáì, ®áâ ¥âáï ¤¢ã£à ë¬, ¥á«¨ ¯à¥¥¡à¥£ âì ¢¥«¨ç¨ ¬¨ ¢ëè¥¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .)Ǒ®«ì§ãïáì ¢ë¢®¤ ¬¨ ¯o 2, íâã «¥¬¬ã ¬®�® ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âì   ï§ëª¥¢¥ªâ®à®¢ ωi 7):�¥¬¬  1 . Ǒãáâì   à¥¡à å ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ®£® ã£«  V , ¡ëâì¬®�¥â, á¢®¤ïé¥£®áï ª ¤¢ã£à ®¬ã, ® ¥ ª ¯«®áª®áâ¨, § ¤ ë ¢¥ªâ®àë ωiâ ª, çâ® áã¬¬  ¨å ¢á¥å à ¢  ã«î. �®£¤  ¤«ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï  ¯à ¢«¥¨©íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ª ¢¥àè¨¥ ã£«  V ¨«¨ ®â ¥¥ ¨¬¥îâáï â®«ìª® á«¥¤ãîé¨¥¢®§¬®�®áâ¨:1) ¢á¥ ¢¥ªâ®àë à ¢ë ã«î;2) ç¨á«® ¯¥à¥¬¥  ¯à ¢«¥¨© | ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å;3) ¨¬¥¥âáï â®«ìª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë  ¯à ¢«¥¨©, ¨ â®£¤  ¢á¥ ¥ã«¥¢ë¥ ¢¥ª-â®àë ωi «¥� â   ®¤®© ¨áâ¨®© £à ¨ ¨ ªà ©¨¥ ¨§ íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ®¤¨ -ª®¢®  ¯à ¢«¥ë (â. ¥. «¨¡® ®¡  ª ¢¥àè¨¥, «¨¡® ®¡  ®â ¥¥);4) ¨¬¥¥âáï â®«ìª® ¤¢  ¥ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à . �® â®£¤  ¨§ à ¢¥áâ¢  ¨åáã¬¬ë ã«î ®ç¥¢¨¤®, çâ® ®¨ «¥� â   ®¤®© ¯àï¬®©, à ¢ë ¯® ¢¥«¨ç¨¥¨  ¯à ¢«¥ë «¨¡® ®¡  ®â ¢¥àè¨ë, «¨¡® ®¡  ª ¢¥àè¨¥. (�â®â á«ãç ©¢®§¬®�¥ «¨èì, ¥á«¨ ã£®« V | ¤¢ã£à ë©).� á¨«ã ¢ë¢®¤®¢ ¯o 2 «¥¬¬  1a á®¤¥à�¨â «¥¬¬ã 1,   ¯®â®¬ã ¤®áâ â®ç®¤®ª § âì «¥¬¬ã 1  8).�¥ªâ®àë, à ¢ë¥ ã«î, ¥ ¨¬¥îâ  ¯à ¢«¥¨ï ¨ ¨å ¬®�® ¥ ¯à¨¨-¬ âì ¢® ¢¨¬ ¨¥; á®®â¢¥âáâ¢¥® ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¥áâì å®âï ¡ë ®¤¨7)�á¥ á«ãç ¨ 1{4 ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ®áãé¥áâ¢«ïîâáï: ¯¥à¢ë© | ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ¤¥ä®à-¬ æ¨¨; ç¥â¢¥àâë© | ¯à¨ «î¡®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¤¢ã£à ®£® ã£«  ¡¥§ ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨ï ¥£®(¨áâ¨ëå) £à ¥©; ¢â®à®© «¥£ç¥ ¢á¥£® ¢¨¤¥âì   ¯à¨¬¥à¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ç¥âëà¥å£à ®£®ã£« : §¤¥áì ¤¢  à¥¡à , ¯à¨ ª®â®àëå ã£«ë ¢®§à áâ îâ, à §¤¥«ïîâáï à¥¡à ¬¨, ¯à¨ ª®â®àëåã£«ë ã¡ë¢ îâ. �à¥â¨© á«ãç © ¯®«ãç¨¬   ç¥âëà¥å£à ®¬ ã£«¥, ¢ëà®¤¨¢è¥¬áï ¢ âà¥å-£à ë©: ã£«ë ¯à¨ à¥¡à å p, q, r ¬¥ìè¥ π, ç¥â¢¥àâ®¥ à¥¡à® s «¥�¨â   ¨áâ¨®© £à ¨(q, r) ¨ ã£®« ¯à¨ ¥¬ à ¢¥ π. �á«¨ à¥¡à® s ¤¢¨£ âì ¢ ¯«®áª®áâ¨, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®© ªá®¤¥à� é¥© ¥£® £à ¨, â® ¢á¥ ¯«®áª¨¥ ã£«ë áâ æ¨® àë ¨ áâ æ¨® à¥ â ª�¥ ã£®« ¯à¨à¥¡à¥ p, ® ã£«ë ¯à¨ q, r, s ¥ áâ æ¨® àë, ¨ ¥á«¨ ã£®« ¯à¨ s ã¡ë¢ ¥â, â® ã£«ë ¯à¨ p ¨
r ¢®§à áâ îâ.8)�¡¥ «¥¬¬ë íª¢¨¢ «¥âë. �®, çâ® «¥¬¬  1 á®¤¥à�¨âáï ¢ «¥¬¬¥ 1a, ã�¥ ¯®ª § ®¢ ¯o 2. �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¥á«¨   à¥¡à å ã£«  V § ¤ âì ¢¥ªâ®àë ωi, ¢ áã¬¬¥ à ¢ë¥ ã«î,â®, ¯à¨ï¢ ¨å §  ¢¥ªâ®àë ã£«®¢ëå áª®à®áâ¥©, ®¯à¥¤¥«¨¬ â¥¬ á ¬ë¬ ¤¥ä®à¬ æ¨î ã£«  V ,¯à¨ ª®â®à®©, ª ª «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, ¢á¥ ¯«®áª¨¥ ã£«ë ¡ã¤ãâ áâ æ¨® àë.



��. X: § 1. ���������� ������������� ���� 407¥ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à; íâ¨¬ ¯¥à¢ ï ¢®§¬®�®áâì ¨áª«îç ¥âáï. �¨á«® ¯¥à¥¬¥ ¯à ¢«¥¨© ¯à¨ § ¬ªãâ®¬ ®¡å®¤¥ § ¢¥¤®¬® ç¥â®. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨å®¤¨âáïà §«¨ç âì âà¨ á«ãç ï: ) ¢á¥ ¢¥ªâ®àë  ¯à ¢«¥ë ®¤¨ ª®¢®, â. ¥. «¨¡® ¢á¥ ª ¢¥àè¨¥, «¨¡® ¢á¥®â ¥¥;¡) ¨¬¥¥âáï â®«ìª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë  ¯à ¢«¥¨©;¢) ¯¥à¥¬¥  ¯à ¢«¥¨© | ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë ®áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® ¢ á«ãç ¥   ¨¬¥¥¬ ç¥â-¢¥àâãî ¢®§¬®�®áâì, ãª § ãî ¢ «¥¬¬¥,   ¢ á«ãç ¥ ¡ | âà¥âìî.4. � áá¬®âà¨¬ á«ãç ©  : ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¢á¥¢¥ªâ®àë  ¯à ¢«¥ë ®â ¢¥àè¨ë (¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¤®áâ â®ç® ¨§¬¥¨âì¨å § ª¨).� ª ª ª ã£®« V | ¢ë¯ãª«ë©, â® ® «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯«®áª®áâ¨ P«î¡®© á¢®¥© £à ¨, ¨ ¯®â®¬ã ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ωi  ¯à ¢«¥ë ¢ ®¤® § ¬ªãâ®¥¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ®£à ¨ç¥®¥ ¯«®áª®áâìî P ¨ á®¤¥à� é¥¥ ã£®« V . �á«¨¡ë ¢¥ªâ®àë ¥ «¥� «¨ ¢á¥ ¢ ¯«®áª®áâ¨ P , â® ¨å áã¬¬  ¥ ¬®£«  ¡ë à ¢ïâìáïã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ωi ¤®«�ë «¥� âì ¢ ¯«®áª®áâ¨ P ¨ â¥¬á ¬ë¬   à¥¡à å, ¯à¨ ¤«¥� é¨å ®¤®© ¨áâ¨®© £à ¨ ã£«  V .� ª ª ª ¨áâ¨ ï £à ì ¢ë¯ãª« , â® ®  «¥�¨â ¢ ®¤®© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ P ′.Ǒãáâì L | ¯àï¬ ï, ®£à ¨ç¨¢ îé ï íâã ¯®«ã¯«®áª®áâì   ¯«®áª®áâ¨ P .�¥ªâ®àë ωi  ¯à ¢«¥ë ¢ ¯®«ã¯«®áª®áâì P ′ ¨ ¥á«¨ ¡ë ®¨ ¥ «¥� «¨  ¯àï¬®© L, â® ¨å áã¬¬  ¥ ¬®£«  ¡ë à ¢ïâìáï ã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¨¬®£ãâ «¥� âì â®«ìª®   ¯àï¬®© L. �® â®£¤ , ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¥á«¨ ¢¥ªâ®àë¢®®¡é¥ ¨¬¥îâáï, â® ¨å â®«ìª® ¤¢  ¨ ®¨ à ¢ë ¨  ¯à ¢«¥ë ®¡  «¨¡® ª¢¥àè¨¥, «¨¡® ®â ¥¥. �â¨¬ ¤®ª § ®, çâ® ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ¯¥à¥¬¥  ¯à ¢-«¥¨© ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï â®«ìª® ç¥â¢¥àâ ï ¢®§¬®�®áâì, ãª §  ï ¢ «¥¬¬¥.5. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì á«ãç © ¡, ª®£¤  ¨¬¥¥âáï â®«ìª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë  -¯à ¢«¥¨©. �ã�® ¤®ª § âì, çâ® â®£¤  ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ωi «¥� â   ®¤®©¨áâ¨®© £à ¨ ¨ ªà ©¨¥ ¨§ ¨å  ¯à ¢«¥ë ®¤¨ ª®¢®.� ª ª ª ¨¬¥¥âáï â®«ìª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë  ¯à ¢«¥¨©, â® ¨¬¥¥âáï â®«ìª®¤¢¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ ®¤¨ ª®¢ëå  ¯à ¢«¥¨©;  ¤«¥� é¨¬®¡à §®¬ ã¬¥àãï ¢¥ªâ®àë, ¬®�® áç¨â âì, çâ® ¢¥ªâ®àë ω1, . . . ,ωm  ¯à ¢-«¥ë ª ¢¥àè¨¥,   ¢¥ªâ®àë ωm+1, . . . ,ωn | ®â ¥¥. Ǒà®¢¥¤¥¬   £à ïåã£«  V ¨§ ¥£® ¢¥àè¨ë ¯®«ã¯àï¬ë¥ p, q â ª, çâ®¡ë ®¨ à §¤¥«ï«¨ íâ¨ ¯®-á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ (à¨á. 148). Ǒ«®áª®áâì (pq), ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§íâ¨ ¯®«ã¯àï¬ë¥, «¨¡® ¡ã¤¥â ¯«®áª®áâìî ®¤®© ¨§ £à ¥© ã£«  V , «¨¡® à §®-¡ì¥â ¥£®   ¤¢  ã£«  V1 ¨ V2. � ª ª ª ¯®«ã¯àï¬ë¥ p, q à §¤¥«ïîâ ®¤ã¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¢¥ªâ®à®¢ ®â ¤àã£®©, â® ¢¥ªâ®àë ®¤®© ¨§ ¨å «¥� â ¢®¤®¬ § ¬ªãâ®¬ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥, ®£à ¨ç¥®¬ ¯«®áª®áâìî (pq),   ¢¥ª-â®àë ¤àã£®© | ¢ ¤àã£®¬.



408 �. �. ������������ ª®¥ ¯®«®�¥¨¥ ¬ë ¨¬¥¥¬, áç¨â ï, çâ® ª �¤ë© ¢¥ªâ®à «¥�¨â   á¢®¥¬à¥¡à¥. �® ¥á«¨ ¢á¥ íâ¨ ¢¥ªâ®àë ®â«®�¨âì ¨§ ¢¥àè¨ë ã£«  V , â® ¢¥ªâ®-àë,  ¯à ¢«¥ë¥ ®â ¥¥, ®ª �ãâáï ¨¤ãé¨¬¨ ¢ â® �¥ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®,ªã¤  ¨¤ãâ ¢¥ªâ®àë,  ¯à ¢«¥ë¥ ª ¢¥àè¨¥. � ª ª ª áã¬¬  ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢à ¢  ã«î, â®, ®ç¥¢¨¤®, ¨ ®¤¨ ¨§ ¨å ¥ ¬®�¥â ¡ëâì  ¯à ¢«¥ ¢®¢ãâàì
q

p
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ω1 ωm

ωm+1
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ωn ωm+1

ωm

�¨á. 148 �¨á. 149íâ®£® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ . �á¥ ®¨ «¥� â, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ ¯«®áª®áâ¨ (pq).�® â®£¤  íâ  ¯«®áª®áâì ¥áâì ¯«®áª®áâì ®¤®© ¨§ £à ¥© ã£«  V , â ª ª ª ® á®¤¥à�¨â ¥£® à¥¡à  á ¢¥ªâ®à ¬¨ ωi. �â ª, ¤®ª § ®, çâ® ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ωi«¥� â ¢ ¯«®áª®áâ¨ ®¤®© £à ¨.�®¯ãáâ¨¬ â¥¯¥àì, ¢®¯à¥ª¨ ¢â®à®© ç áâ¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï, çâ®ªà ©¨¥ ¢¥ªâ®àë, ª®â®àë¥ ¬ë â¥¯¥àì (¢ ®¢®© ã¬¥à æ¨¨) ®¡®§ ç¨¬ ω1 ¨
ωn,  ¯à ¢«¥ë ¯®-à §®¬ã: ¢¥ªâ®à ω1 | ª ¢¥àè¨¥,   ωn | ®â ¥¥. �®£¤ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â ωn ª ω1 ¥áâì ¯¥à¥¬¥   ¯à ¢«¥¨ï,   â ª ª ª ¬ë ¯à¥¤¯®« -£ ¥¬, çâ® â ª¨å ¯¥à¥¬¥ ¢á¥£® ¤¢¥, â® ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ω1, . . . ,ωn ¥áâìâ®«ìª® ®¤  ¯¥à¥¬¥   ¯à ¢«¥¨ï, ¯à®¨áå®¤ïé ï, áª �¥¬, ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â¢¥ªâ®à  ωm ª ¢¥ªâ®àã ωm+1.Ǒãáâì P | ¯«®áª®áâì, á®¤¥à� é ï ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ω1, . . . ,ωn. Ǒãáâì L |¯àï¬ ï, ¯à®å®¤ïé ï ¢ ¯«®áª®áâ¨ P ç¥à¥§ ¢¥àè¨ã O ã£«  V ¨ ®â¤¥«ïîé ïà¥¡à , ¥áãé¨¥ ¢¥ªâ®àëω1, . . .,ωm, ®â à¥¡¥à, ¥áãé¨å ¢¥ªâ®àëωm+1, . . .,ωn.�®£¤  ¢¥ªâ®àë «¥� â   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥¡à å, â® ®¨  ¯à ¢«¥ë á®-®â¢¥âáâ¢¥® ª ¢¥àè¨¥ ¨ ®â ¥¥. �á«¨ �¥ ¨å ®â«®�¨âì ¨§ ¢¥àè¨ë, â®®¨ ¢á¥ ¡ã¤ãâ  ¯à ¢«¥ë ¨§ ¢¥àè¨ë ¢ ®¤ã ¯®«ã¯«®áª®áâì, ®£à ¨ç¥-ãî ¯àï¬®î L (à¨á. 149). �® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ¨å áã¬¬ , ®ç¥¢¨¤®, ¥ ¬®�¥âà ¢ïâìáï ã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ ® â®¬, çâ® ªà ©¨¥ ¢¥ª-â®àë  ¯à ¢«¥ë ¯®-à §®¬ã, ¥¢®§¬®�®: ®¨ ¤®«�ë ¡ëâì  ¯à ¢«¥ë®¤¨ ª®¢®.



��. X: § 2. ��������� ����� ���� 409� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ á«ãç ¥ ¡ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®«ìª® âà¥âìï ¢®§-¬®�®áâì, ãª §  ï ¢ «¥¬¬¥, ¨ «¥¬¬  ¯®«®áâìî ¤®ª §  .6. �á«¨ ¬®£®£à ë© ã£®« V á¢®¤¨âáï ª ¯«®áª®áâ¨, â® á®¢¥àè¥® ®ç¥-¢¨¤®, çâ® ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ωi ¬®£ãâ ¡ëâì  ¯à ¢«¥ë ª ¢¥àè¨¥ (¨«¨ ®â ¥¥),å®âï ¨å áã¬¬  à ¢  ã«î. �®®â¢¥âáâ¢¥® ¢á¥ ¯«®áª¨¥ ã£«ë ¬®£ãâ ¡ëâìáâ æ¨® àë¬¨,   ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¥áâ æ¨® àë¬¨ ¨ ¨¬¥® ¬®£ãâ ¢á¥¬¥ïâìáï ¢ ®¤ã áâ®à®ã, â ª çâ® ã£®« V ¡ã¤¥â ®áâ ¢ âìáï ¢ë¯ãª«ë¬. �íâ®¬ ¬®�® ã¡¥¤¨âìáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®. �«ï íâ®£® § ªà¥¯¨¬   à¥¡à å ã£-«  V â®çª¨ Ai   à ááâ®ï¨¨ a ®â ¢¥àè¨ë O ¨ ¡ã¤¥¬ ¯®¤¨¬ âì ¢¥àè¨ã ¤ ¯«®áª®áâìî, ª ª®â®à®© ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â á¢®¤¨«áï ã£®« V . �®çª¨ �¥
Ai ®áâ ¢¨¬ ¥¯®¤¢¨�ë¬¨. �®£¤ , ª ª «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, ¤«¨ë ®âà¥§ª®¢
OAi,   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬¨ ¯«®áª¨¥ ã£«ë âà¥ã£®«ì¨ª®¢ OAiAi+1 ¡ã¤ãâ áâ æ¨®- àë, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ à¥¡à å OAi ¡ã¤ãâ ã¡ë¢ âì á®áª®à®áâï¬¨, ¥ à ¢ë¬¨ ã«î.

§ 2. �á¨«¥ ï «¥¬¬  �®è¨1. Ǒãáâì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª, çâ®¥ª®â®àë¥ ¥£® £à ¨ ¬®£ãâ ¯¥à¥« ¬ë¢ âìáï ¯® ¤¨ £® «ï¬. �â¨ ¤¨ £® «¨¡ã¤ãâ ý®¢ë¬¨þ à¥¡à ¬¨ ¬®£®£à ¨ª . � è¥© æ¥«ìî ï¢«ï¥âáï ¤®ª § âì,çâ® ¥á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¯«®áª¨¥ ã£«ë ¬®£®£à ¨ª  áâ æ¨® àë, â® ¨ ¤¢ã£à -ë¥ ¥£® ã£«ë â ª�¥ áâ æ¨® àë. � ç áâ®áâ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, áâ æ¨® àëã£«ë ¯à¨ ý®¢ëåþ à¥¡à å, â. ¥.  ç «ì ï áª®à®áâì ¢®§¨ª®¢¥¨ï íâ¨å à¥-¡¥à à ¢  ã«î. �â  â¥®à¥¬    «®£¨ç  ¤®ª § ®© ¢ § 2 £« ¢ë III â¥®à¥¬¥® à ¢¥áâ¢¥ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ à ¢¥áâ¢  ¯«®áª¨å ã£«®¢. �¤- ª® §¤¥áì ¬ë ¥ ¬®�¥¬ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï «¥¬¬®© �®è¨, ¯®â®¬ã çâ®, ª ª¯®ª § ® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, ¯à¨ áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¢®-ªàã£ ¢¥àè¨ë ¬®�¥â ¡ëâì ¨ ¥ ç¥âëà¥,   â®«ìª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª . (� ¬ãª §   ¥é¥ ¢®§¬®�®áâì, çâ® ¢®ªàã£ ¥ª®â®à®© ¢¥àè¨ë A ¯¥à¥¬¥ § ª ¥â, ® â®£¤  â®«ìª® ¤¢  à¥¡à  ®â¬¥ç¥ë ¨ ®¡  ®¤¨¬ § ª®¬. �â®â á«ãç ©¬®�® ¨áª«îç¨âì ¢®¢á¥: ¤®áâ â®ç® ¨áª«îç¨âì ¢á¥ ¥®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à ,  ®¡  ®â¬¥ç¥ëå à¥¡à  ¯à¨ïâì §  ®¤®, â®£¤  ¢¥àè¨  A ¯à®áâ® ¨áç¥§¥â.)�¤ ª® ¢ «¥¬¬¥, ¤®ª § ®© ¢ § 1, ãª § ë ®á®¡ë¥ á¢®©áâ¢  à á¯®«®�¥¨ï§ ª®¢, ¥á«¨ ¨å ¯¥à¥¬¥ | â®«ìª® ¤¢¥. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á á®¡«î¤¥¨¥¬íâ¨å á¢®©áâ¢ à¥§ã«ìâ â «¥¬¬ë �®è¨ ®áâ ¥âáï ¢á¥-â ª¨ ¢¥àë¬: â ª ï à á-áâ ®¢ª  § ª®¢ ¥¢®§¬®� . � ª ª ª íâ®â à¥§ã«ìâ â ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢  ¢à §ëå á«ãç ïå: ¢ § 3{5 íâ®© £« ¢ë ¨ ¢ £« ¢¥ XI, â® ¬ë áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¨¤®ª �¥¬ ¥£® §¤¥áì ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ýãá¨«¥®© «¥¬¬ë �®è¨þ.�¬¥áâ® à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢   à¥¡à å ¬®£®£à ¨ª  ¬®�®, ª®¥ç®,£®¢®à¨âì ® à ááâ ®¢ª¥ § ª®¢   ®âà¥§ª å | ýà¥¡à åþ ¥ª®â®à®© á¥â¨  ¯®¢¥àå®áâ¨, £®¬¥®¬®àä®© áä¥à¥, ¯®¤ç¨¨¢ íâã á¥âì ¥ª®â®àë¬ ¥®¡å®¤¨-



410 �. �. �����������¬ë¬ ãá«®¢¨ï¬. �â  ¡®«¥¥  ¡áâà ªâ ï â®çª  §à¥¨ï ¯®«¥§  ¢ ¯à¨«®�¥¨ïå«¥¬¬ë.2. �á¨«¥ ï «¥¬¬  �®è¨. Ǒãáâì   ¯®¢¥àå®áâ¨, £®¬¥®¬®àä®©áä¥à¥, ¤   á¥âì «¨¨© | ýà¥¡¥àþ, ¥ ¨¬¥îé¨å ¯®¯ à® ®¡é¨å â®ç¥ª, ªà®-¬¥ ª®æ®¢ | ý¢¥àè¨þ á¥â¨, ¯à¨ç¥¬ íâ  á¥âì ®¡« ¤ ¥â âà¥¬ï á¢®©áâ¢ ¬¨: ) ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë ¥ á®¥¤¨¥ë ¤¢ã¬ï à¥¡à ¬¨; ¡) ª �¤ ï ¨§ ®¡« -áâ¥© | ý£à ¥©þ,   ª®â®àë¥ á¥âì à §¡¨¢ ¥â ¯®¢¥àå®áâì, ®£à ¨ç¥  ®¤®©§ ¬ªãâ®© æ¥¯ìî à¥¡¥à ¡¥§ ªà âëå â®ç¥ª; ¢) à¥¡à®, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¤¢¥ ¢¥à-è¨ë £à ¨, ¯à¨ ¤«¥�¨â íâ®© £à ¨.Ǒãáâì   ¥ª®â®àëå £à ïå ¯à®¢¥¤¥ë ¥é¥ ý®¢ë¥ à¥¡à þ, ï¢«ïîé¨¥áï¨å ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï ¤¨ £® «ï¬¨, ¨ ¯à¨â®¬ â ª, çâ® ãá«®¢¨ï   ¨ ¢ ¥ àãè îâáï. �â¨ à¥¡à  ¤¥«ïâ ýáâ àë¥þ £à ¨   ý®¢ë¥þ £à ¨ 9).Ǒãáâì ¥ª®â®àë¬ à¥¡à ¬, ª ª ýáâ àë¬þ, â ª ¨ ý®¢ë¬þ, á®¯®áâ ¢«¥ë§ ª¨ ¯«îá ¨«¨ ¬¨ãá, ¯à¨ç¥¬ ¥ª®â®àë¥ à¥¡à  ¬®£ãâ ®áâ âìáï ¥®â¬¥-ç¥ë¬¨. �¥àè¨ã, ª ª®â®à®© ¯®¤å®¤¨â å®âï ¡ë ®¤® ®â¬¥ç¥®¥ à¥¡à®, §®¢¥¬ ®â¬¥ç¥®©; ç¨á«® ¨å ®¡®§ ç¨¬ E.� §®¢¥¬ ¢¥àè¨ã ®á®¡®©, ¥á«¨ à ááâ ®¢ª  § ª®¢   áå®¤ïé¨åáï ¢ ¥©à¥¡à å ®â¢¥ç ¥â á«ãç î 3 «¥¬¬ë 1 § 1. �® ¥áâì ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¢®ªàã£â ª®© ¢¥àè¨ë à ¢® ¤¢ã¬ ¨ ¢á¥ ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª ¥© à¥¡à  ¥ ®â¬¥ç¥ë,ªà®¬¥ à¥¡¥à, ¯à¨ ¤«¥� é¨å ®¤®© ýáâ à®©þ £à ¨, ¯à¨ç¥¬ ¤¢  ªà ©¨å¨§ íâ¨å à¥¡¥à ®â¬¥ç¥ë ®¤¨¬ § ª®¬. �¨á«® ®á®¡ëå ¢¥àè¨ ®¡®§ ç¨¬ E∗.�á¨«¥ ï «¥¬¬  �®è¨ á®áâ®¨â ¢ ãâ¢¥à�¤¥¨¨, çâ® ®¡é ï áã¬¬  N ¯¥-à¥¬¥ § ª®¢ ¯à¨ ®¡å®¤ å ¢®ªàã£ ¢á¥å ¢¥àè¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã
N 6 4E − 2E∗ − 8. (1)�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì â ª®© à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢, ¯à¨ ª®â®-à®© ¢®ªàã£ ª �¤®© ¥®á®¡®© ®â¬¥ç¥®© ¢¥àè¨ë ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å¯¥à¥¬¥ § ª . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨ â ª®© à ááâ ®¢ª¥ ¡ë«® ¡ë

N > 4(E − E∗) + 2E∗, ¯®áª®«ìªã ¢®ªàã£ E∗ ®á®¡ëå ¢¥àè¨ ¨¬¥¥âáï ¯®¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª . � íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥à ¢¥áâ¢ã (1).�®«¥¥ â®£®, ¢ ¥à ¢¥áâ¢¥ (1) ¥áâì ¥é¥ ý§ ¯ áþ: −8. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�®¤®¯ãáâ¨âì ®¤ã ¢¥àè¨ã ¢®¢á¥ ¡¥§ ¯¥à¥¬¥ § ª  ¨«¨ âà¨ ¢¥àè¨ë á ¤¢ã¬ï(¯à®¨§¢®«ìë¬¨) ¯¥à¥¬¥ ¬¨ § ª : ¢á¥ à ¢® ¢á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ý§ ¯ á þâ ª ï à ááâ ®¢ª  § ª®¢ ¡ã¤¥â ¥¢®§¬®�®©.�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© ãá¨«¥®© «¥¬¬ë �®è¨ ¡ã¤¥â   «®£¨ç® ¤®ª § -â¥«ìáâ¢ã ¯à®áâ®© «¥¬¬ë �®è¨ § 1 £« ¢ë II.9)�â¨ ãá«®¢¨ï, ª®¥ç®, ¢ë¯®«ïîâáï ¤«ï á¥â¨ à¥¡¥à ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¤¨ £® «¥© ¥£® £à ¥©. �«®¢® ý«¨¨ïþ ®§ ç ¥â £®¬¥®¬®àäë© ®¡à §¯àï¬®«¨¥©®£® ®âà¥§ª .



��. X: § 2. ��������� ����� ���� 4113. � áá¬®âà¨¬ á¥âì, ®¡à §®¢ ãî ®¤¨¬¨ ®â¬¥ç¥ë¬¨ à¥¡à ¬¨; ¥®â-¬¥ç¥ë¥ à¥¡à  ¬ë ¢®¢á¥ ¨áª«îç¨¬ ¨§ à áá¬®âà¥¨ï. �  à §¡¨¢ ¥â à á-á¬ âà¨¢ ¥¬ãî ¯®¢¥àå®áâì   ®¡« áâ¨. �§ ãá«®¢¨ï   «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â, çâ®®¡« áâ¥©, ®£à ¨ç¥ëå â®«ìª® ¤¢ã¬ï à¥¡à ¬¨, ¥â.�á«¨ ¯®¤áç¨âë¢ âì ®¡é¥¥ ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¯à¨ ®¡å®¤ å ¢®ªàã£ ®¡« -áâ¥©, â® ¯®«ãç¨¬ â® �¥ á ¬®¥ ç¨á«® N , ¯®â®¬ã çâ® ¯¥à¥å®¤ ®â ®¤®£® à¥¡à ª á®á¥¤¥¬ã ¯à®¨áå®¤¨â ®¤®¢à¥¬¥® ª ª ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë, â ª ¨ ¢®ªàã£®¡« áâ¨. Ǒà¨ íâ®¬ à¥¡à®, ¯à¨ ¤«¥� é¥¥ ®¡« áâ¨, ® ¥ ®â¤¥«ïîé¥¥ ¥¥ ®â¤àã£¨å ®¡« áâ¥©, ¯à®å®¤¨âáï ¤¢ �¤ë (á¬. à¨á. 61, á. 86). � á¢ï§¨ á íâ¨¬â ª®¥ à¥¡à® áç¨â ¥âáï §  ¤¢¥ áâ®à®ë ®¡« áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ Fn ®§ ç ¥âç¨á«® ®¡« áâ¥© á n áâ®à® ¬¨,   K | ®¡é¥¥ ç¨á«® à¥¡¥à, â®
G

A
b

a

H*

�¨á. 150
2K =∑

n

nFn. (2)�á«¨ E, K, F | ç¨á«  ¢¥àè¨, à¥¡¥à ¨ ®¡« -áâ¥©, â® ¯® ®¡®¡é¥®© â¥®à¥¬¥ �©«¥à 
E −K + F > 2. (3)�âáî¤ , ã¬®� ï   4 ¨ ¯®«ì§ãïáì ä®à¬ã«®©(2), ¯®«ãç ¥¬4E − 8 >∑

n

2(n− 2)Fn. (4)Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ® ®¡é¥¥ ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â¥à ¢¥áâ¢ã
N 6

∑

n

2(n− 2)Fn − 2E∗, (5)â® â¥¬ ¡®«¥¥ ¡ã¤¥â ¢¥à® ¥à ¢¥áâ¢® (1).�âã ®æ¥ªã (5) ¤«ï ®¡é¥£® ç¨á«  ¯¥à¥¬¥ § ª  ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¯®¤áç¥â®¬¯¥à¥¬¥ § ª  ¢®ªàã£ ®¡« áâ¥©.4. Ǒãáâì G | ®¤  ¨§ ®¡« áâ¥© ¢ á¥â¨ ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à. �ã¤¥¬ £®¢®-à¨âì, çâ® ¥¥ ¢¥àè¨  A ¥áâì ®á®¡ ï ¢¥àè¨  ¢ ®¡« áâ¨ G, ¥á«¨ 1) ¢¥àè¨-  A | ®á®¡ ï ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¤ ®£® ¢ «¥¬¬¥; 2) áâ®à®ë ®¡« -áâ¨ G, áå®¤ïé¨¥áï ¢ A, áãâì ª ª à § ¤¢  ªà ©¨å à¥¡à  ¢ àï¤ã ¯®¤å®¤ïé¨åª A ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à, ª®â®àë¥ «¥� â   ®¤®© ýáâ à®© £à ¨þ; á®£« á®®¯à¥¤¥«¥¨î ®á®¡®© ¢¥àè¨ë, íâ¨ ªà ©¨¥ à¥¡à  ®â¬¥ç¥ë ®¤¨¬ § ª®¬.�§ á¢®©áâ¢ ®á®¡ëå ¢¥àè¨ á¥â¨, ãª § ëå ¢ «¥¬¬¥, «¥£ª® ¢ëâ¥ª îâ á«¥-¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¢¥àè¨, ®á®¡ëå ¢ «î¡®© ®¡« áâ¨ G:



412 �. �. �����������1) �áïª ï ®á®¡ ï ¢¥àè¨  á¥â¨ ®ª §ë¢ ¥âáï ®á®¡®© ¢ ®¤®© ¨ â®«ìª® ®¤®©®¡« áâ¨.2) � ®á®¡®© ¢¥àè¨¥ ®¡« áâ¨ G ¥â ¯¥à¥¬¥ë § ª  ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£®¡« áâ¨ G.3) �á«¨ ¢¥àè¨  A ®¡« áâ¨ G| ®á®¡ ï ¢ G, â® áå®¤ïé¨¥áï ¢ ¥© áâ®à®ë
a, b ®¡« áâ¨ G áãâì à¥¡à  ¨«¨ ¤¨ £® «¨ ®¤®© áâ à®© £à ¨ H. �® ¢áïª®¬á«ãç ¥ ®¨ ¢ëà¥§ îâ ¨§ H ¥ª®â®àãî ç áâì H∗, ª®â®àãî ¬ë â ª�¥  §®¢¥¬ý£à ìîþ. H∗ á®¢¯ ¤ ¥â á H â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ®¡  ãª § ëå à¥¡à áãâì (áâ àë¥) à¥¡à  £à ¨ H (à¨á. 150); £à ì H∗ ¯®ªàëâ  £®à¨§®â «ì®©èâà¨å®¢ª®©, ®¡« áâìG| ¢¥àâ¨ª «ì®©,   £à ìH |  ª«®®©. �à ìH∗¥áâì ç áâì áâ à®© £à ¨H, ®áâ «ì ï ç áâì £à ¨H ¯®¯ «  ¢ G. �¡« áâì G¨ £à ì H∗ «¥� â ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â à¥¡¥à a, b, ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¢¡«¨§¨¨å 10). H∗ ¥áâì ª ª à § â  ç áâì £à ¨ H,   ª®â®à®© «¥� â ¯®¤å®¤ïé¨¥
C

A G B

D
H

H′�¨á. 151
ª A ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à , ®âªã¤  ïá®,çâ® H ®â¤¥«¥  ®â G ªà ©¨¬¨ ¨§íâ¨å à¥¡¥à.4) �á«¨ ¤¢¥ á®á¥¤¨¥ ¢¥àè¨ë A¨ B ®¡« áâ¨ G | ®á®¡ë¥ ¢ G, â®¢á¥ âà¨ áâ®à®ë AB, AC, BD ®¡-« áâ¨ G ¯à¨ ¤«¥� â ®¤®© £à ¨(à¨á. 151). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª ª â®«ì-ª® çâ® ®â¬¥ç¥®, áâ®à®ë AB, AC ¯à¨ ¤«¥� â ®¤®© £à ¨ H, ®â¤¥«¥®©®â G, ¨ â®ç® â ª �¥ áâ®à®ë AB ¨ BD ¯à¨ ¤«¥� â ®¤®© £à ¨ H ′, ®â¤¥-«¥®© ®â G. �® ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â AB ¬®�¥â «¥� âì â®«ìª® ®¤  £à ì,  ¯®â®¬ã H ¨ H ′ á®¢¯ ¤ îâ.5. Ǒ®á«¥ íâ¨å § ¬¥ç ¨© ®¡à â¨¬áï ª ®æ¥ª¥ ç¨á«  ¯¥à¥¬¥ § ª  ¯à¨®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ «î¡®© ®¡« áâ¨ G.Ǒãáâì eG | ç¨á«® ¢á¥å ¢¥àè¨ ®¡« áâ¨ G, e∗G | ç¨á«® ¥¥ ®á®¡ëå ¢¥àè¨,  nG | ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ G. Ǒ®ª �¥¬, çâ®

nG 6 2(eG − e∗G − 2). (6)� ª ª ª ¢ ®á®¡ëå ¢¥àè¨ å ¥â ¯¥à¥¬¥ § ª , â®
nG 6 eG − e∗G,ªà®¬¥ â®£®, nG § ¢¥¤®¬® ç¥â® ¨ ¯®íâ®¬ã

nG 6 2 [eG − e∗G2 ]

, (7)10)� à ¥¥ ¢®¢á¥ ¥ ïá®, çâ® £à ì H∗ ¥ ¬®�¥â ¢å®¤¨âì ¢ ®¡« áâì G; å®âï H∗ à §-à¥§   ý®¢ë¬¨ à¥¡à ¬¨þ, ® ¥ª®â®àë¥ ¥¥ ªãáª¨ ¬®£«¨ ¡ë ¢å®¤¨âì ¢ G. �¤ ª® ¢¡«¨§¨ãª § ëå à¥¡¥à â®£® ¡ëâì ¥ ¬®�¥â, ¢ ç¥¬ ¨ á®áâ®¨â  è¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥.



��. X: § 2. ��������� ����� ���� 413£¤¥ ¯àï¬ë¥ áª®¡ª¨ ®¡®§ ç îâ, ª ª ¯à¨ïâ®, æ¥«ãî ç áâì § ª«îç¥®£® ¢¨å ç¨á« .�á«¨ x > 3, â®, ª ª «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì,
[x2 ] 6 x− 2.Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ eG − e∗G > 3 ¨§ (7) á«¥¤ã¥â ã�ë©  ¬ à¥§ã«ìâ â:

nG 6 2(eG − e∗G − 2). (8)Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® eG−e∗G < 3, â. ¥. çâ® ã ®¡« áâ¨G ¥áâì ¬ ªá¨¬ã¬¤¢¥ ¥®á®¡ë¥ ¢¥àè¨ë. Ǒ® ¤®ª § ®¬ã ¢ëè¥ ®¡« áâ¥© â®«ìª® á ¤¢ã¬ï¢¥àè¨ ¬¨ ¡ëâì ¥ ¬®�¥â,   ¯®â®¬ã eG > 3 ¨ ¯à¨ eG− e∗G < 3 ¡ã¤¥â e∗G > 1,â. ¥. ®¡« áâìG  ¢¥à®¥ ¨¬¥¥â ®á®¡ë¥ ¢¥àè¨ë. �¨á«® �¥ ¥®á®¡ëå ¢¥àè¨
eG − e∗G 6 2.�®ª �¥¬, çâ® ¥®á®¡ëå ¢¥àè¨ ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¬¥ìè¥ ¤¢ãå,   ¥á«¨ ¨å¤¢¥, â® ®¨ ¥á®á¥¤¨¥.�®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥ ¨ ¯ãáâì ¨¤ãé¨¥ ¯®¤àï¤ ¢¥àè¨ë A1, . . . , Ae−2 ®¡-« áâ¨ G | ®á®¡ë¥,   ¤¢¥ ®áâ ¢è¨¥áï á®á¥¤¨¥ ¢¥àè¨ë Ae−1, Ae | ¬®�¥â¡ëâì, ¨ ¥®á®¡ë¥. �®£¤  ¨§ ®â¬¥ç¥®£® ¢ëè¥ ¯®á«¥¤¥£® á¢®©áâ¢  ®á®¡ëå¢¥àè¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ áâ®à®ë AeA1, A1A2, . . . , Ae−2Ae−1 ¯à¨ ¤«¥� â®¤®© £à ¨ H∗. � â ª®¬ á«ãç ¥ áâ®à®  Ae−1Ae â ª�¥ ¯à¨ ¤«¥�¨â H∗,¯®â®¬ã çâ® ¯® ãá«®¢¨î ¢ «¥¬¬ë à¥¡à® ¨áå®¤®© á¥â¨, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¤¢¥ ¢¥à-è¨ë ®¤®© £à ¨, ¯à¨ ¤«¥�¨â ¥©. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ áâ®à®  Ae−1Ae¥áâì ýáâ à®¥ à¥¡à®þ, â® ®  ¥áâì à¥¡à® £à ¨ H∗, ¥á«¨ �¥ ®  ¥áâì ý®¢®¥à¥¡à®þ, â® ®  ï¢«ï¥âáï ¤¨ £® «ìî £à ¨ H∗. � ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥ áâ®à® 
Ae−1Ae ®â¤¥«ï¥â ®â £à ¨ H∗ ¥ª®â®àãî ¥¥ ç áâì. � ª ¨«¨ ¨ ç¥, ®ª §ë¢ -¥âáï, çâ® ¢á¥ áâ®à®ë ®¡« áâ¨ G ®£à ¨ç¨¢ îâ ®¡« áâì H∗∗, £®¬¥®¬®àäãîªàã£ã.Ǒ® ®á®¢®¬ã á¢®©áâ¢ã ®á®¡ëå ¢¥àè¨ ¨§ ¢á¥å ¢¥àè¨A1, . . . , Ae−2 ¤®«�-ë ¨áå®¤¨âì à¥¡à , «¥� é¨¥ ¬¥�¤ã à¥¡à ¬¨ AiAi+1. �â¨ à¥¡à  ¤®«�ë¡ëâì, ®ç¥¢¨¤®, ¤¨ £® «ï¬¨ £à ¨ H∗ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ®¡« áâ¨ H∗∗. Ǒ® ãá«®-¢¨î ®¨ ¥ ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï. �® A1, . . . , Ae−2 áãâì ¢á¥ ¢¥àè¨ë ®¡« -áâ¨ H∗∗, ªà®¬¥ ¤¢ãå á®á¥¤¨å Ae−1, Ae, ¨ â ª ª ª H∗∗ £®¬¥®¬®àä  ªàã£ã,â® ¨§ ª �¤®© ¢¥àè¨ë A1, . . . , Ae−2 ¥«ì§ï ¯à®¢¥áâ¨ å®âï ¡ë ¯® ®¤®© ¤¨ -£® «¨ â ª, çâ®¡ë íâ¨ ¤¨ £® «¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª «¨áì 11). (� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨
e = 3 ¨ ¥áâì â®«ìª® ®¤  ®á®¡ ï ¢¥àè¨  A1, â® ¤¨ £® «¥© ¥â ¢®¢á¥.)�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ ¨ ¨¬¥¥âáï ¤¢¥ ¥®á®¡ë¥ ¢¥àè¨ë, â® ®¨ ¥á®á¥¤¨¥.11)�âà®£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®«ãç ¥âáï ¥¬¥¤«¥® ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¢¥àè¨.



414 �. �. ������������® ¥á«¨ ¢á¥ ¢¥àè¨ë, ªà®¬¥ ¤¢ãå ¥á®á¥¤¨å, | ®á®¡ë¥, â® ¢á¥ áâ®à®ë®¡« áâ¨ G ¯®¤å®¤ïâ ª ®á®¡ë¬ ¢¥àè¨ ¬ ¨ ¯®â®¬ã   ¢á¥å ¨å áâ®ïâ ®¤¨ -ª®¢ë¥ § ª¨, â. ¥. ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ nG = 0. �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥à §®áâì ç¨á«  ¢á¥å ¢¥àè¨ ¨ ®á®¡ëå ¢¥àè¨ eG − e∗G = 2. Ǒ®íâ®¬ã
nG = 2(eG − e∗G − 2),â. ¥. ®æ¥ª  (6) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â ª�¥ ¢ á«ãç ¥ eG − e∗G < 3.6. �«®�¨¢ ç¨á«  ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ nG ¤«ï ¢á¥å ®¡« áâ¥© G, ¯®«ãç¨¬ ®¡é¥¥ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª®¢ N ¨ ¢ á¨«ã ®æ¥ª¨ (6) ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

N =∑nG 6
∑ 2(eG − 2)− 2∑ e∗G. (9)�á«¨ Fn ¥áâì ç¨á«® ®¡« áâ¥© G á n ¢¥àè¨ ¬¨, â. ¥. á n áâ®à® ¬¨, â®

∑ 2(eG − 2) =∑
n

2(n− 2)Fn. (10)� «¥¥, ª �¤ ï ®á®¡ ï ¢¥àè¨  á¥â¨ ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨®©, ®á®¡®© ¢ ®¤®© ¨â®«ìª® ®¤®© ®¡« áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã áã¬¬  ç¨á¥« ®á®¡ëå ¢¥àè¨ ¯® ¢á¥¬ ®¡« -áâï¬ à ¢  ç¨á«ã ¢á¥å ®á®¡ëå ¢¥àè¨ á¥â¨, â. ¥.
∑

e∗G = E∗. (11)Ǒ®íâ®¬ã ®æ¥ªã (9) ¬®�® ¯¥à¥¯¨á âì â ª:
N 6

∑

n

2(n− 2)Fn − 2E∗.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥à ¢¥áâ¢® (5) ¤®ª § ®,   ¢¬¥áâ¥ á ¨¬ ¤®ª §   ¨ ¢áïãá¨«¥ ï «¥¬¬  �®è¨.
§ 3. �â æ¨® à®áâì ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¬®£®£à ¨ª ¯à¨ áâ æ¨® à®áâ¨ ¥£® ¯«®áª¨å ã£«®¢1. Ǒãáâì P | ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª; ® ¬®�¥â ¡ëâì § ¬ªãâë¬, ¡¥á-ª®¥çë¬ ¨«¨ ¬®�¥â ¨¬¥âì £à ¨æã.� §®¡ì¥¬ ¥£® £à ¨   ¯à®¨§¢®«ìë¥ ç áâ¨ ®âà¥§ª ¬¨ (¨«¨ ¯®«ã¯àï¬ë-¬¨ ¢ á«ãç ¥ ¡¥áª®¥çëå £à ¥©), ¥ ¢áâà¥ç îé¨¬¨áï ¢ãâà¨ £à ¥©. �®-æë íâ¨å ®âà¥§ª®¢ ¬®£ãâ, á«¥¤®¢ â¥«ì®, «¥� âì â®«ìª®   à¥¡à å ¨«¨ ¢¢¥àè¨ å ¬®£®£à ¨ª  12).12)�¥§ íâ®£® ãá«®¢¨ï ¨§ áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¥ ¬®�¥â ¢ëâ¥ª âì áâ æ¨®- à®áâì ¤¢ã£à ëå ã£«®¢, ª ª íâ® ïá® ¨§ § ¬¥ç ¨ï, á¤¥« ®£® ¢ ª®æ¥ § 1. �á«¨, ¯à¨¬¥à, à §¡¨âì £à ì ªã¡ , ¯à®¢¥¤ï ¢ ¥© ¤¢¥ ¤¨ £® «¨, â® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¥ ¡ã-¤ãâ áâ æ¨® àë¬¨. (�â® ª á ¥âáï à §¡¨¥¨© áâ àëå £à ¥©, ¯à¨ ª®â®àëå ¯®ï¢«ïîâáï®¢ë¥ ¢¥àè¨ë, á¬. à¥§ã«ìâ â �.�®¥««¨, ã¯®¬ïãâë© ¢ ¯®¤áâà®ç®¬ ¯à¨¬¥ç ¨¨ 32)  á. 129, 130. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .)



��. X: § 3. �������������� ���������� ����� 415� �¤ãî ç áâì £à ¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì £à ìî, ®âà¥§ª¨ ¨«¨ ¯®«ã¯àï-¬ë¥, à §¡¨¢ îé¨¥ £à ¨, | à¥¡à ¬¨, ª®æë íâ¨å ®âà¥§ª®¢ (¨«¨ ¯®«ã¯àï-¬ëå) | ¢¥àè¨ ¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ã ¬®£®£à ¨ª  ¯®ï¢«ïîâáï ý¥ -áâ®ïé¨¥þ à¥¡à , «¥� é¨¥ ¢ãâà¨ ¥£® ¨áâ¨ëå £à ¥©, ¨ ý¥ áâ®ïé¨¥þ¢¥àè¨ë, «¥� é¨¥ ¢ãâà¨ ¥£® ¨áâ¨ëå à¥¡¥à. �áî¤ã ¤ «ìè¥ ¢ íâ®¬ ¨ ¢á«¥¤ãîé¨å ¯ à £à ä å £à ¨, à¥¡à  ¨ ¢¥àè¨ë ¡ã¤ãâ ¯®¨¬ âìáï ¢ ãª -§ ®¬ ®¡®¡é¥®¬ á¬ëá«¥.�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¥¯à¥àë¢ãî ¤¥ä®à¬ æ¨î ¬®£®£à ¨ª  P á ¨§-¬¥¥¨¥¬ ¥ª®â®à®£® ¯ à ¬¥âà  t, ¯à¨ç¥¬  ç «ì®¬ã ¯®«®�¥¨î ®â¢¥ç ¥â
t = 0. �¥ä®à¬ æ¨î ¬ë ¯®¤ç¨ï¥¬ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:1) ª �¤ ï ¢¥àè¨ , ¢ª«îç ï ¨ ý¥ áâ®ïé¨¥þ, ¤¢¨�¥âáï á ®¯à¥¤¥«¥®©(¬®�¥â ¡ëâì, ¯¥à¥¬¥®©) áª®à®áâìî, â. ¥. ¥¥ ª®®à¤¨ âë áãâì ¤¨ää¥à¥-æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨ ®â t;2) ¨ ®¢ëå ¢¥àè¨, ¨ ®¢ëå à¥¡¥à ¥ ¯®ï¢«ï¥âáï.�§ íâ¨å ãá«®¢¨© á ®ç¥¢¨¤®áâìî ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¨áâ¨ë¥ £à ¨ ¬®£®-£à ¨ª  ¥ «®¬ îâáï ¨ ç¥, ª ª ¯® § à ¥¥ ¢¢¥¤¥ë¬ ¥ áâ®ïé¨¬ à¥¡-à ¬, ¨ çâ® ¨å ç áâ¨, ¯à¨ïâë¥ §  £à ¨, ¢à é îâáï ¢®ªàã£ ¨å ®¡é¨å à¥¡¥à á®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨, ¯à¨ç¥¬ á ¬ë¥ à¥¡à  â ª�¥ ¢à é îâáï ¨ ¬¥ï-îâ á¢®î ¤«¨ã. �ç¥¢¨¤® â ª�¥, çâ® ¢á¥ í«¥¬¥âë ¬®£®£à ¨ª , ¢ ç áâ-®áâ¨ ¯«®áª¨¥ ¨ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë, ¬¥ïîâáï á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨,â. ¥. áãâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨ ®â t. �®¢á¥ ¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ®¬®£®£à ¨ª ¤®«�¥ ®áâ ¢ âìáï ¢ë¯ãª«ë¬.� «ìè¥ à¥çì ¨¤¥â ¨¬¥® ® â ª¨å ¤¥ä®à¬ æ¨ïå.� á ¨â¥à¥áãîâ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¨§ áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®áª¨å ã£«®¢á«¥¤ã¥â áâ æ¨® à®áâì ¤¢ã£à ëå ã£«®¢. �¥è¥¨¥ íâ®£® ¢®¯à®á  ¯®«ãç¨â-áï ¨§ á®¥¤¨¥¨ï «¥¬¬ë 1 § 1 á ãá¨«¥®© «¥¬¬®© �®è¨, ¤®ª § ®© ¢ § 2.� «¥¬¬¥ 1 § 1 ¢®§¬®�¥ á«ãç © 4, ª®£¤  ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë ¥â ¯¥à¥¬¥§ ª®¢, ® ¥áâì ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à . �¤ ª®, ª ª â ¬ ãª § ®, íâ®â á«ãç ©¬®�¥â ¨¬¥âì ¬¥áâ® «¨èì ¢ ¢¥àè¨¥ ã£« , á¢®¤ïé¥£®áï ª ¤¢ã£à ®¬ã, ¨¯à¨â®¬ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  íâ®â ã£®« â ª ¨ ®áâ ¥âáï ¤¢ã£à ë¬ (á â®ç®-áâìî ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ª®¥ç®). �âáî¤  ïá®, çâ® â ª¨¥ ¢¥àè¨ë ¬®�®¨áª«îç¨âì ¢®¢á¥: ¢á¥ ¥ áâ®ïé¨¥ à¥¡à , ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª ¨¬, ¥ ®â¬¥ç¥ë ¨¬®£ãâ ¡ëâì ¨áª«îç¥ë,   ®¡   áâ®ïé¨å à¥¡à , ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª ®¤®© â ª®©¢¥àè¨¥, ®¡à §ãîâ ®¤® à¥¡à®.�â ª, á«ãç © 4 «¥¬¬ë 1 § 1 ¨áª«îç ¥âáï, ¨ ®áâ îâáï, ¥ áç¨â ï ®âáãâ-áâ¢¨ï ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à, â®«ìª® á«ãç ¨ 1{3, ª®â®àë¥ ª ª à § ¢å®¤ïâ ¢ ãá¨-«¥ãî «¥¬¬ã �®è¨. �â® ¯à¨¢®¤¨â ª â¥®à¥¬ ¬ ® áâ æ¨® à®áâ¨ ¤¢ã£à -ëå ã£«®¢ ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢.2. �¥®à¥¬  1. �á«¨ ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à -¨ª  ¢á¥ ã£«ë   ¥£® £à ïå áâ æ¨® àë, â® ¢á¥ ¥£® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë â ª�¥áâ æ¨® àë.



416 �. �. ������������®¯®áâ ¢¨¬ ª �¤®¬ã à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  § ª  ç «ì®© áª®à®áâ¨ ¨§-¬¥¥¨ï ¤¢ã£à ®£® ã£«  ¯à¨ íâ®¬ à¥¡à¥; à¥¡à  á® áâ æ¨® àë¬¨ ¤¢ã£à -ë¬¨ ã£« ¬¨ ®áâ ¢¨¬ ¥®â¬¥ç¥ë¬¨. � ª ª ª ¯«®áª¨¥ ã£«ë áâ æ¨® àë,â® à á¯®«®�¥¨¥ § ª®¢ ¢®ªàã£ ª �¤®© ¢¥àè¨ë ¤®«�® ã¤®¢«¥â¢®àïâì«¥¬¬¥ 1 § 1. �¤ ª® ¯® ãá¨«¥®© «¥¬¬¥ �®è¨, ¤®ª § ®© ¢ § 2, à á¯®-«®�¥¨¥ § ª®¢ á â ª¨¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¥¢®§¬®�®, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤® à¥¡à®®â¬¥ç¥® § ª®¬. Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ à¥¡à  ¤®«�ë ¡ëâì ¥®â¬¥ç¥ë¬¨, çâ® ¨âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì 13).3. �¥®à¥¬  2. Ǒãáâì P | ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ®£à ¨-ç¥ë© ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®© ¨ ®¡« ¤ îé¨© â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¨ª -ª ï ¥£® ¢ãâà¥ïï, â. ¥. ¥ «¥� é ï   £à ¨æ¥, ¢¥àè¨  ¥ á®¥¤¨¥  á£à ¨æ¥© ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤¨¬ à¥¡à®¬. �á«¨ ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ â ª®£® ¬®£®£à -¨ª  ¢á¥ ¥£® ¯«®áª¨¥ ã£«ë ¯à¨ ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨ å áâ æ¨® àë, â® ¢á¥¤¢ã£à ë¥ ã£«ë â ª�¥ áâ æ¨® àë.�â®�¤¥áâ¢¨¢ ¬ëá«¥® ¢á¥ â®çª¨ £à ¨æë ¬®£®£à ¨ª  P ¢ ®¤ã â®ç-ªã O, ¬ë ¯à¥¢à â¨¬ ¥£® ¢ ¯®¢¥àå®áâì P , £®¬¥®¬®àäãî áä¥à¥. �  ¡ã¤¥âà §¡¨â    £à ¨ á¥âìî P ′ ¢ãâà¥¨å à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª  P á ãá«®¢¨-¥¬, çâ® ¢ P ′ ¢á¥ à¥¡à , ¯®¤å®¤¨¢è¨¥ ª £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  P , áå®¤ïâáï ¢®¤®© â®çª¥ O. Ǒà¨ íâ®¬ ¯® ãá«®¢¨î,  «®�¥®¬ã   ¬®£®£à ¨ª P , ¨-ª ª ï ¢¥àè¨  ¥ ¡ã¤¥â á®¥¤¨¥  á ¢¥àè¨®© O ¤¢ã¬ï à¥¡à ¬¨. Ǒ®íâ®¬ãá¥âì   ¯®¢¥àå®áâ¨ P ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬, ¯®áâ ¢«¥ë¬ ¢ ãá¨«¥®©«¥¬¬¥ �®è¨.�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª P ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª, çâ® ¯«®áª¨¥ ã£«ë¯à¨ ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨ å áâ æ¨® àë,   ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¥ áâ æ¨® à-ë. �®£¤ , à ááâ ¢¨¢   ¥£® à¥¡à å § ª¨ á®£« á® ¨§¬¥¥¨î ¤¢ã£à ëåã£«®¢, ¯®«ãç¨¬ ¢®ªàã£ ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï § ª®¢, ¯à¥¤ã-á¬®âà¥ë¥ «¥¬¬®© 1 § 1. �á«¨ íâ¨ § ª¨ ¯¥à¥¥áâ¨   à¥¡à  á¥â¨ P ′, â®â®«ìª® ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë O à á¯à¥¤¥«¥¨¥ § ª®¢ ®ª �¥âáï ¥ ¯®¤ç¨¥ë¬¨ª ª¨¬ ãá«®¢¨ï¬. �® ãá¨«¥ ï «¥¬¬  �®è¨ ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® ¤ �¥ ¯à¨ «¨ç¨¨ ®¤®© â ª®© ¨áª«îç¨â¥«ì®© ¢¥àè¨ë à ááâ ®¢ª  § ª®¢ á ãá«®-¢¨ï¬¨ «¥¬¬ë 1 § 1 ¥¢®§¬®� . Ǒ®íâ®¬ã ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¥ ¬®£ãâ ¥ ¡ëâìáâ æ¨® àë¬¨.13)� ®â«¨ç¨¥ ®â â¥®à¥¬ë 1 § 2 £«. III ® à ¢¥áâ¢¥ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¯à¨ à ¢¥áâ¢¥¯«®áª¨å ã£«®¢, ¤  ï â¥®à¥¬  ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢, ¢ëà®�¤ îé¨åáï ¢ ¤¢ �¤ë ¯®ªàë-âë¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ¥¢¥à  ¤ �¥ ¯à¨ â®¬ ãá«®¢¨¨, çâ®, ¤¥ä®à¬¨àãïáì, ¬®£®£à ¨ª®áâ ¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ (¨áª«îç ï âà¨¢¨ «ìë© á«ãç © ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâ®£® âà¥ã£®«ì¨ª ).�®§ì¬¥¬,  ¯à¨¬¥à, ¤¢ �¤ë ¯®ªàëâë© ª¢ ¤à â ABCD á® áâ®à®®©, à ¢®© a, ¨ ¢ë¤¢¨-¥¬ ¢¥àè¨ã D ¨§ ¥£® ¯«®áª®áâ¨   ¢ëá®âã h = vt, £¤¥ v | áª®à®áâì ¤¢¨�¥¨ï ¢¥àè¨-ë D. Ǒ®«ãç¨¬ â¥âà í¤à á à¥¡à®¬ CD = √a2 + h2 ≈ a + 12 h2
a

= a + 12 v2
a
t2. �âáî¤ «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¨§¬¥¥¨¥ ¯«®áª¨å ã£«®¢ ¡ã¤¥â ¯®àï¤ª  t2, â. ¥. ¢á¥ ®¨ áâ æ¨® àë,¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¨§¬¥¥¨¥ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, ¯®àï¤ª  t.



��. X: § 3. �������������� ���������� ����� 417�¥®à¥¬  3. �á«¨   ¡¥áª®¥ç®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬®£®£à ¨ª¥, ¨§ ª �¤®©¢¥àè¨ë ª®â®à®£® ¨áå®¤¨â ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® ¡¥áª®¥ç®£® à¥¡à , ¢á¥ ¯«®áª¨¥ã£«ë áâ æ¨® àë, â® ¨ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë áâ æ¨® àë.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ã�® â®«ìª® ®âà¥§ âì ®â ¬®£®£à ¨ª  ª®¥çãîç áâì â ª, çâ®¡ë ª ¥¥ £à ¨æ¥ ¯®¤å®¤¨«¨ â®«ìª® ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à . �®£¤ ®áâ ¥âáï á®á« âìáï   â¥®à¥¬ã 2.� ª ª ª   ¡¥áª®¥ç®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ á ªà¨¢¨§®© 2π ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥à¥¡à  ¯ à ««¥«ìë ¨ ¯®â®¬ã § ¢¥¤®¬® ¥ ¬®£ãâ ¨áå®¤¨âì ¨§ ¢¥àè¨ ¡®«¥¥ç¥¬ ¯® ®¤®¬ã, â® ¢ â¥®à¥¬¥ 3 § ª«îç ¥âáï�¥®à¥¬  4. �á«¨ ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨-ª  á ¯®«®© ªà¨¢¨§®© 2π ¯«®áª¨¥ ã£«ë áâ æ¨® àë, â® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ëâ®�¥ áâ æ¨® àë.4. �«ï ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª , ¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨î â¥®-à¥¬ë 3, ¨§ áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®áª¨å ã£«®¢ áâ æ¨® à®áâì ¤¢ã£à ëå ã£-«®¢, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ á«¥¤ã¥â. Ǒà¨¬¥à â®¬ã ¤ ¥â ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®£à -®£® ã£« .�¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ®¡« ¤ îé¨© ¥¯ à ««¥«ìë¬¨¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨, ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«, ¥ ¢ëà®�¤ îé¨©áï ¢ ¯®«ã-¯àï¬ãî. �¥¡à  íâ®£® ã£«  ¯ à ««¥«ìë ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨-ª ,   ¯®â®¬ã ¯à¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ¬®£®£à ¨ª  ®¨ ¢à -é îâáï á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨, ¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« á®®â¢¥âáâ¢¥®¤¥ä®à¬¨àã¥âáï.�¥®à¥¬  5. �á«¨ ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¯à¥¤¥«ìë© ã£®«ª®â®à®£® ¥ ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¯®«ã¯àï¬ãî, ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª, çâ® ¢á¥ ã£«ë  ¥£® £à ïå ¨ ¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« áâ æ¨® àë 14), â® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë¬®£®£à ¨ª  â ª�¥ áâ æ¨® àë.Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¯à¥¤¥«ìë¬ ã£«®¬ V ,¥ á¢®¤ïé¨¬áï ª ¯®«ã¯àï¬®©. �®§ì¬¥¬ «î¡®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à® ¬®£®£à -¨ª  P ¨ ¯ãáâì p1, . . . , pn | ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à , ¯ à ««¥«ìë¥ ¤ ®¬ã,¢ª«îç ï ¥£® á ¬®£®, ¨ ¯à¨ ¤«¥� é¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® á¬¥�ë¬ ¡¥áª®¥ç-ë¬ £à ï¬ (á¬. à¨á. 84   á. 170). �á¥ íâ¨ à¥¡à  p1, . . . , pn ®¡ê¥¤¨¨¬ ¢®¤¨ ª« áá. � ª, á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à à á¯ ¤ ¥âáï   ª« á-áë. � ç áâ®áâ¨, ª« áá ¬®�¥â á®¤¥à� âì â®«ìª® ®¤® à¥¡à®, ¥á«¨ ã £à ¥©,á¬¥�ëå ¯® íâ®¬ã à¥¡àã, ¥â à¥¡¥à, ¥¬ã ¯ à ««¥«ìëå.14)�¥¡à  ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¯ à ««¥«ìë ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª . Ǒ®íâ®-¬ã ãá«®¢¨¥ ¥£® áâ æ¨® à®áâ¨ à ¢®á¨«ì® áâ æ¨® à®áâ¨  ¯à ¢«¥¨© ¡¥áª®¥çëåà¥¡¥à. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯«®áª¨¥ ã£«ë ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯«®á-ª¨¬¨ ã£« ¬¨ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¬®£®£à ¨ª : ®¨ à ¢ë ã£« ¬ ¬¥�¤ã ¨å ¡¥áª®¥ç-ë¬¨ áâ®à® ¬¨. Ǒ®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì «¨èì áâ æ¨® à®áâ¨ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . �â® | ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¯à¨ ª« áá å ¯ à ««¥«ìëå ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à¢ á¬ëá«¥ § 4 £«. III.



418 �. �. ������������®¯®«¨¬ ¬®£®£à ¨ª P ¥á®¡áâ¢¥ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ¨ à¥¡à ¬¨ ¯® á«¥-¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨«ã:1) ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ®¤®£® ª« áá  áå®¤ïâáï ¢ ®¤®© ¥á®¡áâ¢¥®©¢¥àè¨¥,   à¥¡à  à §ëå ª« áá®¢ | ¢ à §ëå ¢¥àè¨ å;2) ¥á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥àè¨ë ¥áâ¥áâ¢¥® ®¡à §ãîâ æ¨ª«¨ç¥áªãî ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì®áâì. � �¤ë¥ ¤¢¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¥ ¥á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥àè¨ë á®¥¤¨-ï¥¬ ®¤¨¬ ¥á®¡áâ¢¥ë¬ à¥¡à®¬.�®¯®«¥ë© â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¬®£®£à ¨ª P ¬ë ®¡®§ ç¨¬ P ; ® ¡ã¤¥â£®¬¥®¬®àä¥ ¯à®áâ®¬ã ¬®£®ã£®«ì¨ªã: ý£à ¨æ þ ¥£® á« £ ¥âáï ¨§ ¥á®¡-áâ¢¥ëå à¥¡¥à. � �¤ ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  P ¡ã¤¥â ®£à ¨ç¥  § ¬ªã-â®© «®¬ ®© ¡¥§ ªà âëå â®ç¥ª. �¬¥® £à ¨æë ¡¥áª®¥çëå £à ¥© á ¯ -à ««¥«ìë¬¨ à¥¡à ¬¨ § ¬ëª îâáï ¢ ¥á®¡áâ¢¥ëå ¢¥àè¨ å,   £à ¨æë¡¥áª®¥çëå £à ¥© á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨ § ¬ëª îâ-áï ¥á®¡áâ¢¥ë¬¨ à¥¡à ¬¨.� �¤ë¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë A, B ¬®£®£à ¨ª  P ¬®£ãâ ¡ëâì á®¥¤¨¥ëâ®«ìª® ®¤¨¬ à¥¡à®¬ ¨ íâ® à¥¡à® ¯à¨ ¤«¥�¨â £à ¨ á ¢¥àè¨ ¬¨ A, B.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ®¡¥ ¢¥àè¨ë A, B | ®¤®¢à¥¬¥® á®¡áâ¢¥ë¥ ¨«¨¥á®¡áâ¢¥ë¥, â® íâ® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®. Ǒãáâì â¥¯¥àì ¢¥àè¨  A |á®¡áâ¢¥ ï,   B | ¥á®¡áâ¢¥ ï. �®£¤  á®¥¤¨ïîé¥¥ ¨å à¥¡à® AB |¡¥áª®¥ç®¥. � ¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨¥ B ¬®£ãâ áå®¤¨âìáï ¥é¥ â®«ìª® ¡¥á-ª®¥çë¥ à¥¡à , ¯ à ««¥«ìë¥ AB, ® ®¨ ¥ ¬®£ãâ á®¥¤¨ïâì ¥¥ á â®© �¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨®© A. Ǒ®íâ®¬ã à¥¡à® AB | ¥¤¨áâ¢¥®¥, á®¥¤¨ïîé¥¥¢¥àè¨ë A, B, ¨ ®® ¯à¨ ¤«¥�¨â ¤¢ã¬ á¬¥�ë¬ ¯® ¥¬ã £à ï¬. �¨ª -ª¨¥ ¤àã£¨¥ £à ¨ ¥ ¬®£ãâ á®¤¥à� âì ®¡¥ ¢¥àè¨ë A, B, ¯®â®¬ã çâ® ¤àã£¨¥£à ¨ á ¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨®© B ¯® ãá«®¢¨î ¨¬¥îâ à¥¡à , ¯ à ««¥«ìë¥
AB, ¨ á¬¥�ë ¯® íâ¨¬ à¥¡à ¬,   â®£¤  ®¨, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ¬®£ãâ ¨¬¥âì Aá¢®¥© ¢¥àè¨®©.�®§ì¬¥¬ â¥¯¥àì ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà P ′ ¬®£®£à ¨ª  P ¨ ®â®�¤¥áâ¢¨¬ã ®¡®¨å íâ¨å ¬®£®£à ¨ª®¢ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¥á®¡áâ¢¥ë¥ à¥¡à  ¨ ¢¥à-è¨ë. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬  ¡áâà ªâë© ¬®£®£à ¨ª P + P ′, ª®â®àë©¡ã¤¥â £®¬¥®¬®àä¥ áä¥à¥ ¨ ¡ã¤¥â ®¡« ¤ âì â¥¬¨ �¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ áâà®¥¨ï,ª ª¨¥ â®«ìª® çâ® ãáâ ®¢«¥ë ¤«ï ¬®£®£à ¨ª  P : ) ª �¤ ï £à ì   P + P ′ ®£à ¨ç¥  ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®© ¡¥§ªà âëå â®ç¥ª;¡) ¥á«¨ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë ®¤®© £à ¨ á®¥¤¨¥ë à¥¡à®¬, â® ¯®á«¥¤¥¥ ¯à¨- ¤«¥�¨â íâ®© £à ¨.�â® ª ª à § â¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¯®¤ç¨¥ë á¥â¨ à¥¡¥à, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥¢ ãá¨«¥®© «¥¬¬¥ �®è¨. Ǒ®íâ®¬ã íâ  «¥¬¬  ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥¥  ª¬®£®£à ¨ªã P + P ′.�á«¨ ¨áå®¤ë© ¬®£®£à ¨ª P ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï, â® ®â¬¥â¨¬ à¥¡à  ¬®£®-£à ¨ª  P +P ′ § ª ¬¨ ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨«ã. � �¤®¬ã á®¡áâ¢¥®¬ã



��. X: § 3. �������������� ���������� ����� 419à¥¡àã   P á®¯®áâ ¢«ï¥¬ § ª  ç «ì®© áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï ¤¢ã£à ®£®ã£«  ¢ P ¯à¨ íâ®¬ à¥¡à¥. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã à¥¡àã   P ′ á®¯®áâ ¢«ï¥¬¯à®â¨¢®¯®«®�ë© § ª. �¥¡à  áâ æ¨® àëå ¤¢ã£à ëå ã£«®¢,   â ª�¥¢á¥ ¥á®¡áâ¢¥ë¥ à¥¡à  ®áâ ¢«ï¥¬ ¥®â¬¥ç¥ë¬¨.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ã�® ¯®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¢á¥ ¯«®áª¨¥ ã£«ë¬®£®£à ¨ª  P ¨ ¥£® ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« V áâ æ¨® àë, â® ®â¬¥ç¥ëåà¥¡¥à ¡ëâì ¥ ¬®�¥â.�á«¥¤áâ¢¨¥ áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®áª¨å ã£«®¢ à á¯®«®�¥¨¥ § ª®¢ ¢®ªàã£ª �¤®© á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  P + P ′ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨,ãª § ë¬¨ ¢ «¥¬¬¥ 1 § 1 (â®«ìª®   P ′ § ª¨ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥, çâ® ¥¬®�¥â ¨£à âì à®«¨ ¤«ï ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨ ãá¨«¥®© «¥¬¬ë �®è¨, ª ª ïá® ¨§¥¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨).Ǒ®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¢®ªàã£ ª �¤®© ¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨ë «¨¡® ¢á¥à¥¡à  ¥ ®â¬¥ç¥ë, «¨¡® ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª .Ǒãáâì ¢ ¥á®¡áâ¢¥®© ¢¥àè¨¥ A áå®¤ïâáï ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  p1, . . . , pn¬®£®£à ¨ª P ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® à¥¡à  p′1, . . ., p′n ¬®£®£à ¨ª P ′.�¥á®¡-áâ¢¥ë¥ à¥¡à  ¯® ãá«®¢¨î ¥ ®â¬¥ç¥ë ¨ ¯®â®¬ã ¨å ¬®�® ¥ à áá¬ âà¨-¢ âì. �á¥ à¥¡à  pi ¯ à ««¥«ìë ¨ ¯à¨ ¡¥áª®¥ç®¬ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨ ¬®£®-£à ¨ª  P ª ¢¥àè¨¥ ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V ¤ îâ ®¤® à¥¡à® p   ã£«¥ V .�¥áª®¥çë¥ £à ¨, ¯®¤å®¤ïé¨¥ ª ªà ©¨¬ à¥¡à ¬ p1 ¨ pn, ¤ îâ £à ¨ã£«  V , áå®¤ïé¨¥áï ¢ à¥¡à¥ p. Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ α| ¤¢ã£à ë© ã£®« ¯à¥¤¥«ì-®£® ã£«  V ¯à¨ à¥¡à¥ p,   α1, . . . , αn | ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¬®£®£à ¨ª  P¯à¨ à¥¡à å p1, . . . , pn, â®
α = α1 + . . . + αn.�á«¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« áâ æ¨® à¥, â® (dα

dt

)

t=0 = 0 ¨ ¯®â®¬ã
(
dα1
dt

)

t=0 + . . . +(dαn
dt

)

t=0 = 0.�«¥¤®¢ â¥«ì®, «¨¡® ¢á¥ ã£«ë αi áâ æ¨® àë, «¨¡®  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨ ¨å¨§¬¥¥¨ï ¬¥ïîâ § ª.� ª ª ª   à¥¡à å p′1, . . . , p′n áâ ¢ïâáï ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ § ª¨, â® ¢ ¯¥à-¢®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ à¥¡à  ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A ¥ ®â¬¥ç¥ë,   ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥¯®«ãç ¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª  (¬¨¨¬ã¬ ¯® ®¤®© ¯¥à¥¬¥¥¢ ª �¤®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ p1, . . . , pn ¨ p′1, . . . , p′n ¨ ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë ¯à¨¯¥à¥å®¤¥ ®â ®¤®© ¨§ ¨å ª ¤àã£®©).�â ª, ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¥á«¨ ¡ë ¡ë«¨ ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à , â® à ááâ ®¢ª § ª®¢   à¥¡à å ¬®£®£à ¨ª  P + P ′ ¡ë«  ¡ë ¨¬¥® â ª®©, ¥¢®§¬®�-®áâì ª®â®à®© ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ãá¨«¥®© «¥¬¬®© �®è¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®,®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à ¡ëâì ¥ ¬®�¥â, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .



420 �. �. �����������5. �¥®à¥¬  6. �á«¨ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P , ®£à ¨ç¥ë© ®¤®©§ ¬ªãâ®© «®¬ ®©, ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª, çâ® ¢á¥ ã£«ë   ¥£® £à ïå,   â ª�¥ã£«ë ¬¥�¤ã ª �¤®© ¯ à®© £à ¨çëå à¥¡¥à, áå®¤ïé¨åáï ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥,áâ æ¨® àë, â® ¨ ¢á¥ ¥£® ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë áâ æ¨® àë.�®¯®áâ ¢¨¬ ª �¤®¬ã à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  P § ª  ç «ì®© áª®à®áâ¨¨§¬¥¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¤¢ã£à ®£® ã£« . �¥¡à  á® áâ æ¨® àë¬¨ã£« ¬¨,   â ª�¥ £à ¨çë¥ à¥¡à  ®áâ ¢¨¬ ¥®â¬¥ç¥ë¬¨. �®£¤  à á¯®-«®�¥¨¥ § ª®¢ ¢®ªàã£ ª �¤®© ¢ãâà¥¥© ¢¥àè¨ë ¡ã¤¥â ã¤®¢«¥â¢®àïâìãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë 1 § 1.Ǒãáâì A| £à ¨ç ï ¢¥àè¨  ¨ p, q| áå®¤ïé¨¥áï ¢ ¥© £à ¨çë¥ à¥¡-à . � âïã¢   ¨å ¯«®áª¨© ã£®« (p q), ¯®«ãç¨¬ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë©ã£®« á ¢¥àè¨®© A, ã ª®â®à®£® ¢á¥ ¯«®áª¨¥ ã£«ë áâ æ¨® àë. Ǒ®íâ®¬ã«¨¡® ¢á¥ à¥¡à , áå®¤ïé¨¥áï ¢ A, ¥ ®â¬¥ç¥ë, «¨¡® ¢®ªàã£ A ¨¬¥¥âáï ¯®ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª , ¢ª«îç ï § ª¨, ª®â®àë¥ ã�® â¥¯¥àìá®¯®áâ ¢¨âì à¥¡à ¬ p, q. �á«¨ ¯¥à¥¬¥ § ª  ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å, â®   áå®¤ï-é¨åáï ¢ A ¢ãâà¥¨å à¥¡à å ¬®£®£à ¨ª  P ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  ¯¥à¥¬¥ § ª . �á«¨ �¥ ¯¥à¥¬¥ § ª  â®«ìª® ¤¢¥, â® à ááâ ®¢ª  § ª®¢ ¤®«� ¡ëâì â ª®©, ª ª ãª § ® ¢ âà¥âì¥¬ á«ãç ¥ «¥¬¬ë 1 § 1: ¢á¥ ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à «¥� â   ®¤®© ¨áâ¨®© £à ¨ ¨ ªà ©¨¥ ¨§ ¨å ®â¬¥ç¥ë ®¤¨¬ § ª®¬.�â¨ ªà ©¨¥ à¥¡à  ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì à¥¡à ¬¨ p, q, â ª ª ª   ã£«¥ (p q) ¥â¢®®¡é¥ ¨ª ª¨å à¥¡¥à. Ǒ®íâ®¬ã ®¯ïâì-â ª¨   ¢ãâà¥¨å à¥¡à å ¬®£®-£à ¨ª  P , áå®¤ïé¨åáï ¢ ¢¥àè¨¥ A, ¥áâì ¯¥à¥¬¥  § ª .�¥¯¥àì ¡¥à¥¬ ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà P ′ ¬®£®£à ¨ª  P , à ááâ ¢«ï¥¬   ¥£®à¥¡à å ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ § ª¨ ¨ ®â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ £à ¨ç-ë¥ à¥¡à    P ¨ P ′. �®£¤ , à ááã�¤ ï â ª �¥, ª ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®-à¥¬ë 5, ã¡¥¤¨¬áï, çâ®  «¨ç¨¥ ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à ¯à¨¢®¤¨â ª â ª®© à ááâ -®¢ª¥ § ª®¢    ¡áâà ªâ®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P + P ′, ª®â®à ï ¯® ãá¨«¥®©«¥¬¬¥ �®è¨ ¥¢®§¬®� . Ǒ®íâ®¬ã ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à ¥â, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª -§  .Ǒ®«ì§ãïáì ý§ ¯ á®¬þ, ¨¬¥îé¨¬áï ¢ ãá¨«¥®© «¥¬¬¥ �®è¨, ¢ â¥®à¥¬¥ 6¤®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì áâ æ¨® à®áâì ã£«®¢ ¬¥�¤ã ¢á¥¬¨ ¯ à ¬¨ á¬¥�ëå£à ¨çëå à¥¡¥à, ªà®¬¥ âà¥å.� «¥¥, â¥®à¥¬  6 ¤®á«®¢® ¢¬¥áâ¥ á ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ ¯¥à¥®á¨âáï  ý«®ª «ì® ¢ë¯ãª«ë¥þ ¬®£®£à ¨ª¨, â. ¥. â ª¨¥, ã ª®â®àëå ¢á¥ ¬®£®£à -ë¥ ã£«ë ª ª ¯à¨ ¢ãâà¥¨å, â ª ¨ ¯à¨ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å | ¢ë¯ãª«ë¥(â®£¤ ,  âï£¨¢ ï ã£®«   ¯ àã £à ¨çëå à¥¡¥à, áå®¤ïé¨åáï ¢ ®¤®© ¢¥à-è¨¥, ¯®«ãç¨¬ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ë© ã£®«).6. �®¯à®á ® ¤®¯®«¨â¥«ìëå ãá«®¢¨ïå, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨å áâ æ¨® à®áâì¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¬®£®£à ¨ª , ®£à ¨ç¥®£® ¥áª®«ìª¨¬¨ «®¬ ë¬¨,®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬. �à¨¢¨ «ìë¬ ¡ë«® ¡ë ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¯«®áª¨¥ ã£-«ë   ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ ¬®£®£à ¨ª  ¡ë«¨ áâ æ¨® àë, | â®£¤  ¢á¥



��. X: § 4. ���������� ���������� ������ 421á¢¥«®áì ¡ë ª â¥®à¥¬¥ ® § ¬ªãâ®¬ ¬®£®£à ¨ª¥. � ª®¥ ãá«®¢¨¥  « £ -¥âáï, ®¤ ª®,   ¢áî £à ¨æã ¬®£®£à ¨ª  áà §ã, ¬¥�¤ã â¥¬ ª ª ãá«®¢¨¥â¥®à¥¬ë 6 ä®à¬ã«¨àã¥âáï ¤«ï ª �¤®© £à ¨ç®© ¢¥àè¨ë ¢ ®â¤¥«ì®áâ¨.�®¯à®á áâ®¨â ® â ª¨å «®ª «ìëå ãá«®¢¨ïå,   ¥ ®¡ ãá«®¢¨ïå ý¢ æ¥«®¬þ.
§ 4. �¥áâª®áâì ¬®£®£à ¨ª®¢¨ à ¢®¢¥á¨¥ áâ¥à�¥¢ëå á¨áâ¥¬1. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë à áá¬®âà¨¬ á«¥¤áâ¢¨ï ¯®«ãç¥ëå ¢ § 1 ¨ 3à¥§ã«ìâ â®¢ á â®çª¨ §à¥¨ï ¬¥å ¨ª¨.�¥®à¥¬  1. � ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á �¥áâª¨¬¨ £à ï¬¨ |�¥áâª¨© 15).�¥áâª®áâì £à ¥© ®§ ç ¥â, çâ® ¯à¨ ¢áïª®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®£à ¨ª ¤«¨ë ¨å à¥¡¥à ¨ ã£«ë áâ æ¨® àë. �® ¯® â¥®à¥¬¥ 1 § 3 ¯à¨ áâ æ¨® à®-áâ¨ ¯«®áª¨å ã£«®¢ áâ æ¨® àë â ª�¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë. �âáî¤  á«¥¤ã¥â,çâ®  ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  ¤®«�  á¢®¤¨âìáï ª ¤¢¨�¥¨î.�â®â ¢ë¢®¤ ®á®¢    ®ç¥¢¨¤®© ®¡é¥© «¥¬¬¥:�á«¨ ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª ª®£® ¡ë â® ¨ ¡ë«® ¬®£®£à ¨ª  ¢á¥ ¥£® à¥¡à ,  â ª�¥ ¯«®áª¨¥ ¨ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë áâ æ¨® àë, â®  ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï¥áâì ¤¢¨�¥¨¥ 16).�®¢¥àè¥® â ª �¥ ¨§ ¤àã£¨å â¥®à¥¬ § 3 ¢ëâ¥ª îâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â¥®-à¥¬ë ® �¥áâª®áâ¨ ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢.15)�àã£¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®© â¥®à¥¬ë ¨ á¢ï§ì á® áâ¥à�¥¢ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ á¬. [213,268, 270, 365, 366℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .16)�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢®§ì¬¥¬ ª ªãî-«¨¡® £à ì Q1 ¬®£®£à ¨ª  P0 ¨ § ªà¥¯¨¬¥¥ ¢¥àè¨ã A,  ¯à ¢«¥¨¥ ®¤®© ¨§ áâ®à® AB £à ¨ Q1, ¨áå®¤ïé¥© ¨§ A, ¨  ¯à ¢-«¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨ á ¬®© £à ¨ Q1. �â¨¬ á ¬ë¬ ¬ë § à ¥¥ ¨áª«îç¨¬ â®«ìª® ¤¢¨�¥¨¥¬®£®£à ¨ª  P0 ª ª â¢¥à¤®£® â¥« .� ª ª ª â¥¯¥àì ¢¥àè¨  A ¨  ¯à ¢«¥¨¥ áâ®à®ë AB ¥¯®¤¢¨�ë,   ¯® ¤®ª § ®¬ã¤«¨  áâ®à®ë AB áâ æ¨® à , â® ¢¥àè¨  B ¥¯®¤¢¨� . Ǒ®¤ íâ¨¬ ¬ë ¯®¤à §ã¬¥¢ -¥¬, çâ® ¥¥  ç «ì ï áª®à®áâì à ¢  ã«î. � «¥¥, ã£®« ¬¥�¤ã áâ®à®®© AB ¨ á«¥¤ãîé¥©áâ®à®®© BC áâ æ¨® à¥,   ¢áï ¯«®áª®áâì £à ¨ Q1 ¥¯®¤¢¨� , ¯®íâ®¬ã  ¯à ¢«¥¨¥áâ®à®ëBC â ª�¥ ¥¯®¤¢¨�®. � â®£¤  ¨§ áâ æ¨® à®áâ¨ ¤«¨ë BC á«¥¤ã¥â ¥¯®¤¢¨�-®áâì ¢¥àè¨ë C. Ǒà®¤®«� ï íâ® à ááã�¤¥¨¥, ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¢á¥ ¢¥àè¨ë £à ¨ Q1¥¯®¤¢¨�ë.�£®« ¬¥�¤ã £à ìî Q1 ¨ £à ìî Q2, á¬¥�®© á Q1 ¯® áâ®à®¥ AB, áâ æ¨® à¥, ¯®-íâ®¬ã ¯«®áª®áâì £à ¨ Q2 ¥¯®¤¢¨� ; ªà®¬¥ â®£®, ¥¯®¤¢¨�ë ¥¥ ¢¥àè¨ë AB. Ǒà¨-¬¥ïï ª £à ¨ Q2 ¯à¥¤ë¤ãé¥¥ à ááã�¤¥¨¥, ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¢á¥ ¥¥ ¢¥àè¨ë ¥¯®¤¢¨�ë.� ¯¥à¥å®¤ï ª á«¥¤ãîé¨¬ á¬¥�ë¬ £à ï¬ ¨ â.¤., ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¬®£®£à -¨ª  P0 ®ª §ë¢ îâáï ¥¯®¤¢¨�ë¬¨. �â ª, ¨áª«îç¨¢ â®«ìª® ¤¢¨�¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª ª ª æ¥«®£®, ¬ë á¤¥« ¥¬ ¢á¥ ¥£® ¢¥àè¨ë ¥¯®¤¢¨�ë¬¨. �¥¬ á ¬ë¬ ¡¥§ ¨áª«îç¥®£®¤¢¨�¥¨ï ®¨ ¬®£«¨ ¤¢¨£ âìáï â®«ìª® â ª, ª ª ¥á«¨ ¡ë ¬®£®£à ¨ª ¡ë« â¢¥à¤ë¬, çâ®¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.



422 �. �. �����������2. �¥�¤ã ª¨¥¬ â¨ª®© ¨ áâ â¨ª®© â¢¥à¤®£® â¥«  áãé¥áâ¢ã¥â, ª ª ¨§¢¥áâ-®, ¯®« ï ä®à¬ «ì ï   «®£¨ï. �á«¨ ¢¥ªâ®à ¬ ã£«®¢ëå áª®à®áâ¥© á®¯®-áâ ¢¨âì á¨«ë,   áª®à®áâï¬| ¬®¬¥âë ¯ à, â® á«®�¥¨î ¤¢¨�¥¨© ¡ã¤¥â á®-®â¢¥âáâ¢®¢ âì á«®�¥¨¥ á¨«. � ç áâ®áâ¨, ãá«®¢¨ï¬ ¢§ ¨¬®© ª®¬¯¥á æ¨¨¤¢¨�¥¨© ¡ã¤ãâ á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ãá«®¢¨ï à ¢®¢¥á¨ï. (�¥©áâ¢¨â¥«ì®, á¨-áâ¥¬  á¨« pi ¨ ¯ à mj íª¢¨¢ «¥â  á¨«¥ p = ∑
pi ¨ ¯ à¥

m = ∑mj +∑(pi × ri), £¤¥ ri | ¢¥ªâ®à ®â â®çª¨ ¯à¨«®�¥¨ï á¨«ë p¤® â®çª¨ ¯à¨«®�¥¨ï á¨«ë pi. � â®ç® â ª �¥ ¤¢¨�¥¨ï á ã£«®¢ë¬¨ áª®-à®áâï¬¨ ωi ¨ «¨¥©ë¬¨ áª®à®áâï¬¨ vj ¤ îâ ¤¢¨�¥¨¥ á ã£«®¢®© áª®à®-áâìî ω = ∑ωi ¨ «¨¥©®© áª®à®áâìî v = ∑ vj +∑(ωi × ri), £¤¥ ri |¢¥ªâ®à ®â â®çª¨   ®á¨ ¢à é¥¨ï ω ¤® â®çª¨   ®á¨ ¢à é¥¨ï ωi.)�â    «®£¨ï ¯®§¢®«ï¥â ¯¥à¥áª §ë¢ âì ª¨¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ãâ¢¥à�¤¥¨ï  ï§ëª áâ â¨ª¨, ¨ ®¡à â®. Ǒ®íâ®¬ã ¨  è¨ ª¨¥¬ â¨ç¥áª¨¥ â¥®à¥¬ë ® áâ -æ¨® à®áâ¨ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¨«¨ ® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á â¢¥à¤ë¬¨£à ï¬¨ ¤®«�ë ¤®¯ãáª âì ýá¨«®¢ãîþ ¨â¥à¯à¥â æ¨î.Ǒà¨¢¥¤¥¬ ®¤ã â ªãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î; ¢ ¥© à¥çì ¨¤¥â ¥ ® ¬®£®£à -¨ª¥, á®áâ ¢«¥®¬ ¨§ â¢¥à¤ëå £à ¥©,   ® á¨áâ¥¬¥ áâ¥à�¥©, ®¡à §ãîé¨åá®¢®ªã¯®áâì à¥¡¥à ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . Ǒà¨ íâ®¬, á®£« á® ¯à¨ï-â®¬ã  ¬¨ ãá«®¢¨î, áà¥¤¨ à¥¡¥à ¤®¯ãáª îâáï â ª�¥ ¥ áâ®ïé¨¥, ¯à®å®¤ï-é¨¥ ¢ãâà¨ ¨áâ¨ëå £à ¥© ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ ¨å £à ¨æ. �â¥à�¨ ¬ëá«ïâáïáªà¥¯«¥ë¬¨ ¢ ª®æ å   è à¨à å.�ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® â ª ï á¨áâ¥¬   å®¤¨âáï ¯®¤  ¯àï�¥¨ï¬¨ ¡¥§¢®§¤¥©áâ¢¨ï ¢¥è¨å á¨«, ¥á«¨ ¢¤®«ì ª �¤®£® áâ¥à�ï ¤¥©áâ¢ãîâ à áâï£¨-¢ îé¨¥ ¨«¨ á�¨¬ îé¨¥ á¨«ë, ¯à¨ç¥¬ íâ¨ á¨«ë ¢ ¢¥àè¨ å ãà ¢®¢¥è¨-¢ îâáï. Ǒà¨¬¥à á¨áâ¥¬ë áâ¥à�¥© ¯®¤  ¯àï�¥¨ï¬¨ ¡ë« ã�¥ ¯à¨¢¥¤¥ ¢¯o 3 § 6 £« ¢ë II, à¨á. 71.Ǒ®ª �¥¬, çâ® â¥®à¥¬  1 íª¢¨¢ «¥â  á«¥¤ãîé¥©:�¥®à¥¬  2. �¨áâ¥¬  áâ¥à�¥©, ®¡à §ãîé¨å á®¢®ªã¯®áâì à¥¡¥à § ¬ªã-â®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª , ¥ ¬®�¥â  å®¤¨âìáï ¯®¤  ¯àï�¥¨ï¬¨ ¡¥§¢®§¤¥©áâ¢¨ï ¢¥è¨å á¨«.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 2 ¢á¯®¬¨¬, çâ® ¯à¨ ¢ë¢®¤¥ â¥®à¥¬ë 1 § 3® áâ æ¨® à®áâ¨ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¬ë ¨áå®¤¨«¨ ¨§ ¨§®¡à �¥¨ï ®â®á¨-â¥«ìëå ¢à é¥¨© á®á¥¤¨å £à ¥© ¢¥ªâ®à ¬¨ ã£«®¢ëå áª®à®áâ¥©,  ¯à ¢-«¥ë¬¨ ¢¤®«ì à¥¡¥à. Ǒà¨ íâ®¬ áã¬¬ë íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¢®ªàã£ ®¤®© ¢¥à-è¨ë à ¢ï«¨áì ã«î. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1 § 3 ª ª à § ¨ á¢®¤¨«®áìª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â®£®, çâ®   à¥¡à å § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨-ª  â ª¨¥ ¢¥ªâ®àë à á¯®«®�¨âì ¥¢®§¬®�® (¥á«¨ ¥ ¢á¥ ®¨ à ¢ë ã«î).�â®¨â «¨èì ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì íâ¨ ¢¥ªâ®àë ª ª  ¯àï�¥¨ï, ¨ ¬ë ¯®«ãç¨¬â¥®à¥¬ã 2.�¨¤® â ª�¥, çâ® ¨ ®¡à â®, â¥®à¥¬  1 § 3 á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.3. �®�® ¢ëáª § âì á«¥¤ãîé¥¥ ®¡é¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥:



��. X: § 4. ���������� ���������� ������ 423�¥®à¥¬  3. Ǒãáâì P | ¯à®¨§¢®«ìë© ®¤®á¢ï§ë© 17) ª®¥çë© ¬®£®-£à ¨ª, a R | á¨áâ¥¬  ¥£® à¥¡¥à, ¨áª«îç ï £à ¨çë¥. �â¢¥à�¤¥¨¥ ®�¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¯à¨ ãá«®¢¨¨ �¥áâª®áâ¨ ¥£® £à ¥© à ¢®á¨«ì-® ãâ¢¥à�¤¥¨î, çâ® á¨áâ¥¬  R ¥ ¬®�¥â  å®¤¨âìáï ¯®¤  ¯àï�¥¨ï¬¨¡¥§ ¢®§¤¥©áâ¢¨ï ¢¥è¨å á¨«, ¥á«¨ ¤ �¥ á¢®¡®¤ë¥ ª®æë à¥¡¥à, â. ¥. ª®-æë à¥¡¥à, ¯®¤å®¤ïé¨å ª £à ¨æ¥ ¬®£®£à ¨ª  P , § ªà¥¯«¥ë â ª, çâ® ¯àï�¥¨¥ ¢ ¨å ª®¬¯¥á¨à®¢ ® à¥ ªæ¨¥© ®¯®àë. (�«ï § ¬ªãâ®£® ¬®-£®£à ¨ª  ®£®¢®àª  ® à¥¡à å á® á¢®¡®¤ë¬¨ ª®æ ¬¨ ®â¯ ¤ ¥â.)Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¨§ ¥¢®§¬®�®áâ¨  ¯àï�¥¨© ¢ á¨áâ¥¬¥ à¥¡¥à á«¥¤ã¥â�¥áâª®áâì ¬®£®£à ¨ª .Ǒãáâì P | ¬®£®£à ¨ª, á®áâ ¢«¥ë© ¨§ â¢¥à¤ëå £à ¥©, áªà¥¯«¥ëå  è à¨à å ¢¤®«ì à¥¡¥à. Ǒãáâì ωi | ã£«®¢ë¥ áª®à®áâ¨ ¢à é¥¨ï £à ¥©.�®£¤  ãá«®¢¨¥, çâ® £à ¨ áªà¥¯«¥ë ¢¤®«ì à¥¡¥à, ®§ ç ¥â, çâ® ®â®á¨â¥«ì-®¥ ¢à é¥¨¥ á®á¥¤¨å £à ¥© Qj , Qk ¯à®¨áå®¤¨â ¢®ªàã£ ¨å ®¡é¥£® à¥¡à ,â. ¥. çâ® à §®áâì ¨å ã£«®¢ëå áª®à®áâ¥© ωj − ωk  ¯à ¢«¥  ¢¤®«ì à¥¡à .� ¤ ¤¨¬   ¬®£®£à ¨ª¥ ®à¨¥â æ¨î, ãª § ¢  ¯à ¢«¥¨¥ ®¡å®¤  ¬ -«®£® ª®âãà . �®£¤  ¥á«¨ ¤¢¥ £à ¨ Qj , Qk ¨¬¥îâ ®¡é¥¥ à¥¡à® AB ¨ ¯à¨®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë A £à ì Qi á«¥¤ã¥â §  Qk, â® ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥à-è¨ë B £à ì Qj ¯à¥¤è¥áâ¢ã¥â Qk. Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ ãá«®¢¨âìáï à áá¬ âà¨-¢ âì ®â®á¨â¥«ì®¥ ¢à é¥¨¥ á«¥¤ãîé¥© £à ¨ ®â®á¨â¥«ì® ¯à¥¤ë¤ãé¥©,â® ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ A ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì   à¥¡à¥ AB ¢¥ªâ®à ωj − ωk,   ¯à¨®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ B | ¢¥ªâ®à ωk − ωj . �áâ¥áâ¢¥® ¯à¨ íâ®¬ áç¨â âì ¯¥à¢ë©¢¥ªâ®à ¯à¨«®�¥ë¬ ¢ ¢¥àè¨¥ A,   ¢â®à®© | ¢ ¢¥àè¨¥ B.�á«¨ â¥¯¥àì íâ¨ ¢¥ªâ®àë ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª á¨«ë, â® ®ª �¥âáï, çâ®à¥¡à® AB  å®¤¨âáï ¯®¤ à áâï£¨¢ îé¨¬ ¨«¨ á�¨¬ îé¨¬  ¯àï�¥¨¥¬.Ǒà¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë ¯® £à ï¬ Q1,Q2, . . . ¬ë ¢¥à¥¬áï ª ¨áå®¤-®© £à ¨ Q1,   ¯®â®¬ã áã¬¬  ¢á¥å à §®áâ¥© ω2 − ω1, ω3 − ω2, . . . à ¢ ã«î. �® ¥áâì  ¯àï�¥¨ï ¢¤®«ì à¥¡¥à ¢ ¢¥àè¨ å ãà ¢®¢¥è¨¢ îâáï. �â®¢¥à® ¤«ï ¢ãâà¥¨å ¢¥àè¨,   ¢ £à ¨çëå ¢¥àè¨ å  ¯àï�¥¨ï ãà ¢-®¢¥è¨¢ îâáï ¯® ãá«®¢¨î à¥ ªæ¨¥© ®¯®àë.�ë ¯à¨å®¤¨¬ ª â®¬ã, çâ® á¨áâ¥¬  à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª  ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®¤ ¯àï�¥¨ï¬¨ ¡¥§ ¢®§¤¥©áâ¢¨ï ¢¥è¨å á¨«. �á«¨ íâ® ¥¢®§¬®�®, â® ¢á¥à §®áâ¨ ωj − ωk ®¡à é îâáï ¢ ã«ì, â. ¥. ã£«®¢ë¥ áª®à®áâ¨ ¢á¥å £à ¥©à ¢ë ¨ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë áâ æ¨® àë.17)�® ¥áâì â ª®©,   ª®â®à®¬ ª �¤ë© ª®âãà ®£à ¨ç¨¢ ¥â ª ªãî-«¨¡® ç áâì ¬®£®-£à ¨ª , ï¢«ïïáì ¯®«®© ¥¥ £à ¨æ¥©. �â¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ îâ â®«ìª® ¬®£®£à ¨-ª¨, £®¬¥®¬®àäë¥ áä¥à¥ ¨«¨ ªàã£ã. �§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¡ã¤¥â ¢¨¤®, çâ® ®¤®á¢ï§®áâì¨¬¥¥â áãé¥áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥, ¨   ¯à¨¬¥à å «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¡¥§ ¥¥ ¨§ �¥áâª®áâ¨¥¢®§¬®�®áâì  ¯àï�¥¨© ¬®�¥â ¨ ¥ á«¥¤®¢ âì. �«¨ï¨¥ á¢ï§®áâ¨ (£àã¯¯ �¥ââ¨)¯®¢¥àå®áâ¨   ¢§ ¨¬®á¢ï§ì ¬¥�¤ã à §ë¬¨  á¯¥ªâ ¬¨ ¯®ïâ¨ï ® ¥¥ ¡¥áª®¥ç® ¬ «®¬¨§£¨¡ ¨¨ ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® �¥áâª®áâ¨ § ¬¥ç¥® �.�.�ä¨¬®¢ë¬ [104, á. 113{114℄.



424 �. �. ������������«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨§ ¥¢®§¬®�®áâ¨  ¯àï�¥¨© ¢ á¨áâ¥¬¥ à¥¡¥à á«¥¤ã¥â�¥áâª®áâì.�®ª �¥¬ ®¡à â®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥. Ǒãáâì á¨áâ¥¬  à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª  P å®¤¨âáï ¯®¤  ¯àï�¥¨ï¬¨, ãà ¢®¢¥è¨¢ îé¨¬¨áï ¢ ¢¥àè¨ å. �®£¤  ¢ª®æ å ª �¤®£® à¥¡à  ¤¥©áâ¢ãîâ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ ¢¥ªâ®àë.� ¤ ¤¨¬   P ®à¨¥â æ¨î, ¨ ¯ãáâì ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ëA £à ìQjá«¥¤ã¥â §  Qk; ¢¥ªâ®à  ¯àï�¥¨ï ¢¤®«ì ®¡é¥£® à¥¡à  AB íâ¨å £à ¥©,¯à¨«®�¥ë© ¢ ¢¥àè¨¥ A, ®¡®§ ç¨¬ ajk. � ¢¥àè¨¥ B ¡ã¤¥â ¯à¨«®�¥¢¥ªâ®à akj = −ajk.Ǒ¥à¥ã¬¥àã¥¬ ¢á¥ £à ¨ ¨ ¯à¨¯¨è¥¬ £à ¨ Q1 ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ω1.�á«¨ £à ì Qi á¬¥�  á Q1 ¯® à¥¡àã, â® ¯à¨¯¨áë¢ ¥¬ ¥© ¢¥ªâ®à ωi = ω1++a1i ¨ â ª, ¯¥à¥å®¤ï ®â ª �¤®© £à ¨ Qj ª á¬¥�®©Qk, ¡ã¤¥¬ ¯à¨¯¨áë¢ âìíâ®© ¯®á«¥¤¥© ¢¥ªâ®à ωk = ωj+akj . Ǒ®ª �¥¬, çâ® â ª¨¬ ®¡à §®¬ ª �¤®©£à ¨ ¡ã¤¥â ®¤®§ ç® ¯à¨¯¨á  ¥ª®â®àë© ¢¥ªâ®à ¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¯ãâ¨, ¯®ª®â®à®¬ã ¬ë è«¨ ª ¥© ®â £à ¨ Q1.�â® à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¯® § ¬ªãâ®¬ã ¯ãâ¨ ¬ë ª �¤ë©à § ¯®«ãç ¥¬ â® �¥ § ç¥¨¥ ¢¥ªâ®à  ω ¤«ï ¨áå®¤®© £à ¨. �® ¤«ï ®¡-å®¤  ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë íâ® ®ç¥¢¨¤®, ¯®â®¬ã çâ® áã¬¬  ¢¥ªâ®à®¢ aik ¢®ªàã£¢¥àè¨ë à ¢  ã«î. � ¢áïª¨© § ¬ªãâë© ®¡å®¤   ®¤®á¢ï§®¬ ¬®£®-£à ¨ª¥ ¬®�® à §«®�¨âì ¢ áã¬¬ã ®¡å®¤®¢ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨. (�¬¥® §¤¥áì¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¤®á¢ï§®áâì.)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª �¤®© £à ¨ ®¤®§ ç® ¯à¨¯¨áë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à ω. �-â¥à¯à¥â¨àãï ¥£® ª ª ã£«®¢ãî áª®à®áâì, ¯®«ãç¨¬, çâ® £à ¨ ¬®£®£à ¨ª ¢à é îâáï ¢®ªàã£ ¨å ®¡é¨å à¥¡¥à. �  ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª �¥áâª¨©, â® íâ®¥¢®§¬®�®,   â¥¬ á ¬ë¬ ¨  ¯àï�¥¨ï ¢ á¨áâ¥¬¥ ¥£® à¥¡¥à ¥¢®§¬®�ë.�®ª §  ï â ª¨¬ ®¡à §®¬ â¥®à¥¬  3 ¯®§¢®«ï¥â ¯¥à¥áª § âì ¢ â¥à¬¨ åáâ¥à�¥¢ëå á¨áâ¥¬ ¢á¥ â¥®à¥¬ë § 3, ä®à¬ã«¨àãï ¯à¨ íâ®¬ ¯®¤å®¤ïé¨¬ ®¡-à §®¬ ¨¬¥îé¨¥áï ¢ ¨å ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ãá«®¢¨ï, ª ª,  ¯à¨¬¥à, ãá«®¢¨¥â¥®à¥¬ë 5 § 3 ® áâ æ¨® à®áâ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . Ǒà¨ íâ®¬ ¡¥áª®¥çë¥¬®£®£à ¨ª¨ ¥áâ¥áâ¢¥® § ¬¥ïîâáï ª®¥çë¬¨. �®çë¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â¥®à¥¬ ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â â¥«î.
§ 5. � ¤¥ä®à¬ æ¨ïå à §¢¥àâ®ª1. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨, £à ¨, à¥¡à  ¨¢¥àè¨ë ª®â®àëå ¯®¨¬ îâáï ¢ ®¡®¡é¥®¬ á¬ëá«¥ á®£« á® ãá«®¢¨î, ¢¢¥-¤¥®¬ã ¢  ç «¥ § 3.�¤¨ ¨ â®â �¥ ¬®£®£à ¨ª ¨¬¥¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® à §ëå à §¢¥àâ®ª.�ë ®£à ¨ç¨¬áï â®«ìª® â ª¨¬¨ à §¢¥àâª ¬¨, ¢¥àè¨ë ª®â®àëå á®¢¯ ¤ -îâ á ¢¥àè¨ ¬¨ ¬®£®£à ¨ª : ª �¤ ï ¢¥àè¨  à §¢¥àâª¨ ¥áâì ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª , ¨ ®¡à â®. �â® ãá«®¢¨¥ ¯®áâ®ï® ¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã ª ª ¢íâ®¬, â ª ¨ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä å.



��. X: § 5. � ����������� ��������� 425�á«¨ P ¥áâì ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, â® ® ¨¬¥¥â ¡¥áª®¥ç-ë¥ £à ¨, ª®â®àë¥, áå®¤ïáì ¤àã£ á ¤àã£®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¯® ¡¥áª®¥çë¬à¥¡à ¬, ®¡à §ãîâ â ª¨¬ ®¡à §®¬ â®, çâ® ¬ë  §ë¢ ¥¬ ý¢®à®ª®©þ ¬®£®-£à ¨ª  P .�á«¨ ¡¥áª®¥çë¥ £à ¨ ¢áâà¥ç îâáï â ª�¥ ¯® ª®¥çë¬ à¥¡à ¬, â® ¯à®-¨§¢®¤¨¬ à §à¥§ë â ª�¥ ¯® íâ¨¬ à¥¡à ¬. �®¢®àï ® ¢®à®ª¥, ¬ë ¢á¥£¤  ¡ã¤¥¬¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® íâ¨ à §à¥§ë¢ ¨ï ã�¥ ¯à®¨§¢¥¤¥ë § à ¥¥, â ª çâ® ¢á¥ª®¥çë¥ áâ®à®ë ¢®à®ª¨ ¥ áª«¥¥ë.�®à®ªã, à §à¥§ ãî ¯® «î¡®¬ã ¡¥áª®¥ç®¬ã à¥¡àã, ¬®�® à §¢¥àãâì  ¯«®áª®áâì. � §à¥§ë¢ ¨¥ ¢®à®ª¨ ¯® ¡¥áª®¥ç®¬ã à¥¡àã á®¤¥à�¨â ¯à®-¨§¢®«, ¤«ï ¨áª«îç¥¨ï ª®â®à®£® ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á ¬ã ¥à §à¥§ -ãî ¢®à®ªã. � ¢ãâà¥¥© â®çª¨ §à¥¨ï ¢®à®ª  ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï§ ¤ ¨¥¬ ¤«¨ ¥¥ £à ¨çëå áâ®à®-à¥¡¥à ¨ ã£«®¢ ¬¥�¤ã á¬¥�ë¬¨ áâ®à®- ¬¨.� «®£¨çë¥ á®®¡à �¥¨ï ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¤«ï «î¡®© à §¢¥àâª¨ ¡¥áª®¥ç-®£® ¬®£®£à ¨ª . Ǒ®íâ®¬ã à §¢¥àâªã â ª®£® ¬®£®£à ¨ª  ¬ë ¢á¥£¤ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì á®áâ®ïé¥© ¨§ ª®¥ç®£® ç¨á«  ª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¨¥é¥ ¨§ ý¢®à®ª¨þ. � ç áâëå á«ãç ïå ª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¬®�¥â¥ ¡ëâì ¢®¢á¥, ª ª íâ® ¡ã¤¥â,  ¯à¨¬¥à, ¤«ï à §¢¥àâª¨ ¬®£®£à ®£® ã£« .�®à®ª  ¢ ®¡é¥¬ á¬ëá«¥ ¥áâì à §¢¥àâª  ¨§ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢,ª®â®àë¥ ¢ æ¨ª«¨ç¥áª®¬ ¯®àï¤ª¥ áª«¥¨¢ îâáï ¯® ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬. � ªª ª ¢ ¢®à®ª¥ ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ã�¥ áç¨â îâáï áª«¥¥ë¬¨, â® ¢ à á-á¬ âà¨¢ ¥¬ëå  ¬¨ à §¢¥àâª å ¬®£®£à ¨ª®¢ ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à ¥â.Ǒ®¤ ¥áâ¥áâ¢¥®© à §¢¥àâª®© ª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ à §-¢¥àâªã, ®¡à §®¢ ãî ¥£® £à ï¬¨,   ¤«ï ¡¥áª®¥ç®£® ¬®£®£à ¨ª  |à §¢¥àâªã, ®¡à §®¢ ãî ¥£® ª®¥çë¬¨ £à ï¬¨ ¨ ¢®à®ª®© ¡¥áª®¥çëå£à ¥©.�ë £®¢®à¨¬, çâ® § ¤ ® áâà®¥¨¥ à §¢¥àâª¨, ¥á«¨ à §¢¥àâª  § ¤   â®«ì-ª® ª ª  ¡áâà ªâë© ª®¬¯«¥ªá ãª § ¨¥¬ ý§ ª®  áª«¥¨¢ ¨ïþ, â. ¥. ãª § -¨¥¬ ®â®�¤¥áâ¢«¥¨© áâ®à® ¨ ¢¥àè¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. Ǒà¨ § ¤ ®¬áâà®¥¨¨ à §¢¥àâª  ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãª § ¨¥¬ ¤«¨ áâ®à® ¨ ã£-«®¢ ¥¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ (¢ª«îç ï ¢®à®ªã). �á«¨ à §¢¥àâª  á®áâ®¨â ¨§ ®¤-¨å âà¥ã£®«ì¨ª®¢, â® § ¤ ¨¥ ã£«®¢ ¡ã¤¥â «¨è¨¬. �«ï ¢áïª®£® áâà®¥¨ïà §¢¥àâª¨ «¥£ª® ãª § âì ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ý®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯ à ¬¥âàëþ, ¢ë¡à -ë¥ áà¥¤¨ ¤«¨ áâ®à® ¨ ã£«®¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. �¤ ª® â ª®© ¢ë¡®à ¥¡ã¤¥â ¨£à âì ¤«ï  á ¨ª ª®© à®«¨,   ¯®â®¬ã ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à®áâ® £®¢®à¨âì ®¡®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¯ à ¬¥âà å, â. ¥. ® ¤«¨ å áâ®à®-à¥¡¥à ¨ ®¡ ã£« å.�®åà ïï áâà®¥¨¥ à §¢¥àâª¨ ¥¨§¬¥ë¬, ¬®�® ¥¯à¥àë¢®, ¢® ¢áï-ª®¬ á«ãç ¥ ¢ ¥ª®â®àëå ¯à¥¤¥« å, ¨§¬¥ïâì ¥¥ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯ à ¬¥âàë.� �® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® ¯à¨ ãª § ¨¨ áâà®¥¨ï à §¢¥àâª¨ ¢á¥ ¥¥ í«¥¬¥âë:£à ¨, ¨å áâ®à®ë ¨ ¢¥àè¨ë ¨¤¨¢¨¤ã «¨§¨à®¢ ë,  ¯à¨¬¥à ¯¥à¥ã¬¥à®-



426 �. �. �����������¢ ë. Ǒ®íâ®¬ã à¥çì ¨¤¥â ® ¥¯à¥àë¢®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ¯ à ¬¥âà®¢, á¢ï§ ëå¨¬¥® á ¤ ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨,  ¯à¨¬¥à ã£«  ¯à¨ ¤ ®© ¢¥àè¨¥ ¤ -®£® ¬®£®£à ¨ª . (�â® § ¬¥ç ¨¥ ¢ �® ¯®â®¬ã, çâ® à §¢¥àâª  ¬®�¥â,¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¤®¯ãáª âì ®â®¡à �¥¨¥ á ¬    á¥¡ï, á®åà ïîé¥¥ ý§ ª®áª«¥¨¢ ¨ïþ; ¯à¨¬¥à®¬ ¬®�¥â á«ã�¨âì ¥áâ¥áâ¢¥ ï à §¢¥àâª  «î¡®£® ¯à -¢¨«ì®£® ¬®£®£à ¨ª .)�ë £®¢®à¨¬, çâ® à §¢¥àâª  áâ æ¨® à , ¥á«¨ ¥¥ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯ à -¬¥âàë áâ æ¨® àë, â. ¥. ¥á«¨ ®¨ ï¢«ïîâáï äãªæ¨ï¬¨ ¥ª®â®à®£® ¯ à -¬¥âà  t ¨ ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â ¨å ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¯® t à ¢ë ã«î.2. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî à §¢¥àâªã R ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P .Ǒãáâì à¥¡à® L íâ®© à §¢¥àâª¨ á®¥¤¨ï¥â ¢¥àè¨ë A ¨ B, ¯à®å®¤ï ¯® ª ª¨¬-â® £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P . � §¢¥à¥¬   ¯«®áª®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¢á¥íâ¨ £à ¨, ¨¤ï ®â ¢¥àè¨ë A ª B; ®¨ ¯®ªà®îâ ¥ª®â®àë© ¬®£®ã£®«ì-¨ª Q, ¢ ª®â®à®¬ à¥¡à® L ®ª �¥âáï ¤¨ £® «ìî, á®¥¤¨ïîé¥© ¢¥àè¨ë A¨ B (á¬. à¨á. 92   á. 200). �¥ ¨áª«îç¥®, ª®¥ç®, çâ® à¥¡à® L ¯à®å®¤¨â¯® ®¤¨¬ ¨ â¥¬ �¥ £à ï¬ ¥®¤®ªà â®, ¨ â®£¤  íâ¨ £à ¨ ¯®ï¢«ïîâáï ¢¬®£®ã£®«ì¨ª¥ Q á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ç¨á«® à §. �¥¡à® L ¯¥à¥á¥ª ¥â ª �-¤®¥ à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª ,   ¯®â®¬ã ª �¤ãî £à ì «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §(¨áª«îç ï á«ãç © á®¢¯ ¤¥¨ï à¥¡à  L á à¥¡à®¬ ¬®£®£à ¨ª ). �â® «¥£ª®¤®ª § âì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®18). �¤ ª® ¬ë ¬®�¥¬ á®á« âìáï   â®, çâ® íâ®ãâ¢¥à�¤¥¨¥ á®¤¥à�¨âáï ¢ ¡®«¥¥ á¨«ì®¬ à¥§ã«ìâ â¥, ¯®«ãç¥®¬ ¢ ¯à®æ¥á-á¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë 3 § 2 £« ¢ë IV.�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢áïª ï à §¢¥àâª  ¬®£®£à ¨ª  ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¥áâ¥-áâ¢¥®© ¯ãâ¥¬ ª®¥ç®£® ç¨á«  à §à¥§ë¢ ¨© ¨ áª«¥¨¢ ¨©. Ǒ®íâ®¬ã ¨«î¡ë¥ ¤¢¥ à §¢¥àâª¨ ®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  ¯®«ãç îâáï ®¤  ¨§ ¤àã£®©   -«®£¨çë¬ ®¡à §®¬.�â¢«¥ª ïáì ®â ¬®£®£à ¨ª , ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¤¢¥ à §¢¥àâª¨R ¨ S,¯®«ãç îé¨¥áï ¤àã£ ¨§ ¤àã£  ¯ãâ¥¬ ª®¥ç®£® ç¨á«  à §à¥§ë¢ ¨© ¨ áª«¥-¨¢ ¨© ¯® ¯àï¬®«¨¥©ë¬ ®âà¥§ª ¬, ¯à¨ç¥¬ â ª, çâ® ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¥ ¯®ï¢-«ï¥âáï ®¢ëå ¢¥àè¨ ¨ ¢¥àè¨ë ¥ ¨áç¥§ îâ; ª®à®âª® £®¢®àï, à §¢¥àâª¨¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢¥àè¨ë. � �¤®¥ à¥¡à® à §¢¥àâª¨ S á®áâ ¢«ï¥âáï ¨§ ®âà¥§-ª®¢   £à ïå à §¢¥àâª¨ R â ª, çâ® ¯à¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®¬ áª«¥¨¢ ¨¨ íâ¨å£à ¥©   ¯«®áª®áâ¨ ®® ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¯àï¬®«¨¥©ë© ®âà¥§®ª.�ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® § ¤ ® à á¯®«®�¥¨¥ à¥¡à  L à §¢¥àâª¨ S ¢à §¢¥àâª¥ R, ¥á«¨ ãª § ® 1) ª ª¨¥ ¢¥àè¨ë à §¢¥àâª¨ R ®® á®¥¤¨ï¥â;2) ¯® ª ª¨¬ ¥¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬ ®® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¯à®å®¤¨â ¨ 3) ª ª¨¥¨å áâ®à®ë ®® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¯¥à¥á¥ª ¥â. �á«¨ § ¤ ® à á¯®«®�¥¨¥ ¢á¥å18)� ç¥   L ¬®�® ¡ë«® ¡ë ãª § âì â®çªã C, áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª® ®â ª®â®à®© ®®¯¥à¥á¥ª ¥â ª ª®¥-â® à¥¡à® L′ ¬®£®£à ¨ª . �® â ª ª ª ¢¡«¨§¨ C à¥¡à® L á¢®¤¨âáï ª¯àï¬®«¨¥©®¬ã ®âà¥§ªã, â® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ®® á®¢¯ ¤ ¥â á L′.



��. X: § 5. � ����������� ��������� 427à¥¡¥à à §¢¥àâª¨ S ¢ R, â® ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® § ¤ ® à á¯®«®�¥¨¥ à §¢¥àâ-ª¨ S ¢ R. �ç¥¢¨¤®, § ¤ ¨¥ à á¯®«®�¥¨ï à §¢¥àâª¨ S ¢ R ¯®«®áâìî®¯à¥¤¥«ï¥â § ª® à §à¥§ë¢ ¨ï ¨ áª«¥¨¢ ¨ï, ¯à¥¢à é îé¨© à §¢¥àâªã R¢ S, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â áâà®¥¨¥ à §¢¥àâª¨ S.�¥¬¬  1. Ǒãáâì ¤¢¥ à §¢¥àâª¨ R0 ¨ S0 ¯®«ãç îâáï ¤àã£ ¨§ ¤àã£  à §à¥-§ë¢ ¨ï¬¨ ¨ áª«¥¨¢ ¨ï¬¨ ¨ ú¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢¥àè¨ëû. �áâ ¢«ïï áâà®¥¨¥à §¢¥àâª¨ R0 ¥¨§¬¥ë¬, ¡ã¤¥¬ ¬¥ïâì ¥¥ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯ à ¬¥âàë, ¯®-«ãç ï ®¢ë¥ à §¢¥àâª¨ R. �®£¤ , ¥á«¨ ¨§¬¥¥¨ï ¯ à ¬¥âà®¢ ¤®áâ â®ç®¬ «ë, ¤«ï ª �¤®© à §¢¥àâª¨ R áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ ï à §¢¥àâ-ª  S, à á¯®«®�¥ ï ®â®á¨â¥«ì® R â ª �¥, ª ª S0 à á¯®«®�¥  ®â®á¨-â¥«ì® R0. �¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯ à ¬¥âàë à §¢¥àâª¨ S áãâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¥äãªæ¨¨ ¯ à ¬¥âà®¢ à §¢¥àâª¨ R.� áá¬®âà¨¬ ª ª®¥-«¨¡® à¥¡à® L0 à §¢¥àâª¨ S0. �á«¨ ®® á®¢¯ ¤ ¥â á®¤¨¬ ¨§ à¥¡¥à à §¢¥àâª¨ R0, â® á®¯®áâ ¢«ï¥¬ ¥¬ã ¢ à §¢¥àâª¥ R á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¥¥ à¥¡à®.Ǒãáâì à¥¡à® L0 ¥ á®¢¯ ¤ ¥â ¨ á ®¤¨¬ à¥¡à®¬ à §¢¥àâª¨ R0. �®£¤  à §-¢¥à¥¬   ¯«®áª®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¢á¥ â¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ à §¢¥àâª¨ R0,¯® ª®â®àë¬ ®® ¯à®å®¤¨â. �®à®ªã ¬®�® à §¢¥àãâì   ¯«®áª®áâì, â®«ìª®à §à¥§ ¢ ¥¥. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ à¥¡à® L0 ¯¥à¥á¥ª ¥â ¢®à®ªã, â® ¬ë ¤®«�ë ¥¥à §à¥§ âì. �â® à §à¥§ë¢ ¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨¬ ¯® ¯®«ã¯àï¬®©, ¨¤ãé¥© ¨§ ¤ ®©¢¥àè¨ë ¨ ®¡à §ãîé¥© ¤ ë© ã£®« á ®¤®© ¨§ ¤ ëå ª®¥çëå áâ®à®¢®à®ª¨, ¯®¤å®¤ïé¨å ª íâ®© ¢¥àè¨¥. �®£¤  á ¨§¬¥¥¨¥¬ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å¯ à ¬¥âà®¢ à §à¥§  ï ¢®à®ª  ¬¥ï¥âáï ®¤®§ ç®. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ã-ç¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q0, ¢ ª®â®à®¬ L0 ¡ã¤¥â ¤¨ £® «ìî. Ǒà¨ ¬ «®¬ ¨§¬¥-¥¨¨ ¯ à ¬¥âà®¢ à §¢¥àâª¨ R0 ¬®£®ã£®«ì¨ªQ0 ¬¥ï¥âáï ¬ «®. Ǒ®íâ®¬ãáãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ εL > 0, çâ® ¥á«¨ â®«ìª® ¢á¥ ¯ à ¬¥âàë ¨§¬¥¨«¨áì ¬¥ìè¥ç¥¬   εL, â® ¢ ¨§¬¥¥®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ ¢á¥ �¥ ¯à®å®¤¨â ¤¨ £® «ì L,á®¥¤¨ïîé ï â¥ �¥ ¢¥àè¨ë ¨ ¯¥à¥á¥ª îé ï â¥ �¥ áâ®à®ë á®áâ ¢«ïî-é¨å ¥£® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨ R. �âã ¤¨ £® «ì L ¬ë á®¯®áâ ¢«ï¥¬à¥¡àã L0; ®  à á¯®«®�¥  ¢ à §¢¥àâª¥ R â ª �¥, ª ª L0 à á¯®«®�¥  ¢à §¢¥àâª¥ R0. �¨ª ª®£® ¤àã£®£® ®âà¥§ª  â®£® �¥ à á¯®«®�¥¨ï, ®ç¥¢¨¤®,¥â.�¥àï â¥¯¥àì ε > 0 ¬¥ìè¥ ¢á¥å εL ¤«ï ¢á¥å à¥¡¥à L à §¢¥àâª¨ S0, ã¡¥�-¤ ¥¬áï, çâ® ¥á«¨ ¯ à ¬¥âàë à §¢¥àâª¨ R0 ¨§¬¥¨«¨áì ¬¥ìè¥ ç¥¬   ε, â®ª �¤®¬ã à¥¡àã à §¢¥àâª¨ S0 ¬®�® á®¯®áâ ¢¨âì ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ë©®âà¥§®ª, â ª �¥ à á¯®«®�¥ë© ¢ ¨§¬¥¥®© à §¢¥àâª¥ R. Ǒà¨¨¬ ï ¢á¥íâ¨ ®âà¥§ª¨ §  à¥¡à  à §¢¥àâª¨ S, ¯®«ãç¨¬, çâ® S à á¯®«®�¥  ¢ R â ª �¥,ª ª S0 à á¯®«®�¥  ¢ R0.� ª ª ª à¥¡à® L à §¢¥àâª¨ S ¥áâì «¨¡® à¥¡à® à §¢¥àâª¨ R, «¨¡® ¤¨ -£® «ì ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, â® ¥£® ¤«¨ ,   â ª�¥ ã£«ë, ®¡à §ã¥¬ë¥ ¨¬ á®áâ®à® ¬¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, áãâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨ ¤«¨ áâ®-



428 �. �. �����������à® ¨ ã£«®¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨ R. (�®, çâ® ¤«¨  ¤¨ £® «¨ ¨®¡à §ã¥¬ë¥ ¥î ã£«ë áãâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨ ¤«¨ áâ®à® ¨ ã£-«®¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª , | ¤®áâ â®ç® ®ç¥¢¨¤®.)�£®« ¢® ¢áïª®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ à §¢¥àâª¨ S á« £ ¥âáï ¨§ ã£«®¢ ¬®£®-ã£®«ì¨ª®¢ à §¢¥àâª¨ R ¨ ¨å ç áâ¥©, ¢ëà¥§ ¥¬ëå à¥¡à ¬¨, áå®¤ïé¨¬¨áï¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨¥. Ǒ®íâ®¬ã ¨ ã£«ë à §¢¥àâª¨ S áãâì ¤¨ää¥-à¥æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨ áâ®à® ¨ ã£«®¢ ¢ à §¢¥àâª¥ R. �¥¬ á ¬ë¬ ¢â®à®¥ãâ¢¥à�¤¥¨¥ «¥¬¬ë ¤®ª § ®.3. �¥¬¬  2. Ǒãáâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P0 ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï, ¡ëâì¬®�¥â, á  àãè¥¨¥¬ ¢ë¯ãª«®áâ¨ â ª, çâ®   ¥¬ ¥ ¯®ï¢«ï¥âáï ¨ ®¢ëå¢¥àè¨, ¨ ®¢ëå à¥¡¥à, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ áâà®¥¨¥ ¥£® ¥áâ¥áâ¢¥®© à §¢¥àâ-ª¨ R0 á®åà ï¥âáï. Ǒãáâì   P0 ¡ë«  ¤   ¤àã£ ï ¥£® à §¢¥àâª  S0. �®£¤ ,¥á«¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¤®áâ â®ç® ¬ « ,   ¤¥ä®à¬¨à®¢ ®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ Páãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ ï à §¢¥àâª  S, â ª �¥ à á¯®«®�¥ ï ®â-®á¨â¥«ì® ¥£® ¥áâ¥áâ¢¥®© à §¢¥àâª¨ R, ª ª S0 à á¯®«®�¥  ®â®á¨â¥«ì®
R0. �â  à §¢¥àâª  S | ¥¤¨áâ¢¥ ï, ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª ï ª à §¢¥àâª¥ S0.�â  «¥¬¬  ã�¥ á®¤¥à�¨âáï ¢ «¥¬¬¥ 1. Ǒ®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ «¥¬¬ë®ç¥¢¨¤® ¨§ â®£®, çâ® à¥¡à  à §¢¥àâª¨ S ¯® á ¬®¬ã ¨å ¯®áâà®¥¨î, ¤ ®¬ã¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 1, áãâì ¥¤¨áâ¢¥ë¥ ®âà¥§ª¨, ¡«¨§ª¨¥ ª à¥¡à ¬¨áå®¤®© à §¢¥àâª¨ S0.Ǒãáâì â¥¯¥àì ¬®£®£à ¨ª P0 ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï, ¬®�¥â ¡ëâì, á  àãè¥¨-¥¬ ¢ë¯ãª«®áâ¨ â ª, çâ® ®¢ëå ¢¥àè¨ ¥ ¯®ï¢«ï¥âáï, ® ¬®£ãâ ¯®ï¢«ïâìáï®¢ë¥ à¥¡à . �â® ®§ ç ¥â, çâ® ª®¥çë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  ¬®£ãâ ¯¥à¥-« ¬ë¢ âìáï ¯® ¤¨ £® «ï¬,   ¡¥áª®¥çë¥ â ª�¥ ¯® ª ª¨¬-â® ¯®«ã¯àï¬ë¬,¨¤ãé¨¬ ¨§ ¢¥àè¨. � ¯à¨¬¥à, ¬®�® á¬¥áâ¨âì ¢á¥ ¢¥àè¨ë § ¬ªãâ®£®¬®£®£à ¨ª  P0 â ª, çâ®¡ë £à ¨æ  ¨å ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¡ë«  ¬®£®-£à ¨ª®¬, ¡«¨§ª¨¬ ª P . Ǒà¨ íâ®¬ ¢¥àè¨ë, «¥� ¢è¨¥ ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨,¬®£ãâ ¯¥à¥áâ âì «¥� âì ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨, ¨ â®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï £à ìá«®¬ ¥âáï.�¨á«® ¢á¥å ¢®§¬®�ëå ¤¨ £® «¥© ª®¥ç®,   ¯®â®¬ã ç¨á«® à §«¨çëåáâà®¥¨© ª®¥ç®© ç áâ¨ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P ª®¥ç®.Ǒ¥à¥« ¬ë¢ ¨¥ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¯® ®¢ë¬ ¡¥áª®¥çë¬ à¥¡à ¬ ¥¢«¨ï¥â   áâà®¥¨¥ ¥áâ¥áâ¢¥®© à §¢¥àâª¨, ¯®â®¬ã çâ® ¢ ¥© ãç áâ¢ã¥â ¢áïá®¢®ªã¯®áâì íâ¨å £à ¥©, áª«¥¥ ï ¢ ¢®à®ªã.�á«¨   ¬®£®£à ¨ª¥ P0 § à ¥¥ ¯à®¢¥áâ¨ ¤¨ £® «¨, ¯® ª®â®àë¬ ¯à¨¤ ®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ «®¬ îâáï ¥£® £à ¨, ¨ ¯à¨ïâì ¨å §  à¥¡à , â® ¤¥ä®à-¬¨à®¢ ë© ¬®£®£à ¨ª P ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¥áâ¥áâ¢¥ãî à §¢¥àâªã â®£® �¥áâà®¥¨ï, çâ® ¬®£®£à ¨ª P0 á íâ¨¬¨ ®¢ë¬¨ à¥¡à ¬¨. Ǒ®íâ®¬ã, á®£« á®«¥¬¬¥ 2, ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨   ª �¤®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ P¬®�® ¯®áâà®¨âì à §¢¥àâªã S, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî § à ¥¥ § ¤ ®© à §¢¥àâ-ª¥ S0 ¬®£®£à ¨ª  P0.



��. X: § 6. ��������� Ǒ�� �������������� ��������� 429�â®â à¥§ã«ìâ â ¬®�® ¢ëà §¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:�¥¬¬  3. �á«¨ ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P0 ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¤®áâ â®ç®¬ «® ¡¥§ ¯®ï¢«¥¨ï ®¢ëå ¢¥àè¨, â®   ¢áïª®¬ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ®¬ ¬®£®-£à ¨ª¥ P ¬®�® ¯®áâà®¨âì ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ãî à §¢¥àâªã S, ¡«¨§ªãîª ¤ ®© à §¢¥àâª¥ S0 ¬®£®£à ¨ª  P0.� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª P0 ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï á ¨§¬¥¥¨¥¬ ¥ª®â®-à®© ¯¥à¥¬¥®© t, â® ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯ à ¬¥âàë à §¢¥àâª¨ S áãâì ®¤®§ ç-ë¥ äãªæ¨¨ ®â t.
§ 6. �¥áâª®áâì ¬®£®£à ¨ª  á® áâ æ¨® à®© à §¢¥àâª®©1. �¥®à¥¬  1. � ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á® áâ æ¨® à®©à §¢¥àâª®© | �¥áâª¨©.Ǒ®¤à®¡¥¥: ¯ãáâì   § ¬ªãâ®¬ ¢ë¯ãª«®¬¬®£®£à ¨ª¥P0 § ¤   ª ª ï-«¨¡® à §¢¥àâª  S0, ¢¥àè¨ë ª®â®à®© á®¢¯ ¤ îâ á ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨. Ǒãáâìíâ®â ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï á ¥¯à¥àë¢ë¬ ¨§¬¥¥¨¥¬ ¥ª®â®à®©¯¥à¥¬¥®© t ¡¥§ ¯®ï¢«¥¨ï ®¢ëå ¢¥àè¨. (�  P0 ¤®¯ãáª îâáï ¥ áâ®ï-é¨¥ ¢¥àè¨ë ¢ãâà¨ à¥¡¥à.) �®£¤ , á®£« á® «¥¬¬¥ 3 ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à -£à ä ,   ª �¤®¬ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ®¬ ¬®£®£à ¨ª¥ Pt (¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥¯à¨ t, ¡«¨§ª¨å ª  ç «ì®¬ã § ç¥¨î t = 0) ®¤®§ ç® áâà®¨âáï à §-¢¥àâª  St, ¡«¨§ª ï ª S0, ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯ à ¬¥âàë íâ®© à §¢¥àâª¨ áãâì®¤®§ çë¥ äãªæ¨¨ ®â t. Ǒãáâì ¢á¥ ®¨ áâ æ¨® àë, â. ¥. ¯à¨ t = 0¨å ¯à®¨§¢®¤ë¥ à ¢ë ã«î. �®£¤  ¡¥áª®¥ç® ¬ « ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®-£à ¨ª  P0 á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î, â. ¥.  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨ ¤¢¨�¥¨ï ¥£®¢¥àè¨ (  § ç¨â, ¨ áª®à®áâ¨ ¢à é¥¨ï à¥¡¥à ¨ £à ¥©) â ª®¢ë, ª ª ¥á«¨¡ë ¬®£®£à ¨ª P0 ¡ë« â¢¥à¤ë¬ â¥«®¬.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒà¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P0 ¥£® £à ¨ ¬®£ãâ«®¬ âìáï ¯® ¤¨ £® «ï¬, çâ® ¢¥¤¥â ª ¨§¬¥¥¨î áâà®¥¨ï ¥£® ¥áâ¥áâ¢¥®©à §¢¥àâª¨. Ǒà¨ íâ®¬ ¢®§¬®�®, çâ® ¤ �¥ ¯à¨ t, áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨å ªã«î, ®¤¨ ¨ â¥ �¥ £à ¨ ¡ã¤ãâ «®¬ âìáï ¯® à §ë¬ ¤¨ £® «ï¬. � â ª®¬á«ãç ¥ ¬ë ¢ë¡¥à¥¬ ®¤¨ ¨§ ¢¨¤®¢ â ª®£® ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨ï £à ¥© ¨ ¡ã¤¥¬¯à¨¨¬ âì ¢® ¢¨¬ ¨¥ â®«ìª® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ § ç¥¨ï t. �á«¨ ¬ë ¯à¨íâ®¬ ¤®ª �¥¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª �¥áâª¨©, â. ¥. ¥£® ¡¥áª®¥ç® ¬ « ï ¤¥-ä®à¬ æ¨ï á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î, â® â¥¬ á ¬ë¬ â¥®à¥¬  ¡ã¤¥â ¤®ª §  ,¯®áª®«ìªã íâ®â ¢ë¢®¤ ¯à¨¬¥¨¬ ª «î¡®¬ã ¢¨¤ã ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨ï £à ¥©.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à®¬¥�ãâ®ª ¨§¬¥¥¨ï ¯ à ¬¥âà  t à §¡¨¢ ¥âáï   ¥ª®-â®àë¥ ¬®�¥áâ¢  T1, T2, . . . , Tm, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª �¤®¥ á¢®¥¬ã ¢¨¤ã ¯¥-à¥« ¬ë¢ ¨ï £à ¥©. �£à ¨ç¨¢ ïáì ®¤¨¬ k-¬ ¢¨¤®¬ ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨ï, ¬ë®£à ¨ç¨¢ ¥¬áï § ç¥¨ï¬¨ t ¨§ ¬®�¥áâ¢  Tk. �á«¨ x(t) | ª®®à¤¨ -âë ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª  Pt, â® ¬®�® ¢ëç¨á«ïâì ¥¥ ¯à®¨§¢®¤ãî _x(0),®£à ¨ç¨¢ ïáì íâ¨¬¨ § ç¥¨ï¬¨ t («¨èì ¡ë â®«ìª® áà¥¤¨ ¨å ¡ë«¨ áª®«ìã£®¤® ¡«¨§ª¨¥ ª ã«î). �á«¨ ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ® ¯à¨ § ªà¥¯«¥ëå âà¥å



430 �. �. �����������¢¥àè¨ å ¢ëç¨á«¥ ï ¯à®¨§¢®¤ ï à ¢  ã«î ¯à¨ «î¡®¬ k, â® ¡ã¤¥â à ¢-  ã«î ¯à®¨§¢®¤ ï, ¢ëç¨á«¥ ï ¯à¨ ®¡ëç®¬ ãá«®¢¨¨, çâ® t ¯à®¡¥£ ¥â«î¡ë¥ § ç¥¨ï. �® ¥áâì ®ª �¥âáï, çâ® ¯à¨ § ªà¥¯«¥¨¨ âà¥å ¢¥àè¨ ¬®-£®£à ¨ª ¥¯®¤¢¨�¥, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¥£® �¥áâª®áâì ¡ã¤¥â ¤®ª §  .�â ª, áç¨â ¥¬, çâ® ¤¥ä®à¬¨à®¢ ë© ¬®£®£à ¨ª Pt ¨¬¥¥â ¢¯®«¥®¯à¥¤¥«¥®¥ áâà®¥¨¥. �®§¨ªè¨¥   ¥¬ ®¢ë¥ à¥¡à  á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¤¨ -£® «ï¬ £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P0. Ǒ®íâ®¬ã, ¯à¨ï¢ íâ¨ ¤¨ £® «¨ §  à¥¡-à  á ¬®£® ¬®£®£à ¨ª  P0, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª¨ Pt ¨ P0 ¨¬¥îâ¥áâ¥áâ¢¥ë¥ à §¢¥àâª¨ Rt ¨ R0 ®¤®£® áâà®¥¨ï. Ǒ® ãá«®¢¨î ¤  ï à §-¢¥àâª  S0 ¬®£®£à ¨ª  P0 áâ æ¨® à , â. ¥. ¯à®¨§¢®¤ë¥ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å¯ à ¬¥âà®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯¥à¥¬¥®© à §¢¥àâª¨ St ¬®£®£à ¨ª  Ptà ¢ë ã«î ¯à¨ t = 0.�®£« á® «¥¬¬¥ 1 § 5, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯ à ¬¥âàë à §¢¥àâª¨ Rt áãâì ¤¨ä-ä¥à¥æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¯ à ¬¥âà®¢ à §¢¥àâª¨ St, á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¥© ¤ ®© à §¢¥àâª¥ S0 ¬®£®£à ¨ª  P0. Ǒ®íâ®¬ã ¥áâ¥áâ¢¥ ïà §¢¥àâª  ¬®£®£à ¨ª  P0 â ª�¥ áâ æ¨® à . �® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ ã£-«ë ¨ ¤«¨ë áâ®à®   £à ïå ¬®£®£à ¨ª  áâ æ¨® àë, â ª ª ª £à ¨¥£® ¨ áãâì £à ¨ ¥£® ¥áâ¥áâ¢¥®© à §¢¥àâª¨. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 1 § 3, ¯à¨áâ æ¨® à®áâ¨ ã£«®¢   £à ïå ¢á¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë â ª�¥ áâ æ¨® àë.� ®âáî¤  ¢á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë, ãª § ®© ¢  ç «¥ § 4, á«¥¤ã¥â �¥áâª®áâì ¬®-£®£à ¨ª .2. �¥®à¥¬  2. �¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥à¥¡à  ª®â®à®£® ¯ à ««¥«ìë, | �¥áâª¨©, ¥á«¨ ª ª ï-«¨¡® ¤  ï ¥£® à §-¢¥àâª  áâ æ¨® à .�¥â «ì®¥ á®¤¥à� ¨¥ íâ®© â¥®à¥¬ë à áªàë¢ ¥âáï ¡ãª¢ «ì® â ª �¥, ª ª¡ë«® à áªàëâ® á®¤¥à� ¨¥ â¥®à¥¬ë 1. � ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¬ë á®åà ¨¬ ®¡®-§ ç¥¨ï â¥®à¥¬ë 1: P0 | ¤ ë© ¬®£®£à ¨ª, S0 | ¤  ï ¥£® à §¢¥àâ-ª ,   Pt ¨ St | ¤¥ä®à¬¨à®¢ ë© ¬®£®£à ¨ª ¨ ¥£® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ïà §¢¥àâª .�á«¨ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P0 «®¬ îâáï, â® ®¯ïâì ¢ë¡¨à ¥¬ â®«ìª® ®¤¨¢¨¤ ¨å ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨ï ¨ ®£à ¨ç¨¢ ¥¬áï â®«ìª® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ § ç¥-¨ï¬¨ t. Ǒà¨¨¬ ï ¤¨ £® «¨, ¯® ª®â®àë¬ «®¬ îâáï £à ¨ ¬®£®£à ¨-ª  P0, §  à¥¡à  íâ®£® ¬®£®£à ¨ª , ¯®«ãç¨¬, çâ® ¥áâ¥áâ¢¥ë¥ à §¢¥àâ-ª¨ Rt ¬®£®£à ¨ª®¢ Pt ¨¬¥îâ â® �¥ áâà®¥¨¥, çâ® ¨ ¥áâ¥áâ¢¥ ï à §¢¥àâ-ª  R0 ¬®£®£à ¨ª  P0. � ª ª ª à §¢¥àâª  S áâ æ¨® à ,   ¯ à ¬¥âàëà §¢¥àâª¨ R áãâì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨ ¯ à ¬¥âà®¢ à §¢¥àâª¨ S,â® à §¢¥àâª  R áâ æ¨® à . �® ¥áâì ¤«¨ë à¥¡¥à ¨ ã£«ë ª®¥çëå £à -¥© ¬®£®£à ¨ª  P0 áâ æ¨® àë,   â ª�¥ áâ æ¨® àë ¤«¨ë à¥¡¥à ¨ã£«ë ¢®à®ª¨. �¤ ª® ã£«ë ¢®à®ª¨ ¯à¨ ¥¥ ¢¥àè¨ å, ï¢«ïîé¨åáï ª®-æ ¬¨ ¡¥áª®¥çëå à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª , ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© áã¬¬ë ã£«®¢¡¥áª®¥çëå £à ¥©,   ¥ á ¬ë¥ íâ¨ ã£«ë. Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áâ -



��. X: § 6. ��������� Ǒ�� �������������� ��������� 431æ¨® à®áâ¨ ¢á¥å ã£«®¢   ¡¥áª®¥çëå £à ïå âà¥¡ãîâáï ¤®¯®«¨â¥«ìë¥á®®¡à �¥¨ï.Ǒãáâì A0 | ®¤  ¨§ ¢¥àè¨ ¢®à®ª¨ ¬®£®£à ¨ª  P0, ¨ ¨§ íâ®© ¢¥à-è¨ë ¨áå®¤¨â ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à® L0. Ǒãáâì α0, β0 | ã£«ë   ¡¥áª®¥ç-ëå £à ïå ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A0. At, Lt, αt, βt ¯ãáâì ¡ã¤ãâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨
A0

A0

V0
Vt′

α0 β0

�¨á. 152

í«¥¬¥â ¬¨ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ®£® ¬®£®£à -¨ª  Pt. � §à¥§ ¢ ¢®à®ªã ¬®£®£à ¨ª  Pt¯® à¥¡àã Lt ¨ à §¢¥àã¢ ¥¥   ¯«®áª®áâì, ¯®-«ãç¨¬ ¡¥áª®¥çë© ¬®£®ã£®«ì¨ª Vt. Ǒà¨
t = 0 íâ® ¡ã¤¥â à §¢¥àãâ ï ¢®à®ª  V0 ¬®£®-£à ¨ª  P0 (à¨á. 152). �¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë¬®£®ã£®«ì¨ª  V0 ¯ à ««¥«ìë,   ã Vt ®¨¬®£ãâ ¨ ¥ ¡ëâì ¯ à ««¥«ìë¬¨. �ë ¤®«�-ë ¤®ª § âì, çâ® (dα/dt)t=0 ≡ _α(0) = 0.�®¯ãáâ¨¬, ®¤ ª®, çâ® _α(0) 6= 0 ¨ ¤«ï ®¯à¥-¤¥«¥®áâ¨ α(0) > 0.�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¤¥ä®à¬ æ¨î ¬®£®-ã£®«ì¨ª  V0 ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ Vt. �áª«îç ï¤¢¨�¥¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  ª ª æ¥«®£®, ¬®�®áç¨â âì ¥¯®¤¢¨�ë¬¨ ¢¥àè¨ã A0 ¨  ¯à ¢-«¥¨¥ ¨áå®¤ïé¥£® ¨§ ¥¥ ª®¥ç®£® à¥¡à . �¥ä®à¬ æ¨î à §«®�¨¬   ¤¢¥ç áâ¨: ¤¥ä®à¬ æ¨î ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨î ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª . �¥-ä®à¬ æ¨ï ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á®áâ®¨â ¢ ¨§¬¥¥¨¨ í«¥¬¥â®¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª á ¯®áâ®ïë¬¨ áª®à®áâï¬¨, à ¢ë¬¨  ç «ìë¬ áª®à®áâï¬ ¤ ®© ¤¥ä®à-¬ æ¨¨. �¥ä®à¬ æ¨ï ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª  ¤®¯®«ï¥â ¤¥ä®à¬ æ¨î ¯¥à¢®£® ¯®-àï¤ª  ¤® ¨áâ¨®© 19).� áá¬®âà¨¬ á ç «  ¤¥ä®à¬ æ¨î ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . �á¥ ¤«¨ë áâ®à®¬®£®ã£®«ì¨ª  Vt ¨ ¢á¥ ¥£® ã£«ë, ªà®¬¥ α(t) ¨ β(t), ï¢«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¨¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ¢®à®ª¨. Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ ®¨ áâ æ¨® àë ¨ ¯à¨ ¤¥ä®à-¬ æ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¥ ¬¥ïîâáï ¢®¢á¥. � ª ª ª ª â®¬ã �¥ ¢¥àè¨ 
A0 ¨ ¨áå®¤ïé ï ¨§ ¥¥ ª®¥ç ï áâ®à®  ¥¯®¤¢¨�ë, â® ¢®®¡é¥ ¢á¥ ¢¥à-è¨ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  V0 ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ®áâ îâáï  ¬¥áâ¥. �®«ìª® ¥£® ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë ¢à é îâáï â ª, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãî-é¨¥ ã£«ë ¬¥ïîâáï á  ç «ìë¬¨ áª®à®áâï¬¨ _α(0) ¨ _β(0). � ª ª ª ¢ á¨«ãáâ æ¨® à®áâ¨ _α(0) = − _β(0), â® ¯à¨ íâ®¬ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë ®áâ îâáï¯ à ««¥«ìë¬¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¯à¥¢à é ¥â¬®£®ã£®«ì¨ª V0 ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª V ′t  â¥¬¨ �¥ ¢¥àè¨ ¬¨ ¨ á ¯ à ««¥«ì-ë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ áâ®à® ¬¨ (á¬. à¨á. 152).19)�á«¨ x(t) | ¢¥«¨ç¨ , á¢ï§  ï á ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬ Vt, â® ¯®« £ ¥¬ x(t) = x(0)++ _x(0)t + ε(t). �¤¥áì _x(0)t ¤ ¥â ¤¥ä®à¬ æ¨î ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , a ε(t) | ¤¥ä®à¬ æ¨î¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª .



432 �. �. ������������á«¨ ®âà¥§ âì ®â V ′t ã£®«, ¯à¨¡ ¢¨¢è¨©áï ª ã£«ã α0, ¨ ¯à¨«®�¨âì ¥£®á ¤àã£®© áâ®à®ë, â® ¯®«ãç¨¬ ¨áå®¤ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª V0. �«¥¤®¢ â¥«ì-®, V ′t ¥áâì à §¢¥àâª  ¢®à®ª¨ ¬®£®£à ¨ª  P0, â®«ìª® à §à¥§  ï ¥ ¯®à¥¡àã L0,   ¯® «¨¨¨ L′t, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¡¥áª®¥çë¬ áâ®à® ¬ ¬®£®-ã£®«ì¨ª  V ′t . �¨¨ï L′t ¯¥à¥á¥ª ¥â L0 ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥ B′t, ¨ â ª ª ª L0á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  P0, â® ¥¥ ®âà¥§®ª A0B′t ª®à®ç¥ ®âà¥§ª 
A0B′t «¨¨¨ L′t. (�¡¥ ¢¥àè¨ë A0 ¬®£®ã£®«ì¨ª  V0 ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ®¤ã¢¥àè¨ã ¢®à®ª¨, ¨ ¯®â®¬ã ¬ë ¨å ¥ à §«¨ç ¥¬ ¢ íâ®¬ à ááã�¤¥¨¨.)�®¡ ¢¨¬ â¥¯¥àì ª ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ®áâ îéãîáï ¤¥ä®à¬ -æ¨î ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª . �®£¤  ¬®£®ã£®«ì¨ª V ′t ¯à¥¢à â¨âáï ¢ Vt,   ¥£®¡¥áª®¥ç ï áâ®à®  L′t | ¢ ¡¥áª®¥çãî áâ®à®ã Lt ¬®£®ã£®«ì¨ª  Vt.�á«¨ t ¤®áâ â®ç® ¬ «®, â® ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª  ¢ë§®¢¥â áâ®«ì¬ «ë© ¯®¢®à®â «¨¨¨ L′t, çâ® ®  ¯®-¯à¥�¥¬ã ¡ã¤¥â ¯¥à¥á¥ª âì L0 ¢ ¥ª®-â®à®© â®çª¥ Bt, ¯à¨ç¥¬ ®âà¥§®ª A0Bt «¨¨¨ L0 ®¯ïâì-â ª¨ ¡ã¤¥â ª®à®ç¥®âà¥§ª  A0Bt «¨¨¨ Lt.�¤ ª® «¨¨ï Lt ¯® ãá«®¢¨î á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  Pt,  ¯®â®¬ã ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¥¥ â®çª¨ ¥«ì§ï á®¥¤¨¨âì ¡®«¥¥ ª®à®âª¨¬ ®âà¥§ª®¬,ç¥¬ ®âà¥§®ª á ¬®© «¨¨¨ Lt. Ǒ®«ãç ¥âáï ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, ª®â®à®¥ ¤®ª §ë¢ ¥â,çâ® _α(0) ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ®â«¨ç® ®â ã«ï.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ®, çâ® ª �¤ë© ã£®«   ¡¥áª®¥ç®© £à ¨ ¬®-£®£à ¨ª  P0 ¡ã¤¥â áâ æ¨® àë¬. �â æ¨® à®áâì ã£«®¢   ª®¥çëå£à ïå ¡ë«  ãáâ ®¢«¥  ¢ ç «¥. Ǒ®íâ®¬ã, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì â¥®à¥¬®© 4
§ 3, ¯à¨å®¤¨¬ ª § ª«îç¥¨î, çâ® ¢á¥ ¤¢ã£à ë¥ ã£«ë ¬®£®£à ¨ª  â ª�¥áâ æ¨® àë. �¥¯¥àì, ª®£¤  ¨§¢¥áâ  áâ æ¨® à®áâì ¤«¨ áâ®à® ¨ ã£«®¢£à ¥©,   â ª�¥ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢, �¥áâª®áâì ¬®£®£à ¨ª  ãáâ  ¢«¨¢ -¥âáï ¡ãª¢ «ì® â¥¬ �¥ ¯à®áâë¬ à ááã�¤¥¨¥¬, ª®â®à®¥ ¡ë«® ¯à¨¬¥¥® ¢¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1.3. �¥¯¥àì ®¡à â¨¬áï ª ¡¥áª®¥çë¬ ¬®£®£à ¨ª ¬ á ¥¯ à ««¥«ìë¬¨¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨. � �¤ë© â ª®© ¬®£®£à ¨ª P ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìë©ã£®« V , ¥ ¢ëà®�¤ îé¨©áï ¢ ¯®«ã¯àï¬ãî. � �¤®¬ã à¥¡àã L ã£«  V ®â-¢¥ç ¥â å®âï ¡ë ®¤® ¡¥áª®¥ç®¥ à¥¡à® ¬®£®£à ¨ª  P , ¯à¥¢à é îé¥¥áï¢ L, ª®£¤  P ¡¥áª®¥ç® ¯®¤®¡® á�¨¬ ¥âáï ¢ ã£®« V .�«ï �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¥¤®áâ â®ç® ¤¢ãå ãá«®¢¨© áâ æ¨® à-®áâ¨: ¥£® à §¢¥àâª¨ ¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« . �®£®£à ¨ª P ¬®�® ¤¥ä®à-¬¨à®¢ âì â ª, çâ® ¥£® à §¢¥àâª  ¨ ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¥ ¬¥ïîâáï ¢®¢á¥, ®à¥¡à®, ®â¢¥ç îé¥¥ ¤ ®¬ã à¥¡àã L ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« , ¯®¢®à ç¨¢ ¥âáï, â. ¥.ã£®«, ®¡à §ã¥¬ë© íâ¨¬ à¥¡à®¬ á ¯®¤å®¤ïé¨¬ ª ¥¬ã ª®¥çë¬ à¥¡à®¬, ¬¥-ï¥âáï. �®§¬®�®áâì â ª®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¡ë«  ¤®ª §   ¢ § 5 £« ¢ë IV ¤«ï«î¡®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨ â ¬ �¥ ¡ë« ¯à¨¢¥¤¥ ®ç¥ì ¯à®áâ®© ¥¥ ¯à¨¬¥à.� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ã�® ¥é¥ âà¥âì¥ ãá«®¢¨¥ áâ æ¨® à®áâ¨. �£® ä®à¬ã«¨-à®¢ª  ¨ ¤®áâ â®ç®áâì ¢á¥å âà¥å ãá«®¢¨© á®¤¥à� âáï ¢ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:



��. X: § 6. ��������� Ǒ�� �������������� ��������� 433�¥®à¥¬  3. Ǒãáâì ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P á ¯à¥¤¥«ì-ë¬ ã£«®¬, ¥ ¢ëà®�¤ îé¨¬áï ¢ ¯®«ã¯àï¬ãî, ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª, çâ® ¢ë-¯®«¥ë âà¨ ãá«®¢¨ï áâ æ¨® à®áâ¨: 1) ¥ª®â®à®© ¥£® à §¢¥àâª¨ S, 2) ¥£®¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V ¨ 3) ¥ª®â®à®£® ¥£® à¥¡à  L, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¤ ®-¬ã à¥¡àã ã£«  V . Ǒà¨ íâ¨å ãá«®¢¨ïå ¬®£®£à ¨ª | �¥áâª¨©, â. ¥. ¥£®¡¥áª®¥ç® ¬ « ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î.�á«®¢¨¥ 3 ®§ ç ¥â áâ æ¨® à®áâì ã£« , ®¡à §ã¥¬®£® à¥¡à®¬ L á ®¤-¨¬ ¨§ ¯®¤å®¤ïé¨å ª ¥£® ¢¥àè¨¥ ª®¥çëå à¥¡¥à ¢®à®ª¨ ¤ ®© à §¢¥àâ-ª¨ S 20). �¥áª®¥ç®¥ à¥¡à® L § ¢¥¤®¬® «¥�¨â   íâ®© ¢®à®ª¥ ¨, £àã¡®£®¢®àï, ¤¥«® ¨¤¥â ® ¥£® ¥¯®¤¢¨�®áâ¨   ¥©.�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¯à®å®¤¨â ¯® â®¬ã �¥ ¯« ã, çâ® ¨ ¤®ª -§ â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2. Ǒà¥�¤¥ ¢á¥£®, â ª �¥ ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 2, ¨§ áâ æ¨®- à®áâ¨ ¥ª®â®à®© ¤ ®© à §¢¥àâª¨ á«¥¤ã¥â áâ æ¨® à®áâì ¥áâ¥áâ¢¥®©à §¢¥àâª¨ ¬®£®£à ¨ª  P . (Ǒà¨ íâ®¬ ®¯ïâì-â ª¨ ®£à ¨ç¨¢ ¥¬áï ®¤¨¬¢¨¤®¬ ¯¥à¥« ¬ë¢ ¨ï ª®¥çëå £à ¥© ¯® ¤¨ £® «ï¬ ¨ ¯à¨¨¬ ¥¬ íâ¨¤¨ £® «¨ §  à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª .) � «¥¥, ¬ë á®¢  § ¬¥ç ¥¬, çâ® ã£«ë¢®à®ª¨ ¬®£®£à ¨ª  ®¡à §ãîâáï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥áª®«ìª¨¬¨ ã£« ¬¨  ¥£® ¡¥áª®¥çëå £à ïå. Ǒ®íâ®¬ã ®¯ïâì ¢áâ ¥â § ¤ ç  | ¤®ª § âì áâ æ¨®- à®áâì íâ¨å ã£«®¢.Ǒ® ãá«®¢¨î 3 â¥®à¥¬ë ã£®«, ®¡à §ã¥¬ë© à¥¡à®¬ L á ¥ª®â®àë¬ ª®¥çë¬à¥¡à®¬ ¢®à®ª¨ à §¢¥àâª¨ S, áâ æ¨® à¥. �§ áâ æ¨® à®áâ¨ à §¢¥àâª¨ S¨ ¥áâ¥áâ¢¥®© à §¢¥àâª¨ «¥£ª® § ª«îç¨âì, çâ® ã£«ë ¬¥�¤ã ¨å à¥¡à ¬¨áâ æ¨® àë. Ǒ®íâ®¬ã ã£«ë, ®¡à §ã¥¬ë¥ à¥¡à®¬ L á ª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨¬®£®£à ¨ª  P , ¯®¤å®¤ïé¨¬¨ ª ª®æã íâ®£® à¥¡à , áâ æ¨® àë. �¥çì¨¤¥â, ª®¥ç®, ®¡ ã£« å, ¨§¬¥à¥ëå   ¬®£®£à ¨ª¥ P ; ®¨ ¬®£ãâ á« -£ âìáï ¨§ ã£«®¢ ¥áª®«ìª¨å £à ¥©.Ǒãáâì L1, . . . , Ln | ¢á¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à , áå®¤ïé¨¥áï ¢ ª®æ¥ A à¥¡-à  L; ®¤® ¨§ ¨å, áª �¥¬ Lk, ¥áâì L. �à®¬¥ â®£®, ª A ¯®¤å®¤ïâ ¥é¥ ¤¢ ª®¥çëå à¥¡à  L0, Ln+1 ¢®à®ª¨ ¬®£®£à ¨ª . �á¥ à¥¡à  ¯¥à¥ã¬¥à®-¢ ë ¢ ¯®àï¤ª¥ ¨å à á¯®«®�¥¨ï; ç¥à¥§ αi ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ã£®« ¬¥�¤ã i-¬ ¨(i+ 1)-¬ à¥¡à®¬ (à¨á. 153).�£«ë ¬¥�¤ã à¥¡à®¬ Lk = L ¨ à¥¡à ¬¨ L0 ¨ Ln+1 à ¢ë á®®â¢¥âáâ¢¥®
α0 + . . . + αk−1 ¨ αk + . . . + αn. � ª ª ª ®¨ áâ æ¨® àë, â®_α0 + . . . + _αk+1 = _αk + . . . + _αn = 0. (1)�¥áª®¥çë¥ à¥¡à  Li ¯ à ««¥«ìë à¥¡à ¬ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V , ¢ ª®â®-àë¥ ®¨ ¯¥à¥å®¤ïâ ¯à¨ ¡¥áª®¥ç®¬ ¯®¤®¡®¬ á� â¨¨. Ǒ®íâ®¬ã ã£«ë ¬¥�¤ã20)�®«ì L ¬®�¥â ¢ë¯®«ïâì «î¡®© «ãç   ¬®£®£à ¨ª¥ P , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¤ ®©®¡à §ãîé¥© ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V .



434 �. �. �����������¨¬¨ à ¢ë ã£« ¬ ¬¥�¤ã à¥¡à ¬¨ ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  V . �â¨ �¥ ¯®á«¥¤¨¥¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë áâ æ¨® àë. �«¥¤®¢ â¥«ì®,_α1 = _α2 = . . . = _αn−1 = 0. (2)�§ (1) ¨ (2) á«¥¤ã¥â, çâ® â ª�¥ _α0 = _αn = 0. (3)�â¨¬ ¤®ª § ®, çâ® ¢á¥ ã£«ë   ¡¥áª®¥çëå £à ïå ¯à¨ ¢¥àè¨¥ A áâ æ¨-® àë.Ǒãáâì â¥¯¥àì Q | ¡¥áª®¥ç ï £à ì, á®¤¥à� é ï ã£®« α0 (à¨á. 154).Ǒãáâì β1, β2, . . . , βm | ¤àã£¨¥ ¥¥ ã£«ë, ¯à¨ç¥¬ βm ¥áâì ã£®« ¯à¨ ¥¥ ¡¥áª®-
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L=Lk
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αn
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M
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A
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�¨á. 153 �¨á. 154¥ç®¬ à¥¡à¥; ¡¥áª®¥ç ï £à ì Q ¨¬¥¥â ¤¢  ¡¥áª®¥çëå à¥¡à : ®¤® L1á ª®æ®¬ A, ¤àã£®¥M á ª®æ®¬ B. �á¥ ã£«ë βi, ªà®¬¥ βm, ï¢«ïîâáï ¢¬¥áâ¥á â¥¬ ã£« ¬¨ ¢®à®ª¨. Ǒ®íâ®¬ã_β1 = _β2 = . . . = _βm−1 = 0. (4)�£®« ¬¥�¤ã à¥¡à ¬¨ L1 ¨ m, ª ª «¥£ª® ¯®¤áç¨â âì, à ¢¥
α0 + β1 + . . . + βm −mπ.�® íâ®â ã£®« à ¢¥ ã£«ã ¬¥�¤ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ à¥¡à ¬¨ ¯à¥¤¥«ì®£®ã£«  V , ¨ â ª ª ª íâ®â ¯®á«¥¤¨© áâ æ¨® à¥, â®_α0 + _β1 + . . .+ _βm = 0. (5)



��. X: § 6. ��������� Ǒ�� �������������� ��������� 435Ǒ®«ì§ãïáì â¥¯¥àì à ¢¥áâ¢ ¬¨ (3){(5), ¯®«ãç ¥¬, çâ®_βm = 0.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ ã£«ë   £à ¨ Q áâ æ¨® àë ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, áâ æ¨-® à¥ ã£®« ¬¥�¤ã ¡¥áª®¥çë¬ ¥¥ à¥¡à®¬ M ¨ á¬¥�ë¬ á ¨¬ ª®¥çë¬à¥¡à®¬. Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï ¢á¥å ã£«®¢, áå®¤ïé¨åáï ¢ â®© �¥ ¢¥àè¨¥ B, ¬®�-® ¯®¢â®à¨âì à ááã�¤¥¨¥, ª®â®à®¥ ¡ë«® ¯à®¢¥¤¥® ¢ëè¥ ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ ªã£« ¬, áå®¤ïé¨¬áï ¢ ¢¥àè¨¥ A. �®£¤  ®ª �¥âáï, çâ® ¢á¥ ã£«ë ¯à¨ ¢¥à-è¨¥ B áâ æ¨® àë. Ǒà®¤®«� ï íâ®â ¢ë¢®¤, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢á¥ ã£«ë  ¡¥áª®¥çëå £à ïå áâ æ¨® àë.�¥¯¥àì ¤®ª § ®, çâ® ã£«ë   ¢á¥å ª ª ª®¥çëå, â ª ¨ ¡¥áª®¥çëå £à -ïå áâ æ¨® àë,   ¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë ¯à¥¤¥«ìë© ã£®« ¬®£®£à ¨ª â®�¥ áâ æ¨® à¥. �âáî¤    ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë 5 § 3 á«¥¤ã¥â áâ æ¨® à-®áâì ¢á¥å ¤¢ã£à ëå ã£«®¢.Ǒ®á«¥ íâ®£® �¥áâª®áâì ¬®£®£à ¨ª  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¡ãª¢ «ìë¬ ¯®¢â®-à¥¨¥¬ à ááã�¤¥¨ï, ¯à®¢¥¤¥®£® ¢ § ª«îç¥¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1.4. �¥®à¥¬  4. Ǒãáâì P | ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ®£à ¨-ç¥ë© ®¤®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©. �á«¨ áâ æ¨® àë ¥ª®â®à ï ¥£® à §-¢¥àâª  ¨ ¢á¥ (¯à®áâà áâ¢¥ë¥) ã£«ë ¬¥�¤ã á¬¥�ë¬¨ £à ¨çë¬¨ à¥¡-à ¬¨, â® ¬®£®£à ¨ª P | �¥áâª¨©.�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¤®á«®¢®¥ ¯®¢â®à¥¨¥ ¤®ª -§ â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1 á â®© ¥¤¨áâ¢¥®© à §¨æ¥©, çâ® ã�® á®á« âìáï  â¥®à¥¬ã 6 § 3 ® áâ æ¨® à®áâ¨ ¤¢ã£à ëå ã£«®¢ ¬®£®£à ¨ª  á £à ¨-æ¥©.(� ª �¥, ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 6 § 3, §¤¥áì à¥çì ¬®�¥â ¨¤â¨ ® «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¬¬®£®£à ¨ª¥ ¨ áâ æ¨® à®áâì ã£«®¢ ¬¥�¤ã á¬¥�ë¬¨ £à ¨çë¬¨ à¥¡-à ¬¨ ¤®áâ â®ç® âà¥¡®¢ âì ¤«ï ¢á¥å ¨å ¯ à, ªà®¬¥ âà¥å. � â ª �¥, ª ª ¢ § 3,®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬ ¢®¯à®á ®¡ ãá«®¢¨ïå �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª , ®£à ¨-ç¥®£® ¥áª®«ìª¨¬¨ «®¬ ë¬¨.)�â¬¥â¨¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥é¥ ¥ª®â®àë¥ â¥®à¥¬ë:�¥®à¥¬  5. �á«¨ ã è ¯ª¨ áâ æ¨® à  ¥ª®â®à ï à §¢¥àâª  ¨ £à ¨çë¥¢¥àè¨ë ¬®£ãâ ¤¢¨£ âìáï â®«ìª® ¢ ¯«®áª®áâ¨ ªà ï è ¯ª¨, â® è ¯ª  |�¥áâª ï: ®  ¤®¯ãáª ¥â â®£¤  «¨èì ¤¢¨�¥¨ï ¢¤®«ì ¯«®áª®áâ¨ ªà ï.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   áª«¥¨¢ ¨¨ ¤¢ãå á¨¬¬¥âà¨çëå è ¯®ª ¢®¤¨ § ¬ªãâë© ¬®£®£à ¨ª.�¥®à¥¬  6. Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á ¯ à «-«¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ à¥¡à ¬¨, ®£à ¨ç¥ë© ®¤®© ¡¥áª®¥ç®© «®¬ -®©. �á«¨ áâ æ¨® àë ¥ª®â®à ï ¥£® à §¢¥àâª  ¨ ¢á¥ (¯à®áâà áâ¢¥ë¥)ã£«ë ¬¥�¤ã á¬¥�ë¬¨ £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨, â® ¬®£®£à ¨ª P | �¥áâ-ª¨©.



436 �. �. ������������¥®à¥¬  7. Ǒãáâì P | ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ¨¬¥îé¨©¥¯ à ««¥«ìë¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à , ®£à ¨ç¥ë© ®¤®© ¡¥áª®¥ç®© «®¬ -®©. Ǒãáâì ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï áâ æ¨® à®áâ¨: 1) ¥ª®â®à®©¥£® à §¢¥àâª¨, 2) ¥£® ¯à¥¤¥«ì®£® ã£« , 3) ¯à®áâà áâ¢¥ëå ã£«®¢ ¬¥�¤ãá¬¥�ë¬¨ £à ¨çë¬¨ à¥¡à ¬¨. �®£¤  ¬®£®£à ¨ª P | �¥áâª¨©.
§ 7. �¡®¡é¥¨ï1. �ë ®£à ¨ç¨¢ «¨áì ¤® á¨å ¯®à à áá¬®âà¥¨¥¬ â ª¨å ¤¥ä®à¬ æ¨© ¬®£®£à ¨-ª®¢, ¯à¨ ª®â®àëå ®¨ ®áâ îâáï ¬®£®£à ¨ª ¬¨. �¤ ª® ¬®�® ¢®®¡à §¨âì á¥¡¥ ¬®-£®£à ¨ª, á¤¥« ë© ¨§ £¨¡ª®£®, ® ¥à áâï�¨¬®£® ¬ â¥à¨ « ,  ¯à¨¬¥à ¨§ ¡ã¬ £¨.�®£¤  ¥áâ¥áâ¢¥® à áá¬ âà¨¢ âì â ª¨¥ ¥£® ¨§£¨¡ ¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå £à ¨ ¨ à¥¡à  ¥ ¯à®-áâ® ¯¥à¥« ¬ë¢ îâáï, ® ¨áªà¨¢«ïîâáï ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬. �® ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ãá«®¢¨ïý¥à áâï�¨¬®áâ¨ ¬ â¥à¨ « þ ¤«¨ë ¢á¥å ªà¨¢ëå   £à ïå ¤®«�ë ¯à¨ íâ®¬ ®áâ ¢ âìáï¥¨§¬¥ë¬¨.� ª®¥ ¨§£¨¡ ¨¥ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  á á®åà ¥¨¥¬ ¢ë¯ãª«®áâ¨¥¢®§¬®�®, ª ª ¡ë«® ãª § ® ¥é¥ ¢ § 6 £« ¢ë III.�¤¥áì  á ¨â¥à¥áã¥â ¥ ¨§£¨¡ ¨¥,   ¡¥áª®¥ç® ¬ «®¥ ¨§£¨¡ ¨¥, â. ¥. ¬ë ¥ âà¥¡ã¥¬¥¨§¬¥®áâ¨ ¤«¨ ªà¨¢ëå   £à ïå, ® «¨èì ¨å áâ æ¨® à®áâ¨.�¥áª®¥ç® ¬ « ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãª § ¨¥¬ áª®à®áâ¨ v ¤¢¨�¥¨ï ª �¤®©â®çª¨ ¬®£®£à ¨ª . �á«®¢¨¥ áâ æ¨® à®áâ¨ ¤«¨ ¯à¨¢®¤¨â ª «¨¥©®¬ã ¤¨ää¥à¥-æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î ¤«ï ¯®«ï áª®à®áâ¨ v.Ǒãáâì dx | ¤¨ää¥à¥æ¨ « ¢¥ªâ®à , ª®¥æ ª®â®à®£® § ç¥àç¨¢ ¥â ªà¨¢ãî   ¯®¢¥àå-®áâ¨, a dv | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ « áª®à®áâ¨. Ǒ® áâ æ¨® à®áâ¨ ¤«¨

∂

∂t
(dx)2 = 0.�® ∂

∂t
(dx2) = 2dx ∂

∂t
dx = 2dxd ∂x

∂t
= 2dxdv, â ª çâ®

dxdv = 0, (1)â. ¥. ¤¨ää¥à¥æ¨ « ¢¥ªâ®à  ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà¥ ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ¤¨ää¥-à¥æ¨ «ã áª®à®áâ¨. �â® ¨ ¥áâì ¨§¢¥áâ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¡¥áª®¥ç® ¬ «®£® ¨§£¨¡ ¨ï. � -£«ï¤ë© á¬ëá« ¥£® ïá¥: ®âà¥§®ª dx ¨¬¥¥â áâ æ¨® àãî ¤«¨ã «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥,ª®£¤  ®â®á¨â¥«ì ï áª®à®áâì ¥£® ª®æ®¢ ¥¬ã ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà , â. ¥. ª®£¤  ®¤¨ ª®¥æ«¨èì ¢à é ¥âáï ¢®ªàã£ ¤àã£®£®.�á«¨ ¤®¯ãáª âì ¨áªà¨¢«¥¨ï £à ¥©, â® ¨ª ª®© ¬®£®£à ¨ª ¥ ¡ã¤¥â �¥áâª¨¬, ¯®-â®¬ã çâ® ¨ª ª ï ¯«®áª ï ®¡« áâì,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¨ª ª ï £à ì ¥ ï¢«ï¥âáï �¥áâ-ª®©, ¤ �¥ ¥á«¨ § ªà¥¯«¥ë ¥¥ ªà ï.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¢§ïâì áª®à®áâì v ¢ ª �¤®© â®çª¥ ¯«®áª®© ®¡« áâ¨ G, ¯¥à¯¥-¤¨ªã«ïà®© ª ¯«®áª®áâ¨ íâ®© ®¡« áâ¨, â® ãà ¢¥¨¥ (1) ¡ã¤¥â § ¢¥¤®¬® ¢ë¯®«¥®. �¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¬®�® ®¡¥á¯¥ç¨âì, çâ®¡ë áª®à®áâì v ¨áç¥§ «    £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ â ª®© ®¡é¥© ¯®áâ ®¢ª¥ ¢®¯à®á ® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  à¥è ¥âáï¢á¥£¤  ®âà¨æ â¥«ì® ¯® âà¨¢¨ «ì®© ¯à¨ç¨¥.�¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®�® ¯®«ãç¨âì ¥ª®â®àë¥ ¥âà¨¢¨ «ìë¥ à¥§ã«ìâ âë.� ª, ¬®�® ¤®ª § âì:�á«¨ § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¯®¤¢¥à£ ¥âáï ¡¥áª®¥ç® ¬ «®¬ã ¨§£¨¡ -¨î, â. ¥. ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï á ¨áªà¨¢«¥¨¥¬ £à ¥©, ® â ª, çâ® ¤«¨ë ªà¨¢ëå   ¨å



��. X: § 7. ��������� 437áâ æ¨® àë, â® á®¢®ªã¯®áâì ¥£® ¢¥àè¨ ¤¢¨�¥âáï ¯à¨ íâ®¬ ª ª â¢¥à¤®¥ æ¥«®¥, â. ¥.áª®à®áâ¨ ¨å ¤¢¨�¥¨ï ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â â ª®¢ë, ª ª ¥á«¨ ¡ë ®¨ ¢á¥ ¯à¨ ¤«¥� «¨®¤®¬ã â¢¥à¤®¬ã â¥«ã. (�®åà ¥¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¥ âà¥¡ã¥âáï.)Ǒãáâì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ¯®¤¢¥à£ ¥âáï ¡¥áª®¥ç® ¬ «®¬ã ¨§£¨-¡ ¨î. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî íâ®¬ã ¤¥ä®à¬ æ¨î £à ¨æë ¢ë¯ãª«®©®¡®«®çª¨ á®¢®ªã¯®áâ¨ ¥£® ¢¥àè¨. �  ç «ìë© ¬®¬¥â ®  ¨ ¥áâì ¬®£®£à ¨ª P .Ǒ®íâ®¬ã ¥¥ ¨§¬¥¥¨¥ â ª�¥ ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¥ª®â®àãî, ª®¥ç® ã�¥ ¤àã£ãî,¤¥ä®à¬ æ¨î â®£® �¥ ¬®£®£à ¨ª .�§ ãà ¢¥¨ï (1) «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ¥á«¨ ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯àï¬®«¨¥©®£® ®âà¥§ª ¤«¨  áâ æ¨® à , â® ¨ à ááâ®ï¨¥ ¬¥�¤ã ¥£® ª®æ ¬¨ áâ æ¨® à®. Ǒ®íâ®¬ã ¢ ãá«®-¢¨ïå áä®à¬ã«¨à®¢ ®© â®«ìª® çâ® â¥®à¥¬ë à ááâ®ï¨ï ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ ª �¤®© £à ¨¬®£®£à ¨ª  ®ª §ë¢ îâáï áâ æ¨® àë¬¨.�âáî¤  «¥£ª® § ª«îç¨âì, çâ® ¤¥ä®à¬ æ¨ï £à ¨æë ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ á®¢®ªã¯®áâ¨¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  P â ª�¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¥£® ¡¥áª®¥ç® ¬ «®¥ ¨§£¨¡ ¨¥. � â®£¤ ¯® â¥®à¥¬¥ 1 § 6 íâ  ¤¥ä®à¬ æ¨ï á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î, ¨  è  â¥®à¥¬  ¤®ª §  .� «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ë ¬®�®, ®ç¥¢¨¤®, ¢ëáª § âì ¤«ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨æ¥©, ¯à¨¢«¥ª ï, ª®¥ç®, ãá«®¢¨ï ¤«ï ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¨ á®-®â¢¥âáâ¢¥® ãá«®¢¨ï   £à ¨æ¥. �®çë¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å â¥®à¥¬¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¥à¥è¥ãî ¥é¥ § ¤ çã 21).2. �¡®¡é¥¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ íâ®© £« ¢ë   ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ ¥¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà -áâ¢ å: �®¡ ç¥¢áª®£® ¨ áä¥à¨ç¥áª®¬, ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¤®á«®¢® â ¬, £¤¥ à¥çì ¨¤¥â ® ª®¥ç-ëå ¬®£®£à ¨ª å, § ¬ªãâëå ¨«¨ á £à ¨æ¥©. �¤¥áì ¨ç¥£® ¥ ã�® ¬¥ïâì ¨ ¢ä®à¬ã«¨à®¢ª å, ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å. � á«ãç ¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢®¯à®á®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬ ¨§-§  â®£®, çâ® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ �®¡ ç¥¢áª®£® ¥ ¨áá«¥¤®¢   § ¬¥ ¯®ïâ¨ï ¯à¥¤¥«ì®£® ã£«  ¬®£®£à ¨ª . �¤¢  «¨ íâ  § ¤ ç  ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢, £®-¬¥®¬®àäëå ¯«®áª®áâ¨, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¡®«ìè¨¥ âàã¤®áâ¨. � ®¡é¥¬ �¥ á«ãç ¥ ¢®¯à®á®áâ ¥âáï á®¢¥àè¥® ®âªàëâë¬ 22).3. �¥áª®¥ç® ¬ «ë¥ ¨§£¨¡ ¨ï ªà¨¢ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ã�¥ ¤ ¢® á«ã� â ¯à¥¤¬¥â®¬¬®£®ç¨á«¥ëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© ¢ ¯« ¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨. �¥áª®¥ç® ¬ -«ë¬ ¨§£¨¡ ¨¥¬ ¯®¢¥àå®áâ¨  §ë¢ ¥âáï ¥¥ ¤¥ä®à¬ æ¨ï, ¯à¨ ª®â®à®© ¤«¨ë ¢á¥å ªà¨¢ëå  ¯®¢¥àå®áâ¨ áâ æ¨® àë. �á«¨ ¯®¢¥àå®áâì ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå ¨§£¨¡ -¨© ¯®¬¨¬® ¤¢¨�¥¨©, â® ®   §ë¢ ¥âáï �¥áâª®©.�âç¥â ®¡ ¨áá«¥¤®¢ ¨ïå ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå ¨§£¨¡ ¨© ªà¨¢ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¬®�® ©â¨ ¢ àï¤¥ áâ â¥© [17, 104, 126℄ ¢ ý�á¯¥å å ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å  ãªþ 23). �ë ã¯®¬ï¥¬â®«ìª® ¤¢  à¥§ã«ìâ â , ª á îé¨åáï ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¨   «®£¨çëå  è¨¬ â¥®-à¥¬ ¬ ® ¬®£®£à ¨ª å.1) � ¬ªãâ ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì, ¥ á®¤¥à� é ï ¯«®áª¨å ªãáª®¢, | �¥áâª ï. �â â¥®à¥¬  ãáâ ®¢«¥  ¢¯¥à¢ë¥ �¨¡¬ ®¬ ¢ ¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ã§ª¨å ¯à¥¤¯®«®�¥¨ïå. � ¤®ª §   ¯®ª  «¨èì ¤«ï âà¨�¤ë ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¨ â®«ìª® ¤«ï ¯®¢¥àå-®áâ¥© ¢à é¥¨ï ¡¥§ ª ª¨å ¡ë â® ¨ ¡ë«® ¯à¥¤¯®«®�¥¨© ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ 21).2) �ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì, ®£à ¨ç¥ ï ®¤®© § ¬ªãâ®© ªà¨¢®© ¨ ®¤®§ ç® ¯à®-¥ªâ¨àãîé ïáï   ¥ª®â®àãî ¯«®áª®áâì T , ®ª §ë¢ ¥âáï �¥áâª®©, ¥á«¨ âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ëáª®à®áâ¨ â®ç¥ª ¥¥ £à ¨æë ¡ë«¨ ¯ à ««¥«ìë ¯«®áª®áâ¨ T . �â  â¥®à¥¬  â ª�¥ ¤®ª §  21)�¥¯¥àì íâ® ¤®ª § ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ �.�.Ǒ®£®à¥«®¢ë¬ [173, £«. 4℄. | Ǒà¨¬.�. �. � «£ ««¥à .22)� áâ¨çë¥ à¥§ã«ìâ âë á¬. ¢ [51, 52, 89℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .23)�¬. â ª�¥ ®¡§®àë [189, 208℄ ¨ ã¯®¬ïãâë¥ ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¨§ ¨å à ¡®âë [214, 259,268, 292℄. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



438 �. �. �����������«¨èì ¤«ï âà¨�¤ë ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©. �  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â  è¥© â¥®à¥¬¥ 5
§ 6. �® â ¬ à¥çì ¨¤¥â â®«ìª® ® è ¯ª¥. Ǒ®íâ®¬ã áâ®¨â § ¤ ç : ¯®«ãç¨âì ¤«ï ¬®£®£à -¨ª®¢   «®£¨çãî ®¡éãî â¥®à¥¬ã.�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ¨å â¥®à¥¬ ¨ ¯®«ë© ®âç¥â ® ¤àã£¨å ¨§¢¥áâëå ª 1948 £. à¥§ã«ìâ â åç¨â â¥«ì  ©¤¥â ¢ æ¨â¨à®¢ ®© ª¨£¥ �.�.�ä¨¬®¢  [104℄.4. �«ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ ¡®«¥¥ ç¥¬ âà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢®¯à®á ®�¥áâª®áâ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï âà¨¢¨ «ìë¬ ¯® â®© �¥ á ¬®© ¯à¨ç¨¥, ¯® ª ª®© ®ª §ë¢ ¥âáïâà¨¢¨ «ìë¬ ¢®¯à®á ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¬®£®¬¥à®£® ¬®£®£à ¨ª  á ¤ ®© à §¢¥àâ-ª®©. ��¥ ®¤¨ âà¥å¬¥àë© ¬®£®£à ë© ã£®« ¢ ç¥âëà¥å¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ®ª §ë¢ -¥âáï �¥áâª¨¬, ¯®â®¬ã çâ® ¥£® á¥ç¥¨¥ áä¥à®© á æ¥âà®¬ ¢ ¥£® ¢¥àè¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©§ ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª   âà¥å¬¥à®© áä¥à¥ ¨«¨, ¥á«¨ ã£®¤®, ¢ âà¥å¬¥à-®¬ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. � ª ãª § ® ¢ ¯o 2, â ª®© ¬®£®£à ¨ª | �¥áâª¨©,  ¢¬¥áâ¥ á ¨¬ ®ª §ë¢ ¥âáï �¥áâª¨¬ ¨ ¬®£®£à ë© ã£®«, á¥ç¥¨¥¬ ª®â®à®£® ® ï¢«ï¥âáï.



�«   ¢   XI�á«®¢¨ï �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª á ¤ ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ £à ¥©
� íâ®© £« ¢¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â ª¨¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à -¨ª , ¯à¨ ª®â®àëå  ¯à ¢«¥¨ï £à ¥© (â. ¥. ¢¥è¨¥ ®à¬ «¨) ®áâ îâáï¥¨§¬¥ë¬¨. � ª �¥ ª ª ¢ £« ¢¥ X,  á ¨â¥à¥áãîâ â®«ìª® ¡¥áª®¥ç®¬ «ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, áª®à®áâ¨ ¢  -ç «ìë© ¬®¬¥â. � ¤ ç  á®áâ®¨â ¢  å®�¤¥¨¨ ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå ¬®-£®£à ¨ª | �¥áâª¨©. � ª ª ª  ¯à ¢«¥¨ï £à ¥© ¥¨§¬¥ë, â® ¢à é¥-¨¥ ¨áª«îç¥®, ¨ ¯®â®¬ã �¥áâª®áâì á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¡¥áª®¥ç® ¬ « ï¤¥ä®à¬ æ¨ï á¢®¤¨âáï ª ¯¥à¥®áã.�á«®¢¨ï �¥áâª®áâ¨ ¤ îâáï â¥®à¥¬ ¬¨ § 2.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å â¥®à¥¬ ã�® á ç «  à áá¬®âà¥âì ¤¥ä®à¬ -æ¨¨ £à ¥©, ¢ë§¢ ë¥ ¯ à ««¥«ìë¬¨ á¬¥é¥¨ï¬¨ ¨å ¯«®áª®áâ¥©. � �-¤ ï £à ì § ¬ªãâ®£® ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ®£à ¨-ç¥  ¯àï¬ë¬¨, ¯®«ãç îé¨¬¨áï ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ¥¥ ¯«®áª®áâ¨ á ¯«®áª®áâï¬¨¤àã£¨å £à ¥©. Ǒ®íâ®¬ã à¥çì ¤®«�  ¨¤â¨ ® ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ¢ë¯ãª«®£® ¬®-£®ã£®«ì¨ª , ¢ë§¢ ëå ¯ à ««¥«ìë¬¨ á¬¥é¥¨ï¬¨ ®£à ¨ç¨¢ îé¨å ¥£®¯àï¬ëå. �á«¨ ¤¢¥ £à ¨ ª á îâáï â®«ìª® ¢ ¢¥àè¨¥, â® áª®«ì ã£®¤® ¬ «®¥á¬¥é¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ®¤®© ¨§ ¨å ¬®�¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ª â®¬ã, çâ® ®¨ ¡ã¤ãâ ª -á âìáï ¯® à¥¡àã. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ã�® ãç¨âë¢ âì ¢®§¬®�®áâì ¯®ï¢«¥¨ïâ ª¨å ®¢ëå à¥¡¥à.

§ 1. � ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢1. Ǒãáâì ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª P ¢ëà¥§ ¥âáï ¨§ ¯«®áª®áâ¨ ¥ª®â®àë-¬¨ ¯àï¬ë¬¨, ª®â®àë¥ ¢á¥ ª á îâáï ¥£® «¨¡® ¯® áâ®à® ¬, «¨¡® ¢ ¢¥àè¨ å.� ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®   ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ â ª�¥ ¨¬¥îâáïáâ®à®ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å  ¯à ¢«¥¨©, ® ¨å ¤«¨  à ¢  ã«î. � ááâ®ï-¨¥ ®â  ç «  ¤® ®£à ¨ç¨¢ îé¥© ¯àï¬®© ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®¯®àë¬ ç¨á«®¬¬®£®ã£®«ì¨ª . (� ç «® ¡¥à¥âáï, ª®¥ç®, ¢ ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª ;



440 �. �. �����������à ááâ®ï¨¥ ®â  ç «  ¤® ¯àï¬®©, ª ª ¢á¥£¤ , áç¨â ¥âáï ®âà¨æ â¥«ìë¬, ¥á«¨¢¥èïï ®à¬ «ì, ®â«®�¥ ï ¨§  ç « ,  ¯à ¢«¥  ®â ¯àï¬®©.)�ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¬®£®ã£®«ì¨ª¨, ¯®«ãç îé¨¥áï ¨§ ¤ ®£® P¯ãâ¥¬ ¤¥ä®à¬ æ¨©, ¢ë§¢ ëå ¯ à ««¥«ìë¬¨ á¬¥é¥¨ï¬¨ ®£à ¨ç¨¢ î-é¨å ¥£® ¯àï¬ëå, ® â®«ìª® â ª, çâ® ¨ª ª ï ¨§ íâ¨å ¯àï¬ëå ¥ ¯¥à¥áâ ¥âª á âìáï ¬®£®ã£®«ì¨ª  1). Ǒ®á«¥¤ïï ®£®¢®àª  ¨¬¥¥â á¬ëá« ¯à¨ áª®«ìã£®¤® ¬ «ëå ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ¤«ï â¥å ¯àï¬ëå, ª®â®àë¥ ¢  ç «ìë© ¬®¬¥âª á «¨áì ¬®£®ã£®«ì¨ª  â®«ìª® ¢ ¢¥àè¨ å. Ǒà¨ íâ®¬ ãá«®¢¨¨ ¥ â®«ìª®¤¥ä®à¬¨à®¢ ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨,® ¨ ®¡à â®, à ááâ®ï¨ï ¤® ®£à ¨ç¨¢ îé¨å ¯àï¬ëå ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¬®-£®ã£®«ì¨ª®¬, ¯®áª®«ìªã  ¯à ¢«¥¨ï íâ¨å ¯àï¬ëå § ¤ ë.� á¢ï§¨ á íâ¨¬ «î¡ãî äãªæ¨î ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âìª ª äãªæ¨î ¥£® ®¯®àëå ç¨á¥« f(h1, . . . , hn). � ª ª ª ¤®¯ãáª îâáï áâ®à®-ë ã«¥¢®© ¤«¨ë, â® ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ «î¡®£® ª®¥ç®£® ç¨á«  ª®¥çëå¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ ¬®�® áç¨â âì, çâ® ¨å áâ®à®ë á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯ à ««¥«ì-ë, ¨ â®£¤  äãªæ¨ï f(h1, . . . , hn) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤«ï ¨å ¢á¥å,   â ª�¥ ¤«ïâ¥å, ª®â®àë¥ ¯®«ãç îâáï ¨§ ¨å ¯à¨ ¯ à ««¥«ìëå á¬¥é¥¨ïå ®£à ¨ç¨¢ -îé¨å ¯àï¬ëå.�ãªæ¨î ¬®£®ã£®«ì¨ª  f(Q) = f(h1, . . . , hn) ¬ë  §®¢¥¬ áãé¥áâ¢¥®¬®®â®®©, ¥á«¨ ®  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:1) f(Q) ¥ ¬¥ï¥âáï ¯à¨ ¯ à ««¥«ìëå ¯¥à¥®á å ¬®£®ã£®«ì¨ª ;2) ª �¤ ï ç áâ ï ¯à®¨§¢®¤ ï ∂f/∂hi áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¯à¥àë¢  ¢¯«®âì¤® ¨áç¥§®¢¥¨ï i-© áâ®à®ë 2);3) ¥á«¨ i-ï áâ®à®  ¨¬¥¥â ¥ã«¥¢ãî ¤«¨ã, â® ∂f/∂hi > 0; â®£¤ , ¯®¥¯à¥àë¢®áâ¨, ¯à¨ ¨áç¥§®¢¥¨¨ i-© áâ®à®ë ∂f/∂hi > 0.�§ ¯®á«¥¤¥£® ãá«®¢¨ï ïá®, çâ® ¥á«¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q1 á®¤¥à�¨âáï¢ãâà¨ Q2, â® f(Q1) < f(Q2), ¯®â®¬ã çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ h(1)i 6 h
(2)
i¨ å®âï ¡ë ®¤® h(1)k < h

(2)
k . � á¨«ã ãá«®¢¨ï 1 f(Q1) < f(Q2) ¤ �¥ â®£¤ ,ª®£¤  Q1 ¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ Q2 ¯ãâ¥¬ ¯¥à¥®á .Ǒà¨¬¥à ¬¨ áãé¥áâ¢¥® ¬®®â®ëå äãªæ¨© ¬®£ãâ á«ã�¨âì ¯«®é ¤ì¨ ¯¥à¨¬¥âà. �á«¨ f | ¯«®é ¤ì, â® ∂f/∂hi = li, £¤¥ li | ¤«¨  á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¥© áâ®à®ë, ¯®â®¬ã çâ® ¯à¨ á¬¥é¥¨¨ íâ®© áâ®à®ë   à ááâ®ï¨¥ �hi1)Ǒ®íâ®¬ã ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£ãâ ¯à¨¨¬ âì ¥ «î¡ë¥ § ç¥¨ï,   â®«ìª® ¯à¨ ¤«¥� -é¨¥ § ¬ªãâ®© ®¡« áâ¨, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© íâ¨¬ ãá«®¢¨¥¬. �¥à ¢¥áâ¢ , ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ íâã®¡« áâì, ¤ ë ¢ § 5 £«. VII. �¤ ª® §¤¥áì ¢¨¤ íâ®© ®¡« áâ¨ ¥ ¨¬¥¥â § ç¥¨ï. �à®¬¥â®£®, ãª § ë¥ ¥à ¢¥áâ¢  á®¤¥à� âáï ¢ «¥¬¬¥ 1 íâ®£® ¯ à £à ä .2)�á«¨ ¯à¨ hi = h0i i-ï áâ®à®  ¨áç¥§ ¥â, â® ¯®¤ ( ∂f

∂hi

)

hi=h0i ¯®¨¬ ¥âáï á®®â¢¥âáâ¢ã-îé ï ®¤®áâ®à®ïï ¯à®¨§¢®¤ ï. �¥¯à¥àë¢®áâì ¢¯«®âì ¤® ¨áç¥§®¢¥¨ï i-© áâ®à®ë®§ ç ¥â ¯à¨ íâ®¬, çâ® ¥á«¨ hi áâà¥¬¨âáï ª h0i â ª, çâ® ¯à¨ ¢á¥å hi i-ï áâ®à®  ¥¢ëà®�¤ ¥âáï, â® ∂f
∂hi
−→

(
∂f
∂hi

)

hi=h0i .



��. XI: § 1. � ����������� ��������������� 441ª ¯«®é ¤¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¯à¨¡ ¢«ï¥âáï, á â®ç®áâìî ¤® ¬ «ëå ¢ëáè¥£®¯®àï¤ª , ¯«®é ¤ì ¯àï¬®ã£®«ì¨ª  á ¢ëá®â®© �hi ¨ ®á®¢ ¨¥¬ li. �¤¥áìª ª à § ∂f/∂hi = 0, ¥á«¨ i-ï áâ®à®  ¨áç¥§ ¥â. �á«¨ f | ¯¥à¨¬¥âà, â®
∂f/∂hi = onst > 0, çâ® ¢ëâ¥ª ¥â, ¬¥�¤ã ¯à®ç¨¬, ¨§ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë:�¥¬¬  1. �«¨  áâ®à®ë ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¥áâì «¨¥© ï äãªæ¨ï ¥£®®¯®àëå ç¨á¥« hi. �¬¥® ¥á«¨ ¯¥à¥ã¬¥à®¢ âì ¢á¥ áâ®à®ë 3) ¯® ¯®àï¤ªã¨ ç¥à¥§ ϕi ®¡®§ ç¨âì ã£®« ¬¥�¤ã ¯ à ««¥«ï¬¨ ª (i− 1)-© ¨ i-© áâ®à®¥, â®

li = hi−1 − hi osϕisinϕi + hi+1 − hi osϕi+1sinϕi+1 . (1)�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â¨¬áï ª à¨á. 155, £¤¥ ¨§®¡à �¥ë âà¨ ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ìë¥ áâ®à®ë ¨ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ¨§  ç «  O   ¯àï¬ë¥, ¥áãé¨¥
B C

O

Ai-1

Ai

hi

hi+1
hi-1 ϕi

ϕi+1�¨á. 155
íâ¨ áâ®à®ë, ¤«¨ë íâ¨å ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¢áãâì ®¯®àë¥ ç¨á« . �¯ãáâ¨¢ ¨§ Ai ¯¥à¯¥-¤¨ªã«ïà   OAi−1, ¯®«ãç¨¬

OAi−1 = hi−1 = AiB sinϕi + hi osϕi.�âáî¤ 
AiB = hi−1 − hi osϕisinϕi .� «®£¨ç ï ä®à¬ã«  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï AiC. � â ª ª ª li = BAi + AiC, â®¨ ¯®«ãç ¥¬ ¤«ï li ¢ëà �¥¨¥ (1). (�á«¨ ã£®« ϕi ¨«¨ ϕi+1 âã¯®©, â® à¨áã®ª¬¥ï¥âáï, ® ¢ë¢®¤ á®åà ï¥âáï.)2. �¥¬¬  2. Ǒãáâì ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¤¥ä®à¬¨àã-¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ì®£® ¤¢¨�¥¨ï ®£à ¨ç¨¢ îé¨å ¥£® ¯àï¬ëå á®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ (¡ëâì ¬®�¥â, ¯¥à¥¬¥ë¬¨) áª®à®áâï¬¨. �®£¤  (ª ª á«¥-¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 1) ¤«¨ë ¥£® áâ®à® â ª�¥ ¬¥ïîâáï á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®-à®áâï¬¨. �®¯®áâ ¢¨¬ ª �¤®© áâ®à®¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q § ª  ç «ì®©áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï ¥¥ ¤«¨ë. �â®à®ë á® áâ æ¨® à®© ¤«¨®© ®áâ ¢¨¬¥®â¬¥ç¥ë¬¨.�á«¨ ¯à¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¥ª®â®à ï áâà®£® ¬®®â® ïäãªæ¨ï f ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q áâ æ¨® à , â® ¤«ï à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢  áâ®à® å ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¨¬¥îâáï â®«ìª® âà¨ ¢®§¬®�®áâ¨:1) ¨ ®¤  áâ®à®  ¥ ®â¬¥ç¥ , ¨ â®£¤   ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï á¢®¤¨âáïª ¡¥áª®¥ç® ¬ «®¬ã ¯¥à¥®áã;2) áãé¥áâ¢ã¥â ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª ;3)Ǒ®àï¤®ª áâ®à® ã«¥¢®© ¤«¨ë á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®àï¤ªã ®à¬ «¥© ª ¥áãé¨¬ ¨å¯àï¬ë¬.



442 �. �. �����������3) ¯¥à¥¬¥ § ª  | â®«ìª® ¤¢¥. �®£¤  ¤¢¥ áâ®à®ë ¥ã«¥¢®© ¤«¨ë,áå®¤ïé¨¥áï ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥ A, ®â¬¥ç¥ë ¬¨ãá ¬¨,   ¥ª®â®àë¥ áâ®à®ëã«¥¢®© ¤«¨ë, «¥� é¨¥ ¢ ¢¥àè¨¥ A, ®â¬¥ç¥ë ¯«îá ¬¨.Ǒ®á«¥¤¨© á«ãç © ®§ ç ¥â, çâ® ¥ª®â®àë¥ ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥ ¯àï¬ë¥,ã¯¨à ¢è¨¥áï ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¢ ¢¥àè¨¥ A, ¢¤¢¨£ îâáï ¢ãâàì ¥£®,â ª çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ áâ®à®ë ã«¥¢®© ¤«¨ë ã¤«¨ïîâáï. �¨ª ª®©¤àã£®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â ¥ ¯à®¨áå®¤¨â,¥á«¨ ¥ áç¨â âì, çâ® ® ¥é¥ ¬®�¥â ¯ à ««¥«ì® ¯¥à¥¬¥é âìáï ª ª æ¥«®¥.�á«¨ ¯à¨ íâ®¬ hi | ®¯®à®¥ ç¨á«®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¢¤¢¨£ ¥¬®© ¢ãâàìáâ®à®¥ ã«¥¢®© ¤«¨ë, â® ¥®¡å®¤¨¬® ∂f/∂hi = 0, â. ¥. ¯à¨ ∂f/∂hi > 0âà¥â¨© á«ãç © ¥¢®§¬®�¥.�â  «¥¬¬    «®£¨ç  «¥¬¬¥ 3 § 1 £« ¢ë VI, ¨ ¬ë ¤®ª �¥¬ ¥¥ á¢¥¤¥¨¥¬ª â®© «¥¬¬¥ 4).�á«¨  ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï á¢®¤¨âáï ª ¯¥à¥®áã ¬®£®ã£®«ì¨ª , â®¤«¨ë áâ®à® áâ æ¨® àë, ¨ ¨¬¥¥¬ ¯¥à¢ë© á«ãç ©.�®¯ãáâ¨¬, çâ®  ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¥ á¢®¤¨âáï ª ¯¥à¥®áã, ¨ ¯ãáâì_hi |  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï ®¯®àëå ç¨á¥« ¯à¨ íâ®© ¤¥ä®à¬ -æ¨¨. �áª«îç¨¬ á ç «  ã¤«¨¥¨¥ â¥å áâ®à® ã«¥¢®© ¤«¨ë, ¤«ï ª®â®àëå
∂f/∂hi = 0 (â. ¥. ¯àï¬ë¥, ¥áãé¨¥ íâ¨ áâ®à®ë, ¡ã¤¥¬ ¯¥à¥¤¢¨£ âì ¢¬¥-áâ¥ á ¢¥àè¨ ¬¨, ç¥à¥§ ª®â®àë¥ ®¨ ¯à®å®¤ïâ. �â®, ®ç¥¢¨¤®, ¥  àãè¨âáâ æ¨® à®áâ¨ äãªæ¨¨ f , â ª ª ª ∂f/∂hk = 0).�®§ì¬¥¬ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¥ § ç¥¨¥ t ¨ ¯®áâà®¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q á®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ hi+ _hit. �®£¤ , á®£« á® «¥¬¬¥ 1, ¨§¬¥¥¨ï ¤«¨ áâ®à®¡ã¤ãâ _lit, £¤¥ _li |  ç «ì ï áª®à®áâì ¨§¬¥¥¨ï ¤«¨ë i-© áâ®à®ë.�®£®ã£®«ì¨ª¨Q ¨ Q′ ¬®£ãâ ¡ëâì à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë; â®£¤  à áá¬ â-à¨¢ ¥¬ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï á¢®¤¨âáï ª ¯¥à¥®áã. �®¯ãáâ¨¬, çâ® íâ® ¥ â ª ¨ ®¤¨¨§ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q, Q′ ¬®�® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ãâà¨ ¤àã£®£® ¯ à ««¥«ìë¬¯¥à¥®á®¬; áª �¥¬, Q ¯®¬¥é ¥âáï ¢ Q′. �®£¤ , ¤®¡ ¢«ïï ª ¤¥ä®à¬ æ¨¨á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯¥à¥®á, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢á¥ _hi > 0 ¨ å®âï ¡ë ®¤® _hk > 0.�® ¢ â ª®¬ á«ãç ¥, â ª ª ª â¥¯¥àì ¢á¥ ∂f/∂hi > 0, ¯®«ãç ¥¬_f =∑ ∂f

∂hi
_hi > 0,4)� �®, ®¤ ª®, ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® ¢ «¥¬¬¥ 3 § 1 £«. VI ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¥«® á ¤¢ã¬ï à §ë¬¨¬®£®ã£®«ì¨ª ¬¨, ¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, á ª®¥ç®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ¤ ®£® ¬®£®ã£®«ì-¨ª , ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª §¤¥áì à¥çì ¨¤¥â ® ¡¥áª®¥ç® ¬ «®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª ,â. ¥. ®  ç «ìëå áª®à®áâïå. �â¨¬ ¢ë§¢  , ¢®-¯¥à¢ëå, ¥®¡å®¤¨¬®áâì à áá¬ âà¨¢ âìáãé¥áâ¢¥® ¬®®â®ãî,   ¥ ¯à®áâ® ¬®®â®ãî äãªæ¨î ¬®£®ã£®«ì¨ª , ¨ á íâ¨¬�¥ á¢ï§ ® ¯®ï¢«¥¨¥ âà¥âì¥£® á«ãç ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï § ª®¢, ª®â®àë© ¢ ãá«®¢¨ïå «¥¬-¬ë 3 § 1 £«. VI ï¢® ¥¢®§¬®�¥. �á«¨ f(Q) | ¯«®é ¤ì, â® (f − 1)2 áâ æ¨® à  ¯à¨«î¡®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  á ¯«®é ¤ìî, à ¢®© ¥¤¨¨æ¥. �¥�¤ã â¥¬ (f −1)2 |¬®®â® ï äãªæ¨ï ¬®£®ã£®«ì¨ª .



��. XI: § 1. � ����������� ��������������� 443çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â áâ æ¨® à®áâ¨ äãªæ¨¨ f . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ®¤¨ ¨§¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q, Q′ ¥ ¯®¬¥é ¥âáï ¢ãâà¨ ¤àã£®£®. �®£¤ , á®£« á®«¥¬¬¥ 3 § 1 £« ¢ë VI, à §®áâ¨ ¤«¨ ¨å ¯ à ««¥«ìëå áâ®à® ¬¥ïîâ § ª¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å à §. � ª ª ª íâ¨ à §®áâ¨ ¯à®¯®àæ¨® «ìë  ç «ìë¬áª®à®áâï¬ _li, â® ¨ íâ¨ áª®à®áâ¨ ¬¥ïîâ § ª ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å à §.�¥¯¥àì ®áâ ¥âáï ¢¢¥áâ¨ ã¤«¨¥¨¥ â¥å áâ®à® ã«¥¢®© ¤«¨ë, ¤«ï ª®â®-àëå ∂f/∂hi = 0. �® ¥áâì ¯®á«¥ à áá¬®âà¥®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¢¤¢¨¥¬ ¯àï¬ë¥, ¥áãé¨¥ íâ¨ áâ®à®ë, ¢ãâàì ¬®£®ã£®«ì¨ª    à ááâ®ï-¨ï _hit. �â® ¢ë§®¢¥â ¯®ï¢«¥¨¥ ®¢ëå  áâ®ïé¨å áâ®à®. Ǒà¨ íâ®¬ ã�®à §«¨ç âì ¤¢  ¯®«ãç¨¢è¨åáï â®«ìª® çâ® á«ãç ï: 1) ¡¥§ íâ®© ¤®¡ ¢®ç®©¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Q ¨ Q′ ¡ë«¨ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë; 2) ç¨á«®¯¥à¥¬¥ § ª  áª®à®áâ¥© _li ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å.�á«¨ ¬ë ¢¤¢¨£ ¥¬ ¢ãâàì áâ®à®ã li, «¥� éãî ¢ ¢¥àè¨¥ A ¬¥�¤ã áâ®-à® ¬¨ lj , lk ¥ã«¥¢®© ¤«¨ë, â® íâ¨ áâ®à®ë ãª®à ç¨¢ îâáï, â. ¥. áª®à®áâ¨¨§¬¥¥¨ï ¨å ¤«¨ ã¬¥ìè îâáï. Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ íâ® ¯à®-¨áå®¤¨â ¥ ¬¥¥¥ ç¥¬ ¢ ¤¢ãå à §ëå ¢¥àè¨ å, â® ¯®«ãç ¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ç¥¬ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª . �á«¨ �¥ íâ® ¯à®¨áå®¤¨â â®«ìª® ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥, â®¯®«ãç ¥¬ âà¥âìî ¢®§¬®�®áâì ¤«ï à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢, ãª § ãî ¢ «¥¬¬¥.Ǒãáâì â¥¯¥àì ¤® ¢¤¢¨�¥¨ï ¢ãâàì áâ®à® ã«¥¢®© ¤«¨ë ¨¬¥«® ¬¥áâ®ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª . Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¯à¨ ¢¤¢¨�¥¨¨ ¢ãâàì íâ¨å áâ®à®ç¨á«® ¯¥à¥¬¥ § ª  ¥ ¬®�¥â ã¬¥ìè¨âìáï.Ǒãáâì ®¤  ¨«¨ ¥áª®«ìª® ®¢ëå  áâ®ïé¨å áâ®à® ¢®§¨ª îâ ¢ ¢¥à-è¨¥ A, £¤¥ áå®¤ïâáï áâ®à®ë AB, AC.�«ï áâ®à® AB, AC ¤® ¢¢¥¤¥¨ï íâ¨å ®¢ëå áâ®à® ¢®§¬®�ë à ááâ -®¢ª¨ § ª®¢, ãª § ë¥ ¢ â ¡«¨æ¥.1 2 3 4 5 6 7 8 9
AB 0 − 0 − + 0 + − +
AC 0 0 − − 0 + − + +� ª ª ª áâ®à®ëAB, AC ¨£à îâ ®¤¨ ª®¢ãî à®«ì, â® à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢2 ¨ 3, 5 ¨ 6, 7 ¨ 8 íª¢¨¢ «¥âë,   ¯®â®¬ã ¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì â ¡«¨æãI II III IV V VI

AB 0 − − + + +
AC 0 0 − 0 − +Ǒà¨ ¢¤¢¨�¥¨¨ ¯àï¬ëå, ¥áãé¨å áâ®à®ë ã«¥¢®© ¤«¨ë, ¢ãâàì ¬®-£®ã£®«ì¨ª  áâ®à®ë AB ¨ AC ãª®à ç¨¢ îâáï, â. ¥. áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï ¨å



444 �. �. �����������¤«¨ ã¬¥ìè îâáï. �¬¥áâ¥ á â¥¬ áâ®à®ë ã«¥¢®© ¤«¨ë § ¢¥¤®¬® ã¤«¨-ïîâáï. Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ ®¡¥ áâ®à®ë AB, AC ¥ ã¤«¨ï«¨áì (á«ãç ¨ I, II,III), â® ®¨ ¡ã¤ãâ ãª®à ç¨¢ âìáï; â¥¬ á ¬ë¬ ¨¬ ®â®áïâáï ¬¨ãáë,   ®¢ë¬áâ®à® ¬ | ¯«îáë. �â® ®§ ç ¥â ¯®ï¢«¥¨¥ ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ § ª .�á«¨ â®«ìª® ®¤  ¨§ áâ®à® ã¤«¨ï« áì (á«ãç ¨ IV, V), â® ¯®á«¥ ¢¢¥¤¥¨ï®¢ëå áâ®à® ® , ¡ëâì ¬®�¥â, ¡ã¤¥â ãª®à ç¨¢ âìáï. �â® ¬®£«® ¡ë ¯à¨¢¥áâ¨ª ¯®â¥àï¬ ¯¥à¥¬¥ § ª . �â¨ ¯®â¥à¨ ª®¬¯¥á¨àãîâáï, ®¤ ª®, â¥¬, çâ®  ®¢ëå áâ®à® å ¬¥�¤ã AB ¨ AC áâ®ïâ ¯«îáë, á ç¥¬ á¢ï§ ® ¯®ï¢«¥¨¥®¢ëå ¯¥à¥¬¥ § ª . �®§¬®�ë¥ á«ãç ¨ ¤ ë ¢ â ¡«¨æ¥.�® ¢¢¥¤¥¨ï AB + +®¢ëåáâ®à® AC 0 −
AB + 0 − + 0 −Ǒ®á«¥ ¥£® �®¢ë¥ áâ®à®ë + + + + + +
AC − − − − − −�§ íâ®© â ¡«¨æë ïá®, çâ® ¯®â¥àì ¯¥à¥¬¥ § ª  ¥ ¯à®¨áå®¤¨â.� ª®¥æ, ¥á«¨ ®¡¥ áâ®à®ë AB, AC ã¤«¨ï«¨áì, â®   ¨å áâ®ï«¨ ¯«îáë¨ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â AB ª AC ¥ ¡ë«® ¯¥à¥¬¥ë § ª . �  ¢¢®¤¨¬ëå ®¢ëå áâ®ïé¨å áâ®à® å áâ®ïâ â ª�¥ ¯«îáë,   ¯®â®¬ã ¯¥à¥¬¥ë § ª  ®â ¯«îá ª ¬¨ãáã (¢ ®¡¥ áâ®à®ë ®â ¢¥àè¨ë A) ¥ ¬®£ãâ ¨áç¥§ãâì. �®£ãâ «¨èì

B

A

C
+

+ +

+

+

_ + _

+�¨á. 156

¯®ï¢¨âìáï ®¢ë¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª , ¥á«¨,  ¯à¨-¬¥à, à ááâ ®¢ª  ¡ë«  â ª®©, ª ª   à¨á. 156.�â ª, ¢® ¢á¥å á«ãç ïå ¢¢¥¤¥¨¥ ®¢ëå áâ®à®¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®â¥àï¬ ¯¥à¥¬¥ § ª , ¨ «¥¬¬ ¯®«®áâìî ¤®ª §  .3. �¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¡¥áª®¥ç-ëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ®áâ ¢«ïîé¨¥¯àï¬ë¥, ¥áãé¨¥ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë íâ¨å ¬®-£®ã£®«ì¨ª®¢, ¥¯®¤¢¨�ë¬¨. �ã¤¥¬ áç¨â âì,çâ® ¡¥áª®¥ç ï áâ®à®  ãª®à ç¨¢ ¥âáï, ¥á«¨ ¥¥ª®¥æ á¬¥é ¥âáï ¢ãâàì íâ®© áâ®à®ë á  ç «ì-®© áª®à®áâìî, ®â«¨ç®© ®â ã«ï, ¨ ã¤«¨ï¥âáï,¥á«¨ ¥¥ ª®¥æ ¤¢¨�¥âáï ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�ãî áâ®-à®ã.�¥¬¬  3. Ǒãáâì ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ì®£® ¤¢¨�¥¨ï ¯àï¬ëå, ¥áãé¨å â®«ìª® ¥£® ª®¥çë¥áâ®à®ë, ¢ª«îç ï áâ®à®ë ã«¥¢®© ¤«¨ë. �®¯®áâ ¢¨¬ ª �¤®© áâ®à®¥§ ª  ç «ì®© áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï ¥¥ ¤«¨ë, ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã ¯à¨ïâ®¥ ãá«®-¢¨¥ ®â®á¨â¥«ì® ¡¥áª®¥çëå áâ®à®. �â®à®ë ¥¨§¬¥®© ¤«¨ë ®áâ ¢¨¬¥®â¬¥ç¥ë¬¨.



��. XI: § 2. ������� � ��������� �������������� 445Ǒà¨ íâ®¬ ãá«®¢¨¨ ¨¬¥îâáï â®«ìª® âà¨ ¢®§¬®�®áâ¨ ¤«ï à ááâ ®¢ª¨ § -ª®¢:1) ¨ ®¤  áâ®à®  ¥ ®â¬¥ç¥ ; ¬®£®ã£®«ì¨ª ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â ¥¯®-¤¢¨�¥;2) áãé¥áâ¢ã¥â ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ § ª ;3) ®¡¥ ¡¥áª®¥çë¥ áâ®à®ë ®â¬¥ç¥ë ®¤¨¬ § ª®¬ ¨ ¢á¥ ª®¥çë¥ áâ®à®-ë ¥ ®â¬¥ç¥ë. �â®â á«ãç © ¢®§¬®�¥ «¨èì ¤«ï ¬®£®ã£®«ì¨ª  á ¯ à «-«¥«ìë¬¨ ¡¥áª®¥çë¬¨ áâ®à® ¬¨. � ®§ ç ¥â, çâ® ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â¬®£®ã£®«ì¨ª ¤¢¨�¥âáï ¢¤®«ì á¢®¨å ¡¥áª®¥çëå áâ®à® ª ª â¢¥à¤®¥ æ¥«®¥.�â  «¥¬¬    «®£¨ç  «¥¬¬¥ 4 § 1 £« ¢ë VI ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï á¢¥¤¥¨¥¬ ªíâ®© «¥¬¬¥ ¯®¤®¡® â®¬ã, ª ª â®«ìª® çâ® ¡ë«  ¤®ª §   «¥¬¬  2. �¬¥®¥á«¨ Q | ¨áå®¤ë© ¬®£®ã£®«ì¨ª, â® áâà®¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª Q′ á ®¯®à-ë¬¨ ç¨á« ¬¨ hi + _hit, £¤¥ hi | ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®ã£®«ì¨ª  Q, a _hi | ç «ìë¥ áª®à®áâ¨ ¨å ¨§¬¥¥¨ï. �®£¤  ¢á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë 1 à §®áâ¨ ¤«¨áâ®à® ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q′ ¨ Q ¡ã¤ãâ _lit, £¤¥ _li |  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨ ¨§-¬¥¥¨ï íâ¨å ¤«¨. (Ǒ® ¯à¨ïâ®¬ã ãá«®¢¨î ¤«ï ¡¥áª®¥ç®© áª®à®áâ¨ _li¥áâì áª®à®áâì ¤¢¨�¥¨ï ¥¥ ª®æ .) Ǒ®íâ®¬ã, ¯à¨¬¥ïï ª ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬
Q ¨ Q′ «¥¬¬ã 4 § 1 £« ¢ë VI, ¯®«ãç ¥¬ ã�ë© à¥§ã«ìâ â.

§ 2. �¥®à¥¬ë ® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢1. �ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, § ¬ªãâë© ¨«¨ ¡¥áª®¥çë©, ¯®«®áâìî®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯«®áª®áâï¬¨ á¢®¨å £à ¥©. �á«¨ íâ¨ ¯«®áª®áâ¨ ¤¢¨£ âì, â®¬®£®£à ¨ª ¡ã¤¥â á®®â¢¥âáâ¢¥® ¤¥ä®à¬¨à®¢ âìáï. �ë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®-« £ âì, çâ® à¥çì ¨¤¥â ® ¯ à ««¥«ì®¬ ¯¥à¥®á¥ íâ¨å ¯«®áª®áâ¥© á ®¯à¥¤¥-«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨. �® ¥áâì ®à¬ «¨ ®áâ îâáï ¥¨§¬¥ë¬¨ ¨«¨ ¯® ªà ©-¥© ¬¥à¥ áâ æ¨® àë¬¨,   ®¯®àë¥ ç¨á«  ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë-¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¢à¥¬¥¨ t. �ë £®¢®à¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ì®£® ¤¢¨�¥¨ï ¯«®áª®áâ¥© £à ¥©.�à ì ¬®£®£à ¨ª  ®£à ¨ç¥  ¯àï¬ë¬¨, ï¢«ïîé¨¬¨áï «¨¨ï¬¨ ¯¥-à¥á¥ç¥¨ï ¥¥ ¯«®áª®áâ¨ á ¯«®áª®áâï¬¨ ¤àã£¨å £à ¥©. �â¨ ¯àï¬ë¥ ¡ã¤ãââ ª�¥ ¯ à ««¥«ì® ¯¥à¥¬¥é âìáï, ¯®íâ®¬ã ¤¥ä®à¬ æ¨¨ £à ¥© ¡ã¤ãâ ª ªà § â ª¨¥, ª ª¨¥ à áá¬®âà¥ë ¢ § 1. �  £à ïå ¬®£ãâ ¯®ï¢«ïâìáï ®¢ë¥ à¥¡-à . Ǒ®«®�¥¨¥ ¯àï¬ëå, ®£à ¨ç¨¢ îé¨å £à ì,   ¯«®áª®áâ¨ T íâ®© £à ¨®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à¨ § ¤ ëå  ¯à ¢«¥¨ïå ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ ®â®á¨â¥«ì® ç « , ¢§ïâ®£® ¢ ¯«®áª®áâ¨ T . � ¬®¥ ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ¢§ïâì §  íâ®  ç «® O′¯à®¥ªæ¨î  ç «  O, ¢ë¡à ®£® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥,   ¯«®áª®áâì T .� ª ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ®¯®àë¥ ç¨á«  £à ¨ ®ª §ë¢ îâáï «¨¥©ë¬¨ äãª-æ¨ï¬¨ ®¯®àëå ç¨á¥« ¬®£®£à ¨ª .�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤® ¨§ à¨á. 157, £¤¥ ¨§®¡à �¥ë ¯«®áª®áâ¨ á¬¥�-ëå i-© ¨ k-© £à ¥© ¢ ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¤®«ì ¨å ®¡é¥£® à¥¡à . �¤¥áì θik | ã£®«



446 �. �. �����������¬¥�¤ã ®à¬ «ï¬¨ ª íâ¨¬ £à ï¬; hi, hk | ®¯®àë¥ ç¨á«  £à ¥©; Oi, Ok | ç «  ¢ íâ¨å £à ïå; OiA = hik, OkA = hki áãâì ®¯®àë¥ ç¨á«  ®¡é¥£® à¥¡-à , ¯¥à¢®¥   i-©, ¢â®à®¥   k-© £à ¨.
A

O

Oi

Ok
hik

hki

hi
hk

θik�¨á. 157
Ǒà®¥ªâ¨àãï Ok   OOi, ¯®«ãç¨¬ OOi == hi = hki sin θik + hk os θik, ®âªã¤ 

hki = hi − hk os θiksin θik . (1)� ª¨¬ ®¡à §®¬, hki ¥áâì «¨¥© ï äãªæ¨ï®â hi ¨ hk.�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ª®£¤  ®¯®àë¥ ç¨á« 
hi ¬¥ïîâáï á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ áª®à®áâï¬¨,â® hki â ª�¥ ¨¬¥îâ ®¯à¥¤¥«¥ë¥ áª®à®áâ¨¨§¬¥¥¨ï. � â®£¤  ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1 § 1 â®�¥ ¢¥à® ¤«ï ¤«¨ à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª .�â¨ § ¬¥ç ¨ï ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ ¢®§¬®�®áâì ¯à¨¬¥¥¨ï «¥¬¬ 2 ¨ 3 § 1.� ª ª ª ¤«¨ë à¥¡¥à ¨ ®¯®àë¥ ç¨á«  £à ¥© ®ª §ë¢ îâáï «¨¥©ë¬¨äãªæ¨ï¬¨ ®¯®àëå ç¨á¥« ¬®£®£à ¨ª , â® ¯à¨ ¤¢¨�¥¨¨ £à ¥© á ¯®áâ®-ïë¬¨ áª®à®áâï¬¨ áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï ¤«¨ à¥¡¥à ¨ ®¯®àëå ç¨á¥« £à ¥©â ª�¥ ¯®áâ®ïë. �® ¢ ¢®¯à®á å �¥áâª®áâ¨ ¬®�® ®£à ¨ç¨âìáï à ¢®¬¥à-ë¬ ¤¢¨�¥¨¥¬ £à ¥©,   â®£¤  ¨§¬¥¥¨ï à¥¡¥à ¨ ®¯®àëå ç¨á¥« £à ¥©¡ã¤ãâ â ª�¥ à ¢®¬¥àë¬¨ ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, áâ æ¨® à®áâì ¨å ¡ã¤¥â ®§ -ç âì ¯à®áâ® ¥¨§¬¥®áâì. Ǒ®íâ®¬ã ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¬®�® á®¢¥àè¥® ¥®¯ á âìáï á¬¥è¥¨ï ¯®ïâ¨© áâ æ¨® à®áâ¨ ¨ ¥¨§¬¥®áâ¨ ¢ ®â®è¥¨¨ª à¥¡à ¬ ¨ ®¯®àë¬ ç¨á« ¬.2. �¥®à¥¬  1. �á«¨ ¤«ï ª �¤®© £à ¨ § ¬ªãâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®-£à ¨ª  áâ æ¨® àë ¥¥  ¯à ¢«¥¨¥ ¨ ¥ª®â®à ï áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ïäãªæ¨ï, â® ¬®£®£à ¨ª | �¥áâª¨©.�ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯ãáâì § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à¬¨àã-¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ì®£® ¤¢¨�¥¨ï ¯«®áª®áâ¥© ¥£® £à ¥©. �á«¨ ¯à¨íâ®¬ ¤«ï ª �¤®© £à ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï áâ æ¨® à®© ª ª ï-¨¡ã¤ì áãé¥áâ¢¥-® ¬®®â® ï äãªæ¨ï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, á¢®ï ®á®¡ ï ¤«ï ª �¤®© £à ¨, â®¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á¢®¤¨âáï ª ¯¥à¥®áã, â. ¥.  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨¯«®áª®áâ¥© ¥£® £à ¥© â ª®¢ë, ª ª ¥á«¨ ¡ë ®¨ ®¡à §®¢ë¢ «¨ ®¤® â¢¥à¤®¥â¥«® 5).�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   á®¥¤¨¥¨¨ «¥¬¬ë 2 § 1 á ãá¨«¥®© «¥¬¬®©�®è¨ (§ 2 £« ¢ë X).5)�á«¨ ¥ âà¥¡®¢ âì áãé¥áâ¢¥®© ¬®®â®®áâ¨ áâ æ¨® àëå äãªæ¨©, â® â¥®à¥¬ ®â¯ ¤ ¥â. Ǒà¨¬¥à: äãªæ¨ï f = (F (Q) − 1)2, £¤¥ F (Q) | ¯«®é ¤ì. �â  äãªæ¨ïáâ æ¨® à  ¯à¨ «î¡ëå á¬¥é¥¨ïå £à ¥© ¥¤¨¨ç®£® ªã¡ .



��. XI: § 2. ������� � ��������� �������������� 447�¤¢¨¥¬ ¯«®áª®áâ¨ £à ¥© ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P   ¬ «ë¥ à ááâ®-ï¨ï, ¯à®¯®àæ¨® «ìë¥ ¨å  ç «ìë¬ áª®à®áâï¬. Ǒ®«ãç¨¬ ®¢ë© ¬®-£®£à ¨ª P ′,   ª®â®à®¬ ¨ª ª®¥ à¥¡à®, ¨¬¥¢è¥¥áï   P , ¥ ¨áç¥§«®, ®,¬®�¥â ¡ëâì, ¯®ï¢¨«¨áì ®¢ë¥ à¥¡à . Ǒ®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® £à ¨ ¬®£®-£à ¨ª  P ¨¬¥«¨ áâ®à®ë ã«¥¢®© ¤«¨ë, ª®â®àë¥ ¯à¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®©¤¥ä®à¬ æ¨¨ ã¤«¨ïîâáï.�â¥á¥¬ ª �¤®¬ã à¥¡àã ¬®£®£à ¨ª  P ′ § ª  ç «ì®© áª®à®áâ¨ ¨§-¬¥¥¨ï ¥£® ¤«¨ë ¨«¨, â®ç¥¥, ¤«¨ë â®£® à¥¡à  ¨áå®¤®£® ¬®£®£à ¨-ª  P , ¨§ ª®â®à®£® ¯®«ãç¨«®áì ¤ ®¥ à¥¡à® ã P ′. Ǒ®¬¨¬ ¯à¨ íâ®¬, çâ®¥ª®â®àë¥ à¥¡à  ã P ′ ¬®£«¨ ¯®ï¢¨âìáï ¨§ ã«¥¢ëå à¥¡¥à   P . �¥¡à , ¤«¨-ë ª®â®àëå áâ æ¨® àë, ®áâ ¢¨¬ ¥®â¬¥ç¥ë¬¨. �á«¥¤áâ¢¨¥ â®£®, çâ®¤«ï ª �¤®© £à ¨ áâ æ¨® à  ¥ª®â®à ï áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï äãª-æ¨ï, à ááâ ®¢ª  § ª®¢ ¢®ªàã£ ª �¤®© £à ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «¥¬¬¥ 2 § 1.�® ¥áâì   ª �¤®© £à ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®¤® ¨§ âà¥å:1) ¨ ®¤® à¥¡à® £à ¨ ¥ ®â¬¥ç¥®;2) ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ £à ¨ ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª ;3) ¯¥à¥¬¥ § ª  | ¤¢¥, ® â®£¤  ®â¬¥ç¥ë ¯«îá ¬¨ à¥¡à , ¢®§¨ª îé¨¥¢ ®¤®¬ ¬¥áâ¥ ¨§ à¥¡¥à ã«¥¢®© ¤«¨ë,   á¬¥�ë¥ á ¨¬¨ ®¡ëçë¥ à¥¡à ®â¬¥ç¥ë ¬¨ãá ¬¨.� ãá¨«¥®© «¥¬¬¥ �®è¨ (§ 2 £« ¢ë X)   «®£¨çë¥ ãá«®¢¨ï  « £ îâáï  à ááâ ®¢ªã § ª®¢ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨, ® ¥ £à ¥©. Ǒ®íâ®¬ã, ¢ë¡à ¢ ¢ãâ-à¨ ª �¤®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¯® â®çª¥, á®¥¤¨¨¬ â®çª¨ ¢ á¬¥�ëå£à ïå «¨¨ï¬¨, ¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à¥¡à . � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®-«ãç¨¬   P á¥âì R, ¤¢®©áâ¢¥ãî á¥âª¥ ¥£® £à ¥©: £à ¨   P ®â¢¥ç ¥â¢¥àè¨  á¥âª¨ R, à¥¡àã | à¥¡à®, ¢¥àè¨¥ | £à ì (á¬. à¨á. 128   á. 285).� «®£¨ç®   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¯®áâà®¨¬ ¤¢®©áâ¢¥ãî á¥âì R′ ¨ ®â¥-á¥¬ ª �¤®¬ã ¥¥ à¥¡àã § ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® à¥¡à    P ′. �®£¤  ¯¥à¢ë¬¤¢ã¬ ãª § ë¬ ¢ëè¥ ¢®§¬®�®áâï¬ ¤«ï à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢ ¢®ªàã£ £à -¨   P ′ ®â¢¥ç îâ ¢ á¥â¨ R′ ¤¢¥ ¢®§¬®�®áâ¨ à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢ ¢®ªàã£¢¥àè¨ë:1) ¨ ®¤® à¥¡à®, ¯®¤å®¤ïé¥¥ ª ¢¥àè¨¥, ¥ ®â¬¥ç¥®;2) ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ¯¥à¥¬¥ § ª .�ëïá¨¬, çâ�® ¡ã¤¥â á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ®áâ ¢è¥¬ãáï á«ãç î â®«ìª® ¤¢ãå ¯¥-à¥¬¥ § ª . � á¢ï§  á â¥¬, çâ®   ¬®£®£à ¨ª¥ P ¬®£«¨ ¡ëâì ýà¥¡à ã«¥¢®© ¤«¨ëþ, ª®â®àë¥   P ′ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢  áâ®ïé¨¥ à¥¡à . �â® ®§ -ç ¥â, çâ® ¢ ¥ª®â®à®© ¢¥àè¨¥ A ¬®£®£à ¨ª  P áå®¤ïâáï ç¥âëà¥ ¨«¨¡®«¥¥ £à ¥©, ª®â®àë¥ ¯®á«¥ á¬¥é¥¨ï ¨å ¯«®áª®áâ¥© ¯¥à¥áâ îâ áå®¤¨âìáï¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥ (à¨á. 158). �¥àè¨  A ª ª ¡ë à áé¥¯«ï¥âáï, ¨ ¬¥�¤ãáå®¤¨¢è¨¬¨áï ¢ ¥© £à ï¬¨ ¯®ï¢«ïîâáï ®¢ë¥ à¥¡à .�«ï ¤¢®©áâ¢¥ëå á¥â¥© R ¨ R′ íâ® ®§ ç ¥â á«¥¤ãîé¥¥. � á¥â¨ R ¥áâì£à ì GA, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¢¥àè¨¥ A, ¢¥àè¨ë íâ®© £à ¨ á®®â¢¥âáâ¢ã-



448 �. �. �����������îâ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P , áå®¤ïé¨¬áï ¢ A. � áé¥¯«¥¨î ¢¥àè¨ë A®â¢¥ç ¥â à §¡¨¥¨¥ £à ¨ GA   ç áâ¨ ®¢ë¬¨ à¥¡à ¬¨. �â¨ ®¢ë¥ à¥¡à á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¢ë¬ à¥¡à ¬ ¬®£®£à ¨ª  P ′. �¨ á®¥¤¨ïîâ â¥ ¢¥à-è¨ë £à ¨ GA, ª®â®àë¥ ®â¢¥ç îâ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P , ®ª § ¢è¨¬áï¯®á«¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á¬¥�ë¬¨ ¯® ®¢ë¬ à¥¡à ¬.�á¥ íâ® ®§ ç ¥â, çâ® £à ì GA à §¡¨¢ ¥âáï   ç áâ¨ ¤¨ £® «ï¬¨. �®
A
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�¨á. 158
¥áâì ¯¥à¥å®¤ ®â á¥â¨ R ª R′á®áâ®¨â ¢ ¯à®¢¥¤¥¨¨ ¤¨ -£® «¥©   ¥ª®â®àëå ¥¥£à ïå. �¥¬ á ¬ë¬ á¥âì R′ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ¨ï¬, « £ ¥¬ë¬ ãá¨«¥®© «¥¬-¬®© �®è¨.Ǒãáâì ¢®ªàã£ £à ¨ H ′¬®£®£à ¨ª  P ′ ¨¬¥¥âáïâ®«ìª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª (âà¥â¨© á«ãç ©). �®£¤   £à ¨ H ¬®£®£à ¨ª  P¥áâì ¢¥àè¨  A, ýà áé¥¯«¥¨¥þ ª®â®à®© ª ª à § ¤ ¥â ®¢ë¥ à¥¡à    P ′.�â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à  £à ¨ H ′ ¢á¥ áå®¤¨«¨áì ¢ ¢¥àè¨¥ A   P , ® â®«ìª® ¤¢ ªà ©¨å ¡ë«¨  áâ®ïé¨¬¨ à¥¡à ¬¨.�âáî¤  ¢¨¤®, çâ® âà¥âìï ¢®§¬®�®áâì à ááâ ®¢ª¨ § ª®¢ ¢®ªàã£ £à -¨ ¬®£®£à ¨ª  P ′ ¯à¥®¡à §ã¥âáï ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ¤¢®©áâ¢¥®© á¥â¨ R′ ¢á«¥¤ãîé¥¥:3) ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¢¥àè¨ë (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £à ¨H ′) ¨¬¥îâáï â®«ì-ª® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª , ® â®£¤  ¯«îá ¬¨ ®â¬¥ç¥ë ®¢ë¥ à¥¡à , «¥� é¨¥  ®¤®© ýáâ à®©þ £à ¨ (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨¥ A),   á¬¥�ë¥ á ¨¬¨ýáâ àë¥þ à¥¡à  ®â¬¥ç¥ë ¬¨ãá ¬¨ (à¨á. 159 ¤ ¥â ®¡¥ ª àâ¨ë à ááâ ®¢ª¨§ ª®¢   P ′ ¨   R′).�â® ¨ ¥áâì âà¥âìï ¢®§¬®�®áâì ¢ â®¬ ¢¨¤¥, ª ª ®  ä¨£ãà¨àã¥â ¢ ãá¨«¥-®© «¥¬¬¥ �®è¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ¨¬¥îâáï ®â¬¥ç¥ë¥ à¥¡à , â® ¯®«ãç ¥¬ à ááâ ®¢-ªã § ª®¢, ¥¢®§¬®�ãî ¢ á¨«ã íâ®© «¥¬¬ë. � ç¨â ®â¬¥ç¥ëå à¥¡¥à ¥â,â. ¥. ¤«¨ë ¢á¥å à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª  P áâ æ¨® àë.�âáî¤  ã�¥ ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  P á¢®¤¨âáï ª ¯¥-à¥®áã, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  .3. Ǒ®«ãç¥ë© à¥§ã«ìâ â ¬®�® ¥áª®«ìª® ®¡®¡é¨âì, ¤®¯ãáª ï ¤¥ä®à-¬ æ¨¨ ¬®£®£à ¨ª , á¢ï§ ë¥ á ¯®ï¢«¥¨¥¬ ®¢ëå £à ¥©. �¬¥® ¡ã-¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¤ ë© ¬®£®£à ¨ª P ®£à ¨ç¥ ¥ â®«ìª® ¯«®áª®áâï¬¨¥£® £à ¥©, ® ¥é¥ ¥ª®â®àë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨, ¯à®å®¤ïé¨¬¨ ç¥à¥§ ¥£® à¥¡-



��. XI: § 2. ������� � ��������� �������������� 449à  6). �®£¤  ¯ à ««¥«ìë¥ ¯¥à¥¬¥é¥¨ï íâ¨å ¯«®áª®áâ¥© ¬®£ãâ ¯à¨¢®¤¨âìª ¯®ï¢«¥¨î   P ®¢ëå £à ¥©. �â® ¬®�® ¨§®¡à §¨âì â ª, çâ® ¥ª®-â®àë¥ £à ¨   P ¢ëà®�¤ îâáï ¢ à¥¡à ,   ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯à¥¢à é îâ-áï ¢  áâ®ïé¨¥ £à ¨. � ª ï ¢ëà®�¤ îé ïáï £à ì ý®£à ¨ç¥ þ ¤¢ã¬ïá®¢¯ ¤ îé¨¬¨ ¯àï¬ë¬¨ (¨¤ãé¨¬¨ ¢¤®«ì à¥¡à ) ¨ ¥é¥ ¤àã£¨¬¨ ¯àï¬ë¬¨,¯à®å®¤ïé¨¬¨ ç¥à¥§ ª®æë à¥¡à  (à¨á. 160).
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�¨á. 159 �¨á. 160� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ®¢®© £à ¨   ¬¥áâ¥ à¥¡à  ¯à¥¤áâ ¢«ï-¥âáï ª ª ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¢ëà®¤¨¢è¥£®áï ¢ ®âà¥§®ª ¬®£®ã£®«ì¨ª , ¢ë§¢  ï¤¢¨�¥¨¥¬ ®£à ¨ç¨¢ îé¨å ¥£® ¯àï¬ëå. � â ª®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¢  -ç «ìë© ¬®¬¥â ¤¢¥ áâ®à®ë à ¢ë,   ¯à®ç¨¥ ¨¬¥îâ ã«¥¢ãî ¤«¨ã.Ǒãáâì ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ®âà¥§®ª AB. Ǒãáâì ç¥à¥§ A ¯à®-å®¤¨â ¥áª®«ìª® ®£à ¨ç¨¢ îé¨å ¯àï¬ëå. �á«¨ ®¤  ¨§ ¨å ®â®¤¢¨£ ¥â-áï ý àã�ãþ (®¯®à®¥ ç¨á«® ¢®§à áâ ¥â), â® ®  ¯¥à¥áâ ¥â ª á âìáï ¬®-£®ã£®«ì¨ª  Q ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¯¥à¥áâ ¥â ¡ëâì ®£à ¨ç¨¢ îé¥© ¯àï¬®©. �¥®â®¤¢¨£ ¨¥ ¥ ¢¥¤¥â ª ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¨ ¯®â®¬ã ¬®�® á ãá¯¥-å®¬ áç¨â âì ¥¥ ¥¯®¤¢¨�®©. Ǒ®íâ®¬ã â ª¨¥ ¯¥à¥¬¥é¥¨ï ®£à ¨ç¨¢ îé¨å¯àï¬ëå áç¨â îâáï ¨áª«îç¥ë¬¨.�¥¬¬ . Ǒãáâì ¬®£®ã£®«ì¨ª, ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â ¢ëà®�¤ îé¨©áï ¢®âà¥§®ª, ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ìëå á¬¥é¥¨© ®£à ¨ç¨¢ î-é¨å ¯àï¬ëå. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¥ª®â®à ï áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï äãªæ¨ï¥£® áâ æ¨® à , â® «¨¡® ® ®áâ ¥âáï ®âà¥§ª®¬, «¨¡® áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï¤«¨ áâ®à® ¬¥ïîâ § ª ç¥âëà¥ à §  ¯à¨ ®¡å®¤¥ ¢®ªàã£ ¬®£®ã£®«ì¨ª .6)�¡®¡é¥¨¥, ¤®¯ãáª îé¥¥ ¢ëà®�¤¥¨¥ £à ¥© ¢ ¢¥àè¨ë, ¥ ¨â¥à¥á®: ®® âà¨-¢¨ «ì®, â ª ª ª ¯à¨ ¯à¥¢à é¥¨¨ â®çª¨ ¢ ¬®£®ã£®«ì¨ª ¢á¥ ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®�®áç¨â âì ã¢¥«¨ç¨¢ îé¨¬¨áï ¨ ¯®â®¬ã «¨¡® df > 0, «¨¡® f ¯¥à¥áâ ¥â ¡ëâì áãé¥áâ¢¥®¬®®â®®© ¤«ï ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢, ¢ëà®�¤ îé¨åáï ¢ â®çªã, ª ª íâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®,  ¯à¨-¬¥à, ¤«ï ¯«®é ¤¨.



450 �. �. �����������Ǒãáâì ¬®£®ã£®«ì¨ª Q ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ®âà¥§®ª ¨ ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï â ª,çâ® áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï äãªæ¨ï f(Q) áâ æ¨® à . �®¯ãáâ¨¬, çâ®¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ® áâ ®¢¨âáï  áâ®ïé¨¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª®¬. �â® ®§ ç ¥â,çâ® â¥ ¤¢¥ ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥ ¥£® ¯àï¬ë¥ L1, L2, ª®â®àë¥ ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â

O l1

Q
L1

L2

Li

O Q

L1=L2

Li

�¨á. 161

á®¢¯ ¤ «¨, à áå®¤ïâáï (à¨á. 161).Ǒà¨ íâ®¬   ®¡®¨å ª®æ å ®âà¥§ª 
Q, ®ç¥¢¨¤®, ¤®«�ë ¨¬¥âìáï ã¤«¨-ïîé¨¥áï áâ®à®ë ã«¥¢®© ¤«¨ë.Ǒ®íâ®¬ã, ¤«ï â®£® çâ®¡ë ¡ë«® ç¥âë-à¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª , ã�®, çâ®¡ë ®¡¥áâ®à®ë ¥ã«¥¢®© ¤«¨ë ãª®à ç¨¢ -«¨áì (áâ®à®ë ã«¥¢®© ¤«¨ë, ª®¥ç-®, ¥ ¬®£ãâ ãª®à ç¨¢ âìáï!).�®¯ãáâ¨¬, ®¤ ª®, çâ® ®¤  ¨§ íâ¨åáâ®à®, l1, ¥ ãª®à ç¨¢ ¥âáï,   «¨¡®áâ æ¨® à , «¨¡® ã¤«¨ï¥âáï. Ǒ®¬¥-áâ¨¬  ç «® O ¢ ®¤®¬ ¨§ ¥¥ ª®æ®¢.�  ç «ìë© ¬®¬¥â ®  ®£à ¨ç¨¢ -¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥¨¥¬ ¯àï¬®© L1 á ¯àï-¬ë¬¨, ¥áãé¨¬¨ ã«¥¢ë¥ áâ®à®ë. �â ª ª ª ®  ¥ ãª®à ç¨¢ ¥âáï, â® íâ¨¯àï¬ë¥ ¥ ¬®£ãâ ¯à¨¡«¨� âìáï ª â®çª¥ O. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áª®à®áâ¨ ¨§¬¥-¥¨ï ¨å ®¯®àëå ç¨á¥« ¥ ®âà¨æ â¥«ìë: _hi > 0. �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯àï¬ ï L2®â®¤¢¨£ ¥âáï ®â L1 ¨ ¯®â®¬ã áª®à®áâì ¨§¬¥¥¨ï ¥¥ ®¯®à®£® ç¨á«  ¯®«®-�¨â¥«ì : _h2 > 0. � ª®¥æ, ¯àï¬ ï L1 ®áâ ¥âáï ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§  ç «®¨ ¯®â®¬ã _h1 = 0.�â ª, ¢á¥ _hi > 0 ¨ _h2 > 0. �® ¯® ãá«®¢¨î áãé¥áâ¢¥®© ¬®®â®®áâ¨

df/dhi > 0 ¨ ¤«ï áâ®à® ¥ã«¥¢®© ¤«¨ë df/dhi > 0, â. ¥. df/dh2 > 0.Ǒ®íâ®¬ã
df

dt
=∑ df

dhi
_hi > 0.�¥�¤ã â¥¬ ¯® ãá«®¢¨î äãªæ¨ï f áâ æ¨® à , â. ¥. df/dt = 0. Ǒ®«ã-ç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â ¥¢¥à®áâì ¤®¯ãé¥¨ï ® â®¬, çâ® ®¤  ¨§áâ®à® ¥ã«¥¢®© ¤«¨ë ¥ ãª®à ç¨¢ ¥âáï.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡¥ áâ®à®ë ¥ã«¥¢®© ¤«¨ë ãª®à ç¨¢ îâáï; ¬ë ¨¬¥¥¬,â ª¨¬ ®¡à §®¬, à®¢® ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª , ¨ «¥¬¬  ¤®ª §  .Ǒãáâì â¥¯¥àì ¬®£®£à ¨ª P ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ìëåá¬¥é¥¨© ¯«®áª®áâ¥© ¥£® £à ¥©, ¯à¨ç¥¬ ¥ª®â®àë¥ £à ¨ ¢  ç «ìë© ¬®-¬¥â ¢ëà®�¤ îâáï ¢ à¥¡à . �®£¤ , à ááâ ¢«ïï   à¥¡à å ¤¥ä®à¬¨à®¢ ®£®¬®£®£à ¨ª  P ′ § ª¨ áª®à®áâ¥© ¨§¬¥¥¨ï ¨å ¤«¨, ¯à¨¤¥¬ ª â¥¬ �¥ ¢ë-¢®¤ ¬, ª ª¨¥ ¡ë«¨ á¤¥« ë ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1. �®ªàã£ £à ¨,



��. XI: § 2. ������� � ��������� �������������� 451¢®§¨ªè¥© ¨§ à¥¡à , ¢á¥£¤  ¡ã¤¥â ç¥âëà¥ ¯¥à¥¬¥ë § ª , ¨ ¯®â®¬ã â ª¨¥£à ¨ ¢®¢á¥ ¥ ¬®£ãâ ¯®ï¢«ïâìáï.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ â¥®à¥¬¥ 1 ¬®�® ¤®¯ãáª âì áà¥¤¨ ¯«®áª®áâ¥©, £à ¥©¬®£®£à ¨ª  â ª¨¥, ª®â®àë¥ ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â ¯à®å®¤ïâ ¢¤®«ì à¥¡¥à,â. ¥. ¤®¯ãáª îâáï £à ¨, ¢ëà®�¤ îé¨¥áï ¢ à¥¡à .�â®   «®£¨ç® â®¬ã, çâ® ¢ â¥®à¥¬ å £« ¢ë VI ® à ¢¥áâ¢¥ ¬®£®£à ¨-ª®¢ á ¯ à ««¥«ìë¬¨ £à ï¬¨ â ª�¥ ¤®¯ãáª îâáï £à ¨, ¢ëà®�¤ îé¨¥áï¢ à¥¡à .� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¬®�® ãª § âì â¥®à¥¬ã ® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª á® áâ æ¨® àë¬¨ ¯¥à¨¬¥âà ¬¨ £à ¥©. �®£¤  áà¥¤¨ £à ¥© ¬®�® ¤®¯ãá-ª âì ¢ëà®�¤ îé¨¥áï ¢ à¥¡à . Ǒ¥à¨¬¥âà â ª®© ý£à ¨þ à ¢¥ ã¤¢®¥®©¤«¨¥ à¥¡à .� á«ãç ¥ áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®é ¤¨ ®¡®¡é¥¨¥ âà¨¢¨ «ì®, ¯®â®¬ã çâ®¢ëà®¤¨¢è ïáï £à ì ¨¬¥¥â ã«¥¢ãî ¯«®é ¤ì ¨ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ áâ æ¨® à®áâ¨¯«®é ¤¨ â ª ¨ ¤®«�  ®áâ ¢ âìáï à¥¡à®¬, â. ¥. ®¡®¡é¥¨¥ §¤¥áì ®ª §ë¢ ¥âáï¡¥áá®¤¥à� â¥«ìë¬.4. �¥®à¥¬  2. Ǒãáâì ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤¥ä®à¬¨àã-¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ìëå á¬¥é¥¨© ¯«®áª®áâ¥© ¥£® ª®¥çëå £à ¥©;¯«®áª®áâ¨ �¥ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¥¯®¤¢¨�ë. �®£¤ , ¥á«¨ ¤«ï ª �¤®©ª®¥ç®© £à ¨ ª ª ï-«¨¡® áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï äãªæ¨ï ®ª §ë¢ ¥âáïáâ æ¨® à®©, â® ¬®£®£à ¨ª ¥¯®¤¢¨�¥ (â®ç¥¥, ¯«®áª®áâ¨ ¢á¥å ¥£® £à -¥© áâ æ¨® àë). Ǒà¨ íâ®¬ áà¥¤¨ £à ¥© ¤®¯ãáª îâáï â ª¨¥, ª®â®àë¥ ¢ ç «ìë© ¬®¬¥â ¢ëà®�¤ îâáï ¢ à¥¡à .�â  â¥®à¥¬  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â¥®à¥¬¥ 2 § 4 £« ¢ë VI ® à ¢¥áâ¢¥ ¡¥áª®¥ç-ëå ¬®£®£à ¨ª®¢; ®  ®â®á¨âáï ª ¥© â ª �¥, ª ª ¤®ª §  ï â®«ìª®çâ® â¥®à¥¬  1 ®â®á¨âáï ª â¥®à¥¬¥ 2 § 3 £« ¢ë VI ® § ¬ªãâëå ¬®£®£à -¨ª å.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2 ®á®¢ ®   â¥å �¥ á®®¡à �¥¨ïå.�¬¥é ï ¯«®áª®áâ¨ £à ¥© ¤ ®£® ¬®£®£à ¨ª  P   ¬ «ë¥ à ááâ®ï-¨ï, ¯à®¯®àæ¨® «ìë¥ ¨å  ç «ìë¬ áª®à®áâï¬, ¯®«ãç¨¬ ¬®£®£à ¨ª
P ′. �  ¥£® à¥¡à å à ááâ ¢«ï¥¬ § ª¨ áª®à®áâ¥© ¨§¬¥¥¨ï ¨å ¤«¨. �®£-¤  ¤«ï ª®¥çëå £à ¥© ¯®«ãç ¥¬ â¥ �¥ âà¨ ¢®§¬®�®áâ¨, ª ª¨¥ ¡ë«¨ ¢â¥®à¥¬¥ 1,     ¡¥áª®¥çëå £à ïå | ¢®§¬®�®áâ¨, ãª § ë¥ ¢ «¥¬¬¥ 3
§ 1.Ǒ®á«¥ íâ®£® ¡¥à¥¬ ¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà P ′′ â®£® �¥ ¬®£®£à ¨ª  á ¯à®â¨-¢®¯®«®�® à ááâ ¢«¥ë¬¨ § ª ¬¨ ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬  ¡áâà ªâë© ¬®£®£à -¨ª P ′ + P ′′, ¯à¨ç¥¬ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ¡¥áª®¥çë¥ à¥¡à  ã P ′ ¨ P ′′ ®â®�-¤¥áâ¢«ï¥¬, ®¡ê¥¤¨ïï ª �¤ãî ¯ àã á®®â¢¥âáâ¢¥ëå ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¢®¤ã.� «¥¥, ¯¥à¥å®¤¨¬ ®â P ′+P ′′ ª ¤¢®©áâ¢¥®© á¥â¨ R′, ¤«ï ª®â®à®© ¯®¢â®-àïîâáï â¥ �¥ ¢ë¢®¤ë, ª ª¨¥ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1.



452 �. �. ������������®£¤ , ¯à¨¬¥ïï ãá¨«¥ãî «¥¬¬ã �®è¨ ª á¥â¨ R′, ¯®«ãç ¥¬ ¤®ª § â¥«ì-áâ¢® â¥®à¥¬ë 2.�¥â «ì®¥ ®áãé¥áâ¢«¥¨¥  ¬¥ç¥®£® ¯«   á¢¥«®áì ¡ë ª ¯à®áâ®¬ã ¯¥-à¥áª §ã â®£®, çâ® ã�¥ á®¤¥à�¨âáï ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å â¥®à¥¬ë 1 ¨ â¥®à¥¬ë 2
§ 4 £« ¢ë VI.5. �¥®à¥¬  2 ¬®�¥â ¡ëâì ãá¨«¥  ¨ à á¯à®áâà ¥    n-¬¥à®¥ ¯à®-áâà áâ¢® á®¢¥àè¥® â ª �¥, ª ª íâ® á¤¥« ® ¢ § 5 £« ¢ë VI ¤«ï   «®-£¨ç®© â¥®à¥¬ë ® à ¢¥áâ¢¥ ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢. � ª¨¬ ¯ãâ¥¬¯®«ãç ¥âáï�¥®à¥¬  3. Ǒãáâì n-¬¥àë© ¡¥áª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¤¥-ä®à¬¨àã¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ìëå á¬¥é¥¨© ¯«®áª®áâ¥© ¥£® ª®¥çëå£à ¥©; ¯«®áª®áâ¨ �¥ ¡¥áª®¥çëå £à ¥© ¥¯®¤¢¨�ë. Ǒãáâì ¤«ï ª �¤®©ª®¥ç®© £à ¨ ¢ë¯®«¥® å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ¤¢ãå ãá«®¢¨©: 1) ¯«®áª®áâì íâ®©£à ¨ áâ æ¨® à ; 2) ¤«ï íâ®© £à ¨ áâ æ¨® à  ¥ª®â®à ï áãé¥áâ¢¥®¬®®â® ï äãªæ¨ï 7). Ǒà¨ íâ¨å ãá«®¢¨ïå ¬®£®£à ¨ª ¥¯®¤¢¨�¥, â. ¥.¯«®áª®áâ¨ ¢á¥å ¥£® £à ¥© áâ æ¨® àë.�âã â¥®à¥¬ã ¬®�® ¯¥à¥áª § âì ¤«ï ª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ á £à ¨-æ¥© â ª �¥, ª ª íâ® á¤¥« ® ¤«ï   «®£¨ç®© â¥®à¥¬ë ® à ¢¥áâ¢¥ ¢ § 5£« ¢ë VI.�®ª § â¥«ìáâ¢® á®¢¥àè¥®   «®£¨ç® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë § 5 £« -¢ë VI. Ǒãáâì h(n, t) | ®¯®à ï äãªæ¨ï ¤¥ä®à¬¨àãîé¥£®áï ¬®£®£à ¨-ª  (â. ¥. à ááâ®ï¨¥ ¥£® ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨ á ®à¬ «ìî n ®â  ç «  ª®®à¤¨- â ª ª äãªæ¨ï n ¨ ¯ à ¬¥âà  t, á ¨§¬¥¥¨¥¬ ª®â®à®£® ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï¤¥ä®à¬ æ¨ï). �á«¨  ç «ì ï áª®à®áâì ¥¥ ¨§¬¥¥¨ï (∂h

∂t

)

t=0 ¢¥§¤¥ à ¢ ã«î, â® ¬®£®£à ¨ª ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â ¥¯®¤¢¨�¥. Ǒ®íâ®¬ã ¤®¯ã-áâ¨¬, çâ® ¥áâì ®¡« áâì ¢¥ªâ®à®¢ n, £¤¥ (∂h
∂t

)

t=0 > 0. �®£¤  ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢ íâ®©®¡« áâ¨ äãªæ¨î
ϕ(n) = 1

(
∂h
∂t

)

t=0¨ à áá¬®âà¨¬ ¯®¢¥àå®áâì R, ®¡à §®¢ ãî ª®æ ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ ϕ(n)n.�â®   «®£¨ç® ¯®áâà®¥¨î, ¨§«®�¥®¬ã ¢ § 5 £« ¢ë VI, á â¥¬ «¨èìà §«¨ç¨¥¬, çâ®   ¬¥áâ¥ à §®áâ¨ ®¯®àëå äãªæ¨© ¯®ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢®¤- ï ∂h/∂t. � «ì¥©è¨© å®¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â ª�¥   «®£¨ç¥ ¢ë¢®¤ ¬ § 5£« ¢ë VI, ¨ ¬ë ¥ ¡ã¤¥¬ ¥£® §¤¥áì ¯à¨¢®¤¨âì.6. �®£®£à ¨ª á £à ¨æ¥© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥ ®¤¨¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨ £à -¥©, ® ¥é¥ ¯àï¬ë¬¨, á®¤¥à� é¨¬¨ ¥£® £à ¨çë¥ à¥¡à . �â¨ ¯àï¬ë¥ «¥-� â ¢ ¯«®áª®áâïå ªà ©¨å £à ¥©. �ë ¡ã¤¥¬ ¤®¯ãáª âì ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®-£à ¨ª , ¯à¨ ª®â®àëå íâ¨ ¯àï¬ë¥ ¯®¤¢¥à£ îâáï ¯ à ««¥«ìë¬ á¬¥é¥¨ï¬7)�¥çì ¨¤¥â ® áãé¥áâ¢¥® ¬®®â®®© äãªæ¨¨ (n − 1)-¬¥à®£® ¬®£®£à ¨ª , ª®-â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®¢¥àè¥® â ª �¥, ª ª ¤«ï ¬®£®ã£®«ì¨ª .



��. XI: § 3. ����� ������ � ��������� 453¢ ¯«®áª®áâïå ªà ©¨å £à ¥© (ª®â®àë¥ ¯à¨ íâ®¬ á ¬¨ ¬®£ãâ ¯ à ««¥«ì®¯¥à¥¬¥é âìáï).�¥®à¥¬  4. Ǒãáâì ª®¥çë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª, ®£à ¨ç¥ë© ®¤-®© § ¬ªãâ®© «®¬ ®©, ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ à ««¥«ìëå á¬¥é¥¨©¯«®áª®áâ¥© ¥£® £à ¥© ¨ ¯àï¬ëå, ¥áãé¨å ¥£® £à ¨çë¥ à¥¡à . Ǒãáâì ¯à¨íâ®¬ 1) ¤«ï ª �¤®© £à ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï áâ æ¨® à®© ¥ª®â®à ï áãé¥áâ¢¥-® ¬®®â® ï äãªæ¨ï; 2)   ª �¤®© ªà ©¥© £à ¨  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨¨§¬¥¥¨ï ¤«¨ £à ¨çëå à¥¡¥à ¨¬¥îâ ®¤¨ § ª (¤«ï ª �¤®© £à ¨ |á¢®©), ¤®¯ãáª ï â ª�¥ § ç¥¨¥ ã«ì.Ǒà¨ íâ¨å ãá«®¢¨ïå  ç «ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®£®£à ¨ª  á¢®¤¨âáï ª ¯¥-à¥®áã.�â  â¥®à¥¬    «®£¨ç  â¥®à¥¬¥ 2 § 5 £« ¢ë VI.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¥, ¯®¤®¡® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬ â¥®à¥¬ 1 ¨ 2, ®á®¢ ®  ãá¨«¥®© «¥¬¬¥ �®è¨ ¨ «¥¬¬¥ 1 § 1. �ë ®¯ïâì áâà®¨¬ ¤¥ä®à¬¨à®¢ -ë© ¬®£®£à ¨ª P ′ ¨ à ááâ ¢«ï¥¬   ¥£® à¥¡à å § ª¨. Ǒ®â®¬, ¢§ï¢ ¥£®¢â®à®© íª§¥¬¯«ïà P ′′ á ¯à®â¨¢®¯®«®�® à ááâ ¢«¥ë¬¨ § ª ¬¨, ®¯à¥¤¥-«ï¥¬  ¡áâà ªâë© ¬®£®£à ¨ª P ′ + P ′′, ®â®�¤¥áâ¢«ïï ¨ ¯®â®¬ ¨áª«îç ïá®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ £à ¨çë¥ à¥¡à  ¬®£®£à ¨ª®¢ P ′ ¨ P ′′. Ǒ®á«¥ íâ®£®áâà®¨¬ ¤¢®©áâ¢¥ãî á¥âì ¨, ¯à¨¬¥ïï ª ¥© â¥ �¥ à ááã�¤¥¨ï, çâ® ¨ ¢¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1, ¯®«ãç ¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®  è¥© â¥®à¥¬ë.
§ 3. �¢ï§ì â¥®à¥¬ ® �¥áâª®áâ¨ ¤àã£ á ¤àã£®¬¨ á â¥®à¨¥© á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢1. � â¥®à¥¬¥ 1 § 2 § ª«îç ¥âáï, ¢ ç áâ®áâ¨,�¥®à¥¬  1. � ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á® áâ æ¨® àë¬¨  -¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© | �¥áâª¨©.�ë ¤®ª �¥¬, çâ® ®âáî¤  ¬®�® ¢ë¢¥áâ¨ ª ª ç¨áâ® ä®à¬ «ì®¥ á«¥¤-áâ¢¨¥ á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®�¥¨¥:�¥®à¥¬  2. � ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á �¥áâª¨¬¨ £à ï¬¨ |�¥áâª¨©.�â  â¥®à¥¬  ¡ë«  ¤®ª §   ¢ § 4 £« ¢ë X, ¯à¨ç¥¬ â ¬ £à ¨ ¯®¨¬ «¨áì ¢®¡®¡é¥®¬ á¬ëá«¥. �¤¥áì �¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã ®¡ëçë¥ £à ¨. �«¥-¤®¢ â¥«ì®, à¥§ã«ìâ â ¡ã¤¥â á« ¡¥¥, ç¥¬ ¯®«ãç¥ë© ¢ § 4 £« ¢ë X. �¥¬ ¥¬¥¥¥ ä®à¬ «ì ï á¢ï§ì â¥®à¥¬ë 2 á â¥®à¥¬®© 1,   ª®â®à®© ¯®áâà®¥ ¢ë¢®¤,¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¥¬ «ë© ¨â¥à¥á. �§ ¥¥ à áá¬®âà¥¨ï ¥áâ¥áâ¢¥®  ¬¥â¨â-áï á¢ï§ì ®¡¥¨å â¥®à¥¬ á â¥®à¨¥© á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢ (§ 2 ¨ 3 £« ¢ë VII), ¨¯à¨¬¥¥¨¥ íâ®© ¯®á«¥¤¥© ¤ áâ ®¢®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1,   ¢¬¥áâ¥á ¥© ¨ â¥®à¥¬ë 2 8).8)�â¨ á¢ï§¨ ¨¬¥îâ ¡®«ìè®¥ § ç¥¨¥ ¢ ¢ë¢®¤¥ â¥®à¥¬ ® �¥áâª®áâ¨ ¤«ï £« ¤ª¨å ¯®-¢¥àå®áâ¥©. �«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ ®¨ ¡ë«¨ ¢¯¥à¢ë¥ ¯®¤¬¥ç¥ë �. �¥©«¥¬ ¢ [363℄.



454 �. �. �����������2. �â ª, ®¡à â¨¬áï ª ä®à¬ «ì®¬ã á¢¥¤¥¨î â¥®à¥¬ë 2 ª â¥®à¥¬¥ 1.Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª á �¥áâª¨¬¨ £à ï¬¨ ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï. �®£¤  ª �-¤ ï £à ì Qm ¢à é ¥âáï ª ª â¢¥à¤®¥ â¥«® ¨ ¥¥ ¢à é¥¨¥ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï¢¥ªâ®à®¬ ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ωi. � ª ª ª ®â®á¨â¥«ì®¥ ¢à é¥¨¥ ¤¢ãå á¬¥�-ëå £à ¥© Qi, Qj ¯à®¨áå®¤¨â ¢®ªàã£ ¨å ®¡é¥£® à¥¡à , â® à §®áâì ωi−ωj ¯à ¢«¥  ¯® íâ®¬ã à¥¡àã. �â® à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® à §®áâì ωi − ωj¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà  ª (¢¥è¨¬) ®à¬ «ï¬ ni, nj ®¡¥¨å £à ¥©, â. ¥.(ωi − ωj)ni = 0, (ωi − ωj)nj = 0,¨«¨
ωini = ωjni, ωinj = ωjnj . (1)Ǒ®«®�¨¬

ωini = pi (2)¨ à áá¬®âà¨¬ ¤¥ä®à¬ æ¨î â®£® �¥ ¬®£®£à ¨ª , á®áâ®ïéãî ¢ ¯ à «-«¥«ì®¬ ¤¢¨�¥¨¨ £à ¥© á ¯®áâ®ïë¬¨ áª®à®áâï¬¨ pi ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¨å®à¬ «¥©. �®£¤  ¢ ¬®¬¥â t ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  ¡ã¤ãâ
hti = hi + t pi. (3)�ë ¤®ª �¥¬, çâ® ¢ á¨«ã á®®â®è¥¨© (1) ¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨, ®¯à¥¤¥«¥®©ãà ¢¥¨ï¬¨ (3), ¯«®é ¤¨ £à ¥© áâ æ¨® àë. �â¨¬ â¥®à¥¬  2 ® �¥áâª®-áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á �¥áâª¨¬¨ £à ï¬¨ ¨ ¡ã¤¥â á¢¥¤¥  ª â¥®à¥¬¥ 1 ® �¥áâ-ª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  ¯à¨ áâ æ¨® à®áâ¨  ¯à ¢«¥¨© ¨ ¯«®é ¤¥© £à ¥©.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, áâ æ¨® à®áâì  ¯à ¢«¥¨© ¨ ¯«®é ¤¥© £à ¥© ¢ á¨-«ã â¥®à¥¬ë 1 ®§ ç ¥â, çâ® ¬®£®£à ¨ª ¨á¯ëâë¢ ¥â «¨èì ¯ à ««¥«ìë©¯¥à¥®á á ª ª®©-â® áª®à®áâìî a. �® â®£¤  pi áãâì á®áâ ¢«ïîé¨¥ íâ®£® ¯¥-à¥®á , ®à¬ «ìë¥ ª £à ï¬, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
pi = nia.Ǒà¨¡ ¢¨¬ ª à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  ¢à é¥¨¥ ¥£® ª ªæ¥«®£® á ã£«®¢®© áª®à®áâìî −a. �®£¤  áª®à®áâ¨ ¢à é¥¨ï ¥£® £à ¥© ¡ã¤ãâ

ω′i = ωi − a ¨ p′i = ω′ini = 0 ¤«ï ¢á¥å i. �® ¯® (1)
ω′inj = ω′jnj = ω′ini = 0,£¤¥ nj | ®à¬ «ì ª «î¡®© £à ¨, ¨¬¥îé¥© á Qi ®¡é¥¥ à¥¡à®. � ª ª ª áà¥¤¨â ª¨å ®à¬ «¥© § ¢¥¤®¬®  ©¤ãâáï ¤¢¥, ¥ «¥� é¨¥ ¢ ®¤®© ¯«®áª®áâ¨ á ni,â® ¨§  ¯¨á ëå à ¢¥áâ¢ á«¥¤ã¥â, çâ®

ω′i = 0.



��. XI: § 3. ����� ������ � ��������� 455� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¢ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï á¢®¤¨âáï ª ¤¢¨�¥¨î,   § ç¨â, ¨ ¨áå®¤- ï á¢®¤¨« áì ª ¤¢¨�¥¨î, â. ¥. ¬ë ¯®«ãç¨«¨ â¥®à¥¬ã 2.3. �®ª �¥¬, çâ® ¨§ á®®â®è¥¨© (1) á«¥¤ã¥â áâ æ¨® à®áâì ¯«®é ¤¥©£à ¥©. �«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ ¤ ãî £à ì Qi. � ¥¥ ¯«®áª®áâ¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ç «  ª®®à¤¨ â ¡¥à¥¬ ¯à®¥ªæ¨î  ç «  ª®®à¤¨ â ¢ ¯à®áâà áâ¢¥. �®£¤ ,¥á«¨ hij | ®¯®àë¥ ç¨á«  à¥¡¥à £à ¨ Qi ®â®á¨â¥«ì® íâ®£®  ç « , â® ¯®ä®à¬ã«¥ (1) § 2
hij = hj − hi os θijsin θij = hj − hi(ninj)

|ni × nj |
, (4)£¤¥ hj ¨ nj | ®¯®à®¥ ç¨á«® ¨ ®à¬ «ì £à ¨ Qj , á¬¥�®© á Qi ¯® á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¥¬ã à¥¡àã.�«ï ¤¥ä®à¬¨à®¢ ®£® ¬®£®£à ¨ª  ¢ á¨«ã ä®à¬ã«ë (3) ¯®«ãç¨¬

htij = hij + t pij , (5)£¤¥
pij = pj − pi(ninj)

|ni × nj |
. (6)Ǒà¨ á¬¥é¥¨¨ áâ®à®ë l ¬®£®ã£®«ì¨ª    ¬ «®¥ à ááâ®ï¨¥ δ ª ¬®-£®ã£®«ì¨ªã ¯à¨¡ ¢«ï¥âáï âà ¯¥æ¨ï á ®á®¢ ¨¥¬ l ¨ ¢ëá®â®© δ. Ǒ®íâ®¬ã¯à®¨§¢®¤ ï ¯«®é ¤¨ Fi £à ¨ Qi ¯® ®¯®à®¬ã ç¨á«ã hij ¥áâì ¤«¨  á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¥© áâ®à®ë:

∂Fi
∂hij

= lij . (7)Ǒ®íâ®¬ã ¢ á¨«ã (5)
(
dFi
dt

)

t=0 =∑j ( ∂Fi∂hij

dhij
dt

)

t=0 =∑j pijlij . (8)�¥¯¥àì ®áâ ¥âáï â®«ìª® ¯®ª § âì, çâ® áâ®ïé ï §¤¥áì á¯à ¢  áã¬¬  ¢á«¥¤-áâ¢¨¥ à ¢¥áâ¢ (1) ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì. �«ï íâ®£® § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã (1) ¨(2)
pi = ωini, pj = ωinj . (9)Ǒ®íâ®¬ã ¨§ (6) á«¥¤ã¥â

pij = nj − ni(ninj)|ni × nj |
ωi = nij ωi, (10)



456 �. �. �����������£¤¥ ¢¥ªâ®à
nij = nj − ni(ninj)|ni × nj |

(11)¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¢¥èïï ¥¤¨¨ç ï ®à¬ «ì ª áâ®à®¥ lij £à ¨ Qi,¢ ç¥¬ «¥£ª® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ã¡¥¤¨âìáï. Ǒ®íâ®¬ã ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥§ ¬ªãâ®áâ¨
∑

j

nij lij = 0. (12)�âáî¤ , ã¬®� ï   ωi, ¨ ¯®«ì§ãïáì ä®à¬ã«®© (10), ¯®«ãç¨¬
∑

j

pij lij = 0, (13)®âªã¤  ¢ á¨«ã á®®â®è¥¨ï (8)
(
dFi
dt

)

t=0 = 0,çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.4. �¥¯¥àì ¤®ª �¥¬ â¥®à¥¬ã 1 ® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á® áâ æ¨® à-ë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥©, ®á®¢ë¢ ïáì    ç « å â¥®à¨¨á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢.Ǒãáâì  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨ ¯ à ««¥«ì®£® ¤¢¨�¥¨ï £à ¥© ¤ ®£® ¬®-£®£à ¨ª  P ¡ã¤ãâ pi, â. ¥. (dhidt )t=0 = pi. �  ç «ìë¥ áª®à®áâ¨ ¨§¬¥¥¨ï®¯®àëå ç¨á¥« à¥¡¥à £à ¥© ¯ãáâì ¡ã¤ãâ pij , â. ¥. ( dhijdt )
t=0 = pij .�«ï ¯à®¨§¢®¤®© ¯«®é ¤¨ £à ¨ ¨¬¥¥¬ ä®à¬ã«ã (8)

(
dFi
dt

)

t=0 =∑j pij lij .Ǒ®íâ®¬ã ãá«®¢¨¥ áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®é ¤¥© ¤ ¥â
∑

j

pij lij = 0. (14)� áá¬®âà¨¬ ¬®£®£à ¨ª P ′ á ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨
h′i = hi + t pi (15)á® áâ®«ì ¬ «ë¬ t, çâ®   P ′ ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ £à ¨, ¥ á¬¥�ë¥   P , ¥ áâ ®-¢ïâáï á¬¥�ë¬¨. � §«¨ç¨¥ ¢ áâà®¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′ ¬®�¥â ¡ëâì



��. XI: § 3. ����� ������ � ��������� 457®¡ãá«®¢«¥® â®«ìª® â¥¬, çâ® ¥ª®â®àë¥ £à ¨ ¨§ áå®¤¨¢è¨åáï   P ¢ ®¤®©¢¥àè¨¥ ¬®£ãâ   P ′ à §®©â¨áì, â®£¤  ª ª ¤àã£¨¥ áâ ãâ á¬¥�ë¬¨ ã�¥ ¥¢ ¢¥àè¨¥,   ¯® à¥¡àã. � â ª®¬ á«ãç ¥ ¬®�® áç¨â âì, çâ® ¨   P â ª®¥à¥¡à® ¥áâì, ® ¨¬¥¥â ¤«¨ã ã«ì.Ǒãáâì Qi ¨ Q′i | á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ P ′. �¬¥-è  ï ¯«®é ¤ì íâ¨å £à ¥©, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¯®¤®¡® á¬¥è ®¬ã ®¡ê¥¬ã(á¬. «¥¬¬ã 4 § 2 £« ¢ë VIII), ¡ã¤¥â
F (QiQ′i) = 12∑

j

h′ij lij , (16)¨«¨ ¢ á¨«ã ä®à¬ã«ë (5)
F (QiQ′i) = 12∑

j

hij lij + 12 t∑
j

pij lij .�âáî¤  ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï (14)
F (QiQ′i) = 12∑

j

hij lij = F (QiQi), (17)£¤¥ F (QiQi) = 12∑j hij lij ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¯«®é ¤ì £à ¨ Qi.� ¯¨è¥¬ ¥à ¢¥áâ¢® �¨ª®¢áª®£® ¤«ï á¬¥è ëå ¯«®é ¤¥© 9)
F (QiQ′i)2 > F (QiQi)F (Q′iQ′i), (18)¯à¨ç¥¬ § ª à ¢¥áâ¢  áâ®¨â §¤¥áì â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Qi ¨ Q′i£®¬®â¥â¨çë. �á«¥¤áâ¢¨¥ (17) ®âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®

F (QiQ′i) > F (Q′iQ′i), (19)9)�â® ¥à ¢¥áâ¢® ¥áâì, ª®¥ç®, ç áâë© ¢¨¤ ®¡é¥£® ¥à ¢¥áâ¢ , ¢ë¢¥¤¥®£® ¢ § 3£«. VIII ¤«ï n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢ . �¤ ª® ¤«ï ¯«®é ¤¥© ®® ¢ë¢®¤¨âáï á®¢á¥¬ ¯à®-áâ®. �é¥¬ ¬¨¨¬ã¬ ®â®è¥¨ï � = F (QQ′)2
F (QQ)F (Q′Q′) ¯à¨ ¤ ®¬ Q ¨ ¯¥à¥¬¥®¬ Q′.�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® íâ®â ¬¨¨¬ã¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï. �¡®§ ç ï ®¯®àë¥ ç¨á«  ¨ ¤«¨ë áâ®à®¬®£®ã£®«ì¨ª®¢ Q ¨ Q′ ç¥à¥§ hj , h′j ¨ lj , l′j , ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¯à¨ ¬¨¨¬ã¬¥ ∂�

∂h′
j

= 0,   ¢á¨«ã (16) ∂F (QQ′)
∂h′
j

= 12 lj . � ª®¥æ, â ª ª ª F (Q′Q′) ¥áâì ¯«®é ¤ì ¬®£®ã£®«ì¨ª , â®
∂F (Q′Q′)

∂h′
j

= lj . �ëç¨á«ïï   ®á®¢ ¨¨ íâ¨å á®®â®è¥¨© ¯à®¨§¢®¤ë¥ ∂�
∂h′
j

¨ ¯à¨à ¢-¨¢ ï ¨å ã«î, ¯à¨¤¥¬ ª â®¬ã, çâ® ¯à¨ ¬¨¨¬ã¬¥ lj = λl′j , £¤¥ λ = F (QQ′)
F (Q′Q′) . �® ¥á«¨¤«¨ë áâ®à® ¯à®¯®àæ¨® «ìë, â® ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ Q ¨ Q′ ¯®¤®¡ë, â. ¥. ¬¨¨¬ã¬ �¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ï ¯®¤®¡ëå ¬®£®ã£®«ì¨ª®¢. � â®£¤  � = 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, � > 1 ¨� = 1 â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Q ¨ Q′ ¯®¤®¡ë. �â® ¨ ¥áâì ¥à ¢¥áâ¢® (18) á ¤®¯®«¥¨¥¬®¡ ãá«®¢¨¨ à ¢¥áâ¢ .



458 �. �. �����������£¤¥ § ª à ¢¥áâ¢  ¬®�¥â ¡ëâì «¨èì ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ® áâ®¨â ¢ (18), â. ¥.â®£¤ , ª®£¤  £à ¨ Qi ¨ Q′i £®¬®â¥â¨çë. �® â ª ª ª â®£¤  (19) á¢®¤¨âáï ªà ¢¥áâ¢ã ¨å ¯«®é ¤¥©, â® â¥¬ á ¬ë¬ (19) ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ à ¢¥áâ¢® «¨èì¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® £à ¨ Qi ¨ Q′i à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë.�¬®� ï (17)   h′i ¨ áã¬¬¨àãï ¯® ¢á¥¬ £à ï¬, ¯®«ãç¨¬
∑

i

h′iF (QiQ′i) =∑
i

h′iF (QiQi). (20)� ã¬®� ï (19)   hi ¨ áã¬¬¨àãï ¯® ¢á¥¬ £à ï¬, ¯®«ãç¨¬
∑

i

hiF (QiQ′i) >∑
i

hiF (Q′iQ′i). (21)�® ¢á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë 4 § 3 £« ¢ë VIII (ä®à¬ã«  (26)) 10)
∑

i

h′iFi(QiQ′i) =∑
i

hiF (Q′iQ′i); ∑

i

hiF (QiQ′i) =∑
i

h′iF (QiQi). (22)Ǒ®íâ®¬ã ¨§ (20) á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ (21) áâ®¨â § ª à ¢¥áâ¢ . �â® ¢®§¬®�®«¨èì ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¢® ¢á¥å ¥à ¢¥áâ¢ å (19) áâ®¨â § ª à ¢¥áâ¢ . �â®£¤  ¢á¥ £à ¨ Qi ¨ Q′i á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥-ë, â. ¥. á ¬¨ ¬®£®£à ¨ª¨ P ¨ P ′ à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ì® à á¯®«®�¥ë.� á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬®£®£à ¨ª  P ′ íâ® ®§ ç ¥â, çâ® áª®à®áâ¨ pi ¤¢¨-�¥¨ï £à ¥© â ª®¢ë, ª ª ¥á«¨ ¡ë ¬®£®£à ¨ª P ¡ë« â¢¥à¤ë¬, â. ¥. ¯à¨áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®é ¤¥© £à ¥© ® | �¥áâª¨©.5. �á¥ ¯à®¢¥¤¥ë¥ ¢ë¢®¤ë ¯¥à¥®áïâáï   ¥¯à¥àë¢® ¨§®£ãâë¥ ¢ë-¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨. �á«¨ ¯®¢¥àå®áâì ¯®¤¢¥à£ ¥âáï ¡¥áª®¥ç® ¬ «®¬ã ¨§-£¨¡ ¨î, â® ª �¤ë© ¥¥ ¡¥áª®¥ç® ¬ «ë© ªãá®ª ¤¢¨�¥âáï ª ª â¢¥à¤®¥ â¥«®,â ª çâ® ¥¬ã ¬®�® ¯à¨¯¨á âì ®¯à¥¤¥«¥ë© ¢¥ªâ®à ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ω.10)�¤¥áì ¥â  ¤®¡®áâ¨ ááë« âìáï   â¥®à¥¬ã 4 § 3 £«. VIII, â ª ª ª ¬®�® ¯®«ãç¨âìâ®â �¥ à¥§ã«ìâ â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®. Ǒ®«ì§ãïáì ä®à¬ã«®© (16) (á ¯¥à¥áâ ®¢ª®© Qi ¨ Q′i),¨¬¥¥¬ ∑

i

h′iFi(QiQ′i) =∑
i

h′i ·
12∑

j

hij l
′
ij =∑

i

h′i2 ∑
j

hj − hi os θijsin θij l′ij .�¤¥áì ª �¤®¥ à¥¡à® l′ij ¢áâà¥ç ¥âáï ¤¢ �¤ë: ®¤¨ à § ã £à ¨ Qi, ¤àã£®© à § ã £à ¨ Qj .Ǒ®íâ®¬ã â  �¥ áã¬¬  ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á   â ª:
∑∑ h′i hj2 l′ijsin θij −∑∑ h′i hi2 os θijsin θij l′ij =∑∑ h′j hi2 l′ijsin θij −
−
∑∑ h′i hi2 os θijsin θij l′ij =∑i hi

12∑
j

h′j − h′i os θijsin θij l′ij =∑
i

hiF (Q′iQ′i).



��. XI: § 4. ��������� 459� ª   ¯®¢¥àå®áâ¨ x(u, v) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ý¯®«¥ ¢à é¥¨©þ ω(u, v). � ªª ª ¤¢  á®á¥¤¨å ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå ªãáª  ¯®¢¥àå®áâ¨, ¯®¤®¡® ¡¥áª®¥ç®¬ «ë¬ £à ï¬, ª ª ¡ë ¢à é îâáï ¢®ªàã£ ®¡é¥£® à¥¡à , â® dω «¥�¨â ¢ª á â¥«ì®© ¯«®áª®áâ¨. �â® § ç¨â, çâ® ¯®¢¥àå®áâì, ®¯¨á  ï ª®æ®¬¢¥ªâ®à  ω(u, v), â ª  §ë¢ ¥¬ ï ý¤¨ £à ¬¬  ¢à é¥¨©þ, ¢ ª �¤®© â®çª¥¨¬¥¥â ®á®¡¥®áâì, ¨«¨ ¥¥ ª á â¥«ì ï ¯«®áª®áâì ¯ à ««¥«ì  ª á â¥«ì®©¯«®áª®áâ¨ ¤ ®© ¯®¢¥àå®áâ¨.�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î p(n) = nω, £¤¥ n | ®à¬ «ì ª ¯®¢¥àå®-áâ¨ x,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ω. �â® p(n) ¥áâì à ááâ®ï¨¥ ®â  ç «  ¤® ª á -â¥«ì®© ¯«®áª®áâ¨ ¤¨ £à ¬¬ë ¢à é¥¨© á ®à¬ «ìî n. � ª ®ª §ë¢ ¥âáï,äãªæ¨ï p(n) ¯®¤ç¨ï¥âáï ãà ¢¥¨î, à ¢®á¨«ì®¬ã á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®-¢¨î: ¥á«¨ ®¯®àãî äãªæ¨î h(n) ¬¥ïâì á® áª®à®áâìî p(n), â® £ ãáá®¢ ªà¨¢¨§  ¢ ª �¤®© â®çª¥ áâ æ¨® à .�®, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ãá«®¢¨¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ï § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨á¢®¤¨âáï ª ¯¥à¥®áã, ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ â¥å �¥ ä®à¬ã« â¥®à¨¨ á¬¥-è ëå ®¡ê¥¬®¢, â®«ìª® ¯¥à¥¯¨á ëå ¤«ï à¥£ã«ïàëå ¯®¢¥àå®áâ¥©,   ¥¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ 11).6. �§«®�¥ë© ¢ëè¥ ¢ë¢®¤ â¥®à¥¬ë ® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á® áâ -æ¨® àë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ £à ¥© ¤®á«®¢® à á¯à®áâà ï-¥âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢® «î¡®© à §¬¥à®áâ¨ n. �¤ ª® ¯à¨ n > 3 ã�® ¯®«ì-§®¢ âìáï ¥ â¥¬ ¥à ¢¥áâ¢®¬ �¨ª®¢áª®£®, ª®â®à®¥ ¡ë«® ¢ë¢¥¤¥® ¢ § 3£« ¢ë VIII,   ¤àã£¨¬:
V (P1P0 . . . P0)2 > V (P1P1P0 . . . P0)V (P0 . . . P0).�â® ¥à ¢¥áâ¢® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  �àã . �®£« á® ¥à ¢¥áâ¢ã�àã , f(t) = n

√

V
((1− t)P0 + t P1) ¥áâì ¢ë¯ãª« ï äãªæ¨ï ®â t. Ǒ®íâ®¬ã

f ′′(0) 6 0. �ëç¨á«ïï f ′′(0), ¬ë ¨ ¯®«ãç¨¬ ¤ ®¥ ª¢ ¤à â¨ç®¥ ¥à ¢¥áâ¢®�¨ª®¢áª®£®. � «¥¥ ¬®�® ¥é¥ ¤®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª¨ P1 ¨ P0¨¬¥îâ ¯ à ««¥«ìë¥ £à ¨ ®¤®£® áâà®¥¨ï, â® § ª à ¢¥áâ¢  áâ®¨â §¤¥áìâ®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  P1 ¨ P0 £®¬®â¥â¨çë.
§ 4. �¡®¡é¥¨ï1. � ®â«¨ç¨¥ ®â á«ãç ï ¡¥áª®¥çëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¤«ï § ¬ªãâëå ¬®£®£à ¨-ª®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®© à §¬¥à®áâ¨ ¥¢®§¬®�® ¯®«ãç¨âì â¥®à¥¬ã, áâ®«ì �¥ ®¡éãî,ª ª â¥®à¥¬  1 § 2. �â® ¢¨¤® ¨§ ¯à¨¬¥à , ¤®ª §ë¢ îé¥£® ¥¢®§¬®�®áâì â ª®£® �¥®¡®¡é¥¨ï â¥®à¥¬ë 1 § 3 £« ¢ë VI (á¬. ¯o 2 § 3 £« ¢ë VI). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ n-¬¥à®¬¯à®áâà áâ¢¥ ¯à¨ n > 3   «®£¨ç ï â¥®à¥¬  ® �¥áâª®áâ¨ ¡ã¤¥â ¢¥à  «¨èì ¤«ï ª ª¨å-â®á¯¥æ¨ «ìëå äãªæ¨© £à ¥©, áâ æ¨® à®áâì ª®â®àëå ¢ëáâ ¢«ï¥âáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ãá«®¢¨ï�¥áâª®áâ¨. � ª,  ¯à¨¬¥à, ¬®�® ¤®ª § âì, çâ® § ¬ªãâë© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª á®11)�¬. [7, á. 242℄, [244, 363℄. �àã£ ï ä®à¬  â®£® �¥ ¢ë¢®¤  ¤   ¢ [245, § 93℄.



460 �. �. �����������áâ æ¨® àë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¨ ¯«®é ¤ï¬¨ (â. ¥. (n − 1)-¬¥àë¬¨ ®¡ê¥¬ ¬¨) £à ¥©¡ã¤¥â �¥áâª¨¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®£® ç¨á«  ¨§¬¥à¥¨©.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   â¥®à¨¨ á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢ ¨ ¢¯®«¥   «®£¨ç® ¤ ®-¬ã ¢ ¯o 4 § 5 ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã íâ®© â¥®à¥¬ë ¤«ï á«ãç ï âà¥å¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  12). �®ã�¥ ¢®¯à®á ® �¥áâª®áâ¨ n-¬¥à®£® § ¬ªãâ®£® ¬®£®£à ¨ª  ¯à¨ ãá«®¢¨¨ áâ æ¨® à®-áâ¨ (n− 2)-¬¥àëå ¯«®é ¤¥© ¯®¢¥àå®áâ¥© ¥£® (n− 1)-¬¥àëå £à ¥© | á®®â¢¥âáâ¢¥®¯¥à¨¬¥âà ¬ ¯à¨ n = 3 | ®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬ 13).� «¥¥, ¨ª ª¨¥   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ë ® �¥áâª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥�®¡ ç¥¢áª®£® ¨«¨ áä¥à¨ç¥áª®¬ ¥ ¨§¢¥áâë, å®âï ¢®¯à®á ® â ª¨å â¥®à¥¬ å ¬®�¥â ¡ëâì¥ «¨è¥ á¬ëá« , ¯®¤®¡® ¢®¯à®á ¬ ® à ¢¥áâ¢¥, ¯®áâ ¢«¥ë¬ ¢ ¯o 4 § 6 £« ¢ë VI 14).2. �«ï à¥£ã«ïàëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  ¬®�® ãâ¢¥à�¤ âì â¥®à¥¬ë® �¥áâª®áâ¨,   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ ¬ 1{3 § 2.Ǒãáâì f(x, y; n) | äãªæ¨ï ¥¤¨¨ç®£® ¢¥ªâ®à  n ¨ ç¨á«¥ëå ¯¥à¥¬¥ëå x, y,®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ ®¡« áâ¨ x > y ¨ áãé¥áâ¢¥® ¬®®â® ï, â. ¥. â ª ï, çâ® ∂f/∂x ¨ ∂f/∂yáãé¥áâ¢ãîâ, ¥¯à¥àë¢ë ¨ ¯®«®�¨â¥«ìë.�á«®¢¨¥,  « £ ¥¬®¥   ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¨, ¡ã¤¥â á®áâ®ïâì ¢ áâ æ¨® à®áâ¨ ¢ª �¤®© ¥¥ â®çª¥ äãªæ¨¨ f(R1, R2; n), £¤¥ R1, R2 | £« ¢ë¥ à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ë,   n |®à¬ «ì ¢ íâ®© â®çª¥.� ¬ ï ¯®¢¥àå®áâì à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ®£¨¡ îé ï á¢®¨å ª á â¥«ìëå ¯«®áª®áâ¥©, ¨¤¥ä®à¬ æ¨ï ¯à®¨áå®¤¨â ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¨å ¯ à ««¥«ì®£® ¤¢¨�¥¨ï. �® ¥áâì ¤¥ä®à¬¨àã¥¬ ï¯®¢¥àå®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ®£¨¡ îé ï á¥¬¥©áâ¢  ¯«®áª®áâ¥©
nx = h(n; t),£¤¥ t | ¯ à ¬¥âà, ®â ª®â®à®£® § ¢¨á¨â ¤¥ä®à¬ æ¨ï; v(n) = ∂h(n; 0)

∂t
¥áâì  ç «ì ïáª®à®áâì ¤¢¨�¥¨ï ª á â¥«ìëå ¯«®áª®áâ¥©.�ä®à¬ã«¨àã¥¬ à¥§ã«ìâ âë.1) �á«¨ ¯à¨ ®¯¨á ®£® â¨¯  ¤¥ä®à¬ æ¨¨ § ¬ªãâ®© ¯®¢¥àå®áâ¨ F ®ª §ë¢ ¥âáï ¢áî-¤ã áâ æ¨® à®© ª ª ï-«¨¡® äãªæ¨ï f(R1, R2; n), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ä®à¬ã«¨à®¢ ë¬¢ëè¥ ãá«®¢¨ï¬, â® ¯®¢¥àå®áâì F | �¥áâª ï.�â  â¥®à¥¬  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¨ ªãá®ç®©   «¨â¨ç®áâ¨ äãªæ¨© f, h, v.�¯à®ç¥¬, â ª¨¥ âà¥¡®¢ ¨ï à¥£ã«ïà®áâ¨ ¥¤¢  «¨ ¢ë§¢ ë áãé¥áâ¢®¬ ¤¥«  ¨ ¬®£ãâ ¡ëâìáãé¥áâ¢¥® ®á« ¡«¥ë, ¥á«¨ ¯®¢¥àå®áâì F ¨¬¥¥â ¢áî¤ã ¯®«®�¨â¥«ìãî ªà¨¢¨§ã. �®-12)�å®¤ë¬ ¯ãâ¥¬ ¬®�® ¯®«ãç¨âì ¡®«¥¥ ®¡éãî â¥®à¥¬ã, ¡¥àï ¢¬¥áâ® ¯«®é ¤¥© £à -¥© á¬¥è ë¥ ¯«®é ¤¨ Fi(P, . . . , P, P1, . . . , Pm) £à ¥© ¤¥ä®à¬¨àã¥¬®£® ¬®£®£à ¨-ª  P ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1, . . . , Pm, ¥¬ã   «®£¨çëå, â. ¥. ¨¬¥îé¨å â ª®¥ �¥ áâà®¥¨¥¨ £à ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯ à ««¥«ìë¥ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P (ª ª,  ¯à¨¬¥à, ªã¡ ¨¯àï¬®ã£®«ìë¥ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ë; ¯à¨ m = 0 íâ® á¢®¤¨âáï ª á«ãç î áâ æ¨® à®áâ¨ ¯«®-é ¤¥©). �®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   ®¡é¨å á¢®©áâ¢ å á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢ ¨   ®¡é¥¬¥à ¢¥áâ¢¥ ¬¥�¤ã ¨¬¨, ª®â®àë¥ ¬®�®  ©â¨ ¢ ¬®¥© à ¡®â¥, æ¨â¨à®¢ ®© ¢ ª®æ¥£«. VIII. �¤ ª®, ¢¢¨¤ã ®£à ¨ç¥¨ï ý  «®£¨çë¬¨þ ¬®£®£à ¨ª ¬¨ P , P1, . . . , Pm,à¥§ã«ìâ â ¥ ª �¥âáï ¤®áâ â®ç® ¨â¥à¥áë¬.13)�«ï á¨¬¯«¨æ¨ «ìëå n-¬¥àëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¯®«®�¨â¥«ìë© ®â¢¥â   íâ®â ¢®-¯à®á ¯®«ãç¥ ¢ 1999 £. ¢ [243℄. | Ǒà¨¬. à¥¤.14)�¤¥áì ¥áâì áãé¥áâ¢¥ë¥ à §«¨ç¨ï ¬¥�¤ã í««¨¯â¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ (�¨¬  )¨ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¬ (�®¡ ç¥¢áª®£®). �«ï ¯¥à¢®£® ¢®¯à®áë ¯à®é¥. �¬. [173, £«. VI § 5℄,£¤¥ ãª §   ¢ � ï á¢ï§ì ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå ¨§£¨¡ ¨© ¢ í««¨¯â¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬. | Ǒà¨¬. �. �. � «£ ««¥à .



��. XI: § 4. ��������� 461®¡é¥ �¥ ¯®¢¥àå®áâì ¬®�¥â ¨ ¥ ¡ëâì ¢ë¯ãª«®©, «¨èì ¡ë äãªæ¨ï h(n; t) ¡ë«  ®¯à¥-¤¥«¥  ¤«ï ¢á¥å n ¨ ¡ë«  ªãá®ç®-  «¨â¨ç¥áª®©.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë á®¤¥à�¨âáï ¯® áãé¥áâ¢ã ¢ ¬®¥© à ¡®â¥ [8℄. �á« ¡«¥¨¥ âà¥-¡®¢ ¨© à¥£ã«ïà®áâ¨ ¬®�® ¨§¢«¥çì ¨§ à ¡®âë �.�.Ǒ®£®à¥«®¢  [164℄.2) Ǒãáâì ª®¥ç ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì F á £à ¨æ¥© ¨¬¥¥â áä¥à¨ç¥áª®¥ ¨§®¡à -�¥¨¥ S, á®¤¥à� é¥¥áï ¢ãâà¨ ¯®«ãáä¥àë. Ǒãáâì ®  ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯ -à ««¥«ìëå á¬¥é¥¨© ¥¥ ª á â¥«ìëå ¯«®áª®áâ¥©, ¯à¨ç¥¬  ) ª á â¥«ìë¥ ¯«®áª®áâ¨  £à ¨æ¥ áâ æ¨® àë; ¡) ¢® ¢á¥å â®çª å áâ æ¨® à  ¥ª®â®à ï äãªæ¨ï f(R1, R2; n),ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãª § ë¬ ¢ëè¥ ãá«®¢¨ï¬. �®£¤  ¯®¢¥àå®áâì ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â¥¯®¤¢¨� , â. ¥. áª®à®áâì ¤¢¨�¥¨ï ª á â¥«ìëå ¯«®áª®áâ¥© v(n) = 0.�â  â¥®à¥¬  ¢¥à  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡®© à §¬¥à®áâ¨ ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, ¯®¤®¡® â¥®-à¥¬¥ 3 § 2, ¯ãâ¥¬ à áá¬®âà¥¨ï ¯®¢¥àå®áâ¨, ®¡à §®¢ ®© ª®æ ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ 1
v(n)n, £¤¥

v(n) = (∂h(n; t)
∂t

)

t=0 |  ç «ì ï áª®à®áâì ¤¢¨�¥¨ï ®¯®à®© ¯«®áª®áâ¨. (�á«¨ áä¥à¨-ç¥áª®¥ ¨§®¡à �¥¨¥ ¥ «¥�¨â ¢ãâà¨ ¯®«ãáä¥àë, ® ¢á¥ �¥ á®¤¥à�¨âáï ¢ ¯®«ãáä¥à¥, â®â¥®à¥¬ , ¢¥à®ïâ®, â ª�¥ ¢¥à . � ¨ëå á«ãç ïå ® ,  ¢¥à®¥, ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï.)�¡¥ â¥®à¥¬ë 1, 2 á¢®¤ïâáï ª â¥®à¥¬ ¬ ® «¨¥©ëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨ïå¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¢â®à®£® ¯®àï¤ª . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ë R1, R2¤¥ä®à¬¨àã¥¬®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ëà � îâáï ¨§¢¥áâë¬ á¯®á®¡®¬ ç¥à¥§ ý®¯®àãî äãª-æ¨îþ h(n; t) ¨ ¥¥ ¯¥à¢ë¥ ¨ ¢â®àë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¯® á®áâ ¢«ïîé¨¬ ®à¬ «¨ n (¬.,  -¯à¨¬¥à, [245, § 94℄) ¨«¨, çâ® â® �¥, ¯® ª®®à¤¨ â ¬ ξ, η   áä¥à¥. Ǒ®íâ®¬ã
f(R1, R2; n) = �(hξξ, hξη , hηη , . . . , h; n).�á«®¢¨¥ �¥ áâ æ¨® à®áâ¨ ¡ã¤¥â

(
∂�
∂t

)

t=0 = 0. (1)�®
∂�
∂t

= ∂�
∂hξξ

∂hξξ

∂t
+ ∂�
∂hξη

∂hξη

∂t
+ . . .+ ∂�

∂h

∂h

∂t
,  (

∂h

∂t

)

t=0 = v.Ǒ®íâ®¬ã ãá«®¢¨¥ (1) á¢®¤¨âáï ª «¨¥©®¬ã ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î ¢ ç áâëå¯à®¨§¢®¤ëå ®â®á¨â¥«ì® äãªæ¨¨ v(n) = v(ξ, η). �á«¥¤áâ¢¨¥ ãá«®¢¨©
∂f

∂R1 > 0, ∂f

∂R2 > 0íâ® ãà ¢¥¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯ . Ǒ®íâ®¬ã, ¢ ç áâ®áâ¨, â¥®à¥¬  2 ®§ -ç ¥â ¥¤¨áâ¢¥®áâì à¥è¥¨ï â ª®£® ãà ¢¥¨ï ¯à¨ § ¤ ëå ãá«®¢¨ïå   £à ¨æ¥ ®¡« -áâ¨ S.3. �¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë 1 ¤«ï § ¬ªãâëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¥¨§¢¥áâ®. Ǒà¨å®¤¨âáï ®£à ¨ç¨¢ âìáï á¯¥æ¨ «ìë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ £« ¢ëå à ¤¨ãá®¢ ªà¨-¢¨§ë.� ª, ¢ n-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â¥®à¥¬ :� ¬ªãâ ï ¢ë¯ãª« ï ¯®¢¥àå®áâì | �¥áâª ï, ¥á«¨ áâ æ¨® à  ª ª ï-«¨¡® í«¥¬¥-â à ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ¥¥ £« ¢ëå à ¤¨ãá®¢ ªà¨¢¨§ë (¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å n−1



462 �. �. �����������à ¤¨ãá®¢ ªà¨¢¨§ë, áã¬¬  ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨© ¯® n−2 ¨ â.¤.). Ǒ®¢¥àå®áâì ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï  «¨â¨ç¥áª®© ¨ à ¤¨ãáë ªà¨¢¨§ë ¨£¤¥ ¥ ®¡à é îé¨¬¨áï ¢ ã«ì. [�â¨ ãá«®¢¨ï ¬®-£ãâ ¡ëâì ®á« ¡«¥ë, ® § ¢¥¤®¬® ¨§¢¥áâ®, çâ® ®¡®¡é¨âì íâã â¥®à¥¬ã   ¯à®¨§¢®«ìë¥¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ (â®£¤  äãªæ¨¨ ªà¨¢¨§ë ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª äãªæ¨¨ ¬®�¥áâ¢   áä¥à¥) ¥¢®§¬®�®.℄�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¨£¤¥ ¥ ®¯ã¡«¨ª®¢ ®, ® ¥£® «¥£ª® ¯®«ãç¨âì, ®¯¨à ïáì  ¥ª®â®àë¥ ®¡é¨¥ à¥§ã«ìâ âë â¥®à¨¨ á¬¥è ëå ®¡ê¥¬®¢, ¯®«ãç¥ë¥ ¢ [4{7℄. �¥¬ �¥¯ãâ¥¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç ï â¥®à¥¬  ® �¥áâª®áâ¨ § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ¯®¢¥àå®áâ¨¯à¨ ãá«®¢¨¨ áâ æ¨® à®áâ¨ ýá¬¥è ®© äãªæ¨¨ ªà¨¢¨§ëþ ¥¥ á ¬®© ¨ ¤àã£¨å § ¤ -ëå § ¬ªãâëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¢¥àå®áâ¥©. �¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®ïâ¨ï ¨ä ªâë ¨¬¥îâáï ¢ â®© �¥ à ¡®â¥.
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