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I . Разложение функции CSC 3ft в р я д элементарных 
дробей 

Разложим функцию ^(x)=C0SZ£ на о т р е з к е ^ X] в ряд Фурье. 
Ввиду четности функции имеем 

5Г . _ 
о 2 f I 2 5inJT2 
V 0 ' ' a o - j J C O S Z x d a : " - 3 U " ; 

Д -Л 

Г 4 Гг 
coszx cosKxdx =7=r c o s ( ï + к ) х 

- C O S ( Z - K ) X d x -1 

z - к i l + K 

s inJt* . . i c i " { i 

Таким образом, 
5Іпзгг 

C0S£X —— 

При X - JT получаем 

C0SJTZ = 
Отсюда 

чаем 

дг i L * \ i *к i-K 

a ) 

если последнюю сумму понимать так: слагаемые, соответствуйте 
Z^K и %=-К. » обязательно объединяются. 

Теперь легко найти нужное нам разложение. 
Действительно, 
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Окончательно имеем 
Of 

•I sin ЗГУ Z - у - г 

2. Функция П а ) 

Одно i s (эквивалентных) определения этой функции таково: 

Г ( а ) = | x a V x d x , а >о . 
Сходимость интеграла легко проверить. Функцию Г (а) можно 

рассматривать как обобщение факториала, так как при целом П 

(2) 

+ п г г 
X е ax-n 

0 5 О 

X € doc=n 1(h). Г ( п и ) - j x n e a d x ~ х*е 
о 

Полученная рекуррентная фо] 

Г(ц н ) - к Г(п)=п Г((п-i) -и)-п(п н ) Г(п н ) =... « и ! Гй), ( і ) 

во 
Г О ) -

-Л 
е d x - - е 

- X 

- f 

Значит, 
Г(п + і ) - п ! 

Докажем формулу более общую, чем формула ( 3 ) : 

r i a « - n « 4 ) - ( Q + j 4 ) ( a + n H ) . . . а Г ( а ) . 

(з) 

«О 
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Эта фориула полезна тем,- что благодаря ей достаточно табулиро
вать Г(й) только при 0 ^ ( 1 * 4 . Щпример, 

Формула (4) тоже легко доказывается с помощью интегрирования 
по частям. Действительно, 

(й-<-ГІН)= X е С І Х - - Х 
am - л 

+ (ai-ti)Jx £ а х =(а^гг)Г(а+гг). 

Значит, 0 

Г(а иа + і ) - (а+п)Г(а+гт) - (а-»-п) (а+ин)Г(а+п- і )= . . . -

- ( a - t - n ) ( a + n - І ) .. , ( а + і ) а Г ( а ) 

3. Функция 8(&,&) 

По определенно 

B ( a , è ) = х 'U-x) dx, а > о , 6>o 
о 

Сходимость интеграла легко проверить. 
Функция В(û, Ь ) сикметрич на: 

B ( a f è ) - B a , a ) . 
Введем замену переменной; 

X = \ - У , à x = - d y . 
Получаем 

В ( а , * ) -

1 8 1 о 

X u - x ) а х = (-1-у) a dy-

Докажем еще важнув формулу: 

(4 

А)-

•ІХ (5) 



Действительно, полагая 

X dx « 

заметимs что при X « 0 будет У = О, а при Л » 1 будет У = 

Следовательно, 

4. Вычисление В (О-, і " Q-) 

Внчкслни необходиннй для дальнейшего интеграл 

Имеем 
X 

. С М 

1 + х 
d x « X d x + -2 о ( У . 

Сделав замену у = , получим 

X 
і + X 

d x 

1 о н 
X 

-dx 
-а jl a-1 - а 

* — c b H х *"^- dx 
1 -t- X j -i + X 

а-н -о. 
(x "*+ X " )( \ - ce + X - x ä+ • • • +• (-1Г а' + . . . ) d X 

Г 4 
а 1 - а а +а 2-t-a . 2 - а 

а —" + а - л а-и а - 2 а + 2 

. у ± ± і 



Обоснование законности почленного интегрирования оцускаем. 
На основании равенства (2) ножек заюшчить, что 

X 
0.-4 

d x 
Sin Q?T 

(6) 

5. Связь иеаду функциями 8 и Г 

Эта заиечательная связь выражается формулой 

а (а і) ШШ_ ( 7 ) 

которую надо доказать: 

Г ( а ) Г ( й у - [ х а " е " х а х у е dy = x a e dxdy 

В последнем интеграле выполним занену: 3i--~-, Ü = - j ^ -
(рис .1 .2 ) . Имеем: , 

D (ас.а) 

Li 

а 

f W t ê ) LL 
а--( &-ч ' . , 4 -*- Z 

9 0 
И -Z) ! 

-duds<-

о 0 

u e~ u d 
0 +1) 

о 
8 ( й , 8 ) Г ( й 4 ) 

ers du 
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Итак, 

ß(a,5j 
Г(а) R6) 

(8) 

6. Формула дополнения 

Из формулы (8) получаем 

Г(а)ГН-а) 

но "(-!) = 4 (см.стр. Ч ) , и на основании формулы (6) имеем 

Г ( а ) Г ( < - а ) - 5Г 
5ІПйЗГ 

(9) 

Из этой формулы, в частности, следует, что достаточно табули
ровать Г(а) для 0 < й « | , a также что 

Г С І ) sin f 51 ; j ; 

Вычислаы важный для теории вероятностей интеграл (Пуассона): 
Р° 4 ~ Г I г Г ..г 

X г a d x = 

Значит 

Примеры. Г г о -X* , 
I . Вычислим J X е а х ( п. - целое положительное число). 

Выполнив замену х = у » П 0 Л У ч а е м 

о о о 

4_r(^ | )= |T(f^(n^H)4(h .4)(H - | ) . . . i - r ( i ]» 
- (g» - 0 ( 2 r t - 3 ) . . , 3 . f , £ ( 2 п - 4 ) / . ' X / F . 

n r t - И ѵ д . ^ ѵ г г - V 
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2 . Вычисляй 
4 

- 0 7 = = = . Полагая . Х - У *• . d x = - b « " ' .имеем 4 M 

И. PI ГЦ) П. 5Ш — 

3. Вычислим интеграл siaTx СйаПХ d x ( m > - ï , !!>-'() • В ы п о л н и в 

замену переменной SinX =Ü l , COSX =(1 -9)*, COSXCtl = У : 
, найдем 

5inmxcos"xdx - у у 2 ( 4 - а ) 2 y 2 d y = 
О 

t l - f ( 

В частности . 

X a X " 2 Г Н 5 ) 

4 

і г 215 12! 
nr. 

7. Формула Січтрлиига 

Докажем формулу Стерлинга 

lim n : 

т . е . докажем эквивалентность бесконечно больших величин п. ! и 

Предварительно заметим, что в применении к функции In ("f + & ) 
формула Тейлора-Маклорена г 

f ( X ) - / ( 0 ) ^ X f ' ( 0 ) + | i { "(Ѳ • X ) , 0 ^ 9 «ь< . 
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дает 

Ы(4 1-Х)- X 
г (-( *• 9 х) г 

Воспользуемся равенством 
о о 

п\ = Г(п -и) = J x n e dx". 
о 

Введем новую переменную (рис.3,Ч) по формуле 

г 
п - X а -п. - t 

X е ~ п е е 

(ю) 

( и ) 

(12) 

Рис .3 , 

и вычисляй d x . Ив (12) находим: 

? и с Л . 

2 t dt ={i-~)doc, dx - 2t ~ ~ я - d t . (и) 
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На основании (10) получаем 
'' ~~ г\ \ 

n X - n. n Х-П x-n 

t ~ V a M + 9 ( X - H ) V г { ö H ) ( x - a K x Ѵ і ' ( в - і і ) ^ - и 

Отсюда находим х \ \І~К ІА -В) 

и, подставляя в (13), окончательно найдем dx : 

dx = 2 

Из равенства ( I I ) следует 

d t . 0 4 о ^ 1 . 

х е а х = 
п -п - t 

n e е 2 п. 
LV 2 

но ö ) t oit - t , 
e и - ^ 2. 

поэтому 

Значит 

П.! -П. e у 2 5 Г п . + П £ • cO, / с о / « H 
» I 

im ' ^ ! 

со 
V 2ST/X 

=</. 
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