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ПРЕДИСЛОВИЕ 

При решении важных задач планирования и управления народ-
ным хозяйством, проектирования сложных объектов и систем на пер-
вый план выдвигаются вопросы качества принимаемых решений, в 
связи с чем возрастает роль методов и алгоритмов решения оптимиза-
ционных задач в математическом обеспечении автоматизированных 
систем различного уровня и назначения. Среди приложений матема-
тического программирования большое место занимают проблемы 
производственно-транспортного типа. Основной источник такого ро-
да задач связан с планированием на отраслевом уровне: распределе-
ние заказов между предприятиями с учетом затрат на производство 
и транспортных издержек, размещение производства, складов и 
технических средств, решение вопросов развития отрасли (строитель-
ство и реконструкция предприятий, техническая модернизация 
производственных и транспортных отраслей). Близкие по типу за-
дачи возникают при проектировании сложных сетей и объектов: 
дорог, продуктопроводов, тепловых и электрических сетей, сетей 
связи и т. д., при решении вопросов рационального распределения 
грузопотоков между различными видами транспорта. 

Вычислительные сложности, возникающие при решении произ-
водственно-транспортных задач, зачастую связаны с их большой раз-
мерностью, многоэкстремальностью и наличием дискретных пе-
ременных. В то же время эти задачи обладают специфической струк-
турой, позволяющей разрабатывать специальные методы их решения, 
которые обычно более эффективны, чем общие методы линейного, 
нелинейного и дискретного программирования. Как правило, рас-
сматриваемые модели обладают рядом свойств, близких к транспорт-
ной задаче и ее обобщениям, что позволяет использовать эти свойст-
ва при построении методов решения. В частности, эти свойства исполь-
зуются при построении схем декомпозиции, которые в сочетании с 
методами негладкой оптимизации позволяют получить максимальный 
вычислительный эффект. 

С другой стороны, известные алгоритмы, хорошо проявившие 
себя при решении транспортных и простых распределительных за-
дач (например, метод потенциалов), при переходе на более общие 
модели теряют свою простоту и становятся менее эффективными. 
Практическое использование стандартных средств линейного и линей-
ного целочисленного программирования, основанных, как правило, 
на симплекс-методе и методе ветвей и границ, при решении реальных 
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задач производственно-транспортного типа большой размерности 
не приводит к успеху. Нет также данных об успешном применении 
для реальных задач производственно-транспортного планирования 
большой размерности известных декомпозиционных алгоритмов 
типа Данцига — Вулфа, Розена и др. 

В Институте кибернетики имени В. М. Глушкова АН УССР начи-
ная с 1960 г. ведутся теоретические исследования моделей, свойств 
и методов решения различных классов задач производственно-тран-
спортного планирования и накоплен серьезный опыт их практичес-
кого использования. В настоящей книге в основном изложены ре-
зультаты, полученные авторами и их учениками, которые принима-
ли непосредственное участие в этой работе. Книгу можно условно 
разбить на две части. В первых трех главах изложен материал, от-
носящийся к решению одноэкстремальных задач с непрерывными 
переменными. Здесь речь идет в основном о решении задач линейного 
и выпуклого программирования большой размерности. Фундамент 
теоретических рассмотрений составляет выпуклый анализ, в основе 
алгоритмов лежат схемы декомпозиции и методы недифференци-
руемой оптимизации, приложения связаны с задачами отраслевого 
планирования, материально-технического снабжения и рационализа-
ции перевозок. Во второй части (гл. 4—6) рассматриваются задачи 
минимизации вогнутой функции на выпуклых многогранных мно-
жествах транспортного типа или их обобщениях. Задачи этого вида 
возникают при ( проектировании сетей и размещении производства. 
Они могут быть сформулированы в терминах задач частично цело-
численного программирования специального вида и решены соответ-
ствующими методами с учетом их специфических евойств и особен-
ностей. 

В первой главе приводятся основные факты выпуклого анализа 
в конечномерном евклидовом пространстве и схемы декомпозиции, 
приводящие к задачам недифференцируемой оптимизации. Так как 
основные вопросы выпуклого анализа весьма подробно изложены в 
ряде известных монографий и учебных пособий [28, 61, 62], то неко-
торые достаточно элементарные результаты приводятся без дока-
зательств. Большее внимание уделено тем понятиям и вопросам, кото-
рые непосредственно используются в последующем изложении: 
свойствам субградиентных множеств, обобщенной теореме Куна — 
Таккера, исследованию координирующих задач в схемах декомпо-
зиции по переменным и ограничениям, технике вычисления субгра-
диентов при решении координирующих задач, методу негладких 
штрафных функций. Известные алгоритмические схемы решения 
задач квазиблочного линейного программирования, такие как метод 
Данцига — Вулфа генерации столбцов или метод релаксации Ро-
зена, нами не рассматривались, так как интересующийся этими вопро-
сами читатель найдет описание этих методов в монографиях [12, 
24]. Отметим, что близкий к нашему подход к реализации схем деком-
позиции рассмотрен в работах [10, 143, 162]. 

В гл. 1 показано, что реализация схем декомпозиции по пере-
менным и по ограничениям приводит к координирующим задачам, 
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представляющим собой задачи нахождения экстремума негладкой 
функции при простых ограничениях. Описанию методов решения 
такого рода задач посвящена гл. 2. Основное содержание этой главы 
связано с исследованиями субградиентных методов минимизации 
выпуклых функций, проводившимися в Институте кибернетики АН 
УССР начиная с 1961 г. Наиболее полно эти исследования были 
представлены в монографии [97], однако эта книга вышла неболь-
шим тиражом и труднодоступна. Кроме того, в последние годы те-
матика недифференцируемой оптимизации бурно развивалась как в 
части -теоретического исследования вычислительной сложности за-
дач линейного программирования и информационной сложности вы-
пуклого программирования (без требования гладкости входящих в 
модель функций), так и в части разработки новых методов неглад-
кой оптимизации, таких как е-субградиентные методы, методы эл-
липсоидов и их обобщения. Поэтому во второй главе обзор современ-
ного состояния методов субградиентного типа дан достаточно под-
робно. Изложена теория методов обобщенного градиентного спуска 
(ОГС), субградиентных методов с растяжением пространства в направ-
лении градиента (ОГСРП). Детально описаны методы субградиентно-
го типа с растяжением пространства в направлении разности двух 
последовательных градиентов, так называемые r-алгоритмы, пред-
ложенные в [89]. Эти методы являются в настоящее время наиболее 
практически эффективными средствами недифференцируемой выпук-
лой минимизации, причем их эффективность особенно проявляется 
при решении задач производственно-транспортного планирования 
большой размерности. Многочисленные экспериментальные и прак-
тические расчеты с помощью некоторых вариантов г-алгоритмов 
показывают устойчивую сходимость последовательности «рекордов» 
по функционалу со скоростью геометрической прогрессии — за 
п итераций (п — размерность пространства аргументов минимизиру-
емой функции) относительная точность улучшается в 3—10 раз. 
В то же время теоретические оценки для скорости сходимости г-ал-
горитмов не получены. С другой стороны, начиная с 1976 г. [95] при-
стальное внимание многих исследователей привлечено к методу эл-
липсоидов, который получается из метода ОГСРП при определенных 
значениях его параметров [96]. Хотя этот метод практически уступает 
/•-алгоритму по скорости сходимости примерно в п раз, теоретически он 
хорошо обоснован и гарантирует сходимость рекордов по функциона-
лу со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем q « 
« 1 — 1/(2п2). Метод эллипсоидов оказался весьма удобным сред-
ством анализа сложности различных задач математического програм-
мирования. Близость q к единице стимулировала поиск различных 
модификаций метода эллипсоидов с целью ускорения его сходимости и 
приближения его эффективности к эффективности г-алгоритмов. О не-
которых результатах в этом направлении, полученных в ИК АН УССР 
[20, 21, 98], сообщается в § 5 гл. 2. И хотя окончательный успех в 
этом направлении не достигнут, все же определенные модификации 
метода эллипсоидов имеют и практическое значение. В частности, 
они могут использоваться в сочетании с r-алгоритмом на последней 
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стадии процесса минимизации, когда требуется получить гаран-
тированную точность по функционалу, а путем анализа полученного 
решения точность оценить затруднительно. 

Последний параграф гл. 2 как бы перекидывает мостик от проб-
лем выпуклой минимизации к дискретным экстремальным задачам. 
Здесь речь идет об анализе сложности различных экстремальных 
задач с использованием метода эллипсоидов, в частности приво-
дятся интересные результаты Л. Г. Хачияна, впервые обосновав-
шего полиномиальные алгоритмы линейного и квадратичного програм-
мирования [77, 78], а также результаты известной работы [141], в 
которой аппарат метода эллипсоидов используется для анализа слож-
ности дискретных задач и показывается, что для многих дискретных 
задач, для которых получены алгоритмы полиномиальной сложности, 
легко строится полиномиальный алгоритм, основанный на методе 
эллипсоидов. На практике метод эллипсоидов из-за своей медленной 
сходимости (требуется порядка 4,6/г2 итераций, чтобы гарантировать 
улучшение точности на один десятичный знак; п — размерность 
пространства) оказался малопригодным. 

Кроме метода эллипсоидов в линейном программировании из-
вестен также полиномиальный алгоритм Булатова — Ямницкого — 
Левина [2, 102], в котором роль тел, локализующих оптимум, выпол-
няют n-мерные симплексы, а также разработанный Кармаркаром 
[144] оригинальный алгоритм, основанный на проективных преоб-
разованиях пространства. Практическая эффективность последнего 
алгоритма пока мало исследована. 

В гл. 3 приводятся математические модели наиболее часто встре-
чающихся на практике задач производственно-транспортного плани-
рования с непрерывными переменными. Показывается, что при боль-
шой размерности задач такого типа наиболее эффективными методами 
их решения являются схемы декомпозиции в сочетании с алгоритмом 
субградиентного типа с растяжением пространства в направлении 
разности последовательных субградиентов (г-алгоритм). Большинст-
во рассмотренных в гл. 3 моделей встечались в практике работы от-
дела экономической кибернетики ИК АН УССР, по ним были прове-
дены многочисленные реальные расчеты, показавшие надежность 
и эффективность соответствующего математического и программного 
обеспечения. Часть функциональных модулей, предназначенных для 
решения конкретных задач, вошла в пакет прикладных программ 
ПЛАНЕР, краткое описание которого содержится в Приложении. 

При разработке планов развития большинства отраслей народ-
ного хозяйства страны возникают задачи оптимального размещения 
вновь строящихся и реконструкции существующих предприятий, а 
также задачи оптимального проектирования коммуникационных сетей 
различного назначения: дорожных, связи, энергетических и др. 

Актуальность исследования свойств и методов решения таких за-
дач связана с их важностью и сложностью решения. Они относятся 
к задачам минимизации вогнутой функции на транспортных многогран-
никах и их обобщениях. Как правило, большинство таких задач яв-
ляются универсальными (АФ-трудными) задачами. Поэтому мало-
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вероятно, что для них могут быть созданы методы столь же эффектив-
ные, как методы линейной и выпуклой оптимизации. В связи с этим 
при исследовании таких задач необходимо ориентироваться на разра-
ботку методов, которые позволяют за приемлемое время построить 
приближенное решение с заданной относительной погрешностью. 
Необходимым элементом исследования таких классов задач и методов 
их решения является в связи со сказанным их экспериментальное ис-
следование с целью выявления зависимостей времени решения от за-
даваемой погрешности. 

Наиболее распространенным способом решения NP-трудных за-
дач являются методы типа ветвей и границ, в которых нижние оценки 
функционала (для задачи минимизации) получаются релаксацией ис-
ходной задачи путем линеаризации ее целевой функции либо сведени-
ем исходной задачи к задаче целочисленного программирования с 
последующей ее заменой на задачу линейного программирования. 
В последнем случае соответствующая оценочная (релаксированная) 
задача может обладать специфическими особенностями, которые 
целесообразно учитывать при разработке методов ее решения. 

В гл. 4 рассмотрена общая постановка задач синтеза сетей и раз-
мещения производства, приведена классификация этих задач и описан 
ряд свойств таких задач и способ их сведения к задачам целочислен-
ного линейного программирования специального вида. Основная 
часть этой главы посвящена исследованию метода динамической де-
композиции для задач линейного программирования следующего 
вида: 

min {сХ + fY: АХ = b, X < DY, X > О, V > 0}, (*> 

где с, f, b — заданные векторы, А — произвольная матрица, D — 
матрица с неотрицательными коэффициентами. Частными случаями 
данной задачи являются релаксированные задачи размещения произ-
водства и синтеза сетей. Предложенный метод декомпозиции сводит 
решение этой задачи к решению последовательности задач меньшей 
размерности вида 

max {ф : АХ = by, X ^ D Y , * > 0}, (**) 

где ф — скалярная переменная, Y — фиксированное значение век-
тора Y. Задача (•*) является обобщением для произвольных A, b 
задачи о максимальном потоке в сети. Она превращается в послед-
нюю, если А — матрица инциденций орграфа, а вектор Ъ имеет 
ровно две ненулевые компоненты: bs = — 1, bt = + 1 для заданных 
индексов s, t. В этом случае задача (•«) может быть эффективно ре-
шена методами с полиномиальной трудоемкостью [3]. В случае про-
извольного вектора b решение задачи («») сводится к решению 
последовательности задач о максимальном потоке в графе. Общая 
схема решения декомпозиционной задачи является схемой симплекс-
ного типа. В ней ищется решение двойственной задачи с матрицей, 
строки которой соответствуют переменным Y. Столбец, вводимый & 
базис, определяется путем решения задачи (**). 



Реальные задачи синтеза сетей на графах со средним числом 
вершин п порождают задачи целочисленного программирования с 
большим числом переменных, порядка п2— п4 (в зависимости от ти-
па задачи). Поэтому трудоемкость точного решения таких задач луч-
шим из известных алгоритмов оценивается громадной величиной: 
О (п') — О (/г14). В связи с этим точное их решение становится 
бесперспективным. Естественной альтернативой становится приб-
лиженное решение оценочных задач с трудоемкостью, существенно 
меньшей, чем указанная. В гл. 5 приводятся алгоритмы приближенно-
го решения задачи, получаемой из (*) методом динамической деком-
позиции, для ряда классов задач размещения производства и синте-
за сетей. Здесь же приведены схемы метода ветвей и границ, реали-
зованные для решения этих задач и использующие их специфичес-
кие особенности. Приведены результаты численного решения ряда 
практических и тестовых задач рассматриваемых классов, позволя-
ющие составить представление об эффективности разработанного 
программного обеспечения. 

Гл. 6 посвящена исследованию полиномиально разрешимых под-
классов задач синтеза сетей. Такими задачами являются: задача о 
кратчайшем ветвлении в орграфах, простейшая задача на сети в фор-
ме дерева, задача Штейнера на плоскости с прямоугольной метрикой 
с дополнительными ограничениями на структуру дерева Штейнера и 
задача Вебера в пространстве с прямоугольной метрикой. Исследова-
ние задач с полиномиальной оценкой трудоемкости позволяет вы-
делить те специфические особенности задач, наличие или отсутствие 
которых определяет грань между «хорошими» и «плохими» задачами. 
Кроме того, знание «хороших» алгоритмов решения задач из некото-
рых подклассов позволяет конструировать приближенные и эвристи-
ческие алгоритмы решения задач из более широких классов «пло-
хих» задач. 

При написании книги авторы, считая, что к настоящему времени 
имеется достаточно обширная литература по теории графов, тради-
ционным методам целочисленного и линейного программирования, 
в том числе по методам решения транспортных задач, сочли нецеле-
сообразным включение этих материалов в книгу. Для подробного 
ознакомления с ними мы отсылаем читателя к монографиям [3, 25]. 



Г Л А В А 1 

ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ВЫПУКЛОГО АНАЛИЗА 

§ 1. Выпуклые функции и субградиентные множества 

Мы ограничимся в основном рассмотрением функций, определен-
ных на подмножествах /г-мерного евклидова пространства Еп. 
Очень часто эти функции будут выпуклыми или вогнутыми. Напомним 
читателю основные определения и свойства таких функций [28, 62]. 

Пусть задана действительная функция / (х), определенная на 
множестве X с= Еп. Графиком функции / (х) называется подмно-
жество Г [X, /] (п + 1)-мерного пространства' £"+' , состоящее из 
точек вида {х, f (х)} (х 6 X). Надграфиком функции назовем под-
множество Г + [ Х , /] с Еп+Х вида {х, и}, где f (х) (х £ X). Функ-
ция / (х) называется выпуклой, если ее надграфик является выпук-
лым множеством. Из этого определения сразу вытекает следующая 
теорема. 

Т е о р е м а 1.1. Для того чтобы функция f(x), определенная на 
множестве X а Еп, была выпуклой, необходимо и достаточно, чтобы: 

а) множество X было выпуклым", 
б) для любых точек хх, х2 € X и числа а (0 ^ а ^ 1) выполня-

лось соотношение 

a/(*i) + (\-a.)f(x2)>f(aXl + (l-a)x2). (1.1) 
Свойство (1.1) обобщается на произвольное конечное семейство 

точек xv х2, ...,xh^X и набор чисел av а2, ..., ah О таких, что 

2 а, = 1: 
•-і 

(1-я 

Выпуклые функции f (х) обладают также следующими свойствами. 
I. Во всех внутренних точках области определения X f(x) неп-

рерывна [62]. Это значит, что если f (х) определена на всем прост-
ранстве Еп, то она непрерывна. 

II. f (х) почти всюду (за исключением точек меры нуль) дифферен-
цируема, причем если в некоторой точке / (х) дифференцируема, то 
она непрерывно дифференцируема в этой точке. 

III. Через любую точку {у, f (у)} 6 Г [X, f\ можно провести 
опорную гиперплоскость к надграфику Г + [ Х , /]. Если точка у явля-
ется внутренней в X , то уравнение этой опорной гиперплоскости 
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имеет вид 
(p,x — y)=u — f (уУ, 

при этом для всех точек надграфика {х, г} должно выполняться со-
отношение 

2~f{y)>(P,X — y). 

Если г — f (х), то для всех х 6 X 
f(x)-f(y)>(p,x~y). (1.3) 

Произвольный вектор р, удовлетворяющий неравенству (1.3) для 
всех х 6 X, называется субградиентом (обобщенным градиентом) 
функции f (х) в точке у. 

Рассмотрим лебегово множество L (у) — {х £ X: f (х) ^ f (у)}. Это 
множество является выпуклым, и в силу неравенства (1.3) справед-
ливо неравенство (р, у — х) О для всех х 6 L (у). Если вектор р 
ненулевой, то его можно интерпретировать как вектор внешней 
нормали к опорной гиперплоскости к множеству L (у), ограничен-
ному гиперповерхностью / (х) = f (у). 

Назовем субградиентным множеством (множеством обобщенных 
градиентов) выпуклой функции / (х) в точке у множество векторов р, 
удовлетворяющих соотношению (1.3), и будем обозначать его 
Gj{y), а его представителей — gf(y)-

Т е о р е м а 1.2. В любой внутренней точке у области опреде-
ления X выпуклой функции / (л;) существует непустое выпуклое замк-
нутое и ограниченное множество субградиентов. Если Gj(y) состоит 
из единственной точки gf(y), то gf(y) является градиентом функции 
f (х) в точке у, в противном случае в точке у f(x) недифференцируема. 

IV. Из (1.3) сразу следует, что если внутренняя точка у является 
точкой минимума f (х) на X, то 0 £Gf(y). Справедливо и обратное: 
если 0 £ Gf(y), то у является точкой минимума. Далее, любой локаль-
ный минимум выпуклой функции является глобальным. 

V. Пусть для некоторых у в X, О и е 6 Еп (е 0) выполня-
ется соотношение у + te £ X. Рассмотрим 

Иш " ' + " > - ' < 0 =ГЛУ)- (1.4) <-Н-о 1 

Если предел (1.4) существует, то f'e (у) называется производной по 
направлению е функции f(x) в точке у. 

Т е о р е м а 1.3. В любой внутренней точке у области определе-
ния X выпуклой функции f (х) существует производная f'e (у) по лю-
бому направлению е £ при этом fe (у) связана с субградиентным 
множеством Gj (у) соотношением 

fe (У) = max (g, є). teGjiy) 
Рассмотрим параметрическое семейство точек (луч) We{t) — у + 

-\-te, 0, у + te £ X. Тогда производная по направлению f'e(We{t)) 
является монотонно неубывающей функцией от t. 
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VI. Назовем направлением наискорейшего спуска в точке у Є X 
направление г\, на котором достигается минимум (у) при || т] || = 1. 

Т е о р е м а 1.4. Если точка у является внутренней и Gf(y) не 
содержит 0 {т. е. точка у не является точкой минимума), то век-
тор г|* = — g* [у)!\\ g* (у) |1, где g* (у) £ Gf (у) — ближайшая к 0 точка 
из субградиентного множества, является единственным направлением 
наискорейшего спуска. 

Если в точке у функция дифференцируема, то направление наи-
скорейшего спуска, естественно, совпадает с нормированным анти-
градиентом. 

VII. Пусть задано конечное семейство выпуклых функций fi(x), 
f2(x), ... , fh(x), определенных на выпуклом множестве X. С помощью 
операций взятия линейных комбинаций с неотрицательными коэф-
фициентами и взятия максимума (поточечного) мы можем получать 
новые выпуклые функции. 

Т е о р е м а 1.5. Если {ft (%)}?=i— семейство выпуклых функций, 
определенных на X, c1,...,ch — неотрицательные числа, то функция 

f(x) = 2 М 

также является выпуклой функцией с областью определения X. 
Субградиентное множество Gf(y) функции f (х) во внутренней 

точке у 6 X строится следующим образом: 

Gf(y) = J\ctGfl{y), (1.5) 

т. е. любой вектор gt(y) 6 Gf(y) может быть представлен в виде 
h 

gf (у) = 2 Otgu (у), gf( (у) € Gft (у), і = 1,..., k, (1.6) 

и обратно, произвольный вектор вида (1.6) является субградиентом 
f (х) в точке у. 

Т е о р е м а 1.6. Функция <р (х) = max ft (х) является выпуклой 

функцией, определенной на Х\ при этом субградиентное множество 
Gf (у) (у — внутренняя точка множества X) является выпуклой 
оболочкой объединения субградиентных множеств Gft (у) (і 6 і (у))> 
где I (у) — подмножество индексов функций /;, на которых в точке 
у достигается максимум. Это означает, что любой вектор gv (у) £ 
6 Gv (у) представим в виде 

е9(У) - 2 aiSfi (У)- «* > 2 «г = (17> 
іє/(г/) tmy) 

и наоборот, любой вектор, представимый в виде (1.7), является суб-
градиентом функции ф в точке у. 
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VIII. Функция f^x), для которой — f^x) выпукла, называется 
вогнутой. Для вогнутых функций «с точностью до перемены знаков» 
сохраняются свойства выпуклых функций. В частности, любой ло-
кальный максимум вогнутой функции является глобальным. Анало-
гом субградиента в точке у для вогнутых функций является супергра-
диент gfSy) = — Г Д Е f (х) — — f i ( x ) • Суперградиент (который 
мы также будем называть обобщенным градиентом) удовлетворяет 
неравенству 

/(*)-/ (У) < (Bh (У)> х - У) Yx ex. 

Направление наискорейшего подъема для вогнутой функции fx(x) сов-
падает с направлением наискорейшего спуска для f (х) = —fi(x). 
Операция взятия (поточечного) минимума на семействе вогнутых 
функций дает в результате вогнутую функцию и т. д. 

IX. При использовании функций Лагранжа и их модификаций 
мы будем иметь дело с выпукло-вогнутыми функциями. Пусть 
F (г) = F (х, у) — функция двух векторных переменных, х 6 X cz Еп, 
у 6 Y cz Ет, г = {х, у} принадлежит X х Y — области определения 
F. Функция F (х, у) называется выпукло-вогнутой, если при любом 
фиксированном у £ У F(x, у) выпукла на X и при любом фиксирован-
ном х 6 X F(x, у) вогнута на Y. Заметим, что отсюда следует, что 
X и Y — выпуклые множества в соответствующих пространствах. 
Для выпукло-вогнутых функций характерным является существова-
ние седловой точки {х*, у*}, которая определяется следующим соотно-
шением: 

F(x\y)^F(x',y')^F(x,y') YУЄУ, хеX. 

В теории игр [11] были доказаны весьма общие теоремы о существо-
вании седловых точек. 

В частности, если X и Y — компактные множества, F (х, у) — 
непрерывная на X х Y выпукло-вогнутая функция, то 

max min F (х, у) = min max F (x, у). 
y$Y x£X x£X y£Y 

Обозначим: 
Ф {у) = min F (x, y), \|з (%) = max F (x, y), 

x£X y£Y 

a = max ф (у) = min г|э (x), 
y£Y x£X 

Y(x) = {y£Y:F (x, y) = i|> (x)}, 7* = {y £ Y: q> Щ) = a}, 

X (y) = {xtX-.F (x, у) = ф (у)}, Х*^{хЄХ:Ц (x) = a}. 

Покажем, что если X* , г/*6 Y*, то {x*, у*} — седловая точка. 
Если Y (х*), то F(x*, у*) > Ф(г/*) = а. С другой стороны, 
F (х*, у*) ^ Ф (у*)= а . Полученное противоречие показывает, что 
у*£ Y (х*). Аналогично показывается, что х*£ X (у*). Таким обра-
зом, точка {**, у*} является седловой, так как в ней при фиксирован-
ном у = у* достигается минимум по л; и при фиксированном х = х* 
достигается максимум по у. 
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При разработке методов недифференцируемой минимизации выпук-
лых функций используется понятие е-субградиента. Пусть f (х) — опре-
деленная на Еп выпуклая функция, у £ Еп, s ^ O ; г-субградиентом 
gf (У) функции / (х) в точке у называется произвольный вектор g, 
удовлетворяющий при любом х неравенству 

f ( x ) - f { y ) > ( g , x - y ) - e . (1.8) 

Совокупность е-субградиентов функции / в точке у образует г-субгра-
диентное множество Gf (у). При є == 0 є-субградиентное множество 
совпадает с субградиентным. При ег > е2 справедливо включение 
Gp(y)=DGp(y). 

Т е о р е м а 1.7. Для любых у(ЦЕп и е ^ О множество G) (у) не-
пусто, замкнуто, выпукло и ограничено. 

Назовем г-производной по направлению т] в точке у величину 

<У (у) , ч —J— = max (v, ті). 

Справедливо соотношение 

dJ W = t f / (y + em)-/(y) + e 
<?T] a>0 a 

Пусть e ^ O . Точку x ^ E " будем называть г-стационарной, если 
О 6 (3/ (х). Из (1.8) Еытекает, что / ( * ) — / * < е , где /* = inf f{x). Если 

точка у не является е-стационарной, то можно определить направле-
ние е-наискорейшего спуска т]* как направление, дающее минимальное 
значение е-производной среди направлений т], ||tj|| = 1. Это направле-
ние может быть получено тем же путем, что и направление наиско-
рейшего спуска, только роль Gf (у) играет Gf (у). 

Напомним, что расстоянием между двумя множествами Л и В, 
А с= Е", В а Еп, в метрике Хаусдорфа называется число 

р (А, В) — sup inf || а — Ь || + sup inf II a — b II. 

Точечно-множественное отображение х С (х) называется непре-
рывным по Хаусдорфу в точке у, если 

limp (С(к), С (у)) 0. 
х-*у 

Если / (х) — выпуклая функция, определенная на Е", то отображение 
Xh*~G}(x), 8 > 0 , непрерывно по Хаусдорфу [28,54]. Свойство непре-' 
рывности е-субградиентного отображения играет основную роль при 
обосновании сходимости к е-стационарной точке монотонных процессов 
е-субградиентного типа [28, 153— 155, 177]. 
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§ 2. Необходимые условия экстремума 
и методы негладких штрафных функций 

Среди теорем о седловых точках важное значение имеют теоремы 
о седловых точках функции Лагранжа. 

Рассмотрим задачу математического программирования следующе-
го вида: определить 

i n f / „ t o (1.9) 
при ограничениях 

xfX<=En; / , ( * ) < 0 . / = 1, ...,т. (1.10) 
Возьмем т-мерный вектор и — {их, ..., ит} и составим функцию Лаг-
ранжа: 

т 

і=і 
Пусть оптимальное значение целевой функции равно f*0 (если сис-

тема ограничений несовместна, будем полагать /* = + оо). При ы ] > 0 
для любого допустимого вектора х lJL (х, и) ^ /0 (х). Отсюда г|з (и) = inf <£ (х, и) < f и > 0, 

т. е. г|? (и) дает оценку снизу для при всех и ^ О . 
Для того чтобы получить более точную оценку, нужно решать 

задачу отыскания 
i|)* —= sup TJ> (и). 

и> О 
Теоремы о седловой точке функции Лагранжа дают условия, при 

которых я|)*= /0*. Для того чтобы получить такие теоремы, необходи-
мо конкретизировать задачу (1.9), (1.10). 

В общем случае указанная выше схема "лежит в основе реализа-
ции процессов, использующих декомпозицию по ограничениям. При 
довольно общих предположениях г); (и) является вогнутой функцией, 
обобщенный градиент которой вычисляется сравнительно просто. 

Л е м м а 1.1. Если функции f0(x), ft(x) (і = 1, ..., т) непрерывны 
на компактном множестве X, то of) (и) определена при всех и 0 
и вогнута. 

Пусть х(и) — точка минимума функции (£ (х, и) по х£Х. Тогда 
еектор {h (х {и))}Т= і является суперградиентом функции а|з (и) в 
точке и. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При указанных выше предположениях 
функция ^ (х, и) является непрерывной на X при любом и, поэтому 
существует точка х (и) 6 X (не обязательно единственная), на кото-
рой достигается 

min / (х, и) = f (х (и), и) = (и). 
х£Х 

Пусть uv м2 6 а и ая ^ 0, ах + а2 ^ 1. Положим и3 — <xlul -f- а2иг\ 
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тогда 

4і ("S) = У (®i"i + а2ы2) = (x (из), u j + (jc (ы8), иг) > 

> (х («j), ux) + а 2 £ (х (и2), и2) = а ^ {uj + а2ф (м2). 

Отсюда вытекает вогнутость функции г|) (и). Далее, 

Ч> (и) — г|5 (и) = (и), и) — (£(х (и), и) < (£ {х («), и) — (£ (х (й), ц) — 
ш 

= 2 ("г - "/) /((* (")) = (х (м))), / (х (и)) - {/г (х (й)}?„и 
і= і 

Отсюда видно, что вектор невязок в ограничениях f (х (и)) являет-
ся су пер градиентом функции ф (и) в точке и. Доказательство леммы 
закончено. 

Подведем некоторые итоги. Использование функции Лагранжа 
позволяет на время исключить ограничения /,(х) (і = 1, ..., m). 
Если задача минимизации (х, и) по х 6 X решается эффективно, 
то мы получим (и) и значение суперградиента в этой точке. Эта 
информация является достаточной для применения обобщенных 
градиентных методов негладкой оптимизации (о которых речь бу-
дет идти ниже) с целью приближения кф* . Заметим, что функция 
•ф (и) непрерывно дифференцируема в точке и, если х (и) определяет-
ся однозначно. Если же при некоторых и х(и) определяется неодно-
значно, то функция i|) (и) является, вообще говоря, недифференцируе-
мой. 

Используя обобщенные градиентные процессы, мы можем прибли-
зиться К 1|3* И получить оценку снизу ДЛЯ /О, близкую к наилучшей 
в данном классе оценок. Эти оценки можно применять в сочетании с 
другими методами, например со схемами ветвления или отсечения, 
для получения точного или приближенного решения первоначальной 
задачи; при этом для приближенного допустимого решения мы полу-
чаем оценку отклонения от оптимального значения функционала. 
Если даже априори изнестно, что і|) (и*) = max (и) = f* то получение 

и> о 
и* и соответствующего у (и) не всегда дает решение первоначальной 
задачи, так как х (и*) может оказаться недопустимым. Если же пара 
(х(и*),и") является седловой точкой функции Лагранжа, то отсюда 
следует, что х(и') — оптимальное решение задачи (1.9), (1.10). 

В самом деле, пусть {х (и*), и*} удовлетворяет неравенству 

(и*), и*) > £ ( * ( « * ) , и) V " > 0 . 

Тогда, если " * > 0 , то (х ( « * ) ) < 0, а если ft (х (и*)) < 0, то и' = 0, 
так как в противном случае за счет вариации ut мы можем увели-
чить 1£ (х (и*), и*). Таким образом, в этом случае х (и') будет допус-
тимым решением и оптимальным, так как 

/о (* ("*)) = ("'). "*) = V («*) = /о-
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Существование седловой точки функции Лагранжа доказано для за-
дач выпуклого программирования в форме теоремы Куна—Танке-
ра. Учитывая важность этой теоремы для дальнейшего изложения, 
приведем ее доказательство. 

Т е о р е м а 1.8 (Куна—Таккера). Пусть имеется задача выпук-
лого программирования: найти 

min /о (х) (1.11) 
при ограничениях 

х е Х а Е / , ( * ) < О , і — 1,..., m, (1.12) 
где X — замкнутое выпуклое множество, [v (х) (v = 0, 1,..., т ) — 
выпуклые функции. Пусть и — {ы1; ..., ит}, 

т 
<£ (*, и) = и М + s щи (*) 

( = 1 

— функция Лагранжа и пусть выполняется условие Слейтера: сущест-
вует такая точка х 6 X, что Д(х) < 0 для і = 1, ..., т. 

Тогда для того, чтобы х* было оптимальным решением задачи 
(1.11), (1.12), необходимо и достаточно существование такого и*, 
что {х*,и*}—седловая точка функции Лагранжа на множестве 
Х х { и : и > 0 } ; при этом выполняется условие u'Qft(x') = 0 (і 
...,т). > 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность доказывается просто — 
при помощи рассуждений, проведенных выше для общего случая. 
Докажем необходимость, следуя [38]. Рассмотрим в Е т + 1 подмно-
жество А векторов а = {а0, аъ ..., ат} таких, что система 
неравенств 

h М — h ( * * ) < «о. f i ( x ) < a l t і — 1,..., т , (1.13) 
выполняется при некотором х 6 X. Множество А выпукло. В самом 
деле, выберем а1, а86 Л, ctj, а 2 > 0 и ах + а2 =« 1. Пусть а3=» 
«= ага1 + а2а2. Покажем, что а3 6 А. 

Так как а1, а2 £ А, то системы неравенств f0 (х) — f0 (х*) ^ 
fi(x)^aj выполняются при некоторых xf£X (j — 1,2). Рассмотрим 
rJ --= аххг - f <х2х2. В силу выпуклости X ; е 3 £ Х Далее, так как 
/v (v = 0, 1,.. . , /я) выпуклы, имеем 

/о (*3) — /о (**) < <hfo (л;1) + «2/о (л2) < « і ^ + ™ а 1 

Аналогично ft(x3) s^ а? (/ «« 1, ..., т), откуда следует, что а36 Л, 
т. е. множество Л выпукло. Если a v 0 (v «- 0, 1, т ) , то при 
х = х* неравенства (1.13) выполняются, т. е. множество точек с по-
ложительными координатами содержится в Л. С другой стороны, 
в силу определения х* точка 0 лежит на границе А, и благодаря ус-
ловию Слейтера среди точек множества А имеются такие, у которых 
аг < 0 (/ — 1, ..., т). 
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Так как точка 0 лежит на границе множества Л, то в соответст-
вии с теоремой об опорной гиперплоскости [28] через нее можно про-
вести опорную гиперплоскость к Л, т. е. найдется такой вектор 
v = К . t»i, .... vmj ф 0, что 

т 
Уойо + 2 > 0 У а £ А . (1.14) 

І—І 

Если выбрать точку а 6 А так, чтобы at<. О (i =* 1, ..., т ) , то из 
(1.14) будет вытекать, что и 0 > 0 . Далее, если среди vt (і = 1, ... 
...,m) найдется v- < 0, то, взяв вектор (принадлежащий Л), у кото-
рого все координаты равны 0, кроме і-й координаты, равной 1, мы 
придем к противоречию с (1.14). Таким образом, v 0 (І « 1 т). 

Положив и* = vjv0 (і = 1, ...,т), из (1.14) получаем 
т 

а о + 2 " * а г > 0 УаЄА\ (1.15) 
і = І 

при этом ut 0 (г = 1, ..., т). Возьмем произвольное х£Х и рассмот-
рим вектор а = {/0 (х) — f0 (л;*), fl (х), ..., / т (х)}. Поскольку a £ Л, имеем 

т 
fo М - /о Ю + 2 Kfi М >° V * 6 

i-i 
или 

т 
/о ( Л < / о ( * ) + > > * / < ( * ) Yx£X. 

г-і 
т 

Далее, 2 "Г/г 0 0 > 0. Так как uj > 0, /г (**) < 0 (/ 1,..., т ) , то 
i=i 

отсюда вытекает ы*/г- (х*) = 0 (i = 1, ..., т). 
Таким образом, мы показали существование неотрицательного век-

тора и* =*= {и*,..., ы^} такого, что 
m m m 

/о (де*) + 2 ( * * ) < fo (**) + s u\u (*') < /о w + 2 w 
i=i t=i i - i 

или, в краткой записи, 

Теорема доказана. 
Так как при и 0 ^ (я, «) представляет собой выпуклую по х 

функцию (как линейная комбинация выпуклых функций с неотрица-
тельными коэффициентами), а по и — линейную, то теорему Куна— 
Таккера можно рассматривать как вариант теоремы о седловой 
точке для выпукло-вогнутых функций. 
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Добавим к органичениям (1.12) систему линейных уравнений в 
форме 

А х — Ь = О, (1.16) 
где А — матрица размера р х п. При этом условие Слейтера нару-
шается, однако модифицированная теорема Куна—Таккера остает-
ся в силе. _ 

В самом деле, пусть X = X Г) L, где L — линейное многообразие, 
высекаемое ограничениями (1.16). Если найдется точка х 6 X такая, 
что fi(x)<. О (i = 1 т.), то теорема Куна—Таккера примет 
следующую форму: 

«) < £ ( * ' , и*) < £ 2 (*>"'). хЄ~Х, 0. (1.17) 
Из (1.17) видно, что проекция некоторого субградиента gx^ по х 

на множество X от функции (х, и*) в точке х* равна 0, откуда сле-
дует существование /7-мерного вектора v = v* такого, что gx^ Ос*) 4-
+ Л V = 0. 

Рассмотрим ^ (х, u,v) = ££ (х, и) + (и, Ах — b). Тогда условие (1.17) 
перепишется следующим образом: 

k(x\u,v)^&(x\ut,v*)^yt(x,u\v'), хЕХ. 

Таким образом, получаем модифицированную теорему Куна—Так-
кера при наличии линейных ограничений в форме равенств. 

Т е о р е м а 1.9. Пусть для задачи выпуклого программирования', 
найти 

min {/о (х): ft ( * ) < 0, г = 1,...,т, Ах = Ь) 

выполняется следующее услосиг : gx^Xfl L, L = {х : Ах = Ь}, такое, 
что ft (х) < 0. Тогда, для того чтобы х' была оптимальной точ-
кой этой задачи, необходимо и достаточно существование р-мерно-
го вектора v' и т-мерного вектора ы'^0 таких, что 

где 
т 

к (х, и, v) - /0 (х) + 2 "г/г (*) + («. Ах - Ь). 
(=1 

Рассмотрим параметрическое семейство задач выпуклого програм-
мирования: найти 

inf {/0 (х) :х£Х, ft(x)<bt, т}, (1.18) 

где b = {bi, ..., bm} — вектор параметров правой части ограничений. 
Пусть Ф (Ь) — оптимальное значение целевой функции, х (Ь) —не-
который оптимальный вектор задачи (1.18), соответствующие зна-
чению параметра b b. Пусть, далее, X — компактное множество^ 
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ft(x) выпуклы и непрерывны на X. Тогда, если задача (1.18) имеет 
допустимое решение, то она имеет и оптимальное решение х (b) 6 X . 
Пусть В с= Ет— множество векторов Ь, для которых существует 
допустимое решение х (6). Покажем, что это множество является вы-
пуклым, а функция Ф (b) — выпуклая функция на множестве В. 

Пусть Ьъ Ь2 6 В и х ь х2 — допустимые решения задачи (1.18) при 
b — bx и b = b2 соответственно; с^, а2 0, а г + ос2 = 1. Покажем, 
что х3 = агхг 4- а2х2 — допустимое решение задачи (1.18) при bs = 
= a ^ j + «2bs. Действительно, 

/і W = ft K * i + а2х2) < aifl (хг) + а2/2 (х2) < 
si а + а2Ь2 — Ь3, і = 1, ..., т. 

Таким образом, х3— допустимое решение при b = ba, и множество 
В является выпуклым. 

Далее, 

Ф (Ь3) = /о (х (Ь3)) < /о (а,х фг) + a2x (b2)) < a J 0 (х ф,)) + 
+ «2 /о (* (Ь2)) = ахФ (Ь,) + а2Ф (Ь2), 

т .е . Ф(Ь) — выпуклая функция на В. 
При доказательстве теоремы Куна—Танкера строилось множество 

А. ЭТО множество можно рассматривать как надграфик функции 
Ф (Ь) — Ф (0), х* = х (0). 

Как мы знаем, проекция на подпространство аргументов вектора 
внешней нормали опорной гиперплоскости к надграфику выпуклой 
функции / (х), проведенной через точку {х, f (*)}, который нормирован 
таким образом, что проекция на ось значений функции равна — 1, 
дает субградиент / (х) в точке х. 

Из (1.15) следует, что если при 6 = 0 в задаче (1.18) выполняет-
ся условие Куна — Таккера, то внешняя нормаль опорной гиперплос-
кости к множеству Л, проведенная через точку 0, имеет координаты 
({—идТ= v ~~ Следовательно, вектор { — я в л я е т с я субградиен-
том функции Ф (b) в точке 0. Заменяя вектор f (х) = (/г (х)}™^ на 
{/г (х) — и подытоживая сказанное, получаем следующую тео-
рему. 

Т е о р е м а 1.10. Пусть задано параметрическое семейство задан 
(1.18), где X—выпуклое компактное множество, ft(x) (і = 1, . . . ,т)— 
выпуклые функции, непрерывные на X. Тогда функция Ф ф) являет-
ся выпуклой, причем если при b = b в задаче (1.18) выполняются 
условия теоремы Куна — Таккера, то субградиент функции Ф ф) g 
точке Ъ имеет вид цф ф) = {— и* (Ь)}^=1, где {и'. (b)}"t:L, = и' ф) — 
вектор оптимальных множителей Лагранжа в задаче (1.18) при 
b=b. 

Теоремы о множителях Лагранжа (или о двойственных оцекках) 
типа теоремы Куна—Таккера могут служить основой различных схем 
декомпозиции, применяемых в математическом программировании. 
Интересное развитие в [32] получила теория двойственности для 
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несобственных задач оптимизации (несовместных или с неограничен-
ным значением функционала). 

С теоремой Куна—Таккера тесно связаны результаты по точным 
негладким функциям штрафа, позволяющие свести задачу выпуклого 
программирования к задаче безусловной минимизации [30, 110]. 
Рассматривается задача выпуклого программирования: найти 

min {/о (х): ft (х) < 0, i = l , . . . , m } . (1.19) 

Пусть множество оптимальных решений X* непусто, fo(x*) = 
= /* при х*Є X* и пара векторов {х*, образует седловую точку 
функции Лагранжа 

т 
<£ (х,К) = /о (*) + 2 Чі М-

і = І 

Образуем штрафные функции двух типов: 
т 

Si(*) = /o (*) + 2 ^ (/І W), (1.20) 
І=І 

5 2 М = / о ( * ) + Ф( шах / , (*)) . (1.21) lsgisSm 
Т е о р е м а 1.11. Пусть (0» Ф(0 — одномерные выпуклые функ-

ции, принимающие при t^L 0 значение 0. Если а|/. (-}- 0) > X} (і = 
= 1 , . . . , т), то область минимумов задачи минимизации Sj (х) сов-

т 
падает с X*. Если ф' (+ 0) > 2 Ц> то область минимумов задачи 

І=І минимизации S2 (х) также совпадает с X*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как для любой допустимой точки х 

/0 (х) = (х) = S2 (х), то для доказательства теоремы достаточно по-
казать, что если х не является допустимой точкой, то S1 (х) > /* 
(S2(x)>- f*0). Пусть 1+ (х)— непустое множество индексов I, для кото-
рых (х) > 0. Тогда 
Я ( і д * ) < / „ ( * ) + 2 

Аналогично получаем 
— — m / m \ 

/• < £ (x, K') - U (x) + 2 x'jt (x) </oW+ 2 max fi w < 

< /о (x) + Ф' ( + 0) max ft (x) < /0 (*) + Ф ( max ft (*)) = S2 (x). l^isgm l^i^m 
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Таким образом, если точка х не является допустимой, то 

ro<Sl(x),t'0<SaCx). 

Теорема о точных негладких функциях штрафа доказана. 
Практическое значение теоремы 1.11 весьма велико. Дело в том, 

что обычные гладкие функции штрафа, например с квадратичным 
штрафом, вида 

т 
s (*) = и (*) Н- 2 Si (max {0, ft (х)})2 (1.22) 

і—і 
при минимизации при любых конечных положительных {SJJLi дают 
лишь приближение к оптимальному решению задачи (1.19). Для 
получения решения с большой точностью при использовании штраф-
ных функций вида (1.22) нужно работать с большими коэффициентами 
штрафа, при этом минимизируемая функция становится плохо обу-
словленной. Для борьбы с этими трудностями предложен подход, 
основанный на модифицированных функциях Лагранжа, однако при 
этом задачу безусловной минимизации нужно решать многократно 
[23]. 

При использовании точных гладких функций штрафа, как прави-
ло, удается, используя априорные оценки множителей Лагранжа, 
работать с умеренными значениями штрафных параметров. Далее, 
субградиентные методы негладкой оптимизации с растяжением про-
странства типа г-алгоритмов оказались устойчивыми по отношению 
к плохо обусловленным задачам. Это позволяет практически эффек-
тивно использовать метод негладких штрафов при решении сложных 
задач выпуклого программирования [15, 97]. 

§ 3. Схемы декомпозиции по переменным 

Одна из основных схем декомпозиции — разложение задачи по 
переменным. Она состоит в том, что часть переменных фиксируется 
и решается локальная задача оптимизации относительно остальных 
переменных. Координирующая задача состоит в том, чтобы подобрать 
оптимальные значения для фиксированных переменных, т. е. такие, 
присоединив к которым оптимальные значения оставшихся перемен-
ных соответствующей локальной задачи, получим оптимальное реше-
ние первоначальной задачи. 

Рассмотрим этот вопрос применительно к задачам выпуклого 
программирования следующего вида: найти 

min {/„ (х, у): (х, у) < 0, і — 1, ... , т). (1.23) 

где х 6 Еп, у£Ер — две группы переменных; г «= {х, у} — (п + ^-мер-
ный вектор всех переменных задачи, функции fy(z) (v 0, 1, . . . , rri) 
выпуклы по совокупности переменных, определены на Еп+Р и ограни-
чения вырезают в Еп+Р компактное множество. 
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Зафиксируем х = х и рассмотрим задачу Т (х) выпуклого програм-
мирования относительно у: найти 

mintf ( 7 , 0 ) : 0 , t = 1,... ,m}. (1.24) 
у 

Пусть ф(д;) — оптимальное значение целевой функции в задаче Т(х). 
(Если эта задача не имеет решения, положим ф (х) = - f оо.) Покажем, 
что Ф (Л:) — выпуклая функция. Обозначим через у (х) произвольный 
оптимальный вектор задачи Т (х). Пусть о^, а2 0, а1-\- а2 = 1 и 
xi> х2 — точки, в которых ф (х) принимает конечные значения. Тогда 
в силу выпуклости функций fa (а = 0, 1,...) 

ft + «Л, о-іУ (*і) + а2у (х2)) < 

< aifi (xv у (xj) + ctJt (хг, уйКО, 1= 1 m, 

т. е. в точке а1х1 + агх2 ф (х) принимает конечное значение. Далее, 

Ф (а1х1 + а2х2) = 

«= шіп {/0 + а2х2): f, (а^ + агх2) < О, і = 1, ..., m} < у 

< fo (aixi + а2х2, агу (хг) + а2у (х2)) < 

< «і/о (Хі, У (*i)) + aJo (х2, У (х2)) < ахф ( x j + а2ф (*,), 

откуда следует выпуклость функции ф (х). 
Субградиент функции ф (х) может быть получен в соответствии 

со следующей теоремой. 
Т е о р е м а 1.12. Пусть для задачи Т(х) вида (1.24) выполняется 

условие Слейтера. Обозначим вектор решения через у (х), а вектор 
оптимальных множителей Лагранжа — через и' (х) — {и\ (х), ... 
... ,ит (х)} (существование таких множителей вытекает из теоремы 
Куна — Таккера). Тогда точка х является внутренней точкой об-
ласти определения ф (х), в ней существует су б градиентное множе-
ство 6ф (л:), и обобщенный градиент может быть вычислен по фор-
муле 

glf(x) = g^(x,y(x)), (1.25) 
m _ _ 

еде (х, у) « /о (х, у) + 2 "* (х) ft (х, у), gxst (х, У (*)) — n-мерная х-

составляющая такого субградиента функции Я? {х, у), взятого в 
точке {х, у (х)}, у которого р-мерная y-составляющая равна 0. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как в точке х для задачи (1.24) выпол-
няется условие Слейтера, то найдется такая точка у, что /г (х, у) <С О 
(i = I, . . . , т ) . Из непрерывности ft по х, у следует существование 
окрестности точки {х, у) 6 Еп+Р, для всех точек которой выполняется 
ft(x,y)<. О (і — I, ... ,т). Поэтому существует окрестность 5 (х) cz Е" 
точки х, для всех точек которой функция ф (х) определена, и задача 
Т (х) удовлетворяет условию Слейтера. Пусть x£S(x). Используя 
теорему Куна — Таккера, получаем следующие соотношения: 

Ф (*) - Ф Сх) = у (х)) - £•_(*, у (х)) > 

> (х, у (х)) - <£- (х, у {X)) > (g„t (х, у (I)), г —z) =. 

= (g^t (х, У (*)), х — х) + (х, у (х)), у — у). 

Так как в точке у (х) достигается минимальное значение задачи Т (х), 
можно выбрать такой субградиент ĝ L,» (х, у (х)), у которого г/-состав-

* 

ляющая равна 0, т. е. g^. (х, у (х)) = 0. При этом ф (х) — ф (х) ;> 

> (g#i (х, у (х)), х — х) при всех x£S (х), откуда следует, что g^,. (х> 
у (х)) является субградиентом функции ф (л;) в точке х. 

С л е д с т в и е . Если функции fv(x,y) являются непрерывно диф-
ференцируемыми (v=0 , 1 , . . . , т), то в предположениях теоремы 1.12 

gv (х) = g&i (х, у (х)). 

Это является следствием того, что также непрерывно диффе-
ренцируема, при этом ^-составляющая ее градиента в точке {х,у(х)) 
равна, нулю. 

Рассмотрим некоторые свойства функции ф (х) в предположении, 
что функции fv(x, у) (v = 0, 1, ..., т) непрерывно дифференцируемы. 
Если в некоторой точке х, являющейся внутренней точкой области 
определения, функции ф (х), у (х) и и*(х) определены однозначно, 
то в этой точке ф (х) непрерывно дифференцируема. В противном слу-
чае в этой точке наблюдается разрыв градиента. 

В случае задачи линейного программирования: найти 

min ((c,x) + (d,y)) (1.26) 
при ограничениях 

Ax + By^f, (1.27> 
или 

By^f — Ax, (1.28) 
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<р (л:) является кусочно линейной выпуклой функцией. Неоднознач-
ность и*(х) наблюдается в точках, которые соответствуют изменению 
базисных переменных задачи (1.26), (1,28), рассматриваемой как за-
дача минимизации по у при фиксированном х. 

Схема разложения по переменным обычно применяется в том слу-
чае, когда задача минимизации по у (1.24) решается значительно про-
ще, чем первоначальная задача (1.23). Наиболее типичен случай, ког-
да при фиксированном х = х задача (1.24) распадается на блоки, каж-
дый из которых представляет собой задачу линейного программиро-
вания сравнительно небольшой размерности. Примером такой задачи 
может служить двухэтапная стохастическая задача линейного про-
граммирования, которая служит моделью последовательного приня-
тия решений в условиях неопределенности, когда значения части 
переменных определяются на первом этапе принятия решений, а 
значения остальных, корректирующих переменных — после прояс-
нения ситуации, когда становится известной реализация случайных 
компонент системы. Значения корректирующих переменных являют-
ся случайными величинами, зависящими от реализации случайных 
событий. Примеры двухэтапных стохастических задач транспортного 
типа будут приведены в § 7 гл. 3. 

§ 4. Схемы декомпозиции по ограничениям 

Многие задачи линейного и выпуклого программирования, встре-
чающиеся при решении задач производственно-транспортного плани-
рования, обладают структурой, позволяющей использовать декомпо-
зицию по ограничениям. Суть этого приема состоит в том, что ограни-
чения задачи разбиваются на две части, в одной из которых находятся 
«простые» ограничения, а в другой — «сложные» (конечно, деление 
ограничений на «простые» и «сложные» в достаточной степени услов-
но и сильно зависит от специфики конкретной задачи). «Сложные» 
ограничения с неопределенными множителями Лагранжа вводятся в 
целевую функцию, при фиксированных множителях Лагранжа полу-
чаем значительно упрощенную по сравнению с первоначальной «внут-
реннюю» (локальную) задачу. Координирующая («внешняя») задача 
состоит в оптимальном подборе множителей Лагранжа. 

Перейдем к формальному описанию схемы декомпозиции по ограни-
чениям. Пусть нужно решить задачу выпуклого программирования: 
найти 

min/0(x) (1.29) 
при ограничениях 

Л ( * ) < О, і = 1,... , т , (1.30) 

х £ Х , (1.31) 

где fy,(x) — выпуклые функции, определенные на всем Еп, X — вы-
пуклое, замкнутое и (без существенной потери общности) компактное 
множество. 
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Введем и = {ult ..., ит} — вектор множителей Лагранжа и функ-
цию Лагранжа 

m 

(£(х,и) = / „ ( * ) + у ; utf, (х). 
ї=і 

Рассмотрим при фиксированном и ^ 0 внутреннюю задачу: 
найти 

min£(x ,u ) . {1.32) 

Эта задача является задачей выпуклого программирования. Опти-
мальное значение х в (1.32) обозначим х (и); соответствующее зна-
чение функции ЯІ (х, и) обозначим г|з (и), так что (и) = £ (х (и), и). 
Из предыдущего изложения известно, что i|) (и) — вогнутая функция; 
если х (и0) — единственное оптимальное решение задачи (1.32) при 
и = ы°, то (и) в точке и0 дифференцируема и 

8* ("о) = {ft (х ("°))}Г=і-

Если же при и — и0 задача (1.32) имеет неоднозначное решение, 
то при любом А; (и°) 6 Х*(и°) (Х*(и) — множество оптимальных ре-
шений) получим суперградиент функции ір (и) в точке ы° в виде 

8+ ("°) = {ft (х ("°))>Г=і • (1-33) 
Если первоначальная задача удовлетворяет условиям обобщен-

ной теоремы Куна—Таккера, то sup (и) = г̂ * совпадает с оптималь-
н о 

ным значением Г0 целевой функции в задаче (1.29) — (1.31) и дости-
гается на оптимальных значениях вектора множителей Лагранжа 
и = и*. Таким образом, оптимальные множители Лагранжа в задаче 
(1.29) — (1.31) можно получить, решая задачу отыскания max г]) (и) 

и>0 
с использованием эффективных методов недифференцируемой 
оптимизации, описанных в следующей главе. Значение х (и*), если 
оно единственно, будет давать решение задачи (1.29) — (1.31). Если 
же имеется множество решений ^ * ( И * ) , то не обязательно все ОІГИ 
удовлетворяют ограничениям f t ( x * ) ^ 0 (і = 1, ..., т ) . Подмножест-
во Х * с Х*(и*), которое удовлетворяет этим ограничениям, образу 
ет множество оптимальных планов задачи (1.29) — (1.31). 

Рассмотрим случай, когда задача (1.29) — (1.31) является ква-
зиблочной задачей линейного программирования со связывающими 
ограничениями: найти 

N 

min 2 (сі> хі) (1.34) 

при ограничениях 

i=l 
B iX i^b i , і = 1 , . . . , iV. (1.36) 
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Здесь xt—векторы размерности nt ( t = 1, ..., N), N — число бло-
ков, At—матрицы размера т х пи Bt—матрицы размера /яг х Щ, 
а — m-мерный вектор, bt—тГмерные векторы (i = 1, ..., N). Пусть 
X = (Я,!, ..., — вектор множителей Лагранжа связывающих ог-
раничений (1.35). Применим к задаче (1.34) — (1.36) прием декомпо-
зиции по ограничениям, причем в качестве «простых» ограничений 
выберем «блочные» ограничения (1.36). Пусть Xt — множество векто-
ров Xj, удовлетворяющих (1.36) при фиксированном і (будем пред-
полагать, что все эти множества непусты и компактны), X = Х г х 
X Х2 X ••• X Хп, х — вектор, составленный из компонент хъ ... 
... , Хн- Функция Лагранжа принимает следующий вид: 

N / N \ N 

% (х, Я) = 2 fa- *«) + К 2 - а = 2 fo + АТіК х,) - (X, а). 
i=i \ f=і / І=і 

«Внутренняя» задача определения г|з (X) = min с<£ (х, X) распадается на N 

подзадач следующего вида: найти 

Н», = min (с, - f А\Х, xi), (1.37) 

так что 

г | ^ ) = а). 

Пусть х* (А.) = {х* (X),..., x*N (Я)} — вектор оптимальных значений 
задач (1.37). Субградиент функции "ф в точке X задается следующей 
формулой: 

g^(X) = ^iAix'.(X)~a. (1.38) 
І=І 

Для получения оптимальных двойственных переменных X* задачи 
(1.34)—(1.36), соответствующих связывающим ограничениям (1.35), 
нужно решить задачу нахождения sup і|з (X). Максимизация кусочно 
линейной вогнутой функции г|)(Я) может быть эффективно произведе-
на одним из методов, описанных в следующей главе. При X = X*, 
решая задачи (1.37) симплекс-методом, получаем для каждого блока і 
Xt (X*) И соответствующий вектор двойственных переменных 1-І* (І = 
= 1,... , N). Вектор Л* = {Я*, ц*, . . . , (ід,} является оптимальным векто-
ром двойственных переменных задачи (1.34) — (1.36). Легко заметить, 
что схема декомпозиции по ограничениям задачи (1.34) — (1.36) экви-
валентна схеме декомпозиции по переменным для двойственной к ней 
задачи. 

Для получения решения х* задачи (1.34) — (1.36) при известном 
Л* разработано несколько процедур. Во-первых, используя принцип 
дополняющей нежесткости, можно редуцировать задачу (1.34)—(1.36) к 
задаче меньшего объема, отбросив те ограничения, у которых оптималь-
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ные двойственные оценки равны 0. Далее, нужно приравнять нулю 
значения тех переменных, у которых при оптимальных значениях 
двойственных переменных соответствующее двойственное ограниче-
ние выполняется с е-запасом при некотором є > 0. Выбор є зависит 
от точности решения двойственной задачи. Если после исключения 
указанных нулевых переменных в і-м блоке остались только базисные 
переменные, то эти переменные можно исключить, придав им те зна-
чения, которые получены при решении задачи (1.37) при Я, = X*; 
при этом связывающие ограничения нужно соответствующим обра-
зом подкорректировать. 

Редуцированная задача, как правило, оказывается задачей го-
раздо меньшего размера, чем первоначальная. Для ее решения мож-
но: 1) использовать стандартную процедуру симплекс-метода; в 
невырожденном случае процедура исключения переменных и ограни-
чений, описанная выше, оставит лишь ограничения в форме равенств, 
причем число переменных будет равняться числу ограничений, так что 
дело сведется к решению системы линейных уравнений; 2) в более 
сложных случаях, когда редуцированная задача достаточно велика 
и оптимальные двойственные переменные А* определены с небольшой 
точностью, а также в условиях, когда выгодно использовать оптималь-
ный план с минимальным числом ненулевых компонент (например, в 
задачах загрузки оборудования), применяется комбинация итератив-
ной схемы получения двойственных переменных в сочетании со схемой 
декомпозиции Розена [24] на последней стадии решения задачи. 
Такой способ использован в ППП ПЛАНЕР при разработке модуля 
решения квазиблочной задачи линейного программирования [47]. 
Другой способ получения решения прямой задачи по решению двой-
ственной описан в работе 17] (схема усреднения). Для решения мно-
гих задач производственно-транспортного планирования эффектив-
ным оказался метод е-квадратичного сглаживания, описанный в 
гл. 3, § 5. 

§ 5. Важные классы недифференцируемых функций. 
Обобщенные градиентные множества 

При рассмотрении широкого круга задач производственно-тран-
спортного планирования модели выпуклого и линейного програм-
мирования занимают видное место, однако на практике возникают и 
более сложные, часто многоэкстремальные задачи, в которых целевые 
функции и ограничения выражаются с помощью невыпуклых и не-
гладких функций. С другой стороны, многие алгоритмы минимизации 
негладких выпуклых функций могут быть применены для нахождения 
локальных экстремумов более общих классов функций. В связи с этим 
возникает потребность в исследовании достаточно широких классов 
функций, которые охватывали бы выпуклые и вогнутые функции, ку-
сочно гладкие и др., и в то же время достаточно узких, чтобы для 
них можно было естественно ввести понятие обобщенного градиента 
и построить аналоги градиентных процессов для нахождения ло-
кального минимума. 
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Функция / (х), определенная на n-мерном евклидовом простран-
стве Еп, называется почти дифференцируемой, если: 

а) в любой ограниченной области f (х) удовлетворяет условию 
Липшица; 

б) / (х) почти везде дифференцируема; . 
в) градиент / (х) непрерывен на том множестве М, где он опре-

делен. 
Отметим, что условие б) не является независимым, а является 

следствием условия а). 
Почти-градиентом функции / (х) в точке х называется вектор, 

являющийся предельной точкой некоторой последовательности гра-
диентов g (х-д, g (х2), ..., g (xk), где {л^КІ! — последовательность 
точек, сходящихся к х, такая, что во всех точках этой последователь-
ности f (х) дифференцируема. 

Эти понятия были введены в работе [92]. Там же показано, что 
множество Gt(x) почти-градиентов почти дифференцируемой функ-
ции f (х) в точке х является непустым, ограниченным и замкнутым. 
В точке, где f (х) дифференцируема, почти-градиент совпадает с гра-
диентом; для выпуклой функции почти-градиент является субгради-
ентом и наоборот, крайние точки субградиентного множества явля-
ются почти-градиентами; для кусочно гладкой функции почти-гра-
диент совпадает с градиентом к одному из примыкающих к данной 
точке кусков. Таким образом, в большинстве случаев при решении 
практических задач вычисление почти-градиента не вызывает особых 
трудностей. 

Обобщенным градиентным множеством Gf(x) почти дифферен-
цируемой функции / в точке х называется выпуклое замыкание суб-
градиентного множества Gf(x). 

Для выпуклой (вогнутой) функции обобщенное градиентное мно-
жество совпадает с субградиентным (суперградиентным) множест-
вом. В последние годы в литературе по оптимизации большой попу-
лярностью пользуется введенный Ф. Кларком [116] класс липшице-
вых функций, который несколько обобщает класс почти дифферен-
цируемых функций и отличается от него тем, что не требуется выпол-
нение свойства в). Обобщенное градиентное множество в точке х л 
Gf(x) определяется для этого класса подобно тому, как оно было оп-
ределено для почти дифференцируемых функций. Другие обобщения 
понятия субградиентного множества даны в работах Б. Н. Пшенично-
го [61], Р. Миффлина [161], В. Ф. Демьянова, А. М. Рубинова [29] 
и др. 



Г Л А В А 2 

АЛГОРИТМЫ НЕДИФФЕРЕНЦИРУЕМОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

§ 1. Введение 

Владение методами недифференцируемой оптимизации упрощает 
решение многих вопросов, связанных с оптимизацией сложных сис-
тем. 

Во-первых, это дает возможность гибкого использования различ-
ных схем декомпозиции (по переменным, по ограничениям, по ресур-
сам и т. п.), получения двойственных оценок в задачах дискретного 
и смешанного дискретно-непрерывного программирования для не-
которых классов многоэкстремальных задач. 

Во-вторых, появляется возможность свободного использования 
точных негладких функций штрафа, позволяющих при конечных зна-
чениях штрафных параметров получать задачу безусловной миними-
зации, полностью эквивалентную первоначальной задаче выпуклого 
программирования. Использование штрафных функций в форме функ-
ций максимума особенно полезно при решении задач с большим чис-
лом ограничений, так как при этом на каждой итерации требуется 
не более двух вычислений субградиента (см. (1.21)). 

В-третьих, это важно при построении достаточно адекватных'моде-
лей реальных систем, когда появляется необходимость использовать 
негладкие критериальные функции или негладкие ограничения. Так, 
например, в задачах распознавания и идентификации, в статистичес-
ком оценивании большую роль играют так называемые робастные 
оценки, обладающие определенными преимуществами по сравнению 
с оценками наименьших квадратов в том случае, когда вероятностные 
распределения помех могут изменяться в широких пределах. В этом 
случае удобно использовать для оценки параметров критерий ми-
нимума суммы модулей невязок. При решении многокритериальных 
Задач, когда используется прием равномерных относительных усту-
пок, возникают критерии типа функции максимума. 

Далее, технико-»кономические характеристики оптимизируемых 
объектов часто хорошо аппроксимируются кусочно гладкими функ-
циями от неизвестных параметров, что опять порождает задачи, це-
левые функции и (или) ограничения которых выражаются с помощью 
негладких функций. Отсутствие аффективных методов негладкой 
оптимизации затрудняло в свое время решение указанных классов 
задач и заставляло либо изменять постановку задачи в ущерб адек-
ватности модели реальности, либо использовать различные приемы 
сглаживания, что не всегда приводит к успеху. Дело в том, что при-
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менение сглаживающих функций с малым параметром вызывает пло-
хую обусловленность минимизируемой функции, и это ухудшает 
вычислительную устойчивость таких методов, как квазиньютоновс-
кие или методы сопряженных градиентов. 

Вообще следует сказать, что эффективные методы негладкой опти-
мизации оказались на практике вполне конкурентоспособными с наи-
более эффективными методами решения гладких плохо обусловлен-
ных задач (см. 157, 89, 97, 156]). Таким образом, область приложе-
ний методов негладкой оптимизации весьма широка; отсюда и большое 
внимание, которое уделяется в последние годы разработке вычисли-
тельных методов негладкой оптимизации. 

Задачи производственно-транспортного планирования явились бла-
годатной почвой для использования методов негладкой оптимизации. 
Специфика этих задач позволяет в большинстве случаев путем исполь-
зования схем декомпозиции и применения негладких штрафных 
функций сводить их к задачам безусловной минимизации неглад-
ких выпуклых функций умеренной размерности и достаточно эф-
фективно их решать. 

Среди методов негладкой оптимизации, которые в той или иной 
мере нашли практическое применение, можно выделить следующие 
классы. 

1. Обобщенный градиентный спуск. Это класс немонотонных 
субградиентных процессов минимизации выпуклых функций, осно-
ванных на движении в направлении, которое дает уменьшение рас-
стояния до точки минимума, если шаговый множитель достаточно мал. 
К преимуществам этих методов следует отнести простоту их реализа-
ции, к недостаткам — медленную, как правило, сходимость. 

2. Обобщенные градиентные методы с растяжением пространства, 
в которых для ускорения сходимости используются преобразование 
метрики пространства. Это наиболее применяемый в настоящее вре-
мя класс методов, показавший свою высокую эффективность при 
решении, в частности, задач производственно-транспортного плани-
рования. 

3. Использование секущих гиперплоскостей для аппроксимации 
графика функции или для последовательного уменьшения объема 
области локализации экстремума. К числу методов этого типа отно-
сится и получивший широкую известность метод эллипсоидов и его 
модификации. С другой стороны, метод эллипсоидов можно отнести 
к методам обобщенного градиентного спуска с растяжением прост-
ранства. 

4. Монотонные 8-субградиентные процессы, основанные на вы-
боре устойчивого направления спуска за счет аппроксимации е-суб-
градиентного множества в текущей точке путем вычисления суб-
градиентов в окрестности этой точки. Это широкий класс методов, 
теория которого находится в состоянии быстрого развития, однако 
его практическая эффективность пока исследована слабо [154, 155, 
177]. Подробный обзор монотонных методов недифференцируемой 
оптимизации содержится в монографиях [28, 147], поэтому далее мы 
их рассматривать не будем. 
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5. Стохастические субградиентные процессы, которые обладают 
по сравнению с детерминированными более медленной сходимостью. 
Их область эффективного применения связана с задачами стохастичес-
кого программирования, в которых вычисление стохастического 
субградиента требует гораздо меньше времени по сравнению с вычис-
лением субградиента. 

Перейдем к изложению основных результатов исследования 
указанных классов методов. 

§ 2. Обобщенный градиентный спуск 

Пусть на евклидовом пространстве Еп задана выпуклая функция 
f (х) и ставится задача определения inf f (х). Методом обобщенного 
градиентного спуска (ОГС) назовем процедуру построения минимизи-
рующей последовательности где х0 — начальное приближе-
ние, a xh (k = 1,2, . . . ) строятся последовательно по следующей фор-
муле: 

Xk+\ =xh—hh (xh) gf (xh), k = 0, 1,2, . . . ; (2.1) 

здесь gf (xh) — произвольный субградиент функций / (х) в точке xk, 
hh (xh) — шаговый множитель, зависящий, вообще говоря, от xh. 

Рассмотрим ОГС с постоянным шагом, когда 

hk+i (xk) = h/\\ gf (xk) К, Л > 0 . 

Т е о р е м а 2.1. Пусть f (х) — выпуклая функция с непустым мно-
жеством минимумов М*. Тогда для любых є > 0 и х* б М* найдут-
ся такие k — k* их, что при использовании ОГС с постоянным 
шагом h будет выполняться следующее свойство: f (х) = / (*&•), причем 
Ці — x*\\<h(l + е)/2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если для некоторого k* gf (xk>) = 0, то 
f{Xk*) —f{x*) и в качестве х можно взять х*. Если для всех /г = О, 
1, ...gt(xh)¥=0, то 

hgf(xh) 
1ВДТ' k = 0,1,2,... 

Для любого xh 6 Еп 

II х й + 1 - IIа = II - - hgf (xk) II gf (xh) I f 1 II2 -

~\\xh-x*f + h*-2h(xh-x*, (2-2) 

Оценим выражение ak (x*) = — x*, ц ̂  \ ц ) — расстояние от x* 

до опорной гиперплоскости Lh =• {х: (gf (xh), х—xh) —• 0}. Обозначим 
bh (х*) = р (jc*, Uh), J где Uh = {x: f (x) = / Так как множество U 
и точка х* находятся по одну сторону от Lh и отрезок, проведенный 
из х* в произвольную точку, принадлежащую Lh, пересекает Uh, то 
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ah (**) ^ (x*). Из (2.2) получаем 
II x * + I — де* I K II - II2 + - 2hbk (x*). (2.3) 

Если для всех k = 0, 1,2, . . . bk (х*) > h (1 + е)/2, то 
II Xk+i — х* ||2 ^ || — х ||2 — є/і2 || х0 — х* ||2 — е (& + 1) /і2 

при k = 0 ,1 ,2 , . . . и || х*+, — х* ||2 — оо. Но ||х4+1— х*||2>0. ft—>оо 
Значит, найдется такое k*, что 

bk. (х*) = р (х*, {/*.) < Л (1 + е)/2. 

Если теперь положить х =» argmin || х — х*||, то все утверждения 
x£Uh* 

теоремы выполняются. 
Рассмотрим некоторые следствия доказанной теоремы. 
С л е д с т в и е 1. В условиях теоремы 2.1 для произвольного б> -О 

существует такое hf, > 0, что при применении метода ОГС с по-
стоянным шагом h = hf, при любом х0 £ Еп найдется либо такое k*, 
что Xk*<zM*, либо такая подпоследовательность kt <С k2 <Zk3<Z...» 
что f (xh{) — /* < б, где f* = min f(x). 

x£En 

С л е д с т в и е 2. Если для функции f (х) множество М* содер-
жит сферу радиуса г > /г/2 > 0, то при использовании метода 
ОГС с постоянным шагом h найдется такое /г*, что М*. 

Исследуем сходимость нескольких основных модификаций мето-
да ОГС. Из доказательства теоремы 2.1 видно, что уменьшение рас-
стояния до точек области минимумов на данном шаге гарантирует-
ся только в том случае, если мы находимся за пределами некоторой 
окрестности области минимумов, зависящей от шага h. Поэтому, что-
бы получить обычные теоремы сходимости, нужно требовать, чтобы 
hk стремилось к нулю не слишком быстро. В частности, если ряд 

оо 

2 hh будет сходящимся, то последовательность будет схо-
Й=1 
диться, но не обязательно к точке, принадлежащей М*. Так мы при-
ходим к ставшим уже классическими условиям: hh > 0 ; hh -»- 0; ft—»оо оо 
2 =* + 0 0 • 
ft=l 

Имеется несколько вариантов доказательства теоремы о сходимос-
ти метода ОГС [33, 55]. Все они основаны на изучении поведения 
последовательности {Рй}£10, где pfe = min ||xft — у ||. Наиболее общий 

*" i/gAf* 
результат (для случая выпуклых функций, определенных в гильберто-
вом пространстве, когда минимизация производится при наличии ог-
раничений) получен Б. Т. Поляком [55]. Ю. М. Ермольев [33] прово-
дит доказательство теоремы о сходимости для конечномерного случая. 
Приведем конструктивный вариант доказательства теоремы о сходи-
мости ОГС. 
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Т е о р е м а 2.2. Пусть f (x) — выпуклая функция, определен-
ная на Еп, с ограниченной областью минимумов М*, {hk} (k = 1, 
2, ...) — последовательность положительных чисел, обладающая свой-
ствами: 

lim hk = 0; 2 ^ — + 

Тогда последовательность {xh} {k=0, 1,...), образованная по формуле 

, Sf (Хъ) / о , . ч 
X k + l = X k - h k + l T - ^ , (2.4) 

при произвольном х0£Еп обладает одним из следующих свойств: ли-
бо найдется такое k = Ъ, что x-k (j М*, либо 

lim min II xk — у || = 0, lim / (xh) = min / (x) =* f*. 
k->oo y£M* k->oo x^E" 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x*£M*. Как и при доказательстве 
теоремы 2.1, получаем при xk(£M* 

|| Х*+, - ||2 < || xk - х* II2 + ЛІН - 2AF T +А (x*). (2.5) 

Рассмотрим множество {х: f (х) ^ /* + а) и его границу Uf+a 
{ а > 0). Из условия теоремы следует, что М* и Uf*+a—ограниченные 
замкнутые множества, причем М* f| U!*+а = 0 . В силу этого суще--
ствует min || х — у || = Ь (а) > 0. Так как lim hk — 0, то най-

xtUf*±a-, уШ* h->oo 
дется такое Ne, что при k > NR hk < ; є. Примем є = b (а). Для k > 
> Nb(a) имеем hk<b(a). Если / (xk) > f* - f а, то в силу (2.5) 

II xh - х* II2 - II xk+l - x* II2 > b (a) hh+1. 

Так как y,hk = oo, то найдется Na > Nb,a) такое, что / ( x (1)) ^ 
a=I N° 

Введем обозначение 
d (a) = max min \\y — x ||. 

yeuf,+a *w* 

Если / ( x f t ) < / * + a, то min \\xh — x||<d(a) и rain ||xft+i — x l | < 
x£M* X^M* 

<d (a) + hk+1. Если f (xh) > /* + а и k > Nh(a), то 

Отсюда для k > N\ 

min || xk+\ — x | K min || xh — x ||. 
x£M* x£M* 

0) 

min || xh — x | K d (a) + h (Ni\ 
x£M* 
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где h {Na]) --= max hk. Так как d(a)-*-0 при а - к 0, то для произ-
*>л4п 

вольного 6 ;> О можно выбрать такое а (б), что с! (а (6)) ^ 6/2, а за-
тем—такой номер Мь что / (x,V(i) < / * + а (б) и для всех k>Nt 

6/2. Тогда для всех k > N & 

min || xft — у | К б. 
У ем* 

Это и доказывает соотношение lim min || — у || = 0. 
Из непрерывности функции / (ж) следует, что 

l im/(**) = /*. k~>00 
Аналогичная теорема может быть доказана и для другого способа 

регулировки шага (без нормирования градиента). 
Т е о р е м а 2.3. Если в условиях теоремы 2.2 определить последова-

тельность формулой 

xk+i=xk — hk+igf(xh), й = 0, 1,..., (2.6) 
оо 

где х0£Е" — некоторая начальная точка, hh > 0 , limhh*°Q, 2 
Ь** k=i 

= + оо, то возможны такие случаи: 
а) последовательность {gf (xh)}^0 неограничена, сходимость от-

сутствует; 
б) последовательность {gf (xh)}^=0 ограничена-, тогда 

limmin||xft — х|| = 0, lim f (xh) = /*. 
ft—>оо k ~ * o o 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Приведем простой пример, когда реализу-
ется случай а). Примем f(x)~xi, hh=l/k, х0=1. Получим gf(x0)~4, 
хг = — 3, gf(xх) = — 108, х, =* 51 и т. д. Легко проверить, что 
Y\m\gf{xh) | =х -f- оо. 

» о о 

Рассмотрим случай б). Если для некоторого k* gf (л>) = 0, то 
Xk+\ = хк для & > и Xfe. 6Л1*. Допустим, что (xh) Ф0 (k = 0, 
1,...). Рассмотрим = /гЛ || gf (хк) ||. Так как {|| gf (xh) ||} ограничена> 
то lim hk — lim hh = 0. 

k—>oo k—>00 
oo ^ 

Если 2 hk = -f- оо, то, заменив (2.6) выражением Xk+\ — xh — 
A=0 

— f̂t+i ||̂  ^ ^ ij и применив теорему 2.2, получаем требуемый результат. 
ОО 

Если V] hk < ° ° , то последовательность {xh}^L0 сходится к НЄКО-
^ O 

торой точке х*. Покажем, что gf (х*) — 0. Предположим противное. 
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Тогда x*QM*, а это значит, что, начиная с некоторого k, || gj (xh)\\^ 
ОО оо 

Но тогда ^ е ^ hh оо, и мы пришли к противоречию. 

Таким образом, gf (х*) = 0, т. е. х* Є М*. Теорема доказана. 
Заметим, что если / (х) — кусочно линейная функция с конечным 

числом кусков, то последовательность в с е гДа ограничена, 
т. е. выполняется случай б). Отметим также, что для заданного х0 
всегда можно подобрать такое 6 > О, что если шах hk ^ б, то будет 
выполняться случай б). В самом деле, рассмотрим для некоторого 
а > 0 множества U (а) = {х: / (х) = / (х0) + a}, S (а) = {х: / (х) 
^ / (л'о) + а}- Так как / (х) определена на всем Е" и М* ограничено, 
то U (а) и S (а) — компактные множества. Рассмотрим минимальный 
замкнутый шар 5* с центром в точке х* 6 М-*, содержащий S (а), и 
пусть с = max || g, (х) ||, pt = р (U (а), U (а/2)), р2 = р (х*, U (а/2)). Вы-

x£S(a) 

берем б = min {р Jc, р2/с}. Если hk ^ б, то hk = hh || gf (xh) || < min {рх, 
р2} при xh G S*. Покажем, что xh £ 5* при всех & = 0, 1, ... В самом 
деле, х0 G 5*. Если KhdS (a)\S (а/2), то из (2.5) получаем p(xA+i, 
**) < P (xh, х*) и Если xh£S(a/2), то, так как \\xk+i — 
— ^ й і К Р і » xk+i б S (а) ^ S*. Таким образом, при всех k х,, 6 S*. Но 
тогда || gf (xh) II < с, и мы имеем случай б). Приведенные Еыше рассу-
ждения позволяют модифицировать теорему 2.3 следующим образом. 

Т е о р е м а 2.4. Если в условиях теоремы. 2.2 определить по-
следовательность {xh}^0 формулой 

Xk+l = J*fc — 8f (Хк) при hk+11| gf (xft) II < с, 
1 х0 в противном случае, 

оо 

еде с> 0—некоторая константа, lim hk ~ 0, y\hk = -\-оо, то для 

любого начального приближения х0 

lim min II xk — х II = 0, lim / (xh) = /*. 
A—>oo k—>oo 

Для доказательства следует лишь отметить, что так как hk -> О, 
то, начиная с некоторого k, условие hk+i || gf (xh) || ^ с будет выпол-
няться для всех последующих k. 

Т е о р е м а 2.5. Если множество минимумов М* функции f (х) 
00 

содержит сферу Sr радиуса г > 0, hh > 0, ^hh-= + оо и vrai sup hh<. 
h=l 

< 2г, то для произвольного х0 6 Еп при применении ОГС в форме 
(2.4) найдется k(x0) такое, что хк(Х„) 6 М*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х* £ М.* — центр сферы Sr. Тогда ес-
ли xh(£M* при k = О, 1 , . . . , то bk(x*)>r. Используя (2.5), получаем 
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при k~^m 
k 

О < И xh+l - л:* II2 < || * m - II2 - 2 Ai+i (**) - h{+,). (2.6) 
i=m 

Так как vrai sup hk < 2r, то найдутся k' и 6 > 0 такие, что 2bt (л;*) — 
— — fti+i 6>• 0 при i>k'. Из (2.6) получаем 

оо 
О < И * * — х* I I 2 - 6 2 К 

i=k-
оо 

Приходим к противоречию, так как по предположению 2 К — + оо. 

i=k' 
Таким образом, найдется Хцх,) £ М*. Теорема доказана. 

Б. Т. Поляк [55] доказал следующую теорему о сходимости мето-
да проекции обобщенного градиента для случая минимизации вы-
пуклых функционалов, определенных в гильбертовом пространстве, 
при ограничениях довольно общего вида. 

Пусть / (*) — Еыпуклый функционал, определенный на выпуклом 
множестве Q гильбертова пространства Е, Q = Q1 fl Q2> где Q1 = {х: 
ф ( * ) ^ 0 } , ф(*) — выпуклый на Е функционал, имеет внутренние 
точки (множество внутренних точек обозначим Q?), Q2 — Гыпуклое 
замкнутое множество, причем Q? [ }Q 2 ¥=0- Обозначим через PQ,(X) 

проекцию точки * на Q2, т. е. 

II* —Лг,(*)И = inf II*—г/1|. 

Метод обобщенного градиентного спуска будет заключаться в по-
строении последовательности {xh}^=l по формуле 

XK+I =PQl(Xk + А (*,)), (2.7) 
+ 

где Д (xh) — произвольный опорный функционал к множеству {*: f (*)<! 
<£ё/(*й)}> если xh G Qi, и к множеству {*: ф (*) ^ Ф (*ft)}, если xh$Qt 

(линейный функционал называется опорным к Rcz Е в точке * £ R, 
если (с, *) ^ (с, у) для всех у £ R). 

ОО 
Т е о р е м а 2.6. Если Н т Д ( * й ) = 0, 2 IIA (Xh) II = + 00» гпо при 

любом *0 в методе (2.7) найдется подпоследовательность { * „J та-
кая, что xnh 6 Q, Ііш / (xnk) = /* = inf / (*). 

k—їоо x£Q 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем произвольное а > / * и обозначим 

Sa = {*: * 6 Q t ; / (*) з^ a} , Sa — множество внутренних точек Sa. По-
скольку Q? П Q2 Ф 0 . существует * 6 Q 2 n S a - Выберем р > 0 так, 
чтобы * 6 Sa для всех || * — * р. Предположим, что xh $ ДЛЯ 

всех k. Тогда если xk Q Qv то Sa,czQ1cz {*: Ф (*) ^ ф (*й)}", если же 

38 



Xk 6 <2i> T 0 cz {x: / (x) ^ f (xft)}, так что во всех случа ях 
(Д (хк), хк) < (Д (xh), х — рД (xh)i\\ Д (xk) II). Отсюда 

II x*+i - х ||2 = || PQi (xh + Д (xft)) - х у2 < II xft - f Д (хк) - x Ії2 = 

"\\хк-х II2 + IIД (xk) ||2 + 2 (д (хк), хк—х+р 

- 2р IIД (xh) II < II xft - х II2 + II Д (хк) II2 - 2р И A (xh) II. 

Выберем N так, чтобы || Д (xh) І К р для всех k^sN, и просумми-
руем полученные выше неравенства от k = N до k = N + m. Получим 

N+m 

о < II xN+m+l - х |l2 < IIXN - XII2 + 2 IIА Ш II (II A (xh) II - 2 р ) < 

N+m 

< 1 1 % - * 1 Р - Р 2 ИМ**) II. 

оо 

что противоречит расходимости 2 II Значит, для любого сс>/* 
fc=i 

найдется xkdSa, т. е. существует подпоследовательность {х„А}^=1 та-
кая, что lim f(xn,) = /*• Теорема доказана. k—>QO 

При определенных дополнительных предположениях удается по-
лучить варианты ОГС, сходящиеся со скоростью геометрической 
прогрессии. 

Т е о р е м а 2.7. Пусть f(x) — выпуклая функция, определенная 
на Еп, и для всех х£Еп при некотором ф (0 ^ ф < я/2) выполняет-
ся неравенство 

(gf (*), х-х* (х)) > сое ф || St (х) || • II * - ** (*) II. (2.8) 

где х* (х) — точка, принадлежащая множеству минимумов функции 
/ ( х ) и лежащая на кратчайшем расстоянии от х. Тогда если при 
заданном х0 выбрать величину hx, удовлетворяющую неравенству 

, . П| х* (х0) — х01| cos ф, я/4 < ф < л/2, (2.9) 
1 ^ \|| х* (*0) — х0 ||/(2 cos ф), 0 < ф < я/4, (2.10) 

определить {Лй}£_j в соответствии с рекуррентной формулой 

A a + i = V ( ф), £ = 1 , 2 (2.11) 
где 

, . (ЭШФ, я / 4 < Ф < я / 2 , (2.12) 
Г ( ф ) 1=1 \ 1/(2 cos ф), 0 < ф < л / 4 , (2.13) 

и вычислить {^Й}^, по формуле 

Хк+1 = хк — hb+igf (xh)/\\gf (xh) ||, 
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то либо при некотором k* gf (х*«) = 0 м д . принадлежит области 
минимумов, либо при всех k — 0, 1, 2, . . . выполняется неравенство 

II * г* (г ) II <Г l / t f t + l / c o s ф ' л / 4 < ф < я / 2 ' (9 14) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала случай л / 4 ^ ф < л / 2 . 
Для & = 0 неравенство (2.14) выполняется. Пусть оно выполняется 
для k *= р и gf (хр) ф 0. Докажем его для k — p-\- 1: 

II XP+1-X* (Хр+1) ||2<|| Хр+1—X* (хр) ||2Н| Xp~hp+l -х*(хр) II2 -
2h 

= II х р - (хр) II2 — ||gf(p+'}1| (хр — X* (Хр), gf (хр)) + h'p+t. 

Воспользовавшись последовательно неравенствами (2.8), (2.14) и учи-
тывая, что при л/4 ^ ф <С л/2 1 — 2 cos2 ф 0, получаем 

|| хр+1 - х* (хр+1) IP < |1 х р - (Хр) IP (1 - 2 cos2 ф) + hl+t < 

Принимая во внимание (2.11), (2.12), получаем 

II Хр+1 — X* (Хр+l) II2 < /ір+г/cos2 ф. 

Таким образом, для л/4 < 1 ф < л/2 теорема справедлива. 
Рассмотрим случай 0 ^ ф < л / 4 . Для k = 0 (2.14) выполняется. 

Предположим, что оно выполняется для k = р, gf (хр) Ф 0, и докажем 
его для k = р + 1. 

Воспользовавшись (2.8), (2.14), (2.13), получаем 

II Х р + 1 — X * ( X p + l ) | | 2 < 

< II Хр — х* (хр) ||2 — 2/tp_|_i cos ф II Хр — X* (Хр) II + Лр+1 < 
< II Хр - X* (Хр) II2 - II Хр - X* (Хр) II2 + /£+, = 

= h2p+1 = (2 cos ф/ір+а)2. 

Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е . Из доказательства очевидно, что для справед-

ливости теоремы достаточно выполнения условия (2.8) лишь для 
точек последовательности 

Таким образом, если угол ф заранее известен, то, регулируя 
шаг по формулам (2.11), (2.12), (2.13), можно получить сходимость 
к минимуму со скоростью геометрической прогрессии со знаменате-
лем q = г (ф). 

В формуле (2.8) cos ф характеризует степень вытянутости поверх-
ностей уровня функции / (х). Если в некоторой окрестности минимума 
функции!f (х) не существует ф < л/2 такого, что для любого х из 
этой окрестности выполняется (2.8), то такую функцию будем назы-
вать существенно овражной. При минимизации существенно овраж-

40 



ных функций приведенный в теореме способ регулировки шаговых 
множителей неприменим. В этом случае нужно использовать уни-
версальный способ выбора шаговых множителей, указанный в теоре-
ме 2.2. 

Сформулируем теорему, аналогичную теореме 2.7, непосредст-
венно в терминах, характеризующих степень «вытянутости» поверх-
ностей уровня. 

Т е о р е м а 2.8. Пусть выпуклая -функция /(х) определена на 
Еп, х* — единственная точка минимума f и заданы начальное приб-
лижение х0 и числа а и hlt причем \/2, || х0 — х*\\/о. Рас-
смотрим множество Y = {у. || у — х* || ^ c/ij. Если для любой пары 
точек х, z£Y такой, что f(x) = /(2)^/(**), выполняется условие 

II* — х * | | < с т Ц 2 — х*\\, (2.15) 
то последовательность образованная с помощью рекуррент-
ных формул 

*A + i = xh — hk+igf (xft)/|| gf (xh) II, 

где hk+1 = hk У a2 — l/o, сходится к x* со скоростью геометричес-
кой прогрессии: 

\\xk-x*\\^hk+lo, (2.16) 

за исключением случая, когда для некоторого k=k g /(х%)=0, т. е. 
x-k = *-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При k = 0 неравенство (2.16) выпол-
няется, *06 Y. Допустим, что (2.16) справедливо для k = р, и до-
кажем его справедливость для k = р -f 1. Предположим, что хр ф ** 
и, так как *р6 Y, выполняется соотношение (2.15). Далее, 

Сgf (xh), xh ~ х*) = ak (**) И gf (xh) II, 
где ah(x*) — проекция xkk— ** на gf(xh). Из доказательства теоре-
мы 2.2 следует, что ah (**) bk (**), где bh (х*)— кратчайшее расстоя-
ние от х* до гиперповерхности уровня / ( * ) = f(xk). Таким образом, 
(gf(xk), xk-x*)>bh{x*)\\gf(xk)\\, а из (2.15) вытекает bh(х*)> 
;>1| xh — х* ||/о. Значит, 

(gf(xh),xh-x*)>\\gf(xk)\\ • ||*ft —х*||/о. (2.17) 

Введем обозначение coscp = 1/а. Тогда условие (2.17) приобретает вид 
условия (2.8) из теоремы 2.7. Применим эту теорему. Учитывая, что 
при a ^ Y 2, Ф ^ п/4, sin ф = ]/о2— 1/ст, получаем || xk—х* || ^ihk+io, 
что и требовалось доказать. 

П р и м е р . Рассмотрим частный случай — минимизацию по-
ложительно определенной квадратичной формы / (*) = (Ах, *). 
Пусть X — наименьшее собственное число оператора А, (І — Наи-
большее собственное число. Определим минимальное значение вели-
чины 

(gf (*),*) (Л*,*) ||*|| =4 0 
II Я/(*) II-II* II 11Л*|МЫ1 ' И*» 8 »" " ' 
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Для этого зафиксируем произвольный несобственный вектор х0 и 
рассмотрим подпространство Е (х0) размерности два, порожденное 
векторами х0 и Ах0. Обозначим через А матрицу квадратичной фор-
мы, определенной на Е (х0), такую, что (Ах, х) = (Ах, х) при 
х£ Е (х0). Легко видеть, что оператор А, определенный на подпрост-
ранстве Е (х0), является положительно определенным оператором 
и его собственные числа X, р. (записанные в порядке неубывания) 
удовлетворяют неравенствам X ^ X ^ р, < ; ц.. Пусть xv х2 — ортонор-
мированная система собственных векторов оператора А в Е (х0) и 
||х01| = 1. Представим х0 в виде ж0= a1x1-j-a2x2, причем otf + а| = 1. 
Тогда 

"" 2-Г 2 ~ (Ахр. х0) = (Ах„, х0) «Iя + «гН* ,2 

М*в||.||*.11 |1 Ах01|.|| х,|| V a f ^ + ф ' 

Минимизируя правую часть (2.18) при условии af + = 1, получаем 
неравенство 

(Ах0, х0) 2Ї 
\\Ax0\\.\\x0W ^ ' 

которое превращается в равенство при а2{ = р./(X + ц), а\ = Х/(Х -f- JJ,). 
Отсюда сразу получаем 

(Ах, х) _ 2ТДІІ 

при 
тШ(|Лх||-Ц*/1 ~~ Ь + ІГ 

So X + ц 1 У X + М-

где si, s2 — нормированные собственные векторы оператора А, со-
ответствующие минимальному и максимальному собственным числам. 

Обратимся теперь к теореме 2.7. Для нашего примера можем при-
нять соэф = 2 У%\и,1(% + (г), при этом sin ер = (i_i — А,)/(ц + А.), и обоб-
щенный градиентный спуск, описанный в условии этой теоремы, дает 
процесс, сходящийся к точке минимума: по норме — со скоростью 
геометрической прогрессии со знаменателем (при ф ̂  я/4) 

q = - Я)/(ц -ь X) = (р - 1)/(р + 1), -
где р = ц/Х — число обусловленности, а по функционалу — со зна-
менателем q2. 

З а м е ч а н и е . Наши рассуждения почти полностью сохра-
няют силу, если А — неотрицательно определенный оператор, А Ф 0, 
только под X нужно понимать наименьшее положительное собствен-
ное число. 

Сопоставим полученный выше результат с результатом Л. В. Кан-
торовича [38] о скорости сходимости метода наискорейшего спуска для 
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квадратичных функционалов. Этот метод сходится по функционалу со 
скоростью геометрической прогрессии со знаменателем q2. Однако 
схема метода наискорейшего спуска для квадратичных функционалов 
(или для решения систем линейных уравнений с симметричной поло-
жительно определенной матрицей) гораздо сложнее, чем схема, описан-
ная в условиях теоремы, и требует 3п рабочих ячеек, т. е. в три раза 
больше, чем последняя схема, что имеет значение для задач большого 
объема (см. [76]). 

Таким образом, если мы имеем возможность получить достаточно 
А 

точную оценку сверху р для числа обусловленности р и примем sincp = 
= (р — 1)/(р + 1), то алгоритм, описанный в теореме 2.7, может 
оказаться практически вполне конкурентоспособным с методом наиско-
рейшего спуска. 

Заметим, что для квадратичных функционалов / (х) = (Ах, х) 
величина а, фигурирующая в теореме 2.8, может быть взята равной 
У р , при этом получаем сходимость со скоростью геометрической 
прогрессии со знаменателем 

Ч = К ^ П Г / с т = V (9— 1)/р. 

Рассмотрим еще один вариант метода обобщенного градиентного 
спуска, когда шаговый множитель остается в течение определенного 
числа шагов постоянным, а затем уменьшается в два раза [97]. 
і Т е о р е м а 2.9. Пусть для выпуклой функции f (х) выполня-
ются условия теоремы 2.2, а 2. Рассмотрим при заданном х сле-
дующий итеративный процесс: 

и Bf (xh> X k + l = X k - h k + l ||g/(jtfc)l, . 

где hh+\ — h0-2~lik+l)/Ni. При достаточно большом h0 и N ^ За2 + 1 
выполняется неравенство 

\\хк — х* | К 2оЛй+1, k = 0 ,1 ,2 , . . . (2.19) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть h0^\\x0 — х*||/2а. Так же, как при 

доказательстве теоремы 2.2, получаем 

|| х*+1 - х* ||2 < 1| xft - х* ||2 + hl+1 - 2hk+lbk (х*). 

Если bh (х*) > hk+i/2, то 
|| ХА+1 — х * I K || хк — х * ||. ( 2 . 2 0 ) 

Если bh(x*)~^hk+1, то 

|| х*+, - х* ||2 < || xft - х* ||2 - hl+ l . (2.21) 

Так как ||х0 — х* Н'К 4сг2/іо и ht = h0 для і — 1,..., [За2] + 1 , то, если 
на всех шагах будет выполняться (2.21), получим 

II xN ~ х* ||2 < i a '% - ([За2] + 1) hi < а % . 
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Если на некотором шаге k c N условие (2.21) не будет выполнять-
ся, то bi (х*) < h0 и (| — х* || sgC ah0. При этом могут возникнуть 
две ситуации: 

а) на шагах k = k + будет выполняться условие Ьк (х*) ^ 
1/2; в этом случае в силу (2.20) || xN — х* К ст/і0; 

б) на некотором шаге £ (6 < А К N) выполняется условие Ъ= (х*)^. 
< hJ2, тогда || — х* ||< h0a/2 и \\xh—x*||</i0a/2+/i0</i0(T при ог>2 

для k ^ - k ^ - N . Таким образом, во всех случаях 

|| xN — х* ||< ah0, l| xt — х* | К 2a/i0. i = 0,...,N. 

Принимая xo* = x и fto' = Л0/2, получим неравенство ho' ^ || xo} — 
— x*||/(2a), аналогичное (2.19), откуда следует 

\\xt-x*W <oA0> і = N + ... ,2N — 1, \\x2N-x*W^oh0/2, 

и далее, по индукции, 

\\xrN+l-x*\\^2oh02-r, i = 0 N - 1, г = 1 , 2 , . . . , 

что и требовалось доказать. 
Рассмотрим вопрос о выборе параметров алгоритма варианта ме-

тода ОГС, содержащегося в условиях теоремы 2.7. Для простоты 
будем считать, что минимум / (х) достигается в единственной точке 
х*. Для реализации соответствующего алгоритма необходимо зада-
ние двух параметров: h и ср. Если параметр <р выбран так, что спра-
ведливо неравенство (2.8) для всех х = xh (k — 0, 1, ...), а h удов-
летворяет неравенству (2.9), то теорема 2.7 гарантирует определен-
ную точность решения после k шагов: 

. Afe = || xh — x* I K h s inVcos ф. (2.22) 
Так как условие (2.8) в большинстве случаев эффективно не про-

веряется, то нужно иметь некоторый косвенный легко проверяемый 
критерий «правильности» выбора h и ф. 

Возьмем новые начальную точку х0 и ф, ф ф < л/2. Выберем 
h = h + \\x0 — ха || cos ср. Легко видеть, что если параметры ф, h удов-
летворяли (2.8), (2.9) для точки х0, то ф, h удовлетворяют этим же 
условиям. Пусть {xh}, /е = 0, 1 , . . .— последовательность, получаемая 
при применении ОГС с начальной точкой х0 и параметрами Ф И h. 
Тогда в силу (2.22) должно выполняться неравенство 

\ \ x k - x h \ \ ^ ^ £ = 0 ,1 , . . . (2.23) 
COS ф c o s ф 

Если для некоторого k неравенство не выполняется, это свидетель-
ствует о неправильности выбора параметров h и ф. С другой стороны, 
если хотя бы одна из последовательностей {хк} не сходится к л:*, то 
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маловероятно при ~Х~0 ф Х0 И ф ф ф, чтобы они сходились к одной 
и той же точке; если же эти последовательности сходятся к разным 
точкам, то при достаточно большом k неравенство (2.23) не будет вы-
полняться. 

Таким образом, неравенство (2.23) можно считать удобным кри-
терием для оценки правильности выбора параметров h и ф при па-
раллельном проведении двух процессов ОГС из разных начальных 
точек. Практически этот критерий можно использовать следующим 
образом. Допустим, что нам необходимо получить х j такое, что 

II**—**11< б - (2-24) 
Из неравенства (2.22) получаем, что если h и ф выбраны верно, то 
для гарантии выполнения (2.24) достаточно, чтобы выполнялось не-
равенство 

") cos <р 
k> 

In h (2.25) In sin ф 
Проведем процесс из двух начальных точек х0 и х0, как указано 

выше. Если мы проделали k шагов, где k удовлетворяет неравенст-
ву (2.25), и при этом для всех k ^ k выполняется неравенство (2.23), 
то можно утверждать, что \\х% — х* || ^ б. Для более полной уверен-
ности можно произвести спуск из еще одной начальной точки или 
более тщательно исследовать окрестность точки х~н. Если же для не-
которого неравенство (2.23) не будет выполнено, то следует 
изменить параметры h и ф (например, изменить Ф таким образом, что-
бы cos ф уменьшился в два раза) и продолжить счет из наилучшей пре-
дыдущей и некоторой контрольной точек. 

С методами ОГС тесно связаны релаксационные методы решения 
систем линейных и выпуклых неравенств и развитые И. И. Ереминым 
и его учениками методы фейеровских приближений, т. е. итеративные 
процессы, в которых процесс приближения к искомому множеству 
идет монотонно по расстоянию [31, 32, 101]. Подробно взаимоот-
ношение релаксационных и субградиентных процессов описано в мо-
нографии [102], в работах [136, 138]. Релаксационные процессы мини-
мизации просто реализуются, когда известно значение минимизи-
руемой функции в точке минимума. За рубежом вычислительные 
эксперименты с субградиентными методами фактически начались с 
использования релаксационных процессов для получения оценок в 
задачах дискретного программирования [130, 142, 143]. Успешное 
решение ряда сложных задач с использованием субградиентных 
процессов релаксационного типа привело к лавинообразному росту 
числа публикаций по субградиентным и е-субградиентным методам 
(см. [104, 147]). 
і 7 В работе [34] введено понятие обобщенного стохастического гра-
диента (ОСГ) и обоснован метод случайного поиска, являющийся 
стохастическим аналогом ОГС. В дальнейшем этот метод получил 
развитие в работах Ю. М. Ермольева, Е. А. Нурминского, А. И. Гу-
пала и др. [35, 53, 57]. Этот метод является эффективным средством 
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решения разнообразных задач стохастического программирования, 
в том числе транспортных и распределительных стохастических 
задач. Он принадлежит к разновидности методов случайного поис-
ка, т. е. к таким итеративным процедурам, у которых направление 
движения на данном шаге определяется в результате реализации не-
которого случайного (псевдослучайного) события в отличие от жест-
ко определенных процедур в обычных градиентных методах. 

При минимизации выпуклой функции / (х), определенной на Еп, 
метод ОСГ задается формулой 

Xk+1 = xh — hh (xh) ga (xh), 6 = 0 , 1 , . . . , (2.26) 
где hh (xh) — шаговый множитель на fe-м шаге, ga(xh) — случайный 
вектор, математическое ожидание которого совпадает с обобщенным 
градиентом функции / (х) в точке хк (стохастический субградиент в 
точке xh). Предположим для простоты, что вероятностные характе-
ристики вектора g(s,(xh) определяются точкой xh и не зависят от пре-
дыстории процесса поиска, хотя обоснование сходимости проходит 
и для более общего случая. Пусть х* — единственная точка миниму-
ма функции f (х). Справедлива следующая теорема [34]. 

Т е о р е м а 2.10, Пусть выполняются условия: 
оо 

1 )ЦМ**)= + оо, hk (xh) > 0; 
к=\ 
00 

2) 2 А* ( * * ) < + оо; 
k=і 

3) Ма || ga (xh) ||2 с; с > 0 ; 6 = 0 ,1 , . . . (Ма — символ математи-
ческого ожидания). 

Тогда с вероятностью 1 

lim || xh — х* || = 0. 
k—>оо 

Метод ОСГ находит большое практическое применение, особен-
но при решении многоэтапных задач стохастического программирова-
ния. В следующей главе будет описано его применение к решению 
двухэтапной стохастической транспортной задачи, связанной с оп-
ределением объемов складов однородной продукции при случайном 
спросе. 

§ 3. Методы обобщенного градиентного спуска 
с растяжением пространства 

При анализе алгоритмов ОГС, сходящихся со скоростью геоме-
трической прогрессии, выяснилось, что показатель скорости схо-
димости определяется величиной sin ф, где ф — известная априори 
верхняя граница углов ф (х) между направлением из точки х на точку 
минимума и направлением антисубградиента — gt (х) в данной точке 
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(считаем, что ф ^ я/4). Можно попытаться улучшить этот показа-
тель, применив линейное неортогональное преобразование простран-
ства переменных (при ортогональном преобразовании углы между 
соответствующими лучами сохраняют свою величину). Так, если 
минимизируемая функция является квадратичной положительно 
определенной (или хорошо аппроксимируется такой функцией), то 
ее поверхности уровня имеют форму концентрических эллипсоидов 
и можно подобрать такое линейное преобразование, при котором 
поверхности уровня становятся сферами, т. е. у соответствующих 
функций ф = 0 (близка к 0). Это фактически используется в квази-
ньютоновских методах минимизации достаточно гладких выпуклых 
функций, хорошо аппроксимируемых в окрестности минимума по-
ложительно определенными квадратичными функциями. 

Рассмотрим другой пример, когда области, ограниченные поверх-
ностями уровня, имеют форму подобных n-мерных параллелепипе-
дов с центром в точке минимума. За счет подходящего линейного 
преобразования эти [области преобразуются в гиперкубы, которым 
соответствует 

Ф = arccos , 5ІПФ= / і _ і . = 1 _ - і - + о ( і ) . 

Этот пример соответствует задаче минимизации функции / (х) = 
= шах | (cit х) + bi |, которая эквивалентна решению системы линей-
ных уравнений (сг, х) - f bt = 0 (г = 1, . . . , /г), где си..., сп—n-мерные 
векторы. 

В общем случае добиться эффекта ускорения сходимости за счет 
фиксированного линейного преобразования не удается. Это связано 
с тем, что, во-первых, априорная информация о функции, как пра-
вило, слишком скудна для того, чтобы выбрать соответствующее 
преобразование, если оно существует; во-вторых, может оказаться, 
что ф = я/2 (это характерно, например, для нелинейных функций 
максимума), и никакое линейное невырожденное преобразование не 
изменит указанной верхней границы углов ф (х). 

Но если фиксированное линейное преобразование не дает глобаль-
ного эффекта, то можно попытаться целенаправленно изменять метри-
ку пространства после каждой итерации. При этом появляется воз-
можность накапливать информацию о минимизируемой функции в 
процессе счета; кроме того, последовательность невырожденных пре-
образований пространства может стремиться к вырожденному преоб-
разованию, что позволяет надеяться, что и случай ф = л/2 не станет 
камнем преткновения. 

Как мы указывали выше, основным фактором, ограничивающим 
скорость сходимости ОГС в условиях программной регулировки ша-
га, является близость к нулю косинуса углов между направлением 
антисубградиентов и направлением на точку минимума. Если бы мы 
могли значительно уменьшить составляющую антиградиента, орто-
гональную направлению на точку минимума, оставляя почти без 
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изменения составляющую, параллельную этому направлению, то 
получаемый при этом вектор давал бы направление спуска более 
предпочтительное, чем направление антиградиента, и можно было бы 
ожидать ускорения сходимости при соответствующей регулировке 
шага. 

Заметим, что именно направление субградиента является в небла-
гоприятном случае почти ортогональным к направлению на точку ми-
нимума, и если это направление после данного шага существенно не 
изменилось, то мы должны стараться на последующих шагах умень-
шить составляющую субградиентов, параллельную данному субгра-
диенту, а этого можно добиться, проведя операцию растяжения про-
странства в направлении этого субградиента. Так, применяя весьма 
нестрогие рассуждения, приходим к идее обобщенного градиентного 
спуска с растяжением пространства в направлении субградиента. 
Как мы увидим ниже, определенные модификации этого метода 
сходятся со скоростью геометрической прогрессии. 

Перейдем к математическому описанию метода. Для этого нужно 
вначале пояснить, что мы понимаем под оператором растяжения про-
странства в заданном направлении. 

Пусть заданы вектор ||£|| = 1, и число 0. Каждый 
вектор х £ Е п однозначно представим в виде 

* = 7 6 (* )£ + <Ы*) (2-27) 
при условии 

( £ , d s ( * ) ) = 0 . ( 2 . 2 8 ) 

Из соотношений (2.27), (2.28) получаем у̂  (х)—(х, (х)—х—(х, Е)|. 
Оператором растяжения пространства Еп в направлении | с ко-

эффициентом а назовем оператор Ra (I). действующий следующим об-
разом на вектор х, представленный в форме (2.27): 

Ra (g) X = «Y6 (х) I + d'. (х). 

Из этого определения вытекают следующие свойства оператора 
Rail)-

1. Ra( l )x = а (х , І ) 5 + [ х - ( х , І Ш = ( а - 1 ) ( х Д ) І + х. (2.29) 
2. Оператор Ra (?) — линейный симметричный: 

(Ra (£)*, У) = (а - 1) (х, І) (у, I) + (х, у) = (х, Ra (6) у). 

3. ЯаИ&) = Яа(£)Яр(6)-
4. При а > 0 Ra (£) Ri/a (?) = Rt (I) = I (I — единичный оператор). 

5. Оператор R0 (!) является оператором проектирования на под-
пространство, ортогональное вектору £: 

/?„(£)* = 
6. Оператор Ra(l) при п 2 имеет два собственных числа ^ = 

— а, = 1; первому из них соответствует подпространство соб-
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ственных векторов, порожденное вектором 5, второму — подпростран-
ство собственных векторов, состоящее из векторов, ортогональных 

7. Пусть координаты вектора | в некоторой ортонормированной 
системе координат s = {elt е%, ..., jen) равны I тогда в силу 
(2.29) в этой системе координат преобразованию Rn(l) соответст-
вует матрица Ra(Q с элементами {rfj}, вычисленными по формулам 

, в m Ч f (06— l ) £ i S / ДЛЯ І Ф І , 

' « - ( Я в (£)*«.«>) = { 
( ( а — l ) g ? + l Для t « / . 

8. В силу формулы (2.29) вычисление вектора Ra (\)х требует 
(2п + 1) операций умножения, вычисление матриц вида Ra (?) А или 
ARafe) при заданных А, % и а требует п (2п + 1) операций умноже-
ния. 

9. Пусть х — произвольный ненулевой вектор из Еп\ тогда 

|| Ra (І) XII = V\\x\V+ (а2-1)(х,Ю2- (2.30) 
Этот результат получается непосредственным применением формулы 
(2.29); в самом деле, 

II Ra (£) х 1| = (Ra (?) х, Ra (І) х) = 

= ( * + (а - 1 ) ( х , I) I , х + ( а - 1) (X, I) I) -

= \\х IIа + 2 (а - 1) (X, І)2 + (а - I)2 (х, £)2 = || х ||2 + (а? - I) (*, Ъ)\ 

откуда и следует равенство (2.30). 
10. Ra (I) в матричной форме представим в виде 

Ra(l)=I + ( a - l ) l f ; (2.31) 
действительно, 

(/ + (а - 1) i f ) х ~ * х + ( а — 1) $(£,*), 

что соответствует определяющему соотношению (2.29). 
Рассмотрим класс алгоритмов минимизации выпуклых функций, 

на каждом шаге которых движение в направлении обобщенного гра-
диента будет сочетаться с операцией растяжения пространства аргу-
ментов в этом же направлении. Алгоритмы этого класса будем назы-
вать алгоритмами обобщенного градиентного спуска с растяжением 
пространства в направлении градиента (ОГСРП-алгоритмами). 

Предположим, что имеются: алгоритм, позволяющий точно вы-
числить обобщенный градиент gf(x) минимизируемой выпуклой 
функции f (х) в произвольной точке х 6 Еп, а также алгоритмы вы-
числения последовательностей положительных чисел {hk} и {ah} (k = 
= 1, 2, ...) (шаговых множителей и коэффициентов растяжения про-
странства), задано начальное приближение х0 и начальная неособая 
матрица В0 — АоХ (в частности, В0 = / ) . При этих условиях опреде-
лим бесконечношаговый процесс, (k + 1)-й шаг которого (k = 
= 0, 1, 2, ...) описывается следующим образом. Вычисляем: 
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1 ) Sf (*h) (если gf Ш = о , вычисления прекращаются, так как хк 
дает точку минимума); 

2) = Я * / ( * * ) « & . (2.32) 

где фй (у) = f(Bhy), yh = Akxh, Ah = ЯГ1, Bh — оператор, сопряжен-
ный оператору Bh. 

Формула (2.32) дает возможность вычислять обобщенный гра-
диент от функции фЛ(г/) = f (A~ly), которая получается из f (х) 
при применении линейного преобразования пространства у = Ahx. 
Эта формула является частным случаем формулы для опорного функ-
ционала к выпуклому функционалу при линейном преобразовании 
банахового пространства [61]. Она может быть также элементарно 
выведена из определения обобщенного градиента. В тех точках, где 
gj(x) определен неоднозначно, формулу (2.32) следует понимать как 
однозначное отображение множества Gf(x) на множество (?Фй(г/) (если 
оператор Вк — неособый, то отображение взаимно однозначное); 

Чї Р - g ( p* ( У к ) „ g h . / о оо\ 
> ~~ I h f — ш т — ~ ' 1 ' 

4) Aa+i; 
5) а А + і ; 
6) Xk+i =*хк — Bkhh+igft+,; (2.34) 

формула (2.34) получается из формулы Ак$&к+і = Ук — hn+ilk+v осу-
ществляющей шаг обобщенного градиентного спуска для функции 
Фк (у) , с последующим применением к обеим частям оператора Вк для 
отображения в основное пространство; 

7) Вк+, - АГІї - BkRmk+l (? f t+I); (2.35) 

формула (2.35) дает возможность вычислить оператор Вк+1, обратный 
результирующему оператору 

Ak+1-=Rak+l (!»+,) ...До, (УД, 

преобразования пространства, который получается при последова-
тельном применении операторов растяжения пространства в направ-
лении нормированных обобщенных градиентов •••. Ift+i с коэф-
фициентами а . . . , ак+і: 

Вк+1 = Ак11 = AklRak+l (SA+1) BkRi/ak+l (lft+1); 

8) переходим к (k + 2)-му шагу. 
Каждый шаг ОГСРП требует ряда дополнительных операций по 

сравнению с методом обобщенного градиентного спуска. Наиболее 
трудоемкими из них являются операции 2), 6) и 7), каждая из кото-
рых требует порядка сп2 арифметических операций, из них около 
4л4 операций умножения. Кроме того, требуется дополнительный 
массив из п2 ячеек памяти для запоминания матриц Bk. 
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Заметим, что если В0 = / и ak = 1 (k = 1, 2, ...), то метод 
ОГСРП становится эквивалентным обобщенному градиентному спуску. 
Метод ОГСРП является более гибким по сравнению с методом ОГС, 
так как его конкретные реализации зависят от двух последователь-
ностей {ай} и {hh}. Применяя'различные алгоритмы построения этих 
последовательностей, в принципе можно на единой основе строить 
различные модификации алгоритма ОГСРП и выбирать из них наибо-
лее эффективные для данного класса задач. 

Алгоритмы типа ОГСРП первоначально были разработаны для 
минимизации выпуклых функций. В дальнейшем оказалось, что неко-
торые их модификации применимы для нахождения локальных мини-
мумов почти дифференцируемых функций (при этом, естественно, 
роль обобщенного градиента в алгоритме играет почти-градиент). 
В дальнейшем при исследовании сходимости алгоритмов ОГСРП в 
каждом конкретном случае будем оговаривать, идет ли речь о клас-
се почти дифференцируемых функций или о подклассе выпуклых 
функций. При этом под обобщенным градиентом читатель должен по-
нимать соответственно почти-градиент либо субградиент. 

Покажем, что определенные варианты алгоритмов ОГСРП сходят-
ся по функционалу со скоростью геометрической прогрессии, причем 
знаменатель этой прогрессии зависит от таких характеристик мини-
мизируемой функции, которые инвариантны по отношению к невырож-
денным линейным преобразованиям пространства. Отметим, что для 
класса выпуклых функций удается построить алгоритм типа ОГСРП, 
который сходится по функционалу со скоростью геометрической 
прогрессии со знаменателем, зависящим только от размерности об-
ласти определения функции. Этот алгоритм описан в § 5 гл. 2. 

Доказательства указанных результатов основаны на изучении 
поведения нормы градиента минимизируемой функции в растяну-
том пространстве. 

Т е о р е м а 2.11. Пусть f (х) — почти дифференцируемая функ-
ция, при минимизации которой с помощью алгоритма ОГСРП (2.32)— 
(2.35) получается минимизирующая последовательность {xh}%LQ. Если 
при этом для некоторых положительных d, а*, 8 выполняются условия 

1) \\GF(XK)\\<D-, 
2) 1 + S < c ^ < a * ; k = 0, 1, 2 , . . . , 

то существует такая подпоследовательность {xhp}™=0, kp <С kp ^ и 
с > О, что 

hp s-1/п 

П aj J . Р= 1 , 2 , . . . 

1= і / 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем матрицу Ah в виде произ-
ведения ортогональной матрицы Ok и симметричной положительно 
определенной матрицы Sk (полярное разложение [76]): 

Ah = OhSh, 

Так как Ah Rah (Ъъ) • • • Ra (її). а произведение собственных чисел 

0 J K C 
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матрицы равно ее определителю, то произведение собственных чисел 
матрицы Sft равно 

ft 
det Sk = det Ah = f\aj. 

1-І 
Пусть —последовательность собственных чисел оператора Skt 

записанных в порядке неубывания, { е — соответствующая орто-
нормированная система собственных векторов; тогда 

п k ( ft \1/Л 

She\k) = W>, П ̂  = П «У. ^ > П «Л • (2.36) 
і - і / « і \/=i / 

Кроме того, 1, так как а}> I, j = 1 , . . . , k, и поэтому 

\\She\h)W-\\Ajt)\\>\. 
Пусть Оке\к) = е\к). Система векторов {e\h)}1^\ также является орто-
нормированной ввиду ортогональности Oh. 

Запишем gj (xh) в следующем виде: 

S, (Ч) = І g(^h). 
t=i 

Так как || gs (xk) ||< d, то 
\gf\<d, t= 1,2 п, (2.37) 

Доказательство теоремы проведем теперь от противного. Допус-
тим, что теорема неверна. Тогда для любого сколь угодно большого 
с найдется k (с) такое, что при k > k (с) 

к \—і/і 

\\8н II = 11 Bkgt(xk)\\ Zi ^ ' 1-І ' 
>c\U^j • (2 .38) 

Это значит, что для k>k(c) существует такое t*, 1 ̂  t* ^ п , что 
/ ft \-l/n 

і „ со 

до 
- > 

\/=1 

у я 

откуда - ^ - ^ П a ) J " • Далее, 

= max %\h) > (ft \ l/n 

LI"') 
_ / А \1/л „ 

'С^П aij . «' V « d 

i/(n-I) 

52 



Пусть = 2 4к)е\л\ 2 (ЖУ = 1- Тогда 

Введем гк ж min {Г; 1 < Г < Л}. Представим # 
п 

в виде у = уг + У2, где 
м 

УГ= Й - 2 TFOT®. 

1 = 1 

Оценим II (£ft+1) t/||. Для этого заметим, что 

gft 
= 2 

1 = 1 

где = Я) 
т 

Из (2.37), (2.38) получаем 

И/я 
</ Г Ц 

V/=l 

Для имеем 

Далее, 

d ( П «fc+i 

ьС da* 

IR4+1 (5*+і) Уі II < II Уі II < (fe> і 
,-1 

§ dP'eT 

I R*k+l {lk+x)y% II < IIy, l| + («*+! - l) I to*. £*+,) I < 

Отсюда имеем 

с 

1 + («' 

1 + y + ( a * - l ) da* . (2.39) 
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Из (2.39) следует, что для любого е 0 > 0 всегда можно подобрать 
столь большое с, что -+ e0)X(nk> (k>k(c)). Но если выбрать 
е0 < б, то при достаточно большом k Х{пк] < с ( 1 + 6)А/П ^ 

{ к \ 1 / л 
< с П а Л , что противоречит (2.38). Теорема доказана. 

Близкий результат можно получить для оценки скорости убыва-
ния последовательности vh — min || gr ||. Этот результат в дальней-
шем будет использоваться для получения оценок скорости сходимости 
«рекордов» по функционалу к минимуму при использовании ОГСРП. 

Т е о р е м а 2.12. В предположениях теоремы 2.11 при условии 
ак — а > 1 справедлива оценка 

Ч-УЯ^Т) Л в . 1 2 

V а 2*/" — 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы воспользуемся теми же обозначе-
ниями, что и для теоремы 2.11; имеем 

S*+ 1 = ^ = і f ^ , £ = 1 , 2 , . . . , 

II gh II м 
(2.40) 

№ = , 1 = 1 , 2 n , 

4k)\\8h\\ і-1 
Пусть для некоторого k 

і, ~ „ . d Vk (a* — 1) vh= min gr > -—r= • 
у a?k/n _ J 

Тогда для из (2.40) получаем 
( о у^к/п _ ! 

Используя это соотношение, оценим при 1 г ^ k — 1 разность 
— {^nf ( W — максимальное собственное число оператора Sr). 

Рассмотрим произвольный вектор я(||а||= 1): 

(=i 

£=1 

(2.42) 

max цД + іа||= max || Ra (£ ,) Ara ||. (2.43) 
І|аІІ=1 ||а||-1 " ' r + 1 
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Воспользуемся формулой (2.30): 

II Ra (I)X || - yiU||a + (a2-l)(*, 

Приняв х = Ага, из (2 .41)—(2.43) получаем 

№+!>)2 = max аШУ + ( « г - j < 

< max U V ? + <«• - 1) І I ) < о . ^ _ n / і „ rr(r), 1 

< ( C T + ( a M / " ~ 0 , ' = 0 , 1 k, 

C - l . 

Отсюда с а 2 к / п , что противоречит тому, что > a* /n. Теорема 
доказана. 

Для того чтобы перейти к оценке скорости сходимости метода 
ОГСРП по функционалу, нужно получить оценки расстояния до об-
ласти минимумов в «растянутом» пространстве. Для некоторых ва-
риантов ОГСРП эти оценки удается получить. 

Т е о р е м а 2.13. Пусть f (х) — почти дифференцируемая функ-
ция, определенная в некоторой сферической окрестности Sd точки 
х*, являющейся локальным минимумом f(x), Sd «= {х: || х— х* || ^ d}, 
и в области Sd почти-градиент удовлетворяет двустороннему нера-
венству 

N (/ (х) - f (.х*)) < {gf (х), x-x*)^M(f(x)-f (х*)), (2.44) 

еде М >N — положительные константы. Тогда если в алгоритме 
ОГСРП принять: 

1) * o € S d , 

о\ и 2MN f(xh) — f(x*) 
2) Л*+1 = - ^ - r j j Ч . (2-45) 

IU f t H 

3) 1 < « * + , 6 = 0 , 1 , 2 (2.46) 

то для всех k — 0, 1,... || Ah (xh — х*) || ^ d. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Этот результат доказывается методом 

математической индукции. Пусть для некоторого р 

\\Av{xv—x*)\\^d. 
Оценим 

||Л р + і (Л: р + 1-Л;*)||. 
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Обозначим Ak (xk—x*) = zk. Тогда 

II Zp+1 II
а - l| Rap+l (lp+l) (Zp - hp+,|p+I) |P = 

— II Rap+1 <V+1 2p« 

— 2hp+lap+l (zp, + a2p+lh2p+1 = 

= II z P ІГ + *2P+1 ((zP, lp+1) - hp+1)2 - (zp, lp+l)\ (2 .47) 

Заметим, что 

(zP, l p + 1 ) = (Ap (xp — x*), £p+1) = 

= (xp — x*, A'Plp+l) = (gf (xp), xp — x*)/|| gp ||. 

Рассмотрим два случая: a) (zp, тогда из (2.44), (2.45) 
(f(xp)-f(x*))2MN ^ (gf(xp),xp-x*)2M 2M 

N P+ L ~ ~ ^ ~ — (ZP> V F I ) M - 4 - Л / ' 

откуда 

«р+i ((ZP- W ~ ) ' — (ZP> W ' < 

1 (Zp' ^p+l^ M + N ) (Zp' ^P+I)* ^ 

6) (Zp, L , [)>/jp-f-i; тогда из (2.44), (2.45) получаем 
<J(xp)-nx*))2MN ^ (g, (jrp), xp-x*)2N _ 

"P+1 = ~ ^ MJ-ІІ/ — 

2W 
= (ZP> + » 

откуда 
ap+i ((ZP. Ep+i) — ^p+i)2 — (zP, £ p + 1 ) 2 < 

— ( Z P » %p+\)m2+N ) — (zP> ^p+i)2 ^ 

^ I ' l ' - i T F l ' - t ^ N l 

Таким образом, в обоих случаях 

« 2
р + 1 ((Zp, £ р + 1 ) - W - (Zp, ! р + 1 ) 2 < 0 . 

Отсюда, используя равенство (2.47), получаем ||zp+i|KllzP||. Из 
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этого неравенства и условия 1) теоремы следует, что \\Ah(xh—х*)|)sj 
^d для любого к= 0, 1,. . . Теорема доказана. 

Как следствие из теорем 2.11, 2.12 и 2.13 получаем следующий 
результат. 

Т е о р е м а 2.14. В условие теоремы 2.13 при ah = а (k = 
= 0, 1, ...) найдутся такая подпоследовательность индексов klt k2, 
и такое положительное число с, что 

f(xkp)-f(x*)<caTkp/n, 
Кроме того, 

m i n (ПхЛ-№)< аук%Г1 ) Л . 
i^i^k у а?ь/п — j 

где G = max \\gf (х)||. 
x£Sd 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как процесс спуска проходит в ог-
раниченном множестве Sd, то множество почти-градиентов ограни-
чено, значит, выполняются условия теорем 2.11 и 2.12. 

Пусть — подпоследовательность, получаемая в соответствии ** —ft /fi 

с теоремой 2.11, причем II gftp||<са р . Испільзуя (2.44), получаем 

N (/ (Xkp) - / (**)) < (gf (xhp), xhp - *') = = (A'kpghp, Xhp — x*) = (gkp, Ahp (xhp — x*) ) < II ghp II d < c d o ~ V " -

Приняв cd/N = с, получим 

/ (Xhp) — / ( * * ) < (-|r ) a ~ k p / n = с а Г к р / п . 

Аналогично, используя теорему 2.12, получаем 

min (f(xr)~ / ( * * ) ) < min l | g v l | 4 , 

откуда 

min ( / ( * , ) - / ( * * ) ) < с У М * ; - ' ) < * . 

Теорема доказана. 
Теорема 2.13 обобщается на случай, когда точка минимума функ-

ции / (х) определена неоднозначно. 
Пусть множество М* точек минимума почти дифференцируемой 

функции f (х) ограничено и f (х) принимает на М* значение /* . Вве-
дем обозначение 

ph(x)= min — х»)||. 
Х*£М* 

Точку, в которой достигается минимум, обозначим через x*k(x). 
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Т е о р е м а 2.15. Пусть для всех х, л:*, удовлетворяющих, условию 
Ро (*) ^ х ^ М*, х* 6 М*, выполняются неравенства 

N (/ (х) - /*) < (gf (х), х - х**) < M(f (х) - /*), 
где х** — ближайшая к х точка минимума, лежащая на луче у — 
= x+t{x — x*)(t^0). Тогда, если при применении алгоритма ОГСРП 

1) P o ( * o ) < d . 

о\ и 2MN nxh)-f 
" f t + l - M + N • 

Q\ 1 ^ ^ M + N 

3) 1 < a A + K л ї ^ л Г . 
mo P a + i ( * a + i ( / г = 0, 1,2, ...). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что последовательность 
{р*+і(**+і)}£10 является невозрастающей: 

Р*+, (**+і) = m i n II Яв*,, (Б*,,) Ah (**+, — у) II2 = 
уєм* ^ т 

= min II Rak+1 (E*+1Mft (xk —у) — Rak+i (%k+l)hk+\lk+x I I а < 

< II Ra.k+l (6*+,) Ah (xh — x\ (**)) — ak+lhk+ilk+l IIа. 

Введем обозначение zh = Ak (xh — x'k После этого доказатель-
ство аналогично доказательству теоремы 2.13. В итоге получаем 

II гм+і || < || zk II < II z01|< d (k = 0, 1, 2, . . . ) . 
Т е о р е м а 2.16. Пусть выпуклая функция f (х) обладает сле-

дующим свойством-, существует число М > 1 такое, что если 
Ф ( а ) = f((l-a)Xl + ax2), 0 < а < 1 , 

строго убывает по а, то выполняется неравенство 

(8, ( * i ) . ХГ - х 2 ) < М (/ (Х,) - / ( * , ) ) ; (2 .48) 

кроме того, lim f(x) = + oo. Тогда, если при применении алгорит-
|М|-*оо 

ма ОГСРП 
М + 1 . ж f (xh) - f 

a*+i = -лГ=Т' = -м+7 

Hfi-ftH 
u J ^ /*. tno последовательность {hk} является ограниченной и для 
произвольного г > 0 найдется k такое, что f (л^) f + є (если на 
некотором шаге f (xh) < /, то итерации прекращаются)-, если же 
7< /*> tno последовательность {hh} является неограниченной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если / ! > / * , то рассмотрим функцию 

I/, / ( * ) < / • 
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Для этой функции справедливы условия теоремы 2.15, следователь-
но, последовательность {pft (xh)} ограничена; значит, справедлива 
теорема 2.14 о сходимости по функционалу. Далее, из выпуклости 
Т(х) следует, что 

II Phil 

Таким образом, hh ^ } ph (xh), т. е. {hk} ограничена. 
Если J выбрано меньшим /*, то возможны два случая: 
а) sup / (xh)<c°o; в этом случае выполняются условия теоремы 2.11, 

k 
из которой следует существование подпоследовательности {11^11}^, . 
стремящейся к нулю, значит, 

, 2м l(xh) — f ^ f* — f sup hjf = sup -тт—J і > sup „ = + oo; 
* + \ \ g h \ \ k l l f f j l 

б) sup / (xft) = oo. 
k 

Рассмотрим луч, исходящий из точки xh и соединяющий ее с не-
которой точкой минимума f (х). Пусть х* — первая точка минимума на 
этом луче. Применим неравенство (2.48): 

/ К ) - Г ^ і (g,(xk),xh-x*) Я 
g, (xk) II > М \\gf (xk) I 

k_ 
м 

где Rk — расстояние от точки х\ до опорной гиперплоскости к мно-
жеству Лебега {x\f(x)-^f(xh)}, проведенной через точку xh. Так как 
область минимумов М* ограничена, а последовательность { / (xh)} не-
ограничена, то sup Rh = - f oo. Далее, 

k 

. 2 M f(xh)—f 

V - P * + • , - , > 

^ 2 M /(*fc) — f* 2 n , 
1 + Г l W i | > Ж Т Т £ » Р ^ = + 

Теорема доказана. 
Теорема 2.16 позволяет построить алгоритм минимизации функ-

ции f (х), удовлетворяющей условию этой теоремы, при неизвест-
ном /* . Этот алгоритм будет состоять из последовательности этапов, 
на каждом из которых будет применяться ОГСРП в форме, указан-
ной в теореме 2.16. 

Вначале выбираем х10 £ Еп , h > О, Д0 > 0, /0 = / (хо). Пусть вы-
полнены г этапов алгоритма. Перед (г - f 1)-м этапом имеем 

х'+^Еп, Н> О, Д г > 0, lr — f (*о+1)> 



где XJ+1 — точка, в . которой получено рекордное значение функциона-
ла на г этапах, / — значение этого рекорда. Возможны два собы-
тия: 

а ) / (*оИ) ^ / (*о) — ^V2 ' в этом случае Дг+і — Дг; 
б) / (*o+I) > f Ю — V 2 - в этом случае ДЛ+) = Дг/2. 
В обоих случаях / г + 1 = / ( * $ + ' ) — Дг+ь Приняв х0 = xr0+1 и / =» 

= fr+l, применяем алгоритм ОГСРП в форме, описанной в теореме 
2.16. На некотором шаге этого алгоритма к = fer+i произойдет одно 
из двух событий: 

а) / ( % . , ) < / ( х ^ ' ) - Л н - і / 2 ; 
б) 4+1-И > / L 

На этом (г + 1)-й этап прекращается, запоминаются min f (xrk+1) 

и соответствующая точка = *о+2-
Перейдем к (г + 2)-му этапу. Покажем, что lim f (xQ — /*. Так как 

г—>оо 

последовательность {f (xj)} является невозрастающей и ограниченно^ 
снизу, то lim / (xQ существует. Из описания алгоритма и доказатель-

оо 

ства теоремы 2.16 ясно, что при достаточно малом Дг случай б) мо-
жет произойти только тогда, когда f r < / * . С другой стороны, слу-
чай а) может произойти после случая б) только конечное число раз 
подряд. Таким образом, lim Д,. = 0. Начиная с достаточно малых 

г—»+00 
Дг (при фиксированном h), если произошел случай б), то f (xQ — Д, 
служит оценкой снизу для /*; поэтому 

lim/(x00 = / \ 
г—» оо 

что и требовалось доказать. 
При определенных условиях, например при решении систем не-

линейных уравнений (см. [97]), /* известно, но могут возникнуть 
трудности с оценкой М и N. При неправильном выборе констант 
М н N сходимость (М , ЛО-алгоритма ОГСРП, описанного в теореме 
2.13, может оказаться слишком медленной или вообще отсутствовать. 
Поэтому важно иметь признаки, с помощью которых можно полу-
чить информацию о «ненормальном» ходе процесса минимизации. 
Наиболее простой из этих признаков основан на изучении поведе-
ния последовательности {hh}. 

Т е о р е м а 2.17. Если параметры М, N в (М, N)-алгорит-
ме выбраны правильно, то последовательность {hk} ограничена. Если 
при неправильном выборе параметров М и N отсутствует сходи-
мость, то одна 

из последовательностей {h^} и {/ (х^)} не ограничена. 
Эта теорема доказывается по той же схеме, что и теорема 2.16. 

Таким образом, если в процессе минимизации по схеме ОГСРП, опи-
санной в теореме 2.13, при заданных М и JV hk либо / (xh) превзошли 
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достаточно большие заданные числа hnax и / т а х , то следует констан-
ту М увеличить, N уменьшить и начать процесс заново из началь-
ной или наилучшей достигнутой точки. 

§ 4. Субградиентные методы, использующие операцию 
растяжения пространства в направлении разности 
двух последовательных субградиентов 

Среди методов недифференцируемой оптимизации особое положе-
ние занимают по своей практической эффективности методы с растя-
жением пространства в направлении разности двух последовательных 
субградиентов (или так называемые г-алгоритмы). По своей структу-
ре они очень близки к методам типа ОГСРП, но между ними есть важ-
ное различие: сходящиеся к минимуму методы типа ОГСРП в принци-
пе не могут быть монотонными по значению минимизируемой функ-
ции, в то же время r-алгоритмы при определенной регулировке шаго-
вых множителей могут быть сделаны монотонными. Это связано с про-
стым геометрическим фактом: если мы находимся на границе двух 
«кусков» кусочно гладкой поверхности, причем градиенты к этим 
кускам, вычисленные в данной точке, образуют между собой тупой 
угол, то любое растяжение пространства в направлении одного из 
градиентов (или последовательное растяжение попеременно в направ-
лении двух указанных градиентов) не может превратить этот угол в 
острый, он может лишь приближаться к л/2, оставаясь тупым. В то 
же время растяжение пространства в направлении разности двух 
указанных градиентов с достаточно большим коэффициентом растя-
жения превращает тупой угол между градиентами в острый. 

Пусть рассматриваемая на рис. 2.1 кусочно гладкая поверхность 
U является поверхностью уровня некоторой выпуклой функции f (X). 
До растяжения пространства направления антиградиентов —gi и —g2 
давали направление возрастания функции f (х) (вне области, ограни-
ченной поверхностью уровня U). После операции растяжения прост-
ранства в направлении g2— gi антиградиенты —gx и —gz дадут на-
правления внутрь области, ограниченной соответствующей поверх-
ностью U в преобразованном пространстве, т. е. направления — и 
—g2 в преобразованном пространстве будут направлениями убыва" 
ния функции. 

Рассмотрим общую схему r-алгоритмов при минимизации поч-
ти дифференцируемой функции f (х), определенной на Еп. Будем 
предполагать, что 

lim / (х) = + оо. 
IWI-S-00 

Выбираем начальное приближение х0 6 Еп и неособую матрицу В0 
(чаще всего В0 совпадает с единичной матрицей / п или с диагональ-
ной матрицей Dn с положительными элементами на диагонали, с 
помощью которой осуществляется масштабирование переменных). 
Первый шаг алгоритма производим по формуле 

х1 = Xq h0i\ q , 
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где r|0 = B0Bogf (ха), О — некоторый шаговый множитель, выби-
раемый из условия существования в точке х1 почти-градиента gf ( x j 
такого, что 

(gf(xi), Л о ) < ° -
При В0 = / „ имеем г]о= gf(x0), и первый шаг совпадает с итерацией 
субградиентного процесса. 

Пусть в результате вычислений после k (k = 1,2, . . . ) шагов процес-
са получены определенные значения xh 6 Е" и матрицы Bh размера 

п х п. Опишем (k + 1)-й шаг процесса. Вычисляем следующие вели-
чины: 

1) gf(xh) — почти-градиент функции f (х) в точке xk\ 
2) К = gf (xh) — gf (Xk-іУ, 
3) rk = Bk (gf (xh) — gf (XK-\)) — значение разности двух последова-

тельных градиентов в преобразованном пространстве. 
Переход от начального пространства к преобразованному задается 

формулой у = Акх, где Ah = Bk~\ Определим функцию cph (у) =* 
— [(Вку)\ тогда gVk(y) = B*kgf (х). Таким образом, rh есть разность 
двух почти-градиентов от функции фй (у), вычисленных в точках yh = 
= Ahxh и yh = Ahxk~u 

4) lh — VII rh ||; нормировка вектора rh необходима для подготов-
ки очередной операции растяжения пространства в направлении, опре-
деленном этим вектором; 

5) задаем величину обратную коэффициенту растяжения ah 
пространства перед (k -f 1)-м шагом; 

6) вычисляем Вк-Н = BhR&k (|ft); заметим, что Bk+1 = Aj\-1, где 
Ak+\ = Rak (£ft) Ah — оператор растяжения пространства перед (k + 1)-м 
шагом; 

7) gk = B*k+\gf (xk) — почти-градиент функции ф*+і (у) = / (Bk+Xy), 
взятый в точке ук+1 = Ak+ixh; 

8) = - hhBk^gh/\\ ~gh II (2.49) 
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—«рабочий» шаг алгоритма, имитирующий шаг обобщенного гради-
ентного спуска в растянутом под воздействием оператора 1 про-
странстве. Применив к обеим частям формулы (2.49) оператор /U+ь 
получим 

yk+i = Ak+lxk+1 == у — hhgk/1| gk ||, (2.50) 
где Уи = Ак+\хк\ 

9) переход к следующему шагу или окончание работы алгоритма. 
Выбор шагового множителя hh — существенная часть алгоритма, 

от которого во многом зависит его практическая эффективность. 
В л-алгоритме выбор hk осуществляется из условия приближенного 
поиска минимума по направлению, при этом при минимизации вы-
пуклых функций должно соблюдаться условие hk ^ hi (hk — зна-
чение шагового множителя, соответствующего минимуму по направ-
лению), в общем же случае нужно следить за тем, чтобы направле-
ние обобщенного градиента в точке Xh+i образовывало нетупой угол 
с направлением спуска из точки xh. При минимизации негладких 
выпуклых функций, определенных на Еп, наиболее удачными ока-
зались при проведении экспериментальных и практических расче-
тов следующие варианты алгоритма. 

Коэффициенты растяжения пространства a h выбираются в преде-
лах 2—3, для шагового множителя hh применяется адаптивный спо-
соб регулировки. Задается некоторое натуральное число т, константы 
q> 1 и / о > 0 . После k шагов получаем константу t\. Двигаемся из 
точки xh в направлении спуска с шагом, равным t\, до тех пор, пока 
не будет выполнено условие завершения спуска по направлению, либо 
число шагов не станет равным т. Условие завершения спуска может 
состоять в том, что значение функции в очередной точке не меньше, 
чем значение функции в предыдущей точке; другой вариант такого 
условия — производная по направлению спуска в данной точке неотри-
цательна. Если прошло т шэгов, а условие завершения спуска не вы-
полнено, то вместо tl запоминаем t\ — qtl, где q> 1, и продолжаем 
спуск в том же направлении с большим шагом. Если после очередных 
т шагов условие завершения спуска не выполнено, то вместо t\ бе-
рем t\ -= qt\ и т. д. Так как мы предполагаем, что lim f (х) = + оо, 

||лг||->00 
то после конечного числа шагов в определенном направлении обяза-
тельно выполнится условие завершения спуска. Константа шага fkk = 

qPktl (р 6 {0, 1. 2, ...}), которая использовалась на последнем шаге, 
принимается в качестве начальной при спуске в новом направлении из 
точки Xk+i, полученной при завершении спуска, т. е. tl+i = tkk. 

Может возникнуть вопрос: шаговый множитель не убывает — как 
же получается сходящийся процесс? Сходимость г-алгоритма связа-
на с тем, что, как правило, последовательность матриц Bh стремится 
к нулевой матрице при & - > о о . Лишь в исключительных случаях, 
когда траектория спуска, начиная с определенного момента, лежит 
в некотором линейном многообразии размерности, меньшей п, либо 
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последовательность векторов {xk+\ — xh} образует углы, стремящиеся 
к 0, с некоторым, подпространством, Вк может не стремиться к О, 
НО при ЭТОМ Bhgh/ [I gh [| стремится к 0. 

Приведенный выше способ регулировки шагового множителя ос-
нован на следующих соображениях. Допустим, мы применим г-алго-
ритм с постоянным коэффициентом растяжения пространства а. Тог-
да за п итераций произвольное направление растянется в «среднем» 
в а раз, т. е. если мы будем идти в растянутом пространстве с постоян-
ным шагом, то в первоначальном пространстве за п итераций шаг 
будет уменьшаться примерно в а раз. Если расстояние до точки мини-
мума при этом будет уменьшаться с такой же средней скоростью, 
т. е. примерно в а раз за п итераций, то число шагов по направлению 
будет ограниченным. Если же темп сходимости будет более медлен-
ным, то шаг в первоначальном пространстве будет «в среднем» умень-
шаться быстрее, чем расстояние до точки минимума, при этом число 
шагов по направлению может неограниченно возрастать. Для пре-
дотвращения этого и вводится адаптивная процедура увеличения 
шагового множителя h, которая стабилизирует число шагов по направ-
лению в пределах от одной до нескольких единиц. Эта же процедура 
позволяет быстрее выявить направления, в которых функция неогра-
ниченно убывает (такие случаи часто встречаются на практике, ког-
да задачу линейного программирования пытаются решать в прост-
ранстве двойственных переменных с использованием схемы декомпо-
зиции по ограничениям, а задача оказывается несовместной). В этом 
случае шаговый множитель резко возрастает, и это служит сигналом 
к остановке процесса спуска. 

Как показали многочисленные вычислительные эксперименты и 
практические расчеты, в большинстве случаев при а £ [2, 3] и ука-
занном выше способе регулировки h число шагов по направлению 
в среднем редко превосходит 2, при этом за п шагов г-алгоритма 
точность по функционалу, как правило, улучшается в 3—5 раз. В том 
случае, когда минимизируемая функция является гладкой, для уско-
рения сходимости можно применять и более тонкие способы поиска 
минимума по направлению, например квадратичную аппроксимацию 
по трем точкам, процесс «золотого сечения» и др. Следует заметить, 
что в типичных задачах негладкой оптимизации различие в трудо-
емкости вычисления функции и градиента невелико, поэтому нужно 
обращать особое внимание на уменьшение числа вычислений функ-
ции. В гладких задачах трудоемкость вычисления градиента может 
во много раз (до п раз) превосходить трудоемкость вьГчисления функ-
ции, и в такой ситуации можно позволить себе находить минимум 
по направлению с большой точностью. 

В гладком случае хорошо зарекомендовал себя и адаптивный спо-
соб регулировки шага по направлению, похожий на приведенный 
нами выше, с небольшим изменением: если на данной итерации функ-
ция приняла уже после первого шага большее значение, то шаговый 
множитель умножается на заданное число, меньшее единицы (по-
рядка 0,8—0,95). Дело в том, что в гладком случае скорость сходи-
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мости может оказаться более быстрой яри более точном нахождении 
минимума по направлению, а дополнительное измельчение шага спо-
собствует увеличению точности поиска минимума по направлению. 

При проведении сравнительных численных экспериментов по ре-
шению задач недифференцируемой оптимизации Лемарешаль в [156] 
применил модификацию r-алгоритма, которая отличается от выше-
приведенной лишь в формуле (2.49): 

Хк+1 = xft — th Bhgk/II Bhgh II, th = t0qk, q < 1 

(t9 и q выбираются из эвристических соображений). Фактически здесь 
получилась смесь двух алгоритмов: r-алгоритма и ОГС с регулиров-
кой шага по формуле геометрической прогрессии. И хотя /--алго-
ритм в модификации Лемарешаля почти на всех тестовых задачах 
(кроме одной) показал свое преимущество по сравнению с другими 
испытуемыми методами (в основном это были методы е-субградиент-
ного типа), признать такой способ удачным в общем случае нельзя: 
хотя он и гарантирует сходимость последовательности {xh}f=Q к предель-
ной точке, эта точка не обязательно окажется точкой минимума при 
выбранных /0 и q. 

Несмотря на то что r-алгоритмы сейчас являются наиболее эф-
фективным и проверенным практически средством решения широкого 
круга задач недифференцируемой оптимизации, теоретическое обос-
нование этого класса алгоритмов проведено недостаточно полно. 

Отметим некоторые известные результаты в этом направлении. 
Первый из них относится к идеализированному варианту г-ал-

горитма, когда в формуле (2.49) hk выбирается из условия минимума 
по направлению. Если полученное направление — Bkgk не является 
направлением спуска, то hk = 0, Xk+\ — xh и в качестве gf(xk+\) вы-
бирается обобщенный градиент, образующий с Bhgh неострый угол. 

Справедлива следующая теорема [97]. 
Т е о р е м а 2.18. Пусть f (х) — почти дифференцируемая кусочно 

гладкая функция такая, что lim f(x)= + °°> — заданное началь-
Цлг| I—»-оо 

ное приближение, ak = а >• 1 (k = 0, 1, 2, ...) и в г-алгоритме ша-
говый множитель выбирается из условия минимума по направлению. 
Тогда, если последовательность полученная в процессе реали-
зации r-алгоритма, удовлетворяет условию lim \\Xk+\—xk\\ = 0, то 

k—>+оо 
в множестве U — {х : f (х) = } найдется точка х* такая, что мно-

жество векторов Gf (л:*) будет линейно зависимым (здесь fx =» 

= lim /" (хй); Gf (х*) — множество почти-градиентов в точке х*). k—їоо 
Рассмотрим, насколько общими являются условия и выводы тео-

ремы. Так как f (xk+\) f (xk) (k — 0, 1, ...) и f (x) ограничена сни-
зу, то условие сходимости к 0 длины отрезка траектории спуска яв-
ляется естественным, хотя возможно построение «патологических» 
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примеров, когда оно не выполняется (для метода наискорейшего 
спуска такие примеры построены, см. [60]). 

Наиболее типичная ситуация, связанная с нарушением условия ли-
нейной независимости векторов G/(z) (исключая точки локально-
го минимума),— это тот случай, когда г лежит на границе более чем 
п кусков гладкости функции f (х). Таких точек, как правило, конеч-
ное число, и по отношению к г-алгоритму эти точки не служат «ло-
вушками» для минимизирующей последовательности. Во всяком слу-
чае, многочисленные тестовые эксперименты и решение практичес-
ких задач выпуклой оптимизации с помощью г-алгоритма не дали 
пока ни одного «патологического» случая явной расходимости про-
цесса или сходимости к точке, не являющейся точкой минимума. 

Рассмотрим предельный вариант г-алгоритма, когда = 0, 
ak = 4- 00. a hh (k = 1, 2, ...) находится из условия минимума по 
направлению. 

Пусть f (х) = (Ах, х)/2 — положительно определенная квадра-
тичная функция и задано начальное приближение х0. Далее, 

^ хо hng(х0) = х0 (А^Х0°АХО) 

g (хх) = Ах0 ЦЧТАХІ) А2х°' 

(x1,g(xo) — g(x1))^0. 

Таким образом, разность градиентов, взятых в точках х0 и хи 

оказывается ортогональной вектору хг. Так как —хх — направление 
на точку минимума, то разность двух последовательных градиентов 
оказывается ортогональной направлению на точку минимума. Рас-
тяжению пространства в направлении Ai = g (xi) — g (x0) с a = + oo 
будет соответствовать операция проектирования градиента g (*,) 
на подпространство, ортогональное Ах. Дальнейший спуск из точки 
хх в соответствии с г-алгоритмом будет проходить в линейном много-
образии, проходящем через хх ортогонально Аг. Это многообразие 
содержит начало кординат — точку минимума f (х). По индукции 
легко показать, что спуск из точки xh (k—2, 3, ...) будет проходить 
в многообразии, ортогональном векторам А ь А2, ..., Aft, проходящим 
через начало координат. Таким образом, для квадратичной положи-
тельно определенной функции предельный вариант г-алгоритма схо-
дится к точке минимума не более чем за п шагов. Его можно рассмат-
ривать как проективный вариант метода сопряженных градиентов. 

В [89] предельный вариант г-алгоритма с восстановлением ма-
трицы Bh (заменой ее единичной матрицей) после каждых п шагов 
рассматривается применительно к задаче минимизации выпуклой 
дважды непрерывно дифференцируемой функции. Доказан следую-
щий результат [97]. 
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Т е о р е м а 2.19. Пусть выпуклая функция f (х), определенная в 
Еп, дважды непрерывно дифференцируема в некоторой окрестности 
S точки минимума х*, причем в этой окрестности матрица вторых 
производных (гессиан) Н (х) удовлетворяет условию Липшица 

|| Я ( х ) - / / ( * ' ) ||<L||jc-JC'||, x.x'eS, 

а в точке х*~ положительно определена. Тогда найдется такая ок-
рестность S'cz S точки х*, что если S', то существует число 
с >. О, для которого 

здесь хп— точка, получаемая после п шагов предельного варианта 
r-алгоритма (Pft=0, hk находятся из условия минимума по направ-
лению (k = 0, 1, ..., п — 1)). 

Таким образом, предельный вариант /--алгоритма, реализующий, 
по сути, метод проективных сопряженных градиентов, обладает по 
отношению к большим циклам, состоящим из п шагов г-алгоритма, 
квадратичной скоростью сходимости при обычных условиях глад-
кости и регулярности. 

Мы продемонстрировали «родственность» /--алгоритмов, разрабо-
танных для решения задач негладкой оптимизации, с классом ал-
горитмов сопряженных градиентов, предназначенных для минимиза-
ции гладких функций. Как заметил В. А. Скоков [63], /--алгоритмы по 
своей формальной структуре близки к алгоритмам квазиньютоновс-
кого типа с переменной метрикой. Для того чтобы показать это, нужно 
перейти от формул пересчета последовательности матриц Bk (h — 
= 0, 1 ,2, . . . ) 

к формулам пересчета последовательности матриц И^ - -
= BhBl. В /"-алгоритмах переход от матрицы Bh к матрице Вь+і и от 

ТОЧКИ Xh К Xk-Li имеет вид 
Bk+1 = Bftflp (ih), XK+i =xh — hhBk+\gb, 

где 
Bl(g, (*ft) — g / (%- i ) ) _ B'k\ 

gh 

II Bk(gj(xh)-gf(xk_x))\\ n v j i 

_ Bl+igf (xh) 

\\Bl+iSf(xh)W 

Воспользовавшись формулой (2.31), получаем 

Я*+ 1 - Bk+lB'k+l = BkR\(gfc)Bl = BhRp(lh) Bl = Bh(l - f ( P 2 - 1 ) lhlTk)x 

Аналогично получаем 
(2.51) 

+ + l l ^ + i g / K ) ! ! VWw */<**)• « / M 
(2.52) 
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Таким образом, r-алгоритм с помощью формул (2.51), (2.52) 
может быть записан в Я-форме. Так как матрицы Нк являются сим-
метричными, для их запоминания достаточно п (п + 1)/2 ячеек. 
Преобразование Hh Hk+i требует примерно 2п2 операций умно-
жения. Определенные дополнительные осложнения при примене-
нии описанной схемы связаны с тем, что из-за накопления погреш-
ностей вычислений при больших k возмущенная матрица Нк перес-
тает быть положительно определенной, что препятствует получе-
нию решения задачи с высокой точностью. Особенно это заметно при 
решении задач на ЭВМ с относительно короткими ячейками памяти 
(например, на ЕС ЭВМ). Поэтому при использовании г-алгоритма 
в Я-форме приходится работать со сдвоенными ячейками и двойной 
точностью вычислений. Первоначальная В-форма вычислений гораз-
до более устойчива к погрешностям округления. Поэтому, если тре-
бования к точности результатов высоки, нужно использовать В-фор-
му г-алгоритма. 

З а м е ч а н и я : 1. Алгоритмы типа ОГСРП и метод эллипсоидов 
также могут быть записаны в Я-форме. При использовании такой 
формы алгоритмов нужно обязательно принимать во внимание воз-
можное накопление погрешностей округления и связанную с этим 
неустойчивость вычислений при небольшой используемой разрядности. 
Вычислительные эксперименты с различными формами алгоритма 
эллипсоидов описаны в [120]. 

2. Запишем формулу перехода Нк —>- Нк+\ в известном методе с 
переменной метрикой Давидона — Флетчера — Пауэлла (ДФП). Она 
имеет следующий вид [60] : 

HhSk^kHh bxkAxTk 

Н = - {HhAh, AFT) + І Д ^ Г ' ( 2 - 5 3 ) 

где Axk =Xk-i-i — Ч- По внешнему виду формулы (2.51) и (2.53) 
похожи. При р = 0 из (2.51) получаем формулу 

н - и нь\ь\нк Hk+i — Нк ( / / А А ) , (2.54) 

соответствующую методу проективных сопряженных градиентов [112]. 
Несмотря на очевидное формальное сходство, нужно иметь в виду, 

что методы с переменной метрикой и методы сопряженных градиен-
тов построены с учетом возможности удачной аппроксимации мини-
мизируемой функции в окрестности минимума квадратичной функ-
цией. Так, при определенных условиях в методе ДФП последователь-
ность матриц Нк стремится к матрице, обратной матрице гессиана в 
точке минимума, г-алгоритм применим к гораздо более широкому 
кругу негладких задач, где вопрос о хорошей аппроксимации квад-
ратичной функцией просто не имеет смысла (например, для кусочно 
линейной функции, гессиан которой почти везде равен 0). 

При решении задач минимизации высокой размерности (поряд-
ка 103 и выше) представление операторов Вк (или Нк) в матричной 
69. 



форме требует большой памяти, а их преобразование — большого 
объема вычислений. В тоже время может оказаться, что ограничения 
по времени вычислений не позволяют выполнить большое число итера-
ций r-алгоритма. В этих условиях может оказаться полезной идея 
представления операторов Hh в форме указания отличных от 1 соб-
ственных чисел и соответствующих собственных векторов. Техника 
преобразования информации об операторе Нк при переходе Hh->-
-»- Hk+\ рассмотрена в [99]. 

§ 5. Методы эллипсоидов 

Большое внимание в последние годы привлек так называемый 
метод эллипсоидов, развитый независимо в работах [93, 96], кото-
рый можно рассматривать, с одной стороны, как частный случай 
метода ОГСРП с постоянным коэффициентом растяжения простран-
ства и шаговым множителем, меняющимся по формуле геометри-
ческой прогрессии; с другой стороны, этот метод представляет собой 
метод последовательных отсечений, в котором область локализации 
решения аппроксимируется на каждом шаге эллипсоидом. Предложен-
ный первоначально для решения задач выпуклого программирова-
ния, этот метод легко обобщается на более широкий класс задач на-
хождения аналогов неподвижных точек векторных полей специ-
ального вида. 

Пусть на Еп задано векторное поле g (х), не обязательно непре-
рывное, g (х) ЕЕ" (х £ Е"). Найдем такую точку х*, что (g (х), х — 
—х*) ^ 0 при всех х (Е Еп. Допустим, что эта задача имеет решение, 
причем известно, что X* £ 5 (х0, R), где S (х0, R) — замкнутый шар 
с центром в точке х0 и радиусом R. 

Рассмотрим следующий итеративный алгоритм решения указан-
ной задачи при п > 1 (при описании этого алгоритма будем предпо-
лагать, что g (х) Ф 0 при х Ф х*). 

Перед началом і ычислений имеем: х0 g Е", Вп = 1п — единичная 
матрица, h0 = R/{ti + 1). Пусть на k-ш шаге мы получили: хк £ Е", 
Bh — матрица п х п, hk > 0. На (k - f 1)-м шаге тьписляем: 

1) g(xh); если g{xh) = 0, то хк — искомая точка; 

2) = B f i X h ) ; (2.55) 
II Bh§ (*h) II 

3) xk+i = xft — hkBhlh; (2.56) 

4) Bk+l = BhR^lk), P = K ( n - l ) / ( n + l ) , (2.57) 

где Rfi (lh) — оператор растяжения пространства в направлении lh с 
коэффициентом р; 

5) hk+l = hhr, г = п/|/ п2—1. (2.58) 
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Т е о р е м а 2.20. Последовательность генерируемая алго-
ритмом (2.55) — (2.58), удозлетзоряет неравенству 

| | Л ( * * - * * ) І К М я + 1 ) , £ = 0,1, . . . ; (2.59) 
здесь Ah = В/Г1-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство проведем индукцией по k. 
Для k = 0 неравенство (2.59) переходит в ||л:0 — и гыпол-
няется по предположению. Предположим, что (2.59) выполняется для 
k — k. Докажем его выполнение для k = k + 1 • 

Пусть для краткости Ah (xk — х*) = zh, а = 1 /|3; тогда 

II II2 = || Ra (h) (Ч - hk) II2 = Ifc - Чі + ( « - ! ) ((Ч -

- h k ' к ) к ) II4 = IIЧ + ( - « h + ( « - ! ) (Ч> к) ) к II2 = 

= II II2 - Щ (zh £й) а2 + (а2 — 1) (Ч> кГ + «2>»1 = И*ї II2 -

- % (z-k, l-k) JJ±f + ё,)2 + -J±i- h\ . 

Заметим, что 

(Ч к) = —^ И* (** - х*), Big (x-k)) = (xk-x*, g ( ^ ) ) > 0 ; 

здесь g(x-k) = B'%g(xg), (z-k, l-k) <||z s |Kft s (n + 1). Отсюда 

T=T" кГ ~ 2h-k у < -^-p [(zj. І,-)2 - (zh = 0. 

Таким образом, 

II < II ч II2 + hl< ( " + ^ + " ё т ЛІ = 

откуда следует справедливость (2.59). Теорема доказана. 
Множество точек х, удовлетворяющих неравенству 

IIЛ (Xh - *)|| < (П + 1) к = R 
представляет собой эллипсоид Ф/(, объем которого v (Фл) равен 
v0Rn (піУ^п2— l)"ft/det Ak, где v0 — объем единичного n-мерного шара. 
Получаем 

О (Ф^+|) fo/УЯПГТ)" det Ah __ (я/УЯГ^П)" det Ak _ 
v (Фй) = det ~ det Ra (|h) det _ 

- 4 ^ r - K J f f l ^ b ) " - » . < " • » • « « > 
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Таким образом, объем эллипсоида, в котором локализуется и с-
комая точка, в соответствии с неравенством (2.60) убывает со ско-
ростью геометрической прогрессии со знаменателем qn. 
« Рассмотрим возможность применения описанной процедуры для 
решения ряда задач математического программирования. 

1. Задача минимизации выпуклой функции на шаре. Пусть на 
Е" определена выпуклая функция / (л:). Требуется найти минималь-
ное значение этой функции на шаре 5 (х0, R) = {х: || х — х0 Ж 

Пусть x*€S(x0, R) — искомый минимум. Тогда для всех 
€S(x„, R) 

(gf(x),x-x*)^f(x)-f(x*)^ 0. 
Для х ^S (х0, R) 
(х — х0, X — X*) = IIX — х0 II2 — (х — х0, X* — х0) > 

>11* —*oll (II * — *о II — II ** — *о II) > 0. 
Таким образом, можно построить векторное поле g (я), удовлетво-
ряющее свойству (g (х), х — х0) ^ 0 (х 6 Еп) следующим образом: 

s w |(х — х0)!\\х — х01|, x<£S(x0,R). 

Применим для решения нашей задачи алгоритм (2.55) — (2.59), 
определив g (х) указанным образом. Тогда в соответствии с формулой 
(2.60) получим, что объем области, в которой локализован минимум, 
убывает со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем 

Рассмотрим случай, когда min f (х) достигается в точке х*, яв-
х£Еп 

ляющейся внутренней -ьч'кой шара S (х0, R). Так как алгоритм 
(2.55) — (2.59) применительно к задаче минимизации функции / (х) 
фактически реализует метод ОГСРП с небольшими изменениями, то 
для оценки скорости сходимости по функционалу можно применить 
теорему 2.12. Получаем следующую оценку: 

р„ = min || в: g (Xi)\\ < ' (2'61) 

у сс — 1 
dh = max II g (х;)||. 1 

Пусть мимимум в (2.61) достигается при і = і (k). Тогда 

Р* = (ХІШ — х*, g (хцк))) = (Ат (хт — х)*, B*mg (хт)) < 
, db Л/к (а2 — 1) d. іД (а2 — 1) 

< II Ат (хт - х*)\\ k V " < hm (п + 1) < 

Rd.-]/k (а2 — 1) 
•К fi/n 
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Заметим, что если хт £ S (х0, R), то g (хт) = ..Лу ., и, так 
II * — *о II 

как х* лежит внутри 5 (хв, R), (хц^ — х*, гт—^ V ) ^ б > Таким 
II хт — хо 

образом, из того, что следует, что, начиная с достаточно 
больших k, хт £ 5 (х0, R). Но если хт 6 5 (хп, R), то g (хт) = 
— Ej (%т) и справедливо неравенство 

/ (хт) - / (X*) < {gf (хт), хт - х*> < qk/n. 
У 1 _ р2 Л/л 

Таким образом, если min / (х) достигается в точке х*, являющей-
с я " 

ся внутренней точкой шара S (х0, R), то при использовании алгоритма 
вида (2.55) — (2.58) отклонение «рекорда» по функционалу от f (х*) 
удовлетворяет неравенству 

rh = min (/ (х;) - / (х*)) < R d k J k { a ] ~ l ) tf*. 

Если при всех k = О, 1, ... x f tgS(x 0 , R), то можно получить более 
точную оценку 

f{xk)-f{x*)KcqT 

ДЛЯ некоторой подпоследовательности {feJiLl, используя теорему 
2.11. При больших п qn хорошо приближается асимптотической фор-
мулой qn~ 1 — 1/(2я). Отсюда следует, что, хотя rh сходится при-
мерно со скоростью геометрической прогрессии (если пренебречь 
медленно растущим множителем Yk) , при больших п знаменатель 
этой прогрессии близок к единице, т. е. практически скорость схо-
димости может оказаться медленной. 

Положительным свойством алгоритма (2.55) — (2.58) является то, 
что гарантированная скорость сходимости зависит лишь от размер-
ности пространства и не требует знания специфических особенностей 
функции / (х). 

2. Общая задача выпуклого программирования: найти 
m in /0 (х) (2.62) 

при ограничениях 
Ы * х 0, / = 1 ,2 т ; х£Еп, (2.63) 

где /v(x) — выпуклые функции, определенные на Е'\ gv(x) — со-
ответствующие субградиенты (v = О, 1, ..., т ) , причей имеется ап-
риорная информация, что оптимальная точка х* существует и нахо-
дится в шаре 5 (х0, R) (формально к системе ограничений (2.63) мож-
но добавить ограничение || х — х„ || sSC R). 

Пусть п >• 1. Рассмотрим поле g (х), построенное следующим 
образом: 

#0 (х), если max /г (х) < О, l«i«m (2.64) 
gi> (х), если max ft (х) > 0. 
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Покажем, что (g(x), х — х * ) > 0 при всех х£Е". Если max Д-(л;Х О, 
1 ^ i^rrt 

то g (х) --=g0(x) и (g (х), х—х*) = (g0 (*), х — х*) > /0 (х) — /0 (х*) > 0. 
Если max ft (х) > 0, то g (х) = gi> (х), причем / ( . (х) > 0, /г, (**) < 0, 

1 
поэтому (g (х), X — х*) = (л:), х — х*) > /,-. (х) — /,-. (л;*) > 0. Таким 
образом, (g (х), х — х * ) ; > 0 при всех х£Еп. Используя это неравен-
ство, применим для локализации алгоритм (2.55) — (2.58), вычисляя 
g (х) по формуле (2.64). 

Из теоремы 2.20 Еытекает, что после k шагов алгоритма (2.55) — 
(2.58) х* будет локализован в эллипсоиде объемом v (Фй) = v0q* (v0- -
объем шара 5 (х0, R)) с центром в точке хк. 

Отметим, что этот результат не изменится, если во второй форму-
ле (2.64) вместо gi. (х) брать g-(x), где і — произвольный индекс, для 
которого f](x)> 0. 

3. Задача о седловой точке. Пусть задана выпукло-вогнутая функ-
ция двух векторных переменных х 6 Еп, у £ Ет, z = {х, у)£Е" х Ет = 
^ £'"+m) z* — седловая точка этой функции, z„ — заданное начальное 
приближение и априори известно, что || z0 — 

Рассмотрим псевдоградиентное множество 

G(z) = Gf(x, у) х (-Of(x, у)), 

где Gf (х, у)—множество частных субградиентов функции f(x, у), рас-
сматриваемой как функция от х при фиксированном у, — G f ( x , у)— 
множество субградиентов от функции — / (х, у) по у при фиксиро-
ванном X. 

Сформируем векторное поле g (г) следующим образом: 

ё (г) = {gf ( г ) , - gf ( z ) } ; gf (z) Є Gf ( z ) ; gf ( 2 ) 6 Gf (z). 
Покажем, что (g(z), z — г * ) ^ 0 . Из определения седловой точки 
следует, что f(x,y*)^f(x*, У*)^ f (х*, у). Далее, 
0 < f (х, у*) - f (х\ у) = / (х, у*) — f(x,y) + f (х, у) - f (х*, у) < 

< (gf (г), х - х*) - (gy (г), у - у*) = (g (г), г - г*) 

Таким образом, для локализации седловой точки z* можем приме-
нить алгоритм (2.55) — (2.58). 

К алгоритму типа (2.55) — (2.58) можно прийти, исходя из схе-
мы последовательных отсечений. А. Ю. Левин в 1965 г. предложил 
для минимизации произвольной выпуклой функции и решения задач 
выпуклого программирования метод центрированных сечений [44]. 
Суть этого метода состоит в том, чтобы, используя информацию о 
локализации оптимума в некотором выпуклом замкнутом многогран-
нике, на каждом шаге находить центр тяжести этого многогранни-
ка и вычислять субградиент в этой точке. Тогда оптимум будет нахо-
диться по определенную сторону от соответствующей опорной ги-
перплоскости к линии уровня, и часть многогранника, лежащую в 
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другом полупространстве, отделяемом гиперплоскостью, можем от-
сечь. Опираясь на геометрическую лемму (см. [44]), можно показать, 
что на каждом шаге отсекается не менее чем (п/(п+ 1))"-я часть объема 
многогранника, что приводит к убыванию объема области локализа-
ции со скоростью, не меньшей, чем скорость убывания геометри-
ческой прогрессии со знаменателем Qn — 1 —(п/(п 1))" (при боль-
ших п Qn « 1 — Me). Однако этот алгоритм при 3 оказывается 
практически непригодным, так как вычисление центра тяжести много-
мерного многогранника — весьма громоздкая процедура. Д. Б. Юдин 
и А. С. Немировский [95] предложили для решения задачи выпук-
лого программирования модифицированный метод центрирован-
ных сечений (ММЦС). Пусть оптимум х* локализован в шаре S [х0, R). 
Проведем гиперплоскость (g (х0), х — х0) = 0- Область локализа-
ции х* сужается до полусферы. Опишем вокруг этой полусферы эл-
липсоид минимального объема, центр которого лежит на луче х0 — 
— hg (х0), h >• 0; эллипсоид оказывается сплюснутым в направлении 
g (х0). Для того чтобы цикл вычислений замкнуть, нужно превратить 
эллипсоид в шар, для чего достаточно произвести растяжение про-
странства в направлении g (л;0) с определенным коэффициентом. Та-
ким образом, схема отсечения естественным путем приводит к алго-
ритму градиентного типа с растяжением пространства в направле-
нии градиента. 

Следует отметить, что схема отсечения позволяет генерировать 
целое семейство алгоритмов различной сложности. Например, если 
производить операцию вложения области локализации х* в эллипсо-
ид после двух отсечений, то нам потребуется, вообще говоря, растя-
жение пространства в двух направлениях. Следует ожидать, что ско-
рость сходимости при этом значительно возрастет по сравнению со 
-скоростью сходимости алгоритма (2.55) — (2.58). 

Хотя метод эллипсоидов сходится по функционалу в определен-
ном смысле со скоростью геометрической прогрессии, требуется при-
мерно 4,6 пг итераций, чтобы гарантировать уменьшение в 10 раз 
отклонения рекорда по функционалу от оптимального значения. 
Это практически медленная сходимость. Поэтому были предприняты 
определенные усилия, чтобы, оставаясь в рамках общей схемы метода 
эллипсоидов, ускорить сходимость. 

При конструировании алгоритмов этого типа обычно используют-
ся два обстоятельства. 

1) Возможность проведения более «глубоких» отсечений. Напри-
мер, если мы решаем задачу выпуклого программирования (2.62), 
(2.63) и в точке х0 для некоторого і = і fr(xо) > 0 , то в качестве 
отсекающей гиперплоскости можно использовать следующую: 

I h (ч) \ 
Р « ( * Щ (*0), х - Х о ) + - ї ф г у г - О) . (2.65) 

Если для всех і = 1, ..., т ft(xo)^0 и f(x0)>f, где f—достигнутый 
рекорд по функционалу, то в качестве отсекающей гиперплоскости 
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можно взять 

Р = \х-(gf (*„). * - * » ) + ffi^f - о } ; (2.66) 

при этом свойство правильности отсечения не нарушается. Указан-
ные в (2.65), (2.66) гиперплоскости отличаются от используемых в 
простейшем алгоритме (2.55) — (2.58) параллельным сдвигом в сторо-
ну более сильного отсечения области локализации. Величину f в 
формуле (2.66) назовем кснстантой сдвига; в (2.65) / = 0. 

2) Описание нового эллипсоида вокруг полученной области лока-
лизации можно производить после двух или большего числа правиль-
ных отсечений предыдущего эллипсоида. При этом следует ожидать 
более быстрого (в среднем на одно отсечение) уменьшения объема 
области локализации. 

На основе указанных возможностей разработано несколько ва-
риантов алгоритмов с кратными-(в основном двойными) и «глубо-
кими» отсечениями [21, 98]. Основную техническую сложность пред-
ставляет нахождение эллипсоида минимального объема, описанного 
вокруг тел, получаемых из сферы после двух или большего числа 
отсечений. Заметим, что после г-кратного отсечения сферы (г •< п) 
оптимальный эллипсоид сохраняет из-за свойств симметрии п — г 
одинаковых главных осей, так что для превращения его в сферу 
потребуется не более чем г преобразований типа растяжения простран-
ства. 

Остановимся подробнее на случае г = 2. 
Стандартная ситуация заключается в следующем: рассматрива-

ется задача минимизации выпуклой функции f (х), задана п-мерная 
сфера S0 = {х : || х — х0 || ^ г0} — область локализации минимума— 
и константа сдвига J. Предлагается следующая процедура конст-
руирования отсекающего тела. Вычислим значения / (х0) и gf(x0) и 
получим 

Р (х0, / ) = { * : (g, (Х0), х- х0) + = о) 

— первую отсекающую гиперплоскость, Н (л:0, / ) — отсекаемое этой ги-
перплоскостью полупространство. Вычисляя f (х) и gf(x) в точке х 
интервала Z0 = {х : х = х0 — tgf (.х0), 0, х б5 0 } , мы получим Р (х, /)— 
вторую отсекающую гиперплоскость, Н (х, J) — отсекаемое этой гипер-
плоскостью полупространство (в направлении антиградиента). 

Выбор локализующего тела Т может быть в зависимости от ситуа-
ции осуществлен двумя способами: 

1) пусть {gj(x), gf [х0)) > 0 («односторонние» отсечения); тогда в 
качестве Т возьмем тот из сегментов Н (х0, f) П S0 и Н (х, /) П 50, 
который дальше от точки xQ; 

2) пусть (g[(x0), gj(x))^ 0 («встречное» отсечение). Положим W = 
= Н (*о. Г) П Н (х, 7) и V =Р (л-0, /) П Р(х, J)' и зафиксируем точку 
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v0£V, лежащую в плоскости, которая проходит через х0 параллельно 
gf(x0) и gf(x)• Если о0 ^ int So, то в качестве Т выбирается слой 
(фигура, получаемая в результате пересечения сферы двумя параллель-
ными гиперплоскостями) минимальной толщины, содержащий W f| 
Если v0 f_ int S0, то в качестве T гыбирается так называемая s-пирами-
да П = W П S0. Таким образом, выбор точки и g (х) однознач-
но определяют форму локализующего тела: сегмент, слой или s-пира-

мида. Для этих фигур выведены форму-
лы, задающие параметры описані ых эл-
липсоидов минимального объема. 

Дадим вывод соответствующих фор-
мул для слоя. Пусть слой задается 
двумя параллельными гиперплоскостя-
ми Pi и Рг (основания слоя). Обозна-
чим расстояния от х0 до Рг и Рг соот-
ветственно через d и Я (d < Я). Из гео-
метрических соображений ясно, что опи-
санный эллипсоид минимального объе-
ма Ф будет представлять собой тело 
вращения (вокруг оси, проходящей через 

точку х0 в направлении gf{x0)) соответствующей размерности, поверх-
ность которого проходит по множеству точек пересечения поверхнос-
ти сферы с плоскостями Ру и Р2 (рис. 2.2). Для определения парамет-
ров эллипсоида Ф достаточно найти величину t расстояния от цент-
ра Ф до верхней полуплоскости Ру. 

Пусть координатные оси xlt ..., хп—\ соответствуют п — 1 одинако-
вым осям эллипсоида, ось у коллинеарна gf(x0), а начало координат 
совпадает с центром Ф. Тогда в этой системе координат поверхность 
эллипсоида будет удовлетворять следующему уравнению: 

XQ 

" 4 v - t " - J ^ 
/) Рг 

Рис. 2.2 

п—1 

І-1 
_i_ У 
+ ~w = 1. 

Далее, она проходит через точки е координатами (V7/?2 — 0, ... 
..., О, /) и (V R2 — Я2, 0, ..., О, Я — d — t). Учитывая это, определим 
а2 и 

(Яг - А2) 
+ 

(Н — d— / ) 2 

откуда 
Г* - Р 2 Л2 | ( Я + d) a ' ( t f - d - 2 Q v

 fl_ b 
a ~ K й + (Я — d — 2t) ' ^ ~ (H + d) ' 

Заметим, что Я — d — It > 0, т. e. t < . Далее имеем 
(2.67) 

у ї (ф ) = cno2^-4fe2 = cna2" (H- • 2t) 
(H + d) 

<2 (H + d) (H — d — 21) in (Ф) - ; + „ in - * + ) + in 
d) 
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Определим оптимальное значение (, приравняв производную 1л у2(Ф) 
нулю. Получим уравнение 

n(2t (Н + d)~ 2 (R*-d*)) 2 (я - 1) _ 
(R2 — d2) (Н— d — 2t) + t3 (Н + d) H — d — 2t ~ 

которое преобразуется в квадратное: 

t2 (Я -4- d) (п + 1) - 2t [(R2 — d2) + j + _ ^ _ d)==a 

(2.68) 

Меньший корень t* указанного квадратного уравнения соответст-
вует эллипсоиду минимального объема (больший корень не удов-
летворяет условию t < (Я — d)/2). 

Получив t*, легко получаем центр х® описанного эллипсоида 
Ф: 

х = v Ц* I d) Bf (Х0) ХФ Х0 (T + A J | U F ( * O ) ( | • 

По формулам (2.67), (2.68) вычисляем а и Ь. Для того чтобы превра-
тить эллипсоид в сферу, достаточно произвести растяжение простран-

gf (*о) . , а 
ства в направлении ,. ,• ... с коэффициентом растяжения a = -г- = 

II gf 1*о)Н 0 

= j /~ ^ ^ ^ . Эти формулы мы можем использовать для уточ-
нения алгоритма ОГСРП (2.32) — (2.35) в том случае, когда известны 
значения функции в точке минимума /*, «константа роста» функции М 
в неравенстве 

(gi (х), х - х*) < М (/ (х) — f (х*)), М > 1, (2.69) 
и оценка расстояния до точки минимума: 

II *о — ** II < R- (2-70) 
Из (2.69), (2.70) следует, что х* принадлежит некоторому слою, 

заключенному между двумя параллельными гиперплоскостями Рх 
и Р2, где 

Pi ={х: (gf (х0), х — х0) = / (х0) — /*} , 

Р* = {х: (gf (*„), x-x0) = M(f (х0) - /*)}. 
Расстояние от х0 до верхнего основания Р1 равно 

(Г(хо)-Г) 
Не (4)11 ' 

до нижнего основания Рг — равно 

„ M{f(x0)-n 
l| g(*o)ll 

Подставив Я = Md в (2.68), получаем квадратное уравнение 
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относительно t: 

л о W W-d* (М - 1) nd \ 1) _ п 
М (я+ 1)(Л1+ D d "

1

" 2(П+1) / ' (я+1)(Л1+1) 

Искомый корень t* представляется в виде 

t* = пА /„ + " + ' (М2 - 1) -* 2 ( л + 1)(/И + 1) І1* ^ п у 

(2.71) 

j/V + J^zl {М2_ I ) 2) f (2.72) 
где 

9 — d* _ М2 -

Подставляя (2.72) в (2.67), получаем 

Р2 = £ = ( в + . ) й + 1 ) ' ц . 

Радиус нового шара после операции растяжения равен большой по-
луоси эллипсоида Ф: 

а = У 2 ( Г " - . ) ] / + • (2.74) 

Отношение q объема Ф к объему S0 задается формулой 

9 = р (a/R)n. (2.75) 

Подставляя в нее выражения для Р и а, получаем: 

, , » і - y i + і х 

і ) - , * 
X • (2-76) 

При больших п справедлива асимптотическая формула 

_ Уи." -{- (М2— 1)а —ц Ч — /МЛ. 1\2 Л (М + I)2 

х е х р 1 У ^ - К ^ + і у - С Л І ' + І) j + о ( 1 ) . 

Максимум по р, выражения, стоящего в правой части формулы (2.76), 
достигается при р. = 2М и равен ((М — 1 )/(М + 1)) . Таким об-
разом, если константа роста М невелика и известно /*, то использо-
вание шаровых слоев может обеспечить гораздо большую скорость 
сходимости, чем простейший вариант метода эллипсоидов. 
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Отметим, что при Н = R вместо шарового слоя получается сег-
мент, при этом уравнение (2.68) приобретает вид 

(п-f l)p — t(R — d)(n + 2) + (R — df = 0. (2.77) 
Пусть R — d—h. Меньший корень уравнения (2.77) t* = /г/(д+ 1). 

При этом 

— V ^ r V ^ - - ( " 8 > 

6 - - І т , a - ^ = = r V V R - h ) h . (2.79) 

Уменьшение объема за одну итерацию равно 

_ ап~1Ь _ h_ / / „ А\ М ( , , - 1 ) / 2 / га я 
q ~ ~ Л \\ R ) R ) Іу^П / я + 1 ' 

Пусть задана система из m (m^.n) неравенств 

( & . * ) < / / . / = ] , . . . , « , (2.80) 
таких, что векторы g t , g2, •••, g m линейно независимы и (gh gj)^0 
при і ф ) . Тело 

W={x:xfEn, ( & , * ) < / „ i= 1, ..., m), (2.81) 

представляющее собой пересечение полупространств, задаваемых 
неравенствами (2.80), непусто. Далее, множество 

V = {х: х£Еп, (gi,x)=fi, i=l, .... m) 

является (л — т)-мерным линейным многообразием, V Щ W. Для 
характеристики взаимного расположения W и n-мерного шара S0 ~ 
~ {х : II Л; — х01| sc; г0} выделим точки v0 и w0, определяемые соот-
ношениями 

||*о — f o i l = min ||*0 — * ||, ||*0 — ш0 | | = min ||*о — * II. 
x£V x£W 

т. e. v0 является проекцией *o на линейное многообразие V. При за-
данном шаре S0 будем рассматривать лишь такие тела W вида (2.81), 
для которых выполняются условия 

v0 £ intS0, x „ £ i n t W. (2.82) 

При выполнении для тела W вида (2.79) и шара 5 0 = {* : !| * — 
— Ж го} условий (2.82) тело П = W f| S0 назовем s-пирами-
дой, образованной на основе шара S0, или просто s-пирамидой. Точ-
ку v0 назовем вершиной s-пирамиды П. Если v0 = w0, то s-пирамиду 
назовем регулярной, в противном случае — нерегулярной. 

Для аналитического описания s-пирамиды нам понадобятся неко-
торые конструкции. Пусть L (аи а2, ..., ог) — линейное простран-
ство, определяемое набором линейно независимых векторов а1г 
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<г2, ...,ai^En, L* (av а2, ..., at) — ортогональное дополнение к L (а,, а2,... 

.., а,), К ( а 1 г а 2 а,) = jx : х = 2 К а ь К ^ 0, 1 — 1, ..., /|—много-

гранный конус, натянутый на «остов», аг , а2, . . . ,аг — «ребра» конуса. 

Через Г (a lt а2, ..., щ) обозначим матрицу Грама векторов аг, а2, ..., аг: 

Г (av а2, ..., а,) = K/}-,/=i. = (flj. а/)-

Известно, что detT(a1 , а2, а г ) ^ 0 , причем для линейно независимых 
векторов аъ ..., аг неравенство строгое. 

Пусть b = Ь(п)) — произвольный вектор. Обозначим через 
N(b,~L(alt ..., щ)) ортогональную составляющую этого вектора к под-
пространству L(alt ..., щ). Если Ь0 = N(b, L(au ..., а,)), то b — Ь0 = 

і 
= 2 ПРИ э т ом находятся из системы уравнений 

і=і 

2 (а„ «;) = (&, а,), / — I /. (2.83) 
!=i 

матрица коэффициентов которой совпадает с матрицей Грама Г (a lt ... 
..., щ). Отсюда для b0 = N(b, L(alt ..., аг)) получаем следующее Еьпа-

жение [16]: 

, (2.84) 

в котором й;, ft' — /-е координаты векторов at и b соответственно. 
В определении тел V и W участвуют линейно независимые вектора 

ёъ § т такие, что (gt, gj)s^ О (ІФІ). Ясно, что V = У0 -г L*^,... 
ёт)- Если дг, qt, ..., qn—m — некоторый базис в подпространстве 

L*{gi ЄЛ то 
V = и0 + L{qlt ..., qn-m). 

s 
Рассмотрим векторы 

Pt = -N (ff„ Z- (gt, ..., ..., gn)). 

Эти векторы являются образующими конуса, который получается 
при пересечении тела W с L (glt ..., gm). Легко показать, что ръ .... 
.... рт линейно независимы, (ри pj) > О, L [gu •••, g j = L (pl%.... pj. 

Тело W запишется в следующем виде: 

W=v, +К (pi, p j + L' ( A , p j . 
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Зная строение тел V и W, нетрудно описать строение s-пирамиды 
П, которую можно представить в виде «дольки», вырезаемой в шаре 
S0 совокупностью из т гиперплоскостей. Гиперплоскости попарно 
расположены под нетупыми углами и пересекаются по (п — т)-мерно-
му линейному многообразию 

V = v0 + L(gi 7„_m) = Ln~m. 

Многообразие Ln~m имеет общие точки с внутренностью шара S0, и 
среди таких точек ближайшей к х0 является точка v0 — вершина 
s-пирамиды П. Далее, П симметрична относительно ортогонального 
к Ln~m и проходящего через х0 линейного многообразия 

Lm-V0 + L(plt...,pm). 

В пересечении П с Г обрчзуется m-мерное тело 

я = [1»о + К (pi, -ьРт)] П50, 
которое будем называть с-пирамидой, соответствующей s-пирамиде 
П с вершиной v0. Тело я представляет собой часть /n-мерного конусо-
образного тела (заключенную в шаре S0), полученного сдвигом кону-
са к (Pi, ..., Рт) на вектор v0. Ребра pv . . . , рт конуса K(pv ..., рт) 
могут быть выбраны путем умножения на положительные скаляры 
так, чтобы и0 + рх, ..., v0 + рт принадлежали сферической по-
верхности шара S0. Всюду ниже будем предполагать, что векторы 
Pi> •••> Рт удовлетворяют указанному условию. При таком выборе 
ребер однозначно определен m-мерный! симплекс М с вершинами в 

точках и0, v0 + рх, ..., о0 + рт-
Введем следующие обозначения: t (а0; ах ат) — m-мерный симп-

лекс с вершинами в точках а0, а0 + av ..., а0 + ат\ с (а0; ах, ..., ат) — 
с-пирамида с вершиной а0 и ребрами аи ..., ат\ s (а0; alt..., ат)—со-
ответствующая s-пирамида. 

Очевидно, что 
М = t (v0\p i t . . . ,р т ) ; 

я = с (о0; Pi рт)\ 
ГІ = s (v0\ pi, ..., ртУ, М с я с П . 

Л е м м а 2.1. Пусть П = s(и0; ри ..., рт)—регулярная s-пирамиді^ 
образованная на основе шара S0 — {х: || х — х01| ^ г0}. Тогда 
II Pi II < г0 (і «= 1 т). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как ||у0 — х0 + || = г, достаточно 
показать, что (v0— х0, pt)^0. Рассмотрим множество точек вида 
х (К) = v0 + Хрі, X Є (0, 1). Очевидно, х (X) £ №. Имеем 

II * о - * М I I 2 « И * о - » 0 I I а + * | | Pt | | 2 ( X + 2 (v0 - *0, л)/|| Pi ||2). 
Если (v0 — х0, pt) < 0, то при достаточно малом X > 0 || х0 — х (>»)j|2«Ŝ  
^ || х0 — v01|2, что противоречит регулярности s-пирамиды П. Таким 
образом, (v0— х0,p).^z0, откуда шгекают оценки И/^И^/о 0 ™ 
= 1, ...,т). 

6 в . С. МИХАЛЕВИЧ и др. 



Без ограничения общности можно считать, что все используемые 
выше векторы из Е" заданы координатами в ортонормированном 
базисе elt е2, ..., еп таком, что 

L (elte2, ...,ет) » L (pit р2,..., An), 
L (Єт+1» Єт+ Єп) e L (Яі> Яг Яп\)~ 

Поэтому у любого вектора pt (і — 1, 2, ..., т) (п — т) последних 
компонент равны 0, т. е. pt = {ри, ..., рті, 0, ..., 0}. Поэтому 
эти векторы можно рассматривать как векторы в L (ех, ..., ет) — 
т-мерном подпространстве, в котором задана с-пирамида л. Введем 
матрицу Р ~ ь элементы /-го столбца которой совпадают с 
первыми т компонентами вектора р}. 

Т е о р е м а 2.21. Пусть локализующее тело — регулярная s-nupa-
мида П = s (v0; рх, р2, ..., рт), образованная на основе шара 5 0 - -
=» {х: || х — х01| г0}. Тогда существует включающий П п-мерный 
эллипсоид Ф(П) с центром в точке у0 такой, что 

- - ( / . (2.85, 

^ При этом в некоторой ортогональной системе координат (с на~ 
чалом в точке v0) в Еп эллипсоид Ф (П) задается неравенством 

т п 
2 W i + К - її *о - Оо II2)-1 2 2? < 1, 

причем параметры, qi} являются элементами симметричной матрицы 

Q - . « ( Р - У Р - 1 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ф — семейство /i-мерных эл-

липсоидов, имеющих своим центром точку и0. Построим (минималь-
ный по объему) эллипсоид Ф (II) 6 Ф, включающий П. При этом 
мы будем учитывать симметрию П относительно линейного многооб-
разия Lm. Из п главных осей Ф (П) т связаны с линейным многооб-
разием Lm, а остальные п — т — с линейным многообразием Ln~m-
Величины полуосей Ф (П) обозначим a l t ..., ап . Значения величин 

..., ап в силу симметрии равны между собой и вычисляются по 
формуле аг « р — Yrl — II х0 — v01|2, i = m + 1 п. Меньшими at 

не могут быть, так как р — расстояние от v0 до принадлежащих П 
точек пересечения Ln~m со сферической поверхностью шара S0. По-
этому минимизация объема v (Ф (П)) сводится к минимизации объема 
m-мерного эллипсоида с центром в точке v0, описанного вокруг опи-
рамиды я = с (и0; рх,..., рт). 

Рассмотрим более простую задачу — найти /тг-мерный эллипсо-
ид с центром в точке v0, включающий симплекс М / (и0; plt ... 
..,, р т ) . Все m-мерные невырожденные симплексы аффинно подобны, то 
есть для любой пары Мх и М2 таких симплексов существует невырож-
денное линейное преобразование А такое, что АМХ —УИа. Отношение 

>2 



объемов тел в Ет инвариантно по отношению к таким преобразова-
ниям. Поэтому достаточно построить оптимальный эллипсоид для од-
ного «стандартного» симплекса, а затем при рассмотрении конкрет-
ного симплекса применить соответствующее линейное преобразова-
ние. В качестве стандартного возьмем симплекс А10 = t (и0; elt ..., ет) 
с ребрами из базисных векторов. В силу симметрии оптимальным 
эллипсоидом с центром в точке и0, включающим М0, будет шар 

S? — {х:||х — о 0 1 К 1; xeLm). 
Рассмотрим в Ет невырожденное линейное преобразование А, 

переводящее М в М0. Имеем Арі = et (І = 1 , 2 , . . . , m), или ЛР «= 
•=/от; отсюда А~1 = Р. Преобразование А~1 переводит УИ0 в М, а 
m-мерный единичный шар в m-мерный эллипсоид, полуоси которого 
соответствуют полуосям оптимального эллипсоида ср (М), включающе-
го М. При этом для произведения полуосей эллипсоида ф (М) имеем 

fllxa2 х . . . х ат = Л Ш р - = i ^ I = (detЛ"11 - \ d e t P |. 
1 2 т v (5S1) v («о) ' 1 

В Lm перейдем к системе координат с центром в точке и0 и с ортами 
еъ ..., ет. В этой системе координат эллипсоид ф (М) описывается 
неравенством (Qz, z) ^ 1, где Q — положительно определенная мат-
рица. Это неравенство получается из неравенства для шара (у, у) ^ 1 
после подстановки у = Az = P~xz. 

Таким образом, (Qz, z) = (P~lz, P _ 1 z) = ((P~x)*P~lz, z), откуда 
Q = (P~)'P~\ 

Теперь покажем, что эллипсоид ф (М) включает не только симп-
лекс М, но и всю с-пирамиду п. Рассмотрим произвольную точку у 
на сферической части границы тела я0 = с (0; ех ет). Она мо-
жет быть представлена в следующем виде: 

т т 

і 
Образ этой точки в п = c(v0\ р1г ..., рт) имеет вид 

т т 

/=1 £=• 1 
Для того чтобы доказать, что ф (М) :=> л, достаточно показать, 

что || х — х0 !| ^ г0. Без ограничения общности можно считать, что 
*0 = 0. Тогда || pi + v0 II = г0 (і = 1 т.). Далее, 

(Pi, О 0 )> 0; (Pi, Pj)>0, і, j = 1,..., m, (2.86) 
m 2 m / m \ 

І Й І * - " o 4 - 2 hPt I > | l Щ I I а + 2 $ I I Pt I I а + 2 v0, 2 hPi « 
i-i I \ (=i / 

m m m 
- I I f o I I s + 2 tf | l Pi I I а + 2 S (vo> P')+ 2 У (Ь - ti) ( y o . Pi), 

i-i i-i І- і 
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Из %t > %і и (2.86) получаем || х |]2 > 2 ** I' + Л f > r o < ч т 0 и тРе" 
І—1 

бовалось доказать. 
Оценим отношение объемов v (Ф (П))/у (S0). Эллипсоид Ф (П) в 

находится в точке v0l задан неравенством 
п 

Л - 1 
1 * 0 - о , I I Г З 

i = m + l 
(2.87) 

где Q = (Р - 1 )*?- 1 . 
Отсюда объем эллипсоида Ф(П) 

(Q*. г) 4- (rg - | 

о(Ф(П)) I det Q | 

Рис. 2.3 

Получаем равенство 

где kn — объем шара радиуса 1 в прост-
ранстве Еп. 

<7 = Р (ф (П>) 
»(S0) т 

г0 
I Х0 — Со I 

( я — т ) / 2 
[detPL 

Теорема 2.21 доказана. 
Величина | det Р | выражает объем параллелепипеда, построенно-

го на векторах ри ..., рт, и может быть значительно меньше, чем 
т 
П I Pi I Таким образом, q для регулярной s-пирамиды может 
(=1 
значительно отличаться от 1 даже при больших п. 

При т = 2 | det Р | •= I Pi | • \р21 -sin {plt р3) и, следовательно, 
? < s i n 

К сожалению, не всегда s-пирамида является регулярной. По-
строение оптимального эллипсоида, включающего нерегулярную 
s-пирамиду, сопряжено с определенными усложнениями, поэтому 
мы рассмотрим этот вопрос только для т — 2, тем более, что при 
т > 2 алгоритм, основанный на методе эллипсоидов, резко услож-
няется в целом. 

Пусть П = s (v0; ри р2) — нерегулярная s-пирамида. Рассмотрим 
плоскость L2, в которой расположена с-пирамида я »= с(и0; ри р2) 
(см. рис. 2.3). Прямые хР2 и окружность S0 представляют собой 
линии пересечения с L2 секущих гиперплоскостей 5°! и 5°2 (с градиен-
тами gi и g2 соответственно) и поверхности шара 50 , А = v0 — точка 
пересечения прямых и D — w0 — основание перпендикуляра, 
опущенного из х0 на ближайшую отсекающую гиперплоскость. 
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Положим Pl — АВ, р2 = АС и определим 
л — 
Pl = DB = Pi + (t»0 — w0), 
л —>• 

рг — DC — р2 + (t»0 — w0). 
A 

Получаем ay0 — va — ypit где 0 < у < 1. 
Л Л Л 

Рассмотрим определяемую векторами рг и р2 s-пирамиду n=s(m>0; 
/ \ /Ч /*Ч 

рі, р2У, П регулярна по построению. Построим оптимальный эллипсоид 
Ф(П), включающий П. Ниже даются условия, при которых Ф(П) 
включает П. 

Т е о р е м а 2.22. При выполнении неравенства 

У (Л. k ) + ( v + 1) (Pi. *о - и>о) < 0 (2.88) 
/ч 

справедливо включение П с Ф ( П ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим множество X «критических» 

точек, которые лежат на поверхности шара S0 и при ортогональном 
проектировании на L2 попадают на отрезок АВ (рис. 2.3). Для дока-
зательства теоремы достаточно проверить включение X с : Ф (II). 

Введем в Е" систему координат с началом в точке w0 и ортами 
е1г ..., еп, причем elt е2 6 L2. Точке х0 соответствует в этой системе 

^ -

координат вектор х0 = х0 — w0. Любой вектор х 6 Е представим в 
виде х = z + у, где г 6 L2, у _L ZA Из доказательства предыдущей 

•ч 

теоремы следует, что х = z + у 6 Ф (П) удовлетворяет неравенству 

(Qz , z )+ 9 11 y l t , К 0, (2.89) 
при этом выполняются соотношения 

(pi,Qpi) = ^, (а»<2Л) = ІІ 
(2.90) 

(Qft. Pl) = ( ft . QPi) = (в|, et) = 0. 
Пусть x = y + z £ X . Тогда справедливо соотношение ||г/||2 = 
9 ^ 

= >Ъ — II z — х 0 II2. Далее, найдется Я £ [0 ,1 ] такое, что 

z = ( l - K ) p i - % y } 2 . (2.91) 
Имеем: 

II z - 1|2 = || (1 - Я) (Pi - х0) - Я7 (р2 - х0) -Цу+1)х01|2. 
/ Ч Л / Ч / Ч /Ч / Ч 

Учитывая, что || pi — х01| = || р2 — х01| = г0, (р2, х0) -•= 0, получим: 

II 2 - х01|2 = r\ [(1 - Я)2 + (ЯТ)2] + 1| х0 II2 [ 1 - (1 - Я)2 - (ТЯ)2] -

- 2Я (1 - Я) 7 (pi, pt) - 2 1 ( 1 - Я) (v + 1) (ft , х0). 
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Из (2.88) имеем: 

I I У I I 2 - ('о ~ I I I I 2 ) [ 1 - ( 1 - W - (А/у)«] + 2К (1 - К) у {рг, р,) + 
+ 2 Ц 1 - Х ) ( 7 + (2-92) 

Неравенство (2.89) после подстановок (2.91), (2.92) с учетом (2.90) 
принимает вид: 

ІУ (Л. Рш) + (7 + 1) ( ft . *о)] < 0, 

откуда следует справедливость теоремы. 
Если условие теоремы 2.22 нарушено, то в качестве Ф (П) может 

быть взят эллипсоид Ф*(Т), где Т — слой минимальной толщины, 
содержащий П. 

Теперь мы можем приступить к описанию одного из вариантов 
метода эллипсоидов, когда локализующие тела строятся с помощью 
двух отсекающих гиперплоскостей ( т = 2). Пусть имеется шар S0(x0, 
г„), в котором локализован минимум. Как мы указывали выше, пер-
вая отсекающая гиперплоскость получается путем параллельного 
сдвига гиперплоскости с нормалью gf{x0), проходящей через х0, в 
сторону антиградиента на отрезок длины 

max {0i f (х0) — fs) 
II*, ЦР" 

где /s — оценка сверху для min / (х) (например, f* — /г, fr — «ре-
корд», т. е. минимальное из значений f (х), полученных на предыду-
щих{итерациях; или fs = /* , где f* — значение функции в точке ми-
нимума); вторая гиперплоскость может быть получена аналогичным 
путем на основании информации о некоторой точке х, х Є S0, лежащей 
на луче 

* = хв — tgf (х0), /> 0. 
После проведения двух отсекающих гиперплоскостей мы можем 

получить следующие отсекающие тела. 
1. Сегмент S (если отсечения «попутные»). Используя формулы 

^ (2.78), (2.79), мы получаем параметры описанного вокруг S эллип-
соида Ф*(5), переходим в точку хх — центр Ф * ( 5 ) — и производим 
растяжение пространства в направлении, ортогональном отсекающей 
гиперплоскости с коэффициентом, вычисляемым по "формуле (2.78). 
В растянутом пространстве в качестве локализующего тела мы опять 
получаем сферу и переходим к новому циклу вычислений. 

2. Слой Т (если отсечения «встречные», но пересечение отсека-
ющих гиперплоскостей происходит вне шара S0). Включающий Т 
эллипсоид Ф*(Т) строится по формулам (2.67), (2.68), затем перехо-
дим в точку хх — центр этого эллипсоида,— производим растяжение 
пространства с коэффициентом а (см. (2.67)) ортогонально основаниям 
слоя с тем, чтобы превратить эллипсоид в шар, и переходим к новому 
циклу вычислений. 
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3. s- пирамида П (отсечения «встречные» и пересечение отсе-
кающих гиперплоскостей имеет общие с S0 точки). Проверяем 
регулярность пирамиды. Если она регулярна, то параметры Ф (П) 
вычисляются в соответствии с процедурами, описанными выше. Най-
дя направления главных осей в плоскости L2 и величины соответству-
ющих полуосей и используя последовательно операцию растяжения 
пространства в направлении этих полуосей с соответствующими коэф-
фициентами, превращаем Ф (П) в шар и переходим к новому циклу 
вычислений. Если пирамида П не регулярна, то проверяем условие 
(2.88). Если оно выполняется, то сводим задачу построения Ф (П) 

/ч /Ч 
к построению Ф (П), где П — регулярная s-пирамида, в противном 
случае — к задаче для слоя Т с соответствующими преобразованиями 
пространства для превращения Ф (П) в шар. 

Выбор точки х для построения второй отсекающей гиперплоскости 
может производиться различными способами, например назначением 
определенной длины шага (эвристические соображения подсказы-
вают, что этот шаг должен быть порядка г0 /Уп), либо путем неко-
торой процедуры поиска (скажем, идти с постоянным шагом до полу-
чения «встречного» отсечения), однако это требует дополнительных 
затрат. В качестве точки х можно выбирать и центр тяжести сегмен-
та, получившегося после первого отсечения. В работах [20, 21, 98] 
подробно описаны конкретные алгоритмы метода эллипсоидов, осно-
ванные на двойных отсечениях. Приведем доказательство достаточно 
общей теоремы Гершовича о скорости сходимости различных моди-
фикаций метода эллипсоидов при решении задачи минимизации вы-
пуклой функции f (х), х Є Я" [22]. Пусть X* — область минимумов 
/ (х) и в Еп задана сфера S„ = {х : || х — х0\\ < г0), содержащая 
точки из X* . Опуская несущественные для данного рассмотрения 
подробности, общую схему метода эллипсоидов можно описать сле-
дующим образом. 

Перед началом k-ro шага (& = 0, 1, ...) имеем точку xh 6 Еп, не-
особую п х «-матрицу Bh и число rh > 0, задающее в Е" эллипсоид 
Ek = {х: || В/71 (х — xh) || < rk) такой, что х* 6 Ек (матрица В0— единич-
ная и Е0 = S0). k-й шаг состоит из двух этапов. 

Э т а п 1 (уточнение локализации). В соответствии с некоторой про-
цедурой Еыоираем совокупность пар {х{, fit} (xl — вектор из Еп, fsM — 
число, так называемое «значение для сдвигов»), I = 0, 1,.. . , lk. Каждая 
пара из этой совокупности определяет отсекающую гиперплоскость 
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оказывается «локализующим», так как, очевидно, х* 6 Zh. Основ-
ное свойство, которым должна обладать указанная процедура, зак-
лючается в следующем: для тела Zk, определенного (в силу (2.94)) 
выбранными в процедуре парами, существует «включающий» эллип-
соид Е (Zh) (Е (Zh) => Zh) такой, что 

Э т а п 2 (пересчет параметров). Полагаем Ek+i = Е (Zh), т. е. вы-
числяем вектор Xh+1 6 Е , неособую п х n-матрицу Bh-\-\ и число 
rh+1 > 0 такие, что 

£*+, = {х : 1| Bk+i (х - хь+і) II < гк+1} = Е (Zh). (2.96) 

Рассмотрим последовательность «рекордов» {fh}hLo, порождаемую 
при работе алгоритма эллипсоидов по правилу 

ft = min{/£_1 (min{/(x<), / = 0, 1, . . .Л } } , 
(2.97) 

6 = 1 , 2 , . . . ; /£ = / (х0) . 

Т е о р е м а 2.23. Пусть x*6iptS0 и ||g(x)||<L при x£S0. Пусть 
выбор значений для сдвигов подчинен условию 

^ = m i n { / ^ 1 , m i n { / ( 4 ) , / = 0 ,1 , . . . , / } } , / = 0, I, . . . , /„ , (2.98) 

6 = 0, 1,... 

Тогда последовательности матриц {бй}л!о, чисел {rk}kLo и {fkjhLo, 
генерируемые алгоритмом эллипсоидов, удовлетворяют неравенствам 

fk-f(xl<2Lrh+iyi(Bh+1B'k+l), 6 = 0 , 1 , . . . , (2.99) 

где Х(Вь+1В*а1) — минимальное собственное значение матрицы 
Нк = Bh+lB*h+v 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

П = о » - П Л . 6 = 0 , 1 , . . . (2.100) 
о І=- о 

Покажем, что 
f(x)>frk при x£G f t . (2.101) 

Пусть x £ F t . Значит, существует такой номер I, что 
х£ж(х[, fsu). Тогда с учетом (2.98) и гыпуклости f(x) имеем 

Ги - f < (g (xj), X - х}) < / (х) - / {х% 

т.е. f(x)>fu. Но из (2.97), (2.98) очевидно fu>fi• Поэтому / (х )> 
~>ft- Пусть теперь х 6Gh. Значит, существует такой номер і, О ^ і ^ б , 
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что x£F,. Тогда f (х) > / ' и, тем более, / ( * ) > / £ , поскольку в силу 
(2.97) / І не возрастает с ростом І. Итак, (2.101) установлено. С уче-
том непрерывности f(x) (2.100) дает 

/ ( * ) > / * при x£dGh _ (2.102) 
(д(7й означает границу множества Gh). 

Положим 
Dh = S0C\Gh, fe = 0, 1,. . . (2.103) 

Если Dh — 0 , то в силу (2.103) для любого x 6 S 0 , а значит, и для 
** f(x)>fl и (2.99) Быполняется. Пусть ОкФ0. Тогда и Dt^0y 

Покажем по индукции, что Dt с= Zt для любого і ^ /е. Для і = О 
это очевидно, так как D0 = Z0. Предположим, что D f_і с : Z , _ u 
Имеем Z>i_i с : £•(. Отсюда 

D ^ n ^ c Z t . i n F f C ^ n F , . 
Но по определению (см. (2.94), (2.100) и (2.103)) Dt-1 Q Л = 
a Et f] Fj — Zt. Следовательно, c= Z ; . Индуктивный переход 
завершен. 

Применяя доказанное включение при і = k, имеем Dh a Zha:Eh+i. 
Итак, Dh сz 

Воспользуемся конструкцией, предложенной в [78]. Для произ-
вольной ограниченной замкнутой фигуры А с= Е" под ее толщиной 
t (Л) будем понимать радиус наибольшего евклидова шара, который 
можно целиком заключить в А. Очевидно, если A cz В, то t (Л) ^ 
^.t (В). В случае, когда А — эллипсоид, t (Л) — величина его мини-
мальной полуоси. Справедливо следующее простое утверждение [78]: 
пусть Лі и Л 2—• два евклидовых шара в Еп радиусов г і и гг соответст-
венно, причем 0 < г2 < если центр шара Л2 принадлежит Л ь то 

Пусть і (Eh+i) = а, тогда t(Dh)^.a. Далее, пусть S —евклидов 
шар радиуса 2 (а + є), е > 0, с центром в точке I £ Dh, такой, что 

/ (g) = min / (* ) . (2.104) 

Положим R = S П Dh. Покажем, что R f| Г ф 0 , где Г — совместная 
граница тел Gk и Dh (таковую они имеют лишь внутри S0): Г =dG ft П 
[}dDhczS0. 

Допустим противное. Тогда ясно, что R = .S f) S0 cz Dh и t(Dh):> 
> f ( S f l 5 0 ) > a - f e > a — противоречие. 

Возьмем г ]£ / ?ПГ. По определению Г г) £ dGh. Следовательно, 
(см. (2.97)) / ( г ! ) > f r k . Далее, 

/ ( ! ) > / (л) - {8 (Л), Л - Б) > - II ff (Л) НII6 - ЯII-
Отсюда с учетом очевидного г| £ S f) <S0 имеем 
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Переходя к пределу по е -» -0 , получим 

f(l)>fk-2La. (2.105) 

Так как для л: 6 S0 либо х g Gh, либо х € Dh, то (2.101), (2.104) и 
(2.105) совместно дают 

f(x')>frh-2La. (2.106) 
Из неравенства 

ri+i > 1| Bft+i (* — *ft+i) ||2= (x — xh+1, (Bft+i-Bft+i)-1 (x — xA+i)), 

задающего эллипсоид Ek+i, ясно, что a — rh+1 V^(Bk+lB'h+l). Под-
ставляя это в (2.106), получим (2.99). Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . В условиях теоремы 2.23 справедливы, неравенства 
/к \ 1/л 

f k - f i x l ^ L r J Y l q i z A < 2 Lr0.Qft/n, й = 0, 1, ... (2.107) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем (см. (2.95)) для і = 0, 

r^ I det I v(E
t
) 

Отсюда 

Следовательно, 

|detB ft+1| = ( 7 ^ - ) n n < 7 ( Z i ) . 
£=0 

Далее, 
і ь \ l/n 

П (Bk+lB-h+l) < I det Bh+l Г = -jb- / П Q Vi) j . 

Подставляя это выражение в (2.99), получим (2.107). 
Отметим, что теорема 2.23 обобщает результат, полученный в 

1148]. 

§ 6. Вычислительная сложность решения 
задач математического программирования 
и метод эллипсоидов 

В последние 15 лет широкое развитие получила теория сложности 
переборных задач, основы которой заложены в работах С. Кука, 
Р. Карпа и Л. Левина. Главную роль в этой теории играет понятие 
полиномиальной сводимости задач. 

Под массовой задачей понимается некоторый вопрос, сформулиро-
ванный в форме выражения, в которое входят параметры задачи, на 
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который должен быть дан определенный ответ, зависящий от этих 
параметров. Если ответ имеет форму «да» или «нет», то соответству-
ющая задача называется задачей распознавания. Другие задачи, как 
правило, сравнительно просто сводятся к последовательности задач 
распознавания. 

Массовая задача (или просто задача) П определяется следующей 
информацией [26]: 

1) списком ее параметров; 
2) формулировкой свойств, которым должен удовлетворять ответ. 
При конкретных значениях параметров получаем индивидуаль-

ную задачу I. Предполагается, что значения параметров закодирова-
ны определенным способом и что для описания задачи применяется 
определенный язык. Таким образом, каждой массовой задаче соот-
ветствует определенная схема кодирования. Входная длина индиви-
дуальной задачи / из П может быть определена как число символов 
в описании задачи I по ее схеме кодирования. 

Пусть имеется алгоритм, преобразующий описание любой задачи 
/ из П в ответ за конечное число операций. Тогда, имея в виду, что 
алгоритм выполняется некоторым автоматом, в котором каждая 
операция занимает определенное время, можно говорить о времен-
нбй сложности алгоритма, понимая под этим функцию, которая каж-
дой входной длине п ставит в соответствие минимальное время, доста-
точное для решения любой индивидуальной задачи длины п на этом 
автомате. В теории вычислительной сложности алгоритмов принято 
считать, что, несмотря на разнообразие ЭВМ, отношение времен-
ных сложностей различных алгоритмов не очень существенно зави-
сит от вида устройства, на котором реализуется алгоритм. При этом 
можно абстрагироваться от конкретных устройств и рассматривать 
число тактов работы некоторой идеализированной ЭВМ (например, 
машины Тьюринга). 

Будем говорить, что алгоритм решения задачи П полиномиаль-
ный, если его временная сложность tu (п) = О (р (п)), где р (п) — 
некоторый полином, т. е. существует константа с > 0 такая, что 
in(n) ^ с\р (n)j. В противном случае алгоритм называется экспо-
ненциальным. Мы будем говорить, что задача полиномиально раз-
решима, или принадлежит классу Р, если существует полиномиаль-
ный алгоритм ее решения. Такой алгоритм называется также эф-
фективным, хотя это понятие в некоторых случаях имеет весьма от-
даленное отношение к тому, что мы понимаем под практической эф-
фективностью (например, если t (п) 1020п2 либо t (п) ^ я10), и 
дает лишь принципиальный ориентир. Доказательство полиномиаль-
ной разрешимости некоторой задачи служит стимулом для поиска 
практически эффективных алгоритмов. 

Орудием доказательства полиномиальной разрешимости (или не 
разрешимости) отдельных задач служит важное понятие полиномиаль-
ной сводимости. Говорят, что задача распознавания ПІ СВОДИТСЯ к 
задаче распознавания П2, если от схемы кодирования задачи Пі 
можно перейти к схеме кодирования задачи П2 для каждой индиви-
дуальной задачи из Пх таким образом, что ответы будут совпадать. 
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Задача Пх полиномиально сводима к задаче П2, если перекодировка 
может быть произведена за полиномиальное время. Если задача ПІ 
сводима полиномиально к задаче П2, а задача П2 сводима полино-
миально к задаче Пх, то говорят, что Пх и П2 полиномиально эквива-
лентны. 

Большое значение имеет класс NP задач, разрешимых за полино-
миальное время на так называемых недетерминированных машинах 
Тьюринга. В нестрогих терминах речь идет не о решении задачи, а о 
возможности проверки правильности ответа за полиномиальное вре-
мя. Более точно: для каждой индивидуальной задачи распознавания 
из п е NP некий «оракул» может выдать в случае положительного 
ответа («да») соответствующим образом закодированную дополнитель-
ную информацию, длина которой ограничена полиномом от перво-
начальной длины входа, после чего «расширенная» задача перераба-
тывается полиномиальным алгоритмом, подтверждающим ответ «да». 

Принадлежность к классу NP не симметрична по отношению к 
замене в задаче распознавания вопроса на противоположный. На-
пример, задача: «Существует ли в данном графе гамильтонов цикл?» 
принадлежит к классу NP («оракул» в случае существования такого 
цикла выдает последовательность ребер, задающих такой цикл, при 
этом алгоритм проверки тривиален). Проверить ответ на вопрос: 
«Правильно ли, что в данном графе нет гамильтонового цикла?» такого 
рода оракул уже не поможет; для проверки правильности ответа в дан-
ной задаче нужно рассмотреть, вообще говоря, экспоненциальное от 
числа вершин графа число циклов. 

Отметим, что приведенные выше определения недостаточно строги 
с точки зрения требований математической формализации, они 
приведены здесь лишь для более содержательного восприятия неис-
кушенным в данном вопросе читателем последующего материала. 
Подробное изложение теории алгоритмической сложности задач чи-
татель найдет в монографии М. Гэри, Д. Джонсона [26]. 

Из определения класса NP вытекает, что Р s NP. Вопрос о 
совпадении классов Р и NP является принципиальной теоретичес-
кой задачей теории сложности. Гипотеза Р Ф NP считается весьма 
достоверной. Дело в том, что в классе NP найдено большое число 
содержательно формулируемых так называемых универсальных пе-
реборных задач, к любой из которых полиномиально сводима любая 
задача из класса NP. Универсальные задачи или, как говорят, /VP-
полные задачи являются, так сказать, первыми кандидатами на при-
надлежность к множеству NP\P, если оно непусто. Среди /VP-пол-
ных много просто формулируемых комбинаторных задач, имеющих 
большое прикладное значение (список более 300 таких задач с ком-
ментариями содержится в упомянутой выше монографии [26]). В их 
число входят задачи, возникающие в математической логике, теории 
автоматов и алгоритмов, теории игр, теории графов, математическом 
программировании, теории расписаний и других важных областях. 
Формулировки большей части этих задач давно известны, попытки 
построения эффективных алгоритмов их решения предпринимались 
неоднократно, однако ни для одной из них полиномиальный алго-
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ритм не был построен, что делает крайне маловероятным существова-
ние такого алгоритма, а значит, и совпадение классов Р и NP. 

Задачу, к которой полиномиально сводима NP-полная задача, 
будем называть АТ-трудной. Она не обязательно принадлежит клас-
су NP, а может принадлежать классу задач более высокой слож-
ности в рассматриваемой иерархии. 

Для каждой массовой задачи П принципиальное значение имеет 
вопрос ее принадлежности классу Р или классу ЛТ-трудны.х 
задач. В последнем случае поиск для такой задачи полиномиального 
алгоритма является практически безнадежным делом. Особое внима-
ние исследователей привлекают задачи, для которых не решен вопрос 
о принадлежности классу Р или /VP-полных задач. Среди таких 
проблем находилась длительное время и общая задача линейного 
программирования. В работах Кли и Минти [102], Заде [180], 
Диница и Карзанова [3] для различных вариантов симплекс-метода 
были построены примеры последовательностей задач, для которых 
число итераций симплекс-метода растет экспоненциально с ростом 
размерности. Лишь в 1979 г. Л. Г. Хачияну удалось построить первый 
полиномиальный алгоритм для решения задач линейного програм-
мирования с целыми (рациональными) коэффициентами [77, 78], при 
этом основную конструктивную роль сыграл метод эллипсоидов. 

Как известно, задача линейного программирования может быть 
полиномиально сведена к решению системы неравенств. Рассмотрим 
систему линейных неравенств с целыми коэффициентами вида 

п 
А х ^ . Ь или ^ auXj — bif^O, i = \,...,m, (2.108) 

где А = { % } — матрица т х п с целыми элементами аі} (і = 1, ... 
..., т.] / = 1, ..., п), b — m-мерный вектор. Легко показать, что ес-
ли система (2.108) имеет решение, то она имеет и «опорное» решение, 
т. е. решение невырожденной системы линейных уравнений, матрица 
которой получается путем отбрасывания определенных строк и столб-
цов матрицы А, а правая часть в оставшихся строках сохраняется 
без изменения (т. е. отбрасываются несущественные ограничения и 
некоторые компоненты вектора х приравниваются к 0). 

Длина кода задачи (2.108) характеризуется следующим выраже-
нием: 

m it m 

2 S l o g 2 d « u l + l ) + 2 l ° g 2 ( I M + l) + log2nm + 1. 
і—і /=»і i - i 

(2.109) 

Ненулевые компоненты опорного решения могут быть записаны по 
теореме Крамера в виде отношения 

xt — det Aj/det А, / g {1 , . . . , « } , 
где Лг — некоторый минор расширенной матрицы [A, b], А — минор 
матрицы А. Оценив | At j и учитывая, что | А | ^ 1, получаем сле-
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дующую оценку сверху для радиуса сферы с центром в начале коор-
динат, внутри которой находится решение системы (если оно сущест-
вует): / ? < 2L. 

Рассмотрим функцию 

Ф (х) = max ^ 2 ОцХ] — bt j . 

Если min ф (х) ^ 0, то система (2.108) имеет решение, если 
х 

min ф (х) >• 0, то система не имеет решения. Оказывается, что если 
X 

задача (2.108) не имеет решения, то существует «зазор» —число а =•» 
= а (L) > 0 такое, что выполняется неравенство min ф (х) > а. 

х 
Этот «зазор» позволяет применить для решения системы (2.108) 
приближенный алгоритм: достаточно найти минимум ф (х) с точностью 
до а/2 по функционалу. Если при этом найденное значение функцио-
нала окажется не превосходящим а/2, то система (2.108) разре-
шима, в противном случае система (2.108) противоречива. Так как 
необходимая точность решения задачи оценивается числом 2~L, экс-
поненциально зависящим от длины кода задачи, то для получения 
полиномиального числа итераций необходим алгоритм, сходящийся 
со скоростью геометрической прогрессии, знаменатель которой не за-
висит от исходной информации. Таким условиям как раз и удовлет-
воряет метод эллипсоидов. 

Зная длину кода системы линейных неравенств (2.108) и исполь-
зуя оценки R ^ 2L и а 2-2~L , легко получаем, применяя теорему 
2.20, число итераций, которое гарантирует получение решения си-
стемы (2.108) с точностью до а/2: 

iV<6n 2 L. (2.110) 
Общее число арифметических операций не превышает при этом 
О (tnn3L). Эти оценки получены для точной арифметики, т. е. когда 
вычисления производятся с неограниченным числом разрядов. 

В работах [78, 114] эти результаты модифицируются для «реаль-
ной» арифметики, когда вычисления производятся с ограниченным 
числом разрядов (порядка длины кода L задачи), при этом получен-
ные оценки лишь слегка изменяются, но порядок их остается преж-
ним: О (mn3L) при п ^ т. 

Допустим, что, используя метод эллипсоидов, мы показали, что 
система вида (2.108) совместна. Теперь уже несложно построить 
полиномиальный алгоритм нахождения вектора решения. Для этого 
мы сначала последовательно, начиная с х ъ проверяем, каким груп-
пам переменных можно придать значение 0, чтобы система при этом 
оставалась совместной. При подстановке вместо переменного xh зна-
чения 0 длина кода редуцированной задачи не превышает длины 
кода первоначальной задачи, проверка совместности осуществляет-
ся с помощью описанного выше алгоритма эллипсоидов. Такую про-
верку нужно осуществить не более п раз. В редуцированной задаче 
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отбросим несущественные ограничения. Это можно сделать, заменяя 
последовательно неравенства равенствами и проверяя полученную 
систему на несовместность. В результате получим неособенную си-
стему уравнений с целыми коэффициентами, решение которой при 
добавлении нулей на местах тех переменных, которые были отброше-
ны в процессе редуцирования, дает точку, являющуюся решением 
системы неравенств (2.108). При этом получаем следующую оценку 
для числа операций по решению системы неравенств (2.108): 
О (m2n4log Нп) при т^ п; О (m4n2 log Нт) при т^. п, где Я — 
максимальный модуль коэффициентов задачи. 

Задача линейного программирования может быть различными спо-
собами сведена к решению системы неравенств. При этом сложность 
решения задачи линейного программирования задается следующей 
оценкой: тпЮ (п log2 Я/г + т log Нп) при т^ п, птЮ (т log2 Нт-\-

log Нт) при т п. 
Метод эллипсоидов оказался весьма полезным при исследовании 

вычислительной сложности большого числа комбинаторных задач 
и задач нелинейного программирования. 

Типичная задача комбинаторной оптимизации сводится к сле-
дующей: min (с, х), где х £Еп, S — некоторое конечное множество, 

*es 
причем | S [, как правило, экспоненциально зависит от п, и поэтому 
S задается не перечислением своих элементов, а указанием свойств 
(например, описывается множество линейных неравенств, которым 
удовлетворяют точки S, плюс условие булевости или целочислен-
ности координат). Рассмотрим многогранник Р (S), являющийся 
выпуклой оболочкой множества 5 . Пусть размерность его dim Р (S)— 
= k ^L п. Многогранник Р (S) может быть задан указанием того ли-
нейного многообразия L размерности k, в котором он находится (ес-
ли k <. п), и перечислением его собственных граней размерности 
k — 1. Для этого нужно задать систему п — k независимых линей-
ных уравнений, определяющих L при k < n , ' и систему линейных 
неравенств la(x) ^ 0, каждое из которых «вырезает» в L множест-
во, (k—1)-мерная граница которого содержит (k—1)-мерную грань 
Р (S). В общем случае описать эту систему неравенств очень трудно, 
но даже в тех немногих случаях, когда она описывается компактно, 
число неравенств и соответствующих (k — 1)-мерных граней может 
оказаться огромным — оно экспоненциально зависит от п. Следо-
вательно, длина кода соответствующей задачи линейного програм-
мирования может оказаться экспоненциально зависящей от п, и 
тогда непосредственное применение метода эллипсоидов к полностью 
выписанной задаче будет неэффективным. 

Однако метод эллипсоидов отличается тем, что для его приме-
нения не обязательно выписывать в явном виде все ограничения 
задачи, достаточно на каждом шаге либо находить одно из ограни-
чений, которое не выполняется, либо показать, что текущая точка 
является допустимой (в первом случае отсекающая плоскость строит-
ся с использованием градиента к ограничению, во втором случав 
используется градиент к целевой функции). В некоторых случаях 
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задача определения допустимости данной точки оказывается полино-
миально разрешимой. Тогда, как показано в работе [141], и перво-
начальная задача полиномиально разрешима. 

Рассмотрим несколько примеров. 
1. Задача о минимальном разрезе. Пусть задан связный граф 

<j (V, Е) со множеством вершин V и ребер Е. Каждому ребру е ^ Е 
соответствует целочисленный вес с (ё) >• 0. Выделены две вершины 

V, у26 V, Vi Ф и2. Разрезом называется подмножество ребер R 6 Е 
таких, что их удаление разбивает граф по крайней мере на две не-
связные компоненты, причем і»! и v2 находятся в разных компонентах. 
Каждому разрезу R сопоставим число с (R): 

c(R)=^c(e). 
e£R 

Задача состоит в нахождении'минимального разреза R*, т. е. та-
кого разреза, на котором достигается min с (і?). Задача нахождения 

« 
минимального разреза эквивалентна следующей задаче булева ли-
нейного программирования: найти 

min 2 с (е) х (е) 
е£Е 

при ограничениях 
ЛЄП; х (е )£{0 , 1}, е£Е, 

egn 
где П — множество путей, соединяющих Ух и v2. Как показано в 
ЇЗ}, эта задача эквивалентна следующей задаче линейного програм-
мирования: найти 

min ^ с { е ) х { е ) (2.111) 
е£Е 

при ограничениях 
2 * ( е ) > 1 , я £ П ; (2.112) 

0 < л г ( е ) < 1 . (2.113) 
Применим к задаче (2.111) — (2.113) метод эллипсоидов. Пусть мы 
находимся в точке х = {х (е)}е^Е- Проверка ограничений (2.113) 
выполняется тривиальным способом. Если эти ограничения выпол-
нены, переходим к проверке ограничений (2.112). Число путей п 6 П 
может экспоненциально расти с ростом числа вершин графа. Однако, 
как легко увидеть, проверка выполнения ограничений (2.112) в точ-
ке х сводится к решению задачи о кратчайшем пути между вершина-
ми v1 и и2, когда длины ребер е 6 Е определяется числами х (е). 

Если min V j : ( e ) > l , то все ограничения (2.112) выполняются. 
л 

Если m i n 2 * ( e ) < 1. то найдется путь такой, что ^ х ( е )<1 
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(например, кратчайший путь). Это и будет искомое невыполняющееся 
ограничение, определив которое, можно сделать очередной шаг отсе-
чения в методе эллипсоидов. Как известно, задача нахождения крат-
чайшего пути в графе полиномиально разрешима ([79, 119]). Таким 
образом, один шаг метода эллипсоидов при решении задачи (2.111) — 
(2.113) требует полиномиального числа операций. 

Остается оценить число шагов в методе эллипсоидов. Учитывая 
ограничение (2.113), начальный радиус R0 сферы, в которой лока-
лизован минимум, можно выбрать равным ]/~\Е\12 , а центр в точке 
хд, где х0 (е) = 1/2, е£ Е. Далее, используя прием дихотомии и учи-
тывая, что оптимальное значение с* целевой функции задачи (2.111) — 
(2.113) является целым числом, задачу (2.111) — (2.113) можно свести 
к решению последовательности систем неравенств (2.112), (2.113) 
в совокупности с неравенством вида 

V c ( e ) x ( e ) < ^ , (2.114) 
egE 

где К — целое число, 1 ̂  К ^ 2 с ^ = s-
е(-Е 

Так как матрица системы неравенств (2.112), (2.113) вполне уни-
модулярна (т. е. определитель любой квадратной подматрицы при-
нимает одно из значений —"1, 1 и 0), определитель любой квадратной 
подматрицы системы (2.111), (2.113) и (2.114) ограничен по модулю 
значением s = Е с (е). Теперь мы можем использовать оценку 

ЄІЕ 
(2.110) для числа шагов в методе эллипсоидов, требуемых для про-
верки совместности данной системы неравенств. В результате полу-
чим существование полиномиального алгоритма для задачи о раз-
резе. 

2. Определение оптимального корневого связывающего дерева в 
направленном графе. Пусть D (V, А) — направленный граф (орграф) 
и пусть г £ V — некоторая выделенная вершина, называемая корнем. 
Связывающим направленным корневым деревом называется минималь-
ный частичный граф, в котором существует путь из корня в любую 
вершину. Соответствующее множество дуг A' cz А называется ветв-
лением. Корневым сечением называется совокупность дуг А', со-
стоящих из и ^ _ 1 ( и ) , где У—непустое подмножество вершин, не 

rev 
содержащих г, б - 1 (v) — совокупность дуг, входящих в V. Из тео-
ремы Эдмондса [122] следует, что выпуклая оболочка векторов ин-
цидентности подмножеств дуг, содержащих ветвление как подмно-
жество, является многогранником, определенным следующей систе-
мой линейных неравенств: 

0 < х ( а ) < 1 , а£А, (2.115) 

(2.116) 

где А'— множество дуг, образующих корневое сечение. Каждой 
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дуге а сопоставлен вес с (а). Требуется найти ветвление минимально-
го общего веса, т. е. найти 

min 2 с (а) х (а) (2.117) 
а£А 

при ограничениях (2.115), (2.116). 
Для применения метода эллипсоидов к указанной задаче нужно 

уметь проверять (2.116) при заданном х = {х (а)} за полиномиаль-
ное время. Легко видеть, что эта задача сводится к нахождению раз-
реза минимального веса между вершиной г и всеми остальными вер-
шинами (в качестве весов дуг выступает {х (а)}). Как отмечалось в-
предыдущем примере, эта задача полиномиально разрешима (см. 
также [3]). Таким образом, один шаг метода эллипсоидов при реше-
нии задачи (2.115) — (2.117) требует полиномиального времени сче-
та относительно числа вершин графа п (предполагается, что с (а), 
а 6 А, выражаются рациональными числами с фиксированным чис-
лом разрядов в числителе и знаменателе). Можно показать, что чис-
ло шагов метода эллипсоидов, гарантирующих решение задачи 
(2.115) — (2.117), также является полиномом относительно п и 
log Е с (а). Отсюда следует полиномиальная разрешимость задачи 

(2.115) — (2.117). 
3. Задача о максимальном взвешенном совершгнном паросочета 

нии графа. Пусть задан граф G (V, Е) и на множестве его ребер Е 
определена функция с (е), е £ Е. Совершенным паросочетанием на-
зывается такая совокупность ребер Р, что каждой вершине инци-
дентно одно и только одно ребро из Р. Множество всех совершен-
ных паросочетаний графа G обозначим через К-

Введем булевы переменные х (е), которые принимают значение 
1, если ее р, и 0 — в противном случае. Как показал Эдмондс [123], 
выпуклое замыкание векторов х = {х (е)}еен представляет собой 
многогранник, который можно описать следующим образом: 

* ( е ) > 0 , е£Е, (2.118) 

2 * ( е ) = 1 , (2119) 
е€/(о) 

23 * ( * ) > ! . (2.120) 

где I (v) — множество ребер, инцидентных вершине v, Е' — произ-
вольный нечетный разрез, т. е. множество ребер, которые имеют 
ровно одну конечную вершину в некотором подмножестве V" с не-
четным числом вершин. 

Число различных нечетных разрезов экспоненциально растет с 
увеличением числа вершин | V \. Поэтому проверка справедливости 
ограничений (2.120) для заданного (e)}eg£ —нетривиальная за-
дача. В работе [164] описан алгоритм решения этой задачи, близкий 
к алгоритму нахождения минимального разреза графа и требующий 
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полиномиального по \Е\ числа операций. Отсюда следует, что один шаг 
метода эллипсоидов при отыскании max 2 с (е) х (е) при огра-

е£Р 
ничениях (2.118) — (2.120) требует полиномиального числа опера-
ций. Далее, число шагов в методе эллипсоидов также оценивается 
полиномом относительно | Е | и log 2 с (е), откуда следует известный 

е£Е 
результат о полиномиальной разрешимости задачи о максимальном 
взвешенном совершенном паросочетании. 

Такого рода примеры можно продолжить. Как показано в рабо-
те [141], почти все известные результаты о полиномиальной раз-
решимости экстремальных комбинаторных задач могут быть полу-
чены аналогичным путем: дается описание задачи в терминах линей-
ного программирования, вообще говоря, с экспоненциальным числом 
ограничений; рассматривается вспомогательная задача проверки вы-
полнимости всех ограничений и нахождения того ограничения, ко-
торое не выполняется (если результат проверки отрицательный); 
если эта задача требует полиномиального числа операций, то с ис-
пользованием метода эллипсоидов показывается, что и первоначаль-
ная задача полиномиально разрешима. 

Наиболее общие результаты по анализу сложности решения эк-
стремальных комбинаторных задач с использованием метода эллип-
соидов получены в работе [141]. 

Пусть Зі — непустое Еыпуклое компактное множество в Е". Рас-
сматриваются две задачи, относящиеся к Эл.: 

1) сильная оптимизационная задача: дан вектор с ^ Е " ; найти век-
тор х£дг, на котором достигается максимум (с,х) на JK; 

2) сильная задача отделения: дан вектор у £ Еп, определить, при-
надлежит ли у ді' и если нет, то найти гиперплоскость, отделяющую 
у от Ж, т. е. найти вектор с^Е" такой, что (с, у) > (с, х) 

Если не накладывать никаких ограничений на множество мо-
жет оказаться, что его параметры (например, координаты вершин) 
выражаются иррациональными числами, поэтому в строгом смысле 
с точки зрения теории сложности поставленные задачи некорректны. 
В общем случае нужно рассмотреть их приближенные модификации. 

1. Оптимизационная задача (в слабом смысле). Дан вектор с £ Е " 
и число е > 0 ; найти вектор у^Е"1 такой, что d(y, дъ) ^ є (d(y,3C) — 
евклидово расстояние между у и Зі) и для любого х^Цъ (с, л : )^ 

у) + е. 
2. Задача отделения (в слабом смысле). Дан вектор у £Еп и чис-

ло е > 0 ; нужно либо убедиться в том, что d(y, либо найти 
с£Е" такой, что 1 и для любого х^Эг (с, х) ^ (с, у) - f є. 

Класс рассматриваемых выпуклых тел следует ограничить. Мы бу-
дем рассматривать класс Зг, представители которого К имеют сле-
дующий вид: К = К(п, а0 , г, R), где п — размерность К, аи — внутрен-
няя точка такая, что S (а0, г) с= К cz S (а0, R) (здесь S{a, р)— n-мер-
ный шар с центром в точке а и радиусом р). 
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Каждая оптимизационная задача (в слабом смысле), относящаяся к 
телу К (п, а0, г, R), при заданном є характеризуется входом, длина 
которого не меньше п + | log г | + | log R | + | log є | (в этом вы-
ражении не учтены длины описания тела К и вектора с). Класс дъ 
называется полиномиальным, если время решения соответствующей 
оптимизационной задачи ограничено полиномом от длины входа. 
Для того чтобы получить линейную зависимость времени решения 
от | log є |, следует применять алгоритмы линейного программирова-
ния, сходящиеся со скоростью геометрической прогрессии. Из извест-
ных алгоритмов только методы эллипсоидов, симплексных отсечений 
[2, 102] и Кармаркара обладают указанным свойством. 

В [141] приводится такая модификация метода эллипсоидов, ко-
торая позволяет учитывать ошибки округления при использовании 
вычислений с ограниченной разрядностью и получать решение зада-
чи оптимизации (в слабом смысле), используя процедуру SEP реше-
ния задачи отделения (в слабом смысле). 

Пусть К ^ Е п — компактное выпуклое множество, S (а0, r ) s i ( c 
czS(a0,R), (с,х)—линейная целевая функция, е > 0 . Без потери 
общности можно предположить, что г<сг , ||с||^1, Процеду-
ра SEP по данному у £ Еп и б > 0 либо заключает, что у отстоит от 
К. на расстоянии, не превышающем б, либо шрабатызает вектор d 
такой, что \\d\\^l и max { ( e f , x ) : x£K}^ {d , у) + б. Для решения оп-
тимизационной задачи относительно К (в слабом смысле) предлага-
ется следующий алгоритм. 

Далее вырабатываем последовательность х0, х1у ... векторов и по-
следовательность /40, А1} ... положительно определенных матриц сле-
дующим образом. 

Начинаем с х0 = а„, А0 = R2In. Пусть уже выполнено k шагов и 
определены xh и Ah. Обращаемся к процедуре SEP при у = xh и 6, 
определенном согласно (2.122). Если оказывается, что xh отстоит от 
/С на расстоянии, не преш лающем б, то k назовем допустимым ин-
дексом и положим g == с. Если же SEP выдает вектор d, ||d||I>l, 
такой, что max {(d, х): х 6 К} ^ (d, xh) + б, то k наздвем недопусти-
мым индексом и положим g =™ — d. Далее определяются: 

Положим 
N = 4n2 [log (2R2 II с Ц/re)], 

S = R2 • 4 -л7300п, 

p = Ъп. 

(2.121) 

(2.122) 

(2.123) 

h - AhglV{Akg, g), 

= xh + bh/(n+ 1), 

(2.124) 

(2.125) 

(2.126) 

Эллипсоид 
ЕІ = {хЄЕп: (A'k 1 (x - x'k), x-xl)^ 1} 

100. 



получается из эллипсоида 

Eh = {х Є Еп : (Аь1 (х — хл), х — xh) < 1} 
приближенно по формулам обычного метода эллипсоидов; отличие 
состоит в том, что для компенсации ошибок округления вместо мно-
жителя я2/(л2— 1) в (2.126) используется (2/г2-|- 3)/2/г2. 

Пусть « Л;г+і « Л£, где знак « » » означает, что левая 
часть получается округлением компонент правой части с точностью 
до р двоичных разрядов после запятой. 

Справедливы следующие результаты [141]: 

1) матрицы Л о, Аъ ..., AN положительно определены, при этом 

1 Ы К 1 1 я о Н + Я-2*, IIЛ, || < Я*-2*. M r ' l K / r V ; 
2) отношение д-мері ых объемов 

v(Ek+\) < е - ' / ( 4 п ) ; (2.127) 

3) пусть lh = max {(с, Xj): х, — допустимое} и К\ = К П {х '• (с> 
o^j^k 

> i j ' . тогда 
Eh=>Kh. (2.128) 

Из этих результатов легко вытекает основная теорема. 
Т е о р е м а 2.24. Пусть / — допустимый индекс, для которого 

(с, Xj) = max {(с, xk): xh — допустимое}. 
О 

Тогда (с, Xj)~^5z max {(с, х): х g К) — s. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (2.127) и (2.128) получаем, ч ю 

О (KN) < у < (£„) = e-W(4«) 

где vn — объем я-мерного шара единичного радиуса. Пусть у — точ-
ка максимума (с, х), х 6 К и (с, у) = Рассмотрим конус с вершиной 
в точке у над (п — 1)-мерным шаром радиуса г с центром в точке х0, 
лежащим в гиперплоскости (с, х) = (с, х0). Часть этого конуса в полу-
пространстве (с, х) ^ (с, Xj) содержится в К. Объем этой части удов-
летворяет неравенству 

/ , ~ ' ( £ - ( с . л ь ) ) (5 - (с. Xj))n 

«II (l-(c,x0) f 
"-1 ~v" - у (KN) < е-™* Rnvn. 

" II "И Ifc — 1С. X0)J-

Отсюда 

і - (с, Xj) < Я )<П"І,/П )"" II с ІГ 

Учитывая, что 

| Б - ( с , * 0 ) І = | ( с , у - *0 )КІ|с||||у -*0І І<Л||с|| , 
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получаем 

5 - (с, Xj) < ) (R*/r) lie II < e, 
что и требовалось доказать. 

Таким образом, показано, что слабая задача е-оптимизации на 
классе тел К, обладающих свойством 

S(a0, г) <= Я с= S (а0, R), 

требует не более N = 4n2 flog (2/?21| с ||/ге)1 итераций метода, близкого 
к методу эллипсоидов, с использованием процедуры SEP. Докажем 
теперь важную теорему. 

Т е о р е м а 2.25. Пусть ді — класс выпуклых тел вида К {п, 
а0, г, R). Тогда полиномиальный алгоритм решения задачи отделения 
(в слабом смысле) для членов дг существует тогда и только тогда, 
когда существует алгоритм решения задачи оптимизации (в сла-
бом смысле) для задач из дг. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из того, что подпрограмма SEP имеет 
полиномиальную сложность, следует, что результат этой подпрограм-
мы, поступающий на каждой итерации на вход алгоритма е-оптими-
зации, имеет полиномиальную длину. Анализ приведенного выше 
алгоритма е-оптимизации показывает, что вычисление хк+х и Ak+\ 
требует полиномиального времени, а число итераций тоже полино-
миально по отношению к п, | log R |, | log г \ и | log е |. Таким об-
разом, из полиномиальной сложности подпрограммы SEP вытекает 
полиномиальная сложность алгоритма оптимизации ОРТ. 

Рассмотрим обратный переход. Без потери общности положим 
а0 = 0. Пусть К*— поляра К, определяемая следующим обр'азом: 

К * = (ы : (и, х) 1 для всех х £ К}-

Легко видеть, что К* — Еыпуклое множество, (К*)* = К и 
5 (0 , \/R)czK*czS(0, 1 /г). 

Если % — класс выпуклых тел с а0 = 0, то обозначим дг* = 
= [К* К 6 Покажем, что слабая проблема отделения для класса 
ді* выпуклых тел с а0 — 0 полиномиально разрешима тогда и только 
тогда, когда слабая оптимизационная задача полиномиально разреши-
ма для класса ді. 

Пусть K*£d i* , v £ E n и е > 0 . Применяя ОРТ для К с целевой 
функцией (у, х) и погрешностью ег, мы получим вектор" z^E" такой, 
что cL (z, К) ^ ег и 

(и, г) > шах {(и, х): х 6 К} — ег. 
Теперь, если (t>,z)< 1, то ( и , х ) < 1 +&г, К, и значит, и0 = v/( 1 + 
+ ег)ЄК*. Поэтому || v01| < 1/г и d(v, К * ) < ||v — v01|<є. 

С другой стороны, если (v, г) > 1, то г — решение задачи отделе-
ния для К*. В самом деле, пусть г0£К и ||z — г0||^ег. Тогда для 
любого и6К* имеем || и || ^ Иг и (z, и) = (z — г0, и) -f (z0, м ) < || и || || г— 
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— z0||-+- 1 ̂  e 4 - (z, v), откуда следует, что z — решение задачи отде-
ления для К*-

Далее, из первой части доказательства теоремы следует, что поли-
номиальная разрешимость задачи отделимости для класса влечет 
полиномиальную разрешимость задачи оптимизации для этого класса. 
Применяя еще раз только что доказанное утверждение, с учетсм ра-
венства = Ж получим разрешимость проблемы отделения для 
Зі за полиномиальное время. 

Доказательство теоремы 2.25 об эквивалентности полиномиальной 
разрешимости задачи отделения и оптимизации для класса тел 
закончено. 

Класс для представителей которого существует полиномиаль-
ный алгоритм решения оптимизационной задачи (или задачи отделе-
ния), называется разрешимым. 

Пусть дг и ££ — два класса выпуклых тел; определим класс Зг Д 
следующим образом: 

di Л £ = {K{]L: КЄХ, L^E, dim/С = dim L, а0(К) = a0(L)}. 
Из доказанной теоремы 2.25 непосредственно вытекают следующие 

результаты. 
I. Если классы и ££ разрешимы, то разрешим и класс Зі Д 
II. Пусть Е%—неотрицательный ортант в Е". Рассмотрим выпук-

лые тела К такие, что существуют р > О и R > 0, при кото[ ых 

Е+ П S (0, р) с : /С с : Е+ f) S (О, R), (2.129) 

и если х g К, то у а К- Антиблокер К определяется так: 

А (К) = {у£Е+: (у, х) < 1 для всех л; 6 К). 
Далее, А (Ж) = {Л(К) :А :е?£} . 

Тогда, если JK — класс выпуклых тел, удовлетворяющих (2.129), 
то из разрешимости ді следует разрешимость A (Зі) и обратно, из 
разрешимости А (Зі) следует разрешимость Зі. 

Доказательство не отличается существенно от доказательства вто-
рой части теоремы 2.25. 

Уточним полученные выше результаты для класса рациональных 
выпуклых многогранников. Под рациональным выпуклым многогран-
ником Р = Р (п, а0, Т) будем понимать выпуклый многогранник 
размерности п, содержащийся в Еп, а0 6 int Р, такой что каждая 
компонента точки а0 и любой вершины Р выражается рациональны-
ми числами, числители и знаменатели которых не превышают Т по 
абсолютной величине. 

Т е о р е м а 2.26. Пусть Р — Р (п, а0, Т) — рациональный вы-
пуклый многогранник. Тогда, полагая R — 2пТ и г = (2Т)~п'~", 
получим 

S(a0,r)czPc:S(a0, R). 

Далее, любая (п — 1 )-мерная грань Р может быть записана в 
виде (а, х) ^ Ь, где аф 0 — целочисленный вектор, b — целое чис-
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ло, причем компоненты а и b не превышают по абсолютной величине 
Т'= (пТ) п . 

Справедливо в определенном смысле и обратное утверждение. 
Т е о р е м а 2.27. Пусть Р cz Еп — выпуклый многогранник и 

задано а0 6 int Р с рациональными компонентами, числители и знаме-
натели которых не превышает Т по абсолютной величине. Кроме 
того, любая (п — 1 )-мерная грань Р может быть записана в виде 
(а, х) ^ Ь, где а Ф 0 — целый вектор, b — целое число и компонен-
ты а и b выражаются числами, меньшими Т по абсолютной величине. 
Тогда Р = Р (п, а0, Т') — рациональный выпуклый многогранник с 
Т'= (пТ)п. 

Доказательство этих результатов содержится в [141]. 
При рассмотрении рациональных многогранников можно перейти 

от приближенных (слабых) решений задач отделения и оптимизации 
к их сильным (точным) постановкам. При этом получаются следую-
щие результаты. 

Т е о р е м а 2.28. Пусть Qi — разрешимый класс рациональных 
выпуклых многогранников. Тогда сильная оптимизационная задача 
и сильная задача отделения разрешимы для за время, являющееся 
полиномом относительно п, logT и log s, где s — максимальное зна-
чение абсолютных величин числителей и знаменателей компонент 
вектора с (или у соответственно). 

Если решение сильной задачи отделения дает у g Р, то интерес-
но выразить у как выпуклую комбинацию вершин Р. Для разреши-
мого класса многогранников это также можно сделать за полиномиаль-
ное время. 

Т е о р е м а 2.29. Пусть — разрешимый класс рациональных вы-
пуклых многогранников. Тогда сушествует алгоритм, который для дан-
ного Р = Р (п, а0, Т) 6 и рационального вектора у Є Р выдает 
вершины х0, х1у ..., хп £Рп и рациональные коэффициенты Х0, Xv ... 

п п 
..., Хп^ О, 2 Xt = 1, такие, что ^ Кхі — У> за время, полиноми-

;=о і=0 
альное относительно п, log Т и log s (s — максимальное значение аб-
солютных величин числителей и знаменателей компонент у). 

Доказана также теорема о полиномиальном алгоритме получения 
точного двойственного решения оптимизационной задачи. 

Т е о р е м а 2.30. Пусть дг—разрешимый класс выпуклых рацио-
нальных ' многогранников. Тогда существует полиномиальный алго-
ритм, который по заданным Р (п, а0, Т) £ Згс выдает грани (аг> 
x)^bh і = 1, ... ,п, и рациональные числа Х^О, і = I, ..., п, ma-

rt п 
кие, что 2 = с и 2 ^ г = max {(с, х):х £Р). 

і=І <=1 
Теоремы 2.26 — 2.30 приведены в [141]. Их доказательства ссно-

ваны на оценках, указанных в теоремах 2.24, 2.25 и показывающих, 
с какой точностью нужно решать возникающие задачи оптимизации 
и отделения, чтобы результат можно было довести до точного раци-
онального решения. 
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Подытожим совокупность приведенных нами результатов. Они 
дают единообразный подход к исследованию сложности комбинатор-
ных задач. Этот подход состоит в следующем: 

1) попытаться в явном и достаточно компактном виде предста-
вить существенные грани многогранника К, являющегося выпук-
лым замыканием допустимых (целочисленных) решений задачи (в 
булевом случае допустимые решения составляют часть вершин мно-
гогранника /С); 

2) рассмотреть для полученной задачи линейного программи-
рования (как правило, число ограничений в этой задаче будет эк-
споненциальным по отношению к размерности задачи п) задачу от-
деления (в слабом смысле). Если эта задача является ЛФ-трудной,. 
то и первоначальная задача jVP-трудная. Если задача отделения по-
линомиально разрешима относительно п, j log є j для рассматрива-
емого класса дг выпуклых целочисленных многогранников, т. е. 
класс дг является разрешимым, тогда полиномиально разрешимы" и 
первоначальная задача, а также двойственная к ней, и задача пред-
ставления точки многогранника К Є дг в виде выпуклой комбина-
ции его вершин (см. теоремы 2.25 — 2.30). 

Как продемонстрировано в [141], такой подход позволяет сравни-
тельно просто установить полиномиальную разрешимость почти 
всех классов известных задач, для которых она была установлена 
другими способами, а также получить новые результаты о полиноми-
альной разрешимости или Л^Р-трудности других классов задач. 

Так как доказательство упомянутых теорем 2.24 — 2.30 являет-
ся конструктивным, причем в основу алгоритмов положен несколь-
ко модифицированный метод эллипсоидов, то при получении резуль-
татов, о полиномиальной разрешимости той или иной проблемы мы 
сразу же получаем и некоторый полиномиальный алгоритм решения 
соответствующего класса задач, основанный на методе эллипсоидов. 
Как показывает анализ трудоемкости вычислений для приведенных 
нами трех примеров, эти алгоритмы оказываются более трудоемкими, 
по сравнению с лучшими комбинаторными алгоритмами, специаль-
но разработанными для данного класса задач. Поэтому метод эллип-
соидов является скорее средством открытия полиномиально разре-
шимых классов комбинаторных задач, чем средством их эффектив-
ного в практическом смысле решения. 

В тех случаях, когда для многогранного множества Р сложна 
выписать полную систему его существенных граней, для прибли-
женного решения задачи можно с успехом использовать и достаточ-
но большое хорошо описываемое подмножество граней. В качестве ил-
люстрации к сказанному рассмотрим задачу о коммивояжере [1661. 

Симметричная задача о коммивояжере формулируется следу-
ющим образом. Дан граф G (V, Е) с множеством вершин V, \ V \ = п, 
и множеством ребер Е. Для ребер (г, /) 6 Е задан вес с і } 0, при-
чем c tj = Cjf. Обозначим через М множество гамильтоновых циклов 
графа G, т. е. простых циклов длины п. Пусть х (t) = {xtj (t)}, (і, 
j) 6 Е,— вектор размерности 1 Е |, принимающий значение 0, если 
ребро (і, /) не входит в гамильтонов цикл (маршрут) t Є М, и 1, если 
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ребро (і, j) входит в t, с (t) = 2 ciixa (t) — длина маршрута t. За-
(і./)ЄЕ 

дача коммивояжера заключается в нахождении маршрута минимальной 
длины, т. е. minc(/)-

Без ограничения общности задачу коммивояжера можно рассмат-
ривать на полном графе, вводя недостающие ребра с большими веса-
ми. Если зафиксировать вершину п как начало и конец кольцевого 
маршрута, то задача коммивояжера сведется к выбору перестановки 
г1, . . . , г„_і вершин 1,2, . . . ,п — 1 такой, что путь (п, ilt ..., г'„_і, п) 
•является кратчайшим. Таким образом, в полном графе имеется (п—1)1 
маршрутов t£M. Каждому такому маршруту можно сопоставить вер-
шину х {t) = {xt) (/)} единичного п(п— 1)/2-мерного куба. Пусть Q" — 
многогранник, являющийся выпуклой оболочкой точек x(t), t£M. 
.Дальнейшее изложение опирается на обзорную статью [166]. Спра-
ведливы следующие результаты. 

1. Размерность Q" равна п (п — 3)/2 для п ^ 3. Это легко вы-
текает из того факта, что справедливы п линейно независимых ра-
венств 

. 2 *и(*) = 2 . »"== I (2-130) 

2. Для всех п ; > 5 неравенства хі} ^ 0 для различных пар (i, j) 
индуцируют различные существенные грани Q". Эти грани называются 
тривиальными гранями Q". 

3. Для любого подмножества S c 1/, удовлетворяющего усло-
вию 2 ^ | S | ^ п — 2, можно ввести ограничение, исключающее 
короткие замкнутые циклы: 

2 xu<JS\-\. (2.131) 

Тогда для всех п ^ 4 и S c V , удовлетворяющих 2 ^ |S I ^ [n/2j, 
индуцируются различные существенные грани Q". Ограничения (2.131) 
могут быть переформулированы в форме «разрезных»: 

2 * „ > 2 Yf i (S) , (2.132) 

ч-

где б (S) — множество ребер, имеющих в точности одну вершину в S. 
В [166] рассмотрены достаточно сложные конфигурации из вер-

шин и ребер (так называемые «гребенки» (combs) и кликовые деревья), 
для каждой из которой выписываются определенные неравенства, 
являющиеся существенными гранями Q". Несмотря на то что эти клас-
сы неравенств имеют большую мощность, они не исчерпывают всех 
существенных граней Q". Однако они в большинстве случаев яв-
ляются достаточными для получения оптимальных или близких к 
оптимальным решений реальных задач. 
аоб 



Для возможности успешного решения задач линейного програм-
мирования с экспоненциально растущим числом неравенств методом 
эллипсоидов нужно уметь решать задачу отделения, т. е. указа-
ния того неравенства, которое в данной точке не выполняется. В на-
стоящее время известны эффективные алгоритмы решения задачи 
отделения лишь для некоторых классов неравенств, связанных с за-
дачей коммивояжера. Так, для класса неравенств вида (2.132) мож-
но использовать алгоритм нахождения минимального разреза в гра-
фе, в котором вес ребра (г, /) равен xtj. Если значение минимального 
разреза меньше 2, то ему соответствует неравенство вида (2.132), ко-
торое в данной точке не выполняется. 

На основе алгоритма Падберга — Рао [1641 решения задачи от-
деления для 6-паросочетаний можно построить алгоритм отделения 
для некоторого подкласса «гребеночных» неравенств. Однако более 
глубоких результатов пока нет. 

Поэтому в настоящее время для решения задач коммивояжера 
при больших п применяют различные модификации известного под-
хода. Суть его состоит в том, что решается задача нахождения 

при ограничениях 

п п 
min 2 2 с " х ч 

<=і /=і 

(І,І)ЄЕ, 

2 * г ; = 2, ieV. 
U-ШI 

(2.133) 

(2.134) 

(2.135) 

Если решению х' этой задачи не соответствует допустимый мар-
шрут, то добавляют невыполняющиеся ограничения вида (2.132) или 
более сложные, решают более сложную задачу линейного програм-
мирования и получают новое решение. Если оно недопустимо, добав-
ляют новые ограничения и т. д. с использованием этого подхода в 
1980 г. было получено точное решение задачи коммивояжера при п = 
= 120; к ограничениям вида (2.134), (2.135) было добавлено 36 неравенств 
вида (2.132) и 60 «гребеночных» неравенств. При этом последователь-
но было решено 13 задач линейного программирования. При построе-
нии дополнительных неравенств использовались эвристические мето-
ды. Затем метод добавления неравенств был автоматизирован, и 
в 1980 г. было получено близкое к оптимальному решение при п = 
= 318. Отыскание новых классов существенных неравенств для за-
дачи коммивояжера, для которых проблема отделимости полиноми-
ально разрешима, представляет значительный интерес. 



Г Л А В А З 

ЛИНЕЙНЫЕ И ВЫПУКЛЫЕ ЗАДАЧИ 
ПРОИЗВОДСТВЕННО-ТРАНСПОРТНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 

§ 1. Введение 

Благодатным полем для применения методов недифференциру-
емой оптимизации служат задачи производственно-транспортного 
планирования. Многие из них описываются моделями линейного и 
выпуклого программирования большой размерности с ярко выражен-
ными структурными особенностями, позволяющими применить рацио-
нальные схемы декомпозиции и свести их к задачам минимизации 
негладких выпуклых функций небольшой и средней размерности. 
В данной главе описываются конкретные модели оптимизационных за-
дач производственно-транспортного планирования, приемы декомпо-
зиции, вытекающие из специфики конкретной задачи, алгоритмы ре-
шения и опыт практического применения. Следует отметить, что боль-
шая часть рассматриваемых задач имела конкретных заказчиков и 
результаты оптимизационных расчетов использовались при решении 
вопросов текущего и перспективного планирования в таких от-
раслях, как различные виды транспорта, материально-техническое 
снабжение, строительство, черная металлургия, гражданская авиа-
ция и др. 

Вначале рассмотрены транспортные задачи линейного програм-
мирования в матричной и сетевой формах, а также многопродуктовые 
задачи на сети с ограниченными пропускными способностями. Для 
этих задач известно большое число конечношаговых и итеративных 
алгоритмов, причем наибольшую эффективность показывают програм-
мы, основанные на методе потенциалов со специальной организа-
цией просмотра информации. В данной монографии для транспортных 
задач рассматриваются только алгоритмы, основанные на методах 
недифференцируемой оптимизации. Дело в том, что именно на сете-
вых транспортных задачах была впервые продемонстрирована эф-
фективность методов субградиентного спуска при решении задач 
большой размерности [5,82]. Опыт, полученный прич решении тран-
спортных задач, послужил основой создания быстро сходящихся 
алгоритмов решения гораздо более сложных обобщенных распре, е-
лительных, стохастических и различных типов динамических рас-
пределительных задач, для которых уже нет специальных эффек-
тивных конечношаговых алгоритмов, а стандартные процедуры 
симплекс-метода оказываются неэффективными из-за очень большой 
размерности задач. 

Именно такого рода задачам посвящен основной материал дан-
ной главы. Специфика задач производственно-транспортного плани-
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рования позволяет сравнительно легко находить приближенные зна-
чения двойственных переменных. Для того чтобы перейти от близкого 
к оптимальному решения двойственной задачи к решению прямой 
задачи, необходимы специальные дополнительные процедуры (см. 
гл. 1) или модификации алгоритма. Одной из таких модификаций — 
приему е-квадратичного сглаживания — посвящен § 5 данной главы. 

§ 2. Транспортные задачи в матричной и сетевой формах 

Транспортная задача в матричной форме состоит в следующем. 
Задано т пунктов производства Pt с мощностями а г >-0 (і = 1, .... т) 
и п пунктов потребления Sj с потребностями bj (/ = 1 , . . . , п), при этом 

т п 
предполагается, что 2 ai ~ 2 ^ (сбалансированный случай). Кроме 

i=i /=і 
этого, задана матрица С = размера т х п, где си интерпре-
тируется как стоимость перевозок (расстояние) между пунктами PL и 
Sj. Следует определить переменные Хц (і = 1, . . . , т\ / = I, ... ,п) (ко-
личество продукции, поставляемой из пункта Pt в пункт Sj) таким образом, 
чтобы обеспечить потребности в каждом пункте потребления с учетом 
ограничений на мощности в каждом пункте производства с минималь-
ными общими затратами на перевозку продукции. 

Математическая формулировка задачи следующая: найти 
т п 

min 2 2 с » х и 
г-1 / - і 

при ограничениях 
п. 

2 хи = ah і =- 1 , . . . , т, 

т 
2 x u = bh / = » ! , . . . . « . 
f=l 

і = ... , т , / = 1 , . . . , п. (3.4) 

Задача (3.1) —(3.4)—специальная задача линейного програм-
мирования с тп неизвестными и (т + п) нетривиальными ограниче-
ниями, из которых одно является следствием остальных, так что не-
зависимых ограничений в форме равенства — т + п — 1. 

Матрица коэффициентов ограничений транспортной задачи, рас-
сматриваемой как задача линейного программирования, обладает 
замечательным свойством: любой минор этой матрицы принимает зна-
чения ± 1 или 0. Такая матрица называется вполне унимодулярной. 
Благодаря этому свойству любое опорное решение задачи (3.1) — 
(3.4) при целочисленном векторе правых частей ограничений являет-
ся целочисленным, в том числе и оптимальное опорное решение. 

Е.сли т = п и все аг и Ь} равны 1, то получаем частный слу-
чай транспортной задачи — задачу о назначениях. Для ее решения 
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требуется О (л3) арифметических операций; эта оценка достигается 
на так называемом венгерском алгоритме [24]. 

Транспортная задача с целыми правыми частями ограничений лег-
т 

ко может быть сведена к задаче о назначениях размера На ос-
(W 

нове этой идеи в [126] разработан точный алгоритм решения тран-
спортной задачи с оценкой числа арифметических операций 

0(mn*(\gA + 1)), (3.5) 

где А = max {аь b}}, (at, bj — целые). Пока не удалось построить 
полиномиальный алгоритм, у которого число операций определяет-
ся только т и п и не зависит от правых частей ограничений. 

Практически в настоящее время признаются наиболее эффектив-
ными алгоритмы, основанные на методе потенциалов (модификация 
прямого симплекс-метода для транспортной задачи) со специальной 
организацией памяти и вычислений [3]. Об этом говорят, в частности, 
результаты проведенного в 1984 г. конкурса программ решения тран-
спортной задачи, однако для числа итераций в методе потенциалов 
нет полиномиальных оценок. Поэтому интерес к итеративным мето-
дам решения транспортных задач при большой размерности сохра-
няется. 

Опишем, как могут быть применены для решения транспортной 
задачи методы субградиентного типа. Задача, двойственная к тран-
спортной, имеет следующий вид: найти 

f п т \ 
max 2 ЬРі — h a iu i (3-6> 

при ограничениях 

Vj — i - l , . . . ,m; j = l , . . . , n \ • (3.7) 
здесь Vj — двойственные переменные (потенциалы), соответствую-
щие ограничениям (3.3) для пунктов потребления, щ — двойствен-
ные переменные (потенциалы), соответствующие ограничениям (3.2) 
для пунктов производства. При фиксированных каждое vf 
ограничено сверху соотношениями 

Vj^iiii + cijy і = 1, ..., т. 

Так как bj> О, для получения максимума по v} в (3.6)- при фиксиро-
ванных {«J^L, должно выполняться соотношение 

Vj = min (щ + с и ) . (3.8) 

Такими соотношениями должны быть связаны потенциалы {ut}'p=l и 
{Vj}':^, в оптимальном плане двойственной транспортной задачи, при 
этом все ограничения (3.7) выполняются автоматически. Отсюда гыте-
кает, что задача, двойственная к транспортной, сводится к следующей 
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задаче безусловной максимизации: найти 

( п т \ 

у ь , rain (и, + си) — 2 аіЩ I. (3.9> /=, / 
где ф(ы) — функция, получающаяся в результате подстановки» в (3.6) 
вместо v} его выражения (3.8). 

Функция ф (и) определена для любого и £ Ет, кусочно линейна и 
вогнута. Разрывы градиента функции ф (и) соответствуют разрывам 
градиентов одной из функций % (и) = min (ut - f си), которые про-

ltgisSm 

исходят при таких значениях и, когда минимум в выражении для 
(и) достигается сразу при двух или большем числе значений І. 

Число кусков гладкости функции (и) равно гп, поэтому верхней 
границей для числа кусков гладкости функции Ф (и) является тп. 

Задача (3.9), вытекающая из транспортной задачи, фактически 
явилась той первой моделью, на которой отрабатывались методы 
субградиентного спуска и была показана их практическая эффек-
тивность при решении задач большой размерности [5]. Решение за-
дачи (3.9) может быть получено одним из описанных в гл. 2 методов 
субградиентного типа. Эффективность этих методов увеличивается, 
когда Если решать задачу (3.9) с помощью г-алгоритма, то 
на каждой итерации придется делать О (т2 + тп) арифметических 
операций, а эмпирическая оценка для числа итерации — О ( т In 1/є), 
где е — относительная погрешность определения максимального зна-
чения функционала в (3.9). Таким образом, общее число операций 
оценивается величиной О (т2(т + п) In 1/е), где т ^ п, что сравни-
мо с (3.5). 

Решив с достаточной точностью задачу (3.9), получаем значе-
ния u*, v*, близкие к оптимальным значениям переменных двойст-
венной задачи и*, и*. 

Рассмотрим двудольный граф D с вершинами і (і = 1, ..., т), со-
ответствующими поставщикам, и / ( / = 1, ..., п), соответствующими 
потребителям. Ребрами этого графа служат пары (І, /'), выделенные 
на основе приближенного выполнения условия оптимальности при 
некотором 8 > 0 
{(i,i):Vj" min (uk +си)>й' + сі} — е, і = 1, ... ,т, j = 1,..., п). 

1 
Ребрам графа D соответствуют переменные х1}, которые в оптималь-
ном решении могут принимать ненулевые значения. Если получен-
ный граф несвязный, то каждую его компоненту связности нужно 
рассматривать отдельно. Поэтому будем считать, что граф D связный. 
Если транспортная задача имеет единственное решение, то при опре-
делении и* с высокой точностью и достаточно малом е > 0 D будет 
представлять собой дерево. Переменные xtj, соответствующие вися-
чим ребрам дерева, определяются однозначно. После отбрасывания 
висячих ребер получаем редуцированное дерево D1, висячим ребрам 
которого соответствуют однозначно получаемые переменные, и т. д. 
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Таким способом однозначно восстанавливается единственное оптималь-
ное решение. В случае когда транспортная задача имеет не единствен-
ное оптимальное решение, количество ребер в графе D превосходит 
т + п — 1, и в нем появляются циклы. При наличии висячих ребер 
часть переменных однозначно определяется описанным выше спосо-
бом. Для получения решения небольшой, как правило, транспорт-
ной задачи, которой соответствует редуцированный подграф без вися-
чих ребер, может быть применен алгоритм со сглаживанием (см. § 5 
гл. 3). 

Перейдем к рассмотрению транспортной задачи в сетевой форме. 
При решении транспортных задач большой размерности на сети же-
лезных или автомобильных дорог удобно вместо вычисления огром-
ных таблиц кратчайших расстояний (или удельных стоимостей) пере-
возок задавать информацию об этих величинах в сетевой 
форме. Это значит, что соответствующая транспортная сеть задается 
в форме графа G (V, R), V — множество вершин, R — множество 
ребер. Для простоты изложения примем, что G — неориентирован-
ный связный граф без петель, что соответствует возможности двусто-
роннего движения по каждому ребру с одинаковыми эксплуатацион-
ными характеристиками в обоих направлениях. 

Каждое ребро rtj 6 R, соединяющее пару вершин (г, /), имеет длину 
dtj. Выделены вершины ..., wm(z V, соответствующие пунктам про-
изводства, и w1, ..., wп 6 V, соответствующие пунктам потребления. 

Заданы мощности аи...,ат в пунктах производства и потребнос-
т п 

ти bv . . . , bn в пунктах потребления, причем 2 ai = 2 Нужно оп-
£=1 і=і 

ределить величины Хф соответствующие задаче (3.1) — (3.4), предпо-
лагая, что расстояния с і } принимаются равными кратчайшим расстоя-
ниям ОТ Wj к w'. 

При решении транспортной задачи в матричной форме матрица 
С = {СІЛТ/ІІ используется на каждой итерации при нахождении v(k)= 
= min (ы<*> + ctj), k — номер итерации. В сетевой форме матрица С 
задана неявно, однако приведенная выше операция определения v[k) 

(j = I, ..., ri) осуществляется достаточно эффективно. Для этого до-
статочно к графу G добавить вершину v0, соединить ее ребрами гт с 
вершинами-поставщиками wt (t = l , . . . , m ) и придать каждому ребру 
г0, длину uf\ Тогда, очевидно, v\k) будет равно кратчайшему расстоя-
нию от вершины w' до v0l при этом считается, что если кратчай-
ший путь на 6-й итерации от w' к v0 идет через ребро гоі, то на этой 
итерации /-й потребитель «прикрепляется» к г'-му поставщику. Так как 
существуют простые эффективны; алгоритмы построения кратчайших 
путей от одной вершины графа до всех остальных [82], то реализация 
алгоритма субградиентного типа для транспортной задачи в сетевой 
форме тоже в достаточной степени эффективна. 

Другой способ решения сетевой транспортной задачи — исполь-
зование так называемых контурных переменных. Сформулируем сете-
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вую транспортную задачу в виде задачи о потоке. Пусть задан граф 
G (V, R) с вершинами і = 1, ..., N и ребрами (і, j) Є R, соединяю-
щими вершины і и /, р (і) — множество вершин, инцидентных верши-
не І. Каждому ребру (г, /) 6 R сопоставим длину и потоковые пере-
менные Пусть P c V — множество вершин-источников (поставщи-
ков); каждому і 6 Р сопоставим число а ; > 0 (мощность). Далее, S с 
с : У — множество вершин-стоков; каждому / Є S сопоставим число 
Ь ) > 0, причем = 2 bj- Тогда сетевая транспортная задача при-

ІЄР KS 
нимает следующую форму: определить поток Y — {уі}), (і, j) g R так, 
чтобы выполнялись следующие условия: 

Уи=-Ун. О',/') Є (3.10) 

2 y t J = Ot-, ІЄР-, (3.11) 
/'€ P(t') 

2 У и = bj, j Є S; 
(&НІ) 

/ерю 

(3.12) 

(3.13) 

и при этом получить 

minC (Y) = min 2 *и\Уи\- (3.14) 
U.iKR 

Будем предполагать, что граф G (У, R) связный. Последователь-
ность ребер («j, г3), (г2, t3), ..., (tfc_і, ih) назовем простым циклом, 
если г\ = ih, а среди вершин ..., 4 - і нет совпадающих. Если свя-
зный граф G (V , Р) не имеет циклов, то он называется деревом, при 
этом | V | = | R j + 1. В общем случае величина \ R | + 1 — | V \ 
неотрицательна и называется цикломатическим числом X (G). Если 
X (G) > 0 , то, удаляя последовательно X (G) ребер, можно «разорвать» 
все циклы и превратить граф в остовное дерево. Система уравнений 
(3.10) — (3.13) для графа-дерева решается однозначно. В общем 
случае обозначим через Q совокупность ребер (i, j), удаление кото-
рых превращает граф G в остовное дерево. Если принять ytj = 0, 
(i> /) € Q, то уравнения (3.10) — (3.13) относительно остальных пере-
менных решаются однозначно, и этому решению соответствует не-
который допустимый поток Yn. Упорядочим определенным образом 
ребра (г, /) 6 Q, дав им номера 1, 2, ..., | Q |, и пусть соответствующие 
переменные уи образуют вектор г = ( г ъ . . . , После этого любая 
переменная уи, (г, /) £ R, однозначно представляется как линейная 
функция 1ц (г). Выражение C ( Y ) принимает следующий вид: 

С (Г ) = С ( г ) = 2 du\lu(z)\, (3.15) 
<і.І№ 
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при этом «контурные» переменные г являются свободными. Таким 
образом, сетевая транспортная задача сводится к задаче безуслов-
ной минимизации кусочно линейной выпуклой функции (3.15), 
причем размерность задачи определяется цикломатическим числом 
графа G. 

Этот же прием можно использовать для решения нелинейных сете-
вых транспортных задач, когда вместо целевой функции (3.14) ис-
пользуется целевая функция более общего вида 

сх(П= 2 чиШ-

Если все функции cp;j являются выпуклыми, то получаем задачу вы-
пуклой минимизации: найти 

min 2 ФuVuW), (3-16) 
«.лея 

для решения которой можно использовать эффективные методы суб-
градиентного типа. 

Если не все фи являются выпуклыми функциями, то задача (3.16) 
может стать многоэкстремальной, однако для получения локальных 
экстремумов можно также использовать достаточно эффективно 
описанные в предыдущей главе методы недифференцируемой оптими-
зации, в частности г-алгоритм. Такой подход достаточно успешно 
использовался при решении нелинейных транспортных задач опре-
деления оптимального распределения потоков газа в Единой газо-
снабжающей системе СССР как в определенный год, так и с учетом 
динамики ее развития. Более подробное описание этой задачи можно 
найти в монографии [15]. 

§ 3. Многопродуктовые сетевые транспортные задачи 

При решении вопросов реконструкции транспортной сети, уве-
личения пропускной способности ее узлов и участков необходимо 
рассматривать одновременно перевозки различных видов грузов. 
При этом возникают многопродуктовые транспортные сетевые задачи 
с ограничениями на пропускные способности элементов сети. Опишем 
соответствующую математическую модель. 

Пусть G (У, R) — связный граф. Под путем соединяющим 
вершины і и /, будем понимать цепочку ребер вида (Ї, £х), (feb fe2) ... 
... (kb /), причем среди этих ребер нет совпадающих. Будем гово-
рить, что ребро (ty, t2) принадлежит пути п и , если оно совпадает 
с одним из ребер цепочки, определяющей путь Совокупность 
путей, соединяющих і с /, будем обозначать П^. На сети перевозится 
N видов продуктов. Множества вершин Рк и Sk являются соответст-
венно поставщиками и потребителями k-то продукта, причем для лю-
бой вершины i£Pk известна мощность производства af, а для любой 
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вершины j в Sk — объем потребления bl к-го продукта, и 2 ai = 

і £Pk 

= b'j (k = I, ..., N). Каждому ребру (і, j) сопоставлены длина 
/6S* 

dij и пропускная способность Пусть х*. (я )— величина перевозок 
из г'-го пункта производства k-ro продукта в /-й пункт его потребле-
ния по пути я. Тогда задача об оптимальной транспортировке N про-
дуктов при ограниченной пропускной способности ребер сети форму-
лируется следующим образом: найти 

m i n 2 2 2 2 xtj (я) d (я) (3.17) 

при ограничениях 

2 2 4 ( я ) = а?, Л = 1,... (3.18) 

2 2 *?/(") = # . / 65* , Л = 1 т (3.19). 

2 2 2 2 *£(")< Pap. («.Р)ЄЯ; (з.20) 
ft=l i£pk j£sk лЄД(а.Р) 

4 ( Я ) > 0 , 6 = 1 , . . . , Л / , г<Е/>\ / e s * . ЯЄП„. (3.21) 

Здесь б/ (я) = 2 dap (суммирование идет по ребрам, принадлежащим 
(ос,р>Єя 

пути я), А (а, Р) — совокупность путей, проходящих через ребро (a, Р). 
Можно предложить три способа решения задачи (3.17) — (3.21), 

основанные на методах недифференцируемой оптимизации. 
Первый способ основан на схеме декомпозиции по ограничениям. 

Ограничения (3.20) с неопределенными множителями Лагранжа и = 
= {мар} переносятся в целевую функцию. При фиксированных и>0 
задача (3.17) — (3.19), (3.21) распадается на N транспортных сетевых 
задач, причем длина ребер сети (а, (3) равна dap = dap + uaft. Предпо-
ложим, что имеется достаточно эффективная программа решения се-
тевых транспортных задач, использующая конечношаговый метод, на-
пример метод потенциалов [25]. Решив при заданном и N транспорт-
ных задач, получим суммарную целевую функцию затрат г|з (и) и сум-

N 
марные потоки вдоль каждого ребра (а, у'ар(й) = 2 I У'с?о (") 

_ й=1 
где у*^ (и) — оптимальный поток по ребру (а, р) для /е-й транспортной 
задачи В соответствии с общей схемой декомпозиции по ограничениям 
вектор {г/*р (и)— Рар}(а>0)€я определяет обобщенный градиент функции 
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(и) в точке и. Теперь мы можем применить для максимизации г|)(«) 
при и ^ О один из методов недифференцируемой оптимизации субгра-
диентного типа. Если supil>(«) = + оо, то задача (3.17) — (3.21) не-
совместна. В противном случае получим оптимальны? значения двой-
ственных переменных и*, а затем можно воспользоваться одним из 
способов получения решения прямой задачи линейного программиро-
вания по оптимальному решению двойственной, описанному в § 4 гл. 1. 
Заметим, что если сетевые транспортные задачи решаются методом 
потенциалов, то, учитывая, что при изменении и меняются лишь 
коэффициенты целевых функций транспортных задач, целесообразно 
использовать на очередной итерации при решении транспортных задач 
в качестве начального приближения оптимальное решение, полученное 
на предыдущей итерации. Это может существенно сократить время 
счета. 

Второй способ также основан на схеме декомпозиции по ограни-
чениям, однако декомпозиция производится другим способом: ограни-
чения (3.18) и (3.20) с неопределенными множителями Лагранжа w = 
= \wk., шар} переносятся в целевую функцию. После этого задача 

при каждом фиксированном до = w распадается на 2 1 I блоков вида 
к=\ 

(3.1), (3.3), (3.4), для получения решения которых нужно N раз ис-
пользовать процедуру нахождения кратчайших расстояний, подобную 
той, которая предлагалась для решения сетевой транспортной задачи 
на с. 112. Пусть q>(w)—суммарное значение функции Лагранжа при 
заданном w. Невязки в ограничениях (3.18), (3.20) дадут нам компо-
ненты обобщенного градиента функции <р(до). Максимизация этой функ-
ции может производиться одним из методов недифференцируемой оп-
тимизации, что дает возможность в случае совместности ограничений 
(3.18) — (3.21) получить оптимальные значения двойственных перемен-
ных W*. 

Второй способ решения задачи (3.17) — (3.21) — использование 
«контурных» переменных подобно тому, как это предлагалось для 
решения сетевой транспортной задачи (см. с. 113). Выделим в графе 
G (V, R) остовное дерево, тогда поток k-ro продукта (k = 1, ..., N) 
по любому ребру (а, (3) е/^ будет линейной функцией от потоков по 
ребрам, не входящих в остовное дерево. Вектор этих потоков обозна-
чим через zh\ тогда поток ta$(zk) вдоль ребра (а, Р) в /е-й задаче яв-
ляется линейной функцией zk и обладает СВОЙСТВОМ l'a${zk) — — /ар(2*). 
В терминах переменных zh задача (3.17) — (3.21) принимает следующий 
вид: найти 

min 2 2 ( 3 - 2 2 ) 
к=\ «х,р)ЄЯ 

при ограничениях 

2 1 М 2 " ) К Р < # . (<*.Р)€Д- (3-2 3) 
к= 1 
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Относительно г = (z^jLi получаем задачу выпуклого кусочно ли-
нейного программирования. Используя метод негладких штрафных 
функций, задачу (3.22), (3.23) легко свести к задаче безусловной 
минимизации негладкой выпуклой функции от NX(G) переменных 
(A (G) — цикломатическое число графа G). 

Оценивая эффективность трех указанных способов решения мно-
гопродуктовой транспортной задачи, следует заметить, что в первом 
способе координирующая задача имеет наименьшую размерность в 
худшем случае—| R | (практически пропускные способности ограни-
чиваются не на всех ребрах) — однако внутренняя задача требует 
использования хорошего модуля решения транспортной задачи; во 

N 
втором способе размерность координирующей задачи равна ^ + 

+ | RI, зато внутренняя задача решается быстро. 
Третий способ эффективен, когда цикломатическое число графа 

невелико. Кроме того, используя третий способ, мы сразу получаем 
решение прямой задачи, в то время как первый и второй способы 
требуют дополнительной процедуры получения решения прямой задачи 
по оптимальному решению двойственной. 

Отметим, что предложенные алгоритмы решения многопродукто-
вой сетевой задачи легко обобщаются на случай ориентированных 
сетей и мультисетей (когда имеются параллельные дуги или ребра), 
а также когда заданы ограничения на пропускные способности в 
узлах. Третий способ решения легко обобщается на задачи с нели-
нейными выпуклыми функциями затрат вдоль ребер. 

§ 4. Динамические распределительные задачи 

Планирование закупок долговременно работающего оборудования 
и машин, согласование во времени поставок материалов с учетом 
неравномерности их производства и потребления и необходимости 
сохранения по возможности постоянства связей «поставщик — потре-
битель», долгосрочное планирование развития энергетических и 
трубопроводных систем приводят к различного рода динамическим 
распределительным задачам, как линейным, так и нелинейным, и, 
как правило, высокой размерности. Методы негладкой оптимизации 
в сочетании со схемами декомпозиции и использованием точных не-
гладких функций штрафа позволяют успешно решать многие задачи 
такого типа. Отметим, что динамические распределительные задачи 
довольно разнообразны по своей структуре, поэтому мы приведем 
несколько характерных моделей и для каждой из них предложим 
свой специфический подход к решению, который кажется нам наибо-
лее рациональным. Наименования, которые мы будем давать конкрет-
ным моделям, несколько условны в том смысле, что эти модели, ко-
нечно, далеко не в полной мере отражают все существенные технико-
экономические подробности и сложности, присущие реальным за-
дачам, которым соответствуют эти названия. 
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1. Задача об оптимальной структуре машинно-тракторного парка. 
Для сельскохозяйственного производства характерным является се-
зонность, резкая неоднородность во времени выполняемых работ, 
наличие как достаточно универсальной техники, так и специализиро-
ванных и высокопроизводительных машин и агрегатов. При оценке 
эффективности той или иной машины важное значение имеет не толь-
ко ее производительность, но и на каких работах и какое время она 
используется в течение планового периода. В силу этого задача опре-
деления оптимальной структуры машинно-тракторного парка требует 
комплексного учета как объемов, так и сроков проведения всех основ-
ных работ сельскохозяйственного предприятия. 

Ниже мы рассмотрим одну из наиболее часто применяемых ли-
нейных моделей для расчета оптимальной структуры машинно-трак-
торного парка сельскохозяйственного предприятия по критерию 
минимума приведенных затрат на закупку и эксплуатацию машинно-
тракторного парка при заданных объемах работ по периодам: найти 

/ т п. Т m \ 
min 2 2 2 ошхш+ 2 кіУі (3-24) 

\^i/=if=i i=i J 
при ограничениях 

m п Т 
2 2 2 'Рш*ш = / = 1 п, t = 1, . . . , Т, (3.25) (=1 /=1 (=1 

2xut^dt+y„ t = l m, t= 1, . . . , Г,(3.26) 
/ = і 

Уі>®> / = 1 , . . . , п , і = 1 , . . . , m, t = 1 , . . . , T, (3.27) 
где xtjt — количество машин і-го типа, занятых в период t на работе 
/, у1 — количество дополнительно покупаемых машин І-го типа (вви-
ду большой размерности рассматриваемой задачи мы не наклады-
ваем на переменные yt требование целочисленности; это требование 
учитывается на заключительной стадии расчетов с использованием 
эвристических соображений), dt — наличное количество машин і-го 
типа перед началом планового периода, c i } t — приведенные удель-
ные эксплуатационные затраты при использовании машин і-го типа 
в t-й период на /-й работе, pijt — производительность і-й машины 
на /-й работе в t-й период, bjt — объем /-й работы в й период. 

Характерные размеры задачи таковы: количество4 периодов Т — 
от нескольких десятков до сотни, общее количество планируемых 
работ по всем периодам — порядка 103, каждая работа может выпол-
няться 5—10 технологическими способами. Таким образом, приведен-
ная выше задача линейного программирования может иметь порядка 
5 х 103 переменных и порядка 10® ограничений. Решение задач такого 
размера на машинах среднего класса стандартными средствами, ис-
пользующими симплекс-метод, вызывает определенные трудности, 
особенно при массовом решении задач, так как требует солидного вре-
мени счета. 
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Задача (3.24) — (3.27) может быть несколькими способами сведе-
на к задаче недифференцируемой оптимизации. 

а) Легко увидеть, что при фиксации вектора у — {УІ}?= і за-
дача (3.24) — (3.27) распадается на Т распределительных задач срав-
нительно небольшого размера. Поэтому естественно попытаться ис-
пользовать схему декомпозиции по переменным. Пусть Ф (у) — 
значение целевой функции задачи (3.24) — (3.27) при фиксирован-
ном у. Для того чтобы эта функция была определена для любого 

> О, нужно, чтобы при любом у ^ 0 блоки распределительных 
задач для каждого периода имели допустимое решение. Этого можно 
добиться, несколько модифицировав задачу,— добавив в каждое ог-
раничение (3.26) переменное zjt и введя его в целевую функцию 
с достаточно большим положительным коэффициентом Сц (это соот-
ветствует введению дополнительной «супермашины», которая может 
выполнять любую работу, но с очень большими удельными эксплу-
атационными затратами). Ниже речь будет идти о модифицированной 
таким образом задаче. Оптимальный план модифицированной зада-
чи при достаточно больших cjt будет совпадать с оптимальным планом 
первоначальной задачи. 

Мы свели задачу (3.24) — (3.27) к задаче нахождения min Ф (у). 
В соответствии с теоремой 1.12 Ф (у) — выпуклая кусочно линейная 
функция. Обозначим оптимальные значения двойственных перемен-
ных (потенциалы), соответствующих ограничениям (3.26) при фикси-
рованном у, через {ult (г/)}. Тогда из формулы (1.25) вытекает сле-
дующее выражение для субградиента Ф (у): 

Теперь у нас есть все необходимое для отыскания min Ф (у) 

одним из субградиентных процессов. Так как размерность вектора 
у невелика (порядка нескольких десятков), можно ожидать, что 
при использовании г-алгоритма для получения решения с достаточ-
но высокой точностью потребуется порядка 100—150 итераций. 

Так как каждая итерация сопряжена с решением Т распредели-
тельных задач, для эффективной реализации предлагаемого подхо-
да требуется быстрый конечношаговый алгоритм решения распре-
делительных задач небольшой размерности. Отметим, что при пере-
ходе от одной итерации к другой изменяются правые части ограниче-
ний распределительных задач. Поэтому, если на последующем шаге 
для убыстрения процесса решения распределительных задач мы хо-
•£им использовать в качестве начального приближения решение, по-
лученное на данной итерации, желательно использовать некоторую 
модификацию двойственного симплекс-метода (конечно, учитываю-
щую специфику распределительной задачи). 
> Указанная схема кажется достаточно привлекательной, однако 

практически она пока не реализована. 
б) Пусть зафиксирована группа неотрицательных переменных {xijt}, 

і =- 1 , . . . , tn\ j = 1 , . . . , n\ t = 1 , . . . , T, удовлетворяющих ограниче-
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ниям (3.25), (3.26), и справедливы неравенства 
п 

Уі>Ли— і =],..., т. 

Отсюда Еытекает, что в оптимальном плане задачи (3.24) — (3.27) 

у І = у і = max Jo; max_ ^dlt — 2 j j , і = 1 , . . . . т. (3.28) 

Подставив полученное выражение для yt в (3.24), получаем задачу 
минимизации кусочно линейной выпуклой функции 

т п Т m I п | 

! ( Ы ) = 2 2 2 С | * * У ' + 2 т а х 0 ; ~ 2 хш\ (3-29) 

при распадающихся ограничениях 
m 

2 Рш*ш ** ЬН< ХШ > ° > 1 Ь • т> / = ! . • • • . " , < « 1 , . . . , 7\ 

1=1 (3.30) 
каждое из которых геометрически соответствует (kjt — 1)-мерному 
симплексу Slt (kjt — количество переменных, входящих с ненуле-
выми коэффициентами в ограничение (3.25)). Наиболее простой алго-
ритм решения задачи (3.29), (3.30)—субградиентный процесс с 
проектированием на множество ограничений по схеме 

Xk+X = npD {xh — hkgf (xh)}, (3.31) 
п Т 

где D = П П — прямое произведение симплексов. Как известно, 
/=1 <=i 

проектирование на прямое произведение выпуклых тел сводится к по-
следовательному проектированию на каждое из них. Задача проекти-
рования точки а на симплекс сводится к простой задаче квадратичного 
программирования следующего вида: найти 

тіпІЦг/ — а||2 :г/>0, с > 0 
fee" І 

которая легко решается алгоритмом со сложностью О (п). 
Отметим некоторые особенности процесса (3.31) применительно к 

нашему случаю. Пусть t*(x)— одно из значений 16{1,..., Т), на ко-
тором достигается максимум в формуле (3.29), либо 0, если 

max^Jdi,- 2 * ш | < 0 -
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Тогда gjl' (х) — (і, j, ty я компонента субградиента gf (х) — вычисляется 
по формуле 

. [СІЛ, если t](x)^t, 
g " (х) = 

[Ciih + ki, если t* (х) = t. 
Назовем период t г-критическим, если С (х) — t, и (є, і)-критичес-

п 
ким, если dit — 2 хт отличается от у, на величину, не превышаю-

/=і 
щую є. Так как скачок g i j t (х) происходит лишь при изменении Г, то 
на каждой итерации из нескольких тысяч составляющих субградиента 
изменяются лишь несколько десятков. Этот факт можно использовать 
для более быстрого вычисления субградиента, выделяя лишь те со-
ставляющие, которые близки к скачку (с учетом величины шагового 
множителя). В силу этой же причины большинство составляющих век-
тора х также, как правило, остаются неизменными на данном шаге. 
Мы можем заранее Еыделять те группы работ, на которых возможно 
перераспределение технологии их выполнения на ближайших итерациях, 
и ограничивать свои вычисления только этими работами. 

Указанные приемы могут значительно сократить время одной 
итерации. Это весьма существенно, так как размерность вектора 
х = {xijh} велика; поэтому трудно применять ускоряющие проце-
дуры и приходится ограничиваться простым алгоритмом (3.31), ко-
торый обладает медленной сходимостью и требует для получения при-
емлемой точности большого числа итераций. 

Указанный алгоритм с небольшими модификациями можно при-
менять и в том случае, когда нет четкого разбиения на периоды, а 
просто задается перечень работ, объемы и интервалы выполнения 
каждой работы. 

2. Задача о закупке машин и оборудования на долговременный 
период. Ставится задача о закупке и использовании в течение дли-
тельного периода определенного набора взаимозаменяемых машин 
и оборудования для производства заданного списка работ в задан-
ных объемах в определенные промежутки времени. Пусть 
2, ..., Т} — промежутки времени, / — индекс работы, / = 1, ..., п, 
і — индекс машины (оборудования), і •= 1, ..., m; хщ — количество 
машин t'-ro типа, выполняющих /-ю работу в t-й период времени; yit — 
количество машин типа І, закупаемых к началу периода аи — коли-
чество старых машин /-го типа, остающихся в эксплуатации к нача-
лу периода t; р і П — производительность і'-й машины на /-й работе в 
і-й период; Pijt — технологические коэффициенты расходования ре-
сурсов а-го типа при использовании /-й машины на ;-й работе в t-й 
период; Ь}и df — соответственно объемы работ /-го типа и ограниче-
ния по ресурсам а в t-й период; cljt — приведенные эксплуатацион-
ные затраты, связанные с использованием машины г'-го типа на /-й 
работе в /-й период; clt — приведенные затраты по закупке /-й маши-
ны перед началом /-го периода (с учетом остаточной стоимости к кон-
цу планируемого промежутка времени (к концу Т-го периода)). 
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Математическая модель задачи имеет следующий вид: найти 
/ т п Т ml \ 

min І V 2 2 cutxijt 
\г=і /= 11=і <=i t=і / 

при ограничениях 
m 

2 Put*ut = bJo /=!,•••> л, t=l,...,T, (3.33) 
і = І 

2 + 2 f r t . 1 = 1 / = 1 r ; (3.34) 
(=1 T=1 

m 
2 « Є Л f - І . . . . . Т , (3.35) 
i=l /=1 

где Л — множество видов ресурсов; 

хш>0, yit>0, t = 1 m, (3.36) 
/ = I , . . . , л, t — I,..., Т 

Для решения этой задачи применим схему декомпозиции по ограни-
чениям. Рассмотрим функцию Лагранжа 

m п Т m Т 

{х, у, и) = 2 2 2 сшхш + 2 2 ° і і У и + 

f=l /= 1 t=1 £=1 (=1 

m Т / п t \ 
+ 2 2 « « 2 *m + 

г=і i=i \/=i t«i / 
7 / m п \ 

+ 2 2 " п 2 2 — d t 
(=1 а ел \і=1 /= 1 / 

я внутреннюю задачу определения 
•ф (и) = min (X, у, и) (3.37) 

при ограничениях 
m 

2 = І = 1. - . л , t = 1 Г, (3.38) 
<=i 

* і я > 0 , У и > 0 , г = 1, . . . , т , / = 1, . . . , п, 1=1 Т. (3.39) 
В выражении для 1Л (х, у, и) приведем подобные члены: 

£(х,у,и) = 2 2 2 [сш + + 2 *Ш + 
i = 1 / = 1 f = l V (Xg/5 / 

/ 7 \ Т Г Т 

+ - 2 Ы - 2 2 а » " » - 2 2 (З-40) 
\ Т=< У i = l t—l t—L а £ А 
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При любом и^ 0 inf с£ (х , у, и) дает оценку снизу для оптималь-
ного значения функции цели, однако нетривиальные оценки, не равные 
— оо, будут получаться для значений и, удовлетворяющих неравен-
ствам 

2 
* t t — 2 " r t > 0 ' t = l , ~ . , T . (3.41) 

X=l 
Функция г|) (ы) определена и конечна при выполнении ограничений 

и ^ О и (3.41). В самом деле, при выполнении (3.41) оптимальные 
значения у = {yit} в задаче (3.37) — (3.39) есть у = 0. По перемен-
ным х (и) = {xljt(u)} ограничения (3.38) распадаются на одностроч-
ные блоки, поэтому х (и) находится весьма просто путем решения 
следующего семейства задач: найти 

т 
min 2 (сш + "и + 2 Ptjtu?) хш 

i=I agyi 
при ограничениях 

т 
2 Ршхт = ьн> / = 1 , . . . , л, t= 1 Т, 
і = І 

*wt>0, і = 1,... , m, j = 1,..., n, t=l,...,T. 

Обозначим ri]t (u) = ciH + ult + 2 P%uf, и пусть % (и) = 
а 

= min (u)/ptjt (и)), і* — і'Ли) — минимальный номер, при котором 

Тi'jJPi'it = Sit (")• ТоГДа 

bjt/Put, если і = і'п (и), 
* « » ( " ) = (3.42) I 0, если I Ф і* (и). 

Подставив значения хш[и) в (3.40), получаем следующую задачу ку-
сочно гладкой оптимизации: найти 

{ m п 7 \ 

max г|> (и) = max 2 2 2 IеШ + ии + 2 и?Р?» х ш (") -
«€У «еи \<=1 /=1 f=l Х «ЄЛ / 

m Т 7 \ 

- 2 2 - 2 2 d f u 1 Ь (3 '4 3 ) 
i=l (=1 (=1 ає<4 / 

где 

*7 = ( ы : и > 0 , cit— 2 " І Т > ° . f = l , . . . , T , t = 1, . . . , ml. (3.44) 
I T=f I 

Для того чтобы учесть нетривиальные ограничения в (3.41), исполь-
зуем метод негладких штрафных функций, при этом задача (3.43) 
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max 
u> о 

сводится к следующей: наити 
т Т { п \ 
2 2 "и 2 хш (и) — аи + 
і=І і=і \/=i J 

(=1 а€Л \/=1 / 
m Т / Т \ + 

+ 2 2 S « — 2 Uix 
;=1 t=i \ t=i 1 

, (3.45) 

где Sit — достаточно большие положительные числа (штрафные мно-
жители) (см. теорему 1.11). 

Для решения задачи (3.45) с успехом применяется r-алгоритм, в 
котором ограничения и О учитываются по схеме отражения, как 
описано в [15]. 

Математическая модель, подобная (3.32) — (3.36), использовалась 
для решения задачи об оптимальной поставке пассажирских и грузо-
вых самолетов Министерству гражданской авиации при долгосрочном 
планировании (5—10 лет). Подробное описание модели, алгоритма ре-
шения этой задачи и анализ результатов реальных расчетов содер-
жится в [36]. 

3. Динамическая транспортная задача. При решении вопросов 
материально-технического снабжения большое значение имеет посто-
янство связей между поставщиками и потребителями в течение доста-
точно длительного периода. В условиях неравномерности потребле-
ния и (или) производства планирование распределения продукции 
между потребителями с учетом постоянства связей наталкивается на 
серьезные трудности: необходимость создания запасов продукции, 
невозможность независимого планирования распределения продук-
ции по отдельным небольшим периодам. Требование постоянства 
связей при строгом его учете вносит в математическую модель распре-
делительной задачи булевы переменные, что весьма затрудняет про-
цесс получения оптимального плана. В работе [7] была предложена 
специальная модель линейного программирования (без булевых пе-
ременных), которая достаточно хорошо соответствует реальным тре-
бованиям планирования поставок однородной продукции во времени. 

Имеется m поставщиков (предприятий) и п потребителей (стро-
ек). Планируемый период разбит на Т интервалов. Для краткости 
интервал планирования будем называть кварталом. Заданы: а н — 
объем продукции, производимой г'-м предприятием за квартал t, t = 

т 
= 1, ..., Т, at — объем продукции, производимой t-м пред-

приятием за планируемый период, Ьн — объем спроса на продукцию 
/-го потребителя за квартал t, t= 1, ..., Т, b}—потребность /-й 

т 
стройки за планируемый период, bj = 2 Ьц, с и — стоимость перевозки 

t=i 
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единицы продукции от г-го предприятия к j-му потребителю. Транс-
портные издержки Си принимаются независимыми от времени доставки. 
Предполагается, что общее производство и потребление сбалансированы: 

m п 
2 at = 2 bi> 
(=i /=і 

т 
однако поквартальный баланс, вообще говоря, не имеет места: 2 аи 

i=i п 
не обязательно равна 2 bn = 1, 

/»=і 
На интуитивном уровне задача заключается в определении тако-

го распределения продукции между потребителями, чтобы при этом 
выполнялись условия: 

а) для большинства предприятий или, по крайней мере, для пред-
приятий с большим приоритетом удовлетворяется их потребность ПО I 
кварталам; 

б) объем преждевременно поставленной продукции должен быть 
по возможности меньшим (это условие можно интерпретировать как 
минимизацию затрат на хранение преждевременно произведенной 
продукции); 

в) транспортные издержки минимальны по сравнению с другими 
распределениями, удовлетворяющими первым двум условиям; 

г) потребители в течение всего планируемого периода должны 
по возможности прикрепляться к одному поставщику. 

Введем обозначения: р;-г — объем продукции, являющейся спро-
сом /-го потребителя за первые t кварталов, 

Рл = 2 Т> 
Т=1 

~ап — объем продукции, производимой і-м предприятием за первые t 
кварталов, 

t 
<*и = 2 а*> t=U—,T; 

Т=1 
xHt — объем продукции, поставляемой і-м предприятием /-му потре-
бителю за первые t кварталов. Предположим, что все р;-; Ф 0, однако 
отметим, что это ограничение, как будет видно из дальнейшего, не 
является существенным и введено лишь для простоты изложения. 
Окончательные результаты справедливы для случая Рд ^ 0. Вели-
чину хіН/$п назовем степенью обеспеченности і-го потребителя /-м 
предприятием за перЕые t кварталов. 

При построении математической модели дополним постановку 
задачи, не изменяя существенно ее экономической сути, следующи-
ми условиями: 

1) преждевременно произведенная продукция предприятия хра-
нится на его складах, т. е. потребители не получают излишки 
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продукции: 
т 

2) степень обеспеченности потребителя не убывает со временем: 

Xi)t$)t>Xti,t-i/$j.t-u t = 2, . . . , Т. (3.46) 
Введем штрафные коэффициенты: R j t — величина штрафа за 

недопоставку единицы продукции /-му потребителю в конце /-го 
квартала; llt — величина штрафа за наличие единицы нераспреде-
ленной продукции на г'-м предприятии в конце t-ro квартала. Через 
wit обозначим объем нераспределенной продукции на г'-м предпри-
ятии в конце t-то квартала. 

Математическая модель поставленной задачи описывается сле-
дующей задачей линейного программирования: найти 

( т п п Т—1 / m \ m Т—1 \ 

2 2 w e + 2 2 Рл - 2 х ш + 2 2 1и*»и (3-4 7> 
;=! /=і /=1 (=1 \ f=i / j=i (=i J при ограничениях m 

2 х ц т = Ьі, / = 1 п, (3.48) 
г=і 
п 

2 хш=аь t ' = l , . . . , т , (3.49) 
мі 

f>!,t-\xllt > $пхца-\, г = 1, tn, / = 1 п, t = 2 Г,(3.50) 
п 

2 ХШ + wit = аи, і = .1 т, / = 1 , . . . , Г - 1 , (3.51) 
/==і 

т 
2 * № < Р Л . t = l T - l , (3.52) 

хш>0, г = 1, ..., т, j = 1,. . . ,п, / = 1 , . . . , 7 \ (3.53) 
и » „ > 0, г = 1, ..., т, t= 1 Г — 1 . (3.54) 

З а м е ч а н и я . 1. Ограничения (3.50), имеющие смысл и для Р7-(=0, 
соответствуют условию (3.46). 

2. Хотя естественное условие Xij,t+i xi)t не введено формально в 
список ограничений задачи, оно является следствием ограничений 
(3.50), (3.52) и (3.53), поскольку р / > ж > РЛ. 

3. Отметим, что условие (3.50) запрещает прерывать обслу-
живание потребителя данным поставщиком, что «способствует» вы-
полнению условия г). Более точная формулировка требования г) 
приводила бы к задаче целочисленного программирования, получение 
удовлетворительного решения которой было бы весьма проблематич-
ным в случае большой размерности задачи. 
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Опишем метод решения поставленной задачи. Решение зада-
чи (3.47) — (3.54) будет проводиться в два этапа. На первом этапе 
определяется схема оптимального прикрепления потребителей к 
поставщикам, на втором — объемы поквартальных поставок х1Н. 

Нахождение схемы оптимального прикрепления потребителей сво-
дится, как и в случае классической транспортной задачи, к реше-
нию двойственной задачи. 

З а м е ч а н и е . Под схемой оптимального прикрепления мы пони-
маем выделение пар индексов (г, /), для которых xiJt ]> 0. 

Прежде чем переходить к двойственной задаче, запишем задачу 
(3.47) — (3.54) в другой эквивалентной форме: найти 

/ т п п Г—1 f t \ / m \ т Г—1 \ 
min 2 2 + 2 2 2 2 Уш + 2 2 '««»« И 3 - 5 5 ) 

\(=1/=1 /=і /=і \т=1 / \;=і / (=i /=i / 
при ограничениях т 

2 XijT = bj, / = 1, . . . , re, (3.56) 
;=і 
tl 

2 xijT = Щ, і = 1, . . . , m, (3.57) 
M 

n t-1 
2 ht 2 У т + = ««• ' = 1 m> t = \ , . . . , T - \ , (3.58) 
/=1 T=0 

1 T ~ l 

^ XijT + 2 f'/t = ' = •••' m ' І = ••• > n ' (3-5 9> 
1 T=0 

хцт>0, і = 1, . . . , m , j — 1, . . . , ft, (3.60) 
у І Л > 0 , i = l m, / = 1 n, / = 0, ...,T—1, (3.61) 
a y ; i > 0 , t = l , — 1. (3.62) 

Нетрудно показать, что задача (3.55) — (3.62) эквивалентна 
задаче (3.47) — (3.54), причем решение {x i i t} задачи (3.47) — (3.54) 
определяется формулой 

t—і 

т=о 
где {ytjt) — решение задачи (3.55) — (3.62). 

Покажем, например, справедливость равенства 
Т—1 / t \ / m \ Г— I 
2 У Р / ^ х 2 ) = 2 ^ -

где 
m 

Xjt = 2 кш-
1 = 1 
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Положив 
і 

гн = 2 7 і — 1 . /' = 1,.. . .m, 
t=i 

и учитывая (3.59), получаем 
7"—1 і т Т—I m 

2 2 ' < • « № » - 2 ' * Ж 
(=1 Т=1 !=1 Ь=1 1 = 1 

Т—1 
xj,t+l — Р/.<+1 хл — 

и 
( = 1 

Т— 1 - Г—1 
— x,t\ / Р/.г-ц — */,<+! \ _ 

Р/./+1 Л 

<—і /=і 
Г—1 _ г— 

<=1 
Г—1 Г—1 

^ /?„ (Ря - % ) = £ Ru (Р* - % ) . 

Ь=1 i=\ 
Г—1 Г—1 

- Г . Ь К 
я ^ ~ 

( = 2 ( = 1 

что и требовалось показать. 
Обозначим через v3, utr, utt, zi} двойственные переменные, от-

вечающие соответственно ограничениям (3.56) — (3.59). Тогда зада-
ча, двойственная к (3.55) — (3.62), будет состоять в следующем: 
найти 

f п m Т \ 
max 2 bp, - 2 2 ( 3 - 6 3 ) 

V/=i (=i t=\ I 
при ограничениях 

Vj<ctJ + Zij/bj + UIT, і = 1, ..., m, j = 1, ..., n, (3.64) 
T— 1 

«У < 2 ( 3 - 6 5 ) 
i=I 
l T—1 

2 M i * . (3-66) 
T=! [=<+1 

t = 1,..., m, /'== 1, ... f = 1, ... ,7 і — 2, 
r—і 

' = l' -'m» i=U...,n, (3.67). 

utt>-ht, i = l , ...,m, t = I, .., Г — 1 (3.68) 
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Пусть v'., u'it, г:. — решение задачи (3.63) — (3.68). Тогда, очевид-
но, гытолняется соотношение 

o ; = min ( с + ^ з Г + и ' Л . (3.69) 

Обозначим через /*( / ) множество индексов і, при которых дости-
гается минимум в правой части формулы (3.69). Поскольку перемен-
ные х^т задачи (3.47) — (3:54) являются двойственными оценками 
для системы ограничений (3.64), то xijT > 0 лишь для і Є /*(/) . По-
этому /*(/) является множеством номеров предприятий, к которым 
прикрепляется /-й потребитель. Таким образом, для определения 
схемы оптимального прикрепления потребителей к пунктам произ-
водства достаточно решить двойственную задачу (3.63) — (З.Є8). 
Отметим, что в случае Rjt = 0, lit = 0, і = 1, ..., т, j =• 1, ..., п, 
t = 1, ..., Т— 1, (3.63) — (3.68) является двойственной к класси-
ческой транспортной задаче, определяемой параметрами ci;-, at, b}. 

Для решения задачи (3.63) — (3.68) применим схему декомпози-
ции по множеству переменных. Зафиксировав переменные ип , при-
ходим к задаче: найти 

max V b j v j (3.70) 

при ограничениях 

+ zulbj + ист, і = 1, ..., m, / = 1 , . . . , л , 
Zii<ri]t(u), і = 1, ..., m, j = 1, ..., n, t=0, ...,T— 1, 

где 
Г - 1 

г Но (и) = 2 
t=asl 

t Г—1 

Гін (") = 2 + 2 * = 1 У —2, 
Т = 1 т = < + 1 
Г - 1 

Гц,Т-\(и) = 2 Ру*Я/т-
т=1 

Решение задачи (3.70) определяется, очевидно, формулами 

zu(u) = min ri]t(u), (3.71) 

V] (и) = min lcu + -J- zi} (u) + uiT\ . (3.72) 

Таким образом, задача (3.63) — (3.68) сводится к задаче максими-
зации кусочно линейной вогнутой функции F (и): найти 

(п m Г \ 

2 ЬР) (") — 2 2 « « " « (3-73> 
/=і <=i t-i J 9 В. С. МИХАЛЕВИЧ и др. 129 



при ограничениях 

— г = 1, ..., т, t = ... ,Т — \. (3.74) 
Рассмотрим также задачу безусловной максимизации кусочно 

линейной вогнутой функции F (и): найти 
max F (и), (3.75) 

U 
где 

п m Т— 1 m 
F(u) = 2 Му (") — 2 2 m a x { " « • — — 2 «тИ'ь 

a Vj (и) по-прежнему определяется формулами (3.71), (3.72). 
Пусть и* — решение задачи (3.75). Тогда нетрудно видеть, что 

решение и* задачи (3.73), (3.74) определяется формулами 

и* = max {и*, — ltt}, t - 1 Т— 1, и*т = и'ІГ 

Итак, задача определения схемы прикрепления потребителей к 
пунктам производства сводится к задаче (3.75) безусловной максими-
зации кусочно линейной вогнутой функции, для решения которой 
можно применить одну из модификаций метода градиентного типа. 
Как показали экспериментальные расчеты, r-алгоритм является эф-
фективным средством решения такого рода задач. 

Задача определение поставок {%*} сводится к проблеме опреде-
ления решения прямой задачи (3.47) — (3.54) по найденному реше-
нию двойственной задачи (3.63) — (3.68). 

§ 5. Применение е-квадратичного сглаживания 
при решении задачи линейного программирования 
путем декомпозиции по ограничениям 

Запишем задачу линейного программирования в следующем виде: 
найти 

min (с, х) (3.76) 
при ограничениях 

х£Х, (3.77) 

А х ^ Ь , (3.78 
где х, с 6 Еп, Ь 6 Em, А — матрица размеров m~\ п, X — неко-
торое выпуклое полиэдральное множество. Здесь сознательно выде-
лены в отдельную группу ограничения (3.77), хотя они также пред-
ставимы в виде системы линейных неравенств. Особенность их в том, 
что трудоемкость решения задачи (3.76), (3.77) сравнительно неве-
лика. Как правило, это связано с тем, что система неравенств, зада-
ющих X , имеет блочно-диагональный вид; при этом отдельные блоки 
сравнительно малы, хотя их число может быть довольно большим. 
В таких условиях задача (3.76), (3.77) распадается на ряд независимых 
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подзадач, что и обеспечивает простоту ее решения. В отличие от «блоч-
ных» ограничений (3.77), ограничения (3.78) лишены специфики: 
это линейные неравенства общего вида, связывающие переменные 
из различных блоков, так называемые связывающие ограничения. 
Обозначим через х некоторое оптимальное решение задачи (3.76) — 
(3.78) (предполагается, что множество оптимальных решений непусто), 
f* = (с, х). Применим к задаче (3.76) — (3.78) схему декомпозиции 
по ограничениям. 

Для аргумента и О, и G Ет, рассмотрим функцию 
Ф (и) = min {(с, х) + (и, Ах — Ь)}. (3.79) 

Функция ф (и) вогнута, кусочно линейна, границы кусков линей-
ности функции ф (и) состоят из точек и 6 Е т , для которых значения 

х (и) = arg min {(с, х) -f («. Ах — Ь)} (3.80) 
к£Х 

определяются неоднозначно. 
Из доказанных выше результатов следует, что 

f* = (c ,x) = <p(u*), 

где и* = arg max ф (и). Кроме того, компоненты вектора и* совпа-
л о 

дают с той частью оптимальных двойственных переменных задачи 
(3.76) — (3.78), которые соответствуют ограничениям (3.78). Таким 
образом, нахождение /* сводится к максимизации по и > 0 вогну-
той негладкой функции ф (и). Субградиент функции ф в точке и вы-
числяется по формулам 

£ф(«) = Ах (и) — Ь, (3.81) 
где х (и) — некоторое решение (3.80). Отметим, что трудоемкость 
вычисления ф (и) и £ф(и) при блочно-диагональной структуре X срав-
нительно невелика. 

Возможность сведения задачи (3.76) — (3.78) к задаче максимиза-
ции вогнутой функции небольшой размерности особенно ценна, ког-
да задача (3.76) — (3.78) имеет большой объем: количество перемен-
ных и ограничений (в том числе и определяющих множество X) поряд-
ка 105— 10е. В этой ситуации применение конечных алгоритмов 
типа симплекс-метода наталкивается на трудности, связанные со 
значительным увеличением числа итераций и потерей точности вы-
числений. А в соответствующей негладкой задаче количество пере-
менных равно т — количеству связывающих ограничений, которое 
даже в больших практических задачах редко превышает 103. При 
заданной точности решения число итераций эффективных алгорит-
мов негладкой оптимизации (например, г-алгоритма) практически 
линейно зависит от т. Кроме того, эти алгоритмы менее чувствитель-
ны к накоплению ошибок. 

Решив с высокой точностью задачу (3.80), мы получим хорошее 
приближение к /*. Однако х (и*) находится неоднозначно, лишь 
часть значений х (и*) удовлетворяет ограничениям (3.78), т. е. яв-
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ляется допустимой в задаче (3.76) — (3.78). Нахождение допустимо-
го х (и*) при больших размерностях не является тривиальной зада-
чей. Для ее решения можно использовать несколько подходов. 

Первый подход основан на теории двойственности в линейном 
программировании. Он сводится к проверке выполнения (с некото-
рыми заданными порогами точности) соотношений дополняющей 
нежесткости. Это позволяет редуцировать задачу (3.76) — (3.78), 
т. е. выделить несущественные ограничения и переменные, заведо-
мо равные нулю в оптимальном решении. Если полученная редуци-
рованная задача имеет сравнительно небольшой объем, для ее ре-
шения можно применить симплекс-метод или подходящую для данной 
размерности другую эффективную процедуру. 

Другой подход связан с применением процедур усреднения для 
последовательности {х (uh)}k2l [7]. Если объем исходной задачи 
велик, оба эти подхода обнаруживают существенные недостатки. 
При первом подходе объем редуцированной задачи может оказаться 
еще слишком большим для успешного применения алгоритма с 
конечным числом итераций. При втором подходе удовлетворитель-
ное приближение к х достигается, если для усреднения берется боль-
шое число членов последовательности {х (uh)},: что требует больших 
вычислительных затрат. 

Следующий способ нахождения * основан на том, чтобы сделать 
целевую функцию (3.76) строго выпуклой. В этом случае х (и*) будет 
определяться однозначно и автоматически будет допустимым. 

Внесем в (3.76) регуляризующую квадратичную добавку. Полу-
чим возмущенную задачу: найти 

min ((с, х) + -§ - (* , х)) , е > 0 , (3.82) 
при ограничениях 

х (3.83) 
Ax — bs^ 0. (3.84) 

Обозначим через х* (е) оптимальное решение задачи (3.82) — (3.84). 
Отметим, что из существования х следует существование х*(е) и его 
единственность. Решение задачи (3.82) — (3.84) сводится к макси-
мизации по и 0 строго вогнутой функции 

фв (ы) =л min [(с, х) + (х, х) + (и, Ах — b) 

При этом если положить 
хг (и) = argmin 

и' = arg max <ре (и), 
и?s0 

ТО X* (е) = хе (ы*). 
Оказывается, что при определенных условиях х*(е) совпадает или 

в определенном смысле близок к х. Для исследования этого вопроса 
запишем задачи (3.76) — (3.78) и (3.82) — (3.84) в следующем 

(с, х) + (х, х) + (и, Ах — b)J 
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виде: найти 
min (с, х) 

при ограничениях 

(a„x) — btK О, i=l,...,N, 
найти 

min (V, х) + -J- (х, 
при ограничениях 

(а,, х) - Ь, < 0, х£Е» 

(здесь at£ Еп и N > т, так как вместо ограничений х 6 X в яв-
ном виде выписана система линейных неравенств, определяющих 
X). Пусть оптимальное решение х задачи (3.76) — (3.78) не вырож-
дено и единственно. Без ограничения общности можно считать, что 
векторы аг, ..., ап линейно независимы и 

( а „ х ) ^ Ь „ і = 1 , . . . , п , (3.85) 

(ah x)Cbt, i>n. (3.86) 

Пусть й = {«! , ...,ип,.... UN} 6 EN— вектор оптимальных двойствен-
ных переменf ых задачи (3.76) — (3.78). Из предположений о свойствах 
х следует, что 

ы , > 0, i = l , . . . , п, щ = 0, < = « + 1 , 
Введем в рассмотрение величины 

D = det Г (alt Й2 , •••, аи) > 0; 
Dla = det Г (alt..., аі+1,..., an), 

iV. (3.87) 

Dl 
Г (й„ аг,..., d{-u al+u •••,an)j 

• b [ 

(ah aj (at, a2)... (ah an) bt 

где Г (r l t . . . , rp) — матрица Грама векторов ..., гр). Соотношение 
между х и х*(г) описывает 

Т е о р е м а 3.1 [22]. Пусть е0 — максимальное (не обязательно 
конечное) решение системы неравенств 

t' = l , . . . , п. (3.88) 
Тогда: 

а) при е £ [0, е9] х* (е) не зависит от є и х* (е) = х\ 
б) если 8 , < о о и номер i0 такой, что e0D£> «= UtJD, единствен-

ный, то существует (не обязательно конечное) ех > е0 такое, что 
при к 6 [ee, ej 

(С, X* (в)) - (с, х) = uiQDlb°/Dla° (1 - е0/е). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (3.85) — (3.87) в соответствии с теоремой 
Куна — Таккера имеем 

п _ 
— с = 2 иіаи "г>°- 1 = 1. •••>п> 

і 

-с£ЫК(а1У . . . ,а„), (3.89) 
где К(а1У ..., ап) — конус, определяемый векторами av ...,ап. Из (3.89) 
вытекает, что существует е0 > 0 такое, что при е g [0, е0] справедливо 
включение 

— (c + zx)eK(av...,an). (3.90) 

Последнее означает, что х является оптимальным решением задачи 
(3.82) — (3.84). Таким образом, при є £ [0, є0] х*(г) не зависит от 
е, х*(е) == х. Величина є0 может быть найдена как максимальное е, 
при котором выполняется включение (3.90). Для явного описания ко-
нуса К (аъ ..., ап) воспользуемся следующим утверждением. 

Лемма 3.1. Пусть векторы аъ а2, .... щ из Е" линейно неза-
висимы. Положим (см. с. 80) 

Pi = — N(ah L(alt аг, ..., a,_i, ai+u ..., аг)), і = 1, . . . , / , (3.91) 
тогда имеет место представление 

K(a1,...,al) = {y:y^L(a1,...,al), (/>ь 0, t == 1 ... />. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 
У = {у: y£L(at, ...,а(), (ph t/)<0, і = 1, ...,/}. 

Рассмотрим произвольгьГЇ вектор y£Y. Этот вектор однозначно 
/ 

представим в виде у = V Я ^ . При і = 1 , . . . , / с учетом (3.91), (2.84) 
/•=1 

имеем 

0 > (л . У) = 2 ^ (Л. = (А. = - ' 

Отсюда Kt 0, i = 1, ..., /, т. е. у £ / ( (а ь ..., аг). Следовательно, 
Y <= К (аъ ..., аг). Обратное включение проверяется непосредст-
венно. Лемма доказана. 

Продолжим доказательство теоремы. Лемма 3.1 позволяет утвер-
ждать, что е0 может быть найдено как максимальное решение систе-
мы неравенств 

— (р„ с + е * ) < 0 , » = 1, . . . ,л. (3.92) 
Имеем при і = 1, ..., п: 

Г «І—і. ві+і. —• «„) ! (а і ' с ) 

(а., ах)..., (а., а(-_|) (a., ai+1)...(a., a j (а с) 
( / 7 " С ) I Г а (_1,а<+1,.;.,Ап)| 

184. 

(3.93) 



Подставляя сюда выражение для с и разлагая детерминант в числи-
теле в сумму п детерминантов (из которых (п — 1) равны 0), полу-
чим: 

ы. | Г (а,,.... а ) I — D 
i r ( 0 , ' . . . a t : , .a t + - ; ; . . . , a „ > l в г -

Далее, при i ' = 1 ,...,п аналогично вычисляем — ( р ь х ) . С учетом 
(8.85) имеем: 

- ( p t , x ) = Di/Di (3.96) 

Таким образом, неравенство (3.92) эквивалентно неравенству v,Dlb ^ utD, 
і — 1 ч т о завершает доказательство пункта а) теоремы. 

Пусть е0 оказалось конечным, а номер і0 такой, что є0Dlb° = uit>D, 
— единственным. Без ограничения общности можно считать, что 
i0 = п. Это означает, что 

— (Pi, с + е0х) < 0, t = 1 п— 1; —(рп, с + е0х) = 0. (3.96) 

Рассмотрим точки вида х (а) = х 4- apJWPn II- С учетом (3.91) — 
(3.93) имеем: 

(fl;> * («)) — fy = M l Рп II) (а*. Рп) = du 
dt — 0, t .= 1, ..., п — 1, dnc0. 

Из (3.86) ясно, что существует (не обязательно конечное) а > 0 та-
кое, что при а £ [0, а) 

(at, х (а)) — = ((аь х) — bt) + (all Рп II) («г, рп) < 0 , і > п. 

Таким образом, при a 6 10, а) точки вида х (а) принадлежат допусти-
мой области задач (3.76) — (3.78) и (3.82) — (3.84). 

Введем в рассмотрение функцию а (є): 

a(e) = — 4" (Pn'W Р" II'с + 
Ее производная 

, , ' 1 (Рп>с) ^ А 
a (є) = -р- ~j|7jT 

Значит, а (е) монотонно возрастает. Отсюда a (е) = 0, если є = є0, 
a ( e ) > 0 при е > є 0 . Положим 

х8 = х + а (є) р„/|| II = х — -і- (Рд, с + ех) р„/|| рп И2. 

Покажем, что для задачи (3.82) — (3.84) при є £ [є0, ех) хе являет-
ся оптимальным решением. Пусть е > 0 таково, что a (е) = ос. Из 
определения а следует, что при є £ [е0, е) х (є) является допустимым 
решением задачи (3.82) — (3.84), при этом 

(a;,xg) — bt= 0, і = ! , . . . , « — 1; (аі,хг)—Ьі<. 0, 
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Далее имеем: 
— (Рп, с + гхг) = — (рк, с -f ex — (рп + ex) pj\\ рп ||2) = 0. 

Отсюда ~ ( о - \ - exe)£L (а{, ..., ап-і). Далее, при і = 1, ..., п— 1 

— (Pt, с + &*,) = — (Pi, с+ г0х)~ (г — е0) ((/?г, х) + 
+ (pt,Pn)(Pn,x)l\\pnf). 

Первое слагаемое здесь строго отрицательно, поэтому существует 
е > е0 такое, что при в £ [є0, є) выполняется неравенство 

— (Pi, С + в Х е Х О, i = l , . . . , n — 1 . 

Лемма 3.1 позволяет заключить, что при е£[е 0 , в) — (с + едге)6 
£К(ах, ..., <?п_|). Полагая e t=min {є, еа}, получим, что при е Є [є0, s t) хе 
удовлетворяет условиям оптимальности для задачи (3.82)—(3.84), т. е. 
X* (є) == хг. 

Далее, 

« * * » > - ^ - (*.«.> + 

II P. II' — — § Г - (3.98, 

Из (3.96) имеем є , = — ( Р п , с)/(рп, х). 

Подставляя это выражение, а также (3.94), (3.95) и (3.98) в (3.97), 
получаем (с, х* (є))—(с, x)=unDllDna (1—е0/е), что и требовалось доказать. 

Отметим, что соотношения между х и х (е) изучались В. А. Бу-
лавским [13] и О. Мангасарьяном [160] в связи с разработкой 
итеративных алгоритмов в линейном программировании. В частности, 
ими был получен результат о существовании (без указания способа 
вычисления) при определенных условиях такого е0 > 0 , что х (е) = 
«= х при е £ (0, е0]. 

Использование квадратичной регуляризации приводит к необ-
ходимости решать задачи квадратичного программирования для 
отдельных блоков. В том случае, когда блоки состоят из одного линей-
ного ограничения общего вида и двусторонних ограничений на от-
дельные переменные (такая ситуация характерна для задач произ-
водственно-транспортного планирования), решение., достигается с 
помощью простого алгоритма. В общем случае требуется хорошая 
стандартная программа квадратичного программирования, реали-
зующая некоторый конечный прямой метод квадратичного програм-
мирования и могущая работать с любого допустимого начального 
приближения. Дело в том, что при переходе от одной итерации к 
другой при максимизации q> (и) меняются лишь коэффициенты линей-
ной части целевой функции, поэтому удобно в качестве начального 
приближения на (k + 1)-й итерации выбирать оптимальное решение 
х (uh), полученное на предыдущей итерации. 
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§ 6. Задача об оптимальном планировании производства 
и распределения труб 

Эффективность использования схем декомпозиции в сочетании с-

квадратичной регуляризацией и методами негладкой оптимизации наи-
более ярко проявляется при решении так называемых обобщенных рас-
пределительных задач большой размерности. Примером такой задачи 
служит задача об оптимальном планировании производства и распре-
деления труб, формулировка и решение которой выполнялось сов-
вместно со специалистами Всесоюзного научно-исследовательского и 
конструкторско-технологичеекого института трубной промышленнос-
ти (ВНИТИ) Минчермета СССР. 

В стране имеется J районов потребления (индекс района /' = 
= 1, 2, ..., J) изделий трубного производства, номенклатура которо-
го составляет / типоразмеров (индекс типоразмера / = 1 ,2 , ..., / ) . За-
дается совокупность Q4 «заказов», представляющих собой годовую по-
требность (в тыс. м) /-го района в трубах /-го типоразмера. Произво-
дителями труб являются К трубных цехов (индекс цеха k = 1, 2, ... 
..., К), расположенные в различных районах страны. Для каждого 
типоразмера і задается информация о всех возможных способах произ-
водства труб этого типоразмера. Эта информация может быть удобно' 
представлена в виде дерева. Корнем (нулевым уровнем) дерева явля-
ется сам типоразмер /. На первом уровне указываются цехи, являю-
щиеся возможными производителями этого типоразмера. Для каждого' 
такого цеха k на втором уровне перечисляются технологические марш-
руты (индекс маршрута /), по которым типоразмер і может произ-
водиться в этом цехе. Технологический маршрут представляет собой 
набор оборудования (индекс оборудования т); такие наборы задаются 
на третьем уровне дерева. 

Рядом с каждым видом оборудования указывается «норма участия» 
akim• величина представляет собой затраты времени (в часах) обо-
рудования т из цеха k при производстве в этом цехе 1000 м труб г'-го-
типоразмера по включающему данное оборудование технологическому 
маршруту /. 

Математическая модель описывается следующей задачей линейного 
программирования: найти 

min 2 2 С Ш (3.99) 

при ограничениях 

2 хш = Q'', (І, /) 6 Z, 

(3.100). 

(3.101) 
(hJ)tWi 

2 (k,m)eQ, (3.102) 
c./.nevta 

(3.103). 
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Здесь введены такие обозначения: 
xlkj — искомое количество (в тыс. м) труб І'-ГО типоразмера, спла-

нированное для производства в течение года в k-м цехе по техноло-
гическому маршруту I и предназначенное для /-го района потребления; 

Wt — множество пар [k, I) (цех — маршрут), описывающее все 
возможные способы производства труб типоразмера І; 

Z — множество пар (г, /) (типоразмер — район), которым соответ-
ствуют ненулевые заказы Q1'; 

VHM— множество троек (і, /, I) (типоразмер — район — маршрут) 
таких, что (г, /) 6 Z, а маршрут I допустим при производстве типораз-
мера і в цехе k и включает оборудование т\ 

THM — величина годового ресурса времени (в часах) оборудования 
•т из цеха k\ 

Q — множество пар (K, Т) (цех — оборудование), задающее парк 
оборудования, загрузка которого учитывается в данной модели; 

Uа, — выделенное множество четверок (г, /, k, 0; 
D — некоторое конечное множество номеров а. 
Ограничения (3.101) описывают необходимость удовлетворения 

предъявленных заказов. Ограничения (3.102) говорят о невозможности 
эксплуатировать в течение года каждое оборудование дольше опре-
деленного годового ресурса времени. Ограничения (3.103) являются 
специальными связывающими величины линейными ограничениями, 
ограничивающими сверху и (или) снизу производство в данном цехе 
определенных видов продукции, исходя из определенных технологи-
ческих или технико-экономических соображений. Выбор коэффици-
ентов с[[ минимизируемой линейной формы (3.99) зависит от поставлен-
ной цели: они могут задавать, например, транспортные издержки, за-
траты на производство или другие более комплексные критерии. 

Для решения задачи (3.99)—(3.103) непосредственно применялся 
подход, основанный на использовании схемы декомпозиции по огра-
ничениям в сочетании с е-квадратнчной регуляризацией, который по-
дробно был рассмотрен для общего случая в § 5. При этом в качестве 
выпуклого множества X выбиралось множество, задаваемое в про-
странстве переменных jcjtf ограничениями (3.100), (3.101). Количество 
ограничений (3.101) равно числу заказов и в конкретных расчетах было 
порядка 2-Ю4. Общее число переменных, входивших в задачу линей-
ного программирования (3.99)—(3.103), имело порядок 2-Ю6. 

Ограничениям (3.78) соответствуют в данном случае неравенства 
{3.102), (3.103). Их общее число не превосходило 300. Поэтому полу-
чаемая в соответствии с применяемым подходом задача максимизации 
вогнутой функции ФЕ(-) содержала около 300 переменных. Последняя 
задача решалась с помощью г-алгоритма. Во всех расчетах не более 
чем за 1500 вычислений субградиента (•) функции ФЕ(-) получа-
ли 5 — 6 верных значащих цифр в величине максимума этой функции. 

Вычисление субградиента £Фе(-) проходило по формулам типа 
(3.81). Оно сводилось к нахождению для каждого заказа (т. е. пары 
{І, /') 6 2) точки оптимума простой задачи квадратичного программи-
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рования, которая может быть представлена после введения очевидных 
переобозначений в следующем виде: найти 

s 
min ^ U y ^ - ^ y A (3.104) 

при ограничениях 
s 

%yr = Q, Уг> 0, г = 1 s. (3.105) 
Г=1 

Решение такой задачи у* = {у*, ..., г/*} выписывается явно. Так, если 
коэффициенты dr пронумерованы в порядке неубывания, то легко 
проверить, что 

при Г ^ р , ( З Ш 6 ) у; = г= 1 
0 при г > р, 

где р = max j<7: ^е + ^dr — qdg^ > о|. 

Заметим, что гычисление субградиента q% (•) требует однократно-
го просмотра всей информации об исходной задаче (3.99) — (3.103), 
что необходимо для последовательного формирования всех задач вида 
(3.104), (3.105). 

Полученные по формулам вида (3.106) на каждой k-н итерации 
значения xR(uh) подставляются в ограничения (3.102), (3.103). Полу-
ченные в этих ограничениях невязки являются компонентами субгра-
диента gy (•) в точке uh. Заметим, что в регуляризованной задаче 
при е > 0 субградиент вычисляется в каждой точке и > 0 однознач-
но, то есть совпадает с градиентом. 

Пусть и* — оптимальное значение множителей Лагранжа для 
регуляризованной задачи. Тогда из условий дополняющей нежест-
кости будет вытекать критерий оптимальности: те ограничения, для 
которых соответствующие оптимальные множители Лагранжа больше 
нуля, должны выполняться в форме равенства, остальные могут вы-
полняться и в форме неравенства. Точность выполнения этого крите-
рия дает нам возможность судить о точности решения и в нужный мо-
мент прекращать счет. Учитывая то, что время одной итерации г-алго-
ритма для регуляризованной задачи несколько выше (примерно в 1,5 
раза), чем время решения нерегуляризованной задачи, целесообразно 
получить хорошее приближение для нерегуляризованной задачи, а 
затем перейти к решению регуляризованной с малым начальным 
шагом. Можно также решить нерегуляризованную задачу с высокой 
точностью, произвести редуцирование к задаче меньшей размерности 
и уже для редуцированной задачи произвести регуляризацию. Ука-
занные приемы позволяют уменьшить время решения задачи на 20— 
30 %. 
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Описанная математическая модель соответствует задаче оптималь-
ного планирования производства и распределения холоднодеформиро-
ванных труб. Она несколько упрощается в случае сварных, горячека-
танных и других видов труб. 

Предложенная методика решения задач такого типа ипользова-
лась при разработке плана производства различных видов труб на 
трубных заводах страны начиная с 1980 г. Это позволило более полно 
удовлетворить потребность в дефицитных размерах труб, снизить ме-
таллоемкость продукции, что обеспечило получение значительнс го 
экономического эффекта. Следует отметить, что большое по объему 
информационное обеспечение, потребовавшееся при решении задач 
оптимального планирования производства труб, подготовлено специ-
алистами Всесоюзного научно-исследовательского и конструкторско-
технологического института трубной промышленности Минчермета 
СССР, работниками соответствующих отделов Госплана и Госснаба 
СССР. 

§ 7. Стохастические распределительные задачи 

Часто при решении задач планирования производства и транс-
портировки продукции возникают ситуации, когда производственные 
мощности различных групп оборудования и потребности потребителей 
в момент планирования не могут быть точно определены. Если пред-
положить, что указанные показатели являются случайными величина-
ми, то мы получаем в зависимости от конкретной ситуации ту или иную 
модель стохастического программирования. 

Практически наиболее интересны модели многоэтапного планиро-
вания, когда «жестко» определяются лишь поставки, которые навер-
няка будут обеспечены производством. При этом предполагается, что 
дисбаланс между реальными потребностями и «жесткой» составляющей 
плана покрывается с помощью корректирующих воздействий, состоя-
щих в использовании проявляющихся в процессе работы стохасти-
чески прогнозируемых резервов производства, централизованных за-
пасов продукции, импорта и т. п. В тех случаях, когда затраты на кор-
рекцию слишком велики, приходится отказываться от обязательного 
удовлетворения потребности потребителя, но в модели нужно обяза-
тельно учитывать возникающий при этом ущерб для потребителя и 
народного хозяйства в целом. 

Вариантов стохастических моделей такого рода миого. Мы оста-
новимся на двух характерных и сравнительно простых типах моделей. 

1. Предположим, что возможности (ограничения) производства за-
даны точно, а потребности представляют собой случайные неотрица-
тельные величины с известными законами распределения. Затраты на 
коррекцию первоначального плана представляют собой выпуклую 
функцию от невязки между реализуемой потребностью данного по-
требителя и планируемыми поставками. Требуется составить такой 
план поставок, чтобы математическое ожидание суммарных затрат 
на реализацию этого плана и затрат на коррекцию было минимально. 
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Математическая модель, которая исследуется ниже, является анало 
гом детерминированной модели, описанной в § 6 гл. 3. 

Пусть і 6 / — возможные технологические способы (это понятие 
включает в данном случае и место производства), / 6 J — индекс за-
каза потребителя (заказ — это и конкретный потребитель, и конкрет-
ны"! вид продукции), Та , а 6 А, — правые части технологических огра-
ничений, а — индекс ограничения, — случайная величина /-го зака-
за, Хц — величина поставки для выполнения /-го заказа с использо-
ванием і-й технологии, pf. — технологические коэффициенты, Сц — зат-
раты на вы юлнение и доставку единицы продукции /-го заказа г-м 
потребителем, fj(-) — функции, выражающие затраты на коррекцию в 
зависимости от невязки между ^ и суммарной поставкой 2 х и 

вы юлнения /-го заказа, М — символ математического ожидания. 
В этих обозначениях получаем следующую математическую модель: 
минимизировать 

= сихи + м[2 f i l l ] - 2 * « ) ] (3.107) 
ш it: ІЄ-J V ш 'і 

при ограничениях 
І0 IV v 

2 « е д (З.Ю8) 

Хц>0, jeJ. (3.109) 

Будем считать, что вероятностные распределения случайных вели-
чин ^ и функции fj таковы, что Mfj ( ^ — т) существуют при любом 

и т ^ О . Так как функции / Д . ) предполагаются выпуклыми, то 
Mfj flj—2 хІА является выпуклой функцией от х, отсюда задача 

(3.107) — (3.109) является задачей єьпуклого программирования. 
Введем обозначения: 2 хч = Уь / 6 Mfj(h — У}) = ФІ (yj), 

у3 0. Воспользуемся схемой декомпозиции по ограничениям. Для 
этого введем вектор и = {"а}а€/Ч множителей Лагранжа и рассмотрим 
функцию Лагранжа 

{і (X, и) = 2 2 си*ч + 2 <9} ш + 2 и» ( 2 2 р?1*и - г 

t£J /€У аел /€•/ 

= 2 2 (CU + 2 Рііиа) Хц - 2 + 2 ^ М-
IV \ а ел ' а 

я|>(и) = .min£ (x ,u ) . (3.110) 

Если зафиксировать вектор г/ = |г/7}, где ^ == 2 -^а. и обозначить 

сДы) = min jco + 2 />?•"„}• ТР получим, что минимум в (3 110) 

Пусть 

аел 
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достигается при следующих значениях х = х (у): 

Уj, ЄСЛИ і — МИНИМаЛЬНЫЙ ИНДеКС, ДЛЯ КОТОРОГО С, (и) = 

= с г . / + 2 Р?іич ( э т о т и нД е кс обозначим і (j, и)), 
а£А 

О в противном случае. 

Обозначим через г|) (у, и) следующее выражение: 

ЧЧу. " ) = 2 с, (и) у}— 2 " а Г а + 2 ф ЛУз) = 

= 2 (сj (и) + (у})) — 2 ыаГа. 

Очевидно, что 

(и) =- min г|> (у, и) = 2 rain (с, (и) у , + ф> Ш) ~~ 2 иаТа. 

Таким образом, для отыскания г|з (и) нужно решить для каждого /' £ J 
задачу одномерной минимизации: найти 

min(c , (u )^ + q>y(#,)). (3.111) 
У/ЪО 

Пусть «/(«) = — вектор оптимальных значений аргумента 
в задачах вида (3.111). Рассмотрим задачу отыскания max (и). Из общей 

и> О 
теории следует, что г|->(и)—вогнутая функция. Ее обобщенный градиент 
может быть вычислен покомпонентно следующим образом: 

(«) = {*$ (")}«€(, = 2 РІМіУі («)• (3- 1 12> 

Теперь у нас есть все для того, чтобы применить некоторый метод 
субградиентного типа, например /•-алгоритм, для нахождения макси-
мума i|) (и) и соответствующих оптимальных значений множителей 
Лагранжа. 

Если функции ф^(уj) являются строго выпуклыми при ^ > 0 и 
Ф; (yj) -•- оо при у j - > оо, то задачи минимизации вида (3 111) 
имеют однозначное решение, а функция -ф(ы) является непрерывно 
дифференцируемой при и 0; если при этом первоначальная задача 
имеет оптимальное решение, то оптимальным значениям множителей 
Лагранжа и* будет соответствовать оптимальное значение у = у*. При 
известном у стохастическая задача (3.107) — (3.109) превращается в 
детерминированную задачу. Для получения приближения оптимального 
вектора {х*и} можно использовать прием е-квадратичного сглаживания, 
рассмотренный в § 5 гл. 3. 

Если функции ф; (г/,-) не являются строго выпуклыми, например, ес-
ли они кусочно линейны, что характерно для дискретных вероятност-

ям (У) = 
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ных распределений потребности, то для получения приближения к у* 
можно использовать также прием квадратичной регуляризации, до-
бавляя к минимизируемой в (3.111) функции квадратичный член вида 
б }у2 с малым б. > 0 . 

П р и м е р . Рассмотрим частный случай стохастической распре-
делительной задачи вида (3.107)—(3.109), когда ограничения (3.108) 
являются чисто транспортными, т. е. имеют вид 

'Є Л (3.113) 
№ 

a f] (і) = kjt+, где kj > 0, t+ = max {/; 0} (штраф пропорционален ве-
личине недопоставки продукции). Пусть F} (t) — функция распределе-
ния случайной величины Тогда 

оо -|-оо 
Ф; (У)) = k,M - Уі) = k, J (t-yj)+dFj (t) = kA(t — yj) dF, (t). 

Производная по направлению yj 
оо 

ф) (Уі) dF> С) = ki і*71 (У)) - о 
Уі 

(предполагается, что функции F} непрерывны справа). Решение задачи 
Определения У} (и) СВОДИТСЯ К Следующему: Определяется С] (и) — 
= тіп(сг-у + Щ), где и = {« г}"= 1 — вектор множителей Лагранжа, со-

ответствующий ограничениям (3.113); решение задачи (3.111) сводится 
к исследованию уравнения 

+ 1) = 0. (3.114) 

Учитывая, что 0 ^ F,- (ys) ^ 1, получаем, что если с} (и) ^ kh то в 
качестве у} (и) нужно брать 0. При с} (и) < kj либо существует ре-
шение у} уравнения (3.114) (не обязательно единственное), тогда 
у}(и) = У], либо существует минимальное значение у3 =у, для кото-
рого С)(и) + k}(Fj(yj)—1)>0, тогда у}(и) = у. Если Fj(t) облада-
ет плотностью pj(t), причем Р](t) положительна на интервале [ajt bj], 
cij ^ 0, а вне этого интервала равна 0, то при Cj (и) < kj получаем 
единственное значение у} (и) 6 [а, Ь]. Случай неоднозначности yj (и) 
может возникнуть, когда F} (t) имеет интервалы постоянства, что ха-
рактерно для дискретных распределений. В этом случае мы можем 
аппроксимировать F } (/) на интервалах постоянства линейной функцией 
с малым положительным уклоном, чтобы обеспечить однозначность 
Уі(и). 

Оптимальному значению и = и* будут соответствовать вектор 
{У} Для получения {хи} остается решить транспортную задачу: 
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шайти 
т п 

min 2 2 сахи 
І=і /= і 

при ограничениях 
п т 
2 хи = У і ("*)• 2 хи ^ аі> 
і = 1 ; = 1 

xtj>0, і — 1 /= 1, 
2. Другая часто встречающаяся в практике планирования модель 

«стохастической распределительной задачи связана с определением 
объемов централизованных складов при заданном вероятностном рас-
пределении потребностей отдельных потребителей. Пусть і = 1 , ... 
..., т — индексы пунктов расположения складов, / = 1, ..., п — ин-
дексы потребителей, Cij — стоимость перевозки единицы продукции от 
1-го склада к /-му потребителю, Г] — штраф за недопоставку единицы 
продукции /-му потребителю, bj (a>j) — случайная величина потребности 
/-го потребителя с известным вероятностным распределением Fj (t), 
,yt — планируемый объем г'-го склада, dt—затраты на создание еди-
ницы запаса в 1-м складе, xtj (у, со) — величина поставки из t-ro скла-
да /-му потребителю при заданном у — {уи ..., ут} и известных зна-
чениях потребностей bj(a>}) (j — ], . ,п). Предположим, что bj(со,) 
•(/ = 1, — независимые случайные величины. Получаем модель 
двухэтапной транспортной задачи следующего вида: найти 

т 
min y.dtyt + MJ[y,a), (3.115) 

{ W } ; Г , 
где Л1М — символ математического ожидания, f (y t со) — оптимальное 
значение целевой функции транспортной задачи: найти 

( т п п \ 

2 2 с « * « + 2 с а (З.П6) 
(=і /=і ,=1 / 

при ограничениях: 
л 

2 хи<Уі' i=l,:.,m, (3.117) 
/=і т 2 хи + г, = Ъ,(а>,), j = 1,..., п, v (3.ив) 

Хф 2 / > 0 , г' = 1 , . . . , т , / = 1,...,/г. (3.119) 

Прямой способ решения задачи (3.115) заключается в применении 
•метода обобщенных стохастических градиентов (ОСГ), описанного в 
§ 2 гл. 2. Как следует из [34, 35], для получения обобщенного стохас-
тического градиента gm (у) от Мш[ (у, со) нужно путем моделирования 
псевдослучайных чисел в соответствии с распределениями Fj(-) по-
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лучить значения bj(а>3) и при фиксированных у =» ут) решить 
транспортную задачу (3.116) — (3.119). 

Пусть и (со) = {щ (co)}(=i — вектор оптимальных значений двойст-
венных переменных, соответствующих ограничениям (3.117). Тогда 
ga (у) = {—« г (о ) ) }Л і. Соответственно стохастический субградиент 
Л 
ga (у) от целевой функции (3.115) дается выражением 

g j y ) ~ { d t - M * i - (3-120) 
Таким образом, для решения задачи (3.115)—(3.119) может быть 

применен алгоритм ОСГ в следующей форме: 
1) задаем начальное значение у = у0 = {уJ}^,; 
2) Еычисляем у1, у2, ..., yk,... по следующей формуле: 

yh+l = yk-hhga(yh), £ =» 0, 1,2,. . . , (3.121) 
•ч 

где стохастический градиент ga (yh) подсчитывается по формуле вида 
(3.120), причем в качестве {«,(«>)} берутся двойственные оценки, со-
ответствующие ограничению (3.117) в транспортной задаче (3.116)— 
(3.11.9), правые части {bj ((й;)}"=1 которой получаются путем модели-
рования псевдослучайных чисел с соответствующим распределением, 
а вместо у подставляется ук. Шагоше множители удовлетво-
ряют следующим условиям: 

оо оо 

h>оуй, + 

которые обеспечивают сходимость процесса (3.121) к оптимальной точ-
ке с вероятностью 1. В соответствии с приведенным выше алгоритмом 
А. Ф. Годонога разработал программу, вошедшую в качестве функ-
ционального модуля в ППП ПЛАНЕР. 

* 

10 в. С. МИХАЛЕВИЧ н др. 



ГЛАВА 4 

ЗАДАЧИ СИНТЕЗА СЕТЕЙ И МЕТОД 
РЕШЕНИЯ РЕЛАКСАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 

§ 1. Задачи синтеза сетей. Модели и свойства 

Задачи синтеза сетей являются математическими моделями мно-
гочисленных экономико-математических проблем, связанных с опти-
мальным проектированием систем продуктопроводов различных назна-
чений [15, 50, 65], сетей дорог, авиатрасс [67], маршрутов движения 
грузовых поездов [80] и т. п. Кроме того, в таких же терминах форму-
лируется ряд задач размещения и развития предприятий [66, 68] и мно-
гие задачи унификации и стандартизации [9]. 

С точки зрения теории оптимизации задачи синтеза сетей относят-
ся к классу задач минимизации вогнутой (вверх) целевой функции і: а 
транспортных многогранниках различных типов. Вогнутость целевой 
функции связана прежде всего с так называемым законом убывающей 
стоимости, в соответствии с которым удельные затраты на создание и 
эксплуатацию мощности для производства или транспортировки про-
дукции убывают с ростом величины этой мощности. Например, стои-
мость линейного участка трубопровода в первом приближении пропор-
циональна стоимости металла, затраченного на> производство соот-
ветствующей трубы, т. е. пропорциональна диаметру трубы, а про-
пускная способность — мощность трубопровода при фиксированной 
скорости потока в нем — пропорциональна его сечению, т. е. квадрату 
диаметра. Поэтому с ростом мощности стоимость трубопровода растет 
как корень квадратный от нее, т. е. является вогнутой функцией от 
мощности. Удельные затраты при этом убывают с ростом мощности. 
Второй причиной, обусловливающей вогнутость целевой функции, 
является наличие в ней компоненты, связанной с фиксированными до-
платами. Эта компонента соответствует постоянным или, более общо, 
постоянным плюс линейным затратам от мощности для любого положи-
тельного ее значения, и нулевым затратам при нулевой мощности. 
К этому виду относятся обычно затраты на проектирование и подготов-
ку технической документации по созданию объекта, изготовление маке-
тов и опытных» образцов, затраты на подготовительные работы и т. д. 
Во многих практических ситуациях нелинейность целевой функции 
существенна. Поэтому аппроксимация ее линейной функцией при-
водит к решению, далекому от истинного оптимума, и является непри-
емлемой. 

Задачи минимизации вогнутой функции на выпуклом множестве 
относятся, вероятно, к классу задач математического программирова-
ния, для которых время их решения растет не менее чем экспоненци-
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ально с ростом числа переменных. Это следует из того, что даже прос-
тейшие из задач этого класса относятся к числу /VP-трудных задач. 

С другой стороны, любая линейная задача булева программирова-
ния (а значит, и целочисленного программирования с ограниченными 
сверху значениями переменных) сводима к задаче минимизации вогну-
той функции с непрерывными переменными. Для подтверждения этого 
достаточно вместо ограничений Х = 0\/1 рассмотреть ограничения 
0 ^ X ^ 1 и добавить к целевой функции / (X) вогнутую компоненту 

п 
М 2 Х1 С —xJ)> гДе X ~ (xi> •••> хп), М—большое положительное 

/ = 1 

число. Верно и обратное утверждение: задача минимизации вогнутой 
функции на выпуклом многограннике сводима к задаче линейного про-
граммирования с булевыми переменными. Это утверждение базируется 
на том простом факте, что минимум вогнутой функции на многогран-
нике достигается в одной из его вершин. В общем случае такое сведе-
ние весьма трудоемко, так как требует перечисления всех вершин мно-
гогранника. Однако в ряде случаев, когда структура целевой функции 
и многогранника достаточно проста, это сведение естественно. Приме-
рами являются задачи на многогранниках транспортного типа с се-
парабельной вогнутой целевой функцией и некоторые их обобщений, 
рассматриваемые в этой книге. 

Основным объектом анализа в данном разделе является задача син-
теза сетей, которая относится к классу многопродуктовых сетевых 
транспортных задач с сепарабельной вогнутой целевой функцией за-
трат по дугам и вершинам сети. Пусть задан орграф G = G (V, Е) с мно-
жеством вершин V и дуг Е и непустое множество А = {(/, /)} упорядо-
ченных пар вершин из V xV, называемое множеством маршрутов. 
Первая вершина в паре называется началом, вторая — концом марш-
рута. Каждому а 6 А поставлено в соответствие число Ьа > . О, назы-
ваемое мощностью маршрута а. Каждой дуге I £ Е и каждой вершине 
1 6 V соответствуют неотрицательные вогнутые неубывающие функ-
ции затрат на транспортировку по дугам /г (Хг) (I 6 Е) и через верши-
ны срг (Кг) (г 6 V), равные нулю при Xt = 0 и Yt = О, и числа Р{, 
Qti ограничивающие сверху значения переменных Хь Yt. Задача синтеза 
сетей формулируется как задача отыскания сети, допускающей реали-
зацию на ней всех потоков из Л с заданными мощностями Ьа (а 6 А), 
удовлетворяющей дуговым и вершинным ограничениям на величину 
их пропускной способности, с минимумом суммарных затрат на транс-
портировку на вершинах и дугах сети. 

Математическая модель этой задачи формулируется в виде: найти 
ш і п / 2 / г № ) + 2 Ф і ( ^ ) ) (4.1) 

при ограничениях 

2 * ( а , / ) = ІЄЕ, (4.2) 

2 2 * ( а , / ) = Y t ^ Q i > i t v , (4.3) 
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ІйДк) 
2 x(a,l)~ 2 x(a, l) 

le'W 

ba для k = i, 
О для кфі,}, a = ( г , / )gA, (4-4) 
ba для k = /, 

(4.5) 

Здесь x (a, 0 — неизвестная мощность потока для маршрута а по дуге 
I, Х{ — суммарный поток по дуге I, Yt — транзитный поток через вер-
шину І, і 6 V, I 6 Е, а 6 A, I (k) и J (k) — множества входящих и вы-
ходящих дуг для вершины k (k в V), A (k) cz А — подмножество 
транзитных относительно k маршрутов, т. е. А (k) = {а = (і, j): і Ф 
Ф k, j Ф k}. Ограничения (4.4) — стандартные для потоковых задач 
условия баланса мощности и неразрывности потока. В дальнейшем мы 
предполагаем, что все Pt и Qt выбраны так, что задача (4.1)—(4.5) раз-
решима, и не оговариваем этот факт особо. 

Наличие в целевой функции слагаемых <рг (Yt) ^к 0 соответствует 
затратам на размещение в вершине і некоторой мощности Yu перера-
батывающей транзитные потоки с затратами, равными ср г ( К г ) . Вели-
чины fl (Х[) есть затраты на создание и эксплуатацию коммуникации 
(дуги) / с пропускной способностью Х{. В принципе можно преобразо-

/ вать задачу (1.1)—(1.5) таким образом, что будут выполнены условия 
Ф, (Yt) = О (І 6 К). Такой путь не всегда рационален, но мы будем 
пользоваться им для упрощения дальнейшего изложения. В ряде слу-
чаев для того, чтобы избавиться от функций затрат в вершинах графа, 
не меняя при этом структуры ограничений задачи, достаточно заменить 
каждую вершину і с фг (Кг) Ф 0 парой новых вершин, которые со-
единены парой противоположно направленных дуг. При этом функция 
затрат для і отображается в аналогичные функции для новых дуг. 
Подобным же образом отображаются пропускные способности Pt и 
элементы множества А, которые имеют вершину і в качестве одной из 
своих компонент. 

В задаче (4.1)—(4.6) без ограничения общности можно предпола-
гать, что все h (Xj) — кусочно линейные функции. Действительно, 
поскольку минимум вогнутой функции достигается в вершине много-
гранника и число вершин конечно, достаточно определить значения 
каждой из рассматриваемых функций в вершинах и затем заменить эту 
функцию кусочно линейной аппроксимацией по этим точкам. Ясно, 
что такой способ не является конструктивным с вычислительной точки 
зрения из-за экспоненциального роста числа вершин G. ростом размер-
ности задачи. Важнее то, что в практических задачах функции ft (Х () 
сразу задаются (или приближаются) кусочно линейными. Такими же 
они являются в ряде частных случаев задачи (4.1)—(4.5), например 
в задаче Штейнера (см. ниже). 

Кусочно линейная одномерная функция f (X) представима в свою 
очередь в форме 

/ (X) = min hr (X), (4.6) 
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где 

h (X) - № + dr' Cr' при X > 0> (A 7) 
Л 1 0 при X = 0. 1 ' ' 

Здесь R — множество участков линейности f (X) . Неотрицательность 
cr, dr — следствие неотрицательности, вогнутости и неубывания / (X) 
с ростом X. Используя представление f (X) в виде (4.6), задачу с сепа-
рабельными кусочно линейными вогнутыми функциями вида (4.6), 
(4.7) можно свести к эквивалентной задаче с функциями вида (4.7), 
т. е. с линейными функциями с фиксированными доплатами. 

Л е м м а 4.1. Существует взаимно однозначное соответствие меж-
ду множеством базисных решений задачи А: найти 

І П П 1 
m i n 2 fi(xi)' 2 aixi = b< XJ>°> І =* где а,,і*ж 1 n, 

U=i /=i ) 
b—заданные т-мерные векторы, и подмножеством базисных решений 

!

п п 

2 2 hJr(Xjr) • 2 a i 2 x i r = xJr^*o> /'•= ь•••>"< /= 1 r(R 1-І Г€Д 
определяемое отношенниями x]r, j = 1, ...,/г, и сохра-

J лея 
няющее значения функционала. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку для каждого / в произволь-
ном базисном решении задачи В лишь одна из переменных Х]Г может 
быть отлична от нуля (иначе базис содержит два одинаковых столб-
ца), в качестве образа произвольного базисного решения X задачи А 
выберем решение Y задачи В, в котором для каждого / выбрано такое 
г из R, что fj(YhJr(Yjr) пригрі? . Ясно, что такое отображение 
обладает требуемыми свойствами. 

Применение указанного преобразования к (4.1)—(4.5) эквивалент-
но замене исходного графа G (V , Е) на'мультиграф, в котором каждая 
дуга I 6 Е заменена \R (/)| дугами, где |R (/)| — число линейных участ-
ков в графике функции (Xt). При этом ограничения на мощность 
каждой дуги в графе G перейдут в ограничения на суммарные мощности 
всех дуг, появившихся в мультиграфе вместо дуги исходного графа. 

Отметим, что если все функции hr (X) в представлении / (X) из (4.6) 
существенны, т. е. для каждого г 6 R найдется хотя бы одно значение 
X (г), для которого существует ненулевая окрестность S (X (г)) такая, 
что min ht (X) = hr (X), у А Є S (X (г)), то упорядочение по убыванию 

величин сг соответствует упорядочению по возрастанию всех dT (г g R). 
Этот факт полезен при разработке методов решения задач минимизации 
вогнутого функционала, так как позволяет после удаления из R не-
существенных функций работать с функциями вида (4.6) почти так же, 
как с функциями вида (4.7). Поскольку задачи синтеза сетей с функ-
циями вида (4.7) на мультиграфах не имеют принципиальных отличий 
от аналогичных задач на графах, мы в дальнейшем будем рассматривать 
»ти задачи в терминах графов, оговаривая особо случаи, когда требу-
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ется рассмотрение мультиграфов. Аналогично будем особо оговари-
вать ОТЛИЧИе ОТ НуЛЯ фуНКЦИЙ (РІ(УІ) в (4.1). 

Задача (4.1)—(4.5) с функциями /г (Хг) вида (4.7) эквивалентна сле-
дующей задаче частично целочисленного линейного программирования: 
найти 

0 ( X \ Z ' ) = m i n 0 ( X f Z ) = m i n ( v C j 2 * ( a > / ) + ^ d,z,) (4.8) 
X , Z W ае-4 /ев ' 

при ограничениях 

1Ьа при k = і, 

О при k Ф i,/, a = А, (4.9) — Ьа при k = /, 
2 * ( а , / ) < Л , (4.10) 

0 < * (а, /)< М (а, І) ги І£Е, а£А, (4.11) 
2/ = 0 V 1, ІЄЕ, (4.12) 

где М (а, I) «= min {Plt ba) — максимально возможный поток мар-
шрута а по дуге /. Эквивалентность этой пары задач понимается здесь в 
том смысле, что оптимальное решение задачи (4.1)—(4.5), (4.7) (X*, 
У*) порождает оптимальное решение задачи (4.8)—(4.12) (X*, Z*) по 
следующему правилу: 

r / . > 0 « = » z ; = 1, 
Y; * o«=»z; - о, 

и значения функционалов на этих решениях совпадают. Отметим, что 
При фиксированном значении переменных Zl задача (4.8)—(4.12) пре-
вращается в многопродуктовую сетевую транспортную задачу линей-
ного программирования с ограничениями на пропускные способности 
дуг. Свойства этого типа задач и их частных случаев являлись предме-
том интенсивного изучения, начиная со времени создания теории ли-
нейного программирования. Для ознакомления с ними отсылаем чи-
тателя к работам [3, 25, 79]. 

В заключение раздела приведем (неполную) классификацию част-
ных случаев и некоторых обобщений задачи (4.1)—(4.5), рассматрива-
емых далее. Иерархические отношения между ними изображены на 
рис. 4.1. Стрелки указывают порядок вложения задач-, в квадратиках 
проставлены их номера. Кратко перечислим их характерные свойства. 

1. Задача синтеза сети есть задача (4.1)—(4.5). 
2. Задача синтеза надежной сети является обобщением задачи (4.1)— 

(4.6) в следующем направлении. Предполагается, что в процессе экс-
плуатации сети пропускная способность каждой дуги может стать 
равной нулю, причем в любой момент число таких дуг не превышает k. 
Для каждого маршрута а 6 А заданы нормальная и аварийные мощ-
ности; нормальная соответствует безотказной работе сети, аварийная 
должна быть обеспечена при выходе из строя хотя бы одной из дуг се-
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ТИ. В условиях неопределенности моментов выхода из строя дуг сети 
Требуется синтезировать сеть минимальной стоимости, обеспечиваю-
щую пропуск по ней заданных мощностей в нормальном и аварийном 
режимах. Мы рассматриваем частный случай этой задачи: k *= 1, про-
пускные способности дуг не ограничены сверху, все а 6 А имеют вид 
(О, і), где 0 — заданная (корневая) вершина, т. е. задачу с одним ис-
точником (корнем). 

Надежная сеть 
с одним 

источником | 2. 

Сеть с оЯним 
источником 

• і 

Многоуровневое 
размещение 

ГУ 
, і 

Размещение 
унификация 

і 

3 

Сильносвязні 
орграф 

їй 

4 

Задача синте 
сети 

за 

1 

Размещение 
10 

Размещение 
на сети 

11 

Задача 
Штвйнера 

И 

Задача ШтеОнера 
на метрических 

графах 8 

Ветвление 

Рис. 4.1 

8. Задача размещения и унификации обобщает задачи размещения, 
являющиеся частным случаем задачи (4.1)—(4.5), аналогично тому, как 
многоиндексные транспортные задачи обобщают обычную. 

4. Задача нахождения сильно связного подграфа минимального ве-
са является частным случаем задачи (4.1)—(4.5), в которой пропускные 
Способности дуг не ограничены сверху и функции /, (Х{) имеют вид 

ПРИ Х г > 0 , (4.13) 
1 0 при X , = 0. 

Эта задача является также частным случаем задачи синтеза надежной 
сети. 

5. Задача синтеза сети с одним источником — это задача (4.1)— 
(4.5), в которой все а 6 А имеют вид (0, І), где 0 — заданная корневая 
вершина. 

6. Многоуровневая задача размещения есть частный случай задачи 
5 на многодольных графах, т. е. на графах, вершины которых разбиты 
на К непересекающихся множеств, называемых долями. Все доли ли-
нейно упорядочены, первая доля состоит из одной вершины 0 (корня). 
Множество последней доли — Nh, А = (0, і: і 6 Nh}, каждая дуга 
1 6 Е имеет вид I = (і, /), где і 6 Nh, j € Nk+i (k — 1 К— 1). 
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7. Задача Штейнера на графе есть частный случай задачи 5, в ко-
тором все /г (Хг) имеют вид (4.13). 

8. Задача Штейнера на метрических графах есть частный случай 
задачи 7, в котором множество вершин G (V , Е) — точки метрического 
пространства, а величины dt из (4.13) пропорциональны расстояниям 
(в метрике пространства) между вершинами, которые соединяет 
дуга I. 

9. Задача'о кратчайшем ветвлении — это частный случай задачи 
7, в котором А — полное множество, т. е. у г 6 V (0, г) 6 А. 

10. Задача размещения производства есть частный случай задачи 
6 с к = 3. 

11. Задача размещения на графах отличается от задачи 10 подоб-
но тому, как различаются матричные и сетевые транспортные задачи. 

Кроме указанных классов задач синтеза сетей рассматриваются 
задачи размещения технических средств с учетом сезонности выпол-
нения работ (§ 5.3) и задача Вебера на сети с прямоугольной метрикой 
(§ 6.4). Эти задачи непосредственно не формулируются в виде (4.1)— 
(4.5), но для их решения используются методы, являющиеся обобще-
ниями предлагаемого ниже декомпозиционного подхода. 

§ 2. Задачи линейного программирования 
с переменными верхними границами 
и блокирующие множества 

При решении задач целочисленного линейного программирования 
большинством известных методов (таких, как методы ветвей и границ, 
методы отсечения) возникает необходимость в решении последова-
тельности релаксированных задач, которые получаются из исходной 
удалением требования целочисленности переменных. Полученное на 
оптимальном решении релаксированной задачи значение функцио-
нала является оценкой снизу (для задачи минимизации) функционала 
исходной задачи. В данном разделе рассматривается класс задач ли-
нейного программирования, включающий в себя как частный случай 
и релаксации задачи синтеза сетей. Для этого класса развит метод де-
композиционного типа, позволяющий свести решение исходной задачи 
к решению последовательности задач меньшей размерности. 

Рассмотрим задачу линейного программирования вида: найти 

min Ф (X, Y) « min (сХ + fY) (4.14) 
при ограничениях 

АХ = Ь, (4.15) 
Х > 0 , Г > 0, (4.16) 

X ^ D Y . (4.17) • 
Здесь X и У — п- и ^-мерные векторы переменных; А и D — матрицы 
размерности т х п и п х р соответственно, причем D — матрица с 
неотрицательными элементами; Ь, с, f — заданные т - , п- и р-мерные 
векторы. 
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При фиксированном допустимом значении компонент вектора Y 
задача (4.14)—(4.17) превращается в задачу с ограниченными значе-
ниями вектора X. Поэтому она называется задачей с переменными 
верхними грайицами. 

'Исследуем некоторые свойства задачи (4.14)—(4.17). Для упроще-
ния изложения будем рредполагать, что задача разрешима, не ого-
варивая далее этого специально. 

Рассмотрим задачу, двойственную к (4.14)—(4.17), которая полу-
чается из нее путем сложения с целевой функцией ограничений (4.17), 
умноженных на соответствующие им множители Лагранжа U: найти 

max F{U) = max min (с + U)X (4.18) 
и x 

при ограничениях 
AX = b, Х > 0 , (4.19) 

I / > 0. (4.20) 
Форма записи двойственной задачи (4.18)—(4.20) непосредственно по-
лучается из второй теоремы двойственности в линейном программиро-
вании (теоремы о дополняющей нежесткости), согласно которой для 
пары двойственных оптимальных базисных решений (X*, У*) и U* 
выполняются условия 

V ( f — U ' D ) - 0 , (4.21) 
а для пары произвольных допустимых решений (X, Y) и U имеет место 
неравенство 

Y(f — UD)^ 0. (4.22) 
Последнее следует из (4.20) и Y 0. Поэтому если U* — оптималь-
ное (базисное) решение задачи (4.18)—(4.20), то, определяя из теоремы 
двойственности вектор \Y*, построим оптимальное решение (X*, У*) 
задачи (4.14)—(4.17). Из двойственности задач (4.14)—(4.17) и (4.18)— 
(4.20) следуют обычные соотношения между Ф (X, Y) и F (U) (первая 
теорема двойственности в линейном программировании): 

Ф(Х, K ) > F (U), Ф (X\Y') = F(U'), 

где (Х* ,К* ) и U*—оптимальные решения задач (4.14)—(4.17) и 
(4.18)—(4.20) соответственно. Поэтому любое допустимое решение U 
задачи (4.18)—(4.20) порождает оценку снизу F (U) для функционала 
задачи (4.14)—(4.17). 

Задачу минимизации (с + U) X при ограничениях (4.19) и фикси-
рованном значении U » U будем называть внутренней задачей. Рас-
смотрим также двойственную к ней задачу, вводя двойственные пере-
менные V к условиям (4.19): найти 

max УЬ (4.23) 
при ограничениях 

VA^c + U. (4.24) 
' Пусть V* (U) — оптимальное решение задачи (4.23), (4.24) при фик-

сированном U. Обозначим через J (U) множество индексов перемен-
на 



ных Xj, для которых соответствующие неравенства из (4.24) являются 
равенствами при V = V* (U). Полагая х} = 0 для j g J (U) , мы по-
лучим подмногогранник (грань) исходного многогранника, каждая точ-
ка которого является оптимальным решением внутренней задачи при 
фиксированном U. Обозначим множество точек этой грани через X{U). 

Пусть X°£X(U) — заданная точка. Множество v (Х°) = {/: х° > 0} 
называется носителем Х°. 

Множество P(f/) индексов j из J (U) называется блокирующим 
множеством для X (U), если для любого Х° g X (U) имеет место 
§(д) n 

Блокирующее множество Р (U) называется минимальным (по вклю-
чению), если не существует блокирующего множества у Ш ) такого, 
что y(U)czP(U), у(0)Ф$(0). 

Блокирующие множества были введены Фалкерсоном [132] и изу-
чались с различных точек зрения Фалкерсоном, Эдмондсом и дру-
гими [124, 133, 175]. Развитая в этих работах теория использовалась 
для построения теории двойственности в экстремальных комбинатор-
ных задачах, в том числе и для анализа комбинаторных задач на уз-
кие места. Мы хотим использовать свойства блокирующих множеств 
для построения декомпозиционных методов точного и приближенного 
решения задачи (4.18)—(4.20). 

Начнем с изложения основных свойств блокирующих множеств к 
множеству решений, лежащих на грани X (U). При этом достаточно 
ограничиться лишь базисными решениями из грани X (U). 

Т е о р е м а 4.1. Если ${U) (] v ( Х ° ) Ф 0 для любого базисного 
решения Xй £Х (U), то Р (U)—блокирующее множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0(17) П v (Х°) = 0 для Х°ЄХ(0). 
Тогда система х} = 0 (/ $ v(X0 ) ) определяет непустую подгрань X(U), 
которая содержит хотя бы одну вершину X і . Для этой вершины 
v (X і ) cz v (Х°) и, следовательно, {Ції) fl v (X і ) = 0 в противоречии с 
условием теоремы. 

Легко показать, что множество носителей базисных векторов гра-
ни X (U) попарно несравнимо по включению, т. е. для любых таких 
X і , X 2 , v (X і ) ф v (X2). Такая система множеств называется клат-
тером. С другой стороны, минимальные блокирующие множества так-
же образуют клаттер. Обозначим первый клаттер через # (U), а вто-
рой — через В (R (U)). 

Т е о р е м а 4.2. В (В (R (О))) = R (U). 
За доказательством этой теоремы мы отсылаем читателя к работе 

(132]. 
Пара R (U), В (R (U)) называется блокирующей системой. Одно из 

основных ее свойств состоит в следующем. 
Т е о р е м а 4.3. Пусть Jlt J2 — произвольное разбиение J (U), 

т. е. Jx U У2 = J (U), Jx П J%= 0. Тогда либо элемент из R (U) co-

rn 



держится в Jlt либо элемент из В (R (U)) —в J2, или наоборот, но 
обе возможности не могут быть реализованы одновременно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Элемент R (£/) не может принадлежать 
Jv если элемент В (R (U)) принадлежит J2, и наоборот по определению 
блокирующего множества. С другой стороны, если и У2 не содержат 
элементов из R (U) , то множество J1 (и J2) является блокирующим и, 
следовательно, содержит минимальное. 

Вернемся теперь к задаче (4.18)—(4.20) и рассмотрим грань ее оп-
тимальных решений при произвольном допустимом U — U. Пусть J — 
множество всех столбцов матрицы A, Jy = J (U), J2 = J\Jlt А1 и A2— 
подматрицы А, порожденные и J2, (с1, с2) — соответствующее разби-
ение вектора с. Иными словами, Ух — множество столбцов, для кото-
рых 

V*{U)A1 =c1 + U1, 
a J2 — множество столбцов, для которых 

V*(U)A2<c2 + U2. 
Тогда задачу (4.18)—(4.20) можно представить в виде: найти 

minc2X2 
при ограничениях 

AlXt + А2Х2 = Ь, Х^О, Х 2 > 0 , (4.25) 
где c2 = c 2 + t 7 2 — V*(V)A2. 

Рассмотрим произвольную линейную комбинацию уравнений (4.25) 
с коэффициентами Л = (kt) (t' = 1 , . . . , т), выбранными так, что Ъ(Л)«= 

т 
= 2 - > О- Обозначим 

Jt(A) = J/6A: 2 ° І А > oj. 

Л е м м а 4.4. Множество Jt (Л) принадлежит B(R(U)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим xj = 0 для / 6 / + (Л). Из 

того, что в рассматриваемой линейной комбинации уравнений (4.25) 
все коэффициенты при переменных Xj (/ 6 J \ \ J f (Л)) неположитель-
ны, а свободный член b (Л) > 0, следует, что она не имеет неотри-
цательных решений. Поскольку множество решений уравнения, яв-
ляющегося линейной комбинацией некоторой системы, содержит мно-
жество ее решений, то из неразрешимости линейной комбинации в не-
отрицательном ортанте следует несовместность (4.25) при xj = 
*= 0 ( / 6 / + (Л)). Последнее, по определению блокирующего множе-
ства, эквивалентно утверждению леммы. 

Рассмотрим вектор-строку коэффициентов линейной комбинации, 
введенной в лемме, т. е. вектор 

( m m т \ 

г - і ( - 1 / 
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с b (Л) > 0. Такой вектор в дальнейшем будем называть увеличива-
ющим. Если увеличить значения двойственных переменных V' (U) 
на величины (i = 1 , . . . , т), где б > 0 достаточно мало, то для 
того, чтобы решение Х° осталось оптимальным, достаточно увеличить 
компоненты вектора U, принадлежащие блокирующему множеству 
/і+(Л), на соответствующую компоненту вектора А (Л), умноженную 
на б, оставив без изменения компоненты U, не принадлежащие 
При этом значение F(U) увеличивается на 6Ь (А) > 0. 

Максимальное значение б, обладающее указанными свойствами, 
определяется из соотношения 

т 

i=i где I т ) 

Отсюда 
т т 

шах б = б0 = min с / ^ « г Л = ( 4 2 6 ) 
/е^+(Л) 1=] і =1 

При увеличении значения б до значения, большего чем б0, стол-
бец /о, на котором достигается минимум в (4.26), перестает быть двой-
ственно допустимым и, следовательно, Xа становится неоптимальным. 
При б = б0 столбец /0 становится из небазисного базисным и, следо-
вательно, появляется множество новых базисных решений, в которых 
переменная xjo принимает положительное значение. Наконец, при 
любом положительном значении б все переменные X] (/ (Л)), 
становятся небазисными и определяемые ими базисные решения перес-
тают принадлежать X(U). 

Вышеприведенные утверждения могут быть сформулированы в сле-
дующем виде. 

Т е о р е м а 4.5. 1. Для произвольных U, Л и базисного вектора 
Х° G X (U) блокирующее множество Jt (Л), построенное по ограни-
чениям (4.25), не меняется для любых значений б из [0, б0], где б0 
определяется по (4.26); Х° остается при этом базисным решением 
для Х{0), где 

J^ + M(A) для jtJt(A), 
\U для /Є/Ґ(Л), 

F(U) = F (О)+ &(&). 
2. При б = б0 Х° остается базисным решением, однако блоки-

рующее множество Jt (Л) дополняется элементом /0, на котором 
достигается минимум в (4.26). 
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Используя эту теорему, мы предлагаем в следующем разделе де-
композиционный алгоритм решения задачи (4.18)—(4.20), который 
формирует и решает следующую задачу линейного программирования: 
найти 

m a x ( F ( 0 ) + 2 Л ) ) (4-27) 
(С/,Л) 

при ограничениях 

2 qh(U, A) w(U, Л Х / ь , 6 = 1 р, (4.28) 
(У.Л) 

0^w(U, A)<r(t/, Л) y(U, Л), (4.29) 
где U — произвольная допустимая точка из (4.20); Л— вектор размер-
ности т, определяющий увеличивающий вектор А (Л) для соответ-
ствующего U\ w (U , Л) — переменная, определяющая приращение 
функционала (4.18) при увеличении соответствующих данному U ком-
понент из / + (Л) на величину 6Л (Л), где б 0; Q (U, А) = (qh (U, 
Л)), 6 = 1 , .... р,— сектор-столбец коэффициентов удельного уменьше-
ния величин fk при увеличении w (U, Л); г (U, А) — величина, равная 
б0 А (Л), где б0 определяется из (4.26). Оптимальное решение задачи 
(4.27)—(4.29) однозначно определяет оптимальное решение (4.18)— 
(4.20). Формально задача (4.27)—(4.29) содержит бесконечное число 
переменных, однако приводимый далее алгоритм ее решения гене-
рирует и анализирует лишь конечное их число. 

§ 3. Динамическая декомпозиция задачи (4.18)—(4.20) 
и метод ее решения 

Начнем изложение с описания неконструктивного (ввиду беско-
нечного числа переменных) способа построения задачи (4.27)—(4.29), 
декомпозиционной по отношению к задаче (4.18)—(4.20). 

По теореме 4.5 каждому допустимому вектору U можно поставить 
в соответствие множество векторов Л с b (Л) > 0, для каждого из кото-
рых однозначно определяется вектор Л (Л) и множество его положи-
тельных компонент Jt (Л)cr J t . При увеличении соответствующих ком-

т 
понент вектора U на величины б 2 ИЦК (і Є Jt (А)) значение функ-

f-i 
ционала увеличивается на 66 (А) > 0 (здесь 6 > 0 ) . Обозначим через 
w(U, А) величину 66(A). Поскольку Ь(А) > 0, а б должно Еыбирать-
ся неотрицательным, переменная w(U, А) также должна принимать 
неотрицательные значения. С другой стороны, увеличение функциона-
ла происходит лишь для значений б ^ 60. Поэтому, обозначив через 
r(U, А) величину б0Ь(А) для данного U, получим, что w (U, А) долж-
на удовлетворять двусторонним ограничениям (4.29). 
_ С другой стороны, значения вектора U должны удовлетворять ог-
раничениям (4.20). При переходе к переменным w (U, А) они экви-
валентны (4.28), где компоненты вектор-столбца условий Q (U, AN 
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вычисляются по следующей формуле: 
т 

% ( £ Л Л ) = 2 1 2 k = i , . . . , p . (4.30) 

Пусть теперь Ui ф 0 — произвольное допустимое решение задачи 
(4.18)—(4.20). Оно порождает множество увеличивающих векторов 
А (Л) и, соответственно, множество переменных w (Ult А). Однако 
любая переменная до (Ult Ах) в оптимальном решении задачи (4.27)— 
(4.29) может быть положительной лишь в том случае, если положи-
тельна переменная w(U0, Л0), где U0 Ф Ux — допустимое решение вида 

= ^о + ^ (Ло). (4.31) 
Если это условие нарушено, то оптимальному решению задачи 

(4.27)—(4.29) нельзя поставить в соответствие оптимальное решение 
задачи (4.18)—(4.20). Однако легко показать, что указанное условие 
выполняется автоматически. Действительно, по утверждению второй 
части теоремы 4.5 найдется вектор А0 из множества векторов Л, порож-
денных Uо, такой, что для любого данного Ах из множества векторов 
Л, порожденных иъ где U0 и Uх связаны соотношением (4.31), имеет 
место 

^ ( Л Х ) = ^ ( А 0 ) U /V-

здесь /0 — индекс, на котором достигается минимум в (4.26). Посколь-
т 

ку /0 6 J t (А0), то ^ аИ,й > 0- По предположению относительно коэф-
1 = 1 фициентов 

матрицы D все dнеотрицательны. Поэтому Q (UАх)^ 
Q (U0, А0). Это неравенство имеет покоординатный смысл и, кроме 

того, если dj0h > 0 хотя бы для одного k, то qh (Uv A,) > qk (U0, A0) 
для этого же k. Так как коэффициенты при переменных w (U0, А0) и 
w ( U v Ах) в целевой функции (4.27) одинаковы, то отсюда ныгекает, 
что существует оптимальное решение W* задачи (4.27) — (4.29), в 
котором из w*(Ult А х ) > 0 следует w*(U0, A0) = r(U0, А0). Иными 
словами, оптимальному решению задачи (4.27) — (4.29) соответствует 
оптимальное решение задачи (4.18) — (4.20). 

Перейдем теперь к описанию декомпозиционного алгоритма реше-
ния задачи (4.18)—(4.20) путем генерации последовательности решений 
задачи (4.27)—(4.29). Описываемый метод является, по существу, 
методом симплексного типа, на каждом шаге которого определено мно-
жество S (W ) ненулевых переменных w(U, А) с их значениями, множе-
ство Р (W) ограничений (4.28), обращающихся в равенство на теку-
щем решении W и подмножества переменных N (W) cz 5 (W), значе-
ния которых лежат строго внутри соответствующих им отрезков 
(4.29). При обычном предположении о невырожденности задачи 
(4.27)—(4.29) имеет место равенство | N (W)| = | Р (W) |. Каждый шаг 
метода, используя имеющуюся информацию о текущем решении W, 
проверяет его на оптимальность (в случае утвердительного ответа про-
цесс решения заканчивается) и строит новое базисное решение, на 
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котором значение функционала увеличивается. Проверка на оптималь-
ность или выбор переменной, вводимой в базис, осуществляется путем 
решения вспомогательной задачи, в результате чего определяется также 
Q (U, Л) и r(U,A). Все остальные преобразования, выполняемые на 
текущем шаге, в принципе не отличаются от соответствующих этапов 
симплекс-метода. Изложим принципиальную схему метода. 

На предварительном шаге определяются исходные значения век-
торов и множеств: U0 = О, = 0, 5 (№°) = Р (W°) = N = 0 . 
Значение функционала (4.27) равно при этом F (0). Напом-
ним, что U = 0 является допустимым решением системы (4.20), 
поскольку коэффициенты матрицы D и вектора / неотрицательны. Для 
вычисления F (0) необходимо решить задачу линейного программи-
рования (4.18)—(4.20) при дополнительном условии t/ = 0. 

Пусть уже выполнено t ^ 0 шагов метода, и зафиксированы зна-
чение вектора U, равное U*, и множество ненулевых значений перемен» 
ных S (IF) = {W* (U, Л)}. На (^+1)-м шаге выполняются следующие 
действия. 

1. По множеству S (W') определяется вектор значений двойствен-
ных переменных Yl = Y (W(), соответствующих системе (4.28). 

2. Если Y* имеет отрицательные компоненты, то осуществляется 
преобразование значений W1 и соответственно множества 5 (П^О таким 
образом, что значение функционала на преобразованном решении уве-
личивается, а выбранная отрицательная компонента вектора Y* ста-
новится нулевой. При этом из S (W) , возможно, исключается одна из 
переменных (она становится нулевой). 

3. Если Y1 ^ 0, то осуществляется, проверка оптимальности теку-
щего решения V і . Если оно оптимально, то процесс решения закан-
чивается, в противном случае определяется вектор Л', которому соот-
ветствует переменная w {if, Л'), вводимая в базис. При этом значение 
функционала (в неї ырожденном случае) увеличивается. Одновременно 
с выбором переменной і ычисляются соответствующие ей компоненты 
вектора Q{U\ А') И скаляра г (U1, А'). По этой информации осущест-
вляется шаг симплекс-метода, в результате которого переменная w{U\ 
Л') вводится в множество S(TCP'), переопределяются значения ненуле-
ЕЫХ переменных и вычисляются новый вектор t/<+1 и F(Ut+l). На 
этом работа метода на шаге t + 1 заканчивается. 

Прежде чем перейти к детальному описанию каждого этапа на ша-
ге метода, сформулируем двойственную к (4.27)—(4.29) задачу и уточ-
ним понятие базиса и базисных переменных для задачи (4.27)—(4.29), 
Поставим в соответствие ограничениям (4.28) вектор двойственных пе-
ременных Y ]> 0, а ограничениям (4.29) — Z ^ 0. Из сказанного выше 
относительно числа переменных в задаче (4.27)—(4.29) следует, что 
Z — вектор бесконечной размерности. Задача, двойственная к рас-
сматриваемой, формулируется в следующем виде: найти 

(4.32) 
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при ограничениях 

•^qk(U,A)Yk + z(U,A)>l (4.33) 
i=l 

Yk>0, k=l,...,p, (4.34) 

z(U, A ) > 0 y(U,A). (4.35) 

В качестве базиса для задачи (4.27)—(4.29) будем рассматривать 
подматрицу В = (qk (U, А)), где k £ Р {W*), (U, А) Є N (W'). Решение 
задачи (4.32)—(4.35), соответствующее решению (4.27)—(4.29), опре-
деляемому множеством S ( W 0 , вычисляется по следующим правилам, 
являющимся аналогами правил симплекс-метода и базирующимся на 
теореме о дополняющей нежесткости теории двойственности: 

а) положить F f t = 0 для fe^P(W'); 
б) определить значения Yh(k£P(W1)) путем решения системы Y'B = 

= 1, где Y' — вектор с компонентами из множества P(W'), 1 — еди-
ничный вектор требуемой размерности, В — (qh (U, Л)), Р (W1), (U, 
Л)ЄД^(Г) ; 

в) положить z{U, Л) = 0 для (U, А) $ SJW<)\N (1Г'); 

г) вычислить значения Z = шах (О, 1 — Y'B{U, Л)}, (U, A ) 6 S ( U ? ' ) \ 
\N(W'), где В (U, А) — соответствующий столбец из В. 

Легко проверить, что для так определенных векторов Y, Z выпол-
нены условия дополняющей нежесткости, однако условия (4.34), (4.35) 
могут нарушаться. Если для Y нарушено условие (4.34), т. е. для неко-
торого k Y h < . О, на очередном шаге выполняется преобразование, эк-
вивалентное шагу симплекс-метода, на котором в базис вводится вспо-
могательная переменная, соответствующая выбранному неравенству k 
из (4.34). При этом из базиса В исключается строка k и, возможно, од-
на из переменных из N (W). Если множество N (W*) не изменяется 
при переходе к новому базису В, то в последний вводится одна из 
строк I (I ^ N (W1)). Значение функционала на новом решении уве-
личивается. Аналогичный шаг делается и при z (U, А) < 0. 

Пусть теперь в результате описанных преобразований построены 
векторы Y ^ O , Z ! > 0 . Для проверки оптимальности текущего ре-
шения W1 задачи (4.27) — (4.29) достаточно найти переменную ш (U\ А) 
{где U( — вектор, соответствующий текущему W1), дая которой вели-

р 

чина v = v ( i / , A ) , равная 2 Як {Vі, A) Yh, минимальна по всем (£/', А). 

Если v > 1, то для пары (Y, Z) выполнены условия допустимости по 
ограничениям (4.33) — (4.35), и, следовательно, она оптимальна. Это 
влечет в свою очередь оптимальность текущего решения W'. В про-
тивном случае переменная, соответствующая выбранному значению v, 
вводится в базис. С ней в качестве ведущей осуществляется шаг сим-
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плекс-метода, в результате чего строится новое решение Wt+X и вы-
числяются все требуемые векторы и множества. 

Рассмотрим теперь способ отыскания минимума величины v. Для 
этого рассмотрим для данного U — Vі всевозможные увеличивающие 
векторы А (А), где Ъ ( Л ) > 0 . Каждому из них соответствует множество 
положительных компонент из Jlt т. е., множество Jt (А). Поскольку 
последнее не меняется при замене Л на 6Л при б > 0 , можно ввести 
нормирующее условие b (Л) = 1, чтобы избавиться от строгого нера-
венства b (Л) > 0 . Ясно, что при этом, в силу сказанного, ни одно 
блокирующее множество j f (Л) не будет исключено из рассмотрения. 

В рассматриваемых терминах задача отыскания наименьшего уве-
личивающего множества Л и соответствующего ему значения v (U1, Л) 
при данном Vі формулируется в виде: найти 

р _ Г т 

min 2 Yh 2 dhj max 0, 2 auK 
А=1 /<=Л I i=l 

при ограничении 
т 
2 М = 
1=1 

Введем перемен ныэ 9 / ( / 6 Л) и сформулируем эту задачу в терми-
нах линейного программирования: найти 

min 2 Y h ^ d h f l j ( 4 - 3 6 ) 

при ограничениях 
т 

0 ; > 2 0 J > O , (4.37) 
г=і т 

2 bth = 1. (4.38) 
i=i 

Рассмотрим задачу, двойственную к (4.36) — (4.38): найти 
тахт|5 (4.39) 

при ограничениях 
2 auXi = і « 1,..., т , (4.40) 
/єл 

0 < ^ < 2 (4.41) 
h=l 

Прио|) = 1 ограничения (4.40), (4.41) совпадают с (4.18)—(4.17) при 
У = У. Отметим также, что минимум (4.36) не превосходит единицы 
потому что по построению вектора У имеет место следующая альтерна-
тива: Y'B = 1 или У = 0, где У — множество ненулевых компонент 
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У из Р (W ' ) . Вспоминая, что элементы матрицы В вычисляются по 
(4.30), получаем, что для любого вектора Л, формирующего один (лю-
бой) из столбцов матрицы В, имеет место следующий факт: значение 
функционала (4.36) при Л = Л равно единице. Следовательно, 
max if> ^ 1. _ 

Пусть задача (4.39)—(4.41) разрешима при ч]7 = 1 и X = (х}) (/ 6 
£ / j ) — ее допустимое решение. 

Т е о р е м а 4.6. Пара (X*, У*), где х] = хи j£Jlyx) = 0, 
Y' = Y, является оптимальным решением задачи (4.14) — (4.17). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку max if> = 1, текущее решение 
W* = W1 оптимально. Следовательно, оптимально и порожденное им 
решение U*, а также вектор двойственных переменных Y* = У, соот-
ветствующих ограничениям (4.28) и эквивалентным им ограничениям 
(4.20). Далее, вектор X* удовлетворяет (4.40), (4.41) и, что эквивалент-
но, (4.15)—(4.17), a Y* —ограничениям (4.16), (4.17). Из способа по-
строения множества Jt следует, что для ненулевых компонент векто-
ра X* выполняются условия дополняющей нежесткости X* (с + 
+ U* — V* ((/') А) = 0, откуда следует оптимальность X* . 

Пусть max и X — оптимальное решение задачи (4.40), (4.41). 
Тогда, выражая компоненты вектора В = (Qj) из условий дополняющей 
нежесткости 

_ р _ 

8 ; = 0, если х, < 2 dkJyh, (4.42) 
А=і т 

= 2 °гАг. е с л и Xj > о, (4.43) 
г=і 

и подставляя их в (4.36), (4.37), получим для определения компонент 
наилучшего увеличивающего вектора © == А (А) задачу следующего 
вида: найти 

{ M M Т Л 

2 «Л 2 - /є Jt (Л), 2 М = 1 • t=i t=i i=i J 

f p — I 
Здесь ^i+(A) = jу : = 2 dkjYh ' и совпадает с ранее введенным и 

' h=i ' 
аналогично обозначенным множеством; а ; — коэффициенты при л ь по-
лученные после подстановки (4.43) в (4.36) и приведения подобных 
членов. Решив полученную задачу и подставив ее решение в (4.43), 
найдем окончательные значения компонент вектора ©* = А (А'). Зная 
вектор А\ соответствующий переменной w (U1, Л(), по формулам (4.26) 
и (4.30) вычислим значения г {if, Л') и Q ( t / , Л'), необходимые для вы-
полнения следующего шага симплекс-метода в задаче (4.27) — (4.29). 
В результате будут построены новое решение Wt+X и соответствующий 
ему вектор а также все необходимые для дальнейших преобра" 
зований данные. 
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Описанный выше метод динамической декомпозиции решения зада-
чи (4.14)—(4.17) требует, таким образом, решения на каждой итера-
ции симплекс-метода вспомогательной задачи вида (4.36)—(4.38) или 
двойственной к ней (4.39)—(4.41). Естественно, что его эффективность 
существенно зависит от эффективности методов решения вспомога-
тельной задачи. В следующем разделе рассматриваются свойства этой 
задачи для случая, когда система (4.15) условий исходной задачи явля-
ется системой ограничений сетевой транспортной задачи. 

§ 4. Динамическая декомпозиция 
и сетевая транспортная задача 

Пусть система ограничений (4.15) является ограничениями сетевой 
транспортной задачи на графе G (N, Е) с множеством вершин N и дуг 
Е. Перепишем задачу (4.14)—(4.17) для этого случая в сетевых терми-
нах, интерпретируя При ЭТОМ переменные ХЦ ((І, /) 6 Е) как потоки по 
дугам (/, /). Каждой вершине сети поставлена в соответствие ее пот., 
ребность bt, ^ bt = 0, а каждой дуге (г, /) Є £ — неотрицательный вес 

few 
ctj. Наконец, как и в (4.14) — (4.17), заданы матрица D = (dm) раз-
мерности | Е | X р с неотрицательными элементами и вектор / = (fk) 
(k = 1, ...,р). В этих терминах задача переписывается в следующем 
виде: найти 

min ( 2 СцХц + 2 fkUk) (4.44) 
\((,/')ЄЕ h = l J 

при ограничениях 

2 *и- 2 xn = bt, ieN, (4.45) 
ієрц) І ти 

0 < * » < 2 (* ' - / )€£, (4.46) 
й = 1 

Ун> 0, k=\,...,/?; (4.47) 

здесь Р (і) и Q (і) — множества входящих в і и исходящих из і дуг 
соответственно. 

Вспомогательная задача (4.36)—(4.38) записывается для рассмат-
риваемого случая в форме: найти 

min 2 (4.48) 
(і.ЛЄЕ(^) 

при ограничениях 

ви>К}-Ли Є „ > 0 , (i,j)eE(U), (4.49) 

2 Ь Л = Ь (4.50) І6Л> 
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Здесь Е (U) = {(/, /) 6 Е: v) (U) - vt (U) = + ul}), V (U) - век-
тор оптимальных значений двойственных переменных для данного U=* 

_ _ р .. _ 
= С/, соответствующих (4.45), du ~ dijhyh, {і, /) £ Е (U). 

ft-=i 
Пусть ©* = {0*/}—оптимальное решение задачи (4.48) — (4.50). 
Т е о р е м а 4.7. Каждая ненулевая компонента вектора ©* равна 

с, где с — некоторая константа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим грань многогранного мно-

жества (4.49), (4.50), содержащую точку в * . Она определяется системой 
уравнений, состоящей из (4.50) и 

6у = 0, (/, /') 6 Е0, (4.5!') 
QiJ = KJ-Kt, (г, /) 6 Elt (4.52) 

где Е0 U Ег — Е (U). Подставляя (4.51), (4.52) в (4.48), преобразуем 
задачу (4.48) — (4.50) к виду: найти 

rain 2 d i h (4-53) 
w 

при ограничениях (4.50) и 

l j - K i = 0, (i,j)eE0f]Ev (4.54) 

Из теории транспортных многогранников известно, что система (4.45) 
линейно зависима, откуда следует, что одну из двойственных пере-
менных Х(, скажем Xlt можно положить равной нулю. Подставим = 
= 0 в (4.50), (4.53), (4.54). Кроме того, выразим поочередно некоторые 
Xt из уравнений (5.54), подставляя их выражения в (4.50), (4.53). Бу-
дем повторять эти преобразования до тех пор, пока это возможно. При 
этом множество исключенных переменных разобьется на два подмно-
жества N0 и Afi таких, что Xt = 0, і 6 N0, Xt = Xk, і £ N і, где N 2 = 
*=N\{N0 U JVx). Если \N2] < 1 , то уравнение (4.50) несовместно. Если 
|JV2| > 1 , то преобразованная путем исключения переменных задача 
(4.50), (4.53) имеет неограниченное решение, что противоречит факту 
ограниченности (4.48) на множестве оптимальных решений (так как 
все сГ,7 ^ 0, bi^O). Поэтому | JV2 ] = 1, т. е. N2—'"{k}, где k — неко-
торый_индекс из N. Следовательно, уравнзниз (4.50) преобразовано к 
виду bhXk = l,bk>0. Отсюда Х( =* Хк б/Г1 = с (і Є VПодставляя 
полученные значения в (4.52), получаем, с учетом неотрицательности 
компонент 9І/, требуемый результат. 

Вектор в* определяет направление наибольшего возрастания функ-
ционала F (U) в точке U = U, которое остается таковым и при норми-

т _ 
ровке 2 bi%i bh, откуда следует с = 1. Комбинируя этот факт с Hep-

is- 1 
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вой частью теоремы 4.5 и теоремой 4.7, получаем следующий резуль-
тат. 

Т е о р е м а 4.8. Вектор 0* совпадает с носителем одного из 
блокирующих множеств к X (U). 

Задача, двойственная к (4.48)—(4.50), формулируется как задача 
отыскания 

тахф (4.55) 
при ограничениях 

2 * « - 23 = ! £ N > (4-56> 
ISPU) і&нп 

(і, j) 6 Я (17). (4.57) 

Покажем, что решение этой задачи можно свести к решению после-
довательности задач о максимальном потоке [3] на графе G (ЛГ, Е' (U)), 
где N' = JVtU {$. 0» s — дополнительная вершина-источник, связан-
ная исходящими из нее дугами (s, і) пропускной способности г|) с 
теми і £ N, для которых 6 г < 0, a t— дополнительная вершина-сток, 
связанная входящими в нее дугами (i, t) пропускной способности 
tybi с теми t € N, для которых bt > 0 , Е' (U) =_Е (U) U {(s, 0} U 
(J \(i, t)}. Пропускные способности дуг (і, j) 6 Е (U) полагаются рав-

ными d.̂  ^ 0. Как показано в § 3, величина = max г|з не превосхо-
дит единицы. Поэтому начнем процесс решения задачи (4.55)—(4.57) с 
решения задачи о максимальном потоке на соответствующей сети при 

1. 
Пусть { % } ((і, /) 6 Е' (U)) — величины дуговых потоков в решении; 

тогда, если максимальный поток равен b = ^ bh то max ф = 1, и 
г: ь(>о 

процесс решения закончен. В противном случае организуем дихотоми-
ческий поиск max ф на отрезке [0,1], в котором на очередном шаге 
выбирается значение г|>, равное середине текущего отрезка. Если при 
текущем значении ф в решении задачи о максимальном потоке в гра-
фе G(N',E'(U)) с пропускными способностями исходящих из s и вхо-
дящих в t дуг, равными ф | bt [, максимальный поток равен &ф, то на 
следующем шаге в качестве нового рассматривается правая половина 
текущего отрезка, в противном случае — левая. Таким образом, на 
каждом шаге поиск осуществляется на некотором отрезке [ф0, ко-
торый обладает следующим свойством: при ф> = і|з0 система (4.56), 
(4.57) разрешима, при ф = фі — неразрешима. 

Покажем, что описанный метод решает задачу (4.55)—(4.57) за ко-
нечное число шагов в предположении, что все bu di} рациональны. 
Пусть q— наименьшее общее кратное чисел s^ ((і, j) 6 Е (U)), гг (і 6 
6 N), где ~dt] = ru lsu ((і, /') 6 E (U)) bt = rj/Sj (t 6 N) — представ-
ление исходных данных в виде несократимых дробей. Тогда оптималь-
ное значение гр представимо в виде несократимой дроби p/q. Этот факт 
следует из того, что двойственный функционал (4.48) на оптимальном 
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решении по теореме 4.7 равен ^ — , где суммирование проводится 

ТОЛЬКО ПО ненулевым Q;j. 
Пусть [г[)0, текущий отрезок, построенный на некотором шаге 

дихотомического поиска. 
Л е м м а 4 . 3 . Если І і ] ^ — г|з0| < q~l, то г|з* = plq, где г|)0 ^ plq < 

С я^, — оптимальное значение г|з. 
Доказательство следует из того, что отрезок [i|)0, содержит 

единственную точку вида plq. 
Таким образом, для построения оптимального значения г|э* не-

обходимо решить не более ([log2 q] + 1) задач о максимальном потоке. 
Трудоемкость последней задачи растет как О (л3), где п—число вершин 
графа [3]. Отсюда, общая трудоемкость решения вспомогательной за-
дачи (4.55)—(4.57) оценивается величиной О («3log2 q). Зная оптималь-
ное решение этой задачи, нетрудно за время, не превосходящее О (л3), 
построить оптимальный вектор 0* для задачи (4.48)—(4.50), исполь-
зуя для этого стандартный способ решения двойственной задачи по 
решению прямой. Отметим также, что для построения увеличивающе-
го вектора не обязательно построение оптимального решения ©*. 
Достаточно найти вектор В, для которого значение (4.48) строго мень-
ше единицы. Для этого можно воспользоваться следующей процеду-
рой. Пусть % — значение гр на k-ы шаге описанного выше алгоритма 
отыскания \|з*, ХК = {л;*} — значения потоков на дугах (г, /) 6 Е (U), по-
лученные при решении задачи о максимальном потоке на k-м шаге. 
Построим систему (4.51), (4.52), где Е0 = {(t, / ) : х), < . d u } , Ех = {(г, 
/ ) : я* > 0}. Если полученная таким способом система (4.53), (4.54) 

совместна и имеет решение Л\ а значение (4.48), полученное путем 
подстановки 0* = {0*-}, где 6?, = max {0, Я- — %)} ((і, /) Є Е (ЇЇ)), мень-
ше единицы, то, полагая 0 = 0й , закончим процесс решения вспомо-
гательной задачи. В противном случае гыполняется (k + 1)-й шаг алго-
ритма отыскания 1|э*. 

Кроме описанного способа отыскания г|з* можно попытаться по-
строить алгоритм непосредственного решения задачи (4.55)—(4.57) с 
полиномиальной оценкой трудоемкости, которая, возможно, будет 
ниже, чем в предложенном методе. Однако такой путь пока не рас-
сматривался. 

При решении многих задач размещения и синтеза сетей, описан-
ных в § 1, задача (4.44)—(4.47) имеет еще более специальную структу-
ру, а именно система условий (4.45) представима в "виде нескольких 
непересекающихся транспортных блоков, каждый из которых опре-
деляется условиями задачи о кратчайшем пути между заданной па-
рой (R, S) 6 А вершин графа G (N', Е'). Последний в свою очередь 
является объединением | А | копий одного и того же графа G (N, Е). 
Иными словами, задача (4.44)—(4.47) имеет следующий вид: найти 

166. 



при ограничениях 
— 1 при і = г, 

0 при іфт, s, i£N, (г, s) 6 A, (4.59) 
1 при і = s, 

(і,І)ЄЕ, (r,s)eA, (4.60) 
h=1 
yh> 0, k=\ (4,61) 

Решение вспомогательной задачи (4.55)—(4.57) применительно к 
(4.58)—(4.61) сводится к отысканию минимума из максимальных по-
токов по парам (г, s) из А, поскольку каждый блок ограничений (4.59) 
в данном случае в точности соответствует ограничениям неразрывнос-
ти потока в задаче о максимальном потоке для соответствующей пары 
(г, s) £ А. Трудоемкость решения задачи (4.55)—(4.57) при этом оце-
нивается величиной О (|Л|-па), где п — число вершин в каждой копии 
G (Ny Е). Процесс решения вспомогательной задачи может быть закон-
чен, как только решена задача о максимальном потоке для некоторой 
пары (г, s), для которой максимальный поток оказался меньше еди-
ницы. 

При решении задачи вида (4.58)—(4.61) можно обойтись без хра-
нения симплекс-таблицы матрицы условий (4.28) и ее представления 
в виде (4.30). Необходимые данные для построения вектора условий 
Q (U, Л), соответствующих переменной w (U, Л), вводимой в базис, 
можно получить в соответствии с теоремой 4.8 путем определения но-
сителя минимального разреза по решению задачи о максимальном по-
токе для выбранного блока (г, s) £ А. Поскольку в ограничениях (4.59) 
единственное bt (і = г) положительно и равно единице, то и все нену-
левые компоненты оптимального решения задачи (4.48)—(4.50), рав-
ные по теореме 4.7 величине с = ЬТ1, равны в данном случае единице. 
Таким образом, минимальный разрез полностью определяет вектор 
Q (U , Л). Для определения значения г (U, Л) — верхней грани для 
рассматриваемой переменной — достаточно решить задачу о кратчай-
шем пути из г в s на графе G (N, E\R (U, Л)) с весами дуг с + U, где 
R (U, Л) — минимальный разрез, рассмотренный выше. Обозначим 
длину кратчайшего пути L (U, Л). Пусть I (U, Л)— длина кратчайше-
го пути для тех же г, s на графе G (JV, Е) с весами дуг с + U. Тогда 

r(U,A) = L(U,A)-l(U,A). 

Поскольку трудоемкость определения длины кратчайшего пути есть 
О (п2), то общая трудоемкость шага симплекс-метода, складывающаяся 
из трудоемкостей решения \А\ задач о максимальном потоке, задачи 
о кратчайшем пути и трудоемкости симплекс-преобразований базиса 
задачи (4.58)—(4.61), оценивается величиной, не превосходящей 
О (р2 + И| п3). 

Описанный метод динамической декомпозиции может быть исполь-
зован для приближенного решения задачи (4.58)—(4.61). Величина 
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F(U) в этом случае является нижней оценкой для функционала 
Ф (X , Y) на оптимальном решении задачи (4.58)—(4.61). В следующей 
главе такой подход рассмотрен применительно к ряду частных случа-
ев задачи (4.58)—(4.61). Как отмечалось выше, блокирующие множе-
ства (минимальные разрезы) в таких случаях полностью определяют 
выбор переменных, включаемых в множество S (W*) ненулевых пере-
менных на -̂м шаге описанного алгоритма. Поэтому именно в терми-
нах блокирующих множеств описаны схемы предлагаемых далее ал-
горитмов. 

Рассмотренный в этой главе метод динамической декомпозиции при-
менительно к задаче (4.14)—(4.17) допускает обобщения в ряде на-
правлений. Например, ограничение (4.17) можно заменить на НХ ^ 
^ DY, где Н — произвольная (0, 1)-матрица. Некоторые примеры 
таких задач также приведены в следующей главе. 



Г Л А В А 5 

ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ ПРОИЗВОДСТВА 
И СИНТЕЗА СЕТЕЙ И МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ 

В этой главе мы рассмотрим некоторые типичные примеры задач 
размещения производства и синтеза сетей, их свойства и методы ре-
шения. Рассматриваемые задачи формулируются в виде моделей цело-
численного линейного программирования. Для соответствующих ли-
нейных релаксаций детализируется метод динамической декомпозиции, 
описанный в гл. 4. Затем для декомпозированных задач излага-
ется метод точного или приближенного их решения. Полученное та-
ким образом значение функционала двойственной задачи использу-
ется в качестве нижней оценки для функционала исходной задачи, а 
ее решение — для построения приближенного целочисленного реше-
ния исходной задачи, что в свою очередь дает оценку сверху для оп-
тимального значения функционала исходной задачи. Полученные ниж-
ние и верхние оценки используются в схеме ветвей и границ для по-
строения оптимального решения или приближенного решения с оцен-
ками его отклонения от оптимального. 

§ 1. Простейшая задача размещения производства: 
свойства и построение оценок 

Простейшая задача размещения производства однородного продук-
та заключается в отыскании 

/ т п т \ 

min 2 2 + 2 М * « ) (5-1) 
\<-1 /-1 i-1 J 

при ограничениях 
т 

Z x t j ^ B j , 1 - 1 п, (5.2) 
<•=1 

2 * м = Х|. ' = 1 т, (б.З) 
•м 

* « > 0 , і — 1,..., т , / = 1 л, (6.4) 

где fi(Xt) — функции с фиксированными доплатами вида 
' atXi -f- bi при Xt > 0, at, bt > О, 

О при Xt = 0. 
(5.5) 
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Задача (5.1)—(5.5) исследовалась в многочисленных работах с 
различных точек зрения. В частности, В. П. Черенин [80] и В. П. Че-
ренин и В. Р. Хачатуров [81] разработали для ее решения метод по-
следовательных расчетов. М. А. Эфроимсон и Т. Л. Рей [129] и дру-
гие применяли для ее решения метод ветвей и границ, С. С. Лебедев и 
М. И. Ковалевская [43] — метод множителей Лагранжа в сочетании с 
последовательным перебором. В работе [69] для нее предложен метод 
ветвей и границ в сочетании с методом декомпозиции для решения ре-
лаксированной задачи. Близкие подходы были позднее описаны в [10, 
1131. Эта задача является наиболее простой среди задач размещения, 
но сохраняет все принципиальные трудности, возникающие при их 
решении. 

Задача (5.1)—(5.5) эквивалентна задаче частично целочисленного 
программирования следующего вида: найти 

(т п т \ 

2 2 сиУч + 2 biyi (5-6> 
<•=1 /=і ,-=1 / 

при ограничениях т 
2 ^ = 1 . / = 1 ( 5 - 7 ) 
<=1 

і = 1 , ...,/п, / = 1,..., п, (5.8) 
У. = 0 V I , і = 1, ..., т ; (5.9) 

здесь все с и = ( g i } + a t)Bj. 
В дальнейшем простейшая задача размещения рассматривается в 

форме (5.6)—(5.9). Мы начнем с рассмотрения метода динамической 
декомпозиции применительно к задаче (5.6)—(5.8). 

Поставим в соответствие ограничениям (5.7), (5.8) двойственные пе-
ременные Uj, (і = 1, ..., т, j = 1, ...., п). Задача, двойственная к 
(5.6)—(5.8), формулируется в виде: найти 

max (5.10) 
/=і 

при ограничениях 

2 Ou<bit i=l,...,m, (5.11) 
/=і 

"j<cl} + vi}, і = I,..., tn, j ==vl, ...,n. (5.12) 
Введем упорядочение строк матрицы С = (c(j) для каждого ее 

столбца / (/ = 1, ...,п): 

(ctJ < chJ) V ((си = chj) Д (t < k)), 
і 

ІфК i,k = 1, ...,/n, /=l,...,n. 

Иными словами, строка і предшествует строке k в упорядочении по 
столбцу /, если либо Cjj < ckj, либо си = Chj и і < k. 
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Порядковые номера строк в упорядочении будем обозначать г (/). 
Если ясно, о каком столбце идет речь, индекс j у г (/) будем опускать. 
Через (U*, У*) обозначим оптимальное решение задачи (5.10)—(5.12). 

Метод динамической декомпозиции для задачи (5.6)—(5.9) можно 
получить из несколько иных соображений, чем в рассмотренной ранее 
общей задаче. Для изложения такого подхода сформулируем вначале 
некоторые утверждения относительно рассматриваемой двойственной 
задачи, которые позволят преобразовать ее к требуемому виду. 

Т е о р е м а 5.1. Существует оптимальное решение (U*, У*) за-
дачи (5.10)—(5.12), удовлетворяющее условиям 

"/* = с т + fГ(/)У. /' = 1, .... л, (5.13) 

сп + К; < cr+y, + Си,-. r=l,...,m—l, j = 1,..., п, (5.14) 

К / > К+ц> V mi>°> г = 1 t n — l , j = 1 п. (5.15) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого / найдем Индекс s (/) та-
кой, что 

cSj + о* = min (сг] + у*) = d (/'), (5.16) ' lsjr<m ' 

и положим vrj = max {0, d (j) — crj} (r = 1, ..., m, j = 1, ..., n). Тогда 
очевидно, что 

1) 0 ^ vrj ^ v*. (г = 1 , . . . , т, j = 1 п) и, следовательно, V удовлет-
воряет ограничениям (5.11); 

2) для V выполнены ограничения (5.14), (5.15) (это следует из спо-
соба упорядочения элементов crj матрицы С); 

3) для (U*, V) выполнены ограничения (5.13) (это также следует 
из способа упорядочения С и оптимальности {U*, У*)); 

4) Решение (U*, V) оптимально, так как значение (5.10) для него 
совпадает с соответствующим значением для (U*, У*). 

Поскольку условия (5.13)—(5.15) сильнее, чем условия (5.12), то 
вместо задачи (5.10)—(5.12) можно рассматривать более сильную за-
дачу (5.10), (5Л1), (5.13)—(5.15), оптимальное решение которой явля-
ется оптимальным и для (5.10)—(5.12). Введем новые переменные wrj 
(г = 1, ..., т, j = 1, ..., п), которые связаны со старыми vrj следую-
щим преобразованием: 

т 
Vrj^^Wsi, г = 1,..., т, / = 1,..., п. (5.17) 

s=r 

Исключая переменные и} с помощью формул (5.13), получим с учетом 
5.16) следующую задачу: найти 

т п 
max Ф (W) = max 2 2 w n + со ( 5 - 1 8 ) 
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при ограничениях 
т п 

2 2 ainwri < bit і = 1,..., m, (5.19) 
«•=1 ,-=і 

0 л = 1 m, / = 1 , . . . , л . (5.20) 
П 

Здесь с0 = 2 сК/)/> ^ = (flirj)> где 
м 

(1 , если / < г , i, r = l , . . . , m , / = 1 , . . . , « , 
' (5.21) 

\ 0, иначе. 

Покажем, что задача (5.18) — (5.20) является по отношению к 
(5.10)—(5.12) декомпозированной, т. е. она соотносится с (5.10)— 
(5.12), как (4.27)—(4.29) с (4.18)—(4.20). Для этого рассмотрим задачу, 
двойственную к (5.6)—(5.8): найти 

max min 2 2 (си + vu) У и 

при ограничениях 
VS.0 Уї>0 . ' ' , . , 1=1 

2 ^ 0 = 1 . / = ! , . . . , Л, 
г=і 

2 и « < ь < » т . 
/=і 

Пусть У ^ 0 — произвольное оптимальное решение; тогда > 0, если 
си + vu = d(j) (і = 1, . . . , tn, j = 1,..., n), где dtf) определяется как в 
формуле (5.16). При этом си + vu = cu/)/- + у1( /у для /_= 1, . . . ,л. 

Легко понять, что блокирующими множествами р (У) являются мно-
жества индексов і из некоторого столбца / ( / = 1, . . . ,я) , для которых 
имеет место 

с„+Ъи = (1ф, (5.22) 

и только они. Действительно, увеличение значений vl} для любого j и 
соответствующего множества индексов і из р (У) увеличивает значение 
функционала. С другой стороны, увеличение компонент вектора У 
по любому подмножеству, не содержащему множества р (У), не уве-
личивает функционал, так как базисным решениям внутренней задачи 
(минимизации по Y) соответствуют наборы (і (/), /), для которых 
Сц,-)! + Vi(j)j = dj (j = 1, ..., n), а в этом случае найдется решение Y, 
не пересекающееся по единичным компонентам с рассматриваемым 
подмножеством. Для любого У увеличение его компонент по блокиру-
ющему множеству ведет к увеличению функионала до тех пор, пока 
множество индексов І, для которых выполнено (5.22), не расширится. 
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При этом равенство (5.22) будет выполняться для порядкового номера 
г + 1 такого, что і (г + 1) не принадлежит рассматриваемому блоки-
рующему множеству и г + 1 — минимальный номер с таким свой-
ством. Здесь і (г + 1) — индекс строки, имеющей порядковый номер 
г + 1 в упорядочении )>. Если обозначить приращение функционала 

/ 

при такой операции через wrj, то ясно, что в совокупности все wrj 
должны удовлетворять ограничениям (5.19), (5.20), а значения целе-
вых функций (5.10) и (5.18) на оптимальных решениях соответствую-
щих им задач совпадают. 

Для завершения доказательства эквивалентности задач (5.18)— 
(5.20) и (4.27)—(4.29) покажем, что имеют место соотношения типа 
(4.31). 

Т е о р е м а 5.2. Существует такое оптимальное решение W* за-
дачи (5.18)—(5.20), что для всех j = 1, ..., п 

а) из w'rj > 0 следует w*sj = dsj для 1 s < г, 
б) из w*. < drJ следует w*sj — 0 для г << s ^ m. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственно следует из того, что все 

переменные wrj входят в целевую функцию с одинаковыми коэффици-
ентами, и того, что arj^ar+\j (г = 1,... ,т— 1, / = 1, ... ,п). Здесь 
aTj — вектор-столбец матрицы условий А, соответствующий переменной 
wrJ. Действительно, пусть W" — оптимальное решение, не удовлетво-
ряющее, например, а). Это значит, что имеется пара (s, /) такая, что 
Wsj < dsj. Положим wsj = Wsj + є, wrj = Wrj — E, Wu = Wkl при I = /, 
к ф г , 5 или при 1ф\ и выберем е равным m i n { w * j t dsj — мЛ}. Тогда 
W — допустимое и оптимальное решение. Если для W не выполнено 
а), повторим с ним аналогичное преобразование. Через конечное число 
шагов получим решение W, удовлетворяющее а). Аналогично доказы-
вается справедливость условий б). 

Теорема 5.2 позволяет существенно уменьшить трудоемкость 
вычислений на шаге симплекс-метода при решении задачи (5.18) — 
(5.20). 

Рассмотрим схему этого метода применительно к задаче (5.18)— 
(5.20). Начнем с одного из возможных алгоритмов построения на-
чального тупикового решения (НТР), который просматривает пере-
менные wrJ в порядке циклического изменения значения индекса /, 
начиная с / = 1 и полагая затем /' : = / + 1 (mod п). 

При текущем значении j выбирается не фиксировавшаяся на пре-
дыдущих шагах переменная wT], соответствующая минимальному по 
включению столбцу aTj матрицы А; иными словами, столбцу с мини-
мальным среди нефиксированных переменных индексом упорядочения 
г и переменной wrJ присваивается максимально допустимое (с учетом 
фиксации просмотренных ранее переменных) значение wrJ. Обозначим: 
N — счетчик просмотренных алгоритмов столбцов матрицы С, г = 
= г (/) —• индекс рассматриваемого на текущем шаге элемента си в 
упорядочении і (г) — номер строки, соответствующей данному г. 

На выходе алгоритм НТР определяет: Ф — значение функционала на 
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построенном решении, DW = (DW (/)) — я-мерный вектор, 

DW (/) = К * если Зг: 0 < wrj < drh j = 1, .... п, 
\0 в противном случае, 

IP = (IP(j)) — n-мерный вектор, 

IP (у) = [г, если 0 < wrj < dTj, j — I , . . . , п, 
[О в противном случае, 

b=b—AW 

По DW, IP построенное решение W определяется следующим образом: 

1 < г < / / > ( / ) , 
/Я ( / ) < / - < л, / = 1 , . . . , л , 
r = IP(j). 

Алгоритм НТР. 
Ш а г 1. Положить: 

Ф = 2 с к / ) / ' ~Ь = Ъ> DW = IP = О, N = 0, / = 1, г = 1. 
/=і 

Ш а г 2. Положить: 

^ __ |Сг+і/ — сг7-. если r e m , 
\ оо, если г = т , 

6 = min {d, 61(s)}, 
lsgŝ r 

Ф = Ф + б, & ( ( „ : = & « „ — б, s = l,...,r. 
(5.23) 

Ш а г 3. Если б < d, положить DW (/) = б, / Р (/) = г, /V : = 
1= N + 1, перейти к шагу 7. 

Ш а г 4. Положить / : = / + 1. 
Ш а г 5. Если / > п , положить / = 1, г : = г + 1. 
Ш а г 6. Если IP (j) = 0, перейти к шагу 2, иначе — к шагу 4. 
Ш а г 7. Если N <. п, перейти к шагу 4, иначе — СТОП. 
Описанный алгоритм трудоемкости О (т?п) строит допустимое ба-

зисное решение. В невырожденном случае этому решению можно по-
ставить в соответствие единственную треугольную базисную матрицу 
В д= А, которая строится по следующим правилам: множество ее строк 
соответствует bt = 0, а множество столбцов — переменным Wrj, для 
которых dr} >• wrj > 0 и номер г для соответствующих / записан в 
IP (/). Обозначим I (№), RJ (W) множества базисных строк и столб-
цов. 

Рассмотрим критерий оптимальности текущего решения W, кото-
торый следует из теории двойственности (см., например, [371). Пусти 
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Y определено следующим образом: Yt = 0 (г $ / {W)), а остальные 
компоненты Y определяются ИЗ системы YBB = 1, где Yв — вектор, 
компоненты которого соответствуют строкам матрицы 5 (из / (W)). 

У т в е р ж д е н и е . Базисное решение W оптимально, если Y до-
пустимо, т. е. 

а) Г > 0 ; 
Б) [аф 1 V ( S , / ) = 3 J = 0 ; 

в) (aSJ-, У ) < 1 v (s, / ) : ши- = здесб asj — вектор-столбец (s, /) 
матрицы А. 

Условия а)—б) утверждения обычным образом используются для 
построения оптимального решения задачи (5.18)—(5.20). Так, если 
для некоторой компоненты Yt < 0, то строка і выводится из базиса 
(для канонической формы симплекс-таблицы это соответствует вве-
дению на текущем шаге вспомогательной переменной z, коэффициент 
при которой в целевой функции равен нулю, а столбец коэффициен-
тов матрицы условий содержит единицу только в строке І, остальные 
коэффициенты столбца равны нулю). Если Y ^ 0, но нарушено усло-
вие б) (или в)), то соответствующий столбец вводится в базис. При этом 
значение соответствующей переменной wsJ возрастает (или убывает). 
Наряду с изменением значения вводимой в базис переменной, в соот-
ветствии с симплекс-преобразованием, изменяются и значения базис-
ных переменных. В результате преобразования получается новое до-
пустимое решение W, в котором либо вводимая в базис переменная до-
стигает второй своей границы (если wsj = 0, то wsj = dsj, а если 
wsj = dsj, то ws j = 0), либо одна из базисных переменных (например, 
wrh) достигает своей границы. Если имеет место первый случай, то 

для нового решения W базис не меняется. Во втором случае пере-
менная wsj вводится в базис, a wrh выводится. Наконец, новое реше-
ние W может отличаться от W тем, что некоторая строка і, для ко-
торой (5.19) выполнялось как неравенство в точке W, обращается в 
равенство для W. В этом случае базисная матрица расширяется за 
счет введения этой строки и столбца (s, /). Для проведения итерации 
симплекс-метода необходима информация лишь о части переменных 
wsj и коэффициентах при них. Действительно," для этого нужны ко-
эффициенты базисных столбцов (для вычисления вектора Y и для 
преобразования вектора невязок bt в процессе итерации) и коэффициен-
ты векторов условий, соответствующих переменным, на которых про-
изошел «переход» значений в с верхней грани на нижнюю для 
каждого /, кроме базисных. Индексы таких переменных в алгоритме 
построения начального решения для каждого / определяются значе-
нием /Р (/). 

Легко видеть, что если для некоторого (г, /) нарушено условие б) 
утверждения, то минимум по тем г, для которых wrj = 0, величины 
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2 alTjYl при данном j достигается при г = s = IP (j), и в базис сле-

дует ввести столбец asj. Аналогично при нарушении условия в) 
т 

arg max 2 аігУі = t = № (І)— 1. и в базис следует ввести atj. 

Отсюда следует, что для проведения итерации симплекс-метода 
достаточно информации не более чем об п m-мерных векторах из А (по 
одному для каждого /'), т. е. необходимая память оценивается величи-
ной О (тп), а объем вычислений — О ((min {т, /г})2) (предполагается, 
что используется и хранится матрица, обратная к текущей базисной, 
размер которой не превосходит р2, где р= min {т, п}). За деталями опи-
сания техники симплекс-метода в общем случае мы отсылаем читателя, 
например, к [25], [37], [49]. Указанные выше оценки памяти и трудо-
емкости для задачи (5.18)—(5.20) на итерации симплекс-метода в тп 
раз меньше, чем на такой же итерации для задачи (5.6)—(5.8). 

Рассмотрим теперь методы негладкой оптимизации при применении 
их к решению задачи (5.6)—(5.8). Декомпозиция последней может, 
вообще говоря, осуществляться двумя способами. В первом задача 
сводится к отысканию 

т п т п 
maxV(U) = max min ( 2 2 ( с ч ~ и йУи + S btYt + 2 ">) 

и у >=1 /=і (=i i=i 

при ограничениях (5.8)—(5.9). 
Внутренняя задача минимизации по Y при фиксированном U легко 

решается. Для этого нужно вычислить значения 
п 

qt = 2 max 1°. Щ — си) — ьь і = 1 т> 
/= і 

а затем положить 

р f l , если qt > 0, , = 1 т> 

[0, если qt ^ 0, 

(0, если Y, = 0 или си — и,~> 0, . . 
Уи***\ - t = 1 , . . . , т , / = 

[1, если У і = 1 и с а — и} > 0, 

Подставляя значения У в ограничения (5.7) и вычисляя их невязки, 
мы определим таким образом вектор-субградиент для Ч (U), который 
необходим для использования методов негладкой оптимизации при 
отыскании max ¥(£ / ) . Во втором случае используется динамическая 
декомпозиция и методы негладкой оптимизации применяются к зада-
че, двойственной к (5.18)—(5.20): найти 

т п т 

г-=1 /-1 <-!• 
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при ограничениях 
m 
2 f l w ^ < + 2 r y > І, r = I , . . . , m , / = I , . . . , л, (5.25) 

z r / > 0 , г == 1,... , m, / = 1 , . . . , л , (5.26) 

Г ; > 0 , i = l , . . . ,/п. (5.27) 
Здесь zrJ- — двойственные переменные, соответствующие ограни-

чениям (5.20). Из ограничений (5.25), (5.26) следует, что 
т 

гг] = max {О, 1 - 2 alrJY,}. (5.27) 
i=l 

Подставляя (5.27) в (5.24), получаем задачу относительно переменных 
Yt при тривиальных ограничениях на неотрицательность: найти 

m rt m 

Й (2 2 drJ max І 0 , 1 ~ 2 airjyi} + 2 Wi); (5 -2 8) 
^ r=1 y=l i=l 

она является задачей минимизации выпуклой функции. Ограничения 
неотрицательности в задаче (5.28) учитываются обычным способом 
(см. гл1 2). 

Рассмотрим теперь, как экономно организовать процедуру вычис-
ления антисубградиента — yF (Y) в точке Y, используя частичную 
упорядоченность столбцов матрицы А. Положим сначала yF (Y) = 
= b. Затем для каждого j — 1, ...., п уточним значения компонент 
вектора y F (У) по следующей процедуре, в которой і (г (/)) обозначает 
индекс строки, имеющей порядковый номер Г (/) в упорядочении /-го 
столбца матрицы С. 

Процедура уточнения у F (Г) для текущего у. 1. Найти минималь-
ный номер s (/) такой, что 

sU) 
2 У ' Ш ) > 1 . 

П1)=1 
Если s ( / ) = 1, процедура закончена. 

2. Для /•(/')= I,.... ,s (/) — 1 положить 

V m i ) ) F W = Vm»)F ~ (с*-1/ ~ спУ 
Обоснование этой процедуры непосредственно следует из того, 

что при Г (/) ^ S (/) 
m _ «(/) _ 

шах {0, 1 - 2 ПігУі) = max {О, 1 — 2 Y«ru») = 0 

1 - і r(/)—1 
и из формулы 

S 

2 dTi = e*l — CkU 
г—к 
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поскольку именно С таким коэффициентом переменная Yi(k(j)) вхо-
дит в /'-ю сумму в (5.28). 

В обоих рассмотренных случаях методы негладкой оптимизации 
дают решение задачи, эквивалентной (б.6)—(5.8). Отличия второго под-
хода от первого состоят в следующем. Размерность нелинейной задачи 
в первом случае равна п, а во втором — т. Кроме того, во втором слу-
чае процедура построения компоненты решения X* по оптимальному 
решению Y* более проста. Для этого достаточно положить 

т 

*««•</»/ = m i n { ¥ тм> max {0,1 — 2 а1г}УЩ , 
«=і 

і = 1.... ,m, j 1 п. 

§ 2. Метод решения простейшей задачи размещения 

Рассмотрим теперь более детально метод ветвей и границ для зада-
чи (5.6)—(5.9), использующий описанные в предыдущем разделе спо-
собы решения релаксированной задачи (5.6)—(5.8). Ключевыми момен-
тами методов такого типа являются: 

— способ построения нижней оценки функционала; 
— способ построения верхней оценки функционала и соответству-

ющего ему допустимого решения и рекорда; 
— способ разбиения задачи на подзадачи (ветвления) и порядок 

просмотра этих подзадач. 
Способам построения нижней оценки функционала для рассматри-

ваемой задачи посвящен предыдущий раздел. Рассмотрим, как по ин-
формации, полученной при построении нижней оценки, можно постро-
ить верхнюю оценку функционала (5.6) и допустимое по ограничениям 
(5.7)—(5.9) решение. Пусть W* — оптимальное решение оценочной 
задачи (5.18)—(5.20). Обозначим через Ъ ( W * ) вектор с компонентами 

т п 
bt (W*) = b[ — 2 2 air]w*rj (і = І» •••, m ) - Рассмотрим условия, кото-

г= 1 7=1 
рым должно удовлетворять оптимальное в задаче (5.6) — (5.8) значе-
ние вектора Y* (они следуют из второй теоремы двойственности ли-
нейного программирования): 

а) если bt(W*)>0, то 

Y' = 0 (/ = 1,..., т)\ 

б) если w*. = drJ, то 
т 
2 
(=i 

если 0 < w*. < drj, то 
т 

2 °tr}Y'i - 1 . 
/=1 
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если w'rj — О, то 
т 
S aMY\ > 1 
/== і 

г = 1,... ,т, j = 1,... ,п. 
Однако вектор У*, удовлетворяющий этим условиям, не обязан быть, 
вообще говоря, целочисленным. Для построения хорошего в эврис-
тическом смысле допустимого решения, удовлетворяющего и усло-
виям (5.9), можно требовать выполнения не всех условий б), а по воз-
можности большей их части. Условия а) выполнить легко. 

Обозначим т (j) множество индексов I, для которых при заданном 
/ имеет место равенство 

т т 
Си + 2 аігіК = m i n (CU + 2 airiK 

r=1 ' r=1 
Тогда решение, по которому строится верхняя оценка функциона-

ла, можно выбрать с помощью следующей процедуры. 
Процедура построения приближенного решения (ППР). 1. По> 

ложить У* = 0 для таких і, которым соответствует Ъ1 (W*) > 0 . Поло-
жить J = {1, 2, ..., п}. 

2. Найти / „ б / , Для которого \т (/„) | = min | т (/) |. Выбрать г'0£ 
Ш ' 

Є /п(/0). Положить У •„ = 1, J = J\J (г'о), где У (г0) = {/:г0 Є т (/)}, 
Если | т ( / 0 ) | > 1 , то г0 выбирается из условия 

г'о = arg max V Bj. 
/ело 

3. Если J = 0 , перейти к 4, иначе — к 2. 
4. Для / = 1, . . . , /г найти min ctJ = сщу, положить x'Hj)j = 1, х * . = 

і:У*=1 
= 0 для і ф г0, і = 1, ... , m. 
1 Полученному таким образом решению (X*, У*) соответствует зна-
чение функционала F {X*, У * ) > Ф (W*). Если F {X*, У*) = 
= Ф (U?*), то решение (X*, У*) оптимально, в противном случае 
F ( X * , У*) является верхней оценкой для оптимального значения 
функционала (5.6). 

Разбиение текущей задачи на подзадачи в методе ветвей и границ 
можно осуществлять различными способами. Простейший — это раз-
биение по одной из переменных У ; . Оно осуществляется путем фикса-
ции значения выбранной переменной равным нулю в одной подзадаче 
и единице — в другой. Возможны и другие варианты, например, 
фиксация по группе переменных Уг (igМ), где М с {1, 2, . . . , т). 
В последнем случае разбиение осуществляется, например, добавлением 
в одном случае условия ^ = 0> или> ч т 0 эквивалентно, Yt = 0 

ієм 
(і'ЄМ), а в д р у г о м — 2 ^ 1- Отметим, что условия У, = 0 экви-
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валентны Еычеркиванию соответствующих строк і из матрицы С либо 
замене bt на достаточно большие числа, такие, что в оптимальном 
решении оценочной задачи величины bt (W*) положительны. Условие 
2 У і ̂  1 для некоторого М эквивалентно добавлению к матрице С 

столбца п + 1 с 
(О при ££М, 

c f + i = { • „ 
|оо при i Q M . 

Ясно, что оптимальное или приближенное решение расширенной таким 
образом задачи, построенное по вышеуказанным правилам, удовлетво-
ряет требуемому условию. 

Метод ветвей и границ заключается в построении верхних и ниж-
них оценок для последовательности подзадач с разбиением каждой под-
задачи, для которой верхняя и нижняя оценки функционала не совпа-
дают, на новые подзадачи меньших размеров, и их отсевом. Существен 
способ просмотра (ветвления) порождаемых подзадач. Наиболее рас-
пространены способ параллельного ветвления, при котором для 
разбиения выбирается подзадача с наименьшей нижней оценкой, и спо-
соб одностороннего ветвления, при котором подзадачи просматрива-
ются в некотором заранее определенном порядке. При этом в ходе про-
смотра подзадач запоминается наилучшее из просмотренных допус-
тимых решений вместе со значением функционала на нем — рекордом. 
Порядок просмотра подзадач таков, что после анализа текущей задачи 
в случае, если нижняя оценка для нее меньше рекорда, просматрива-
ется ее потомок (т. е. одна из подзадач, полученных разбиением дан-
ной); иначе происходит возврат к анализу очередной непросмотренной 
подзадачи, порожденной предком текущей подзадачи, и так далее. 
Процесс заканчивается, когда все подзадачи просмотрены. При этом 
решение, соответствующее рекорду, является оптимальным. Одно-
сторонняя схема ветвления отличается от параллельной существенно 
меньшими требованиями к памяти для хранения информации о про-
цессе перебора подзадач (дерева ветвлений). Требуемая память в этом 
случае оценивается величиной, пропорциональной числу переменных, 
по которым проводится ветвление, тогда как в первом случае эта ве-
личина может расти экспоненциально. 

Рассмотрим теперь некоторые нестандартные аспекты метода вет-
вей и границ с односторонним ветвлением применительно к задаче 
(5.6)—(5.9). 

Понятно, что чем точнее вычисляются оценки функционала, тем 
меньшее число подзадач будет проанализировано в процессе работы ме-
тода ветвей и границ. Однако общая трудоемкость метода в целом не 
всегда будет при этом минимальной. Она зависит также и от объема вы-
числений, необходимых для получения оценки. Если для построения 
нижней оценки функционала использовать алгоритм, который строит 
приближенное решение оценочной задачи с существенно меньшей 
трудоемкостью, а получаемое таким путем значение оценки не очень 
сильно отличается от оптимального, то общая трудоемкость решения 
задачи может оказаться меньшей. Например, если использовать для 
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построения приближенного решения задачи (5.18)—(5.20) алгоритм; 
НТР с трудоемкостью О (т2п), то выигрыш по сравнению с симплекс-
методом может быть очень значительным, поскольку теоретическая 
трудоемкость симплекс-метода в худшем случае растет экспоненци-
ально с ростом размерности задачи. Интересно поэтому оценить по-
грешность решения, получаемого алгоритмом НТР, по сравнению с 
оптимальным решением. Обозначим решение, получаемое с помо-
щью алгоритма НТР, W*—оптимальное решение задачи (5.18)— 
(5.20). Каждая задача вида (5.18)—(5.20) определяется набором пара-
метров условий (5.І9), (5.20) S = (т, п, A, b, d). Мы хотим найти такой 
набор S, на котором величина Ф 5 (W°)/G)s (W*) достигает минимума; 
здесь (W) — значение функционала (5.18) на решении W в задаче 
с набором 5. 

Обозначим через S требуемый экстремальный набор и рассмотрим 
его свойства. Представим W0 и W* в виде W° = W + W~, W* = 
= W 4- W+, где W = (wrJ), wrJ — min {до?/, w'rj} (г = 1, ..., m, j •=* 
= 1 , . . . , л). 

Л е м м а 5.1. Для набора S W = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если №#=0, то Ф~(\У)>0 и 

Ф „ (W°) ( Г ~ ) + Ф „ ( F ) Ф „ 
S S S ^ S 

ф ~ (W*) Ф „ ( Г + ) 4 - Ф _ ( Г ) ф „ ( « 7 + ) ' 
5 S S S 

Полагая m = m, п = п, А = A, d = d — W, Ъ = b — AW, получим на-
бор S, для которого роль W0 играет W~, W* — W+. Действительно, 
множество просмотренных алгоритмом НТР столбцов в матрице А = 
= А не меняется. С другой стороны, оптимальный базис, соответст-
вующий W*, остается оптимальным и для W + , т. е. W + оптимально. 
Но погрешность у W~ больше, чем у W0, т. е. S при W tjib 0 не 
екстремально. 

Для заданного набора S и допустимого решения W обозначим 

Is (W) = {і: {AW)t - б,}. RJS W) « {(r> ІУ- «>rj > 0}, 

A (W) « (alrj), і 6 ls (W), (r, j) Є RJS (W). 

Л е м м а 5.2. Существует экстремальный набор S и оптималь-
ное решение W* такие, что A (W*) = Е, где Е—единичная матрица. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подматрица A (W*) должна содержать 
единицы в каждой своей строке. Если в одной из отрок содержится 
больше одной единицы, например в столбцах (г, / ) и (s, k), то, пола-
гая drj = drj + dsh, dsh = 0 и не изменяя остальных компонент S, по-
лучим ноный набор S, для которого Ф^ (W*) равна Ф - (IF*), и с мень-
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шим числом единиц в А (№*). Корректность этого преобразования сле-
дует из теоремы 5.2. Действительно, в одном из экстремальных на-
боров каждый столбец (г, /) из A (W*) содержит ровно одну единицу, 
поскольку в противном случае для столбца (г— 1, /) выполнено усло-
вие W*-i/ = &г-\і- Проводя для этой пары преобразование, аналогич-
ное вышеприведенному, получим новое S и соответствующее W* о 
меньшим числом единиц в A (W*). Повторим эту операцию до тех пор, 
пока A(W*) не обратится в единичную матрицу. Для завершения 
доказательства отметим, что по лемме 5.1 эти преобразования не ме-
няют W0, соответствующего начальному набору S. 

Л е м м а 5.3. Существует пара (S, W0) такая, что A(W°) = l, 
где I — единичный вектор. 

Доказательство использует конструкцию, аналогичную описанной 
в доказательстве леммы 5.2. 

Л е м м а 5.4. Существуют S, W* uW° такие, что I~(W°)=!~(W*). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если найдется і такое, что і £ (W°), 

і (J І - (tt7*), то положим п = п -+- 1 и добавим к матрице С, породив-

шей S, новый столбец, подобранный таким образом, что новое W* 
совпадает на RIS (W*) со старым, а ненулевая переменная, соответст-
вующая в новом W* добавленному столбцу, добавляет в l~(W*) стро-
ку і. При этом W0 не изменяется, и, следовательно, 5 не экстремаль-
но. Аналогично, если найдется і такое, что t'(J/~ (W°), і 6 (W*), 

легко показать, что' IP и W* порождают W > 0, что противоречит 
лемме 5.1. 

Л е м м а 5.5. Существуют S, W* и W0 такие, что ~bt =Ъ} (г, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если это не так, то для A (W°)U 
U A (IF*), удовлетворяющих леммам 5.2 и 5.3, не выполняется лемма 
5.4. 

Теперь нетрудно оценить максимальную погрешность W0 и пост-
роить оптимальный набор S. По леммам 5 .1—5.5 экстремальная 
матрица с и вектор Ь, порождающие набор S, обладают следующими 
свойствами. 

1. Множество I строк С разбивается на два подмножества I~(W*) 
и I\I~ (W*), | (W*) | = р. Будем считать, что (№*) содержит пер-

S <S S 

вые р строк С. 
2. Вектор b также разбивается на две части, причем первые его 

р компонент по лемме 5.5 и за счет выбора масштаба можно считать 
равными единице. 
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3. Можно считать, что С содержит п столбцов, п ~ р -j- 1, кото-
рые, с учетом лемм 5.1 — 5.4, имеют следующие компоненты в пер-
ЕЫХ р строках: 

СЦ = 0, сц+1 = 1, і = 1 , . . . , р, 

і Ф І — U / = 2, ... , р + 1 . 
4. Если положить не определенные еще коэффициенты матрицы 

С И Ь удовлетворяющими условиям Сп^ 1 (І = + 1> ••• > w), ctj = О 
(і = / 7 + 1 , ... , т , / = 2 , . . . , rt), b > 0 (t = p + 1, . . . , m), поло-
жить m = 2p — 1 и решить полученную задачу алгоритмом НТР, то 
ее решение W0 будет иметь одну отличную от нуля компоненту 
и>р(1)1 = 1. Оптимальное решение этой задачи W* имеет р ненулевых 

компонент W*PU)i = 1 (/ = 2, ... , п). При этом Ф^ (Г°)/Ф~(№*)= 1/р = 

= 1/[т/2], где [а] — минимальное целое число, не меньшее, чем а. 
Легко понять, что определенное таким образом значение т является 
минимальным для данного р, поскольку в противном случае алгоритм 
НТР не построит решения W0 с указанными свойствами. 

Таким образом мы построим экстремальный набор для заданного 
значения р. Значение т при этом — нечетное число. Для четных значе-
ний т искомая матрица легко модифицируется, и приведенные рассуж-
дения позволяют показать, что экстремальная погрешность W0 при 
т = 2р такая же, как в рассмотренном случае. Итак, доказана сле-
дующая теорема. 

Т е о р е м а 5.3. Для произвольного т и п^ [ml21 + 1 

. Ф5 

Т Ф 5 (г*) ~ [т/2] • 

Гарантированная относительная точность алгоритма НТР в худшем 
случае с ростом т может стать сколь угодно малой величиной, однако 
задачи, на которых достигается минимум точности, имеют с точки зре-
ния практических приложений ярко выраженный патологический вид. 
В реальных задачах размещения обычно выполняются метрические 
ограничения на элементы матрицы С (аналоги условий треугольни-
ка для расстояний). Легко проверить, что в рассмотренной задаче 
эти условия существенно нарушены. Из приведенных рассуждений 
можно сделать вывод, что в реальных ситуациях подобные патологи-
ческие задачи должны встречаться редко. Они также редки, если, на-
пример, элементы матрицы С — случайные равномерно распределен-
ные на некотором отрезке числа. Поэтому на рассматриваемых клас-
сах матриц С величина относительной погрешности должна быть суще-
ственно ниже. Это предположение согласуется с экспериментальными 
результатами, приведенными ниже, которые получены путем решения 
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тестовых задач отмеченных выше классов с помощью программы, реа-
лизующей метод НТР и некоторой его модификации. 

Рассмотрим теперь некоторые особенности схемы организации про-
цесса генерации и решения подзадач, возникающих в методе ветвей 
и границ. Обычно метод ветвей и границ предполагает решение оце-
ночной задачи в каждой из вершин дерева ветвлений. Однако можно 
получить существенную экономию объема вычислений, если произво-
дить решение оценочных задач лишь в части таких вершин. Предпо-
ложим, что мы решили начальную оценочную задачу, т. е. задачу, со-
ответствующую самой верхней вершине дерева ветвления в методе вет-
вей и границ с односторонним обходом дерева ветвлений. Пусть 1° (1)— 
множество единичных компонент в приближенном решении, построен-
ном по оптимальному или приближенному решению оценочной задачи 
(5.18)—(5.20). Построим фрагмент дерева ветвлений, соответствующий 
полученному решению. Для этого упорядочим индексы / ° (1) по убы-
ванию величины некоторого критерия, смысл которого — вероятность 
вхождения соответствующей переменной с единичным значением в оп-
тимальное решение исходной задачи. В качестве такого критерия Ma-

rt п 
жет быть выбрана величина ^ Bjx°{j/ ̂  В} для г g /° (1). Искомый 

/=і /= і 
фрагмент дерева ветвлений представим теперь в виде цепи, начальная 
вершина которой соответствует исходной задаче, а каждая последую-
щая вершина г соответствует подзадаче, которая получена из преды-
дущей путем фиксации значения Уц Г )= 1 (г = 1, . . . , (1)), где 
і (г) — индекс переменной с порядковым номером г. Таким образом, 
последней вершине цепи соответствует задача, в которой все перемен-
ные из /°(1) зафиксированы как единичные. 

Покажем, что расширение этой цепи путем фиксации Yt = 1 для 
любого і (£ 1° (1) бесперспективно, так как при этом нельзя построить 
решение со значением целевой функции меньшим, чем верхняя оценка 
функционала, соответствующая начальной вершине цепи. Обозначим 
через k вершину дерева ветвлений в методе ветвей и границ, в кото-
рой решена оценочная задача, через Ік (1) — множество индексов сво-
бодных (нефиксированных в схеме ветвления) переменных, равных 
единице в решении, соответствующем верхней границе, построенной в 
этой вершине, через Yk — множество единичных компонент в этом 
решении. Скажем, что произвольное допустимое решение с множест-
вом единичных компонент / (1) нерасширяемо, если добавление к / (1) 
любого подмножества единичных компонент не приводйт к решению с 
меньшим значением функционала. 

Т е о р е м а 5.4. Решение задачи (5.6)—(5.9), соответствующее 
множеству Ік (1), нерасширяемо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Wk — значение вектора W на ту-
пиковом решении, соответствующем нижней оценке в вершине k, 
Ік (1) — множество единичных компонент в приближенном решении, 
построенном по Wk. Предположим, что на решении с множеством еди-
ничных компонент Ік (1) (J I (1) значение функционала (5.6) меньше, 
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чем на рассматриваемом приближенном. Тогда для каждого / 6 / ( 1 ) 
множество столбцов / 6 J (I), для которых в расширенном решении 
х1} = 1 должно удовлетворять следующим условиям: 

2 (с/*<л/ — c w ) > f t b си<сі"и)і> і€ J 

где t*(/)—строка, на которой достигается minси для данного / . 
гє/*(і> 

Действительно, в противном случае исключение I из / ( 1 ) по крайней 
мере не увеличит функционал (6.6). Но легко видеть, что 

'(Т) ГЦ)-1 

Ь і > 2 w ° i > 2 w > i > 2 ( с і Ь и ) ~ с Л -
s=r{lkU)) S=r(ik(j)) 

Здесь первое неравенство следует из допустимости решения Wk по 
ограничению I в (5.19), второе — из теоремы 5.2, а третье — из спосо-
ба выбора индекса ik(j) и тупиковости решения Wk. Получено проти-
воречие, доказывающее справедливость утверждения теоремы. 

Таким образом, из теоремы 5.4 следует, что дальнейшее ветвле-
ние задачи, соответствующей вершине, полученной из k добавлением 
цепи с фиксированными единичными компонентами вектора Yk, бес-
перспективно. Отсюда следует, что либо Yk порождает оптимальное 
решение задачи (5.6)—(5.9), либо в оптимальном решении хотя бы одна 
из компонент Yk равна нулю. Поэтому не имеет смысла решать оценоч-
ные задачи для вершин цепи, порожденных вектором Yk. После анали-
за вершины k можно сразу перейти к анализу вершины k + /, кото-
рая соответствует подзадаче, полученной из k путем фиксации всех 
переменных из 1к (1) равными единице, кроме последней (по введен-
ному выше порядку), которая фиксируется равной ну-
лю. Пример дерева с таким способом ветвления показан 
на рис. 5.1. Вершины, в которых проводится решение 
оценочной задачи, изображены темными кружками, ос-
тальные — светлыми кружками. 

Легко понять, что число вершин, в которых прово-
дится решение оценочной задачи, отличается на едини-
цу от числа вершин другого типа, поскольку для каж-
дой вершины порожденные подзадачи принадлежат к 
разным типам. Поэтому предложенный способ уменьша-
ет число решаемых оценочных задач примерно вдвое. 

Кратко опишем теперь схему реализованных в виде фортран-
программ для ЕС ЭВМ алгоритмов решения задачи (5.6)—(5.9) и ре-
зультатов4 численных экспериментов. Разработаны две модификации 
программы, которые отличаются способом построения нижней оцен-
ки. В первом варианте нижняя оценка строится с помощью процедуры 
НТР, во втором — полученная нижняя оценка улучшается с помощью 
процедуры типа замены. Суть этой процедуры состоит в следующем. 
Пусть А — подматрица А, столбцы которой соответствуют тем k (j) 
(j =•= 1, ..., я), для которых w°kj > 0 и k(j) — максимальный индекс для 
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любого j с таким свойством, а строки і '6/0 , где /0 = {i: bt = 0}, где . 
bt получены после работы процедуры НТР. Процедура улучшения на-
ходит, если это возможно, максимальное_ подмножество столбцов 
{а1( ..., щ} из А мощности 1 > 2 и столбец а0 6Л такие, что 

/ _ 

2 at < Оо-
f-i 

Если такие столбцы найдены, то текущие значения соотве-
ствующие столбцам at, увеличиваются на некоторую величину б, а 
wo, соответствующая столбцу а0, уменьшается на б. Величина б выби-
рается из условия 

б = min \w° min (dt — w°), min bt/( V ait — at0 

I i e /° \/=i 
Ясно, что построенное таким образом новое решение w° остается 

допустимым, а значение целевой функции увеличивается на величину 
б (/ — 1). Если при этом б = wo, то в столбце а0 находится единичная 
компонента с максимальным порядковым номером k (j) и заменяется 
на 0. Если d — dt— w°t, то в столбце t находится нулевая компонен-
та с минимальным порядковым номером k (j) и заменяется на еди-
ницу. Здесь / — индекс столбца матрицы С, который определяет рас-
сматриваемый столбец подматрицы А. Наконец, если 

б = ait - aioj 

(в этом случае неравенство (5.19) для г0 обращается в равенство при 
W — W), то полагаем /0 = /0 U При переходе от W0 к W пересчи-
тываются значения bt для і g /0 , а также для тех і f /0 , для которых 
L 

Такие і исключаются из /0. После выполнения всех ука-
<=і 
занных преобразований процедура повторяется с ношм вектором 
W0 = W. 

Экспериментальное исследование методов решения задачи (5.6)— 
(5.9) проводилось на задачах со случайно сгенерированной матрицей 
С. Результаты представлены в таблице 5.1. Для порождения последо-
вательности псевдослучайных равномерно распределенных на (0, 1) 
чисел oh использовалась подпрограмма, вычисляющая ah по правилам; 
<yk:= {Ph-Pk+1/4}; рк:=рк+ї, pk+i:=oh ( 6 = 1 , 2 , . . . ) , где {•} — 
дробная часть, р1 = 3,1141593, р2 = 0,5421018. 

В табл. 5.1 использованы следующие обозначения: т — число то-
чек размещения, п — число потребителей, b — величина фиксирован-
ных доплат, Ф, F, F* — начальные нижняя и верхняя оценки, ре-
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Таблица 5.1 

№ mxrt Ь Ф F F* 6 NR L Q t 

1 5 
5 0 X 5 0 500 5921 7850 6643 8 , 3 358 8 97 ,31 

1 5 » 500 6007 7915 6643 9 , 6 33 207 9 354 ,72 
9 а » 1000 8464 11504 9358 9 294 12 274 ,34 
2 б » 1000 8505 11286 9358 9 , 1 4 117 3 290 ,98 
о а » 3000 14335 19708 16163 10,7 90 4 47 ,24 
3 б » 3000 14503 22010 16163 10,3 17 51 4 210 ,78 
А 3 » 5000 19050 30320 21195 9 , 3 102 9 100,32 
4 б » 5000 19189 30874 21195 9 , 5 29 55 6 272 ,28 
ч а » 7000 23004 340073 25195 3 , 2 64 5 47 
5 б » 7000 23223 32968 25195 7 , 8 11 33 4 190,82 
fi а » 50000 1745442 1813914 1752258 0 , 3 8 9 11 5 21 ,08 
Ь б 50000 1747003 1813914 1752258 0 , 2 9 9 15 5 15,02 
7 а » 70000 1881333 1988656 1894750 0 , 7 8 22 43 5 29,01 
7 б » 70000 1888843 1959119 1894750 0 , 3 1 8 27 3 3 2 , 6 8 

« б 
» 90000 2011131 2113727 2021439 0 , 5 1 9 37 5 29 ,32 

« б « 90000 2011649 2166881 2021439 0 , 4 8 22 27 4 4 4 , 7 8 
о а » 100000 2063990 2243572 2081439 0 , 0 8 3 10 33 4 2 6 , 1 6 
9 б » 100000 2064446 2155679 2081439 0 , 0 8 2 8 33 4 43 ,44 

1 0 * 
» 150000 2313940 2427549 2331894 0 , 0 7 6 26 39 5 33 ,22 1 0 * » 150000 2317624 2427549 2331894 0 , 0 6 4 22 27 4 4 4 , 7 8 

" « 
ЮОХЮО 100000 3569822 3858974 3597693 0 , 7 7 37 153 7 657 ,62 

" « » 100000 3569822 3859974 3597693 0 , 7 7 35 129 6 912 ,40 

1 2 б 
» 200000 4207095 4605447 4247907 0 , 9 6 106 387 7 2139,34 

1 2 б » 200000 4209886 4405447 4247907 0 , 8 9 202 241 8 2199,88 

1 3 б 
» 300000 4716489 5402477 4736736 0 , 4 3 53 61 9 419 ,28 

1 3 б » 300000 4726489 5402477 4736736 0 , 4 15 29 5 3 5 1 , 7 6 

1 4 б 
» 400000 5127390 5421742 5136736 0 , 1 8 4 7 2 7 1 , 9 2 

1 4 б » 400000 5127814 5421742 5136736 0 , 1 7 4 7 2 102,96 
» 500000 5497304 5990876 5536736 0 , 7 1 2 15 2 155,5 
» 500000 5503251 5990876 5536736 0 , 6 2 15 2 257 ,64 

р* ф 
кордное значение функционала, 8 = — ^ 100%, NR—номер 
итерации, на которой построено рекордное решение, L— число итера-
ций, Q — число изменений рекорда в методе ветвей и границ, t — 
время счета (на шаге GO) в секундах. Незаполненные позиции в дан-
ной и последующей таблицах означают, что соответствующие пара-
метры не фиксировались. Примеры, помеченные индексом а, решены 
без использования процедуры улучшения нижней оценки, индексом 
б — с использованием этой процедуры. Программа, реализующая опи-
санный метод ветвей и границ, позволяет строить приближенное ре-
шение с априорно заданным отклонением от оптимума. Во всех при-
мерах это отклонение задавалось равным 0,01. В задачах 1—5 коэф-
фициенты матрицы С задавались как псевдослучайные равномерно 
распределенные целые числа из отрезка [0,1000], в остальных зада-
чах — как евклидовы расстояния между псевдослучайными точками 
(потребления и размещения), равномерно распределенными на цело-
численной решетке в квадрате со стороной 1000. Фиксированные до-
платы задавались равными для всех і и изменялись с целью прос-
ледить, как при этом изменяется трудоемкость задачи. Задачи 1а, За, 
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4а, 5а решались на ЕС-1060, .остальные — на ЕС-1040. Из анализа 
приведенных данных можно сделать вывод, что задачи с матрицами С, 
обладающими метрическими свойствами (многие прикладные задачи 
относятся именно к такому классу), требуют для решения меньших 
временных затрат по сравнению со случайно сгенерированными мат-
рицами. Можно также отметить, что хотя процедура улучшения. оцен-
ки уменьшает, как правило, число итераций метода ветвей и границ, 
общее время решения задачи может как увеличиваться, так и умень-
шаться. Вероятно, эта процедура будет более эффективной на задачах 
большей размерности. 

Кроме тестовых задач решался ряд задач с реальными исходными 
данными выбора пунктов размещения переработки винограда [51]. 
Расчеты [проводились с помощью алгол-программы на ЭВМ БЭСМ-6. 
Матрица С в этих задачах строилась по реальным затратам на пере-
возку продукции. Поскольку расстояния перевозки продукции от 
поставщиков к местам переработки в данной задаче существенно вли-
яют на качество продукции, задача решалась при различных ограни-
чениях на максимальное расстояние перевозки. Эти ограничения учи-
тывались следующим образом. Если для пары (І, /) расстояние r(J- пре-
вышало заданную величину R, то соответствующее c t j полагалось бес-
конечным. Для каждого пункта размещения і функция ft (Х {) опре-

Таблица 6.2 

№ т п R 6 д р L Q t 

1 95 120 40 0 , 5 3 , 2 37 790 37 7947 
2 23 34 30 12 41 4 ЗО 

— — 40 10 83 5 49 
— — 50 8 410 14 192 
— — 60 7 14 4 24 
— — ОО 1 7 7 15 

3 23 34 30 0 0 , 4 12 1 1 14 
— — 40 0 , 4 2 , 5 8 49 6 39 
— — 50 0 , 4 7 , 4 8 188 14 134 
— — 60 0 , 5 17,6 8 290 50 223 

4 28 28 30 0 , 9 2 , 2 11 9 4 18 
— — 40 0 , 4 8 , 5 7 284 11 133 
— — 50 0 , 7 6 , 0 6 91 6 65 
— — 60 0 , 9 8 , 6 6 26 5 ЗО 

5 28 28 20 0 0 , 1 17 1 1 13 
— — 30 0 0 , 1 14 1 1 13 
— — 40 1,4 4 , 0 8 1639v 21 615 
— — 50 0 6 , 3 8 1090 106 522 

6 23 27 20 0 , 8 0 , 8 13 22 2 24 
— — 30 0 0 , 4 12 1 1 12 
— — 40 0 , 4 1 ,7 8 45 6 31 
— — 50 0 8 , 0 8 242 19 135 
— — 60 0 , 9 17 ,6 8 292 49 185 

7 14 17 20 0 0 , 2 7 1 1 8 
— — 30 0 6 ,1 6 34 5 14 
— — 40 0 0 , 3 4 1 1 8 
— — 50 0 0 3 1 1 8 
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делилась как минимум из двух линейных функций с фиксированными 
доплатами. Реализованная на БЭСМ-6 программа позволяет работать 
непосредственно с кусочно линейными функциями без расширения 
множества точек размещения за счет перехода к линейным функциям 
с фиксированными доплатами. Отметим, что в данной программе реа-
лизована односторонняя схема ветвления с начальной фиксацией зна-
чения переменной ветвления равным нулю. Данные о решении ука-
занных задач приведены в табл. 5.2. Здесь п — число поставщиков, 
т — число пунктов размещения, R — максимально допустимое рас-
стояние (в км), б (Д) — относительное отклонение начальной нижней 
(верхней) оценки от оптимального значения функционала в %, Р — 
число пунктов размещения, выбранных в оптимальном решении, L — 
число итераций, Q — число улучшений рекорда в методе ветвей и 
границ, t — время счета (в секундах). Все задачи решены точно (Т = 0). 

§ 3. Некоторые обобщения простейшей задачи размещения 
В данном разделе рассмотрены некоторые классы задач размещения 

производства, которые в различных направлениях обобщают прос-
стейшую задачу размещения. В связи с большим разнообразием таких 
обобщений рассмотрение всех моделей практически невозможно. По-
этому мы ограничились выбором лишь таких характерных предста-
вителей, по анализу и решению которых у авторов имеется некоторый 
опыт. Большинство рассматриваемых моделей обладает многими свой-
ствами, аналогичными свойствам простейшей задачи. В их число 
входят, например, вогнутость целевой функции, ее структура (сумма 
транспортных и производственных затрат), «транспортность» ее ограни-
чений, применимость без принципиальных усложнений метода динами-
ческой декомпозиции и др. Поэтому при изложении последующего ма-
териала мы останавливаемся лишь на существенных отличиях данных 
задач от предшествующих, не повторяя общих мест. 

1. Многоэтапные задачи размещения. Рассматриваемый класс 
задач отличается наличием нескольких уровней производства продук-
ции, через которые проходит сырье, прежде чем превратится в готовую 
продукцию и поступит к потребителю. Так, металл до его использо-
вания должен пройти два уровня: добычу руды и его выплавку. 

Рассмотрим простейшую модель размещения производства с двух-
этапной обработкой продукции: найти 

(m п п р т п \ 

2 2 с м + 2 2 + 2 ft (*»> + 2 & Pi) (=i ]=і /=і k=\ І=І /=i J 
при ограничениях 

n 

/=і 
m 
2 xu 
i=і 

= Xt, і = 1, ..., tn\ 

p 

= 2 yjh = Yi> / ' = ! . •••> n> 
k=r 
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>=i 

%>0, y]h>0, і = 1, ..., m, j=l,...,n, k=\ p-

Здесь і, j, k — индексы мест размещения первичной и вторичной об-
работки потребителей; С = (С^), D = (D j h ) — матрицы удельных за-
трат на транспортировку продукции между пунктами первого и вто-
рого этапа обработки и между пунктами второго этапа и потребите-
лями; В = (Bh) — вектор объемов потребления; /г (Xt), gj (Y}) — 
вогнутые кусочно линейные функции затрат на производство в пунк-
тах размещения i, / первого и второго этапов соответственно. 

Так же, как и простейшая задача размещения, данная сводится к 
следующей задаче частично целочисленного линейного программиро-
вания: найти 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 
(5.32) 
(5.33) 

одесь ivi, i\ — мощность новых множеств значении индексов і, /, полу-
ченных путем замены каждой кусочно линейной функции /г (Хг) и 
gj (Yj) множеством функций с фиксированными доплатами, где 

і = 1, ..., т, 

1= 1, ..., п. 

Для упрощения записи в преобразованной задаче вместо пар ин-
дексов (г, s) и (/, /) используются і и / соответственно. Величины cijh для 
всех значений І, /, k в (5.29) определяются подобно тому, как опреде-
лены значения сі} в (5.6). 

Ограничения (5.31) непосредственно следуют из того факта, что 
минимум вогнутой функции в исходной задаче достигается в вершине 

( М N р М N 

2 2 2 с т г т + 2 а Л + 2 
і=і /= і A=i ;=і ;=і 

при ограничениях М N 

2 2 2 ш > = 1> k = 1 р. 
і=І /•=і 

N М 

2 z t j k < X t , 2 z m < Y], i = 1, M, 
/=і І=І 

/ = 1, ..., N, k = 1, ..., p, 

2 Ш > 0 , і = 1, ..., M, / = 1 , ..., iV, k = l , . . . , p , 

Xt = 0\/l, Y, = 0V1. t = 1, ..., M, i=l,...,N. 

f, (Xt) = min (af, + / гД г ) , a is > 0, ltl > 0, 
s6 S(I) 

^ ( F ^ r a i n ^ + l i / i ) , ^ > 0 , А Л > 0 , 
tmn 
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многогранника. Поэтому в преобразованной задаче каждая из сумм 
принимает лишь следующие значения: 

N 

= о v i . t" = і лг, 6 = 1 
/•=і 
м 

= j = i,...,N, б=і p. 

Задача, двойственная в (5.29) — (5.32), заключается в отыскании 

max min ((cUk + uih + vjh) zUh) (5.34) 
Ui> 0 Z 
V>0 

при ограничениях (5.30), (5.32) и 
p 

2 u,fc<fl i f i = l , . . . , M , (5.35) 
k=\ 

/ = l , . . . , i V , (5.36) 
ft=l 

где t/, V — векторы двойственных переменных, соответствующих ог-
раничениям (5.31). Отметим, что ограничения (5.31) отличаются по-
структуре от ограничений (4.16) в задаче (4.14)—(4.17), поэтому форма 
целевой функции (5.34) не соответствует форме (4.18). Но (5.34) можна 
привести к указанному виду путем введения дополнительных пере-
менных и ограничений. Однако мы предпочитаем не делать этих пре-
образований, а анализировать задачу в форме (5.29)—(5.32) и (5.34)— 
(5.36) в двойственной постановке. 

Использование принципа динамической декомпозиции применитель-
но к этим задачам не имеет существенных отличий от рассмотренных 
ранее случаев. Для использования указанного метода необходимо оп-
ределить правила построения блокирующих множеств для текущего 
решения Z(U', Vі). 

Пусть U1, Vі — произвольные допустимые по ограничениям (5.35), 
(5.36) значения векторов U, V. Обозначим 

T(k) = {(i,j):(i,j) = aTgmm(crsh + u'rk + o«ft)}, 6=1, p. 
• r,s 

У т в е р ж д е н и е . Минимальными блокирующими множе-
ствами, соответствующими (Ui, Vі), являются минимальные по вклю-
чению наборы индексов (Iі, J1) такие, что для каждого і £ Iі и каждо-
го / 6 J* найдется пара (i, j) 6 Т (6), и только они. 

Иными словами, минимальные блокирующие множества содержат 
ровно один элемент из каждой пары индексов (І, /) из множества Т (6). 

В отличие от простейшей задачи размещения, в данной задаче каж-
дому текущему вектору (IIі, Vі) и каждому потребителю 6 соответ-
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ствует не менее двух различных минимальных блокирующих мно-
жеств. Одно из них образуют, например, все индексы і из пар (i, j) Є 
£ Т (k), а другое — все / из (i, j) £ Т (k). Кроме того, если j Т (k) |> 1, 
блокирующие множества могут быть смешанными, т. е. содержать как 
индексы і, так и / из Т (k). По этой причине в данной задаче нельзя 
полностью упорядочить блокирующие множества для данного k, а 
можно ввести лишь частичный порядок, который зависит от последо-
вательности выбираемых блокирующих множеств при построении по-
следовательности векторов {({ / ' , Vі)}. Для решения задачи (5.34)— 
(5.36) можно использовать как точные методы, обобщающие соответ-
ствующие методы решения двойственной к простейшей задаче разме-
щения, так и приближенные. Мы рассмотрим здесь лишь метод 
построения приближенного тупикового решения, построенный на 
идеях, использованных в процедуре НТР для простейшей задачи 
размещения и реализованный для построения нижней оценки функ-
ционала для задачи (5.29) — (5.33) в фортран-программе, описы-
ваемой ниже. 

Пусть а — (at), b = (bj) — векторы нераспределенных остатков зна-
чений компонент векторов а и b из (5.35), (5.36) при работе описы-
ваемой процедуры. Для данной пары векторов текущих значений 
(Vі, Vі) и данного k назовем блокирующее множество (Vі, Vі) оче-
редным, если оно удовлетворяет следующим условиям: 

а) если t0 € РЙ (V, Vі), то ^ , > 0 ; 
б) если / о б М ^ ' . Vі), то = 0 для всякой пары (i, j0)£T(k) и 

Процедура построения тупикового решения .для задачи (5.34) — 
(6.36) просматривает в циклическом порядке индекс k и для каждого 
его значения строит по T(k), Ul, Vі, a, b очередное блокирующее 
множество. Если его не существует, соответствующее значение k ис-
ключается из дальнейшего рассмотрения. Если же Рй(£/г, Vі) построе-
но, значения и\, v) для i, j g Pft (£/', Vі) увеличиваются на б, где б вы-
бирается так, чтобы для нового значения компонент Vі, Vі либо мно-
жество T(k) расширилось (появился НОЕЫЙ кратчайший путь ( І , / , k) в 
вершину к), либо одна из компонент at, bh где i, j (j (Vі, Vі), при 
уменьшении на б обратилась в нуль. Затем корректируются: текущее 
значение целевой функции (5.34) (увеличивается на б), значения a, b 
(уменьшаются на б компоненты с индексами из Рй {Vі, Vі)), множество 
Т(k) (добавляется при необходимости новая пара (г,4/)). Процесс по-
вторяется до тех пор, пока все k не будут исключены из рассмотрения. 

Построенное таким образом тупиковое решение (О, V) позволяет 
по правилам, аналогичным рассмотренным при анализе простейшей 
задачи размещения, построить допустимое решение задачи (5.29)— 
(5.33) и, таким образом, получить верхнюю оценку функционала (5.29). 
Это решение также обладает свойством нерасширяемости (см. теоре-
му 5.4). Описанные свойства двухэтапной задачи без труда перено-
сятся и на многоэтапные задачи размещения. 
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Для двухэтапной задачи размещения реализован в виде фортран-
программы для ЕС ЭВМ и алгол-программы для БЭСМ-6 метод ветвей 
и границ, основанный на тех же принципах, что и соответствующий 
метод решения простейшей задачи размещения. В этих программах 
процедуры построения нижних и верхних границ, выбора переменной 
и схемы ветвления принципиально аналогичны вышеуказанным. С по-
мощью алгол-программы была решена задача с реальными данными 
[51]. Размерность решенной задачи — М Х N х Р = 25 х 95 х 120, 
время решения — более шести часов. Функции затрат на размещение 
предприятий на обоих уровнях задавались линейными с фиксирован-
ными доплатами. 

Было проведено решение серии тестовых задач на ЕС-1040. Резуль-
таты приведены в табл. 5.3. В задачах 1—8 коэффициенты матриц С и 
D задавались как случайные целые числа, равномерно распределен-
ные на [0, 100], в задачах 9—17 — как евклидовы расстояния между 
точками размещения производства обоих уровней и потребителей, 
равномерно распределенными в квадрате со стороной 500. Величины 
ait bj из (5.29) задавались одинаковыми для всех І, /' и равными а, Ь. 
Величины BH задавались равными: в примерах 1—8—(s+0 ,1 ) х 10; в 
примере 11 —50; в примерах 12,14 — (s + 0,1) х 100; в остальных — 
(s + 0,1) х 1000, где s — псевдослучайное равномерно распределен-
ное на (0, 1) число. В табл. 5.3 использованы обозначения, введенные 
в табл. 5.2. 

2. Простейшая задача размещения и унификации технических 
средств [70]. Данная задача возникает при выборе типов, количества 
и мест размещения технических средств, необходимых для выполнения 
заданного множества работ. Примером такой задачи является задача 
выбора типов и мест базирования вертолетов, предназначенных для вы-
полнения ими в различных пунктах заданного района комплекса 

Т а б л и ц а 5.3 

№ м N р а ь т 6 4 L Q і 

1 20 20 20 3 0 0 300 0 9 , 2 2 0 , 7 29 5 1 ' 43" 
2 20 20 20 500 500 0 9 , 5 4 2 , 0 25 7 1 ' 5 Г 
3 40 40 40 300 300 0 12 ,8 3 9 , 2 43 5 2 7 ' 3 5 " 
4 40 40 40 500 500 0 1 6 , 7 5 3 , 2 35 6 2 9 ' 2 3 " 
5 40 4 0 40 500 500 0 18 ,5 1 2 , 3 [09 3 102 '20" 
6 40 40 40 1000 1000 0 11 ,7 7 5 , 7 37 5 4 1 ' 0 6 " 
7 4 0 40 40 1000 1000 0 2 2 , 2 3 6 , 4 139 4 8 3 ' 0 Г 
8 40 40 40 1500 1500 0 , 0 5 8 , 6 7 1 , 2 23 5 2 8 ' З Г 
9 15 30 50 30000 15000 0 0 9 , 0 59 6 3 ' 12" 

10 15 30 50 300000 100000 0 0 , 3 2 4 , 4 19 6 4 ' 3 3 " 
11 15 30 50 350000 125000 0 , 0 3 1 , 5 11 ,3 107 8 18 '09" 
12 15 30 50 700000 25000 0 , 0 3 2 , 0 14 ,3 89 8 15 '40" 
13 15 30 50 700000 50000 0 0 , 2 8 , 5 185 18 17 '26" 
14 15 3 0 50 700000 50000 0 , 3 0 3 2 , 8 77 9 15 '37" 
15 15 30 50 700000 100000 0 0 , 6 16 ,3 83 11 8 ' 52* 
16 15 30 50 3500000 100000 0 0 9 1 , 6 5 3 1 ' 35" 
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работ различных видов. В этом случае разные виды работ могут быть 
выполнены разными типами средств с различными производительнос-
тями и затратами, которые зависят также от мест базирования верто-
летов и от мест выполнения работ. Кроме суммарных затрат на выпол-
нение работ, следует учесть затраты на производство и закупку тех-
нических средств, а также затраты на их размещение и техническое 
обслуживание. 

Введем следующие обозначения: 
cHh< Pijh — удельные затраты и удельная производительность при 

использовании технических средств типа І, размещенных в пункте / 
для выполнения работ вида k (і — 1, ..., т, j — 1, ..., п, k = 1, ..., р)\ 

Ak — объем работ вида k (в приведенных единицах) (k = 1, ..., р)\ 
— коэффициент приведения к условным единицам технических 

средств типа і (і = 1, ..., tn)\ 
xUh — объем технических средств типа І, размещенных в пункте /, 

направленных для выполнения работ вида k(l — 1, ..., т, / — 1, ..., п, 
k -= 1, ..., ру, 

Xit Yj — объем технических средств типа і и условных единиц 
всех типов технических средств в пункте / (і = 1, ..., т, j = 1, ..., п); 

ft(Xi), gj{Yj) — вогнутые кусочно линейные функции затрат на 
производство и закупку Xt единиц типа і (і = 1, ..., т) и на разме-
щение и обслуживание Y} условных единиц в пункте / (/ = 1, ..., п). 

В этих обозначениях рассматриваемая задача состоит в отыскании 
/ т п р т п \ 

min 2 2 2 Wm + 2 ft ( x i ) + 2 Si (У)) 

\ г=і /—і м /_і / 

при ограничениях п р 
2 2 x U k ~ X t , .» . т , 
/—і fc=i 

т р 

2 2 W - / - і п, 

m n 
2 2 Рш*іЛ k =- !» •••> P* 

1 / - 1 

i = I , .... m, / — I n, 6 = 1 , ..., p. 

Из вогнутости целевой функции непосредственно следует, что в опти-
мальном решении каждая переменная равна либо нулю, либо 
Ak/pijh. Используя этот факт, представим задачу в форме частично це-
лочисленной задачи линейного программирования: найти 

( М N р М N \ 

2 2 2 + 2 " Л + 2 W s t=i / - і („і / 
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при ограничениях 

здесь 

М /V 

/=1 
N 

2 *т < Xt, і = 1 М, 6=1 р, 
м 
м 

/ = I, Л7, А - 1 р, 
;=і 

z f M > 0 , X j - O V l , Ку = О V 1. І — 1 Лї» 

/ = 1, .... TV, k = 1, ..., p; 

, cm + li + hhi 
atjh ~ Pi iih 

a lt, hj, au bj, M, N, p соответствуют аналогичным величинам для 
двухэтапной задачи размещения, приведенной выше. 

Легко усмотреть, что рассматриваемая задача отличается от двух-
этапной задачи размещения только более общим видом коэффициентов 
dtjh, т. е. предшествующая задача является частным случаем рассмат-
риваемой. В табл. 5.4 приведены данные по решению тестовых приме-
ров рассматриваемой задачи с помощью фортран-программы, реали-
зующей метод, аналогичный описанному для двухэтапной задачи раз-
мещения. 

Т а б л и ц а 5.4 

№ м N р а Ь Т д в ь Q t 

1 8 5 4 20 20 0 , 0 3 10,9 8 , 4 29 3 8 
2 10 7 5 20 20 0 , 0 3 23 ,1 17,4 413 6 111 
3 10 7 5 50 50 0 , 0 3 2 9 , 8 15,1 295 3 122 
4 10 8 5 40 40 0 , 0 3 2 8 , 3 10,5 519 4 380 
5 15 8 5 60 60 0 , 0 3 2 6 , 4 2 3 , 8 573 5 331 
6 20 10 7 60 60 0 , 0 3 4 6 , 2 3 7 , 4 673 6 932 

3. Задача размещения технических средств с сезонным выполне-
нием работ. Эта задача возникает при использовании технических 
средств для выполнения работ в различные временные периоды. Мы 
рассмотрим лишь упрощенный вариант задачи в линейной постановке: 
Найти 

(т п Т п \ 

2 2 2 w u t + 2 (5-37) 
'—і /-1 (-і /=і J 13* .195 



при ограничениях 

п 
2 Put*m = А«• ' = 1 т< t== (5-38) 

/=і 
т 

1 = t=l,...,T, (5.39) 

* y f > 0 , i = l , . . . , m , / «= I я, / = 1 7і. (5.40) 

Здесь с ш , put — удельные затраты и производительность при вы-
полнении работы вида і техническим средством типа / в период t\ 

Ан — объем работ вида і в период t\ 
xtjt — количество средств типа /, назначенных на работу вида і в 

период t\ 
X j — количество средств типа /; 
dj — удельные затраты на закупку и эксплуатацию средств типа /. 
Двойственная к данной задаче может быть сформулирована в виде: 

найти 
т п Т 

шах min 2 2 2 + ип) xut 
и х і=І /=і (=i 

при ограничениях (5.38), (5.40) и 
т 

2 / = 1 , ...,«> 
t=i 

/=!,..., п, t = 1, ..., Т. 

При использовании метода динамической декомпозиции для ре-
шения сформулированной задачи блокирующие множества, порожден-
ные допустимым вектором и , определяются по следующим правилам. 
Для каждой пары (i, t) блокирующими являются наборы {(/, t), j Є 
£ J (і, /)} такие, что 

Ън + % = min ( с ш + ии). 1 t^k^n 

Отметим, что при точном решении задачи (5.37)^—(5.40) методами 
динамической декомпозиции возникает необходимость решения на 
каждой итерации Т задач распределительного типа (при фиксирован-
ном значении вектора X — (Xj) необходимо определить значения 
компонент {хщ}). 

Для решения задачи типа (5.37)—(5.40), в которой условия (5.39) 
заменены на 

m 
2 xut ^ B j + Xj , / = ! , . . . , л, / = ! , . . . , 7\ 
i=i 
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где Bj — количество средств типа / , имеющееся к началу планирова-
ния, была разработана алгол-программа для ЭВМ БЭСМ-6, реализу-
ющая метод обобщенного градиентного спуска. С ее помощью решена 
задача распределения самолетов сельхозавиации для выполнения се-
зонных работ. Размеры решенной задачи — т = 112, п = 84, Т — 
= 12. Время решения — свыше 20 часов. Кроме указанной, разрабо-
тана PL/1 -программа для ЕС ЭВМ, реализующая метод декомпозиции 
по переменным X j с использованием для минимизации по внешним пе-
ременным г алгоритма (см. гл. 2). Для решения на каждой итерации 
вспомогательной внутренней задачи при фиксированных значениях 
вектора (Х}) использовалась программа, реализующая метод потен-
циалов для распределительной задачи, разработанная Б. Р. Френки-
ным (ЦЭМИ АН СССР). 

4. Выбор оптимального комплекса оборудования. Требуется спро 
ектировать предприятие, выпускающее заданный ассортимент про-
дукции. Для каждого вида продукции і (і = 1, ..., m) задан набор из 
pi возможных технологических маршрутов k = 1, ..., pt, каждый из 
которых использует оборудование различных типов / (/ 6 A ih), A i h а 
cz {1, 2, ..., п) — множество используемых типов оборудования. Для 
каждой пары (/, k) известны производственные затраты cih, а для 
каждого типа оборудования / — функция (Xj) (кусочно линейная, 
вогнутая, неубывающая) затрат на размещение и закупку оборудова-
ния от объема X j выполняемых на нем работ. Мы рассмотрим лишь 
простейшую задачу рассматриваемого типа, предполагая, что все 

В случае более общих f j (Xj) задача усложняется, но сохраняет при 
этом основные используемые свойства. Введем переменные xik, полагая 
xih = 1, если в оптимальном решении для производства продукции і 
выбран вариант k, и xlh = 0 — в противном случае (i = 1, ..., т., 
k = 1, ..., pi). Далее, пусть z} — 1, если тип оборудования / выбира-
ется в оптимальном решении, и г} = 0 — в противном случае (/ = 
= 1 п). Во введенных обозначениях требуется найти 

при Х ] > 0, 
при X j = 0. 

(5.41) 

при ограничениях 
РІ 

1. 1- •••> т> (6.42) 

РІ 

xih>0, t = 1, ..., m, 6 = 1, ..., pt, 

Zj -•= о v і» / = i, • > 

(5.43) 
(5.44) 
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здесь 
f l , если ieAik, I — 1, ..., m, k= 1, ..., p{, j = 1, ..., n, 
О в противном случае. 

Вводя двойственные переменные Щ) ^ 0, запишем задачу, двой-
ственную к релаксированной в форме: найти 

т £і / п \ 
max min V V clh + V Атщ J x,k 

ы Zi \ £l J 

при ограничениях (5.42) и 
m 

j п. 

Обозначим 

К і Ф ) -= \k:c ( h + 2 = min ( c u + У А і Я а 0 ] ) , і = 1, ..., т . 
I £> ' ^ v Л 

Блокирующие множества для данных І, U определяются множеством 
индексов / таких, что единичные коэффициенты матрицы А = {Д І Л } 
покрывают все столбцы k Є Kt (U). 

Для решения задачи (5.41)—(5.44) разработана фортран-програм-
ма для ЕС ЭВМ, построенная на идеях, близких к описанным в §§ 1, 2, 
и проведен ряд экспериментальных расчетов по решению тестовых 
задач. 

§ 4. Варианты простейшей задачи размещения 

1. Задача размещения производства однородной продукции с ог-
раничениями на мощность. Рассмотрим следующую задачу разме-
щения производства в целочисленной постановке: найти 

( т п т \ 

м /=1 ,-=1 / при ограничениях т 2 х „ = В„ j=l,...,n, (5.46) 

п 
»"= 1 m, (5.47) 

0 < д : а ^ М и Х „ і = 1, ..., m, / = 1, ..., л, (5.48) 

k=\,...,p, (5.49) 

Xi = Q\J t = l, .... т . (5.50) 
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Здесь А і — ограничение сверху на мощность предприятия, раз-
мещаемого по варианту і, і = 1, ..., т, MIS = min {At, Bj}, і = 1, ... 
..., m, j = 1, ...., n, Ik, k = 1, ..., p, — непересекающиеся подмноже-
ства индексов і. Остальные обозначения совпадают с аналогичными для 
простейшей задачи размещениями. В отличие от простейшей данная 
модель позволяет учитывать ограничения сверху на мощности разме-
щаемых предприятий, а также может рассматриваться в случае, когда 
мощности размещаемого производства задаются набором возможных 
вариантов. В последнем случае Ih — множество вариантов для за-
данного места размещения производства k (k = 1, ...., р). 

Для задачи (5.45)—(5.50) рассмотрим особенности ее решения мето-
дом множителей Лагранжа в дискретном программировании (см. [130, 
131]). Для этого сформулируем прежде всего задачу, двойственную к 
(5.45)—(5.50): найти 

(т rt т п \ 

2 b,xt + 2 BjUj (5.51) 
й=І /-1 J 

при ограничениях (5.47) — (5.50). Как известно, в общем случае 
F (X* ) ^ Ф (U*) и равенство не всегда достижимо из-за разрыва двой-
ственности в дискретных задачах. Поэтому значение Ф (U*) является 
лишь нижней оценкой для F(X*). Задача (5.47)—(5.51) является зада-
чей безусловной максимизации вогнутой кусочно линейной функцией 
относительно переменных U. Для ее решения могут быть использованы 
методы негладкой оптимизации. На каждой итерации таких методов 
необходимо вычислять Ф ( U ) и вектор-субградиент уФ (U) в заданной 
точке U. Для этого нужно решить задачу (5.47)—(5.51) при U = U. 
Легко видеть, что последняя распадается на р независимых подзадач 
с номерами k = 1, ..., р, каждая из которых содержит лишь пере-
менные хі} и Xt, і £ Ih, j = 1, ..., п. 

Каждая подзадача k, k = 1, ..., р, может быть переписана в виде: 
найти 

min min І v ctjXtJ + btXt) (5.52) 
x w ) 

при ограничениях 
n 

і eh, 
/=1 

0 < xu < Mt]X„ j = 1, ..., я, і 6 Ih, (5.53) 

X« = 0 V 1 , 
Здесь cu = ctj - f Uj, і 6 Ih, j = 1, ..., /г, Uj — / -я компонента 

точки U. Для решения задачи (5.52), (5.53) применйм простой алго-
ритм, который вычисляет сначала значение і-й компоненты целевой 
функции (5.52), а затем из этих компонент выбирает минимальную, 
полагая Xt = 1 только для последней. Значение і-й компоненты 
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вычисляется с помощью градиентного алгоритма, просматривающего 
П еременные XL} В соответствии С упорядочением величин СЦ ПО неубы-. 
ванию. При этом значение текущей переменной Xt равко единице. 

Покажем, что решение задачи (5.52), (5.53) дает значение функцио-
нала, совпадающее со значением функционала соответствующей зада-
чи с непрерывными переменными Xt. Иными словами, оптимальное ре-
шение задачи (5.52), (5.53) совпадает с одним из оптимальных реше-
ний ее линейной релаксации, которая формулируется в виде: найти 

min 2 2 °и х и + 2 b*X i 
Ч'к I-1 '"Є/fe ) 

при ограничениях 

і е Ik, 2 Х ' < 1 » 
/-1 '€/* 

О ^xt}^MaXh і ЄІк, /=!,.. п. 

Рассмотрим некоторые свойства этой задачи. Обозначим ее опти-
мальное решение X * . 

Л е м м а 5.6. Если ciS> 0 для некоторой пары (і, /'), то x'tj = 0. 
Доказательство тривиально. С учетом этого утверждения все ctf>О 

можно заменить на c t j = 0. При этом множество оптимальных реше-
ний не изменится. Для дальнейшего анализа удобно целевую функцию 
переписать в форме 

2 2 ci}xt]— 2 btXt, 
i€/ft itJc iVk 

где С{] = Си, t '€/ f t , / € У „ Ji=*{j:ctj< 0}, l£lh. 
Л е м м а 5.7. Условия неотрицательности на переменные хи, 

і 6 /ft, і d J і избыточны. 
Доказательство очевидно. 
Обозначим л,«=|Уг|, і £ Ih. Пусть коэффициенты ctJ упорядочены 

по невозрастанию, т. е. с п 
Л е м м а 5.8. Для каждого і £ Ih имеет место следующая альтер-

натива: либо 
МаХ' для 1 < / < /о, '-

/о 

AiX' — 2 xtj д л я І = /о + 1 < " о 
і=і 

0 для />/о+ 1, 
и при этом 

2 х - = а д ; , 
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либо 
Х. = (Мих] для і 

" I О для }>щ, 
и при этом 

Доказательство непосредственно следует из применения к рас-
сматриваемой задаче с фиксированными X* градиентного алгоритма 
для каждого і 6 

" І 

С л е д с т в и е . Если Ait то в оптимальном решении со-
/=1 

ответствующее данному і неравенство выполняется как строгое pa-
nt 

венство. Если ^ то соответствующее неравенство избы-
/=і 

точно, и его можно отбросить. 
Обозначим через Ih множество индексов І, для которых вышеука-

занные неравенства обращаются в равенство. С учетом леммы 5.8 и ее 
следствия исследуемую задачу перепишем в виде: найти 

min/ 2 ~c,Xt+2d* 

при ограничениях 

2 0 < 2 г < Л г Х г , iCh, 
It'k 

- _ _ / « + 1 

где с, = 2 cih di = cWo+D. At = i4, — 2 z* = *«/.-нъ ' 

Наконец, исключая переменные z„ получим задачу относительно лишь 
неотрицательных переменных Хг , сумма которых не превосходит еди-
ницы. Ясно, что все ее базисные решения целочисленны 

Пусть U — текущее решение задачи (5.51), X (U) == { {хцф) } , 
{Х((и)}) — оптимальное решение внутренней задачи. Компоненты век-
тора У Ф ( T / ) В точке U ВЫЧИСЛЯЮТСЯ ПО формуле У Ф j ( U ) = Bj — 

т 
— 2 xu(U) (І — 1> •••>")• Таким образом, у нас имеются все данные 

t=і 
для вычисления оптимального решения задачи (5.51). 

Указанный способ вычисления нижних оценок с помощью /"-алго-
ритма реализован в фортран-программе решения задачи (5.45) — 
(5.50). Структура ее близка в остальных частях (построение верхней: 
оценки, выбор переменной ветвления, способ ветвления) к програм-
ме решения простейшей задачи размещения. Поэтому мы не останав-
ливаемся на изложении соответствующего материала. По указанной 
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программе проведен небольшой вычислительный эксперимент на 
ЕС-1022. Данные для решенных задач генерировались с помощью дат-
чика псевдослучайных чисел, равномерно распределенных на некото-
ром отрезке. Элементы матрицы С задавались на отрезке [0, 100], ве-
личина В,— на [20, 20 + 5 т ] (/ = 1, . . . , п), At — на [40, 40 10п] 

п 
(і = 1, ... , m). При таком способе задания V В,- » 20л -f- 2,5 тп , 

/-=і ' 
т 
2 Ai « 40 т -f- Ьтп. Для близких друг к другу значений т, п сум-
і—і 
марная потребность примерно равна половине суммарной мощности 
мест производства. Значения доплат bt принимались одинаковыми: = 
= v-500т (i = 1, ... , т), где v—параметр эксперимента. Результа-
ты приведены в табл. 5 .5 . Здесь т — число пунктов размещения, 
п — число потребителей, q — число вариантов в каждом пункте раз-
мещения, v — параметр в формуле вычисления bt, t—время в секундах. 

Т а б л и ц а 5.6 

№ т п Q к t № т п Q •к t 

1 10 20 2 0 152 7 20 20 1 0 , 5 832 
2 10 20 2 0 , 5 542 8 20 20 1 1 142 
3 10 20 2 1 1247 9 35 10 1 0 771 
4 10 20 2 0 , 5 120 10 35 10 1 0 , 5 114 
5 10 20 2 1 100 11 35 10 1 1 1247 
6 20 20 1 0 1069 

Для решения задачи (5.45)—(5.50) можно применить и метод дина-
мической декомпозиции. Задача, двойственная к (5.45)—(5.49), запи-
сывается в форме: найти 

т п. р 

при ограничениях (5.46) и 
п 

Atvt + 2 Mijwu < bt + uk, i = 1, ... ,m, p, (5.55) 
/ = і 

Щ>0, u,->0, 0, i= 1 m, j=l,...,n, k=\,...,p. 
(5.56) 

В отличие от простейшей задачи размещения в рассматриваемой 
задаче присутствуют переменные vt и uh. Блокирующие множества 
здесь имеют более сложную структуру. Для заданного набора зна-
чений двойственных переменных V, W они определяются следующим 
образом. 
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Пусть для каждого / 

' ( / ) = (arg min (су + о, + » « ) } , / = 1, ... , л. І 

Л е м м а 5.9. Блокирующим множеством для данного V, W яв-
ляется множество пар (І, j), / 6./ (V, U7), і £ / (/), элементы которо-
го помечены индексами V и W в соответствии со следующим пра-
вилом: если 2Мгу->Лг, то элементы (г, /), соответстующие слагае-
мым в левой части неравенства, помечены индексом V, в противном 
случае—индексом W; здесь суммирование для данного і ведется 
только по тем элементам из J (V, W), которые принадлежат мно-
жествам /(/). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Понятно, что для того, чтобы увеличить зна-
чение функционала при данном V, W, необходимо увеличить значе-
ния переменных (иі или wl}), соответствующих парам (i, j) из I (j) для 
одного или более столбцов / матрицы С = {су}. Увеличение это за 
счет увеличения переменных wtj производится так же, как и в прос-
тейшей задаче размещения, т. е. по любому из множеств / (/). Уве-
личение же за счет vt оказывается лучшим, чем за счет соответству-
ющих w u (с точки зрения величины оставшегося для дальнейшего 
распределения значения bt), тогда и только тогда, когда гьшолняется 
условие утверждения. Поэтому наилучшим с указанной точки зрения 
способом увеличения значения функционала является увеличение зна-
чений переменных vt в тех строках І, для которых указанное усло-
вие выполнено; остальные компоненты увеличиваются за счет хюц. 

Переменные uh играют роль параметров, за счет которых можно 
(если это позволяет увеличить значение функционала) увеличить пра-
вые части в ограничениях (5.55). Необходимость увеличения некото-
рых переменных uh определяется, как обычно, по решению прямой за-
дачи, соответствующему заданному набору значений переменных (D, 
V, W). Если этому набору соответствует (при выполнении условий пер-
вой и второй теорем двойственности) решение X, в котором для всех 
k условия (5.49) не нарушены, то (U, V, W) и X — оптимальные реше-
ния двойственной и прямой задач. Если же условие (5.49) нарушено 
при некотором k, следует увеличить значение uk (и некоторые компо-
ненты V, W) на величину б, которая выбирается так, чтобы в строках 
матрицы С, соответствующих данному k, появился хотя бы один новый 
элемент в одном из множеств I (/). После этого указанная процедура 
определения нового X повторяется. Таким образом, алгоритм симплекс-
ного типа решения задачи (5.54)—(5.56) будет состоять из итераций 
двух типов: внутренних, на каждой из которых при фиксированном 
(на первой итерации — нулевом) векторе U делается шаг симплекс-
метода в декомпозированной задаче, переменные которой соответ-
ствуют блокирующим множествам, и внешних, на которых по указан-
ной выше схеме изменяются значения переменных U и согласованно 
с ними — значения V, W. 
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Какой из двух предложенных здесь способов построения нижней 
оценки в задаче (5.45)—(5.50) окажется эффективнее в схеме ветвей 
и границ, сможет показать, вероятно, только вычислительный экс-
перимент. 

2. Простейшая задача размещения по смешанному критерию. На 
практике часто возникают задачи, в которых требуется минимизи-
ровать затраты на размещение обслуживающих пунктов плюс сумму 
расстояний от каждой выбранной точки размещения до самой дальней 
из точек, прикрепленных к данной. Примеры такого рода возникают 
при размещении ретрансляционных станций, пожарных депо, пунктов 
скорой помощи и т. д. Ниже рассматривается простейшая модель таких 
задач и ряд ее свойств, позволяющих использовать для их решения раз-
виваемый здесь подход. Задача рассматриваемого типа формулируется 
в виде: найти 

т 
min 2 ( m a x сц*и + biXt) (5.57) 

1=1 

при ограничениях 
т 

/' = 1, ... (5.58) 
і = І 

0 < л : и < Х г , і = 1, ... , m, j=\,...,n, (5.59) 

X, = 0 V 1. і = 1, ••• , т . (5.60) 

Здесь bt — стоимость размещения обслуживающего пункта в точ-
ке і (і = 1,..., т), С = (сі}) — матрица расстояний для пар (і, /'), где 
і = 1, ..., т, j = 1, ..., п — индексы обслуживаемого пункта. Осталь-
ные обозначения и ограничения аналогичны введенным для простейшей 
задачи размещения. 

Обычно в задачах рассматриваемого типа радиус сферы, внутри 
которой лежат пункты, обслуживаемые данным центром, ограничен. 
Это связано с техническими особенностями задачи — ограниченно-
стью расстояния передаваемого качественного сигнала в задачах раз-
мещения ретрансляторов, максимально допустимым временем прибы-
тия пожарной команды к месту пожара и т. д. Указанные ограниче-
ния учитываются путем задания соответствующих коэффициентов 
матрицы С. Если ctj > ги то ct} заменяется на очень большое число 
(здесь — критическое расстояние для і-го пункта размещения). 
Критерий (5.57) можно рассматривать как линейную комбинацию двух 
критериев; первый минимизирует сумму максимальных расстояний — 
радиусов обслуживания выбранных пунктов,— второй — суммарные 
затраты на размещение обслуживающих пунктов. Поскольку эти кри-
терии, вообще говоря, несравнимы между собой, в задачу можно ввес-
ти параметр К, заменив каждое bt на КЬ^ и решить последовательность 
таких задач при различных значениях к. При этом выбор наиболее 
подходящего значения производится из внемодельных (дополнитель-
ных, не отраженных в данной модели) соображений. 
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Перейдем к анализу свойств задачи (5.57)—(5.59,). Прежде всего 
перепишем целевую функцию (5.57) в виде 

т 
2 № + Вд. (5.61) 
1=1 

добавив к ограничениям задачи следующие: 

CijXij^ti, і = 1, ... , т , / = 1, ... , п. (5.62) 

Легко понять, что преобразованная таким образом задача экви-
валентна исходной. Сформулируем задачу, двойственную к (5.57)— 
(5.59): найти 

т п 
max min 2 2 ("і; + c u v u) х и (5.63) 
и^ох^о ~ г -
v^o 1=1 

при ограничениях (5.58) и 
п 
2 Uu < Ь„ i = l , . . . , т , (5.64) 
/=і 
п 

' = 1 (5.65) 
/=і 

Обоснование такого преобразования является простым обобщением 
процедуры, примененной в аналогичном случае к простейшей задаче 
размещения. 

Л е м м а 5.10. Существует оптимальное решение X*, U*, V* 
задачи (5.63)—(5.65) такое, ч/по 

«</ + = ' £ 7 (/)> І = 1 я, 

где / (/) = { / : < оо}, / = 1, ... , л. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

UИ + с -̂иі/ = г є / (/), / = 1, ... , л. 

Положим Я,- = min Яі;- (/ = 1, ... , л). Тогда из "ки > Я;- следует, что 
іЄ/(/) 

либо ы,7>0, либо иІу > 0. Если «,*•> 0, уменьшим его на б, б = 
= min{«*;, — . Очевидно, что новое решение, отличающееся от 
старого только значением «,-/, допустимо и оптимально. Если же и*ц — 
= 0, аналогичную процедуру ЕЬПОЛНИМ для Vq. Повторяя ее для всех 
(t, /) таких, что > Яу, получим решение, удовлетворяющее требуе-
мому свойству. _ 

Легко также видеть, что при любых U, V таких, что ии + cijviJ= 
~ Я j, блокирующими множествами для задачи являются множества 
/ (/), и только они. 
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На основе приведенных свойств задачи можно построить алгоритм 
ее решения, сводящийся к решению последовательности задач вида 
(5.6)—(5.8) или (5.18)—(5.20). Детальное описание и анализ такого ал-
горитма мы предоставляем читателю. 

§ 5. Задачи синтеза сетей с одним источником 

В данном разделе рассматриваются некоторые свойства задач, в 
которых требуется построить коммуникационную сеть минимальной 
стоимости, соединяющую заданный источник с множеством потреби-
телей при условии, что затраты на создание каждого участка такой 
сети определяются кусочно линейной неубывающей функцией от по-
тока по этому участку. Такие задачи возникают при проектировании 
водопроводных, электрических, информационных сетей некоторых 
классов и в ряде других ситуаций. К аналогичным моделям сводятся и 
задачи, в которых можно разместить не один, а несколько источников 
не ограниченной сверху мощности и требуется кроме сети коммуни-
каций выбрать мощности источников, затраты на размещение которых 
также задаются функциями вышеуказанного типа. В последнем слу-
чае достаточно ввести в задачу фиктивный источник, соединенный по-
тенциальными коммуникациями только с местами возможного разме-
щения. Функции затрат на этих коммуникациях полагаются совпа-
дающими с соответствующими им функциями затрат на размещение 
производства, а затраты на размещение из рассмотрения исключаются. 

Пусть G(V, Е) — орграф, каждой дуге (г, /) £ Е которого сопостав-
лена кусочно линейная неотрицательная неубывающая функция fl} (yt,), 
где у и — неизвестный поток по дуге (і, /), а каждой вершине і g V\ 
\ { 0 } поставлена в соответствие потребность В, 0. Вершина 0 — ис-
точник. В приведенных обозначениях требуется найти 

mm 2 fuUfu) (5-66) 
(і.ЛЄЕ 

при ограничениях 

!

Вк при / = k, 

0 при ]ф0,к, k£V\{0}, (5.67) 
—Bh при / = 0, 2 Уіі-Уи, ( U K £ . (5.68) 

Уіі> о, (І,])ЄЕ, kev\{0}\ (5.69) 

здесь / (/) и J (J) — множества заходящих и исходящих дуг для вер-
шины /. 

Как и ранее рассмотренные, данная задача сводится к задаче час-
тично целочисленного линейного программирования на орграфе с па-
раллельными дугами (то есть с дугами, у которых начала и концы оди-
наковы). 
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Для простоты изложения и обозначений мы, однако, рассмотрим 
лишь модель, соответствующую орграфу без параллельных дуг. Бо-
лее общий случай не привносит дополнительных принципиальных 
трудностей. Пусть каждой дуге (і, /) в Е орграфа G (V , Е) поставле-
ны в соответствие два числа: аи ^ 0 — удельные затраты и bi} 0— 
фиксированные доплаты за создание коммуникации (г, /) с пропускной 
способностью Xtj. Рассматриваемый аналог задачи (5.66)—(5.69) фор-
мулируется в виде: найти 

min 2 2 4 4 + 2 b u x u ( 5 J 0 > 
*€V\JO> <!./)€£ (ІЖЕ 

при ограничениях 

II при / = k, 

О при \ Ф 0, к, k(-V\{Q}, (5.71) 
— 1 при / = О, 

(і,і)ЄЕ, 6 6 V \ { 0 } , (5.72) 
X „ = 0 V 1 . ( і , І )ЄЕ. (5.73) 

Здесь Сц — atjBh, (і, j) 6 Е, k £ У\{0 } . Условия (5.71) следуют из 
(5.67) и из того факта, что поток для вершины k (k^ V \ { 0 } ) по лю-
бой дуге (i, j) либо равен нулю, либо равен Bh. 

Двойственная декомпозиционная задача к (5.70)—(5.72) записы-
вается в виде: найти 

max min 2 2 ( 4 + 4 ) 4 (5-74) 
u>ox>°k^o mftB 

при ограничениях (5.71) и 

2 (і, j) Є Б. (5.75) 

Обозначим через Lk (U) множество кратчайших путей, соединяющих 
источник 0 с потребителем k в графе G с весами дуг (сц + «?/), к в 
Є V\{0 } , через U — допустимый по (5.75) набор неотрицательных зна. 
чений переменных и)/, (і, /) 6 Е. Блокирующим множеством, опреде-
ляемым данными к к U, является минимальное множество дуг та-
ких, что каждый путь из Lh (U) содержит хотя бы одну дугу из это-
го множества. Иными словами, блокирующее множество является 
разрезом, отделяющим k от 0 в множестве кратчайших путей Lh (U). 

В реальных задачах рассматриваемого типа могут встречаться гра-
фы G с несколькими сотнями и даже тысячами вершин. Естественно, 
решение таких задач точными методами практически невозможно. 
Поэтому мы не останавливаемся здесь на методах точного решения 
оценочной задачи, а рассмотрим лишь приближенные алгоритмы. 
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Для построения приближенного значения нижней оценки путем 
решения задачи (5.74), (5.75) можно использовать процедуру, которая 
обобщает процедуру НТР для простейшей задачи размещения. В ней 
в циклическом порядке просматриваются вершины - потребители. 
На текущем шаге выделится множество кратчайших путей в графе G 
с весами дуг скц = скц -j- икц, где {«*/} — построенное на предыдущих 
тагах множество значений переменных, a k — индекс просматриваемой 
вершины. Обозначим через Gk подграф G, соответствующий вершинам 
и дугам G, лежащим на этих путях. Далее в Gk (Vk, Ек) выделяется 
некоторый разрез Rk, отделяющий источник от вершины k, обладаю-
щий тем свойством, что на его дугах 

Ьц = Ьц— 2 " < / > 0. (»',/') 6 Е. 
tev\(0i 

Если для данного k разреза с таким свойством нет, вершина k из 
дальнейшего рассмотрения исключается. Обозначим 6j = min bih 

[0,6] — кратчайший путь из 0 в k в графе G'\ lh—его длина. Поло-
жим б2 = ~lh — lh, где lh — длина кратчайшего пути из 0 в k в графе 
(3(V,E\Rh) с весами дуг скц. Если такого пути нет, положим /h = оо. 

Пусть б = min б2}. Вычислим новые значения 

й* = К/ + 6 Для (і, /) € Rh, 
" Хйц для (i, j) £ Rk. 

Добавим к текущему значению нижней оценки Ф (U) величину б (на 
начальном шаге Ф (U) = 0, U = 0) и перейдем к анализу следующе-
го значения k. Процедура заканчивается, когда все вершины-потреби-
тели исключены из рассмотрения. 

Отметим, что если на очередном шаге б = бх, то величина bi} ста-
новится равной нулю хотя бы для одного из (і, /) Є Rh. Если же б = 
= б2, то для данного k расширяется (путем добавления кратчайшего 
пути длины /й) множество Lh кратчайших путей в G с весами с%. 
Легко понять, что в худшем случае данная вершина k может обраба-
тываться описанной процедурой 0(п2) раз, где n = \V\. Например, 
если гыбирать в качестве очередного разреза Rh ближайший из допус-
тимых к вершине k, то в худшем на каждый случай б = бх может 
приходиться 0(т) случаев б = б2, где т пробегает все значения от п 
до 1. При 'этом число случаев б = 6j будет иметь порядок О (л). 
Трудоемкость одной итерации процедуры при таком способе ЕыЗора 
Rh оценивается величиной О (л2) и определяется трудоемкостью по-
строения разреза Rh и кратчайшего пути длины Ih в графе G (V, 
\Rh)- Таким образом, общая трудоемкость описанной процедуры оце-
нивается величиной п • О (п2) • О (п2) = 0(пь). Реализация процедуры в 
представленном выше виде требует дополнительной памяти порядка 
О (л3) на хранении компонент U. 
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Требования по памяти могут быть уменьшены до О (/г2) за счет 
использования других параметров, определяющих решение задачи по-
строения оценки. Рассмотрим соответствующую переформулировку, 
введя предварительно следующие обозначения. Пусть Т0 — дерево 
кратчайших путей на графе G с весами дуг аи из вершины 0 в У \ 
\ {0 } , pi — длина пути в Т0 из 0 в і, і Є V. Для каждой вершины k, 
k Є У\ {0 } , с Вк > 0 в процессе работы процедуры строится дерево Тк 

путей, ведущих в вершину k, с множеством вершин V (Тк) и дуг 
Е(Тк). Одновременно переопределяется дерево кратчайших путей из 
корня Т0 и соответствующий ему вектор длин кратчайших путей (по-
тенциалов) (р°), і Є V. Кроме этого, для каждого k производится раз-
биение множества вершин V на подмножества Рк и Qh, Pk [J Qk = V, 
Рк П О? = 0. 

В начале работы процедуры каждое Тк состоит из единственной 
вершины k, а каждое Qk содержит те и только те вершины, которые 
достижимы из fe в дереве Т0 (в том числе и саму вершину 6); мно-
жество таких вершин обозначим через S (Т0, k). На выходе процедура 
построения тупикового решения (ПТР) определяет значение нижней , 
оценки Ф и подграф G (V, Е), где Е = {(/, / ) : bt} — 0}. 

Введем вспомогательный переменный вектор IP длины п, k-я ком-
понента которого равна единице, если для соответствующей вершины 
Bh > 0 и вершина k еще не исключена из рассмотрения. В противном 
случае IP (k) = 0 (k = 1, ...., п). Обозначим через число ненулевых 
компонент вектора В. 

Процедура ПТР. Вход: граф G(V, Е) с множеством вершин V = 
= (0, I, ... ,/г); В = (Bk) (k = 1,... , п); К - } , Ш (і, j) ЄВ. Выход: 

Ф,{Ы (»'./) Є Я, G(V,E). 

Ш а г 1. Построить ордерево Т0 с корнем 0 и потенциалами pf 
і Є V, на графе G с длинами дуг aijt (г, /) Є В. 

Ш а г 2. Для всех k с Вк > 0 положить: Тк = Т0; V (Тк) = {k)\ 
р\ = р°іВк, і 6 V-, Qk — S (Т0, k); Ph = IP (k) = 1. 

Ш а г 3. Положить Ф = 0, btj — bu, (і, j) Є E, 6 = 1 , r = 1. 
Ш а г 4. Если IP (k) = 0, перейти к шагу 9. 
Ш а г 5. Найти 

б : = min b u 
рк k ітт) 

б2 = m in (рк — РЇ — аиВк) = рїк — pi — ahhBk, 
і£Рк 

itQk\V(Th) 

б = min {бх, б2}. 

Ш а г 6. Положить Ф: = Ф + б, р)-.= рк + Ь, t'cQ*. ~Ьи:=Ьи — 8, 
(іІ,І)ЄЕ, ІЄР\ ІЄУ(Тк). 
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Ш а г 7. Если б = б1; положить V{Tk) :== V (Tk) (J ilt E{Tk) : = 
!= E{Tk) U (1Ъ1\), Q s : = k), Ph=V\Qk и перейти к шагу II. 

Ш а г 8. Если б = б2, положить Тк:=Тк [} (/'2, / 2 )\ ( / , /2), где І — 
вершина, непосредственно предшествующая /2 в «старом» Тк. Поло-
жить Рк : = Рк U S (Тк, у Q* = 

Ш а г 9. Положить k : = k + 1. Если /г положить 6 = 1 . 
Ш а г 10. Перейти к шагу 4. 
Ш а г 11. Если Ї'і 0, перейти к шагу 9. 
Ш а г 12. Положить / Р (/г) = 0, г : = г + 1. 
Ш а г 13. Если г = пг, перейти к шагу 14, иначе — к шагу 9. 
Ш а г 14. Построить G{V,E)= { J Tk. 

k.Bk>0 

Отметим, что в G существует путь из 0 в любую вершину k, 
для которой Bh > 0. 

Трудоемкость описанной процедуры — О (п5) — достаточно высока 
для ее практического использования. Рассмотрим вариант этой про-
цедуры, трудоемкость которой есть О (п3). Однако при этом приходится 
отказаться от циклического просмотра вершин, а рассматривать каж-
дую вершину k с Bh > 0 только один раз, увеличивая максимально 
длину кратчайшего пути при заданных величинах bi}, полученных 
в результате просмотра предшествующих вершин. Полученная та-
ким путем нижняя оценка функционала будет, вообще говоря, хуже, 
чем полученная с помощью вышеуказанной процедуры. Рассматрива-
емый вариант основан на том простом факте, что при заданных bi}, 
(і, j) £ В максимальный вклад в значение функционала равен длине 
кратчайшего пути [0, k] в Q(V, Е) с весами дуг % B h + Ьц. Остается 
определить новые значения btj = Ъц — икц, где икц, 0 ^ ац ^ ~Ь1}, —та 
часть btj для каждой дуги (г, / ) £ Е, которую следует добавить к 
atjBk, чтобы кратчайший путь из 0 в k, проходящий по (г, /), был не 
короче, чем путь [0, k\. 

Приведем описание модифицированной процедуры. 
Процедура ПТРМ. Вход и выход такие же, как в ПТР. 
Ш а г 1. Положить Ф = 0, Ьи — Ьф (г, /) в Е, k = 1. 
Ш а г 2. Если Bh = 0, перейти к шагу 7. 
Ш а г 3. В графе G с весами дуг auBh + btj построить дере-

во Th кратчайших путей в вершину k с потенциалами qt, i£V\k, 
qh = 0. Потенциал q0 — длина кратчайшего пути из ч0 в k. 

Ша г 4. Положить р0 = 0, 

pj = шах {(q0 — q}), min {pt + auBk)}, j б K \ 0 . (6.76) 
<і./)ЄЯ 

При этом вершины j просматриваются в таком же порядке, как в ал-
горитме Дейкстры [79], т. е. последовательность {pj} — неубывающая. 

Ш а г 6. Для каждой дуги (i, j) Є Е положить 

btJ = min {btj, (btj - (pj — Pi) + ayflft)}. 
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Ш а г 6. Положить Ф : = Ф + q0. 
Ш а г 7. Положить^ : = k - f 1- Если k < п, перейти к шагу 2. 
Ша г 8. Положить Е = {(r\ j):bu = 0}. 
Если применять для выполнения шага 4 модификацию алгоритма 

Дейкстры, которая заключается в учете лишь компоненты q0 — q} при 
вычислении pj, то трудоемкость выполнения пунктов 1 —• 3 не прев-
зойдет О (л2). Отсюда общая трудоемкость составит О (п'л). Значения 
Ukij (которые не фигурируют в процедуре) вычисляются по формуле 

4 = шах {0, Pj - р, - auBh}, (і, j) Є Е. (5.77) 
Покажем, что описанная процедура строит для каждого просмат-

риваемого k допустимое тупиковое решение {Ы?/}. 
Т е о р е м а 5.5. 1.Значения и\, удовлетворяют ограничениям 

0 (і,І)ЄЕ. 

2. Длина любого пути из 0 в k в графе G с весами дуг (ai}Bh + 
+ икц), (i, /) (f Е, не менее чем q0 и уменьшение значения и% для лю-
бой дуги (s, t)£E ведет к уменьшению длины кратчайшего пути 
[0,6] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Если для некоторой дуги (і,;') £ Е Р)Ф q0— 
— qjt то uk = 0, так как в этом случае из (5.77) следует а^Вк 

^ р3 — Pi. Пусть теперь pj = q0 — q}. Тогда из неравенств pt >• q0—qt 

и Чі < 9і + auBh + bd имеем р} — pi < <71 — qj <a i ; - Bh + ba, откуда 
u * < b y . 

2. Для произвольной дуги (s, t) с Uksl > 0 путь, состоящий из (s, t) 
и кратчайшего пути [t, k], является кратчайшим из s в k в графе G с 
весами дуг ai}Bh + uhtj. Если ps = q0 — qs, то длина кратчайшего пути 
из 0 в k, проходящего по (s, t), равна q0 — qs + astBk -f- u$t + qt = q0. 
Поэтому уменьшение значения иприведет к уменьшению длины крат-
чайшего пути из 0 в k. Если ps>q0 — qs, то длина кратчайшего пу-
ти из 0 в t, проходящего по дуге (s, t), равна длине кратчайшего пути 
[0,/], т. е. q0 — qt, а длина кратчайшего пути [t,k] равна qt. Следо-
вательно, длина кратчайшего пути из 0 в k, проходящего по (s, t), 
равна q0 — qt + qt = q0• Тем самым и в этом случае уменьшение uhst 

невозможно без уменьшения q0. 
Процедура ПТРМ строит допустимое множество значений Ъ и для 

каждой вершины k. Однако это множество не дает максимально воз-
можную величину 2 btj. Вообще говоря, при использовании проце-

дур подобного типа для построения оценок функционала следует мак-
симизировать на каждом шаге суммарный остаток Ьі3 лишь по тем 
дугам, для которых на последнем шаге величины bi} становятся рав-
ными нулю. Однако, поскольку это множество заранее неизвестно, 
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можно искать такое распределение и* при каждом к, которое макси-
мизирует суммарные остаток величин fry или, что эквивалентно, ми-
нимизирует 2 С о о т в е т с т в у ю щ а я оптимизационная задача при 

фиксированном k записывается в виде: найти 

min 2 % (5.78) 
(l,fl€E 

при ограничениях 
au + Uu>Pj—Pv (йї)ЄЕ, (5.79) 

О < « у < £ у , ( i , j ) t E , (5.80) 
Ро = 0, Рк=Чо' (5-81^ 

где atj =,ацВк, (i,j)£E, иа, (i, j) £ Е и pt, i{~-V — искомые неизвест-
ныэ величины. Ограничения (5.79) отражают то естественное требова-
ние, что длина кратчайшего пути из 0 в / (равная р}) не превосходит 
длины кратчайшего пути из 0 в і плюс длина дуги (i, j) в графе с 
весами дуг аі} •+ « у . Ограничение (5.81) эквивалентно тому, что дли-
на кратчайшего пути из 0 в k равна заданной величине q0. 

Трудоемкость точного решения задачи (5.78)—(5.81), по-видимому, 
существенно выше чем О (п2) — трудоемкости процедуры ПТРМ, стро-
ящей ее приближенное решение. Поэтому для того чтобы рекомендо-
вать использование точного решения в процессе построения нижней 
оценки, необходим достаточно представительный вычислительный экс-
перимент. 

На основе процедуры ПТРМ разработан алгоритм решения задачи 
(5.70)—(5.73) методом ветвей и границ, близкий по своей структуре к 
вышеописанным алгоритмам для рассмотренных классов задач раз-
мещения- Он реализован в виде АССЕМБЛЕР-программы для ЕС 
ЭВМ. Программа работает с мультиграфами, функции затрат на дугах 
которых задаются формулой 

ф U x u ) ^ l a % r u X u + h r u ПРИ X i J > Q ' А = I . - . t f , (5.82) 
' (0 при хи = 0, 

где k — индекс мультидуги, соединяющей данную пару вершин. Пред-
полагается, что коэффициенты ак и одинаковы для всех пар (/, /), 
которые соединяются одинаковым количеством мул^тидуг, г у — дли-
на дуги из і в /. Таким образом, как линейные затраты, так и фикси-
рованные доплаты пропорциональны в (5.82) длине коммуникации 
ги . Кроме того, предусмотрен способ задания коэффициентов а?,- и Ьц 
в формуле 

<p*.(jCy) = { аН хи + ПРИ > 0. 
1' ' (0 при х1} = 0 

с помощью подпрограммы пользователя. Число параллельных мульти-
дуг ограничено в программе десятью. Тестовые просчеты проводились 
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Т а б л и ц а 5.6 

п Ф F Р Q е п Ф F р Q е 

20 

30 

40 

60 

75 

199 
350 
506 
558 
698 

341 
508 
852 

1000 
1196 
1222 

38797 
53372 
75406 
98343 

109751 
122538 
131962 

526 
673 
793 
928 

1665 
2037 
2475 
2701 

980 
2000 
2009 

199 
414 
506 
558 
699 

341 
537 
860 

1000 
1196 
1222 

38797 
53372 
75414 
98608 

109751 
122578 
1319С2 

526 
692 
793 

1026 
1709 
2070 
2494 
2859 

988 
2176 
2162 

0 
263 

0 
0 

10 

0 
21 

0 
0 
0 

0 
0 

38 
2 
0 

204 
0 

0 

0 
23 

27 
37 

0 
82 

0 

0 
13 
0 
0 
1 

0 
3 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
1 
0 
1 

0 

0 

0 
5 

1 
2 

0 
7 
0 

• + 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

75 

90 

122 

150 

2883 
3454 
4059 
4233 
4480 

1259 
і 832 
2768 
3671 
3739 
4640 
4681 
5068 

2188 
3154 
5136 
5274 
6728 
8256 
8344 
8809 

3089 
4212 
7338 
9815 

10027 
12063 
13186 
15375 

2929 
3455 
4093 
4233 
4592 

1264 
1922 
2785 
3690 
3741 
4640 
4767 
5279 

2194 
3426 
5153 
5288 
6739 
8273 
8495 
9242 

3108 
4684 
7381 
9838 

10228 
12374 
13261 
15980 

4 
2 
0 
0 
0 

0 
0 
8 
0 
5 
0 
0 
0 

1 
1 
0 
0 
0 

0 
0 
2 
0 
1 
0 
0 
0 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

на ЕС-1030 на случайно сгенерированных графах и на ряде реальных 
примеров. Числовые данные представлены в табл. 5.6. Здесь п — 
число вершин графа, Ф — начальная нижняя оценка, F — началь-
ная верхняя оценка, Р — число ветвлений, Q — число улучшений 
рекорда. Знак + в столбце 6 означает, что задача решена точно. Для 
задач с п = 122, 150 просчитывался только один шаг метода ветвей и 
границ. Для одного и того же п задачи различаются лишь значениями 
коэффициентов ah , (k = 1, ..., К). Во всех задачах К — 3. Задачи 
для п = 40 соответствуют реальным исходным данным. 

В табл. 5.7 приведены аналогичные данные для тестовых задач, 
в которых все коэффициенты ak равны 0 (задачи Штейнера на гра-
фе) . Среднее время вычисления на одном шаге для решенных задач из 
табл. 5.6, 5.7 приведено в табл. 5.8 в строках 2, 3 соответственно. В ней 
также приведено среднее общее число вершин с Bt = 0 и число таких 
вершин, включенных в оптимальное или рекордное решение (строки 
4, 5, соответственно). Строка 1 содержит значения п. 
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Т А Б Л И Ц А 5.7 

п Ф F Р Q Е п Ф F р Q 8 

20 57 57 0 0 + 75 507 528 0 
68 68 0 0 + 768 784 18 3 + 

116 139 47 4 + 834 836 2 1 + 
186 186 0 0 + 1014 1021 — 0 
231 238 3 1 + 1056 1056 0 0 + 

30 167 192 68 7 + + 90 678 694 • .— 0 — 

284 285 4 1 
+ + 1238 1247 — 0 — 

293 299 0 0 + 1406 1460 — 0 — 

306 306 0 0 + 1682 1696 4 1 + 
460 460 27 3 + 4368 4416 1 0 + 

40 387 387 0 0 + 122 479 482 0 — 

746 746 0 0 + 485 492 — 0 — 

984 985 38 1 + 647 657 — 0 — 

1192 1207 27 2 + 749 758 — 0 — 

1975 1986 12 1 + 818 823 — 0 — 

50 143 150 20 2 + 150 586 600 0 
246 260 60 4 

+ 
645 652 — 0 — 

367 367 0 0 + 678 681 — 0 
409 428 8 1 + 849 862 — 0 — 

671 673 13 1 + 941 953 — 0 — 

Т а б л и ц а 5.8 

1 20 30 40 50 75 90 122 150 
2 1,3 2 , 4 5 , 1 9 30 40 80 125 
3 0 , 5 0 , 9 1,8 4 12 16 32 50 
4 8 И 7 22 26 33 — 

5 2 3 5 5 10 12 — 

Программная реализация описанного алгоритма осуществлена 
также в одной из организаций Госстроя УССР М.А. Быковченко. Она 
использовалась для решения ряда практических задач по оптимиза-
ции региональных схем водоснабжения в районной планировке [14]. 
Проведенные расчеты для ряда областей УССР показали достаточно 
высокую ее эффективность по сравнению с вариантами, разработан-
ными традиционными методами без использования ЭВМ. Суммарные 
народнохозяйственные затраты в полученных решениях сокращаются 
на 3—15 %. 

Как уже отмечалось, частным случаем задачи синтеза древовидных 
сетей является задача Штейнера на графах. Одним из практических 
приложений последней является задача проектирования монтажных 
соединений на печатных платах. В этой задаче задано множество точек 
на плате, которые должны быть соединены между собой так, чтобы сум-
марная длина соединений была минимальна. Особенностью этой задачи 
является возможность проведения соединений лишь с помощью отрез-
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Таблица 5.9 

N п д р <3 R в t 

1 20 3 6 , 7 8 11 2 2 , 8 1 ,4 
2 20 3 1 , 3 1 1 1 ,3 0 , 1 2 
3 20 3 2 , 4 1 1 2 , 4 0 , 1 2 
4 20 3 4 , 1 4 14 2 1 ,4 1 ,7 
5 20 3 1 ,05 1 1 1 ,05 0 , 1 2 
6 20 3 1 ,64 1 1 1,64 0 , 1 2 
7 20 3 2 , 8 2 1 1 2 , 8 2 0 , 1 2 
8 20 3 7 , 1 4 193 9 3 , 0 25 
9 20 3 9 26 2 3 , 0 3 

10 20 3 5 11 3 2 , 6 1,3 
11 20 3 7 20 3 2 , 0 2 , 5 
12 20 3 3 , 3 40 3 3 , 0 5 
13 20 3 9 96 6 3 , 0 12,5 
14 30 3 4 12 2 3 , 0 8 
15 30 3 2 , 5 1 1 2 , 5 0 , 6 5 
16 30 3 7 35 3 1,7 2 2 , 7 
17 30 3 4 , 5 13 1 2 , 9 8 , 5 
18 40 3 3 , 7 13 1 2 , 9 17,3 
19 40 3 3 , 9 8 5 1 2 , 7 5 6 , 1 8 
20 50 3 2 , 7 1 1 2 , 7 3 , 3 
21 50 3 7 , 4 30 1 3 , 6 100 
22 100 3 8 , 5 1 1 8 , 5 120 

ков прямых, параллельных границам прямоугольной платы. Мате-
матически такая задача сводится к построению дерева Штейнера на 
плоскости с прямоугольной метрикой, в которой расстояние между 
двумя заданными точками X и Y с координатами (хъ х2) и (уъ у2) оп-
ределяется по формуле г (X, Y) = | хх — ух | + \ х2 — у2\. 

В ряде работ (см., например, [41]) отмечено, что существующие ме-
тоды решения задачи Штейнера на плоскости с прямоугольной метри-
кой неэффективны и позволяют решать ее лишь для случаев, когда 
число заданных точек не превышает десяти. Был проведен вычисли-
тельный эксперимент по использованию метода динамической деком-
позиции для построения оценок и решения указанного класса задач. 
Для этого разработана фортран-программа, реализующая спосо-
бы построения оценок и схему ветвления с учетом особенностей зада-
чи Штейнера на плоскости с прямоугольной метрикой. Эксперимент 
проводился на случайных задачах, в которых множество координат 
основных точек генерировалось с помощью датчика псевдослучайных 
чисел. 

Результаты эксперимента приведены в табл. 5.9. Тип ЭВМ — 
ЕС-1040. Здесь п — число заданных точек, А, б — задаваемая и полу-
ченная точность в процентах, Р — относительная погрешность реше-
ния, полученного на первой итерации 

р = юо %, 
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где F — верхняя оценка, Ф — нижняя оценка, Q — количество ша-
гов в методе ветвей и границ, R — количество улучшений рекорда, 
t — время в мин. 

§ 6. Задача синтеза надежных сетей 
Одним из важных для практики и одновременно малоизученных к 

настоящему времени классов задач являются задачи оптимального 
синтеза надежных сетей. Задачи такого типа возникают при проекти-
ровании систем связи, дорог, тепло- и продуктопроводов различных 
видов и т. д. В отличие от обычных задач синтеза сетей в них предпола-
гается, что элементы системы могут время от времени выходить из 
строя, нарушая тем самым нормальное функционирование всей систе-
мы или ее части; в таком случае система должна работать определен-
ное время в аварийном режиме, пока не будут устранены последствия 
поломки или аварии вышедшего из строя элемента. При работе в ава-
рийном режиме система должна обеспечивать пониженный, как пра-
вило, уровень требований потребителей (например, поступление теп-
ла, пропускную способность каналов связи для пар абонентов и т. д.). 
Имеется ряд работ [1, 64], в которых задача синтеза надежных сетей 
рассматривается в вероятностном аспекте. В них предполагаются за-
данными вероятности отказа элементов системы. Однако при решении 
практических задач получение и обоснование соответствующих ста-
тистических данных кажется, на наш взгляд, затруднительным. 
Поэтому в данной работе рассматривается другой подход, связанный с 
понятием неопределенности. Предполагается, что элементы системы 
выходят из строя в неопределенные моменты времени, однако в любой 
момент может выйти из строя не более одного элемента. 

Рассматривается задача синтеза надежной сети с одним источником, 
хотя используемые здесь идеи могут быть непосредственно перенесены 
на более общий случай. Мы предполагаем, что стоимость сети склады-
вается из капитальных затрат на создание сети, которые являются во-
гнутыми кусочно линейными функциями от пропускной способности 
дуг сети, и затрат на эксплуатацию сети, линейно зависящих от по-
тока по дугам в режиме нормальной эксплуатации. Вообще говоря, 
эксплуатационные затраты являются выпуклыми функциями от по-
тока, но учет выпуклости приводит к усложнению соответствующей 
модели. С другой стороны, задача с выпуклыми функциями может быть 
заменена задачей с линейными функциями (в этом случае можно оце-
нить погрешность по функционалу) либо сведена к решению последо-
вательности задач с линейными от потока эксплуатационными затра-
тами. Мы не учитываем также изменение величины эксплуатационных 
затрат при работе системы в аварийном режиме, предполагая, что 
доля общего времени такой работы мала, и считая, что в условиях не-
определенности эта погрешность в принципе невычислима. 

Пусть 0 — индекс вершины-источника сети, N = 2, ..., п} — 
множество индексов вершин-потребителей, Е — множество допусти-
мых ориентированных соединений источника с потребителями и пар 
потребителей друг с другом. Тогда задачу синтеза надежной сети 
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можно сформулировать как задачу отыскания 

min 2 (fa (max {хи, ун}) + си \ хи — уп |) (5.83) 
(І.ДЄЕ 

при ограничениях 

(5.84) 
/ЄР(«) /€<2<>) 

2 У и - 2Ун = ¥І, ІЄН, (5.85) 
ЦР(0 /€<3(0 

X, + Yt^At, Х^Ві, Yi>Bit і 6 N. (5.86) 

Здесь xtj, уц — неизвестные потоки в аварийном режиме по дугам 
(i,j)£E. Если в оптимальном решении задачи Хц ~> 0, y ; j > 0 для 
некоторой дуги (і, /), то это означает необходимость включения в 
оптимальную сеть двух параллельных коммуникаций с пропускной 
способностью Xij и уі} соответственно (при этом хп = ун = 0). В нор-
мальном режиме функционирования системы потоки по этим коммуни-
кациям также равны xi}, ytj. Если Хц>0, Уц=0, то в сеть включает-
ся одна коммуникация с пропускной способностью, равной max {xijt уп), 
в этом случае хп = 0. Поток в нормальном режиме равен \хі} — ун \ и 
направлен от і к /', если Хц>уп, и от / к і при уп > Хц. Анало-
гичная картина с точностью до перестановки хі} и уп имеет место и 
при ytj> 0, хи = 0. Величины Xit Yt в (5.84) — (5.86) — неизвестные 
объемы продукта, поступающие в і £ N по х- и у- коммуникациям. 
Ограничения (5.86) требуют, чтобы суммарный поступающий объем в 
нормальном режиме был не меньше, чем заданная нормальная пот-
ребность Дг, а в аварийном режиме (при Еыходе из строя любой ком-
муникации) — не меньше аварийной потребности Вь і £ N. 

Целевая функция (5.83) состоит из двух компонент: первая — сум-
ма кусочно линейных вогнутых неубывающих положительных функ-
ций ftj (max {Xjj, Ун)) капитальных затрат от пропускной способнос-
ти по дуге (i, j), вторая — сумма линейных функций с положитель-
ными коэффициентами эксплуатационных затрат от потока по дуге 
( / , / ) . Предполагается, что fu (t)=fa (t) для любой дуги ( / , / ) . Это соот-
ветствует тому факту, что пропускная способность дуги (i, /) равна 
пропускной способности дуги (/', і). Поскольку эксплуатационные зат-
раты для потока по дуге (і, /) не должны быть, вообще говоря, рав-
ными затратам для (/, Ї), мы не предполагаем, что ci} = cSi. 

Разобьем Л? на Nt = {і: At > 2Bt) и N2 = {і: At < 2Bt}. 
Очевидно, ограничения (5.86) эквивалентны 

Для упрощения дальнейшего изложения рассмотрим лишь случай, 
когда N — N2 (Ni = 0 ) , т. е. когда аварийная потребность каждой 

Xt+Yt = At, Xt>B„ Yt>Bt, itN, 
Xl = Yl = Bl, і 6 N2. 

і> (5.87) 
(5.88) 
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вершины і 6 N не меньше, чем половина нормальной ее потребности. 
Все изложенное ниже без принципиальных затруднений переносится 
на общий случай. Для решения задачи (5.83)—(5.86) применима схема 
ветвей и границ. Детализация этой схемы на этапе построения нижней 
оценки функционала (5.83) методом динамической декомпозиции при-
водит к анализу свойств задачи (5.83)—(5.86) с линеаризованной целе-
вой функцией. Эта задача (с линейным функционалом) возникает, как 
и в ранее рассмотренных случаях, на начальной итерации метода дина-
мической декомпозиции при вычислении начального значения функ-
ционала, а затем на каждой последующей итерации для определения 
величины, на которую следует увеличить значения двойственных пе-
ременных, соответствующих выбранному на этой итерации блокирую-
щему множеству. Поэтому необходимо иметь эффективный алгоритм ее 
решения. 

Рассмотрим эквивалентную постановку задачи (5.83)—(5.85), (5.88) 
с линейными затратами на синтез сети, т. е. при 

ftJ (max {хи, уи}) = bu max {хи, ун\, (і, /') 6 Е. 

Она формулируется следующим образом: найти 

min 2 1 М * м «у ~Ь zy) + су(ху + ыу)] (5.89) 
а.ш 

при ограничениях 

2 (*« + ги) - 2 (ХП + Zjt) = В» і € N, (5.90) 
/ті) /ее© 

2 ("У + *и) - 2 ("Л + гп) = В„ і е N, (5.91) 

х г 7 > 0 , utj> 0, z „ > 0, (г, /) 6 Б. (5.92) 

Здесь каждая переменная ии соответствует переменной у)ь а каж-
дая 2у в оптимальном решении равна min {x'j, у*-}, где x'tj, у*ц — зна-
чения соответствующих переменных в оптимальном решении задачи 
(5.83) — (5.85), (5.88), (i, j)(zE. Эквивалентность рассматриваемой па-
ры задач следует из того, что в оптимальном решении (X*, U*, Z*) 
для любой дуги (г, /) £ Е значения переменных х*. и и*, не могут быть 
отличны от нуля одновременно при С у > 0. Действительно, если это 
не так, то, увеличивая значение г*. на 5 = min {х*., у*^ и уменьшая 
х'р и*, на б, получим новое допустимое решение с меньшим значением 
функционала. Отсюда следует, что на оптимальном решении задачи 
(5.89) — (5.92) значение х*. -f и"ц + г*, раьно max [х*., г/*Д, а х'ц + и*.= 

Покажем теперь, как получить решение задачи (5.89)—(5.92) по ре-
шению некоторой матричной транспортной задачи. Отметим, что по-
токи по дугам, соответствующие переменным каждой группы X, U, Z, 
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представимы в виде сумм потоков, соответствующих кратчайшим пу-
тям из вершины 0, в вершину 0 и между некоторыми парами (І, /) вер-
шин соответственно. При этом кратчайшие пути для Х- и {/-потоков 
вычисляются на графе G с весами дуг (bu -f- сі}), а кратчайшие пути 
для Z-потоков — на графе G с весами дуг Ьи. Построим векторы (dt), 
(dT) {і = 1 , . . . , « ) длин кратчайших путей из 0 в і и из і в 0 и 
матрицу Н = (hu) длин кратчайших путей из і в /, іф j, і, j = 1, ... 
. . . ,n . Если потребность вершины і в оптимальном решении задачи 
(5.89) — (5.92) удовлетворяется полностью или частично Х-потоком 
(аналогично {/-потоком), то стоимость такого потока равна df~xt (ана-
логично d f « ; ) , где хг, «г — величины этих потоков Если же вершина 
і получает всю или часть потребности с помощью Z-потока, идущего 
из вершины /, то стоимость его равна Луггд, где zn — его величина. 
В последнем случае к этой стоимости следует добавить затраты, свя-
занные с доставкой гл единиц из 0 в j и из і в 0. Поскольку эта 
доставка осуществляется по кратчайшим путям, общие затраты на 
Z-поток из / в і равны (hn - f df + df) zjt. С учетом сказанного за-
дача (5.83) — (5.85), (5.88) эквивалентна задаче отыскания 

п п 
min 2 ((dfx, + dTut) + 2 (hi + ^Г + df) zu\ 

;=i /=i 

при ограничениях 
n 

+ 2 ^ = 1 
/=i 
№ 
n 

2 2 Л =Bb 1=1,:. ,П, 
i= 1 

xt > 0, щ > 0, zH > 0, і Ф /, і, j = 1, ..., п. 

Исключая отсюда переменные xt, Uj, получим вариант открытой 
матричной транспортной задачи вида: найти 

п 
max 2 k t f lu 

»./= і 
при ограничениях 

п 
2 І = 1 п, 
/= 1 
п 

i=l 

Zii> 0, і,} = 1,... ,п, 
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где ku = — (ha + df - f dj — df— d( ) (t, / = 1 , . . . , n). Очевидно, если 
все kij < 0, то последняя задача имеет тривиальное нулевое решение. 
Этим свойством обладает, например, задача с симметричной матрицей 
С = (си). В этом случае из симметричности матрицы В = (Ьи) следует, 
что df = df (t = l , . . . , n ) , a ka = — hu^.O. Оптимальное решение 
исходной задачи с таким свойством определяется деревом кратчайших 
путей из корня и получается путем добавления к нему аналогичного 
дерева с противоположной ориентацией. 

Легко понять, что задача (5.89)—(5.92) обладает многими свой-
ствами транспортных задач. В частности, имеют место следующие 
свойства. 

1. Если все Bt целочисленны, то базисное оптимальное решение за-
дачи (5.89)—(5.92) также целочисленно. 

2. Число ненулевых компонент в базисном оптимальном решении 
п (X*, U*, Z*) при условии В{ >0 (і=1, ..., п) ограничено следующими 
величинами: п ^ п (X*, U*, Z*) ^2п •— 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Левое неравенство следует из того, что 
в каждую вершину і (і = 1 , . . . , « ) должна входить хотя бы одна дуга, 
соответствующая ненулевой переменной, а из каждой вершины і (г = 
= 1 п) — выходить хотя бы одна такая дуга. Минимальное мно-
жество дуг образует цикл с числом дуг, равным п. Правое неравен-
ство является следствием базисности решения. 



Г Л А В А 6 

ПОЛИНОМИАЛЬНО РАЗРЕШИМЫЕ ЗАДАЧИ, СВЯЗАННЫЕ 
С РАЗМЕЩЕНИЕМ ПРОИЗВОДСТВА И СИНТЕЗОМ СЕТЕЙ 

§ 1. Градиентные алгоритмы 
и кратчайшие ветвления в орграфах 

Большинство алгоритмов, решающих комбинаторные экстремаль-
ные задачи за полиномиальное от длины входной информации время, 
можно разбить на три основных класса. В первый из них входят так 
называемые градиентные алгоритмы, или алгоритмы покоординатной 
минимизации. Эти алгоритмы наиболее просты по структуре и оптими-
зирующей части, которая состоит из просмотра переменных задачи 
(прямой или двойственной) в некотором определенном данными зада-
чи порядке и присвоения очередной переменной ее максимального или 
минимального (в зависимости от рассматриваемого критерия) допус-
тимого значения. Присвоенное таким образом значение переменной в 
дальнейшем уже не изменяется. Впервые алгоритмы такого типа для 
задачи построения минимального связывающего дерева на графе были 
предложены Краскалом"[149] и Примом [58]. Впоследствии Дейкстра 
[119] предложил подобный алгоритм для задачи построения дерева 
кратчайших путей на графе, а Эдмондс [122] — для задачи построе-
ния кратчайшего ориентированного дерева с корнем (кратчайшего вет-
вления) на орграфе. Эдмондс [125] исследовал градиентные алгоритмы 
для задач нахождения независимого множества максимального веса в 
матроидах и полиматроидах и доказал, что они строят точное решение. 

Градиентные алгоритмы используются не только для точного реше-
ния комбинаторных задач, но и для приближенного решения с га-
рантированной относительной погрешностью. Например, в [163] рас-
смотрена задача, близкая к простейшей задаче размещения: найти 

т п т 
ma 

І = І / = І T=I 

при ограничениях 
т 
2>хи = / = ••• >"> 
і = І 

О і = I, ..., т, / = 1 , . . . , « , 
т 

X , = 0 V 1 , і = I , . . . , т , 
f=i 

где k (k ^ т) — заданная константа. Кроме ограничения на число 
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выбираемых в оптимальном решении мест размещения, она отлича-
ется от ранее рассмотренной знаком критерия: в ней требуется мак-
симизировать, а не минимизировать целевую функцию. В указанной 
работе для рассматриваемой задачи предложен и обоснован градиент-
ный алгоритм, строящий приближенное решение, относительная по-
грешность которого не превосходит e~i ~ 0,37. 

Вторая группа алгоритмов строит последовательность решений или 
псевдорешений комбинаторной задачи, каждое из которых получается 
из предшествующего путем перестройки последнего с помощью неко-
торой процедуры обмена. Примером такой процедуры является аль-
тернирующая последовательность или цепь. Четные элементы такой 
цепи соответствуют некоторым ненулевым элементам текущего реше-
ния, а нечетные — последующего решения. Примерами алгоритмов 
такого типа являются алгоритмы построения гіаросочетаний в гра-
фах [121, 123], независимого множества максимального веса в матро-
идах [125, 128] и их обобщений [127, 157]. 

Наконец, третья группа алгоритмов устроена совершенно иным 
образом и основана на методе эллипсоидов применительно к комбина-
торным задачам (см. [141] и § 2.6). Алгоритмы такого типа наиболее 
универсальны. Они, как правило, решают за полиномиальное время 
все задачи, которые могут быть решены алгоритмами предшествую-
щих классов. Однако их теоретическая трудоемкость в последнем слу-
чае оказывается большей. 

Указанное деление на классы в некоторой степени условно, так 
как существуют алгоритмы, сочетающие в себе элементы из разных 
классов, а также алгоритмы, которые обладают рядом свойств, не 
соответствующих ни одному из отмеченных выше. 

В данной главе анализируется ряд моделей, связанных в основном 
с частными задачами синтеза сетей, для точного и приближенного реше-
ния которых можно использовать полиномиально ограниченные ал-
горитмы. Исследование таких частных случаев позволяет выделить те 
характерные особенности, наличие которых переводит задачу из клас-
са трудноразрешимых в класс полиномиально разрешимых задач. 

В этом разделе мы рассмотрим модификацию алгрритма, предло-
женного Эдмондсом [122] для решения задач об оптимальном ветвлении 
на ориентированных графах. Задача заключается в отыскании на ор-
графе с неотрицательными весами дуг ориентированного дерева мини-
мального суммарного веса с корнем в заданной (или произвольной) 
вершине. Искомое дерево должно обладать такой ориентацией дуг, 
чтобы в нем существовали ориентированные пути из -корня в любую 
вершину графа. Указанная задача является частным случаем задачи 
синтеза сетей с одним источником (корнем), в которой функции затрат 
на дугах постоянны при любом положительном потоке и равны нулю 
при нулевом потоке по ним, а каждой вершине, отличной от корня, 
соответствует положительная потребность. 

Опишем модифицированный алгоритм Эдмондса для задачи о вет-
влении минимального веса, трудоемкость которого есть 0 (п2), где 
п — число вершин графа. В процессе работы алгоритма каждая вер-
шина графа получает ряд пометок различного типа. Вначале все вер-
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шины графа, кроме корня, считаются непомеченными. Корень поме-
чен корневой пометкой, текущее значение функционала равно нулю. 
Информация о графе представлена в форме матрицы Ct= (с^) (i, j — 
= 1, ..., га), где cl} ^ 0 — вес дуги (г, /). Если (г, /) $ Е, то си пола-
гают равным достаточно большому числу М. В процессе работы к мат-
рице С будут добавляться новые столбцы (числом не более п) и будет 
формироваться новая матрица N = (пи) (вначале пустая) с числом 
столбцов, не большим га, и числом строк, равным га. Столбцы N и столб-
цы, добавляемые к С, находятся во взаимно однозначном соответ-
ствии. Они соответствуют некоторым подмножествам вершин исход-
ного графа G. Их элементы сі3 и пи являются соответственно весами 
некоторых дуг (i, k), і (J V {j), k £ V (/), и номерами вершин исходного 
графа, соответствующих концам этих дуг. Кроме того, будет сформи-
рован список 5 дуг (і, /), из которых будет построено оптимальное 
ветвление Е(Т) (вначале S = 0 ) . 

Алгоритм начинает работу с произвольной, не помеченной корне-
вой пометкой вершины /. Для текущей вершины / (в матрице С ей со-
ответствует столбец /) определяется дуга минимального веса (г0, /), 
входящая в нее, т. е. с. . — min сг,-. Вершина / получает пометку 
«просмотрена» и пометку-потенциал Vj, равную сг ., значение функцио-
нала Ф увеличивается на с(. ., а дуга (i0,n(j)) включается в список S. 
Здесь п (/) = /, если / — индекс исходной вершины G, и га (/) = 
если / — новая вершина G, построенная в процессе работы алгоритма. 
Кроме того, запоминается и само значение /. Таким образом, список 
S состоит из троек элементов (t0, « ( / ) , / ) . Затем производится анализ 
вершины г0. Если она имеет корневую пометку, то алгоритм перехо-
дит к выполнению процедуры ветвления, описанной ниже, после чего 
возвращается к поиску вершины, которая не имеет пометки «просмот-
рена». 

Если такая вершина найдется, то алгоритм обрабатывает ее так 
же, как и данную вершину /. В противном случае алгоритм заканчива-
ет работу с текущим значением Ф и ордеревом, построенным процеду-
рой ветвления. Если вершина г() не имеет корневой пометки, но имеет 
пометку «просмотрена», это означает, что дуги из 5 образовали новый 
орцикл, проходящий по дуге (i0, /). В этом случае выполняется про-
цедура стягивания цикла, в результате которой к матрицам С и N до-
бавляется новый столбец, что эквивалентно замене всех вершин, вхо-
дящих в этот цикл, новой псевдовершиной, добавляемой к графу G. 
После работы процедуры стягивания цикла, в результате которой вер-
шины, входящие в орцикл, получают циклическую пометку, алгоритм 
продолжает работу, рассматривая в качестве текущей вершины / полу-
ченную псевдовершину. Наконец, если вершина і0 не имеет пометки 
«просмотрена», алгоритм выбирает ее в качестве текущей вершины и 
проводит с ней все описанные манипуляции. 

Опишем процедуру стягивания цикла. Процедура ведет список 
/ вершин циклов, полученных на обращениях, предшествующих дан-
ному. В начале алгоритма список I пуст. При очередном обращении к 
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процедуре на ее вход поступает вершина г0 с меткой «просмотрена». 
В матрицах С и N вводятся новые столбцы, соответствующие циклу 
I, который будет построен на данном этапе. Элементы сн полагаются 
равными М. Вершина i0 объявляется текущей вершиной k. Затем осу-
ществляется поочередный просмотр весов дуг (г, /г) из столбца k мат-
рицы С. Для i=l,...,n полагаем са — min {cu, cik — vh}. Если 
cu = cih — vh для очередного і, полагаем пн = г, в противном случае 
пп не изменяется. Если ctl = 0 для некоторого і и вершина і имеет 
пометку «просмотрена», то данное значение і запоминается как сле-
дующая за k вершина цикла. После окончания обработки текущей 
вершины k она включается в список формируемого цикла из I. Затем 
проверяется, совпадает ли очередная вершина і с вершиной і0. Если 
і ф /0, то і полагается новой текущей вершиной и работа процедуры 
повторяется. Если і = і0, то все пометки для новой вершины I пола-
гаются равными нулю и работа процедуры заканчивается. 

Процедура ветвления состоит из следующих операций. На ее вхо-
де имеется вершина ї0 с корневой пометкой, а в списке 5 последней 
записана дуга, исходящая из t0. Соответствующий элемент списка име-
ет вид (г0, /о. k0). Список S обрабатывается в порядке, обратном запи-
санному,— с конца. Очередная дуга (i0, j0) из элемента списка (г0, /„, 
k0) заносится в Е (Т). Если /0 = k0, то последний элемент из 5 уда-
ляется, вершина j о получает корневую пометку и, если список не пуст, 
процедура' повторяется с НОВЫМ последним элементом. Если / о ф k0, 
то k0 соответствует последнему стянутому циклу, записанному в спис-
к е / в виде О'о, г'і, ...., ір). 

Если /о = ih для некоторого 1 ^ k ^ р, то в списке S имеется един-
ственная тройка (і, /о, j о), где і Ф t0 соответствующая дуге цикла k0, 
входящей в вершину /о (в этом случае вершина /0 не принадлежит ника-
кому другому циклу из / ) . Тройка (І, /0, /0) удаляется из S, вершина /0 
получает корневую пометку, и процедура повторяется, выбирая в ка-
честве текущего последний элемент списка S, а в качестве i0 — первый 
индекс из выбранной тройки. Если /0 Ф ih для всех k = 1, ..., р, то 
просматриваются все циклы, содержащие вершину /0. Это легко сде-
лать, найдя сначала первый цикл jlt содержащий собственно вершину 
/о, а затем последовательно находя циклы / 8 + ь в которые стянута пред-
шествующая вершина js (s = 1, ..., г). Для полученной таким образом 
последовательности / ъ ..., /г из S поочередно удаляется единственная 
тройка (і, /3, js-1 ), raes = 1, ..., г. После этого дуга (і, /0) заносится в 
Е (Т), вершина /о получает корневую пометку и процедура повторя-
ется, если список 5 еще не пуст. 

На рис. 6.1 схематически показан пример рабо^Ьі алгоритма. На 
нем изображены лишь дуги, соответствующие элементам из S. Работа 
алгоритма определяется следующей последовательностью просмат-
риваемых и порожденных вершин и циклов (номера порожденных цик-
лов приведены в скобках): 1, 2, 3, 4, (7), 5, 6, (8), (9), (10). Спсиок S, 
построенный в процессе работы, имеет вид (2, 1, 1), (3, 2, 2), (4, 3, 3), 
(2, 4, 4), (5, 3, 7), (6, 5, 5), (5, 6, 6), (3, 6, 8), (1, 4, 9), (0, 5, 10), а спи-
сок циклов I будет содержать следующие элементы: (2, 3, 4), (5, 6), 
(7, 8), (1, 9). 
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Процедура ветвления работает на списках S и I следующим обра-
зом. Вначале в список Е (Т) заносится дуга (0, 5). Поскольку fe0= 10, 
/о = 5, к 0 Ф /о, то анализируется цикл (1,9). В нем нет вершины 5, 
поэтому процедура определяет последовательность циклов (5, 6), 
(7, 8), (1, 9) (номера этих циклов соответственно 8, 9, 10) и удаляет из 
S дуги (6, 5, 5), (3, 6, 8), (1, 4, 9), после чего удаляются из / и выпи-
санные циклы. Текущим последним элементом в 5 становится (5, 6, 6). 
Для него k0 = 6 = /о, поэтому дуга (5, 6) заносится в Е (Т), а (5, 
6, 6) удаляется из S. После анализа следующего элемента (5, 3, 7) 
из списка S удаляется (4, 3, 3), из списка / — (2, 3, 4), а в Е (Т) 
заносится дуга (5, 3). Поскольку список I уже пуст, на следующих 
шагах поочередно удаляются из S оставшиеся элементы (2, 4, 4), (3, 2, 
2) и (2, 1, 1), а в Е (Т) соответственно заносятся дуги (2, 4), (3, 2), (2, 
1). В процессе работы вершины 1 — 6 получают корневую пометку. 

Приведем обоснование изложенного ал-
горитма. Рассматриваемая задача может 
быть сформулирована в виде задачи цело-
численного линейного программирования: 
найти 

min 2 с а х а 
(І.ЛЄЕ 

при ограничениях 

2 ха>\, 
(і.і)ЄНц 

х а > 0, 

Хц = 0 V I , 

(6.1) 

k £ K , (6.2) 

(6.3) 

(6.4) Рис. 6.1 

где Rk — ориентированный разрез, определяемый произвольным под-
множеством вершин Vh, Vh cz V, 0 $ Vh, а К— множество всех таких 
разрезов. Изложенный алгоритм, в сущности, решает задачу линей-
ного программирования, двойственную к (6.1)—(6.4). Он просматрива-
ет некоторую последовательность ориентированных разрезов из К и 
поочередно присваивает двойственной переменной, соответствующей 
текущему разрезу, максимально допустимое значение, равное ми-
нимуму из преобразованных на предшествующих шагах весов дуг, 
образующих этот разрез. Процедура ветвления строит по решению 
двойственной задачи (вообще говоря, частичному) решение прямой 
задачи (6.1)—(6.4). Когда процесс решения заканчивается, список 
дуг Е (Т) находится во взаимно однозначном соответствии с множе-
ством единичных переменных из решения задачи (6.1)—(6.4). Этот 
факт эквивалентен следующему утверждению. 

Л е м м а 6. 1. Множество дуг из Е (Т) образует ветвление. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество дуг, по которым строится 

список S, содержит непосредственно перед обращением к процедуре 
ветвления орпути из вершины с корневой пометкой во все вершины 
из V, которые обрабатывались алгоритмом на текущем этапе. Проце-
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дура ветвления удаляет ровно по одной дуге из каждого построен-
ного орцикла, причем удаляется дуга, ведущая в такую вершину, для 
которой на последующих за образованием орцикла шагах строится ор-
путь из вершины с корневой пометкой. Следовательно, удаление та-
ких дуг оставляет для каждой вершины цикла хотя бы один искомый 
орлуть. С другой стороны, в список Е (Т) попадает |S| — |/| дуг, 
входящих по одной в каждую вершину из V, обрабатываемую алго-
ритмом. Следовательно, множество включаемых на текущем этапе дуг 
Е (Т) образуют вместе с ранее включенными в Е (Т) дугами ордерево 
с корнем в вершине 0, т. е. ветвление. 

Остается показать, что вес ветвления, получаемого после каждого 
обращения к процедуре ветвления, равен текущему значению Ф. От-
сюда и из первой теоремы двойственности будет следовать оптималь-
ность текущего ветвления. 

Л е м м а 6.2. Вес ветвления, определяемого Е (Т), равен Ф. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По построению Ф равно сумме меток-

потенциалов, присвоенных всем вершинам (исходным и новым, по-
строенным стягиванием циклов). При построении новых вершин вели-
чина метки-потенциала вычитается из весов всех дуг, входящих в вер-
шины цикла. В множестве Е (Т) в любой заданный цикл и в любую ис-
ходную вершину входит ровно одна дуга, начало которой не принад-
лежит этому же циклу. Рассмотрим любую дугу (i0, /о) из Е (Т). Пусть 
вершина /о входит в циклы с номерами / ь /2, ..., jr, г ^ 0. В этот мо-
мент, когда алгоритм просмотрит вершину jr, он присвоит ей потен-
циал 

г-1 
v ir =-- Сц — 2 

s=0 

поскольку при построении вершины с номером js, s = 1, ..., г, вес ду-
ги уменьшается на vjs. Отсюда 

г 
cih = 2 (і,Іо)ЄЕ(Т). 

s = 0 

Суммируя эти равенства по (І, /0) £ Е (Т), получим требуемое: 
ы 

2 % = 2 vji = ф -

Трудоемкость алгоритма оценивается следующим образом. Число 
циклов, построенных алгоритмом, не превышает п—1. Поэтому ра-
бота по просмотру всех вершин имеет трудоемкость не выше (2п — 
— 1) 0 (п). Трудоемкость работы процедуры стягивания цикла с k 
вершинами оценивается как 0 (kri). Однако общая ее трудоемкость оце-
нивается как О (п2), потому что каждая вершина і, 1 sg; і ^ 2п — 1, 
обрабатывается процедурой не больше одного раза. С учетом послед-
него замечания ясно, что общая трудоемкость процедуры ветвления 
также оценивается как О (п2). Отсюда трудоемкость алгоритма — 
О (п2). 
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§ 2. Простейшая задача размещения 
на древовидных сетях 

Простейшая задача размещения, рассмотренная в § 1 гл. 5 в мат-
ричной форме, допускает и естественную теоретико-графовую интер-
претацию, в которой заданный граф G (У, R) с множеством вершин V 
и ребер R с заданными весами dr >• 0, г 6 R представляет множество 
коммуникаций, по которым транспортируется продукт от мест произ-
водства к потребителям. Предполагается, что как потребители, так 
и места возможного размещения производства расположены в вер-
шинах этого графа. В каждой вершине і £ V может размещаться и про-
изводство, и потребитель. Коэффициенты са матрицы С в этом слу-
чае вычисляются путем нахождения длины кратчайшего пути от по-
ставщика і к потребителю / в графе с весами ребер dr. Каждой вершине 
і 6 V ставится в соответствие объем потребления Bt и кусочно линей-
ная вогнутая функция Д (Хг) затрат на размещение производства с 
объемом Xt. При этом если в данной вершине нет потребителя, то 
Bt = 0, а если в ней нельзя размещать производство, то ft (Хг) = 
= MXh где М —достаточно большое положительное число. Преоб-
разование задачи, осуществляющее переход от произвольных функ-
ций ft (Хг) к постоянным функциям с фиксированными доплатами 

достигается путем добавления к графу G для каждой вершины і £ V 
новых вершин, каждая из которых соединена ребром, исходящим из 
нее, только с вершиной-прообразом і. Длина этого ребра равна коэф-
фициенту als при переменной Xt на s-м участке линейности функции 
fi (X t). Старая вершина і считается после этого точкой, где размещение 
производства невозможно. Новым вершинам соответствует объем по-
требления, равный нулю. 

В сетевой постановке формулируются многие прикладные задачи. 
Мы рассматриваем эту постановку для выявления подклассов задач, 
для которых можно построить эффективные алгоритмы. Характерным с 
этой точки зрения параметром задачи (точнее, соответствующего графа 
G) является цикломатическое число v (G) графа G. Напомним, что для 
связного графа (мы будем рассматривать только такие) v (G) — | R | — 
— | V | + 1 • Если v (G) = 0, то G — дерево, обозначаемое в дальнейшем 
Т (V, R). В данном разделе изучается подкласс простейших задач раз-
мещения на древовидных графах. Доказывается свойство локальной 
унимодулярности, из чего непосредственно следует полиномиальная 
их разрешимость. Однако для таких задач имеет место более сильное 
свойство: они могут быть решены градиентным алгоритмом, имеющим 
меньшую вычислительную трудоемкость, чем общие методы линейного 
программирования. Приводится обоснование этого алгоритма и его 
вычислительная схема. Кроме указанного, анализируется еще один 
подкласс задач размещения на древовидных графах, отличающийся 

gis ( * , . ) , 

bis при X is > 0 , 
0 при Xis = 0, 

s = 1 , . . . ,S , 
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ЛИШЬ способом вычисления коэффициентов Сц в матрице С, для которо-
го получены аналогичные результаты. 

Рассмотрим подкласс задач с v (G) ^ v, где v — константа. Число 
различных деревьев в графе G в этом случае не превосходит | V |v, и 
исходная задача может быть решена за время О (|V|v Р), где Р — тру-
доемкость решения задачи размещения на древовидном графе. Эту 
оценку можно получить простым перебором всех деревьев в графе G 
с последующим применением описанного ниже алгоритма. 

Перейдем теперь к рассмотрению свойств простейшей задачи разме-
щения на древовидном графе Т (V, R). Мы будем предполагать, что в 
каждой вершине і заданы величины Bt — объем потребления и bt — 
фиксированные доплаты (і — 1, п, п = |V|). Из описанного выше 
правила перехода от произвольных функций к постоянным с фикси-
рованными доплатами bis легко понять, что преобразованный граф 
также остается деревом. Поэтому будем считать, что рассматриваемое 
дерево Т (V , R) построено в результате указанного преобразования. 
Как показано в § 5.1, преобразованная двойственная к релаксирован-
ной задаче размещения имеет вид: найти 

I п m п m 
max 2 2 wih- 2 2 amwjk < b t , і = 1 , . . . , m, 

(j=i h=i /=і h=i 

0 <W}h<fjh, І ~ 1, •••, n, 6 = 1 , ... . (6.5) 

Здесь 6 — порядковый номер элемента Сц в упорядоченном по неубы-
ванию списке элементов /-го столбца матрицы удельных транспортных 
затрат С = (%), 

flh^Cjk+i — Cjh, fjn = °°, / = 1, . . . , « , 6 = l , . . . , m — 1, 

[1, если порядковый номер і не больше 6, 
CLijh — \ 

(О в противном случае. 

Выписывая задачу, двойственную к (6.5), получаем эквивалентное 
представление для исходной задачи: найти 

{ m п m m 

2 2 h i * » + X b i X i 2 a w x i + х ы > 1 > v {=1 /=1 (=1 1=I 
6=1 ,...,m, /=!,...,«, Xt =« О V1, і — I, ..., m, 

xhj> 0, 6 = 1 , . . . , m, / = 1 ,...,n\. (6.6) 

Пусть T (V , R) — дерево с множеством вершин V и ребер R, | Vj = 
= п, длина ребра г в R равна dr > 0 . Задача 1 есть задача размещения 
(5.6)—(5.9) на множестве вершин V дерева Т, в которой элементы 
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матрицы С = (си) вычисляются по формуле 

cu = Bj , і,/=!,..., л. 

Здесь Р і } — множество ребер цепи, соединяющей вершины г, / в Т. 
Рассмотрим модель (6.5), соответствующую задаче 1. Тогда каж-

дому вектор-столбцу ajk £ А соответствует поддерево TJh из Т, опре-
деляемое по следующему правилу: 

где V (T j k ) — множество вершин Tjh. Таким образом, каждой верши-
не і £ V ставится в соответствие п поддеревьев, причем k-e под-
дерево включает в себя k вершин, ближайших по расстоянию к вер-
шине і (включая и саму г). Основное свойство, позволяющее строить 
эффективный алгоритм решения задачи 1, состоит в следующем. 

Т е о р е м а 6.1 Пусть А а А — произвольная подматрица с мно-
жеством столбцов J (А), множеством строк 1(A). Тогда в А най-
дется либо строка і с 2 столбцы /2 такие, 

что аиі^.аи, і£І(А). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для упрощения доказательства предпо-

ложим, что длины ребер в Т таковы, что любые две произвольные цепи 
имеют различные длины. Этого легко добиться с помощью достаточно 
малых добавок к dr, г Є R, не меняющих оптимального решения задачи. 
Цепь, соединяющую пару вершин i, j в Т, будем обозначать U, /], а 
ее длину — d (і, j). Через Т (і, j) обозначим поддерево, получаемое из 
Т удалением всех ребер, инцидентных І, кроме ребра из цепи [г, /], 
и последующим удалением всех компонент полученного леса, кроме 
содержащей цепь [/, /]. Доказательство ведется в терминах поддере-
вьев, порожденных отображением (6.7). 

Пусть для А не выполняется первый вариант альтернативы. Пока-
жем, что тогда верен второй вариант. Пусть [и, w] — цепь максималь-
ной длины в Т (диаметр Т) и вершина w принадлежит по крайней мере 
двум поддеревьям Тъ Т2Є J (А), где 7, порождено вершиной щ, 
а Т2 — вершиной и2. Если для Тъ Т2 не верен второй вариант аль-
тернативы, найдутся вершины t± (Е Ти t2 в Т2 такие, что tx (J Т2, t2 (J 
$ Тх. Пусть s — ближайшая к v вершина, принадлежащая цепям [и, 
w], [ti, w], [t2, w]. Для определенности пусть [t2, s] не имеет с [v, WІ 
общих точек, кроме s (см. рис. 6.2). Тогда по выбору [и, w] 

так как в противном случае d(v,t2)> d(v,w). Тогда Ui£T(s, w), 
поскольку w 6 Ті, 12 $ Тх. Отсюда следует, что 

аІ1к = 1**іЄУ{ТЛ), (6.7) 

тедл) 

d(s, w)>d(s,t2), (6.8) 

d(s, t2)>d(s, g, (6.9) 
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поскольку tx G Ту. Следствием (6.8), (6.9) является 

d(s,w)>d(s,t1). (6.10) 

Но тогда либо из и2 $ Т (s, w) и (6.10), либо из и2£Т (s, w) и (6.9) 
следует, что ty 6 Т2. Значит, для Ту и Т2 должен выполняться второй 
вариант альтернативы. 

Квадратная (0,1)-матрица размеров п х п ( п ^ З ) называется цик-
лом, если она не блочная и содержит в каждой строке и в каждом стол-
бце ровно два единичных элемента. (0,1)-матрица Л называется сба-

лансированной [108], если любая вершина 
многогранника (ЛХ^Се, Х ! > 0 ) целочислен-
на, где е—произвольный (ОД)-вектор. М. Пад-
берг показал, что сбалансированными яв-
ляются те и только те матрицы, которые не 
содержат циклов нечетной длины, т. е. цик-
лов с нечетным (п ^ 3) числом строк и столб-
цов. В многограннике, задаваемом системой 
неравенств А Х sgT е, X ^ 0, со сбалансиро-
ванной матрицей А, каждой вершине соот-
ветствует базисная вполне унимодулярная под-
матрица из А. Если вершина Х° этого мно-
гогранника оптимальна для заданного ли-
нейного функционала ЬХ, то соответствую-

w щий ей базис порождает и оптимальное 
Рис. 6.2 решение двойственной задачи линейного про-

граммирования, которое целочисленно при це-
лочисленном Ь. С учетом этих замечаний из приведенной теоремы и ее 
доказательства вытекают следующие свойства матрицы А и оптималь-
ного решения задачи 1. 

1. Матрица А не содержит циклов. 
2. Матрица А сбалансирована. 
3. Среди оптимальных решений задачи 1 имеются целочисленные. 
Рассмотрим теперь другое правило порождения поддеревьев Tjh сг 

с Т (/, k = 1, ..., п). Каждое Tjh однозначно определяется вершиной / 
и множеством его ребер следующим образом: 

а) Rjy - 0; 
Б) Rjh = U rt(k), k = 2, . . . , п, 

где rim — ребро минимальной длины, смежное с Т . і (k)— индекс 
вершины, инцидентной ri(ky i(k) (J Tjh_v Способ построения Tjk упо-
рядочивает для каждого / = 1, ... , л пары (k, j) по включению под-
деревьев Tjh, порожденных /. 

Задача 2 отличается от предыдущей лишь способом вычисления 
коэффициентов матрицы С = (с і ;): 

Ы)! = 
/ 1, ... 

cmi = в і Е k = 2,... ,п, 
rtRjh 
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Как и для предыдущей, для задачи 2 имеет место теорема 6.1 и ее 
следствия. Столбцы матрицы А и здесь порождаются правилами по-
рождения поддеревьев Tjh и отображением (6.7). 

Доказательство теоремы 6.1 для задачи 2. Обозначим через Т (Л) 
минимальное поддерево с множеством вершин, содержащим / (Л). 
Если в Т (Л) имеется ребро, не покрываемое поддеревьями из J (Л), 
это значит, что матрица Л блочная. В этом случае доказательство про-
ведем для произвольного блока из Л, который будем по-прежнему обо-
значать Л. Рассмотрим в Т (Л) ребро г максимальной длины. Удале-
ние г = (i, j) разбивает Т (Л) на два непересекающихся поддерева 
7\ (Л), Т2 (Л), і 6 Ті (Л), / £ Т2 (Л). Пусть [v, w\ — цепь минимальной 
длины, содержащая i, j и удовлетворяющая условиям (Л), w 6 

€ Т2 (Л), о, w 6 / (Л). Пусть вершина v принадлежит двум деревьям Та, 
Т4 Є J (Л) (в противном случае выполняется первый вариант альтер-
нативы). Тогда, с точностью до изменения индексов, вершина t, по-
рождающая Т3, принадлежит 7\ (Л), а вершина и, порождающая Г4, 
Т2 (Л), так как в противном случае либо Л блочная, либо справедлив 
второй вариант альтернативы (в зависимости от принадлежности или 
непринадлежности цепи [у, /] деревьям Т3 и Т4). Но и в этом случае, 
если существует дерево Ть, порожденное вершиной S, эф t, из Т2 (А), 
то для Т4, Ть выполнены условия теоремы (так как V (Т4) гэ V (Т2 (Л)). 
Иначе V (Г2 (А) = {и} = V (/4)). В последнем случае найдется под-
дерево Г е , порожденное вершиной из Тх (Л), содержащее и и, следо-
вательно, г. Поэтому V (Ті (Л)) d V (Тв), т. е. Г4 и Тв сравнимы по 
входящим в них вершинам. 

З а м е ч а н и е . Теорема 6.1 остается справедливой для обеих 
задач, если каждое ребро заменить парой противоположных дуг с раз-
личными неотрицательными длинами. Однако здесь мы не приводим 
доказательства этого утверждения для задачи 2. Для задачи 1 приве-
денное доказательство требует в этом случае лишь незначительных 
изменений. 

Для обоснования алгоритма решения задач 1, 2 нам потребуются 
следующие результаты. Пусть W* — тупиковое решение задачи (6.5), 
т. е. решение, полученное поочередным присвоением переменным их 
максимально допустимых значений. Этот процесс продолжается до 
тех пор, пока можно увеличивать значение какой-либо из переменных. 
Обозначим 

Назовем решение W* правильным, если не найдется строк г1( г2 б 
€ N (W*) и столбцов гі Є Q (№*), r2, r3 6 P (W*), ra = (ks, /,), s -

P(W') = {(k,i): 
Q(W*) = {(k,j): <.>0}. 

(6.11) 
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= 1, 2, 3 таких, что 

аі$Г!+ cnsrs = 1, s = 1,2, (6.12) 
a<,rs + atVs = 1, s = 2, 3. 

Т е о р е м а 6.2. Правильное тупиковое решение оптимально. 
Для доказательства нам потребуются следующие вспомогательные 

утверждения. 
Л е м м а 6.3. Пусть А = (%) (г, / = 1, ..., п) — квадратная, 

левая треугольная и невырожденная матрица, не содержащая подмат-
риц А размером 2 x 3 , удовлетворяющих условиям (6.12). Тогда сис-
тема 

ХА — / , (6.13) 
где I — мерный вектор из единиц, имеет неотрицательное решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X = (л ,̂ ..., хп) — решение систе-
мы (6.13). Очевидно, все xt в нем целочисленны. Предположим, что 
xh <С 0 и 6 — наибольшее значение индекса, удовлетворяющее этому 
свойству. Обозначим Е (6) = {і > 6 : aih = 1 Д х г = 1}. Тогда 6-е урав-
нение из (6.13) можно записать в виде ^ xt + xk = 1- Д л я н е г о и з 

xkCO следует \ Е (k)\^2. Пусть /, l^E(k), / < / , I—максималь-
ное значение индекса из Е (k), j — следующее за ним. Из выбора /, I 
следует, что ajj - f а и = 1, т. е. а1 3~0, а из треугольное™ А—что а п = 0 . 
Поэтому подматрица A s А со строками /, I и столбцами 6, j, I удов-
летворяет (6.12). Противоречие. 

Пусть X — решение системы (6.13), в которой А удовлетворяет ус-
ловиям леммы 6.3, b — произвольный ненулевой я-мерный (0, ^-век-
тор, В — матрица, полученная из А путем добавления к последней 
вектор-столбца Ь, т. е. В — (А\Ь). 

Л е м м а 6.4. Если В не содержит подматриц А размерности 2 х 
X 3, удовлетворяющих условиям (6.12), то Xb^ 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что Xb<. 1. По лемме 6.3 
X — (0, 1)-вектор, следовательно, ХЬ = 0. Пусть 6 = max {/: bj = 1}, 

тогда xh = 0. Поскольку Xah — 1, где ah — 6-й вектор-столбец 
матрицы А, то найдется строка I, l~> k, такая, что а* = 1, хг = 1. 
По выбору 6 bi = 0. По выбору Л а\ = а\— 1, Следователь-
но, подматрица Л со столбцами a, a1, b и строками с номерами 6, / 
удовлетворяет условиям (6.12), что противоречит предположениям 
леммы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.2. Пусть W* — пра-
вильное тупиковое решение. Для простоты рассуждений будем пред-
полагать, что | Р (W*) П Q (W*) | = | N (№*)|. Выполнение этого 
предположения легко достигается с помощью стандартного в линей-
ном программировании е-преобразования всех величин bt и fkj, пре-
вращающего исходную задачу в невырожденную. Для доказательства 
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оптимальности W* построим допустимое решение X* задачи, двой-
ственной к (6.5), удовлетворяющее условиям дополняющей нежест-
кости. Из теории двойственности в линейном программировании будет 
следовать оптимальность W*. Условия дополняющей нежесткости для 
пары решений прямой задачи и двойственной можно сформулировать 
в виде: 

а) Xt = 0 для і (£ N (W')\ 
б) x*hj = 0 для ( k , j ) e P ( W J , 
в) 2 a i WX; = l для ( k , j ) e P ( W ) [ ) Q ( W ' ) . 

Система уравнений в) с точностью до перестановки строк и столб-
цов удовлетворяет условиям леммы 6.3. Поэтому вектор X* , опреде-
ленный как решение системы а), в), является неотрицательным и це-
лочисленным. По лемме 6.4 ограничения (6.6) для (k, j) Є Р (№*) 
выполняются для построенного выше вектора X* с учетом б). Оста-
ется определить значения х* для (k, j) (£ Р (W*) . Положим 

г) xhj = max Jo, 1 - 2 aikiX't j , (k, j) $ P (W). 

Таким образом, решение X* является допустимым, что влечет оп-
тимальность W*. 

Для задач 1, 2 можно так упорядочить переменные в (6.5), что 
тупиковое решение, полученное путем поочередного присвоения мак-
симально допустимых значений переменных в указанном порядке, бу-
дет правильным и, следовательно, оптимальным. Изложение общего 
для задач 1, 2 алгоритма проведем в терминах соответствующих под-
деревьев. Введем необходимые определения. Выберем в Т произволь-
ную вершину, назовем ее корнем и пометим индексом 0 (ее ранг 
равен нулю). Ранги остальных вершин і определим как число ребер в 
пути из корня в эти вершины; они принимают значения р (і) = 1 ,2 , . . . 
..., R. Вершины, в которые существует путь из данной вершины Ї, об-
ладающий свойством, что вдоль него ранг возрастает, будем называть 
потомками і. Для корня все вершины — потомки. Поддеревья, порож-
денные каждой вершиной k, определяются вершиной І, присоединяемой 
последней. Вершину і для такого дерева будем называть порождаю-
щей, а вершину k — определяющей. В процессе упорядочения мини-
мальное неупорядоченное дерево, порожденное вершиной і, будем на-
зывать текущим для і. Перед началом упорядочения текущим для 
любой вершины і является поддерево с порождающей и определяющей 
вершиной І, т. е. состоящее лишь из І. 

Алгоритм упорядочения просматривает вершины дерева Т в по-
рядке невозрастания их рангов. Порядок просмотра вершин с одина-
ковым рангом производится с учетом их «родства», т. е. вершины-по-
томки одного родителя любого ранга должны просматриваться под-
ряд. На первом шаге упорядочиваются поддеревья, вершины кото-
рых имеют ранг R, на втором — неупорядоченные ранее поддеревья с 
вершинами ранга R — 1 и R, на последнем — неупорядоченные ранее 
поддеревья с вершинами любого ранга. Таким образом, на г-м шаге 
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процесс состоит из упорядочения ранее неупорядоченных поддеревьев, 
порожденных одной из вершин ранга R — г - f 1 и ее потомками. Опи-
шем процедуру упорядочения для вершины і с р (г) = R — г + 1 на 
шаге г. 

Вначале упорядочивается дерево 1 ^ — текущее для і с определя-
ющей вершиной k — и для і строится новое текущее дерево Тп. За-
тем поочередно упорядочиваются все текущие поддеревья с той же оп-

ределяющей вершиной k, порожденные вершинами 
/ в порядке возрастания их рангов и с учетом их 
«родства» (см. выше). При этом после упорядоче-
ния текущего дерева Tjs строится новое текущее де-
рево Tju для вершины /. Если и ф t, где і— опре-

d деляющая вершина Tpt, р — «родитель» / (т. е. 
р (р) = р (у) — 1 и /, р смежны в Г), то после про-
смотра всех потомков і процедура повторяется для 
всех вершин j — потомков і максимального ран-
га, обладающих указанным свойством (и Ф t). 
Процедура повторяется до тех пор, пока для оче-
редного Та вершина I не станет вершиной ранга 

г — 1 , либо не будут упорядочены все поддеревья. 
Для примера ниже приведен список поддеревьев, упорядоченных с 

помощью описанного алгоритма. Порядок вершин в элементах списка 
соответствует порядку их присоединения (первая вершина — порож-
дающая, последняя — определяющая). Дерево Т изображено на 
рис. 6.3. 

Задача 1. а, Ь, с, ас, be, са, bca, d, е, сае, асе, bcae, caeb, aceb, 
de, ее, dec, ecd, caebd, acebd, bcaed, deca, ecda, ecdab, decab. 

З а д а ч а 2. a, b, с, ас, be, ca, bca, d, e, cae, ace, bcae, de, ec, dec, 
eca, deca, ecad, caed, aced, bcaed, caedb, acedb, ecadb, decab. 

Рассмотрим матрицу А, которая получается путем перестановки 
столбцов матрицы А в соответствии с описанным алгоритмом упоря-
дочения. Пусть гх < г2 < г3 — произвольные индексы ее столбцов, а 
iu i2 — строк. Легко понять, что коэффициенты подматрицы А с А, 
определенной выбранными строками и столбцами, не удовлетворяют 
условиям (6.11). Это свойство является простым следствием предло-
женного алгоритма. Поэтому, если одновременно с процессом упоря-
дочения поддеревьев (столбцов А) определять для соответствующей 
текущему поддереву Tjs переменной Wjs ее максимально допустимое 
значение wjs = min bt и полагать новые значения bt равными bt —• 

;ev<7- / s) 

— wjs для і 6 V (T h ) , не изменяя остальных bt (в начале работы bi = 
= bt, і 6 V (Т)), то построенное тупиковое решение W будет правиль-
ным и, следовательно, оптимальным. Процедура генерации текуще-
го поддерева Tjs и определения значения wls требует О (п) действий. 
Требуемая при этом память также растет, как О (п). Поскольку число 
просматриваемых деревьев равно /г2, то общая трудоемкость алгорит-
ма — О (п3) при памяти О (л). 
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§ 3. Подкласс задач Штейнера на плоскости 
с прямоугольной метрикой 

Задача Штейнера на графе (ЗШГ) может быть сформулирована сле-
дующим образом. Дан орграф G (V , Е) с множествами вершин V и дуг 
Е. Множество V разбито на три непересекающихся класса: V = {0} и 
U ~Уі U V2, гДе 0 — корневая вершина в G, Vy — множество основных 
вершин, V2— множество дополнительных вершин. Каждой дуге ев 
Є Е поставлена в соответствие ее длина сг ^ 0. Требуется найти в 
G подграф минимальной длины (т. е. подграф с минимальной суммой 
длин дуг), в котором существует орпуть из корня 0 в каждую верши-
ну и 6 Vy. Известно [26], что эта задача Л/Р-трудна даже для таких 
графов, в которых вершины v 6 V есть точки плоскости с прямо-
угольной метрикой (/^-плоскость) и длины дуг графа G определяются 
в соответствии с этой метрикой, т. е. 

с (Х 1 ,Х 2 ) = с (Х 2 ,Х 1 ) = р (Х 1 ,Х 2 ) = \ х 1 - х 2 \ + \у 1 ~у 2 \ , (6.14) 
где Xi — (ху, уу), Х2 — (х2, у2). С другой стороны ЗШГ разрешима за 
полиномиальное от длины входа время для графов с |V2| = const = т . 
В этом случае задача сводится к решению не более, чем 2 т задач о крат-
чайшем ветвлении, для которых существует полиномиальный алго-
ритм. 

Здесь рассматривается подкласс ЗШГ на Li-плоскости, который 
определяется следующим образом. Из точки 0 проведены четыре луча, 
совпадающие с лучами координатных прямых и ориентированные в 
направлении возрастания модулей соответствующих переменных. Че-
рез каждую точку из Vx проведены два луча, параллельные осям коор-
динат, начинающиеся в точках этих осей и ориентированные так же, 
как лучи, исходящие из 0 (т. е. в направлении возрастания модулей со-
ответствующих переменных). Для каждого луча найдем наиболее 
удаленную от 0 его точку, принадлежащую также и другому лучу, и 
заменим рассматриваемый луч отрезком, ограниченным началом луча 
и выбранной точкой. Полученная таким образом решетка индуциру-
ет планарный орграф с множеством вершин V (содержащим Vy (J 
U {0}), являющихся общими точками двух отрезков. Участки отрез-
ков между двумя соседними вершинами есть множество дуг графа. 
Ориентация дуг определяется направлением возрастания модуля од-
ной из координат вдоль отрезка (вторая координата при этом посто-
янна), а их длина — метрикой пространства. Пример такого графа 
приведен на рис. 6.4. Класс графов указанного типа, включающий и 
все их подграфы, назовем классом GL1. 

З а д а ч а 1. Построить дерево Штейнера на графе из класса 
GL1. 

Рассматриваемую задачу можно сформулировать также в следу-
ющем виде. Для заданного множества Vy U {0} построить ордерево Т 
минимальной длины, соединяющее орпутями (т. е. путями с ориента-
цией всех дуг от источника к стоку) вершину 0 с каждой вершиной v 6 
£ Vy при условии, что каждый орпуть [0, v] принадлежит множеству 
кратчайших путей на Lyплоскости. К задаче указанного типа сводят-
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Рис. 6.4 

ся задачи синтеза сетей с одним источником, в которых линейные за-
траты ае и фиксированные доплаты Ье на каждой дуге е пропорциональ-
ны ее длине ре в прямоугольной метрике: ае = k^,,, be = k2pe. При 
этом константа /ех столь велика, что для каждой вершины v 6 \\ путь 
из корня в и в дереве оптимального решения является кратчайшим 
среди всех возможных путей на плоскости. Эквивалентность этих 

двух формулировок непосредствен-
но вытекает из следующих простых 
утверждений: 

1) решение ЗШГ есть дерево (на-
зываемое в дальнейшем деревом 
Штейнера); 

2) существует дерево Штейнера, 
в котором множество вершин и дуг 

~х~ совпадает с некоторыми подмно-
жествами вершин и дуг графа ука-
занного вида. 

Сформулируем вспомогательную 
задачу следующего вида. Скажем, 
что плоскость имеет разделяющую 
полуось (в дальнейшем + 0Y — 
положительный луч оси OF), если 
часть оси, лежащая выше точки ylf 
не должна принадлежать дереву 

Штейнера Т*\ здесь — точка с максимальной ординатой из мно-
жества Vi П { + ОУ}- Отрезок [0, обязательно принадлежит Т*, 
поскольку ОН определяет единственный путь ИЗ О В 

З а д а ч а 2. Построить дерево Штейнера на плоскости с разделя-
ющей полуосью. 

Ясно, что решение задачи 1 сводится к решению не более, чем п + 1 
задач 2 (п = | Vil). Для этого достаточно поочередно полагать точки 
из V2, лежащие на разделяющей полуоси выше, чем иъ принадлежа-
щими Vi (J {0}, решать полученные задачи 2, а затем выбрать из них 
наилучшую по функционалу. 

Для задачи 2 предлагается полиномиальный алгоритм, который ре-
шает задачу, двойственную к линейной релаксации задачи 2. Послед-
няя формулируется как задача о максимальной упаковке разрезов, 
отделяющих вершины Vx от корня. 

Вершины из Vx обрабатываются алгоритмом в некотором заданном 
порядке. При обработке текущей вершины v для нее строится некото-
рая система разрезов и перестраивается, вообще говоря, часть разре-
зов, порожденных предшествующими вершинами из Vi_ в заданном упо-
рядочении. Обработка v (вместе с возможной перестройкой разрезов 
для предыдущих вершин) осуществляется за полиномиальное время. 

Рассмотрим модель ЗШГ в форме задачи булева программирования 
и задачу, двойственную к ее непрерывной релаксации (т. е. к задаче 
без условий целочисленности). Пусть v 6 Vi, S (и) — произвольное 
множество вершин из V такое, что 0 $ S (и), v Є S (v). Множество дуг 
из Е, начало которых не принадлежит S (v), а конец принадлежит 
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S (v), назовем разрезом R (о, S), отделяющим о от 0. Поставим в соот-
ветствие дуге е 6 Е переменную ге = 0 \/1. Тогда ЗШГ формулируется 
в виде: найти 

F(Z*) = m i n f 2 сеге: 2 1 V S(w), v t V u г е > 0 , 
e£R(v,S) 

ге = 0 V I , е б ^ } . (6.15) 

Задача, двойственная к непрерывной релаксации (6.15), имеет вид: 
найти 

ф (W*) = шах j 2 2 w(v,R): 2 ®(о, Я ) < с е , 
Ч'ЄУІ R=R(V,S) R(O,S)3« 

e£E,w(v,R)^0 vR = R(v,S) J. (6.16) 

В общей ЗШГ F (Z*) ] > Ф (№*). Мы покажем, что для случаев, 
когда граф удовлетворяет условиям задачи 2, имеет место равенство 
F (Z*) = Ф (W*), т. е. среди оптимальных решений непрерывной ре-
лаксации задачи (6.15) найдется и оптимальное целочисленное реше-
ние. 

4 Пусть W — допустимое решение задачи (6.15). Обозначим 

N(W)=le: 2 w(v,R) = ce), 
R(v,S)5e > 

Р (W) = {R (v, S): w (v, R) > 0}. 

Назовем решение W правильным, если: 
1) значение w (и, R) нельзя увеличить ни для какого разреза 

R = R(v, S), не изменяя значений других w(v',R'), т. е. W — тупи-
ковое решение; 

2) не существует пары R(v',S'), R (v", S") f P (W) таких, что 
ь'фхґ, R{v',S')aR{v",S^)-, 

3) если R (v, S) 6 P {W), то уи' € 5 (о) |o'| < |u|, т. е. координаты 
v' не превосходят по модулю координат о и все v'es (v) лежат в од-
ном квадранте с о. 

Л е м м а 6.5. Среди оптимальных решений задачи (6.16) имеется 
правильное. _ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что если решение W не тупиковое, 
то оно не оптимальное. Путь в оптимальном решении W* найдутся 
R (v', S'), R (v", S")£P (W*), v' Ф v" такие, что R (о', S') cz R (о", S"), 
тогда решение 

( w* (иR') + w* (о", R") для о = о ' , S = 5 ' 
W =(w{v, R)) = о для о = о", S = S", 

[ W* (о, R) в остальных случаях 
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очевидно также допустимо и оптимально. Повторяя подобную опера-
цию с каждой парой разрезов с указанным свойством, построим через 
конечное число шагов оптимальное решение, удовлетворяющее требо-
ванию 2). Пусть W* (У, R) такое, что R (у, S) £ Р {W*),— компонента 
оптимального решения, для которой S содержит вершину у' такую, 
что | у' | > | v |. Полагая w (у, R (v, S \ {y'})) = w* (v, R (у, S))r 

w (v, R (v, S)) = 0, получим допустимое и оптимальное решение. По-
вторяя эту процедуру, построим оптимальное решение, удовлетворя-
ющее требованию 3). 

Назовем правильное решение W несдвигаемым, если для любой по-
ложительной компоненты w(v, R) из каждой вершины и g S (у) имеет-
ся путь [и, у], для всех дуг е которого имеет место соотношение 

се = с е - 2 w(v,R) = 0. 
R(v,SBe 

( 6 . 1 7 ) 

Значение w (у, R) = d интерпретируется как величина уменьше-
ния длин всех дуг разреза R, который отделяет 0 от вершины у. Каж-
дый кратчайший путь из 0 в у на плоскости с Lj-метрикой лежит в пря-
моугольнике П (у), определяемом пересечением квадранта, содержа-
щего точку у, с множеством решений системы неравенств |л:| ^ \xv\, 
[У І ^ ІУСІ' ГДЕ Х

В> УЬ — координаты точки у. Геометрически каждое 
w (у, S) из несдвигаемого решения можно изобразить как часть П (у), 
состоящую из множества точек, отстоящих от у на расстояние, не пре-
вышающее d. При этом расстояние от произвольной точки и до у вычис-
ляется с учетом ранее определенных значений других переменных: 
любой отрезок пути из 0 в у, лежащий целиком внутри построенных 
ранее частей, имеет нулевую длину. Пример геометрического изоб-
ражения правильного несдвигаемого решения приведен на рис. 6.5. 
Внутри каждой части, соответствующей w (у, S), поставлен индекс 

порождающей вершины у. 
Л е м м а 6.6. Среди правильных оп-

тимальных решений имеются несдвигае-
мые. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть W* — 
правильное оптимальное решение, в ко-
тором найдется вершина и 6 Vlt не удов-
летворяющая определении^. Тогда зафик-
сируем значения W*(v, R) для всех уф 
Фи и применим алгоритм Дейкстрыдля 
построения системы разрезов, опреде-

ляющих кратчайший путь [0, и] в графе с весами дуг се = се — 

— 2 w* (у, R). При этом, в отличие от обычного, будем строить 

растущее дерево кратчайших путей, начиная не с вершины 0, а с вер-
шины и. Легко понять, что либо разрезы, выбранные при этом алго-
ритмом Дейкстры, в объединении с решением W* для всех У Ф и 

/ 

Л \ 2 о 

7\ 

\1 \ N 
0 \ 5 

Рис. 6.5 
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образуют несдвигаемое решение, либо найдется и' 6 Vlt и' Ф и, для 
которой можно повторить описанную процедуру. Таким образом, в 
конце концов будет получено несдвигаемое правильное оптимальное 
решение. 

Перейдем теперь к изложению алгоритма построения такого реше-
ния. Для простоты изложения мы предполагаем далее, что задача не-
вырождена, т. е. никакая papa точек из не лежит на луче, порож-
дающем решетку рассматриваемого графа (этого легко добиться 
обычными е-смещениями точек из Ух). В невырожденной ситуации 
существует единственное дерево Штейнера (с точностью до способа сое-
динения его вершин орпутями, от которых нет ответвлений). Алго-
ритм состоит из трех этапов. 

На первом этапе вводится упорядочение вершин из Vj по следую-
щим правилам. 

1. Точка и предшествует v (и -< v), если номер квадранта, содер-
жащего и, меньше соответствующего номера для v. Точки, лежащие на 
осях координат, принадлежат квадранту с меньшим номером. 

2. Для точек и, v, лежащих в квадрантах I, III, и -< v, если \хи\ < 
<|xD|> а Для квадрантов II, IV — если \уи\<\ук\- В силу невы-
рожденности задачи эти неравенства всегда выполняются как стро-
гие. 

Пусть (о ь v2, ..., vn) — упорядоченная последовательность точек 
из Vj. Соединим с 0. Этот отрезок является обязательной частью де-
рева Штейнера Т*. Все точки, лежащие на разделяющей полуоси вы-
ше vlt не могут быть включены в Т*. Поэтому они из рассмотрения 
исключаются. Если рассматривать задачу 2 непосредственно на 
плоскости (без построения графа), это требование эквивалентно 
раздвоению соответствующего отрезка полуоси. При этом один из полу-
ченных отрезков принадлежит первому квадранту, а другой — чет-
вертому. 

На втором этапе алгоритм строит последовательность ненулевых 
значайий w* (vh, S), просматривая точки vh (k = 2, ..., п) в определен-
ном я'а первом этапе порядке. Каждое w* (vk, S) для заданных vk и S 
изображается на плоскости как множество точек, отстоящих от vh на 
расстояние, не превышающее d = w* (vh, S), и лежащих в прямо-
угольнике П (vh). Расстояние вычисляется, как указано выше, с уче-
том определенных ранее значений w* (vk, S). Процесс построения по-
следовательности w* (vh, S) для данного k заканчивается, как только 
образуется путь нулевой длины из 0 в В процессе изменяются 
(в случае необходимости) значения w* (vt, S) для і ^ k. 

По построенным значениям W* = {да* (vh, S)} на третьем этапе 
строится Т* — оптимальное дерево Штейнера. 

Приведем формальное описание алгоритма в геометрических 
терминах. Все его построения выполняются непосредственно на 
плоскости. 

Алгоритм решения задачи 2. 
Ш а г 1. Упорядочить точки из Ух =(Oi, и2, ...., un). 
Ш а г 2. Провести операцию раздвоения части разделяющей полу-

оси. Положить Ф = yVl, k = 2. 
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Шаг 3. Построить систему правильных несдвигаемых разрезов и 
значений w (vh, S) до образования пути lk из 0 в vh длины 0. Поло-
жить 4 = 2 w ( v b ' s 

s _ 
Шаг 4. Если каждый разрез S со значением w(vit S) > 0 yi<ik 

пересекает путь lh не более одного раза, положить Ф = Ф + 4 и пе-
рейти к шагу 6. 

Ш а г 5. Найти w(vt, S) с максимальным значением І, для которо-
го 5 пересекает lh более одного раза. Соответствующее число пересе-
чений обозначим sh. Уменьшить w(vt,S) на минимальную величину б, 

где б выбирается так, что уменьшенное w(vh S) пересекает lh не более 
одного раза. Дополнить для vk систему правильных несдвигаемых 
разрезов и значений w (vk, S) так, что значение dh увеличилось на мак-
симальную величину (sh— 1)6). Дополнить ДЛЯ Vj систему разре-
зов и значений w(vit S) до появления пути lt нулевой длины (при этом 
появится путь lh нулевой длины). Перейти к шагу 4. 

Ш а г 6. Если k<n, положить k: = k + 1 и перейти к шагу 3. 
Ш а г 7. Положить Тп = [0, u j , W* = W 
Ш а г 8. Найти кратчайший путь lh (в метрике Lt) из Тк в vh, 

целиком лежащий в областях плоскости, порожденных разрезами S и 
величинами w* (vt, S) у і ^ k. 

Ш а г 9. Положить Tk~l = Tk U lh. Удалить области плоскости, 
порожденные всеми w*(vbS) для данного k. 

Шаг 10. Если k > 2 (при yV) = 0 — если k > 1), положить k'. = k— 1. 
Перейти к шагу 8. 

Ш а г 11. Результирующее дерево выбрать в качестве Т*. Стоп. 
Как показано ниже, длина Т* равна Ф. 
Пример действия алгоритма на шаге 5 проиллюстрирован на 

рис. 6.6. На нем показана ситуация до и после работы алгоритма на 
шаге 5. 

Обоснование алгоритма базируется на следующем утверждении. 
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Т е о р е м а 6 .3 . Пусть W* — правильное несдвигаемое решение. 
Тогда дерево Т, построенное по правилам этапа 3, оптимально толь-
ко в том случае, если не найдется разреза R (v, S) с wn (v, S) > 0, кото-
рый по крайней мере дважды пересекает Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При построении нижней оценки вели-
чина каждого разреза суммируется ровно один раз, а при построении 
дерева — столько, сколько раз разрез пересекает его. Следователь-
но, значение нижней оценки совпадает с длиной Т лишь в случае вы-
полнения условий теоремы. 

С л е д с т в и е . Алгоритм строит оптимальное решение задачи. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что каждый раз-

рез пересекает Т точно один раз. По построению каждый разрез пере-
секает любое связывающее ордерево (в том числе и Т) не менее одно-
го раза. Пусть найдется разрез R (vt, S), пересекающий Т более одно-
го раза. Априори возможны два случая. 

1. R (vt, S) пересекает путь lh, определяемый на шаге 8, более од-
ного раза. В этом случае k > i и из невырожденности задачи путь lh 
единственный. Указанная ситуация противоречит действиям на шаге 5. 

2. R (vt, S) пересекает два непересекающихся пути lk и lm. В этом 
случае і > і и / и > ( , Пусть для определенности k > / и . Тогда при 
построении Т* разрез R (vt, S) будет удален из рассмотрения при по-
строении lh и поэтому не может пересечь lm. Поэтому путь из 0 в vm 
либо не пересекает R (vt, S), либо имеет общую часть с путем lh, про-
ходящую через этот разрез. 

Следствие доказано. 

§ 4. Задача Вебера в пространстве 
с прямоугольной метрикой 

При решении ряда задач возникает необходимость размещения в 
пространстве с заданной метрикой или в вершинах графа группы взаи-
мосвязанных между собой объектов, по критерию минимизации сум-
марной работы по осуществлению требуемых коммуникаций как 
между размещаемыми, так и между ранее размещенными на данном 
множестве объектами. Естественным требованием при этом является 
допустимость размещения каждого объекта только в одной из задан-
ных точек. Иногда требуется также, чтобы в любой из возможных то-
чек размещалось в оптимальном решении задачи не более чем задан-
ное количество точек. Задачи указанного класса в случае конечного 
числа мест возможного размещения формулируются обычно как зада-
чи целочисленного программирования с квадратичной целевой функ-
цией и транспортными ограничениями на булевы переменные, кото-
рые соответствуют вариантам возможного размещения заданного мно-
жества размещаемых точек. Квадратичное слагаемое целевой функции 
в таких задачах соответствует суммарному объему работы между все-
ми парами размещаемых точек, а линейная часть — между размеща-
емыми и ранее размещенными точками. Задачи рассматриваемого клас-
са называются квадратичными задачами о назначении и как в об-
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щем, так и в многочисленных частных случаях относятся к трудно-
разрешимым. Однако, если отказаться от требования на размещение 
в каждой заданной точке ограниченного числа размещаемых точек, 
задача в ряде случаев становится полиномиально разрешимой. 

К этому случаю относится так называемая задача Вебера в метри-
ческом пространстве, которая формулируется следующим образом. 
В метрическом пространстве задано п точек Аъ Аг, ..., Ап. В нем же 
требуется разместить т новых точек Хі, Х2 Хто. Каждой упоря-
доченной паре индексов (г, /) (г = 1, ..., т, / = 1, ... , вставится 
в соответствие заданная величина потока 0 между точками Х г и 
А], а каждой упорядоченной паре (i, k) (г, k = 1, ...., m, і < k) — ве-
личина потока dth 0 между точками Х г и Xh. Требуется выбрать ко-
ординаты точек Хг (t = 1, ..., т) так, чтобы достигался 

(т п т— 1 т \ 

2 dihr(XitXh) . (6.18) 
г=і /=і i=i fc=(+i / 

Здесь г (X, У) — расстояние между X и У в рассматриваемом метри-
ческом пространстве. 

В случае так называемых Lp-пространств, в которых метрика зада-
ется формулой / N \1 /р гР(х,У)= 2 L * ' - F < N > 

\«=i / 

где X = (ХІ, ..., XJV), задача (6.18) относится к классу задач миними-
зации негладкой выпуклой функции, и для ее решения могут быть 
использованы методы негладкой оптимизации. В частности, при р = 2 
метрика является эквлидовой, и в этом случае для решения зада-
чи (6.18) разработаны, кроме общих, и специальные методы (см., на-
пример, [150]). В данном разделе рассматривается так называемая пря-
моугольная (или манхэттенская) метрика, соответствующая р = 1. 
В этом случае расстояние определяется по формуле 

r ( X , F ) = r 1 (X , Г) = 2 1 ^ - ^ 1 . (6-19) 
ь=1 

где N — размерность пространства, X = (хъ ..., xN), У = (уъ ... 
..., yN). К задаче (6.18), (6.19) сводятся некоторые задачи наилучшего 
размещения новых станков в цехе, вокзалов и обслуживающих пред-
приятий в городе и т. п. Эта задача исследовалась рядом авторов (см., 
например, [159, 176]). Цель данного раздела — показать, как реше-
ние задачи (6.18), (6.19) можно свести к решению последовательности 
задач о максимальном потоке в графе [73, 165]. 

Рассмотрим ряд свойств задачи (6.18), (6.19). 
1. Задача (6.18), (6.19) распадается на N задач, каждая из кото-

рых является одномерной задачей Вебера. В дальнейшем будем рас-
сматривать задачу (6.18), (6.19) в одномерном пространстве, не огова-
ривая это каждый раз и опуская индекс координаты у всех точек. 
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2. Задача (6.18), (6.19) является задачей минимизации кусочно 
линейной выпуклой функции. 

3. В оптимальном решении задачи (6.18), (6.19) каждая точка Xt 
(і = 1, ..., tri) совпадает с одной из точек А} (/ = 1, ..., п). Это свойство 
непосредственно следует из свойства 2. 

Задача (6.18), (6.19) может быть сформулирована как задача ли-
нейного программирования следующим образом: найти 

/ т п т—1 m \ 
min I 2 S ciisu 

Vi=i /= 1 £=1 k=i+1 ) 
при ограничениях 

— S i j ^ X i — A j ^ s u , i = l , . . . , m, / — 1 n, (6.21) 
— tik^Xi-X^tx, t = l m — 1 , k = i+ \,...,m, (6.22) 

где si;-, tih — вспомогательные переменные. 
Рассмотрим задачу, двойственную к (6.20) — (6.22): найти 

п т. 
шах ^ Aj% (ии-ии) (6.23) 

/ = і (=1 
при ограничениях 

и і—І т 
2 - " « ) - 2 Ми - + 2 - • = ' = 1 
/=і Л=.Ї+І 

(6.24) 
+ % = ^ > 0 , % > 0 , і = 1,..., m, / = 1 , . . . , п , (6.25) 

^ + fife = dih, 0, l=\,...,m—\,k=*i+\,...,m, 
(6.26) 

где U і j, Щ], Vih, vik — двойственные переменные, соответствующие 
ограничениям (6.21), (6.22). Сделав замену переменных 

ги = ии — Щ) + СФ zu = ин + 
Щь = Vih — vik, Wih = Vih + vlh, 

i , k — m , i<Zk, / = 1 n, 

перепишем задачу (6.23) — (6.26) в следующем виде: найти 

!

tt tn 

/= 1 £= 1 при ограничениях 
п і— 1 m 

2 г 0 - - 2 ш ^ + 2 <»th = bh і = 1 , т , (6.28) 
/=і А=І *=І+І 

0 < zu < 2сг;, — dih < < dih, 
i,k=l,...,m, i<k, j=l,...,m (6.29) 

n 
здесь с — константа, bt = 2 си (' = Ь •••>т)-

/= і 
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Исследуем свойства задачи (6.27)—(6.29). Без потери общности 
можно предполагать, что все Aj (/' = 1, ... , п) попарно различны, 
так как в противном случае точки с одинаковыми можно заменить 
одной, модифицировав соответствующим образом матрицу коэффи-
циентов Су. Будем полагать, что упорядочены в порядке их убыва-
ния: Лі >• Л2 > ••• Для простоты дальнейших рассуждений 
будем также предполагать, что все с1} > 0. Это можно добиться с 
помощью традиционного е-преобразования, которое часто используется 
в теории линейного программирования. Обозначим через (Z*, IF*) = 
= ((ztp, (to*h)) оптимальное решение задачи (6.27)—(6.29). 

Л е м м а 6.7. Если z * s > 0, то z*r = 2с1г, г •= l , . . . , s — 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть z*lr < 2 c l r для некоторого г < ; s . Тогда 

решение (Z, IF*), где zi} = z'a для (/ фг,й)/\(1ф i), zlr = — б, 
zifj *= z*s + б, б = min {z;,, 2cis — z*s} > 0, является допустимым и уве-
личивает (6.27), что противоречит оптимальности (Z*, IF*). 

Пусть (Z1, IF1) и (Z2, Г 2 ) — допустимые решения (6.27)—(6.29). 
Положим Z2 = Z1 + ф1, IF2 = W l -j- со1 и подставим эти выражения в 
(6.27)—(6.29). Тогда со1 можно интерпретировать как допустимый по-
ток в сети G (Z1, IF1) на полном графе с т вершинами и пропускными 
способностями дуг (І, /г), равными dih — и дуг (/г, г), равными 
dift + (t, k = 1,..., m, і < / г ) . Дивергенции в вершинах сети равны 
л 

2 фу. Известно (см., например, [3, с. 11]), что любой поток пред-
/=і 
ставим в виде суммы элементарных потоков, т. е. потоков вдоль прос-
тых цепей из источника в сток и потоков по элементарным циклам. 
В описанной интерпретации вектор-решение IF2 для произвольного 
(Z2, IF2) можно рассматривать также как допустимый поток, если в 
качестве (Z1, IF1) выбрать вектор (Z1, 0) (такой всегда существует). 

Поскольку изменение потоков вдоль элементарных циклов не ме-
няет значения целевой функции (6.27), будем считать, что разложение 
W1 для любого решения (Z1, IF1) не содержит их. Кроме того, в даль-
нейшем будем рассматривать лишь решения (не обязательно опти-
мальные), удовлетворяющие условиям леммы 6.7. Для допустимого 
решения (Z1, IF1) положим 

/Г (Zt) = min {/і z\j < 2 c j t (Zx) = max {/: z',- > 0 } , і = 1 т. 

Л е м м а 6.8. Решение (Z*, IF*) оптимально, едли в сети G (Z*, 
IF*) пропускная способность каждой дуги (i, k) такой, что 

] t ( f ) > h ( Z \ t,fe = l , . . . ,m, (6.30) 
равна нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (Z, W) — произвольное допусти-
мое решение. Тогда в разложении потока со+ = IF — W* каждый 
элементарный ненулевой поток будет соответствовать пути, для каж-
дой дуги которого условия (6.30) не выполняются. Рассмотрим после-
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довательность решений (Z*, W*), ..., (Z, W), соответствующую про-
извольной последовательности элементарных потоков в W*, где каж-
дое решение (Zs, Ws) (s = 1,2, ...) определяется так: (Z1, Wl)=(Z',W'), 
ws+l = Ws + ^ Zh+l = z {Wh+ij и Zk+i у д о в л е т в о р я е т условиям лем-
мы 6.7; здесь %к — элементарный поток. Пусть/? — источник, q—сток, 
|л — величина потока ?Л Тогда 

2 < 2 * * 2 > 2 *<р 
/=і /=і /=і /=і 

/ + ( Z A ) < / ~ ( Z \ 

F (Z*+\ №*+') - F (Z\ Wk) = 2 Л, (z^ 1 - z*.) + 2 - z)) Щ 

) < 0 , ' 6 = 1 , 2 , . . . (6.31) 

Складывая неравенства (6.31) для всех соседних пар рассматриваемой 
последовательности решений, получим F (Z*, W*) — F (Z, 
откуда в силу произвольности (Z, 1Ї?) следует оптимальность (Z*, №*). 

Опишем алгоритм решения задачи (6.27)—(6.29), который требует 
выполнения R итераций. 

Ш а г 1. Положить W1 = О, b\ = О ( t * l , . . . ,m) , г== 1. 
Ш а г 2. Положить zlr = m i n 2 с і г } (і = 1, ...,m), 
Ш а г 3. Если все zir. — 2сіг, положить z*r = zir, b'+l = Ь\ — z*r 

U = 1, ...,m), Wr+1 = Wr и перейти к шагу 8. 
Ш а г 4. Построить сеть Gr с вершинами 0, 1, ..., т, т + 1. Вер-

шина 0 — источник, т + 1 — сток. Определить пропускные способнос-
ти дуг d'ih по правилам 

do т+1 = О, 

dot = bri — zir, dim+1 = 2cir — zlT, і = 1,..., m, 

dU = \d*-Wlk' если i < k ' i, 6 = 1 , . . . , tn, іфк. 
К г + wrki, если і > 6, 

Ш а г 5. Построить максимальный поток о / в (? . 
Ш а г 6. Положить z"r = zir + (о[т+і, = bri — z]r—«>oi,/=!,...,m, 

writX =•= â ift + ft4 — I, 6 = 1, іф k. 
Ш а г 7. Если не все bp'1 = 0, перейти к шагу 8. В противном 

случае положить zis = 0 (i = 1,..., т, s = г - f 1 п), W* = Wr+1 и 
закончить вычисления. 

Ш а г 8. Если r<cR, положить r\ = г + 1 и перейти к шагу 2. 
Ш а г 9. Положить W'=WR+l\ Стоп. 
Т е о р е м а 6.4. Алгоритм строит оптимальное решение задачи 

(6.27)—(6.29). Его трудоемкость — О (пт?). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Решение (Z*, W*) допустимо и удовлет-
воряет условиям леммы 6.7, 6.8, поэтому оно оптимально. Трудоем-
кость алгоритма построения максимального потока — О (ms) [3]. 
Наиболее трудоемким в алгоритме является именно шаг 5, который вы-
полняется не более п раз. Отсюда следует указанная оценка трудо-
емкости. 

Зная оптимальное решение задачи (6.27)—(6.29), нетрудно постро-
ить оптимальное решение исходной задачи (6.18), (6.19). Вычислим 

z , 
а Л е

 • А ^ 8/ V 8/ \>\W 
. 19 / S \ * о c-J2 / ' \ 
0 3 1 7П+1 О -ЛГ т+1 

S 
Рис. 6.7 

jf(Z*) и положим X' = А + , (/ = 1, ..., т). Оптимальность X* — 
ІІ ) 

— (Х\,...,Хт) немедленно следует из теории двойственности в линей-
ном программировании. 

Т а б л и ц а 6.1 

Г, І 1 2 3 4 5 

1 Аі 10 9 7 2 0 

CU 16 2 5 6 3 

с2] 9 6 7 4 4 

с 3 і 2 3 1 8 15 

I I 3 2 0 0 0 

3 0 12 0 0 

Ьгэ 2 9 2 5 15 4 

I I I hr 3 2 0 0 0 
* 

г1 Г 3 2 4 1 0 0 

г2г 1 8 12 0 0 
* 

*2г 18 12 8 0 0 

4 6 2 4 

4г 4 6 2 
V 

4 0 

I V шг12 0 0 

W12 0 0 

« 1 3 — 4 — I 

Чз — 4 — 5 

®23 0 - 8 

w23 0 — 8 
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Проиллюстрируем работу описанного алгоритма на примере. Ис-
ходные данные и процесс решения представлены в табл. 6.1. Здесь 
п = 5, т = 3, 6г = b\ (і = 1, 2, 3), d12 — 3, d13 = 5, d23 = 8. 

Знак «минус» в табл. 6.1 (IV) означает, что соответствующее по-
ложительное значение присвоено величине a»|t. (или wrki) при k > і. 
Например, = 5. При этом wj3 — 0. На рис. 6.7 показаны сети G2 

и G3 (рис. 6.7, а и 6.7, б). Дуги с нулевой пропускной способностью 
опущены. Связи без стрелок означают ребра; jt(Z*) = jt (Z ) = З, 
jt (Z*) = 4. Отсюда X'i=Xl= A3 = 7, X3* = A4 = 2 и значение (6.18) 
равно 327. 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е 

ПАКЕТ ПРИКЛАДНЫХ ПРОГРАММ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

ПРОИЗВОДСТВЕННО-ТРАНСПОРТНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 
БОЛЬШОЙ РАЗМЕРНОСТИ (ПЛАНЕР) 

Пакет ПЛАНЕР создан в Институте кибернетики имени 
В. М. Глушкова АН УССР для ЕС ЭВМ. Он функционирует под уп-
равлением операционных систем OC/MFT и OC/MVT и позволяет ра-
ботать с магнитными дисками типа ЕС-5061 и ЕС-5050, используемыми 
под исходные данные и результаты работы пакета. 

1. Назначение пакета и состав математического обеспечения. 
ППП ПЛАНЕР предназначен для решения специальных классов задач 
производственно-транспортного планирования большой размерности. 
Он может быть использован плановыми, проектными и научно-ис-
следовательскими организациями при решении задач планирования 
производства, распределения и транспортировки продукции, а 
также размещения и реконструкции производства. 

Отличительные особенности ППП ПЛАНЕР, по сравнению с ря-
дом существующих пакетов для решения задач указанного типа: 

— существенное расширение множества классов решаемых задач; 
— реализация развитого системного обеспечения, позволяющего 

эффективно решать задачи в пакетном и диалоговом режимах, осу-
ществлять в автоматизированном режиме модернизацию обеспечения 
пакета, работать с данными, обеспечивать надежность вычислений 
при решении задач большой размерности, эффективность отладки но-
вых подключаемых к пакету программ; 

— использование ряда новых эффективных математических ме-
тодов решения задач отдельных типов. 

Предлагаемые алгоритмы, ориентированные на решение конкрет-
ных классов задач и учитывающие их специфические особенности, по-
зволяют существенно увеличить размеры эффективно решаемых задач. 

Большинство задач, включенных в ППП ПЛАНЕР, обладают спе-
цифическими особенностями, связанными с наличием в матрице огра-
ничений блоков транспортного или распределительного типа либо 
переменных верхних границ. Как показано в основном тексте, учет 
этих особенностей при решении задач большой размерности позволя-
ет существенно повысить эффективность специальных методов по срав-
нению с общими. 

В ППП ПЛАНЕР включены оптимизационные модули, реализую-
щие в основном методы, изложенные в основном тексте и предназна-
ченные для решения следующих задач: 

1) динамическая распределительная задача (§ 3.4); 
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2) многопродуктовая транспортная задача на сети с ограничен-
ными пропускными способностями дуг (§ 3.3); 

3) трехиндексная распределительная задача с пленарными сум-
мами (§ 3.4); 

4) задача распределения заказов между предприятиями по мини-
муму производственных и транспортных затрат (§3.6); 

5) стохастическая транспортная задача с вероятностным спросом 
потребителей (§ 3.7); 

6) стохастическая двухэтапная транспортная задача с вероятност-
ным спросом (§ 3.7); 

7) задача линейного программирования блочной структуры с об-
щими ограничениями (§ 3.5); 

8) задача размещения без ограничений на мощности производ-
ства (§ 5.1); 

9) задача размещения с ограничениями на мощности производства 
(§ 5.4); 

10) двухэтапная задача размещения производства (§ 5.3); 
11) задача размещения и унификации (§ 5.3); 
12) многомерная нелинейная задача о ранце [47, 48]; 
13) задача нахождения оптимального грузопотока на сети с сохра-

нением баланса на дугах [47, 48]. 
В ПЛАНЕР включена также программа решения общей задачи 

выпуклого программирования (ПВП). Применяя ПВП, пользователь 
имеет возможность решать оптимизационные задачи, математические 
модели которых отличны от указанных выше. При этом для задач, име-
ющих блочную структуру, ПВП позволяет реализовать двухэтапную 
схему решения (§ 2.4). 

Кроме указанных классов в пакет включены прикладные модули 
решения некоторых классических задач математического программиро-
вания (транспортная задача в матричной и сетевой форме, кратчайшие 
расстояния на сети и др.). Эти модули, будучи доступными пользова-
телю, применяются как вспомогательные в других прикладных про-
граммах пакета. 

Методы и программы решения транспортной задачи в сетевой и 
матричной формах разработаны в ЦЭМИ АН СССР М. Л. Бронштей-
ном, К. В. Кимом и Б. В. Черкасским. 

2. Структура системного обеспечения пакета и функциональное 
назначение его основных частей. Системное обеспечение ППП ПЛАНЕР 
имеет сложную структуру и является дальнейшим развитием матема-
тического обеспечения пакета ДИСПРО [46]. Основными языковыми, 
программными и информационными средствами данного пакета явля-
ются: входной непроцедурный язык, управляющая программа, набор 
прикладных модулей решения задач заданного класса, модель пред-
метной области, базы данных, сервис. 

Входной проблемно-ориентированный язык ППП ПЛАНЕР слу-
жит для взаимодействия пользователей с пакетом и предназначен для 
описания исходных данных решаемых задач, их параметров и резуль-
татов, а также для управления процессом решения задач в пакетном 
и диалоговом режимах. Язык состоит из операторов, которые имеют 
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следующий формат: 
(имя оператора) (список параметров) (комментарий). 

Различаются операторы: управления выполнением задания (НА-
ЧАЛО, КОНЕЦ ШАГА, КОНЕЦ ЗАДАНИЯ, ПЕРЕЙТИ), описания 
задач и данных (РЕШИТЬ, ДАННЫЕ, СОХРАНИТЬ), манипулирова-
ния данными (ЗАПИСАТЬ, УДАЛИТЬ, МОДИФИЦИРОВАТЬ, 
ИЗМЕНИТЬ, ПЕЧАТЬ). На их основе составляется задание пакету, 
которое можно разбить на несколько шагов. Каждый шаг предпола-
гает либо решение одной оптимизационной задачи, либо работу с дан-
ными. Такое разбиение позволяет пользователю управлять вычисли-
тельным процессом, инициируемым пакетом. 

Ряд прикладных задач, решаемых с помощью ППП ПЛАНЕР, ха-
рактеризуется не только большим объемом, но и достаточно сложной 
структурой исходной информации. При создании пакета одной из 
важнейших была проблема разработки такой организации исходной 
информации, которая позволила бы удобно и в единой форме пред-
ставить исходные данные для широкого спектра задач пакета. Эта фор-
ма должна обеспечить возможность представления исходных данных 
каждой конкретной задачи в естественном виде, вытекающем из со-
держательной интерпретации ее данных. 

Для решения задач большой размерности пользователь, как прави-
ло, генерирует исходные данные программно, используя при этом свои 
информационные базы данных. В связи с этим предложенная единая 
форма представления исходных данных прикладных программ пакета 
отражает естественную их организацию для каждой задачи, определя-
емую группировкой данных по содержательному смыслу. Это, на наш 
взгляд, позволяет достаточно просто разрабатывать программы, ге-
нерирующие исходные данные с помощью информационных баз поль-
зователя. 

Анализ прикладных задач оптимизации, для решения которых пред-
назначен ППП ПЛАНЕР, показал, что достаточно универсальной и 
удобной формой организации данных является представление их в виде 
упорядоченного набора блоков данных, каждый из которых имеет дре-
вовидную (иерархическую) структуру. Структура исходных данных 
должна соответствовать структуре, определенным образом описанной 
и хранящейся в паспорте каждого прикладного модуля. 

Такой подход позволяет в значительной степени упростить генера-
цию исходных данных, производить ввод и контроль неоднородной 
информации, подготовка которой может проводиться на уровне содер-
жательной постановки задачи. При этом повышается ^качество контро-
ля исходных данных, контроль и обработка информации производит-
ся без задания ее общего объема. 

Исходные данные, представленные файлами последовательного 
доступа, созданными пользователем, для обработки и контроля поме-
щаются в файлы прямого доступа (которые могут быть по требованию 
пользователя как временными, так и постоянными), где производится 
синтаксический и содержательный контроль данных, а при необходи-
мости — корректировка в диалоговом режиме. Предусмотрены про-

250. 



смотр и коррекции символьной информации, находящейся в файлах 
прямого доступа. Программа, реализующая эти функции, выполняет 
следующие действия: чтение страницы текста, чтение по номеру запи-
си, запись страницы текста, добавление записей. 

Файл исходных данных состоит из подфайлов (блоков), каждый из 
которых содержит информацию об одной древовидной структуре. 

Числовые данные представляются в символьном виде, где числа 
разделены запятыми. На объем информации не накладываются ни-
какие ограничения; фактически он ограничен лишь величиной физи-
ческой записи файла. 

Синтаксический и содержательный контроль исходной информа-
ции производится по записям файла. При синтаксическом контроле оп-
ределяются недопустимые символы, имеющие место в исходных дан-
ных, производится их локализация, выдача соответствующего диаг-
ностического сообщения и непосредственно локализованной ошибки 
на АЦПУ и экран дисплея с указанием недопустимых символов, что 
необходимо для оперативного исправления ошибок в процессе обра-
ботки в диалоговом режиме. При содержательном контроле проверя-
ется соответствие структуры исходных данных ее описанию в паспор-
те прикладного модуля, а также принадлежность величины каждо-
го числа требуемому диапазону. Такой контроль производится сразу 
же после синтаксического контроля одной из записей файла. Осуще-
ствив ввод некоторой числовой информации, по описанию структуры 
можно определить вид данных, которые должны вводиться в настоя-
щий момент. Кроме того, определяются диапазоны величин, которым 
должны принадлежать величины вводимых числовых данных. 

При обнаружении ошибок проводится определение их характера, 
локализация и выдача на АЦПУ или экран дисплея вместе с соответ-
ствующим диагностическим сообщением. 

Осуществив синтаксический и семантический контроль, пакет фор-
мирует некоторую дополнительную информацию, необходимую для 
работы прикладных модулей, входящих в его состав. Эта информация 
и непосредственно исходные данные позволяют управляющей програм-
ме ППП ПЛАНЕР сформировать рабочие файлы для работы приклад-
ных модулей, после чего управление передается прикладным програм-
мам. Результаты решения той или иной оптимизационной задачи по 
требованию пользователя могут быть выданы на АЦПУ в виде таблиц 
или записаны в файл прямого доступа в соответствии со структу-
рой выходных данных, описанной в паспорте каждого прикладного 
модуля. 

Пользователю предоставляются также возможность подключить 
свой модуль выдачи результатов и получить решение задачи в необ-
ходимой форме. Такими дополнительно подключенными модулями мо-
гут быть, например, подпрограмма вычисления значений функционала 
или градиента, необходимые для работы других модулей. Для под-
ключения подпрограмм пользователя нужно поместить их в загрузоч-
ном (оттранслированном) виде в библиотеку загрузочных модулей и 
указать с терминала имя необходимой подпрограммы при соответству-
ющем запросе пакета. 
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Диалоговый режим работы, предусмотренный в ППП ПЛАНЕР, 
осуществляется на основе диалоговых прикладных программ и дает 
возможность пользователю активно влиять на процесс ввода, транс-
ляции и выполнения заданий, втом числе на процесс решения оптими-
зационных задач. При соответствующих запросах монитора, выда-
ваемых на экран дисплея, пользователь может исправить с дисплея 
ошибки, допущенные при вводе операторов, повторить ввод исходных 
данных, всего задания или его шагов, оперативно изменять шаги и 
последовательность их выполнения, задавать и изменять исходные 
данные задач и параметры методов их решения, выводить результаты 
решения на экран дисплея. 

В пакете имеются средства создания контрольных точек и рестар-
та (повторного запуска). Такие точки дают возможность сохранять ин-
формацию о состоянии пакета в фиксированные моменты его работы и 
совершать рестарт из этих точек, что позволяет в определенной сте-
пени защитить пакет от системных сбоев ОС, в среде которой он функ-
ционирует. 

Во время функционирования пакета могут возникнуть: постоян-
ная или случайная машинная ошибка; нехватка выделенного машин-
ного времени для пакета; ошибка, вызванная неправильными дей-
ствиями оператора или параллельно выполняющимся заданием, и др. 
Следствием этого могут быть: аварийное окончание работы пакета; 
системный сбой; неправильные результаты; завершение работы паке-
та по истечении заказанного времени. Во избежание повторного 
запуска пакета с самого начала, что потребовало бы больших затрат 
машинного времени, пользователю предоставляется возможность про-
должать работу пакета с некоторой промежуточной точки, предше-
ствующей возникновению аварийной ситуации. Более того, можно ука-
зать, будет ли рестарт происходить автоматически в момент сбоя па-
кета, или его следует отсрочить. Автоматический рестарт предусмотрен 
лишь в тех случаях, когда ход завершения работы пакета при аварий-
ном прерывании соответствует одному из допустимых кодов заверше-
ния, определенных во время генерации ОС, и, кроме того, рестарт дол-
жен быть разрешен оператором ЭВМ. Автоматический рестарт произ-
водится из последней контрольной точки, созданной до момента ава-
рийного окончания работы пакета. 

При повторном предъявлении задания на запуск пакета пользова-
телю предоставляется возможность отсроченного рестарта, кото-
рый может быть осуществлен с любой указанной им контрольной 
ТОЧКИ. V 

Более детальное описание пакета приведено в [47, 48] и технической 
документации, распространяемой Республиканским фондом алго-
ритмов и программ УССР. 
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