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175-летию МГТУ им. НЭ. Баумана 

и светлой памяти нашего учителя -
Александра Михайловича Кугушева -

посвящается 

ПРЕДИСЛОВИЕ 

Достижения современной радиоэлектроники нanurn: широкое применение во 

всех областях человеческой деятельности. В значительной степени это связано с 

простотой преобразования электромагнитной энергии из одного вида в другой и 
возможностью передачи ее на любые расстояния. 

В книге дается анализ физических процессов, происходящих в линейных и не

линейных, в активных и пассивных средах. Изложение основывается на уравнениях 

электромагнитного поля, в которые нелинейность вводится через параметры среды. 

Процессы передачи электромагнитной энергии по направляющим системам, 

в том числе по регулярным, неоднородным, сложного поперечного сечения, со

держащим намагниченные ферриты волноводам и по ступенчатым и плавным 
переходам, рассматриваются как линейные. В этом случае электромагнитное 

поле не взаимодействует со средой, в которой оно распространяется. Характери

стики поля и среды не изменяются. 

Нелинейные процессы преобразования частоты, самофокусировка и самока

нализация, при которых энергия электромагнитного поля не возрастает, рас

сматриваются как результат взаимодействия поля с пассивной средой; генериро

вание и усиление электромагнитного поля - с активной средой. 

В книге рассмотрены физические процессы в колебательных системах, 

включая объемные резонаторы и ферритовые волноводные устройства сверхвы

соких частот, использующие эффект Фарадея и ферромагнитный резонанс, раз

личия в структурах полей прямой и обратной волн. 

Волноводные устройства сверхвысоких частот относятся к устройствам с 

распределенными параметрами, и электромагнитные процессы, происходящие в 

них, имеют волновой характер. Поэтому, если интерес представляют особенно

сти передачи энергии через эти устройства, то нет необходимости определять 

электромагнитное поле в каждой точке системы сложным электродинамическим 

путем. Для расчета характеристик целесообразно воспользоваться более про

стым путем - теорией электрических цепей, оперирующей интегральными 

функциями (током, напряжением, сопротивлением, индуктивностью, емкостью). 

Применяемые методы решений уравнений и основные понятия квантовой 

механики приведены в приложении, что дает возможность не нарушать логику и 

последовательность изложения основного материала. 

Авторы выражают искреннюю признательность рецензентам рукописи -
кафедре «Физика и техника оптической связи» Нижегородского государственно

го технического университета (заведующий кафедрой профессор С.Б. Раевский) 

и профессору Г.Г. Шишкину. Их советы и ценные замечания способствовали 

улучшению содержания книги. 

Н. С. Голубева, 

В.Н. Митрохин 



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

А - векторный потенциал 

А - то же в комплексной форме 
Апт - коэффициент Эйнштейна для спонтанного излучения 

[А] - матрица передачи 

В - вектор магнитной индукции 

В - то же в комплексной форме 
Вт,, - коэффициент Эйнштейна для индуцированного поглощения 

В,,"' - коэффициент Эйнштейна для индуцированного излучения 

С0 - погонная емкость длинной линии 

с - скорость света 

D - вектор электрической индукции 

i> - то же в комплексной форме 
е - заряд электрона 

Е - вектор напряженности электрического поля 

Е - то же в комплексной форме 
Ет - амплитуда напряженности электрического поля 

Ет - комплексная амплитуда напряженности электрического поля 

Ет (пrо) - комплексная амплитуда напряженности п-й гармоники электриче-
ского поля 

Ед - действующее значение напряженности электрического поля 

Ед - комплексное действующее значение напряженности электрического поля 

Ест - вектор напряженности стороннего электрического поля 

Ест - то же в комплексной форме 
f - частота 

(F;k) - тензор напряженности электромагнитного поля 

(f;k ) - тензор индукции 

g - коэффициент вырождения 

g(ro) - форм-фактор спектральной линии 

Н - вектор напряженности магнитного поля 

Н - то же в комплексной форме 
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Н т - амплитуда напряженности магнитного поля 

Й т - комплексная амплитуда напряженности магнитного поля 

Й т (пrо) - комплексная амплитуда напряженности п-й гармоники магнитного поля 

Н д - действующее значение напряженности магнитного поля 

Й д - комплексное действующее значение напряженности магнитного поля 

h, 1i - постоянная Планка ( 1i = h / (2n) ) 

i - комплексное действующее значение переменного тока 
- мгновенное значение тока 

J - вектор плотности тока 

Jm - амплитуда плотности тока 

j т - комплексная амплитуда плотности тока 

jm(nro) - комплексная амплитуда п-й гармоники плотности тока 

Jст - вектор плотности стороннего тока 

J :т - амплитуда плотности стороннего тока 

]
. ст 
т - комплексная амплитуда плотности стороннего тока 

J пол - вектор плотности тока поляризации 

J нам - вектор плотности тока намагниченности 

J - четырехмерный вектор плотности тока 

J пов - поверхностная плотность тока 

k - постоянная Больцмана 

k - вектор комплексной постоянной распространения 
k(nro) - комплексная постоянная распространения п-й гармоники 

k 1 (пrо) - комплексная постоянная распространения п-й гармоники тока 

kм (nro) - комплексная постоянная распространения п-й гармоники намагни-

ченности 

k Р ( пrо) - комплексная постоянная распространения п-й гармоники поляризации 

k0 - постоянная распространения направляющей системы 

Lo - погонная индуктивность длинной линии 

- длина 

М - вектор намагниченности 

М т - комплексная амплитуда намагниченности 

М т(пrо)- комплексная амплитуда п-й гармоники намагниченности 

(М ik ) - тензор поляризации 

т - масса электрона 

п - коэффициент преломления 
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N п - населенность п-го уровня 

Р - вектор поляризации 

Рт - комплексная амплитуда поляризации 

Рт (пrо) - комплексная амплитуда п-й гармоники поляризации 
Р - комплексная мощность 
Р0 - действительная (активная) мощность 

Р, - реактивная мощность 

РЕ - комплексный коэффициент прохождения по электрическому полю 

Р8 - комплексный коэффициент прохождения по магнитному полю 

р0 нам - средняя плотность мощности, связанная с намагниченностью 

р0 пол - средняя плотность мощности, связанная с поляризацией 

р0 пров - средняя плотность мощности, связанная с проводимостью 

иид 
р0 поrл - средняя плотность мощности индуцированного поглощения 

р;:~ - средняя плотность мощности индуцированного излучения 

Q - добротность 

q - электрический заряд 

R0 - погонное сопротивление длинной линии 

[S] - волновая матрица рассеяния 

Т - абсолютная температура 
Т - период 

[Т] - волновая матрица передачи 

t - время 

И - комплексное действующее значение напряжения 
v - вектор скорости 

V - объем 

vrp - групповая скорость 

v Ф - фазовая скорость 

W -энергия 

w - плотность энергии 

w0 - средняя плотность энергии 

У = g ± jb - комплексная проводимость 

Z - вектор Герца 

Z = R ± }Х - комплексное сопротивление 

Z0 - волновое сопротивление 

Z0н - волновое сопротивление направляющей системы при волне Н 

Z0E - волновое сопротивление направляющей системы при волне Е 
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а - постоянная затухания 

аус - постоянная усиления 

а□от - коэффициент потерь для активной среды 

~ - фазовая постоянная 

Г - комплексный коэффициент отражения по напряжению 

Гв - комплексный коэффициент отражения по электрическому полю 

Гн - комплексный коэффициент отражения по магнитному поmо 

€ - относительная диэлектрическая проницаемость 

€0 - электрическая постоянная 

€а - абсоmотная диэлектрическая проницаемость 

Еа = €: - }€: - комплексная абсолютная диэлектрическая проницаемость 

€; ( пrо) - линейная абсолютная диэлектрическая проницаемость на частоте псо 

0 - угол падения 

00 - угол отражения 

t) 

л 

- угол преломления 

- длина волны 

- поверхностная плотность заряда 

Л - длина волны в направляющей системе 

АР - резонансная длина волны 

µ - относительная магнитная проницаемость 

µ0 - магнитная постоянная 

µа - абсолютная магнитная проницаемость 

µа = µ: - Jµ;, - комплексная абсолютная магнитная проницаемость 

µ; (пrо) - линейная абсоmотная магнитная проницаемость на частоте псо 

р - объемная плотность заряда 

р св - объемная плотность связанных зарядов 

cr - удельная проводимость 

сrл (пrо) - удельная линейная проводимость на частоте псо 

't - линейная плотность заряда 

<р - фаза 

<р - скалярный потенциал 

Хэ - электрическая восприимчивость 

Хм - магнитная восприимчивость 

со - круговая частота 

roP - резонансная круговая частота 

Ф - четырехмерный вектор-потенциал 

П - вектор Пойнтинга 

9 
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iI - комплексный вектор Пойнтинга 
П0 - среднее значение вектора Пойнтинга 

Общие математические обозначения 

А - вектор 

IAI - модуль 

А,, - нормальная составляющая вектора А 

At - тангенциальная составляющая вектора А 

Апт - значения корней функции Бесселя 

Впт - значения корней производной функции Бесселя 

е - основание натурального логарифма 

J п ( х) - функция Бесселя п-го порядка 

Nn(x) - функция Неймана п-го порядка 

Символы математических операций 

[ АВ] - векторное произведение 

(АВ) - скалярное произведение 

grad - градиент 

Grad - четырехмерный градиент 

div - дивергенция 

Div - четырехмерная дивергенция 

rot -ротор 

Rot - четырехмерный ротор 

V - оператор Гамильтона 
Л - оператор Лапласа 

• - четырехмерный оператор Гамильтона 
• 2 

- оператор Даламбера 

f - интеграл по поверхности S 
s 
,Р - интеграл по замкнутой поверхности S 
s 

f - интеграл по контуру L 
L 

,Р - интеграл по замкнутому контуру L 
L 

f - интеграл по объему V 
V 

[ а ik ] - матрица 

(µ ik ) - тензор 

i - оператор 



1. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
И УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

И СРЕДЫ 

1.1. Характеристики поля 

Электромагтштным полем называется область пространства, характеризуе

мая векторами электрических напряженности Е и индукции D, магнитных на
пряженности Ни индукции В. В общем случае нестационарного и неоднородно

го поля эти векторы являются функциями не только координат, но и времени: 

E=E(x;,t); D=D(x;,t); H=H(x;,t); B=B(x;,t). 

Единица напряженности электрического поля согласно международной сис

теме единиц (СИ) - вольт на метр (В/м), электрической индукции - кулон на 

квадратный метр (Кл!м.2), напряженности магнитного поля - ампер на метр (Nм), 
магнитной индукции - тесла (Тл). 

Векторы Е и В однозначно определяются силовым воздействием поля на 

пробный заряд qn (точечный маль1й заряд, не изменяющий исследуемое поле). 
Сила (Н), действующая на пробный заряд qn, помещенный в какой-либо точке 
пространства и движущийся со скоростью v, равна 

F = qnE+ qn[vB]. 

Отсюда вектор напряженности электрического поля Е определяется как си

ла, действующая на неподвижный (v = О) единичный заряд: 

Е=_!_. 
qn 

Вектор магнитной индукции В определяется добавочной силой 

Fл = qn[vB], 

называемой силой Лоренца. Под действием этой силы заряд движется по окруж

ности постоянного радиуса в плоскости, перпендикулярной вектору В. 

Электромагнитное поле наглядно можно представить с помощью силовых 

линий. Линии, в любой точке которых направление вектора Е совпадает с каса

тельной, называют электрическими силовыми линиями. Линии, в любой точке 
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которых направление вектора В совпадает с касательной, называют силовыми 

линиями магнитной индукции. Силовые линии характеризуют не только на

правление, но и значение поля, так как число силовых линий на единицу площа

ди, перпендикулярной силовым линиям, пропорционально напряженностя:м по

ля. Условимся электрические силовые линии представлять сплошными линиями, 

а магнитные - пунктирными. 

Электромагнитное поле можно характеризовать так называемыми электро

магнитными потенциалами - векторным А и скалярным <р. Эти величины свя
заны с векторами Е и В следующим образом: 

дА 
E=-grad<p-дt; (1.1) 

B=rotA, (1.2) 

т. е. электрическое поле создается зарядами и изменением во времени магнитно

го поля; поле магнитной индукции имеет соленоидальный характер. 

1.2. Характеристики среды 

Среда, в которой происходят электрические и связанные с ними магнитные 

явления, характеризуется диэлектрической проницаемостью, магнитной прони

цаемостью и проводимостью. 

Связь векторов D и Е, В и Н определяется свойствами среды. В вакууме 

D =Е0Е; В= µ0Н, 

- -
1
-10-9 (Ф/ ) 4 10-7 (Гн/ ) где е0 - м - электрическая постоянная; µ0 = 1t · м -

З61t 

магнитная постоянная. 

В зависимости от значения удельной проводимости среды делятся на про

водники ( а ~ 104 См/м), полупроводники oo-lO <а< 104 См/м) и диэлектрики 
(а< 10- io См/м). Во многих задачах электродинамики удобно реальные провод
ник и диэлектрик заменять идеальными проводником ( а = 00 ) и диэлектриком 

(а= О). 

Проводники характеризуются наличием свободных зарядов, которые могут 

свободно перемещаться под действием электрического поля, при этом создается 

ток проводимости. В металлических проводниках это электроны, в жидких элек

тролитах - ионы. 

Плотность тока свободных зарядов J (А/м2) зависит от напряженностей Е и 
Н. Если влиянием магнитного поля можно пренебречь, то плотность тока можно 

определить по выражению 

J=aE. 
Если проводимость а не зависит от напряженности электромагнитного поля, 

то приведенное соотношение выражает закон Ома в дифференциальной форме. 
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Как показывает опыт, электрические токи в проводящей среде могут быть 
вызваны не только электрическим полем, но и другими причинами неэлектриче

ского происхождения (в случае разности температур появляются токи термиче

ского происхождения). При этом 

J = а(Е + Ест), 

где Ест - напряженность поля сторонних ЭДС, имеющих неэлектрическое 
происхождение, которое также вызывает ток проводимости. Если проводимость 

а не зависит от напряженности поля, то приведенное соотношение выражает 

обобщенный закон Ома в дифференциальной форме. 

В общем случае проводимость а зависит от напряженности электромагнит
ного поля: 

а=а(Е,Н) . 

Диэлектрики характеризуются наличием связанных зарядов, входящих в 

состав нейтральных молекул диэлектриков. Под действием электрического поля 

происходит смещение ядра атома, обладающего положительным зарядом, и ис

кажение орбит отрицательных электронов. При этом центр тяжести отрицатель

ных зарядов уже не совпадает с положительным зарядом ядра. Такая система 

эквивалентна диполю. 

Электрическим диполем называется система двух одинаковых по величине, 

но разных по знаку зарядов +q и - q, расположенных друг от друга на некотором 
расстоянии l. Электрический диполь характеризуется электрическим моментом 

Рэ = ql. (1.3) 

Дипольный момент направлен от заряда -q к заряду +q. 
Под действием внешнего электрического поля связанные заряды смещаются 

и диэлектрик поляризуется. Эта поляризация называется индуцированной и ха

рактеризуется вектором поляризации Р (Кл/м2): 

(1.4) 

Вместе с тем поляризацию можно определить как электрический момент 

единицы объема, т. е. 

Лр п 
Р = lim __ э = L, qili' 

ЛV➔ОЛV i=l 
(1.5) 

где Лрэ - вектор электрического момента объема ЛV; п - число диполей в 

единице объема. 

Если рассматривать связь зарядов в диполе как упругую, то очевидно, что 

(1.6) 

где Хэ - безразмерный коэффициент, называемый электрической восприимчи

востью. 
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Подставляя выражение (1.6) в (1.4), получаем 

D = (l+Xэ)toE = taE, 

где €а - коэффициент пропорциональности (Ф/м), называемый абсолютной ди
электрической проницаемостью, 

ta =&о. 

Здесь € - относительная диэлектрическая проницаемость. 

Линейная зависимость вектора поляризации Р от напряженности электриче

ского поля определяется значением поля. При достаточно больших значениях 

полей электрическая восприимчивость и диэлектрическая проницаемость зави

сят от напряженности электрического поля: 

Хэ =Хэ(Е); €а =€"(Е). 

Индуцированная поляризация состоит из электронной, ионной и ориентаци

онной составляющих. Первая составляющая обусловлена смещением электро

нов относительно ядра в пределах атома, вторая - взаимным смещением 

отрицательных и положительных ионов кристаллической решетки. Ориентаци

онная составляющая поляризации имеет место в диэлектрике, молекулы которо

го обладают собственным электрическим моментом с хаотической ориентацией 

их в отсутствие внешнего электрического поля. Такие молекулы называются 

полярными. Под действием внешнего поля Е молекулы ориентируются в соот

ветствующем направлении. Примером могут служить молекулы воды, аммиака. 

В электрическом поле процессы смещения электронов, ионов и ориентация 

молекул происходят не мгновенно, а требуют некоторого времени. Время, в те

чение которого достигается равновесное состояние 1/е (37 %) всех частиц, назы
вается временем релаксации. 

Очевидно, что чем меньше масса частиц, тем меньше время релаксации; 

наименьшее время релаксации у электронов. Если период изменения электриче

ского поля сравним с временем (или меньше его) релаксации ориентационного, 

ионного или электронного механизма поляризации, то соответствующий меха

низм перестает действовать. 

С увеличением частоты поля перестают действовать сначала ориентацион

ный, затем ионный и, наконец, электронный механизмы. Поэтому вектор поля

ризации Р, а следовательно, и диэлектрическая проницаемость€ с увеличением 

частоты уменьшаются. Этим объясняется изменение диэлектрической прони

цаемости воды от 80 при статическом поле до 1,77 при оптических частотах. 
Ориентационная поляризация, играющая значительную роль при низких часто

тах, при длинах волн, меньших 1 см, становится несущественной. 
С увеличением температуры поляризуемость, а следовательно, Хэ и € 

уменьшаются, так как ориентирующее действие электрического поля уменьша

ется, что обусловлено тепловыми колебаниями. 

Вследствие поляризации внутри диэлектрика создается поле, противопо

ложное по направлению внешнему электрическому полю. В диэлектрике конеч-
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ных размеров напряженность внутреннего поля, равная сумме противоположно 

направленных напряженностей внешнего поля и поля связанных зарядов, будет 

меньше напряженности внешнего поля. Это явление называется деполяризацией. 

Диэлектрики, в которых существуют самопроизвольно (спонтанно) поляри

зованные области (домены) и в отсутствие внешнего электрического поля, назы

ваются сегнетоэлектриками (ферроэлектриками). При наличии внешнего поля 

эти домены ориентируются, вследствие чего D >> Е0Е и Е >> 1. 
Диэлектрическая проницаемость сегнетоэлектриков Е = Е( Е) может состав

лять несколько тысяч единиц. Примером может служить титанат бария. 

Магнетики - это среды, способные намагничиваться. Аналогично вектору 

поляризации вектор намагниченности М (Nм) определяется выражением 

М = lim Лрм = ~ = Н 
ЛV➔О ЛV 1:JРма; Хм ' 

где Лрм - вектор магнитного момента объема ЛV; Рма- - магнитный момент 
1 

атома; п - число атомов в единице объема. 

Вектор магнитной индукции определяют по формуле 

В=µ0 (Н+М)= µаН. 

Здесь µ " - абсолютная магнитная проницаемость вещества; µ=µа - относи
µо 

тельная магнитная проницаемость вещества. 

Элементарный магнитный диполь - это движущийся по орбите электрон, 

обладающий орбитальным магнитным моментом. Кроме того, он имеет собст

венный спиновый момент. Во внешнем постоянном магнитном поле Н0 
возникает прецессия вектора магнитного момента электрона. В результате пре

цессии у электронов появляется дополнительный орбитальный момент, направ

ленный против вектора Н0 . 

Магнетики делят на диамагнетики, парамагнетики и ферромагнетики. 

У диамагнетиков магнитный момент атома Рма;• определяемый магнитными 

моментами электронов, в отсутствие внешнего магнитного поля равен нулю: 

Рма- =О. 
1 

Во внешнем магнитном поле вследствие возникновения отрицательного 

прецессионного магнитного момента Рпр магнитный момент атома отрицатель-

ный и вектор М направлен против вектора поля Н, что соответствует 

Хм <0. 

У парамагнетиков и в отсутствие внешнего поля 

Рма - #0. 
1 
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Однако вследствие хаотической ориентации атомных моментов намагни

ченность парамагнитного вещества равна нулю. В присутствии внешнего поля 

( Н0 -:,; О ) происходит соответствующая ориентация собственных атомных мо

ментов, причем 

Рма; » Рпр, 

и суммарный магнитный момент совпадает с направлением внешнего магнитно

го поля, т. е. 

Хм >0. 

В ферромагнетиках существуют отдельные микроскопические области (до

мены) с линейными размерами порядка 10-3 см. Внутри каждого домена все 
элементарные моменты параллельны друг другу, поэтому каждый домен обла
дает собственным магнитным моментом, значение которого определяется 

структурой вещества и не зависит от внешнего поля, т. е. каждый домен спон

танно намагничен до насыщения. Однако в отсутствие внешнего поля магнит

ные моменты доменов ориентированы хаотически и суммарный магнитный 

момент равен нулю. Во внешнем магнитном поле происходит ориентация маг

нитных моментов доменов по направлению внешнего поля, вследствие чего 

В»Н, т. е. 

Хм » 1 и µ » 1. 

У ферромагнетиков магнитная проницаемость зависит от значения поля: 

µ =µ(Н). 

В случае поля насьпцения Н нас моменты всех доменов ориентируются в од

ном направлении и при дальнейшем увеличении значения поля намагниченность 

вещества остается практически неизменной. Это явление называется насыщением, 

а соответствующая намагниченность - намагниченностью насьпцения М нас . 

Магнитная проницаемость, как и диэлектрическая, зависит от частоты поля 

и температуры. У магнетиков конечных размеров напряженность внутреннего 

поля меньше напряженности внешнего поля. Это явление называется размагни

чиванием. 

Среда называется однородной, если параметры Е, µ и cr не зависят от коор
динат, линейной - если эти параметры не зависят от значения векторов Е и Н, и 

изотропной (в электромагнитном смысле) - если эти параметры являются ска

лярными величинами, т. е. не зависят от направления векторов Е и Н. 

Среда называется неоднородной, если хотя бы один из параметров Е, µ и cr 
зависит от координат, нелинейной - если хотя бы один из этих параметров 

зависит от напряженности поля, и анизотропной - если свойства среды за

висят от направления векторов поля. В последнем случае параметры среды 

являются тензорными величинами. 
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Уравнения состояния среды: 

D=E0E+P=EaE; 

В =µ0 (Н+М) =µаН; 

J =сr(Е+Ест) . 

Для линейных сред эти уравнения можно записать в следующем виде: 

для нелинейных сред: 

D =Е0Е+Рл =fлЕ-
а , 

В=µ0 (Н+Мл) =µ~Н; 

J=сrл(Е+Ест) =Jл +Jст , 

D = foE + рл + рнл = f : E + рнл ; 

В= µо(Н +мл + Мил) = µ:н + µоМ"л ; 

J = Jл +J"л +Jст = сrлЕ + J"л +Jст _ 
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(1.7) 

(1.7а) 

(1.76) 

Здесь рл и рнл - соответственно части вектора поляризации Р, линейно и не

линейно зависящие от поля Е; мл и мнл - соответственно линейная и нели-

нейная части вектора намагниченности М; Jл и J"л - соответственно линей

ная и нелинейная части плотности тока; Jст - плотность стороннего тока. 

Если анизотропия проявляется в магнитном поле (анизотропный магнетик), то 

В;= µoµikнk . 

Аналогично описывается анизотропия диэлектрических свойств и проводи

мости: 

D; =fof;kEk ; 

1; =<>;k(Ek +EZT ). 

В случае анизотропных сред векторы D, J и В не параллельны векторам 
ЕиН. 

1.3. Интегральные уравнения электромаrнитноrо поля 

В основу уравнений электромагнитного поля легли следующие эксперимен

тально установленные законы и факты. 

1. Закон о возбуждении магнитного поля (закон Ампера): 

рн dl = L)k. (1.8) 
L k 

Циркуляция напряженности магнитного поля равна алгебраической сумме 

токов, охватываемых контуром (рис. 1.1). Этот закон указывает, что причиной 
существования магнитного поля является ток. Положительное направление об

хода контура согласуется с положительным направлением нормали n. 
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n 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

Рис. 1.1. К закону 
Ампера 

2. Закон электромагнитной индукции (закон Фа
радея): 

е = РЕ dl = - дФ . 
L дt 

(1.9) 

Наводимая в контуре ЭДС, равная циркуляции на

пряженности электрического поля Е вдоль всего конту

ра проводника L, равна изменению во времени потока 
магнитной индукции Ф (Вб) через площадь, ограничен

ную этим контуром (рис. 1.2). Это означает, что причи
ной создания электрического поля (ЭДС) является измене-

ние магнитного потока во времени. 

Знак«-» в правой части равенства (1.9) показывает, что направление инду
цированной в проводнике ЭДС связано с направлением потока как направление 

вращения левого винта с его поступательным движением. 

3. Закон взаимодействия электрических зарядов (закон Кулона): 
, 

qq 
F = er z. 

41t€ar 
(1.10) 

Между двумя покоящимися зарядами действует сила, прямо пропорцио

нальная произведению зарядов и обратно пропорциональная квадрату расстоя

ния между ними. Эта сила направлена от одного заряда к другому. 

4. Отсутствие магнитных зарядов, аналогичных электрическим. Эти 
экспериментальные законы и факты обобщил Д.К. Максвелл в 1873 г. Правую 

часть уравнения закона Ампера (1.8) Максвелл представил в виде 

I>k = f (J+JCM)dS, 
k S 

где 

- плотность тока проводимости, обусловленного движением свободных заря

дов; J см - плотность тока смещения, обусловленного изменением электриче

ского поля. 

При воздействии переменного поля Е на диэлектрик в 

нем происходит смещение связанных зарядов в пределах мо

лекулы, что также является током. Пусть за время dt элек

трическое поле Е изменяется на dE, что вызовет смещение 
зарядов диполя на dl и изменение дипольного момента Рэ 

согласно выражению (1.3) на величину 

dl 
dрэ =qdl=q - dt=qvdt, 

dt 

Рис 1.2. К закону 
Фарадея 
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где v - скорость смещения связанных разноименных зарядов относительно 

друг друга. 

Изменение электрического момента единицы объема, т. е. изменение векто

ра поляризации, согласно (1.5) определяется выражением 

dP d п п 

-d = dtLq;l; =viqi =Рсвv=Jпол• 
t i=I i=I 

где р св - объемная плотность одноименных связанных смещающихся зарядов; 

J пол - плотность тока поляризации. 

Ток поляризации, как и ток проводимости, сопровождается магнитным по

лем. Магнитное поле появляется при изменении электрического поля и в вакуу

ме. Экспериментально это бьшо подтверждено Г. Герцем в 1886 г. Ток смещения 
в вакууме определяется выражением 

дЕ 
Jсмвак = Ео-д · . t 

Таким образом, полный ток, создающий магнитное поле, 

дР дЕ дD 
Jоолн =J +-+Eo-=J +-

дt дt дt 

и первое интегральное уравнение электромагнитного поля имеет вид 

9н dl = f (J +Jc.,) dS = f (J + дD)ds. 
L S S дt 

(I') 

Представим правую часть уравнения о законе электромагнитной индукции 

(1.9) в виде 

- дФ =-~ f В dS 
дt дt s 

и получим второе интегральное уравнение электромагнитного поля 

Полагая в уравнении закона Кулона (1.10) 

q'« q 

(П') 

и рассматривая q' как пробный заряд, определяем напряженность электрическо

го поля Е, создаваемого зарядом q в точке расположения пробного заряда, в виде 

или 
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D - q 
-е,--2 

41tr 

Определяя поток электрической индукции через поверхность сферы радиу

сом r, получаем 

pocts = q. 
s 

Поскольку в общем случае 

q = f р dV, 
V 

где р - объемная плотность заряда (Кл/м3), запишем третье интегральное урав
нение электромагнитного поля 

pocts = f р ctv, (Ш') 

S V 

представляющее собой известную теорему Гаусса: поток вектора электрической 

индукции D через замкнутую поверхность S равен значению заряда q, располо
женного в объеме V, ограниченном этой поверхностью. Это уравнение является 
обобщением опытного факта о прерывности электрических силовых линий на 

поверхности зарядов. 

Обобщая опытный факт об отсутствии магнитных зарядов, аналогичных элек

трическим, получаем четвертое интегральное уравнение электромагнитного поля 

pвcts = о. (IV') 
s 

Это уравнение указывает на непрерывность силовых линий магнитной ин

дукции. 

Полученные интегральные уравнения определяют основные законы элек

тромагнитных процессов. Однако эти уравнения не учитывают в явном виде ко

нечное значение скорости распространения электромагнитного поля. 

1.4. Дифференциальные уравнения электромагнитного поля 

Более общую математическую формулировку основных законов электро

магнитного поля дал Д.К. Максвелл в 1873 г. в виде дифференциальных уравне
ний. Уравнения Максвелла применимы к более широкому диапазону волн. Од

нако они не пригодны для описания электромагнитных процессов на частотах, 

соответствующих волнам, длина л которых сравнима с расстоянием d между эле
ментарными частицами вещества. Условие применимости уравнений Максвелла 

л» d. 

Первое дифференциальное уравнение электромагнитного поля получаем из 

первого интегрального уравнения (П, применяя теорему Стокса (см. § П.2) и 
приравнивая подынтегральные выражения, т. е. 
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дD 
rotH =J + - . 

дt 
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(1) 

Из уравнения (1) следует, что вихревое магнитное поле связано с наличием 
токов проводимости и смещения. 

Второе диффереFЩиальное уравнение получаем аналогично первому из вто

рого интегрального уравнения (П'): 

дВ 
rotE =-- . (П) 

дt 

Отсюда следует, что вихревое электрическое поле связано с изменением во 

времени магнитной индукции. 

Из уравнений (1) и (П) следует возможность распространения электромаг
нитных волн вдали от проводников с током, так как электрическое и магнитное 

поля могут существовать, взаимно возбуждая друг друга. 
Третье дифференциальное уравнение получаем из третьего интегрального 

уравнения (Ш'), применяя теорему Остроградского-Гаусса (см. § П.2) и при
равнивая подынтегральные выражения: 

divD =р. (Ш) 

Из уравнения (Ш) следует, что электрическое поле кроме вихревой компо

ненты может иметь и потенциальную, определяемую электрическими зарядами. 

Четвертое дифференциальное уравнение получаем аналогично третьему из 

четвертого интегрального уравнения (IV'): 

div В = О. (IV) 

Из этого уравнения следует, что нет магнитных зарядов, аналогичных элек

трическим. 

Итак, имеем четыре уравнения Максвелла в дифференциальной форме: 

дD 
rotH=J+ - · 

дt' 
дВ 

rotE=--· 
дt' 

divD=p; 

divB = О, 
которые представляют собой пространственно-временное описание электромаг

нитного процесса. Однако этих уравнений еще не достаточно для решения задач, 

так как они не учитывают свойств среды, которые задаются зависимостью век

торов D, J и В от векторов Е и Н. 

1.5. Уравнения непрерывности (закон сохранения заряда) 

Из первого уравнения Максвелла в дифференциальной форме (I), применяя 
к нему операцию дивергенции и учитывая формулу (П.1 О) 
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div rotH = О, 

получаем 

div(J + ~~)=о, 
т. е. лиюm полного тока должны быть замкнуты. Если лиюm тока проходят че

рез проводники, диэлектрики или вакуум, то ток проводимости, протекающий в 

проводниках, замыкается на ток смещения в вакууме и диэлектрике. 

Учитывая уравнение (IП) и меняя местами операции div и ~. получаем пя
дt 

тое дифференциальное уравнение 

div J = - ! , (V) 

выражающее закон сохранения заряда и называемое уравнением непрерывности. 

Интегрируя по объему V и применяя теорему Остроградского - Гаусса 

f divJdV= ~JdS, 
V S 

этот закон можно записать в интегральной форме: 

р J dS = -~ f р dV 
s дtv 

(V') 

- ток через замкнутую поверхность равен убыли заряда в объеме, ограничен-

ном этой поверхностью. 

1.6. Линейные, нелинейные и параметрические 
электромагнитные процессы в средах 

Электромагнитные процессы описьmаются уравнениями Максвелла (I)-(IV) и 
уравнениями состояния среды (1.7). 

Электромагнитный процесс, протекающий в среде, свойства которой не за

висят от напряженности электромагнитного поля (линейная среда), называется 

линейным. Уравнения Максвелла (I)-(IV) с учетом уравнений (1.7) представ
ляют собой систему линейных дифференциальных уравнений с постоянными 

коэффициентами. Основные свойства электромагнитных процессов вытекают из 

линейности описывающих их уравнений: 

• выполнение принципа суперпозиции. Различные частотные составляющие 
поля распространяются независимо друг от друга; 

• амплитуды частотных составляющих распространяющегося поля про
порциональны амплитудам соответствующих составляющих источника (за

кон Ома); 

• спектр распространяющегося поля неизменен, в нем нет составляющих, не 
содержащихся в спектре источника. 
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Электромагнитные процессы, протекающие в средах, свойства которых за

висят от напряженности распространяющегося электромагнитного поля, назы

ваются нелинейными. Нелинейные процессы связаны с нелинейными свойства

ми среды, которые проявляются в нелинейном взаимодействии среды с распро

страняющимся электромагнитным полем. 

Среда называется нелинейной, если хотя бы один из ее параметров (диэлек

трическая проницаемость Е, магнитная проницаемость µ или проводимость cr) 
зависит от напряженности распространяющегося поля. 

Электромагнитные процессы в нелинейных средах с учетом уравнений со

стояния среды (1.7а) описываются системой нелинейных дифференциальных 
уравнений Максвелла (I)-(IV). Принцип суперпозиции для таких уравнений 
невыполним. Электромагнитные поля, возбужденные различными источниками 

или различными частотными составляющими спектра источника и распростра

няющиеся в нелинейной среде, взаимодействуют друг с другом. Изменение па

раметров среды под влиянием одной из составляющих поля оказывает влияние 

на распространение других составляющих. Взаимодействие распространяюще

гося поля со средой приводит к существенному изменению поля. Характер этого 

изменения зависит от природы и свойств нелинейной среды, напряженности рас

пространяющегося поля. При распространении в нелинейной среде в спектре 

электромагнитного поля появляются новые частоты, не содержащиеся в спектре 

источника. Этим нелинейные электромагнитные процессы принциrшально отлича

ются от линейных. При этом амплитуды частотных составляющих распростра

няющегося поля оказываются непропорциональными амплитудам частотных 

составляющих источника. 

В радиоэлектронике наряду с нелинейными процессами широкое примене

ние нашли параметрические процессы. Если параметры среды не зависят от на

пряженности распространяющегося поля, но изменяются во времени по опреде

ленному закону внешними силами (электрические, механические и др.), то такая 

среда называется параметрической и явления, происходящие в ней, - парамет

рическими. 

Электромагнитный процесс в параметрической среде описывается системой 

линейных дифференциальных уравнений Максвелла (I)-(IV) с коэффициента
ми, зависящими от времени. Для таких уравнений выполняется принцип супер

позиции, и составляющие распространяющегося поля не взаимодействуют друг 

с другом; при этом также наблюдается преобразование частоты. Спектр распро

страняющегося поля не зависит от напряженности поля, а определяется лишь 

спектром источника и изменением во времени параметров среды. 

Нелинейные и параметрические процессы проявляются как обратное воз

действие среды на распространяющееся поле. При распространении электро

магнитного поля и в нелинейной, и в параметрической средах изменяется спектр 

частот. Основное различие этих процессов состоит в том, что нелинейные процес

сы зависят от интенсивности распространяющегося поля, а параметрические - не 

зависят. 
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Примерами нелинейных и параметрических процессов являются усиление и 

генерирование электрических колебаний, детектирование, умножение, деление и 

смешение частот. 

В основе генерирования и усиления лежит взаимодействие электромагнит

ного поля с активной средой. В электронных приборах (триодах, клистронах, 

магнетронах, лампах бегущей волны и т. п.) энергия постоянного тока преобра

зуется в энергию высокой частоты в результате взаимодействия движущихся 

электронов с электромагнитным полем. Усиление или генерирование в этих 

приборах происходит за счет кинетической энергии электронов, которая получа

ется от источников постоянного тока. В квантовых генераторах и усилителях 

внутренняя энергия возбужденных атомов, молекул или ионов преобразуется в 

энергию электромагнитного излучения, а возбуждение частиц осуществляется за 

счет внешних источников энергии (электрических, тепловых и др.). 

1.7. Граничные условия 

Для решения уравнений Максвелла (I)-(IV) необходимы дополнительные 
данные, позволяющие определить постоянные интегрирования. К таким данным 

относятся граничные условия, т. е. условия на границах разнородных сред. 

Рассмотрим границу раздела двух сред с параметрами Е1 , µ1, cr1 и Е2, µ2, cr2 • 

Граница раздела этих двух сред может быть заряжена свободными зарядами, 

располагающимися на поверхности раздела в бесконечно тонком слое с поверх-

ностной плотностью заряда -х (Клlм\ и по ней могут течь поверхностные токи 
проводимости с поверхностной плотностью lпов (А/м). 

Примером поверхностных зарядов могут служить заряды, возникающие на 

поверхности проводника, внесенного в электростатическое поле, а примером 

поверхностных токов - токи, возникающие на поверхности проводника, в поле 

высокой частоты. 

Граничные условия для тангенциальных составляющих определим, вы

числяя циркуляцию вектора по контуру, находящемуся частично в первой 1, 
частично во второй 2 среде и стягивающемуся к линии раздела (рис. 1.3). 

Первая 

€2* €1 
µ2* µ1 
cr2 * cr1 

Вторая 

среда 

t:2 , µ2, cr2 

( 1) 

(2) 

n Согласно второму интегральному урав-
Л/ 

Jпов 
Л / " о 

т 

Л/ 

нению (II') 

рЕ dl = -~ f В dS. 
L дt S 

Применим это уравнение к контуру, пока

занному на рис. 1.3. Интеграл в левой части 
распадается на четыре интеграла, взятых по 

сторонам контура. При М • О интегралы, 

Рис. 1.3. К определению граничных взятые по сторонам длиной М, обратятся в 

условий для тангенциальных состав- нуль. В нуль обратится и стоящий справа 

ляющих векторов Е и Н интеграл, взятый по поверхности, так как 
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площадь ЛlЛh, ограниченная контуром, будет равна нулю. Считая контур дос

таточно малым, можно принять, что поле вдоль отдельных участков контура по

стоянно. Таким образом, 

Здесь Е~(2) со знаком «-», так как согласно направлению обхода контура Е(2) 

проецируется на направление - 'to. Отсюда 

Е~о) = Е~<2) , 

т. е. на поверхности раздела двух сред тангенциальная составляющая напряжен

ности электрического поля непрерывна. Это условие можно записать в вектор

ной форме как 

[n0 (E0) - Е(2) )]=0, 

где n0 - орт ( единичный вектор) нормали к поверхности раздела. 
Аналогично из первого интегрального уравнения Максвелла (I') 

~Hdl = f (J + дD)ds 
L S дt 

получим граничные условия для тангенциальных составляющих магнитного поля. 

После интегрирования по контуру (см. рис. 1.3) и перехода к пределу при 
Лh • О получим 

так как интеграль1, взятые по сторонам Лh, и поток D через площадь ЛlЛh равны 
нулю; lim JЛh представляет собой ток, текущий в бесконеqно тонкой пленке, т. е. 

Лh---->0 

Таким образом, 

lim ]Лh = ]
0 08

• 

Лh➔О 

т. е. тангенциальная составляющая напряженности магнитного поля изменяется 

при переходе через границу раздела, если поверхностный ток не равен нулю. В 

противном случае 

т. е. тангенциальная составляющая напряженности магнитного поля на поверх

ности раздела при отсутствии поверхностного тока непрерьmна. 

В общем случае это выражение в векторной форме имеет вид 

[no(H(I) - Н(2) )] = J nов· 
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Первая 

среда 

Е1, µ1, 0"1 

Е2 =/с Е1 
µ 2* µ1 
0"2 =/с 0" 1 

Вторая 

среда 

Е2, µ 2 , 0"2 

( 1) 

(2) 
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n 

Граничные условия для тангенциаль

ных составляющих плотности тока про

водимости получим из условия для тан

генциальных составляющих напряженно

сти электрического поля 

EtO) = E t(2) · 

Поскольку 

Рис. 1.4. К определению граничных 
условий для нормальных составляю

щих векторов В и D 

J = crE, 
то 

J t(l) =~ 

J t (2) 0"2 

т. е. тангенциальные составляющие плотности тока на границе раздела терпят 

разрьm. 

Граничные условия для нормальных составляющих определим, вычис

ляя поток вектора через поверхность, расположенную в первой и второй средах 

и стягивающуюся к поверхности раздела. 

Согласно четвертому интегральному уравнению (IV ') 

9BdS =0. 
s 

Применим это уравнение к цилиндру, представленному на рис. 1.4. Считая 
магнитное поле на верхнем и нижнем основаниях постоянным вследствие мало

сти цилиндра, а поток через боковую поверхность при Лh • О равным нулю, с 

учетом направления нормали к поверхности получаем 

Bn(J)ЛS - Вп(2)ЛS = о. 

Отсюда 

Впо) = Вп(2J, 

т. е. нормальная составляющая вектора магнитной индукции на поверхности 

раздела непрерывна. В векторной форме это выражение имеет вид 

(no(В(I) -Bc2J))=O. 

Таким же образом, применяя интегральное уравнение (Ш'), получаем 

Dn(l) - Dn(2) = lim рЛh =х, 
Лh~ 

т. е. нормальная составляющая вектора электрической индукции изменяется 

скачком, если на поверхности раздела имеются свободные заряды. В векторной 

форме последнее выражение имеет вид 

(no(Dc1) - D c2) )) = х. 
Условие для нормальных составляющих вектора плотности тока проводи

мости найдем из уравнения непрерывности для полного тока 
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или 

p(J + дD)cts = о. 
s дt 

Аналогично определению граничных условий для нормальных составляю

щих векторов В и D нормальные составляющие плотности тока проводимости 
определяются как 

или 

т. е. нормальные составляющие плотности тока проводимости на границе разде

ла терпят разрыв. 

В векторной форме это условие имеет вид 

Сведем полученные результаты в таблицу. 

Составляющие 
Векторы 

тангенциальные нормальные 

E, D E t(l) = Et(2) Dn(l) -Dn(2) = % 

D n(l) = Dn(2) при % = О 

Н,В Н t ( l) - Н t (2) = J пов Bn(I ) = вп (2) 

Н t ( l) = Н t (2) при fпов = О 

J Jt(l) 0"1 дх 
--= - f п(2) = f n(I) +дt 
Jt(2) O"z 

J n(l) = Jn(2) 
дх 

при -х = О или - = О 
дt 

Примечание. х - поверхностная плотность заряда (Кл/м2), т. е. плотность 
заряда, не занимающего объем, а сосредоточенного на геометрической поверхности 

(на бесконечно тонкой пленке); fпов - поверхностная плотность тока (А/м), т. е. 

плотность тока, текущего по поверхности и не занимающего объем. 

В частном случае, когда второй средой является идеальный проводник, в 

котором поле всегда равно нулю, граничные условия принимают вид 
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или в векторной форме 

В соответствии с этими условиями электрические силовые линии подходят 

к поверхности идеального проводника по направлению нормали, а магнитные 

силовые линии - по касательной. 

1.8. Теорема Умова-Пойнтинrа 

В электромагнитном поле происходит перенос энергии от источников к по

требителю. Характер движения энергии определяется теоремой Умова

Пойнтинга. 

Умножим скалярно первое уравнение Максвелла (1) на вектор Е, а второе 
уравнение (П) - на вектор Н и, вычтя из первого уравнения второе, получим 

дD дВ 
Е rot Н - Н rot Е = Е- + Н- + JE. 

дt дt 

Преобразуя левую часть этого уравнения по формуле (П.15) 

div[AB] = В rotA -А rotB, 

а правую часть с учетом первого и второго уравнений состояния среды (1.7) 

D=E0E+P; В=µ0(Н+М), 
получаем 

d. [ЕН] д ЕоЕ2 + µоН 2 Е дР Н дМ JE - О lV +----~-+ - +µ -+ - . 
дt 2 дt O дt 

(1.11) 

Это теорема Умова-Пойнтинга, представляющая собой закон сохранения 

энергии электромагнитного поля в дифференциальной форме. 

Интегрируя (1.11) по произвольному объему и применяя теорему Остро
градского-Гаусса к интегралу от дивергенции, получаем теорему Умова

Пойнтинга в интегральной форме: 

j)[EH]dS +~JЕоЕ
2

+µ0н
2 

dv+JEдP dv+fµoHдMdv+fJEdV=O. (1.12) 
S дt 2 дt дt V 

V V V 

Здесь [ЕН] = П - вектор Пойнтинга, представляющий собой плотность потока 

мощности (Вт/м2) (направление этого вектора совпадает с направлением движе
ния энергии); pПdS - мощность, входящая (если pПdS < О) или излучаемая 

s s 
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(если pпdS > О) через поверхность S. В частных случаях это выражение пред
s 

ставляет собой мощность, либо излучаемую антенной или световым прожектором, 

либо мощность, отводимую из данного объема проводами или волноводами, пере-

секающими поверхность, ограничивающую этот объем; - 0 0 dV -д f Е Е2 +µ Н2 
дt 2 

V 

изменение энергии в едиющу времени в объеме V в вакууме; f Е дР dV - из
дt 

V 

менение энергии в единицу времени в объеме V в среде, обусловленное поляри-

зацией; f µ0Н дМ dV - изменение энергии в единицу времени в объеме V в 
дt 

V 

среде, обусловленное намагниченностью; f JE dV - изменение энергии веди
v 

ницу времени в объеме V в среде, обусловленное проводимостью. 
Плотность мощности, обусловленная взаимодействием поля с проводящей 

средой.равна 

Рпров = JE. (1.13а) 

Плотности мощности, обусловленные процессами поляризации и намагни

чивания среды, определяются выражениями 

дР 
Рnол = Едt; 

дм 
Рнам = µОН--. 

дt 
В нелинейной среде в случае монохроматического источника 

00 

Е = L Ет (пrо) cos[nrot - <рЕ (пrо)]; 
п=О 

00 

Н = L Н,,, (пrо) cos[nrot - <рн (пrо)]; 
п=О 

00 

Р = LP,,,(nro)cos[nrot - <pp(nro)]; 
п=О 

00 

М = IM,,,(nro)cos[nrot -<pм (nro)]; 
п=О 

00 

J = IJ,,, (nro)cos[nrot-<p1 (nro)] 
п=О 

и согласно (1.13а)-(1.13в) плотности мощности имеют вид 

(1.136) 

(1.13в) 



30 1. Основные характеристики и уравнения поля и среды 

00 

Рnров = L Jт(qro)Eт(rro)cos[qrot-q>1(qro)]cos[rrot-q>н (rro)]; (1 . 14а) 
q ,r=O 

00 

Рnол =- L rroEт(qro)Pт(rro)cos[qrot-q>н (qro)]sin[rrot-q>p(rro)]; (1.146) 
q,r=O 

00 

Рнам =-µ0 IrroHm (qro)Mm (rro)cos[qrot-q>н (qro)]sin[rrot-q>м (rro)]. (1.14в) 
q,r=O 

В выражениях (1.14а)-(1.14в) с учетом волнового характера процессов 

<i>н (пrо) = k(nro)r + (j)н; 
<j)н (пrо) = k(nro)r + (j)н; 
q>p (nro) = k р (nro)r + q>p ; 

<j)м (пrо) = kм (nro)r + (j)м; 
q> 1 (пrо) = k 1 (nro)r + q> 1 , 

где k(nro), kp(nro), kм(nro) и kJ(nro) - постоянные распространения гармоник по

ля, поляризации, намагниченности и тока соответственно. 

Слагаемые, стоящие под знаком суммы в выражениях (1.14а)-(1.14в) для 

мгновенных плотностей мощности, определяют обмен энергией между любыми 

гармониками поля и тока, поля и поляризации, поля и намагниченности. Если 

эти слагаемые положительны, то энергия переходит от поля в среду, если отри

цательны - от среды к полю. В каждой точке пространства этот процесс в зави

симости от времени направлен в одну или другую сторону. В фиксированный 

момент времени в одних точках пространства процесс может быть направлен в 

одну сторону, в других - в другую. 

Средние плотности мощности, связанные с проводимостью, поляризацией и 

намагничиванием среды, определяются соответственно выражениями 

1 т 
РОnров = - f JE dt; 

то 
т 

Роnол =_!_f Е дР dt; 
т дt 

о 

т 

РОвам = _!_ f µоН дМ dt. 
т дt 

о 

Здесь Т - время усреднения, намного большее периода колебаний ( Т » 21t/ ro). 

При усреднении следует учитывать, что отличаться от нуля будут лишь сла

гаемые, не зависящие от времени, т. е. соответствующие q - r = О, и согласно 
(П.71) и (П.72) получаем 
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1 = 
Ропров = - LJm(nro)Em(nro)cosq>1E(nro) = 

2 п=О 

1~ . "* 1~ ·• . 
= - L., ReJ (пrо)Е (пrо) = - L., ReJ (nro)E(nro); 

2 п=О 2 п=О 
1 = . 

Ропол = - - LnroEm(nro)Pm(nro) sшq>EP(nro) = 
2 п=О 

~ пrо . . • ~ пrо . * . = L.,- ImE(nro)P (пrо) = - L.,- ImE (nro)P(nro); 
n=O 2 n=O 2 

1 = . 
Ронам = --µ0LnroHm (пrо)Мт (пrо)sш q>нм (пrо) = 

2 п=О 

~ пrо · · * ~ пrо · • · = µ0 L.,-Im Н(пrо)М (пrо) = -µ0 L.,-ImH (nro)M(nro), 
п=О 2 п=О 2 
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(1.15а) 

(1.156) 

(1.15в) 

где q> JE(nro) = q> 1 (пrо) - q> Е (пrо), q> ЕР (пrо) = q> Е (пrо) - q> Р (пrо), q> нм (пrо) = 

= q>н (пrо) -q>м (пrо) - сдвиги по фазе во времени между J(nro) и Е(пrо), Е(пrо) 

и Р(пrо), Н(пrо) и М(пrо) соответственно. 

7t 7t 
При - - < q>JE(nro) < - слагаемые выражения (1.15а) больше нуля и они 

2 2 
V 7t ( ) 37t 

определяют мощность, поглощаемую средои; при - < q> JE пrо < - среда отда-
2 2 

ет энергию полю. 

При 7t < q>ЕР,нм (пrо) < 21t слагаемые выражений (1.156) и (1.15в) больше 

нуля и определяют мощность, отдаваемую полем среде и расходуемую на 

увеличение поляризации и намагниченности среды; при О< q> ЕР, нм (пrо) < 7t 

слагаемые меньше нуля и определяют мощность, отдаваемую средой распро

страняющемуся полю. Эффективный обмен энергией возможен шш1ь между 

одинаковыми гармониками поля и поляризации или намагниченности. Макси

мум энергии передается при сдвиге по фазе± п/2 . 

Полагая для простоты среду линейной (принципиального значения это 

предположение не имеет), перепишем выражение (1.12) с учетом J = cr(E + Ест) 

в следующем виде: 

или 

p[EH]dS + ~ f €аЕ2 

+ µаН
2 

dV + f 12 
dV - f JЕСТ dV = 0 

S дt V 2 V cr V 

,hlldS + дW +Q+PCT =О r дt , 
s 
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дW д € Е2 + µ. Н2 

где --= - f а а dV - изменение энергии в единицу времени в объ-
дt дt V 2 

12 
еме V; Q = f- dV - мощность, преобразуемая в тепловую энергию по закону 

V а 

Джоуля - ЛеIЩа (потери); Рст = -f JЕст dV - мощность сторонних источников. 
V 

Если рст < О, источники отдают энергию полю, если рст > О, энергия поля пе
реходит к источникам. 

Под токами сторонних источников, которые в системе уравнений считаются 

заданными, понимают токи, возбуждающие электромагнитное поле, но созда

ваемые иными причинами, иным электромагнитным полем, чем поле, описы

ваемое уравнениями. 

Для создания электромагнитного поля обычно используют излучающий 

элемент (антенну), энергия к которому подводится от генератора соединитель

ной линией. Строго говоря, источником электромагнитного поля являются все 

токи сложной системы: генератор, линия, излучатель. Однако при решении за

дач считают, что источником поля являются лишь токи излучателя, так как 

практически генератор и соединительная линия полностью экранированы и уча

стия в образовании электромагнитного поля во внешнем пространстве не при

нимают. Поэтому генератор и соединительную линию при исследовании элек

тромагнитного поля из рассмотрения можно исключить, считая, что они играют 

лишь роль источника сторонней напряженности поля Ест, приложенной непо

средственно к излучателю (Ест также считается заданной). 

Если рст < О, то 

т. е. мощность сторонних источников, распределенных в исследуемом объеме, 

расходуется на теплоту, выделяющуюся в этом объеме, изменение энергии в нем 

и излучение через поверхность, ограничивающую этот объем. 

Если рст > О, то 

т. е. приток мощности через поверхность, ограничивающую исследуемый объем, 

расходуется на теплоту, выделяющуюся в этом объеме, изменение энергии в нем 

и возбуждение сторонних источников, размещенных в этом объеме. 
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1.9. Уравнения электромагнитного поля в частных производных 
второго порядка (волновые уравнения) 

Уравнения для напряженностей поля. Уравнения Максвелла (1) и (П) с 
учетом уравнений состояния среды (1 .7) можно переписать в виде 

дЕ дР 
rotH =fo-+-+J; 

дt дt 

дн дм 
rotE =-µо--µо-, 

дt дt 

(1.16) 

а с учетом (1.76)- в виде 

дЕ дРВЛ . 
rotH =fл-+--+алЕ+Jвл +Jст· 

а дt дt ' 

л дн дмнл 
rot Е = -µа - - µо--. 

дt дt 

(1.lба) 

Чтобы определить волновое уравнение для напряженности электрического 

поля, возьмем rot от обеих частей второго уравнения системы (1.16) 

д д 
rotrotE = -µ 0 -rotH-µ 0 -rotM. 

дt дt 

Подставляя сюда rоtНиз первого уравнения системы (1.16), получаем вол
новое уравнение 

д2Е д2Р дJ д 
rot rotE + µ 0€ 0 дt2 = -µ 0 дt2 - µ 0 дt -µ 0 дt rotM. (1.17) 

Первый и третий члены правой части уравнения (1.17) характеризуют до
полнительные источники поля в виде токов поляризации и намагниченности, так 

как плотности этих токов определяются выражениями 

дР 
J □ол = дt; 

Jнам =rotM, 

где J пол - плотность тока поляризации; J нам - плотность тока намагниченности. 

Действительно, элементарный магнитный диполь можно представить как 

ток i, протекающий по контуру, ограничивающему элементарную площадку dS. 
При этом магнитный момент магнитного диполя определяется выражением 

m =i dS, 

или 

m=MdV, 

где d V - элементарный объем. 
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о XJ 

Рис. 1.5. К определению тока 
намагниченности 

Если намагниченность среды однородна, то 

токи на общих границах соседних контуров, те

кущие в противоположные стороны, взаимно 

компенсируются и суммарный магнитный ток ра

вен нулю. Если намагниченность неоднородна, то 

токи, текущие в соседних контурах, неодинаковы 

и компенсация не происходит. При этом суммар

ный магнитный ток не равен нулю. 

Рассмотрим для простоты случай, когда намаг

ниченность направлена по оси х3, т. е. 

М = (О, О, М 3 ), 

что соответствует расположению контуров элементарных диполей в плоскости 

х1 0х2• Рассмотрим два контура с токами i~ам и i;ам (рис. 1.5). Если намагничен-
., .,, 

ность среды неоднородна, то токи Zнам и z0ам неодинаковы, т. е . 

. , т' Мз dV Мз dx1 dx2 dхз 
Zнам = - = ---

dS dS dx1 dx2 

( 
дМз ) 

11 
М 3 + -- dx1 d4 dx2 dx3 

•11 т дхl 
l ---------------
вам - dS - dxl dx2 

Ток на общей границе контуров 

. ·" ., дМз d d 
Zнам = 1вам - 1нам = -- Х1 Хз, 

дх1 

соответствующая плотность тока 

J = iнам = дМ 3 

нам dxt dхз дхl 

В общем случае 

М =(М1,М2 , М3); 

Jнам = rotM. 

Если свободные заряды отсутствуют (р = О), то 

divD =О 
и согласно (П.11) 

rotrotE = grad div Е- ЛЕ = -ЛЕ. 
При этом волновое уравнение (1.17) будет иметь вид 

д2Е д2Р дJ д 
ЛЕ - µofo - 2- = µо - 2- + µо - + µо - rot М. 

дt дt дt дt 
(1.18) 
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Аналогичным образом, взяв rot от обеих частей первого уравнения системы 
(1.16) и подставив rotE из второго уравнения, получим волновое уравнение для 
напряженности магнитного поля 

д2Н д дР 
rot rot Н + µ0Е0 - 2- = -Е0µ0 - rot М + rot- + rot J 

дt дt дt 

или с учетом того, что 

divH =0, 
найдем 

д2Н д дР 
ЛИ - µ0Е0-2- = µ0Е0 -rotM - rot- - rotJ. 

дt дt дt 
(1.19) 

Точно так же можно получить волновые уравнения для напряженностей по

ля Е и Низ системы уравнений (1.16а): 

дЕ д 2Е rot rot Е + µлал - + µЛЕ л --
а дt а а дt2 

Л д2рнл Л дJНЛ Л дJСТ д мил 
= -µа дТ - µа дt - µа дt - µо дt rot ; 

(1.17а) 

или 

(1.18а) 

(1.19а) 

Здесь члены, содержащие множители Р"л, мнл, J"л, можно рассматривать как 

дополнительные источники поля, порождающие различные нелинейные эффек

ты (появление гармоник, смешение частот, выпрямление и т. д.) 

В случае линейной среды уравнения (1.18а) и ( 1.19а) имеют вид 

ЛЕ _ л л дЕ _ л л д2Е _ л дJСТ . 
µаа дt µаЕа дt2 - µа дt ' (1.20) 
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н л л дН л л д2Н ст 
Л -µ cr - -µ Е --= -rotJ 

а дt а а дt2 ' 

Е п л д2Е п дJ 
Л -µаЕа дt2 = µа дf; 

лн л л д2н J 
-µаЕа дt2 = -rot . 

(1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

Векторные уравнения (1.22) и (1.23) эквивалентны шести скалярным, в то 
время как уравнения Максвелла (I)-(N) эквивалентны восьми скалярным урав
нениям. 

Неоднородные векторные уравнения (1.22) и (1.23) называются неоднород
ными векторными волновыми уравнениями, или уравнениями Даламбера. 

Уравнения для электромагнитных потенциалов. Эти уравнения получим 

для линейной среды. Из уравнения Максвелла (N) 

divB =0 

следует, что поле магнитной индукции соленоидально, и вектор В можно пред

ставить в виде 

В =rotA, 

где А - векторный электромагнитный потенциал. 

Если среда линейна, то 

1 
H=-rotA. 

µа 

Подставляя (1.24) в (II), получаем 

Согласно (П.9) 

Отсюда 

ro{ Е+ ~~) =0. 

дА 
Е+- = grad(-q>). 

дt 

дА 
Е = - grad q> - дt, 

где q> - электромагнитный скалярный потенциал. 

(1.24) 

(1.25) 
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Потребуем, чтобы напряженности поля Е и Н, выраженные через потенциа

лы А и <р, удовлетворяли уравнению (1). Подставим (1.24) и (1.25) в (1): 

rotrotA = µ aJ + Еаµа ~(- дА - grad<p). 
дt дt 

Преобразовав rotrotA по формуле (П.11), получим 

-ЛА + Еаµа д
2 

~ + V (v A + Еаµа д<р) = µaJ. 
дt дt 

(1.26) 

Это векторное уравнение эквивалентно трем скалярным, связывающим четыре 

скалярных величины А; и <р. Чтобы решить уравнение (1.26), необходимо ввести 
дополнительное условие для потенциалов А и <р, называемое условием калиб

ровки: 

Тогда (1.26) запишем в виде 

д2А 
ЛА - Еаµа -2- = -µaJ · 

дt 

Уравнение для <р найдем подстановкой (1.25) в (Ш): 

- ~ v' А - Л<р = _е_ 
дt Еа' 

подставив значение VA, из (1.27) получим 

д2<р р 
Л<р-Еаµа-2-=--. 

дt Е0 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

Уравнения (1.28) и (1.29) представляют собой неоднородные волновые 
уравнения, связывающие скалярный и векторный потенциалы с плотностями 

заряда р и тока J. 
Введение электромагнитных потенциалов А и <р упрощает решение задач 

электродинамики, так как решение уравнений сводится к определению четырех 

величин (трех проекций А и <р) вместо шести (проекций Е и Н); Е и Н находятся 

простым дифференцированием выражений (1.24) и (1.25). 
Два поля физически тождественны, если они характеризуются одними и те

ми же векторами Е и Н. Если заданы потенциалы А и <р, то согласно (1.24) и 
(1.25) однозначно определены Е и Н, а значит, и поле. Однако одному и тому же 
полю могут соответствовать разные потенциалы. Если в выражения (1.24) и 
(1.25) подставить 

А'= А+ grad f; 

<р' = <р-! , (1.30) 
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где f - произвольная функция координат и времени, то Е и Н не изменяются. 
Таким образом, преобразование потенциалов вида (1.30) не изменяет поля. Та
кая инвариантность называется градиентной. При наложении калибровочного 

условия (1.27) электромагнитные потенциалы определяются однозначно. 
Вектор Герца. Потенциалы А и <р, удовлетворяющие условию калибровки 

(1.27), можно выразить через вектор Z - поляризационный потенциал, или век

тор Герца: 

дZ 
А= Еаµа дt; <p=-divZ. 

Эти выражения удовлетворяют уравнению калибровки (1.27). 
Подставляя выражения (1.31) в уравнение (1.28) или (1.29), получаем 

(1.31) 

l(v2z-eµ д
2

z)=-_!_ (1.32) 
дt а а дt2 Еа 

или 

д2z Р 
ЛZ-еаµа-2- =--, 

дt Еа 
(1.33) 

где вектор р = J J dt - называется вектором поляризации по аналогии. С то
ком свободных зарядов вектор р связан так же, как истинный вектор поляри

зации Р (вектор поляризации единицы объема диэлектрика) связан с током 

поляризации, т. е. 

J = др 
дt' 

дР 
Jпол =дt 

По существу, вектор р отличается от вектора Р. Вектор р определяется не

определенным интегралом, причем постоянную интегрирования можно принять 

равной нулю, так как достаточно, чтобы вектор Z удовлетворял условию (1.32), 
а оно будет удовлетворяться независимо от того, будет ли к интегралу приписа-

на постоянная или нет (так как J =др). 
дt 

Подставляя (1.31) в (1.24) и (1.25), получаем 

a2z . 
Е = -Еаµа -

2
- + grad d1v Z; 

дt 

д 
Н = Еа -rotZ. 

дt 

(1.34) 
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Сравнивая полученные уравнения (1.22), (1.23), (1.28), (1.29) и (1.33) для напря
женностей поля Е и Н, потенциалов А и <р, вектора Герца Z, видим, что все эти 
величины удовлетворяют одинаковым уравнениям вида 

где 

1 д2F 
ЛF--т-д 2 =-х, 

V t 

1 
Х = х(Р, J, t); v=~== 

✓faµa . 

Решение уравнения (1.35) дано в приложении и имеет вид (П.79) 

F(r,t)=_!_f X(t-r/ v) dV. 
4n r 

V 

(1.35) 

Учитывая в (1.22), (1.23), (1.28), (1.29) и (1.33) значение 1,(t- r/v), получаем 

следующие выражения: 

• для запаздывающего скалярного потенциала 

<p(t) = _1_f p(t- r/ v) dV; 
41tfa r 

(1.36) 

V 

• для запаздывающего векторного потенциала 

A(t) = µа f J(t - r/ v) dV; 
4n r 

(1.37) 

V 

• для запаздывающего потенциала Герца 

Z=-1- f p(t-r/ v) dV. 
41tfa r 

V 

(1.38) 

В большинстве практических случаев объемное распределение токов и за

рядов можно заменить их линейным распределением по проводнику, тогда вы

ражения (1.36) и (1.37) примут вид 

<p(t) = _1_f 't(t- r/ v) dl; (1.39) 
41tfa r 

L 

A(t) =&J l(t - r/ v) dl, (1.40) 
4n r 

L 

где 't - линейная плотность заряда; / - ток. 

Из полученных выражений следует, что потенциалы в любой точке пере

менного поля, отстоящей от источника на расстояние r, в любой момент време
ни t определяются плотностями зарядов и токов источников в предшествующий 



40 1. Основные характеристики и уравнения поля и среды 

момент t - r / v. Поэтому эти потенциалы называются запаздывающими. Здесь 

r/v - время, необходимое для распространения поля от источнm<а к исследуемой 

точке. 

Электромагнитное поле возбуждается зарядами и токами проводимости и 

распространяется от места возбуждения с конечной скоростью v = J.:;: . В 
faµa 

воздухе скорость распространения электромагнитных волн равна скорости света. 

1.10. Классификация электромагнитных полей 

Классификация электромагнитных полей основана на зависимости векторов 
поля Е и Н от времени. 

Нестационарное поле (или поле, быстро изменяющееся во времени) созда

ется неравномерно движущимися зарядами. Это поле в линейной среде описы

вается всей системой уравнений Максвелла (I)-(IV) и волновыми уравнениями 
(1.22), (1 .23), (1.28), (1.29), (1.33). Электромагнитные потенциалы и напряженно
сти поля связаны соотношениями (1.24) и (1.25). Уравнения состояния для сред 
записьmаются в форме (1.7), граничные условия приведены в§ 1.7. 

дD дВ 
Очевидно, что при нестационарном поле члены - и - в уравнениях 

дt дt 
Максвелла (1) и (П) значительны, т. е. электромагнитное поле в этом случае мо

жет распространяться вдали от зарядов и токов, создающих поле. 

Квазистационарное поле (или поле, медленно изменяющееся во времени) 

также создается неравномерно движущимися зарядами ( J = J (t) ). Однако ско
рость изменения процесса в этом случае намного меньше, чем в предыдущем. 

Квазистационарное поле описывается теми же уравнениями Максвелла, что и 

нестационарное. Изменяется лишь первое уравнение. При наличии тока прово

димости в этом уравнении можно пренебречь током смещения, так как для ква-

дD 
зистационарных процессов дt « J. 

В этом случае уравнение Максвелла (1) будет иметь вид 

rotH "" J. 
Остальные уравнения останутся без изменения. Излучение во внешнее про-

v дD дВ 
странство электромагнитнои энергии ввиду малости производных дt и дt 

незначительно. Электромагнитное поле концентрируется около зарядов и про

водников с током. 

д2А 
Учитьmая малость производных -

2
-

дt 

д2 
и ---f- по сравнению с другими чле

дt 
нами, можно переписать уравнения Даламбера в следующем виде: 
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ЛА ,,._µaJ; 

Л<р = -р/Еа. 

41 

(1.41) 

Решения этих уравнений, называемых уравнениями Пуассона, имеют вид 

A(r, t) = ~; f J~) dV; 

V 

<p(r, t)=-1-fp(t)dV. 
41tfa r 

(1.42) 

V 

Выражения для напряжеююстей поля, записываемые через электромагнит

ные потенциалы, уравнения состояния среды и граничные условия те же, что и в 

случае нестационарного поля. 

Понятие быстроты электромагнитного процесса относительно. Если область 
достаточно мала, то при любой скорости изменения процесс, протекающий в 

ней, можно рассматривать как квазистационарный. В области же значительного 

размера, проявятся все особенности этого процесса как быстропеременного. К 

квазистационарным полям относятся поля, создаваемые переменным током, те

кущим в проводах. 

Стационарное поле (или поле, не изменяющееся во времени) создается рав

номерно движущимися зарядами (поле постоянного тока J(t) = const ). Это поле 

дD дВ 
описывается уравнениями Максвелла, в которых - = - = О : 

дt дt 
rotH =J; divD = р; 

rotE = О; divB = О. 
Излучение электромагнитного поля отсутствует. Стационарное поле созда

ется около проводов, по которым течет постоянный ток. 

Уравнения состояния среды и граничные условия не изменяются. Электро

магнитные потенциаль1 находятся решением уравнений Пуассона 

A(r) = µа f I dV; 
4n r 

V 

1 JP <p(r)=-- -dV. 
4ща r 

V 

(1.43) 

Напряженности поля связаны с электромагнитными потенциалами согласно 

(1.24) и (1.25) соотношениями 
1 

Н = - rot А; Е = - grad <р. 
µа 

Уравнения стационарного поля не являются какими-либо приближениями 

исходных уравнений Максвелла, а точно соответствуют определенному частно

му случаю. 
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Статическое поле характеризуется независимостью от времени и полным 

отсутствием движения зарядов (J = О). 
Исходные уравнения и граничные условия электродинамики в этом случае 

имеют следующий вид: 

rotE = О; 
divD = р; 
D =ЕаЕ; 

E't( l) = E't( 2); 

Dn(l) - Dn(2) = %. 

rotH = О; 
divB = О; 

В = µаН; 

H't( l) =Н-с(2) ; 

B n( l) = Вп(2) · 

(1.44) 

(1.45) 

Таким образом, уравнения разбиваются на две независимые системы; в одну 

из них входят только электрические величины, в друrую - только магнитные. 

Система уравнений (1.44) описывает электростатические поля. Поскольку 

rot Е = О, то поле потенциально и 
Е = -gradq>, 

где <р- электростатический потенциал, удовлетворяющий уравнению Пуассона 

Лq> = -р/Еа . 

Решение этого уравнения дает 

1 JP q>(r )=-- - dV. 
41tEa r 

V 

Система уравнений (1.45) описьmает магнитостатические поля. Первое урав
нение этой системы позволяет формально записать 

где (!)м - магнитостатический потенциал, который, как следует из второго урав

нения системы (1.45), удовлетворяет уравнению Лапласа. 
Поскольку граничные условия для Н совпадают с граничными условиями 

для Е электростатической задачи, то решение магнитостатической задачи совпа

дает с решением соответствующей электростатической задачи и может быть по

лучено из них путем замены Е на Н и Еа на µа. 
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1.11. Электродинамика движущихся сред 

Приведение законов электродинамики к релятивистскому виду заключается 

в представлении этих законов в четырехмерной векторной форме. Такое пред

ставление определяет ряд физических зависимостей между отдельными величи

нами, важных для более глубокого понимания электромагнитных процессов. 

Пространство и время представляют собой единую физическую сущность -
четырехмерное пространство - время. Пространство и время не утрачивают 

своей качественной специфики, но в то же время они взаимосвязаны и взаимоза

висимы. Пространственные и временные характеристики электромагнитного 

поля зависят от движения заряженных тел. Это не простое соединение электри

ческого и магнитного полей, а глубокое диалектическое единство качественно 

разнородных и одновременно тесно связанных между собой форм существова

ния материи. 

Обладает ли среда свойствами диэлектрика или магнетика - зависит от то

го, находится она в покое или в движении. Но это объясняется не качественным 

изменением параметров среды, а их относительностью. 

Магнитогидродинамические генераторы, электромагнитные насосы, уско

рители элементарных частиц и т. д. представляют собой устройства, с которыми 

все чаще приходится сталкиваться инженеру-радисту. Для ясного понимания 

принципа действия этих устройств и их расчета совершенно необходимы совре

менные представления в области электродинамики движущихся сред. 

1.12. Уравнение непрерывности преобразования тока и заряда 

Перепишем уравнение непрерывности (V), приняв J = pv (v - скорость 

движения зарядов), в виде 

div pv + др = О. 
дt 

(1.46) 

Преобразуя это уравнение к четырехмерному виду (см.§ П.3), получаем 

дjср . 
v';PV; +- (i = 1, 2, 3). 

дх4 

Таким образом, вектор pv и скаляр jcp можно рассматривать как три про
странственных и одну временную составляющую четырехмерной плотности тока 

J = (pv1, pv2 , pv3 , jcp), 

при этом (1.46) переходит в уравнение 

• J ;= DivJ=O, 

где 

(1.47) 

(1.48) 
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Рис. 1.6. Движущиеся инерциальные системы 

- пространственно-временной оператор, соответствующий оператору Гамиль

тона V, применяемому к вектору в трехмерном пространстве, и называемый 

четырехмерной дивергенцией ( обозначается Div в отличие от обозначения div в 
трехмерном пространстве). 

Пользуясь четырехмерным представлением плотности тока (1.47), можно 
видеть, как она меняется при переходе от одной инерциальной системы к другой 

(рис. 1.6, а). Пусть в системе К имеется ток плотностью J и неподвижный заряд 
плотностью р и система К движется относительно системы К' со скоростью u в 
направлении оси О'х;. Матрица преобразования Лоренца от движущейся систе-

мы координат к неподвижной (П.59) имеет вид 

1 
о о 

- ju/ c 

.J1-u 2/ c 2 .J1-u 2/ c 2 

о 1 о о 

[ak;] = 
о о 1 о 

ju/ c 
о о 

1 

.J1-u 2/ c 2 .J1-u 2/ c 2 

Отсюда 

l{ = 11 - j(u/c)l4. 1; = lz; 

.J1-u2/c2 
' 

13 = lз; 1, = 14 + j(u/ c)l1 
4 / 2; 2 . v l -u с 

Учитывая, что 14 = jcp и 1; = jcp', и переходя к произвольному направле

нию движения, получаем систему уравнений 
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J' = J 11 +up . 
11 / 2; 2 , 

-v1- и с 

J1- = J 1_; (1.49) 

1 
Р + 2 (uJ 11 ) 

р' = с 
✓1-u2 

/ с2 • 

Здесь в индексах значками «11» и «1-» обозначены параллельные и перпендику
лярные направления к вектору u. 

Плотность тока, наблюдаемая в неподвижной системе К' в направлениях, 
перпендикулярных направленmо движения, равна плотности тока, наблюдаемой 

в движущейся системе К. 

Плотность тока, наблюдаемая в системе К' в направлении, параллельном 

направлению движения, отличается от наблюдаемой в движущейся системе К. 

Эта плотность тока не равна нулю, когда ток в движущейся системе отсутствует: 

Плотность заряда, наблюдаемая в системе К', отличается от таковой в дви

жущейся системе К. Если токи в системе К отсутствуют, то 

т. е. плотность заряда увеличивается при переходе от системы, где заряд непод

вижен, к системе, где заряд движется. Количество же заряда dq в определенном 

заданном объеме d V одинаково для обеих систем. Действительно, так как со

гласно (П .55) 

то 

Следует отметить, что плотность движущегося заряда увеличивается вслед

ствие лоренцова сокращения. Заряд же, в частности заряд электрона, остается 

постоянным в любой системе, т. е. является инвариантом. 



46 1. Основные характеристики и уравнения поля и среды 

1.13. Волновые уравнения для движущихся сред 

Переmппем уравнения для электромагнитных потенциалов (1.28) и (1.29) 
для случая µа = µ0, Еа = Ео, ПОЛОЖИВ J = pv: 

1 д2А 
ЛА - --- = -µopv; 

с2 дt2 

1 д2q, р 
Л<р----=--

с2 дt2 Ео · 

(1.50) 

Левую часть полученных уравнений можно представить как 0 2 А и • 2q,, где 
оператор 

2 1 д2 д2 д2 • =Л----=Л+--=Л+-
с2 дt2 д(jct)2 дх; 

- оператор Даламбера, аналогичный оператору Лапласа в трехмерном про

странстве. 

Из четырех одинаково построенных уравнений (1.50) три уже слиты в одно 
векторное уравнение. Поэтому естественно предположить, что в четырехмерном 

обобщении q> будет играть роль временной составляющей, которую нужно при
соединить к пространственным составляющим А;, и записать уравнения (1.50) в 
виде 

(1.51) 

Переписывая калибровочное уравнение (1.27) в четырехмерной форме 

д .<р д"q> ']- д . ']-
div А+-с =~+_с_ (i = 1, 2, 3) 

дх4 дх; дх4 

и сопоставляя его с (1.51) и (1.50), видим, что Ф представляет собой четырех
мерный вектор-потенциал, пространственные составляющие которого А; (i = 1, 

2, 3), временная составляющая Ф 4 = j q> , т. е. 
с 

Ф=( А1 , ~. Аз, j:), 
а 

J = (pv1, pv2 , pv3 , jcp) 

-четырехмерный вектор плотности тока,что совпадает с (1.47). 

(1.52) 
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1.14. Тензоры электромагнитного поля 

Согласно (1.1) 

д~ д~ дq> 
Е. =---grad. q>=---- (i = 1, 2, 3), 

I дt I дt дх. 
1 
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и в четырехмерной записи составляющие электрической напряженности Е в со

ответствии с (1.52) имеют вид 

Согласно (1 .2) 

Е _ . (дФ4 дФ1)· 1 -]С -----, 
дх1 дх4 

Е _ . (дФ4 дФ2)· 
2 -]С -----

дх2 дх4 ' 

Ез = jс(дФ4 _ дФз). 
дхз дх4 

B=rotA, 

(1.53) 

и в четырехмерной записи составляющие вектора В в соответствии с (1.52) име
ют вид 

В1 = дФз - дФ2 ; 
дх2 дхз 

В2 = дФ1 _ дФз ; 
дхз дх1 

(1.54) 

Вз = дФ2 _ дФ1 . 
дх1 дх2 

Единый принцип построения уравнений (1.53) и (1.54) говорит о том, что со
ставляющие векторов Е и В можно объединить четырехмерным образованием. 

Для этого введем в рассмотрение четырехмерный ротор 

Rot-k Ф = дФk - дФ; 
, дх; дхk ' 

являющийся антисимметричным четырехмерным тензором второго ранга (П.65), 

так как 

Rotnn ф = О; Rotik ф = - Rotki Ф. 

Умножим (1.53) на -j, а (1.54) на с, тогда компоненты тензора 

F;k = (сВ, - jE) = с Rot;k Ф, 

где запись (сВ, - jE) указывает на объединение двух трехмерных векторов в 

одну четырехмерную величину - тензор напряженности 
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[ о 
сВ3 -сВ2 

-jE, 1 
-св о сВ1 - JE2 

(F;k)= 3 
-св) о - JЕз . 

(1.55) 
сВ2 
JE1 JE2 JЕз о 

Векторы Н и D можно связать тензором, объединяющим Н и jcD одинако

вой размерности и называемым тензором индукции: 

. 1 
hk = (Н, - JcD) = -Rot;k Ф; 

µо 

[ о 
Нз -Н2 

- jcD, 1 
-Н о Н1 - jcD2 

(f;k)= н/ -HI о - jcD
3 

• 
(1.56) 

jcD1 jcD2 jcD3 о 

Таким образом, в четырехмерном пространстве поле не может быть описано 

с помощью двух векторов Е и В, а должно описываться одним антисимметрич

ным четырехмерным тензором второго ранга. Отсюда следует, что Е и В не яв

ляются независимыми величинами. 

Пусть система К неподвижна, а система К' движется относительно этой сис
темы со скоростью u в отрицательном направлении оси х{ (рис. 1.6, б). На основе 

преобразований Лоренца тензор напряженности в системе К' будет иметь вид 

где 

и 

F;; = (J,il(J,kmF/m' 

1 
о о 

.J1-u2/ c2 

о 1 о 

[a,u ]= 

о о 1 

- }и/с 
о о 

.J1-u2/ c2 

Поскольку тензор (F;k) антисимметричный, то 

F1 1 = F22 = Fзз = F 44 = О 

Действительно, 

ju/ c 

.J1-u2/ c2 

о 

о 

1 

.J1-u2/ c2 

F/1 =(J,1/(J,lmF;m =(J,11(J,1mFlm +a,,4(J,lmF4m =(J,11(J,14F14 +a14(J,11F41 =0. 
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Аналогично 

и 
сВ2 +-Ез 

---;===с== = - F{1; 
✓1 - и2 / с2 

F(4 = (J,ll(J,4mFlm = a11a4mF1m + a14(J,4mF4m = a11a44F14 + a14a41F41 = 
=-jE1 =-F,{,; 

Fi.з = а21азтF1т = азтF2т = сВ1 = -Fз2; 
, jиВз - }Е2 . Е2 -иВз 

F24 = a21a4mF1m = a4mF2m = a41F21 + a44F24 = / = - 1 / 
-vI-u2

/ c
2 -vI-u2

/ c
2 

, - juB2 - }Ез . Ез + иВ2 
F34 = аз1а4тF1т = (J,4тFзт = а41Fз1 + a44F34 = ✓ = - J ✓ = -F,{з. 

1 - и2/с2 1-и2/с2 

Окончательно имеем 

о 

✓1-u2/c2 
и 

сВ2 +-Е3 
с 

о сВ1 
. (1.57) 

о 

о 

Очевидно, что тензор ( F;; ), записанный через составляющие векторов Е' и 

В', будет иметь такой же вид, как и тензор ( F;k), записанный через составляю
щие векторов Е и В (1.55), а именно 
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[ о 
св; -св; 

I -св; о сВ~ 
(Fik) = св; -св; о 

jE; jE; "Е' ] 3 

Сравнив (1.57а) с (1.57), получим 

и 

Вз- 2Е2 
в
,_ с 

3-
,J1-u2/ c2 · 

- jE!] 
"Е' - ] 2 

- jE; . 

о 

В случае произвольного направления движения систем координат 

Е' Е Е' = Е 1- + [uB 1-]. 
11 = 11; 1- / 2; 2 , 

\f1-u с 

1 
В 1- - 2 [uE _1_] 

в' - в . в' = ----,===с==~ 
11 - 11 , 1- / 2; 2 , 

\f1-u с 

(1.57а) 

(1.58) 

где в индексах значками «11» и «..l» обозначены параллельные и перпендикуляр
ные направления к вектору u. 

Выражения (1.58) показывают, что составляющие векторов Е и В, парал
лельные направлению движения, при измерении в обоих системах (см. рис. 1.6, б) 
одинаковы, а составляющие, перпендикулярные направлению движения, разли

чаются. При этом, если в неподвижной системе К существует только поле Е или 

В, то в движущейся системе К', направление движения которой совпадает с на

правлением Е или В, поле определится соответственно вектором Е' = Е или 
В'= В. Если направление Е и В не совпадает с направлением движения системы 
К', то при наличии в системе К только электрического или только магнитного 

поля в движущейся системе К' будет и то, и другое поле. 
Из уравнений (1.58) следует, что электрическое и магнитное поля не могут 

существовать раздельно. Эти уравнения имеют большое значение при решении 

конкретных задач о движении зарядов в электромагнитных полях. Подбирая 

систему координат, можно исключить электрическое или магнитное поле, 

вследствие чего решение задачи упрощается. 
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1.15. Тензор поляризации 

Поскольку векторы В и Е, Н и D слиты в один тензор, то разумно предпо
ложить, что вектор намагниченности М и вектор поляризации Р также должны 

сливаться в четырехмерном пространстве в четырехмерный тензор второго ран

га. Формулы 

в 
P=D -E0E и М =--Н 

µо 

объединяются соотношением 

т. е. 

о Мз -М2 

[ -М о М1 
(M,k)= м/ -MI о 

- jcJJi - jcP2 - jcP3 

jcP, ] 
jcP2 

jcf>з . 

о 

Аналогично (1.58) векторы поляризации и намагниченности связаны соот
ношениями 

1 
Р _j_ - 2 [uM _]_] 

Р11= Р11; Р~= с 2 2 

✓1-и /с (1.59) 

М' =М . М' = M_j_ +[uP_j_] 
11 11' _l / 2; 2 . 

v1-u с 

Из выражений (1.59) следует, что измерения, проводимые в системах К и К', 
дают различные значения векторов поляризации и намагниченности. Разумеет

ся, здесь речь идет не об изменении структуры вещества движущихся сред, а об 

относительности электромагнитных параметров, характеризующих среды. 

1.16. Уравнения для «медленно» движущихся сред 

Для случая «медленно» движущихся сред, т. е. при 

и/с« 1 

выражения (1.58) и (1.59) имеют вид: 
Е' =E+[uB]; 

(1.60) 
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, 1 
Р = P - 2 [uM]; 

с (1.61) 

М' =M+[uP]. 

Согласно второму уравнению (1.61) покоящаяся в неподвижной системе К 
диэлектрическая среда, поляризованная под действием внешнего электрического 

поля 

Е # О; Р # О; М = О; В = О, 
в движущейся системе К' будет обладать магнитными свойствами, т. е. 

м' =[uP], 

и согласно второму уравнению (1.60) появится магнитное поле 

, 1 
В = - 2 [uE]. 

с 

В проводящей намагниченной среде, покоящейся в неподвижной системе К, 

В # О; М # О; Р = О; Е = О. 
В движущейся системе К' согласно первому уравнению (1.61) среда будет 

обладать и свойствами диэлектрика, т. е. 

, 1 
Р = - 2 [uM], 

с 

и в ней появится электрическое поле Е', определяемое согласно первому урав

нению (1.60) выражением 

Е' = [uВ]. 
Таким образом, энергия электромагнитного поля возрастает при движении 

проводника или диэлектрика во внешних магнитном или электрическом полях 

(при соответствующем направлении внешнего поля и направлении движения). 

Механическая энергия движения переходит в электромагнитную энергию поля. 

На этом прmщипе основаны генераторы электромагнитной энергии, в частности 

плазменные генераторы, вырабатывающие большую энергию за счет большой 

скорости движения подмагниченной плазмы. 

1.17. Уравнения Максвелла для движущихся сред 

Уравнения Максвелла в четырехмерной форме записываются через четы

рехмерные тензоры второго ранга (f;k) и (F;k), определяемые выражениями 
(1.55) и (1.56), и имеют вид: 

дf;k = ].· 
д 

,, 
Xk 

(1.62) 
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дf';k + дFkm + дFmi = О. 
дхт дх; дхk 

(1.63) 

Первая система (1.62) содержит четыре уравнения и при i = 1, 2, 3 эквива
лентна уравнению Максвелла (I) 

дD 
rotH =J +-, 

дt 

а при i = 4 эквивалентна уравнению Максвелла (Ш) 

divD =р. 
Действительно, 

при i = 1 

при i = 2 

при i = 3 

или 

при i = 4 

или 

_ дНз + дН1 = дD2 +J2; 
дх1 дхз дt 

дD 
rotH=J+-· 

дt , 

divD=p. 

Вторая система (1.63) содержит четыре уравнения и при i = 2, 3, 4, k = 3, 4, 1, 
т = 4, 1, 2, эквивалентна уравнению Максвелла (П) 

дВ 
rotE=--

дt, 

а при i = 1, k = 2, т = 3 эквивалентна уравнению Максвелла (IV) 

divB = О. 
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Вопросы 

1. Какие физические величины характеризуют электромагнитное поле? 

2. Какие параметры характеризуют среды, в которых происходят электрические и свя

занные с ними магнитные явления? 

3. Объясните механизм поляризации среды и как определяется вектор поляризации? 
4. Объясните механизм намагниченности среды и как определяется вектор намагни-

ченности? 

5. Какие среды называются линейными, нелинейными и параметрическими? 

6. Какая среда является изотропной, а какая - анизотропной? 

7. Заrшшите интегральные уравнения электромагнитного поля и поясните их физиче
ский смысл. 

8. Что такое ток проводимости и ток смещения? 

9. Заrшшите уравнения электромагнитного поля в дифференциальной форме (уравне

ния Максвелла), поясните их физический смысл и укажите уравнения, определяю

щие возможность распространения электромаmитного поля без проводов. 
10. Назовите основные свойства линейных, нелинейных и параметрических процессов. 
11. В чем состоят преимущества использования волновых уравнений электромагнитно

го поля при решении задач электродинамики? 
12. С помощью каких условий определяются постоянные интегрирования при решении 

дифференциальных уравнений электромагнитного поля? Запишите эти условия в 

математической форме. 

13. Какие процессы характеризует теорема Умова - Пойнтинга? Что определяет век
тор Пойнтинга? 

14. Что дает представление уравнений классической электродинамики в четырехмерной 
форме? 

15. Какие характеристики электромагнитного поля объединяют тензор напряженности и 
тензор индукции? 

16. Какие характеристики среды объединяет тензор поляризации? 
17. Какие электромагнитные поля называются нестационарным, квазистационарным, 

стационарным, электростатическим и какими зарядами и токами эти поля созда

ются? 

18. Изменяется ли значение заряда при переходе от одной инерциальной системы к 
другой? 

Задачи 

С помощью соответствующих интегральных уравнений электромагнитного поля 

решите следующие задачи. 

1. Докажите утверждения: 

а) статический заряд может располагаться лишь на поверхности проводника; 

б) полый проводник экранирует внутреннее пространство от поля зарядов, располо

женных снаружи, и не экранирует внешнее пространство от поля зарядов, располо

женных внутри. 

2. Две бесконечные проводящие пластины толщиной d 1 и d2 расположены парал

лельно друг другу на расстоянии d. Заряд на единицу площади ( суммарный заряд на 
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обеих сторонах rшастины) равен q 1 для первой rшастины и q2 - для второй. Пока

жите, что: 

а) поверхностные rшотности зарядов на внутренних поверхностях пластин одинако

вы по величине и противоположны по знаку; 

б) поверхностные rшотности зарядов на внешних поверхностях одинаковы; 

в) значения поверхностных rшотностей зарядов не зависят от d1, d2 и d. 
Рассмотрите частный случай q1 = -q2 = q. 

3. Определите напряженность электростатического поля внутри и вне системы, со

стоящей из двух проводников, заряды которых одинаковы по величине, но проти

воположны по знаку. Системы имеют следующий вид: 

а) две большие плоские пластины площадью S, расположенные друг от друга на не
большом расстоянии d; 
6) две концентрические сферы радиусами R1 и R2 (R2 > R1 ) ; 

в) два концентрических цилиндра, длина которых намного больше их радиусов R1 и 

R2 (R2 > R1 ). 

4. Определите напряженность магнитного поля внутри и вне системы, состоящей из 

двух длинных концентрических цилиндров (коаксиальный кабель), по которым те

чет постоянный ток / в противоположных направлениях. Радиус внутреннего ци
линдра -R1, внешнего - R2 и R3 (R3 > R2). Постройте графики зависимости напря
женности Н от расстояния до центра системы. Проверьте вьmолнение граничных 

условий. 

С помощью соответствующих уравнений электродинамики движущихся сред реши

те следующие задачи. 

5. Покажите, что электрическое поле равномерно движущегося точечного заряда 

«сплющивается» в направлении движения. 

6. Покажите, что движущийся поляризованный диэлектрик будет обладать и свойст

вами магнетика. 



2. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 
МОНОХРОМАТИЧЕСКОГО ИСТОЧНИКА 

В НЕОГРАНИЧЕННОЙ СРЕДЕ 

2.1. Основные уравнения 

Уравнения Максвелла в символической форме. Если электромагнитное 

поле возбуждается монохроматическим источником, т. е. 

J ст = J~~ cos(rot + q,1 ), 

то поле у источника также имеет монохроматический характер: 

Е = Ет cos(rot + <f'E); (2.1) 

Н = Нт cos(rot + <f'н ). (2.2) 

В общем случае поляризация диэлектрика зависит от напряженности элек

трического поля 

Р = Р(Е) 

и для изотропной среды может быть представлена в виде 

р = рл +Р"л, 

где 

рл = EoXiE; 

рнл =Ео(Хэ1Е2 +Хэ2Е3 +ХэзЕ4 + ... ). 

(2.3) 

Для большинства диэлектриков (не обладающих сегнетоэлектрическими 

свойствами) 

и 

Хэ2 ~ 10- 11 м/В 

Хэ1 

Хэ1Е >> Хэ2Е2 
>> ХэзЕ3 

>> ··· 

В данном случае символический метод непосредственно не применим, но 

формулу (2.1) можно представить в виде (П.68): 



где 

2.1. Остювные уравнения 

Е = Е+Е* 
2 

Подставляя (2.4) в формулу (2.3), получаем 

Р=Е Хл ___ +----2!..(Е +2ЕЕ +Е )+ [ 
й + й* х · 2 · ·• · •2 

о э 2 4 

+ Хэ2 (Е3 + 3Е2 й* + 3ЕЕ*2 + Е*3) + 
8 

+Хэз (Е4 +4ЕЗЕ* +6Е2Е*2 +4ЕЕ*З +й*4)+ ... ]. 
16 
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(2.4) 

(2.5) 

Анализируя структуру формулы (2.5), можно заметить, что в результате пе
ремножения различных степеней Е и й* кроме составляющей поляризации с 
частотой ro появились постоянная составляющая поляризации, составляющие 
поляризации с удвоенной, утроенной и т. д. частотами. 

· 2 · · * · •2 Рассмотрим, например, выражение Е + 2ЕЕ + Е , входящее в формулу 
(2.5). Поскольку 

то сумма 

Е2 + й*2 = 2Е'; cos(2rot + 2q>E ), 
произведение 

2ЕЕ* =2Е2 
т· 

Таким образом, выражение Е2 + 2ЕЕ* + й*2 содержит постоянную состав
ляющую поляризации и составляющую поляризации с удвоенной частотой (вто

рую гармонику). 

Аналогично анализируя выражение Е3 + 3Е2 й* + 3ЕЕ*2 + й*3 , нетрудно 
убедиться в том, что оно содержит составляющие поляризации с частотами ro и Зrо. 

Группируя члены, соответствующие постоянной составляющей поляриза

ции, первой гармонике, второй гармонике и т. д., преобразуем формулу (2.5) к 
следующему виду: 

00 

Р =Рл(rо)+ LРнл(пrо). 
n=O 

Здесь 
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- составляющая поляризации, ЛЮiейно зависящая от амплитуды действующего 

поля и характеризующая лmпь линейные эффекты; 

рнл (пrо) = Р,::л (пrо) cosn(rot + <рЕ) 

- составляющие поляризации, нелинейно зависящие от действующего поля 

(определяющие неЛЮiейные эффекты), в том числе: 

рнл(О) - (Хэ1 Е2 3 Е4 ) -Ео 2 т +8Хэз т + ... 

- постоянная составляющая поляризации; 

• ЕIЛ _ (J) • 2 . * (1) • 3 . *2 . 
Pm (Ф)-Ео(Хэ1ЕтЕт+Хэ2ЕтЕm + ... ), 
р. вл (2 ) ( 2roE· 2 2wE· з Е. • ) 

111 (1) = Ео Хэ1 т + Хэ2 т т + ... ; 
· нл ( ( зоо · з зоо · 4 · * 

Р,п Зrо) = Ео Хэ1 Ет +Хэ2ЕтЕт + ... ) 

- комплексные амплитуды нелинейных составляющих поляризации с частота

ми ro, 2ro, Зrо, ... ; x;f - коэффициенты, определяемые через коэффициенты 

Хэ1, Хэ2• ... разложения (см. (2.3)). 

Аналогично можно показать, что если в спектре источника содержится не

сколько составляющих, то в спектре поляризации будут не только гармоники 

этих составляющих, но и составляющие с комбинационными частотами. 

где 

Намагниченность магнетика можно представить в виде суммы 

М=Мл +мнл, 

мл =х~Н; 

мвл =Хм1Н2 +Хм2Н3 +ХмзН4 
+ ... 

В случае монохроматического источника поле у источника представим в виде 

Й + й* Й ejwt +й* e- jwr 
Н=--- т т 

2 2 
а намагниченность магнетика - в виде 

или 

м п Й +й* Хм1 (Н. 2 2н·н· * н· *2) 
=хм---+-- + + + 

2 4 

+Хм2 (Йз +зй2й* +зйй*2 +й*З)+ ... 
8 

М = Мнл(О) + Мл(rо) + Мнл(rо) + М нл (2rо) + мнл (Зrо) + ... 

Таким образом, намагниченность нелинейного магнетика также содержит уд

военные, утроенные и т. д. частоты и постоянную составляющую. При действии 

немонохроматического источника появляются комбинационные составляющие. 
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Аналогичным путем можно получить выражение для нелинейной плотности 

тока: 

J = 1пл(О) +Г(со) + Jнл(СО) + J"л(2со) + ... 

Согласно уравнениям Максвелла (1.16) и волновым уравнениям (1.18) и 
(1.19), нелинейные составляющие поляризации, тока и намагничивания, в свою 
очередь, возбуждают гармоники поля, а если в спектре источника имеется не

сколько гармонических составляющих, - и комбинационные составляющие. 

Таким образом, если источник монохроматический, т. е. 

J ст = J~~ cos(cot + q,1 ), 

то в нелинейной среде векторы Е, П, рнл, мил и Jнл можно представить в виде 

суммы гармонических составляющих: 

Е=½ i: Eт(nco)ejnrot; 
n=---oo 

рнл =½ f p::,л(nco)ejnrot; 
n=---oo 

(2.6) 

Подставляя выражения (2.6) в уравнения Максвелла (1.16), заменяя диффе
ренцирование по времени умножением на jпсо и приравнивая величины, содер-

жащие одинаковые частоты псо, получаем бесконечную систему уравнений 

rotHm (псо) = jпсо[Е~ (псо)Ет (псо) + Р,::Л(псо)] + j::;'1(nco) + j ~ (псо); 

rot Ет (псо) = - jпсоµ~ (псо)Нт (псо) - jпсоµ0Мнл (псо), 
(2.7) 

- о +1 +2 +з . ~лс )- л( )- _О"л(псо). где п - , _ , _ , - , ... , С.а псо - С.а псо 1---, 
псо 

µ~ (псо) = µ~ '(псо) -

- jµ:" (псо) 1,:т (псо) = О при п ;t: 1. 
Поле в нелинейной среде содержит большое число гармонических состав

ляющих с частотами псо, взаимодействующих друг с другом. Например, при 

составляющих с частотами со и Зсо появляются частоты Зсо+ со= 4со, 

Зсо- со= 2со, Зсо + 2со = 5со и т. д. Таким образом, все гармонические состав
ляющие поля взаимосвязаны. Математически это описывается уравнениями 
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(2.7), в правые части которых входят амплитуды i>,~л (пrо), м:л(пrо) и j;;,-"(пro), 
причем каждая из этих амплитуд зависит не только от своей составляющей поля 

с частотой пrо, но и от всех остальных гармонических составляющих. Таким об

разом, все уравнения (2.7) оказываются взаимосвязанными. 
В случае линейной среды уравнения (2.7) имеют вид 

rotHm (ro) = j(J)fi ( rо)Ет ( ro) + j :;; ( ro); 

rotEm (ro) = - Jroµi (rо)Нт (ro). 
(2.8) 

Здесь Е~ - комплексная диэлектрическая проницаемость, выполняющая функ

цию диэлектрической проницаемости проводящей среды, 

Отношение ,, 
~- О" 
Е: ФЕа 

равное модулю отношения плотностей тока проводимости и смещения, называ

ется тангенсом угла электрических потерь среды 

tg ~>э = 1 

1 пр 1 = _о_ · 
J см (1)Еа 

Мнимая часть комплексной проницаемости Еа может быть обусловлена не 

только проводимостью, но и явлением гистерезиса, т. е. запаздыванием по фазе 

вектора D относительно вектора Е. Оба эти фактора приводят к выделению теп
лоты в веществе, т. е. к потерям. 

Разделение сред на проводники, полупроводники и диэлектрики может быть 

проведено по значению tg8э . Так, если ]пр>> ]см • т. е. tg8э >> 1, то током 

смещения можно пренебречь и такую среду рассматривать как проводник. 

Если ток смещения значительно больше тока проводимости, то tg <>э << 1 и 

такую среду можно рассматривать как диэлектрик. 

Если токи проводимости и смещения примерно равны, то tg 8э "" 1 и среда 
является полупроводником. 

Магнитная проницаемость также является комплексной величиной 
~ J • 11 
µа =µа - Jµa. 

Наличие мнимой части объясняется гистерезисом, т. е. отставанием по фазе 

вектора В от вектора Н. Отношение 

называется тангенсом угла магнитных потерь. 
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Уравнения Максвелла (2.8) при отсутствии стороннего тока ( J 0т =О) 

имеют вид 

rotllт(ro) = jroEi(ro)Eт(ro); 

rotE111 (ro) =-jroµ~(ro)Hm(ro). 

Система уравнений не изменится, если заменить 11,,, на Е,,,, а Е~ на -µ~. Это 
свойство уравнений называется перестановочной двойственностью. 

Волновые уравнения в символической форме. Подставляя (2.6) в уравне
ния (1.18а) и (1.19а) и приравнивая члены, содержащие одинаковые частоты пrо, 

получаем: 

ЛЕт (пrо) + (пrо)2 Е~ (пrо)µ~ (пrо)Ет (пrо) = 

= -(nro)2µ ~ (пrо)Р,::Л (пrо) + jnro[µ~ (nro)j:1 (пrо) + 

+ µ~ (nro)j: + µо rot м~ (пrо)]; 

. 2 . 
лит (пrо) + (пrо) е: (пrо)µ:(пrо)Н,,, (пrо) = 

= -(nro)2 Е~ (пrо)µ0М0л (пrо) - jnrorot :r;л (nro)-

-rot j ::;1 (nro)-rotj~; (пrо), 

где п = О, ±1, ±2, ±3, ... ; j,~т (пrо) = О при п "# 1. 

(2.9) 

(2.10) 

Если в спектре источника содержится несколько частот, то системы (2.9) и 
(2.10) будут содержать уравнения, написанные для гармоник этих частот и ком
бинационных частот. Системы (2.9) и (2.10) представляют собой системы беско
нечного числа связанных уравнений. 

При решении конкретных задач нелинейной электродинамики в зависимо

сти от постановки и желаемой точности решения ограничиваются определенным 

номером гармоник, так как они быстро убывают с возрастанием номера. Это же 

относится и к комбинационным частотам. При этом число уравнений сокраша

ется, а сами нелинейные уравнения становятся приближенными. 

или 

где 

Если среда линейна, то уравнения (2.9) и (2.10) имеют вид 

ЛЕ111 ( ro) + ro2E~ ( ro)µ~( ro)Em ( ro) = jroµi (ro)j~т (ro); 

ЛЕ,,, (ro) + 1?Е,,, (ro) = jroµi (ro)j~ (ro); 

ЛНт(rо)+ !?Нт(Ф) = -rotj~(ro), 
(2.11) 

k• г;;;::; ✓с ЛI • ЛII)( ЛI . Л/1) R . = Ф\f Еаµа = (J) €а - ]€а µа - Jµa = 1-1 - J(J, - постоянная распростра-

пения; 13 - фазовая постоянная; а - постоянная затухания. 
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Физический смысл этих величин будет рассмотрен в § 2.4. Используя вве
денный в § 1.9 векторный и скалярный потенциалы, перепишем выражения 
(1.24) и (1.25) в символической форме: 

. 1 . 
Н =-rotA· 

л ' 
µа 

Е = -gradф- jroA. 

Волновые уравнения для электромагнитных потенциалов 

символической форме имеют вид 

При отсутствии потерь 

лА + 1? А = -µ;jст ; 

Лф+ l?ф = -рст /f;. 

k = ro.JE~µ~ 
и выражения (2.12) имеют вид 

лА + k2A = -µ;j ст; 

Лф+ k2ф =-рст /Е~. 

(1.28) и (1.29) в 

(2.12) 

Решения этих уравнений получим, представив (1.36) и (1.37) в символиче
ской форме (П.84). С учетом временной зависимости при отсутствии потерь по

лучим 

А=~ т dV· 
. µл J J. ст ejro(t-r/ v) 

4n r ' 
V 

. l f р· ст ejro(t- r/v) 
q>=-- т dV. 

41t€~ r 
V 

Для комплексных амплитуд решения имеют вид 

А =µ;J j:;;e- jkr dV· 
т 4n r ' 

V 

. 1 f pcтe-jkr 
<j>т =-- ---- dV, 

41tf; r 

(2.13) 

V 

где 

k=ro~ = ro_ 
V 

Решения представляют собой суперпозицию сферических волн, расходя

щихся от точечных источников, сосредоточенных в объеме V. 
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Если объемное распределение токов и зарядов заменить линейным распре
делением по проводнику, то выражения (2.13) будут иметь вид 

А. = µа т е dl· 
л f 1ст -jkr 

"' 4n r ' 
L 

1 

f 
ст -jkr 

ф,,, =-- 'tm е dl , 
41tf~ r 

(2.14) 

L 

где 1,:т - амплитуда тока в проводнике; 't~; - амплитуда линейного заряда, Кл/м. 

Используя введенный в § 1.9 вектор Герца, перепишем выражения (1.34) в 
комплексной форме: 

где 

. 2 . . 
Е = ro E~µ~Z + graddivZ; 

Н = jroE~ rot Z. 
(2.15) 

Волновое уравнение (1.33) для вектора Герца в комплексной форме имеет вид 

ЛZ + k2Z = -~рст, (2.16) 
Еа 

Решение уравнения (2.16) имеет следующий вид: 

1 f •СТ - jkr z = -- Pm е dV. 
т 4 л 

nfa r 
V 

(2.17) 

Граничные условия. При решении полученных уравнений должны учиты

ваться граничные условия. В общем случае граничные условия для тангенци

альных и нормальных составляющих поля имеют вид 

E't(2) = E't(l) ; D,,(J) - Dn(2) = -х:; 
H't(I) - H't(2) = J □ов; вп(2) = B n(I ) · 

Эти условия выполняются в любой момент времени, поэтому они должны 

выполняться для mобых гармоник и составляющих комбинационных частот. 

Для гармоник эти условия имеют вид 

E't(l)(nro) = E't(2)(nro); H t(l)(nro) - Htщ(nro) = J 0 0 0 (nro); 

D"(l)(nro)- D"щ(nro) =-х:(пrо); B,,(1)(nro) = B,,(2i nro). 
(2.18) 

Для комбинационных частот граничные условия имеют аналогичный вид. 
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2.2. Энерrетические соотношения и теорема Умова-Пойнтинrа 
в комплексном виде 

Энергетические соотношения. Действующие значения. Запишем соглас

но выражению (П.68) мгновенное значение плотности энергии монохроматиче

ского поля 

мгновенное значение плотности мощности 

1 . . • . .• 
р = (JE) = - (J + J )(Е + Е ), 

4 

мгновенное значение вектора Пойнтинга 

1 . . • . .• 
П=[ЕН]= -[(Е+Е )(Н+Н )]. 

4 

Под мгновенным значением понимается значение в данный момент времени t. 
Согласно (П.69) среднее значение плотности энергии 

1 2 2 
Wo =-(ёаЕт +µаНт), 

4 

среднее значение плотности мощности 

1 . * . 1 . . • 
Ро = 2 Re(J тЕт) = 2 Re(J тЕт) = Re р, 

(2.19) 

(2.20) 

. 1 . . • 
где р = 2 (J "'Е"') - комплексная плотность мощности; среднее значение век-

тора Пойнти:нга 

1 . . • . 
П0 = - Re[EmHm] = Re П, 

2 

. 1 . . * 1 . * . 
где П =-[EmHm]=-[EmHm] -комплексный вектор Умова-Пойнтинга. 

2 2 

(2.21) 

По аналогии с теорией линейных электрических цепей введем действую

щие, или эффективные, значения напряженностей поля и плотности тока. 

Действующим, или эффективным, значением напряженности переменного 

поля Ед называется значение постоянного поля Е0, действие которого эквива

лентно переменному полю, т. е. за одно и то же время, равное целому числу пе

риодов, в среде выделяется одна и та же энергия. 

Согласно данному определению 
т 

сrЕ;т = сrЕ:т = f crE2 dt. 
о 
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Отсюда действующее значение напряженности электрического поля 

В случае монохроматического поля 

Е = Ет cos( rot + <р Е) 

и 

Ед =~-
Аналогично определяется действующее значение напряженности магнитно

го поля и плотности тока: 

В случае монохроматического поля 

Соответствующие комплексные действующие значения напряженностей 

полей и плотности тока равны: 

Отсюда средние значения (2.19)- (2.21) можно представить в следующем виде: 

1 2 2 
Wo =-(ЕаЕд +µаНд ); 

2 

Ро = Re(jдE;) = (JдEд)COS (f)JE; 

П0 =Re[Eil: ] =[ЕдНд]соs<рвн, 

где <f'JE -сдвиг по фазе между jд и Ед ; <f'вн - сдвигпофаземежду Ед и Нд 
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Теорема Умова-Пойнтинга в комплексной форме. Квадратичное соот

ношение, связывающее комплексные амплитуды, аналогичное теореме Умова

Пойнтиша (см.§ 1.8), получим, умножив уравнение, комплексно сопряженное с 

первым уравнением системы (2.8) на Е, а второе уравнение на iI*, и, проделав 
те же преобразования, что и при выводе теоремы Умова-Пойнтиша (см.§ 1.8), 
запишем 

d. [Е. н·• ] . (- Н2 -*2Е2 ) (J·ст•Е· )-О lV m т + J(J) µа т - Еа т + т т - · (2.22) 

. 1 . . * 
Введем согласно (2.19)- (2.21) обозначения: П = - [EmHm] - комплексный 

2 ,, 
п ~ _ WEa Е2 

вектор оинтинга; Рэо - 2 т - средняя плотность мощности электриче-

2 
1 Jm 1 2 (J) " 2 

ских потерь (так как действительно Рэо =--=- crEm =-ЕаЕт) и аналогично 
2 cr 2 2 ,, , 

roµa н2 Еа Е2 
р"0 = -- т - средняя плотность мощности магнитных потерь; w эо = - т 

2 4 , 
средняя плотность электрической энергии; wмо = µа Н,~ - средняя плотность 

4 

магнитной энергии; р" ст =!(jcт•t ) - комплексная плотность мощности сто-2 т т 

ронних источников. 

Перепишем выражение (2.22) с учетом принятых обозначений: 

div 11 + 2jro(w"0 -wэ0 ) + (р"0 + Рэо) + pcr = О, 

или в интегральной форме 

pпdS +2jro(W"0 -Wэ0) + (Р"0 + Рэо) + Рст = О, (2.23) 
s 

где W,'° = f w мо dV - среднее значение магнитной энергии в объеме V; 
V 

Wэо = f W 30 dV - среднее значение электрической энергии в объеме V; 
V 

Рмо = f Рмо dV - среднее значение мощности магнитных потерь в объеме V; 
V 

Рэо = f Рэо dV - среднее значение мощности электрических потерь в объеме V; 
V 

рст = f рст dV - комплексная мощность сторонних источников, распределен
v 

ных в объеме V. 
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Выражение (2.23) представляет собой теорему Умова-Пойнтинга в ком
плексной форме для монохроматического поля. Приравнивая в (2.23) действи
тельные части, получаем 

Re piidS + Рэо + Р,,,0 + RеРст = О, 
s 

где Re piidS = piI0dS - согласно (2.21) поток усредненного вектора Пойн-
s s 

тинга, или действительная (активная) мощность излучения через поверхность S, 

ограничивающую исследуемый объем V; Rерст = Р0ст - согласно (2.20) дейст

вительная (активная) мощность сторонних источников. 

Таким образом, 

f>ПodS + Рэо + Р..,о + Рост = О. 
s 

(2.24) 

Соотношение (2.24) называется теоремой о действительной (активной) 

мощности и характеризует баланс действительных (активных) мощностей. 

Если Рост < о, то сторонние источники отдают энергию ПОЛЮ, если Рост > о 

поле отдает энергию источникам. Очевидно, что Р0ст < О соответствует сдвигу 

фаз между Jст и Е, определяемому условием 

cos<p < О, 
т. е. угол <р изменяется в пределах 

7t 3 
-<("<-1t 
2 "' 2 ' 

а Р0ст > О соответствует условию 
cos<p > О, 

т. е. изменению <р в пределах 

7t 7t 
--<<р<-. 

2 2 

Если Р0ст < О, то выражение (2.24) перепишется в виде 

piI0dS +Рэо +Р"0 =Р0ст_ 
s 

Действительная (активная) мощность сторонних источников, распределен

ная в исследуемом объеме V, расходуется на излучение через поверхность S, ог
раничивающую этот объем, и магнитные и электрические потери (теплота) в нем. 

Если Р0ст > О, то 

- piiodS =~о+ Р..,о + Рост_ 
s 
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Приток действительной (активной) мощности через поверхность S, ограни
чивающую исследуемый объем, расходуется на потери в этом объеме и погло

щение мощности сторонними источниками, размещенными в нем. 

Кроме мощности, непрерывно излучаемой через поверхность, и мощности, 

непрерывно расходуемой в объеме, существует обмен энергией без потерь меж

ду сторонними источниками и полем в данном объеме. 

или 

Приравнивая в соотношении (2.23) мнимые части, получаем 

1m piidS +2ro(Wмo -Wэ0)+1mJ>cт =0 (2.25) 
s 

1m piidS + Р, + Р,ст = о, 
s 

где 1m piidS - значение реактивной мощности излучения через поверхность S; 
s 

1m Р,ст - значение реактивной мощности источников, распределенной в объеме 

V; 2ro <Wмо - Wэо) - значение реактивной мощности, запасенной в объеме V. 

Соотношение (2.25) назьmается теоремой о реактивной мощности и харак
теризует баланс реактивных мощностей. 

В общем случае среды с потерями отношение 

~т = ~ = µ~(1- ~tg◊м) (2_2б) 
Н,,. 'J~ Ea(l- Jtg◊э) 

является комплексной величиной и напряженности электрического и магнитно

го полей не совпадают по фазе. Вектор Пойнтинга в разные части периода поля 

имеет разные направления. При этом происходит обмен энергией между полем и 

сторонними источниками. 

Однако если 

или 

(2.27) 

то отношение 

(2.28) 

является действительной величиной и сдвиг по фазе между электрическим и 

магнитным полем отсутствует. При этом вектор Пойнтинга направлен в одну 

сторону. Согласно (2.28), p1m iI dS = Р, = О, а в соответствии с (2.25) Р,ст = О, 
s 

т. е. обмен энергией между сторонними источниками и полем отсутствует. 
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Условие (2.27) можно удовлетворить, подбирая параметры среды, запол
няющей объем V, или, так как эти параметры зависят от частоты, подбирая частоту. 

Если объем V изолирован и 

piidS =0, 
s 

то в общем случае согласно (2.25) 

Р, = -Р,ст' (2.29) 

т. е. происходит обмен энергией между сторонними источниками и полем. 
Если запасенная энергия постоянна во времени, т. е. 

дW = ~f µаН2 + ЕаЕ2 dV = о, 
дt дt 2 

V 

что возможно, если электрическое и магнитное поля сдвинуты по фазе во вре

мени на 1t/2 и запасенная в объеме V электрическая и магнитная энергии равны. 

При этом Р, = О, а следовательно, согласно (2.29) и Р,ст = О, т. е. обмен энергией 
между полем и источником отсутствует, но происходит обмен энергией между 

электрическим и магнитным полем. Такой электромагнитный процесс назьmает

ся электрическим резонансом. 

Условия резонанса при данных геометрических размерах изолированного 

объема и параметрах заполняющей среды могут быть удовлетворены подбором 

частоты (резонансная частота) или при данной частоте - подбором геометриче

ских размеров объема (резонансный объем). 

Очевидно, что Impcт "# О, если между Jст и Е существует сдвиг фаз <р. 
Такой же сдвиг фаз будет между Е и Н, так как причиной магнитного поля яв

ляется ток, и Н во времени изменяется так же, как Jст_ Из рис. 2.1 следует, что так 
как направления векторов Н и Е определяются их зависимостью от времени, то су

ществуют части периода поля, где векторы Е и Н меняют свое направление одно

временно, и части периода поля, например (t1, t2), в течение которых один из векто

ров сохраняет свое направление, а другой меняет на обратное, что соответствует 

изменению направления вектора Пойнтинга. Таким образом, в течение одной части 

Е; Н х = const П = [ЕН] 

Рис. 2.1. К движению реактивной мощности 
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периода поля реактивная энергия излучается через поверхность, ограничивающую 

исследуемый объем, в течение другой - входит в этот объем. 

Аналогично неодновременное изменение направления векторов Е и J ст приво
дит к тому, что в течение одной части периода поля 1m j,ст < О, в течение другой -

Im Рст > О, т. е. реактивная мощность меняет направление движения (то входит, то 
выходит из источника). Можно показать, что в те части периода поля, когда сто

ронний источник поглощает реактивную мощность, реактивная мощность излуче

ния направлена к источнику, в те части периода, когда сторонний источник выделя

ет реактивную мощность, реактивная мощность направлена от источника. Таким 

образом, происходит обмен реактивной мощностью между полем и сторонними 

источниками. Если магнитное и электрическое поля совпадают по фазе, обмен 

энергией между источником и средой прекращается. 

2.3. Излучение электромагнитных волн. 
Электрический диполь Герца 

Определим поле электрического диполя Герца, представляющего собой ли

нейный проводник длиной l ( l « л, ), по которому протекает ток, изменяющийся 
по гармоническому закону (рис. 2.2). При условии l « л, распределение тока по 

длине провода можно считать однородным. 

Участок провода с однородным распределением тока можно рассматривать 

как электрический диполь с изменяющимися во времени зарядами. Применяя к 

любому объему проводника уравнение непрерывности 

s 

Рис. 2.2. К расчету поля элементарного из
лучателя (диполь Герца) 

дqcr 

дt 

и считая, что он окружен непроводя

щей средой, получаем 

д 
СТ 

ыст =-- q-
дt ' 

где лiст - изменение тока по длине 
рассматриваемого проводника. В сим

волической форме можно записать 

ы·ст . • cr 
т =-1roqm · (2.30) 

Изменение тока от значения /,~т 

до нуля наблюдается лmпь на концах 

проводника и, следовательно, везде, 

кроме концов проводника, заряд от

сутствует, а на его концах имеются 

заряды, равные по величине, но проти-
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воположные по знаку, т. е. имеем дело с диполем, электрический момент кото

рого Рэ = qcтl, qcr = q;: sin rot. В этом случае вектор Герца согласно (2.17) равен 

Напряженность магнитного поля согласно (2.15) равна 

iI = j(J)f," rotZ. 

В сферической системе координат, в центре которой расположен диполь, 

1cr - ;krz 1ст - jkrz 

Z ·те ·те ( .(\ ·.(1) 
т = - 1 е3 = - 1 е, cos и-е~ s1n и . 

41tfaror 41tfaror 

Согласно выражению (П.42) имеем 

Hmr =Нт~ =0; 

. j(J)f,(l [ д . д . ] 
Н та = -r- дr (rZm~) - д~ Z,,,, = 

=- т -j т sin~= 
jl (klcre- jkr /cтe-;kr) 

4n r r2 

1:тze-;kr (1 ·k) .• (\ = -"'--- - + 1 sm и. 
4nr r 

(2.31) 

Электрическое поле диполя можно определить из первого уравнения Макс

велла для монохроматического поля: 

Отсюда 

1 . 
Ёт = -j--rotHm. 

(J)Ea 

. 1crz e-jkr ( 1 ) 
Emr = - j т 

2 
- + jk COS ~; 

21tФEar r 

Е. . . 1;{ l е - jkr ( 1 . k k 2 ) . .(1. 
~ =-1---- - - + 1-- sm и, 

41tФEar r 2 r 

Ета =0. 

(2 .Зlа) 

Переходя от символической записи (2.31) и (2.Зlа) к векторам поля, получаем 
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Н r = Н f) = Еа = О; 

На = kll: [_!_cos(rot - kr) - sin(rot - kr)]sin-&, 
41tr kr 

kll: [ 1 . ] Er = 
2 
-sш(rot- kr) + cos(rot-kr) cos-&, 

2тосаr kr 

Er> = k
2

ll: [(-+-т-1)sin(rot-kr)+_!_cos(rot-kr)]sin~. 
41troEar k r kr 

(2.32) 

Из выражений (2.32) следует, что электрический вектор лежит в меридио
нальной плоскости, а магнитный вектор перпендикулярен к этой плоскости. 

Магнитные силовые линии имеют вид концентрических окружностей, прове-

денных вокруг диполя. 

21t 
Учитывая, что k = -, рассмотрим выражения (2.32) в двух областях: вбли

л, 

зи излучающего провода на расстояниях r « л,, т. е. в области, где kr << 1, и на 
расстояниях r » л,, т. е. в области, где kr >> 1. 

В ближней зоне ( kr « 1 ), пренебрегая фазовым сдвигом kr и учиты-

1 
1 V 1 

вая малость величин и - по сравнению с величинои 22, перепишем выра-
kr k r 

жения (2.32) в следующем виде: 

н п: . -~ 
ех, z --

2 
SШ uCOS rot; 

41tr 

п: . 
Er z 

3 
COS~SШ rot; (2.33) 

21troEar 

Е п: . -~ . 
f) z З SШ иSШ О)(. 

41tШEar 

Выражения (2.33) описывают поле, не имеющее волнового характера; здесь 
электрическое и магнитное поля не совпадают по фазе. Магнитное поле нахо

дится в фазе с током в проводе, электрическое поле - в фазе с зарядами на кон

цах провода. 

Составляющие поля (2.33) называются индукционными составляющими. 
Они быстро убывают с увеличением расстояния от провода. 

Среднее значение вектора Пойнтинга 

1t 
так как согласно (2.33) векторы Е и Н сдвинуты по фазе во времени на и 

2 
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комплексный вектор Пойнтинга iI является чисто мнимой величиной. Таким 
образом, движения энергии нет, происходит лишь периодический обмен энерги

ей между электрической и магнитной составляющими поля. Полем излучения в 

ближней зоне можно пренебречь по сравнению с полем индукции. 

В д аль н е й з о н е ( kr >> 1 ) можно пренебречь слагаемыми с множите-

лями ---:i--z и _!_, тогда выражения (2.32) имеют следующий вид: 
k r kr 

На "" - kll;{ sin 1}sin (rot - kr); 
41tr 

k 2ll;{ . .~ . ( k ) 
---SШ vSШ (1)( - r . 
41tФEar 

(2.34) 

Выражения (2.34) имеют волновой характер и характеризуют поле излуче

ния. Это поле представляет собой сферическую волну, векторы Е и Н совпа

дают по фазе, взаимно перпендикулярны и перпендикулярны направлению 
распространения . Силовые линии магнитного поля параллельны широтам сфе

ры, а линии электрического поля расположены вдоль меридианов. Оба поля 

имеют наибольшую напряженность у экватора ( 1} = 90° ) и исчезают на полю
сах ( 1} =О). Полное представление о характере поля излучения дает диаграмма 

направленности, представляющая собой в произвольной меридиональной 

плоскости зависимость амплитуды Ет или Нт от угла 1} для фиксированного 
расстояния r (рис. 2.3). 

В каждой точке пространства векторы поля изменяются во времени по си

нусоиде. 

Средняя плотность потока мощности, переносимая волной, 

. 1ст2kзz2 
П0 = RеП = т 

2 2 
sin2 1}e, . 

327t ФЕа r 

Усредненный вектор Пойнтинга направлен по радиусу и обратно пропор

ционален квадрату расстояния. Он характеризует энергию, распространяющую

ся от диполя. 

Э= О Ет= Нт= О 

э = 90° 
Ет = Етmах 
Нт = Hm max 

Рис. 2.3. Диаграмма излучения диполя Герца 



74 2. Поле монохроматического источника в неограниченной среде 

Сравнивая системы (2.33) и (2.34), видим, что электрические составляющие 

поля индукции и излучения находятся в противофазе, а составляющие магнит

ного поля сдвинуты на 90°. Это объясняется тем, что поле излучения создается 
не благодаря току и заряду диполя, а вследствие изменений поля индукции. По-

л, 
ля индукции и излучения примерно равны на расстоянии r = - . 

21t 

2.4. Плоская однородная монохроматическая волна 
в неограниченной однородной изотропной линейной среде. 

Фазовая и групповая скорости 

Рассмотрим распространение плоской однородной электромагнитной волны 

в однородной изотропной среде, лишенной источников. Волна называется пло

ской однородной, если векторы поля Е и Н в любой точке плоскости, перпенди
кулярной направлению распространения волны, неизменны по фазе и амплиту

де. Практически плоской можно считать волну, создаваемую любой антенной в 

дальней зоне, в пределах площадки, линейные размеры которой достаточно ма

лы по сравнению с расстоянием этой площадки от антенны. Если совместить 

направление распространения волны с одной из осей декартовой системы коор

динат, то векторы Е и Н будут зависеть от одной координаты и времени. 

Среда с потерями. В этом случае Еа = r: - Jr;, Р-а = µ: - jµ;. Постоянная 
распространения волны 

k = (i)✓e,af·1a = 13- Ja 
является комплексной величиной. 

Пусть направление распространения волны совпадает с осью хз, тогда 

Н = Н(х3 , t) и Е = Е(х3 , t). Волновой процесс не зависит от координат х1 и х2, т. е. 

_1_=~=0, 
дх1 дх2 

(2.35) 

и волновые уравнения (2.11) имеют вид 
2 . 

д Н,,. k· 2н· = О· 
д 2 + т ' 
Х3 

2 • 

д Ет k· 2в· =0 
2 + т • 

дхз 
(2.36) 

Уравнения (2.36) называются уравнениями Гельмгольца и представляют со
бой линейные однородные дифференциальные уравнения с постоянными коэф

фициентами, решения которых имеют вид 

Ет =Ae-jkxз +вejkxз _ 

Отбрасывая второй член уравнения как не имеющий физического смысла 

(волны, идущей к источнику и возрастающей, в неограниченной однородной 

среде быть не может) и учитывая зависимость от времени в виде еjш, получаем 
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где Ет - амплитуда электрической составляющей поля. 

Утштывая, что 

k = Р- ja, 

имеем 

Переходя к вектору Е, получаем 

Е = Ет е-ахз cos(rot -Рхз)

Поскольку уравнения (2.36) для Е и Н одинаковы, то 

Н = Hm е-<:ххз cos(rot-Px3 -<р) 
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(2.37) 

и достаточно рассмотреть поведение одного из векторов - Е или Н. Здесь <р -
возможный начальный сдвиг; а - постоянная затухания, характеризующая ско

рость убьmания амплитуды; р - фазовая постоянная, характеризующая скорость 

изменения фазы при распространении волны. 

В каждой плоскости х3 = const поле меняется во времени, в каждый данный 

момент времени поле различно для разных значений координаты х3• 

Очевидно, что фаза поля имеет одно и то же значение для различных значе

ний координаты х3 и моментов времени t, удовлетворяющих условию 

ro(t + Лt)-Р(х3 + Лх3) = rot-Px3 

или 

rоЛt-РЛ.х_, = О. 

Это значит, что если в момент времени t в плоскости х3 = const поле имеет 

некоторое определенное значение фазы, то такое же значение оно будет иметь 

через промежуток времени Лt в плоскости, отстоящей от плоскости х3 = const 

на расстояние Лх3 по оси х3 . Таким образом, фаза электромагнитного поля рас

пространяется вдоль оси х3 со скоростью 

V = Лх_, = (1) 

Ф Лt р' 
(2.38) 

называемой фазовой скоростью. С такой скоростью перемещается плоскость 

равных фаз, называемая фронтом волны (плоскость равных фаз и плоскость рав

ных амплитуд могут и не совпадать). 

Если наблюдатель перемещается вместе с плоскостью выбранных посто

янных значений фазы, то эта фаза будет для него постоянной, не зависящей 

от времени. 
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Неподвижный наблюдатель отметит изменение фазы с течением времени, 
так как мимо него будут проходить плоскости с разными значениями фазы. 

Очевидно, что имеются точки, где значение фазы в данный момент времени 

отличается лишь на 21t. Ближайшее расстояние л между этими точками опреде
ляется из условия 

и называется длиной волны (м) 

(2.39) 

Фазовая постоянная (м-1) 

R= 27t 
JJ л ' 

т. е. она равна числу волн, укладывающихся на отрезке в 21t единиц длины, по
этому она называется волновым числом. 

Уравнения Максвелла (2.8) для монохроматического поля в среде с потеря
ми имеют вид 

rot Н = jroЁaE; 

rot Е = - jroµaH. 
В декартовой системе координат с учетом (2.35) и зависимости Н и Е от 

-jkx.3 ( д .k·) v координаты х3 в виде е - = - J получим систему уравнении 

дхз 

kЙ2 =ООЁаЕ'1; 

kЙ 1 = -ООЕа Е2; 
Е'з = О; 
kE2 = -rоµ,аЙ1; 
kE1 = rоµаЙ2; 

Йз =О. 

(2.40) 

Здесь постоянную распространения k можно рассматривать как вектор k, на
правление которого в случае плоской однородной волны определяет направле

ние ее распространения. При этом систему уравнений (2.40) можно представить 
в виде 

-[kН] = ООЕаЕ; 
[kE] = rоµан:. 

(2.41) 

Из (2.41) следует, что векторы Е, Ни k взаимно перпендикулярны; векторы Е и 
Н лежат в плоскости х1Oх2 • Так, если Е направлен по оси х1 , то Н - по оси х2: 
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Е = е1Ет е-с:ххз cos(rot-Pxз); 

Н = е2Н т е-ахз cos(rot-Px3 -<р). 

Из векторных уравнений (2.41) следует выражение 

kй = rоеай 

или при k = ro✓eafia 
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(2.42) 

определяющее сдвиг по фазе во времени между векторами Н и Е. Выражение 

2о = ~ = l2 olejq> 
~~ 

называется волновым сопротивлением (Ом) среды. 

Вследствие сдвига по фазе направления векторов Е и Н, как видно на рис. 2.4, 
меняются неодновременно, поэтому вектор Пойнтинга направлен то по направ

лению распространения волны, то обратно к источнику. 

Средняя плотность потока мощности в среде с потерями определяется вы

ражением (2.21), т. е. 

· Е Н 2с:хх 
П0 = Re П = е3 т т cos <р . е - 3 

2 

и зависит от сдвига фаз между электрическим и магнитным полем. 

Затухание энергии электромагнитного поля при прохождении волной пути l 
определяется отношением средних плотностей потока мощности на концах это

го участка: 

По(х3) = е2а1. 
П0(х3 +l) 

Рис. 2.4. Плоская волна в среде с потерями 
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Затухание волны в децибелах (дБ) равно 

L = 101gе2ы ""'8,69a.l. 

В общем случае, когда направление распространения поля не совпадает ни с 

одной из осей координат, волновые уравнения имеют вид 

• • 2 . 
ЛН+k Н=О; 

ЛЁ+l?Е =О, 

а их решения -

Е = Е ej((J)t-kr). 
т ' 

и= н ej(Ш-kr-q>) 
т ' 

где k - комплексный волновой вектор, k = р - ja. 

Вектор р определяет направление распространения волны. Он перпендику

лярен плоскости равных фаз. Вектор а перпендикулярен плоскости равных ам

плитуд. Направления этих векторов могут не совпадать. Радиус-вектор r опре
деляет исследуемую точку. 

Определим постоянные а и р через параметры среды: 

k 
I I 11 11 ..., 

где - постоянная распространения волны; Еа, µ" и Еа, µа - деиствитель-

ные и мнимые части диэлектрической проницаемости Еа = е: -jE~ и магнитной 
~ , . ,, 

проницаемости µа = µа - Jµa, или 

Приравняем действительные и мнимые части: 

А 2 2 2 ( , , 11 ") 
JJ - а = (1) Еаµа - Еаµа ; 

2 А 2(, " "') <XJJ = (1) Еаµа + Еаµа · 

Решая эти уравнения относительно а и р, получаем 

(е'µ' - е"µ") + ✓(е'µ' -е"µ")2 + (е'µ" + е"µ')2 
Р = ro.Jeoµo 

2 

-(е'µ' -е"µ") + .Jce'µ' -е"µ")2 + (е'µ" + е"µ')2 
а = ro.J Еоµо 

2 

(2.43) 

д б '1 "о Ф ля о ычных диэлектриков и металлов µ = , µ = , поэтому ормулы 

(2.43) упрощаются: 
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(2.44) 

а = ro.J Еоµо 

В диэлектриках с малыми потерями ток проводимости мал по сравнению с ,, 
током смещения ( cr « roE:) тангенс угла электрических потерь, tg03 = ~ < 10--4 , 

f, 

и, следовательно, постоянная затухания а мала. Волна распространяется на 

большие расстояния практически без затухания. Фазовая постоянная 

Р = ro.Jµ0E:. 

Если потери в диэлектрике обусловлены только проводимостью, то 

" cr 
f,a =-. 

О) 

1 - а 

Воспользовавшись приближенной формулой (1 + а) 2 = 1 + - для малых а, 
2 

получим 

(2.45) 

Фазовая скорость в диэлектрике с малыми потерями 

ro 1 с 
V =-=~===--
ф Р .Jµ0E: R · 

Очевидно, что в случае диэлектрика с малыми потерями распространение 

сигнала происходит с малым затуханием и почти без искажений. 

В проводниках ток проводимости намного больше тока смещения ( roE: < cr ) 
Е" » f,

1
, и выражения (2.44) имеют вид 

р =а= ro✓ µ~~ = ✓ ro~ocr. (2.45а) 
В проводящей среде наблюдается большое затухание энергии. Расстояние Л, 

на котором амплитуда поля убывает в е = 2,72 раза, называется глубиной проник
новения (м) 
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Фазовая скорость и длина волны в среде с потерями определяется выраже

ниями (2.38) и (2.39). Очевидно, что фазовая скорость и длина волны в среде с 
потерями меньше, чем в среде без потерь. В среде с потерями фазовая скорость за

висит от частоты. Зависимость фазовой скорости от частоты называется дисперсией. 

Если tg оэ = tg ом или €
11µ' = €1µ", то выражения (2.43) имеют следующий вид: 

а фазовая скорость 

не зависит от частоты. 

Таким образом, среда с потерями при условии tg 03 = tg Ом не обладает дис
персией. Сигнал не искажается при распространении, а лишь уменьшается по 

величине. В среде существует чисто бегущая волна, так как волновое сопротив

ление среды 

Zo = µо(µ' - jµ") = k: 
t (€' - "€") €' О J а 

является действительной величиной и сдвиг фаз между электрическим и маг

нитным полем равен нулю. 

В случае монохроматического поля 

где Vэ - скорость распространения энергии. 

Сигнал, представляющий собой спектр частот, вследствие дисперсии изме

няет форму, а следовательно, изменяется и распределение энергии в спектре. В 

связи с этим вводится понятие групповой скорости, характеризующей распро

странение в пространстве максимума энергии. 

Рассмотрим простейший случай, когда сигнал состоит из двух синусоид с 

одинаковыми амплитудами и мало отличающимися частотами: 

Е(Хз, t) = Ет е-сх.хз cos(rot- Р:хз)+ Ет е-сх.хз cos[(ro+Лro)t-ф+ ЛР)х3 ] = 

= 2Ет е-сдJ cos( Л2rо t- л: Хз )cos[( ro+ Л2rо }-(Р+ л:).хз]. 
Поскольку Лrо « ro и лр « р, 

Е(:хз, t) = 2Ет е-сх.хз cos( Л2rо t- л: х3 )cos(rot -Р:хз). 
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Это колебание можно рассматривать как сигнал с несущей частотой ro и 
огибающей 

2Ет е-~ cos( Л2rо t - л: Хз} 

Скорость перемещения максимума огибающей в пространстве и называется 

групповой скоростью. Групповая скорость - это скорость распространения 

сигнала, так как информация передается огибающей, а не высокочастотным за

полнением. 

т. е. 

Максимум огибающей перемещается со скоростью, определяемой из условия 

лrо t- лр Хз = лrо (t + Лt)- лр (.хз + Л.хз) 
2 2 2 2 ' 

Лх3 _ Лrо 
----
Лt лр 

Переходя к пределу, получаем 

dx3 dro 
V =--=-

rp dt dp 
Определим зависимость между фазовой и групповой скоростью: 

Отсюда 

р ctp P-ro-1 :v~ = /ro(;)= -;dro = р/гр 

vrp = ro dvФ · 
1---

vф dro 

Это соотношение называется формулой Релея. Если среда не обладает дис

dv 
персией (фазовая скорость не зависит от частоты и __ Ф =О), то 

dro 

dv 
Если с увеличением частоты фазовая скорость возрастает, т. е. __ Ф > О, то 

dro 
dv 

групповая скорость будет больше фазовой; если __ Ф < О, то групповая скорость 
dro 

будет меньше фазовой. 
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Е 

t = const 
,," ,,,,, ,, ,,, 

Х3 

Е 

Рис. 2.5. Плоская волна в среде без потерь 

Дисперсия, при которой групповая скорость меньше фазовой, называется 
нормальной дисперсией, в противном случае - аномальной. Дисперсия, обу

словленная проводимостью среды, является аномальной. 

Среда без потерь. В отсутствие потерь параметры среды Еа и µа, а следова-

тельно, и k = w.JEaµa являются действительными величинами, и уравнения 
Максвелла в векторной форме (2.41), имеют вид 

-[k:Н] = WEaE; 

[kEJ = wµа:н, 

т. е. векторы Е, Н и k взаимно перпендикулярны (рис. 2.5). 
Волновое сопротивление среды 

- действительная величина. Магнитное и электрическое поля совпадают по фа

зе, и поле плоской волны является полем бегущей волны. 

В воздухе волновое сопротивление 

Z0 = (µ;;" = 1201t. 
~€о 

Поле плоской волны определяется выражениями 

Е = е1Ет cos(rot- kхз) = е1НтZо cos(rot- kхз); 

Е 
Н = е2Н111 cos(wt - kx3 ) = е2 ____!!!_cos(rot - kx3 ). 

Zo 
Вектор Пойнтинга в любой момент времени направлен в сторону распро

странения волны и определяет плотность потока мощности: 

П = [ЕН] = е3Н ,~Z0 cos2 ( О)( - kx3 ). (2.46) 

Средняя плотность потока мощности согласно (2.21) равна 
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п R п. H,~Z0 
о= е =ез--- . 

2 

Мгновенные плотности электрической и магнитной энергий соответственно 

равны 

Учитывая значение волнового сопротивления, получаем 

и, следовательно, полная плотность электромагнитной энергии 

W = wэ + WM = µан~ cos\rot- kx3) = ЕаЕ,~ cos2 (rot- kх3 )

Фазовая скорость согласно (2.38) равна 

ro 1 с 
vф = - = =--. 

k ✓Еаµа ,Jqi, 
Длина волны в соответствии с формулой (2.39) 

л,- 2n _ 2n _ vФ _ с _ л,0 
k ro.Jeaµa f f ,JEµ ,JEµ' 

где с - скорости света в воздухе; л,0 - длина волны в воздухе. 
Скорость движения энергии можно определить по формуле 

п 
vэ = - . 

w 

(2.47) 

(2.48) 

Действительно, вектор Пойнтинга П определяется как количество энергии, 

проходящей через едиющу площади в единицу времени. Эта энергия заключена 

в объеме прямоугольного параллелепипеда с единичным основанием и высотой h. 
Очевидно, что скорость распространения энергии и равна этой высоте. Чтобы 

найти значение h, надо разделить энергию П, заключенную в объеме параллеле

пипеда, на энергию единицы объема w. С учетом (2.46) и (2.47) находим 

_ Z 0 _ 1 
vэ -ез- -ез ~-

µа vEaµ a 
(2.49) 

Сравнивая (2.48) и (2.49), получаем 
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В случае немонохроматического поля это условие сохраняется, так как фа
зовая скорость не зависит от частоты, форма сигнала не изменяется и не изменя

ется распределение энергии в спектре. 

2.5. Пассивные и активные среды 

Рассмотрим распространение плоской электромагнитной волны в одно

родной изотропной среде с комплексными диэлектрической и магнитной про

ницаемостями: 

~ , . ,, 
Еа =Еа - ]Еа; 

~ I • 11 
µа =µа - Jµa. 

Постоянная распространения плоской волны в такой среде определяется 

выражением 

k = ro/Eafla = Р - }а, 

где р - фазовая постоянная; а - постоянная затухания. 

Среда называется пассивной, если а > О и она поглощает энергию распро
страняющегося электромагнитного поля. 

Среда называется активной, если а < О и она отдает энергию электромаг-
нитному полю. 

Е "О "О О ели Еа > и µа > , то а > и среда пассивна. 

Е "о "о о ели Еа < и µа < , то а< и среда активна. 

Е "о "о "о "о ели Еа > и µа < или Еа < , и µа > , то для определения характера 
среды надо найти знак величины 

а = - Im [ ro.J ( Е~ - }Е~)(µ~ - }µ~)]. 

Примеры активных сред: область электронного пучка, в которой электроны 

отдают энергию полю; среда внутри конденсатора, емкость которого периодиче

ски изменяется (параметрические колебания); активные среды, используемые в 

квантовых усилителях и генераторах. 

При распространении плоской волны в активной среде в направлении оси х3 
электромагнитное поле определяется выражениями 

Е = Ет еl<Фз cos(rot -Рхз); 

Н = Нт е1*3 cos(rot-Px3 -q>). 

При распространении волны на расстояние l напряженность поля увеличи

вается в e1alt раз, мощность поля - в e21all раз. Величину laj можно назвать ко

эффициентом усиления активной среды. При этом величина G "' 8,69lajl опре

деляет усиление в децибелах. 
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Поток электронов в переменном поле. Рассмотрим свойства некоторых 

сред более подробно. Для простоты полагаем, что поле имеет продольную элек

трическую составляющую, совпадающую с осью электронного пучка, и одно

родно по сечению пучка. Если электрическая составляющая поля совпадает с 

направлением движения электронов, то они тормозятся и энергия поля увеличи

вается за счет уменьшения кинетической энергии электронов. Происходит излу

чение ( а < О), среда ведет себя как активная. При противоположном направле

нии электрической составляющей поля электроны ускоряются, их киветическая 

энергия увеличивается, а энергия поля уменьшается. Электроны поглощают 

энергию поля (а> О), среда ведет себя как пассивная. 

Рассмотрим случай торможения электронов. Определим напряженность 

электрического поля как 

где k = р - ja - постоянная распространения. 
Скорость электронов можно представить в виде суммы двух слагаемых: 

v =e3v 0 +e3v _, 

где v 0 - постоянная составляющая, которая определяется постоянным электри

ческим полем, создаваемым внешним источником; v_ - переменная состав

ляющая, определяемая переменным полем, 

V = -V ej(Wt-k:xз). V » V 
~ т ' О m' 

где знак «-» определяет торможение электрона. 

или 

В линейном приближении уравнение движения электрона имеет вид 

d2 
т~=еЕ 

dt2 

dv = .!!.._ Е 
dt т ' 

где е и т - соответственно заряд и масса электрона. 

Найдем полную производную скорости v = v(x3 , t) 

d v iJv iJv dx3 iJv iJv 
- =- +---=-+v-
dt дt дх3 dt дt дх3 

и запишем уравнение движения электрона в символической форме: 

е . . . . . 
-Ет ,:,; J(J)Vm-JkVoVm. 
т 

(2.50) 

(2.51) 

Вследствие модуляции скорости электронов происходит модуляция плотно

сти заряда (образование сгустков электронов) 
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р=ро+р_ , 

где р_ = Pmej(rot-kxз ) - переменная составляющая плотности электронного по
тока; Рт<< р0 и модуляция плотности тока 

j = PoVo + j _, 
где 

j = (р iJ +р v )ej(ror-faз) = _j e j(ror-kx:3 ) 
- От тО т 

- переменная составляющая плотности тока. 

(2.52) 

Поскольку плотность тока J является функцией координаты х3, то в соответ-

ствии с уравнением непрерывности ( div J = - : ) запишем 

или 

др - дJ 

дt dX3 

. k . 
p,,. = - Jm. 

(О 

Решая совместно уравнения (2.51) - (2.53), получаем 

"k Ро е } э --

. V 0 m · 
Jm "" · 2 Ет, 

(kэ - k) 

где kэ = (J)jv0 - волновое электронное число. 

(2.53) 

Плотность комплексной мощности переменной составляющей тока опреде-

ляется выражением 

а плотность действительной мощности 

k)} _ _g_!__ (kэ - ~)а, 
Vo т Ez 

[(kэ - ~)2 - а,2 ]2 +4а2 (kэ -~)2 т· 
Ро = Rep = (2.54) 

При торможении электронов р0 < О и электроны отдают энергию полю. 
Согласно выражению (2.54) усиление электромагнитного поля (а< О) про

исходит при k3 < ~ или v 0 > vФ , т. е. скорость движения электронов должна 

превышать фазовую скорость распространения электромагнитной волны, чтобы 

сгустки электронов находились в тормозящем поле. 
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При v0 = vФ плотность действительной мощности р0 = Ои взаимодействие 
поля с потоком электронов отсутствует, что соответствует локализации электро

нов в области нулевого поля. 

В соответствии с (2.22) плотность действительной мощности определяется 
выражением 

,, 
roea Е2 

Ро=-- т· 
2 

(2.55) 

Сравнив (2.54) с (2.55), найдем значение мнимой части диэлектрической прони-
цаемости 

Ро е R 22 - (k3 -1-')а 
" v0 т t = 
а [(kэ -~)2 -а2]2 +4а2(kэ -~)2. 

(2.56) 

Выражение (2.56) справедливо и для ускоряющего, и для тормозящего поля. 

Различие заключается лишь в том, что в случае тормозящего поля ( k
3 

< ~. 

е: < О) - среда активная, а в случае ускоряющего поля ( kэ > ~. е: > О) - среда 
пассивная. 

Квантовые двухуровневые среды. Внутренняя энергия атомов и молекул 

твердого тела или газа квантована. Согласно теории Бора атом или молекула не 

может находиться в состояниях с произвольной энергией, а может находиться 

только в определенных дискретных состояниях, называемых устойчивыми или 

стационарными. Одному и тому же уровню энергии могут соответствовать 

несколько различных состояний атома или молекулы. Состояния с одинаковой 

энергией называются вырожденными. Число состояний с одинаковой энергией 

называется степенью (кратностью) вырождения или статистическим весом. 

Переход системы (атома, молекулы) из одного энергетического состояния, 

соответствующего определенному уровню энергии, в другое, соответствующее 

другому уровню, называется квантовым переходом. При переходе с более низ

кого на более высокий уровень система поглощает энергию, при переходе с бо

лее высокого на более низкий - отдает. 

Различают излучательные и безызлучательные квантовые переходы. При бе

зызлучательных переходах изменение энергии не связано с излучением, т. е. испус

канием или поглощением фотонов; энергия системы изменяется при взаимодейст

вии с другими атомами или окружающей средой (взаимодействие с кристалличе

ской решеткой, соударение атомов друг с другом и т. д.). При излучательных пере

ходах система излучает или поглощает электромагнитную энергию в виде квантов: 

hro= Wп -Wm, 

h 
где h = - , h = 6,6 · 10-34 Дж-с - постоянная Планка; Wп и Wm (Wп > Wт) -

27t 
энергетические уровни. 
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Если эти переходы совершаются при отсугствии внешнего электромагнит

ного излучения, то они называются спонтанными (самопроизвольными). Спон

танные переходы случайны, и различные частицы излучают энергию неодно

временно и независимо друг от друга, поэтому фазы электромагнитных волн, 

излучаемых отдельными частицами, не согласованы друг с другом. Случайный 

характер имеет не только время излучения кванта, но и его поляризация и на

правление распространения (это некогерентное излучение). 

Рассмотрим систему частиц, имеющую энергетические уровни Wn и Wm 
(Wп > Wт)- Если плотность мала, то взаимодействием атомов друг с другом можно 
пренебречь и безызлучательные переходы не учитывать. Пусть в единице объема 

вещества в момент времени t некоторое количество частиц Nn находится в состоя
ниях с энергией Wn. В течение промежугка времени dt часть этих частиц перей
дет на уровень W.n- Если вероятность спонтанного перехода в единицу времени 

для одной частицы обозначить через Апт, то число частиц в единице объема, по
кинувших уровень с энергией Wn за время dt, определится выражением 

dNn = -~mNn dt, 
откуда 

где Nп(О) - число частиц в единице объема вещества в состояниях с энергией 

Wn в момент времени t = О. 

Для одной частицы вероятность нахождения на возбужденном уровне опре

деляется выражением 

Величина 

1 
Лtпт = --

~т 
определяет время, в течение которого число частиц, находящихся в возбужден

ном состоянии, убывает в е раз. Она определяет среднее время жизни частиц в 

возбужденном состоянии. Действительно, число частиц, проживших на уровне 

Wn в течение времени t, равно ~mNn(t) - числу частиц, покидающих в течение 

времени t этот уровень, и среднее время жизни определяется выражением 

т. е. среднее время жизни Лtпт - величина, обратная вероятности перехода. 

Спонтанные переходы обусловливают конечность времени жизни атома или 

молекулы в возбужденном состоянии. Основными характеристиками этого про

цесса являются время жизни частицы в возбужденном состоянии и обратная ве

личина - вероятность спонтанного перехода. 
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Плотность мощности спонтанного перехода определяется выражением 

Рспонт (t) = n,(J)nmNn(t) 

(t) - 1'" N (О) -А,,тt _ (О) -t/Лtnm 
Рспоm - пrопт п е - Рспонт е , 
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т. е. мощность спонтанного излучения убывает во времени по экспоненциально

му закону. 

Величина Апт, называемая коэффициентом Эйнштейна для спонтанного из
лучения, определяется средним числом фотонов, спонтанно излучаемых одной 

частицей в 1 с, и имеет размерность [с-1 ]. 
Излучение, вызываемое взаимодействием с веществом внешнего электромаг

нитного поля, частота которого близка к частоте квантового перехода, называется 

индуцированным или вынужденным. При этом частота, поляризация и направление 

распространения индуцированного излучения одинаковы с частотой, поляризацией 

и направлением распространения поля, вызывающим это излучение, и внешнее по

ле усиливается без изменения характеристик (когерентное излучение). 

Вероятность индуцированного перехода в единицу времени пропорцио

нальна спектральной плотности энергии w0(ronm) вынуждающего излучения на 

частоте перехода и при индуцированном излучении для одной частицы опреде

ляется выражением 

(2.57) 

где Впт - коэффициент Эйнштейна для индуцированного излучения, опреде
ляемый числом фотонов, испускаемых в среднем одной частицей в 1 с при еди
ничной спектральной плотности вынуждающего излучения, и имеющий размер

ность [м3 
· Дж-4 · с-2] . 

Вероятность излучательного перехода равна сумме вероятностей спонтанного 

и индуцированного переходов и для одной частицы определяется выражением 

При этом число переходов с уровня Wn на уровень W т в момент времени t за 
промежуток времени dt в единице объема составит 

dNn =-[А,,т +Bnmw0 (ronm)]Nndt. 

Внешнее поле может вызывать не только индуцированнь1е переходы с верх

них уровней на нижние, сопровождаемые индуцированным излучением, но и 

переходы с нижних уровней на верхние, приводяIЦИе к резонансному поглоще

нию электромагнитной энергии поля веществом. 

Вероятность перехода с уровня Wm на уровень Wn в единицу времени для 
одной частицы также пропорциональна спектральной плотности энергии на час

тоте перехода 
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где Втп - коэффициент Эйнштейна для индуцированного поглощения, опреде
ляемый числом фотонов, в среднем поглощаемых одной частицей за 1 с при еди
ничной спектральной плотности вынуждающего излучения. 

Число переходов с уровня Wm на уровень Wn в единице объема вещества в 
момент времени t за промежуток времени dt определяется выражением 

dNm =-Bmпw0(romJNm dt, 

где N,n - число частиц на уровне Wm в единице объема в момент времени t. 
При тепловом равновесии, когда излучаемая и поглощаемая энергии одина

ковы, одинаково и число частиц, переходящих с верхнего уровня на нижний и 

обратно: 

[Апт + Вптwо(Фпт)]Nп = Bmпw(ro,,,,,)Nm. 
Из последнего соотношения и термодинамических соображений можно по

казать, что 

gnBnm = gmBmn' 

где gn и gm - кратность вырождения уровней с энергией Wn и Wm, и определить 
вероятность спонтанного перехода 

А 2hroз в = 2hroз ~в (2.58) 
пт = --3- пт 3 тп· 

7tC 7tC g п 

Если коэффициент преломления среды п отличается от единицы, то ско

рость света с заменяется на v = с/ п. 
В приведенных выше расчетах использовались коэффициенты Эйнштейна 

Апт и Впт, определяющие полные (интегральные по частоте) вероятности спон

танного и индуцированного излучений в единицу времени. В действительности 

вероятности перехода при спонтанном и индуцированном излучениях зависят от 

частоты, на которой излучается фотон. Эта зависимость от частоты определяется 

формой спектральной линии. Спектральную плотность вероятности спонтанного 

перехода Апт(Ф) можно представить в виде 

~m(ro) = ~mg(ro), 
причем 

где g(ro) - форм-фактор спектральной линии. Аналогичное выражение можно 

записать для спектральной плотности вероятности индуцированного перехода: 

Впт ( ro) = Вптg( ro). 

Очевидно, что соотношение между коэффициентами A,,m(ro) и Bnm(ro) то 

же самое, что и между коэффициентами А"т и В"т. 
Плотность мощности индуцированного излучения при переходе с уровня W" 

на уровень Wm определяется выражением 



2.5. Пассивные и активные среды 91 

р;:л = Bllmg(ro)wo(ronm)hronmNn. (2.59) 

Плотность мощности поглощения при переходе частиц с уровня Wm на уро

вень Wп 

Р;:~гл = ~ Bпmg(ro)wo(roпm )hroпmNm. 
gm 

(2.60) 

Населенность энергетического уровня определяется числом частиц в единице 

объема вещества, находящихся на данном уровне, деленном на статистический 
вес. Если вырождение отсутствует, то населенность определяется числом частиц в 

единице объема вещества, находящихся на данном энергетическом уровне. 

Спонтанные переходы уменьшают населенность только верхних уровней, 

индуцированные переходы проходят в обе стороны. При малой интенсивности 

вынуждающего поля интенсивность индуцированных переходов меньше интен

сивности спонтанных переходов и практически частицы переходят только на 

нижние уровни. При большой интенсивности вынуждающего поля интенсив

ность индуцированных переходов значительно превышает интенсивность спон

танных переходов и наблюдается тенденция к выравниванию населенности рас

сматриваемых верхнего и нижнего уровней. 

В естественных условиях при равновесии между веществом и окружающей 

средой (в условиях теплового равновесия) распределение частиц по энергетиче

ским уровням подчиняется распределению Больцмана ( см. § П. 6) 

N w.-w'" 
_п_ = ~ е - -----,;.т-

N т gm 

где N11 и Nm - число частиц соответственно на уровнях п и m в единице объема; 

g11 и gт- статистические веса состояний пит; W11 и Wm - энергии, соответствую

щие уровням пит; k - постоянная Больцмана, k = 1,38· 10-23 Дж/К; Т - абсолют
ная температура. 

Из этого распределения следует, что населенности уровней уменьшаются с 

увеличением энергии уровня; с повьШiением температуры населенность верхних 

уровней растет, но все же будет меньше, чем населенность нижних уровней. По

этому при нормальных условиях 

и согласно (2.59) и (2.60) 

N 11 Nm - < -
gn gm 

инд инд 

Ропогл > Ро изл • 

т. е. вещество поглощает энергию электромагнитной волны. Среда, удовлетво

ряющая распределению Больцмана, является пассивной. 

Для того чтобы при распространении в среде волна не затухала, а усилива

лась, необходимо, чтобы 
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инд инд 

Ро изл > Ро погл 
и, следовательно, 

Nn Nm ->--. 
gn gm 

Неравновесные состояния, удовлетворяющие этому условию, называются 

состояниями с инверсной населенностью. Волна, частота которой соответствует 

частоте индуцированного перехода, при распространении в среде с инверсной 

населенностью усиливается; такая среда называется активной. 

Спонтанные переходы частиц не влияют на усиливающееся поле, но созда

ют фон (шумы). Поскольку мощность этих шумов пропорциональна коэффици-

енту А..т = A..m(ro3
), то она быстро растет с увеличением частоты и затрудняет 

прием полезного сигнала. 

Состояния с инверсной населенностью удовлетворяют распределению 

Больцмана при «отрицательной температуре»: 

Т= 
wn - wm о -----<. 

kln Nn gm 
gn Nm 

Понятие «отрицательная температура» эквивалентно понятию «инверсная 

населенность». 

Разность 

ЛN=N -~N >0 
п ,п 

gm 

определяет плотность инверсной населенности. Если вырождение уровней от

сутствует, то 

Поскольку спонтанное излучение не влияет на усиление электромагнитного 

поля, распространяющегося в среде с инверсной населенностью, а вносит лишь 

шумы, то плотность мощности излучения в соответствии с (2.59) и (2.60) 

(2.61) 

В соответствии с (2.22) плотность действительной мощности в диэлектрике 
определяется выражением 

в 
п 

зависимости от знака fa это или поглощаемая, или излучаемая мощность. 

Отсюда согласно (2.61) для активного диэлектрика 
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Е
11 = -Bпmg(ro)hЛN < О, (2.62) 

так как частота распространяющегося поля ro = ronm , 

( ) 
_ ( ) _ Е0Е,; 

Wo О)"т - Wo ro - -2-

- средняя плотность энергии. Для пассивного диэлектрика Е" тоже определя

ется выражением (2.62), но Е
11 > О. 

В случае магнитной среды 

О) " 2 
Ром =2µаНт 

и магнитная проницаемость активного магнетика определяется выражением 

µ" = -Bпmg(ro)hЛN <О, (2.63) 

для пассивного магнетика справедливо это же выражение, но µ" > О. 
Любое неравновесное распределение, если оно не подвергается возмуще

нию, самопроизвольно изменяется до тех пор, пока не станет равновесным. Про

цессы, приводящие систему в равновесное состояние, называются релаксацион

ными. Если система приходит в равновесное состояние в результате обмена 

энергией с окружающей средой, то релаксационные процессы называются «про

дольными». Отклонение значений внутренней энергии от равновесного умень

шается с течением времени по экспоненциальному закону и определяется урав

нением 

_d(_W_-_W~p_aв_н) __ _!_ (W _ W ) 
dt - Т1 равн ' (2.64) 

где Т1 - «продольное» время релаксации - величина, обратная затуханию. 

Возвращение системы в равновесное состояние за счет обмена энергией с 

окружающей средой определяется функцией 

f ( ) - _!_ - 1/7\ 
l t - е . 

I; 
(2.65) 

Система может находиться в неравновесном состоянии, не отличающемся 

энергией (W = Wравн) от равновесного состояния, а отличающемся некоторой 
упорядоченностью, например между частицами может быть фазовая взаимо

связь. Релаксационные процессы, стремящиеся наруп~ить упорядоченность сис

темы, назьmаются «поперечными». Они характеризуются экспоненциальным убы
ванием упорядоченности с течением времени и «поперечным» временем релакса

ции Т2. 

Возвращение системы в равновесное состояние за счет разупорядоченности 

определяется функцией 
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(2.66) 

Обмен энергией между системой и окружающей средой всегда приводит к 
разупорядоченности, поэтому Т2 < Т1 • В твердых средах Т2 << Т1 , в жидкостях и 

газах значения Т2 и Т1 близки. 
При больших напряженностях поля, поскольку вероятность индуцированного 

излучения и поглощения увеличивается с ростом поля и значительно превышает 

вероятность релаксационного процесса (спонтанного излучения), населенности 

верхнего и нижнего уровней выравниваются. Доля мощности поглощаемого из

лучения по сравнению с мощностью всего электромагнитного поля уменьшает

ся, стремясь к некоторому пределу, определяемому скоростью, с которой части

цы могут отдавать энергию окружающей среде (скорость релаксации). Этот эф

фект называется насыщением. При этом 

Nn Nm _ ,,,, __ 

и согласно (2.59) и (2.60) 
ивд инд 

Ро изл "" Ро погл , 

т. е., доля поглощения мала, среда остается пассивной, но практически «про

зрачной» для вынуждающего электромагнитного поля. 

Вопросы 

1. Назовите условия и преимущества применения символического метода при иссле

довании электромагнитных процессов. 

2. Когда символический метод непосредственно не применим? 

3. Сформулируйте теоремы об активной и реактивной мощностях. Что характерно для 

движения энергии в первом и во втором случае? 

4. Что такое электрический диполь Герца? 

5. Почему ближняя зона электрического диполя Герца называется зоной индукции? 

Каково среднее значение вектора Пойнтинга в этой зоне? 

6. Почему дальняя зона диполя Герца называется зоной излучения? Что можно сказать 

о среднем значении вектора Пойнтинга в этой зоне? 

7. Какой вид имеет диаграмма излучения электрического диполя Герца? 

8. Дайте определение плоской однородной волны. Как направлены векторы Е и Н? 

9. Дайте определения фазовой и групповой скоростей. 

10. Дайте определение волнового сопротивления среды. 
11. Что такое дисперсия? 
12. Что происходит с немонохроматическим сигналом, распространяющимся в среде с 

потерями? 

13. Какая среда называется активной, а какая - пассивной? 

14. Когда поток электронов, взаимодействуя с электромагнитным полем, ведет себя как 
активная среда? 
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15. Какие среды характеризуются распределением Больцмана? Дайте характеристику 
этому распределению. 

16. Какое излучение называется спонтанным, а какое - индуцированным? 
17. Что такое инверсная населенность? 

Задачи 

1. Докажите невозможность существования электромагнитного поля, имеющего толь

ко продольные составляющие. 

2. Плоская монохроматическая линейно поляризованная волна распространяется в ли

нейной среде без потерь с параметрами Ео, µо. Амплитуда напряженности электриче-

ского поля Ет =50 мВ/м, частота со=108 с-1 • Запишите выражения для мгновен
ных значений магнитной и электрической составляющих поля. Определите фазовую 

скорость и длину волны. 

3. В линейной диэлектрической среде с параметрами Еа = 1 Ое0 , µа = µ0 , cr = 10-2 См/м 
вдоль оси х3 распространяется плоская электромагнитная волна линейной поляриза
ции частотой f = 15,9 МГц. Напряженность электрической составляющей поля в точке 

х3 = О в момент времени t = О равна Ет = 10-2 В/м. Запишите выражения для мгно
венных значений Е и Н и определите расстояние, на котором амплитуды напряжен

ности электрического и магнитного полей убывают в 1000 раз. 

4. Плоская электромагнитная вошш распространяется в диэлектрической среде. 

Измерения показали, что на пути, равном 10 см, колебание с частотой 1 ГГц приоб
ретает дополнительный по сравнению с вакуумом сдвиг по фазе, равный 40°. Опре
делите диэлектрическую проницаемость среды. 

5. Определите толщину медного экрана, обеспечивающего ослабление амплитуды 

электромагнитного поля в 104 раз на частотах 50 Гц и 50 МГц. 
6. Электрический излучатель длиной l = 0,2 м возбуждается током частотой 15 МГц и 

амплитудой Im = 4 А. Найдите значения амплитуд составляющих электрического и 

магнитного полей на расстоянии 5 км от излучателя. Радиус-вектор, проведенный в 
точку наблюдения, образует с осью излучателя угол 60°. 



3. НЕЛИНЕЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ПАССИВНЫХ СРЕДАХ 

3.1. Распространение электромагнитного поля в безграничных 
диэлектрических средах 

Как известно, диэлектрик можно представить в виде системы связанных за

рядов. Диэлектрик электрически нейтрален, поэтому 

divE = О 
и распространение электромагнитного поля в диэлектрической среде с потерями 

без сторонних источников согласно (1.18а) описывается уравнением 

дЕ л д2Е д2рнл 
ЛЕ-µ0сr--µ0Еа-2 =µ0 --

2
-. (3.1) 

дt дt дt 

Нелинейная поляризация рнл в правой части уравнения связана со смещени
ем электронов, ионов и ориентацией молекул под действием распространяюще

гося поля. 

Электронная поляризация. Эта поляризация определяется смещением 

электронов под действием поля относительно ядра, которое считается непод

вижным. Предполагается, что постоянный электрический момент отсутствует; 

магнитная составляющая поля, распространяющегося в диэлектрике, на смеще

ние зарядов не влияет; заряды смещаются под действием напряженности элек

трического поля Е. Если диэлектрик изотропный и вектор Е направлен по оси х1 , 

то и смещение электронов происходит по этой оси. Пренебрегая взаимодействи

ем индуцированных дипольных моментов, запишем уравнение движения элек

тронов в скалярной форме: 

или 

2 

m~=F 
dt2 

2 d х1 dx1 2 2 
т --2- + mg --+ тrо0х1 + тЬх1 = еЕ, 

dt dt 

(3.2) 

(3.3) 

dx 
где mg --1 

- сила, аналогичная силе трения, определяемая потерями в диэлек
dt 
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трике; тrо~х1 - сила, аналогичная силе упругости, определяемая действием яд
ра на электрон. Эта сила линейна при малых смещениях электрона, т. е. малом 

значении напряженности поля; при больших напряженностях поля, при больших 

смещениях она нелинейна и определяется выражением 

2 Ь 2 тrо0х1 + т х1 , 

где е и т - заряд и масса электрона; ro0 - резонансная частота колебания элек-

тронов, соответствующая оптическому диапазону волн, ro0 = Jif!; k - коэффи
циент упругости. 

Умножив обе части уравнения (3.3) на е, разделив на т, а затем просумми
ровав по всем N электронам, смещающимся под действием поля в единице объ
ема, получим 

d2 2 
Р 2 dP 2р Ар2 е N Е --+ y-+(J) +1-' =--

dt2 dt O т ' 
(3.4) 

где Р = eNx1 - поляризация; 2"1 = g - коэффициент, аналогичный коэффици

енту трения; р = b/(eN). 

Рассмотрим распространение электромагнитного поля, возбуждаемого током: 

J c-r = J :;;- cos(rot + <р) 

в нелинейной среде с потерями, не содержащей сторонних источников. В этом 

случае система уравнений (2.9) имеет вид 
· 2 · 2 · ЛЕm (пrо) + (пrо) €~ (пrо)µ0Ет (пrо) = -(nro) µ0Р,::Л (пrо). (3.5) 

Здесь п = О, ± 1, ± 2, ... 
Если поле распространяется в виде линейно-поляризованной плоской одно

родной волны в направлении оси х3, то уравнение (3.5) можно записать в ска
лярной форме 

2 • 

д Ет(пrо) ( )2~п( \ Е. ( \ ( \2 р· IШ( \ 
2 + пrо Еа пrо1µ0 т nro1 = - пrо1 µ 0 т пrо1, 

дхз 
(3.6) 

где п = О, ± 1, ± 2, ... 
Для решения этих нелинейных уравнений воспользуемся методом последо

вательных приближений (см.§ П.5). В линейном (нулевом) приближении вместо 

системы (3.6) можно записать уравнение 

д2Е111(rо) +(J)2€л (ro\µ Е (ro\ =О 
д 2 а ~От ~ ' 
Х3 

решение которого представляет бегущую волну: 

E(ro) = Е ej[(ft-k(oo)чJ = Е е-шз еЛw-13<оо)чJ 
т т ' 
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где k(ro) - постоянная распространения волны, k(ro) = P(ro)- ja(ro). 

Уравнение (3.4) в линейном приближении имеет вид 

d
2
P 2 dP 2р e

2
NE 

dt2 + ydt + 000 =---;;;-
или в символической форме 

откуда 

В обычной форме 

2. . 2. e2N . 
-0) Р + jro2yP + rooP = - Е, 

т 

Рл (rо)= рл(rо)+Рл*(rо) = е2NЕ"'е-ахз х 
2 m( ro~ - ro2 )2 + 4yro2 

х [(ro~ - ro2) cos(rot- ~х3) + 2yrosin(rot- Рх3)]. 
Учитывая, что 

где 

получаем 

Здесь 

а sin OJt + Ь cos rot = А sin( OJt + <р ), 

0)2 _ 0)2 

<р = arctg ~ 0 --
2yro 

(3.7) 

Электрическая восприимчивость среды в линейном приближении опреде

ляется выражением 

• л ( )- Рл(rо) _ e2N[(ro~ -ro2)- j2yro] 
Хэ ro - €оЕ - m€o[(ro~ - ro2)2 + 4y2ro2]' 

а ее диэлектрическая проницаемость 

или 
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€,,л Е' л 

e2N 
"JI - с 

1 " 
E11iax - 2туООоЕо 

2E,nax 

о 
(J) 

о Ыо (J) 

а б 

Рис. 3.1. Зависимости f.
1111 (а) и с.'л (6) от частоты 

~Л 1 + • Л IЛ • IIЛ f. = Хэ = f. - Jf. , 
где 

е2 N(rot') - Qi) 
с.'Л =1+----------• 

mf.o[((/)3 -u/)2 +4y2cu2]' 

"Л 2е2 N roy О 
f, =----------> 

mf.o[(006 -ro2)2 +4y2ro2] . 

Отсюда найдем проводимость среды 

л "л 2e
2
Nro

2
y 

cr (ro)=rof.a (ro)= 2 2 2 2 2 >О 
т[ ( ro0 - ro ) + 4у ro ] 

и плотность тока в ней 

2е 2 Nyro2 Е е -«хз 
Jл(ro) = 

2 2 2
m 

2 2 
cos[rot- ~(ro)x3 ]. 

m[(ro0 - ro ) + 4'у ro ] 

Зависимости с."л и с.'л от частоты поля при условии 'У<< ro (малые потери) 

приведены на рис. 3.1. Кривая с."л(rо) определяет поглощение. Она имеет мак

симум при резонансе между полем и диполем (ro = ro0) 

Кривая симметрична относительно ro0 • Ширина кривой поглощения опреде

ляется из условия 

IIЛ ( ) 1 IIЛ ( ) f. ro1 2 = - f. roo 
' 2 

и равна 

Лrо = ro2 - ro1 = 2у. 
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Согласно (2.62), для пассивной двухуровневой квантовой среды 

е:~ =Вптп(Nт -Nп)>О, Nп <Nm. 

При малых напряженностях распространяющегося поля диэлектрическая 

проницаемость е:Х определяется разностью населенностей уровней п и т в ус
ловиях термодинамического равновесия. Частицы поглощают энергию распро

страняющегося поля и переходят с нижнего энергетического уровня на верхний. 

В результате населенность верхнего уровня увеличивается, а нижнего - умень

шается и поглощение должно уменьшится. Однако релаксационные процессы 

восстанавливают термодинамическое равновесие, переводя избыточное (по 

сравнению с термодинамическим равновесием) количество частиц с верхнего 

уровня на нижний. При малых амплитудах распространяющегося поля релакса

ционные процессы проходят быстрее и практически всегда существует термоди

намическое равновесие. При этом поглощение, определяемое разностью Nm - N11 

населенностей нижнего и верхнего уровней, постоянно и не зависит от напря

женности распространяющегося поля. 

Для диэлектрика без потерь 

7t 
у= О· rn = - · а = О 

' 'У 2' ' 

и поляризация в соответствии с формулой (3.7) определяется выражением 

л e2N 
Р (ro) = 

2 2 
Ет cos[rot-k(ro)x3 ], 

т(щ; - ro ) 

где 

откуда находим электрическую восприимчивость диэлектрика 

л рл e2N 
Хэ(rо) =-= 2 2 

е0Е €0m(ro0 - ro ) 

и его диэлектрическую проницаемость 

л л [ e
2

N ] €{/(ro)=€o[l+xэ(ro)]=€o 1+ 2 2 . 
€от( Ыо - ro ) 

Рассмотрим процессы в нелинейной среде в первом приближении. Подстав

ляя выражение для поляризации в нулевом приближении (3.7) в уравнение (3.4), 
получаем 

(3.8) 
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Решение этого уравнения можно представить в виде 

р = рл +Р"л, 

101 

(3.9) 

где рл определяется выражением (3.7), а Р"л представляет собой нелинейную 
добавку поляризации. Поскольку 

• 2 д 1-cos2~ 
SШ v=----

2 ' 

можно легко убедиться, что нелинейная добавка поляризации Р нл содержит вто
рую гармонику и постоянную составляющую, и ее можно представить в виде 

рнл = Р(2оо) + j,* (200) + Р(О). 
2 

Подставив (3.9) в (3.8), получим уравнение для нелинейной добавки поляри
зации: 

- 4оо2 [Р(2оо) + j,* (200)] + j4yoo[P(2oo) + р* (200)] + 

+ оо~[Р(2оо) + Р*(2оо)] + 2оо~Р(О) = 

~e4N 2 (E + й*)2 
2т2 [(оо~ - 002

)
2 + 4у2оо2 ]' 

откуда найдем второю гармонику поляризации 

или 

где 

~e4N 2 Е2 [(006 - 4002
) - 4 jyoo] 

Р(2оо) = 
2т2 [(оо~ - 002 )2 + 4у2оо2][(оо~ - 4002

)
2 + 16у2оо2 ] 

= 

Р(2оо) = Р(2оо) + р* (200) = 
2 

Re4N2E2 е-2ах3 
~ т х 

2т2[( оо~ - 002 
)

2 + 4у2оо2 ]✓ (оо~ - 4оо2 ) 2 + 16у2оо2 

xsin[2oot - ~Р (200).хз + 2<р + <р'], 

, 002 -4002 

<р = arctg~0--
4yoo 

~р(2оо) = 2~(оо) 

- фазовая постоянная волны второй гармоники поляризации. 

(3.10) 

Из последнего соотношения следует, что постоянная распространения вто

рой гармоники волны поляризации 
. . 

kp(2oo) =2k(oo). (3.11) 

Найдем теперь электрическую восприимчивость диэлектрика: 
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. (2 )=- Pe4N2[(rol-4oэ2)-4jyro] 
Хэ ro 2m2r0 [(ro5 -ro2)2 + 4y2ro2][(ro6 - 4ro2)2 + lбy2ro2]' 

а из уравнения (3.10) определим постоянную составляющую поляризации: 

Р(О) =- pe4N2E,~ 
2m2ro6[(ro~ - ro2)2 + 4y2ro2]. 

В диэлектрике без потерь 

, 7t 
у= О; q> = q> = 2; а = О, 

поэтому 

ре4N2Ё; 
P(2ro)= 2 2 2 2 2 2 cos[2rot-Pp(2ro)x3]; 

2m (ro0 -ro ) (ro0 - 4ro ) 

А 4N2 
Х (2ro) = 1--'е • 

э 2f0m2(ro5-ro2)2cro6-4ro2)' 

pe4N2E; 
Р(О)= 

2m2Щ3(Ф6-Ф2)2. 

Если возбуждающий ток имеет составляющие с частотами ro1 и roz: 

Jcr = J;,~ COSФ1 t + J,~т2 COSffi2t, 

то поле и поляризация в линейном приближении также будут содержать эти со

ставляющие с частотами ro1 и roz: 

Е = E(ro1)+E(roz); 

Р = P(ro1) + P(ro2). 

В низшем нелинейном приближении кроме составляющих поляризации с 

частотами ro1 и roz появятся постоянная составляющая и составляющие с часто
тами 2ro1, 2roz, щ + ro2 и ro, - Фz. 

Поляризация зависит от частоты и имеет резонансный характер. Резонанс 

возникает при ro0 = ro,, ffiz, 2ro1, 2ro2, щ ± ro2 . Зависимость от частоты усилива-

ется при приближении к одному из возможных резонансов. Если ro, - ro2 "'" ro0 и 

ffii » ffio, Фz » ffio, то удерживается лишь составляющая разностной частоты. 
При учете потерь поляризация при резонансе имеет конечное значение . 

Поскольку электронная структура атома практически не зависит от темпера

туры, то и электронная поляризация не зависит от температуры. 

Согласно уравнению (3.6) волны нелинейной поляризации являются источ
никами полей: Р(О) - источником постоянного поля Е(О); P(2ro) - источником 

поля удвоенной частоты E(2ro). 
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Если поле возбуждается током 

то уже в низшем нелинейном приближении получим составляющие поля 

Таким образом, при распространении поля в нелинейной среде в результате 

взаимодействия со средой происходит его качественное изменение. Процесс 

этот двусторонний - поле влияет на среду, среда, в свою очередь, вызьmает ка

чественное изменение поля. При этом наблюдается взаимодействие полей раз

ных частот. Нелинейные эффекты, вызванные электронной поляризацией, про

являются вблизи резонансной частоты ro0, т. е. в оптическом диапазоне волн. 
Нелинейные эффекты в оптическом диапазоне для большинства диэлектри

ков набmодаются при напряженности поля, сравнимой с внутренними полями, 

действующими между заряженными частицами и имеющими значение порядка 

108 В/м. Внешнее поле такой напряженности можно получить при фокусировке 
излучения лазера. 

Поляризация P(2ro) возбуждает вторую гармонику поля E(2ro), которая 
удовлетворяет одному из уравнений системы (3.6): 

д2 E(2ro) . . 
--2-+ 4ro2f; (2ro)µ0E(2ro) = -4ro2µ 0P(2ro). (3.12) 

дхз 

Решение уравнения (3.12) равно сумме общего решения соответствующего 
однородного уравнения и частного решения неоднородного уравнения: 

Е (2ro) = Е~ (2ro) ej[Z@-k(Zoo)xзJ + в;;, (2ro) ej[Z00t- kp (Z<o)x3] . (3.13) 

Первое слагаемое выражения (3.13) описывает поле бегущей волны с часто

той 2ro и постоянной распространения 

k(2ro) = 2ro✓E~ (2ro)µ0 . 

Второе слагаемое выражения (3.13) представляет собой частное решение 
неоднородного уравнения (3.12). Оно описывает волну, постоянная распростра

нения которой совпадает с постоянной распространения второй гармоники по

ляризации (3.11): 

kp(2ro) = 2k(ro) = 2ro✓E~ (ro)µ 0 • 

д - Е" ля определения амплитуды этои волны 
III 

подставим второе слагаемое 

решения (3.13) в уравнение (3.12). После несложных преобразований оконча
тельно получим 

2 • 

E(2ro) = Е' (2ro)ej[20Jl-k(2oo)xз]+ 4ro µоРт_(2rо) ej[20Jl-kp(2ro)xз ] . 
т k~ (2ro) - k 2 (2ro) 
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Из этого выражения следует, что поле второй гармоники состоит из двух 

волн, первая из которых распространяется с постоянной распространения 

k(2ro) = ~(2ro) - ja(2ro) = 2ro,JE~ (2ro)µ0 , 

а вторая - с постоянной распространения 

kp(2ro) = ~p(2ro)- jap(2ro) = 2ro,JE~ (ro)µ0 = 2k(ro). 

Амшштуда второй во1m:ы определяется амплитудой волны поляризации Р,п(2rо) 

и существенным образом зависит от соотношения величин k(2ro) и kp (2ro). 

Нелинейные эффекты, связанные с электронной поляризацией, малы. Одна
ко по мере распространения волны и взаимодействия ее со средой эти эффекты 

накапливаются, и их можно набmодать в средах с малыми потерями. В средах с 

большими потерями эти эффекты могуг затухнугь раньше, чем успеют развиться. 

где 

Пренебрегая потерями, получим 

, 4ro2µ Р (2ro) 
E(2ro) = Ет (2ro)cos[2rot - k(2ro)x3 ] + 

2 
° т 

2 
cos[2rot - kp(2ro)x3 ], 

k Р (2ro)- k (2ro) 

k(2ro) = 2ro✓e~(2ro)µ0 = ~(2ro); 

kp (2ro) = 2ro,Je~ (ro)µ0 = ~Р (2ro). 

В случае k Р (2ro) = k (2ro) амплитуда второй волны обращается в бесконеч

ность. При учете потерь амплитуда имеет конечное значение. 

Возрастание энергии поля E(2ro) определяется передачей энергии от поля 
основной частоты E(ro) через переизлучающую поляризацию P(2ro). Распростра
няющееся поле E(ro) возбуждает диполи вещества, которые создают поле, со

держащее кроме составляющей основной частоты, ее гармоники и постоянную 

составляющую. Энергообмен между полем и средой определяется выражением 

т 

Ропол =_!_JE дР dt. 
т дt 

о 

Обмен энергией между полем основной частоты E(ro) и волной поляризации 
P(ro) (линейный случай) согласно (1.156) определяется выражением 

В среде с потерями 

О) . . • 
Ропол(rо) = - lmE(ro)P (ro). 

2 
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и 

(ro\ = COCoX~(ro) Е2 
Ро пол 'J 

2 
т 

определяет плотность мощности, поглощаемой в диэлектрике. 

При возбуждении волны поляризации удвоенной частоты P(2ro) полем ос

новной частоты E(ro) энергообмен в среднем равен нулю (см. § 1.8). В этом слу
чае мнимая часть нелинейной восприимчивости 

Хэ (2ro) = х: (2ro) - jx~ (2ro) 

не связана с поглощением энергии средой, а определяет лишь сдвиг фазы волны 

поляризации P(2ro) относительно поля основной частоты E(ro). 
Энергообмен между полем E(2ro) и поляризацией P(2ro) согласно (1.156) оп

ределяется выражением 

Ропол(2rо) = rolmE(2ro)P*(2ro) = -roE,,,(2ro)P,,,(2ro)sinq>Ep(2ro), (3.14) 

где 

q>Ep(2ro) = ~(2ro)x3 - ~p(2ro)x3 + q>= q>Ep(x3). 

Знак выражения (3.14) периодически меняется с изменением расстояния. На 
участках, где Ропол (2rо) < О, энергия от волны поляризации P(2ro) (среды) пере-

дается волне поля E(2ro); там, где Ропол (2rо) > О, энергия волны поля E(2ro) пе

редается волне поляризации P(2ro) (среде), т. е. энергия поля волны E(2ro) ос
циллирует в пространстве (рис. 3.2). Расстояние, на котором движение энергии 
происходит в одном направлении (от поля к среде или обратно), называется дли

ной когерентности и определяется изменением фазы q>Ep(2ro) на 7t, т. е. 

[~(2ro)-~p(2ro)Jlк0r =п. 
Поскольку ~P(2ro) = 2~(ro), то 

l = 1t 
ког ~(2ro)-2~(ro) 

Если в выражении (3.14) 
~(2ro) = ~p(2ro), 

то 

и знак выражения (3.14) не изменяется, т. е. в 

среднем переход энергии осуществляется в одном 

направлении и при О < q> ЕР < 1t энергия от волны 

поляризации P(2ro) переходит к волне поля E(2ro). 
По мере распространения энергия волны поля 

E(2ro) возрастает. Волна поляризации P(2ro) соз-

(3.15) 

(3.16) 

Е~ (200, Х3) 

Рис. 3.2. Зависимость мощно
сти второй гармоники от пути, 

пройденного волной в диэлек

трике без потерь 



106 3. Нелинейные процессы в пассивных средах 

Е;, (ffi, X3); 

Еп~ (200, Х3) 

о 

Еп~ (оо , О) ; Е,; (2ffi , оо) 

--·с; · Ет (2ffi, Х3 ) 

./ 
Х3 

Рис. 3.3. Зависимость мощностей основ
ной волны и второй гармоники от пути, 

пройденного волнами в диэлектрике без 

потерь, при выполнении условия волно

вого синхронизма 

дается полем основной волны E(ro) и та
ким образом происходит перекачка энер

гии от волны поля Е( ro) к волне поля 
E(2ro) через переизлучающую поляриза
цию P(2ro) (рис. 3.3). Фактически это 

объясняется тем, что по мере распро

странения в создании поля E(2ro) участ
вуют все новые диполи, которые добав

ляют свое излучение к энергии распро

страняющейся волны E(2ro). 
Учитывая, что 

~p(2ro) = 2~(ro), 

перепишем выражение (3.16) в виде равенства 

v( ro) = v(2ro), (3.17) 

называемого условием волнового синхронизма для второй гармоники, где v(ro) и 

v(2ro) - соответственно фазовые скорости волн E(ro) и E(2ro). При этом усло

вии энергия поля основной волны E(ro) благодаря переизлучению, осуществляе
мому средой, по мере распространения переходит в энергию волны E(2ro) и со
гласно выражению (3.15) 

l = 1t = оо. 
ког ~(2ro) - 2~( ro) 

Однако в изотропных средах вследствие дисперсии условие волнового син

хронизма (3.17) не выполняется. Это условие может быть выполнено в анизо

тропных средах с двойным лучепреломлением. В таких средах фазовая скорость 

зависит не только от частоты, но и от поляризации поля. При распространении 

электромагнитного поля в такой среде возникает обыкновенная волна, поляри

зация которой перпендикулярна приложенному полю в средах с управляемой 

анизотропией или оптической оси для одноосных кристаллов. Электрическая 

составляющая необыкновенной волны совпадает по направлению с постоянным 

полем или оптической осью кристалла. Если поле основной частоты E(ro) воз
буждается таким образом, что поляризация его совпадает с поляризацией обык

новенной волны, то происходит передача энергии от основной волны к волне 

второй гармоники, которая является необыкновенной. Изменяя приложенное 

постоянное поле или направление распространения волны E(ro) в одноосном 
кристалле, добиваются выполнения условия волнового синхронизма, при кото

ром передача энергии от волны E(ro) к волне E(2ro) происходит наиболее интен
сивно. При этом длина когерентности равна бесконечности и мощность второй 

гармоники E(2ro) возрастает по мере ее распространения. 
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В обычных диэлектриках нелинейность мала и даже в сильных полях, соз
даваемых фокусировкой луча лазера, 

поэтому нелинейные эффекты проявляются только при достаточно большой 
длине участка взаимодействия. 

Кристаллы, применяемые для преобразования частоты, должны быть 

прозрачны для основной частоты и выделяемой гармоники, обладать высокой 

степенью однородности, достаточно большой нелинейностью и способностью к 

двойному лучепреломлению. При прохождении излучения лазера через такие 

кристаллы практически возможно получить вторую гармонику с эффективно

стью преобразования до 80 %. 
Аналогичным образом можно получить другие гармоники. При наличии в 

возбуждающем поле двух составляющих с частотами ro1 и ro2 появляются ком

бинационные составляющие с частотами пrо1 ± тrо2 • 

При достаточно больших напряженностях распространяющегося поля по

глощение зависит от напряженности поля и уменьшается с увеличением напря

женности. Поглощение определяется мнимой частью диэлектрической прони

цаемости. Согласно (2.62) в двухуровневых квантовых средах 

f,~max =-f.оВптh(Nп -Nт) . 

В случае достаточно больших напряженностях поля населенность верхнего 

уровня возрастает, термодинамическое равновесие нарушается и релаксацион

ные процессы не успевают его восстанавливать. Разность населенностей 

INn -Nml уменьшается, что приводит к уменьшению доли поглощения. Это ти
пично нелинейный эффект насыщения . 

Ионная поляризация. Эта поляризация связана со смещением противопо

ложно заряженных ионов под действием электрического поля. Механизм ион

ной поляризации аналогичен механизму электронной поляризации и определя

ется аналогичными выражениями, в которых вместо массы электрона фигуриру

ет приведенная масса молекулы 

где М1 и М 2 - массы ионов. Вследствие большой массы ионов резонансная час

тота ионной поляризации значительно меньше резонансной частоты электрон

ной поляризации и приходится на инфракрасный диапазон. В этом диапазоне 

наблюдается резко выраженная зависимость ионной электрической восприим

чивости и поляризации от частоты (дисперсия); от температуры эти величины не 

зависят. 
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Е F 

F---
- q 

В диапазоне световых волн механизм ионной по

ляризации перестает действовать, так как относи

тельно тяжелые ионы кристаллической решетки не 

успевают колебаться с частотой действующего поля. 

Рис. 3.4. Дmюль в однород-
ном электрическом поле 

Ориентационная поляризация. Эта поляри

зация связана с поворотом молекул, обладающих 

постоянным дипольным моментом, под действием 

электрического поля. Молекулу, обладающую дипольным моментом, можно 
представить в виде диполя, образованного зарядами +q и -q, находящимися 
друг от друга на расстоянии l. В однородном электрическом поле на диполь 
действует пара сил (рис. 3.4), стремящихся установить диполь по полю. 

Потенциальная энергия диполя в электрическом поле 

И= -p0Ecos 0, 

где р0 = ql - постоянный дипольный момент молекулы; 0 - угол между на

правлением дипольного момента (электрический момент диполя направлен от 

-q к +q) и направлением вектора электрической напряженности Е. 
Система всегда стремится к положению, соответствующему минимуму потен

циальной энергии, т. е. стремится установиться по полю ( 0 = О). Однако в результа
те теплового движения не все диполи точно ориентируются по полю. Поляризацmо 

вещества, связанную с ориентацией молекул, можно представить в виде 

Ра ориент = NpoCOS 0. 

Здесь N - число диполей в единице объема; cos 0 - среднее значение косинуса 

угла между полем и диполем, определяемое функцией Ланжевена: 

- 1 
cos0 = L(x) = cthx--, 

х 

где х = р0Е/(kТ); k - постоянная Больцмана. Из графика, приведенного на 

рис. 3.5, следует, что нелинейность проявляется при значениях х, соответст
вующих напряженности поля порядка 1 О 7 В/м и выше. 

Ориентационная поляризация зависит от температуры и возрастает с ее по

нижением. 

Сегнетоэлектрики. Они характеризуются наличием самопроизвольной по

ляризации: соседние диполи стремятся ориентиро-

ваться параллельно друг другу в результате взаи

модействия между ними. Таким образом возникают 

целые макроскопические области (домены) с само

произвольной поляризацией в определенном направ

лении. Поляризация сегнетоэлектриков нелинейно 

зависит от приложенного поля Е. Под действием 

приложенного поля в сегнетоэлектрике наблюдаются 

L 

О 3 6 9 12 х 

Рис. 3.5. Функция Ланжевена 
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следующие явления: изменение поляризации каждого до

мена по величине, изменение направления поляризации 

доменов, изменение размера доменов ( если поляризация 
доменов ориентирована параллельно или почти парал

лельно полю Е, то они могут расти за счет смещения гра

ниц между доменами). Нелинейность сегнетоэлектриков 

проявляется в слабых полях. 

Зависимость Р от Е у сегнетоэлектриков имеет гистере

зисный характер, обусловленный отставанием изменения 

поляризации от изменения электрического поля. Типичный 

вид петли гистерезиса показан на рис. 3.6. При увеличении 
напряженности поля поляризация вначале растет по кривой 

р 

Рис. 3.6. Зависимость 
поляризации сегнето

электрика от напря

женности поля 

ОА и стремится к насьпцению Рнас · При уменьшении напряженности поля до нуля 

диэлектрик остается в поляризованном состоянии, характеризуемом остаточной 

поляризацией Р =- Чтобы свести поляризацию к нулю, необходимо приложить поле 
обратного направления Екоор, называемое коэрцитивной силой. Форма петли гисте

резиса зависит от частоты поля и свойств сегнетоэлектрика. 

Поляризация сегнетоэлектриков уменьшается с повышением температуры, и 

при температурах, превышающих так назьmаемую сегнетоэлектрическую точку 

Кюри, самопроизвольная поляризация исчезает. 

Сегнетоэлектрики используют в конденсаторах, кулон-вольтная характе

ристика которых нелинейна. Такие конденсаторы называются варикондами. 

3.2. Самофокусировка и самоканализация энерrии 
электромаrнитноrо поля 

Под действием электромагнитного поля большой интенсивности диэлектри

ческая проницаемость среды изменяется. Для диэлектрика нелинейность диэлек

трической проницаемости определяется не только электронной и ориентационной 

поляризуемостью, но и давлением электромагнитной волны, изменяющей плот

ность вещества (особенно в газах), а следовательно, и диэлектрическую прони

цаемость. Повьппение температуры под давлением электромагнитного поля также 

приводит к изменению плотности вещества, а следовательно, и диэлектрической 

проницаемости. 

Электромагнитную энергию можно передать на расстояние направленным 

излучением в виде потока энергии, ограниченного в поперечном направлении. 

В этом же направлении изменяется и напряженность поля в потоке. 

Влияние нелинейности на распределение потока энергии можно исследо

вать с помощью нелинейных волновых уравнений. Однако ввиду сложности ре

шения этой задачи ограничимся качественным рассмотрением. Под действием 

электромагнитного поля большой интенсивности диэлектрическая проницае

мость среды изменяется приблизительно по закону 
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(3.18) 

при реально достижимой напряженности поля 

f.2E2 « 1 

и показатель преломления определяется вы

ражением 

(3.19) 
Рис. 3.7. Самофокусировка и само-

Поскольку напряженность поля в потоке 

убьmает от оси к краям, то коэффициент пре
ломления при п2 > О также убьmает в радиаль

ном направлении. При этом фаза поля на периферии потока согласно выражению 

канализация энергии 

.rоп 
•. г:::-:-:- -1- z 

e-jwv~aµo· Z = е С 

будет опережать фазу поля на оси. В связи с этим происходит искривление фа

зового фронта, что эквивалентно действию собирающей линзы (рис. 3.7). Энер

гия концентрируется на оси потока (фокусируется), что приводит к увеличению 

напряженности поля и коэффициента преломления на оси потока и к дальней

шему увеличению фокусировки (самофокусировка). В отличие от фокусирующей 
линзы, когда поток после фокуса снова расходится, в нелинейной среде происхо

дит захват потока в канал (самоканализация). Дальнейшее фокусирование огра

ничивается другими нелинейными процессами, противодействующими фокуси

ровке. Диаметр канала составляет несколько длин волн. Напряженность поля 

внутри канала может оказаться настолько большой (примерно 108 В/см), что 
происходит разрушение материала. 

В нелинейной среде при большой плотности мощности в потоке (порядка 

мегаватт на квадратный сантиметр в оптическом диапазоне волн) создаются ус

ловия, при которых поток не расходится, и приближенно для монохроматиче

ского поля его можно рассматривать как распространяющийся внутри канала, 

заполненного диэлектрической средой с проницаемостью 

л 1 Е2 
f,эф = Е + 2 Е2 т' (3.20) 

представляющей собой диэлектрическую проницаемость (3.18), усредненную во 
времени. Канал окружен линейной средой с диэлектрической проницаемостью 

Ел (рис. 3.8). При этом любой луч, падающий на границу раздела сред под уг
лом, большим критического угла, определяемого выражением 

л 
. п 
sш <ркр = 

1 л Е2 п +-n2 т 
2 

(3.21) 
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п = пл+ п2 Е;., 
Е = ~;л + J Е Е2 (J)кр 
эф 2 2 m 

Ел, пл 

Рис. 3.8. К самокана,шзации энергии 

удовлетворяет условию полного внутреннего отражения и не выходит за преде

лы канала. 

При слабой нелинейности 

sin q,., -cos(~ -q,.,) ~ 1- ( ~ -:.., )', 
откуда в соответствии с уравнением (3.21) 

2: - q> "" ✓ Е2 . Е . 
2 кр 2Ел т 

(3.22) 

Если излучатель имеет апертуру в виде круга диаметром 2R, то при распро
странении в линейной среде дифракционная расходимость определяется выра

жением 

1,22л 
q, диф = 2R ' 

где л - длина волны в данной среде. 
Очевидно, что в нелинейной среде при вьmолнении условия 

7t 
(f)диф ~ 2-q,кр 

(3.23) 

(3.24) 

поток имеет форму цилиндра и расходимость не наблюдается. Условие (3.24) 
называется условием самоканализации. Это условие согласно (3.22) и (3.23) 
можно представить в виде 

1,22л ~ ~ ·Е. 
2R ~UЛ т 

Средняя мощность, передаваемая при канализации, 

Р, _ тtR2 Е,; 
0 - 2Z ' 

о 

где Z0 = .Jµ0/Ea эф - волновое сопротивление среды в канале. 

(3.25) 

(3.26) 

Наименьшая, или критическая, мощность, при которой возникает явление 

самоканализации, определяется согласно (3.26) и (3.25) выражением 
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(1,22л)27t€л 
Р0 z -----

кр 4Z
0

E
2 

(3.27) 

Если Р0 < Рокр• то поток расходящийся; при Р0 z Р0 кр наблюдается самока-

нализация потока; при Р0 > Р0 кр плотность мощности и напряженность в канале 
сильно возрастают, что может привести к распаду канала на отдельные области 

(нити) самоканализации. 

Если среда такова, что в выражении (3.19) п2 < О, то при распространении 
потока энергии цилиндрической формы, в котором напряженность падает от оси 
к краям, коэффициент преломления возрастает в радиальном направлении. По 

мере распространения потока в такой нелинейной среде поверхности равных фаз 

будут все больше и больше выгибаться, что эквивалентно рассеивающей линзе 

( дефокусировка ). 
Аналогичные явления наблюдаются при распространении узких направлен

ных пучков электромагнитных волн в плазме ионосферы. Пучок может фокуси

роваться или образовывать волноводный канал в верхних слоях ионосферы 
(свыше 250 км), где концентрация электронов уменьшается с ростом мощности 
волны. В нижних слоях (до 250 км) концентрация электронов возрастает под 
воздействием поля и пучки дефокусируются. 

3.3. Распространение электромагнитного поля 
в безграничной изотропной плазме 

Плазма представляет собой ионизированный газ, содержащий заряженные 

частицы, нейтральные атомы и молекулы. Обычно плазма электрически ней

тральна, т. е. на единицу ее объема приходится одинаковое число положительных и 

отрицательных зарядов, но в объемах, линейные размеры которых сравнимы с 

величиной ъ, называемой радиусом Дебая, возможны флуктуации заряда. Ра

диус Дебая определяется расстоянием, на котором происходит экранирование 

любого заряда плазмы вследствие группировки вокруг этого заряда противопо

ложно заряженных частиц. Нелинейность проявляется в плазме при сравнитель

но небольших полях. 

Поскольку плазма нейтральна, то 

div D = О 

и волновое уравнение согласно (1.18) можно записать в виде 

д2Е дJ дJСТ 
ЛЕ-µоЕо - 2- = µо - + µо --

дt дt дt 
(3.28) 

или в соответствии с уравнением (1.18а)-

л д2Е дJНЛ дJСТ 
ЛЕ-µоЕа дt2 =µодt+µодt, (3.28а) 
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где J нл - нелинейная плотность тока, определяющая нелинейные эффекты. 

Пренебрегая движением тяжелых ионов, считаем, что ток в плазме опреде

ляется только движением электронов. 

Уравнение движения электронов в плазме под действием распространяюще

гося поля имеет вид 

dv 
m- + mvv = еЕ + e[vB], 

dt 

где v - скорость движения; v - частота эффективных соударений электронов; 

слагаемое mvv определяет потери, поскольку при соударении с ионами или мо
лекулой электрон передает импульс mv; е - заряд электрона; т - масса элек

трона. 

На достаточно высоких частотах ( ro » v ) слагаемым mvv можно пренеб
речь, тогда получим 

Плотность тока 

dv 
m- =eE+e[vB]. 

dt 

J = env, 

где п - концентрация плазмы, т. е. число электронов в единице объема. 

(3.29) 

Нелинейный эффект в плазме связан с лоренцовой силой e[vB], так как 
скорость электронов v зависит от напряженности поля. Отбрасывая этот член, 
получаем линейное приближение уравнения (3.29): 

dv 
т-=еЕ. 

dt 

Если источник имеет монохроматический характер, то в линейном прибли

жении и поле будет монохроматическим. Поскольку скорость электронов изме

няется по тому же закону, что и поле, в символической форме получим 

откуда 

и 

jromv=eE, 

. . е Е. 
v=-1 -

rom 

2 

J
. _ .enE· 
--1 - . 

(0m 

(3.30) 

(3.31) 

Подставив выражение (3.31) в волновое уравнение (3.28), переписанное в 
символической форме, с одной стороны получим 
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или 

• 2 [ (J)~ ) . . . ст 
ЛЕ + ro Е0µ0 1 - ro2 Е = 1roµ0J , 

где roP = е✓ п - собственная, или резонансная, частота плазмы. С этой час-
тr0 

тотой электроны колеблются около своего равновесного положения. 

С другой стороны, в соответствии с первым уравнением системы (2.11) 

ЛЕ + ro2µor:t = jroµojcт. (3.32) 

Таким образом, в линейном приближении плазму можно рассматривать как 

среду с диэлектрической проницаемостью 

,: =•,(!- j} 
зависящей от частоты. 

Постоянная распространения волны 

н л 

k = ro,J Еаµо = k0 (J) , 

фазовая скорость 

с 

"• = ✓1- ю:. 
(1)2 

Если ro < roP, то r; < О и постоянная распространения волны становится 

мнимой, т. е. 

Физический смысл имеет только знак«-». При этом даже при отсугствии потерь 

амплитуда волны будет убывать по экспоненте: 

· -jkxз -IФз 
Ет = Em е = Em е . 

Глубина проникновения 

с Л-_!_-__ 1_ 
- lkl - ro,Jr:µ

0 (J) 
р н р 

При ro « roP 
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л =~. 
(l)p 

Таким образом, при ro < roP плазма ведет себя как проводник. 

Если ro > roP, то Е; > О, постоянная распространения является действитель

ной величиной и плазма ведет себя как диэлектрик. При этом О < Ел < 1 и 
фазовая скорость 

т. е. больше скорости света. 

Однако групповая скорость, характеризующая распространение энергии или 

сигнала, 

vrp = :: = ;k = сМ 
dro 

т. е. меньше скорости света. Так как собственная частота roP зависит от концен
трации электронов, то на одной и той же частоте плазма в зависимости от кон

центрации ведет себя или как диэлектрик, или как проводник. 

Ионосфера, окружающая Землю, представляет собой ионизированную часть 

атмосферы, имеет сложную структуру и начинается с высоты 60 км. С увеличе
нием высоты концентрация электронов растет и ионосферу рассматривают как 

сложную структуру, каждый слой которой характеризуется определенной кон

центрацией электронов. 

В зависимости от частоты радиоволны эти слои ведут себя или как диэлектри

ческие слои, или как проводящие слои и по-разному влияют на распространение 

волны. Одни слои волна проходит (как диэлектрик), от других она отражается (как 

от проводника). 

Рассмотрим распространение электромагнитного поля в плазме. При частоте 

распространяющегося поля 

(1) » (l)p 

значение диэлектрической проницаемости плазмы Е; почти совпадает со значе-

нием ё.0 • 

Пусть монохроматический источник возбуждает плоскую однородную вол

ну, распространяющуюся в направлении оси х3, в плазме без потерь и сторонних 

источников. Волновое уравнение, определяющее распространяющееся в плазме 

поле, согласно (3.28а) имеет вид 

2. 
д Е(пrо) ( )2 Е. ( \ . J. нл( \ 

2 
+ пrо µ0Е0 nro1 = 1пrоµ0 пrо1 . 

дхз 
(3.33) 
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В линейном приближении распространение воmiы характеризуется уравнением 

д2Е(rо) 2 • 
--2 - + ro Е0µ0Е( ro) = О, 

дхз 
решение которого 

E(ro) = Em(ro)ej[rot-k(ro)xз]' 

где k(ro) = ro,JE0µ0 = k0 - постоянная распространения в плазме, равная посто
янной распространения в вакууме. 

В обычной форме 

Е( ro) = Ет ( ro) cos[ rot - k( ro)x3 ]. 

Пусть вектор Е направлен вдоль оси х1 , т. е. 

E(ro) = е1Ет (ro)cos[rot - k(ro)x3 ], 

тогда вектор Н будет направлен вдоль оси х2, т. е. 

Н( ro) = е2Н т ( ro) cos[rot - k( ro)x3]. 

(3.34) 

(3.35) 

Электрическая и магнитная составляющие поля в плазме связаны соотно

шением 

Jµ;н=~Е. 
Скорость движения электронов согласно (3.30) и (3.34) 

v(ro) = е 1 -е-Ет sin[rot-k(ro)x
3
]. 

mro 

(3.36) 

(3.37) 

Рассмотрим нелинейные эффекты в плазме. Перепишем уравнение (3.29) с 
учетом (3.34)-(3.36) в проекциях по осям координат: 

dv1 е 
m-d =eE--v3 E; 

t с 

dv 
т--2 =0; 

dt 

т dvз =!!..v1E. 
dt с 

(3.38) 

Подставляя (3.37) и (3.34) в третье уравнение системы (3.38), получаем не
линейное уравнение 

т dvз = L E,~ (ro)sin[rot - k(ro)x3]cos[rot- k(ro)x3 ] 
dt cmro 

или 

dv е2 

m-3 =--E,~(ro)sin[2rot -2k(ro)x3 ] , 
dt 2cmro 

интегрируя которое, получаем в низшем нелинейном приближении 
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2 
е 2 v3(2ro) = - 2 2 Ет ( ro) cos[2rot - 2k( ro)x3], 

4cm ro 
(3.39) 

т. е. возникает продольное колебание электронов с удвоенной частотой, и про

дольный ток 
3 

Jнл (2ro) = -е3 е ~ 
2 
Е,~ ( ro)cos[2rot - 2k( ro)x3 ]. 

4cm ro 
(3.40) 

Появление тока вдоль оси х3 объясняется тем, что в поле плоской монохро
матической волны под действием силы Лоренца электроны совершают сложное 

движение типа восьмерки. Вначале электрон начинает двигаться по направле

нию электрической составляющей поля, появление скорости в направлении 

электрического поля приводит в действие силу Лоренца, вследствие чего появ

ляется смещение, перпендикулярное Е и Н основной волны, т. е. ток в этом на

правлении. 

Поскольку скорость модулирована в направлении оси х3, то концентрация 

электронов п также будет модулирована в этом направлении. 

Таким образом, в нелинейном приближении поперечные волны поля созда

ют продольные волны концентрации (плотности) электронов и тока плазмы. 

В продольном направлении вследствие модуляции плотности происходит разде

ление зарядов. При этом возникает поле Е, стремящееся восстановить нейтраль

ность плазмы. Под действием этого поля электроны приходят в движение, ра

венство положительных и отрицательных зарядов в какой-то момент времени 

восстанавливается, но по инерции электроны продолжают движение, в связи с 

чем появляется поле противоположного направления и движение электронов 

повторяется в противоположном направлении. Эти колебания электронов в 

плазме называются плазменными или электростатическими. 

Возникающее продольное поле имеет потенциальный характер, т. е. 

rotE =О, 

и волновое уравнение (3.28а) для плазмы, лишенной сторонних источников, 

имеет вид 

дt2 
f 0 дt 

(3.41) 

Подставляя J0л, определяемое выражением (3.40), в уравнение (3.41) и дважды 
интегрируя по времени, получаем выражение напряженности продольного поля 

е3п 
E(2ro)=e3 2 3 

E~(ro) sin[2rot-2k(ro)x3], 
8cm ro € 0 

(3.42) 

которое соответствует излучению диполей, ориентированных по оси х3 . 

В результате действия поля E(2ro) и силы Лоренца, определяемой основной 

поперечной волной, электроны двигаются в поперечном направлении. Действи-
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тельно, подставляя выражения (3.39) и (3.34) в первое уравнение системы (3.38), 
получаем 

3 
dv 1 е з 
т- = eE(ro) + 2 2 2 Em(ro)cos[2rot-2k(ro)x3]cos[rot-k(ro)x3 ]. 

dt 4с т ro 

У читывая, что 

находим 

откуда 

1 
cos20 cos0 =-[cos30+ cos0], 

2 

d v 1 (Зrо) е 3 
3 

d t - 2 3 2 Ет ( ro) cos[Зrot - Зk( ro)x3 ], 
8с т ro 

3 

v 1(3ro)= : 
3 3 E?n(ro)sin[Зrot-3k(ro)x3 ]. 

24с т ro 

Составляющая скорости электронов (3.43) образует поперечный ток 

4 
нл еп з . J (Зrо)=е, 2 3 3 Em(ro)sm[Зrot -3k(ro)x3 ], 

24с т ro 

(3.43) 

который согласно (3.28) является источником излучения поперечного поля 
Е(Зrо). Это поле при выполнении условия волнового синхронизма может до

стигнуть значительной величины за счет перекачки энергии поля E(ro). 
В результате действия поля Е(Зrо) и силы Лоренца, определяемой основной 

поперечной волной, электроны двигаются в продольном направлении. Подстав

ляя (3.34) и (3.43) в третье уравнение системы (3.38), получаем 

dvз е4 4 • 

dt 
- 3 4 4 Em(ro)sш[Зrot-3k(ro)x3 ]cos[rot-k(ro)x3 ]. 

Учитывая, что 

24с т ro 

sin30cos0 = .!.(sin40- sin20), 
2 

находим v3 = v3 ( 4ro) и соответственно 

J нл =е3Jнл(4rо); E=e3E(4ro). 

Таким образом, поперечные поля E(ro), Е(Зrо), E(5ro) и т. д. и продольные 
поля E(2ro), E(4ro), Е(бrо) и т. д. не являются независимыми. Они взаимодейст
вуют друг с другом через среду. 
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3.4. Поляризация электромагнитных волн 

Поляризация определяется законом изменения направления и значения век

тора электрической напряженности электромагнитной волны. Плоскость, прове

денная через вектор напряженности электрического поля плоской волны, и век

тор, совпадающий с направлением ее распространения, называется плоскостью 

поляризации (рис. 3.9). Угол, образованный плоскостью поляризации и горизон
тальной плоскостью, называется углом поляризации. 

Если вектор Е, изменяясь по абсолютной величине, не изменяет своего на

правления (кроме прямо противоположного) в пространстве, то поляризация 

назьmается линейной. При этом угол поляризации не изменяется во времени и в 

пространстве. 

При распространении в среде без потерь линейно поляризованная волна оп

ределяется выражением 

Е =Ет cos((J)t-kXj), 

или 

Любая волна, электрический вектор которой составляет произвольный угол 

с горизонтальной плоскостью, может быть разложена на составляющие горизон

тальной и вертикальной поляризаций: 

Е=е1Е1 +е2Е2 , 

где 

Е1 = Ет cos-бcos((J)t-kxз) = Ет1 cos((J)t -kхз); 

Е2 = Ет sin -бсоs( (J)f - kхз) = Ет2 cos( (J)t - kхз ), 

или 

Е = е Е ej(O)t-kxз) + е Е ej((J)l-kxз) 
1 т\ 2 m2 • 

Здесь первое слагаемое представляет собой горизонтально поляризованную вол

ну с амплитудой Ет1 , второе - вертикально поляризованную волну с амплиту

дой Ет2• Обе волны совпадают по фазе во времени. Вектор Е в любой момент 

времени лежит в плоскости, составляющей с горизонтальной плоскостью угол 

Е Е 
-б = arctg - 2 = arctg --1!!.1. , 

EI Eml 

называемый углом линейной поляризации, а модуль Е 

равен 

Рассмотрим суперпозицию двух линейно поляризо

ванных волн горизонтальной и вертикальной поляриза-
Рис. 3.9. Плоскость поля

ризащш 
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ций с разными амплитудами и сдвинутыми по фазе во времени на угол <р: 

Е = е 1Ет cos( rot - kx3 ) + е2Ет2 cos( rot - kx3 -<р). 

При <р = О получаем линейно поляризованную волну. 
7t 

Если <р = - И Eml = Ет2 = Е,п, то 
2 

(3.44) 

(3.45) 

Выражение (3.45) представляет собой уравнение окружности в параметри
ческой форме. Угол 

Е2 
~ = arctg - = rot - kx3 

Е1 

изменяется во времени и в пространстве. При фиксированном значении координа

ты х3 вектор Е вращается с угловой скоростью ro около оси распространения х3. 

При ~ = + 7t вращение осуществляется от оси х1 к оси х2, т. е. по часовой 
2 

стрелке, если смотреть вдоль направления распространения волны. Такое вра

щение называется левым. 

7t 
При <р = -2 и Eml = Ет2 = Е,п 

Е = Ет [е1 cos(rot - kx3) - е2 sin(rot - kx3 )] 

и вектор Е вращается против часовой стрелки - правое вращение. 

Если вектор Е вращается в плоскости, перпендикулярной направлению рас

пространения с угловой частотой ro и абсолютное значение его остается посто
янным, то поляризация называется круговой. Конец вектора Е описывает в этом 

случае окружность. В зависимости от направления вращения поляризация назы

вается правой или левой (рис. 3.10). С течением времени волна перемещается в 
направлении оси х3, и в результате конец вектора Е описывает винтовую линию, 

расположенную на круглом цилиндре. Шаг винта равен длине волны. 

В символической форме уравнение (3.45) для левой круговой поляризации 
можно записать в виде 

Х2 Х2 

/ ' ' ,' о \ 

/ ' ' ,' о \ 

х , х , 

Е 

Х 3 

а б 

Рис. 3.10. Левая (а) и правая (б) круговые поляризации 
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.Jt 
; -

где j = е 2 указывает на сдвиг по фазе во времени, для правой круговой поляри-

зации 

Etnl = - jEmz· 

7t 
Если в уравнении (3.44) <р = ±- и Ет1 7' Emz• то 

2 

(3.46) 

Выражение (3.46) представляет собой уравнение элmmса в параметрической 
форме. Вектор Е вращается в плоскости, перпендикулярной направлению рас

пространения, изменяя свое абсолютное значение так, что конец его описьmает 
эллипс. Такая поляризация поля назьmается эллиптической. В зависимости от 

направления вращения поляризация может быть правой шш левой (рис. 3.11). В 
пространстве вектор Е описывает винтовую линию, расположенную на эллип

тическом цилиндре. Конец вектора Н также описывает эллипс в плоскости, пер-

v V 7t 
пендикулярнои распространению, но повернуты.и на угол 2. 

В общем случае выражение (3.44) при любом значении <р представляет со
бой волну эллиптической поляризации. Причем эллипс может быть ориентиро

ван в плоскости х 1 Ох2 любым образом. 
Всякая линейно поляризованная волна может быть разложена на две круго

вые с противоположным направлением вращения и одинаковыми амплитудами, 

равными половине амплитуды линейно поляризованной волны. Так, горизон

тально поляризованная волна 

Е = е 1Ет cos(rot- kx3) 

может быть представлена следующим образом: 

Е = е 1 Е,,, cos(rot- kx3 ) = Ет [е1 cos(rot - kx3 ) + е2 sin(rot - kx3)] + 
2 

+ Ет [e1cos(rot-kx3)-e2 sin(rot-kx3 )]. 
2 

Х2 Х2 

Е -- - ' 1<>-- -
/ ' ' I 

' 
I 

' 1 

' 
1 

' ' ' о Х 1 ' ' / 

----- ----- / 

Х3 Х3 

а б 

Х1 

Рис. 3.11. Левая (а) и правая (б) эллиптические поляризации 
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Первое слагаемое представляет собой левую кру
гополяризованную волну, второе - правую. Это раз

ложение можно пояснить с помощью рис. 3.12. Оче
видно, что линейно поляризованную волну с углом 

поляризации ~ можно разложить на две круговые 

волны, вращающиеся в противоположные стороны. 

Для этого достаточно разложить эту волну на гори

Рис. 3.12. Разложение вол- зонтальную и вертикальную поляризации, а затем 

ны линейной поляризации каждую из этих поляризаций рассматривать как су

на две круговые перпозицию двух круговых, вращающихся в проти-

воположные стороны. 

Эллиптически поляризованную волну можно представить как сумму линей

но поляризованной и кругополяризованной волн. Действительно, пусть в выра

жении (3.46) Ет1 > Emz и Е1111 - Emz = Е;,, тогда (3.46) можно преобразовать 

следующим образом: 

Е = е1Е: cos(rot-kx3 ) + [е1Ет2 cos(rot -kхз) ± е2Ет2 sin(rot- /аз)]. 

Первое слагаемое полученного уравнения представляет собой линейно поляри
зованную волну, выражение в квадратных скобках - кругополяризованную волну. 

Очевидно, что эшnштически поляризованную волну можно разложить на две 

круговые воm1ы с разными амплитудами и направлением вращения, так как, в свою 

очередь, линейно поляризованную волну можно разложить на две круговые. 

3.5. Распространение электромагнитного поля 
в безграничной магнитной среде 

В магнитной среде при отсутствии сторонних источников распространение 

электромагнитного поля определяется согласно (2.9) уравнением 

ЛЕт (пrо) + (пrо) 2 Е0µ; (пrо)Ет (пrо) = jnroµ0 rot м:л (пrо). (3.47) 

Свойства магнитных сред во многих отношениях формально схожи со свой

ствами диэлектрических сред (см. § 3.1). Наведенная намагниченность (диамаг
нетизм) аналогична наведенной поляризации. Существуют атомы и молекулы с 

постоянными магнитными диполями, так же как атомы и молекулы с постоян

ными электрическими диполями. Имеются магнитные материалы, обладающие 

аналогично сегнетоэлектрикам спонтанной намагниченностью. 

Особый интерес представляет распространение электромагнитного поля при 

наличии внешнего постоянного магнитного поля. 

Парамагнитная среда. Эта среда характеризуется наличием частиц (атомы, 

молекулы, ионы), обладающих постоянным магнитным моментом. При отсутст

вии внешнего магнитного поля ориентация этих моментов хаотична и результи

рующая намагниченность равна нулю. При наличии внешнего магнитного поля 
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элементарные моменты ориентируются по полю и намагниченность не равна 

нулю. При этом магнитные моменты частиц ориентируются под действием поля 

независимо друг от друга. 

Намагниченность среды при постоянном магнитном поле уменьшается с уве

личением температуры, так как тепловое движение частиц разрушает упорядочен

ность ориентации моментов. При фиксированной температуре намагниченность 

растет с увеличением внешнего магнитного поля, стремясь к пределу (насьпцению), 

когда все элементарные моменты выстраиваются в одном направлении. 

Магнитные свойства парамагнетиков связаны с наличием нескомпенсиро

ванных магнитных моментов электронов незаполненных оболочек. Примером 

парамагнетиков являются ионы группы железа (Fe3
+, Cr3

+, Mn2
+, Со2+ и т. д.) с 

незаполненной внешней электронной оболочкой и ионы редкоземельных эле

ментов с незаполненной внутренней оболочкой. 

Магнитный момент частицы Рм связан с механическим моментом Кмех соот

ношением 

Рм = -уКмех' (3.48) 

где у- гиромагнитное отношение. 

В магнитном поле Н на частицу с магнитным моментом Рм действует мо

мент сил µ0[рмН], стремящийся установить Рм по полю. Изменение момента 
количества движения определяется выражением 

С учетом (3.48) получаем 

dКмех [ Н] 
-~~ =µо Рм · 

dt 

dрм = -µоу[рмН]. 
dt 

У средняя по единице объема без учета взаимодействия частиц друг с 

другом и с окружающей средой, получаем уравнение движения вектора на

магниченности М без учета потерь 

dM - = -µ0у[МН]. 
dt 

(3.49) 

При наличии лишь внешнего постоянного магнит

ного поля уравнение (3.49) имеет вид 

dM - = -µoy[MHo]
dt 

Согласно этому уравнению вектор намагниченно

сти М прецессирует вокруг направления постоянного 

магнитного поля Но с угловой скоростью ro0 = µ0 уН0 
(ларморова частота прецессии) и неизменным углом 

прецессии (рис. 3.13). 

Рис. 3.13. Незатухающая 
прецессия вектора намаг

ниченности Мв постоян

ном магнитном поле Н0 
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Намагниченность М определяется суммой магнитных 

моментов всех часпщ в едиюще объема. Эти моменты 

взаимодействуют друг с другом и с окружающей средой. 

При отсутствJШ магнитного поля парамагнетик нахо

дится в состоЯНJШ теплового равновесия, при котором сум

марный магнитный момент равен нулю. В магнитном поле 

происходит ориентация магнитных моментов частиц: часть 

из них устанавливается по полю, часть - против поля. Ре

зультирующий момент М в магнитном поле не равен нулю 

Рис. 3.14. Продольная и соответствует новому равновесному состоянию. Процесс 

М11 и поперечная М 1- перехода от одного равновесного состояния к другому на

составляющие магнит- зьmается релаксацией. У становление нового равновесного 

ного момента М состояния происходит не сразу, а по истечеНJШ некоторого 

времени - времени релаксацJШ. При изменеНJШ магнитно

го поля Н0 магнитный момент М изменяется и парамагнетик переходит в новое 
равновесное состояние. Во время релаксацJШ вектор М прецессирует вокруг посто

янного магнитного поля Но (рис. 3.14), его можно представить как сумму 

М =М11 +М1_, 

где М11 и М 1_ - составляющие магнитного момента М, параллельная и перпен

дикулярная постоянному магнитному полю Но соответственно. 

В процессе релаксации происходит изменение составляющих М11 и М 1- • 

Вектор М в равновесном состоянии направлен по полю, т. е. М11 ""М, а М 1- = О. 
Изменение этих составляющих происходит с различной скоростью, поэтому 

различают продольную и поперечную релаксации. 

Пр од о л ь н а я р ел а к с а ц и я приводит к установлению равновесного 

для данной температуры и значения магнитного поля состояния. При этом 

большая часть магнитных моментов частиц направлена по полю, меньшая -
против поля, что и определяет значение магнитного момента М в равновесном 

состоянии. Равновесное распределение частиц по энергетическим уровням под

чиняется распределению Больцмана, согласно которому наибольшее число час

тиц находится на нижнем уровне. Энергия частицы в магнитном поле связана с 

ориентацией магнитного момента. Минимуму энергии соответствует макси

мальная проекция магнитного момента на направление поля. Релаксационный 

процесс, приводящий систему в равновесное состояние, способствует увеличе

нию частиц на нижнем уровне и выстраиванию микроскопических магнитных 

моментов по полю. 

Если равновесное распределение частиц нарушается, например при погло

щении энергJШ электромагнитного поля с частотой ro = ro0 , частицы переходят 

на верхние уровни, ориентация их магнитных моментов изменяется. Релаксаци

онный процесс возвращает частицы на нижний уровень, восстанавливая равно-
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весне. При этом частицы отдают часть своей энергии в виде тепловой энергии 

окружающей среде. Поскольку магнитный момент парамагнетика связан со спи

нами частиц, а окружающая среда представляет собой атомы кристаллической 

решетки, то релаксация называется спин-решеточт-юй. Пусть постоянное маг

нитное поле Но направлено по оси х3, тогда изменение продольной составляющей 

вектора намагниченности М11 = М 3 определяется уравнением, аналогичным (2.64): 

(3.50) 

где М0 - равновесное значение, которому соответствует М3 после переориентации 
в магнитном поле; Т1 - время спин-решеточной, или продольной, релаксации. 

П оп ер е ч н а я р е лак с а ц и я связана с прецессией магнитных моментов 

частиц вокруг направления постоянного магнитного поля Н0. Синхронная пре

цессия микроскопических моментов приводит к прецессии суммарного момента 

М. Прецессию каждой частицы можно характеризовать вращением поперечной 

составляющей микроскопического момента в плоскости, перпендикулярной 

магнитному полю, прецессию вектора М - вращением составляющей М _j_ . Од

нако синхронность вращения, а следовательно, и фазировка моментов через не

которое время после начала прецессии нарушаются в результате разброса частот 

прецессии различных частиц. Дело в том, что частота прецессии частиц ro0 оп

ределяется не только внешним полем Н0, но и внутренним полем Нвнугр, созда

ваемым соседними частицами: 

ffio = µоу(Н о+ Н внугр). 

Поле Нвнугр достаточно велико (около 8-104 Nм) и неоднородно. Вследствие 
его неоднородности наблюдается значительный разброс значений частот пре

цессии различных частиц Лrо0 . 

Разброс значений частот определяет расфазировку магнитных моментов час

тиц. Время этой расфазировки (примерно 1/ ( Лrо0) ) и есть время поперечной релак

сации. Поскольку при поперечной релаксации взаимодействуют спины соседних 

частиц, то релаксация называется спин-спиновой. При этом общая энергия всех па

рамагнитных частиц сохраняется, происходит лишь обмен энергией друг с другом. 

В равновесном состоянии М _j_ = О и изменение этой составляющей опреде
ляется уравнениями 

dМ2 

dt 

где Т2- время поперечной, или спин-спиновой, релаксации. 

(3.51) 
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Для твердых парамегнетиков 

для жидкостей и газов 

Движение вектора намагниченности М в магнитном поле как под действием 

момента (3.49), так и под влиянием релаксационных процессов (3.50) и (3.51) 
определяется уравнением 

dM М1 М2 М3 -М0 -=- µ у[МН]--е --е -~-~е. 
dt о т1т2 т. з 

2 2 l 

(3.52) 

Пусть поле Н представляет собой сумму 

Н = Н0 + H(ro), (3.53) 

где Н0- постоянное магнитное поле, направленное вдоль оси х3; H(ro) - высо

кочастотное монохроматическое поле, перпендикулярное Н0, амплитуда этого 

поля Hm(ro) « Н0• 

Решение уравнения (3.52) определим методом последовательных прибли
жений: 

М = М0 +Мл (rо)+ М;"' +М;" + ... , (3.54) 

где М0 = X,rtJHo - намагниченность в постоянном магнитном поле; Хмо - маг

нитная восприимчивость в постоянном магнитном поле, т. е. статическая вос

приимчивость; Мл (rо) - линейная часть намагниченности, определяемая пере-

менным полем; м~л, М;", ... - нелинейные добавки соответствующего при

ближения. 

Обычно 

Поскольку вследствие параллельности Но и М0 

а при насьпцении, когда высокочастотное поле мало по сравнеmпо с постоянным:, 

М3 -М0 ::еО, 

уравнение (3.52) с учетом (3.53) и (3.54) в линейном приближении имеет сле
дующий вид: 

dMЛ(ro) - - [Мл( )Н ] - [МН( )]- М1л(rо) _ м;(rо) - µоу ro о µоу о ro ~~-е1 ~~-е2. 

dt ½ ½ 
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Перепишем это уравнение в символической форме в проекциях на оси де
картовой системы координат: 

. . л . л . мr (ro) 
1roM1 (ro)=-µoy[M2 (ro)Ho-MoH2(ro)]---; 

Т2 

. · л · ·л Mf(ro) 
1roM2 (ro) =-µoy[MoH1(ro)-M1 (ro)Ho]---

T2 

jroМ;(ro) =О. 

Решая эти уравнения относительно составляющих намагничеmюсти, получаем 

где 

Mf (ro) = хм Й1 (ro)- j'k,~Й2(ro); 

Mf(ro)= j'k,~Й1(ro)+xMЙ2(ro); 

Мз (ro) = О, 

(1)2 
х. м -х о . 

- мО ( ) , 2 2 1 .ro 
roo-ro +- +21-

Т2 Т2 

roo (ro- j _!_) 
•М ~ 
Ха = -хмо ( 1 ) ; 2 2 2·(1) roo - ro + 2 + J -

Т2 Т2 

Мо 
Хмо = - ; roo =µоуНо. 

Но 

Уравнения (3.55) можно представить в тензорной форме: 

М ;л (ro) = х: (rо)Й k (ro), 

где Х~ (ro) - тензор магнитной восприимчивости. 

Переменная составляющая вектора магнитной индукции 

Здесь µ;k - тензор магнитной проницаемости, 

{
1 при i =k, 

8.k = 
' О при i :;t: k. 

(3.55) 

(3.56) 

(3.57) 

Дисперсия среды определяется действительной частью магнитной прони

цаемости Р:а, а поглощение - мнимой. Согласно (3.57) и (3.56), разделяя дейст-

вительную и мнимую части, получаем 
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где 

rol( ro5-0>2 + ~ 2 ) 

l+Хмо 2 

( 
2 2 1 ) ro

2 
ro0 -ro +- +4-

тz2 Т22 

(3.58) 

22 (О 
Фо -

11 Т2 
µа = µоХмо ( )2 2 

2 2 1 (О 
(О -(О +- +4-

0 т,2 т,2 
2 2 

(3.59) 

Максимальное значение мнимой части магнитной проницаемости (3.59) со
ответствует резонансной частоте 

roP = Фо✓l + 2
1 

2 · 
0JoT2 

При малых потерях 

при этом 

µ~ = µо 11 + Хмо ro5 ( ro; - ro2) 21; 

((02 - (02 )2 + 4.о?._ 
Р т? 

2 (О 
roo2-

11 Т2 
µа =µохмо 2 · 

((02 - (02 )2 + 4~ 
Р Т22 

(3.60) 

к ~, 11 1 ( 
ривые зависимостеи µ и µ от частоты при условии - << ro малые по-

Тz 

тери) приведены на рис. 3.15. Кривая µ11(ro) достигает максимума при ro= roP и 

симметрична относительно ro = СОР (имеет лоренцеву форму). Ширина резо

нансной кривой поглощения определяется по половинному уровню 
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µ' µ" 

1 " 
2 µ111ах 

(!} 

а 

Рис. 3.15. Зависимость µ' (а) иµ.., (б) от частоты для парамагнетика с потерями 

и равна 

(3.61) 

т. е. при малой амплитуде высокочастотного поля ширина линии поглощения 

определяется временем поперечной релаксации. 

Резонансное поглощение высокочастотной энергии при наложении посто

янного магнитного поля в средах, содержащих парамагнитные частицы, посто

янный магнитный момент которых связан с некомпенсированными магнитными 

моментами электронов, назьmается электронным пара.магнитным резонансом. 

В постоянном магнитном поле Н0 происходит пространственное квантова
ние полного момента атома J, и энергетический уровень, соответствующий оп
ределенному значению J, расщепляется на 2J + 1 подуровней с разными значе
ниями проекций J на направление поля Н0, определяемыми значениями М1 (эф
фект Зеемана). 

Переходы, удовлетворяющие правилу отбора, 

ЛJ =0; ЛМ1 =±1 

соответствуют сверхвысокочастотному диапазону (СВЧ-диапазону). 

Расстояние между энергетическими уровнями, удовлетворяющими правилу 

отбора, определяется выражением 

eh 
где g - фактор Ланде; µв - магнетон Бора, µв = - ; е - заряд электрона; 

2m 
т - масса электрона. 

Согласно (2.63) для двухуровневой квантовой среды 

µ~ = BnmhЛN = Bnтh(N т - Nп ) > о. 

При малой амплитуде высокочастотного поля магнитная проницаемость µ;ах 

и, следовательно, поглощаемая мощность зависят от разности населенности уров

ней в состоянии термодинамического равновесия. Поглощение мощности тем 

больше, чем больше частиц находится на нижнем уровне и меньше на верхнем. 
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При поглощении энергии частицы с нижнего уровня переходят на верхний и 

разность N"' - N п, а следовательно, и поглощение должны уменьшаться. Одна
ко при малой амплитуде высокочастотного поля релаксационные процессы 

успевают восстанавливать термодинамическое равновесие и поглощение, опре

деляемое разностью населенностей нижнего и верхнего уровней, постоянно. 

Если амплитуда высокочастотного поля достаточно велика, то релакса

ционные процессы не успевают восстанавливать термодинамическое равновесие 

между уровнями. Населенность верхнего уровня увеличивается, а нижнего 

уменьшается, и при очень большой амплитуде высокочастотного поля происхо

дит выравнивание населенностей (насыщение), что приводит к уменьшению 

поглощения. Это нелинейный эффект. 

Другие нелинейные эффекты (выпрямление, умножение частоты) можно ис-

следовать, определяя следующие члены выражения (3 .54 ): М ,нл, М ;", ... и т. д. 
Ферромагнитная среда. Такая среда характеризуется наличием микроско

пических областей (доменов), обладающих самопроизвольной намагничен

ностью в определенном направлении. Магнитные свойства ферромагнетиков 

обусловлены наличием некомпенсированных магнитных моментов электронов 

внешних оболочек. 

Особенности явлений в ферромагнетиках связаны с наличием сложной сис

темы сильновзаимодействующих электронов. При этом в ферромагнетиках со

здается большая результирующая намагниченности и сильное внутреннее маг

нитное поле. 

Ферромагнитные полупроводниковые среды - ферриты - обладают ма

лыми потерями, и в них возможно распространение электромагнитного поля. 

Это распространение описывается уравнением (3.47). 
Движение вектора намагниченности ферромагнетика может быть определе

но уравнением Ландау - Лифшица 

dM =-µ у[МН]- аµо'У[М[МН]], 
dt о М2 

(3.62) 

где а - безразмерный параметр затухания. 

Второй (релаксационный) член в правой части уравнения (3.62) характери
зует вращательный момент, стремящийся возвратить вектор намагниченности М 

в положение равновесия. 

В постоянном магнитном поле Н0 вектор намагниченности М прецессирует 
вокруг направления Н0, оставаясь постоянным по величине. Действительно, ум

ножая скалярно обе части уравнения (3.62) на М, получаем 

d2M2 
---=О, 

dt2 

т. е. М = const. 
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Это возможно, если конец вектора М описывает спи

раль на поверхности сферы (рис. 3.16). 
Пусть кроме постоянного магнитного поля Н0 = е3Н 0 

действует монохроматическое поле H(ro) в плоскости, 

перпендикулярной Н0, т. е. результирующее поле имеет вид 

где 

Н = Н0 + H(ro), 

Н(ю) = е1Н1 (ю) + е2Н 2 (ю); 

Нт(ю) « Н0• 

(3.63) 

Если Н0 > Ннас• где Ннас - напряженность поля на

сыщения, то намагниченность можно описать выражением 

М =Мо +Мл(ю)+Мj'1' +Mf' + ... 

Здесь М0 = е3М нас; М нас - намагниченность насыщения, 
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Но 

Рис. 3.16. Затухаю
щая прецессия век

тора намагниченнос

ти м в постоянном 

магнитном поле Н0 

(3.64) 

(3.65) 

Решая уравнение (3.62) с учетом (3.63) и (3.64) методом последовательных 
приближений, в линейном приближении получаем 

(3.66) 

где х~ (ю) - тензор магнитной восприимчивости, 

о 

2 . 
. Юр + J аю0 ю 
Хм = Хом 2 2 , 

юр - ю + 2jaro0ro 
(3.67) 

м ( ) rooro 
Ха ю = Хом 2 2 . · 

юр - ю + 21 aroo ю 

Здесь СОо = µo"fHo; Хом = М нас/Но; ЮР = СОо ✓1 + а2 
· 

Разделяя действительные и мнимые части второго выражения (3.67) для 
магнитной восприимчивости, получаем 

• I • 11 

Хм =хм - 1Хм, 
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где 

о}(о} - о})+ 2a2oioi / р р о 

Хм = Хом 2 2 2 2 2 2 (rop - ro ) + 4а ro0ro 
(3.68) 

,, _ aro0ro(ro~ +ro2) 
Хм - Хом 2 2 2 2 2 2 · 

(roP - ro ) + 4а ro0ro (3.69) 

Тензор магнитной проницаемости 

(3.70) 

Действительная часть магнитной проющаемости согласно (3.70) и (3.68) равна 

ro2(ro2 - ro2) + 2a2ro2ro2 
µ' = I +х r r о 

Ом (ro;-ro2)2+4a2(J)~(J)2' 
(3.71) 

а мнимая часть согласно (3.69) составляет 

,, arooro(ro~+ro
2
) 

µ =хом 2 2 2 2 2 2. 
(Фр -ro) +4а 0)6Ф 

(3.72) 

Зависимость µ' от частоты характеризует дисперсионные свойства среды. Ха

рактерный вид кривой µ'(ro) представлен на рис. 3.15, а. Величина µ" определяет 

поглощение. Типичный вид зависимости µ" от частоты показан на рис. 3.15, 6. При 

резонансе ( ro = roP ) величина µ" достигает максимального значения: 

" (J)p 
µmax (О\)= Хом -

2 
- · 
aro0 

Резонансная кривая симметрична относительно резонансной частоты roP, 

т. е. имеет лоренцеву форму. Ширина резонансной кривой определяется по по

ловинному уровню. 

Резонансное поглощение высокочастотной энергии в ферромагнитных сре

дах при наложении внешнего постоянного магнитного поля называется ферро

магнитным резонансом. Поглощение определяется переходами между соседни

ми уровнями, возникающими при расщеплении уровней атома в постоянном 

магнитном поле (эффект Зеемана). 

Ферромагнетики ведут себя как линейные среды лишь при небольшой на

пряженности высокочастотного поля. При больших амплитудах поля возникает 

нелинейная зависимость между соответствующими составляющими переменно

го поля и намагниченности. 

Условие постоянства вектора намагниченности М при Н O > Н нас можно за
писать в следующем виде: 



3.5. Распространение поля в магнитной среде 

где М нас - намагниченность насыщения, причем 

Мнас = е3М нас (рис. 3.17). 

Поскольку обычно М l, М 2 << М нас , то 

1 2 2 
Мз "'Мнас ----(М, +М2)- (3.73) 

Х3 

M s 
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2Мнас 

Пусть высокочастотное поле имеет составляющие 

Рис. 3.17. К определению 
нелинейной намагничен

ности 

H 1(ro) = Нт1 cosrot; 

H2(ro) = Hm2cos(rot+q>). 
(3.74) 

Для упрощения расчетов рассмотрим среду без потерь. При этом уравнение 

движения вектора намагниченности (3.62) имеет вид 

dM 
dt=-µoy[MH], (3.75) 

а его решения в линейном приближении можно записать согласно (3.66) и с уче
том (3.74) как 

М1 (ro) = ХмН ml (ro)cosrot + х~н т2(ro) sin(rot + q>); 

М 2 (ro) = -х~Н т1(ro)sinrot + ХмН ,,,2 (ro)cos(rot + q>); 

Мз(rо)=О. 

(3.76) 

Первое нелинейное приближение получим, подставив (3.76) в (3.73). После 
несложных преобразований имеем 

где 

+ 4Х"Х~ sin q,Hm, ( ro)H т2 (ro)]} 

- постоянная составляющая; 

1 
М тз (2ro)cos(2rot+ 'lf) =---{ (Х~ -х~2)х 

4Мнас 

х[Н~1 (ro)cos 2rot + Н~2 (ro)cos(2rot + q>)]} 

- составляющая удвоенной частоты. 

(3.77) 

(3.78) 

Таким образом, поперечное магнитное поле приводит к уменьшению посто

янной намагниченности и появлению переменной намагниченности, направлен

ной по оси х3 и изменяющейся с удвоенной частотой. 



134 3. Нелинейные процессы в пассивных средах 

Уменьшение постоянной намагниченности, зависящее от амплитуд пере

менного поля согласно квадратичному закону, как следует из формулы (3.77), 
происходит при любой поляризации переменного поля. 

В случае mrнейной поляризации, когда, например, Нт2 (ro) = О, согласно (3.77) 

ЛМ3 =-1-(х:. +x:2 )H;,i(ro). 
4Мвас 

В случае круговой поляризации q, = ± 7t, Нт, (ro) = Hm2 (ro) = Hm(ro) и в со-
2 

ответствии с (3.77) 

ЛМ3 = 
2
~ (Х .. +X~)

2
H,~(ro), 

нас 

(3.79) 

где знак «- » соответствует левому вращению (по часовой стрелке, если смот

реть вдоль направления распространения), знак «+» - правому. Поэтому для 

правого вращения эффект уменьшения постоянной намагниченности сильнее, 

чем для левого. Наиболее интенсивен этот эффект в области ферромагнитного 

резонанса и может быть использован для детектирования модулированного 

СВЧ-сигнала. 

Удвоение частоты определяется выражением (3.78). Косинусы и синусы уд
военной частоты входят в это выражение линейно. Применив символический 

метод, перепишем (3.78) в виде 

• 1 2 м2 • 2 • 2 
Мтз (2rо) = ---(х .. -х« )[Hml (ro) + Нт2 (rо)]. 

4Мвас 
(3.80) 

Таким образом, переменная намагниченность содержит гармонику удвоен

ной частоты, направленную вдоль постоянного магнитного поля. Согласно 

(3.47) эта гармоника возбудит электромагнитное поле с частотой 2ro, магнитная 
составляющая которого направлена по оси х3• Наличие переменной составляю

щей H 3 (2ro) изменит вид проекций уравнения (3.75) на оси х, и х2• Решая эти 

уравнения относительно компонент переменной намагниченности М1 и М2, пер

пендикулярных направлению постоянного магнитного поля, получим состав

ляющие намагниченности с частотой 3ro. 
Однако если переменное магнитное поле имеет круговую поляризацию 

Й,ni(ro) = ±jЙm2(ro), 
то согласно (3.80) 

M3(2ro) =О, 
т. е. гармоника намагниченности удвоенной частоты отсутствует. При линейной 

поляризации поля составляющая намагниченности удвоенной частоты М 3 (2ro) 
максимальна. 
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Возникновение составляющей намагниченности с час- ~ 2 м, 
тотой 200 можно объяснить следующим образом. Вектор t-C---+f-~!)-, 
намагниченности прецессирует вокруг направления посто-

янного магнитного поля, оставаясь постоянным по вели-

чине. В общем случае составляющие переменной намаг

ниченности в плоскости, перпендикулярной Н0, не равны 
друг другу и вектор М прецессирует по эллиптической 

траектории (рис. 3.18). Поскольку вектор М не изменяет 
своей величины, то его проекция на направление Н0 изме
няется с частотой, вдвое большей частоты переменного 

Рис. 3.18. ВозIШкно-

поля. Если Йт1 = ±jЙт2, т. е. если в плоскости, перпенди
кулярной Н0, переменное магнитное поле имеет круговую 

поляризацию, то М"'1 =±jMm2 и, как видно на рис. 3.19, 

вение намагничен

ности M3(2ro) в об-
щем случае 

составляющая удвоенной частоты будет отсутствовать. 

При воздействии на ферромагнитную среду составляющих поля с часто

тами 001 и 002 наряду с умножением частоты наблюдается появление комбина

ционных частот nffii ± тоо2 , и в первую очередь суммарных и разностных 

частот roi ± mz. 
Рассмотрим поле, имеющее частотные составляющие с круговой поляриза

цией Н(оо1 ) и Н(оо2 ): 

В проекциях на координатные оси это поле можно записать в виде 

Н1 = Н т(ОО1 )cos 001! + Нт (002)cos 002t; 
(3.81) 

Н 2 = ±Н т (001) sin 001t ± Н т(ОО2) sin 002t. 

Знаки «±» в последнем выражении указывают на направление вращения. 

Рис. 3.19. Отсутствие на
магниченности M3(2ro) в 
случае круговой поляри

зации поля 

Знак «-» соответствует правому вращению, знак «+» -
левому. Формулы (3.81) определяют поля, имеющие 
одинаковое направление вращения. Очевидно, что в 

случае полей, имеющих противоположное вращение, 

знаки «±» перед одним из слагаемых второго выраже
ния (3.81) заменяются знаками«+». 

Подставляя (3.81) в (3.76), получаем: 

М1 = [Хм (оо1 ) + Х~(оо1 )]Нт (ffii) cos oo1t + 

+ [Хм ( 002) + х~ ( 002 )]Н т (ffi2)COS 002t; 

М 2 = ±[Х.,( 001) + Х~( 001 )]Н т ( 001) sin 001t ± 

± [Хм ( 002) + Х~ ( ffiz)]H т ( OOz) sin oo2t. 

(3.82) 

(3.83) 
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Здесь знаки «±» перед квадратными скобками определяют направление враще
ния, верхний знак в квадратных скобках соответствует левому вращению, ниж

ний - правому. 

Подставим (3.82) и (3.83) в (3.73): 

где 

ЛМ3 =-1-{[Хм(оо,) +Х~(оо,)]2 Н;(оо,) + 
2Мнас 

+ [Хм(оо2) + Х~(оо2)]2 Н;(оо2)} (3.84) 

- постоянная составляющая; 

М тз ( 001 + 002 ) cos( 001 + oo2 )t = 

= Н "'(оо~н т(оо2) [Хм(оо,) +Х~(оо,)]х 
пас 

(3.85) 

- составляющая разностной и суммарной частот. 

В формулах (3.84) и (3.85), как и ранее, верхний знак в квадратных скобках 
соответствует левому вращению, нижний - правому; разностная частота 

001 - 002 - одинаковому направлению вращения полей; суммарная частота 

OOi + 002 - противоположному. 

По формуле (3.84) уменьшение постоянной намагниченности является адди
тивным процессом (сравните с формулой (3.79)). В случае действия двух пере
менных полей этот процесс определяется двумя составляющими, обусловлен

нь1ми каждым полем в отдельности. Эффект наиболее существен для правой 

круговой поляризации в области ферромагнитного резонанса, где величина 

Х,.( оо) + Х~ ( оо) значительна. 
Намагниченность разностной частоты согласно (3.85) максимальна при пра

вой круговой поляризации обоих полей в области ферромагнитного резонанса 

хотя бы одного из полей, когда величина Хм(оо) + Х~(оо) для этого поля макси
мальна. Намагниченность суммарной частоты в соответствии с выражением 

(3.85) максимальна в области ферромагнитного резонанса для поля правой кру-

говой поляризации, когда х.,(оо) + х~(оо) максимальна. 
Согласно (3 .47) составляющие намагниченности М 3 ( ffii + 002 ) и М 3 ( 001 - 002 ) 

возбудят соответственно электромагнитные поля Е(оо1 + 002) и Е(оо1 - ffii), маг
нитные составляющие которых направлены по оси х3 . 

Если действующие магнитные поля Н ( 001) и Н ( 002 ) поперечные, но имеют 

линейную или эллиптическую поляризацию, то кроме постоянной составляющей, 
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составляющих частот ffii ± ro2 появятся также составляющие удвоенных частот 

2ro1 и 2~. Составляющие частот ffii ± ro2 возбудятся вследствие того, что поля 

линейной и эшшптической поляризации можно представить как суперпозIЩИЮ по

лей круговой поляризации, вращающихся в противоположные стороны. 

3.6. Распространение электромагнитного поля в безграничных 
анизотропных средах 

Ферромагнитная среда. Рассмотрим распространение электромагнитного 

поля в однородной анизотропной среде. Примером такой среды является феррит, 
нашедший пшрокое применение в технике сверхвысоких частот. Химическая 

формула феррита МFе2O3, где М - двухвалентный металл (никель, марганец, 

магний, медь и др.). Феррит обладает малой проводимостью (cr = 10-4 ... 10-{j См/м), 
и, следовательно, электромагнитная энергия распространяется в ферритовой 

среде без значительных потерь. Относительная диэлектрическая проницаемость 

феррита равна 10--20, он относится к магнитодиэлектрикам. 
Ферромагнитная среда изотропна, однако при наличии постоянного магнит

ного поля она становится анизотропной с магнитной проницаемостью, опреде

ляемой тензором второго ранга. 

Если постоянное магнитное поле Н0 направлено по оси х3, то согласно (3.70) 
тензор относительной магнитной проницаемости имеет вид 

(3.86) 

Ограничимся линейным приближением. Распространение электромагнитно

го поля описывается уравнениями Максвелла в символической форме 

rot; Й т = )ЮЕа Ет;; 
roti Ет = -jWµoJl.;kЙ mk• 

или в развернутом виде, с учетом (3.86), в проекциях на оси координат 

дЙтз дЙт2 _ . н· . 
-д-- - -д-- - ]ЮЕа ml, 

Х2 Х3 

дЙт1 дЙтз . н· 
--- --=JWEa т2; 

дхз дх1 

дЙт2 дЙт1 . н· 
-----=JWEa тз; 

дх~ дх2 

(3.87а) 
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дЕтз дЕт2 . · . · 
-д---д-=-1rо(µаНт1 - JµоаНт2); 

Х2 Х3 

дЕт1 дЕтз . . · · 
-д---д- =-Jro(Jµw,Hml +µаНт2); 

Х3 XI 
(3.876) 

дЕт2 дЕтl . · -----= - JФµзаНтз• 
дх1 дх2 

Рассмотрим два частных случая, имеющие наибольший практический интерес. 

Случай продольного подмагничивания. Пусть плоская электромагнитная 

волна распространяется в направлении, совпадающем с направлением прило

женного постоянного магнитного поля: 

Но= езНо; 

н. - Н e-jkxз. 
т - т ' 

Ет =Ет e-jkxз_ 

Тогда 

_l_ = _i_ = О; _i_ = - jk 
дх, дх2 дх3 

и уравнения Максвелла (3.87а) и (3.876) имеют вид 

kH т2 = OJtaEmt; 

kH ml = -ФЕаЕт2; 

Етз =О; 

kEm2 = -ro(µaH ml - }µw,Й т2 ); 

kE,nl = -ro(}µ w,Hml +µаНт2); 

Йтз = о, 
т. е. волны являются поперечными. 

(3.88) 

(3.89) 

Подставляя в (3.89) значения Ет1 и Ет2 , определяемые из (3.88), получаем 

(3.90) 

Уравнения (3.90) представляют собой систему однородных уравнений, ко
торая имеет решения, отличные от нуля, при условии, что определитель этой 

системы равен нулю, т. е. 

1 

k2 - 0)2Еаµа 
• 2 
]Ф Еаµсха 
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k 2 _ 2 ( + ) 
- О) Еа µа - µ<Ха · 
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(3.91) 

Таким образом, постоянная распространения k имеет два значения, т. е. в 
направлении оси х3 могут распространяться две волны с разными постоянными 

распространения и разными составляющими поля. 

Подставляя (3.91) в систему уравнений (3.90), найдем векторы Н, удовле

творяющие этой системе. Поскольку система (3.90) однородна, то эти векторы 
можно определить лишь по направлению : 

. . 
нт2 = ±JHml• 

т. е. компоненты вектора Н (Н1 и Н2) равны по амплитуде, но сдвинуты по фазе 

на ±90°, а следовательно представляют собой волны круговой поляризации, вра
щающиеся в противоположные стороны (знак«-» соответствует левой поляри

зации, знак «+» - правой) и имеющие разные постоянные распространения 

и разные фазовые скорости 

k + = ro.Jea (µа + µсха); 

k - = ro.J Еа (µа - µ cw) 

1 

- (J) 1 
V - - - ---;====== 

- k- - .Jea(µa - µw,) . 

(3.92) 

(3.93) 

Из выражений (3.92) и (3.93) следует, что продольно-намагниченную фер
ритовую среду можно характеризовать эффективными параметрами: 

- для волны правой круговой поляризации; 

- для волны левой круговой поляризации. 

Волновое сопротивление среды для каждой из этих волн также различно: 

Zo = ✓µа +µсха; 
ta 

Zo = ✓µа -µсха . 
ta 

(3.94) 
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В (3.92)- (3.94) е, v+, z; характеризуют правополяризованную волну, а k-, v-, 

Z0 - левополяризованную. Направления вращения векторов определяются от

носительно направления постоянного магнитного поля. 

Таким образом, плоская волна линейной поляризапия, распространяющаяся 

вдоль направления постоянного магнитного поля, распадается на две волны кру

говой поляризащrn с одинаковыми амплитудами векторов напряженности маг-

нитного поля. По мере распространения в феррите, так как v + "# v - , между эти

ми волнами набегает фазовый сдвиг и вектор Н суммарной линейно поляризо

ванной волны непрерывно поворачивается. 

В символической форме волны левой и правой круговой поляризации мож

но записать следующим образом: 
волна левой поляризации 

н- = Н (е - 1·е )e-jk-xз · 
т 1 2 ' 

волна правой поляризации 

н+ Н . -jk+Xз = т ( е1 + 1е2 ) е . 

Суперпозиция этих волн дает линейно поляризованную волну 

нт =Hm[(e- jk+x3 + e - jk-x3 )e. + j(е-jk +х3 _ е-jk -х3 )е2 ]

Обозначая 

ko=k++k- k+=k0 +a; k - =k0 -a 
2 

и преобразуя (3.95) по формуле Эйлера, получаем 

Нт = Н те-jkoxз [(ejax3 + e - jax3 )е\ - j(e jax3 - e - jax3 )е2] = 
- jkoxз . = 2Нт е (е1 cosax3 + е2 sш ах3 ). 

(3.95) 

Таким образом, при распространении волны вдоль оси х3 меняется соотно
шение между вертикальной и горизонтальной составляющими вектора Н. Если при 

х3 = О имеется только горизонтальная составляющая, то по мере распростране

ния горизонтальная составляющая уменьшается, а вертикальная - возрастает и 

вектор Н непрерывно поворачивается (рис. 3.20). Угол поворота 

(3.96) 

Из полученной формулы следует, что µо-,, характеризует поворот плоскости 

поляризации. Чем больше µо:а, тем больше поворот. Величины µа и µо:а явля

ются функциями приложенного постоянного магнитного поля. 

При данной длине пройденного волной пути угол поворота зависит от зна

чения приложенного поля. На этом свойстве основано электрическое управле-
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Н(/) 

Рис. 3.20. Bpaщe:irn:e плоскости поляризации 

ние углом поляризации, используемое в вентилях, модуляторах, аттенюаторах и 

стабилизаторах мощности. 

Поскольку волновые сопротивления z; и z;; для волн круговой поляриза
ции с разным направлением вращения различны, то амплитуды электрической 

напряженности поля отличаются друг от друга: 

а две волны круговой поляризации с разными амплитудами дадут волну эллип

тической поляризации. 

Под углом поворота плоскости поляризации в этом случае подразумевается 

угол между большой осью эшnmса и направлением поляризации исходной mmейно 

поляризованной волны. Этот угол также можно определить по формуле (3.96). 
Вращение плоскости поляризации линейно поляризованной волны, распро

страняющейся в намагниченной ферритовой среде вдоль направления подмаг

ничивающего постоянного поля Н0, называется эффектом Фарадея. Среда, в 

которой этот эффект наблюдается, называется гиротропной (вращающей). Заме

чательным свойством этого эффекта является его невзаимность. Независимо от 

направления распространения выборе или k- для каждой из поляризованных по 
кругу волн связан с тем, в какую сторону вращается вектор поля, если смотреть 

по направлению постоянного подмагничивания. Поэтому волна, распростра

няющаяся в положительном направлении оси х3 (по направлению постоянного 
поля) будет поворачивать плоскость поляризации в ту же сторону, что и волна, 

распространяющаяся в противоположном направлении (против направления по

стоянного поля). 

Невзаимность объясняется анизотропией феррита, причиной которой явля

ется прецессия спинов электронов в постоянном магнитном поле. 

Случай поперечного подмагничивания. Пусть плоская волна распространя

ется в направлении оси х1 , перпендикулярном направлению постоянного поля 

Н0 = е3Н0 . Полагая в уравнениях (3.87а) и (3.876) 
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Ет1 =О; 

kЙ т3 = (l)fa Ет2; 

kЙт2 = -(!)fаЕтз; 
µаЙтl - jµш,Йт2 = О; 

kЕтз =-rо(jµш,Йт1 +µаЙт2); 

kEm2 =rоµзаЙтз• 
Эту систему уравнений можно разделить на две независимые системы 

kЙт2 =-О)ЕаЕтз; 

µаЙтl = jµш,Нт2; 

kЕтз = -ro(jµaaЙ ml + µаЙ т2), 

kЙ т3 = (l)faEm2; 

kEm2 = rоµзаЙ m3• 

(3.97) 

(3.98) 

Очевидно, что система уравнений (3.97) соответствует волне с продольной 
составляющей магнитного поля ( Нт, -::f. О), электрический вектор которой сов

падает с направлением подмагничивания. Составляющие Нт, и Hmz сдвинуты 
друг относительно друга по фазе на 90°, а их значения связаны отношением 

н,,,, - µ(>а 

нт2 µа 

т. е. волна линейно поляризована по вектору Е и эллиптически поляризована по 

вектору И. 

Рассматриваемая система имеет решение, отличное от нуля, если определи-

тель ее равен нулю, т. е. 

µа - jµ(W о 

jroµcw roµa k =О 

о k (l)fa 

или 

k 2 2 2 2 2 0 
- µа + О) µаЕа - О) µсхаЕа = · 

Отсюда постоянная распространения 
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а скорость распространения 

1 
V = ---;====== 

В отличие от обычной плоской волны, которая имеет только поперечные со

ставляющие векторов Е и Н, рассматриваемая волна называется необыкновен

ной. Эта волна распространяется со скоростью, которой обладает обычная волна 

в среде с магнитной проницаемостью, равной 

2 2 

µ - µа -µад 
аэф -

µа 

Волновое сопротивление среды для этой волны определяется отношением 

поперечного электрического поля к поперечному магнитному полю: 

Постоянная распространения, фазовая скорость и волновое сопротивление 

зависят от напряженности постоянного магнитного поля. 

Система уравнений (3.98) определяет плоскую волну с составляющими век
торов Е и Н в плоскости, перпендикулярной направлению распространения, и 

вектором Е, перпендикулярным направлению подмагничивания. Система имеет 

решение, не равное нулю, если 

1 ffi;зa -(ОС 1 а =0. 
-k 

Отсюда 

k = rо✓ЕаµЗа. 

Скорость распространения этой плоской волны 

1 
V =--===· 

✓Еаµза' 
волновое сопротивление среды 

Zo = ✓µЗа . 
f,a 

При насьпцения феррита µза = µ 0 и характеристики волны и среды не зави

сят от постоянного магнитного поля. Волна ведет себя как плоская волна в 

изотропной среде. Такая волна называется обыкновенной. Векторы Пойнтинга 

обыкновенной и необыкновенной волн не совпадают по направлению. 
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1 
..... 

1 
1 

х, п , 
Е 

н 

Рис. 3.21. Двойное лучепреломление 

Таким образом, если в гиротропную среду в направлении, перпендикулярном 

намагничиваmnо, входит плоская волна произвольной mmейной поляризации, то 

она разбивается на две волны - обыкновенную и необыкновенную, - распростра

няющиеся с разными скоростями. При выходе из гиротропной среды эrn воmrы 

оказьmаются в разных фазах и образуют вomry эллиптической поляризации. Это 

явление носит название двойного лучепрел01иления (рис. 3.21). Среда при попереч
ном подмагничивании обладает взаимными свойствами. Двойное лучепреломление 

используется в системах быстрого поворота диаграмм излучения антенн. 

Плазма. В постоянном магнитном поле Н0 = е3Н O плазма ведет себя как 

анизотропная среда, диэлектрическая проницаемость которой является эрмито

вым тензором второго ранга. 

Плотность электронного тока в плазме 

J = env, 

где v - скорость движения электрона, определяемая без учета столкновений по 

уравнению движения 

dv е 
- =-(Е + [vB]). 
dt т 

В проекциях на оси декартовой системы координат для монохроматического 

поля 

. . е Е. еµоНо. 
JOYIJ1=- 1 +--'---V2; 

т т 

. . е Е еµоНо. 
JOYV2 = - 2 - --'---V1; 

т т 

. . е Е. 
JOYVз=- з 

m 

Решим полученные уравнения относительно составляющих вектора скоро

сти. Обозначив 
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3.6. Распространение поля в анизотропных средах 

. . 
. -rон Е1 + jroE2 
V2= у 2 2 

Wн -0) 

. -Ув· 
V3=-J- 3· 

О) 
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Подставим полученные значения составляющих вектора скорости в первое 

уравнение Максвелла в символической форме 

rot:iI = j + JO)f,oF,, 

которое в проекциях на оси координат имеет вид 

2 

· 2 jroE1 + rонЕ2 . · 
rot1H = foffip 2 2 + ]W€0E1; 

Wн -0) 
. . 

• 2 rонЕ1 - jroE2 . · 
rot2 Н = -foffip 2 2 + JWfoE2; 

Wн -0) 

2 
. ffip . . 

rotз Н = - }€о - Ез + }0)€оЕз, 
О) 

2 е п 
где roP = -- - собственная частота плазмы. 

m€0 

Приводя уравнения (3.99) к виду 

получаем 

где 

0)2 

€=1+ р . 
roi -ro2 ' 

ffiiiWн 
fa=-~---

ro( WJ.f - ro2) ' 
0)2 

t3 =1---f. 
О) 

(3.99) 
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Следовательно, при наличии магнитного поля плазма является гиротропной 

средой. При распространении электромагнитной волны в продольном поле под

магничивания наблюдается вращение плоскости поляризации (эффект Фарадея), 

в поперечном - двойное лучепреломление. 

Вопросы 

1. Поясните механизм возникновения гармоник при распространении электромагнит

ного монохроматического поля в нелинейном диэлектрике. 

2. Как называется расстояние, на котором обмен энергией между полем и средой про

исходит в одном направлении и амплитуда гармоники поля возрастает или, наобо

рот, убывает? 

3. При каком условии амплитуда гармоники поля по мере его распространения воз

растает? 

4. Для анизотропной или изотропной нелинейной среды возможно выполнение усло
вия волнового синхронизма? 

5. Поясните механизмы поляризации: электронной, ионной и ориентационной. 

6. Опишите явления самофокусировки и самоканализации энергии при распростране

нии луча с большой плотностью энергии. 

7. Свойствами какой среды (диэлектрика или проводника) характеризуется плазма в 

случае, если: 

а) частота распространяющегося поля больше собственной частоты плазмы; 

б) частота распространяющегося поля меньше собственной частоты плазмы? 

8. Дайте определения линейной, круговой и эллиптической поляризаций плоской волны. 

9. На составляющие каких поляризаций можно разложить волны линейной, круговой и 

эллиптической поляризаций? 

10. Какой вид имеет тензор магнитной проницаемости ферромагнитной среды, находя

щейся в постоянном магнитном поле? 

11. Что происходит с плоской электромагнитной волной линейной поляризации при рас
пространении в ферромагнитной среде или плазме при продольном подмагничивании? 

12. Что происходит с плоской электромагнитной волной линейной поляризации при рас
пространении в ферромагнитной среде или плазме при поперечном подмагничивании? 

Задачи 

1. Электромагнитное поле распространяется в нелинейном диэлектрике. Покажите, 

- - - рнл Е2 что в случае квадратичнои зависимости нелинеинои поляризации = е0х2 в 

среде появятся три составляющие вектора поляризации Р(О), P(ro), P(2ro) и три со
ставляющие поля Е(О), E(ro), E(2ro). 

2. Используя результаты решения задачи 1, определите расстояние, называемое дли
ной когерентности, на котором обмен энергией между P(2ro) и E(2ro) происходит в 
одну сторону от P(2ro) к E(2ro) и E(2ro) возрастает или от E(2ro) к P(2ro) и E(2ro) 
убывает. 

3. Определите условие, называемое условием волнового синхронизма, при котором 

энергия основного распространяющегося поля E(ro) благодаря переизлучению, осу
ществляемому средой, по мере распространения переходит в энергию поля E(2ro). 
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4. Определите фазовую скорость rшоской монохроматической волны частотой 

f = 5 МГц, распространяющейся в плазме без потерь с концентрацией электронов 
п = 2-1011 м-3• 

5. Вычислите ослабление электромагнитного поля частотой f = 15 МГц при прохож
дении слоя плазмы толщиной 3 см с концентрацией электронов п = 1018 м-3 • 

6. Намагниченная ферромагнитная среда на частоте ro = 1,5-1010 с-• имеет параметры 
Е= 10и 

( 

1,91 

(µ;k) = -}~69 

j0,69 

1,91 

о 

Определите толщину rшастины l, при которой сдвиг фаз между обыкновенной и не
обыкновенной волнами составит 90°. 

7. Определите толщину намагниченной ферромагнитной пластины, при которой на 

частоте ro = 1,5-1010 с-1 поворот плоскости поляризации составит угол 90°. Парамет
ры ферромагнетика приведены в задаче 6. 



4. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 
МОНОХРОМАТИЧЕСКОГО ИСТОЧНИКА 

В ОГРАНИЧЕННЫХ СРЕДАХ 

4.1. Наклонное падение электромагнитной волны 
на плоскую границу раздела двух сред. 

Формулы Френеля 

При рассмотрении падения электромагнитной волны на плоскую границу 

раздела двух сред удобно совместить плоскость раздела с одной из координат

ных плоскостей. Тогда при наклонном падении направление распространения 

волны не совпадает ни с одной из осей координат и в общем случае распростра

нение волны можно характеризовать волновым комплексным вектором 

k = p-ja. 

При этом поле падающей волны описывается выражениями 

Е =Е e-jkr. 
т т ' 

н. -н - 11<r 
т - те ' 

где r - радиус-вектор, определяющий положение в пространстве исследуемой 

точки. 

Вектор р перпендикулярен плоскости равных фаз и определяет направление 

и скорость перемещения этой плоскости, вектор а перпендикулярен плоскости 

равных амплитуд и определяет изменение амплитуд. Векторы а и р могут быть и 

не параллельны. 

Если векторы а и р параллельны (плоскости равных фаз и равных амплитуд 

совпадают), то плоская электромагнитная волна называется однородной. Если 

векторы а и р не параллельны (плоскости равных фаз и равных амплитуд не 

совпадают), то плоская волна называется неоднородной. 

В отличие от однородной волны неоднородная волна имеет продольные, т. е. 

совпадающие с направлением распространения волны, составляющие вектора Е 

илиН. 
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(1) 

Среда без потерь 

п Среда с потерями 

(2) 

Рис. 4.1. К образованmо неоднородных волн: 
--- плоскость равных фаз; = = = = = - плоскость равных амплитуд 

Неоднородные плоские воmIЫ образуются при наклонном падении волны на 

граmщу раздела двух сред. При этом векторы а и J} по величине и направлению оп
ределяются не только параметрами среды, в которой волна распространяется, и час

тотой поля, но и характером возбуждения волны. 

Например, плоская однородная вomia падает на граmщу раздела двух сред. Пер

вая среда - без потерь, вторая - с потерями (рис. 4.1). Если фазовая скорость во 
второй среде меньше, чем в первой, то плоскость равных фаз изменит направление 

(угол, образованный вектором 1}(2) и нормалью к плоскости раздела, направленной во 
вторую среду, уменьшается). Очевидно, что затухание поля определяется расстояни

ем от плоскости раздела. В этом случае вектор O{z) перпендикулярен плоскости разде

ла. Во второй среде с потерями распространяется плоская неоднородная волна. 

Обе среды линейные и без потерь. Пусть две однородных изотропных 

среды, из которых первая характеризуется параметрами Е1, µ1 , а вторая Е2, µ 2, 
разделены плоской границей, совпадающей с плоскостью х10х2 (рис. 4.2). 

В первой среде под углом 0 распространяется плоская однородная волна с 
постоянной распространения 

k(I) = O)✓Ealµal · 
Угол 0, образованный нормалью к плоскости раздела и направлением рас

пространения волны, называется углом падения (за положительное направление 

нормали принимаем направление, совпадающее с осью х3). 

Рис. 4.2. Наклонное падение на границу раздела двух сред (1) и (2) 
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Плоскость, проведенная через нормаль к плоскости раздела и направление 

распространения волны, назьmается плоскостью падения. 

Волна, распространяющаяся от источника, называется падающей, а поле ее 

первичным. Это поле вызывает колебания свободных и связанных зарядов, на

ходящихся на плоскости раздела. Колебания свободных и связанных зарядов 

являются причиной возникновения вторичного поля, распространяющегося в 

первую среду - поля отраженной волны, и во вторую среду - поля прошед

шей или преломленной волны. 

Угол, образованный направлением распространения отраженной волны и 

направлением нормали к плоскости раздела, называется углом отражения (угол 

7t- 00 ); угол, образованный направлением распространения преломленной вол

ны и нормалью, - углом преломления (угол 1Э ). 
Поле в первой среде E(I), H(I) определяется как сумма падающей Е, Н и от

раженной Ео, Но волн: 

E (l) =Е+Е0 ; HCI) =Н+Н0. 

Поле во второй среде Е<2), Н(2) определяется полем преломленной волны. 

Рассмотрим случай горизонтальной и вертикальной линейной поляризации, так 

как все возможные другие случаи можно представить как суперпозицию этих двух. 

Если вектор Е параллелен плоскости раздела, то поляризация назьmается горизон

тальной. При этом вектор Н лежит в плоскости падения. Если вектор Е лежит в 

плоскости падения, а вектор Н параллелен плоскости раздела, то поляризация назы

вается вертикальной. Случай произвольной линейной поляризации можно предста

вить как сумму горизонтальной и вертикальной поляризаций, совпадающих по фазе 

во времени; круговую поляризацию - как сумму вертикальной и горизонтальной 

линейных поляризаций, одинаковых по амплитуде и сдвинутых по фазе во времени 

на ТТ/2; эллиптическую поляризацmо - как сумму вертикальной и горизонтальной 

поляризаций разных по амплитуде и сдвинутьrх по фазе во времени. 

В случае линейной поляризации для упрощения решения удобно совместить 

другую координатную плоскость, например х20х3 (рис. 4.3), с плоскостью паде-

Плоскость 
падения 

а 

Рис. 4.3. Наклонное падеJШе : 

Плоскость 
падения 

б 

а - при горизонтальной поляризации; б - при вертикальной поляризации 
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ния. Тогда в случае горизонтальной поляризации с осью х1 совпадает направле
ние вектора Е, в случае вертикальной - направление вектора Н, и выражения, 

определяющие поле, упростятся. Вектор k(l) имеет только две проекции 

k (l) = (0, k(I) sin 0 , k(1) cos 0), 

скалярное произведение векторов k(l) и r имеет вид 

(k(l)r) = k(l)(x2 sin 0+ х3 cos0). 

Рассмотрим случай горизонтальной поляризации. Поле падающей волны 

определяется следующими выражениями: 

Е. _ Е J(rot- k(1)(x2 sin 0 + х3 cos 0)]. 
-е1 те , 

"

. Н ( 0 · 0) j[wt-k(l)(x2 sin0+xзcos0)] = т е2 cos - е3 sш е . 

(4.1) 

В среде без потерь векторы Е и Н совпадают по фазе: 

где Z 01 = {µ-:;- - волновое сопротивление первой среды. 
~~ 

Поскольку поле падающей волны не зависит от координаты х1 , то из условия 
симметрии очевидно, что вторичное поле не зависит от координаты х1 , т. е. отра

женная и преломленная волны также распространяются в плоскости падения. 

Пусть постоянная распространения отраженной волны равна 

ko = roo.Jea1µa1, 

тогда выражения для поля отраженной волны имеют вид: 

Е. _ е Е. eЛroot-ko(чsin0o+чcos0o)]. 
О - 1 тО , 

Но = Йто(е2 cos0o - ез sin 0o)eЛroot-ko(чsin0o+чcos0o)]; (4.2) 

Ето = ЙтоZ01 

(Ето и Йто - учитывают возможный сдвиг по фазе отраженной волны относи
тельно падающей). 

Поле прошедшей волны имеет вид 

k(2) = ro2 .Jea2µa2; 
Е _ е Ё eЛw2t-k<2J(x2siniн-xзcost})J. 

(2) - 1 т(2) , 

:н: (2) = й т(2)(е2 cosi}- ез sin i}) eЛro2t-k(2j(X2 sin iн-xзcost})]; 
(4.3) 
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где Z02 = {µ::; - волновое сопротивление второй среды ( iim(l) и Em(l) учиты-
~~ 

вают возможный сдвиг по фазе прошедшей волны относительно падающей). 
Из условия непрерьmности тангенциальных составляющих вектора напря

женности электрического поля на границе раздела двух сред 

Е,(1) = E,(l) при Х:3 = О 
с учетом выражений (4.1)- (4.3) получим 

(4.4) 

Поскольку амплитуды Ет, Ето и Em(l) от t и х2 не зависят, то для вьmолне
ния граничного условия (4.4) в любой момент времени t в любой точке плоско
сти раздела необходимо, чтобы 

ro= ro0 = ro2 , (4.5) 

т. е. частоты падающей, отраженной и прошедшей волн были равны, и 

k(t) sin 0 = k0 sin 00 = k<2J sin 1}. ( 4.6) 

Из соотношения (4.6) следуют два закона Снеллиуса. 
1. Угол падения равен углу отражения 

0 = 7t-0o. (4.7) 

2. Углы падения и преломления связаны соотношением 

sin 1} k(1J ~ n1 

sin0 = k(2) = .Jr,
2
µ

2 
= п2 = п 12 ' (4.8) 

где п1 = ~. п2 = .Jr,2µ2 - коэффициенты преломления соответственно пер
вой и второй сред; п12 - относительный коэффициент преломления. 

На основании (4.5) и (4.6) выражение (4.4) может быть переписано в виде 

(4.9) 

Из условия непрерывности тангенциальных составляющих вектора напря

женности магнитного поля на границе раздела двух диэлектрических сред без 

потерь (когда J nов = О ) 

Н , ( t ) = Н ,(l) при х3 = О, 

учитывая уравнения (4.1)- (4.3), (4.5) и (4.6), получаем 

Н т COS 0 + Н тО COS 00 = Н m(l) COS '\}. 

Согласно первому закону Снеллиуса (4.7), 0 = п-00, тогда 
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(Нт - Й то) cos 0 = Нт<2J cos 1'} (4.10) 

или 

· Zo1 · 
(Ет - Ето) cos 0 = -- Ет(2) cos t,. 

Zo2 
(4.11) 

Явления отражения волны и прохождения волны через грающу раздела двух 

сред при горизонтальной поляризации можно характеризовать коэффициентами 

отражения ГЕ и прохождения РЕ по электрическому полю: 

· Е О · Е,т(2) 
ГЕ= Ет; РЕ---. 

т Ет 
(4.12) 

Преобразуя (4.9) и (4.11), с помощью (4.12) получаем систему уравнений 

l+ГЕ = РЕ; 
· Zo1 · (1 - Г Е) cos 0 = - РЕ cos t,. 

Z02 

Решая ее относительно ГЕ и РЕ, находим 

г. _ Zo2 cos 0 - Zo1 cos 1'}. 
Е - , 

Zo2 cos 0 + Zo1 cos 1'} 

р. _ 2Zo2 cos 0 
E -

Z02 cos 0 + Zo1 cos 1'} 

(4.13) 

Уравнения (4.13) называются формулами Френеля. 
В случае вертикальной поляризации поле падающей волны определяется 

выражениями 

Е = Ет (е2 cos е - е3 sin 0) ej[(Ot-k(l)(x2sin 0+хз cos 0)]; 

н. __ Н j[<0t - k(])(x2sin0+x3 cos0)] 
- е1 те . 

(4.14) 

Сравнивая выражения (4.14) и (4.1), видим, что уравнения, описывающие 
случай вертикальной поляризации, можно получить из уравнений для горизон

тальной поляризации при замене 

Ер Н, Нт Р Ет. 

При этом (4.9) и (4.10) при замене будут иметь вид 

Нт +Нто= Йт(2); 

(Ет -Ёто)соs е = Ет(2) cost}, 

или 

(4.15) 
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· _ · 202 
(Нт - Нто) cos 0- Нт(2) -cos'\}. 

Zo1 
(4.16) 

В случае вертикальной поляризации явления на границе раздела можно ха

рактеризовать коэффициентами отражения и прохождения по магнитному полю 

· Й О • Йт(2) 
Гн=-т-; Рн=--. 

нт нт 

Преобразуя (4.15) и (4.16) с помощью (4.17), получаем 

1+Гн =Fн; 

· · Z02 
(1-Гн )cos0 = Рн -cos'\}. 

Zo1 

(4.17) 

Отсюда формулы Френеля для случая вертикальной поляризации имеют вид 

г. _ Zo1 cos0-Z02 cos'\} 
н- ' 

Zo1 cos 0 + Zo2 cos 1} 

Рн = 2Zo1 cos 0 
Zo1 cos 0 + Zo2 cos 1} 

(4.18) 

Поскольку все величины, входящие в правые части выражений (4.13) и (4.18) 
действительны, то коэффющенть1 отражения и прохождения действительны. Оче

видно, что фаза прошедшей волны в случаях горизонтальной и вертикальной поля

ризации совпадает с фазой падающей волны. Отраженная волна совпадает по фазе с 

падающей волной или сдвинута на 180°. Так, в случае горизонтальной поляризации 
фаза отраженной волны совпадает с фазой падающей волны, если 

Z02 cos 0 > ZO1 cos '!}. 

В противном случае фаза меняется скачком на 180°. Аналогичное соотношение 
имеет место в случае вертикальной поляризации. 

Вернемся к случаю горизонтальной поляризации и рассмотрим поле в первой 

среде, представляющее собой суперпозицию падающего и отраженного полей 

Em(l ) = Ет + Ето· 

Подставляя сюда выражения (4.1), (4.2) и (4.12), получаем 

Е. _ Е - jk(l)(чsin0+x3cos0) Г Е - jk(l)(x2sin6o+x3cos60) 
m(l ) - e l m е + е, Е т е 

Поскольку 0 = 1t - 00 , 

Е. _ Е [ -j~1)(x2sin0+xзcos0) Г -j~1J(x2sin 0-xзcos0) ] 
m(l)-el те + Ее · 

Прибавляя и вычитая выражение 

г -jk(l)(x2sin0+x3cos0) 
Ее 
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и группируя члены, получаем 

Е. _ Е [(l-Г ) -jk(1)(x2sin0+x3cos0) lГ (k е) - jk(t)x2sin0] 
m(I) -el т Е е + Е COS (l)ХЗ COS е . 
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Таким образом, поле в первой среде можно представить как сумму двух 

волн, одна из которых распространяется вдоль направления падения с амплиту

дой Ет (1- Гн ), вторая - вдоль плоскости раздела в направлении оси Х2 с ам

плитудой, изменяющейся по закону косинуса вдоль оси х3• Очевидно, что поле в 

первой среде является неоднородным. 

Поле во второй среде является однородным. 

Обе среды линейные, по вторая - с потерями. Рассмотрим прохождение 

плоской волны через плоскости раздела из среды без потерь в среду с потерями 
(см. рис. 4.1). Распространение преломленной волны характеризуется множите
лем распространения 

где k <2) = P<2J - }а(2) и в общем случае векторы P<2J и а(2) не параллельны, но 

вследствие симметрии возбуждения преломленной волны лежат в плоскости па

дения. Если плоскость падения совпадает с плоскостью х20х3, то скалярное про-

изведение векторов k(2) и r равно 

Введем комплексные углы 

. ~ (2) cosi}~ - ja<2) cosi}a 
coslЗ-= . , 

k(2) 

. . ~<2) sini}~ - ja(2) sini}a 
sш ,з. = . . 

k(2) 

Здесь ,З.~ - угол между нормалью к плоскости раздела и вектором P<2J; ,З. а -

угол между нормалью к плоскости раздела и вектором a <2J. 

Второй закон Снеллиуса для данного случая имеет вид 

k(I) sin 0 = k<2) sin f>. 
Отсюда 

k(I) sin 0 = ~ (2) sin ,З.~ - ja(2) sin ,З.а, 

т. е. sin ,З.а = О или t}a = О, а 

. k(J) sin 0 
Slll i}~ = ---'-'---

~ (2) 
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Среда без 
потерь 

Среда с 

потерями 

Рис. 4.4. Наклонное падение волны на границу со средой с потерями 

Если потери во второй среде малы, то k(2) ""B<2J и 

В этом случае положение плоскости равных фаз в пространстве определяется 

выражением 

х2 sin tt + х3 cos tt = const, 

а положение плоскости равных амплитуд - выражением 

х3 = const. 

Плоскости равных фаз и равных амплитуд неоднородной волны, распро

страняющейся в среде с потерями, приведены на рис. 4.4. 
Физически расщепление плоскостей можно представить следующим обра

зом. Падающая волна возбуждает колебания свободных и связанных зарядов, 

находящихся на плоскости раздела. Амплитуда этих колебаний одинакова на 

всей плоскости раздела. 

Рассмотрим перемещение воmrы в пространстве (рис. 4.4). Плоскость аЬс явля
ется плоскостью равных фаз и равных амплитуд. Так как точка а ввиду различия 

фазовых скоростей в первой и второй средах пройдет меньпшй путь 

(vФ<2J < Vф(i)), чем точка с, то во второй среде плоскость равных фаз изменит свое 

'ь' ' Ф ' ь' ' положение в пространстве и совпадет с плоскостью а с . азы точек а , и с 

будут одинаковыми, но амплитуды колебаний в этих точках будут разmrчны, так 

как пути, пройденнь1е этими точками, в среде с потерями различными, следователь

но, будет различно затухание амплитуд. Рассматривая колеблющиеся заряды как 

источники сферических волн, видно, чго плоскости равных амплитуд параллельны 

плоскости раздела, плоскости равных фаз и равных амплитуд не совпадают. 

Среда с потерями характеризуется комплексным волновым сопротивлением, и, 

следовательно, коэффициенты отражения и преломления, определяемые выраже

ниями (4.13) и (4.18), являются комплексными. Таким образом, отраженная и пре

ломленная воmrы сдвинуты по фазе относительно падающей волнь1. Причем этот 
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сдвиг для случаев горизонтальной и вертикальной поляризаций будет различным, и 
при падении на границу среды с потерями воm1ы произвольной линейной поляри

зации отраженная и преломленная волны будут поляризованы эллиптически. Эл

липтичность зависит не только от параметров сред, но и от угла падения. 

При падении на поверхность раздела воздух - вода волны произвольной 

линейной поляризации отраженная волна имеет эллиптическую поляризацию. 

Обе среды без потерь, но первая - линейная, вторая - нелинейная. 

Если обе среды являются диэлектриками, то электромагнитный процесс в этих 
средах будет описываться согласно (2.9) уравнениями 

ЛЕ(пrо) + (пrо)2 Е; (nro)µ0E(nro) = -(пrо)2µ0Рнл (nro), ( 4.19) 

где п = О, ± 1, ± 2, ... 

В первом нелинейном приближении (см. § 3.1) поле E c2)(ro) возбуждает в 

нелинейной среде волну нелинейной поляризации P c2)(2ro), определяемую вы

ражением 

P(2)(2ro) = р m(2)(2ro) е- j[2wt-kp(2w)rJ, 

где k Р (2ro) - постоянная распространения волны нелинейной поляризации, 

равная 

(4.20) 

Амплитуда второй гармоники волны поляризации Рт(2) (2ro) согласно (2.3) с 

учетом (4.12) определяется выражением 

Рт(2) (2ro) = Е0Х2 (2ro)E,;(2) ( ro) = Е0Х2 (2ro)P'; ( ro)E;;, ( ro). ( 4.21) 

Волна поляризации P(2)(2ro) является источником поля E (2)(2ro). Согласно 

волновому уравнению (4.19), ограничиваясь низшим нелинейным приближени
ем для второй гармоники, получим 

(4.22) 

где 

- постоянная распространения волны второй гармоники в нелинейной среде. 

Решение неоднородного уравнения (4.22) равно сумме общего решения од
нородного уравнения и частного решения неоднородного уравнения. Очевидно, 

что в изотропной среде направление вектора E(2)(ro) совпадает с направлением 

второй гармоники вектора поляризации Рс2) (2ro) и направлением второй гармо

ники вектора напряженности поля Е(2) (2ro). Таким образом, аналогично реше

нию уравнения (3.12) получим 
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2 

Е (2 ) Е, (
2 

) - ;k(2)(2ro)r 4ro µOP,n(2/2ro) -;kp(2ro)r 
ro = е ro е + е -------е 

т(2J i т(2J i k; (2ro) - k/2) (2ro) 

или 

Е (2 )
- Е' (

2 
) - jk(2)(2ro)[x2 sin1't(2ro)+x3 cos1't(2ro)] 

111(2) ro - е1 111(2) ro е + 

+ 
Р,11(2) (2 ro) -jkp(2ro)[ч sintlp(2ro)+xзcostlp(2ro)] 

е1 е , 
ta2(ro)-fa2(2ro) 

(4.23) 

где i)(2ro) - угол между положительным направлением оси х3 и направлением 

распространения волны Е(2) (2ro); i)P (2ro) - угол между положительным на

правлением оси х3 и направлением распространения волны поляризации 

P(2)(2ro). 

Магнитная составляющая поля удвоенной частоты во второй среде опреде

ляется выражением 

(4.24) 

На границе раздела двух сред согласно (2.18) вьmолняются условия 

E1 (J) (2ro) = Е1(2) (2ro); Н 't(I) (2ro) = Н 't(ZJ (2ro). 

Поскольку граничные условия удовлетворяются в любой момент времени, 

то отсюда следует, что в первой среде существует «отраженная» волна второй 

гармоники. Поле «отраженной» волны второй гармоники описывается выраже

нием 

Е (2(J)~ = Е j(20Jl-ko(2ro)[x2sin0o(2ro)+чcos0o(2ro)]) 
о 'J е1 тое , (4.25) 

где k0(2ro) = .JE~1 (2ro)µ0 - постоянная распространения волны; 00(2ro) -угол 
отражения. 

Найдем магнитную составляющую поля «отраженной» волны второй гар

моники: 
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= Emo(2ro)[e cos0 (2ro)-e sin0 (2ro)]ej{2(1)1-ko(2(J))[x2sineo(2(J))+x3cos0Q(2(J))]j. (4.26) 
Zo1 (2ro) 2 о з о 

На границе раздела (при х3 = О) из условия непрерывности касательных со
ставляющих электрического поля, согласно выражениям (4.23) и (4.25), для вто
рой гармоники получим 

Е, (
2 

) -jk(2)(2(J))sint}(20J)x2 pm(2) (2ro) -jkp(2(J))sint}p(2(J))x2 
п(2) (J) е + е = 
' fa2 (ro) - fa2 (2ro) 

= Emo(2ro)e-jko(2oo)sш00 (2(J))ctz . (4.27) 

Поскольку граничные условия выполняются в любой точке границы разде

ла, то равенство ( 4.27) выполняется при любом значении х2, если 

kcz) (2ro) sin 1}(2ro) = k Р (2ro) sin '!}Р (2ro) = k0 (2ro) sin 00 (2ro), 

атак как 

то 

2k0 / ro) sin 0 = kp (2ro) sin '!}Р (2ro) = kcz) (2ro) sin 1З-(2rо) = k0 (2ro) sin 00 (2ro), ( 4.28) 

где 

k(l)(ro) = ro'1ra1(ro)µo; k(2)(ro) = ro'1ra2(ro)µo; 

kp (2ro) = 2kc2J (ro); k(2) (2ro) = 2ro-.Jra2 (2ro)µ0 ; 

k0 (2ro) = 2ffi✓Ea 1 (2ro)µ 0 • 

Исходя из ( 4.28), получаем выражения, представляющие собой модифици
рованные законы Снеллиуса 

. ·" 2kc1J(ro) . 
0 

E1(ro) . 
0 sm v(2ro) = -~-s1n = --- sш ; 

kc2J(2ro) E2(2ro) 

. 2kc1J(ro) . 
sш 't}p(2ro) = ~~-sш 0 = 

kp(2ro) 
(4.29) 

. 0 (2 ) E1(ro) . 0 
SШ О (J) = --- SШ . 

Е1 (2ro) 

Таким образом, в общем случае направление распространения волны второй 

гармоники в нелинейной среде Е(2) (2ro) отличается от совпадающих направлений 

распространения преломленной волны основной частоты Ес2) ( ro) и волны нелиней-
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Линейная 
среда 

Нелинейная 
среда 

a(2w) E<2j(ro), P(2)(2w) 
Ет(2w) 

Рис. 4.5. Наклонное падение волны на границу с нелинейной средой 

ной поляризации Р(2) (2ro); направление распространения «отраженной» волны вто

рой гармоники E 0 (2ro), возникающей в первой (линейной) среде, не совпадает с на

правлением распространения отраженной воm1ы основной частоты Е0 ( ro) (рис. 4.5). 

Направление распространения поля второй гармоники в линейной и нели

нейной средах зависит от их дисперсионных свойств. 

Если первая среда - вакуум (линейная недиспергирующая среда), то со

гласно (4.29) получим 

. sin 0 
SШ i}(2ro) = --;===; 

✓E2(2ro) 

. ·"' (2 ) sin 0 
SШ vp О) = ✓Е2(Ф); 
sin 00 (2ro) = sin 0, 

(4.30) 

т. е. «отраженная» волна второй гармоники E 0 (2ro) в вакууме распространяется 

в том же направлении, что и отраженная волна основной частоты Е0 ( ro). Волна 

нелинейной поляризации Р(2) (2ro) в нелинейной среде распространяется в том 

же направлении, что и преломленная волна поля основной частоты E (2)(ro). Но 

направление распространения волны второй гармоники поля Е(2) (2ro) в общем 

случае, когда E2 (2ro) "# E2 (ro), не совпадает с направлением распространения 

E (2) (ro), и лишь в случае E2 (2ro) = E2 (ro) или нормального падения направления 

распространения этих волн совпадают. 

Соотношения между амплитудами волн вторых гармоник также получаются 

из граничных условий (2.18): 

E1:(1)(2ro) = E1:(2) (2ro); 

Н 1:<J) (2ro) = Н 1:<2) (2ro) 
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или согласно (4.27) и выражениям (4.23)-(4.26), (4.20) и (4.21) 

Е (2 ) -Е (2 )= 4oiµ0E0X2 (2co)P§(co)E2 ( )· 
т(2) СО тО СО 2 2 т СО , 

4k(2)(co)-k(2)(2co) 
(4.31) 

✓Е2 (2co)Em(2 ) (2со) cos~2co) + ✓Е1 (2co)Em0 (2co) cos 0(2со) = 

_ 4со2µ0Е0Х2 (2co)~Pi ( со) Е2 ( ) _<:, 
- 2 2 т СО cos v, 

4k(2) (со) - k<2) (2со) 
(4.32) 

где 0(2со) = п-00 (2со). 
Решая эти уравнения совместно, получаем выражения для амплитуд «отра-

женной» и «преломленной» волн второй гармоники 

Е (2со) = Е2 (со) Х2(2со)Р;(со) х 
тО т Е2(СО)-Е2(2СО) 

✓Е2(2со) cos ~2со) - ✓Е2(со) cos~ 
Х---;====-----,====-----· 
✓Е2(2со) cos ~2со) + ✓Е1 (2со) cos 0(2со) ' 

(4.33) 

Ет z (2со) = -Е;, ( со) Х2 (2co)Pi ( со) х 
() Ez(CO)-E2(2co) 

~ cos~(co)- ✓E1 (2со) cos0(2co) 

х ✓Е2 (2со) cos~(2co) + ✓Е1 (2со) cos0(2co)' 
(4.34) 

которые представляют собой модифицированные формулы Френеля для поля 

горизонтальной поляризации. 

Умножая числитель и знаменатель выражения (4.33) на выражение 

✓Е2(2со) cos~(2co) + ,JE2 (со) cos~ с учетом законов преломления (4.8) и (4.29), 

получаем: 

Е (2 ) = Е2( ) X2(2w)Pi(W) 
то w т w [ ✓e2(2w)cost}(2w)+✓e2(w)cos'\}][ ✓E2(2w)cos1}(2w)+ ✓e1(2w)cos0(2w)J 
Таким образом, амплитуда «отраженной» волны пракгически не зависит от 

рассогласования фазовых скоростей волн, распространяющихся в нелинейном ди

электрике. «Оrраженное» поле второй гармоники определяется поверхностным 

слоем нелинейной среды толщиной порядка длины волны. Так как преобразование 

энергии на границе раздела мало, реакцией поверхностного слоя на падающую вол

ну можно пренебречь и амплитуду падающей волны можно считать постоянной. 

Полное поле второй гармоники в нелинейной среде определяется выраже

нием (4.23). В соответствии с выражением (4.29) 

k Р (2co)r - k2 (2co)r = 2со Хз [ ,JE2 (со) cos~p (2co)-,JE2 (2со) cos~(2co) ], 
с 
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следовательно, с учетом (4.31) выражение (4.23) можно представить в виде 

. { Р,п(2) (2ro) 
Е(2) (2со) = el Ето (2со) + ------ х 

f,a2 ( со) - f,a2 (2со) 

х е с -1 х 
[ 

- 1
200 

x2[.je2 (ro) cosf}p (2ro)- .je2 (2w) cos1'}(2ro)J ]} 

j{ 20Jt- k(2) (2w)[xz sin1'}(2w)+ х3 cos1'}(2w)] ) 
хе . 

Для значений х3, удовлетворяющих условию 

2со х3 [ .Je,2 (со) cos i}p (2со)-✓Е2 (2со) cosi}(2co)] « 1, 
с 

согласно приближенной формуле 

е-х "" 1 -х 

получаем 

. { . рт(2) (2ro) 2со 
Е(2)(2со)=е1 Ето(2со)-1------ Х3Х 

fa2(CO)-fa2(2co) с 

х [ ,J ,, ( ro) oos f> р (2ro) - ,} ,, (2ro) cos iJ(2ro)]} е дzw-•щ <2•J• J . 

Умножим числитель и знаменатель полученного выражения на 

.Je,2 (со) cost}P (2со) + .Je,2 (2со) cost}(2co) и учтем выражение (4.29): 

{ 

2ro } Р,п(2) (2со)--х:з 
· . foC 
Е<2) (2со) = е1 Ето (2со) - J ---== =---------;=======----- х .Je,2 ( со) cos i}P (2со) + .Je,2 (2со) cosi}(2co) 

j[2o:t- k(2) (2oo)r ] 
хе . (4.35) 

Таким образом, начальная амплитуда «преломленной» волны второй гармо

ники (при х3 = О) равна амплитуде «отраженной» волны; составляющая, завися
щая от нелинейной поляризации, возрастает пропорционально расстоянию от 

границы раздела при согласовании фазовых скоростей или при согласовании 

нормальных составляющих скоростей: 

✓Е2 (2со) cost}(2co) = .Je,2 (co) cosi}p(2co), (4.36) 

так как касательные составляющие согласованы в силу граничных условий. 

Соотношение ( 4.36) выполняется при 

.Je,2 (2со) = .Je,2 (со); cos t}(2co) = cos -t} р(2со), 



4.2. Полное прохождение поля при наклонном падении 

т. е. при условии волнового синхронизма 

kp (2ro) = k<2/2ro). 

Поскольку практически все среды обладают дисперсией и 

Е2 ( ro) 7'- Е2 (2ro), 
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то согласование возможно лишь в анизотропных средах с двойным лучепрелом

лением. 

Если условия волнового синхронизма не выполнены, то амплитуда напря

женности поля будет осциллировать с изменением значения х3. Расстояние по 

оси х3 между соседними максимумами напряженности поля определяется из ус

ловия 

l 
200 

[.JE2 (ro) соs '\З-р (2ro) - ✓Е2 (2ro) cos'\З-(2ro)] = 21t. 
с 

Это расстояние соответствует удвоенной длине когерентности. 

«Преломленная» волна второй гармоники представляет собой неоднород

ную плоскую волну. Плоскости равных амплитуд не совпадают с плоскостями 

равных фаз, параллельны плоскости раздела и определяются выражением 

х3 =const. 

Амплитуда напряженности поля «преломленной» волны второй гармоники 

во много раз больше амплитуды напряженности поля «отраженной» волны вто

рой гармоники, так как в создании поля «отраженной» волны участвует лишь 

поверхностный слой нелинейной среды толщиной порядка ДJШНЫ волны, а в 

создании «преломленной» волны по мере ее распространения принимают уча

стие все новые и новые диполи нелинейной среды. 

4.2. Полное прохождение электромагнитного поля 
при наклонном падении на границу раздела линейных сред без потерь. 

Угол Брюстера 

В случае горизонтальной линейной поляризации отраженная волна отсутст

вует, если ГЕ = О или согласно формулам Френеля (4.13) 

или 

ZO2 cos 0 - ZO1 cos 1З- = О. 

Учитывая закон преломления Снеллиуса (4.8), получаем 

k2 
Zo2cos0-Zo1 1- ; ) sin2 0 =О, 

k(2) 

(4.37) 
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Таким образом, в случае сред без потерь для полного прохождения волны 
необходимо направлять ее под углом, определяемым выражением (4.37). Но для 
обычных диэлектриков µ1 =µ2 =1 и выражение (4.37) не имеет смысла, гори

зонтально-поляризованная часть поля отражается при любом угле падения. 
В случае вертикальной JШнейной поляризации условием полного прохожде

ния волны является равенство 

ИJШ 

и 

или 

Гн =0. 

Тогда в соответствии с формулами Френеля (4.13) 

ZO2 cos t}- ZO1 cos 0 = О. 
Учитывая закон преломления Снеллиуса, 

kt) . 2 
ZO2 1--2-sш 0 -ZO1 cos0 = О, 

k(2) 

sin2 0 = µ2 /µ1 - Е2/Е1 . 
Е1 /Е2 -Е2/Е1 

Для обычного диэлектрика 

. 2 0 1 
Slll = , 

Е1/Е2 + 1 

0 = arctg {Е';_ ~z (4.38) 

Таким образом, линейная вертикально поляризованная волна не отражается 

при падении на границу раздела идеальных диэлектриков под углом, определяе

мым выражением ( 4.38) и называемым углом Брюстера. При падении под углом 
Брюстера волны произвольной линейной, круговой или эллиптической поляри

зации отраженная волна имеет горизонтальную поляризацию. Поэтому угол 

Брюстера называется также углом полной поляризации. 

Угол преломления в данном случае определяется выражением 

sin t} = ~ sin 0. 
~~ 

Учитьmая (4.38) и исключая параметры среды, получаем 

sin t} = cos 0, 
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или 

sin 1'} = sin ( ~ - 0} 

Отсюда 

7t 7t 1'}=--0 или 1'}+0=-
2 2' 

иначе отраженный и преломленный лучи перпендикулярны друг другу. 

Угол Брюстера на радиочастотах для сред воздух- вода равен 84°, что 
близко к скользящему падению . Этим объясняется нерегулярность радиопередач 

над водными поверхностями. 

Очевидно, что полного прохождения однородной волны не будет наблю
даться, если вторая среда обладает потерями, так как в этом случае угол падения 

должен быть комплексным, а однородная волна характеризуется действитель

ным углом падения. 

4.3. Полное отражение электромагнитного поля 
от границы раздела двух линейных сред без потерь 

При переходе электромагнитной волны из более плотной в электромагнит

ном смысле среды в менее плотную, т. е. при условии Е.1µ1 > Е.2µ2 или 

п12 > 1, возможен такой угол падения, называемый критическим 0кр, при котором 

преломленная волна идет параллельно плоскости раздела, т. е. угол преломления 

1'} = 7t . Согласно закону преломления, критический угол падения определяется 
2 

выражением 

При 0 > 0кр 

п,2 sin0кp = 1 или 0кр = arcsin -
1
-. 

n12 

sin 1'} = п,2 sin 0 > 1, 

угол преломления теряет геометрический смысл. В этом случае 

cos1}=±✓1-n~2 sin2 0 =±jl cos-t}I, 

т. е. cos 1} является мнимой величиной. Физический смысл имеет знак «-». 

(4.39) 

Коэффициенты отражения и преломления, определяемые выражениями 

(4.13) и (4.18) даже в случае сред без потерь являются комплексными величинами. 
В случае линейной горизонтальной поляризации 
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. _ ZO2 cos 0 + jZO1 icos ~. 

Г Е - Zo2 cos 0 - jZ01 icos 1З-I' 
РЕ = 2Zo2 cos 0 . , 

ZO2 cos 0 - jZ01 icos ~ 
в случае линейной вертикальной поляризации 

. Zo 1 cos 0 + jZ02 I cos ~ 
Гн = Zo1 cos 0- jZ02 icos~ ; 

Рн = 2Zo1 cos0 . , 
Zo1 cos 0 - jZ02 icos ~ 

или 

где 

Zo1 icos~ 2cos 0 
\jf E = 2arctg-~~; РЕ = ---.==========; 

Zo2 cos0 '1cos2 0 + (Zo1/ Z02)2 icos~2 

Z02icos•<\J Рн = 2cos 0 . '1' н = 2 arctg---'---u-'-1 
; 

Z01 cos 0 ,J cos2 0 + (Zo2/ Zo1 )2icos ~2 

При линейной горизонтальной поляризации поле в первой среде определя-

ется выражениями 

Е. _ Е - jk(1/x2sin0+ x3cos0) Е - j[k(1) (x2 sin0 -x3cos0 - IJIE)] _ 
m( l) - el m е + el m е -

=е12Ет cos( k(l)XЗ cos0+ iE )е -j( k(J)X2Sine- lJl2E ) ; 

н. _ Н ( 
0 

. 
0

) -jk(I)(½ sin е +х, cos 0) 
m(l) - т е2 COS - е3 SШ е + 

н ( 0 
. 

0
) -j[k(1)(½sin0- x3 cos0) - IJIE] 

+ т -е2 cos - е3 sш е = 

=[-je22Hmcos0sin(k(1)x3 cos0+ iE )-

(4.40а) 

. ( '1' Е )] - j ( k(1)x2 sin 0- '112Е ) 
-e32Hmsш0cos k(l)x3 cos0+2 е . (4.406) 

Поле во второй среде при линейной горизонтальной поляризации 

·(k . ·• \JfE ) - -k(2) [cos~xз -; (2)х2 sш v-2 . 
Em(2) -е1РЕЕт е е , 

(4.41) 

( 

. 1 ,\'\] . . ) -k(2)xз[cos ~ - j( k (2)X2 sin -&- IJ/2E) 
Hm(2) =РЕНт -1е2 COSu1 -eзSШ~ е е . 
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Из полученных выражений (4.40а) и (4.406) следует, что поле в первой среде 
распространяется вдоль плоскости раздела, в направлении оси х2, так как состав

ляющие вектора Пойнтинга 

П02 :;t;0, а П0з =О 
вследствие сдвига по фазе на 90° между составляющими поля E (l)I и Н0)2. В 

направлении, перпендикулярном плоскости раздела, движения энергии нет. В 

этом направлении распределение амплитуд происходит по закону стоячей вол

ны. Длина стоячей волны 

'1 _ 21t 21t 
1\,1_ - г::--::-

k(l) cos0 (J)-vfalµal cos0' 

т. е. длина стоячей волны зависит от угла падения. 

При 0 • п/2 cos 0 • О и л, _1_ • оо. Плоскости равных амплитуд параллель

ны плоскости раздела. Причем есть плоскости, в которых значения амплитуд 

равны нулю, и есть плоскости, где они достигают максимума. Плоскости равных 

фаз перпендикулярны плоскости раздела и перемещаются в направлении х2, на 

что указывает экспонента 

·(k · ·• 'l'E) e- J (1)ХzSШи-2 . 

Поле во второй среде также распространяется в направлении оси х2, а амплитуда 

поля убывает по экспоненте в направлении оси Хз- Движения энергии в направлении 

оси х3 нет, так как Поз = О вследствие сдвига по фазе во времени на 90° между Е(2)1 и 

Н (2)2 • Волна, распространяющаяся во второй среде, называется поверхностной, ибо 

она распространяется вдоль поверхности, как бы прилипая к ней (рис. 4.6). 
Затухание поля во второй среде в направлении оси хз при отсутствии в ней 

истинного поглощения (среда без потерь) означает, что поток энергии не пере

ходит во вторую среду ввиду полного отражения на плоскости раздела. 

На рис. 4.7 показано разложение вектора Пойнтинга, иллюстрирующее от
сутствие потока энергии в направлении оси х3 . 

Рис. 4.6. Распределение поля при полном от
ражении и горизонтальной поляризации па

дающей волны 

Рис. 4.7. Разложение вектора 

Пойнтинга на границе раздела 

при полном отражении волны 
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Распространение волны в первой среде характеризуется постоянной распро

странения k0 = k(l) sin 0 и фазовой скоростью 

О) 1 
vф(l)= . > Г::-::- , 

k(l) SШ 0 'V Ealµal 

большей скорости распространения волны в неограниченной среде с параметра

МИ Е1, µ1. 

Распространение поверхностной волны во второй среде характеризуется по-

стоянной распространения k0 = k(2) sin 1'} и фазовой скоростью 

меньшей скорости распространения волнь1 в неограниченной среде с парамет

рами Е2, µ2• У читывая, что 

k(l) sin 0 = k(2) sin 1'}, 

получаем 

vФ(I) = vФ(2)· 

Поля в первой и второй средах при полном отражении представляют собой 

неоднородные волны, так как плоскости равных фаз и равных амплитуд не совпа

дают. 

При вертикальной поляризации Eml • нт1> нт2 • Ет2, Нтз • Етз И 

распределение поля имеет вид, представленный на рис. 4.8. 
Таким образом, при полном отражении от границы двух диэлектрических 

сред, одна из которых является более плотной в электромагнитном смысле 

( Е1µ1 > Е2µ2), поле существует только в первой среде и распространяется вдоль 

плоскости раздела, во вторую среду поле проникает слабо в виде поверхностной 

волны, амплитуда которой быстро затухает при удалении от границы раздела. 

Этот эффект используется в диэлектрических волноводах. 

H mt 

о 1----В'--------,с:::::;Эе-------''d--
Х 3 

Рис. 4.8. Распределение поля при полном отражении и вертикальной 
поляризации падающей волны 
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а б 

Рис. 4.9. Распределение поля при отражении от идеально проводящей поверх
ности при горизонтальной (а) и вертикальной (6) линейных поляризациях 

Если вторая среда является идеально проводящей, то 

1 __ µ---=а2=---- = О, 
, . cr 

f -1-а2 (J) 
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так как cr • 00 и согласно (4.13) и (4.18) при любом угле падения ГЕ = -1, 

Гн = 1. Таким образом, от идеально проводящей поверхности волна полностью 

отражается при любом угле падения. 

В соответствии с выражениями (4.40а) и (4.406) при горизонтальной поля-
ризации поле в первой среде 

Е. . lE . (k 0) - jk(l)x2 sin е 
m(I) = - ]CJ т SШ (l)ХЗ COS е ; 

Й ml = [е2 2Нт cos 0cos(k(l)x3 cos 0) + 
. 2Н . 0 . (k 0)) - jk(1)X2Sin0 + ]С3 т SШ SШ (!)Хз cos е . 

Поле во второй среде 

Е(2) =Н<2) =0. 

Распределение поля для случаев горизонтальной и вертикальной линейных 

поляризаций приведено на рис. 4.9. В этих случаях металлическая поверхность 
является направляющей. Волна распространяется вдоль поверхности раздела. 

Это явление используется в металлических волноводах. 

4.4. Нормальное падение электромагнитного поля 
на границу раздела двух сред 

Пусть плоскость х10х2 разделяет две однородных линейных изотропных 
среды без потерь (рис. 4.10), параметры которых соответственно равны 
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XJ 
(/) (2) 

Е 

Х3 

Рис. 4.10. Нормальное падение волны на границу раздела двух сред (1) и (2) 

Z -~al. 01- -, 
taJ 

При нормальном падении 0 = О и согласно второму закону Снеллиуса (4.8) 
'()=О. При этом формулы Френеля (4.13) для коэффициентов отражения и про
хождения по электрическому полю преобразуются к следующему виду: 

Г Е = Ето = Zo2 - Zo1 = Г; 
Ет Zo2 +Zo1 

а коэффициенты отражения и прохождения по магнитному полю согласно (4.18) 
имеют вид 

Если Z02 "# Z01 , то поле в первой среде определяется выражениями 

Em( l) = е1Ет e-jk(l)XЗ + е1ГЕт ejk(l)XЗ = е1Ет[(1- Г)е-jk(()ХЗ + 2Гcosk(l)xз]; 

Hm(l) = е2Нт(е-jk(l)XЗ -Гejk(J)XJ ) = e2Hm[(l + Г)е-jkтхз - 2Гcos k(l)x3]. 
(4.42) 

Следовательно, поле в первой среде можно представить как сумму бегущей 

и стоячей волн. 

Амплитуда электрического поля в первой среде Em(I) равна модулю 

Em(I ) = Е,п -J1 + Г2 + 2Г cos 2k(l)x3. (4.43) 
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Амплитуда магнитного поля в первой среде 

н m(I) = нт ,.)1 + Г2 
- 2Г cos 2k(l)x3. (4.44) 

Таким образом, амплитуда поля в первой среде периодически изменяется 

вдоль оси х3 • «Волнистость» зависит от значения IГ I , т. е. от значения соотно

шения волновых сопротивлений сред Z02 и Z01 . Чем больше их различие, тем 

больше IГI и тем больше «волнистость». 

Очевидно, что 

Em(l)max = (l+IГl)Eт; Hm(l)max = (l+ IГl)Hт ; 

Em(l)min = (1- IГl)Em; Hm(l)min =(1-IГl)Нт. 

При резком различии Zo1 и Zo2 амплитуды Em(I) и Hm(I) периодически спа

дают до нуля (стоячая волна). Расстояния между соседними максимумами или 

минимумами, как следует из формулы (4.43) или (4.44), равны ')J2, где л - длина 
волны в первой среде. Действительно, максимумам соответствуют согласно (4.43) 

cos 2k(l)x3 = 1, 

т. е. 

2kc1) x 3 = 2пп, п = О, 1, 2, ... 

Отсюда расстояния между максимумами 

л пп 
n - = - . 

2 k ( I) 

Во второй среде поле определяется выражениями 

Ет(2) =e1PEme- jk(2)XJ ; 

. Zo1 - j k(2) x3 
Hm(Z) = е2 --РН"' е , 

Zo2 

т. е. во второй среде распространяется бегущая волна, амплитуда которой не за

висит от координаты х3 • Распределение амплитуд поля в зависимости от коорди

наты х3 приведено на рис. 4.11. 
Поток энергии в первой среде определяется средним значением вектора 

Пойнтинга бегущей волны 

П0(1) =..!_(1-Г2)ЕтНт =..!_(1-Г2) Е,~, 
2 2 Z01 

во второй среде 

1 Z 01 2 = 1 (1 + Г)2 Е2 
Пщ2) =---Р ЕтН"' 2 z "'' 

2 Zo2 02 
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л, 

2 

б 

Ет(2) 

о 

Zo2 < Zo1 
Г< О 

(1-IГl)E,,, 

Х3 

(I +IГl)Hт 

Zo2 > Zo1 
Zo2 Г> О 

( I-Г)Н111 Х3 

Рис. 4.11. Распределение амплитуд поля при нормальном падении на гра
ницу раздела двух сред с различными волновыми сопротивлениями: 

a-Zo2 <Zo1; б-Zо2 >Zo1 

1-Г2 (l+Г)2 

Zo1 202 

поэтому, как и следовало ожидать, потоки энергии в первой и второй средах равны. 

Для характеристики поля в первой среде при наличии отражения применя

ется так называемый коэффициент стоячей волны по напряженности 

Кс.в.в = Emmax = 1 + IГI > 1 
Emmin 1-IГI 

или коэффициент стоячей волны по мощности 

К = E;,max - (l+II1)2 > 1. 
с.в.м Е2 . (1- IГ1)2 

mm1n 

Обратные величины коэффициентов стоячей волны называются коэффици

ентом бегущей волны по напряженности 
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Em(I) Zo2 Em(2J 

о 

Zo1 = Zo2 
Г= О 

Х3 

Рис. 4.12. Распределение амплитуд поля при нормальном падении на гра
ницу раздела двух сред с одинаковыми волновыми сопротивлениями 

к = 1-IГI <1 
б.в.н l+ IГI 

или коэффициентом бегущей волны по мощности 

к = (1- IГI)2 <1. 
б.в.м (1 + IГI)2 
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Если Z01 = Z02 , то Г = О, Р = 1, т. е. отраженной волны нет, амплитуды по

ля в первой и второй среде равны (рис. 4.12). 
Радиолокатор обнаруживает цель по отраженной волне. Если подобрать ма-

териал так, что .Jµa /Еа = .Jµ0/E0 , то пластина из такого материала при нор
мальном падении на нее лучей будет «невидимой» для радиолокатора. Волновое 

сопротивление пенополистирола близко к волновому сопротивлению воздуха, 

поэтому его используют для различных втулок в волноводах. 

Рассмотрим случай, когда плоская волна падает нормально из среды без по

терь на плоскость раздела ее со средой с потерями. Так как в этом случае Z02 

комплексная величина, то коэффициент отражения 

является комплексной величиной и волна при отражении меняет не только ам

плитуду, но и фазу. Амплитуда волны во второй среде затухает по экспоненте, 

зависимость амплитуд от х3 в первой и второй средах 
имеет вид, приведенный на рис. 4.13. Если среда обла
дает потерями из-за проводимости, то ее волновое со

противление 

Х1 

Em(I) Ет(2) 

Х3 , . 0"2 
f,a2 - J-

4 (1) Рис. .13. Распределение 

В случае проводника можно пренебречь Е:2 по амплитуд поля при нор
мальном падении на гра-

ницу со средой с потерями ,, / сравнению с Еа2 = cr2 ro, при этом 
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XJ 

А Em( I) 

2 
Em(2)=Hm(2)=0 

Рис. 4.14. Распределение амплитуд поля при нормальном падении 
на границу с идеально проводящей средой 

(сдвиг на 45° указывает на то, что в проводящей среде электрическая и магнит
ная составляющие сдвинуты по фазе на 45°). 

Если вторая среда является идеально проводящей ( о-2 = оо ), то Z02 = О, 
Г = -1, Р = О и поле не проходит во вторую среду. В первой среде поле опреде
ляется выражениями 

Е. Е ( - jk(t)XЗ jk(l)XЗ) "2Е · k 
m(J) = е1 m е -е = -eJ] т SШ (t)Хз; 

"

. Н ( - jk(l)xз jk(l)xз) 2Н k 
m(l) = е2 т е + е = е2 111 COS (J)Хз, 

т. е. магнитное и электрическое поля сдвинуты во времени на 90° и представля
ют собой стоячую волну (рис. 4.14). Существуют плоскости, отстоящие друг от 
друга на четверть волны и перпендикулярные оси х3, в которых амплитуды элек

трического или магнитного поля в любой момент времени всегда равны нулю. 

Поскольку в любой момент времени вектор Пойнтинга в точках этих плоскостей 

равен нулю, то энергия через эти плоскости не проходит и движения энергии в 

среде нет. Движение энергии происходит лишь в пределах четвертьволновых 

объемов. Энергия электрического поля переходит в энергию магнитного поля, и 

наоборот. 

Среднее значение вектора Пойнтинга в любой точке поля равно нулю, т. е. 

1 .•. 
П0 = 2 Re[EmHm] = О, 

так как [Е:,нтJ является мнимой величиной. 
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4.5. Нормальное падение электромагнитного поля 
на движущуюся плоскость раздела. Эффект Доплера 

Рассмотрим отражение и преломление плоской электромагнитной волны, 

падающей на плоскость раздела, перемещающуюся со скоростью и в направле

нии ОСИ Х3: 

и<<с. 

Пусть напряженность электрического поля падающей волны 

Е _ Е j(W-k(l)xз) 
-е, те , 

отраженной волны 

Е. _ е Е ej(<Oot+k(IJoxз) 
О - 1 тО , 

прошедшей волны 

Е - е Е ej(<01t-k(2)xз) 
(2) - 1 т(2) · 

На плоскости раздела, перемещающейся со скоростью и, выполняется гра

ничное условие для тангенциальных составляющих вектора Е 

Е~о) = Е~с2) 

или 

а при х3 =иt 

Е j (ro-k( l)u)t Е j(ro0+k(l)Ou)t _ Е j(~-k(2)u) t 
т е + тО е - m(2) е · 

Чтобы это условие выполнялось в любой момент времени t, необходимо вы
полнение равенства 

ro- k(l)u = Фо + k(l)0u = Фz - kc2)u. (4.45) 

Если первая среда - воздух, то 

ro ro0 k(I) = - ; k(l)O = -
с с 

(4.46) 

Вторая среда движется со скоростью и. Поскольку эта скорость мала, то можно 

считать, что волна движется относительно этой среды со скоростью v с2) - и "' v <2) 

или 

k(2) = 002 = 002✓еа2µа2 · 
v (2) 

Подставляя (4.46) и (4.47) в (4.45), получаем 

(4.47) 
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ro0 '"' ro( 1 -2~} 
ro2 '"' ro[ 1 + ~ ( ✓ е2µ2 -1)]. 

(4.48) 

При обратном направлении движения плоскости раздела 

щ, zro(1+2~} 
(J)z z ro[ 1-~ ( ✓ Е2µ2 -1)]. 

(4.49) 

Полученные формулы (4.48) и (4.49) выражают эффект Доплера, который 
заключается в том, что частоты отраженной и прошедшей волн при движении 

границы раздела или тела отличаются от частоты падающей волны. В результате 

этого суммарное поле падающей и отраженной волны имеет изменяющуюся во 

времени амплитуду, т. е. возникают биения. Частота биений 

Эффект Доплера используется в радиолокационной технике для определе

ния скорости движущейся цели и ее обнаружения. 

4.6. Пондеромоторные силы (давление) электромагнитной волны 

Тела, помещенные в поле электромагнитной волны, испытывают в этом по

ле действие механических (пондеромоторных) сил. 

Рассмотрим простейший случай нормального падения электромагнитной 

волны на поверхность идеального проводника. В этом случае поверхность испы

тывает давление в направлении падающей волны. Это давление обусловливается 

тем, что поле волны возбуждает в проводнике поверхностный ток проводимости 

плотности lпов, который изменяется по тому же закону, что и возбуждающее его 

поле и величина которого зависит от этого поля. Действительно, согласно гра

ничному условию (см.§ 1.7) 

J пов = [noH]. 

Токи, представляющие собой поток электронов, подвергаются воздействию 

лоренцевой силы со стороны магнитной составляющей поля, которая ее вызьmает. 

Лоренцева сила, действующая на движущийся заряд q, определяется выра
жением 

F = q[vB]. 
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Выделим единичный элемент поверхности на проводнике и определим силу, 

действующую на этот элемент, или давление р. Заряд, соответствующий этому 

элементу поверхности, равен х. Отсюда при векторе Н, параллельном границе 

раздела, и векторе По, совпадающем с направлением распространения волны, 

(4.50) 

В случае монохроматического поля магнитное поле на поверхности провод

ника 

Н =е22Нт cosrot. 

Подставляя это значение в выражение ( 4.50), получаем 
2 2 

р = По4НтµО cos (J)f. 

Среднее значение давления 

Ро = n o2µ oH,;, . 

Сила, действующая на площадку площадью S, 

F=pS. 

Электромагнитная волна оказывает давление и на поверхность диэлектрика. 

Это давление электромагнитной волны мал6 и его непосредственно очень труд

но измерить. Так, электромагнитная энергия света оказывает на металлический 

лист, расположенный на Земле, давление р = 10-6 кг/м2• 
Впервые экспериментально обнаружил и измерил давление электромагнит

ной (световой) волны в 1901 г. П.Н. Лебедев. 
Давление электромагнитной волны можно использовать для измерения 

мощности электромагнитного поля. Давлением света объясняется наличие хво

стов у комет, направленных от Солнца к Земле. 

Взаимное притяжение или отталкивание проводов с током, обнаруженное 

впервые Г.Х. Эрстедом в 1825 г. и нашедшее в дальнейшем свое практическое 
применение в создании электродвигателей, является частным случаем рассмот

ренного нами явления силового воздействия электромагнитного поля. 

Общая формула, определяющая давление электромагнитной энергии, па

дающей на поверхность раздела двух сред под произвольным углом, когда век

тор n0 направлен в сторону первой среды, имеет вид 

Рэм =[µaH(Hn0 ) -½µaH
2
n0 ]+ [€aE(En0 )-½€aE

2
n0 ]. 

При нормальном падении волны поля и вектора n0, совпадающем с направ

лением распространения волны, 

1 2 2 
Рэм = -(µа Н + €аЕ )По, 

2 

где Е и Н определяются на границе раздела. 
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Если обе среды без потерь, то 

Е = Eт(l+Г)cos rot; 

Е 
Н = ---1!!.. (1 - Г) cos rot 

Zo 

Среднее значение давления электромагнитной энергии 

1 2 2 П0 2 2 
Рэмо=-ЕаЕт(l+Г )n0 =-(l+Г )n0 =wэмо(l+Г )n0 , 

2 v (I) 

где wэмо - среднее значение плотности электромагнитной энергии. 

Если вторая среда полностью прозрачна или является абсолютно черным 

телом, то 

поскольку г = о. 

Если вторая среда является идеальным проводником, то Г2 = 1 и 

РэмО = 2wэмо0о-

Измеряя давление электромагнитной энергии, можно определить плотность 

энергии электромагнитного поля. 

4.7. Поверхностный эффект 

Рассмотрим более подробно явления, возникающие в проводящей среде при 

падении на нее электромагнитной волны. Следует отметить, что согласно второму 

закону Снеллиуса, преломленная волна при любом угле падения распространяется 

нормально к плоскости раздела. В проводящей среде в соответствии с (2.45а) 

k(2) =~-}а; 

а=~= ✓roµ;2cr2, 
а поле прошедшей волны определяется выражениями 

Е. р" Е -<из - j~хз 
m(2) = е1 m е е ; 

н. _ Zo1 р· Н -шз - J~хз 
m(2)-e2-- те е . 

Zo2 

(4.51) 

Электромагнитное поле проникает в глубь второй среды, убывая по экспо

ненте. Это поле вызывает во второй среде ток, плотность которого связана с 

вектором Е(2) сотношением 



4. 7. Поверхностный эффект 179 

Jm 

т. е. 

J. р· Е -о.хз - jf3xз 
т(2) = el m(J2 е е 

или амплитудное значение 

J - РЕ -ахз 
т(2) - та2 е · Рис. 4.15. Распределение 

плотности тока в про

Распределение тока в зависимости от значения х3 воднике 

приведено на рис. 4.15. 
Расстояние, на котором амшштуда уменьшается в е раз, называется глуби

ной проникновения или толщиной скин-слоя, оно равно 

Графически значение Л определяется длиной подкасательной (см. рис. 4.15). 
Глубина проникновения поля зависит от частоты ro и проводимости среды cr2• 

Так, для меди Л = 1 см приf= 50 Гц и Л = З-10-3 см приf = 105 Гц. 
Длина волны в проводнике 

На расстоянии, равном длине волны, амплитуда тока убывает в е211 = 540 раз. 
Фаза тока линейно зависит от расстояния. На расстоянии, равном половине дли

ны волны, фазы различаются на 180° и в любой момент времени в частях про
водника, отстоящих друг от друга на л12, ток идет в противоположных направ
лениях. 

Комплексная амплитуда тока, текущего через пластину шириной 1 м, равна 

с учетом (4.51) 

или 

= 
j т(2) = f а 2Em(2) dхз , 

о 

= 1 . 1 

jm(2) =а2Ет<2/Хз = О) f е-лхз е-;лхз dхз = 
о 

а2Ет(2/Хз = О)Л Jm(2)(X3 = О)Л 
=-------=------

1+} 1+} 

Jm(2) (х3 = О)Л 
lт cz) = ✓2 
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т. е. значение тока таково, каким бы оно бьшо, если бы он, не уменьшаясь по 

амплитуде, проникал в глубь проводника на расстояние Л. 

При сильном скин-эффекте расстояние Л мало, и ток сосредоточен в по

верхностном слое. При этом удобно пользоваться понятием поверхностного со

противления проводника Zs (Ом/О), определяемого отношением 

Ет(2)(Х3 = О) 
Zs = . ' 

I m(2J 

т. е. отношением значения комплексной амплитуды напряженности электриче

ского поля на поверхности проводника к значению тока, рассчитанному на еди

ницу ширины пластины. Поверхностное сопротивление проводника - это со

противление квадрата поверхности, не зависящее от размера его стороны: 

т. е. оно состоит из равных друг другу активного и реактивного сопротивления: 

R -Х _ _ l _ _ ✓roµa2 -✓1tfµa2 s - s - - - . 
0"2Л 20"2 0"2 

Действительная составляющая Rs определяет потери на джоулеву теплоту, 
мнимая составляющая Xs определяет индуктивность, обусловленную внутрен
ним магнитным полем в проводнике. 

Полученные выражения относятся к плоской пластине неограниченных 

размеров. Однако эти результаты приближенно справедливы для проводников 

любой формы, если их радиус кривизны намного больше глубины проникнове

ния тока в проводник. Особенно это относится к высоким частотам, на которых 

глубина проникновения мала и измеряется долями миллиметра. 

В случае круглого провода радиусом а (а >> Л) активное сопротивление 
единицы длины провода на достаточно высоких частотах определяется выраже

нием 

R = Rs =-l-✓1tfµa2. 
1 2па 2па cr2 

При постоянном токе сопротивление единицы длины провода 

Отношение этих сопротивлений 
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т. е. влияние поверхностного эффекта на сопротивление особенно значительно в 
проводах большого сечения. 

В серебряном проводе ( cr = б· 107 См/м) радиусом 2 мм на частотеf= 3-108 Гц 
сопротивление R1 в 250 раз больше, чем на постоянном токе. Поэтому для 
уменьшения сопротивления переменному току сплошные проводники заменяют 

совокупностью изолированных друг от друга проводников. 

Для уменьшения активного сопротивления на высоких частотах поверх

ность проводника часто покрывается серебром, имеющим большую проводи

мость. Поскольку на высоких частотах центральная часть сечения проводника 

практически не используется, то для уменьшения массы и экономии металла 

проводники делают полыми. 

При увеличении частоты магнитное поле внутри проводника уменьшается, а 

следовательно, уменьшается и связанная с ним индуктивность провода 

(Х5 = roL). 
Ток сосредоточивается вблизи тех поверхностей проводников, через кото

рые электромагнитное поле проникает в них из окружающего пространства. По

этому в случае цилиндрического проводника такой поверхностью является его 

наружная поверхность, в случае коаксиального кабеля ток высокой частоты про
текает в слое у наружной поверхности внутреннего проводника и внутренней 

поверхности внешнего проводника, в случае волновода - на внутренней по

верхности стенок. 

Поверхностный эффект имеет и полезное применение в технике. С его по

мощью осуществляют поверхностную закалку стальных изделий, помещая изде

лия в поле высокой частоты. Индуцированные токи вызывают сильный нагрев 

наружной поверхности изделия без повышения температуры внутренней по

верхности, что необходимо для поверхностной закалки. 

Внутри идеального проводника электромагнитное поле тождественно равно 

нулю, а на его поверхности для электрического поля имеют место граничнь1е 

условия 

Et = О или [n0E] = О, (4.52) 

где n0 - орт нормали к поверхности проводника, направленньrй внутрь него. 

Тангенциальная составляющая магнитного поля на поверхности проводника 

терпит разрыв и равна 

Н t = J пов или [noH] =J нов· (4.53) 

В формулах (4.52) и (4.53) через Е и Н обозначены значения полей в точках, 
бесконечно близких к поверхности идеального проводника, но лежащих вне его. 

В случае реального проводника проводимость cr велика, но конечна. При 
этом электромагнитное поле проникает в проводник. Однако вследствие сильно

го поглощения поля оно быстро затухает. Граничные условия (4.52) и (4.53) ста
новятся приближенными. Толщина поверхностного слоя в проводниках мала, и 

тем меньше, чем больше проводимость и частота электромагнитного поля. По-
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этому погрешность при использовании граничных условий (4.52) и (4.53) для 
реального проводника мала. 

Таким образом, распределение поля при падении волны на идеальный про

водник совпадает с распределением поля при падении волны на реальный про

водник. Различие состоит лишь в том, что в последнем случае имеются потери на 

джоулеву теплоту, которые тем больше, чем меньше толщина поверхностного 

слоя. Однако потери маль1, и в большинстве практических задач можно реальный 

проводник заменить идеальным. Упрощение заключается в том, что поле внутри 

идеального проводника можно не рассматривать, а наличие проводника учиты

вать с помощью граничных условий на его поверхности (4.52) и (4.53). 

Вопросы 

1. Как ориентированы в пространстве плоскости равных фаз и амплитуд плоских од-

нородных и неоднородных волн? 

2. Как связаны углы падения, отражения и преломления согласно законам Снеллиуса? 

3. Всегда ли угол падения равен углу отражения? 

4. Какую поляризацию будет иметь волна, отраженная от плоскости среды с потерями, 

если падающая волна имеет произвольную линейную поляризацию и падает на 

плоскость под произвольным углом падения? 

5. Если плоская волна круговой поляризации падает на плоскую границу раздела воз

дух - диэлектрик без потерь под произвольным углом, какие поляризации будут 

иметь отраженная и преломленная волны? 

6. Плоская волна круговой поляризации падает на плоскую границу раздела двух ди

электриков под углом Брюстера. Какую поляризацию будет иметь отраженная вол

на, какую прошедшая? 

7. Возможно ли полное прохождение волны линейной горизонтальной поляризации 

при наклонном падении на границу раздела двух диэлектрических сред? 

8. При каких углах падения на границу раздела двух диэлектрических сред без потерь 

наблюдается полное отражение волны? 

9. Какова структура поля во второй среде при полном отражении? 

10. Как изменяются частоты прошедшей и отраженной волн при падении волны на 
движущуюся границу раздела? 

Задачи 

1. На плоскую границу раздела воздух - диэлектрик без потерь с диэлектрической про

ницаемостью е падает под углом 0 плоская линейно поляризованная волна, направле
ние поляризации которой составляет угол а с плоскостью падения. Определите: 

а) коэффициенты отражения и прохождения; 

б) угол поляризации прошедшей и отраженной волн. 

2. Плоская линейно поляризованная волна падает на границу раздела двух диэлектри-

ческих сред без потерь. Угол падения 0 удовлетворяет условию sin 0 > ~ при ve: 



Задачи 

Е2 < Е1 • Угол поляризации равен v. Покажите, что: 
а) коэффициент отражения по модулю равен единице (полное отражение); 

6) прошедшая волна не является поперечной; 
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в) среднее значение нормальной составляющей вектора Пойнтинга на границе раз

дела равно нулю. 

3. По условию задачи 2 определите: 
а) поляризацию отраженной волны; 

6) условие, при котором отраженная волна будет иметь круговую поляризацию. 

4. Волна произвольной линейной поляризации падает на плоскую границу раздела 

двух диэлектриков с параметрами Е1 = 1 и Е2 = 3. Определите угол падения, при 

котором отраженная волна имеет линейную горизонтальную поляризацию. 

5. Волна линейной поляризации падает по направлению нормали на границу раздела 

диэлектрик без потерь - идеальный проводник. Определите поле и среднее значе

ние вектора Пойнтинга в диэлектрической среде. 

6. Две диэлектрические среды с параметрами Е1 и Ез разделены диэлектрической пла
стиной с параметром Е2• Определите: 

а) толщину пластины , при которой отражение будет минимальным; 

6) условия, при которых отражение будет отсутствовать. 

7. Плоская однородная волна падает наклонно под углом 0 на плоскую границу разде
ла воздух - проводящая среда с параметрами ~ и cr2• Определите направления за

тухания и распространения, а также фазовую скорость неоднородной волны в про

водящей среде. 



5. ВОЛНОВОДЫ 

5.1. Направляющие системы 

Электромагнитная энергия высокой частоты передается на большие рас

стояния излучающими системами, диаграмма направленности которых форми

руется в дальней зоне. Передачу энергии высокой частоты на короткие расстоя

ния и низкой частоты на большие расстояния осуществляют направляющие сис

темы, основанные на способности металлической поверхности и границы двух 

диэлектриков направлять движение волны. 

Энергию постоянного и переменного тока можно передать с помощью 

двухпроводной линии (рис. 5.1, а). При этом провода играют роль осей, направ
ляющих энергию от источника к нагрузке, а не роль труб, в которых эта энергия 

«протекает». Энергия концентрируется около поверхности проводов в окру

жающем диэлектрике. Энергия, входящая в проводник, движется не вдоль оси 

проводника, а перпендикулярно к его поверхности и расходуется на компенса

цию потерь, возникающих в результате столкновения электронов с кристалличе-

v V с дD дБ 
скои решеткои. повышением частоты производные дt и дt в уравнениях 

Максвелла (I) и (II) возрастают, при этом возникают потери на излучение. Чтобы 
уменьшить потери на излучение, применяют систему в виде двух лент (ленточ

ная линия, рис. 5.1, б) или коаксиальную систему (коаксиальная линия - ка

бель, рис. 5.1, в), когда один провод превращается в трубку, а другой размещает
ся внутри этой трубки. В последнем случае потери на излучение возникают 

лишь вследствие неисправностей ( отверстий) внешней оплетки кабеля. Энергия 
в кабеле концентрируется около внутреннего провода, и потери определяются 

а б в 

Рис. 5.1. Линия: 
а - двухпроводная; б - ленточная; в - коаксиальная 
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потерями в этом проводнике. С увеличением час

тоты эти потери возрастают, и коаксиальную ли

нию целесообразно заменить волноводной в виде 
метатmческого прямоугольного или круглого 

волновода (рис. 5.2). 
Волноводы используются на сверхвысоких 

частотах (сантиметровые (10 ... 1 см) или :милли
метровые волны (10 ... 1 мм)). В этом диапазоне для 
передачи энергии иногда применяют диэлектриче-

ские волноводы, использующие способность гра-

а б 

Рис. 5.2. Металлические волно-
воды: 

а - прямоугольный; б - круглый 

ницы раздела двух диэлектрических сред при полном отражении направлять дви

жение энергии электромагнитной волны. Применение этих волноводов ограничено 

потерями в диэлектрике. 

В оптическом диапазоне используют диэлектрические (стеклянные) волно

воды-нити (световоды). 

5.2. Электромагнитные волны между проводящими 
параллельными плоскостями 

Нп-волна. Рассмотрим отражение наклонно падающей волны от идеально 

проводящей плоскости. При выбранном направлении осей координат в случае 

горизонтальной поляризации (рис. 5.3) составляющая электрического поля оп
ределяется выражением 

где 

Е _ Е - j kr Е - j k or 
m(I) - el те + el mO е ' 

kr = -k cos 0 · х2 + k sin 0 · хз; 
k0r = kcos0-x2 + ksin0-x3 . 

Коэффициент отражения от идеально проводящей плоскости согласно вы

ражению (4.13) равен 

ГЕ = Ето = Z02 cos0-Z01 cost} =-l, 
Ет Z02 cos0 + Z01 cost} 

поскольку 

о 

Рис. 5.3. Падение электромагнитной волны на идеально проводящую плоскость 
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Таким образом, 

5. Вошюводы 

, __ µ~а_2 __ = о при <J2 = оо. 
, . 0"2 

Еа2 - 1-
(1) 

Е. _ Е - jk(-xzcos0+x3 sin0) _ Е -jk(x2cos0+xз sin0) _ 
1110) - е1 111 е е1 те -

• 2Е · (kx 0) - jkx3sin0 = 1е, 111 sm 2 cos е , (5.1) 

т. е. электромагнитная волна распространяется вдоль идеально проводящей 

плоскости в направлении оси х3 с постоянной распространения 

k0 = ksin 0 (5.2) 

и амплитуда ее изменяется в направлении, перпендикулярном проводящей плос

кости, по закону синуса (рис. 5.4) 

sin(k cos 0)х2 • 

Пространственная периодичность в направлении оси х2 определяется выра
жением 

л,_j_ = 21t = 
k cos0 cos0 

(5.3) 

Очевидно, что л, _j_ тем больше, чем больше угол падения волны. Магнитная 

составляющая поля находится из первого уравнения Максвелла (2.8) 

rot Е"' = - JroµaiI111 

или 

н. .rotE"' 
"'=1--- . 

roµa 

Согласно (5.1), учитывая, что Ет = Z0H
111

, получаем 

Н,, = о 

Рис. 5.4. Распределение амплитуд поля Emi, Нт2, Нтз 



5.2. Электромагнитные вошtы между проводящими параллел,ы~ыми плоскостями 187 

. _ j (дЕто> дЕт<'> )-нто> - -- --д--е2 --д-- ез -
roµa Х3 Xz 

(5.4) 

На проводящей поверхности 

Е'Т.=Е,=0; Нп=Н2=О; H't=H3 -:;:.0, 

т. е. граничные условия выполняются. 

На расстоянии dn = пл.1_ (п = 1, 2, 3, ... ) от проводящей поверхности эти ус-
2 

ловия также выполняются, т. е. параллельно идеально проводящей плоскости на 

расстоянии dn можно поместить другую идеально проводящую плоскость и при 
этом поле не изменит своей структуры. На рис. 5.5 приведена структура поля в 
момент времени t = const для п = 3. Магнитные силовые линии обозначены 
пунктирной линией, электрические - сплошной. При рассмотрении во времени 

вся картина движется в направлении оси х3• 

На внутренних поверхностях проводящих плоскостей наводятся поверхност

ные токи, направление и величина которых определяются из граничного условия 

где n0 - орт нормали, направленный внутрь системы. Токи проводимости па

раллельны оси х1 и замыкаются через токи смещения, равные 

J. дD . Е. 2Е . (k . 0 ) - jkoxз 
см = -- = Jffita = -е1 ffif,a т SШ SШ · Xz е , 

дt 

где €а -диэлектрическая проницаемость заполняющей среды. 

7 777 7777 r:777777777777~777 7 7 7 ;з 

Рис. 5.5. Структура поля между параллельными идеально проводящими 
плоскостями при п = 3 и продольной составляющей вектора Н (И-волна) 
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Распространяющееся поле имеет составляющую вектора Н, совпадающую с 

направлением распространения волны, и назьmается малrnтной вошюй (Н-вошюй). 

Выясним свойства системы, в которой распространяется Н-волна. Предпо

лагаем, что пространство между плоскостями заполнено средой без потерь с па

раметрами Еа и µа, т. е. волновое сопротивление, фазовая скорость, постоянная 
распространения и длина волны в такой среде, если она не ограничена, соответ

ственно равны 

где Ао - длина волны в воздухе. 
Число полуволновых вариаций, укладывающихся между параллельными 

плоскостями, характеризует тип волны, определяемый способом возбуждения. 

Оно равно 

2d п dk cos 0 2d cos 0 
п-----------

- Л-_1_ - 7t - Л, ' 

где d = dn -расстояние между плоскостями. 

При этом вид поля определяется как Нп (см. рис. 5.5). 
Угол 0 представляет собой угол, под которым падает плоская однородная 

волна на идеально проводящую плоскость. Распространение между двумя парал

лельными плоскостями можно рассматривать как суперпозицию двух однородных 

волн, многократно отражающихся от параллельных плоскостей под углом 0. При 
заданном расстоянии между плоскостями d и тIШе волны Нп угол падения 0 
зависит от частоты распространяющейся волны и определяется выражением 

пл. п 
cos0=-=-~=~-. 

2d 2✓Еаµа · fd 
(5.5) 

Эта зависимость определяется граничными условиями на проводящих плос

костях. С уменьшением частоты (увеличением А) cos 0 стремится к единице 
(0 • О), и при некотором значении частоты, назьmаемой критической частотойfкр, 

cos0=1; 0 = О. 

При f < f кр cos 0 окажется больше единицы, а угол 0 - мнимой величи

ной. Это значит, что распространение электромагнитной волны при условии 

пл. > 1 невозможно. Описанный процесс иллюстрируется на рис. 5.6. Условие 
2d 

nЛ, =1 
2d 

(5.6) 

называется критическим. Для распространения волны необходимо, чтобы 

Л,<Л,кр или f>fкp• 
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/з= /кр 

Рис. 5.6. Изменение угла падения 0 с уменьшением частоты 

Согласно (5.6) 
'\ _ 2d 
/\,кр -

п 

(5.7) 

Сравнивая выражения (5.7) с (5.3), видим, что Акр= AJ_. Если волна имеет 

длину А = Акр, то распространение волны вдоль оси х3 не происходит, так как в 

этом случае исходная плоская волна падает нормально на идеально проводящие 

плоскости, между которыми устанавливается обыкновенная стоячая волна. 

При данной частоте f может распространяться несколько типов волн, каж
дому из которых соответствует определенное значение п и, следовательно, кри

тическая длина волны (5.7). Число распространяющихся типов волн ограничива
ется условием 

2d 
n=т· 

2d 
Если п < Т, то все типы И-волны, удовлетворяющие этому условию, будут 

распространяться, так как очевидно, что для них всех удовлетворяется условие 

2d 
А < А кр; если п > Т , то соответствующие тю1ы волн не будут распространяться. 

2d 
Поскольку 4 > Т > 3, то будут распространяться три типа волн сп= 1, 2, 3. 

Волна сп= О существовать не может, что следует из уравнений (5.1), так как в 
соответствии с выражением (5.5) k cos 0 = О. 

Постоянная распространения k0 согласно (5.2) определяется выражением 

k0 = k sin 0 или k0 = k✓l -cos2 0. С учетом (5.5) и (5.7) это выражение можно 
переписать в виде 

(5.8) 
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При 'А, > 'А,кр или f < f кр постоянная распространения становится мнимой 
величиной 

k0 = - jk✓( f; )' -1 

и поле (5.1), сохраняя неизменной фазу, убывает в направлении оси х3 по экспо
ненциальному закону. 

Найдем фазовую скорость v Ф• групповую скорость vrp, длину волны Л в 
направлении ее распространения и волновое сопротивление системы Zон

Согласно определению постоянной распространения 

и выражению (5.8) получим 

k -~- 21t 
о- -

vф л 

V V 

vф= ✓1- ('А,/'А,кр)2 ✓1-(fкр / !)2 • 

Групповая скорость 

dro 
vrp =--. 

dk0 

(5.9) 

Связь между групповой и фазовой скоростями определяется выражением 

vф 

Отсюда 

(5.10) 

Длина волны в направлении оси х3 

Л= 21t = 'А, 
ko ,J1 - ('А,/'А,кр)2 

Л, 
=------;====== 

,J1-(fкp/ /)2. 
(5.11) 

В выражение вектора Пойнтиша, характеризующего передачу энергии, вхо

дят только перпендикулярные к направлению распространения составляющие 

электрического и магнитного поля. У доб но ввести в рассмотрение волновое или 

характеристическое сопротивление системы, которое определяется как отноше

ние составляющей вектора Е (находящейся в плоскости, перпендикулярной на

правлению распространения волны) к составляющей вектора Н (находящейся в 

той же плоскости). Обозначим это сопротивление Zон, так как в случае горизон

тальной поляризации имеется продольная составляющая магнитного поля. 
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Согласно (5.1), (5.4) и (5.5) 

Zон = Е_1_ = Е1 = ~-1-= Zo , (5.12) 
Н_1_ Н2 ~~ sin0 ,jl-(лjt-.кp) 

где Zo - волновое сопротивление свободного про
странства. 

Из полученных выражений (5.8)-(5.12) следует, 
что постоянная распространения, фазовая и групповая 

скорости (рис. 5.7), длина направляемой воmrы и вол
новое сопротивление зависяг от частоты!, т. е. распро

странение направляемой волны сопровождается дис

персией. Необходимо отметить, что в данном случае 
дисперсия обязана ограничеmпо среды в геометриче-

ском смысле, так как предполагается, что сама среда, в 

о /кр f 

Рис. 5.7. Зависимость груп
повой и фазовой скоростей 

от частоты 

которой происходит распространение поля, не обладает ни потерями, ни дисперси

ей (fa и µа не зависяг от f ). Значения параметров vф, Ли Zон больше, чем их значе

ния в свободном пространстве. При увеличении частоты (уменьшении л) значения 

А, vФ и Zж стремятся к значениям, характерным для свободного пространства. При 

уменьшении частоты значения Л, vФ и Zон увеличиваются и при f = f кр обращают
ся в бесконечность. Значения постоянной распространения k0 и групповая скорость 

vrp меньше, чем соответствующие значения в свободном пространстве. 

Значения Vrp и k0 при увеличении частоты f стремятся к значениям v и k в 
свободном пространстве, при уменьшении частоты значения Vrp и k0 уменьшают-

ся и при f = f кр обращаются в нуль (см. рис. 5.7). При этом vrp vФ = v 2
. 

Если среда, находящаяся между плоскостями, представляет собой воздух, то 

фазовая скорость направленной воШIЫ больше скорости света. Это не противо

речит теории относительности, согласно которой скорость распространения 

электромагнитного поля не может быть больше скорости света, так как в данном 

случае vФ не скорость распространения электромагнитного поля, а скорость рас

пространения фазы направленной волны в установившемся режиме. Скорость 

распространения электромагнитного поля определяется как скорость распро

странения электромагнитной энергии и в установившемся режиме совпадает с 

групповой скоростью Vrp, которая меньше скорости света. 

Интерпретация неоднородной волны, распространяющейся между парал

лельными плоскостями, в виде суммы двух однородных плоских волн позволяет 

объяснить отличие Лот ли vФ от v. На рис. 5.8 гребни плоских однородных 

волн представлены одной сплошной линией, впадины - двумя. Там, где встреча

ются гребни или впадинь1 обеих волн, соответственно образуются гребни или впа

дины результирующей воmrы. Расстояние между соседними гребнями или впа

динами определяет длину результирующей волны Л. Из рисунка следует, что 
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Рис. 5.8. К определеншо длины результирующей вош1ы Л 

л. 
Л=-. 

sin0 

Гребень каждой волны перемещается со скоростью v (рис. 5.9). В точке пе
ресечения гребней составляющих волн расположен гребень результирующей 

волнь1. Точка пересечения гребней перемещается быстрее, чем гребень состав

ляющей волны: 

Лl Лl 
v= Лt; Vф= Лtsin0; vФ >v. 

То, что vrp < v, легко объясняется тем, что каждая составляющая плоская 

волна бежит со скоростью v по зигзагообразному пути, в направлении оси х3 , 

сигнал за то же время проходит более короткий путь. Таким образом, vrp < v. 

Рис. 5.9. К определению фа
зовой скорости vФ: 

-- - положение гребней со

ставляющих волн в момент t1 ; 

----- - положение гребней со

ставляющих волн в момент t1 + Лt 

Еп-волны. В случае вертикальной поляриза

ции между пластинами распространяется неодно

родная волна с продольной электрической состав

ляющей. Зависимость k0, vф, Vrp и Лот частоты оп

ределяется, как и для И-волны формулами (5.8)
(5.11), а волновое сопротивление системы опреде
ляется выражением 

Zон = Е1_ = Е2 =Zo ~(fкр)' =Z,JI-( А )2· 
Н1_ Е1 ~

1 -l 7 j Акр 
Отметим, что 

ZoEZOH = ( JtJ = zt. 
Т-волна. Между параллельными плоскостями 

может распросЧJаняться и плоская однородная волна. 
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Действительно, если плоская однородная волна распространяется в свобод-

ном пространстве в направлении оси х3, то 

Нт = е1Нт e-jkxз ; 

Е. - Е -jkxз 
т - е2 те · 

Если внести две идеально проводящие плоскости, перпендикулярные оси х2 

и отстоящие друг от друга на любое расстояние d, то поле не изменится, так как 
граничные условия удовлетворяются. Поле имеет только поперечные состав

ляющие векторов Е и Н. Волна распространяется между параллельными плос

костями так же, как в свободном пространстве, т. е. 

k = ro,Jfaµa; Vф= Vrp= ~; Zo = {µ,;_ 
faµa v~ 

Таким образом, между параллельными плоскостями могут распространяться 

И-, Е- и Т-волны в следующих случаях. 

1. Продольная составляющая вектора Е отсутствует, существует продоль
ная составляющая вектора Н, электрическая составляющая находится в плос

кости, перпендикулярной направлению распространения. Такая волна называ

ется И-волной . 

2. Продольная составляющая вектора Н отсутствует, существует продольная 
составляющая вектора Е, магнитная составляющая вектора Н находится в плоско

сти, перпендикулярной направлению распространения. Такая волна называется 

Е-волной. 

3. Продольные составляющие векторов Н и Е отсутствуют, составляющие 
векторов Н и Е находятся в плоскости, перпендикулярной направлению распро

странения. Такая волна называется Т-волной. 

Т-волна представляет собой волну, значение постоянной распространения 

которой k, а значит, и ее фазовая скорость не зависят от геометрии направляю
щей системы, т. е. от расстояния d между параллельными плоскостями. 

В технике для передачи энергии используют ленточные линии, представ

ляющие собой длинные металлические ленты конечной ширины. При достаточ

ной ширине этих лент поле между ними, если пренебречь краевым эффектом, 

совпадает с полем, распространяющимся между бесконечными параллельными 

идеально проводящими плоскостями. 

5.3. Прямоугольный волновод. Нтп•волны 

Структуру электромагнитного поля в прямоугольном волноводе можно опре

делить с помощью уже исследованного поля между параллельными плоскостями. 

Действительно, систему, состоящую из двух параллельных идеально прово

дящих плоскостей (см. рис. 5.5), между которыми распространяется И-волна, 
описываемая уравнениями (5.1) и (5.4), можно дополнить двумя другими парал-



194 5. Волноводы 

лельными идеально проводящими плоскостями, перпендикулярными первым 

двум и параллельными плоскости х20х3. При этом вектор Е будет перпендику

лярен этим дополнительным плоскостям, и, следовательно, граничное условие 

Е1 = О будет удовлетворено при mобом расстояmш между дополнительными плос
костями. Таким образом, мы перешли к прямоугольному волноводу с И-волной. 

В прямоугольном волноводе может распространяться и В-волна, однако в 

этом случае граничное условие Е1 = О удовлетворяется на дополнительных плос
костях только при определенных расстояниях между ними. 

Т -волна вследствие невьшолнимости граничного условия Е1 = О при mобом 
расстоянии между дополнительными плоскостями распространяться не может. 

Рассмотрим прямоугольный волновод, у которого широкая стенка имеет 

размер а и направлена по оси х1, узкая - размер Ь и направлена по оси х2. 

В этом случае направление распространения поля совпадает с осью х3 (рис. 5.10). 
Предполагаем, что волновод заполнен средой без потерь с параметрами Еа и 

µа. Поскольку стенки выполнены из хорошо проводящего материала, то с боль

шой точностью выполняются условия (4.52) и (4.53), т. е. стенки волновода 
можно считать идеально проводящими. 

Исследуем поле И-волны. В этом случае имеется продольная составляющая 

вектора Н, Е3 = О. Волна распространяется в направлении оси х3, множитель 

распространения е-Jkoxз_ 
Волновое уравнение для составляющей Нтз имеет вид 

• 2 • 
ЛНтз + k Нтз = О 

или 

2 • 2 • 

д Нтз + д Нтз +(k2 - k 2)if =0. 
д 2 д 2 О т3 
Х1 Х2 

(5.13) 

Очевидно, что вследствие необходимости удовлетворения граничных усло

вий на стенках волновода решение этого уравнения будет иметь вид 

н. _ Н ( ) - Jkoxз 
т3 - т3 Х1 , ~ е · 

Согласно методу Фурье - методу разделения переменных - представим 

это решение в виде произведения функций, каждая из которых зависит от одной 

переменной 

Рис. 5.10. Прямоугольный 
волновод 

Подставляя это выражение в уравнение (5.13) и 

разделив на произведение Х I Х 2 е - jkoxз , получаем 

2 2 
_1_ d Х 1 + _1_ d Х 2 = - (k 2 _ k2) = _Х2 

2 2 О ' 
Х 1 dx1 Х2 dx2 
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где х2 не зависит от переменных х1 , х2• Такое равенство возможно, если каждое 

слагаемое не зависит от этих переменных, т. е. 

где 

х~+х; =х2 -
полученные уравнения представляют собой дифференциальные уравнения с 

постояюrыми коэффициентами, их решения можно представить в следующем виде: 

Х1 = Acosx1x1 + Bsinx1x1; 

Xz =Ccosx2X2 +DsinX2X2, 
т. е. 

(5.14) 

где А, В, С, D, Х,, х2 - постоянные интегрирования, которые необходимо оп

ределить. 

Остальные составляющие поля найдем из уравнений Максвелла (2.8) 

rot Нт = ]O)f,aEm; 

rotEm = - Jroµaнm. 

Учитывая, что ~ = - jk0 и Етз = О, получаем 
дхз 

дЙтз "k н· . Е. 
--+] О m2 = ]ЫЕа ml; 
дх2 

дЙтз "k н· . Е. 
-д-+] О ml = - ]ЫЕа m2; 

XJ 

дНт2 дНтl -О· 
~- дх2 - ' 

. roµa . 
Ет2 = ---Нт1; 

ko 
. roµa 

Eml =--Нт2; 
ko 

дЕт2 дЕтl _ . Н 
-д-- --д-- -JЫµа тЗ· 

Xi Х2 

Подставляя (5.17) в (5.16), получаем 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 
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Й __ jko дЙтз 
ml - Х2 дхl . (5.19) 

Согласно (5.18) и (5.15) 

Й - - jko дЙтз 
т2 - х2 дх2 . (5.20) 

Определим постоянные интегрирования А, В, С, D, Xi, Х2 при удовлетворении 
граничных условий на стенках волновода. На грающе раздела диэлектрик - про

водник Et = О. Это условие можно записать в виде: 
1) Ет2 =0 при Х1 =0 и Х1 =а; 

2) Ет, = О при х2 = О и х2 = Ь. 
В соответствии с выражениями (5.17), (5.19) и (5.14) 

Ё = jroµa дЙтз = jroµд, х 
т2 2 д 2 

х х, х 

x(-AsinX1X1 +Bcosx1x1)(Ccosx2x2 +Dsinx2x2)e-jkoxз. 

В случае х1 = О 

Выражение в скобках, в котором х2 произвольно, не равно нулю, следовательно, 
В=О. 

В случае х1 = а 

Здесь А * О, так как в противном случае не было бы изменения поля вдоль оси 
х1, а это невозможно при наличии боковых металлических стенок. Очевидно, что 

sinx,a = о 
или 

где т - целое число. 

Отсюда 

Согласно (5.18), (5.20) и (5.14) 

тп 
Х1=-. 

а 

Е, _ _ jroµa дЙтз - jroµax2 Acosx Х (-Csinx Х +Dcosx Х )e-jkoxз 
ml - Х 2 дх2 - Х 2 1 1 2 2 2 2 · 
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При х2 =0 

Отсюда D = О, С #- О. 

При Х2 =Ь 

Отсюда 

или 

где п - целое число. 

Обозначив АС= Н, окончательно получим 

. ~ 

Н тЗ = Н COSXtXJ COSX2X2 · e-J охз; 

н. JkoX1 Н . - jkoч 
ml = --2- SШ XtXJ cos Х2Х2 · е ; 

х 

н. JkoX2 Н • - jk0x3 
т2 =--2- cosx1xisшx2x2 -е ; 

х 
(5.21) 

Е. )ФµаХ2 Н · - jkoxз 
т1= 2 cosx1x1sшx2x2-e ; 

х 

Е. )ФµаХI Н · -jkoxз 
т2 = 2 sшx1x1cosx2x2-e . 

х 

m1t n1t х2 = (ma1t)2 + (nь1t)2, Здесь Х1 =--;,;-, Х2 = Ь' т = о, 1, 2, 3, ... , п = о, 1, 2, 3, ... , 

но одновременно т и п не могут равняться нулю, так как согласно выражениям 

(5.21) электромагнитное поле будет равно нулю. 
Полученные формулы определяют поле Нт,,-волны в прямоугольном волно

воде. Решения (5.21) возможны лишь для определенных значений х1 и Xz, при ко

торых удовлетворяются граничные условия. Эти значения называются собственны

ми значениями, а соответствующие решения - собственными функциями. 

Решение, выраженное уравнениями (5.21), представляет собой частное ре
шение для одного значения т и одного значения п. Общее решение в векторной 

форме можно представить в виде 

00 

L (Е,,,,, +Н,,,,, ) , 
т, п=О 
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т. е. поле в волноводе в самом общем случае является суперпозицией полей, со
ответствующих всем возможным собственным значениям. 

Каждому собственному колебанmо Нтп-волны соответствует своя постоян

ная распространения kотп. В дальнейшем там, где это не будет вызывать недо

разумений, индексы т, п будем опускать. 
Нтп-волна будет распространяться, если соответствующая ей постоянная 

распространения k0 действительная: 

т. е. 

или 

k0 = ✓k2-x,2 =k✓1-(;J-
B соответствии с выражением (5.8) 

Критическая частота 

А = 27t 
кр х 

2 

где v - скорость распространения поля в среде, заполняющей волновод. 

(5.22) 

(5.23) 

Из полученных формул (5.22) и (5.23) следует, что Акр для данного типа вол
ны определяется только геометрическими размерами волновода, в то время как 

критическая частота зависит и от параметров среды, заполняющей волновод. 

Если длина волны в свободном пространстве с параметрами среды, запол

няющей волновод, А < Акр или частота f > f кр, то волна распространяется по 
волноводу. В противном случае (А> Акр) она затухает на небольшом отрезке 

длины волновода. 

Числа тип в уравнениях (5.21) определяют число полуволновых вариаций 
поля по соответствующим осям х, и х2 и служат для обозначения типа волны. 
Числа тип однозначно определяют критическую длину волны, соответствую

щую данным размерам волновода. При этом согласно (5.22) с увеличением чи
сел т и п критическая длина волны уменьшается. 
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Для Нт11-волн 

Поскольку фазовая и групповая скорости зависят от частоты, то прямо

угольный волновод обладает дисперсией. 

5.4. Поле Н10 в прямоугольном волноводе 

Основным, или низшим, типом волны называется такой тип, который обла

дает наибольшей критической длиной волны при данных размерах волновода. 

При этом поперечные размеры волновода для заданной частоты оказываются 

наименьшими. Если одно из чисел т или п равно нулю, то, как это следует из 

уравнений (5.21), поле будет сушествовать. Поэтому низшим типом И-волны в 
прямоугольном волноводе при а> Ь является волна Н10, у которой 

ЛкрlО = 2а. 

Следующим по простоте типом является волна Но1 , критическая длина кото

рой лкрОI = 2Ь. Так как Ь < а, то лкрlО > лкрО] · Критические длины волн других 

типов еще короче. Чтобы волновод работал на основном типе должно соблю

даться условие 

Н10-волна применяется почти всегда для передачи энергии по прямоугольному 
волноводу. Структуру поля Н10 получим, приняв в формулах (5.21) т = 1, п = О: 

. 7t 'k 
Нтз = Н COS-X1 е-1 оХз; 

а 

н. "k а Н · 1t -jkoxз 
ml = ] О - SШ -Х1 е ; 

1t а 

Е jroµaa н • 1t - j/<{)X3 
т2 = --'----"-- SШ- Х1 е . 

1t а 

У читывая, что 
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и 

получаем 

. 7t 'k 
Нтз = Н COS-X1 е-1 охз; 

а 

н. .2а ~) Н. 1t -jkoXз 
mi=J~~l-l~) · SШ~Х1·е ; (5.24) 

Е. . 2а Z Н . 1t - jkoxз 
т2=-J- О SШ-Х1·е , 

л, а 

или 

7t 
Н 3 = Н cos- х1 cos( rot - k0x3 ); 

а 

Н1 =- la J1-( л, )2 -Hsin~x1sin(rot-koxз); 
л, 2а а 

(5.25) 

Е2 = la Z0H sin ~ х1 sin( rot - kохз ). 
л, а 

Структура поля Н10 приведена на рис. 5.11. В направлении оси х2 поле одно
родно, линии электрического поля идут параллельно оси х2• Распределение поля 

по оси х1 имеет вид стоячей волны, причем вдоль стороны а волновода уклады
вается одна стоячая полуволна поля. Вдоль оси х3 поле имеет вид бегущей вол
ны, постоянная распространения которой 

ko =kJ1-(2~J1, 
где л, - длина волны в свободном пространстве с параметрами среды, запол
няющей волновод. 

Скорость распространения этой волны 
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/'---..----, /'----.---, 
1 ('-..:.::::'1 lxl (:::::.:._-,, '• 

:•1 : 1 1х:х:х1 1 : ,.:. 
1•1•1 

1xix1x 1xix1 
1•1•1• 

1•1•1• х:х 1х1х1х1х:х • 1•1•1• 
1ele1 1х 1х1х1х1х1 1e l e 1e 
,.1 1 1 :х1х1х: \ 1 1. ,. 
1 1 --~- 1 1 -~- .... 1 1 
\.. ... '---::---✓ ,х, '--~-- ✓ .... ,• 

Х1 

Рис. 5.11. Структура поля Н10 в прямоугольном волноводе 

Длина волны в волноводе отличается от длины волны в свободном про

странстве и равна 

Л= л . 

✓1 -(2~У 
Волновое сопротивление 

✓1 -(2~У. 
Интересно отметить, что согласно (5.25) магнитное поле имеет две состав

ляющие, амплитуды которых зависят от координат рассматриваемой точки. Эти 

составляющие сдвинуты в пространстве и во времени на 90°. Таким образом, 
магнитное поле имеет эллиптическую поляризацию, которая вырождается в ли

нейную в точках плоскости, соответствующих х1 = О, х, 

При х1 = О и х1 = а 

а 
при .х; =-

2 

а 

2
, х1 =а. 



202 5. Вошюводы 

Н3 =0; Н1 = 
2
; J1-(2~)1-нsin(rot-k0X:J). 

Магнитное поле имеет круговую поляризацmо в тех точках, где амплитуды 

составляющих Н, и Н3 равны. Эти точки лежат в плоскостях, называемых плос
костями круговой поляризации. Таких плоскостей две. Они параллельны боко

вым стенкам волновода и находятся на одинаковом расстоянии от этих стенок. 

Вращение вектора Н в точках этих плоскостей имеет противоположное направ

ление. Координаты плоскостей находятся из условия равенства амплитуд со

ставляющих магнитного поля 

1t 2аF[Ыл )2 
• 7t Hcos-x1 = - 1- - -Нsш-х1 

а л 2а а 

или 

где х1 - расстояние от соответствующей боковой стенки плоскости круговой 

поляризации . 

Из полученной формулы следует, что положение плоскости круговой поля

ризации изменяется с изменением частоты. 

Плотность тока смещения 

дD 
Jсм =дt. 

Согласно (5.25) ток смещения в прямоугольном волноводе определяется выра
жением 

Таким образом, распределение тока смещения совпадает с распределением 

электрического поля с опережением во времени на четверть периода (или на 90° 
по фазе). Токи смещения приведены на рис. 5.12. 

н 

Рис. 5.12. Токи проводимости и токи смещения поля Н10 
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В стенках волновода наводится поверхностный ток, определяемый из гра

ничных условий 

J лов = [noH], 

где n0 - орт внешней нормали к поверхности, направленный внутрь волновода. 

Поверхностные токи замыкаются через токи смещения, образуя замкнутые 

кольца полного тока. Картина поверхностных токов приведена на рис. 5.12. 
Мощность, переносимая волной основного типа Н10 может быть определена 

путем интегрирования вектора Пойнтинга по поперечному сечению волновода и 

усреднения его во времени. Согласно (5.24) 

2 ffif)2 1 · ·* 2а л, 2.21t 
По =-ReE2H1 =--Zo 1- - ·Н sш -х1; 

2 л,2 2а а 

а ь з mr~ )2 з Е2 а Ь 1\, 2 а Ь 2 2 2max P0 =ffп0 dx1 dx2 =-2 Z0 1- - -Н = 2 Z0 H =--аЬ, 
о о л, 2а л, Zон 4Zон 

где Е2 max - максимальная амплитуда электрического поля волны Н1о при 

а Z 
', = 2; Z0н = ✓! -( ~ )' - волновое сопрогивление прямоугольного волно-

вода при распространении основного типа Ню-

Предельной мощностью называется наибольшая мощность, которую можно 

передать по волноводу без электрического пробоя. Эта мощность определяется 

действующим значением предельной напряженности электрического поля Елред в 

а 
точке х1 = - . Для воздуха при нормальном атмосферном давлении и нормаль-

2 
ной ионизации предельная напряженность электрического поля равна 30 кВ/см. 
В режиме бегущей волны предельная мощность 

При наличии отражения предельная мощность уменьшается, так как в мес

тах пучности поля опасность пробоя возрастает. 

Допустимая рабочая мощность рассчитьmается с учетом наличия отражен

ной волны (допустимое значение Кс.в.н ~ 1,5), запаса электрической прочности и 
неоднородностей, которые концентрируют электрическое поле: 

рдоп = (½---½)рпред.б.в · 
Предельная и допустимая мощности зависят от частоты. 
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График зависимости предельной мощности от 
Л, Л, 

отношения - = - приведен на рис. 5.13. 
Акр 2а 

Рабочей областью обычно считают область 

Л, 
0,5 < - <0,9. 

Л,кр 

Рис. 5.13. Зависимость пре

дельной мощности от отно

шения ')Jл.,_Р 

Слева эта область ограничена появлением 

высших типов, справа - уменьшением предель

ной мощности вдвое по сравнению с ее значением 

на границе области высших типов волн, условно 
принятым за единицу. Следует отметить, что в 

выделенной рабочей области высшие типы волн 

а 
не распространяются, если 'л, > 2Ь. Это условие выполняется, если Ь < - , что и 

2 
имеет место во всех применяемых прямоугольных волноводах. При заданных 

размерах волновода диапазон значений рабочей длины волны определяется со

отношением 

а< 'л, < 1,8а. 
Обычно передача энергии в волноводе ведется на основном типе волны. 

При наличии высших типов волн наблюдаются нежелательные интерференци

онные явления. 

5.5. Прямоугольный волновод. Етп•волны 

В случае Ет,,-волн продольная составляющая Н 3 = О. Продольную 

составляющую Е3 можно определить из уравнения 
• 2 . 

ЛЕтз + k Етз = О. 

Поскольку это уравнение аналогично уравнению для Нтз (5.13), то Етз будет 
иметь такой же вид, как и Нтз (5.14), т. е. 

Етз = (Acos x1X1 + B sinx,x1 )(Ccosx2X2 + DsinX2X2)e-jkoxз ' (5.26) 
где 

xf+x~=x2; k2-kl=x2
• 

Постоянные интегрирования найдем из граничного условия Е1 = О, которое 
сводится к следующему виду: 

1) Етз =0 при Х1 =0 и Х1 =а; 

2) Етз = о при Х2 = о и Х2 = ь. 

При х1 =0 
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т. е. А=О, В :;t:O. 

При х1 =а 

. О m1t 
т. е. sm Х1а = или Х, = - , где т - целые числа. 

а 

При х2 =О 

Bsin Х1Х1С · e-jkoxз = о, 

т. е. С = О, D :;t: О. 

При х2 =Ь 

В sinx1x1D sinx2b • е-jkoxз = о, 

· Ь О n1t т. е. sm Х2 = или Х2 = Ь, где п - целые числа. 

Таким образом, выражение (5.26) будет иметь вид 

Етз = Е sin х1х1 sin х2х2 . е - jkoxз, 

где BD=E. 
Остальные составляющие поля найдем из уравнений Максвелла (2.8) 

rot Нт = j(f)f,aEm; 

rotEm =-jroµailm. 

205 

(5.27) 

в н о д "k проекциях на оси координат, учитывая, что тз = и - = - J 0 , 
дхз 

получаем 

jkoЙ т2 = jroEaEm1; 

- jkoЙ ml = jroEaEm2; 

дЙт2 дЙтt . в· -----= Jffita тЗ, 
дх1 дх2 

дЕтз . · . · --+ 1k0Ет2 = - 1roµaH тt; 
дх2 

. · дЕтз . · 
- 1k0Ет1 - -д-- = - 1roµaH 1112; 

Х1 

дЕт2 _ дЕт1 = О. 
дх1 дх2 

(5.28) 

(5.29) 
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В соответствии с выражением (5.28) 

· ko · 
Eml = -- Нт2; 

(!)€а 

· ko · 
Ет2 = ---Hml· 

(5 .30) 

ООЕа 

Подставляя (5.30) в (5.29) с учетом k = ro.J1oaµa и k2 
- k5 = Х2 , получаем 

Й _ ]{!)€а дЕтз . 
ml - Х2 дх2 ' 

Й т2 = _ }ООЕа дЕтз . 
х2 дх1 

Согласно (5.30), (5.ЗОа) и (5.27) окончательно имеем 

Е Е · · -jkoxз 
mЗ = SШХ1Х1 sшх2х2 ·е ; 

Ет1 =- 1k0;
1 Ecosx1x1 sinx2x2·e-jkoxз; 

х 

Е. JkoX2 Е • - jk0x3 m2 = ---2 - Slll Х1Х1 cos Х2Х2 · е ; 
х 

Йт1 = jroE;X2 Esinx1x1 cosx2x2·e-jkoxз; 
х 

н. jroEaXt Е . - }kохз 
т2 = - 2 cosx1x1 SШХ2Х2 · е , 

х 

m1t n1t 2 2 2 
гдет=l,2,3, ... ; n= l,2,3, .. . ; Xi=-; Х2=-; Х =х1 +х2 • 

а Ь 

В полученных формулах числа т и п не могут равняться нулю. 

Критическая длина волны 

(5.ЗОа) 

(5.31) 

(5.32) 

т. е. определяется той же формулой, что и для Н-волн. Поэтому волны Ет" и Нт" 
при одинаковых индексах имеют одну и ту же критическую длину волны. 

Низший тип Ет11-волн - это Е11-волна, критическая длина которой 

л = 2аЬ 
кр -Ja2 +Ь2 
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х,а_ X2 t 
~ .... (..__t-_-_-_-_, .... ) ... J: .... E-

,)~c=:= . 
Х3 

Х3 

Рис. 5.14. Структура поля Е11 в прямоугольном волноводе 

меньше длины Акр поля И10. Структура поля Е11 приведена на рис. 5.14. 
ДляЕ-волн 

ko =kf{f.J; Vф= Ftfr; Vc,=vf{f.J; 

А= nff; z,, =Zo~l -(л~J. 
т. е. и при распространении Е-волн прямоугольный волновод является системой 

с дисперсией. 

5.6. П- и В-образные волноводы 

Для увеличения широкополосности тракта в технике сверхвысоких частот 

применяют волноводы П- и И-образного поперечного сечения, или П- и И

образные волноводы (рис. 5.15). Преимущество таких волноводов перед прямо
угольными заключается в том, что критическая длина основной волны оказыва

ется значительно больше, чем в прямоугольном волноводе тех же поперечных 

размеров, т. е. П- и И-образные волноводы более широкополосны. Поясним это 

обстоятельство. Представим П-образный волновод в виде прямоугольного вол

новода, деформированного в средней части тонким идеально проводящим реб

ром (рис. 5.16, а). Полоса пропускания прямоугольного волновода занимает об
ласть длин волн 
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у 

а 
х 

6 

Рис. 5.15. Волноводы: 
а - П-образный; 6 - И-образный 

Л,~О < Л, < Л,~о . 

Как видно на рис. 5.16, б, где представлено распределение электрической 
составляющей Еу волн Н1о и Н2о прямоугольного волновода, введение ребра 

почти не оказывает влияния на Н20-волну, т. е. л.~20 существенно не изменяется. 
Сильное влияние ребро оказывает на Н10-волну, поскольку вводится в максимум 

ее электрического поля. Чтобы определить новые значения л.~0 (л~10 ) • , восполь-

зуемся тем, что критическая длина волны воmювода Акр совпадает с резонанс

ной длиной волны Ар в поперечном сечении. (В поперечном сечении имеет ме

сто резонанс, поскольку поле имеет характер стоячей волны.) Критическую час

тоту можно приблизительно найти по формуле 

у 

х 

а 

у 

Рис. 5.16. 
деформированный П-образ

ный волновод (а) и распреде

ление составляющей Еу для 

волн Н10 и Н20 (6) 

1 
(l)~IO = (l)кНю ----,,===, 

Р ✓4ФСэФ 
где LэФ и СзФ - эффективные индуктивность и ем
кость резонансного контура. 

Введение ребра увеличивает значение Сэф, в ре-

зультате критическая частота ro~10 уменьшается, а 

следовательно, увеличивается л.~10 • Линия передачи 

становится более широкополосной. Таким образом, 

применение П- и И-образных волноводов позволяет 

снизить критическую частоту при заданных габари

тах волновода или уменьшить его габариты при за

данной рабочей частоте. Недостатком П- и Н

образных волноводов по сравнению с прямоуголь

ным волноводом является увеличение коэффициента 

затухания и снижение пропускаемой мощности. 

Электромагнитное поле основной волнь1 в волно

водах П- и И-образного сечений имеет малую про

дольную компоненту Hz, и волна близка к Т-волне. 

• Приставка «к» перед Н10 обозначает волну квази Н10• 
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5.7. Волновод круглого сечения 

Иnm•волны. При исследовании волн в волноводе круглого сечения (рис. 5.17) 
используется цилиндрическая система координат. Ось z совпадает с осью волно
вода и направлением распространения волн, т. е. множитель распространения 

"k 
е -1 oz_ Волновое уравнение 

является векторным. Векторный лапласиан 

ЛИ = rot rot И - grad di v И, 

скалярный лапласиан 

Лq, = div grad q,. 

Только в декартовой системе координат выражения для скалярного и век

торного лапласианов одинаковы. 

В цилиндрической системе координат 

-( Н r 2 дН а) ( На 2 дН r ) ЛИ- ЛНr 2 2 er+ ЛНа 2 2 ea +ЛHzez , 
r r да. r r да. 

где ЛН,, ЛН а, ЛН z - лапласианы скалярных величин; 

1 д ( д) 1 д2 д2 
Л =-;: дr r дr +? da.2 + дz2 . 

Только проекция векторного лапласиана на ось z (прямолинейную ось) зави
сит от одной составляющей вектора И. Для этой составляющей скалярное вол

новое уравнение имеет вид 

_!!._(rдЙz ) +__!__ д2Йz + д2Нz +k2Й =0 
r дr дr r2 да.2 дz2 z , 

д2 2 
или, так как --

2 
= -ko, то 

дz 

_!!._( дйтz ) 1 д
2

iimz 2н· -о 
r + 2 2 + Х mz - ' r дr дr r да. 

(5.33) 

где 

Решение этого уравнения имеет вид 
z 

н. _ н· ( ) - jkoz mz - ,п r, а. е . (5.34) Рис. 5.17. Круглый волновод 
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Зависимость амплитуды от координат r и а обусловлена граничными усло
виями на стенках волновода. Применим метод Фурье, согласно которому Йтz 
можно представить как произведение функций, каждая из которых зависит 

только от одной переменной: 

Йтz = R(r)Ф(a)e-jkoz = RФ · e- jkoz_ (5.35) 

Подставляя это выражение в уравнение (5.33) и разделив его на произведе

ние RФ • е - jkoz, получаем 

(5.36) 

или 

1 д ( дR) 1 д2Ф 2 

Rr дr rдr + r2Ф да,2 = -х ' 
где Х2 

- величина, не зависящая от координат r и а. 

Величина а входит только во второе слагаемое. Если r постоянно, а а изме
няется, то сумма этих слагаемых не изменяется. Это возможно лишь в том слу-

1 д2Ф 
чае, когда ---2 не зависит от а. Поле должно иметь периодическую зависи-

Ф да 

мость от а и при изменении угла а на 21t иметь то же значение. Таким образом, 

1 d2 Ф 2 --- =-n (5.37) 
Ф da,2 ' 

где п - целое число. 

Решение этого уравнения 

Ф = Acosna+ В sinna 

можно представить в виде 

или 

{
соsпа; 

Ф= 
sinna. 

Дифференцируя (5.36) с учетом (5.37), получаем 

1 д2 R 1 дR п2 
2 

--2-+----2 +х =О. 
R дr Rr дr r 

Обозначив xr = х, получим 

_!_ d2 

R +-1- dR +(l-!e) = О 
R dx2 Rx dx х2 
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(5.38) 

Это уравнение называется уравнением Бесселя. Решение его представляет 

сумму 

где Jn(x) - функция Бесселя п-го порядка; N 11 (x) - функция Неймана п-го 

порядка. 

При х = О, т. е. при r = О, N п (0) = -оо и второе слагаемое физического 

смысла на имеет, так как электромагнитное поле в центре волновода имеет ко

нечное значение. Таким образом, решение уравнения (5.33) имеет вид 

. соsпа} .k 
Hmz =Hlп(Xr). e-1oz _ 

smna 

Остальные составляющие находятся из уравнений Максвелла (2.8). В про
екциях на оси цилиндрической системы координат имеем 

_!_[дЙтz _ д(rЙта)] = ·сос Е . 
д д ] а mr, 

r а z 

дЙтr дЙтz _ . Е . 
~-a;:--JO)f-a та, 

_!_[д(rЙта) _ дЙтr] = ·сос Е . 
д д ] а mz, 

r r а 

_!_[дЕтz _ д(rЕта)] __ . Й . 
д д - 1roµa mr, 

r а z 

дЕтг дЕтz _ . н· . 
дz-дr - -Jroµa та, 

_!_[д(rЕта)_дЕт,]--· Й 
д д - 1roµa mz· 

r r а 

Для Н-волн Hmz "# о и Emz = о. Кроме ТОГО, j_ = - jko. с учетом этого по
дz 

лучим 

1 дЙтz . · . · ---+ JkorHma = JCOCaEm,; 
r да 

(5.39) 

(5.40) 
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jkoEтa = - jroµaЙ mr; 

jkoEm, = jrоµаЙта· 
Отсюда 

. roµa . 
Ета =---Нт,; 

ko 
. roµ . 
Ет, = __ а Нта· 

ko 

С учетом значений Ета и Ет, в (5.39) и (5.40) получим 

Й __ jko дЙ mz . 
та - x2r да ' 

Й =-jko дЙтz 
mr х2 дr · 

Окончательно имеем 

Н mz = HJ п (Xr) . е - 1 oz; 
. соsпа} 'k 

smna 

Нт, = --HJ~(Xr) . е-1 oz; 
. 1·ko cos па} .k 

х smna 

Нта =---Hlп(xr) е-1 oZ; 
. 1·пkо -sin па} 'k 

x2r соsпа 

Ет, = а Hlп(Xr) е-1 0 z; . 1·roµ п - sin па} 'k 

x2r соsпа 

Ета =--а HJ~(Xr) . е-1 oz. 
. 1· roµ cos па} .k 

х smna 

(5.41) 

Согласно граничным условиям Е, = О при r = а, т. е. на стенке волновода. 
Это условие соответствует Еа = О при r = а, т. е. J~ (ха)= О. 

График функций Бесселя имеет вид затухающих синусоид. Все J п (х ), за ис

ключением J0(x), при х = О обращаются в нуль, J 0(0) = 1. Корни уравнения 

Jn(x) = О представляют собой значения, соответствующие точкам пересечения 
функции Jn(x) с осью х. Это значения Апт, где п - порядок функций Бесселя; 

т - номер корня. Впт - корни уравнения J~(x) = О, т. е. точки пересечения 

функции 1:i (х) с осью х. 
Таким образом, 
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Критическая длина волны 

в 
х=___!!!!!_. 

а 

213 

Числа п в выражениях (5.41) определяют число вариаций по углу, числа 
т - по радиусу. 

Постоянная распространения 

где k = ro.Jeaµa - постоянная распространения в свободном пространстве; А
длина волны в свободном пространстве. 

Фазовая скорость 

1 
где v = ~ - скорость распространения в свободном пространстве . 

.....,еаµа 

Групповая скорость 

Длина волны в волноводе 

Л=тJ 
Волновое сопротивление волновода 

Zон= ffir• 
где Z0 = .Jµa /еа - волновое сопротивление свободного пространства. 
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Аналогичным образом определяется структура поля Епт 

Emz =Elп(xr) . е-1 oz; . соsпа} 'k 

sшпа 

Ет, =---EJ~(Xr) . е-1 0
\ 

. 1·ko cos па} 'k 

х sшпа 

Ета=---Еlп(хr) е-1 oz; 
. ;·пkо - sin па} .k 

x2 r соsпа 
(5.42) 

Нт, =--a- Elп(Xr) е-1 oz; . 1·00t п -sin па} 'k 

x2 r соsпа 

Нта = ---а EJ~ (xr) . е-1 0 • 
. 1·00t соsпа} .k 

х sшпа 

Согласно граничным условиям Е~ = О при r = а или Emz = О при r = а. От
сюда 

или 

Критическая длина волны в этом случае определяется выражением 

л. = 2n 2па 
кр Х А,,т 

где Апт - корни уравнения J п (х) = О. 
Низшими типами волн в круглых волноводах являются волны НI1 и Е01 • 

Структура поля Н1 1 (рис. 5.18) имеет вид, аналогичный структуре поля Н10 в 
прямоугольном волноводе; структура поля Ео, (см. рис. 5.18) аналогична струк
туре поля Е11 в прямоугольном волноводе. При плавном переходе от прямо
угольного волновода к круглому Н1о переходит в Н11-волну, Е,1-волна - в Ео1-

волну. Вследствие осевой симметрии Е01-волну применяют во вращающихся 
соединениях. Н01-волна имеет структуру поля, получаемую из структуры поля 
Е0,-волны, если поменять местами электрические и магнитные составляющие 
(см. рис. 5.18). При всех типах волн, за исключением Н01 в круглом волноводе 
потери в стенках волновода при увеличении частоты увеличиваются. При Н01 
они уменьшаются, так как тангенциальная составляющая вектора Н, опреде

ляющая энергию, поглощаемую стенками, уменьшается по сравнению с попе

речной составляющей, определяющей передаваемую волноводом мощность. 

Однако в круглом волноводе Н01-волна неустойчива и даже при небольшой 
эллиптичности сечения она превращается в Е11-волну, обладающую той же кри-
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Н 11 

:.;:---~-~:,:;-~--~= 
x,'-=C=--:.."::..l•\:=~.,,x 

: ,.,-~--~:w--.::i..-,~: 
•'..:-=~_,,x,-=c=.-:..~ I• 

Рис. 5.18. Структура поля волн Н11, Е01 и Н01 в круглом волноводе 

тической частотой, но большими потерями. Для устойчивого существования 

Но~ -волны волновод делают из изолированных колец или из изолированного 

провода. 

5.8. Коаксиальный волновод 

Коаксиальный волновод (кабель) состоит из центральной цилиндрической 

жилы и изолированной от нее коаксиальной оболочки (рис. 5.19). В коаксиаль
ном кабеле могут распространяться волны Нпт, Епт и Т. 

Структура поля волн Епт и Нпт определяется так же, как в случае круглого 
волновода. 

Нпm•волна. Волновое уравнение 

можно написать шш1ь для компоненты z, т. е. 
. 2 • 

bll,,,z + k Hmz = О, 

или согласно (П.38) 

_!__E_(rдH,,.z )+-1 д2Нтz 
r дr дr r 2 да2 

2 • 
д Hmz 2 . 

+ 2 +k Hmz =0. 
дz Рис. 5.19. Коаксиальный вол-

(5.43) повод 
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Решение этого уравнения можно представить в виде 

н. -Н· ( ) -jkoz mz - mz r, а е . (5.44) 

Подставляя (5.44) в (5.43), получаем 

_!_~(rдЙтz)+_!_ д2Йтz +(k2 -k2)H =О 
r дr дr r2 да2 о mz 

или 

_!_~( дйтz) _!_ д
2

Йтz 2н· -о r + 2 2 +х mz - · 
r дr дr r да 

(5.45) 

Для решения применим метод Фурье - метод разделения переменных. 

Представим (5.44) как произведение функций, каждая из которых зависит от од
ной переменной: 

Йтz =R(r)Ф(a)e-jkoz =RФ·e-jkoz _ (5.46) 

Подставляя (5.46) в (5.45) и поделив на выражение (5.46), получаем 

1 д ( дR) 1 д2Ф 2 

Rr дr rдr + r2Ф да2 = -х · (5.47) 

Фиксируя переменную r, а а считая переменной, видим, что так как величи-

1 д2Ф 
на Х постоянная, то слагаемое ---2 также постоянное. Поле имеет периоди

Ф да 

ческую зависимость и при изменении угла а на 27t не изменяется. Таким образом, 

1 d2 Ф 2 ---=-n 
Ф da2 

' 

где п - целое число. 

Решение этого уравнения имеет вид 

соsпа} 
Ф = А cos па+ В sin па = . 

sшпа. 

Учитывая (5.48) в (5.47), находим 

1 d2R 1 dR п2 
2 

---+-----+х =О. 
R dr2 Rr dr r2 

Поделив на Х2 и обозначив xr через х, получим 

d2R +_!_ dR +(1-~)R =0 
dx2 х dx х2 

- уравнение Бесселя, решение которого имеет вид 

(5.48) 

(5.49) 
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(5.50) 

Здесь функция Неймана Nп(х) учитывается в решении, так как точка х = О, соот
ветствующая r = О, исключается внутренней жилой. Учитьmая (5.49) и (5.50) в 
(5.46), получаем 

_ cos па} _ jkoz 
Hmz -[CJn(Xr)+DNn(Xr)] . е . 

sшпа 
(5.51) 

Остальные составляющие находим из уравнений Максвелла (2.8) аналогич
но тому, как это делалось в случае круглого волновода. Окончательно имеем 

. cos па} _ jk z 
Hmz =[Clп(Xr)+DNп(Xr)] . е O

; 

sшпа 

Hmr =--[CJ~(xr)+DN~(xr)] . е-1 oZ ; 
. Jko соsпа} .k 

Х sшпа 

. _ jnko -sin па} _ jkoz. 
Нта ---2-[Clп(Xr)+DNп(Xr)] е , 

Х r соsпа 

Emr = а [Clп(xr)+DNп(xr)] е-1 oZ ; 
. 1·соµ п -sinna} .k 

x2r соsпа 

Е =--a[CJ'(xr)+DN'(xr)] e- JoZ 
. }соµ cos па} "k 

та х п п sin па . 

Поперечное волновое число Х определим из граничных условий. Согласно 

граничным условиям Е, = О, т. е. Ета = О при r = а1 и r = а2 , что соответству

ет системе уравнений 

или 

CJ~(Xa1) + DN~(Xa2) = О; 
с1; (Ха2 ) + DN;, (Ха2 ) = О 

N~(xa1) _ N~(Xa2 ) 

]~ (ха 1 ) 1; (ха2) . 
Корни трансцендентного уравнения 

N; (Ха1 )J; (Ха2 )- N~ (Ха2 )J~ (Ха,)= О 

определяют поперечные волновые числа Х, зависящие от геометрии волновода 

(а1 и а2) и типа волны (значений пит). 
Структура поля Епт определяется аналогично. В соответствии с (5.51) 

. cosna} .k 
Emz = [С]п (xr)+ DNn (Xr)] . е-1 oZ 

sшпа 

и поперечные волновые числа определяются из трансцендентного уравнения 
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Nп (ха, )Jп (Xaz )- Nп (Xaz)lп (ха,) =0. 

Критическая длина 

волн Епт и Нптразличная. 

л, = 27t 
кр х 

Основной волной в коаксиальном волноводе является Т-волна. При работе 

на этой волне размеры коаксиального волновода минимальны. 

Постоянная распространения Т-волны 

k = ro.Jeaµa 

равна постоянной распространения в свободном пространстве. Поле эквива

лентно полю между двумя параллельными плоскостями, свернутыми в цилиндр. 

При этом 

Ez =Hz =Ео. =Н, =0. 

Проекция волнового уравнения на ось r согласно (П.39) равна 

ЛЕ - Ет, - 2 дEm(J. k2 Е = о 
mr 2 2 д + mr r r а, 

содержит одну составляющую Ет,, так как Ето. = О, т. е. 

(5.52) 

Очевидно, что решение будет иметь вид 

Е. -R( ) - jkz 
mr - r е . (5.53) 

д2 
Подставляя (5.53) в (5.52) и поделив на (5.53) с учетом того, что -

2 
= -k2

, 
дz 

получаем 

или 

_.!_ d
2 
R + _1 dR _ _!_ = О 

R dr2 rR dr r 2 
• 

Уравнение решаем подстановкой: 

r = е1 ; dr = е1 dt; dt = е - t dr. 

Первая производная 

(5.54) 
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dR dR dt _1 dR 
-=--=е -dr dt dr dt . 

Вторая производная 

d
2

R =~(е-1 dR)=e-t~(e-t dR)=e-21( d
2

R _ dR)· 
dr2 dr dt dt dt dt2 dt 

Подставляя эти значения в (5.54), получаем 

d2 R -R = О 
dt2 

(5.55) 

- дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами. 

Характеристическое уравнение 

р2 -1 = о 
имеет корни 

Р12 =±1. 

Решение уравнения (5.55) имеет вид 

R = Ае1 +ве-1 = Ar+ В, 
r 

но физический смысл имеет лишь второе слагаемое, так как с увеличением зна

чения r электрическое поле уменьшается. 
Окончательно имеем 

где Z0 = .Jµa/ta. 

Е. _ Ет. - jkz . 
mr - е ' 

r 

н. _ Ет - jkz 
та --- ·е ' 

Z0r 

Структура поля Т-волны приведена на рис. 5.20. 

(5.56) 

Обычный коаксиальный кабель характеризуют интегральными величинами -
током и напряжением. Ток, текущий по кабеmо, определяется выражением 

напряжение между цилиндрами коаксиальной линии 

Рис. 5.20. Структура поля 
Т -волны в коаксиальном 

волноводе 
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сопротивление коаксиальной линии 

Если среда, заполняющая волновод, не обладает потерями, то фазовая и 

групповая скорости не зависят от частоты: 

1 

т. е. дисперсии нет. Коаксиальная линия передачи с Т-волной применяется в 

диапазоне частот от постоянного тока до 10 ГГц. 

5.9. Волноводы с замедленной фазовой скоростью 
направляемых волн 

В рассмотренных выше простейших волноводных линиях передачи фазовые 
скорости распространения волн превьппают скорость света. Такие волны назы

ваются быстрыми, а системы, в которых они возможны, - ускоряющими. 

В ряде практических приложений требуется, чтобы фазовая скорость элек

тромагнитной волны бьша меньше скорости света. Медленные волны можно 

получить, например, в периодических системах, т. е. в системах, продольно не

однородных, состоящих из повторяющихся структурных элементов. Периодиче

скую систему можно создать на основе обычного металлического волновода, 

если по его длине на равных расстояниях друг от друга разместить диафрагмы. 

В лампах бегушей волны (ЛБВ) и линейных ускорителях заряженных частиц -
основной области применения диафрагмированных (гофрированных) волново

дов - от волноводов требуются круговая симметрия и наличие продольного 

электрического поля. 

Круглый диафрагмированный волновод. Продольное сечение диафраг

мированного круглого волновода показано на рис. 5.21. Диафрагмы представля
ют собой тонкие металлические перегородки с круговым сечением радиусом а, 

прикрепленные к стенке волновода на расстоянии d друг от друга. 
Решение электродинамических задач о периодических системах основано на 

теореме Флоке, утверждающей, что распределение поля в любой бесконечной 

Рис. 5.21. Диафрагмированный круглый волновод 
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периодической линии должно периодически повторяться в силу идентичности 

граничных условий. Следовательно, поля в соседних ячейках могут отличаться 

лишь по фазе (а при наличии поглощения - и по амплитуде): 

'Vт(Х, у, z + d) = 'Vm (х, у, z)e-N, 

где q> = ~ Z-

Поля в периодической системе обычно представляют в виде суммы про

странственных гармоник- гармоник Хартри (аналог гармоник Фурье): 

00 - ( ) '°' - ( ) -J(P+21tnl d)z \jf т х, у, z = L... \jf п х, у е , 
п=-со 

т. е. свободный волновой процесс рассматривают как наложение бесконечной 

совокупности плоских неоднородных волн с поперечными распределениями 

Еп(х, у) и Нп(х, у) и с постоянными распространения 

~ _ ~ 21tn 
п - + d , п = о, ± 1, ± 2, ... 

Если период направляющей системы весьма мал по сравнению с длиной 

волны (d « л.), то удовлетворительные результаты дает решение задачи при-

ближенным методом, не учитывающим периодичности системы. 

Рассмотрим практически используемую симметричную электрическую вол

ну. Приняв во внимание, что в случае медленных волн поперечное волновое 

число является чисто мнимым: 

где kc = ✓~2 - k 2 = ✓~2 
- ro2

Eaµ a - действительное положительное число, за
пишем выражения для составляющих поля в области О ~ r < а, свободной от 

диафрагм: 

Ezi = A1Io(kcr)e-JPz; 

Е,1 =-А1 {_13 I1(kcr)e- JPz; 
kc 

н - А jroEa I (k- . ) - Л3z 
о.1 - 1 - - - 1 cr е , 

kc 

где Iп (kcr) - модифицированная функция Бесселя первого рода. 

Волна такого типа в диафрагмированной области (а < r < Ь) невозможна, так 
как составляющая Е, должна обращаться в нуль на стенках диафрагм, а состав

ляющая Ez - при r = Ь. Из условия d << л, следует, что на протяжении одного 
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периода d фаза волны изменяется незначительно, т. е. ~d « 1. Поэтому в облас

ти а < r < Ь возбуждается в основном поле, не зависящее от z. Простейший тип 
колебаний, удовлетворяющий указанным требованиям, имеет вид 

Ez2 = A2[Jo(kr)No (kb)- No (kr)Jo(kb)]; 

Е,2 = О; 
jO)f,a 

На2 = A2--[J1 (kr)No(kb)- N1 (kr)Jo(kb)] . 
k 

Можно сказать, что наличие перегородок приводит к появлению в области 

а < r < Ь стоячих цилиндрических волн. 
Приравняем тангенциальные составляющие полей на границе r = а: 

или 

Согласно левым частям равенств (5.57) поля зависят от координаты z при 
r = а, а согласно их правым частям поля не зависят от координаты z при r = а. 
Поэтому точное удовлетворение условию сопряжения невозможно. Однако при 

Pd « 1 экспоненту е - j~z можно заменить единицей и тогда поля сопрягаются 
(«сшиваются»). 

Из соотношения (5.57) получим характеристическое уравнение 

kca lo(~ca) = J o(ka)No(kb ) - No(ka)J o(kb) ka, 

11 (kca) 11 (ka)No(kb)- N1 (ka)Jo(kb) 
(5.58) 

определяющее постоянную распространения симметричной воШIЫ электриче

ского типа при известных размерах а и Ь диафрагмированного волновода. Ана

лиз характеристического уравнения показал, что замедленная волна в данной 

системе возможна лишь при определенных условиях (правая часть уравнения 

(5.58) должна быть больше двух). 
Для получения интенсивного взаимодействия между волной и частицами в 

ЛБВ и линейных ускорителях необходимо, чтобы поле имело достаточно силь

ную электрическую составляющую вдоль направления движения частиц (Ez), 
благодаря которой происходит их торможение (в ЛБВ) или ускорение (в ускори-

телях) . Замедление ( р = ¾) бегущей вдоль диафрагмированного волновода 
волны должно быть мальrм (р"" 1) в ускорителях и порядка 10 в ЛБВ. 
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Распределение электрического поля в облас

ти волновода О ~ r ~ а показано на рис. 5.22. 
Электромагнитное поле «прилипает» к поверх

ности r = а тем сильнее, чем больше параметр 

kca = ka✓ р2 -1. При kca » 1 поле экспонен
циально убывает при удалении от диафрагмы. 

Медленная волна проявляет поверхностный 

характер. Поэтому применять диафрагмиро-

Рис. 5.22. РаспределеIШе элек
трического поля в диафрагмиро-

ванном волноводе 

ванный волновод при больших значениях параметра kca невыгодно, так как на 
электроны, движушиеся вблизи от оси z, действует сравнительно слабое поле. 

В заключение отметим, что несимметричная медленная волна в диафраг

мированном волноводе имеет продольную электрическую составляющую, про-

порциональную функции lт(kcr) (т = 1, 2, ... ). 

~ ~ 1 (kcr)m Если kcr « 1, то lт(kcr) =- - , откуда Ez =0 при r = О, т. е. электри-
т! 2 

ческое поле волны не действует на электроны, движушиеся по оси z. 
Линии поверхностной волны. Линии поверхностной волны - линии от

крытого типа. Часть энергии распространяющейся вдоль них волны сосредото

чена во внешнем пространстве. Линии поверхностной волны иначе называют 

линиями замедленной волны, поскольку фазовая скорость волн в них меньше 

скорости распространения плоских волн во внешней среде. Благодаря замедле

нию волнь1 электромагнитное поле распространяющейся вдоль линии волны как 

бы «прилипает» («прижимается») со стороны внешнего пространства к поверх

ности линии. Отсюда название - поверхностная волна. Амплитуда поверхност

ной волны экспоненциально убьmает по нормали к поверхности линии (рис. 5.23), 
хотя в окружающей среде ее ничто не ограничивает. 

Линии поверхностной волнь1 (диэлектрические волноводы, спирали, гофри

рованные структуры) находят широкое применение в технике сверхвысоких 

частот от дециметрового до субмиллиметрового диапазонов волн. 

w 

z 

Диэлектрические волноводы. Диэлектрический 

волновод представляет собой линию передачи, вы

полненную в виде стержня прямоугольного, круглого, 

кольцевого или другого сечения (рис. 5.24) из диэлек
трика с небольшими потерями и диэлектрической 

проницаемостью большей, чем у окружающей среды. 

Такие линии, не содержащие металлических провод

Рис. 5.23. Распределение ников, могут применяться для передачи СВЧ-энергии. 

Волноводные свойства диэлектрического стержня 

обусловлены тем, что волна, распространяющаяся в 
W - энергия волны, распро- диэлектрике и падающая на границу раздела с другой 
страня:ющаяся во внешнем 

электродинамически менее плотной средой, при оп-

амплитуды поверхност-

ной волны: 

пространстве 
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- • • а б в 

Рис. 5.24. Поперечное сечение диэлектрических волноводов: 
а - прямоугольное; б - круглое; в - кольцевое 

ределенных условиях испытывает полное внутреннее отражение. При этом часть 

энергии сохраняется в пределах диэлектрика, а часть просачивается во внешнюю 

среду, создавая поверхностную волну (рис. 5.25). Таким образом, энергия воmrы 
распространяется внутри и вне диэлектрического стержня. Чем больше поперечные 

размеры стержня по сравнеюпо с длиной волны и чем выше относительная диэлек

трическая проницаемость материала стержня, тем большая часть энергии распро
страняется внутри диэлектрика и тем более замедленной становится волна. 

Рассмотрим задачу о распространении электромагнитных волн в продольно

регулярном диэлектрическом волноводе круглого сечения, поперечное сечение 

которого показано на рис. 5.26. 
В соответствии с методом частичных областей разобьем плоскость попе

речного сечения волновода на две частичные области, соответствующие различ

ным средам. Запишем продольные составляющие электромагнитного поля в 

этих областях: 

• в области 1 (О ~ r ~ а) с учетом условий 2п-периодичности и ограничен

ности поля в нуле 

Ez1 =A1lт(kc1 r); n • m 

H z1 =A2lт(kc1 r), n • m 

где kc1 =✓ro2Ea1µa1 -~
2 = 

2
; .JE1µ1 - Р2 ; Е1 = : : ; µ 1 = ~:!; Р = 

2
~ л,; 

• в области 2 (О ~ r ~ оо) с учетом условий 2п-периодичности и экспоненци
ального убывания поля поверхностной воmrы 

E z2 =АзКт(kс2 r); n • m 

Н z2 = ,¾Kт(kc2 r), n • т 

Рис. 5.25. Образование поверх

ностной волны 

Рис. 5.26. Круглый диэлектрический волновод: 
1 - внуrренняя область; 2 - внешняя область 
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~ / 2 2 21t г--:; ~ 
где kc2 =-v~ -(1) Еоµо =--;;:-vp-1; Kт(kc1r) - функция Макдональда. Здесь и 

далее волновой множитель exp(jrot - yz) опускаем. 
Поперечные составляющие полей определяются через продольные следую

щими формулами: 

Е =-- 1 (,./Ez + jroµ a дНz). 
r k; дr r да ' 

1 (удЕz . дНz ) Еа = - - --- + 1roµa - - ; k; r да дr 

Н, = - - 1 (УдНz - j(t)Ea дЕz ); 
k; дr r да 

(5.59) 

На = _ _ 1 (1 дН z + jroEa дЕz ) , у= j~, j_ = jm. 
k; r да дr да 

Далее на границе раздела (r = а) проведем сопряжение тангенциальных со
ставляющих полей: 

Ez1 = Ez1; 

Hz1 =Hz2 ; 

Еа1 = Еа1; 
На1 =На2 . 

Приравняв нулю определитель полученной системы уравнений, найдем ха

рактеристическое уравнение относительно неизвестной постоянной распростра

нения~ (а при~ = О - относительно Акр). Характеристическое уравнение имеет 
бесчисленное множество корней, определяющих дискретный спектр собствен -
ных волн диэлектрического волновода. (Помимо дискретного спектра собствен

ных волн диэлектрический волновод имеет непрерывный спектр волн излуче

ния, не учитываемых данным характеристическим уравнением. Однако это об

стоятельство для продольно регулярных систем не следует учитывать, посколь

ку излучение возникает лишь при возбуждении, а также в местах появления не

однородностей - изгибов, скруток и др.) 

Анализ характеристического уравнения, которое ввиду громоздкости здесь не 

приводится, показал, что только при т = О возможно независимое существование 
волн типов Нтп и Етп (симметричные волны). В обозначениях Ноп и Е011 п - номер 
корня соответствующего характеристического уравнения. В остальных случаях 

когда т i- О (несимметричные волны), поле электромагнитной волны имеет обе 

продольные составляющие, т. е. является гибридным. Такие волны обозначаются 

(НЕ)тn и (ЕН)тп в зависимости от ТОГО, в какие волны - Нтп или Етп - они выро

ждаются при а/ л, • 00• В обозначениях (НЕ)тп и (ЕН)тп п - соответственно по

рядковый номер нечетного и четного корней характеристического уравнения. 

Низшим типом волны в диэлектрическом волноводе является волна (НЕ)11 • 

Структура поля этой волны показана на рис. 5.27. 
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Рис. 5.27. Структура поля волны (НЕ11) 

В поперечном сечении диэлектрического стержня кольца силовых линий 
волны (НЕ)1 1 лежат на параболических цилиндрах. Цилиндры электрических 

линий являются выпуклыми, а цилиндры магнитных линий - вогнутыми. От

метим, что во многих литературных источниках, наоборот, выпуклыми изобра
жают магнитные линии, исходя из качественной аналогии с волной Н11 полого 
металлического волновода круглого сечения. Однако в металлическом волново

де внешняя среда (металл) является электродинамически более плотной, чем 

внутренняя, в диэлектрическом волноводе - наоборот, поэтому и форма сило

вых линий должна иметь различный характер. 

Волна (НЕ)11 не имеет критической частоты (Акр • оо ), т. е. теоретически 

может распространяться на всех частотах и при любом диаметре стержня. Одна
ко направляющее действие и степень концентрации энергии в диэлектрическом 

волноводе очень быстро уменьшаются при уменьшении частоты ниже некоторо

го определенного значения. Это значение можно назвать реальной критической 

частотой. 

Все остальные типы волн имеют критические частоты (критические длины 

волн), определяемые из характеристического уравнения при В = О. Однако обыч

ное понятие критической частоты для металлических волноводов в данном слу

чае нельзя использовать, поскольку в диэлектрическом волноводе без потерь 

постоянная распространения 'У всегда является мнимой величиной k = jB. Крити
ческими частотами в случае диэлектрического волновода называются частоты, 

при которых волнъ1 определеннъ1х типов перестают существовать. По мере при

ближения к критической частоте энергия волны внутри стержня стремится к ну

лю, т. е. волна вытесняется во внешнее пространство. При частоте ниже крити

ческой волна не распространяется вдоль диэлектрика и перестает существовать, 

рассеиваясь в окружающей среде, в противоположность металлическому волно

воду, в котором после критической частоты постоянная распространения стано

вится действительной. 

Фазовая скорость в диэлектрическом волноводе при критической частоте равна 

скорости электромагнитнъ~х волн в свободном пространстве Vф = 11 ✓Еоµо = с, 
т. е. скорости света. При А« Акр фазовая скорость приближается к скорости в 

неограниченной среде с параметрами материала диэлектрического волновода: 
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Vф = 11 .JЕадµад = с/ ,Ji;. Таким образом, волны в диэлектрическом волноводе 
оказываются замедленными по отношению к скорости распространения во 

внешней среде и ускоренными по отношению к скорости распространения во 

внутренней среде. 

Групповая скорость волн в диэлектрическом волноводе всегда меньше ско

рости распространения во внешней среде. 

Диэлектрический волновод характеризуется эффективным поперечным се

чением, через которое проходит основной поток мощности ( около 90 % ), пере
носимой вдоль волновода. 

Затухание в диэлектрическом волноводе определяется в основном потерями 

в диэлектрике. Потери в диэлектрическом волноводе, выполненном даже из ди

электрика с малыми потерями, значительно больше, чем в металлических вол

новодах при тех же частотах. Затухание можно существенно снизить, уменьшая 

поперечные размеры диэлектрического стержня (по сравнению с длиной волны), 

т. е. вытесняя волну во внешнее пространство. Однако при этом диэлектриче

ские волноводы не могут подвергаться изгибам, скруткам и т. д. 

Недостатками диэлектрических волноводов является наличие поля во внешней 

области, в результате чего при любом нарушении регулярности неизбежно возника

ет излучение, а также большие, чем у металлических волноводов, габарить1. Зачас

тую диэлектрические волноводы требуют электрической экранировки. При этом 

металлические экраны являются нежелательными, так как вызьmают перекрестную 

связь между волнами различньIХ типов, к тому же затухание диэлектрических вол

новодов возрастает за счет потерь в экране. Наилучшие результаты дает экраниров

ка с помощью поглощающих труб. Диаметр этих труб должен быть таким, чтобы не 

захватьmать область распространения энергии вокруг диэлектрика. 

В настоящее время диэлектрические волноводы ограниченной длины ис

пользуются в качестве диэлектрических антенн, а также для построения раз

личных функциональных узлов: направленных ответвителей, мостов, аттенюа

торов, эталонных нагрузок, фазовращателей, резонаторов и т. д. В качестве 

линий передачи диэлектрические волноводы используются сравнительно ред

ко. Применение диэлектрических волноводов наиболее перспективно в мил

лиметровом диапазоне волн, где они по сравнению с другими типами волново

дов имеют ряд преимуществ, прежде всего простоту и дешевизну производст

ва. Применяются диэлектрические волноводы также в субмиллиметровом и 

оптическом диапазонах. В области очень коротких электромагнитных волн, 

соответствующей дальнему инфракрасному и световому диапазонам, диэлек

трический волновод является единственной приемлемой одноволновой и регу

лярной линией передачи. 

Однопроводные линии с поверхностной волной. Электромагнитные вол

ны замедляются не только диэлектриками, но и проводниками. Поверхностная 

волна может распространяться также вдоль однопроводной линии передачи, ес

ли выполнено одно из следующих условий: 
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1) линия имеет отличное от нуля поверхностное сопротивление; 
2) идеальный проводник покрыт тонким слоем диэлектрика (линия Губ6); 
3) идеальный проводник выполнен в виде гребенчатой структуры; 
4) идеальный проводник свит в спираль. 
Если провод является идеально проводящим, то распространение волны 

вдоль него происходит со скоростью света с. При этом вся энергия волны нахо

дится в окружающем проводник пространстве. 

Провод конечной проводимости. При конечной проводимости провода 

часть энергии распространяется внутри него, волна замедляется и приобретает 

поверхностный характер (в направлении, перпендикулярном линии передачи, 

амплитуда поля убывает по экспоненте). Практически достаточно, чтобы конеч

ную проводимость имел поверхностный слой провода, больший, чем глубина 

проникновения поля в проводник. Его можно рассматривать как диэлектриче

ский стержень, имеющий комплексную диэлектрическую проницаемость 

_ .cr1 
ta) = ta) - J-, 

(1) 

где cr1 - удельная проводимость среды. 

Формулы, характеризующие распространение волн вдоль проводника с ко

нечной проводимостью, можно получить из формул для диэлектрического вол

новода путем замены Е1 на Е1. 

Сказанное позволяет сделать следующие вьmоды. Вдоль проводника с конеч

ной проводимость могут распространяться симметричные волны электрического 

и магнитного типов, а также несимметричные гибридные волны. Однако в отли

чие от диэлектрического волновода основной является волна типа Ео1 , имеющая 

нулевую критическую частоту. Структура поля этой волны показана на рис. 5.28. 
Волна Е01 близка к волне идеально проводящей однопроводной линии. Продоль
ная составляющая вектора Е в сравнении с поперечной чрезвычайно мала. 

Высшие типы волн однопроводной линии из реального проводника испыты

вают очень сильное поглощение, поскольку их поля в основном сосредоточены 

в проводнике; они не имеют практического значения. 

Радиальная протяженность поля в окружающем пространстве может быть 

значительно уменьшена, если металлический провод покрыт тонким слоем ди-

Рис. 5.28. Структура поля волны Е01 
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а 6 

Рис. 5.29. Металлический проводник, покрытый слоем диэлектрика (а), и 

в виде гофрированной структуры (б): 

1 - слой диэлектрика с параметрами Е01 , µ а, ; 2 - внешняя среда с параметрами 

Еа2 = Ео , µа2 = µо 

электрика или поверхность провода выполнить в виде гофрированной структуры 
(рис. 5.29). Коэффициент замедления в первом случае определяется тоmциной 
диэлектрика, а во втором - глубиной канавок. 

Линия с диэлектрическим покрытием. Задача о свободных колебаниях в 

такой системе решается методом частичных областей. Поперечное сечение 

представляется в виде двух частичных областей 1 и 2. Продольные составляю
щие полей в частичных областях записываются следующими формулами: 

• для области 1 (а < r < Ь) 
Ez1 = A1[l т (kc, r)N т (kc, а)- N т (kc, r)J т (kc, а)]; 

Н zl = A2[J т (kc, r)N',,, (kc,a) - N т (kc, r)J',,, (kc1a)]; 

• для области 2 (r ~ Ь) 

Ez2 = АзКт(kс2 r); 

H z2 = ~Kт(kc2r), 

где kc, = -J ffi2Ea Jµal - ~
2

; kc2 = ✓~2 
- ffi

2
Ea2µ a2 • 

Выражения для остальных составляющих полей определяются формулами 

(5.59). Постоянную ~ определяем из условия равенства тангенциальных состав
ляющих полей на границе r = Ь. 

Основными волнами линии с диэлектрическим покрытием являются по

верхностные волны типов Е01 и (НЕ)11 , не имеющие отсечек. 

Затухание поверхностной волны в линии определяется потерями в металле и 

диэлектрике. Линии с диэлектрическим покрытием имеют несколько большее 

затухание, чем линии без покрытия. 

Гофрированный стержень. Одним из параметров, характеризующих по

верхностную волну, является поверхностное сопротивление, равное отношению 

касательных составляющих электрического и магнитного полей на границе раз

дела. Это чисто реактивное сопротивление, индуктивное и емкостное соответст

венно для поверхностных волн электрического и магнитного типов. 
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Существуют различные способы создания реактивного поверхностного со
противления. Например, можно прорезать канавки в металлической поверхно

сти, как показано на рис. 5.29. Каждую канавку гофрированной структуры мож
но рассматривать как короткозамкнутый отрезок линии длиной /. Если l < ')J4, ее 
входное сопротивление чисто реактивное и носит индуктивный характер. Вдоль 
гофрированной структуры распространяется поверхностная электрическая вол

на. При ')J4 < l < ')J2 входное сопротивление канавки является емкостным. 
Для расчета гофрированного стержня при t ::::: d (ребристый стержень) можно 

использовать приближенный метод, применявшийся ранее для расчета диафраг

мированного волновода. 

Не приводя расчетных формул, отметим основные свойства гофрированных 

(ребристых) стержней: 

1) в гофрированном стержне, как и во всякой периодической структуре от
крытого типа, поверхностные волны существуют лишь при условии л > 2d, где 
л - длина волны в свободном пространстве, а d - период структуры; так же 

должно быть Ас > 2d; 
2) симметричные поверхности волнь1 могут быть только электрическими: 

симметричных магнитных волн не существует. Несимметричные поверхностные 

волны являются гибридными; 

3) поверхностные волнь1 с индексами т = О и 1 существуют при глубине ка
навок l < ')J4_ При ')J4 < l < ')J2 они отсутствуют; 

4) симметричная электрическая волна и несимметричная волна низшего типа 
не имеют отсечки со стороны длинных волн (что весьма существенно для исполь

зования гофрированного стержня в качестве линии передачи). Однако для каждой 

из них существует отсечка (срьm колебаний) со стороны более коротких волн; 

5) несимметричная волна с индексом т = 2, 3, ... существует при глубине кана
вок, значение которой находится между некоторыми минимальным и максималь

ным значениями, зависящими от типа волны и частоты, т. е. волна имеет две отсечки. 

Гофрированные стержни (t ~ d) используются в качестве антенн, создающих 
направленное излучение в дециметровом и метровом диапазонах волн, где рупо

ры и параболические зеркала должны иметь весьма большие размеры и поэтому 

неудобны. При этом используется простейшая несимметричная волна, дающая 

максимум излучения в направлении распространения. Симметричная электриче

ская волна для этой цели неприменима, так как ее излучение вдоль оси стержня 

равно нулю. 

Полосковая линия. Полосковая линия, как несимметричная, так и симмет

ричная, состоит из нескольких изолированных друг от друга металлических про

водников (рис. 5.30). Следовательно, низшим типом волнь1 в этой линии являет
ся Т-волна. 

Строгий анализ структуры полей в полосковой линии весьма сложен. Огра

ничимся приближенным рассмотрением этого вопроса путем сопоставления по

лосковой и коаксиальной линий, основанным на том, что полосковую линию 

можно рассмотреть как деформированную коаксиальную линию. 
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Рис. 5.30. Полосковая линия передачи: 
а - несимметричная; б - симметричная; 1 - диэлектрик; 2 - полосковый проводник 

Поскольку поперечное волновое число у Т-волны равно нулю независимо от 

размеров и формы поперечного сечения направляющей системы, то при дефор

мировании поперечного сечения коаксиальной линии тип волны в ней не меня

ется. Меняется только форма силовых линий электрического и магнитного по

лей. На рис. 5.31 показано, как от коаксиальной линии путем последовательного 
изменения формы проводников можно перейти к симметричной полосковой ли

нии. На последнем этапе узкие боковые стенки внешнего проводника удаляются 

на бесконечное расстояние. Аналогично, путем последовательного деформиро

вания поперечного сечения коаксиальной линии, в которой распространяется 

Н 1 1 -волна, можно найти структуру поля первого высшего типа волны симмет

ричной полосковой линии. При этом критическая длина волны при воздушном 

заполнении л,~ 1 ~ 2а. 
Спиральный волновод. Спиральная линия (или спиральный волновод) об

разуется путем сворачивания провода по винтовой линии (рис. 5.32, а). Замедле
ние электромагнитных волн в спиральной линии осуществляется за счет того, 

что, изгибая провод (по которому электромагнитные волны распространяются 

со скоростью света) в спираль, удлиняют путь волны и тем самым уменьшают 

скорость ее перемещения в осевом направлении. Фазовая скорость волнового 

процесса в направлении оси системы 

vФ =csin~, 

т. е. замедление определяется углом намотки спирали~ (углом между проводом 

и плоскостью z = const) (рис. 5.32, б). 
Строгий расчет характеристик спирали связан с большими математически

ми трудностями, обусловленными отсутствием подходящей системы координат, 
в которой поверхность спирали бьша бы координатной и при этом разделялись 

-

1 
\ 

-

""' 1 

Рис. 5.31. Трансформация поперечного сечения коаксиальной линии к сим
метричной полосковой 
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d 

~см: ~1 f ,:,ин, витка 

d z 
а б 

Рис. 5.32. Спиральный волновод: 
а - сrшраль; б - дшrnа витка и угол намотки сrшрали 

бы переменные в уравнениях Максвелла. Из приближенных методов наиболь

шее применение нашел метод спирально проводящего цилиндра. Согласно это

му методу, если период спирали мал по сравнению с длиной волны ( d « л ), 
т. е. навивка довольно густая, в качестве модели спирального волновода может 

быть принят цилиндр с анизотропно проводящей поверхностью, обладающей в 

каждой точке идеальной проводимостью в направлении витков спирали и не 

проводящей в перпендикулярном направлении. Модель не отражает детали по

ля, связанные с дискретностью витков спирали и ее периодичностью, но отража

ет общие особенности, связанные с характером протекания токов по спирали. 

Рассмотрим бесконечный спирально проводящий цилиндр (рис. 5.33). Обо
значим через s направление вдоль проводов, через т - перпендикулярное к ним 

направление. 

Запишем в цилиндрической системе координат продольные составляющие 

электромагнитного поля внутри (индекс «1») и снаружи (индекс «2») цилиндра с 
учетом условий конечности поля на оси цилиндра и экспоненциального убыва

ния поля поверхностной волны: 

• при r<R 

Ez1 =C1lт(kcr); 

H z1 =C2lт(kcr); 
• при r >R 

Ez2 = СзКт(kсr); 
Н z2 = C4Kт(kcr), 

~ f 2 2 
где kc = \J 13 - ffi Еоµо - для замедленных волн. 

Поперечные составляющие полей выражаются через продольные формула

ми (5.59) с учетом замены kc • jkc. 

zo 

Рис. 5.33. Спирально проводящий цилиндр 
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Граничные условия на анизотропно проводящей поверхности цилиндра 

можно сформулировать следующим образом: 

1) составляющая Е., напряженности электрического поля, параллельная на
правлению проводимости, должна равняться нулю: 

EI =EI =О· s1 r=R s 2 r=R ' (5.60) 

2) составляющая E't, перпендикулярная направлению проводимости, должна 

быть непрерывной на поверхности цилиндра, Et1 1 r=R = E't2 1 r=R , или, что то же 

самое, 

(5.61) 

3) тангенциальные составляющие магнитного поля в направлении анизо
тропной проводимости (т. е. в направлении поверхностных токов) должны быть 

равны. Это есть условие отсутствия тока в направлении, перпендикулярном вит

кам спирали, 

Н 1 =Н 1 s1 r=R s2 r=R · (5.62) 

Отметим, что z0 = а0 cos ~ + z0 sin ~. т. е. 

Es = Еа. cos~+ Ez sin ~ и т. д. 

Подставляя выражения для составляющих полей в граничные условия 

(5.60)-(5.62), получаем систему четырех уравнений относительно четырех не
известных амплитудных коэффициентов Сг-С4 • Характеристическое уравнение 

относительно р определим, как обычно, приравниванием нулю определителя 

системы. 

Анализ характеристического уравнения показывает, что волны, распростра

няющиеся вдоль спирального волновода, являются гибридными: даже простей

шие (симметричные) волны имеют обе продольные составляющие электромаг

нитного поля. 

Это ясно и из простых физических соображений. Действительно, ток, про

текающий по спиральному направлению, можно представить в виде кругового 

тока Ia. и осевого тока l z. Току Ia. соответствует продольное магнитное поле Hz, а 
току Iz - поле На. Спирально проводящий цилиндр не проводит тока в направ

лении, перпендикулярном направлению витков, поэтому составляющая напря

женности электрического поля на поверхности спирально проводящего цилинд

ра, перпендикулярная направлению витков, должна быть отлична от нуля. Эта 

составляющая поля также может быть представлена в виде суммы кругового Еа. 

и осевого Ez полей. 
При анализе волн в спирально проводящем цилиндре мы не учитывали дис

кретности и периодичности спирального волновода. В спирально проводящем ци

линдре могут распространяться лишь отдельные дискретные нормальные волны и 

нет никаких пространственных гармоник, свойственных спиральному волноводу. 
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Ток, текущий по реальному спиральному проводу, возбуждает в окружаю
щем пространстве сложное электромагнитное поле, представляющее собой су

перпозицию бесконечного числа гармоник, которые характеризуются азиму

тальным числом т = О, ±1, ±2, ... и волновым числом Вт : 

Е = f Ет(r)еj(т<х.+~тz); (Н = f Нт(r)еj(тсн ~тz) _ 
т=-оо 1п =-со 

Обычно параметры спирали и диапазон волн выбирают так, чтобы поле од

ной гармоники (т-й) по величине значительно превосходило все остальные гар

моники. При этом в спиральном волноводе имеет место так называемый т-й 

пространственный резонанс и ряды можно заменить одним лишь т-м членом. 

При т = О имеет место нулевой пространственный резонанс. Пространственный 
резонанс наблюдается, когда на протяжении большого числа витков (периодов 

спирали) ток на смежных участках витков (при а = const) имеет практически 
одну и ту же фазу. Условие т-го пространственного резонанса 

l~ml « 2rt/ d. 

Симметричная волна в спиральном волноводе при низких частотах распро

страняется вдоль оси волновода со скоростью, лишь немного меньшей с. С рос

том частоты фазовая скорость этой волны уменьшается, одновременно изменя

ется структура ее электромагнитного поля: оно приобретает внутри и вне волно

вода поверхностный характер, «прилипая» к поверхности (r = R). При достаточ
но высоких частотах ток в противоположных точках одного и того же витка 

имеет разные знаки, и происходит переход от симметричной (т = О) к несим
метричной (т = 1) структуре поля. Волны с различными азимутальными индек
сами могут непрерывно переходить друг в друга при изменении частоты. Эти 

переходы обусловлены дискретностью спирали, что в граничных условиях 

(5.60)- (5.62) не учитьmалось. Отметим, что в спиральном волноводе могут рас
пространяться и быстрые волнь1. Действительно, если спираль выполнена в виде 

ленты, то при уменьшении зазора между соседними витками свойства спирального 

волновода должны приближаться к свойствам обычного круглого волновода со 

сплошной стенкой. 

В настоящее время спиральные линии широко применяются как линии за

держки (в метровом диапазоне), как замедляющие системы (в сантиметровом 

диапазоне) и как волноводные системы (в миллиметровом диапазоне). Спираль

ная замедляющая линия имеет исключительно большое значение для ЛБВ и не

которых родственных ей электронных приборов (используется симметричная 

волна). Спиральные линии применяются также для конструирования антенн 

(используется несимметричная волна ст = 1). 
Биспираль (бифилярная спираль). Большое практическое значение имеет 

не только обычная одиночная спираль, но и двухзаходная спираль, или биспи

раль. Она получается, если между витками обычной спирали параллельно им 

поместить вторую такую же спираль (рис. 5.34). 
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В биспирали следует различать волны двух 
типов: 

1) синфазные волны, когда сдвиг по фазе ме
жду токами в проводниках равен нулю; 

2) противофазные волны, когда фазовый 

сдвиг между токами равен п. 

Синфазные волны испытывают только чет-
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Рис. 5.34. Бисrшраль 

ные пространственные резонансы 2m (где т = О, 2, 4, ... ), а противофазные -
нечетные (2m + 1) (где т = 1, 3, 5, ... ). 

Биспираль с синфазным типом колебаний нашла применение в ЛБВ с 

электростатической фокусировкой, а с противофазным - в генераторных и уси

лительных лампах обратной волны (ЛОВ). В лампе обратной волны, как 

известно, используются волны с фазовой скоростью, близкой к скорости 

электронов, но с противоположно направленной групповой скоростью. Такая 

волна, перенося энергию в направлении -z, имеет фазовую скорость, 
направленную по +z, и наоборот. 

5.10. Неоднородные волноводы 

Неоднородными называются такие волноводы, у которых в направлении 

распространения волны меняется поперечное сечение. В ряде случаев они также 

называются нерегулярными. Рассмотрим наиболее распространенные виды та

ких волноводов: конический (рис. 5.35, а), коаксиальный конический (рис. 5.35, б), 
биконический (рис. 5.35, в), квазипирамидальный (рис. 5.35, г), сферический 

(рис. 5.35, д), клиновидный (рис. 5.35, е), секториальный (рис. 5.35, ж) и ради
альный (рис. 5.35, з) волноводы. 

Решение уравнений Максвелла при нахождении полей в электродинамиче

ских структурах, геометрия которых такова, что граничные поверхности сов

падают с координатными поверхностями криволинейной ортогональной сис

темы координат q1, q2, q3, можно получить в виде суперпозиции электрических 

Етп-волн и магнитных Нтп-волн, составляющие полей которых определяются 

через скалярные потенциальные функции И и V. Если выполняются условия 
Бромвича 

h =1· ~(!!1-)=0 i ' д h , 
ql 3 

где h1, h2, h3 - коэффициенты Ламэ, то составляющие электромагнитного поля 

определяются следующими соотношениями: 
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Рис. 5.35. Неоднородные волноводы со сферическими и цилиндрическими направляе
мыми волнами: 

а - конический; б - коаксиальный конический; в - биконический; г - квазипирамидальный; 

д - сферический; е - клиновидный; ж - секториальный; з - радиальный 

• ДЛЯ Е,пп-ВОЛНЫ -

· д2И 2 
Ei =--

2 
+k И; 

дq1 

· 1 д2U 
Е2 =----, 

h2 дq1дq2 

. 1 дU 
Н2 =jrofa--, 

lzз дq3 

8 ДЛЯ Н,т,-ВОЛНЫ -

. д2V 2 
Н1 =--

2 
+k V; 

дq1 

. 1 д2V 
Н2 =---

h2 дq1дq2 ' 

· 1 д2V 
Нз=----

hз дq1дqз 
Потенциальные функции И и V удовлетворяют уравнению 

(5.63) 

(5.64) 
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(5.65) 

и соответствующим граничным условиям. Здесь W - это И или V. 
Неоднородные волноводы со сферическими направляемыми волнами. 

В сферической системе координат (см. § П.2) q1 = r, q2 = -б, q3 = а, h1 = 1, 

h2 = r, hз = rsin -б и при замене в уравнении (5.65) И= ru, V = rv потенциалы 

Дебая и и v удовлетворяют уравнениям Гельмгольца 

Ли+k2и=О; Лv+k2v=O, 

где Л - оператор Лапласа в сферической системе координат. 

Согласно методу Фурье (метод разделения переменных) для этих уравнений 

получаем три дифференциальных уравнения: 
• по координате r - уравнение Бесселя в сферической системе координат 

(kr)
2 
R; (kr) + 2krR~ (kr) + [(kr)2 - Т\(Т\ + l)]R1/kr) = О, 

где штрихи означают производные по аргументу kr; 
• по координате ~ - уравнение Лежандра 

(1- z2
)-2 Ц"' (z)-2z-Цm (z) + Т\(Т\ + 1) - Рт 2 Ц"' (z) = О, d

2 
d [ 2] 

dz dz 1- z 
где z = cos~; 

(5.66) 

(5.67) 

• по координате а, - обыкновенное дифференциальное уравнение второго 

порядка 

Ф;,,, (а)+ Р,~Ф( а)= О. (5.68) 

Таким образом, частные решения уравнения (5.65) для скалярных потенциа
лов И и V в сферической системе координат имеют вид 

И} {А cos} = kr~(kr)IJ/i"'(cos-б) . Рта,, 
V в SШ 

(5.69) 

где А, В - постоянные коэффициенты, определяемые из условий возбуждения; 

Т\ = vmn, µт,, - собственные значения волн Е,,,,, и Нт,,, определяемые из гранич

ных условий Е1 = О на идеально проводящих поверхностях конического, коак
сиального конического, биконического и секториального волноводов по коор

динате ~; L~"'(cos-б) - частные решения уравнения (5.67), которые являются 

линейной комбинацией присоединенных функций Лежандра первого рода 

Р,,1'111 (соs-б) и второго рода Q;111 (cos-б) - для коаксиального конического, бико-

нического и квазипирамидального волноводов; L~"' ( cos -б) = Р~п ( cos -б) - для 
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конического и сферического волноводов; Рт = т - целые числа, определяемые 

условиями периодичности поля по координате а для конического, коаксиально

го конического, биконического и сферического волноводов; для квазипирами

дального волновода Рт= тn/(2а0 ) - собственные значения, определяемые из 

граничных условий Ei = О на идеально проводящих поверхностях (плоскостях) 

по координате а (2ао- угол раствора в плоскости ,З- = п/2 (см. рис. 5.35, г)). 

Частными решениями уравнения (5.66) RТ\(kr) являются линейные комби

нации сферических функций Бесселя первого рода jТ\(kr), сферических функ

ций Бесселя второго рода nТ\(kr), а также сферических функций Ханкеля перво-

го и второго рода hX'2\kr), причем 

j (kr)= Гп.J 1 (kr); п (kr)= {n_N 1(kr); ~ 1'2)(kr)= Гп.нО,2\kr), 
11 v иr 11+- 11 v иr 11+- v иr Т\+! 

2 2 2 

где J 1 (kr), N 1 (kr), нО,~) (kr) - цилиндрические функции Бесселя, Нейма-
Т\~ Т\+2 Т\+2 

на и Ханкеля соответственно. 

Для того чтобы удовлетворить условию ограниченности поля при kr • О, 

необходимо принять ~(kr) = j
11

(kr), поскольку функции n,./kr) имеют особен

ность при kr • О. Чтобы удовлетворить условию излучения при kr • =, необ

ходимо принять RТ\ (kr) = h~2
) (kr) при временной зависимости ejrot, если рас

сматриваются прямые волны. Как видим, одной функциональной зависимостью 

невозможно описать поле в диапазоне О ~ kr ~ 00• Однако радиальная зависи

мость kr · RТ\(kr) функций И и V, как нетрудно убедиться, введя замены х = kr, 

у= kr · ~ (kr), удовлетворяет уравнению 

у"+ f(x)y = О, 

где f(x) = 1-х5/ х2, х0 = Т\(Т\ + 1). 

(5.70) 

Точки дифференциального уравнения (5.70) х = х0 при f(x) = О определя

ют критические сечения неоднородных волноводов, поскольку при f (х) < О имеем 
запредельную область волновода (квазистатическое поле), а при f(x) > О - об

ласть распространяющихся внутри волновода волн. Этот факт условно показан 

на рис . 5.36, где представлена кривая зависимости функции f(x). Таким обра-

зом, критическое сечение разграничивает области пространства внутри неодно

родного волновода с различным характером поведения поля собственной волны. 

Учитывая этот факт и радиальную зависимость потенциалов И и V, решения 
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Рис. 5.36. Разграничение критическим сечением областей пространства внутри неодно
родного волновода с различным характером поведения поля собственной волны 

дифференциального уравнения (5.65) в сферической системе координат пред
ставим в следующем виде: 

(5.71) 

где (kr)кp = ✓Т\(Т\+1). 
Подставляя выражение (5.69) с учетом (5.71) в соотношения (5.63) и (5.64), 

получим компоненты электромагнитного поля в рассматриваемых волноводах. 

При известных выражениях для компонент поля можно найти волновое сопро

тивление каждого типа волны, определяемое как отношение полной поперечной 

составляющей вектора напряженности электрического поля к полной попереч

ной составляющей вектора напряженности магнитного поля. Для волн Е,,,,, и Н,,,,, 

соответственно получим 

z = ·z у'= [krRv""' (kr)]'. 
ОЕ 1 0 krR (kr) ' У Утп 

Z _ "Z у'_ [krRv""' (kr)]' 
ОЕ - ] оу- krRv"n (kr) ' 

(5.72) 

При рассмотрении волновых процессов в неоднородных волноводах удобно 

ввести логарифмическую производную радиальной зависимости 

(ln у)'= у'/у = S, 

f sdx f sd(kr) f Ьdr 
т. е. у= Се = Се = Се , где С - произвольная постоянная, а вели-

чина ks имеет физический смысл локальной «постоянной» распространения со
ответствующего типа волны. Подставляя выражение для логарифмической про

изводной радиальной зависимости в уравнение (5.70), получаем дифференци-
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альное уравнение для величины s. Этим уравнением является дифференциальное 
уравнение Риккати 

I 2 _ Т\(Т\ + 1) -1 
S + S - 2 • 

(kr) 

При kr • оо, s' • О получаем s= • ±j, т. е. волна распространяется как 

плоская в радиальном направлении с постоянной распространения k0 = ±k. С 

учетом изложенного «постоянная» распространения собственного типа волны 

k"() определяется как 

kТ\ _ .k у'_ "k [krRТ\(kr)]' 
о --1 - - - 1 -~--

у krRТ\(kr) 

Поскольку k"() зависит от r, то слово «постоянная» взято в кавычки. 

(5.73) 

Тогда выражения для волновых сопротивлений собственных типов волн 

(5.72) принимают вид 

(5.74) 

Из выражений (5.71) и (5.73) следует, что k'(} - величина мнимая при 

kr < (kr)кp и характеризует коэффициент затухания волны соответствующего 

типа. При kr > (kr)кp величина k"Ji комплексная, действительная часть которой 

Rek'(} - фазовая «постоянная», а мнимая Imk"() - коэффициент затухания. 

Волновое сопротивление является комплексной величиной, реактивная состав

ляющая которого на критическом сечении претерпевает скачок. При kr • оо 

k"() = k, Z0E = Z0н = Z0, а при (kr)кp • оо 

kТ\ =k 1- Т\(Т\+l)_ 
о (kr)2 

Следует отметить, что в коаксиальном коническом и биконическом волно

водах основным типом является Т -волна, для которой критическое сечение от

сутствует, и она может распространяться от любого конечного r. 

Фазовая скорость vФ и длина волны в системе Л собственного тt-го типа 

волны определяются соответственно формулами 

Vф=---°:_ = c lkr~2)(kr)l
2

; 
RekТ\ 

о 

л = ~ = лlkrh (2\ kr )1
2

' 
Rek 11 Т\ 

о 

(5.75) 

(5.76) 
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где с - скорость света. При выводе этих формул использовались выражение 
(5.73) и выражение в верхней строке формулы (5.71). 

Энергетические характеристики собственных сферических волн неод

нородных волноводов. Из выражений для составляющих поля (5.63) и (5.64) с 
учетом соотношений (5.69) и (5.70) следует, что для каждой волвы собственного 
типа Етп поперечный вектор напряженности магнитного поля 

н: = е"н; + er,.нi 

на собственном критическом сечении непрерывен, а поперечный вектор напря

женности электрического поля 

претерпевает разрыв, определяющий эквивалентный магнитный поверхностный 

ток плотностью 

(5.77) 

где sign Е: = Е:+ -Е1- - сигнатура поперечного вектора напряженности 

электрического поля на собственном критическом сечении; верхний индекс 

«+» означает, что Е: берется при kr = (kr)кp со стороны kr ;;,, (kr)кp, а индекс 

«-» - со стороны kr ,;;:; (kr)кp, индекс «v» означает пару индексов «тп» для 

Етп·волн. Для каждой Н,,,п·волны вектор Hi_ претерпевает разрыв на собст
венном критическом сечении, определяющий эквивалентный электрический 

поверхностный ток плотностью 

(5.78) 

Здесь индекс «µ» означает пару индексов «тп» для Н.пп·ВОЛН. При этом вектор 

Ei_ на собственном критическом сечении непрерывен. 
Таким образом, собственные волны рассматриваемых волноводов содержат 

вторичные источники в виде эквивалентных поверхностных токов (5.77) и (5.78) 
на собственных критических сечениях. 

Следует отметить, что поверхностные электрические и магнитные токи вво

дятся как эквивалентные всякий раз, когда рассматриваемое электромагнитное 

поле претерпевает разрыв на некоторой поверхности S. Тем самым создается 
возможность и поверхностные токи задавать не явным образом, а в виде значе

ний скачка тангенциальных компонент вектора Е _j_ или Н _j_ на какой-либо по

верхности. В общем случае наличие источника электромагнитного поля в сво

бодном пространстве можно установить по характерному разрыву непрерывно

сти поля, или сигнатуре. Эти разрьmы, накладывающиеся на решение уравнений 

Максвелла, можно считать факторами, создающими поля излучения. В данном 
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случае поверхностью, на которой происходит скачок соответствующей танген

циальной составляющей поля, является критическое сечение (kr)кp = ✓11(11 + 1). 

Таким образом, физический процесс образования эквивалентных электриче

ского и магнитного токов на критическом сечении - разрыв соответствующего 

тангенциального поля. 

Следуя и далее принципу эквивалентности, будем рассматривать собствен
ный сферический лист эквивалентного магнитного тока на критическом сечении 

как источник Е,пп-волн, а собственный сферический лист эквивалентного элек
трического тока - как источник Нтп-волн. Воспользовавпrnсь теоремой Умова -
Пойнтинга в комплексной форме для каждого собственного типа волны, полу

чим 

1 J {J~ 
2k2 J~* 

(5.79) 

s"P 

где Wfi и W;1 - средние за период значения запасенных магнитной и электри

ческой энергий собственной волны в объеме V, ограниченном поверхностью S; 

dSкp = (kr)~ sin tt da dtt, dS = r2 sin tt da dtt. 

В левой части выражения (5.79) стоят члены, которые определяют мощ
ность, отдаваемую эквивалентным источником 11-го типа волны. Выражения, 

стоящие в правой части, показывают, куда расходуется энергия источника. Пер

вый член в правой части определяет реактивную мощность, накапливаемую в 

данном объеме, второй член - мощность, излучаемую через поверхность S ( он 
является комплексным, как и левая часть выражения (5.79)). Действительные 
части этих выражений равны и определяют излученную мощность: 

ртt = Re-1-f {J~ 
I 2k2 J3* µ 

v*} H _j_ _ 1 тt тt* 
µ dSкp - Re- f [E _j_, H _j_ ]е, dS. 

E_j_ 2 s 
(5.80) 

sкр 

Подставляя выражения (5.63), (5.64), (5.69), (5.71), (5.77), (5.78) в (5.80), по
лучаем 

2 
V 11 12 k .2 P"i, =- А -Jv[(kr)кp]; 

2 Z0 

Pf_ = _!_JBJ2 k2Z0ji[(kr)кp]. 2 
(5.81) 

Выражение (5.80) отражает известный факт: излучаемая мощность может 
быть рассчитана либо методом наведенных ЭДС или МДС (первый интеграл в 

(5.80)), либо методом вектора Пойнтинга (второй интеграл в (5.80)). Оба метода 
дают один и тот же результат (5.81). Следовательно, критические сечения неод-
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породных волноводов со сферическими направляемыми волнами можно рас
сматривать как излучающие поверхности с распределением эквивалентных 

плотностей токов, определяемых выражениями (5.77), (5.78). 
Конический волновод. В сферической системе координат с началом в вер

шине конуса и углом раствора 2у конический волновод представлен схематиче
ски на рис. 5.35, а. Потенциалы И и V в этом случае определяются выражением 
(5.69), в котором 

где т = О, 1, 2, ... Компоненты поля определяются выражениями (5.63) и (5.64). 
Удовлетворение граничных условий на внутренней идеально проводящей по-

верхности конуса в~l>Э=у = О и Etl,э:y = О приводит к уравнениям для определе-
ния собственных значений v для Етп-волн и µ для Нт11-волн 

(5.82) 

Определение корней этих уравнений при нецелых значениях v и µ представляет 
собой сложную математическую проблему. Поэтому при решении прикладных 

задач технической электродинамики и антенн широко используется аппрокси-

мация сферических присоединенных функций Лежандра P;"(cosfJ) цилиндриче-

скими функциями Бесселя первого рода т-го порядка вида Pvm(cosfJ)"" 

""J 111 ( fJ..jv(v + 1)). Тогда уравнения (5.82) принимают вид 

J т ( y..Jv(v + 1)) = О; J~ ( fJ..jµ(µ + 1) )lit=y = О, (5.83) 

где штрих означает производную по всему аргументу. 

Обозначая корни первого уравнения через Атп, а корни второго уравнения 

через В,111,, получаем формуль1 для расчета собственных значений v и µ: 

V = ✓0,25 + (А,11п /у)2 -0,5; 

µ = ✓0,25 + (Втп/У)2 -0,5. 

Зависимость собственных значений для несколь

ких первых типов волн от угла у представлена на 

рис. 5.37. Последовательность возбуждения типов 

волн совпадает с последовательностью их возбужде

ния в круглом волноводе. Основным типом волны яв

ляется Н11 , а ближайшим к нему- F.o,. Однако следу
ет иметь в виду, что в коническом волноводе волны 

сферические и каждый последующий тип волны рас

пространяется со своего критического сечения: 

16 

о 

~ 
Е11~~ 

t:-:-"1elt""="l<'tl -:--:-Но1 Х а 

30 60 у' 

Рис. 5.37. Зависимость соб
ственных значений для не

скольких первых типов 

волн от угла 'У 
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(kr)~P = ✓v(v + 1) = А,1111 /у; (kr)~P = ✓µ(µ+ 1) = В11111 /у. 

При известных собственных значениях и собственных критических сечени

ях все соотношения и формулы для параметров конического волновода, полу
ченные выше, принимают конкретный вид. 

Коаксиальный конический и биконический волноводы. В сферической 

системе координат с началом в вершинах конусов коаксиальный конический и 

биконический волноводы схематически представлены на рис. 5.35, б, в. Если в 
биконическом волноводе обозначить у= Yi, у2 = п -у1 , то фактически рассмат

ривается одна и та же электродинамическая структура. Основная низшая волна -
Т -волна и ее волновые параметры обсуждались выше. Рассмотрим высшие типы 
волн. Выражения для потенциалов И и V имеют вид (5.69), где 

¼т ( cos t}) = Р11"' ( cos t}) + C11Q~' ( cos t}), т = О, 1, 2, ... 

Компоненты поля определяются выражениями (5.63) и (5.64). Удовлетворение 
граничным условиям на идеально проводящих поверхностях конусов 

E~I = О, E~I-•- = О приводит к характеристическим уравнениям для оп-
~1 (f2 v-'Y1 ,'У2 

ределения собственных значений v и µ: 

Pvm ( COS У2 )Q:' ( COS У1) - Pvm ( COS У1 )Q:' ( COS У2) = О; 

Рµт' (cos Y2)Qµ' (cos У1) - Pµm' (cos У1 )Qµ' (cos У2) = О, 
(5.84) 

где штрих означает производную по углу t}. Поскольку получить аналитические 

выражения для корней этих уравнений не представляется возможным, обычно в 

литературе приводятся результаты численных исследований и представляются 

графические зависимости параметров v и µ от разности углов у 2 - у1 . Анализ 
этих зависимостей показывает, что Нтгволны ведут себя как и аналогичные 

волны в регулярном коаксиальном волноводе: с уменьшением разности углов 

у2 -у1 их собственные значения монотонно уменьшаются, что приводит к 

уменьшению расстояния от вершины конусов до собственного критического 

сечения. Зависимость параметров v и µ от угла Yi при разных значениях У2 пока
зывает, что при у2 • О наблюдается разрежение спектра собственнь~х волн, т. е. 

увеличение расстояния между критическими сечениями. При у1 • О внутрен

ний конус наибольшее влияние оказывает на симметричные электрические Ео11-
волнь1. На несимметричные Е11111-волны его влияние сказывается меньше. Харак
терной особенностью несимметричнь~х магнитных Нт11-волн являются провалы в 
зависимостях µ = µ(у1 ), так что одному и тому же собственному значению соот-
ветствуют различные значения у1 • В поведении Нт1-волн в биконическом волно
воде, так же как и в коаксиальном регулярном, наблюдается особенность, за

ключающаяся в том, что с уменьшением значения у1 собственные значения для 
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Нтгволн увеличиваются, тогда увеличивается и значение критических сечений 

(kr)~ (т. е. критическая длина волны Акр уменьшается) и, следовательно, при 

уменьшении угла Yi до некоторого значения эта волна из распространяющейся 
превратится в затухающую. Аналогичная особенность отмечена и в поведении 

Нтп-ВОЛН. 

Квазипирамидальный волновод. В сферической системе координат с на

чалом в вершине биконической структуры квазипирамидальный волновод полу

чается заменой пирамидального волновода сектором биконического волновода, 

ограниченного двумя плоскими стенками (см. рис. 5.35, г). Выражения для по

тенпиалов И и Vимеют вид (5.69). Собственные значения v иµ определяются из 
уравнений (5.84), в которых вместо т подставляется Рт = тп/(2а0), вместо У1 - у, 

а вместо у2 - 1t - 'У· Если угол раствора по координате а выбрать так, чтобы 

п/ (2а0) было целым числом, то Рт будут целыми числами и весь анализ, прове

денный для биконического волновода, будет справедлив и в случае пирамидаль

ного волновода. Собственные значения v и µ тогда определяются численными 
методами, а критические сечения для каждого типа волны - формулами 

(kr)~ = ✓v(v+l); (kr)~ =-Jµ(µ+l). 

При известных собственных значениях и собственных критических сечени

ях все соотношения и формулы для параметров квазипирамидального волновода 

(5.73)- (5.76), (5.81) принимают конкретный вид. 
Сферический волновод. Свободное пространство можно рассматривать 

как неоднородную область распространения сферических электромагнитных 

волн или как сферический волновод (см. рис 5.35, д). Распространение электро

магнитных волн происходит в направлении орта er, а сечениями, поперечными 
относительно этого направления, являются полные сферические поверхности r = 
= const. Потенпиалы И и V имеют вид (5.69), где Рт = т = О, 1, 2, ... , (п -1), 

11 = п = 1, 2, 3, ... , т. е. т < п, а 

L~m ( COS 1'}) = Р,;п ( COS 1'}) 

представляют собой присоединенные полиномы Лежандра. Критические сече

ния определяются выражением ( kr) кр = ,J п( п + 1). При известных собственных 
значениях и собственных критических сечениях формулы для параметров сфе

рического волновода (5.73)- (5.76), (5.81) принимают конкретный вид. Основ
ной низшей волной в сферическом волноводе является электрическая Е01-волна, 

для которой критическое сечение (kr)~ = ✓2. 
Неоднородные волноводы с цилиндрическими направляемыми волна

ми. В цилиндрической системе координат (см. § П.2) q1 = z, q2 = r, q3 = а, 

hi = 1, ~ = 1, 1zз = r и условия Бромвича выполняются. Решение уравнений 
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Максвелла можно получить в виде суперпозиции «электрических» и «магнит

ных» типов волн, составляющие которых определяются через потенциальные 

функции U и V в соответствии с (5.63) и (5.64). Термины «электрические» 
(«Е,,,,,») и «магнитные» («Нт,,») взяты в кавычки. Это означает, что данное раз

биение не соответствует принятой волноводной классификации, т. е. координата 

z не совпадает с направлением распространения волн. Последние являются ци

линдрическими и распространяются в направлении радиальной координаты r. 
Функции U и V удовлетворяют уравнению (5.65), которое в данном случае пред
ставляет собой уравнение Гельмгольца 

ЛИ +k2U =О; ЛV + k 2V =О, 

где Л - оператор Лапласа в цилиндрической системе координат. 

Согласно методу Фурье (метод разделения переменных) для этих уравнений 

получаем частные решения для потенциалов U и V в виде: 

U} {А } sin ( mn)cos( пп) = ZP (hr) Рта+- . g"z +- , 
V В т cos 2 sm 2 

(5.85) 

где h2 = k2 
- g;, р,,,, g,, - собственные значения, определяемые из граничных 

условий (g,, = О) для клиновидного волновода (см. рис. 5.35, е); g,, = nn/(2l) -

для секториального (см. рис. 5.35, ж) и радиального (см. рис. 5.35, з) волноводов 
высотой 2/; п - целые числа, включая О, для волн «электрического» типа; п ::/:- О -
для волн «магнитного» типа; Рт= т - целые числа в случае радиального вол

новода (включая О - для волн «магнитного» типа и т ::/:- О - для волн «элек

трического» типа); Рт= тп/(2а0) - собственные значения для клиновидного и 

секториального волноводов с углом раствора 2ао; ZPm (hr) - радиальная зависи

мость, выражающаяся через функции Бесселя в соответствии с граничными ус

ловиями по радиальной координате. Функция ZPm (hr) удовлетворяет уравне-

нию Бесселя, и чтобы выполнить условие ограниченности поля при hr • О, не

обходимо радиальную зависимость представить в виде функции Бесселя первого 

рода J Рт (hr), а чтобы удовлетворить условию излучения поля при hr • 00, не-

обходимо ZPm (hr) представить в виде функции Ханкеля второго рода H~~(hr) 

(временная зависимость ejrot, рассматриваются прямые волны). В переходной 
области требуется дополнительное исследование. 

Если представить Z р,,. ( hr) = R Рт ( hr) / ~, то от уравнения Бесселя для 
ZPm (hr) перейдем к уравнению вида (5.70) для функции RPm (hr) (где х = kr, 

y=RPm(hr), f(x)=1-x5/x2
, x0 =1-(p;,-0,25)/(hr)2

). Графически функция 

f(x) представлена на рис. 5.36. В точке поворота (х=.хо =(hr)кp =✓ р;, -0,25, 
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Рт > 0,5) меняется характер решения так, что при х < х0 решение уравнения 
(5.70) описывает процесс затухания волны, а при х > х0 - процесс распростра

нения волны, т. е. hr = (hr)кp является критическим сечением рассматриваемых 
неоднородных волноводов с цилиндрическими направляемыми волнами. 

Таким образом, радиальную зависимость поля ZPm (hr), удовлетворяющую 

условию ограниченности при hr • О, условию излучения при hr • оо и яв

ляющуюся непрерывной при hr = (hr )кр, следует записать в виде 

{
H(2)[(hr)кp]J Рт (hr) при hr ~ (hr)кp, 

z (hr) = Рт 
Рт J [(hr)кp]HC2\hr) при hr;,, (hr)кp-

Pm Рт 

(5.86) 

Поперечные ( относительно направления орта е, по координате r) состав
ляющие электромагнитного поля Е _1_ , Н _1_ представляют собой суперпозицию 

поперечных составляющих электромагнитного поля волн «Е,п,,» и «Нт,,» 

Е_1_ = LE~ + LEi; н_\_ = Lн~ + Lнi. 
V µ V µ 

Из выражений (5.63) и (5.64) имеем 

v 1 д2И (д2И 2 ) v . дИ EJ_=---ea+ - 2- +k И ez; H _l_ =-J(l)fa-ea; 
r дzда. дz дr 

µ _ . дV . µ _ 1 д2V (д2V 2 ) Ej_ - 1roµa-ea, H j_ ----еа + --
2 

+k V ez. 
дr r дzда. дz 

(5.87) 

Здесь еа, ez - орты по координатам а, z. 
«Постоянная» распространения собственных тmюв волн k0 определяется ло

гарифмической производной радиальной зависимости аналогично (5.73): 

jhZ~ (hz) 
k0 = - "' , (5.88) 

ZPm (hz) 

где штрих означает производную по всему аргументу. Если учесть выражение 

(5.86), то из (5.88) следует, что при hr < (hr)кp k0 - мнимая величина, представ-

ляющая собой коэффициент затухания соответствующего типа волны; при 

hr > (hr)кp ko - величина комплексная, причем действительная ее часть Rek0 -

фазовая постоянная, а мнимая часть 1m k0 - коэффициент затухания. Восполь

зовавшись асимптотическим представлением функции Ханкеля нC2\hr), при 
Рт 

hr • оо получаем k0 = h, а при (hr)кp • оо 

k k l
_g; _p;,-0,25 

о = k2 (kr)2 
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Необходимо отметить, что большие значения (hr)кp соответствуют малым 

углам раствора <XQ, либо высшим типам волн, т. е. фактически малой кривизне 

фазового фронта волны. 

Волновые сопротивления для волн «Етп» и «Нтп» определяются соответст

венно выражениями 

z - Zoh2. 
O«E»-il' 

о 

z -- Zokko 
О«Н» - h2 

Фазовая скорость vФ и длина волны в системе Л собственного типа волны 

определяются соответственно формулами 

V =_!О_= 2:c l.fь. · н<2) (hr)l2 ; 
Ф Reko 2 Рт 

(5.89) 

Л = ~ = _!.лl.Jь. · н<2) (hr)l2 , 
Reko 2 Рт 

(5.90) 

где с - скорость света. При выводе этих формул использовались выражение 

(5.88) и выражение в нижней строке формулы (5.86). 
Следует отметить, что низшим типом основной волны радиального волно

вода является Т-волна, для которой k0 = k, Zт = Z0 , критическое сечение от

сутствует, т. е. Т -волна может распространяться вдоль направления распростра

нения волны с фазовой скоростью v Ф = с и длиной в системе Л = л. 
Энергетические характеристики собственных цилиндрических волн не

однородных волноводов. Воспользовавшись выражениями для составляющих 

поля (5.63), (5.64) с учетом соотношений (5.85) и (5.86), можно убедиться, что 
для каждой собственной волны типа «Етп» касательные составляющие вектора 

напряженности электрического поля Е: на собственном критическом сечении 

непрерывны, а касательные составляющие вектора напряженности магнитного 

поля Ei_ претерпевают разрыв, определяющий эквивалентный электрический 

поверхностный ток плотностью 

J~ = [е,, sign H : ]. 

Для каждой собственной волны типа «Нтп» касательные составляющие век

тора Ei_ претерпевают разрыв и в этом случае эквивалентный магнитный по

верхностный ток 

1; = -[е,, sign Ei_]. 

При этом касательные составляющие вектора напряженности магнитного поля 

Hi на собственном критическом сечении остаются непрерывными. Результи
рующие выражения для этих плотностей токов имеют вид 
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JZ} = 2kh [АУ0 sin (р а+ mn)cos(g z + n1t)]e J: 1t(hr)кp BZ0 cos т 2 sin п 2 z• 

где У0 = 1/ Z0 - волновая проводимость свободного пространства. 

Таким образом, собственные волны неоднородных волноводов с цилиндри
ческими направляемыми волнами содержат вторичные источники в виде экви

валентных поверхностных токов на критических сечениях. 

Следуя и далее принципу эквивалентности, будем рассматривать собствен

ный цилиндрический лист эквивалентного электрического тока на критическом 

сечении как источник «Етп»-волн, а собственный цилиндрический лист эквива

лентного магнитного тока - как источник «Нтп»-волн. Воспользовавшись тео

ремой Умова - Пойнтинга в комплексной форме для каждого собственного ти

па волны, аналогично выражению (5.79) получим 

_L dS =·2ro(Wmп_wmп)+_!_f[Emп нтп*]еdS Ev} 
µ * кр ] Н Е 

2 
_L , _L r · 

Н_1_ s 

Здесь dS = r da dz; dSкp = (hr)кp da dz, откуда излучаемая с критического се

чения мощность 

Здесь 

Клиновидный волновод. В цилиндрической системе координат клиновид

ный волновод с ребром вдоль оси z и углом раствора 2ао схематически показан 
на рис. 5.37, е. Компоненты Ez, Н" На электромагнитного поля собственных волн 
типа Ето определяются через скалярный потенциал И выражения (5.85), в кото
ром следует принять п = О, g 11 = О, h = k. Собственные значения 

Рт =m1t/(2a0 ) определяются из граничного условия Ezla=±ao = О. Критические 

сечения определяют из выражения (kr)кp = .J р~, -0,25. При известных собст
венных значениях все соотношения и формулы для параметров клиновидного 

волновода, полученные выше, принимают конкретный вид. На рис. 5.38 пред

ставлены зависимости собственных значений Рт от угла ао для первых низших 
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Рис. 5.38. Зависимости 
собственных значений Рт 

от угла О{) для первых низ

ших типов волн «Е10», 

«Е20» и «Езо» 

5. Волноводы 

типов волн «Е10», «Е20», «Ез0». Плотности эквива

лентных электрических поверхностных токов на кри

тических сечениях 

э 2Ak2 . ( m1t) Jто =-----sш р,,.а+- ez. 
7t(kr)кpZ0 2 

Эги плотности токов обратно пропорциональны элек

трическому расстоянию до критического сечения (kr) кр. 

При (kr)кp • оо амплигуды этих токов становятся ма

лыми. Мощность, излучаемая с критического сечения 

k3N2 
р,тО = --v JAJ2 1 2 [(kr) ]. 

L 1tZ Рт кр 
о 

Секториальный волновод. В цилиндрической системе координат сектори

альный волновод с углом раствора 2ао и высотой 21 схематически представлен 
на рис. 5.35, ж. Компоненты электромагнитного поля определяются через по
тенциалы И и V по формулам (5.87) с учетом выражения (5.85), где 

Рт = m1t/ (2а0 ), g п = n1t/ (2/) (т, п - целые числа) определяются из граничных 

условий на идеально проводящих внутренних поверхностях волновода. Крити-

ческие сечения определяются выражением (hr)кp = .J р~ -0,25. Волновые пара
метры <<Ет0»- волн были рассмотрены выше. Они такие же, как и в клиновидном 
волноводе. Волновое сопротивление «Нто»-волн Zон определяется при gn = О и 
равно Z 0k0 /k, причем в выражении для k0 вместо h следует подставить k. 

Волны Еоп и Ноп для действительных значений hr критических сечений не 
имеют. Их волновые сопротивления определяются соответственно как 

z - Zoh2. z - Zokko 
О«Е» - kk ' О«Н» ---,;z-· 

о 

Волны <<Етп» и «Нтп» являются гибридными, поскольку у них Е, * О, Н, * О. 
Радиальный волновод. В цилиндрической системе координат радиальный 

волновод представляет собой две плоскости с расстоянием между ними 2/ ( см. 
рис. 5.35, з). Компоненты электромагнитного поля определяются потенциалами 
И и V по формулам (5.87) с учетом выражения (5.85), где собственные значения 
Рт = т, gn = пп/(2!) (т, п - целые числа) определяются из граничных условий 

на идеально проводящих внутренних поверхностях волновода. Критические се-

чения вычисляют по формуле ( hr) кр = -J т 2 
- 0,25. Анализ волнового процесса 

аналогичен тому, который был проведен для секториального волновода. Однако 
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здесь основным низшим типом волны является Т-волна, для которой k0 = k, 

Zт = Z0 , а критическое сечение отсутствует. 

5.11. Ступенчатые и плавные переходы 

Отрезки нерегулярных линий передачи сверхвысоких частот находят приме

нение в качестве фиксированных трансформаторов полных сопротивлений. Та

кими трансформаторами являются ступенчатые и плавные переходы, с помощью 

которых осуществляется согласование двух линий передачи с различными вол

новыми сопротивлениями. Основным достоинством ступенчатых и плавных 

трансформирующих переходов является широкополосность, достигаемая за счет 

увеличения длины перехода и подбора его профиля. 

Ступенчатый переход. Ступенчатым переходом называют каскадное со

единение п отрезков передающей линии («ступенек»), имеющих одинаковую 

длину l (как правило, l = лJ4) и различные волновые сопротивления Z;. Число 
ступенек в переходе на единицу меньше числа скачков воmювого сопротивления. 

На рис. 5.39 изображен двухступенчатый переход, включенный между дву
мя прямоугольными волноводами, а на рис. 5.40 - схема п-ступенчатого пере

хода, соединяющего две линии передачи с волновыми сопротивлениями Z..1 и Zв2-
Строгая теория ступенчатых переходов весьма громоздка и при числе сту

пенек, большем четырех, практически применима, если расчет проведен на 

ЭВМ. Приближенная теория, не учитывающая повторных отражений, справед

лива, когда перепад волновых сопротивлений согласуемых линий не слишком 

велик (не превышает 10). 
Согласно приближенной теории отраженная волна на входе п-ступенчатого 

перехода является суммой волн, отраженньrх от каждой ступеньки (см. рис. 5.40): 

где 

г = Г + Г - 2jf31+ + Г - 2jnf3l ~ о 1е ... ,,е , 

.. . , Г,, = Zв2 -z,, 
Zв2 + z" 

(5.91) 

(5.92) 

Коэффициенты отражения Г 0, Г 1, ••• , Г п и число ступенек следует подобрать 

так, чтобы в рабочей полосе частот модуль суммарного коэффициента отраже

ния не превышал заданного значения Г max: 

(5.93) 

Предположим, что удалось так подобрать ко

эффициенты Гк, чтобы удовлетворялось неравенство Рис. 5.39. Двухступенчатый 
(5.93). Зная эти коэффициенты, по формулам (5.92) переход 
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Zв2 

~ 
--~п-я ступень 

' 

' Zв1 : 1 

: / : ,-
г,7I 

Г2~ 
Рис. 5.40. Схема перехода волновых сопротивлений 

можно определить волновое сопротивление каждой ступеньки в переходе. 

В свою очередь, величина волнового сопротивления линии однозначно связана с 

размерами ее поперечного сечения. В результате полностью определяется кон

струкция ступенчатого перехода. 

Для решения задачи синтеза ступенчатого перехода необходимо задать функ

цию, описьmающую зависимость IГ LI от частоты. Эта зависимость всегда поли
номиальна. Обычно применяют две разновидности полиномов: чебышевские по

линомы и полиномы Баттерворса. Соответственно различают чебьппевские сту

пенчатые переходы и переходы с максимально плоской характеристикой. 

Коэффициент отражения от входа ступенчатого перехода с максимально 

плоской характеристикой в пределах полосы согласования задается в виде 

(5.94) 

Параметр А находится из условия, что на граничной частоте / 1 полосы согласо

вания IГLI = Г max, Т. е. 

Г max 

Рис. 5.41. Зависимость IГ 1: I 
от частоты f при монотон
ном характере изменения 

коэффипиента отражения: 

1-п= 1; 2-n=2;3-n=4 

(5.95) 

Зависимость IГ LI от частоты при различных 

значениях п (число ступенек) представлена на 

рис. 5.41. Условие (5.95) должно выполняться также 
и на частоте Л, поэтому 

что эквивалентно равенству 

(5.96) 
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Подставляя в (5.96) Р, = 2тс/ л1 и Р2 = 2тс/ Л2, находим длину ступеньки 

l = л,л2 ло 
2(л1 + л2 ) 4 ' 

'1 2л,л2 
где ло = --- - длина волны в линии передачи на некоторой частоте fo, 

л, +л2 

называемой центральной. 

Правая часть выражения (5.94) может быть преобразована к виду 

п (ej~l+e-j~l)n l(l+e-2j~l)n1• 
I Г~l=AlcosPll =А --- =А--- = 

2 2n 

-1~ А..!!_ -2j~l Ап(п-1) -4j~l ~ -2jn~l1 - + е + ---е + ... + е . 
2n 2n 2п2! 2n 

(5.97) 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых экспоненциальных множителях 

в правых частях (5.91) и (5.97), находим коэффициенты отражеюm от ступенек: 

А 
Г1 =Гп-~ =-п, 

2n 
Г -~ п(п - 1) 

2 - 2n 2! , 

Число ступенек в переходе 

1 [г 1Zв12 +11] g maxz 1 
п = в12 -

lglcosP1ll 
где Zв12 = Zв2 - Zвl· 

На рис. 5 .41 видно, что коэффициент отражения от входа ступенчатого пе

рехода с максимально плоской характеристикой возрастает монотонно по мере 

приближения к граничным частотам полосы согласования. Поэтому фазовая ха

рактеристика этого перехода близка к линейной. 

Важным достоинством этого ступенчатого перехода является слабая зависи

мость его параметров от погрешностей, неизбежных при изготовлении. Это объ

ясняется тем, что почти во всей полосе согласования коэффициент отражения от 

входа перехода существенно меньше заданного значения. Обычно рассчитывают 

ступенчатый переход на несколько большую полосу согласования, чем необходи

мо. Тогда небольшое увеличение числа отражений, обусловленное погрешностя

ми изготовления, повлечет за собой увеличение значений коэффициентов отраже

ния вьппе допустимых лишь на частотах вне требуемой полосы согласования. 

• Формула преобразования: 

(1+ )q=l+ +q(q-1) 2+ +q(q-1) ... (q-k+l) k+ 
х qx х ... х ... 

2! k! 
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Рис. 5.42. Зависимость IГ 1: 1 

от частоты/при колебатель

ном характере изменения 

коэфф~щиента отражения: 

1-п = 1; 2-п =2;3-п =3 

5. Волноводы 

Ступенчатый переход с максимально плоской 

характеристикой не является оптимальным по дли

не. Чтобы получить переход меньшей длины, необ

ходимо отказаться от монотонного характера изме

нения функции IГ LI и перейти к колебательному, 

как показано на рис. 5.42. Подобную характеристику 
имеет чебьШiевский ступенчатый переход, у которого 

IГ l=Гlт. (cosPl)I L maxn А[' cos,_.1 

{
cos(narccosx) при lxl ~ 1. 

где Тп(х) = ch(narchx) при lxl ~1 
- полином 

Чебьппева первого рода п-го порядка. 

Методика синтеза чебьппевского перехода мало отличается от изложенной 
выше методики синтеза перехода с максимально плоской характеристикой. По

этому не будем на ней останавливаться. 

Можно показать, используя свойства полиномов Чебышева, что и при за

данных перепаде волнового сопротивления, значении Г max и полосе согласова

ния (fi - fz) чебышевский ступенчатый переход обладает наименьшей по срав
нению с шобым другим переходом длиной. Недостатками чебышевского ступен
чатого перехода являются нелинейность фазовой характеристики и существенная 

зависимость параметров от то'Пlости изготовления перехода. Последнее объясня

ется тем, что у чебышевского ступенчатого перехода IГ L 1 = Г max не только на 

краях полосы согласования, но и на многих частотах в полосе согласования. 

Плавный переход. В плавном переходе в отличие от ступенчатого волновое 

сопротивление линии передачи меняется не скачками, а непрерьmно вдоль всей 

длины перехода, т. е. плавный переход является нерегулярной линией передачи, в 

которой волновое сопротивление Z есть функция продольной координаты. Теоре
тически плавный переход можно рассматривать как предельный случай ступенча

того перехода со ступеньками бесконечно малой длины и высоты (рис. 5.43). 
Рассмотрим две разновидности плавного перехода. 

Экспоненциальный плавный переход. Такое название получил переход, у ко

торого волновое сопротивление изменяется по экспонеlЩИальному закону 

где v - постоянная, а модуль коэффициента отраже

ния равен 

1 

1 

-·-+·+--\-+-·--, 1 z 
1 
1 
1 

Рис. 5.43. Аппроксимация 
плавного перехода сту

пеньками 
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Рис. 5.44. Экспоненциальный плавный переход 

Экспоненциальный плавный переход может иметь вид, показанный на 

рис. 5.44. Прямоугольные волноводы, имеющие одинаковые широкие размеры а 
и разные узкие размеры сечения Ь1 и Ь2, согласуются с помощью металлических 

вкладышей экспоненциального профиля. 
Частотная характеристика экспоненциального плавного перехода показана 

на рис. 5.45 (кривая J). Она весьма несовершенна. Зачастую заданный допуск на 
рассогласование достигается лишь после пятого-шестого «всплеска» характери

стики, т. е. длина перехода должна быть порядка (2,5 ... 3,О)л.2 (где~ - длинно
волновая граница рабочего диапазона). Такая длина значительно больше опти

мальной длины плавного перехода. Преимуществом экспоненциального плавно

го перехода является простота расчета и изготовления; в коаксиальном варианте 

он практически совпадает с линейным конусом. 

Компенсированный экспоненциш~ьный плавный переход. Характеристика, 

близкая к чебышевской, может быть сформирована путем некоторых улучшений 

экспоненциальной линии. Компенсированным экспоненциальным плавным пе

реходом называется переход, в котором 

Z(z) = Zвt. ev(z+a1l sin21tz /l ) . 

Модуль коэффициента отражения от входа перехода равен 

sin Bl 1 (Bl)
2 

1 IГ LI = ln(Z8 2 - Zвt) -- 1 + 21ta1 2 2 • 
2вz фl) -7t 

Хорошие результаты получаются в том случае, когда коэффициент а1 выбран 
таким образом, чтобы в какой-либо из точек кривой, представленной на рис. 5.45, 

IГr l 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

о 7t 2rc Зrс 4тс ~/ 

Рис. 5.45. Частотная характеристика экспоненциального плавного перехода: 
1 - простого; 2 - компенсированного 
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где у обычного экспоненциального плавного перехода имеет место «всплеск» 

коэффициента отражения ( ~l = 51t! 2, 71t/ 2, ... и т. д.), у компенсированного 
экспоненциального плавного перехода имело место полное отсутствие отраже

ний. Частотная характеристика компенсированного экспоненциального плавно-

го перехода показана на рис. 5.45 (кривая 2). При (Zв2 - Zв1) = е2 и Г max ~ 0,05 

дзшна компенсированного экспоненциального плавного перехода прибзшзительно 

равна л, тогда как обычный экспоненциальный плавный переход имеет ДJШНу ЗОл. 
Кроме рассмотренных выше переходов применяют плавные переходы с ве

роятностной, чебыmевской и некоторыми другими частотными характеристика

ми. Чебышевский плавный переход получается как предельный случай чебы

шевского ступенчатого перехода, в котором неограниченно увеличивается число 

ступенек и одновременно стремится к нулю длина ступеньки. Аналогичным об

разом от ступенчатого перехода с максимально плоской характеристикой можно 

перейти к плавному переходу, у которого характеристика коэффициента переда

чи близка к кривой Гаусса, известной из теории вероятности. Как и в случае 
ступенчатых переходов, чебышевский плавный переход является самым корот

ким из всех плавных переходов. Компенсированный экспоненциальный плав

ный переход лишь незначительно длиннее чебышевского плавного перехода. 

Сравнение плавных и ступенчатых переходов показывает, что при заданных 

значениях Г max и (Z82 -Z01 ) плавный переход всегда длиннее ступенчатого. 

5.12. Волноводы, содержащие намагниченные ферриты 

Уравнения Максвелла в условиях гиромагнитной среды. Будем исполь

зовать обобщенно-цилиндрическую ортогональную систему координат (~, 11, z). 

Направление распространения электромагнитной волны будем считать совпа

дающим с продольной осью z. Закон изменения составляющих поля в зависимости 
от координаты z и времени примем для прямой волны в форме ехр j( rot - ~z) , где 
~ - фазовая постоянная. Волновой множитель ехр j( rot - ~z) с целью упрощения 
записи в дальнейшем будем всюду опускать. 

Уравнения Максвелла в условиях гиромагнитной среды при отсутствии сто

ронних источников и для гармонических во времени процессов имеют вид 

rotll = jroD; rotE =-jroB, (5.98) 

где векторы электрической и магнитной индукций D, В связаны с векторами на
пряженностей электрического и магнитного полей Е, Н посредством соотношений 

D=eaE; В= µаН. 

Здесь Ва, µа - диэлектрическая и магнитная проницаемости гиромагнитной 

среды, причем µа = µo (µ;k ). 



5.12. Вошюводы, содержащие намагниченные ферриты 257 

Тензор магнитной проницаемости имеет следующий вид: 

• в случае продольного намагничивания (когда направление постоянного 
магнитного поля совпадает с направлением распространения волны Н0 = Hoz ) 

(µ;k) =(j~a -:а ~ J; (5.99) 

О О µz 
• в случае поперечного намагничивания (когда Н0 лежит в плоскости, пер

пендикулярной направлению распространения, например Н0 =Нот~) 

(µ;k) = ( .~ : -ji•J· (5.100) 

Jµa О µ 
С учетом оговоренных выше условий проекции уравнений Максвелла (5.98) 

на оси координат(~, ТJ, z) примут следующий вид: 

• в случае продольного намагничивания 

1 (дНz ·А ) . lzri дТj + J.-,hriHri = JffiEaE~; 

~ ( j~~H~ + д;z) =- jroEaEri; 

~~ [ :~ (lzriHтi)- ~ (~Н~)] = jroEaEz; 

~ ( д;z + j~lzriEri) = - jroµo (µН~ - jµaHri ); 

~ (д;z + j~h~E~ )= jroµo (jµaH~ +µНт~); 

h~~ [:~ (hriEтi)- ~ (h~E~)]=-jroµoµ zH z; 

(5.101) 

(5.102) 

• в случае поперечного намагничивания справедливы формулы (5.101) и 

~ ( д~ + j~JiriEri) = - jroµo (µН ~ - jµaH z ); 

(5.103) 
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Ео ·.·:. 
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5. Волноводы 

х 

Рис. 5.46. Прямоугольный волновод с поперечно намагюrченной ферри
товой пластиной в декартовой системе координат: 

1, 2, 3 - частичные области 

Из формул (5.101)- (5.103) после ряда преобразований можно получить вы
ражения поперечных составляющих электромагнитного поля через продольные, а 

также систему двух линейных дифференциальных уравнений второго порядка 
(или два независимых волновых уравнения) относительно продольных состав

ляющих. Эти уравнения запишем далее в конкретных координатных системах 

(декартовой и цилиндрической) при рассмотрении наиболее важных с практиче

ской точки зрения продольно регулярных волноводных структур: прямоугольного 

волновода с поперечно намагниченной пластиной и круглого волновода с ферри

том, намагниченным продольным и азимутальным (кольцевым) полем. 

Прямоугольный волновод с поперечно намагниченной ферритовой 

пластиной. Эта задача является координатной в декартовой системе координат 

(х, у, z) (рис. 5.46). 
Рассмотрим типы полей, характеризующиеся независимостью компонент от 

координаты у, совпадающей с направлением намагничивающего поля Н0. К та

кому типу полей относится и волна низшего типа Н10• 

Прежде всего получим в декартовой системе координат решения уравнений 

Максвелла для безграничной ферритовой среды с намагничивающим полем, 

нормальным направлению распространения, при отсутствии вариаций поля 

вдоль намагничивания. 

Положим в формулах (5.101), (5.103) 

После преобразования получим 

Е _ _ jp dEz . Н __ jroEa dEz . 
х - 2 ' у - 2 dx' 

k cy dx k cy 

Е __ jroµo(R Н - dHz )· 
У - k; JJµa z µ dx ' 

(5.103а) 

(5.1036) 
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d2Ez 2 
--2- + kcyEz = О; 
dx 

d2H z 2 -
--2- + kc1-H z - О, 

dx 

k 2 2 А2 k2 _ 2 А2. -( 2 2)/ 
где су =СО ЕаµОµу - 1-' ; с1- -СО ЕаµОµ1- -1-' , µ 1_ - µ -µа µ. 
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(5.104а) 

(5.1046) 

Как видим, имеет место распадение типов колебаний на две независимые 
груrmы: Еоп (с составляющими Ez, Ех, Ну (5.104а), (5.103а)) и Ноп (с составляю

щими Hz, Нх, Еу (5.1046), (5.1036)); индексы «О» и «п» обозначают, как обычно, 
числа вариаций поля по осям х и у соответственно. Еоп - волны «обыкновен

ные», Ноп - «необыкновенные». От гиромагнитных свойств среды полностью 

зависят только волны типа Н. 

Решения независимых волновых уравнений относительно продольных со

ставляющих электромагнитного поля (5.104а) и (5.1046) записываются через 
элементарные функции: 

Ez = Acos(kcyx)+Bsin(kcyx); 

Н z = С cos(kc1-X) + D sin(kc1-X). 

Здесь А, В, С, D - произвольные постоянные. 

Поперечные составляющие выражаются через продольные формулами 

(5.103а), (5.1036). 
Перейдем к решению задачи о свободных колебаниях прямоугольного вол

новода с поперечно намагниченной ферритовой пластиной. Сразу же отметим, 

что в таком волноводе (как и в полом прямоугольном волноводе) поля Еоп-волн 

не могут существовать, так как не удовлетворяют граничным условиям задачи. 

Действительно, все составляющие вектора Е этих полей (Ех, Ez) обращаются в 
нуль при у = О и у = 2Ь. Но поскольку д / ду = О, то вектор Е для поля Еоп-волн 
везде равен нулю. 

Используя метод частичных областей, разобьем плоскость поперечного се

чения волновода на три области (1-3 на рис. 5.46), соответствующие различным 
средам, запишем с учетом так называемых «внутренних»• граничных условий 
компоненты электромагнитного поля в областях и затем проведем сопряжение 

касательных составляющих полей на границах раздела сред. При этом получим 

систему однородных алгебраических уравнений относительно амплитудных ко

эффициентов поля. Условие совместности такой системы дает характеристиче

ское уравнение для определения постоянных распространения собственных волн 

волновода или спектра критических частот. 

• Под «внутренними» понимаются граничные условия, которым строго удовлетво
ряет каждое частное решение волнового уравнения в двумерной области. 
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Запишем «внутренние» граничные условия и тангенциальные составляющие 

электромагнитного поля в областях волновода (условие дНz 1 =0 записы-
ду у =О,2Ь 

вать не будем, так как ~=о): 
ду 

• область 1 (О ~ х ~ с), диэлектрическая среда с параметрами Еа1 = Ео и 
µ al =µо -

dHzl 1 =0; 
dx х=О 

H z1 = Ci cos(kc1x); 

jroµo . 
Еу1 = -С1 --sш(kc1x); 

kc1 

(5.105) 

• область 2 (с~ х ~с + t) , поперечно намагниченная гиромагнитная среда с 

параметрами Е2 = Еа и µ2 = µ;k (5.100)-

Н z2 = С2 cos(kc.LX) + D2 sin(kc.LX); 

Еу2 = - j~ { С2[Вµа cos(kc.LX) + µ2kc.L sin(kc.LX)] + 
kc2 

+ D2[Bµa sin(kc.LX) - µ2kc.L cos(kc.LX)]; 
(5.106) 

• область 3 (с+ t ~ х ~ 2а), диэлектрическая среда с параметрами Ез = Ео и 

µ 3 =µо -

dHzзl =0· 
dx х = 2а ' 

Н zЗ = Сз cos[kcз(x-2a)]; 

Еуз=-Сз jroµa sin[kcз (x-2a)]. 
kсз 

В формулах (5.105)- (5.107) 

k 2 2 R2 
cj =ro Ejµj-f-1, j = 1, 2, 3. 

(5.107) 

Условие непрерывности тангенциальных составляющих полей на границах 

раздела сред (областей) 
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H z1 =Hzz; Еу1 =Еу2 при х=с; 

Hz2 =Нzз; Еу2 =Еуз при x=c+ t 
(5.108) 

приводит к системе четырех линейных алгебраических уравнений относительно 
четырех неизвестных амплитудных коэффициентов поля С1 , С2, D2, С3 . Прирав

нивая нуmо определитель этой системы, составленный из коэффициентов при 

неизвестных С1 , С2, D2, С3 (условие существования нетривиального решения 
системы), получаем характеристическое (или дисперсионное) уравнение, опре

деляющее постоянные распространения ~ собственных типов колебаний Ноп 
волновода: 

cos(kc1c) 

jroµ , . 
---sш(kc1c) 

kc1 

о 

о 

-cos(kc1c) 

jro 
-т[Рµа cos(kc1.c) + 
k c2 

+ µ2kcJ. sin(kc1.c)] 

cos[kc1(c+t)] 

-sin(kc1c) 

j~ [Рµа sin(kc1.c)
kc2 

- µ 2kc.1 cos(kcJ.C)] 

sin[kc1 (с+ t)] 

jro jro 
--2-{Рµа cos[kcJ. (с+ t)] + --2-{Рµа sin[kc.l (с+ t)] + 

kc2 kc2 

+ µ2kcJ. cos[kcJ. (с+ t)]} 

о 

о 

=0. 
-cos[kcз(c +t - 2a)] 

jroµз . [k 
--sш сз Х 
kсз 

x(c+t-2a)] 

(5.109) 

Уравнение (5.109) имеет бесконечное множество корней, каждый из кото
рых соответствует определенному типу колебаний Ноп, индекс «п» в обозначе

нии волны указывает на номер корня характеристического уравнения. 

Те из полей, для которых корни уравнения (5.109) при действительных па
раметрах сред являются действительными, имеют характер распространяющих

ся волн, а остальные - ближних полей с экспоненциально убывающей ампли

тудой. Критические длины волн, соответствующие переходу волны в ближнее 

поле, могут быть определены из уравнения (5.109), если положить в нем~= О. 
Уравнение (5.109) при~ i- О содержит члены, в которые~ иµ,, входят в пер

вой степени. Поэтому смена знака ~ (изменение направления распространения 

волны) ИШ1 µ,, (изменение направления намагничивающего поля) приводит к из
менению значений корней характеристического уравнения. Другими словами, 

постоянные распространения волн или коэффициенты ослабления ближних по

лей будут различными для разных направлений постоянного намагничивания и 

разных направлений распространения. При одновременном изменении этих на

правлений (знаков ~ и µ,,) корни уравнения останутся прежними. Замена 

с µ 2а - с - t, т. е. перенос пластины в симметричное относительно оси волно-

вода положение, вызовет такое же изменение корней уравнения, как изменение 

знакаµ,, или~- При~= О значение µ,, входит в уравнение (5.109) только в квад
рате. Таким образом, критические длины волн не зависят от направления посто

янного намагничивания. 
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у 

-Но Но 
z 

х 

5. Волноводы 

Корни уравнения (5.109), соответствующие раз
личным знакам µа при неизменном знаке Р (или на

оборот) будем обозначать Р+ и р_. Величина 

для распространяющихся волн называется невзаим

ной разностью постоянных распространения. Ее дей

ствительная часть ЛА' представляет собой невзаим-Рис. 5.47. Прямоугольный f-' 

волновод с двумя симмет- ную разность фазовых постоянных (или дифференци
ричными ферритовыми альный фазовый сдвиг, приходящийся на единицу 

пластинами в декартовой длины), а мнимая часть Л~ .. - невзаимную разность 
системе координат 

коэффициентов поглощения. 
Метод частичных областей, использованный при 

выводе уравнения (5.109), можно применить для решения задач о прямоуголь
ном волноводе, содержащем несколько пластин с различными гиротропными и 

изопропными параметрами. 

Большой практический интерес представляет, например, задача о волноводе 

с двумя одинаковыми ферритовыми пластинами, расположенными симметрично 

относительно его оси (рис. 5.47). 
Как следует из уравнения (5.109), одновременное изменение направления по

стоянного намагничивания и перенос пластины в симметричное положение не из

меняют постоянной распространения. Отсюда следует, что действие двух пластин, 

намагниченных в противоположных направлениях, является «согласным», а при 

одинаковом намагничивании невзаимные эффекты уничтожаются, т. е. Л~ = О. 
Корни характеристического уравнения, соответствующего случаю двух пла

стин, изменяются при изменении направления постоянного намагничивания 

обеих пластин или направления распространения или остаются без изменения 

при одновременном изменении этих направлений. 

Невзаимный эффект, т. е. зависимость корней характеристического уравне

ния от знака р или ~. может исчезать при некоторых положениях пластин в 
волноводе. Так, для волновода с од1юй пластиной таким положением будет, в 

частности, симметричное, причем для основного типа волны Н10 оно является 
единственным. В случае волновода с двумя одинаковыми пластинами, располо

женными симметрично относительно оси волновода, постоянная распростране

ния р будет взаимной, если пластины намагничены в одном направлении. Если 

же пластины намагничены противоположно, то условие взаимности для основ

ной волны не может быть выполнено. 

Круrлый волновод с ферритом, намагниченным продольным и азиму
тальным (кольцевым) полем. Рассмотрим задачу о свободных колебаниях круг

лого волновода с осесимметричным ферритовым стержнем, намагниченным вдоль 

оси z (продольное намагничивание) или вдоль оси а (азимутальное намагничива
ние). Задача имеет строгое решение в цилиндрической системе координат (r, а, z) 
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1 

Рис. 5.48. Круглый волновод с ферритовым стержнем в цилиндрической 
системе координат: 

1, 2 - частичные области 

(рис. 5.48). Поэтому в циmrnдрических координатах получим решения уравнений 
Максвелла ДJIЯ безграничной ферриговой среды с продольным и азимутальным на

магнwшванием. Закон изменения составляющих поля в зависимости от угловой 

координаты а примем в форме ехр (}та) (это необходимо, чтобы удовлетворить 
граничным условиям в циmrnдрическом волноводе). В выражениях ДJIЯ составляю

щих электромагнитного поля (5.101)-(5.103) перейдем к циmrnдрической системе 
координат путем замен: 

i: = r· ,, = а· h, = h = 1· h = hN = r· ~ = ~ = ;·т. 
':, , '1 , '"<; r , ''11 ~ , дт~ да (5.110) 

Продольное намаmичивание. В результате преобразования формул (5.101), 
(5.102) с учетом (5.110), получим 

1 [ ·А( 2 дЕz 2 т ) Er = -- J~ kc --- ro €аµато - Ez + 
ао дr r 

(5.111) 
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Здесь 

5. Волноводы 

д 2 Е z 1 дЕ z ( 2 т 2 ) ·R µ(Х --2-+---+ kc1- --2 Ez + ]1-'Wµ zµo-H z =О; 
дr r дr r µ 

д2Нz +.!_дНz +(еµz _т2)н +1·Rcoc µс:хЕ =О 
д 2 д с 2 z 1-' а z · r r r µ r µ 

µ2+µ~ 
µ1_=--

µ 

(5.112) 

µ ± = µ ± µс:х - эффективные магнитные проницаемости среды соответственно 

для право- и левополяризованных по кругу волн. 

Из (5.111) и (5.112) следует, что волны типов Ни Е отдельно существовать 
не могут, т. е. поле распространяющейся волны является гибридным (шестиком

понентным). В дальнейшем эти волны будем обозначать (ЕН)тп (где т, п - чис

ло вариаций поля по а и r соответственно). Заrrnсью в такой форме подчеркива
ется то обстоятельство, что при вырождении гиромагнитной среды в диэлектри

ческую ( µ z • µ, µс:х • О) гибридные ВОJПIЫ (НЕ)тп и (ЕН)тп трансформируются 

в обычные воmiы Нтп и Emn· Распадение колебаний на две независимые груrmы 
волн Н.пп и Етп имеет место лишь при р = О (критический режим). 

Для решения системы уравнений (5.112) введем некоторую скалярную 

функцию 'I', являющуюся линейной комбинацией Ez и Hz: 

(5.113) 

Умножим второе уравнение системы (5.112) на iЛ и сложим с первым. То
гда с учетом (5.113) система уравнений (5.112) может быть сведена к одному 
уравнению относительно 'I' 

д2'1' +.!. д'Р +(х2 - т2 )'1' = О, 
дr2 r дr r2 (5.114) 

если величины х и Л определяются следующими выражениями: 

(5.115) 
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Будем считать, например, что Л1 соответствует знаку«+» в этих выражениях, а 
Л2 - знаку«-». 

Дифференциальное уравнение (5.114) представляет собой уравнение Бессе

ля, общее решение которого имеет следующий вид: 

'1'1 = Alт('iG1r)+BNт('iG1r); 

'1'2 = Clт('iG2r) + DNт('iG2r), 
(5.116) 

где lт(-x,r) и Nт(-x,r) - функция Бесселя первого рода и функция Неймана со-

ответственно. 

Из формулы (5.113) следует, что Ez и Hz должны удовлетворять равенствам 

Ez + )Л1Нz ='1'1; 

Ez + )Л2Н z = '1'2, 

Ez = АЛ2J т('Х1 r) + BЛ2Nт('X1r)-CЛ1lт(-x,zr)-DЛ1Nт(-x,2r), 

Н z = j[Alт(-x,1r) + BNт('iG1r)-Clт(-x,zr)-DNт(-x,2 r)]. 
(5.117) 

Поперечные составляющие полей выражаются через продольные с помо

щью формул (5.111). 
Азимутальное намагничивание. Выражения для составляющих электро

магнитного поля (5.101), (5.103) после преобразований с учетом (5.110) примут 
следующий вид: 

Е = __ 1_( ·А дЕz - тrоµаµо Н )· 
r k2 11-' д z , 

су r r 

(5.118) 

(5.119) 
д2Нz 1дНz ( 2 а а2т2 ) т[ ( 1 )дЕz ] --

2
-+---+ kc ---с---2 H z = - рз 1-- --+p4Ez , 

дr r дr r а1 r r а1 дr 
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. ~ Pt =-1-; 
Wta 

µа . ta 
а2 =-; P2=-1roµoµa; р4 =-р2--; с=р2р4. 

µ µµо 

- ~µа N=---• ...,, , 
µ 

Как следует из (5.118), (5.119), электромагнитные волны являются гибрид
ными, распадение на волны типов Н и Е имеет место лишь в случае волн, обла
дающих симметрией вращения (m = О, Ноп, Еоп)- При т = О система уравнений 
(5.119) распадается на два независимых волновых уравнения: 

уравнение Бесселя 

д2Еz _.!:. дЕz k2 Е -О· 
2+ +щ z -, 

дr r дr 
вырожденное гипергеометрическое уравнение 

решения которых могут быть выражены через известные специальные функции 

Ez = Alo(kщr)+ BNo(kщr); 
l 1 

-- - - (5.120) 
Hz =Cv 2 M x,o(v)+Dv 2 Wx,o(v), 

где М x,o(v), Wx,o(v) -функции Уиттекера первого и второго рода, 

2 . ~k2 . &. 
V= J\Jkc-C·r; x=-J ~-

2',JkZ -с 
(5.121) 

В общем случае (m f:. О) решения системы уравнений (5.119) могут быть най

дены методом, аналогичным методу Фробениуса. Решения записываются с по

мощью новых специальных функций 

Ez = АИ т,1 (х) + ВVт,1 (х) + тр2а1 [СТт,2(х) + DWm,2 (х)]; 

Н z = mp4[ATm,I (х) + BWm,l (х)] + СИ т,2 (х) + DVm,2 (х), 

которые можно представить в форме бесконечных степенных рядов 

И т,1 (х) = хтГа; I:azx1
; 

l=O 

Тт,1 (х) = хтГа; i:ьzx1 И т. д. 
l=O 

(5.122) 

и рядов более общего вида, содержащих логарифмические члены. Коэффициен

ты бесконечных рядов (а1, Ь1 и т. д.) вычисляются по рекуррентным формулам. 
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В пределе при т - О решения уравнений (5.122) переходят в решения 
(5.120). Поперечные составляющие полей выражаются через продольные фор
мулами (5.118). 

Запишем составляющие электромагнитного поля и граничные условия, ко

торым они удовлетворяют, в слоях волновода, поперечное сечение которого по

казано на рис. 5.48: 

где 

• область 1 (О~ r ~ а), ферритовая среда с параметрами Е1, µ1 

в случае продольного намагничивания -

Ezt = А1Л2J т(х1r)-С1Л1lт(%2r); 
Н zl = JA1J т(%1 r)- JC1Jт(%2r) и формулы (5.111); 

в случае азимутального намагничивания -

Ezl = А1И т,1 (kc1r) + тр2а1С1Тт,2(kс1 r); 

Н zl = mp4A1Tm,1 (kc1r) + С1И m,2(kc1r) И формулы (5.118); 

• область 2 (а~ r ~ Ь), диэлеюрическая среда с параметрами Е2 = Ео, µ2 = µо -

1 
дНz21 

Ez2 r=b =0; -д- =О; 
r r=b 

Ez2 = А2Фт(kс2r); 
Н z2 = C2Gm (kc2r ), 

Nт(kc2r). 

Nт(kc2b)' 

Поперечные составляющие полей могут быть вычислены по формулам 

(5.118) приµ,, = О. 
Условие непрерьmности тангенциальных составляющих полей на границе 

раздела сред ( областей) 

приводит к системе четырех линейных алгебраических уравнений относительно 

неизвестных амплитудных коэффициентов А1 , С1 , А2, С2• Характеристическое (или 

дисперсионное) уравнение, определяющее постоянные распространения р собст

венных типов колебаний (НЕ)тп и (ЕН)тп волновода (а при~ = О - спектр крити-
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ческих частот), получается приравниванием нулю определителя этой системы. В 

обозначениях волн (НЕ)тn и (ЕН)тn т - в первом случае порядковый номер не

четного корня, а во втором - четного корня характеристического уравнения. 

Не вьшисывая характеристического уравнения, которое окажется весьма 

громоздким, отметим наиболее важные явления, имеющие место в круглом вол

новоде с ферритовым слоем. 

Продольному намагничиванию характерно: 

а) явление магнитного вращения плоскости поляризации (эффект Фарадея); 
б) явление невзаимного поглощения при ферромагнитном резонансе для 

волн круговой (или эллиптической) поляризации; 

в) различие структуры поля круговых волн правого и левого вращений. 

Азимутальное намагничивание - это явление невзаимного фазового сдвига 

волны произвольной поляризации при изменении направления намагничиваю

щего поля (или при изменении направления распространения волны, если на

правление намагничивающего поля остается неизменным). 

Вопросы 

1. Направляющая система - две параллельные проводяшие плоскости, отстоящие 

друг от друга на расстояние d: 
а) перечислите виды волн, распространяющиеся в этой системе, и укажите, при каких 

условиях распространяются: 

б) запишите выражение, определяющее критическую длину волн Еп и Н.; 

в) запишите выражения, определяющие постоянную распространения, фазовую и 

групповую скорости, длину волны в системе и волновые сопротивления при рас

пространении волн н. и Е.; 

г) запишите выражения, определяющие те же характеристики для Т-волн; 

д) приведите структуру поля Т-волны. 

2. Направляющая система - прямоугольный волновод: 

а) какие виды волн могут распространяться в волноводе и при каких условиях? 

б) запишите выражения, определяющие критическую длину волн Етп и Нтп; 
в) какой тип волны является основным? Приведите структуру его поля; 

г) определите рабочий диапазон основного типа волн. 

3. Направляющая система - круглый волновод: 

а) какие виды волн могут в нем распространяться? 

б) запшлите выражения, определяющие критические длины волн Н"т и Е"т-
4. Направляющая система - коаксиальный волновод: 

а) какие виды волн могут в нем распространяться? 

б) почему на практике используется в основном Т-волна? 

в) назовите характеристики Т-волны; 

г) приведите структуру поля Т-волны. 

5. Направляющая система - волноводы с замедленной фазовой скоростью направлен

ных волн: 

а) сформулируйте теорему Флоке; 

б) где используется диафрагмированный волновод? 
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в) при каких условиях в диафрагмированном волноводе может распространяться 

симметричная замедленная волна электрического типа? 

г) чем обусловлены волноводные свойства диэлектрического стержня? 
д) какие направляемые электромагнитные волны называются гибридными? 
е) сформулируйте основные свойства волны (НЕ) 11 круглого диэлектрического 

волновода; 

ж) каковы свойства Е01-волны проводника с конечной проводимостью? 
з) сформулируйте основные электродинамические свойства полосковой линии 
передачи; 

и) что показывает анализ характеристического уравнения спирального волновода? 

6. Направляющая система - неоднородные волноводы: 

а) перечислите основные свойства неоднородных волноводов со сферическими 

направляемыми волнами; 

6) как определяются критические сечения конического волновода? 
в) как образуются эквивалентные поверхностные электрические и магнитные токи 

на критических сечениях неоднородных волноводов? 

г) сформулируйте теорему Умова - Пойнтинга в комплексной форме для каждого 

собственного типа волны неоднородного волновода; 

д) перечислите аналитические, лучевые, волновые и энергетические свойства 

электромагнитного поля неоднородных волноводов с цилиндрическими направ

ленными волнами. 

7. Направляющая система - волноводы, содержащие намагниченные ферриты: 

а) почему Е°.Jп-волны не могут существовать в прямоугольном волноводе с 

поперечно намагниченной ферритовой пластиной? 

6) как получить характеристическое уравнение для определения постоянных 

распространения собственных колебаний Ноп-волн прямоугольного волновода с 

поперечно намагниченной ферритовой пластиной? 

в) какие типы волн могут существовать в круглом волноводе с осесимметричным 

продольно намагниченным ферритовым стержнем? 

г) перечислите основные свойства электромагнитного поля при продольном и 

поперечном подмагничивании ферритового стержня в круглом волноводе. 

Задачи 

1. Определите типы Еп-волны, которые могут распространяться между параллельными 

идеально проводящими плоскостями при частоте f = 109 Гц и расстоянии между 
плоскостями d = 25 см. Найдите критическую длину волны, длину волны в системе, 
фазовую скорость, волновое сопротивление системы. Определите структуру рас

пространяющегося поля. 

2. Полосковая линия заполнена диэлектриком с е = 4, ширина полос l = 20 см, толщи

на диэлектрика d = 4 см. Амплитуда напряженности электрического поля 

Ет = 100 В!м. Пренебрегая краевым эффектом, определите мощность, передаваемую 
Т-волной. 

3. По полосковой линии шириной l = 20 см и высотой d = 9 см, заполненной воздухом, 
передается мощность 100 Вт. Рассчитайте амплитуды электрической и магнитной 
составляющих поля Т-волны. Краевым эффектом пренебречь. 
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4. В прямоугольном волноводе размерами 23х10 мм, заполненном воздухом, распро
страняется Н10-волна. Амплитуда напряженности электрической составляющей по
ля в центре волновода Е'" = 105 В/м, частота/= 10 ГГц. Напишите выражения для 
составляющих поля, определите положение плоскостей круговой поляризации маг

нитного поля, плотность поверхностного тока на внутренних стенках волновода, 

ток смещения и мощность, передаваемую волноводом. 

5. Определите мощность, переносимую волной основного типа в прямоугольном вол

новоде размерами 72х34 мм, если наибольшее амплитудное значение напряженно

сти электрического поля при частоте 3 ГГц составляет 100 В/м. 
6. Определите критическую длину волны, фазовую и групповую скорости, длину вол

ны в прямоугольном волноводе размерами 2Зх10 мм для Е11-волны. Частота коле
баний 10 ГГц. 

7. В круглом металлическом волноводе диаметром 50 мм распространяется Е1 2-волна 
на частоте 14 ГГц. Определите длину волны, фазовую и групповую скорости. 

8. Определите, какие типы волн распространяются в круглом волноводе радиусом 

15 мм, заполненном воздухом. Частота 7,5 ГГц. 
9. Коаксиальный волновод с параметрами R1 = 1 мм, R2 = 4 мм, е = 2, µ = 1 работает на 

Т-волне. Между проводниками создана разность потенциалов И= 300 В. Определи
те напряженность электрического поля на окружности радиусом r = 1,5 мм. 

10. Коаксиальный волновод с параметрами R1 = 5 мм, R2 = 15 мм, е = 1, µ = 1 работает 
на Т-волне. Напряженность электрического поля на поверхности внутреннего про

водника равна 104 В/м. Определите амплитудные значения плотности поверхност
ного тока на внутреннем и внешнем проводниках. 



6. РЕЗОНАТОРЫ 

6.1. Объемные резонаторы 

Системы, в которых в результате внешнего воздействия возбуждаются сво
бодные колебания, называются колебательными системами. Свободные колеба

ния существуют в изолированной системе и после прекращения внешнего воз

действия. Характер свободных колебаний определяется только параметрами 

системы, необходимая энергия доставляется извне в начальный момент возбуж

дения колебаний. 

На высоких частотах свойствами колебательных систем обладают объемные 

резонаторы. Объемные резонаторы представляют собой часть диэлектрической 
среды, ограниченной металлической поверхностью - металлические резонато

ры - или помещенной в менее плотную (в электромагнитном смысле) среду -
диэлектрические резонаторы. В обоих случаях на внутренней поверхности резо

натора выполняются условия полного отражения. 

Электромагнитные колебания существуют в любом объеме, ограниченном 

металлической поверхностью, если размеры его достаточно велики по сравне

нию с длиной волны колебаний. Однако на практике широкое применение на

шли резонаторы простой геометрической формы: прямоугольный и цилиндри

ческий резонаторы. 

Для того чтобы свободные колебания в объемном резонаторе не затухали, 

необходимо выполнение следующих условий: металлические стенки должны 

обладать бесконечной проводимостью, чтобы токи в этих стенках не вызывали 

потерь; среда, заполняющая объем резонатора, не должна обладать потерями. 

Практически потери в стенках и особенно в среде малы, и структура электро

магнитного поля в реальных условиях мало отличается от структуры идеализи

рованных колебаний в отсутствие потерь. 

Прямоугольный объемный резонатор. Пересечем прямоугольный волно

вод, изображенный на рис. 5.12, двумя идеально проводящими плоскостями, па
раллельными плоскости х10х2 (х3 = О и х3 =/).Определение структуры поля сво
дится к интегрированию в декартовой системе координат волнового уравнения 

для любой проекции вектора Е или Н и нахождению других составляющих поля 
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из уравнений Максвелла (2.8). Постоянные интегрирования находятся из удов
летворения граничных условий на всех стенках резонатора. 

Поле Нтпр характеризуется наличием составляющих магнитного поля по 

всем трем осям координат, но одна из составляющих электрического поля от

сутствует. 

Очевидно, что Н тз = Нтз (х, , х2 , х3 ), так как граничные условия должны 
выполняться на всех стенках резонатора, ограничивающих его объем по осям 

Х1, Х2 И Х3. 

Представим Й тз в виде произведения трех функций, каждая из которых за
висит от одной переменной: 

Йтз = Х1 (х1 )Х2 (х2 )Х3 (х3) = Х 1 Х2Х3 , 

подставив ее в волновое уравнение (2.11) и разделив на Х1Х2Х3 , получим 

_1_ d
2

X1 +-1- d
2

X 2 +-1- d
2

X 3 =-k2 
Х1 dxf Х2 dx; Х3 dxf ' 

где k = ~' т. е. от координат х 1 , х2 и х3 не зависит. Это равенство возмож
но, если каждое слагаемое представляет собой постоянную величину, т. е. 

1 d
2

X1 2 1 d
2

X2 2 1 d2Хз 2 
---

2
- = -х1; - --

2
- = -х2; --- 2- = -хз-

Х1 dx1 Х2 dx2 Хз dхз 

Здесь Xf + Х~ + Х~ = Х2 
+ Х~ = k2

• 

Полученные уравнения представляют собой обыкновенные дифференциаль

ные уравнения с постоянными коэффициентами, решения которых имеют вид 

Х1 (х1 ) = Acosx14 + Bsinx1x1; 

Х2 (х2 ) = Ccosx2x2 + Dsinx2x2; 

Х3 (х3 ) = Е cosx3x3 + F sinx3x3 . 

Таким образом, 

Йтз = (Acosx1x1 + Bsinx1x, )(С COSX2X2 + Dsinx2x2)(E СОSХзХз + F sinхзхз)

Согласно граничным условиям: 

1) Нтз = Ht "# О при х1 = О и х1 = а; 

2) Нтз =Ht #О при Х2 =0 и Х2 = Ь; 

3) Нтз = Н п = О при х3 = О и х3 = l. 
Первое условие возможно 

тп 
при А#О, В=О и Х, = - . 

а 

Второе условие возможно 
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пп 
при С * О, D = О и Х2 = - . 

ь 

Третье условие возможно 

при Е = О, F * О и Хз = ~1t. 

Таким образом, 

где Н = ACF. 
Уравнения Максвелла 

rotHm = j<OCaEm; 

rotEm =-jroµ)Im 

при Е3 = О в проекциях на оси координат имеют вид 

дЙтз дЙт2 . Е. 
--- -- = Jffif-a ml; 
дх2 дхз 

дЙ ml _ дЙ т3 _ . Е , 
д д - Jffif-a т2, 
Х3 XJ 

дЙтz дЙт1 -о· ----- - , 
дх1 дх2 

дЕт2 . · 
-д-- = 1roµaHm1; 

Х3 

дЕт~ . · 
-д- = -1roµaHm2; 

Х3 

дЕт2 дЕт1 . н· ----- = - Jffiµa т3· 
дх1 дх2 

Согласно первым двум уравнениям системы (6.3) 

Й ml = _ _j_ дЕт2 ; 
roµa дхз 

Йт2 = _j_ дЕтl. 
roµa дхз 
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(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

Подставляя второе уравнение системы (6.4) в первое уравнение системы 

д2 2 
(6.2), учитывая, что -

2 
= -х3 , получаем 

дхз 
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. . 2 . 
дН т3 J д Ет1 _ · Е 
дх2 - roµa дх; - J(J)f,a т\, 

или 

или 

. 2 • 
JX Е. _ дНтз 
roµa ,п) - дхz ' 

т. е., У'Штывая (6.1), получаем 

Е. Jroµa Х2 н · · 
ml = 2 COSX1X1 SШХ2Х2 SШХзХ3. 

х 
(6.5) 

Подставляя первое уравнение системы (6.4) во второе уравнение системы 
(6.2), находим 

или 

. 2 . 
1Хз Е. . Е. дН тз 
-- 1112 - J(J)f,a m2 = -д-, 
roµa ~ 

или 

т. е., учитывая (6.1), получаем 

(6.6) 

Согласно (6.4)-(6.6) 

Таким образом, поле Нтпр имеет вид 
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Йтз = Н cosx1x1 cosx2x2 sinxзxз; 

н. Х1Хз н . . 
ml = --2- srn Х1Х1 cosx2x2 соsхзхз, 

х 

· Х2Хз . . 
Нт2 = --2-Н cosx1x1 srnx2x2 соsхзхз, 

х 

Е. jropµax2 Н . . 
ml = 2 cosx1x1 srn Х2Х2 srn хзхз; 

х 

Е. jropµaX, Н . . 
т2 = 2 srn х,х, cosx2x2 srn ХзХ3. 

х 

тп пп рп 

Х1 =--;-; Х2 =ь; Хз =-
1
-; 

Х~+х~=х2 ; x2 +x~=k2
; k=roP'1faµa, 
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(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

где roP - резонансная частота; fa, µа -параметры среды, заполнявшей резона

тор; т, пир - целые числа (m и п = О, 1, 2, ... ; р = 1, 2, 3, ... ). Одновременно т 
и п нулю равняться не могут. 

Поле Етпр в прямоугольном резонаторе можно найти аналогично полю Нтпр 

или рассматривая поле в резонаторе как суперпозицию волн, определяемых 

формулами (5.31) распространяющихся в противоположных направлениях (с 
учетом коэффициента отражения от металлической стенки для различных со

ставляющих поля). В результате получим 

Етз = Esinx1x1 sinx2x2 соsхзхз; 

Е. Х1Хз Е . . 
ml = --2- COSX1X1 SШХ2Х2 SШХ3Х3; 

х 

Е. Х2Хз Е . . 
т2 = ---2- sшх1х1 cosx2x2 sшхзхз; 

х 
(6.10) 

Нт2 = 

тп пп pn 2 2 2 
где Х1 = ~; Х2 =-----;;; Хз =-1-; Х =х, +х2; т, п = 1, 2, 3, ... ; Р = О, 1, 2, ... 
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Х3 

L 
Х3 

i_ А А в в 
---"3.---... 

; ;;~;f: 
1, ~-:~-t~~_,, _, 

Х1 А Х2 Х1 в Х2 

л = 2 л = 2 
Р ✓ 1 1 Р ✓ 1 1 а2 +/2 а2 + ь2 

Рис. 6.1. Структура полей в прямоугольном резонаторе 

Из выражений (6.7) и (6.10) следует, что фаза полей не меняется в про

странстве (стоячая волна). На стенках резонатора касательные составляющие 

электрического поля и нормальные составляющие магнитного поля равны 

нулю, а нормальные составляющие электрического поля и касательные со

ставляющие магнитного поля достигают максимума. Этим и объясняется, что 

величины Х1, Х2, Хз принимают значения, лишь определяемые выражениями 

(6.8), так как на соответствующих длинах а, Ь и l должно укладываться целое 
число полуволн. Структура полей в объемном прямоугольном резонаторе 

представлена на рис . 6.1. 

Величина k = rop.JEaµ a согласно (6.9) и (6.8) может иметь только опреде
ленные, образующие бесконечный ряд, значения, называемые собственными 

волновыми числами резонатора. Соответствующие им выражения Е- и И-полей 

объемного резонатора (6.7) и (6.10) называются собственными функциями. 
Учитьmая, что 

получаем резонансные частоты прямоугольного резонатора 
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образующие бесконечный дискретный спектр. Этим частотам соответствуют 
резонансные длины волн 

Таким образом, резонансные длины волн зависят от геометрических разме

ров резонатора и целых чисел т, пир, определяющих тип колебания. Наимень

шая длина волнъ1 имеет место для одной из комбинаций значений тпр: 011, 101 
или 110. При этом значение, равное нулю, соответствует наименьшему ребру 

прямоугольного резонатора. 

Резонансные длины волн полей Етпр и Нтпр в прямоугольном резонаторе, оп

ределяемых одной и той же комбинацией чисел т, п и р, равны. Соответствие 

разных полей одной и той же длине волны называется вырождением. 

Круглый цилиндрический резонатор. В случае круглого цилиндрического 

резонатора структура поля находится решением волнового уравнения (2.11) и 
уравнений Максвелла (2.8) в цилиндрической системе координат. Составляю
щие поля имеют следующий вид: 

. соsпа} 
H mz =Hlп(Xr) . cosxzz; 

sшпа 

. Xz , соsпа} . 
Hmr =--HJп(xr) . SШXzZ; 

Х sшпа 

. - nxz -sinna} . . 
Нта. ---2-Hlп(xr) SШXzZ, 

х r соsпа 
(6.11) 

. _ jnropµa -sin па} . 
Етr- 2 HJп(Xr) COSXzZ, 

х r соsпа 

Ета. = р HJп(Xr) . COSXzZ, 
jro µа , cos па} 
х sшпа 

где Xz = p1t; р = 1, 2, 3, ... ; Х = Впт; В11т - корни уравнения J~(x) = О; 
l а 

а-ра-

диус резонатора; l - длина резонатора; 
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Е,,тр-ПОЛе 

. соsпа} 
Emz = EJ п (xr) . COSX zZ; 

smna 

. X z , соsпа} . 
Emr =--Elп(Xr) . smxzz; 

х smna 

. - nxz -sinna} . . 
Ета - - -

2
-Eln(Xr) SШXzZ, 

Х r соsпа 
(6.12) 

. _ }nffipEa -sin па} . 
Нт, -

2 
lп(xr) COSXzZ, 

Х r соsпа 

· }ffipEa , COS па} 
Нта =---Jп(xr) . COSXzZ, 

х smna 

где Xz = рп; р = О, 1, 2, 3, ... ; Х = А,,т; А11т - корни уравнения 1
11 
(х) = О; а -

l а 

радиус резонатора; l - длина резонатора. 

Из полученных выражений (6.11) и (6.12) следует, что электромагнитное 
поле как для Н-, так и для В-колебаний представляет собой стоячие волны с уз

лами Е,, Еа и Hz на основаниях цилиндра и узлами Ez, Еа и Н, на боковой по-

верхности. 

Резонансные частоты и длины волн резонатора: 

Нптр-ПОЛе 

Наибольшая резонансная длина волны для В-колебаний соответствует типу 

В010, для И-колебаний-типу Н1 1 1 -
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В отличие от прямоугольного резонатора длины волн для колебаний Нптр и 
Ептр не совпадают. 

Резонатор с потерями. Потери в резонаторах обусловлены потерями в 

стенках резонатора, в среде, заполняющей объем резонатора, а также излучени
ем через отверстия в стенках резонатора. 

Потери в стенках резонатора аналогичны потерям в стенках волновода и оп

ределяются выражением 

µа стrор ·J Н2 dS 
2 Д't ' 
О"ст s 

Рост= (6.13) 

где интегрирование ведется по всей внутренней поверхности резонатора. На

помним, что Нд1: - действующее значение тангенциальной составляющей маг

нитного поля у поверхности резонатора, вычисленное в предположении отсутст-

вия потерь; µа ст и сrст -мап-штная проницаемость и проводимость материала 

стенок соответственно. 

Потери в диэлектрике, заполняющем резонатор, 

Родиэл = Re f (j дЕ;) dV = f crE: dV, (6.14) 
V V 

где Ед - действующее значение напряженности электрического поля в резона

торе; cr - проводимость диэлектрика. 

Если в стенках резонатора имеются отверстия, то через них будет излучать

ся электромагнитная энергия. Это излучение может происходить как в свобод

ное пространство, так и в связанный с резонатором волновод или в другой резо

натор. Излучаемая мощность 

1 f ... 
Р0 изл = - Re [ЕН ] dS, 

2 So 

(6.15) 

где интегрирование проводится по поверхности, соответствующей отверстию. 

Общая мощность потерь 

(6.16) 

Конечно, потери всех видов изменяют распределение поля в резонаторе, но 

практический интерес представляет случай малых потерь, при котором распре

деление поля близко к идеальному и резонатор можно рассматривать как изоли

рованную систему, обладающую запасом энергии: 

(6.17) 
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Потери энергии в такой системе характеризуются добротностью Q (безраз
мерная величина). С точностью до постоянного множителя 21t добротность оп

ределяется отношением запасенной энергии W к потерям энергии Wт за период 

W roW 
Q=27t- = - P- , 

Wт Ро 
(6.18) 

где Р0 - средняя мощность потерь. 

Потери приводят к затуханию колебаний и уменьшению запасенной энергии 

резонатора, если она не восполняется извне 

или 

dW =-Р. 
dt о· 

Подставляя это соотношение в (6.18), получаем уравнение 

ropw 
Q=---жv 

dt 

решение которого имеет вид 

- Фр t 
W=W0 e Q , 

т. е. запас энергии убывает по экспоненциальному закону, причем тем быстрее, 

чем меньше добротность. 

Поскольку энергия пропорциональна квадрату амплитуды напряженности по

ля, то очевидно, что изменение амплитуды напряженности происходит по закону 

- (J)p t 

Е (t) = Е · е 2
Q · 

т т ' 

- О>р t 

Нт(t)=Нт ·е 2
Q . 

Эти выражения характеризуют колебания частотой щ,, затухающие во вре

мени по экспоненциальному закону. 

(1) 

Коэффициент а= _Р называется коэффициентом затухания. 
2Q 

Мгновенные значения напряженности можно записать в виде 

Юр 

Е = Ет е - 2Q
1 

• ejO>pt = Ет · e j ropt; 

_ rop l . . . 

Й =Н е 2Q -e1wPr =Н -е100Р1 
т т 
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Величина 

(ор = (J)p ( 1 + j 2~ ) (6.19) 

называется комплексной частотой собственных колебаний. 

Согласно (6.16) и (6.18) можно записать 

1 Р0 1 1 1 
-=-- = - +--+--
Q ropw QС'Г Qдиэл Qизл ' 

roW 
где Qст = _Р_ - добротность резонатора при наличии потерь только в стенках; 

Рост 
(J) w 

Qдиэл = _Р_ - добротность резонатора, обусловленная потерями только в ди
Ро диэл 

(J) w 
электрике; Qизл = _Р_ - добротность резонатора при наличии потерь только 

Роизл 
за счет излучения. 

Добротности Qст, Qдиэл и Qизn называют частичными добротностями. Доб
ротность, обусловленную потерями в стенках и диэлектрике, называют собст

венной добротностью Q0 и определяют по формуле 

1 1 1 
-=-+--. 
QQ QС'Г QДИЭЛ 

Добротность Qизл, определяемая излучением, называется внешней, общая 

добротность Q - нагруженной. 

На практике чаще применяют круглые цилиндрические резонаторы, рабо

тающие на Н01Р-колебаниях. Такие резонаторы при данном объеме обладают 
наибольшей добротностью. Отсутствие продольных составляющих тока на бо

ковой поверхности и радиальных составляющих на торцах резонатора позволяет 

изготавливать резонаторы разъемными без ухудшения добротности, так как раз

рьmы не прерывают линий тока. 

Объемные металлические резонаторы нашли широкое применение в техни

ке сверхвысоких частот, для выделения сигнала определенной частоты, опреде

ления длины волны и измерения электромагнитных параметров веществ. 

6.2. Открытые резонаторы 

Применение обычных объемных резонаторов, геометрические размеры кото

рых соответствуют настройке на одну собственную частоту, в оптическом диапазо

не нецелесообразно, так как технологически трудно создать резонатор с размерами 

порядка длины волны (доли микрометра). Кроме того, при таких малых размерах 
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D [> <] [> 
а б в г 

Рис. 6.2. Открытые резонаторы, образованные: 
а - плоскими зеркалами; б - сферическими; в - плоским зеркалом и призмой 

полного отражения; г - призмами полного отражения 

добротность резонатора резко уменьшается, а резонатор, размеры которого намного 
больше дmrnы волны, практически теряет свои резонансные свойства. 

Действительно, согласно формуле Релея - Джинса число собственных ко

лебаний, возникающих в резонансной трехмерной системе в интервале частот 

Лrо, равно 

V 2 
Р =--2-2 ro Лщ 

21t V 

1 
где V - объем системы; v = ~ - скорость распространения электромаг-

v Еаµа 
нитной волны. 

Эта формула асимптотическая, точность ее повышается с увеличением час

тоты ro. С повышением частоты спектр собственных колебаний сильно сгущает-

ся, потери в стенках резонатора возрастают пропорционально ✓ro, резонансные 
кривые каждого типа колебания расширяются и перекрываются. 

Для одномерной системы длиной l 

21 
р=-Лщ 

1tV 

т. е. спектр с повьппением частоты не сгущается. 

В оптическом диапазоне волн используются резонаторы, образуемые систе

мой двух обращенных друг к другу отражающих поверхностей (зеркал). С точки 

зрения геометрической оптики между системой параллельных зеркал могут су

ществовать пары параллельных, преобразующихся при отражении друг в друга 

лучей. Эти лучи и определяют собственные колебания резонатора, который эк

вивалентен одномерной колебательной системе. Под l в этом случае подразуме
вается расстояние между зеркалами. Поскольку резонатор ограничен лишь дву

мя поверхностями и открыт с других сторон, то его называют открытым. Разме

ры такого резонатора намного больше длины волны, а спектр достаточно разре

жен. Открытый резонатор длиной 1 м имеет в 1010 раз меньше резонансных час
тот, чем объемный резонатор такой же длины. 

Отражающие поверхности могут представлять собой зеркала (плоские, сфе

рические, параболические), грани призм полного внутреннего отражения или 

границы раздела сред с различными показателями преломления (рис. 6.2). При 
этом необходимо иметь поверхности с большим коэффициентом отражения и 
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Х3 

Рис. 6.3. Плоский резонатор 

малыми потерями на поглощение. Такие поверхности создаются с помощью ди

электрических покрытий, которые обеспечивают коэффициент отражения более 

0,99 на рабочей длине волны. 
Плоский резонатор. Рассмотрим резонатор, образованный параллельными 

плоскими бесконечно протяженными зеркалами без потерь (рис. 6.3). В таком 
резонаторе возможно существование двух плоских однородных волн, распро

страняющихся от одной отражающей поверхности к другой вдоль оси резонато

ра навстречу друг другу. При этом образуются стоячие волны, называемые про

дольными или аксиальными типами (модами) основного колебания, подчиняю

щиеся условию 

Л, 
l = q2, (6.20) 

где l - расстояние между зеркалами; q - число полуволн, укладывающихся 

между зеркалами; 'А, - ДJШНа волны в среде, заполняющей резонатор. 
Стоячие волны могут образовываться и при сложениях плоских волн, рас

пространяющихся под некоторым углом 0 к оси резонатора. 
Такие стоячие волны называют продольными типами данного поперечного 

WlU углового колебания. Условие их образования согласно (5.5) имеет вид 

Л, Л, 
l = q-----1c_ = q--. (6.21) 

2 2cos0 

Здесь 'А, _1_ = 'А,/ cos 0 определяет вариации поля в направлении оси резонатора. 

Для продольных типов основного колебания собственные частоты равны 

(6.22) 

Для продольных типов поперечных колебаний собственные частоты равны 

V С 
f =q--=q---, 

q 2l cos 0 2nl cos 0 
(6.23) 

где с - скорость света; п - коэффициент преломления среды, заполняющей 

резонатор; v = с/ п. 
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Для поперечных типов колебаний имеет место вырождение, т. е. одной и 
той же частоте соответствует множество поперечных типов, отличающихся зна

чением q и углом распространения 0. Пусть плоские волны распространяются 
под углом 0 в плоскости х1 0х3 (см. рис. 6.3). Фиксируя частоту основного типа 
колебания fq (0 = О), найдем соответствующий этой частоте первый поперечный 
тип колебания. Очевидно, что число полуволн для этого типа колебаний должно 

отличаться на единицу и он будет распространяться под фиксированным углом 

0 = 0,, т. е. 

или согласно (6.23) 
q-1 

cos01 =--
q 

Аналогично для т-го поперечного типа, распространяющегося под углом 0m 
к оси резонатора, имеем 

и в соответствии с выражением (6.23) 

_q-m 
cos0m ---. 

q 

При т << q, что соответствует поперечным колебаниям, имеющим место в 

резонаторах с зеркалами коне'filых размеров, получим 

cos 0 "" 1-
0

~ "" 1- т 
m 2 q 

(6.24) 

откуда 

или согласно (6.20) 

0т= ✓т~ (m«q). 

Аналогичное соотношение получим, рассматривая распространение плоских 

волн под углом 0n в плоскости Х2Охз: 

011 =Н (п « q). 

При т, п « q углы 0m и 011 принимают дискретные значения, угловое рас

стояние между соседними поперечными типами 
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лет =Й- ·(.Jт+1-✓т); 

леп = и- -( .Jп + 1-✓п) 
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и структура поля на зеркалах неоднородна, имеются периодические вариащm: поля. 

Расстояние по частоте между соседними продольными типами основного и 

поперечных колебаний одинаково, и согласно (6.22) и (6.23) с учетом (6.24) по

лучаем 

Для малых значений т и п значения углов От и 011 малы и поле поперечных 

типов можно считать имеющим структуру поперечной электромагнитной волны 

(Т-волны), характеризующуюся определенным числом полуволн q, укладъmаю

щихся на длине резонатора, и числами т и п, определяющими направление рас

пространения волн в резонаторе . Соответствующий тип колебаний определяется 

как Ттпq· 
Открытый резонатор с параллельными плоскими зеркалами конечных раз

меров можно рассматривать как волновод, образованный параллельными плос

костями, в котором распространяется волна при частоте, лишь немного большей 

критической. Такая волна, подходя к краям волновода, не излучается, а с коэф

фициентом отражения, близким по модулю к едиюще, отражается обратно. 

Поле пассивного резонатора определяется однородными уравнениями 

Гельмгольца 

ли+ k2H = о. 
В декартовой системе координат скалярные волновые уравнения для со

ставляющих поля имеют тот же вид: 

(6.25) 

где под функцией и подразумевается любая составляющая Е 1, Е2, iI I или Й 2 • 

Составляющие поля находят из решения этого уравнения и выполнения гранич

ных условий. 

Однако ввиду дифракции невозможно точно решить волновое уравнение и 

от уравнения (6.25) переходят к параболическому уравнению, представляющему 
собой уравнение второго порядка, в котором отсутствует по крайней мере одна 

из вторых производных. 

Решение волнового уравнения (6.25) приближенно записывают в виде 

• _ · ( ) - j kx3 U-Um х1 ,х2 ,х3 е , (6.26) 
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при этом поле в резонаторе можно представить как суперпозицию двух волн ви

да (6.26), бегущих в противоположные стороны. В выражении (6.26) значение 
Ъ: 

множителя е - 1 3 быстро изменяется в направлении оси х3, а значение 

ит (х,, х2 , х3 ) медленно изменяется в поперечном направлении (поперечная 

диффузия поля) и еще медленнее - в продольном. Функция ит(х1 ,х2 , х3 ) ха
рактеризует отличие поля в резонаторе от плоской волны: неоднородность поля 

в поперечном направлении, изменение сечения луча при распространении, кри

визну фазового фронта. Подставляя (6.26) в (6.25) и опуская вследствие малости 
д2и 

член -----!f- , получаем параболическое уравнение 
дхз 

д2 · д2 · д · 
и"' и"' 2 "k ит - О --2- + --2- - ] -- - . 

дх1 дх2 дх3 
(6.27) 

Возможное решение (6.27) для основного колебания имеет вид 

-j(p+!'-,2) 
• - 2q 
и"' -е , (6.28) 

где r2 = х12 + х; - расстояние от оси; р = р(х3) - комплексный параметр, ха
рактеризующий изменение амплитуды и фазы поля при распространении вдоль 

оси х3; q = q(x3 ) - комплексный параметр, характеризующий распределение 

интенсивности по координате r и кривизну волнового фронта, который вблизи 
оси х3 является сферическим. Параметр q можно определить из выражения 

1 1 . л, 
- = - -1 -
q R 1tw2 . 

(6.29) 

При подстановке (6.29) в (6.28) очевидно, что R = R(x3 ) - радиус кривизны 

волнового фронта в точке пересечения с осью х3, а w = w(x3) определяет 

уменьшение амплитуды поля Е с увеличением расстояния от оси х3 • Распределе

ние поля в поперечной плоскости подчиняется закону Гаусса (рис. 6.4) и значе-

Ет 

о r 

Рис. 6.4. Поперечное рас-
пределение амплитуды 

поля основного типа коле

бания 

ние w определяется расстоянием, на котором ампли

туда поля в е раз меньше, чем на оси. Параметр w 
обычно называют радиусом пучка, а 2w - диамет

ром пучка. 

Подставляя (6.28) в (6.27) и приравнивая члены с 
r в одинаковой степени, получаем 

dq = 1· 
dхз ' 

(6.30) 

dp j 

dхз q 
(6.31) 
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Интегрируя уравнение (6.30), получаем соотношение 

q2 = ql + ЛХ:J, 

287 

(6.32) 

связывающее комплексные параметры q, соответствующие любым поперечным 
сечениям 1 и 2, отстоящим друг от друга на расстоянии Л.х:,. 

Распределение интенсивности в любой поперечной плоскости является га

уссовым и изменяется вдоль оси х3 • Гауссов пучок стягивается к минимальному 

диаметру 2w0 в сечении, где фазовый фронт плоский (R = 00 , «горловива»). Со
гласно (6.29) параметр q0, соответствующий этому сечению, равен 

2 
- . 1tWo 

qo - lт· (6.33) 

Если х3 отсчитывать от этой плоскости, то на расстоянии х3 в соответст
вии с (6.32) и (6.33) 

Согласно (6.29) и (6.34) 

или 

1 1 . л., 
=--1-

_1twJ R 1tw2 
Х3+Jт 

2 
. 1tWo 

Х3 - ]т - 1 . Л, 

2 (1tw2 )2 - R - 1 1tw2. 
х + __ о 

3 Л, 

(6.34) 

Приравнивая действительные и мнимые члены правой и левой частей этого 

уравнения,получаем 

R(хз) = Х3 [! +( :: п 
w'(x3 ) =wJ[1+(~1 П 

где расстояние х3 отсчитывается от «горловины». 

(6.35) 

(6.36) 

На рис. 6.5 показано расширение пучка, определяемое уравнением (6.36). 
Образующая пучка представляет собой гиперболу с асимптотами, наклоненны

ми к оси под углом 

0=~-
1tWo 
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1 
1 

/-- Фазовый 
, фронт 

/ 

Рис. 6.5. Продольное распределение поля основного колебания 

Этот угол равен дифракционному в дальней зоне для волны основного типа. 

Параметр р, определяющий решение (6.28), найдем из уравнения (6.31), под
ставив в него (6.34): 

j 

·(nwg) · х +1 --
3 л 

Проинтегрировав это уравнение, получим 

JР(Хз) =ln[1- J л.;] =1nJн ( л; )
2 

- Jarctg( л; )· 
7two 7two 7two 

Действительная часть р 

Re р = <р = arctg ЛХз 
7tW2 

о 

(6.37) 

определяет разность фаз между гауссовым пучком и идеальной плоской волной. 

Мнимая часть р с учетом (6.36) равна 

lmp= lnJl+ ( лx~ )
2 

=ln~, (6.38) 
7two wo 

и поскольку 

- ln~ 
е •vo = Wo 

w 

то (6.38) определяет амплитудный множитель w0/w, характеризующий умень
шение амплитуды на оси вследствие расширения пучка. 

С учетом полученных соотношений (6.37), (6.38), (6.29) и выражения (6.28) 
решение (6.26) для основного колебания с гауссовым распределением поля в 
поперечном сечении имеет вид 
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(6.39) 

Другие возможные решения волнового уравнения (6.25) определяют попе
речные типы колебаний, при конечных размерах зеркал характеризуемые не

сколькими вариациями поля в поперечном направлении. 

Собственные типы колебаний открытого резонатора, часто называемые мо
дами, характеризуются определенным распределением амплитуд и фаз по по

верхности зеркала. Запаздывание фазы у краев зеркала по сравнению с центром 

соответствует долям длины волны. В то же время по любому поперечному раз

меру прямоугольного зеркала или диаметру круглого зеркала укладывается 

множество длин волн. Отсюда следует, что кривизна фронта в резонаторе мала и 

колебания в резонаторе являются поперечными. Такие типы колебаний обычно 

обозначаются как Tmnq, где индексы «т» и «п» называются поперечными (т, п = О, 
1, 2, ... ), а индекс «q» - продольным, или аксиальным. Поперечные индексы оп

ределяют число изменений знака поля на поверхности прямоугольного зеркала в 

направлении координат х1 и х2, для круглого зеркала индекс «т» обозначает чис
ло изменений знака вдоль радиуса, а индекс «п» - по углу (рис. 6.6). Продоль
ный индекс «q» равен числу полуволн, укладывающихся на длине резонатора. 

Условие резонанса 

k/ -q>mn = q1t, (6.40) 

где (j)тп зависит от индексов «т» и «п». 

Из равенства (6.40) следует, что резонансные частоты 

4IПIDh- ~ 
"Ш1' 

~ 
\1)1\(!У 

• шшв1+1~~+1 ф еэ е • Тоо Т10 Т20 Тоо То , Т02 

\ EEHE±Hffiffi + + t t + t ® ~ ~ t 
То, Т 11 Т21 Т10 Т11 Т12 

\ЕВ~ННПI ~ ~ ~ 
То2 Т,2 Т22 Т20 Т2 1 Т22 

а б 

Рис. 6.6. Распределение поля на поверхностях зеркал открытых резонаторов: 
а - плоские прямоугольные зеркала; 6 - плоские круглые зеркала 
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с 

fmпq = 
2
1tnl ( <ртп + q1t), (6.41) 

где п - показатель преломления среды, заполняющей резонатор. 

Разность резонансных частот соседних колебаний с одинаковыми попереч

ными индексами и отличающимися продольными индексами на единJЩу равна 

(6.42) 

Поскольку q >> т и q >> п, разность частот, определяемая выражением 
(6.42), мала по сравнению с резонансной частотой, определяемой (6.41), то моды 
с одинаковыми значениями т и п, но разными значениями q объединяют в одну 
поперечную моду, опуская q и обозначая ее как Tmn· Согласно (6.42) расстояние 
по частоте между соседними продольными колебаниями, относящимися к 
различным поперечным модам, одинаково. Таким образом, наборы частот, соот

ветствующие различным попере1IНЬrм модам, сдвинуты относительно друг друга по 

частоте. Этот сдвиг определяется фазовьrм сдвигом <ртп, различньrм для разных по

пере1IНЬIХ мод. Случай, когда частоты различньIХ поперечньIХ мод совпадают, назы

вается вырождением. 

При небольпmх значениях т, п энергия поля в основном сосредоточена в цен

тральной области зеркала и быстро спадает до нуля при приближении к краям. Ти
пы колебаний с большими значениями т и п образуются в результате сложения 

плоских волн, распространяющихся под большими углами к оси резонатора. Поле 

этих типов вблизи краев зеркала достаточно велико, поэтому дифракционные поте

ри велики и такие поперечные типы практически не могут существовать. 

Чем больше значения т и п, тем больше поле у краев зеркала, тем больше 

дифракционные потери. Суммарные потери определяются как сумма потерь ди

фракционньIХ и потерь на зеркалах. Последние одинаковы для всех типов коле

баний. Наименьmи:ми дифракционными потерями обладает основное колебание 

Т 00, для которого распределение амплитуды достигает максимума в центре и до

вольно круто спадает к краям. 

Распределение поля на поверхностях зеркал, дифракционные потери и фазо

вый сдвиг зависят от длины резонатора l, апертурного размера зеркала 2а, длины 
волны л и характеризуются числом Френеля: 

az 
NФ=-. 

l'л 

Чем больше значение NФ, тем меньше амплитуда поля на краях зеркал, тем 

меньше дифракционнь1е потери. Зависимости потерь мощности за один проход 

от числа Френеля NФ для кругльIХ плоских зеркал приведены на рис. 6.7. Если 
NФ > 10, то дифракционные потери определяются выражением 

(6.43) 
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где ~Ст+I) (т + 1)-й корень уравнения 

Jn(x)=O; Jn(x) функция Бесселя п-го по-

рядка. 

Конфокальный симметричный резона

тор. Такой резонатор образуется сферическими 

отражателями, расположенными на расстоянии, 

равном радиусу кривизны зеркала. Так как фо

кусное расстояние сферического зеркала равно 

половине его радиуса, то фокусы обоих зеркал 
совпадают (рис. 6.8). 
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Для исследования такого резонатора приме

ним тот же метод, что и для исследования плос

кого резонатора. Однако поверхности зеркал в 

этом случае являются поверхностями равных 

фаз, распределение же амплитуд по поверхно

стям зеркал неоднородно. При этом поле больше 

0,4 
0,2 

0,1 
О 0,2 0,4 1 2 4 10 20 NФ 

Рис. 6.7. Зависимость относи
тельных потерь мощности за 

один проход от числа Френеля 

NФ для круглых плоских зеркал 

сконцентрировано в центрах зеркал и меньше у краев, чем в случае плоских зер

кал. Поэтому дифракционные потери конфокального резонатора значительно 

меньше, чем плоского (рис. 6.9). Отношение потерь низших поперечньIХ типов к 
потерям основного типа значительно больше, чем в случае плоского резонатора. 

Собственные частоты конфокального резонатора с квадратными зеркалами 

определяются выражением 

1 

V 
fmпq = - (2q + 1 + т + n), 

4l 
(6.44) 

где v = г.:-:-:- - скорость распространения электромагнитных волн в среде, 

'\Jtaµ a 

заполняющей резонатор. 

Спектр возможных частот сильно вырожден. Увеличивая значение т + п на 
любое целое число и уменьшая значение q на половину этого числа, получаем то 

же значение частоты. Расстояние по частоте между соседними типами колеба

ний, для которых значения т + п отличаются на единицу, равно 

Рис. 6.8. Конфокаль
ный симметричный 

резонатор (R1 = R2 = l) 

V 
Л/ = fmпq - f cm- l)nq = 4l · 

Расстояние по частоте между продольными типами 

основного колебания Т 00, как и в плоском резонаторе, 

равно 

V 
Л/ = f ooq - f oocq- t) = 

21
-

Для конфокального резонатора с круглыми зеркалами 
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Рис. 6.9. Дифракционные поте
ри за один проход конфокально
го ( сплошная линия) и плоского 
(пунктирная линия) резонаторов 

6. Резонаторы 

V 
fmпq = - (2q+1+2m+n), 

41 

где т - радиальный индекс. 

(6.45) 

Здесь также набшодается вырождение. При 

увеличении значения 2m + п на целое четное 

число и уменьшении значения q на половину 
этого числа частота не изменяется. 

Расстояние по частоте между соседними 

типами колебаний, для которых значения по т 

отличаются на единицу, согласно (6.45) равно 

V 
Лf = fmпq - h_m-l)nq = 

21
- (6.46) 

Расстояние по частоте между соседними ти

пами колебаний, для которых значения по п от

личаются на единицу, определяется выражением 

(6.47) 

Расстояние по частоте между продольными типами колебаний Т 00 

V 
Лf = f ooq - fоосч-1) = 

21 
· 

Для основного типа колебаний радиус круга на поверхности зеркала, соот

ветствующий уменьшению напряженности поля по сравнению с центром в е раз, 

определяется выражением 

'i / e = 11 
и не зависит от размеров зеркала. Увеличение размеров отражателя приводит 

лишь к уменьшению дифракционных потерь. 

Диаметр круга на зеркале, в пределах которого мощность уменьшается 

вдвое, определяется выражением 

dos =1,18 {ii_ . v-; 
Поле внутри резонатора представляет собой суперпозицию двух волновых пуч

ков, распространяющихся навстречу друг другу. Поверхность постоянной фазы 

представляет собой сферическую поверхность, радиус кривизны которой изменяет

ся от бесконечности в центре резонатора (фокальная плоскость) до радиусов зеркал 

на поверхности отражателей. Поверхности равной относительной интенсивности 

поля имеют вид гиперболоидов вращения, ось которых совпадает с осью резонатора 
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(рис. 6.10). Поперечное сечение пучка для основ
ной моды максимально на поверхности зеркала и 

минимально в фокальной плоскости, где фазовый 

фронт плоский. В фокальной плоскости радиус 

круга, соответствующий ослаблению поля в е раз, 

определяется выражением 

r1;e = {Iz_ 
~2п 

Рис. 6.10. Синфазные поверх
ности и поверхности равной 

интенсивности конфокального 

резонатора 

Если зеркало частично прозрачно, то энергия излучается в виде луча с мак

симумом вдоль оси резонатора. Зная распределение поля на поверхности зерка

ла, можно определить диаграмму направленности. Для поля Т00 ширина диа
граммы по половинному уровню 

л, л, 
005 =0,53- =0,63- . 

' r1; е do,s 

Вне резонатора кривизна фронта быстро уменьшается и фронт волны стре

мится к плоскому. 

Сферический конфокальный резонатор обладает преимушествами по срав

нению с плоскопараллельным. Он характеризуется меньшими дифракционными 

потерями и большими различиями этих потерь для низших типов колебаний. 

Поле конфокального резонатора гораздо больше сконцентрировано у оси. Этот 

резонатор легче настроить, чем плоскопараллельный. Однако при нарушении 

конфокальности дифракционные потери резко возрастают. 

Добротность открытого резонатора, как и любой резонансной системы, оп

ределяется выражением 

(6.48) 

где ООр - резонансная круговая частота; W - энергия, запасенная при резонансе; 

Р0 - средняя мощность потерь данного типа колебаний. 

Потери в резонаторе определяются потерями в зеркалах и потерями на ди

фракцию. Отражение от зеркала сопровождается частичными рассеянием, по

глощением в зеркале и частичным прохождением через него. Все это можно 

рассматривать как потери в зеркалах независимо от того, используется ли рассе

янное и прошедшее излучение в выходном излучении. 

При отражении плоской волны от зеркала в результате дифракции отражен

ная волна представляет собой расходящийся пучок, угол расхождения которого 

-1} = л,/ d для квадратного зеркала со стороной d и -1} = 1,22 л,/ d для круглого зер

кала диаметром d. Вследствие конечных размеров зеркал часть энергии, завися
щая от амплитуды волнь1 на краях зеркала и угла '\Э, теряется при каждом отра-
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женин. Для резонаторов с размерами зеркал, намного большими длины волны, 
для низших поперечных типов дифракционные потери малы, и потери резонато

ра определяются лишь потерями в зеркалах, которые одинаковы для всех типов 

колебаний. 

Пренебрежем дифракционными потерями и потерями на поглощение и при 

вычислении добротности плоского резонатора будем учитывать лишь потери за 

счет частичного прохождения излучения через зеркала. 

Энергия электромагнитного поля резонатора W распределяется поровну ме
жду прямой и обратной волнами. Энергия прямой волны W/2 проходит через 
любое поперечное сечение за время l/v (l - длина резонатора; v - скорость 

распространения волны). При этом средний поток мощности через поперечное 

сечение равен 

fп dS= Wv 
о 21 ' 

s 
где П0 - среднее значение вектора Пойнтинга. 

Средняя мощность потерь на каждом из зеркал при коэффициенте отраже

ния по напряженности электрического поля ГЕ 

_ W V ( 1 · 12 ) _ Ро Розерк -2[ l - Г Е - 2 , 
и согласно (6.48) добротность резонатора 

roPl 2тсl 1 

Q= v(l-lГEl2 ) =½ 1-IГEl2 . (6.49) 

При l/л, » 1 и больших значениях 1гЕ12 добротность должна быть очень 

большой. Например, при l = 1 м, л,, = 0,63-10--{j ми lt El
2 

=0,99 согласно (6.49) 

Q = 6,28 · 1 1 ,,,, l 09 
0,63-10--{j 1-0,99 . 

Ширина резонансного ПИJ<а 

Для нашего примера, если резонатор пустой, 

Лf, = 3 · 10
8 
(1- О, 99) ""О 5 МГ . Р 6,28-1 ' ц 

Расстояние по шкале частот между резонансными пиками в соответствии с 

выражением (6.42) 
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Лf=~=З·lО =150 МГц. 
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При учете дифракционных потерь добротности различных типов колебаний 
различаются, так как их дифракционные потери различны (см. (6.43)). Наи
меньшими дифракционными потерями обладает основной тип колебания Т 00• 

Для поперечных типов Тт" дифракционные потери больше и растут с увеличе-

нием значений тип. В формуле (6.49) величина ( 1-lt нl2 ) характеризует отно
сительные потери на одно отражение от зеркала. Очевидно, что с учетом ди

фракционных потерь 

2nl 1 
Qmn = Л • 2 ' 

Р 1- IГEI + (Х,дифтп 
(6.50) 

где а диФ тп - дифракционные потери типа Т тп на одно отражение. 

Добротность тем больше, чем больше длина резонатора. Однако это спра

ведливо лишь до тех пор, пока дифракционные потери меньше потерь в зерка
лах. Потери в зеркалах не зависят от длины резонатора, дифракционные потери 

увеличиваются с увеличением его длины. Поэтому после того момента, когда 

дифракционные потери и потери в зеркалах с увеличением длины резонатора 

сравняются, дальнейшее увеличение длины l согласно (6.50) приводит к умень
шению добротности Qтп· 

В оптическом диапазоне волн ширина линии рабочего перехода значительно 

больше расстояний между частотами всех типов колебаний и одновременно, ес

ли не принять специальных мер, возбуждается большое число поперечных и 

продольных типов. При этом структура поля оказывается очень сложной, мощ

ность излучения распределяется между всеми типами колебаний, ухудшается 

когерентность и монохроматичность излучения, диаграмма излучения оказыва

ется сильно изрезанной. 

Нежелательные высшие поперечные типы можно подавить, увеличив ди

фракционные потери этих типов по сравнению с потерями основного колебания 

Т00, уменьшая число Френеля. При NФ ~ 1 резонатор становится высокоселектив
ной системой. Однако для обычных плоского и конфокального резонаторов число 

Френеля, меньшее единицы, практически невозможно получить при приемлемых 

размерах резонаторов. Это возможно для резонатора, образованного плоским и 

сферическим зеркалами, расположенными на расстоянии, приблизительно равном 

радиусу зеркала (полуконцентрический резонатор). При расстоянии между зерка

лами, значительно меньшем радиуса, добротность резонатора для всех типов ко

лебаний одинакова, так как потери определяются только потерями в зеркалах и 

излучением из резонатора, а они одинаковы для всех типов колебаний. Однако с 

увеличением длины резонатора дифракционные потери быстро растут и становят

ся различными для разных типов колебаний, поэтому добротность, определяемая 

выражением (6.50), для разных типов колебаний уменьшается в различной степени. 
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/ 2 
1 1 1 1 1 1 1 1 

'1 '2 1 1 1 1 1 2 

1 1 1- 2 
а б 

Рис. 6.11. Селекция продольных типов колебаний в связанных резонаторах: 
а - связанные резонаторы; б - спектр колебаний: 1 - в резонаторе 1; 2 - в резо

наторе 2; 1- 2 - в связанных резонаторах 

При увеличении расстояния между зеркалами до значений l/ R ""'1 число ти

пов колебаний уменьшается при незначительном уменьшении мощности. При 

l/R ""'0,975 набmодается только один основной тип Т00 (одномодовый режим). 
При этом мощность излучения составляет 0,8 от максимально излучаемой мощ
ности. При увеличении расстояния l (l > R) мощность основного колебания 
уменьшается. 

При одном основном типе колебаний Т 00 поле на зеркалах описывается 

функцией Гаусса, диаграмма излучения становится узкой и гладкой, в спектре 

излучения остаются лишь частоты, соответствующие продольным типам коле

баний. 

Наиболее эффективным методом подавления продольных типов колебаний 

является использование системы связаннь1х резонаторов. Максимальную доб

ротность в такой системе имеют типы колебаний, являющиеся резонансными 

для каждого резонатора, входящего в систему. В простейшем случае двух свя

занных резонаторов, образованных тремя зеркалами, подбирая длины этих резо

наторов и коэффициент пропускания среднего зеркала, добиваются работы на 

тех типах колебаний, резонансные частоты которых одинаковы для обоих резо

наторов, существенно ослабив или подавив остальные (рис. 6.11). Эффектив
ность метода повышается при увеличении числа связанных резонаторов. При 

настройке расстояний между зеркалами с точностью до долей длины волны и 

подборе коэффициентов отражения зеркал можно получить одночастотный ре

жим работы. 

Практически число связанных резонаторов можно увеличить, используя в 

качестве одного из отражателей стопу из нескольких плоскопараллельных пла

стин. Такие пластины представляют собой резонаторы, в которых собственные 

частоты продольных колебаний находятся на расстояниях, больших, чем у ос

новного резонатора. 
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Вопросы 

1. В объемном прямоугольном резонаторе могут возбуждаться колебания Нтпр и Етпр, 
в круглом -колебания Нптр и Ептр• Что можно сказать о структуре поля этих коле
баний, исходя из их обозначения? 

2. Почему в оптическом диапазоне частот применяются не объемные, а открьпые ре

зонаторы? 

3. В открытом резонаторе могут возбуждаться Ттп-колебания. Что можно сказать о 

структуре полей этих колебаний, исходя из их обозначений? 
4. Что представляет собой основное колебание Т 00, возникающее в открытом резо-

наторе? 

5. Что представляет собой поперечное колебание Т тп? 

6. Как определяется добротность резонатора? 

7. Перечислите потери, определяющие добротность объемного и открытого резона

торов. 

8. Какой тип колебания в открытом резонаторе обладает наименьшими дифракцион

НЬIМИ потерями? 

9. От чего зависят дифракпионные потери? 

10. Какой вид имеют поперечное и продольное распределения интенсивности поля ос
новного колебания? 

11. Как можно уменьшить число продольных и поперечных типов колебаний? 

Задачи 

1. В объемном прямоугольном резонаторе, размеры которого 20х10х30 см, возбуж

дается поле Н101 . Резонатор заполнен воздухом, проводимость стенок резонатора 

cr = 5,6-107 См/м, максимальная напряженность электрического поля в центре резо
натора Ет = 105 В/м. Определите резонансную частоту, структуру поля Н101 , запа
саемую энергию, потери в стенках резонатора, добротность и полосу пропускания. 

2. Определите резонансную длину волны двух низших типов колебаний, возбуждае

мых в прямоугольном резонаторе размерами 20х25х30 мм. 

3. Определите длину l прямоугольного резонатора сечением 23х10 мм, если в резона

торе возбуждается колебание Н103 и резонансная частота 9 ГГц. 

4. Прямоугольный объемный резонатор заполнен воздухом и имеет размеры 

35xl 5х60 мм. Определите резонансную длину волны поля Е112• 

5. Перестраиваемый резонатор образован отрезком прямоугольного волновода сече

нием 23х10 мм, внутри которого перемещается поршень. В резонаторе возбуждает

ся поле Н101 . Определите пределы перемещения поршня для перестройки резонато

ра в пределах 8 ... 12 ГГц. 

6. Определите составляющие поля Н011 в цилиндрическом резонаторе и его длину /, 
если R = 5 см, а резонансная частота 8,35 ГГц. 

7. Открьпый пустой резонатор гелий-неонового лазера (Ар = 0,63-10-6 м) образован 

ПЛОСКИМИ Зеркалами, КОЭффициеНТ Отражения КОТОрЫХ IГE l2 = 0,99. Дшrnа резонатора 
l = 1 м. Определите расстояние между резонансными частотами продольных типов 
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основного колебания Т 00, добротность и ширину резонансных пиков, если дифрак

ционные потери на один проход сх,диФ = 0,2. 

8. Условие задачи то же, что и задачи 7. Определите расстояние между резонансными 
частотами продольных типов углового колебания Т01, добротность и ширину резо

нансных пиков, если СХ.диФ = 0,4. 

9. Конфокальный резонатор гелий-неонового лазера (Ар= 0,63-10-6 м) образован сферичес

кими зеркалами, коэффициент отражения которых IГE l2 = 0,99. Длина резонатора 
l = 1 м. Определите расстояние между продольными типами основного колебания 
Т00 по частоте, добротность и ширину резонансных пиков, если СХ.диф = 0,006. 

10. Условие задачи то же, что и задачи 9. Определите расстояние между продольными 
типами углового колебания Т 01 по частоте, добротность и ширину резонансных пи

ков, если <¾иФ = 0,01. 



7. ФЕРРИТОВЫЕ УСТРОЙСТВА 
СВЕРХВЫСОКИХ ЧАСТОТ 

7 .1. Волноводные устройства, использующие эффект Фарадея 

Гиратор. Простейшим устройством, использующим эффект Фарадея, явля

ется гиратор. Гиратор - двуплечее устройство (четырехпоmосник), имеющее 

сдвиг фазы, в одном направлении передачи равный нулю, а в другом направле

нии - 180°. На рис. 7.1 показан гиратор, состоящий из скрученного на 90° пря
моугольного волновода и 90°-ного вращателя поляризации. Таким образом, вы

ходное плечо ориентировано так же, как и входное. 

90°-ная 

скругка 

<·· ·•·, ., .. ·> 

Круглый 

волновод 

Рис. 7.1. Схема гиратора 

Пусть волна, распространяющаяся слева направо, имеет вертикальную по

ляризацию вектора электрического поля и скрутка поворачивает этот вектор на 

90° против часовой стрелки. Вращатель поляризации поворачивает его еще на 
90° и в результате вектор электрического поля в выходном плече оказывается 
повернутым на 180° по отношению к вектору во входном плече. При движении 
вертикально поляризованной волны в противоположном направлении ( справа 
налево) вращатель поляризации поворачивает вектор электрического поля в ту 

же сторону, что и в первом случае (по часовой стрелке относительно направле

ния намагничивающего поля Н0), скрутка поворачивает вектор в противопо

ложную сторону и в результате вектор электрического поля оказывается направ

ленным так же, как и во входном плече. 

Циркулятор. На основе гиратора можно построить циркулятор (рис. 7.2, а). 
Такой циркулятор работает следующим образом. Сигнал, поступающий в плечо 1, 
делится поровну между боковыми плечами двойного тройника. Обе составляющие 

сигнала проходят одинаковые пути, так что в боковых плечах левого двойного 

тройника они оказываются в фазе и результирующий сигнал проходит в плечо 2. 
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а 

Рис. 7.2. Циркулятор : 

а - схема; б - схемное обозначение; 1-4 - плечи 

Сигнал, поступающий в плечо 2, точно так же делится пополам между боковыми 
плечами. Однако теперь гиратор меняет фазу одной из составляющих прохождения 

сигнала на 180°. Противофазные волны в боковых плечах правого двойного трой
ника складьmаются в плече 3. Аналогично сигнал проходит из плеча 3 в плечо 4, из 
плеча 4 - в плечо 1 и т. д. В схемном обозначении циркулятора, показанном на 

рис. 7 .2, 6, стрелка соответствует последовательности 1 - • 2 - • 3 - • 4 - • 1. 
Циркулятор, использующий эффект Фарадея, показан на рис. 7.3. Плечо 1 ле

вой секции представляет собой переход с прямоугольного волновода на круглый; 

плечо 3 - прямоугольный волновод, расположенный под прямым углом к плечу 1 и 
связанный с круглым волноводом. Благодаря такому взаимному расположению плеч 

1 и 3, а также наличию металлической пластины в переходе, связь между этими 

плечами отсутствует. Такая же секция (плечи 2 и 4), повернутая на 45° относитель

но первой, подюnочена с другой стороны отрезка круглого волновода с ферритом. 
Вертикально поляризованный вектор электрического поля волны, посту

пающей в плечо 1, проходя через круглый волновод с ферритовым стержнем, 

поворачивается на 45° против часовой стрелки (относительно направления рас
пространения) и в результате волна проходит в плечо 2. Вектор сигнала, посту
пающего в плечо 2, оказывается горизонтально поляризованным и возбуждает 
плечо 3. Аналогичным образом из плеча 3 сигнал поступает в плечо 4, из плеча 4 -
в плечо 1 и т. д. При изменении направления намагничивающего поля сигнал 
передается в направлении каналов 1 - • 4 - • 3 - • 2 - • 1. 

Вентиль. Вентиль - однонаправленная линия передачи. Рассмотрим неко

торые виды вентилей. 

2 

6 

Рис. 7.3. Схема циркулятора, использующего эффект Фарадея: 

1-4 - плечи; 5, 6 - металлические пластины 



7.1. Волноводные устройства, использующие эффект Фарадея 301 

Рис. 7.4. Схема вентиля: 
1, 2 - плечи; 3, 4 - поглощающие плаС'rnны 

Циркулятор, использующий эффект Фарадея (см. рис. 7.3), можно приме

нять как вентиль, если к плечам 3 и 4 подключить согласованные нагрузки. Рас
пространение энергии в таком вентиле происходит в направлении 1 - 2. Отра
жения сигналов от выходной нагрузки в плече 2 не возвращаются во входное 
плечо 1, а поглощаются в согласованной нагрузке (плечо 3). 

Более компактная конструкция вентиля представлена на рис. 7.4. В ней от
сутствуют плечи 3 и 4 ( см. рис. 7 .3), а вместо металлических пластин установле

ны поглощающие пластины. Волновод с ферритом поворачивает поляризацию 

волны на 45°. Поэтому вектор электрического поля волны, падающей в плечо 1, 
нормален к поглощающей пластине 4, и волна проходит в плечо 2. При обрат
ном направлении распространения вектор сигнала, поступающего в плечо 1, по
ворачивается ферритовым стержнем на 45° в ту же сторону и приобретает гори
зонтальную поляризацию. Такая волна будет поглощена пластиной 3. Неболь
шая часть энергии обратной волны, которая может отразиться от пластины 3 и 
переднего края феррита, после нового прохождения ферритовой секции будет 

поглощена пластиной 4. Отметим, что пластины 3 и 4 почти не оказывают влия
ния на прямую волну, распространяющуюся в направлении 1 - 2, электриче
ский вектор которой направлен нормально к поверхности пластин. Рассмотрен

ный вентиль пригоден для работы на малых уровнях мощности, поскольку по

глощающие пластины не могут рассеивать значительную мощность. 

Амплитудные модуляторы и переключатели. Рассмотренные выше фара

деевы циркуляторы можно использовать в качестве невзаимных электрически 

управляемых переключателей. В этом случае намагничивающее поле создается с 

помощью катушки, намотанной на участок волновода с ферритовым цилиндром, 

и переключение волноводных каналов осуществляется изменением направления 

тока в катушке. Обычно к плечу 4 (см. рис. 7.3) подключается согласованная 
нагрузка, и в зависимости от полярности тока в обмотке в плече 2 сигнал есть 
или нет (положение «включено» или «выключено»). 

Если подмагничивающий ток изменяется по синусоидальному закону, то вы

ходной СВЧ-сигнал в плече 2 будет иметь амплитудную модуляцию. Когда ток в 
катушке проходит через нулевое значение, магнитного поля нет и вращение поля

ризации отсутствует, при этом энергия сигнала делится поровну между плечами 2 и 4. 
При положительных и отрицательных максимумах тока в плечи 2 и 4 соот

ветственно поступает больше или меньше половины энергии сигнала. Если 
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Рис. 7.5. Схема вращателя плоскости поляризации, использующего эффект Фарадея: 
1 - прямоугольный волновод; 2 - переход; 3 - круглый волновод 

100 %-ной модуляции не требуется, сигнал в плече 2 можно увеличить, введя 
постоянную составляющую тока управляющей обмотки, создающую постоянное 

намагничивание. Для этого можно также использовать кольцевые магниты, оде

ваемые на волновод, или поместить магнитный брусок непосредственно в фер

ритовый элемент. 

Вентиль для малого уровня мощности, показанный на рис. 7.4, также можно 
использовать в качестве переключателя и модулятора. 

Вращатели плоскости поляризации, использующие эффект Фарадея. 

Устройство, осуществляющее поворот плоскости поляризации, называется вра

щателем плоскости поляризации. 

Вращатель плоскости поляризации, использующий эффект Фарадея, является 

невзаимным устройством. Оно состоит из участка круглого волновода с продоль

но намагниченным ферритовым ЦИЛИндРОМ, соединенного плавным переходом с 

волноводом прямоугольного сечения (рис. 7.5). Н10-волна,поступающая из прямо
угольного волновода 1, преобразуется в переходе 2 в Н11-волнукруглого волново
да 3. После прохождения ферритовой секции длиной А линейно поляризованная 
волна будет иметь плоскость поляризации, повернутую относительно первона

чального положения на угол, пропорциональный длине А. Угол поворота плоско

сти поляризации зависит от напряженности постоянного магнитного поля, элек

трических параметров феррита, размеров стержня и диаметра волновода. 

Если феррит обладает заметными потерями, различными для различных 

круговых поляризаций, то результирующая волна окажется поляризованной эл

липтически. На практике обычно потерями в феррите пренебрегают. 

Недостатком рассмотренного вращателя является то, что одновременно с 

поворотом плоскости поляризации изменяется фаза волны, в ряде задач это яв

ляется нежелательным. 

Для компенсации нежелательного фазового сдвига в круглом волноводе 3 
вращателя после ферритового стержня может быть установлена тонкая диэлек

трическая пластина (рис. 7.6). Пластина 4 установлена параллельно вектору поля 
волны в прямоугольном волноводе 1 и изготовлена из диэлектрика с маль1ми 
потерями, например из тефлона. Пластина чувствительна к поляризации прохо

дящей через нее волны и обеспечивает фазовую задержку, пропорциональную 
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Рис. 7.6. Схема вращателя плоскости поляризации с диэлектрической пластиной: 

1 - прямоугольный вошювод; 2 - переход; 3 - кругЛЬIЙ вошювод; 4 - диэлектрическая пластина 

углу поворота плоскости поляризации. Размеры пластины выбирают таким об

разом, чтобы суммарный фазовый сдвиг, создаваемый ферритовым стержнем и 
пластиной, оставался на выходе устройства постоянным и не менялся в зависи

мости от угла поворота плоскости поляризации. 

Компенсатор фазового сдвига может быть выполнен также в виде двух ме
таллических стержней, установленных за ферритовым стержнем перпендику

лярно вектору поля прямоугольного волновода. Их диаметры и расстояние друг 

от друга подбираются экспериментально, чтобы фазовый сдвиг, создаваемый 

ими, бьш равен по величине и противоположен по знаку фазовой задержке, обу

словленной ферритовым стержнем. 

Недостатками описанных выше ферритовых вращателей плоскости поляри

зации являются, во-первых, большая постоянная времени обмотки электромаг

нита, что приводит к низким скоростям поворота плоскости поляризации, и, во

вторых, значительные потери мощности управления в случае изготовления об

моток с малыми постоянными времени. 

Конструкция вращателей с большой скоростью поворота плоскости поляри

зации представлена на рис. 7.7. Внутри круглого волновода 1 помещен диэлек
трический стержень 2, в котором запрессован ферритовый элемент. Первичная 
обмотка 3, намотанная вдоль диэлектрического стержня, состоит из двух секций, 
намотанных навстречу друг другу. Последние витки имеют хороший контакт с 

внутренней поверхностью волновода. Диэлектрический стержень и обмотка 3 
образуют вспомогательный волновод, по которому проходят электромагнитные 

волны. Для создания постоянного магнитного поля служит обмотка 4, намотан
ная поверх обмотки 3. Выводы обмотки 4 проходят через отверстие в стенке 

4 З 

2 

Рис. 7.7. Схема вращателя с большой скоростью поворота плоскости поляризации: 

1 - круглый волновод; 2 - диэлектрический стержень с ферритовым элементом; 3 - первичная 

обмотка катушки; 4 - вторичная обмотка катушки 
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волновода. Поскольку обмотка 3 состоит из двух секций, намотанвых навстречу 
друг другу, взаимвая индукция между обмотками 3 и 4 отсутствует. Поэтому в 
обмотке 3 отсутствует наведенвый ток, хотя проходящий через обмотку 4 ток 
имеет переменную составляющую. Постоянвая времени обмотки 4 такова, что 
плоскость поляризации может поворачиваться с частотой до 100 КГц. Это по
зволяет использовать такие вращатели для изменения поляризации антенн при 

переходе из режима излучения в режим приема. 

Фазовращатели, управляемые продольным магнитным полем. Фазо

вращатели, управляемые продольным полем, представляют собой круглую вол

новодную секцию с продольно намагниченным ферритовым стержнем. При рас

пространении через такую секцию волны круговой поляризации происходит за
держка по фазе, значение которой зависит от направления поляризации волны и 

напряженвости намагничивающего поля. Последняя зависимость сильно выра

жена именво при малых значениях напряженности, что делает рассматриваемые 

фазовращатели экономичными и конструктивно удобными. 

Конструкция фазовращателя с продольным намагничивающим полем, пред

назначенная для осуществления фазовой задержки линейно поляризованвой 

волны, схематично показана на рис. 7.8, а. Она состоит из двух поляризаторов 1, 
3, двух переходных секций с прямоугольного сечения на круглое и участка 
круглого волновода 2 с продольно намагниченным ферритовым цилиндром. 

Поляризатор представляет собой устройство, служащее для преобразования 

линейно поляризованной волны в волну круговой поляризации (поляризатор J) и 
наоборот (поляризатор 3). Он состоит из четвертьволновой диэлектрической 
пластины в круглом волноводе, установленной под углом 45° к вектору поля Е 
прямоугольного волновода. На пластине вектор Е раскладывается на две орто

гональные составляющие, одна из которых (Ех) ориентирована по пластине, а 

другая (Еу) - по нормали к ней (рис. 7.8, б). Составляющая Еу, проходя через 

секцию с пластиной, никаким изменениям не подвергается ( если пренебречь 
очень незначительным затуханием), а составляющая Ех претерпевает задержку, 

значение которой зависит от длины и толщивы пластины. Размеры пластины 

подбираются таким образом, чтобы составляющая Ех задержалась относительно 

Еу на 90°. В результате на выходе секции с пластиной образуется кругополяри
зованная волна. Причем в зависимости от того, как ориентирована пластина от-

а б 

Рис. 7.8. Схема фазовращателя, управляемого продольным магнитным полем (а) и раз

ложение вектора Е на две ортогональные составляющие (б): 

1, 3 - поляризаторы; 2 - круглый волновод 
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Рис. 7.9. Схемы фазовращателей, управляемых продольным магнитным полем: 
а - с волноводным тройником; б - с вращателем, использующим эффект Фарадея; / - заглуш

ка; 2 - вращатель 

носительно вектора Е, под углом 45° или -45°, будет иметь место круговая по

ляризация правого или левого вращения соответственно. 

Рассматриваемый фазовращатель в принципе является невзаимным, посколь

ку волна, проходящая ферритовую секцию в обратном направлении, будет иметь 

левое (а не правое) вращение. Однако при малых управляющих полях эта невза

имность проявляется слабо, так как фазовые сдвиги для круговых волн разных 

вращений примерно одинаковы. 

Недостатком такого фазовращения является необходимость преобразования 

линейно поляризованной волны в волну круговой поляризации и наоборот. 

На рис. 7.9 приведены схемы фазовращателей, в которых фазовый сдвиг при 
том же управляющем поле получается вдвое больше, чем в рассмотренном выше 

случае. Это достигается за счет того, что волна дважды проходит через феррито

вый элемент. Для этого круглый волновод за ферритовой секцией замкнут нако

ротко с помощью заглушки, от которой волна отражается и распространяется че

рез ферритовый элемент в обратном направлении. 

В конструкции, представленной на рис. 7.9, а, использован волноводный 

тройник, поскольку вектор электрического поля в результате двукратного про

хождения волны через поляризатор поворачивается в пространстве на 90°. 
В фазовращателе, схема которого приведена на рис. 7.9, б, вместо тройника 

использован вращатель, использующий эффект Фарадея, поворачивающий 

плоскость поляризации волны на 45° (на 90° при прохождении в обе стороны). 
В этом случае плоскость поляризации волны после прохождения фазовращателя 

сохраняется неизменной. 

Рассмотренные выше фазовращатели предназначены для придания фазового 

сдвига волнам, поляризованным по кругу, а в случае их использования для ли

нейно поляризованных волн последние необходимо сначала преобразовать в 

волны круговой поляризации. 
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Рис. 7.10. Схема фазовращателя, управляемого продольным магнитным полем с двумя 
обмотками электромагнита, намотанными в противоположных направлениях 

В фазовращателе, изображенном на рис. 7.10, не требуется предварительно
го преобразования волны линейной поляризации в поляризованную по кругу 

волну. Обмотка электромагнита содержит две секции, намотанные в противопо

ложных направлениях. При распространении линейно поляризованной волны по 

волноводу, содержащему продольно намагниченный ферритовый стержень, 

происходит поворот плоскости поляризации волны и изменение ее фазы. По

скольку два участка ферритового стержня намагничены в противоположных на

правлениях, результирующий угол поворота плоскости поляризации будет равен 

нуmо, а фаза волны изменится на величину Л<р = IЛ<p-1-IЛ<p+l z, где l - общая 
2 

длина феррита; Л<р_ и Л<р+ - приращение фазы для волн левого и правого вра

щений соответственно. Изменяя значение управляющего поля, можно регулиро

вать фазу линейно поляризованной волны, сохраняя неизменной ее плоскость 

поляризации. Рассмотренный фазовращатель взаимный. Достоинством такого 

фазовращателя является простота конструкции, а недостатком - малое значе

ние фазового сдвига при небольших значениях управляющего поля. 

7 .2. Волноводные устройства, использующие явление 
взаимного поглощения при ферромагнитном резонансе 

Невзаимное резонансное поглощение в ферритах используется для создания 

вентилей, в которых знаqительная часть энергии волны, распространяющейся в 

одном направлении, поглощается в феррите, тогда как волна обратного направ

ления проходит через линию почти без потерь. 

Резонансный вентиль может быть построен с использованием круглого, 

прямоугольного, коаксиального, П- и И-образного, спирального или плоского 

волновода, а также любой другой линии передачи, если только в некоторой об

ласти ее существует или может быть создано вращение вектора переменного 

магнитного поля при движении волны по волноводу. Для получения невзаимно

го резонансного поглощения наличие круговой (или эллиптической) поляриза

ции является обязательным. 

Резонансный вентиль на круглом волноводе. Резонансный вентиль на 

круглом волноводе имеет конструкцию, подобную вращателю поляризаций, ис-



7.2. Волноводные устройства, использующие явление взаимного поглощения 307 

Рис. 7.11. Схема резонансного вентиля на круглом волноводе: 
1, 2 - четвертьвоmювые пластины 

пользующей эффект Фарадея (рис. 7.11). Чтобы преобразовать линейно поляри
зованную волну Н11 круглого волновода в волну круговой поляризации, необхо

димую для работы устройства, используются четвертьволновые пластины. Пла

стина 1 обеспечивает создание волны, например, с левой круговой поляризацией 
(против часовой стрелки относительно вектора Н0). Волна, распространяющаяся в 
противоположном направлении, преобразуется пластиной 2 в волну с правой кру
говой поляризацией. Если подмагничивающее поле имеет такую величину, что вы

полняется условие резонанса, то волна с правым направлением круговой поляриза

ции будет сильно поглощаться в ферритовом стержне. Поскольку ферритовый стер

жень в круглом волноводе не соприкасается с металлическими стенками, он может 

рассеять лишь небольшое количество теплоть1. Поэтому области применения этих 

устройств ограничиваются случаями, когда мощность обратной волны мала. 

Резонансные вентили на прямоугольном волноводе. Резонансные венти

ли на прямоугольном волноводе находят наибольшее практическое применение. 

Они обладают двумя основными особенностями, представляюIЦИми значитель

ный интерес при разработке устройств сверхвысоких частот: высокая рабочая 

мощность; возможность работы в широкой области частот (от 100 МГц до 300 ГГц). 

Наличие круговой поляризации вектора переменного магнитного поля при 

движении волны по волноводу иллюстрируется рис. 7.12, 
где показана картина магнитных силовых линий в плос

кости широкой стенки волновода. В точке Р вектор маг

нитного поля Н вращается против часовой стрелки, когда 

картина поля движется вдоль положительного направле

ния оси z, и по часовой стрелке при движении в обратном 
направлении. 

Если в точке Р Нх = Hz, то имеет место круговая 
поляризация, в противном случае - эллиптическая. 

(В центре волновода и у боковых стенок вектор Н поля

ризован линейно.) 

В точку Р можно поместить феррит, к которому при

ложено постоянное магнитное поле, перпендикулярное 

широким стенкам волновода (поперечв:ое намагничива

ние). Спиновые диполи будут прецессировать вокруг на-

z 
н -- ..... 

( \ 
1 t 
• 1 

~--_) ~---( \ 

' \ \ Нх i 

1rz 
2а 

Рис. 7.12. Магнитные 
силовые линии в плос

кости пшрокой стенки 

волновода 
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Рис. 7.13. Варианты расположения ферритовой пластины в резонансном вентиле 

правления постоянного магнитного поля, и направление вращения вектора П 

будет совпадать с направлением прецессии или противоположно ему в зависи

мости от направления движения картины поля. Если СВЧ-поле имеет резонанс

ную частоту, будет наблюдаться резонансное поглощение энергии. 
Существует несколько вариантов расположения ферритовой пластины в ре

зонансном вентиле, некоторые из которых показаны на рис. 7.13. Она либо при
клеивается к широким стенкам волновода, либо поддерживается в нужном сече

нии диэлектрическим стержнем, проходящим через боковое отверстие в боковой 
стенке волновода. 

Коаксиальный резонансный вентиль. Если сравнительно небольшая 

мощность, пропускаемая линией, не является препятствием, можно использо

вать коаксиальный вентиль, существенными преимуществами которого являют

ся широкополосность и компактность. 

Рис. 7.14. Коаксиальный резо
нансный вентиль 

Рис. 7.15. Поперечное сечение коакси
ального резонансного вентиля с асим

метрично расположенными феррито

выми пластинами 

В коаксиальном вентиле, представленном на рис. 7.14, половина линии за
полнена диэлектриком с относительно большой диэлектрической проницаемо

стью. Диэлектрик используется для искажения картины поля волны. Как извест

но, Т-волна не имеет продольной составляющей магнитного СВЧ-поля и не соз

дает вращающегося магнитного поля, необходимого для появления невзаимных 

эффектов. Продольная составляющая магнитного поля может быть создана по

средством внесения асимметрии в поперечное сечение линии (с помощью иска

жения формы) или путем введения диэлектрика (рис. 7.15). 

7.3. Волноводные устройства, использующие различия 
в структурах полей прямой и обратной волн 

Певзаимные фазовращатели. Невзаимные фазовращатели используют разли

чие фазовых постоянных для двух направлений распространения электромагнитной 
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а б в 

Рис. 7.16. Фазовращатель на прямоугольном волноводе с поперечно намагниченной ферри

товой пластиной 

: а - смещенной относительно центра волновода; б - находящейся в центре волновода; в - с 

двумя симметричными противоположно намагниченными пластинами 

волны или ( что то же самое) при неизменном направлении распространения энер
гии - раз.JШЧИе фазовых постоянных (Л~) для двух направлений: намагнИ1Швающе
го поля. ДиффереIЩИальный (или разностный) фазовый сдвиг, создаваемый фазо

вращателем, определяется по формуле 

Л<р = Л~l, 

где l - длина фазовращателя. 

Фазовращатель на прямоугольном волноводе, показанный на рис. 7 .16, а, 
содержит поперечно намагниченную ферритовую пластину, смещенную относи

тельно центра волновода. Если поперечно намагниченная ферритовая пластина 

расположена в центре волновода (рис. 7.16, б), фазовращатель будет взаимным. 

Две противоположно намагниченные ферритовые пластины, расположенные на 

равных расстояниях от боковых стенок волновода (рис. 7.16, в), увеличивают 

диффереIЩИальный фазовый сдвиг примерно вдвое. 

В рассматриваемых фазовращателях для реализации достаточно больпmх фазо

вых сдвигов требуются большие управляющие поля и, как следствие, громоздкие 

электромагниты. Поэтому фазовращатели с поперечным полем нельзя использовать 

для быстрой регулировки фазы. В этом состоит их основной недостаток. 

Этот недостаток устранен в конструкции, представленной на рис. 7.17, где вме
сто двух противоположно намагниченных ферритовых пластин используется фер

ритовый тороид. Внутри тороида проходит управляющий провод, по которому про

пускаются импульсы тока разной полярности, создающие азимутальное (или коль

цевое) намагничивающее поле. Каждой полярности импульса тока соответствует 

определенное состояние остаточной намагниченности феррита (рис. 7.18), а следо
вательно, и постоянной распространения волны. Разность постоянных распростра-

нения для двух состояний остаточной намагниченности 

определяет диффереIЩИальный (или разностный) фазовый 

сдвиг, приходящийся на единицу длины фазовращателя. 

Основным отличием таких фазовращателей является 

то, что при азимутальном намагничивании ферритовый 

тороид имеет размагничивающий фактор, близкий к нулю, 

и, следовательно, в каждом состоянии остаточной намаг

ниченности будет находиться сколь угодно долго. Для 

Рис. 7.17. Фазовраща
тель на прямоуголь

ном волноводе с фер

ритовым тороидом 
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в 

Рис. 7.18. Петля гистерезиса 

изменения фазы фазовращателя достаточно перемаг
нитить ферритовый тороид коротким импульсом тока 

и не нужно поддерживать намагниченный ток во вре

мя работы фазовращателя, т.е. требуется малая мощ

ность управления. Работа в состоянии остаточной на

магниченности (так назьmаемый принцип магнитной 

памяти) легко реализуется за счет использования 

ферритов с прямоугольной петлей гистерезиса. 
Другое принципиальное отличие этих фазовра-

щателей - отсутствие внешней магнитной системы. 

Переключающий импульс магнитного поля создает

ся проводником с током, находящимся внутри линии переда<IИ. Поэтому металли

ческие стенки волновода не оказывают размагничивающего действия, и можно 

достичь максимально возможного для ферритовых устройств быстродействия. 

Недостатком конструкции, представленной на рис. 7 .17, является сравнитель
но низкая добротность ( отношение дифференциального фазового сдвига к поте
рям). Это обусловлено тем, что горизонтальные участки ферритового тороида не 

участвуют в создании дифференциального фазового сдвига. Поэтому, когда фа

зовращатель работает на низком уровне мощности сверхвысоких частот, т. е. не 

требуется контакта с металлической поверхностью волновода, ферритовый вкла

дыш выполняется в форме трубки (рис. 7.19, а), надетой, как правило, на диэлек
трический стержень. 

Фазовращатель на круглом волноводе с азимутально намагниченным фер

ритовым вкладышем кольцевого сечения может работать с сигналами произ

вольной поляризации (рис. 7.19, б). 
Вентили на смещении поля. Вентили на смещении поля используют раз

личие в структуре поля прямой и обратной волн. Достоинством таких вентилей 

является сравнительно небольшая величина внешнего магнитного поля (Но<< Н). 

Вентили на смещении поля разработаны как на круглых, так и на прямоуголь

ных волноводах. 

Вентиль на круглом волноводе с продольно намагниченным ферритом пока

зан на рис. 7 .20. В его конструкции используется различие в структуре поля 
волн круговой поляризации Н11 правого (прямая волна) вращения. Для преобра-

а б 

Рис. 7.19. Фазовращатель: 
а - на прямоугольном волноводе с ферритовой трубкой; б - на круглом волноводе 

с ферритовым вкладышем кольцевого сечения 
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Но -

Рис. 7.20. Вентиль на круглом волноводе с продольно намагниченным ферритом 

зования линейно поляризованной волны в волну круговой поляризации и обрат

но применены диэлектрические четвертьволновые пластины. Ферритовый стер

жень либо покрывается поглощающей пленкой, либо изготавливается полым с 

металлическим стержнем внутри, либо содержит поглощающий слой аквадага. 

Эффективная магнитная проницаемость ферритовой среды для кругополяризо

ванных волн правого и левого вращений µ + = µ - µа и µ _ = µ + µа соответст
венно. Поэтому левополяризованная волна концентрируется в феррите значи

тельно сильнее, чем правополяризованная. Если диаметр ферритового стержня 

достаточно велик, то левополяризованная волна почти полностью концентриру

ется в феррите и сильно затухает. Для волны с правой круговой поляризацией 

поглощение сравнительно невелико, поскольку СВЧ-поле почти не проникает в 

феррит (благодаря малой эффективной магнитной проницаемости феррита). 

Вентиль на прямоугольном волноводе с поперечно намагниченной феррито

вой пластиной изображен на рис. 7.21, а. Поглощающий материал расположен 
на одной из боковых поверхностей ферритовой пластины, которая установлена в 

волноводе вблизи его базовой стенки. Размеры и параметры ферритовой пласти

ны и ее местоположение в волноводе можно выбрать таким образом, что карти

ны распределения напряженности электрического поля для прямой и обратной 

волн будут соответствовать приведенной на рис. 7.21, а. При этом поглотитель 
будет оказывать слабое влияние на прямую волну, в то время как обратная волна 

будет интенсивно в нем затухать. 

Вентиль с двумя ферритовыми пластинами, показанный на рис. 7,21, б, 
сложнее по конструкции, чем вентиль с одной пластиной. В отношении элек

трических характеристик оба вентиля можно считать в первом приближении 

равноценными. Этим и объясняется то обстоятельство, что вентили с двумя пла

стинами не получили широкого распространения. 

Еу 
1 

а б 

Рис. 7.21. Вентиль на прямоугольном волноводе: 
а - с поперечно намалшченной ферритовой пластиной; б - с двумя ферритовыми плас

тинами; 1 - распределе!Ше составляющей поля ЕУ прямой волны; 2 - распределе!Ше состав

ляющей поля ЕУ обратной волны 
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7.4. У-циркулятор 

Благодаря своим исключительно малым габаритам и хорошим электриче
ским параметрам У-циркуляторы нашли широкое применение в технике сверх

высоких частот. 

Волноводный У-циркулятор представляет собой симметричное соединение 

волноводов под углом 120°. В центре такого разветвления расположен ферритовый 
цилиндр достато'П:lо большого диаметра (высота его не обязательно равна высоте 

волновода), намагниченный вдоль своей оси (рис. 7.22). Наличие феррита придает 
волноводному мосту невзаимные свойства, что и позволяет реализовать циркуля

тор. Если рассматриваемый волноводный элемент не содержит феррита, то волна, 

поступающая в плечо 1, делится поровну между плечами 2 и 3. При этом коэффи

циент стоячей волны со стороны плеча 1 равен двум, так как плечо 1 нагружено на 
сопротивление, равное половине волнового сопротивления линии. При наличии 

намагниченного феррита волны, проходящие в плечи 2 и 3, являются результатом 
суперпозиции двух полей: первичного (Е21, Е31) и переизлученного ферритовым ци
линдром (Е;1 , Е; 1 ). Первичные поля в плечах 2 и 3 в силу симметрии системы 

синфазные и равны по амплитуде. Амплитуда и фаза вторичного поля зависят от 

размеров и параметров намагниченного феррита. Их значения можно подобрать 

так, чтобы поля Е21 и Е'21 в плече 2 бьши синфазные, а поля Е3 I и Е'31 в плече 3 -
противофазные. Если, кроме того, эти поля равны по амплитуде, то волна из плеча 1 
будет полностью передаваться в плечо 2. В силу симметрии системы волна из плеча 
2 будет попадать в плечо 3, из плеча 3 - в плечо 1. Таким образом, рассматривае
мый элемент будет представлять собой циркулятор, пропускающий волны в на

правлении плеч 1 - 2 - 3 - 1 или 1 - 3 - 2 - 1 в зависимости от направления 
намагничивающего поля. Огметим, что система будет согласована со стороны трех 

плеч, поскольку, например, плечо 1 будет подключено только к плечу 2, т. е. нагру
жено на сопротивление, равное волновому. В волноводных У-циркуляторах, как 

правило, используется разветвление в И-плоскости (циркуляторы И-типа). Возмож

но, однако, разветвление в плоскости Е. Свойства и принцип работы обоих типов 

циркуляторов одинаковы, но направление движения волн (при одинаковой ориен

тации магнитного поля) получается различным. 

Рис. 7.22. У-циркулятор: 
1-3 - плечи 

У-циркуляторы могут одинаково успешно рабо-

тать как при дорезонансном, так и при зарезонансном 

значениях постоянного магнитного поля. В настоящее 

время У-циркуляторы разработаны для очень широко

го диапазона длин волн (от 15 м до 2 мм). То обстоя
тельство, что они могут работать при полях, превы

шающих резонансное значение, делает У-циркулято

ры наиболее подходящими системами для использо

вания на низких частотах. При этом их габариты (при 

использовании коаксиальных и полосковых линий) 

возрастают не сильно. Использование У-циркуляторов 
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в области коротких миллиметровых волн также не встречает особых затрудне
ний. Поскольку У-циркуляторы не могут работать при малых значениях поля, то 

им не требуются специальные ферриты и сложные волноводные элементы. 

Однако У-циркуляторы являются принципиально узкополосными и нетер

мостабильными устройствами. Это связано с тем, что энергия электромагнит

ной волны почти полностью должна быть сконцентрирована в ферритовом 

стержне и небольшие отклонения значений параметров феррита от оптималь

ных значений вызывают сильную расстройку циркулятора. По той же причине 

У-циркуляторы можно использовать при сравнительно небольших уровнях 

импульсной и средней мощности. 

7.5. Фазовые циркуляторы 

Принцип действия фазовых циркуляторов основан на явлении невзаимного 

фазового сдвига, которое имеет место, например, в прямоугольном волноводе, 
содержащем поперечно намагниченную ферритовую пластину. Для создания 

циркулятора на основе невзаимного фазовращателя необходимы дополнитель

ные волноводные элементы: щелевой мост, двойной Т -образный мост и пере
ходное устройство с одинарного волновода на сдвоенный. Рассмотрим их как 

самостоятельные устройства. 

Щелевой мост. Щелевой мост представляет собой два сдвоенных волново

да, в общей узкой стенке которых прорезана щель определенной формы (рис. 7 .23). 
Высота щели обычно равна высоте волновода. На этом участке волновода воз

можно распространение не только основного колебания (Н10-волна), но и вол
ны второго типа (Н20), в то время как волны высших типов распространяться 
не могут. 

Н10-волна, идущая из плеча 1, возбуждает Н10- и Н20-волны, имеющие оди
наковые амплитуды. Пусть эти волны в плече 1 будут в фазе, тогда в плече 2 они 
будут в противофазе. Поскольку фазовая скорость волны Н20 больше, чем волны 
Н10, первая волна опережает по фазе вторую, длина щели подбирается таким об-

1 

2 

1 ~н,о 
Н20 

4 ~Н,о 
Н 20 

~ !~ Рвх/2- 4 

П' / Pnx/2- З ~ / 

~Н,о 
2 Н20 

Hw ~ 
З Н,о 

Рис. 7.23. Щелевой мост: 
1-4 -плечи 
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з 

а 

2 

6 

4 

Рис. 7.24. Двойной Т-образный мост (а) и модифицированный двойной 
Т -образный мост ( б): 
1--4 -плечи 

разом, чтобы это опережение составило 90°. Таким образом, после прохождения 
участка с двойной шириной сдвШ' фаз между волнами Н10 и Н20 перед плечом 4 
составит 90°, а перед плечом 3 - - 90°. В результате сложения обоих типов ко
лебаний в плечах 3 и 4 образуются волны типа Н10 с одинаковой амплитудой, но 
сдвинутых по фазе относительно друт друта на 90°. Иными словами, энергия 
волны, поступающей в одно из четырех плеч щелевого моста, делится поровну 

между двумя противоположными плечами, а волны в этих плечах имеют фазо

вый сдвиг 90°. Точная настройка щелевого моста обычно осушествляется по

гружением в щель настроечного винта, расположенного в центре щели, после 

чего положение винта фиксируется гайкой. 

Двойной Т-образный мост. Энергия волны, поступающая в плечо 3 
(рис. 7.24, а), делится поровну между плечами 1 и 2, а возбуждаемые в этих пле
чах волны синфазны. При поступлении в плечо 4 энергия волны также делится 
поровну между плечами 1 и 2, однако волны в них возбуждаются в противофазе. 
Волноводный двойной Т-образный мост является взаимным устройством, поэтому 

волны, поступающие в плечи 1 и 2 с одинаковой фазой, складываются и попадают 

в плечо 3, а в противофазе - в плечо 4. 
В фазовых циркуляторах используется модифицированный двойной Т-мост 

(рис. 7 .24, б). Видоизменение заключается в повороте плеч 1 и 2 относительно 
вертикальной оси симметрии. Качественное согласование двойного Т -моста, 

особенно со стороны плеча 4, довольно затруднительно. В связи с этим его час
тотные характеристики несколько хуже, чем у щелевого моста. 

Переходное устройство с одинарного волновода на сдвоенный представлено 

на рис. 7.25. Ценным свойством такого устройства является равномерность де

ления энергии волны, поступающей в плечо 3, между плечами 1 и 2. Используя 

/ ----
2 

~-- 3 
----~ 

Рис. 7.25. Переходное 

устройство с одинарного 

воJШовода на сдвоенный: 

1-3 - плечи 

перечисленные волноводные элементы и невзаимные 

фазовращатели, можно построить несколько типов фа

зовых циркуляторов. Рассмотрим три из них. 

Фазовые циркуляторы. Первый тип фазового цир

кулятора схематически представлен на рис. 7 .26, а. Он 

состоит из двух щелевых мостов, диэлектрической пла

стины, создающей взаимный фазовый сдвШ' 90°, и из двух 
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Рис. 7.26. Фазовый циркулятор: 
а - первого типа; 6 - второго типа; в - третьего типа; 1-4 - плечи 

одинаковых ферритовых пластин, намагниченных в одном и том же направлении и 

расположенных симметрично относительно общей стенки двух волноводов. Ферри

товые пластины и намагничивающее поле, создаваемое постоянным магнитом, по

добраны так, что невзаимный фазовый сдвиг в каждом канале равен 90°. 
Энергия волны, поступающей в плечо 1 циркулятора, делится поровну в 

первом щелевом мосте, причем волна, возбуждаемая в верхнем волноводе, по

лучает фазовый сдвиг - 90°. Проходя по фазовращателю, волна в верхнем волно

воде испытывает дополнительный фазовый сдвиг на 180°, в то время как волна в 
нижнем волноводе дополнительного фазового сдвига не получает. 

Проходя через второй щелевой мост, обе волны испытывают фазовый сдвиг 

-90°. В плече 4 складываются две волны, имеющие фазовый сдвиг, равный ну

лю, а в плече 3 - две волны с фазовым сдвигом 90° и - 90°. Поэтому вся энергия 
поступает в плечо 4. Прослеживая далее, можно убедиться, что в рассматривае
мой системе волны будут проходить в направлении плеч 1 - 4 - 2 - 3 - 1. 
При переключении направления внешнего поля волны будут проходить в обрат

ном направлении 1 - 3 - 2 - 4 - 1. 
Второй тип фазового циркулятора, изображенный на рис. 7.26, б, является 

трехплечим. Вместо второго щелевого моста применен переход со сдвоенного вол

новода на обычный. Повторяя приведенные выше рассуждения, легко убедиться, 

что волны будут двигаться в направлении плеч 1 - 3 - 2 - 1, а при переключении 
направления намагничивающего поля - в направлении плеч 1 - 2 - 3 - 1. 
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Наконец, в фазовом циркуляторе третьего типа, приведенном на рис. 7.26, в, 
вместо переходного волноводного устройства использован модифицированный 

двойной Т -мост. В этом типе циркулятора, который, как и первый, является че

тырехплечим, волны передаются в направлении плеч 1 - 3 - 2 - 4 - 1. 

7.6. Взаимные ферритовые устройства 

К взаимным ферритовым устройствам относятся: фазовращатель Реджиа -
Спенсера, быстродействующий модулятор (переключатель), резонаторы и 

фильтры, перестраиваемые ферритом. 
Фазовращатель Реджиа - Спенсера представляет собой участок прямо

угольного волновода, вдоль оси которого расположен достаточно толстый ферри

товый стержень, намагничиваемый в продольном направлении (рис. 7.27). Фа
зовращатель позволяет получить большие фазовые сдвиги при мальIХ управ

ляющих полях (Но< Н). 

Зависимость взаимного фазового сдвига от величины намагничивающего 

поля представлена на рис. 7.28. 
Большая величина регулируемого сдвига фазы объясняется двумя главны

ми факторами: концентрацией поля в районе феррита и изменяющейся высо

кочастотной магнитной проницаемостью. В реальных конструкциях фазовра

щателей применяются ферритовые стержни больших размеров, в которых 

электромагнитная энергия концентрируется благодаря значительной диэлек

трической проницаемости феррита. При увеличении значения намагничиваю

щего поля от нуля до конечного значения эффективная высокочастотная маг

нитная проницаемость феррита изменяется от единицы до значения, соответ

ствующего намагниченности насыщения. 

Быстродействующий модулятор (выключатель). Выключатель представ

ляет собой устройство, которое в одном режиме пропускает волну, а в другом -
отражает или поглощает ее. Схема взаимного выключателя, основанного на эф

фекте Фарадея, представлена на рис. 7 .29. При отсутствии тока в катушке на
магничивающее поле равно нулю и вращения плоскости поляризации не проис

ходит. Поэтому волна из плеча 1 поступает в плечо 2, где ставят поглощающую 
нагрузку. Если подобрать такое значение тока, чтобы угол поворота плоскости 

CF( 
Но 

Рис. 7.27. Фазовращатель Реджиа -
Спенсера 

О 200 400 600 Но, Э 

Рис. 7 .28. Зависимость фазового сдвига 
от значения намагничивающего поля 
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2 

поляризации составил 90°, то волна из плеча 1 будет передаваться в плечо 3. 
Выключатель не обладает вентильными свойствами. 

Резонаторы и фильтры, перестраиваемые ферритом. С помощью ферри

тов можно создать электрически управляемые узкополосные фильтры, пере

страиваемые в широкой полосе частот. Принцип работы ферритовых фильтров 

основан на явлении ферромагнитного резонанса. 

Фильтром может служить объемный резонатор с помещенным внутрь него 

ферритом. Под влиянием поля намагничивания изменяются параметры феррита 

(компоненты тензора магнитной проницаемости). Изменение действительных час

тей компонентов тензора приводит к сдвигу частоты резонатора, а изменение мни

мых частей обусловливает потери в феррите и, как следствие, изменение добротно

сти резонатора. Однако такие фильтры (с поликристаллическими ферритами) не 

нашли применения вследствие зависимости их параметров от различных факторов. 

Широкое применение находят фильтры, состоящие из линий передачи с по

мещенными в них монокристаллами феррита. Последние имеют форму сфер или 

дисков. Схема полосового фильтра на ортогональных линиях передачи, связан

ных с помощью ферритовой сферы, изображена на рис. 7 .30. 
При не намагниченном феррите энергия сверхвысокой частоты из одной ли

нии в другую передаваться не может вследствие ортогональности типов колеба

ний. Максимальная связь между линиями передачи имеет место при намагничи

вающем поле, создающем ферромагнитный резонанс на частоте СВЧ-сигнала. 

Следует отметить, что применение ортогональных линий передачи позволяет уве

личить развязку (затухание) вне полосы пропускания фильтра. 

Схемы проходных фильтров показаны на рис. 7.31. В режекторном фильтре 
(рис. 7.31, а) входная СВЧ-волна возбуждает в намагниченном феррите вторич
ные волны Н1 и Н2, распространяющиеся в направлениях 1 и 2. При резонансе 
фазовый сдвиг между первичной волной н.х и волной Н2 оказывается равным 
180° и энергия через фильтр (в направлении 2) не распространяется. 

В,од - ~н,-с_-§~Рн~ - вы,од 
-но 

Рис. 7.30. Схема полосового фильтра на ортогональных линиях передачи 
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Рис. 7.31. Схемы проходных фильтров: 
а - режекторного; б - полосового 

н , --- c:J Н2 / н.,-о --- 2 
Нотр- c:J 

б 

В полосовом фильтре (рис. 7.31, 6) кроме возбуждения вторичных волн 
Н1 и Н2, распространяющихся в направлениях 1 и 2, наблюдается отражение 
от диафрагмы волны Н0тр в направлении 1. При соответствующем выборе 
диафрагмы происходит компенсация волн Н1 , Н0, и Натр · Волна Н2 проходит 
через фильтр. Вне полосы пропускания (вдали от резонанса) энергия сверх

высоких частот через фильтр не проходит, так как волновод за счет толстой 

диафрагмы становится запредельным. 

При изготовлении СВЧ-фильтра необходимо, чтобы ферритовая сфера рас
полагалась в области максимума магнитного СВЧ-поля соответствующей ори

ентации. 

7.7. Ферритовые устройства на полосковых линиях 
и периодических структурах 

С уменьшением частоты увеличиваются габариты и масса ферритовых уст

ройств. В дециметровом диапазоне волн проблема больших габаритов и веса 

частично может быть решена применением полосковых линий. На полосковых 

линиях могут быть выполнены резонансный вентиль, У-циркулятор и некоторые 

другие устройства. 

Вентили на полосковых линиях. Вентили на полосковых линиях являются 

наиболее компактными в этом классе устройств. Миниатюрный вентиль для 

диапазона порядка 400 МГц может быть создан с использованием элементов с 
сосредоточенными емкостями (рис. 7.32, а). 

Подстрочные конденсаторы используются для настройки в резонанс парал

лельного и последовательного резонансных контуров, показанных на рис. 7 .32, б. 
При этом, как следует из эквивалентной схемы, вьmолняются условия 12 = -il1. 
Эти токи создают в феррите магнитное поле с круговой поляризацией, вращаю

щееся в одном направлении, когда ток 11 направлен к нагрузке, и в противопо

ложном направлении, когда ток 11 направлен к входу. Таким образом, условия, 
при которых может существовать резонансный вентиль, создаются элементами с 

сосредоточеннымn постоянными. 

У-циркуляр на полосковых линиях. Классический циркуляр, основанный 

на использовании фарадеева вращения поляризации или невзаимного сдвига фа-
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Рис. 7.32. Схемы вентиля на полосковых линиях с сосредоточенными емкостями: 
а - конструктивная; б - эквивалентная 
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зы, не может удовлетворительно работать на частотах ниже 3000 МГц. Иначе 
обстоит дело с У-циркуляторами, которые могут быть выполнены в полосковом 

варианте. 

Полосковая конструкция У-циркулятора показана на рис. 7.33. К феррито
вым дискам перпендикулярно их основаниям при

ложено постоянное магнитное поле, превышающее 

резонансное. Размеры диска и напряженность 

внешнего магнитного поля Н0 подобраны так, что з 

плечи сочленения согласованы. На частотах вьппе 

1000 МГц циркулятор может работать и до резонан-
са. Волна, падающая в плечо 1 циркулятора, пред
ставляет собой Т-волну, вектор электрического поля 

которой параллелен вектору постоянного магнитно

го поля. Результирующая электромагнитная волна 

является суперпозицией двух волн, падающей и пе

реизлученной ферритом. Она имеет картину поля, Рис. 7.33. У-циркулятор на 
для которой векторы Пойнтинга существуют во полосковой линии: 

входном плече 1 и выходном плече 2, в плече 3 ре- 1- 3 _ плечи (полоски); 4 -
зультирующий вектор Пойнтинга равен нулю. металлическая плата 
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Рис. 7.34. Резонансный вентиль на спиральной линии: 

Но 

б 

-Но 

в 

а - структура силовых линий магнитного СВЧ-поля в спиральной линии передачи; б - вентиль 

с азимутально намаг1ШЧенным ферритовым кольцом; в - вентиль с продольно намаг1ШЧенным 

ферритовым кольцом 

Полосковые конструкции ферритовых устройств хорошо работают на малом 

и среднем уровнях мощности сверхвысоких частот. 

Ферритовые устройства на спиральных линиях. Практическое примене

ние в диапазоне дециметровых волн находят ферритовые устройства на основе 

спиральных линий. Основным достоинством спиральной системы является ее 

широкополосность. (Фазовая скорость замедленной волны почти в точности 

совпадает с групповой скоростью и остается практически неизменной в диапа

зоне частот порядка октавы и более.) Недостатком спиральной системы является 

малая теплорассеивающая способность, а также трудность ее изготовления и 

применения в диапазоне более коротких волн. 

Резонансный вентиль на спиральных линиях. На рис. 7.34, а показаны си
ловые линии магнитного СВЧ-поля в спиральной линии передачи. Проекция век

тора магнитного поля на плоскость чертежа в точке Р (или Р') вращается в разные 

стороны в зависимости от того, в каком направлении распространяется волна по 

линии. Поэтому азимуталъно намагниченное ферритовое кольцо, надетое на ли

нmо (рис. 7.34, б), приводит к невзаимному резонансному поглощению в линии. 

Ферритовые кольца намагничиваются током в несколько ампер, проходящим че

рез небольшую обмотку, охватывающую их. Вентиль может быть и без внешнего 

магнитного поля, если применить феррит с прямоугольной петлей гистерезиса. 

Ферритовое кольцо можно намагнитить продольно (см. рис. 7.34, в), так как 
проекция вектора магнитного поля на плоскость, перпендикулярную оси спира

ли, также имеет эллиптическую поляризацmо. 

Спиральный вентиль ( см. рис. 7.34, б) впервые бьш применен в усилительной 
лампе бегущей волны для подавления обратной волны, обусловленной отражениями, 

и тем самым для предохранения лампы от самовозбуждения при большом усилении. 
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7 .8. Особенности ферритовых устройств 
миллиметрового диапазона волн 

При разработке ферритовых устройств миллиметрового диапазона волн воз
никает ряд трудностей. 

1. Из формулы Фр= уН Р (где Фр - частота ферромагнитного резонанса; 

у- гиромагнитное отношение, у"" 2, 8 МГц/Э; Нрез - напряженность постоян

ного магнитного поля, требуемая для резонанса) следует, что для частот более 

28 ООО МГц подмагничивающее поле, необходимое для ферромагнитного резо
нанса, превышает 10 ООО Э (до 100 ООО Эв диапазоне субмиллиметровых волн). 
Создание таких больших полей с помощью постоянного магнита или электро

магнита является сложной проблемой. В устройствах четырехмиллиметрового 
диапазона волн или еще более коротковолновых это уже практически невоз

можно. 

Для создания резонансных устройств, работающих на очень высоких часто

тах, существуют два пути: 

а) необходимость в больших подмагничивающих полях отпадает, если ис

пользовать ферромагнитные материалы с большими (порядка 20000 Э) внут
ренними полями анизотропии. Такие большие внутренние поля имеют кристал

ль1 с гексагональной структурой, а также некоторые поликристаллические мате

риаль1. Внутренние поля анизотропии в этих кристаллах могут достигать 50 ООО Э. 
Резонанс в миллиметровом диапазоне может происходить в таких полях при от

сутствии внешнего магнитного поля, что позволяет создавать резонансные вен

тили для двухмиллиметрового диапазона (а нерезонансные устройства и для бо

лее коротких волн); 

б) для работы на еще более коротких - субмиллиметровых - волнах мож

но использовать антиферромагнитные кристаллы, внутренние поля взаимодей

ствия в которых достигают 100 ООО Э. Однако такие устройства зачастую долж
ны работать при низкой температуре - более низкой, чем температура Нееля 

(аналог температуры Кюри) антиферромагнетика (10 ... 700 К). 
2. Нерезонансные устройства миллиметрового диапазона могут быть созда

ны с использованием обычных ферритов, так как в этих устройствах не требует

ся больших магнитных полей. В этом случае трудности связаны с тем, что мо

дуль недиагональной компоненты тензора магнитной проницаемости феррита с 

увеличением частоты уменьшается, а это ухудшает работу фарадеевых вращате

лей плоскости поляризации и невзаимных фазовращателей. 

Кроме того, следует отметить трудности, связанные с чрезвычайно малыми 

размерами волноводов, что препятствует осуществлению обычвых устройств 

(вращателей поляризации и фазовращателей). Появление У-циркулятора позво

лило отказаться от применения обычных фазовых циркуляторов на очень корот

ких волнах. 



322 7. Ферритовые устройства сверхвысоких частот 

Вопросы 

1. Волноводные устройства на основе эффекта Фарадея: 
а) как устроены гиратор и вентиль? 

б) на каких принципах работают амплитудные модуляторы и переключатели? 

в) как устроены вращатели плоскости поляризации и фазовращатели, управляемые 

продольным магнитным полем, использующие эффект Фарадея? 

2. Волноводные устройства, использующие явление взаимного поглощения при фер

ромагнитном резонансе: 

а) опишите принцип работы резонансного вентиля на круглом волноводе; 
б) какими основными особенностями обладают резонансные вентили на прямо

угольном волноводе? 

3. Волноводные устройства, использующие различия в структурах полей прямой и 

обратной волн: 

а) каковы принципы построения невзаимных фазовращателей на основе прямо

угольного и круглого волноводов? 

б) каковы принципы построения вентилей на смещении поля? 

4. Какова роль щелевого моста и двойного Т-моста при построении фазовых циркуля

торов? 

5. Взаимные ферритовые устройства: 
а) каков принцип построения фазовращателя Реджиа - Спенсера? 

б) принципы построения быстродействующих модуляторов, резонаторов и фильт

ров. 

6. Каковы принципы построения вентилей и У-циркуляторов на основе полосковых и 

спиральных линий передачи? 



8. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
С АКТИВНОЙ СРЕДОЙ. 

УСИЛЕНИЕ И ГЕНЕРИРОВАНИЕ 

8.1. Распространение электромагнитной волны в активной среде. 
Условия усиления и генерирования 

Усиление поля в активной среде. При распространении в пассивной среде 

с потерями электромагнитное поле поглощается и амплитуда поля с увеличени

ем расстояния убывает по экспоненциальному закону 

Ет(х) =Ет -е-ах, 

где а - постоянная затухания. Для диэлектрика с малыми потерями а опреде

ляется выражением (2.45): 

roE" 
а=--

2сп' 

где п - коэффициент преломления. 

(8.1) 

При распространении в активной среде электромагнитное поле усиливается, 

амплитуда поля возрастает по экспоненциальному закону: 

а х 
Ет(х) =Ет ·е ус . 

Здесь CJ.yc - коэффициент усиления. Его можно определить по формуле (8.1), 
рассматривая активную среду как диэлектрик с малыми отрицательными поте

рями ( Е" < О). С учетом (2.62) для двухуровневой квантовой среды коэффициент 
квантового усиления определяется выражением 

ayc(ro) = roh Вптg(rо)(Nп _ ..!Ь:._Nт)· 
2сп g

111 

(8.2) 

Для усиления электромагнитного поля необходимо, чтобы ayc(ro) > О, т. е. 

создание инверсной населенности, когда выполняется условие 

( N,, - : : Nm) > О. 
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В кваmовой среде наряду с индуцированными происходят спонтанные пе

реходы, фаза, поляризация и частота которых не связаны с распространяющимся 

полем и поэтому на усиление электромагнитной волны не влияют. Спонтанные 

переходы являются источником шумов. Уровень шумов, определяемый спон

танным излучением, согласно (2.58) в диапазоне сверхвысоких частот намного 
меньше, чем в оптическом. 

Коэффициент квантового усиления можно выразить через коэффициент 

Эйнштейна для спонтанного излучения (2.58): 

ayc(ro) = 7tC: A,,711 g(ro)(Nп -~Nm)· 
4ro gm 

(8.3) 

В случае активного магнетика, определяя <Хус по формуле, аналогичной (8.1) 

roµ"' 
а=--

2сп 

и формуле (2.63), получаем то же выражение (8.2). 
В реальной активной среде наряду с усилением распространяющегося поля 

наблюдаются потери за счет рассеяния на неоднородностях среды, резонансного 

поглощения, обусловленного наличием других уровней, частота перехода между 

которыми равна частоте рабочего перехода ro,,m, и т. д. Характеризуя эти потери 
коэффициентом потерь <Хпот и учитывая их при распространении электромагнит

ной волнь1 в активной среде, получаем 

Е"'(х)=Ет ·е<аус-<Iпот)х _ 

Для усиления электромагнитного поля в активной среде необходимо, чтобы 

коэффициент квантового усиления был не только больше нуля, но и больше ко

эффициента потерь активной среды, т. е. 

<Хус > <Хпот, 

иначе говоря, мощность излучения должна превышать мощность потерь: 

Ризл > Рпот 
(это выражение иногда называют условием усиления). 

Коэффициент усиления <Хус характеризует усиление на единицу длины и ос

тается постоянным при небольших напряженностях распространяющегося поля. 

При увеличении напряженности поля по мере его распространения коэффициент 

усиления среды уменьшается, так как согласно (8.2) <Хус зависит от инверсной 
населенности. При увеличении напряженности распространяющегося поля уве

личивается вероятность индуцированнь1х переходов (см. (2.57)) и населенность 
уровней выравнивается. При некоторой предельной напряженности распростра

няющегося поля Е"' nред (х) наступает насыщение и усиление прекращается, ам-

плитуда распространяющегося поля не изменяется (рис. 8.1). Уменьшение <Хус с 
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ростом амплитуды поля Ет ограничи

вает максимальное значение напря

женности поля Ет пред, которое может 

быть получено в процессе усиления. В 
той части активной среды, где напря

женность поля равна предельному 

значению, усиления нет, так как ре

жим среды близок к режиму полного 
насыщения. Напряженность поля дос-

Е,,, (х) 

Етпрсд 

тигает предельного значения при про- Рис. 8.1. Усиление в активной среде 
хождении в среде некоторого крити-

ческого пути /кр. Использование пути распространения длиной, больше критиче

ской, нецелесообразно, так как энергия источника расходуется для возбуждения 

области, соответствующей l > lкр, а распространяющееся значение поля в этой 
области не возрастает. Зависимости <Хус и Е,п(х) от расстояния, пройденного вол

ной в среде, приведены на рис. 8.2. Область / соответствует маль~м значениям 
напряженности поля, при которых инверсная населенность практически не из

меняется и коэффициент <Хус постоянен. Поскольку значение <Хус обычно мало, то 

при постоянном коэффициенте <Хус в этой области 

Ет (х) = [1 + (аус -а00т)х]Ет (0), 

т. е. область / является областью линейного режима усиления. 
В области II можно выделить две подобласти. В области П.а равньIМ прира

щениям пройденного расстояния соответствуют все меньшие приращения на

пряженности поля - это область нелинейного режима усиления. При l = lкр ам
плитуда поля достигает предельного значения и при дальнейшем распростране

нии не увеличивается. Область П.б- это область полного насыщения. 

У сипение в активной среде можно характеризовать коэффициентом усиле

ния по мощности G. Если l - расстояние, которое проходит волна в активной 

среде, и излучение по всей длине происходит равномерно, то 

Е111 (х) . 

Етnрсд ' 

ayc-a,нrr / 
а 11 б 

1 

о '----~------'"""':"-..===,-.. 
l xp х 

Рис. 8.2. Зависимость коэффициента 

усиления СХ-ус - <Хпот и амплитуды распро

страняющегося поля от расстояния, 

пройденного волной в активной среде 

В радиодиапазоне аус ""10-2 см-1, а 

величиной <Хпот можно пренебречь. Для 
усиления поля в 100 раз необходимо, 
чтобы волна прошла расстояние, равное 

5 м, что на практике нереально. Эффек
тивную длину можно увеличить за счет 

многократного прохождения волной од

ного и того же пути в активной среде 

(положительная обратная связь). Обрат

ная связь осуществляется с помощью 
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Рис. 8.3. К условию само
возбуждения активного ре

зонатора 

резонатора. Усиление, использующее положитель

ную обратную связь, называется регенеративным. 

Активный резонатор. Резонатор, который час

тwnю или полностью заполнен активной средой и в 

котором происходит усиление или генерирование 

электромагнитных колебаний за счет взаимодействия 

поля со средой при многократном отражении от зер-

кал, называется активным. 

При достаточно сильной обратной связи при отсутствии внешнего сигнала 

возможно усиление случайного спонтанного излучения, и если мощность излу

чения активных частиц достаточна для компенсации потерь и отвода энергии из 

резонатора, то условие генерирования имеет вид 

Ризл > Рг,, 
где Рг. - сумма мощности потерь и мощности, излучаемой во внешнее про

странство. 

Если энергия излучения активных частиц превьппает потери в резонаторе, 

но меньше полных потерь, вкmочающих потери на излучение во внешнее про

странство, т. е. 

Р пот < Рнзл < Рг,, 

то генерирование не возникает, однако волна, взаимодействуя с активной сре

дой, усилится и выйдет из резонатора с большей амплитудой. Происходит реге

неративное усиление. 

Усиление среды определяется инверсной населенностью, которая, в свою 

очередь, зависит от мощности источника возбуждения. Наименьшие значения 

мощности источника возбуждения и коэффициента квантового усиления, при 

которых начинается усиление внешнего сигнала или генерирование, называются 

пороговыми. При этих значениях происходит компенсация собственных потерь 

резонатора в случае регенеративного усиления и полных потерь в случае гене

рирования. 

Рассмотрим открьrгый резонатор, полностью заполненный активной средой в 

режиме генерирования (рис. 8.3). Поле в резонаторе можно рассматривать как ре
зультат многократного отражения волны от зеркал 1 и 2. Пусть амплитуда напря
женности волны у зеркала 1 равна Ето (0). У зеркала 2 после однократного прохож
дения резонатора и отражения от этого зеркала комплексная амплитуда волны 

Е (l)=Г Е (O)·e(<Y.yc-(Y.rют)l_ei~l 
тО 2 тО ' 

где t 2 = Г 2 · eilP2 - коэффициент отражения от зеркала 2, учитывающий потери 

на излучение и фазовый сдвиг при отражении; <Хпот - коэффициент собственных 

потерь резонатора; с:1.у0 - коэффициент квантового усилиения активной среды; 

~ = 2п/лР - фазовая постоянная. 

Вторично к зеркалу 1 волна подойдет с комплексной амплитудой 
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Ет (0) = t 2Ето(О). е2(«ус-СХ,,от)1 _ ej2~1 

и, отразившись от этого зеркала, пойдет обратно с амплитудой 

в:о(О) = Г1Г 2Ето(О). /(«yc-CXпor)I. e j 2~1 ' 

где Г1 = Г1 · ej<i>i - коэффициент отражения от зеркала 1. 
Волна будет самоподцерживающейся, если 

Ето = в:о, 
т. е. выполняется условие существования стационарного режима 

или 

г. г• 2( СХус -СХ,ют )1 j2~l _ 1 
1 2 · е · е - ' 

Отсюда получаем два самостоятельных условия существования стацио

нарного режима: 

• условие баланса фаз 

27t 
- 2[ +<р1 +<р2 = 27tq (q = о, 1, 2, ... ); 
/\,р 

• условие баланса амплитуд 

г г . 2( схус -сх"от )l - 1 
1 2 е - · 

Условие баланса фаз означает, что в стационарном режиме волна, пройдя в ре

зонаторе путь 2l и отразившись от каждого зеркала, получает фазовый сдвиг, крат
ный 21t. Согласно формуле (6.40) это условие вьпюлняется для всех резонансных 
частот и условие стационарного режима сводится к условию баланса амплитуд. 

в v 2 CXycl 
последнем уравнении экспоненциальныи член е характеризует инду-

цированное излучение, остальные члены определяют потери в резонаторе. От

сюда следует, что стационарные колебания будут существовать, если индуциро

ванное излучение компенсирует все потери в резонаторе. Наименьшее, или по

роговое, значение коэффициента усиления 

1 1 
а =а + - ln--yc.nop пот 2[ Г Г 

1 2 

Резонатор возбудится, если коэффициент усиления активной среды больше 

порогового значения коэффициента усиления или равен ему: 

1 1 
СХус ~ aDOT + - ln--, 

2l Г1Г2 
это условие называется условием самовозбуждения. 

(8.4) 
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а 

б 

О.ус.пор 

в 

О.ус .пор 

г 

О.ус.пор 

д 

о 

Рис. 8.4. Спектр излучения: 

,,,----... 
' ' ' ' 

(О 

(J) 

(О 

(О 

(t) 

а - контур усиления; б - резонансные пики продольных типов колебаний; в - малая инверсная 

населенность; г - условие баланса амплитуд вьшолняется для середины контура усиления; д -
большая инверсная населенность 

Пороговое значение Сlус.пор обеспечивается согласно (8.3) при некоторой по
роговой населенности ЛN пор. Если инверсная населенность превышает порого-

вое значение, то наблюдается нарастание интенсивности колебаний. При этом за 

счет увеличения числа индуцированных переходов инверсная населенность бу

дет уменьшаться до тех пор, пока не достигнет порогового значения ЛNпор, при 

котором обеспечивается стационарный режим. 

Согласно выражению (8.4), чем больше коэффициенты отражения и длина 
активной среды, тем легче выполняется условие генерирования. Но коэффициен

ты Г1 и Г2 оба принципиально не могут равняться единице; по крайней мере одно 
из зеркал должно быть полупрозрачным для вывода излучения. Длина активной 

среды не может быть сколь угодно большой не только из-за технологических 

трудностей, но и из-за увеличения дифракционных потерь. 

Количество типов колебаний, которые одновременно возникают в активном 

резонаторе, ограничивается контуром усиления (рис. 8.4, а), определяемым фор
мулой (8.3). Высота этого контура определяется инверсной населенностью, ши
рина - шириной линии излучения рабочего перехода. Ширина линии рабочего 
перехода (контура усиления) больше, чем расстояние между резонансными час

тотами продольных типов колебаний, а так как частоты поперечных колебаний 

различны, то на ширине линии рабочего перехода укладываются частоты 
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нескольких поперечных колебаний с соответствую
щими наборами продольных типов колебаний, сдви

нутых относительно друг друга. Для упрощения на 

рис. 8.4, б приведены резонансные пики только про

дольных типов основного колебания Т 00. При малой 

инверсной населенности и ау0 < <Хус.пор (рис. 8.4 в) ни 
для одной из резонансных частот не выполняется 

условие баланса амплитуд и генерирование не воз-

Рис. 8.5. Спектр излучения 
активного резонатора 

никает ни на одном из типов колебаний. С увеличением инверсной населенности 

усиление активной среды возрастает (рис. 8.4, г) и условие баланса амплитуд 
вьmолняется для одной или нескольких частот. При дальнейшем увеличении 

инверсной населенности число генерируемых частот увеличивается (рис. 8.4, д). 
Начинается генерирование не только продольных типов основного колебания, 

но и поперечных, добротность резонатора для которых незначительно отличает

ся от добротности для основного колебания. В результате спектр излучения со

стоит из продольных типов основного колебания Т 00 и группирующихся около них 

по частоте продольных типов поперечных колебаний (рис. 8.5). Расстояние между 
частотами продольных типов основного колебания составляет сотни мегагерц, ши

рина диапазона частот, в котором группируются продольные типы различных попе

речных колебаний, - единицы мегагерц. 

На формирование спектра излучения большое влияние оказывает пространст

венная модуляция инверсной населенности. Если до начала генерирования ин

версная населенность примерно постоянна во всем объеме активной среды, то по

явление любого типа колебаний приводит к модуляции инверсной населенности. 

Пусть в резонаторе существует, например, один продольный тип основного коле

бания Т 00• Распределение интенсивности поля для этого типа колебаний вдоль оси 

резонатора и в поперечном сечении приведено на рис. 8.6. Чем больше интенсив
ность, тем больше индуцированных переходов, и там, где интенсивность поля для 

данного типа больше, инверсная населенность будет меньше. В результате уело

! L вия возникновения для другого типа коле

баний будуг лучше, чем для существую

щего, и он возникает. После возникнове-
о -~~~~~--

О r ния другого типа колебаний, распределе-
' 

ЛN : лн 

о 1------- --
r о r 

а б 

Рис. 8.6. Распределение интенсивности 
и инверсной населенности в случае ос

новного колебания Т 00: 

а - по дmrne резонатора; 6 - в поперечном 

направлении 

ние поля которого не совпадает с сущест

вующим ранее, вновь изменяется распре

деление инверсной населенности и вновь 

возникает новый тип колебаний. Проис

ходит перескок типов колебаний. Про

странственная модуляция инверсной на

селенности создает условия для появления 

высших типов колебаний, несмотря на то 

что дифракционные потери для этих типов 

больше, чем для основного колебания. 
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Действительно, согласно рис. 8.6, б инверсная населенность, а следовательно, и 
усиление на периферии среды при наличии основного колебания больше, чем в 

центре, что создает условия для возникновения колебания Т10• 
Теоретическая ширина спектральной линии работающего типа колебаний 

должна быть меньше ширины резонансной кривой того же типа колебаний в 

пассивном резонаторе, так как усиление в центре резонансной кривой больше, 

чем на ее краях. Однако практически ширина спектральной линии излучения 

вследствие нестабильности резонатора, обусловленной механическими и тепло

выми воздействиями оказывается значительно больше теоретической. 

Для работы лазера в режиме регенеративного усиления должно выполняться 
условие 

1 1 
(XDOT < (Хус < (ХПОТ +-ln--. 

2/ Г1Г2 
(8.5) 

В этом случае пороговый уровень возбуждения определяется собственными по

терями резонатора <Хпот· Степень превышения мощности возбуждения над поро
говым значением определяет коэффициент усиления. Усиление возможно при 

мощностях возбуждения, не превышающих пороговое значение генерирования 

(самовозбуждения). 

8.2. Усиление бегущей волны 

Распространение электромагнитной волны в активной квантовой среде 

можно рассматривать с позиций классической теории электромагнитного поля, 

так как, во-первых, имеем дело с взаимодействием поля с веществом и, во

вторых, излучение или поглощение энергии определяется большим числом фо

тонов, когда классическое приближение достаточно точно. При этом активная 

среда рассматривается как квантовый ансамбль частиц ( см. § П.9) и в целом тео
рия является полуклассической. 

Характеризуя потери в активной среде распределенной проводимостью cr, с 
учетом отсутствия свободных зарядов согласно (1. 18) получим 

дЕ д2Е д2Р 
ЛЕ-µосr- -µоЕо-2- = µо-2-· 

дt дt дt 
(8.6) 

Обычно активная среда представляет собой совокупность двух компонент: 
основы, состоящей из частиц, не принимающих участия в излучательных пере

ходах, и частиц активатора, определяющих излучение. При этом вектор поляри

зации удобно представить в виде 

Р=Р' +Ра, 

где Р' - вектор поляризации среды без учета частиц активатора; ра - вектор 
поляризации, связанный с частицами активатора. 
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В соответствии с формулой (1.7) 

Р' = D-€0E = €аЕ-€0Е, (8.7) 

где €а - диэлектрическая проницаемость среды без учета частиц активатора. 
Подставляя (8. 7) в (8.6), получаем 

д2Е 2 cr дЕ 1 д2Ра 
---v ЛЕ+--- =----. 
дt2 €а дt €а дt2 

(8.8) 

1 
Здесь v = Г::-::- - скорость распространения электромагюпной волны в среде 

"\Jtaµ a 

без учета частиц активатора. 

Зависимость поляризации ра от поля определим квантовомеханическим пу
тем. Активную компоненту будем рассматривать как совокупность квантовоме

ханических систем с двумя энергетическими уровнями W1 и W2 (W1 < W2), счи

тая, что другие уровни достаточно далеко удалены от этих двух и не взаимодей

ствуют с ними. 

Стационарные состояния 1 и 2 описываются волновыми функциями вида 

j W1t jWz, 

о/01 е 11 и о/02 е n , 

которые являются решениями уравнения (П.108). Под действием электрического 

поля Е системы переходят в нестационарные состояния, описываемые уравне

нием (П. 135) 

л 

д. л л 

- jh...J!... =[Но+ U(t)]\jf, 
дt 

где Но - гамильтониан без учета взаимодействия, а 

л 

U(t)=-p,E 

(8.9) 

- оператор возмушения при взаимодействии поля Е с частицей, электрический 

дипольный момент которой Ре· 

Решение (8.9) будем искать в виде волновой функции 'ljf(t), зависяшей от 

времени. Эту волновую функцию, пренебрегая взаимодействием с другими 

уровнями, можно представить в виде 

\jf(t) = a(t)o/01 + b(t)\j,02. (8.10) 

Подставляя (8.10) в (8.9) с учетом (П.136), получаем 

·п( da . db . ) Тll • w ь . Е . ЕЬ . - 1 dt'l'oi +dt'1'02 = п 1 а'1'01 + 2 '1'02 -р, а'1'01 -р, '1'02· (8.11) 

Умножая правую и левую части уравнения (8.11) на \j,~1 и интегрируя по 

конфигурационному пространству частицы, т. е. совокупности координат, опре-
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деляющих положение частицы в пространстве, с учетом ортогональности вол

новых функций (П.111) получаем 

da j 
- = - (W:a-p ЕЬ). 
dt п I е 

Аналогично, умножая (8.11) на \j/~2 и интегрируя, получаем 

db . 
- =l.(W Ь-р Еа). 
dt п 2 

' 

Элемент матрицы дипольного момента частицы (П.132) равен 

Ре = Р12 = f 'V;1Pe'Vo2 dV = P~2-
v 

Согласно (П.141) матрица плотности имеет вид 

[P;k] =[а~* аЬ : ]. 
а Ь ЬЬ 

(8.12) 

(8.13) 

(8.14) 

Здесь недиагональные элементы определяют дипольный момент, диагональные -
вероятность населенности уровней. 

Среднее значение вектора поляризации Р" определяется выражением 

ра =p,N, 

где N - число частиц активатора в единице объема; р, - средний дипольный 

момент частицы. Для простоты будем считать, что у матрицы дипольного мо

мента отличны от нуля только недиагонал:ьные элементы (см. (П.132)), т. е. 

р12 = р21 = р,. Тогда согласно (П.142) и с учетом (8.14) получим 

ра = (аЬ• + a' b)p, N. (8.15) 

Продифференцируем это выражение по времени 

dPa = ( da Ь * + а db * + da * Ь + а• db ) р N 
dt dt dt dt dt е 

и преобразуем этот результат с учетом (8.12) и (8.13). Окончательно получим 

dPa j • I 2 * 12 • I 2 -- = - (W1ab -p,Ebl -W2ab +peEla -W1a b+p,Ebl + 
dt п 

w ·ь- EI 12) N - ·(w1 -W2 ь * lal2 - 1ь12 Е- W1 - W2 ·ь -+ 2а Р, а Ре - ] h а + п Р, п а 

(8.16) 
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W2-W1 
где ro21 = h - частота перехода. 

Вторая производная поляризации 

d 
2 ра . ( d а • dЬ * da * * db) --=-;ro21 -Ь +а----Ь-а - р N 
dt2 dt dt dt dt е 

или с учетом (8.12) и (8.13) 

d 2 Р а 2 • • 2ro21 2 2 2 
-

2
-=-ro21 (ab +а b)p,N +--(lal - lbl )NEp,. 

dt h 
(8.17) 

Согласно физическому смыслу элементов матрицы плотности величина 

(8.18) 

представляет собой разность населенностей верхнего и нижнего уровней при 

наличии электромагнитного поля. 

С учетом (8 .15) и (8 .18) выражение (8 .17) можно переписать в виде 

d2 ра - - 2 ра 2ro21 ЛN'Е 2 
2 - ro21 + Ре· 

dt h 

Производная по времени выражения (8.18) имеет вид 

dЛN' =( dЬ ь* +Ь dЬ* _ da а* -а da* )н, 
dt dt dt dt dt 

или с учетом (8.12) и (8.13) 

dЛN' 2j * * 
--=--(аЬ -а Ь)р EN. 

dt h ' 

Сравнивая последнее выражение с (8.16), получаем 

dЛN' 2 dPa 
--=--Е-. 

dt hro21 dt 

(8.19) 

(8.20) 

Уравнения (8.19) и (8.20) описывают изменения поляризации ра и разности 

населенностей уровней ЛN' под действием электромагнитного поля. Однако 
причиной этих изменений является не только электромагнитное поле, но и ре

лаксационные процессы, действие которых определяется функциями распреде

ления (2.65) и (2.66): 
• для ЛN' 



334 8. Взаимодействие электромагнитного поля с активной средой 

• для Р" 

f ( ) - 1 -'r(Тj 
1 't -- ·е 

т, , 
1 

Обычно в твердых диэлектриках релаксация инверсной населенности, опре

деляемая временем продольной релаксации Т1 , происходит значительно медлен
нее, чем релаксация поляризации, определяемая временем поперечной релакса

ции Т2 (Т2 << Т1). Это объясняется тем, что релаксация поляризации связана с 
изменением фазы волновой функции частицы, а релаксация населенности - с 

изменением ее энергии. В газах при низком давлении т, ""' Т2 • 

Вследствие релаксации частицы, принимающие участие в процессе усиле

ния в данный момент времени t, имеют различное время 't взаимодействия с по
лем. Выделяя из полной производной по времени t производную по времени 't, 
получаем 

и 

d д д д 1 -=-+-=-+
dt дt д't дt Т,,2 

~ =(_E_+_l )2 
dt2 дt Yi,2 

Согласно (П.123) средние макроскопические значения 

t 

ра = f Pa('t, t)/2('t) d't-Po; 
о 

1 

ЛN' = f ЛN'('t, t)/1 ('t) d't- ЛN о, 
о 

(8.21) 

(8.22) 

(8.23) 

где Pl и ЛN O - начальные значения, которые имеют величины ра и ЛN' до 

начала процесса усиления (при 't = 0). Обычно Pl = О. 
Величина ЛN0 определяет усиление среды. Среда усиливает, если она нахо

дится в состоянии инверсной населенности, которая создается с помощью сто

роннего источника возбуждения. Эту населенность при отсутствии распростра

няющегося поля Е можно представить выражением 

Здесь la01
2 = р~, , lь0 1

2 = р~2 - диагональные элементы матрицы плотности при 
отсутствии поля Е. 

Усредняя выражения (8.19) и (8.20), с учетом (8.21) и (8.22) согласно (8.23) 
получаем 
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д2Ра 2 дРа 2 (l 1 Jpa _ 2ro21 (ЛN' ЛN )Е 2. 
--2- +--- +Ф21 + - 2- 2 ---- + о Ре, 
дt Т2 дt ro21T2 h 

дЛN' + ЛN' =-2-Е(дРа + ра)· 
дt 1i п~1 дt Т2 

Обозначая 

ЛN=ЛN'+ЛN0 

разность населенностей уровней, определяемую источником возбуждения и по

лем Е, получаем 

Согласно последнему уравнению скорость изменения разности населенно

стей уровней зависит от напряженности распространяющегося поля Е. Вместе с 

уравнением (8.8) эти уравнения образуют замкнутую систему 

д2Е cr дЕ 1 д2Ра 
---v2ЛЕ+---=----· 
дt2 ta дt ta дt2 ' 

д2~а + 2 дРа + ro11 (1 + +J ра = - 2ro21 ЛNЕр;; 
дt Т2 дt ro21T2 h 

дЛN + ЛN - ЛNо = _2_Е(дРа + ра )· 
дt Т1 hro21 дt Т2 

(8.24) 

Система уравнений (8.24) вместе с начальными условиями определяет рас
пространение усиливаемого поля в активной среде. Если поле представляет со

бой плоскую волну линейной поляризации, распространяющуюся в направлении 

оси х, то уравнения (8.24) можно представить в скалярном виде 

д2Е д2Е cr дЕ 1 д2Ра 
---v2--E+--=----· 
дt2 дх2 €а дt €а дt2 ' 

д2ра 2 дРа 2 (1 1 Jpa - 2ffi21 ЛNЕ 2. 
--2- +---+Ф21 + - 2--2 ---- Ре, 
дt Т2 дt ro21T2 h 

(8.25) 

дЛN + ЛN - ЛN о = _ 2_ Е ( дРа + ра ) . 
дt 1j hffi21 дt Т2 
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Практически любой электромагнитный процесс характеризуется спектром 
частот. Если напряженность поля Е и поляризация Р" описываются абсолютно 
интегрируемыми функциями, то согласно преобразованию Фурье 

• 1 oof • . 
Е(х, t)=- S(x, ro)•e10)tdro; 

21t 
-<><) 

S (х, ro) = f Е(х, t) • е- jror dt. 

о 

Аналогичный вид имеют преобразования для поляризации Ра. 

Введя среднюю частоту спектра ro0, получим 

E(x,t)= 2
11tejrлor j S(x,ro)•ej(w-rлo)r dro=Em(x,t)·ejUJor, 

-<><) 

где 

- комплексная амплитуда, изменяющаяся во времени и в пространстве. 

В общем случае 

Е (х t) = Е (х t) · ej<p(x, t) 
т ' т ' . 

Монохроматическое поле частотой Щ~ определяется выражением 

Е(х, t) = Ет (х) • ejffiot, 

где Ет(х) - комплексная амплитуда, не зависящая от времени. 
Излучение в диапазоне сверхвысоких частот характеризуется очень узким 

Лrо · 
спектром частот Лrо. Отношение - << 1 и комплексная амплитуда Ет (х, t) 

roo 
медленно изменяются во времени по сравнению с ejUJor_ Такое поле называется 
квазимонохроматическим. Излучение в оптическом диапазоне характеризуется 

Лrо 
достаточно широким спектром частот Лrо, однако отношение - << 1, и это из-

Ыо 
лучение также можно рассматривать как квазимонохроматическое. 

При распространении поля в усиливающей среде изменения амплитуд и фаз 

волны поля и волнь1 поляризации малы на расстояниях порядка длины волны и 

за время порядка периода. Поэтому для решения системы (8.25) можно 
воспользоваться методом медленно меняющихся амплитуд и фаз (см. (П.94)): 

Е=Ет(t, x)cos[rot-kx+<p(t, x)]=EmcosФ; 

ра = Рп: (t, х) cos[rot - kx + \jl(t, х)] = Р,: cos 'Р, 
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где Ет (t, х), Р; (t, х), <p(t, х), \jl(t, х) - медленно меняющиеся во времени и в 

пространстве функции; Ф = rot - kx + <р; Ч' = rot - kx + \jl; k = ro/ v. 
дЕ д2Е д2Е дРа д2ра 

Вычислим производные - , -- -- -- -- пренебрегая вслед-
дt дt2 ' дх2 ' дt ' дt2 ' 

ствие малости членами, содержащими вторые производные амплитуд и фаз и 

произведения их первых производных: 

дЕ дЕ,,. ( д<р) . - =--соsФ- ro+- Е,,.sшФ; 
дt дt дt 

д2 Е дЕ,,. . ( д<р) --=-2ro--sшФ-ro ro+2- Е,,.соsФ; 
дt2 дt дt 

д2Е 2 дЕ,,. . Ф ( 2д<р) Ф --
2 

= k--sш -k k- - Ет cos ; 
дх дt дх 

дРа дР;: ( д\j/) а . 
дt = дt cos Ч' - О)+ дt Рт SШ Ч'; 

д2ра дР:, . ( д\Jf) а --= -2ro--sш Ч' - ro ro+ 2- Р cos Ч'. 
дt2 дt дt т 

Подставим полученные значения в (8.25): 

[-2rодЕт -2rovдEm ---°-(ro+ д<р)Е ]sinФ-[-2ro(д<p +vд<р)Е -
дt дх t дt т дt дх т 

а 

О' дЕт] О) дР;: . О) ( д\j/) а 
- - -- COS ф = 2---SШ Ч' + - О)+ 2- Р,п COS Ч'; 

ta дt ta дt ta дt 

[ 
дР:, 2 ( д\j/) а] . [ ( д\Jf) а 2 дР:, -20)---- ro+- рт sшЧ'+ -0) ro+2- рт+---+ 
дt Т2 дt дх Т2 дt 

+ ~ 1 (1 +~)P,,~]cos'I' = -
2

00z
1 ЛNр} Ет соsФ; 

ОО21Т2 h 

дЛN blI -ЛN0 2 [(дР:, Р:,) ( д\\f) а . ] --+----=--ЕтсоsФ --+- cos'I'- ro+- Рт sшЧ' . 
дt 'fi nmz1 дt Т2 дt 

У читывая тригонометрические соотношения 

Ч' =Ф+ (\Jf-<p); Ф = Ч' + (<p-\Jf); 

cos Ч' = cos(\Jf- <р) cos Ф - sin(\Jf- <р) sin Ф; 

sin Ч' = cos(\Jf- <р) sin Ф + sin(\Jf- <р) cos Ф; 

cos Ф = cos(\Jf- <р) cos Ч' + sin(\Jf- <р) sin Ч'; 

sin Ф = cos(\Jf- <р) sin Ч' - sin(\Jf- <р) cos Ч'; 

2 . Ф Ф . 2Ф 2 Ф 1 + cos 2Ф 
SШ COS = SШ ; COS = ----

2 

(8.25а) 
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и приравнивая друг к другу коэффициенты при соответствующих тригономет
рических функциях и свободные члены, получаем 

дЕт дЕт cr ( д<р) 1 [дР,,~ ( ) 1 ( 2 d'I') а . ( )] --+v--+-- ro+- Ет =-- -cos '!'-(j) -- ro+ - Рт SШ '!'-(j) ; 
dt дх 2(1)€а dt €а dt 2 dt 

(д<р + V д<р) Ет _ _о._ дЕт = __ I [дР,:: sin('lf- <р) + _! (ro + 2 д'lf) р,:: cos('lf - <р)]; 
дt дх 2taro дt ta дt 2 дt 

дР,:: 1 ( д'lf) а ro21 2 . ( --+-- ro+ - Р,п =-ЛNреЕтSШ 'lf-<p); 
дt roT2 дt hro 

1 ( д'lf) а 1 дР,~ ro~1 ( 1 J а W21 2 - ro+2- Рт------- 1+-2- 2 Рт =-ЛNpeEmcos('lf-<p); 2 дt roT2 дt 2ro ro21T2 roh 

дЛN ЛN -ЛNо Ет [(дР,; Р:, J ( ) ( д"')ра . ( )] --+ =-- --+- COS 'lf-(j) - ro+- т SШ 'lf-(j) . 
дt Т1 hro21 дt Т2 дt 

Поскольку в оптическом и СВЧ-диапазоне выполняются условия 

д(n дш а дР.та дЕ,,. 1 
О) >> _'1' · ro >> --"' · roP. » roE » « ro дt ' дt ' т дt; т дt; Tz ' 

частота распространяющегося поля должна быть близка к частоте квантового 

перехода: 

0)""0)21· 

Для диэлектрических сред с малыми потерями постоянная затухания соглас

но (2.45) 

с учетом этого выражения получим 

дЕт дЕт О) а . 
-д- + v-д- + vапЕт = -2 Р,,. SШ('lf- <р); 

t Х ta 

(д<р + vд<р)Ет = -~р,:: COS('lf-<p); 
дt дх 2еа 

дР,:: р,:: р; . 
-+- =-ЛNЕт SШ('lf-<p); 
дt Т2 h 

(8.26) 

[д'lf +(ro-ro21)]P,:: = р; ЛNE,,.cos('lf-<p); 
дt h 

дЛN + ЛN - ЛN ° = _ _! Р.а Е sin(,1( - т). 
дt Т1 h т т "' '1' 
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Решение этой системы уравнений позволяет определить амплитуды и фазы 
поляризации и напряженности поля, а также значение инверсной населенности. 

В оптическом диапазоне ширина линии излучения рабочего квантового пе

рехода достаточно велика, т. е. 

и уравнения (8.26) можно упростить. 
Согласно третьему уравнению системы (8.26), с учетом (8.27) 

2 

ра = l!..!... Т ЛNЕ sin('I'- (n) 
т 1i 2 m 't'" 

Подставляя (8.28) в (8.26), получаем 

дЕт дЕт (1) 2 . 2 --+ v--+ VСХ.пЕт = --реТ2ЛNЕт SШ ('!'-(f)); 
дt дх 2f,a1i 

дq> дq> (1) 2 • 
-+ v- = ---peT2ЛNsш('lf-q>)cos('lf-q>); 
дt дх 2Ea1i 

д'lf + ( ro - ro21 ) = _!_ ctg( '1' - q>); 
дt Т2 

дЛN ЛN-ЛNо р; 2 . 2 - - + ---- = - -
2 
Т2ЛNЕт sш ('!' - q> ). 

дt Т~ 1i 

В стационарном режиме 

и система уравнений (8.29) принимает вид 

дЕт ro 2 . 2 --+ СХ.пЕт = -- Ре Т2ЛNЕт sш ('!'- (j) ); 
дх 'lf,afiV 

дq> (1) 2 . 
- = ---реТ2дN SШ('lf-q>)COS('lf-q>); 
дх 'lf,afiV 

ctg('lf - q>) = Т2 ( ro- ro21 ); 

2 
ЛN-ЛNо Ре 2 . 2 ---- = --

2 
Т2дNЕт SШ ('!'- q>). 

Т1 1i 

Согласно третьему уравнению системы (8.30) получаем 

(8.27) 

(8.28) 

(8.29) 

(8.30) 



340 8. Взаимодействие электромагнитного поля с активной средой 

sin(\jl-q>)= 
1 

; 
,J1 + Т22 ( ro- W21 )

2 

( ) 
T2(W-W21) 

cos \jl- <р = ---;======. 

✓1 + тi (ro- ro21)2 

(8.31) 

С учетом (8.31) систему уравнений (8.30) запишем в виде 

дЕт Е _ rop;T2ЛNEm 
+<Xn т - 2 , 

дх 2Eanv[1 +Т2 (W-W21)] 

ЛN-ЛNо 
2 2 2 ' n [1+Т2 (W-W21) ] 

д<р 

дх 

rop;T2ЛN(ro-ro21) 

(8.32) 

Решение первого уравнения системы (8.32) определяет изменение амплиту
ды поля при распространении в среде: 

Е =Е •е(аус-а.ю, )Х 
т тО • 

где 

_ rop;T2ЛN 
аус- 2 2 

2Eanv[1+T2 (W-W21) ] 
(8.33) 

- коэффициент квантового усиления. 

Согласно выражению (8.33) коэффициент квантового усиления возрастает с 
увеличением дипольного момента р, и плотности инверсной населенности ЛN, 

так как при этом увеличивается число излучающих частиц. Коэффициент 

квантового усиления зависит от частоты поля и имеет резонансный характер 

(рис. 8.7). Чем ближе частота ro к частоте квантового перехода (J)z1, тем больше 

коэффициент квантового усиления. Ширина резонансной кривой равна 2/Т2• Со

гласно второму уравнению (8.32) стационарная инверсная населенность 

о .__ __ _.__ __ __ 
СО21 (О 

Рис. 8.7. Контур усиления 

(8.34) 

т. е. зависит от начальной инверсной населенности 

ЛN0, которая создается сторонним источником воз

буждения. По мере распространения волны в актив-

ной среде Е,~ увеличивается, а инверсная населен

ность ЛN уменьшается, квантовый коэффициент уси

ления аус • О и происходит насыщение. 
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Подставляя (8.34) в (8.33), получаем 

(8.35) 

Волна, распространяясь в активной среде, усиливается при условии 

(8.36) 

Для выполнения этого условия необходимо, чтобы начальная инверсная на

селенность превьппала пороговое значение, которое определяется из условий 

и потери в среде компенсируются излучением частиц. 

Согласно (8.35) пороговая инверсная населенность 

т. е. пороговое значение начальной плотности инверсной населенности умень

шается с увеличением дипольного момента р" так как мощность излучения час

тиц растет с увеличением р, и уменьшением расстройки относительно частоты 

перехода ~ 1• 

Переходя в уравнениях (8.29) с учетом (8.31) к интенсивностям, с которыми 
обычно оперируют в оптическом диапазоне, получаем 

где 

дJ дJ 
- + v- = v[ cr( ro)ЛN - 2а□от ]J; 
дt дх 

дЛN + ЛN-ЛNо =-2cr(ro)JЛN; 
дt Т~ 

д<р д<р Т2 
-+ v- = (ro21 -ro)-vcr(ro)ЛN, 
дt дх 2 

J =_!:_LE2 
2hro21 т 

(8.37) 

- средняя плотность мощности излучения (фотонов/(м2-с)), интенсивность; 

( \ _ T2ro21P; 
(J ())) - 2 2 

€anv[l+(ro-ro21) Т2] 

сечение радиационного перехода на частоте ro, определяемое отношением 
мощности, поглощенной одной частицей, к мощности падающего излучения на 

единицу площади. 
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Первое уравнение системы (8.37) описывает изменение интенсивности поля 
при его распространении. Первый член правой части этого уравнения определя

ет увеличение интенсивности распространяющегося поля за счет индуцирован

ного излучения, второй член - уменьшение интенсивности за счет потерь. 

Второе уравнение системы (8.37) определяет изменение разности населен-

v v Чл ЛN-ЛN0 
ностеи уровнеи в единипу времени. ен ---~ характеризует уменьшение 

т; 

разности населенностей уровней за счет релаксационных процессов и ее увели

чение в результате возбуждения внешним источником. Член 2cr(ro)JЛN харак-

теризует уменьшение разности населенностей за счет индуцированного излуче

ния. Появление множителя 2 в правой части уравнения объясняется тем, что в 
двухуровневой системе излучение происходит при переходе одной частицы с 

верхнего уровня на нижний. При этом населенность верхнего уровня уменьша

ется на единицу, а нижнего увеличивается на единицу. В результате разность 

населенностей при таком переходе изменяется на 2. 
Третье уравнение системы (8.37) определяет изменение фазы в процессе 

распространения волны. 

Часто пользуются только двумя первыми уравнениями системы (8.37) 

дJ дJ - + v- = v[ cr( ro)ЛN - 2а00т ]J; 
дt дх 

дЛN ЛN-ЛN 
--+ 0 =-2cr(ro)JЛN, 
дt Т~ 

(8.38) 

которые называются кинетическими или скоростными, так как они характери

зуют скорость передачи энергии от среды поmо по мере распространения волны. 

В стационарном режиме 

дJ = дЛN =0, 
дt дt 

и уравнения (8.38) принимают вид 

дJ 
дх =[cr(ro)ЛN-2a00т]l ; (8.39) 

ЛN-ЛN 
---~0 =-2cr(ro)JЛN. 

т; 
(8.40) 

Решение уравнения (8.39) 

определяет усиление интенсивности волны при распространении в активной 

среде. Усиление происходит, если показатель степени этого выражения положи

телен, т. е. 



8.2. YcWteнue бегущей волны 343 

cr(ro)ЛN 
аnот < 

2 
, 

что соответствует условию (8.36). 
Согласно уравнению (8.40) стационарное значение инверсной населенности 

ЛN = ЛNо 
1 + 2cr(ro)T1J' 

(8.41) 

т. е. инверсная населенность, создаваемая источником возбуждения, уменьшает
ся при увеличении интенсивности усиливаемой волны. При очень большой ин

тенсивности инверсная населенность стремится к нулю (насыщение). 

Пороговое значение начальной инверсной населенности 

ЛNonop =2anoт [-1- +2'filo], (8.42) 
cr(ro) 

где 10 - начальное значение интенсивности поля. 

При небольших значениях начальной интенсивности распространяющейся 

в среде волны и такой длине пройденного пути, при которой значение интен

сивности усиливаемой волны намного меньше предельного значения при на

сыщении, инверсная населенность ЛN и коэффипиент усиления О-ус согласно 

(8.34) и (8.35) практически постоянны. При прохождении волной участков 
одинаковой длины она усиливается одинаково (линейный режим). 

При больших значениях начальной интенсивности или достаточно большой 

длине пути, пройденного усиливаемой волной в активной среде, индуцирован

ное излучение настолько велико, что инверсная населенность ЛN согласно (8.34) 
и коэффициент квантового усиления О-ус согласно (8.35) уменьшаются. При про
хождении равных участков пути усиление становится все меньше и меньше (не

линейнь1й режим) и при достижении предельного значения интенсивности вол

ны усиление прекращается (насыщение). 

Распространение импульсного сигнала в активной среде зависит от его на

чальной интенсивности (рис. 8.8, а). В линейном режиме при малой интенсивно-I,.,V\ 
о 

а 6 

']/\" 
в г 

Рис. 8.8. Распространение импульса в активной среде: 
а - импульс на входе в активную среду; б - линейный режим; в - импульс, прошедший расстоя

ние l > lкр при малой входной интенсивности; г - при большой входной интенсивности и l > lкр 
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х' < х" < х"' 

(J) 

Рис. 8.9. Сужение спектра при распространении поля в активной среде 
с однородно уширенной линией излучения 

сти на входе в активную среду и длине пройденного в активной среде пути, 

меньшей критического значения, при которой интенсивность распространяюще

гося сигнала достигает предельного значения, импульс проходит этот путь без 

искажений (рис. 8.8, б). Если пройденный путь больше критического, то эффек

ты насыщения проявляются и при малой начальной интенсивности. В режиме 

насьnцения различные части импульса усиливаются неодинаково. Передняя 

часть импульса снижает инверсную населенность при распространении, и уси

ление остальной части импульса становится меньше. Поэтому передний фронт 

импульса становится круче, а вершина более плоской (рис. 8.8, в). При увеличе
нии начальной интенсивности импульса эти эффекты проявляются резче, им

пульс обостряется (рис. 8.8, г). 
При распространении электромагнитного поля в активной среде происходит 

изменение его спектрального состава. По мере распространения поля увеличи

вается его интенсивность, что приводит к увеличению индуцированных перехо

дов и уменьшению инверсной населенности, а следовательно, согласно (8.33) и к 
уменьшению коэффициента усиления аус . При однородном уширении линии 

излучения ( см. § П.17) увеличение интенсивности распространяющейся волны 
приводит к пропорциональному уменьшению усиления для всех частот (рис. 8.9). 
У волны, прошедшей небольшое расстояние х', интенсивность будет неболь

шой, инверсная населенность уменьшится незначительно и коэффициент усиле-

ащn -

ния среды а~с будет значительным. При этом усили-

ваются спектральные составляющие в полосе Лrо'. 

При увеличении пройденного расстояния до х' ко
эффициент усиления уменьшится до а;с и усиление 

будет наблюдаться в меньшей полосе Лrо, т. е. 
ы21 оо произойдет монохроматизация излучения. 

Рис. 8.10. Изменение кон- При неоднородно уширенной линии излучения 
тура неоднородно уширен- ( см. § П.17) взаимодействие распространяющегося 
ной линии при усилении поля происходит не со всеми частицами среды, а 

электромагнитного поля лишь с теми из них, в контуры линий излучения кото-
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рых попадают спектральные составляющие поля (рис. 8.10). При увеличении пути, 
проходимого волной в среде, провалы углубляются, инверсная населенность и 

коэффициент усиления уменьшаются, уменьшается число спектральных состав

ляющих поля и излучение монохроматизируется. 

8.3. Усиление в резонаторе 

Потери в резонаторе, заполненном активной средой, определяют распреде

ленной проводимостью cr. Эта величина характеризует потери в активной среде, 
стенках или зеркалах резонатора и потери на излучение из резонатора. В этом 

случае электромагнитное поле в резонаторе, как и в случае усиления бегущей 

волны в активной среде, определяется первым уравнением системы (8.24) 

д2Е z cr дЕ 1 дzра 
--v ЛЕ+---=---- . 
дt2 ta дt ta дt2 

(8.43) 

Однако решение этого уравнения следует искать в виде пространственных 

стоячих волн. Учитывая, что в резонаторах оптического и СВЧ-диапазона поле 

зависит от продольной координаты и слабо зависит от поперечных координат, 

решение можно представить в виде 

Е(х3, t) = LEn(t)sinkпxз, (8.44) 

где п - номер типа колебаний; kn = пп/ L - продольное волновое число п-го 

типа колебаний; L - длина резонатора. 

Подставляя (8.44) в (8.43), получаем 

" . k [ d2En (t) _О_ dEn (t) 2k2E ( )]- _ __!_ д2ра (Х3, t) 
L,;Stn пХз 2 + + V п п t - 2 . 

dt ta dt ta дt 

Умножая правую и левую части этого уравнения на sinknxз и усредняя по 

длине резонатора, получаем 

d2E"(t) +_О_ dEп(t) +v2k2E (t)=--1 d2P:(t) (8.45) 
dt2 ta dt п п ta dt2 ' 

где 

L 

Pi(t) =~ f Ра(хз, t)sinkпxз dхз. 
Lo 

Собственные колебания резонатора при наличии потерь характеризуются 

комплексными величинами 
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где 

Q = i:::croп) = i:::croп)roп 
п i:::croп) cr(roп) 

- добротность п-го типа колебаний; 

О)п = kn V 

- резонансная частота п-го типа колебаний; 

О)пс = (J)n ✓l + l 2 
4Qn 

- собственная частота п-го типа колебаний. 

(8.46) 

(8.47) 

(8.48) 

Подставляя (8.46) и (8.47) в (8.45), получаем уравнение, которое вместе со 
вторым и третьим уравнениями системы (8.24) образует систему уравнений для 
исследования усиления в резонаторе с активной средой: 

где 

d2Eп(t) OJn dEп(t) 2Е () - 1 d
2
P:(t). ---+----+OJn п t -

dt2 Qп dt ta dt 2 

д2~а + 2 дРа + (J)~J (1 +----f--т)ра = - 20J21 ЛNЕр;; 
дt Т2 дt OJ21T2 h 

дЛN + ЛN - ЛNо = _2_Е(дРа + Ра) 
дt Т~ h0J21 дt Т2 ' 

п 

L 

P:(t) =~ f Pa(x3 ,t)sinknx3 dx3• 

Lo 

(8.49) 

Ограничимся рассмотрением простейшего случая, когда в резонаторе воз

буждается только один тип колебаний с линейной поляризацией поля Е, направ

ление векторов напряженности поля Е и поляризации совпадает, распределения 

напряженности поля, поляризации и инверсной населенности по длине резона

тора равномерные. В этом случае систему уравнений (8.49) можно переписать в 
скалярной форме: 

d 2 Е ro dE 2 1 d 2 ра 
--+~-+ro Е=----· 
dt2 Qp dt Р Еа dt2 ' 

d
2
Pa 2 dPa 2 (1 1 )ра - 20J21ЛNE 2. --2-+---+0J21 + - 2- 2 ---- Ре, 

dt Т2 dt 0J21T2 h 
(8.50) 

dЛN + ЛN -ЛNо = _2_Е( dPa +!.':_) 
dt Т1 hro21 dt Т2 ' 
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где rop и Qp - резонансная частота и добротность резонатора для выделенного 
единственного типа колебаний. 

Уравнения (8.50) описывают колебания поля в резонаторе с частотой rop и ко
лебания поляризации с частотой квантового перехода 00:21 • Эти колебания можно 

рассматривать как колебания в двух связанных системах. Поэтому если значения 

rop и 00:2 1 не равны, но близки друг к другу, то в резонаторе устанавливаются коле

бания с некоторой промежуто'IНОЙ частотой ro (затягивание частоты). 
Представим электрическое поле Е и поляризацию Ра в следующем виде: 

Е = Ет (t) · e jO)t + в: сt) · e- j O)t 

2 

ра = P,:(t)· e jrot+ р:, * (t)· e-jrot 

2 

(8.51) 

где Ёт (t ) и Р:, (t) - медленно меняющиеся во времени комплексные амплитуды. 
Величина 

ro21 ✓1+ 2

1 
2 = rол, (8.52) 

ro2,T2 

входящая во второе уравнение системы (8.50), представляет собой собственную 
частоту линии излучения. Действительно, величина 2/Т2 определяет ширину ли
нии излучения, 00:2 , - резонансная частота и 

Q = ro2,T2 
л 2 

- добротность линии излучения. 

Отсюда аналогично (8.48) находим 

rол = 002 1✓1 + 1 2. 
4Qл 

Подставляя (8.51) в уравнения для поля и поляризации системы (8.50), с 
учетом (8.52) получаем 

Поскольку правая часть полученного уравнения является действительной 

величиной, то мнимая часть должна быть равна нулю, откуда 

(1) 2 
_Р ( (1)2 _ (1)2 ) + _ ( (1)2 _ (1)2 ) = 0 
Q л т р 

р 2 
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2 QP Лrол 
(ro- ro21 ) ""---(roP -ro) = --(roP - ro). 

Т2 roP ЛrоР 
(8.53) 

2 (!)р 
Величина - = Лrол определяет ширину линии излучения, а - = Лrо -

Tz QP Р 

ширину резонансной кривой резонатора. В зависимости от соотношения шири

ны полос резонатора лщ, и линии излучения Лrол частота ro расположена ближе к 
частоте перехода ffi2, или к резонансной частоте щ,. При регенеративном усиле
нии частоту усиливаемого поля, а при генерировании собственную частоту ре
зонатора подстраивают под частоту линии рабочего перехода. 

Применяя метод медленно меняющихся амплитуд и фаз, решение системы 

(8.50) будем искать в виде 

Е = Eт(t)cos[ffiлt + <p(t)] = Ет соsФ; 

ра = рп: (t) cos[roлt + \Jf(t)] = р; cos 'Р, 

где Ет (t), Р,: (t), <p(t), \Jf(t) - медленно меняющиеся во времени амплитуды и 

фазы; Ф = ffiлt + <p(t); 'Р = ffiлt + \Jf(t). 

dE d2 E dPa d 2 Pa 
Вычислим производные - , -- -- -- пренебрегая вследствие 

dt dt2 
' dt ' dt2 

' 

малости членами, содержащими вторые производные амплитуд и фаз и 

произведения их первых производных: 

dE dEm ( d<p) . -=--соsФ- ffiл +- EmsmФ; 
dt dt dt 

d
2 Е dEm . ( d<p) 

- 2- = -2rол --sш Ф- ffiл ffiл + 2- Ет соsФ; 
dt dt dt 

dPa dP,,~ ( d "') а . --=--cos'P- ffiл+- Pmsm'P; 
dt dt dt 

d
2 ра dP: . ( d\Jf) а 

--2- =-2ron--sm 'Р - (!)л (!)л + 2- Р,,, cos 'Р. 
dt · dt dt 

Подставляя полученные значения в (8.50) и пренебрегая малыми членами, 
получаем 

[ 
2 2 dq>] ( dEm WлWp ) . w;Рп~ 

(Wp-Wл)-2Wп- ЕтсоsФ- 2wл--+--Ет sшФ=--соs'Р; 
dt dt Qp Еа 

d'lf а ( dP,:: 1 aJ . 2Wл 2 -2Wл-Р,псоs'Р-2Wп --+-Рт sш'Р=---ЛNр,ЕтсоsФ; 
dt dt Т2 li 

(8.54) 

dЛN ЛN - ЛN о 2 а • 
--+----= ---ЕтРт соsФsш Ч'. 

dt Т~ liW11 
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Учитьmая в (8.54) тригонометрические соотношения (8.25а) и приравнивая 
коэффициенты при соответствующих косинусах, синусах и свободные члены, 

получаем 

[ 
2 2 d <р] ro;P,,~ 

( ffip - ffiл) - 2rол dt Ет = ~ cos(\jf- <р ); 

2 dEm ffip Е rолР,::_ . ( ) --+- т =--sш \jf-<p; 
dt Qp Еа 

Р.а d\jf = р; ЛNЕ cos(11r - rn)· 
т dt h т 'У 't' ' 

dP.a 1 2 
_т_ +-Р.а = f!.!:_ ЛNЕ sin(11r - rn) · 

dt Т2 
111 h т 'У 't'' 

dЛN ЛN -ЛNо Е111Р/:, . ( ) 
--+----=---sш \jf-<p. 

dt 1i h 

Поскольку (l)л '"' (l)P, то 

ro; - ro; ( (l)p - (l)л )( (l)p + (l)л) 
= z (l)p - (l)л· 

2rол 2rол 

(8.55) 

Учитывая это соотношение в первом уравнении системы (8.55), перепишем 
систему в виде 

dE111 ffip ffiл а . 
--= ---Е111 +-Рт SШ(\jf-<p); 

dt 2Qp 2Еа 

dP::, = _ _!_ Р.а + р; ЛNЕ sin(11r - rn)· 
dt Т2 т п 111 'У 't'' 

dЛN ЛN -ЛNо Е111Р::_ . ( ) 
--+----=---sш \jf-<p; 

dt Т1 п 
(8.56) 

d <р ffiл Р/:, 
- = (ffip - ffiл )---cos(\jf- <р); 
dt 2Еа Е111 

2 
d\jf Ре Ет 
- =-ЛN-cos(\jf-<p). 
dt п р,::_ 

Система (8.56) описывает как стационарные, так и нестационарные процес
сы. В этих уравнениях поле и инверсная населенность усреднены и не зависят от 

координат. Учет пространственных вариаций поля и инверсной населенности 

значительно усложняет задачу, результаты же незначительно отличаются от ре

зультатов, полученных при пространственном усреднении. 
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Для оптического диапазона уравнения можно упростить, учитывая, что ши-

рина JШНии излучения ЛЮл намного больше ширины резонансного пика Лrор и 

р: dP,; 
->>--
Tz dt 

При этом согласно второму уравнению системы (8.56) 

2 

Р,; = р; Т2ЛNЕт sin('Jf- <р), 

и систему (8.56) можно привести к виду 

dEm ffip Флр; . 2 
--=---Ет +--Т2ЛNЕт sш ('Jf-<p); 

dt 2Qp 2hea 

dЛN ЛN -ЛNо р; Т ЛNЕ2 . 2( ) 
-d - + Т, = --2 2 т sm 'Jf- <р ; 

t I h (8.57) 
d<p Флр; . dt = ( ffip - ffiл ) - 2hea Т2ЛN COS('Jf - <р) SШ('Jf- (j) ); 

d'Jf = ~ ctg('Jf - <р ). 
dt Т2 

Скоростные, или кинетические, уравнения, аналогичные (8.38), имеют вид 

dJ ro 
-+__g_J = vcr(ro)ЛNJ; 
dt Qp 

dЛN ЛN -ЛN0 _ 2 ( )JЛN --+------ cr ro , 
dt Т1 

(8.58) 

где 

- интенсивность излучения; 

- сечение радиационного перехода. 

Первое уравнение системы (8.58) описывает изменение интенсивности ко
rо 

лебаний в резонаторе во времени. Здесь величина _Р J характеризует умень-
QР 
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шение интенсивности за счет потерь в резонаторе; v cr(ro)ЛNJ - увеличение 

интенсивности за счет индуцированного излучения. Влиянием спонтанного из

лучения ввиду его малости пренебрегаем. 

Второе уравнение (8.58) описывает изменение разности населенностей 

уровней во времени. Здесь слагаемое 

характеризует уменьшение инверсной населенности за счет релаксационнь1х 

процессов и ее увеличение за счет источника возбуждения. Член 2cr(ro)JЛN оп

ределяет уменьшение инверсной населенности за счет индуцированного излуче

ния. Множитель «2» появляется вследствие того, что в двухуровневой системе 
при переходе одной частицы с верхнего уровня на нижний и излучении одного 

фотона разность населенностей уровней изменяется на 2. 
Кинетические, или скоростные, уравнения (8.58) в отличие от (8.57) не оп

ределяют изменение фазы поля и поэтому не используются для описания раз

личных нестационарных процессов. 

При работе в стационарном режиме 

dEm _ dЛN _ d<p _ d'Jf _ О 
---------- ' 

dt dt dt dt 

и система уравнений (8.57) принимает вид 

2 
- ООр Е + ООлРе Т2ЛNЕ sin 2 (11r - fn) = О· 

2Qp т 2nfa т "' 't' ' 

ЛN-ЛN 2 
____ о = _f!..::_ Т ЛNЕ2 sin 2 (11r - fn)· 

Т, 2 2 ,п 'У '1"• 
1 n 

О) р2 
( ООр - ООл) -~ Т2ЛN cos('Jf - (j)) sin('Jf - (j)) = О; 

2nfa 

1 
-ctg('Jf-<p) = О. 
Т2 

Согласно последнему уравненmо системы (8.59) 

(8.59) 

т. е. поляризация опережает поле по фазе на rt/2 и энергия от среды передается 
полю. При этом уравнения системы (8.59) имеют вид 
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ЛNо - дN - р; Т ЛNЕ2. 
- 2 m' 

т1 п2 

(8.60) 

Отсюда в стационарном режиме 

дN = nEa . 
2 ' 

QppeT2 
(8.61) 

(8.62) 

При генерироваюrn амrшитуда Ет отлична от нуля, что в соответствии с 

(8.62) возможно при условии 

дN nEa 
О ~ 2 • 

Qpp,T2 

Знак равенства в этом выражении соответствует пороговой ив:версной населен

ности. Таким образом, пороговая инверсная населенность 

(8.63) 

Подставляя (8.63) в (8.62), получаем окончательное выражение для ампли
туды поля в резонаторе: 

(8.64) 

Согласно выражению (8.64), чем больше добротность резонатора и превы
шение значения ив:версной населенности, создаваемой источником возбужде

ния, порогового значения, тем больше амплитуда поля в резонаторе. 

Стационарное значение разности населенностей в резонаторе согласно (8.61) и 
(8.63) равно пороговому значению: 

ЛN = ЛNопор· 

Пороговая инверсная населенность создается при пороговой мощности ис

точника возбуждения. Казалось бы, что при мощности возбуждения больше по-



8.3. Усиление в резонаторе 353 

роговой значение инверсной населенности ЛN должно превышать пороговое 

значение ЛNопор; однако этого не происходит, так как при увеличении мощности 

возбуждения возрастает число частиц в единицу времени, покидающих верхний 

уровень. При этом инверсная населенность поддерживается на постоянном 

уровне ЛN0 пор, а энергия, запасаемая резонатором, и мощность на выходе увеличи

ваются. 

Для стационарного режима 

dJ _ dЛN -О - - -- -
dt dt 

и кинетические уравнения (8.58) преобразуются к виду 

О) Q: J = vcr(ro)ЛNJ; 

ЛN -ЛNо = -2cr(ro)J ЛN. 
Т1 

Отсюда стационарное значение инверсной населенности 

О) 

ЛN = Р 
стац QP vcr( ro) ' 

а интенсивности излучения 

1 -
1 слй - 1) 

стац - 2cr( ro)T1 о ' 

(8.65) 

(8.66) 

(8.67) 

- ЛNо 
где ЛN0 =-~- - начальная нормированная инверсная населенность, созда-

ЛNстац 
ваемая источником возбуждения. 

Кинетические уравнения (8.58) удобно представить в нормированных вели
чинах: 

т. е. 

- ЛN 
ЛN=---; 

ЛNстац 

- ЛNо 
ЛNо = ---; 

ЛNстац 

- J 
]= -

] стац' 

d] roP - Фр - -
-+-J =-JЛN; 
dt Qp Qp 

dЛN ЛN-ЛN0 --+----= 
лйо-1 - -
---JЛN. 

dt Т1 Т1 

(8.68) 
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Здесь ЛN - нормированная инверсная населенность в единице объема; J 
нормированная интенсивность излучения; Т1 - время жизни возбужденных со

стояний при наличии источника возбуждения. 

Уравнения (8.68) справедливы, если ширина линии излучения намного боль
ше ширины резонансной кривой резонатора. Эти уравнения пригодны для слу

чая однородно уширенной линии. В них не учтено спонтанное излучение, кото

рое сравнимо с индуцированным излучением лишь в начальный момент генери

рования. В стационарном режиме интенсивность индуцированного излучения на 

много порядков превьшшет спонтанное. 

Запишем уравнения (8.68) для стационарного режима: 

~: j(l-ЛN) = О; 

л&-л&0 л&0 -1- -
----+---JЛN=0. 

1i Т1 

Легко убедиться, что эти уравнения имеют два решения 

ЛN=j=1; 

ЛN=ЛN0 ; j=o. 

(8.69) 

(8.70) 

Решение (8.70) соответствует отсутствию колебаний ( J =О), поэтому ус
тойчивым стационарным колебаниям соответствует только решение (8.69). Ис
следуем на устойчивость решение (8.69) (см.§ П.18). Зададим малые отклонения 
от стационарного значения: 

j(t) = 1 + oi(t); 

ЛN(t) = 1 + оп(t), 
(8.71) 

где о<< 1. Подставляя (8.71) в (8.68) и ограничиваясь членами первого порядка 
малости по о, получаем 

di Фр 
-=-п· 

dt Qp ' 
- -

dn ЛNо 1-ЛNо. 
-+--n=---i. 
dt 1i 1i 

Характеристическое уравнение этой системы имеет вид 

2 лRо rop -
k +-k--(1-ЛN0)=0. 

т; Qрт; 

Корни этого уравнения 
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лilo 
k12=---± ' 21; 

имеют отрицательные действительные части при 

лi10 > 1, 

355 

(8.72) 

следовательно, выражение (8.72) является условием существования стационар
ных колебаний в резонаторе. 

Аналогично можно показать, что решение (8.70), соответствующее отсутст
вию колебаний, устойчиво при 

лi10 <1. 
Условие 

является пороговым, так как при ЛN0 > 1 колебания существуют, а при ЛN0 < 1 

отсутствуют. 

Согласно (8.66) 
О)р 

ЛN О пор = -Q-~( - )
p(J (1) V 

Роль источника возбуждения сводится к поддержанию в среде достаточно 

высокой начальной инверсной населенности, чтобы выполнялось условие (8.72). 
Если источник возбуждения перестает работать, населенность уровней стремит

ся к тепловому равновесию ЛNравн с постоянной времени Т1 • При переходе од-

ной частицы с верхнего уровня на нижний и излучении кванта энергии hro21 

разность населенностей уровней изменяется на 2. Эти переходы происходят и 
при работе источника возбуждения, действие которого сводится к компенсации 

убыли частиц, связанной с этими переходами. Плотность мощности возбужде

ния, требуемая для поддержания инверсной населенности ЛN O в единице объ

ема активной среды, 

= hffiz1 ( ЛNо - ЛNравв) 
Рвозб 2 7i. · 

Отсюда найдем пороговую плотность мощности возбуждения 

= hro21 ( ЛN О пор - ЛN равв) 
Р пор.возб 2 Т. · 

1 

(8.73) 

Для вывода излучения из резонатора зеркала изготавливают полупрозрач

ными. За счет неполного отражения от зеркал происходит уменьшение энергии, 

запасенной в резонаторе, которое характеризуется выражением 
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w(t) = w(O) · e-r/,, , (8.74) 

где w(t) - плотность энергии, запасенной в резонаторе; w(O) - плотность энер

гии в момент времени t = О; 't
3 

- время релаксации энергии за счет неполного 

отражения от зеркал. 

Условие существования стационарного режима - это условие баланса ам

плитуд (см.§ 8.1) 

(8.75) 

При однократном отражении электромагнитной волны от каждого зеркала 

амплитуда уменьшается, но это уменьшение компенсируется усилением в ак

тивной среде при прохождении волной расстояния, равного удвоенной длине 

резонатора. 

Время прохождения волной расстояния, равного двум длинам резонатора, 

2l 
t= - , 

V 

где l - длина резонатора; v - скорость распространения электромагнитной 

волны. Уменьшение запасенной энергии в результате неполного отражения от 

зеркал согласно (8.74) и (8.75) определяется выражением 

г2г2 _ - 2l/(v, ,) 
1 2 -е , 

откуда время релаксации энергии 

l 
't =-----
э vlnГ1Г2 

(8.76) 

Мощность излучения, приходящаяся на единицу объема активной среды, в 

соответствии с (8.74) равна 

dw w(O) 
р =-- =---. 
изл dt 't 

э 

В стационарном режиме 

/i(J.)21 J стац 
w= ' 

V 

или с учетом (8.67) 

w- 1i~1 cлil -1) 
- 2cr(ffi)7i V О ' 

и мощность излучения (отнесенная к единице объема активной среды) 

= liffi21 cлil -1) 
Ризл 2 ( )7' О • (J (J.) 1 1 V't

3 
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Условие работы резонатора в режиме регенеративного усиления определя
ется выражением (8.5). Введение положительной обратной связи приводит к по
вышению коэффициента усиления и уменьшению полосы пропускания. 

8.4. Электромагнитная волна в электронном потоке 

При взаимодействии электромагнитного поля с электронным потоком, если 

поток тормозится полем, энергия поля увеличивается. Монохроматическое поле 

будет тормозить электроны только в течение той половины периода, в которой 

направление электрической составляющей совпадает с направлением движения 

электронов. При этом поле усиливается за счет излучения электронов. 

Если поток электронов непрерывен, то часть электронов тормозится высоко

частотным полем, а часть ускоряется. В этом случае поток разбивается на группы 

(рис. 8.11). Процесс группировки электронов зависит от соотношения скорости 
электронов v 0 и фазовой скорости vФ электромагнитной волны. Если бы электроны 

не взаимодействовали с полем и v 0 = vФ (рис. 8.11 , а), то они синхронно переме
щались бы с полем и все время находились в точках с одним и тем же значением 

напряженности и направлением электрической составляющей поля бегущей вол

ны (пунктирные прямые на рис. 8.11, а). При взаимодействии с полем электроны, 
находящиеся в области тормозящего поля, тормозятся и отстают от бегущей воm1ы. 

Электроны, находящиеся в области ускоряющего поля, ускоряются и опережают 

воШiу. В результате электроны образуют сгустки в области, где продольное поле Е 

равно нулю. При дальнейшем движении сгустков электронов скорость их остается 

неизменной, электроны и поле не взаимодействуют. 

Как уже бьшо показано (см.§ 2.5), усиление электромагнитного поля при взаи
модействии с потоком электронов происходит при условии v 0 > vФ. Действительно, 

если v0 > vФ (рис. 8.11, б), то при отсутствии взаимодействия электронов с полем 
они опережают воШiу (пунктирные прямые на рис. 8.11, б). При взаимодействии с 
волной электроны, находящиеся в ускоряющем поле, ускоряются и перемещаются в 

область тормозящего поля. Таким образом, электроны группируются в области 

тормозящего поля и отдают свою энергию распространяющемуся полю. 

о х 

а б 

Рис. 8.11. Группировка электронов в сгустки в поле бегущей волны: 
а - группировка в области поля Е = О; б - груmшровка в области максимального тормозящего 

поляЕ 
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Поскольку скорость электронов в процессе взаимодействия с полем умень

шается, то сгусток по мере движения отстает от волны. Различие скоростей v0 и 

vФ должно быть таким, чтобы за время движения в пространстве взаимодействия 

электронов с полем сгусток не вышел из области тормозящего поля. 

Для эффективного взаимодействия сгустка электронов с полем необходимо, 

чтобы фаза распространяющегося поля в месте нахождения сгустка соответст

вовала максимальному значению тормозящего поля в любой момент времени. 

Условие постоянства фазы высокочастотного поля по отношению к электрон
ным сгусткам означает, что фазовая скорость vФ волны должна быть приблизи

тельно равна скорости электронов v0• Условие 

Vo >-; Vф 

называют условием волнового синхронизма электронов и бегущей волны. По

скольку скорость электронов в практических устройствах намного меньше ско

рости света, то для выполнения условия синхронизма используются замедляю

щие системы. 

Электроннь1е сгустки должны занимать как можно меньше места в пространстве, 

и частота их следования должна равняться частоте поля. Однако на практике не уда

ется получить сгустки идеальной формы, изображенной на рис. 8.12. В промежутках 
между сгустками плотность потока электронов хотя и меньше, чем в сгустках, но не 

равна нулю. Получение возможно более коротких, близких к прямоугольной форме 

сгустков - одна из проблем электроники сверхвысоких частот. Требование, чтобы 

протяженность каждого сгустка электронов Лх в направлении движения электронов 

была намного меньше половины длины волнь1, ограничивает возможности соз

дания генераторов и усилителей в коротковолновой части СВЧ-диапазона. 

Для обеспечения свободного движения электронного потока создается вакуум с 

давлением менее 10--4 Па. 
Процессы усиления и генерирования в СВЧ-диапазоне согласно (1.17) опи

сываются волновым уравнением 

- -
дх дх х 

Рис. 8.12. Распределение высокочастотного поля и сгустков электронов в пространстве 
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(8.77) 

где J = J кон = pv O - конвекционный ток (ток переноса); р - объемная плот-

ность зарядов. 

Правая часть уравнения (8.77) определяется уравнением движения электронов 

dv 
F = т- = e{E+µ0 [v0H]}. 

d t 
(8.78) 

Напряженности электрического и магнитного полей в выражении (8.78) мо
гут иметь как постоянные, так и переменные составляющие. Однако практиче

ски учитывают переменную составляющую только электрического поля, так как 

при v 0 << с действие на электрон магнитной составляющей поля намного мень
ше, чем электрической. 

В системах, где происходит взаимодействие поля с потоком электронов, 

возбуждаются Е-поля, т. е. имеющие продольную составляющую электрическо

го поля. Таким образом, в линейном приближении уравнение (8.78) можно пере
писать в виде 

dv _.!!.._E 
dt - т 3 ' 

где Е3 - продольная составляющая электрического поля, совпадающая с на

правлением движения электронов. 

Система уравнений (8.77) и (8.78) должна быть дополнена граничными ус
ловиями для электрического и магнитного полей и начальными условиями -
значениями начальных скоростей электронов на фиксированных поверхностях. 

Кроме основных уравнений (8.77) и (8.78) важную роль при анализе работы 
электронных приборов сверхвысоких частот играет уравнение непрерывности 

div J = div(pv) = - др. 
дt 

Взаимодействие высокочастотного электромагнитного поля с электронным 

потоком лежит в основе работы лампы бегущей волны (ЛБВ), клистронов и 

магнетронов. 

Вопросы 

1. По мере распространения электромапштной волны в активной среде характер уси

ления ее изменяется. На какие три области по характеру изменения амплитуды поля 

можно разделить среду? 

2. Что характерно для области насыщения? 
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3. Назовите условия усиления бегущей волны, регенеративного усиления и генериро

вания. 

4. Какие величины называются пороговыми? Что это за величины? 
5. Назовите два условия, определяющие возможность существования стационарного 

режима в активном резонаторе. 

6. От чего зависит число типов колебаний резонатора, выходящих в излучение? 

7. Дайте определение понятию «естественная ширина линии излучения». 

8. Что влияет на действительную ширину линии излучения? 
9. Какая линия излучения называется однородно уширенной, а какая - неоднородно 

уширенной? 

10. Почему изменяется форма импульса по мере распространения в активной среде? 
11. Почему изменяется спектр электромагнитного поля по мере распространения в ак

тивной среде? 

12. Назовите условия наиболее эффективного взаимодействия электромагнитной волны 
с потоком электронов, в результате чего происходит усиление электромагнитного поля? 

Задачи 

1. Определите оптимальный коэффициент отражения зеркал активного резонатора, 

позволяющий получить максимальную выходную мощность. Коэффициент усиле

ния на проход О-ус = О, 1 см-1, коэффициент потерь на проход а,,0т = 0,01 см-1 , длина 
резонатора l = 10 см. Резонатор полностью заполнен активной средой. 

2. Определите коэффициент квантового усиления О-ус.пор• необходимый для возникно
вения процесса генерирования в резонаторе длиной 10 см, образованном зеркалами 
с коэффициентами отражения Г1 = 1 и Г2 = 0,9 и полностью заполненном активной 
средой. Потерями в среде и зеркалах (за исключением потерь на излучение) пренеб

речь. 

3. Активная среда, полностью заполняющая резонатор, характеризуется коэффициен

тами квантового усиления О-ус и потерь аnот- Коэффициенты отражения Г зеркал, об

разующих резонатор, одинаковые. Определите отношение излучаемой мощности к 

мощности потерь в активной среде. Покажите, что при длине резонатора, большей 

некоторого критического значения, излучение прекращается. 

4. Исследуйте стационарный режим активного резонатора с одним возбуждаемым ти

пом колебаний на устойчивость, считая, что частота линии излучения и собственная 

частота резонатора совпадают. 



9. ЦЕПИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 
(ДЛИННЫЕ ЛИНИИ) 

9.1. Уравнения длинной линии 

Во многих практически важных случаях, когда волноводы используются для 

передачи энергии от генератора к нагрузке, нет необходимости в определении 

электромагнитного поля в каждой точке объема волновода с помощью уравне

ний Максвелла и удовлетворения граничным условиям. Для инженерных расче

тов можно воспользоваться более простыми методами теории электрических 

цепей с распределенными параметрами. Основными величинами этой теории 

являются интегральные характеристики электромагнитного поля (ток и напря

жение). 

Рассмотрим двухпроводную линию, образованную двумя цилиндрическими 

проводниками, близко расположенными друг от друга (рис. 9 .1) на расстоянии d 

d « л, 
длиной 

l » Л,, 

где л - длина волны распространяющегося электромагнитного поля. Такую ли
нию называют длинной линией. 

Ток в разных сечениях линии в один и тот же момент времени различен, 

электрическая и магнитная энергия непрерывно распределены вдоль линии. 

Наличие тока в проводниках связано с магнитным полем, и линию в терминах 

теории цепей можно характеризовать некоторой индуктивностью. Подобно конден

сатору, линия способна запасать энергию электрического поля, что определяется ее 

емкостью. Проводники линии обладают активным сопротивлением. В связи с не

идеальностью окружающей среды между проводами возникает ток утечки, который 

определяется проводимостью среды. 

Длинную линию характеризуют погонные пара

метры (параметры, отнесенные к единице длины): ин

дуктивность L0 (Гн/м), емкость С0 (Ф/м), сопротивле
ние R0 (Ом/м) и проводимость G0 (См/м) между прово

дами. Линию называют однородной, если ее погонные 

1 1 

x.ldxl .x+ dx 
Рис. 9.1. Двухпроводная 
линия 
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Lo dx Ro dx 
2 2 

Lo dx 
2 

Ro (/х 
2 

Рис. 9.2. Эквивалентная схема двухпроводной линии 

параметры одинаковы по всей длине. Значения погонных параметров зависят от 

конфигурации проводников в поперечном сечении и свойств среды. Они рассчи
тываются методами теории электромагнитного поля или определяются экспери

ментально путем измерений. Эквивалентная схема линии приведена на рис. 9 .2. 
Каждый участок линии dx характеризуется сопротивлением Rrf],x, емкостью 

Crf],x, индуктивностью Lrf],x, проводимостью Grf],x. На протяжении малого участ
ка dx ток считаем неизменным. 

Изменение напряжения вдоль линии определим с помощью интегрального 

уравнения (П') и рис. 9.2: 

PEdl=-дФ =-~ f BdS. 
L дt дt S 

(9.1) 

Контур L состоит из отрезков проводов 1-2 и 4-3 (см. рис. 9.2) 

f Edl= f Jdl= i~o dx; f Edl = i:o dx 
1- 2 1- 2 3- 4 

и отрезков 4-1 и 2-3, соединяющих провода по кратчайшей прямой в попереч
ных сечениях х и х + dx, 

f Edl= и(х+ dx) = и(х) + ди dx; f Edl = -и(х), 
2-3 дх 4- 1 

где и(х) и и(х + dx) -напряжения между проводами соответственно в сечении х 
их+ dx. 

Таким образом, 

pEdl = ди dx + iR0dx. 
L дх 

(9.2) 

Магнитный поток Ф, проходящий через площадку, ограниченную контуром 

L,равен 



9.1. Уравнения длиююй линии 

1---------------12 

i(x, t) -+=f ++ i(x, t) + :~ dx 

г----_i ___ --- -! 
и(х, t) : и(х, t)Godx : и(х, t) + : ~ dx 

) ! l з 
+Е в-

х dx х + dx 

Рис. 9.3. К выводу телеграфных уравнений 

Ф = f BdS = Ф0dх = Loidx. 
s 

363 

(9.3) 

Здесь Ф0 - магнитный поток, приходящийся на единицу длины линии. Он 

состоит из потока между проводами и потока внутри проводов. 

Подставляя выражения (9.2) и (9.3) в уравнение (9.1), получаем 

ди дi . 
-+Lo-+Roz=O, (9.4) 
дх дt 

т. е. напряжение между проводами вдоль линии изменяется вследствие падения 

напряжения из-за индуктивности и активного сопротивления проводов. 

Изменение тока вдоль линии определим с помощью уравнения непрерывно

сти в интегральной форме (V ') ( см. § 1.5) 

~JdS = -~ f pdV, 
S дt V 

(9.5) 

применив его к элементу объема, обозначенному на рис . 9.3 пунктирной ли
нией. 

Левая часть уравнения (9.5) представляет собой сумму интегралов по попе
речным сечениям х, х + dx и боковой поверхности участка провода длиной dx. 
На протяжении малого участка линии dx напряжение считаем неизменным: 

f JdS=i(x+dx)=i(x)+~dx; 
S(x+dx) дх 

f JdS = -i(x); 
S(x) 

f JdS = и(х, t)G0dx. 
Sоок 

Таким образом, 
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д" 
~JdS = _z dx + и(х, t)Godt. 
s дх 

(9.6) 

Правая часть уравнения (9 .5) связана с изменением заряда в межпроводной 
емкости участка JШнии дливой dx, что также влияет на различие токов i(x) и 
i(x + dx): 

~ f pdV = дСоdхи(х, t) = Со ди dx. (9.7) 
дt V дt дt 

Подставляя выражения (9.6) и (9.7) в уравнение (9.5), получаем 

дi ди 
- + Co - +uGo = О, (9.8) 
дх дt 

т. е. ток изменяется вдоль линии вследствие тока утечки и заряда межпроводной 

емкости линии. 

Уравнения (9.4) и (9.8) образуют систему уравнений 

ди дi . 
-+Lo-+Roz =0; 
дх дt 

дi ди 
-+Co-+Gou =О 
дх дt 

(9.9) 

описывающую электромагнитный процесс в пространстве и во времени. Их вы

вел английский физик В. Томсон в середине XIX в. при изучении электромаг
нитных процессов в кабельных линиях телеграфной связи. Поэтому их называют 

телеграфными уравнениями. 

Уравнения (9.9) и эквивалентная схема (см. рис. 9.2) непосредственно отно

сятся к ленточной линии и коаксиальному волноводу при близко расположен

ных проводниках и распространении электромагнитного поля, имеющего только 

поперечные составляющие (Т -волна). 

При гармоническом источнике возбуждения электромагнитного поля в ли

нии уравнения (9.9) записываются в следующем виде: 

аи . 
- + (R0 + jrol..o)l = О; 
дх 

дi . 
- + (G0 + jroC0 )U = О, 
дх 

где И, i - действующие значения напряжения и тока соответственно. 

(9.10) 

Продифференцировав первое уравнение системы (9 .1 О) по х и подставив 
дi 

значение дх из второго уравнения системы, получим 
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2 • 

д ~ -(jroц + Ro)(JroCo + Go)U = О. 
дх 
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Аналогично, продифференцировав второе уравнение системы (9.19) по х и 

дu 
подставив значение дх из первого уравнения системы, получим 

или 

Здесь 

2. 

д ; - (jroCo + Go )(Jroio + R0 )i = О 
дх 

2 . 
д И ·2 · 
--

2 
+koU =0; 

дх 
2. 

д / · 2 . 
-

2 
+k0 / = О. 

дх 

- постоянная распространения. 

(9.11) 

(9.12) 

Общее решение системы уравнений (9.11) представляется в виде двух волн, 
распространяющихся вдоль линии в противоположных направлениях, 

U(x) = и nад e -jkox + и отр ejkox ; 

или, поскольку k0 = Р - ja , 

И(х) = И nад е-а.х е-Рх+ И отр еа.х еРх; 

i(x) = iпад е-а.х е-Рх+ iотр еа.х еРх, 

(9.13) 

(9. 14) 

где Иnад, Иотр , iпад , i0тр - произвольные комплексные постоянные; а - по

стоянная затухания, характеризует ослабление на единицу длины, м-1 ; р - фа
зовая постоянная, характеризует изменение фазы на единицу длины, м-1 • 

Первые слагаемые в выражениях (9.14) для линий с потерями (а j О) пред

ставляют собой волну, распространяющуюся вдоль линии в сторону возрастания 

х ( от источника к нагрузке) с затуханием. Это - падающая, или прямая, волна. 

Вторые слагаемые представляют собой волну, возрастающую по амплитуде с 

увеличением х (с приближением к концу линии). Это - отраженная, или обрат

ная, волна. 
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Отношение комплексного действующего значения напряжения к комплекс

ному действующему значению тока падающей волны определяет волновое, или 

характеристическое, сопротивление линии 

Zo = ~пад(х)_ 
lпад (х) 

Считая, что отраженной от конца линии волны нет, т. е. 

• • "k 
Ипад(Х) = Иnад е-1 оХ; 

1. ( ) 1· - jk0x 
nад х = пад е ' 

подставляя выражения (9.15) в уравнения (9.10) с учетом (9.12), получаем 

Zo = ~ пад = Ro + jro[,; = Ro + jro[,; 
/ пад Jko Go + jroCo 

(9.15) 

(9.16) 

Отношение комплексного действующего значения напряжения к комплекс

ному действующему значению тока отраженной волны имеет вид 

~ отр(х) = ~ отр = R0 + _JroL,; = _ Ro + ~roL,; = _20_ 
l0тр(х) l0тр - Jko Go + 1roCo 

(9.17) 

Таким образом, решения (9.13) системы уравнений (9.11) с учетом выраже
ний (9.16) и (9.17) будут иметь вид 

И (х) = И пад e-jkox + И отр ejkox; 

i(x)= Ипад e-jkox_ Иотр ejkox_ 

Zo Zo 

(9.18) 

Чтобы определить постоянную затухания а и фазовую постоянную ~. возве

дем постоянную распространения ko (см. (9.12)) в квадрат и, выделяя действи-
тельную и мнимую части, получим 

~2 -а2 = ro2( LoCo - R:~o} 
2а~ = ro2 ( R:o + G:4; } 

(9.19) 

Отсюда 

( 4JCo _ Ro~o) + 
~ =±ro ro 

( LoCo- R:~o у+( С~о + G:4; у 
2 

(9.20) 
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-(Loco _ Ro~o) + \ l(Loco _ Ro~o )
2 

+ ( CoRo + G0Lo )
2 

а= ±ro\ ro 
2 

ro ro ro (9.21) 

Из второго уравнения системы (9.19) следует, что~ и а имеют одинаковые 
знаки. Знак «+» соответствует распространению воЛJIЫ в положительном на
правлении оси х с затухающей амплитудой, а знак «-» - в направлении отрица

тельных значений х с затухающей амплитудой. 

Фазовая скорость 

зависит от частоты, т. е. линия обладает дисперсией. Сложный сигнал, переда

ваемый линией, искажается. 

Однако если выполняется условие 

LoGo = RoCo, 
то согласно (9 .20) 

~=±ro 
( LoCo - Go:o) + (Loco + Go:o) 

ro ro = ±ro,J LoCo 
2 

и фазовая скорость 

(О 1 
'U ------
ф - ~ - ✓4JCo 

не зависит от частоты. 

Постоянная затухания а согласно (9 .21) определяется выражением 

-(4JCo _ Ro~o) + (4JCo + Ro~o) 
a=±ro ro ro =-JRoGo, 

2 

т. е. также не зависит от частоты. 

Таким образом, и в линии с потерями сигнал ослабляется, но не искажается, 

так как все составляющие спектра распространяются вдоль линии с одинаковы

ми фазовыми скоростями и затуханием. 

Волновое сопротивление линии согласно (9 .16) 

Zo = ~-'vCo 
Рассмотрим случаи, реализуемые на практике. 
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Линия без потерь. При идеальной изоляции между проводами ( G0 = О) и 
отсутствии в них потерь (R0 = О), как и следовало ожидать согласно выражениям 
(9.21) и (9.20) 

а = О; ~ = roJY;;c;. 
Фазовая скорость 

(9.22) 

т. е. не зависит от частоты. 

На первый взгляд кажется, что, уменьшая значения L0 и С0, можно получить 
фазовую скорость сколь угодно большой. Однако это не так. При уменьшении 

значения L0 за счет сближения проводов (при снижении магнитного потока, ог
раниченного линией) емкость С0 увеличивается. 

Волновое сопротивление линии согласно (9.16) 

Zo =ffo, 
т. е. волновое сопротивление линии без потерь имеет характер активного сопро

тивления, и волны тока и напряжения, распространяющиеся в одном направле

нии, совпадают по фазе. 

Погонная емкость Со двухпроводной линии 

С - 1tta 
о - ln(d/r)' 

где d - расстояние между проводами; r - радиус провода; Еа - диэлектриче

ская проницаемость среды. 

Погонная индуктивность двухпроводной линии 

Здесь µ" - магнитная проницаемость среды. 

Таким образом, 

т. е. фазовая скорость определяется лишь параметрами среды, в которой распро

страняется электромагнитное поле. 

Волновое сопротивление линии 
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т. е. определяется параметрами среды и геометрией линии. 

Линия с малыми потерями. В линиях с малыми потерями 

Эти условия на практике выполняются в диапазоне сверхвысоких частот. 

Пользуясь приближенной формулой 

1 
- а 

(1 + а) 2 "" 1 + 2, 

Когда значение а мало, пренебрегая членом, содержащим в знаменателе со4, из 
(9.20) и (9.21) получаем 

1 _ GoRo 1 1 ( Rб Gб ) 
~ = ±ro-./ ¼Со . ЧJCoro2 + + 2 ~ + ~ = 

2 

= ±ro-./ ЧJСо · 
2+Ч Ro _ _§_ J 

2 ro¼ ro Со z±ro-./ЧJCo ·[1+-1-(Ro - Go )2]; 
2 8ro2 ЧJ С0 

GoRo 1 ( Rб Gб ) 
roЧJCo + 2 ro2 ~ + ro2CJ _ 

а= ±ro-./ ЧJСо · 
2 

=± ro✓--E;Co(~+_§_)=±_!_(Ro {Cr;" +Go {z;;"J, 
2 roLo roCo 2 ~-z; ~Со 

т. е. постоянная затухания а от частоты практически не зависит. 

Если проводимость среды мала, то 

Воспользовавшись приближенной формулой 

1 
--z1-a 
1+а 

при малом значении а и выражением (9.23), определим фазовую скорость: 

Uф ~: ~ k[,-8~,(~ -~:п 

(9.23) 

(9.24) 
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следовательно, фазовая скорость зависит от частоты и с ростом частоты увели
чивается. 

При малом затухании согласно формуле (9.16) и приближенным формулам 

1 1 - а -- а 

(1 - а) 2 "" 1 - - и (1- а) 2 "" 1 + -
2 2 

волновое сопротивление будет равно 

Zo = (L;; · 
~Со 

Таким образом, и при малых потерях при распространении вдоль линии не

монохроматический сигнал будет искажаться. 

В отличие от рассмотренных линий поперечные размеры волноводов срав

нимы с длиной волны, и в общем случае электромагнитное поле представляет 

собой сумму бесконечного числа типов. Однако на практике поперечные разме
ры и возбуждение волноводов таковы, что распространяется только основной тип 

волны. В этом случае волновод можно представить эквивалентной схемой ( см. 
рис. 9.2), отождествив поперечные составляющие напряженностей электриче
ского и магнитного полей с напряжением и током. Если в волноводе распро

страняется несколько типов волн, то каждому типу будут соответствовать своя 

эквивалентная схема, свой ток и свое напряжение. 

9.2. Отражения от конца линии. Коэффициент отражения 

В общем случае решения (9.13) волновых уравнений (9.11) представляются 
в виде двух волн, распространяющихся вдоль линии в противоположных на

правлениях. Причиной возникновения волны, бегущей к источнику, является 

отражение. Волна может отражаться от конца замкнутой или разомкнутой ли

нии, или от конца линии, нагруженной на сопротивление. 

Пусть линия нагружена на сопротивление Zн. Целесообразно конец линии со

вместить с началом координат х = О и отсчитывать расстояния вдоль линии в на
правлении от нагрузки к источнику энергии, т.е. в направлении отрицательных 

значений координаты х (рис. 9.4). В этом случае решения (9.13) будет иметь вид 

Падающая 

волна 

х' 

Отраженная Zн 

волна 

х = О х 

Рис. 9.4. Линия, нагруженная на сопротивление Zн 
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шm,поскольку 

то 

j (х') = ;о ( и nад / kox' - и О'1]) е -jkQx' ) 

ko = ~- ja, 

И ( х') = И оад е а.х' е Л3х' + И отр е -а.х' е - JJ3x'; 

i ( х') = j nад е с:и' е j~x' + i отр е -с:и' е - j~x' . 

(9.25) 

Первые слагаемые представляют собой падающие волны. По мере удаления 
от источюrка (хначение х' уменьшается) амплитуды волн тока и напряжения 

уменьшаются по экспоненте. Вторые слагаемые представляют собой отражен

ные волны. По мере приближения к источнику (с возрастанием значениях') ам

плитуды волн уменьшаются. 

Отражения в линии характеризуются коэффициентами отражения по на

пряжению или току. Коэффициент отражения по напряжению в сечении линии 

х' определяется отношением комплексных действующих значений напряжений 

отраженной и падающей волн: 

И e - jkox' И 
г (х') = отр _ отр - j2k0x' _ Г - j2kax' 
и • 'k , - -.-е - и е , 

Иоад el ох Иnад 
(9.26) 

Иотр 
где Г и = -.- = Ги (х = О) - коэффициент отражения по напряжению при х = О. 

Иnад 

Коэффициент отражения по току в сечении линии х' определяется отноше

нием комплексных действующих значений тока отраженной и падающей волн: 

j e - jkox' j 
Г- (х') = отр _ отр - j2koX' _ Г - j2kox' , . .k , - -.- е - ; е . 

lоад el оХ lоад 

jотр 
Здесь Г; = -.- = Г; (х = О) - коэффициент отражения по току при х = О. 

lпад 

Согласно решению для тока (9 .25) 

И e - jkox' 

г . (х') = _ отр Г - j2kox' 
' И оад е jkox' - и е . 

Сравнивая последнее выражение с (9.26), получаем 

Гu(х') =-Г;(х'); Ги = -Г;. 
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На практике обычно используют коэффициент отражения по напряжению и 
нижний индекс «и» опускают: 

Г(х') =Ге - j 2kx' =Ге -2сх.х' е - j 2Px'. 

Коэффициент отражения Г - комплексная величина: 

Иотn Иотр · 
Г = _ ·_l" = --e1q> 

Ипад Ипад , 
(9.27) 

где <р - изменение фазы волны при отражении. 
Учитьmая комплексный характер коэффициента отражения Г(х') , его можно 

представить в виде 

Г(х') = I Г(x')l eN. 
Здесь 

IГ(x')I = IГI е-2сх.х' ; 'Jf = <р- 2~х'. 

На конце линии согласно (9.25) 

И(О) = (J пад + (; отр ; 

. 1 . . 
/(0) = -(И пад - U otp). 

Zo 

Сопротивление нагрузки 

Отсюда 

Z =_И (О) = Z И пад + И otp = Z 1 + Г 
н . о . . о . 

/(0) Ипад - Иоtр 1-Г 

Г = Zв -Zo 
Zв +Zo, 

(9.28) 

т. е. коэффициент отражения Г зависит только от соотношения между сопротив

лением нагрузки Zн и волновым сопротивлением Zo. 
У читывая, что 

решения (9 .25) можно представить в следующем виде: 

И(х') = (J nад ( ejkox' + ге- jkox' ); 

i(x') = Ипад (e jkox' -гe-jkox' ). 
Zo 

(9.29) 
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Если потерями в линии можно пренебречь (а= 0), то решения (9.29) будут 
иметь вид 

U(x') = и nад( еЛ3х' + ге- jpx' ); 

i(x') = Unaд (ejpx' -ге-jрх). 
Zo 

Рассмотрим некоторые частные случаи. 

Линия без потерь короткозамкнутая на конце. В этом случае 

Zн = О. 

Согласно (9.28) 

Г= -1, 

и решения (9.30) будут иметь вид 

U (х') = U nад ( ejpx' - е- jpx' ) = j2U лад sin ~х'; 
. . 

·, Иnад ·R' ·R' Иnад , 
/(х) = --(е1..,х + е-1..,х) = 2--cos~x 

Zo Zo 
27t 

или, поскольку ~ = - ' то 
"А 

. , . . . 27t , 
И ( Х ) = ] 2U nад SШ ~ Х ; 

[.< ') 2 Unaд 2п , 
х = --cos-x. 

Zo "А 

(9.30) 

(9.31) 

В полученных выражениях (9.31) нет множителя распространения. Резуль
тирующее напряжение и ток образуют стоячие волны. Точки максимумов (пуч

ности) и минимумов (узлы) с течением времени не меняют своего положения. 

Положения узлов напряжения и пучностей тока определяются из условий 

. 27t , О 27t , 
sш-х = и cos-x =±1, 

"А "А 

2n , , "А 
откуда -х =nn их =n- (п =О, 1, 2,3, ... ). 

"А 2 
Положения пучностей напряжения и узлов тока определяются из условий 

. 21t , +1 21t , 
sш~х =- и cos~x =0, 

2n , 1t , "А 
откуда -х = (2т-1)- и х = (2m -1) - (т = 1, 2, 3, ... ). 

"А 2 4 
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Е Е 

х х хн • .н Нх х 

х х х х 
х • • • • • • х 

х хх 
х х х х • • • • х х ~ 

и 

4
12 Ипал 
о 

х' 

л. л. л. л. 
4 4 4 4 

12 Ипал 
О Zo 

х' 

Рис. 9.5. Распределения тока и напряженности магнитного поля, напряжения и напря

женности электрического поля вдоль короткозамкнутой линии без потерь (кривые тока 

и напряжения, соответствующие определенному моменту времени, обозначены одной и 

той же цифрой -1, 2, 3, 4) 

На рис. 9 .5 представлены отрезок короткозамкнутой линии и распределения 
вдоль этой линии тока и напряженности магнитного поля, напряжения и напря

женности электрического поля. Зависимости тока и напряжения от времени 

представлены кривыми, каждая из которых соответствует определенному мо

менту времени. Когда напряжение во всех сечениях х' линии достигает макси

мума (кривая 4), ток во всех точках линии равен нулю (кривая 4). Вся энергия 
поля заключена только в электрическом поле. Когда напряжение во всех сечени

ях х' линии равно нулю (кривая 1), ток во всех точках линии (кривая J) достигает 
максимума. Вся энергия электромагнитного поля сосредоточена в магнитном 

поле. В плоскостях, перпендикулярных линии и проходящих через узлы тока 

или напряжения, во все моменты времени напряженность магнитного или элек

трического поля равна нулю. Следовательно, вектор Пойнтинга 

П= [ЕН] =0 

и движения энергии вдоль линии нет. Происходит лишь колебание энергии в 

четвертьволновых отрезках линии, расположенных между этими плоскостями. 

Электрическая энергия переходит в магнитную и обратно. 

В волноводе короткое замыкание осуществляется с помощью металличе

ской перегородки, имеющей хороший контакт с его стенками и перпендикуляр

ной оси волновода. 

Линия без потерь, разомкнутая на :конце. В этом случае 

Zн = оо. 
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х х х н . н 
х~х:х: х 
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и 
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х' 

Рис. 9.6. Распределения тока и напряженности магнитного поля, напряжения и напря

женности электрического поля вдоль разомкнутой линии без потерь (кривые тока и на

пряжения, обозначенные одной и той же цифрой (1, 2, 3, 4), соответствуют одному и 
тому же моменту времени) 

Согласно (9 .28) коэффициент отражения 

Г= 1, 

и выражения (9.30) будут иметь вид 

И (х) = И nад (eJPx' + e- JPx') = 2И пад cos 2; х'; 

/. ( ) _ И nад ( JPx' - JPx') _ . 2U пад . 27t , 
х - -- е -е -1---sш-х, 

Z0 Z0 л 

т. е., как и в предыдущем случае, в линии устанавливается стоячая волна. 

(9.32) 

На рис. 9.6 представлены отрезок линии, разомкнутый на конце, и распреде

ления вдоль линии тока и напряженности магнитного поля, напряжения и на

пряженности электрического поля. Картина аналогична предыдущему случаю. 

Отличие заключается лишь в том, что на конце линии будут пучность напряжения 

и узел тока. 

В случаях двухпроводной и коаксиальной линий, работающих на Т-волне, 

режим холостого хода осуществляется при разрыве проводов. Волноводы же 

при открытом конце излучают в пространство значительную часть мощности 

падающей волны. Отражение от открытого конца невелико. В этом отличие вол

новодов, поперечные размеры которых сравнимы с длиной волны, от обычных 

двухпроводных линий. 

Линия без потерь, нагруженная на конденсатор емкостью С (рис. 9.7). В 
этом случае 
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и 

где 

Zo 

х' 

х' 

л. 
2 

Zo 

О d 

Zo 

d 

2Unaд 

Zo 

Рис. 9.7. Распределения тока и напряжения вдоль линии, нагружен
ной наконденсатор емкостью С 

Согласно (9.30) 

1 
Zв=--

jroC 

1 
-- - Zo 

Г = jroC = e-N 
1 ' 

--+Zo 
jroC 

<р = 2 arctg roCZ0• 

. -/!. 27t , 
= 2Ипад е 2 cosT (x + d); 

• • .<р 

/. ( ') И пад ( Лh' _ jq, - j px' ) . W □ад - 12 . 21t ( , d) 
х = -- е - е е = 1--е sш- х + . 

Zo Zo А 

ПолучеНJIЫе выражения аналогичны формулам (9.32), определяющим стоя-
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чую волну в линии, разомкнутой на конце, но максимумы и минимумы напря

жения и тока смещены вправо на расстояние d, равное 

d = <рл = -2:_ arctg roCZo. 
41t 21t 

(9.33) 

Положения пучностей напряжения и узлов тока определяются условиями 

21t , . 21t , 
cosT(x +d)=±l и sшТ(х +d)=O, 

откуда 

или 

21t , 
Т(х +d) = n1t 

, Л, 
х + d = п- (п = О, 1, 2, ... ). 

2 

Максимум напряжения и узел тока находятся не в точке х' = О, а в точке 

х' = - d, т. е. линия как бы удлинена на отрезок d. 
Иначе, подключение к линии отрезка длиной 

Л, 
d = -arctgroCZo, 

21t 

разомкнутого на конце, эквивалентно подключению конденсатора емкостью С. 

Этот режим работы возможен в коаксиальном волноводе, работающем на ос

новной поперечной Т-волне с сосредоточенной емкостью в виде зазора между за

глушкой внешнего цилиндра и торцом внугреннего проводника (рис. 9.8). 
Линия без потерь, нагруженная на индуктивность L. Если линия нагру

жена на индуктивность L, т. е. 

Zн = jroL, 

то коэффициент отражения 

Г = jroL- Z0 = -е-<р 
jroL+ Z0 ' 

Н Е 

Рис. 9.8. Коаксиальный волновод, нагруженный на емкость, при работе на 
основной Т -волне 
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где 

roL 
<р = 2arctg- . 

Zo 

Подставив полученное значение коэффициента отражения в выражения 

(9.30), получим 

исх')= Ипад (ejpx' -e-j<p e- jpx' ) = 12и пад е - j ~ sin (вх' + ~} 

• • . <р 

i(x') = И □ад (e jpx' + е- j <p e- jpx') = 2 И □ад е -12 cos( Bx' + <р), 
~ ~ 2 

или 

.<р 2 . , . - 1~ 1t , 
И(х) = j2Ипад е 2 sin~(x +d); 

• .<р 

j(x') = 2 И пад е - 12 cos l1t ( х' + d). 
Zo л 

Здесь 

<рл л roL 
d = - = - arctg - . 

41t 21t Zo 

Положения узлов напряжения и пучностей тока определяются условиями 

Отсюда 

или 

. 27t , 27t , 
sm - (x + d) = О и cos- (x + d) = ±1. 

л л. 

27t , 
-(х +d) = пп 
л. 

, л 
х + d = п- (п = О, 1, 2, 3, .. . ). 

2 

Таким образом, наблюдается картина такая же, как и в случае линии, замк

нутой на конце, но максимум тока расположен не в точке х' = О, а в точке х' = - d, 
т.е. линия как бы удлинена на отрезок d (рис. 9.9). 

Линия без потерь, наrруженная на активное сопротивление, равное вол

новому. В этом случае 

Тогда коэффициент отражения Г согласно (9.28) равен нулю и решения 
(9.30) принимают вид 
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Zo 

х' 

Zo 

О d 

Zo 

d 

2Ипад 

Zo 

Рис. 9.9. Распределения тока и напряжения вдоль линии, нагруженной на 

индуктивность L 

И (х') = И пад ej/h'; 

i(x') = 
6;: еЛh', 

т. е. в линии существует только одна бегущая волна, распространяющаяся от источ

ника к нагрузке. В этом случае говорят, что линия согласована с нагрузкой (рис. 9 .1 О). 
Теоретически режим чисто бегущей волны может быть получен в бесконеч

но длинном волноводе. На практике в качестве согласованной нагрузки приме

няют компактные волноводные поглотители, целиком поглощающие падающую 

волну и не дающие отраженной волны. Эти устройства содержат поглощающие 

элементы, в которых энергия электромагнитного поля превращается в тепловую. 

Zo Oz, 
и 

i Ипад 
х' о 

/ 

х' 

i Ипад 
Zo 

о 

Рис. 9.10. Распределения тока и напряжения вдоль линии, нагруженной 
на активное сопротивление, равное волновому 
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Линия без потерь, нагруженная на активное сопротивление, не равное 

волновому. В этом случае набmодается частичное отражение и амплитуда от

раженной волны меньше падающей. Отражение волны напряжения происходит 

в фазе с падающей волной, если 

R>Zo, 
и в противофазе, если 

R < z.o. 
В этих случаях выражения (9 .30) можно представить в виде 

И (х') = И пад (ejlэx' ±Ге -j!эх') = И пад (ejlэx' ±Ге -j!эх' + Г ejlэx' - Г ejlэx') = 

= (J □ад[(l + Г) ejlэx' ± 2Г cos ~х']; 

. , (J □ад 'А,' , 
l(x) = --[(1± Г)е1.,.. + 2Гсоs~х ]. 

Zo 

Здесь верхний знак соответствует случаю R > Z.O, а нижний - R < z.o. 
Смысл этого преобразования состоит в том, что результирующее напряже

ние и ток представляются в виде суммы бегущей и стоячей волн ( смешанные 
волны). Значения результирующего напряжения и тока зависят от координаты х': 

И(х') = И□ад✓(l ± Г)2 cos2 ~х' + (1 + Г)2 sin2 ~х' = 

= И пад ✓ 1 + Г2 ± 2Г cos 2~х'; 

I(x') = Ипад ✓1 + Г2 + 2Гсоs 2~х'. 
Zo 

Положения максимумов напряжения и минимумов тока при R > Z0 опреде

ляются условием 

cos2~x' = 1. 
Отсюда 

2~х' = 21tn 
или 

х' = п~ (п = О, 1, 2,3, ... ). 
2 

Положения минимумов напряжения и максимумов тока при R < Z0 опреде

ляется условием 

cos2~x' = 1. 

Отсюда 

~х' = пп 
или 
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и 

.~ 

~ 

х□ 7 lл. l. л. л. l л. л. л. о 
4 Л, 2 4 4 2 4 

а 

и 

о 

[ 

б 

Рис. 9.11. Распределения тока и напряжения вдоль линии, нагруженной 

на активное сопротивление, не равное волновому: 

а - R > Z0; б - R < Zo 

, л 
х =п- (п=О,1,2,3, ... ) 

2 

Наименьшее значение равно разности значений падающей и отраженной 

волн, максимальное - сумме этих значений. Напряжение на конце линии при 

R > Z0 максимально, а ток - минимален; при R < Z0 - наоборот. Расстояние 

л 
между максимумами или минимумами равно - (рис. 9 .11). 

2 
О качестве согласования линии с нагрузкой можно судить по «волнистости» 

кривой распределения значений напряжения или тока вдоль линии, характери-



382 9. Цепи с распределеттыми параметрами ( длиттые линии) 

зуемой коэффициентом стоячей волны по напряжению, равным отношению мак
симального значения напряжения к минимальному: 

При отсутствии потерь модуль коэффициента отражения в любом сечении 
линии согласно (9.26) равен модулю коэффициента отражения на нагрузке 

к =l+IГI 
с.в. в 1-IГI. 

В режиме стоячих волн этот коэффициент равен бесконечности, в режиме 

бегущей волны - единице, в промежуточном режиме смешанных волн Кс.в.н > 1. 
Величина, обратная Кс.в.н, называется коэффициентом бегущей волны по на

пряжению. Он равен 

1 1-1I1 
кб . =--=-- о~кб ~ 1 

.В.11 к . l+IГI' .в.н . 
С.В.1::1 _._ 1 

Линия без потерь, нагруженная на комплексное сопротивление. Если 

линия нагружена на комплексное сопротивление, т.е. 

Z 0 =R±jX, 

то 

Г = (R-Zo)± }Х = IГle-N. 
(R+Zo)±jX 

Этот случай совпадает с предыдущим по характеру распределения напряже

ния и тока вдоль линии, но максимумы относительно конца линии будут смеще

И 

J! 
x l 2 !..Л, l Л, 2 Л, Л, lЛ, Л, Л, о 

Л, 4 2 4 4 2 4 I 

JI 
х□ 2 !..Л, lЛ, 2/1, Л, 

l Л, Л, ), о 
Л, 4 2 4 4 2 4 

Рис. 9.12. Распределения тока и напряжения вдоль линии, нагруженной 
на комплексное сопротивление 
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и 

х' !l л. 2 л. 2 л. 2л. Z л. lл. 2л. л. l л. л. л. о 
4 2 4 4 2 4 4 2 4 

и 

1 
1 
1 
1 

Иотр(х') 

х' !l л. 2л. 2л. 2л. Zл. lл. 2л. л. lл. л. Л, о 
4 2 4 4 2 4 4 2 4 

Рис. 9.13. Распределения тока и напряжения вдоль линии с потерями, ра-
зомкнутой на конпе 

ны, так как падающая и отраженная волны на конце линии сдвинуты по фазе на 

угол, не равный нулю или 1t (рис. 9.12). 
Рассмотрим особенности волновых процессов в линии с учетом потерь. В 

этом случае напряжение и ток вдоль линии определяются выражениями (9.25): 

И(х') = и пад (е схх' ej~x' + ге-схх' e- j~x\ 

/.( ') _ И пад ( ах' j~' Г -схх' - j~') 
х - -- е е - е е . 

Zo 

Из этих соотношений следует, что амплитуды падающей и отраженной волн 

непрерывно меняются вдоль линии по экспоненте. На больших расстояниях от 

конца линии отраженная волна значительно слабее падающей, и режим в этой 

части линии близок к режиму бегущей волны. В линиях, замкнутых и разомкну

тых на конце, падающая и отраженная волны при х ' = О примерно одинаковы по 
амплитуде и режим близок к режиму стоячей волны. При удалении от конца ли

нии «волнистость» кривой распределения значений тока или напряжения 
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х' о 

И уменьшается, коэффициент бегущей волны прибли
жается к единице (рис. 9.13). 

При нагрузке линии на волновое сопротивление 

в линии наблюдается режим бегущей волны, ампли

туда которой уменьшается по экспоненте по мере 

приближения к концу линии (рис. 9.14). 

Рис. 9.14. Распределение 

напряжения вдоль линии с 

потерями, нагруженной на 

волновое сопротивление 

9.3. Входное сопротивление и согласование 
линий 

Линия длиной l нагружена на сопротивление Zн. 
Волновое сопротивление линии 20• Совместим нача

ло линии с координатой х = О, конец - с координатой х = l (рис. 9.15). 
Распределения напряжения и тока вдоль линии определяются выражениями 

(9.18): 
. . 

(; ( Х) = (; □ад е - jkox + (; отр е jk0x; 

j (х) = _1_((; nад е - jkox - U отр ejkox). 
Zo 

Входное сопротивление линии 

Отношение 

. 1+ ~отр 
Z = Z(x =О)= ~(х =О)= Z ~ nад 

вх /(х=О) о Иотр 

И отр 
-. - =Г(х =0) 
Иnад 

1--.
И□ад 

- коэффициент отражения в начале линии. 

Коэффициент отражения на нагрузке с учетом (9.28) имеет вид 

откуда 

Г(х = l) = ~ отр ej2kol = Zв - Zo , 
Ипад Zн +Zo 

z., 
х = О 

Г(х =О)= Zв -Zo e-j2kol 

Zн +Zo 

Zo 

x = l х 

Рис. 9.15. К определению входного сопротивления линии 
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и входное сопротивление линии 

или 

1 Zв - Zo -j2kol 
+---е 

Z -z Zн +Zo 
вх - о 

1 Zн - Zo - j2kol 
----е 

Zн +Zo 

После несложных преобразований имеем 

(Zв +Zo)ejkol+(Z
0 
-Z0 )e-jkol 

Zвх = Zo - · , 
(Zв +Zo)ejkol_(Zн -Zo)e-jkol 

. . . 
Zвх = Zo Zв cos ~ol + jZo sin ~ol = Zo Z 0 + jZ0 tg ~ol. 

Zo cos kol + jZв sin kol Zo + jZв tg kol 

Пренебрегая потерями в линии, получаем 

z -z t rч Zв + jZo tg2rt_i 
Z - z в+ J о g.., - z л, 
вх- о - о 

Zo + jZв tg ~l z + ·z t 2 _i ' 
о ] н g 1tл, 

385 

(9.34) 

т. е. входное сопротивление определяется сопротивлением нагрузки, волновым 

сопротивлением линии и ее длиной. 

Если линия нагружена на сопротивление, равное волновому, т.е. 

Zв = Zo, 

то входное сопротивление согласно (9.34) равно волновому при любой длине 
линии. В линии распространяется только бегущая волна и отражения нет. 

Если длина линии составляет нечетное число четвертей длин волн, а именно 

то 

и согласно (9 .34) 

л 
l = (2п+1)- (п = О, 1, 2, 3, ... ), 

4 

l 1t 
tg 2rt- = tg(2n + 1)- = ±оо 

л 2 

(9.35) 
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Zo, Z02 О zн = Zo2 

а 

~z" ~ z,, 
б 

z., Zot Zоз Zo2 Zн = Zo2 

л. 

4 

в 

Рис. 9.16. Согласование двух линий с разными волновыми сопротивле
ниями с помощью четвертьволнового трансформатора: 

а - схема соединения линий; б - эквивалешная схема; в - включение согла

сующего четвертьволнового трансформатора 

т. е. линия трансформирует нагрузку. Это свойство четвертьволнового транс

форматора используется для согласования линий с разными волновыми сопро

тивлениями. 

Пусть две линии с разными волновыми сопротивлениями Zo1 и Zo2 включены 

последовательно (рис. 9.16) и вторая линия согласована с нагрузкой, т. е. нагру
жена на сопротивление Zн = Zo2• Тогда при любой длине второй линии ее вход

ное сопротивление будет равно Z02 и первая линия будет вести себя так, как если 

бы она была нагружена на сопротивление Zo2• В месте соединения линий будет 

наблюдаться отражение, и коэффициент отражения будет равен 

Г = Zo2 -Zo1. 
Zo2 + Zo1 

Обе линии можно согласовать, если включить между ними четвертьволно

вый трансформатор, волновое сопротивление которого Z03 подбирается так, что

бы его входное сопротивление бьшо равно волновому сопротивлению Zo1, т. е. 

согласно (9.35) 

Отсюда 

2 

Z _ Zоз 
01- - -. 

Zo2 
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Если линия нагружена на активное сопротивле- 3 
ние Rн, не равное волновому сопротивлению линии Zвх Zo1 Rн т- Z01 
Zo (рис. 9.17), то нагрузку с линией также можно 
согласовать с помощью четвертьволнового транс- а 

форматора с волновым сопротивлением 

Zo2 = ✓Zo1Rн. Zвх 

б 

л. 
4 
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В линии до трансформатора будет бегущая вол
на, в четвертьволновом трансформаторе - смешан

ные волны. Смешанные волны образуются от сло

жения падающей волны с волной, отраженной от 

нагрузки Rн. В линию отраженная волна не попада

ет, так как она компенсируется на входе трансфор

матора его отраженной волной. 

Если длина линии равна целому числу полу

волн, т.е. 

Рис. 9.17. Согласование 

JШнии с нагрузкой с помо

щью четвертьволнового 

трансформатора: 

А l 
l = п- (п = 1, 2, 3, ... ); tg21t- = tgnn = О, 

2 л 

а - схема соединения; 6 -
четвертьволновый согласую

щий трансформатор 

то ее входное сопротивление согласно (9.34) равно сопротивлению нагрузки 

Удлинение или укорочение линии на отрезок длиной, равной целому числу 

полуволн, не изменяет ее входного сопротивления. 

Рассмотрим линию, короткозамкнутую на конце (рис. 9.18), 

Zн = О. 

Входное сопротивление такой линии согласно (9 .34) 

Zвх 

Рис. 9.18. Зависимость входного сопротивления короткозамкнугой линии 
без потерь от ее длины 
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(9.36) 

При достаточно малой ДШIНе линии (l << л.) 

Такой отрезок линии эквивалентен индуктивности. При дальнейшем увели-

').., 
чении длины отрезка линии индуктивность растет, и при l = - аргумент танген-

4 

са равен 2: и Zвх = 00• При дальнейшем увеличении длины l от л до !: тангенс 
2 4 2 

меняет знак и изменяется от -оо до О. Линия эквивалентна емкости. Далее циклич-

л 
ность повторяется. В окрестности точек, соответствующих l =п- (п = 1, 2, 3, ... ), 

2 

Zвх = О и частотные свойства линии соответствуют последовательному контуру 
л, 

без потерь; в окрестности точек l =(2т -1)- (т = 1, 2, 3, ... ) z.x = оо - парал-
4 

лельному контуру без потерь. 

Входное сопротивление линии, разомкнутой на конце (Zн = оо) согласно 

(9.34) равно 

. 27t 
Zвх = - JZo ctg~l. (9.37) 

При длине линии l, изменяющейся от О до !: , входное сопротивление имеет 
4 

V l V л, л, V 

емкостныи характер, при длине , изменяющеися от 
4 

до 

2 
, - индуктивныи 

л, 
характер и т. д. В окрестности точек, соответствующих l = (2m -1)- (т = 1, 2, 

4 
3, ... ), z.x = О и линия ведет себя как последовательный контур без потерь, а в 

л, 
окрестности точек, соответствующих l = п- (п = 1, 2, 3, ... ), - как параллель-

2 
ный контур без потерь (рис. 9.19). 

Короткозамкнутые и разомкнутые линии (шлейфы) можно использовать для 

согласования линии с волновым сопротивлением Z0 и комплексной нагрузкой 

Z 0 = R ± }Х (рис. 9.20). В этом случае удобнее пользоваться проводимостями, 

которые при параллельном соединении складываются. 
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Рис. 9.19. Зависимость входного сопротивления разомкнутой линии без 
потерь от ее длины 

Волновая проводимость линии 

проводимость нагрузки 

389 

Входное сопротивление и соответственно входная проводимость согласно 

выражению (9.34) зависят от расстояния l' и наrрузки Zн- Это расстояние под

бирается так, чтобы активная часть входной проводимости равнялась волновой 

проводимости линии У0: 

Zo Zн= R ±JX 

Рис. 9.20. Согласование линии, нагруженной на комплексное сопротивле
ние, с помощью короткозамкнутого пшейфа 
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где реактивная составляющая ь;х имеет некоторое значение. 

Реактивная часть проводимости компенсируется подбором длины l" корот
козамкнутого шлейфа 

21t" ctg - l 
У.,, · л + ·ь" + ·ь' вх = -J--~- = -] вх = -] вх· 

Za 

Результирующая проводимость в месте подключения шлейфа 

Увх = У:х + У:Х = Уа ± j(+b~x ± Ь~х) = Уа, 
и линия между источником и точками подключения шлейфа согласована. В этой 

части линии имеет место бегущая волна, отраженной волны нет, в шлейфе -
стоячая волна, между шлейфом и нагрузкой - смешанная. Стремятся к тому, 

чтобы шлейф бьш подключен как можно ближе к нагрузке, чтобы несогласован

ный участок был как можно короче. 

В режиме согласованной нагрузки увеличивается мощность, передаваемая 

от источника в нагрузку, уменьшается опасность электрического пробоя. 

9.4. Матрицы передачи и рассеяния 

Любую электрическую схему можно представить как соединение четырех

полюсников. Четырехполюсник - система, имеющая четыре доступных вьmода 

(пару входных 1 и 1' и пару выходных 2 Ь 2' зажимов). Четырехполюсник назы

вается пассивным, если он не содержит в себе источников энергии; симметрич

ным - если перемена места его входных и выходных зажимов не изменяет то

ков и напряжений в цепи, частью которой этот четырехполюсник является; вза

имным - если выполняется теорема взаимности, т. е. отношение напряжения на 

входе к току на выходе не зависит от того, какая из двух пар зажимов является 

входной и какая - выходной. 

Работа четырехполюсника как звена некоторой сложной цепи полностью 

определяется соотношениями между входными током и напряжением i1 и И1 и 
выходными током и напряжением i 2 и И 2: 

[AJ 
Четырех

полюсник 

Рис. 9.21. Четырехполюсник 

И~= А11И2 + A12i2; 

i1 = А21И2 + A22i2, 
(9.38) 

где индексы «1» и «2» относятся соответственно к 
входу и выходу четырехполюсника. За положи

тельное направление токов и напряжений выбраны 

направления, указанные на рис. 9.21. 
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Коэффициенты уравнений (9.38) определяются следующими отношениями: 

А,,=-.-v,I 
И2 j2=0 

- величина, обратная коэффициенту передачи по напряжению при разомкну

тых выходных зажимах; 

А12 = -.-и, 1 
12 И2=О 

- сопротивление передачи от входа к выходу при замкнугьrх вьrходньrх зажимах; 

А21 =-il 
И2 j2=0 

- проводимость передачи от входа к вьrходу при разомкнугьrх вьrходньrх зажимах; 

А22 = ~'1 12 И2=О 
- величина, обратная коэффициенту передачи по току при замкнутых выход

ных зажимах. 

В матричной форме эти уравнения имеют следующий вид: 

Матрица 

называется матрицей передачи. 

Если четырехполюсник взаимный, то 

А11А22 -А,2А2 1 = 1. 

Если четырехполюсник симметричный, то 

А11 = А22-

(9.39) 

Матрица передачи используется при каскадном соединении четырехполюс

ников, наиболее распространенном в радиотехнических устройствах. При таком 

соединении ток и напряжение на выходе предыдущего четырехполюсника яв

ляются входными током и напряжением для последующего. 

Рассмотрим каскадное соединение двух четырехполюсников (рис. 9.22). При 
таком соединении 

и,=И{; И2=Иi; И2=И2; 
i,=i{; i2=ii; i2=i2. 
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~ 1= и;! 
:: 

!и2·= и: [А' ] и2 ! ! и;· [А"] 

:: 

Рис. 9.22. Каскадное соединение четырехпоmосников 

Согласно уравнению (9.39) 

[~

1

] = [~!] = [A'{~f] =[А'{~{]= 
= [А'][Ан{~n = [А'][Ан{~: ] = [А{~: J 

Отсюда следует, что матрица передачи каскадного соединения четырехпоmос

ников равна произведению матриц передачи четырехпоmосников, входящих в 

это соединение: 

[А]= [А'][Ан]. (9.40) 

Отметим, что перемножать матрицы надо в соответствующем порядке, так 

как коммутативный закон к произведению матриц неприменим, т.е. 

[А'][Ан] ,t:. [А.,][А']. 

Определим матрицу передачи отрезка линии без потерь длиной l (рис. 9.23). 
Для этого составим уравнения вида (9.38), связывающие напряжение И1 и ток 
i1 на входе четырехполюсника с напряжением И2 и током i2 на выходе. За по
ложительные направления токов и напряжений принимаются направления, ука

занные на рис. 9.21. 
Как следует из уравнений (9.13), 

И (х) = И пад e-jl3x + И отр ejlh; 

i (х) = -1- (U nад e-j~x - И отр eji3x ). 
Zo 

На входе четырехпоmосника, т. е. при х = О, 

f 1 /2 - -,q и,1 9z•<: 
о х 

Рис. 9.23. Отрезок линии передачи 
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И,= И(х =О)= Ипад +Иотр; 
. . 1 . . 

/ 1 = I(x =О)= Zo (Ипад -И0тр), 
(9.41) 

на выходе, т. е. при х = l , 
Рис. 9.24. Параллель
ное комШiексное со

противление 

или 

И2 = И(х = l) = Ипад е-jР1 +Иотр ejpl; 

i2 = i(x = l) = -1-(Ипад e-jpl _ (Joтp ejp1). 

Zo 

(9.42) 

Из уравнений (9.42) следует, что 

И пад е - jpl =½(И 2 + Zoi 2 ); 

. ·р1 1 . . 
И0тре1 =-(U2-Zol2). 

2 

Подставляя (9.43) в (9.41), получаем 

И1 =½(И2 +Zoi2)ejP1+½(U2-Z0i 2)e-jPl; 

i, =J..-[.!.cu2 +Zoi2)e1131 +.!.(U2 -Zoi2)e-1131 ]. 
Zo 2 2 

После несложных преобразований получаем 

И,= И2 cosPl + д2Zо sin pz; 
. .И2 . . 

!1 = 1-sш pz + 12 cosPl 
Zo 

[
(;'] = [ c~s pz JZo sin pz] [(;2 ] 
. sшPl R . . 
!1 }-- cos~l / 2 

Zo 

(9.43) 

(9.44) 

Матрицу передачи четырехполосни:ка (рис. 9.24) находим аналогwrnым путем: 

и, =И2; 

· И2 · I, =-+!2. 
Zo 

Сравнивая эти уравнения с уравнениями (9.38), получаем 

[ А J = [ : 
0

] = [ 
1 0

] . - 1 У0 1 
Zo 

(9.45) 
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2 

[Тl,[Sl 

Рис. 9.25. К введению вол-
новых матриц 

На сверхвысоких частотах (3 ... 30 ГГц) тради
ционные методы измерения тока и напряжения не 

пригодны. Измерения связаны с падающими и от

раженными волнами (коэффициент отражения, ко

эффициент передачи) , а методы расчета - с вол

новыми матрицами, связывающими падающие и 

отраженные волны. Элементы этих матриц связаны 

с коэффициентами отражения и передачи и позво-
ляют сопоставить расчетные данные с эксперимен

тальными характеристиками. 

Рассмотрим четырехполюсник в волновой трактовке, представленный на 

рис. 9.25, где И1оад, И2оад и И1отр, И2отр соответственно падающие и отражен
ные волны на входе и выходе четырехполюсника, а Z0 - волновое сопротив-

ление подводящих линий. 

Напряжение и ток на входе четырехполюсника равны 

на выходе 

И~ = И1оад + И1отр; 
. 1 . . 

11 =-(И1оад -И1отр), 
Zo 

И2 =И2оад + И2отр; 
. 1 . . 

11 =-(И2оад -И2отр). 
Zo 

Подставляя (9.46) и (9.47) в (9.38), складывая и вычитая, получаем 

. . . 
И1отр = Т21И2nад + Т22И2отр 

или в матричной форме 

Т12][~2пад] = [Т][~2пад], 
Т22 И 2отр И 2отр 

где [11 - волновая матрица передачи 

Элементы волновой матрицы передачи определяются соотношениями 

(9.46) 

(9.47) 

(9.48) 

(9.49) 
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И1пад · 
1i 1 =-.--при И 2отр = О (при согласованном выходе); 

И2пад 

и, . 
1i2 =~при И 2nад = О (при обратном направлении передачи); 

И2отр 

И1отр . 
Т21 =-.--при И 2отр = О (при согласованном выходе); 

И2пад 

(9.50) 

И1отр . 
Т22 =-.--при И 2лад = О (при обратном направлении передачи). 

И2отр 

Из уравнений (9.48) с учетом соотношений (9.50) получим следующие ха
рактеристики четырехполюсника: 

• коэффициент передачи по напряженmо в прямом направлении при со-

гласованном выходе (И 2отр = О) 

к _ И2nад __ 1_ . 
u l - · - , 

И1пад 1i 1 
(9.51) 

• коэффициент передачи по напряженmо в обратном направлении при со

гласованном входе (И !лад = О) 

К = И1отр = Т _ Т21Т12. 
и2 и· 22 ,,.. , 

2отр Чl 

(9.52) 

• коэффициент отражения на входе при согласованном выходе (И 20тр = О) 

Г1 = ~1отр = Т21; 
И1пад Т11 

(9.53) 

• коэффициент отражения на выходе при согласованном входе (И~nад =О), 

т. е. при обратном направлении передачи, 

Г2 = ~2пад =- Т12. 
И2отр Т11 

(9.54) 

Если четырехполюсник взаимный, то Ки, = Ки2 и согласно (9.51) и (9.52) 

Если четырехполюсник симметричный, то Г, = Г2 и согласно (9.53) и (9.54) 

Т,2 = -Т21• 
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Рис. 9.26. Линейные графы матрJЩ передачи 

При каскадном соединении четырехпоmосников, если воmювые сопротивления 

подводящих mmий одинаковы, волновая матрща передачи соединения равна про

изведению волновых матрщ четырехпоmосников, входящих в это соединение. 

Уравнения (9.48) можно представить графически с помощью ориентирован
ной табЛJЩы - линейного графа (рис. 9.26). Если два или большее число четы
рехпоmосников включено каскадно, то граф системы находится путем соедине

ния графов отдельных четырехполюсников (рис. 9.27). 
Элементы матрицы передачи каскадного соединения четырехполюсников 

определяются как сумма произведений участков всех возможных путей между 

соответствующими узлами графов. 

Так, в случае соединения двух четырехпоmосников элементы волновой мат

рицы передачи соответственно равны 

Т11 = Т(1Т1~ + Т12Т21; 
1i2 = 1i'11i2 + Т{2Т{2; 

Т21 =Т{1Т1~ +Т{2Т21; 

Т22 = Т2,2Т22 + Т2,1Т12-

Аналогично определяются элементы матрицы передачи [А] каскадного со

единения четырехпоmосников. 

Разрешая уравнения (9 .48) относительно И tотр и И 2□ад, получаем 

И1отр = S11И1nад + S12И2отр; 
(9.55) 

или в матричной форме 

[И1отр ] - [S11 
И2□ад - S21 

S12] [~1□ад] = [S][~l□aд], 
S22 И 2отр И 2отр 

где [S] - волновая матрща рассеяния, связывающая волны, расходящиеся от 

четырехпоmосника и сходящиеся к нему (рассеянные волны). 

Zo 

Рис. 9.27. К определению волновой матрицы передачи каскадного соеди
нения двух четырехполюсников 
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Элементы этой матрицы определяются следующими отношениями: 

И1отр 
S11 =-.--=Г1 

И1□ад 

- коэффициент отражения на входе четырехполюсника при согласованном вы

ходе (И 2отр = О); 

И1отр 
S12 = - .-- = Ки2 

И2отр 

- коэффициент передачи по напряжению от выхода к входу при согласованном 

входе (И1nад = О); 

И2пад 
S21 = -.-- = Ки1 

И1пад 

- коэффициент передаtJИ по напряжению от входа к выходу при согласованном 

выходе (И 2отр = О); 

И2пад 
S22 = -.-- = Г2 

И2отр 
коэффициент отражения на выходе четырехполюсника при согласованном 

входе (И1пад = 0). 
В случае взаимного четырехполюсникаКи, = Ки2 и 

S,2 = S21. 

В случае симметричного четырехполюсника Г1 = Г2 и 

S,, = S22-

Элементы матрицы рассеяния непосредственно связаны с эксперименталь

ными характеристиками четырехполюсника: с коэффициентами отражения на 

входе и выходе и с коэффициентами передачи по напряжению в прямом и об

ратном направлениях. 

Связь между элементами матрицы рассеяния и волновой матрицей передачи 

получаем, преобразуя уравнения (9.48) к виду (9.55) и наоборот: 

S12] = r;:: ~~ 1 
S22 1 Т,2 

- --
Т1, Т1 1 

(9.56) 

и 

(9.57) 
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---0------0---- где ITI = Т11Т22 - Т12Т2 1, ISI = S11S22 -S12S21-
Zo Zo Zo 
---0------0---

Рис. 9.28. Отрезок 

линии в однородном 

тракте передачи 

Определим волновую матрицу передачи отрезка линии 

длиной l (рис. 9.28). Из уравнения (9.13) имеем: 
прих= О 

прих=l 
. . - ·р1 . . ;i31 
И 2пад = И nад е 1 

; И 2отр = И отр е 1 
. 

Приводя к виду уравнений (9.48), получаем 

. . ·р1 

И1пад = И2пад е1 
; 

. . -JPl 
И1отр = И 2отр е . 

Отсюда волновая матрица передачи 

[

eiPl 
[Т] = 

о 
(9.58) 

Аналогично находим матрицу рассеяния. При х = О 

И1отр =Иотр; И1пад = Ипад, 
прих = l 

· · ·р1 · • - JPl 
И2отр =Иотр е1 ; И2пад = Ипад е . 

Сравнивая с уравнениями (9.55), получаем 
. . - ·р1 

И \отр = И 2отр е 1 
; 

. . ·р1 

И 2пад = И1пад е1 
. 

Отсюда матрица рассеяния 

Волновую матрицу передачи четырехполюсника, приве

денного на рис. 9.29, получим с помощью переходной фор
мулы (9.49), определяющей связь матрицы передачи с вол

Рис. 9.29. Парал

лельное сопротив

ление с одинако

выми подводящи

ми линиями 

новой матрицей передачи 

[T]{:i (9.59) 



9.5. Резонансные системы 399 

- у 1 
где У = - - нормированная проводимость; Уо = -

~ ~ 
волновая проводимость подводящих JШНИЙ. 

Матрицу рассеяния четырехполюсника определим со- Рис. 9.30. Последо-
гласно переходной формуле (9.56): нательное сопротив-

[S] = ~[-У 2-]· 
2+У 2 -У 

лен:ие с одинаковы

ми подводящими 

линиями 

Аналогичным образом найдем волновые матрицы передачи и рассеяния че
тырехполюсника, представляющего собой последовательное сопротивление 

(рис. 9.30): 

r 

z 
1+ -

[Т]= { 

и 

[S]=~[Z :], 
2+Z 2 Z 

- z 
где Z = - - нормированное сопротивление; Z0 - волновое сопротивление 

Zo 
подводящих линий. 

9.5. Резонансные системы 

В§ 9.2 рассматривались линии конечной дJШНЫ в режиме стоячих волн. При 
соответствующих условиях эти линии ведут себя как колебательные контуры с 

сосредоточенными параметрами. 

Линия короткозамкнутая на конце (см. рис. 9.5 и 9.18) эквивалентна после
довательному контуру, если ее дJШНа l равна целому числу полуволн, т.е. 

л. 
lp = т____Е_ (т = 1, 2, 3, ... ), 

2 

где л,, - резонансная длина волны. 

Входное сопротивление короткозамкнутой линии согласно (9.34) 

ИU) . 2п 
Zвх = -.- = JZo tg- lµ 

/(l) л. 
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тт ~ = 3 3 ~ т= = 1 1 1 U 

• 
о 

Рис. 9.31. Типы колебаний в линии, короткозамкнугой на конце, при по

следовательном резонансе 

А 
и при lp = т---.Е. равно нулю. В окрестности резонанса частотные свойства ли-

2 
нии аналогичны частотным свойствам последовательного контура. 

При заданной длине линии l в ней может возникнуть множество типов коле
баний с дискретными длинами волн 

21 
Арт= - (m=l, 2,3, ... ) 

т 

и соответственно с разными резонансными частотами 

v vm т 
/рт= -- =- =----. 

Арт 2lp 2lµ✓LoCo 

На рис. 9.31 представлены три типа колебаний, соответствующие т = 1, 2, 3. 
Линия, короткозамкнутая на конце, эквивалентна параллельному контуру, 

если ее длина равна нечетному числу четвертей длин волн 

А 
lp = (2n -1)---.Е. (п = 1, 2, 3, ... ). 

4 

Входное сопротивление такой линии равно бесконечности. Вблизи резонан

са частотные свойства линии аналогичны свойствам параллельного контура. 

При заданной длине l линия обладает множеством резонансных частот 

f _ ~ _ v(2n -1) _ (2 - l) 1 
рп- - - n , 

Арп 4lp 4lp -J LoC о 

соответствующих различным типам колебаний (рис. 9.32). 
Аналогичные результаты можно получить и для разомкнутых на конце отрезков 

.JIИНИЙ (см. рис. 9.6 и 9.19). Входное сопротивление такой mrnии согласно (9.34) 

. 21tl 
Zвх = - JZo ctgT 
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~и 
о 

Рис. 9.32. Типы колебаний в линии, короткозамкнутой на конце, при па
раллельном резонансе 

401 

и при длине линии, равной нечетному числу четвертей длин волн, равно нулю, 

т. е. линия эквивалентна последовательному контуру, а при длине, равной цело

му числу полуволн, входное сопротивление равно бесконечности, т. е. линия 

эквивалентна параллельному контуру. 

Резонансными свойствами обладают отрезки линий с сосредоточенными 

емкостями или индуктивностями на конце (см. рис. 9.7 и 9.9). Так, если на конце 
линии подключен конденсатор, что эквивалентно удлинению линии на отрезок 

d, определяемый формулой (9.33), то система будет вести себя как последова
тельный контур при условии, что на отрезке l + d укладывается нечетное число 
четвертей длин волн: 

л л 
(2n -1)- = l + d = l +-arctgroCZ0 (п = 1, 2, 3, ... ). 

4 27t 

При этом входное сопротивление будет равно нулю. 

Если частота или длина волны задана, то можно определить длину линии l. 
Если задана длина линии l, то можно определить резонансные длины волн воз
можных типов колебаний, решив трансцендентное уравнение 

'Ар 'Ар 21t 
(2п-1)- =l+-arctg-vCZo. 

Вводя новую переменную 

4 21t 'Ар 

27t 
у=~, 

р 

представим уравнение (9 .60) в виде 

или 

1t(2n -1) 1 ---= l + - arctg yuCZo 
2у у 

1t(2n -1) 
---- ly = arctg yuCZ0 . 

2 

(9.60) 
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lп 
2 

7t 

7t 

2 

о 
2n 2n у 

Лрl Ар2 

Рис. 9.33. К определению резонансных длин волн в линии, замкнутой на конденсатор 

Решения уравнения находятся по точкам пересечения прямой, определяемой 

левой частью уравнения, и кривой, определяемой правой частью (рис. 9.33). 
В СВЧ-диапазоне в качестве резонансных систем используют отрезки вол

новодов с неоднородностями на концах (диафрагмы или штыри). 

Диафрагма представляет собой тонкую металлическую перегородку, распо

ложенную в плоскости, перпендикулярной оси волновода и частично перекры

вающую его поперечное сечение. Потерями в диафрагме можно пренебречь и 

рассматривать ее как параллельную реактивную проводимость. В непосредст

венной близости от диафрагмы в волноводе могут существовать поля высших 

типов волн, быстро затухающих по мере удаления от диафрагмы. При достаточ

ном расстоянии между диафрагмами влиянием этих полей можно пренебречь и 

при расчетах использовать волновые матрицы. 

Если диафрагма помещена в прямоугольный волновод, в котором распро

страняется основная волна Н10 и края диафрагмы параллельны электрическому 
полю (рис. 9.34, а), то такая диафрагма концентрирует магнитное поле и эквива
лентна параллельной индуктивности. Если края диафрагмы перпендикулярны 

электрическому полю (рис. 9.34, б), то она концентрирует электрическое поле и 
эквивалентна параллельной емкости. 

Пусть резонатор образован с помощью двух одинаковых емкостных диа

фрагм и включен в тракт между согласованными генератором и нагрузкой 

(рис. 9.35). Нормированная проводимость диафрагм положительна и равна 

- ь 
Ь =Уа ' 

где У0 - волновая проводимость волновода. 

1 1 
а б 

Рис. 9.34. Диафрагмы в прямоугольном волноводе, работающем на основной волне Н10: 

а - эквивалентная индукrnвной проводимости; б - эквивалеmная емкостной проводимости 
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Пренебрегая потерями и рассматривая резонатор 
как каскадное соединение трех четырехполюсников, Zo J Jb Zo 

используя волновые матрицы передачи (9.58) и (9.59), 
получаем 

[Т] = _2 
[

1 + j§_ Рис. 9.35. К расчету вол
новодного резонатора 

.Ь 
-J -

2 

Для полной характеристики резонатора без потерь достаточно определить 

Используя формулу Эйлера, получаем 

1i 1 = ( cos ~l - Ь sin ~l) + j ( Ь cos ~l + sin ~l - ь; sin ~l} 

Коэффициент передачи по мощности 

Кр= Рв = - 1-
2 ' Pr IT11I 

где Рн - мощность, проходящая в нагрузку; Pr - мощность генератора; 

IT11 l2 
= 1 + ь2 ( cos~l - %sin~l J 

Окончательно, получаем 

к _ Рв _ 1 
p- - - --

Pr 1+а2 ' 

где a=b(cos~l -%sin~z)- paccтpoйкa. 
При резонансе отражения от двух диафрагм взаимно уничтожаются. Вся 

мощность от генератора поступает в нагрузку. До резонатора имеет место бегу

щая волна, в резонаторе - стоячая, между резонатором и нагрузкой - бегущая. 

Следовательно при резонансе 

и 
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или 

21tl 2 
__ Р = n1t + arctg =, 
л ь 

где Л - длина волны в волноводе. 

Отсюда резонансная длина 

пл Л 2 
Zp =-+-arctg....,,. (п= 1,2,3, ... ). 

2 27t Ь 

Если Ь = оо, т. е. диафрагма превращается в сплошную перегородку, то наи

меньшая возможная резонансная длина 

л 
lpmin =-

2 

Если диафрагма эквивалентна емкостной (положительной) проводимости, 

изменяющейся в пределах оо > Ь > О, то минимальная резонансная длина 

Л 3 
-<lpmin <-Л. 
2 4 

Если диафрагма эквивалентна индуктивной (отрицательной) проводимости, 

изменяющейся в пределах ---«J < Ь < О, то минимальная резонансная длина удов
летворяет условию 

л л 
-<lpmin <-. 
4 2 

Таким образом, емкостные диафрагмы увеличивают резонансную длину, а 

индуктивные - уменьшают. 

Вопросы 

1. Как опытным путем определить постоянную распространения и волновое сопротив-

ление линии? 

2. Чему равна фазовая скорость для воздушной линии без потерь? 

3. При каких условиях в линии возникают стоячие волны? 

4. При каком сопротивлении нагрузки в линии нет отраженных волн? 

5. Чему равен коэффипиент отражения по напряжению от конца линии? Как зависит 

этот коэффициент от сопротивления нагрузки и волнового сопротивления линии? 

6. Какая матрипа называется матрицей рассеяния? Каков физический смысл элементов 

этой матрицы? 



Задачи 405 

7. Как определить волновую матрицу передачи [Т] каскадного соединения двух четы-

рехпошосников, волновые матрицы передачи которых известны? 

8. Что называется коэффициентом бегущей волны и коэффициентом стоячей волны? 
9. Что называется четвертьволновым трансформатором? Каково его назначение? 
10. Будет ли передаваться энергия по линии без потерь, замкнутой на реактивное сопро

тивление? 

11. Чему равно входное сопротивление линии без потерь, длина которой равна нечет

ному числу четвертей длин волн, если конец ее разомкнут, короткозамкнут, нагру

жен на активное сопротивление, равное волновому сопротивлению линии, на ем

кость, на индуктивность? 

12. Чему равно входное сопротивление линии без потерь, длина которой равна целому 

числу полуволн, если конец ее разомкнут, короткозамкнут, нагружен на активное 

сопротивление, равное волновому сопротивлению линии, на емкость, на индуктив

ность? 

Задачи 

1. Определите погонные параметры R0, G0, С0 и L0 коаксиального кабеля. Радиус внут

реннего проводника кабеля а, = 1 мм, наружной оплетки а2 = 5 мм и а3 = 6 мм, про

водимость проводника <Jпров = 5,6 • 107 См/м, проводимость заполняющего диэлек
трика <Jдиэл = 10- 14 См/м, его диэлектрическая пронипаемость i:: = 2. 

2. Линия без потерь разомкнута на конце. Напряжение на входе линии И,= 60 В, вол

новое сопротивление 600 Ом, длина 100 км, фазовая постоянная~ = 0,01 км-1 • Опре
делите напряжение в конце линии, а ток в ее начале. 

3. Источник синусоидальной ЭДС частотой 100 МГц подключен к разомкнутой на 
конце линии без потерь длиной 40 м. Волновое сопротивление линии 200 Ом, на

пряжение на разомкнутом конце 80 В. Найдите входное сопротивление, напряжение 

и ток на входе линии. 

4. Источник ЭДС частотой 100 МГц подключен к линии без потерь, короткозамкнутой 

на конце, длиной 75 ми волновым сопротивлением 100 Ом. Определите ток в зако

рачивающей перемычке. 

5. На конце линии с волновым сопротивлением 600 Ом включена индуктивность 
2 мкГн. Частота источника ЭДС 100 МГц. Определите, на каком расстоянии от кон

ца линии находится ближайший узел напряжения. 

6. Линия длиной 120 ми волновым сопротивлением 50 Ом нагружена на сопротивле
ние Zн = 100 + jlOO Ом. Определите входное сопротивление и коэффициент стоячей 

волны на частоте 125 МГц. 

7. Линия без потерь замкнута на индуктивность. Длина линии 15 м, ее волновое сопро

тивление 500 Ом, частота питающего напряжения 7 ,5 МГц. Подберите индуктив

ность нагрузки так, чтобы цепь оказалась эквивалентной последовательному конту

ру, настроенному на резонанс. 



Приложение 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ И ФИЗИЧЕСКИЕ ДОПОЛНЕНИЯ 

При исследовании электромагнитных процессов в средах основным матема

тическим аrmаратом являются тензорный и векторный анализы. 

Изучение электромагнитных процессов в движущихся средах основано на 

специальной теории относительности и четырехмерном представлении характе

ристик электромагнитного поля и среды. 

Теория функций комплексного переменного лежит в основе символического 

метода, используемого при исследовании электромагнитных процессов в линей

ных и нелинейных средах. 

При исследовании электромагнитных процессов в линейных и нелинейных 

безграничных средах и при решении краевых задач в ограниченных средах ис

пользуются специальные уравнения и функции математической физики. 

П.1. Преобразование координат. Тензоры 

Обозначим оси прямоугольной правой декартовой системы координат х1 , х2, 

х3• Тогда расстояние Лl между двумя точками в этой системе 

3 

Лl2 = z:лх;, 
i=I 

где Лх; - соответствующая разность координат точек (i = 1, 2, 3). 
Расстояние Лl называется интервалом, а его значение - длиной интервала. 

При переходе от одной системы координат к другой абсциссы и ординаты 

точек изменяются. Такой переход называется преобразованием координат; оно 

может заключаться в изменении начала координат, повороте координатных осей 

или в одновременном повороте осей и переносе начала координат. 

Если при преобразовании координат меняются абсциссы и ординаты точек, 

но не меняются расстояния между этими точками, то пространство называется 

эвклидовым. 

Величины, не зависящие от преобразования координат, назьmаются инвари

антными. Для эвклидова пространства свойство инвариантности выполняется и 

в случае бесконечно малого интервала 
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к 

---------------~ 
А ,/ 1 

3 // 
/ u 

К' К 

1 / 
1 // 

----------------~// 

Рис. П.1. Разложение вектора А на составляющие по ко

ординатным осям 

Рис. П.2. Переход от сис

темы К к системе К' 

3 

d/2 = Ictx;. 
i=I 

Рассмотрим вектор А в прямоугольной системе координат К(О, xi, xz, х3). Обо
значим составляющие вектора в этой системе через А 1 , А2, А3 (рис. П.1). Составляю
щие того же вектора в системе К' (О, х;, х~, -½) обозначим соответственно через А;, 
А~, А; (рис. П.2). Связь между составляющими вектора в обеих системах опреде

ляют следующие выражения: 

А{= А1 cos(e;e1) + А2 cos(e;e2) + Аз соs(е;ез); 

А2 = А1 cos(e2e1) + А2 cos(e2e2) + Аз соs(е2ез); 

А~ = А1 cos( е;е1) + А2 cos( е;е2) + А3 cos( е;ез ), 

(П.1) 

где е1, е2, е3 - орты (единичные векторы) системы К; е; , е;, е; - орты систе

мы к'. 
Для упрощения выражений (П.1) косинусы девяти углов, образованных 

осями системы К с осями системы К' (направляющие косинусы), обозначим 

согласно табл. П.1. 

Таблица П.1 

Орты Орты системы К 

системы К' е1 е2 ез 
I 

е1 а11 а12 а1з 

I 

е2 а21 ¼2 ¼з 
I 

ез аз, аз2 азз 

Примечание. CX;k = cos(e;, ek). 
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Перепишем выражения (П.1) в сокращенной форме: 

или еще короче 

А, = а11А1 + а12А2 + а1зАз; 

Az = а21А1 + а22А2 + а2зАз; 

Аз = аз1А1 + аз2А2 + аззАз, 

3 

л; = La,ikAk (i = 1, 2, 3). 
k=I 

Согласно правилу Эйнштейна о суммировании знак L можно опустить, так 
как индекс, встречающийся в произведении дважды, означает суммирование от 

1 до 3. 
Окончательно имеем 

(П.2) 

Согласно этому выражению, можно дать такое определение вектора. Вектором 

в трехмерном пространстве называется совокупность трех величин, которые преоб

разуются при повороте системы координат согласно формуле (П.2). 

Вектор есть частный случай тензора - тензор первого ранга ( скаляр-тензор 
нулевого ранга). Далее будем пользоваться тензорами второго ранга, которые 

можно представить как совокупность трех векторов - тензоров первого ранга. 

Через векторы тензор второго ранга преобразуется по закону, аналогичному 

(П.2), а так как каждый вектор преобразуется по закону (П.2), то преобразование 

тензора при повороте координат определяется формулой 

(П.3) 

Здесь двойной индекс в произведении означает суммирование (l и т). Ранг тен
зора определяется числом индексов (T;k - тензор второго ранга). Число компо

нент тензора в трехмерном пространстве равно 3' (где r - ранг тензора). 

[ 'Г~1 'Г~2 'Г~з] 
(I';k) = Т21 Т22 Т23 

Тз1 Тз2 Тзз 

- тензор второго ранга в трехмерном пространстве; 

в четырехмерном пространстве 4' 

[
т1 , т,2 т,з 

Т21 Т22 Т2з 
(T;k) = 

тз1 тз2 тзз 

Т4, Т42 Т4з 

- тензор второго ранга в четырехмерном пространстве. 
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Тензором второго ранга в трехмерном пространстве называется совокуп

ность девяти величин, преобразующихся при повороте системы координат со

гласно формуле (П.З). 

Тензором второго ранга в четырехмерном пространстве называется сово

купность шестнадцати величин, преобразующихся при повороте системы коор

динат согласно формуле (П.З). 

Тензор второго ранга называется симметричным, если 

т. е. когда равны компоненты, симметричные относительно главной диагонали. 

В трехмерном пространстве такой тензор определяется шестью величинами: 

[Т11 Т12 Т13] 
1i2 Т22 Тzз · 

7iз Тzз Тзз 

Тензор называется антисимметричным, если 

Т;k = -Tki• 

т. е. компоненты на главной диагонали равны нулю, а симметричные относи

тельно главной диагонали компоненты равны друг другу с противоположным 

знаком. В трехмерном пространстве такой тензор определяется тремя величинами: 

Тензор называется самосопряженным, или эрмитовым, если 

В трехмерном пространстве этот тензор определяется шестью величинами. 

На главной диагонали тензора стоят действительные величины, так как только 

такие величины сами себе сопряжены, т.е. 

Суммой д~х тензоров второго ранга (A;k) и (B;k) называется тензор (C;k) того 
же ранга, компоненты которого равны сумме компонент слагаемых тензоров: 

cik = Aik + B;k · 

Складывать можно любое число тензоров, но только одинакового ранга. 
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Произведением двух тензоров (A;k) и (В,т) назьmается тензор (Сш111), компо
ненты которого равны произведению компонент перемноженных тензоров: 

Перемножать можно любое число тензоров любых рангов. Ранг произведе

ния тензоров равен сумме рангов перемножаемых тензоров. Произведение двух 

тензоров некоммутативно: 

(A;k )(Blm) "# (Blm )(A;k ). 

Свертыванием тензоров называется суммирование по двум индексам. По

лагая два индекса тензора одинаковыми, т. е. суммируя по этим индексам, полу

чаем из тензора ранга r тензор ранга r - 2. Например, (T;k) - тензор второго ран

га; 'Г;; = т, 1 + Т22 + Т33 - скаляр. Свертывать можно несколько раз. 

Взаимным свертыванием или свертыванием произведения тензоров называ
ется свертывание по индексам, принадлежащим различным тензорам. 

Перемножая два тензора рангов r и s, получим тензор ранга r + s. Свертьmая по 
индексам, принадлежащим различным тензорам, получим тензор ранга r + s - 2. 
Например, В; - вектор; (µ;k) - тензор второго ранга; Н; - вектор; µ;kH k = В; -
вектор. 

П.2. Векторный анализ 

Скалярное произведение двух векторов - скаляр и определяется выражени

ем 

(АВ) = АВ cos(AB). 

При перестановке векторов имеем 

АВ=ВА. 

Скалярное произведение двух векторов представляет собой взаимное свер

тывание двух тензоров первого ранга: 

(АВ) = А;В; = А,В, + А2В2 + А3В3 . 

Векторное произведение векторов А и В - вектор, перпендикулярный этим 

векторам и по абсолютной величине равный площади параллелограмма, постро

енного на этих векторах. 

В декартовой системе координат 

е, е2 е3 

[АВ] = А, А2 А3 = е1 (А2В3 - В2А3 ) +е2(А3В1 - А1В3 ) + е3 (А1В2 -А2В1 ) . 

В1 В2 Вз 

Абсолютная величина векторного произведения 

l[ABJI = АВ sin(AB). 
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Направление вектора [АВ] определяется из условия образования правой 
системы с векторами А и В. 

Векторное произведение некоммутативно, т.е. 

[АВ] = -[ВА]. 

Смешанное, или векторно-скалярное, произведение трех векторов А, В и С -
скаляр; оно численно равно объему параллелепипеда, построенного на этих век

торах: 

При перестановке векторов имеем 

(А[ВС]) = (В[СА]) = (С[АВ]) = -(В[АС]) = -(С[ВА]) = -(А[СВ]). 

Двойwе векторwе произведение векторов А, В и С определяется выражением 

[А[ВС]] = В(АС) - С(АВ). (П.4) 

Тензорwе поле - область пространства, в каждой точке которого задано 

значение некоторой тензорной величины. В зависимости от ранга тензора поле 

называется скалярным (тензорное поле нулевого ранга), векторным (тензорное 

поле первого ранга) или тензорным ранга r (тензорное поле ранга r). 
Если поле зависит не только от координат, но и от времени, то оно называ

ется нестационарным, если поле от времени не зависит, то оно называется ста

ционарным. 

Скалярwе поле - область пространства, каждая точка которого характери

зуется некоторым значением скаляра. Поскольку каждая точка определяется ра

диус-вектором r, то поле определяется скалярной функцией 

<p(r) = <р(х;). 

Примером скалярного поля является поле температур. 

Если поле зависит от времени, то 

<p(r, t) = <р(х;, t). 

Точки поля, характеризующиеся одним и тем же значением <р(х; ), образуют 

поверхности, называемые поверхностями равного уровня или эквипотенциаль

ными поверхностями: 

<р(х;) = const = с. 

Задавая различные значения с, получаем семейство поверхностей, распреде

ление которых в пространстве характеризует скалярное поле. 
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Вектор, численно равный ~: и направленный 
по нормали к эквипотенциальной поверхности в 

сторону возрастания скаляра <р, назьmается гради

ентом скаляра: 

Рис. П.3. Графическое пред
ставление векторного поля 

где n0 - орт внешней нормали, направление наиболее быстрого возрастания 

скаляра <р. Градиент <р можно записать через проекции на оси координат сле

дующим образом: 

Или 

grad q, = V q,, 

где 

д д д 
V =е1-+е2-+е3-

дх1 дх2 дхз 

(П.5) 

- оператор Гамильтона («набла»), который можно рассматривать как вектор. 

Под оператором Гамильтона понимается совокупность математических дейст

вий, в данном случае дифференцирование. Сам по себе оператор Гамильтона 

ничего не означает, он имеет смысл, будучи применимым к какой-либо величине. 

Градиент является дифференциальной характеристикой скалярного поля. 

Проекции оператора Гамильтона на оси координат имеют вид 

Векторное поле - область пространства, каждая точка которого характери

зуется некоторым значением вектора (рис. П.3) 

A(r) = А(х;) 
или 

A(r, t) = А(х;, t). 

Примерами векторных полей являются электрическое, магнитное и гравита

ционное поля. Поле градиента скалярного поля также является векторным. 

Векторное поле графически характеризуется векторными, или силовыми, 

линиями. Векторной, или силовой, линией называется кривая, касательная к ко

торой в каждой точке совпадает с направлением векторного поля. Векторные 
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линии характеризуют не только направление, но и величину поля. Плотность их 

больше там, где веШiчина поля больше (см. рис. П.3). 

Дифференциальными характеристиками векторного поля являются: 

дивергенция, или расходимость, вектора 

. дА~ дА дЛ 
d1vA=(v'A)=v'-A =-+-2 +-"_з. 

i дх1 д,½ д.хз ' 

ротор, или вихрь, вектора 

е1 е2 

rotA = [v' А]= _l__ д 
дх1 дх2 

= 

А1 ~ 

=(дАз - д~ )е1 +(дА~ - дАз )е2 + (дА2 - дА~ )ез . 
д,½ д.хз д.хз д.х~ д.х~ дх2 

Производные второго порядка: 

div gradq, = (v'v'q,) = Лq,, 

(П.б) 

(П.7) 

(П.8) 

д2 д2 д2 
где Л = v'2 = -

2 
+ -

2 
+ -

2 
- оператор Лапласа в декартовой системе коор-

дх1 дх2 дхз 
динат (лапласиан), 

rot grad q, = [v'V q,] = О; 

div rot А = (v'[V А]) = О; 

rot rotA =[v'[V А]]= v'(V A) -A(v'v') = graddiv А-ЛА; 

grad( q>'lf) = V ( (()'lf) = q>v''lf + 'lfv' q, = q, grad 'lf + 'lf grad q,; 

div( q,A) = (V ( q,A)) = q,(V А)+ A(V q,) = q, div А+ А grad q,; 

rot( q,A) = [v' q,A] = <p[V А]+ [v' q,A] = q,rot А + [grad q,A]; 

grad(AB) = v'(AB) = v'(AcB) + v'(ABc). 

(П.9) 

(П.10) 

(П.11) 

(П.12) 

(П.13) 

Здесь индекс «с» означает, что величина с этим индексом при взятии производ

ной считается постоянной. 

Согласно формуле (П.4) 

Таким образом, 

[А[ВС]] = В(АС) - С(АВ); 

v'(AcB) = В(А v') + [A[v'B]] ; 

v'(ABC) = A(Bv') + [B[v' А]]. 

grad(AB) = (А v')B + (Bv')A + [А rot В]+ [В rot А]; 

div[AB] = (v'[AB]) = B[v' A] - A[v'B] = BrotA - ArotB; 

rot[AB] = [v'[AB]] = [v'[AcB]] + [v'[ABJ]. 

(П.14) 

(П.15) 
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о 

Рис. П.4. К определению цирку

ляции вектора 

Рис. П.5. К определению потока 

вектора через поверхность S 

Воспользовавшись формулой (П.4 ), получим 

[v'[АсВП = Ac(v'B)- B(v' Ас) = А divB - (А v')B; 

[v'[ABJ] = A(v'Bc) - Вс (v' A) = (Bv')A-Bdiv А 

и окончательно 

rot[AB] = (Bv')A-(A v')B + А div В -В div А. (П.16) 

Циркуляция и поток вектора. Криволинейным интегралом векторной 

функции A(r) называется интеграл от скалярного произведения вида 

f Adl, (П.17) 

L 

где L - кривая (путь интегрирования); dl - направленный элемент кривой. 

Выражение (П.17) является скалярным и представляет работу векторного поля А 

вдоль кривой L. 
Если контур L замкнутый (рис. П.4), то интеграл, взятый по замкнутому 

контуру L, называется циркуляцией вектора; записывается в виде 

~Adl. 
L 

Если одно из направлений нормали n0 принять за положительное, то за по

ложительное направление обхода контура L принимается правое вращение по 
отношению к этому направлению нормали. 

Потоком N вектора А через поверхность S (рис. П.5) называется поверхно
стный интеграл от скалярного произведения 

N=fAdS=fAпdS, 
s s 



П2. Векторный анализ 415 

где S - поверхность интегрирования; dS - направленный элемент поверхно

сти, направление которого совпадает с направлением внешней нормали к по

верхности, а величина его равна dS, т. е. 

dS = n 0dS. 

Поток вектора - скалярная величина, характеризуемая числом силовых ли

ний, пронизывающих поверхность. 

Если поверхность замкнутая, то 

N = РА dS = рлп d sn. 
s s 

Теорема Стокса. Циркуляция вектора А по замкнутому контуру равна по

току rot А через поверхность S, опирающуюся на этот контур: 

pAdl= protAdS, (П.18) 
L S 

или 

pAdl = protn AdS. 
L S 

где rotnA - проекция rotA на направление нормали n0 к поверхности S. 

Если поверхность ЛS столь мала, что во всех ее точках rotn А можно счи
тать постоянным, то 

В пределе при ЛS • О 

PAdl 
rot А= lim --. 

п ЛS➔О ЛS 
(П.19) 

Вектор всегда больше своей проекции. Проекция rotn А будет наибольшей, 

когда n0 совпадает с rot А. Очевидно, что rot А направлен по нормали к плоско
сти, в которой циркуляция вектора максимальна. Модуль вектора rot А в данной 
точке поля равен пределу отношения циркуляции вектора А по границе площад

ки, проходящей через эту точку и совпадающей с плоскостью, где циркуляция 

максимальна, к величине площадки, когда она стягивается в эту точку. 

Теорема Остроградского - Гаусса. Поток вектора А через замкнутую по

верхность S равен интегралу от div А, взятому по объему V, ограниченному 
этой поверхностью, т. е. 

рА dS= f div А dV. (П.20) 

S V 
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Если объем Л V так мал, что div А в любой точке можно считать постоян
ной, то 

В пределе 

рА d S "' div АЛ V. 
s 

pActS 
div А= lim _s __ 

ЛV➔О ЛV 
(П.21) 

Дивергенция вектора А в данной точке равна пределу отношения потока 
вектора А через замкнутую поверхность S, содержащую внутри себя эту точку, к 
объему V, ограниченному поверхностью S, когда она стягивается в точку. 

Дивергенция - скалярная величина, характеризующая интенсивность ис

точников или стоков поля. Те точки поля, где div А< О, называются стоками 
поля, векторные линии сходятся к этим точкам; те точки поля, где div А > О, на
зываются источниками поля, векторные линии расходятся из этих точек. Если 

div А= О, то поле не имеет ни источников, ни стоков. 
Классификация векторных полей. Потенциальное поле - это безвихре-

вое поле, для которого 

При этом 

поскольку согласно (П.9) 

rotE = О. 

Е =-grad<p, 

rot grad <р = О. 

(П.22) 

(П.23) 

Функция <р называется потенциальной функцией или потенциалом поля. Потен

циал поля определяется неоднозначно, так как 

grad( <р + с) = grad <р. 

Знак«-» в (П.23) взят потому, что линии поля Е направлены в сторону убывания 

потенциала. 

В потенциальном поле 

divE ;t: О, 

и, следовательно, потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона 

Л<р ;t: О. 

Поскольку rot Е = О, то согласно теореме Стокса 

PEdl=O. 
L 

Физически это означает, что работа вдоль замкнутого контура в потенциальном 

поле равна нулю. 

Согласно теореме Остроградского - Гаусса 
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PEdS # о, 
s 

т. е. поток вектора через замкнутую поверхность не равен нулю. 

Соленоидальное поле - поле, в котором нет источников и стоков: 

divB=O. 

Соленоидальное поле можно характеризовать векторным потенциалом А: 

В =rotA, 

поскольку согласно (П.10) 

divrotA = О. 

Векторный потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона 

ЛА#О. 

Поскольку rot А # О, то в соответствии с теоремой Стокса 
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(П.24) 

(П.25) 

т. е. в соленоидальном поле работа вдоль замкнутого контура не равна нулю. 

Согласно теореме Остроградского - Гаусса 

pвdS=O, 
s 

т. е. поток вектора В через замкнутую поверхность равен нулю. Из этого следу

ет, что линии поля вектора В или замкнуты, или уходят в бесконечность. 

При условии 

rotC=O и divC=O 

поле вектора С является безвихревым, не имеет источников и стоков. Такое поле 

называется лапласовым и характеризуется одновременно векторным и скаляр

ным потенциалами: 

С= -grad<p = rotA, 

которые согласно (П.8) и (П.11) при условии div А= О удовлетворяют уравне
ниям Лапласа 

Л<р = О; ЛА = О. 

Функции, удовлетворяющие уравнению Лапласа, называются гармоническими. 

Дифференцирование в криволинейных ортогональных координатах. 

Положение точки Мв пространстве определяется радиус-вектором r, координа
ты которого q1, q2, q3 зависят от принятой системы координат. Положение точки 

в пространстве можно однозначно определить пересечением трех поверхностей 

(рис. П.6), которые называются координатными. Пересечение двух поверхно-
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Рис. П.6. Координатные поверхности, линии и оси ортогональной криво

линейной системы координат 

стей дает линию, назьmаемую координатной; значения двух координат на этой 

линии постоянны, а третьей - меняется. Координаты точки q1, q2, qз назьmают
ся криволинейными. 

Наиболее распространены ортогональные криволинейные системы, в кото

рьrх касательные к координатным линиям в каждой точке пересекаются под 

прямыми углами. Эти касательные называются координатными осями; направ

ление их меняется от точки к точке. 

В общем случае координаты точки в обобщеююй криволинейной системе 

связаны с координатами прямоугольной декартовой системы уравнениями 

и наоборот 

ql =q1(X1, Х2, Х3); 

q2 = q2(x1, х2, хз); 

% =q3(X1,X2,X3), 

X1=X1(q1, q2, q3); 

Х2 = X2(q1, q2, q3); 

Х3 = X3(q1, q2, q3). 

В криволинейной системе координат изменение координаты q; на dq; при

водит к перемещению dl; вдоль координатной линии: 

dl; = h; dq; (i = 1, 2, 3), (П.26) 

где h; зависят от вида координат и называются коэффициентами Ламэ (повторе
ние индекса не означает суммирования). Действительно, элемент длины dl1 ко

ординатной линии 

/ 2 2 2 
dl1 = v dx1 + dx2 + dx3 (q2 = const, q3 = const), 

где 
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Отсюда 

Аналогично 

dl2 = hz dq2; dl3 = h3 dq3 . 

На основании этого коэффициенты Ламэ можно записать в виде 

h, = (дх1 )

2 

+ (дх2 )
2 

+ (дх3 )
2 

дq; дq, дq; 

Интервал между двумя точками 

Элементы координатной поверхности: 

Элемент объема 

d s1 = dl2 dlз = h2hз dq2 dqз; 

d s2 = dl1 dlз = h1hз dq1 dq3; 

ds3 = dl1 dl2 = h1h2 dq1 dq2 . 
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(П.27) 

(П.28) 

(П.29) 

(П.30) 

С помощью полученных соотношений проведем дифференцирование в кри

волинейной системе координат. В соответствии с выражениями (П.5) и (П.26) 

получим 

д<р 1 д<р 
grad1 <р =-=--; 

дl1 h1 дq1 

д<р 1 д<р 
grad2 <р = - = ---; 

дl2 h2 дqz 

д<р 1 д<р 
gradз <р = - = --. 

дlз hз дqз 

(П.31) 

(П.32) 
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В соответствии с формулой (П.19) 

roti А= _l_[д(hзАз) _ д(h2А2)]; 
h2hз дq2 дqз 

rot2 А =-l-[д(h1A1) _ д(hзАз)]; 
h1hз дqз дq1 

(П.33) 

rotз А= _l_ [д(h2A2) _ д(h1А1)]· 
h1h2 дq1 дq2 

Согласно выражениям (П.8), (П.31) и (П.32) 

Выражения (П.31)-(П.34), переписанные для цилиндрической и сфериче

ской систем координат, широко применяют в теории электромагнитного поля. 

Цилиндрическая система координат (рис. П.7). Координатные поверхно

сти в цилиндрической системе координат: плоскости (z = const), круговые ци
линдры (r = const) и полуплоскости (а,= const), проходящие через ось z под уг
лом а, к фиксированной полуплоскости. Координатные линии в этой же системе 

координат прямые (r = const, а = const и а = const, z = const) и окружности (r = 
= const, z = const). Направления координатных осей определяются ортами е,, е«, 
ez. В цилиндрической системе q1 = r, q2 = а, и q3 = z. 

Цилиндрические координаты связаны с декартовыми следующими соотно

шениями: х1 = rcos а, х2 = r sin а, и х3 = z. 

Коэффициенты Ламэ: h, = 1, h« = r, hz = 1. 
Согласно формулам (П.31)-(П.34) 

1 :;; 
1 t: 1 

о 1 

Плоскость 1 <) 

1 
11 

отсчета 
1 

,,,,,,- .... , i:S 

а 

Рис. П.7. Цилиндрическая система координат: 

Х3 z 

е, 

б 

а - координатные поверхности; б - координатные линии, оси и их орты 
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д<р 1 д<р д<р 
grad<p=-e +--е +-е · 

дr r r да О, дz z , 

div А =_!l._(rA,.) +.! дАа + дАz; 
r дr r да дz 

rotA=.!_ [дAz _ д(rЛа)]е + [дАr - дАz]е +.!.[д(rАа) _ дАг]е. 
r да дz r дz дr а r дr да z' 

Согласно (П.11) 
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(П.35) 

(П.36) 

(П.37) 

(П.38) 

(П.39) 

Здесь ЛАr, ЛАа и ЛАz - лапласианы скалярных величин, определяемые по 

формуле (П.38). 

Сферическая система координат (рис. П.8). Координатными поверхно

стями в сферической системе координат являются сферы радиусом r, конусы с 
углом раствора 2'{} и полуплоскости, проходящие через ось z под углом а к фик
сированной полуплоскости; координатными линиями являются окружности (r = 
= const, а= const и r = const, i} = const) и прямые (а= const, i} = const). Направ
ления координатных осей определяются ортами er, еа, е,э. В этой системе коорди

нат q, = r, q2 = it и qз = а. 
Сферические координаты связаны с декартовыми следующими соотноше

ниями: х1 = r sin ttcos а, х2 = r sin ttsin а, х3 = r cos it. 

а б 

Рис. П.8. Сферическая система координат: 

а - координатные поверхности; б - координатные оси и их орты 
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Коэффициенты Ламэ: h, = 1, ht} = r, ho. = r sin 1'}. 

В соответствии с формулами (П.31)-(П.34) 

дq> 1 дq> 1 дq> 
gradq> =-е +--е~ +---е · (П.40) 

дr r r д1'} r sin 1'} да а ' 

. . 1 д 2 1 д . 1 дАа 
divA =--(r А )+---(A~sшt,)+---· (П.41) 

r2 дr r r sin 1'} д1'} r sin 1'} да ' 

rotA= - 1- [l.__(A sint})- дАt}]е +[-l_дА, _ l д(rАо.)]е + 
r sin 1'} д1'} о. да ' r sin 1'} да r дr t} 

+[.! д(rА~) _ _!. дА,]еа; (П.42) 
r дr r д1'} 

Лq> = -1 ~(r2 дq>) + 1 д (sin 1'} дq>) + 1 д
2

q>. (П.43) 
r2 дr дr r2 sin 1'} д1'} д1'} r2 sin 2 1'} да2 

В соответствии с формулой (П.11) 

ЛА = [лл -2 л - 2 д ( sin 1'}¾) -
2 дАх ] е + 

r r2 r r2 sin 1'} д1'} r2 sin 1'} да r 

+ [л¾ _ ¾ + 2 дА, _ 2cos 1'} дАа ]е + 
r2 sin 2 1'} r2 д1'} r2 sin 2 1'} да ~ 

[ЛАа Аа 2 дА, 2 cos 1'} д¾ ] 
+ - r2 sin 2 1'} + r2 sin 1'} да + r2 sin 2 1'} да еа · (П.44) 

Здесь ЛА,, ЛАх и Л¾ - лапласианы скалярных величин, определяемые по 

формуле (П.43). 

П.3. Специальная теория относительности 

Специальная теория относительности создана А. Эйнштейном в 1905 г. Эта 
теория возникла при попытке согласовать между собой экспериментальные дан

ные, относящиеся к электродинамике движущихся сред и связанные с неудач

ными опытами Майкельсона по обнаружению движения Земли относительно 

эфира (опыт Майкельсона). При этом Эйнштейну пришлось выйти из рамок 

электродинамики и создать общую физическую теорию. 

Принцип относительности Эйнштейна. Для описания события необходи

мо связать его с определенной системой отсчета, т. е. необходимо указать, в ка

ком месте и в какое время оно происходит. Место определяется координатами, 

время - часами. 

Системы координат, в которых движение тел, не находящихся под действи

ем внешних сил, происходит с постоянной скоростью, называются инерциаль

ными. Если две системы координат движутся относительно друг друга равно-
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мерно и прямолинейво и одна из них является инерциальной, то и другая явля

ется инерциальной. Если тело покоится в одной инерциальной системе коорди

нат, то оно может двигаться в другой инерциальной системе, двигаться с иной 

скоростью в третьей, но ни в одной инерциальной системе тело не будет дви

гаться с ускорением. 

Принцип относительности заключается в том, что уравнение, описьmающее не

который закон природы, будучи выражено через координаты и время, в различных 

инерциальных системах имеет один и тот же вид. (Уравнения, сохраняющие форму 
при координатных преобразованиях, назьmаются ковариантными.) 

В теории поля предполагается, что возмущение поля в некоторой точке рас

пространяется с конечной скоростью. Максимальная скорость распространения 

возмущения одинакова во всех инерциальных системах и равна скорости света в 

вакууме (с = 2,99792-108 м/с). 
Принципом относительности Эйвштейна является объединение принципа 

относительности с конечностью скорости распространения возмущения. Из это

го принципа следует относительность одновременности событий. 

Указание места и времени совершения события имеет смысл, когда даны 

численные значения координат места и времени как результат вполне опреде

ленных и принципиально выполнимых измерений, которые осуществляются с 

помощью обычных координатных масштабов и часов. Часы расставляются в ис

следуемые точки и в начало координат и регулируются следующим образом: из 

начала координат посьшается сигнал к регулируемым часам, находящимся на 

расстоянии l от начала координат. Наблюдатель, находящийся у этих часов, ста
вит время t = l/c в момент получения светового сигнала. 

При этих условиях два события, происходящие в разных точках системы, 

считаются одновременными, если часы, находящиеся в этих точках, показывают 

для этих событий одинаковое время. Однако эти события в другой системе бу

дут неодновременными. 

Действительно, рассмотрим две системы координат К и К' , движущиеся 
друг относительно друга с постоянной скоростью u (рис. П.9). Причем система 
К' движется относительно К вправо, вдоль осих1 . 

Пусть из некоторой точки А на оси х; системы К' 

посьшаются сигналы в двух взаимно противоположных 

направлениях. В системе К' скорость сигнала равна с 
и в точки В и С, равноудаленные от точки А, сигнал 

приходит одновременно. Однако эти собьпия (приход 

сигнала в точки В и С), с точки зрения наблюдателя, 

находящегося в системе К, не будут одновременными, 

так как согласно принципу относительности скорость 

сигнала в системе К будет также равна с, но точка В 

при движении системы К' движется навстречу сигналу, 
а точка С - по направлению от сигнала и, следователь

но, в точку В сигнал приходит раньше, чем в точку С. 

u -
В А С xj 

о J----======e:.. 
Х3 Х3 

Рис. П.9. Перемещение 
системы координат К, в 

положительном направле

нии оси х1 со скоростью u 
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Интервал. В декартовой системе координат расстояние между двумя точ

ками 

3 

Л/2 = rлх;, 
i=I 

где Лх; - соответствующая разность координат точек (i = 1, 2, 3). Расстояние 

это называется интервалом, а величина Лl - длиной интервала. 

При переходе от одной системы координат к другой абсциссы и ординаты 

точек изменяются, а расстояние остается тем же. Величины, не меняющиеся при 

преобразовании координат, называются инвариантными. Свойство инвариант

ности выполняется и в случае бесконет.mо малого интервала 

3 

dl
2 = Ldx;. 

i= l 

Событие определяется тремя координатами и временем, поэтому удобно 

пользоваться четырехмерным пространством, в котором три измерения - про

странственные, а четвертое - время. Всякое событие изображается точкой, оп-

v к ' ' ' ' к' ределяемои координатами xi, х2, х3, t в системе и Xi, х2 , х3 , t в системе . 

Пусть одно событие состоит в том, что из точки с координатами х[1), Xi1), ~I) в 

системе К в момент времени t<1
) отправляется сигнал со скоростью света с. Вто

рое событие состоит в том, что сигнал приходит в точку х}2), Xi2), х?) в мо-

мент времени t<2
). Расстояние Лl, пройденное сигналом, определяется, с одной сто

роны, выражением 

3 

лz2 = I:Лх;2, 
i= l 

где Лх; - соответствующая разность координат, а с другой стороны, выраже

нием 

Лl2 =с2Лt2 • 

Таким образом, зависимость между координатами обоих событий в системе 

К имеет вид 

3 

LЛх/- с2Лt2 = О. 
i= l 

Поскольку скорость света в обоих системах одинакова, то в системе К' 
3 

LЛх;2-с2Лt'2 = О. 
i=l 

Аналогично трехмерному эвклидову пространству величину, определяемую 

соотношением 
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3 

ЛS 2 = '°' Лх2 -с2Лt2 ~ 1 ' 

i=J 

называют интервалом между двумя событиями. 

Если два события бесконечно близки друг к другу, то 

3 

dS2 = Ictx; -с2Лt2 • (П.45) 
i=I 

Аналогично определяется интервал и в системе К'. Очевидно, что интервал 
является инвариантом, так как определяющая его разность остается равной нулю 

при переходе от системы К к системе К'. Однако эта разность может быть и не 
равной нулю, если речь идет не об отправлении и получении сигнала, а о других 
событиях, но она по-прежнему остается инвариантом. 

Обозначим 

Х4 = jct, 

тогда выражение (П.45) перепишем в следующем виде: 

4 

dS
2 = L dx;

2
• (П.46) 

i=I 

Поэтому, рассматривая четырехмерное пространство, будем характеризовать 

событие координатами х; (i = 1, 2, 3, 4). В этом случае ЛS2 можно истолковать 

как квадрат расстояния между точками х?) и х? (i = 1, 2, 3, 4), а dS2 
- как 

квадрат элемента длины в четырехмерном пространстве. 

Только в эвклидовой геометрии интервал равен сумме квадратов разностей 

координат и поэтому интервал dS2 (П.46) можно рассматривать как инвариант 
четырехмерной эвклидовой геометрии. 

Преобразования Лоренца. Рассмотрим две системы, движущиеся друг от

носительно друга со скоростью и, так что ось х1 все время совпадает с осью х; и 
в начальный момент t = О начало координат одной системы совпадает с началом 
координат другой (см. рис. П.9). С точки зрения классической механики время 

события абсолютно, т. е. не зависит от системы координат, и связь между коор

динатами в системе К' и К определяется выражениями 

х1 = х1 - ut; х2 = х2; хз = хз; t' = t, (П.47) 

называемыми преобразованием Галилея. 

Согласно теории относительности эти преобразования можно заменить но
выми линейными преобразованиями, основанными на инвариантности скорости 

света и не предполагающими время абсоmотным. Эти преобразования не долж

ны выделять одну инерциальную систему относительно другой и они являются 

линейными. Очевидно, что 
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х[ = а(х1 - ut); 
, 

Х3 = Х3; t' = bt + gx1 (П.48) 

(в силу симметрии t' от х2 и х3 не зависит). 
Найдем коэффициенты преобразования а, Ь и g. Пусть в момент времени 

t = О из начала координат системы К, которое в этот момент совпадает с началом 
координат системы К' , излучается сферическая электромагнитная волна. Ско
рость ее распространения равна с и одинакова во всех направлениях. Тогда рас

пространение фронта волны в системе К можно записать в виде 

2 2 2 2 2 
Х1 + Х2 + Хз = С t , 

а в системе К' - в виде 

Подставляя (П.48) в (П.50) и группируя подобные члены, получаем 

(с2Ь2 -u2a2
)t

2 =(а2 -c2g2 )xf +xl +xf-2(ua2 +c2bg)x1t. 

Сравнивая полученное выражение с (П.49), получаем 

с2Ь2 -и2а2 = с2; 
а2 -c2g2 = 1; 

иа 2 + c 2bg = О. 
Отсюда 

1 
а = Ь = --;::::===; 

✓1-и2/с2 

1-Ь2 Ьи 
g=--=--

ub с2 · 

Подставляя (П.51) в (П.48), получаем 

1 XJ -ut 
х, = ✓ 2; 2; 

1 -и с 
, 

х2 = х2; 
хз = хз; 

(П.49) 

(П.50) 

(П.51) 

(П.52) 

Выражения (П.52) представляют собой преобразования Лоренца. Если отно

сительная скорость систем К и К' мала по сравнению со скоростью света с 
(и « с), то (П.52) переходят в формулы преобразования Галилея (П.47). Спра-
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ведливость преобразований Лоренца можно проверить экспериментально только 

в том случае, когда (и/с)2 больше вероятной погрешности опыта. 
Решая уравнения (П.52) относительно х1 , х2, х3, t, получаем 

х; + ut' 
Х\ = -.=====· 

✓1-и2/с2 ' 

, 
Х3 = Х3; (П.53) 

Выражения (П.53) получаются из (П.52) при изменении знака относитель

ной скорости, так как система К движется со скоростью - u по отношеюпо к сис
теме К'. При и> с координаты х1 и t становятся мнимыми, следовательно, дви
жение со скоростью, большей скорости света, невозможно. 

Следствия из преобразований Лоренца. 

1. Пусть в системе К покоится стержень, параллельный оси х1. Длина его, 
измеренная в этой системе, 

Лх1 = х?) - Xi(I), 

где xf2) и х}1) - координаты концов стержня, измеренные в системе К. 

Найдем длину стержня в системе К'. Для этого определим координаты 

обоих концов стержня ( х;<2) и x;(I)) в этой системе в один и тот же момент вре
мени t'. Согласно (П.53) 

1(1) , 
x<J) - Х1 + ut . 

1 
- ✓1-(и/с)2 ' 

'(2) , 
(2) _ Х1 + Ut 

Х1 - ---.=====. 
.J1-(и/с)2 

Очевидно, что в системе К' длина стержня Лх; = x;<2J - x;<I). Вычитая х}1) 

из х?), получаем 

(П.54) 

Таким образом, длина стержня в системе, в которой он движется, уменьша

ется в .J1-(u/ с)2 раз. Этот эффект называется лоренцовым сокращением. 
Собственной длиной стержня называется его длина в той системе отсчета, в 

которой он покоится. Из выражения (П.54) следует, что это наибольшая длина. 
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При движении поперечные размеры тела не меняются, и, следовательно, 

объем тела при его движении сокращается по формуле 

(П.55) 

где V0 - собственный объем тела. 

2. Пусть в системе К' покоятся часы. Рассмотрим два собьrгия, происшедпшх в 
' ' ' К' В К' одном и том же месте х1 , х2 , х3 системы . ремя в системе между этими 

событиями Лt' = t~ - t;. Найдем время Лt, которое прошло между этими собьrгиями в 
системе отсчета К, относительно которой движется система К'. Из (П.53) находим 

, и , 
ti +2х1 

t - с . 
i- ✓1-(и/с)2 ' 

Вычитая t1 из t2, получаем 

, и , 
t2 +2х1 

t - с 2 
- ✓1-(и/с)2 · 

Лt' / Лt= ---.==== или Лt'=Лtvl-(u/c)2 • 
✓1-(и/с)2 

Таким образом, с точки зрения наблюдателя, находящегося в системе К, ход 

часов, находящихся в движущейся системе К', оказывается замедленным в 

.J1-(u/c)2 раз. Кроме того, наблюдаемые из системы К часы, размещенные в 
различных точках системы К', будут показьmать время в зависимости от их по

ложения. Чем дальше по оси х; от начала координат К' расположены часы, тем 

более отстают их показания, с точки зрения наблюдателя системы К. 

Рассмотрим ход часов, находящихся в системе К, с точки зрения наблюда

теля, находящегося в системе К': 

и 

t1 -2X1 
t' - с 
1 

- ✓1 -(и/с)2 ' 

т. е. часы, находящиеся на положительной половине оси х1 , опережают часы, 

помещенные в начале координат. Временной интервал 

Лt' = Лt 
.J1-(u/ c)2

' 

т. е. часы в системе К, с точки зрения наблюдателя системы К', оказываются 
замедленными. 

Время, которое показьmают часы, движущиеся вместе с рассматриваемой 

системой, называется собственным временем. 
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Четырехмерные вектор и тензор. Радиус-вектором в четырехмерном про
странстве, представляющем собой вектор, проведенный из начала координат в 

исследуемую точку, назьmается совокупность четырех величин х;, преобразую

щихся при повороте системы координат в соответствии с формулой (П.2): 

Согласно преобразованmо Лоренца (П.52), учитьmая, что 

Х4 = jct; х; = jct', 

получаем 

.и 
XI + J-X4 

х, = с . 
.J1 -(и/с)2 ' 

, 
хз = хз; 

.и 
Х4 - J-X1 

Х4 = С • 

✓1 -(и/с)2 

Отсюда матрица преобразования 

1 

.J1 - (и/ с)2 
о о 

о 1 О 

о О 1 

.и 
1-
с 

.J1-(u/ c)2 

о 

о 

.и 
-1-

с 

.J1-(u/ c)
2 

Для обратного преобразования 

О О l 
.J1-(u/ c)2 

Согласно преобразованию Лоренца (П.53) 

(П.56) 

(П.57) 
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1 , U 1 

Х1 - J - X4 

Xt = С ; 

✓1- (и/с)2 

1 

Х3 = Х3; 
1 , U 1 

Х4 + 1 - хг 

Х4 = С 
✓1-(и/с)2 ' 

и матрица преобразования имеет вид 

1 

✓1 - (и/с)2 

о 

о 

.и 
1-
с 

✓1 - (и/с)2 

о о 

1 О 

О 1 

.и 
- 1-

с 

✓1 - (и/с)2 

о 

о 

О О l 
,J1 - (и/с/ 

(П.58) 

(П.59) 

Вектором в четырехмерном пространстве называется совокупность четы

рех величин А;, преобразующихся при повороте координат в соответствии с фор

мулой (П.2): 

При преобразовании Лоренца (П.53) 

А, . и А' 
l - J- 4 

А - с . 
,- ✓1- (и/с)2 ' 
А2 =А;; 
А3 = л;; 

А, .и А' 
4 + J- 1 

А - с 4- . 
✓1 -(и/с)2 

(П.60) 



ПЗ. Специальная теория относительности 431 

Легко показать, что квадраты векторов в четырехмерном пространстве и их 

скалярные произведения инвариантны, т. е. 

А/= А;2; А;В; = л;в;. 

Тензором второго ранга в четырехмерном пространстве называется сово

купность шестнадцати величин, преобразующихся при повороте системы коор

динат в соответствии с формулой (П.3): 

При обратном преобразовании 

Учитывая матрицу преобразования Лоренца (П.59), элементы которой 

получаем 

(T;k) = 

2 
I .U I I U 1 

Т~1 - 1-(Т14 +Т41)--Тм 
с с2 

1-(и/с)2 

,.,,, . и,.,,, 
'21 - 1-,24 

с 

.J1- (и/с)2 

т, . и Т' 
31 - 1- 34 

с 

.J1- (и/с)2 

1-(и/с)2 

Т,, . и т.' 
12-1- 42 

с 

.J1-(и/с)2 

т., . и ,.,,, 
42+1-ч2 

с 

Т,, . и т.' 
13 - 1- 43 

с 

.J1-(u/c)2 

т., . и Т,' 
43 + 1- 13 

с 

.J1-(u/c)2 

1-(и/с)2 

т, . и т' 
24 + 1- 21 

с 

.J1-(u/c)2 

т, . и Т' 
34+1 - 31 

с 

.J1-(u/c)2 

1-(и/с)2 

(П.61) 

При обратном преобразовании скорость и заменяется скоростью -и. 

Четырехмерным градиентом называется вектор в четырехмерном про

странстве, проекции которого на оси координат в соответствии с формулой (П.5) 

имеют вид 

Grad; <р = д<р (i = 1, 2, 3, 4), 
дх; 

где <р - скалярная функция четырех переменных 

<р = <р(х;) (i = 1, 2, 3, 4). 

(П.62) 
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Формально четырехмерный градиент можно представить как произведение 

четырехмерного векторного пространственно-временного оператора 

D;=__i_ (i = 1, 2, 3, 4), 
дх; 

аналогичного оператору Гамильтона (П.5) в трехмерном пространстве, на 

скаляр <р. 

Четырехмерной дивергенцией, аналогично (П.6) называется скалярное про

д 
изведение четырехмерного оператора - и четырехмерного вектора А;, в соот-

дх; 

ветствии с формулой (П.6) она имеет вид 

Div А = дА; = дА1 + д~ + дА, + дА4 . 
дх; дх1 дх2 дх3 дх4 

(П.63) 

Приняв в формуле (П.63) в качестве вектора А четырехмерный градиент 

(П.62), получим дифференциальное уравнение 

2 д2<р д2<р д2<р д2<р 
• <р=-2 +-2 +-2 +-2' 

дх1 дх2 дХз дх4 
(П.64) 

где оператор 

2 
д2 д2 д2 д2 • =- +-+-+-
дхf дхi д~ дх; 

называется оператором Даламбера; он аналогичен оператору Лапласа (П.8) в 

трехмерном пространстве. 

Четырехмерным ротором называется антисимметричный тензор второго 

ранга 

Rot k А = дАk - дА; . 
' dx; дхk 

(П.65) 

Отсюда 

Rot;; А = О; Rot;k А = - Rotk; А. 

Пространственные компоненты (i , k =1, 2, 3) четырехмерного ротора совпа
дают с компонентами rot А (П. 7) в трехмерном пространстве. 
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П.4. Функции комплексной переменной. Символический метод 

Величина z = х + jy называется комплексной у 

переменной.Здесь 

Re z =x 
- действительная часть; 

Imz= у 

- мнимая часть комплексного переменного z. о 

м 

х 

Комплексное число можно представить графи

чески точкой М с координатами х, у на плоскости, 

которую называют плоскостью комплексного пере-

Рис. П.10. Плоскость комп

лексного переменного: 

у - мнимая ось; х - действи-

менного, так как каждой точке этой плоскости соот- тельная ось 

ветствует комплексная переменная z (рис. П.10). 
Комплексную переменную z = х + jy, как видно на рис. П.10, можно пред-

ставить в виде 

z = р cosq, + jp sin q,. 

Согласно формуле Эйлера 

cosq,+ jsinq, = ejlj) 

и 

z = peN, 

где р = ,J х2 + у2 - модуль числа z; q, - аргумент числа z_ 
Все вычисления с комплексными числами проводятся по обычным прави

лам алгебры. 

Комплексные числа 

z = х + jy и z. = х - jy 

называются сопряженными. Сумма и произведение двух сопряженных ком

плексных чисел есть действительные числа: 

z+z* =2х; zz• = х2 + у2 • 

Дифференцирование комплексного числа z = р eN по аргументу соответст

вует умножению наj или повороту отрезка ОМ на угол 7t/2, т. е. 

·( lt) dz · J lj)+-
- = jpe11j) =ре 2 . 
dq, 

Интегрирование z по аргументу соответствует умножению на -j или пово
роту отрезка ОМ на угол -7t/2, т. е. 

f z dq,=-jpejlj) = р/( <р - ~). 
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При изучении линейных электромагнитных процессов, изменяющихся во 

времени по гармоническому закону (по закону синуса или косинуса), 01rnсьmаю

щие эти процессы уравнения, а следовательно, и их решения, значительно упро

щаются при использовании символического метода. Сущность этого метода за

ключается в следующем. Пусть некоторая электрическая величина (напряжен

ность электромагнитного поля, ток или напряжение) изменяются по закону синуса 

или косинуса, т.е. 

Е=Ет cos(rot+<p) (П.66) 

или 

Е = Ет sin(rot + <р). (П.67) 

Введем вектор, имеющий длину Ет и вращающийся с угловой скоростью ro око
ло начала координат (рис. П.11). В момент времени t = О этот вектор образует с 
действительной осью Re угол <р, а в момент времени t :1:- О - угол <р' = OJt + <р. 
Проекция вектора на действительную ось определяет мгновенное значение величи

ны (П.66), а проекция на мнимую ось - мгновенное значение величины (П.67). 

Таким образом, процесс, определяемый выражением (П.66) или (П.67), 

можно характеризовать комплексной величиной 

Е = Ет [cos(rot + <р) + j sin(rot + <р)] = Ет ej(COt+q>) 

или 

где Ет = Е"' e1q, - комплексная амплитуда. 

(П.67а) 

Линейные дифференциальные уравнения, переписанные в символической 

(комплексной) форме, имеют более простой вид, так как в этом случае первая про

изводная величины Е по времени соответствует умножению нajro, вторая - на - ro2
: 

Im 

о Emcos (rot + <р) Re 

Рис. П.11. Представление гармонического колебания с помощью 

вращающегося комплексного вектора 
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дЁ . 
дt = jroE; 

2 • 

д Е =-ro2E 
дt2 ' 

а интегрирование по времени соответствует делению на jro: 

fEdt=~E. 
;ro 

(П.676) 

(П.67в) 

Если комплексная величина удовлетворяет некоторому линейному диффе

ренциальному уравнению, то этому уравнению удовлетворяют ее действитель

ная и мнимая части. Решив уравнение в комплексной форме и взяв от получен

ного результата действительную или мнимую часть, получим искомое решение. 

Множитель е jш, характеризующий изменение процесса во времени, опус-
кают, и тогда уравнение записывается для комплексных амплитуд. 

Вместо комплексной амплитуды часто берут в ✓2 раза меньшую величину -
комплексное действующее значение 

· Ёт 
Ед = ✓2 · 

Символический метод применим во всех случаях, когда векторы напряжен

ности поля (или ток и напряжение) связаны линейной зависимостью, однако не

посредственно он не применим для вычисления энергетических характеристик, 

которые определяются квадратами и произведениями значений напряженности 

полей, токов и напряжений. 

К квадратичным соотношениям относятся: 

€ Е2+µ нz 
w = а а - плотность электромагнитной энергии; 

2 
Prrpoв = (JE) - плотность мощности, связанная с взаимодействием поля с 

проводящей средой; 

дР 
Рпол = Е- - плотность мощности, связанная с процессами поляризации 

дt 
среды; 

дМ 
Рнам = µ0Ндt - плотность мощности, связанная с процессами намагни-

чивания среды; 

П = [ЕН] - вектор Пойнтинга. 

Рассмотрим произведение АВ, где 

А= Ат cos(rot + <рА ); 
В = Вт cos( rot + <р8 ); 
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или в символической форме 

А= л ej(w+q,л) = л ejOJt ·, А = А еNл · 
.1.7п .L.~ т т ' 

Комплексно-сопряженные значения 

Очевидно, что 

А'* -л -j(Ыt+q,л) _л'* -jwt. л'* -А jq,л, - те - те ' т- те ' 
В=В ej(OJt+q,в ) =B ej(!)f, в· =В е-j<рв 

т т ' т т • 

АВ-:!- ReAB = Re л В еj(2ш+<рл+<рв) = ,..,,, т 

= АтВт cos(2rot + (j)л + <рв) * Ат cos(rot + (j)л )Вт cos(rot + <рв ); 

AB-:!-hnAB. 

Но поскольку сумма двух сопряженных величин является действительной 

величиной, а величины А и В можно представить в виде 

то 

А=л+л* в=в+в· 
2 2 

АВ = A+il* в+i/ 
2 2 

Определим среднее значение произведения АВ: 

1 т 
(АВ)0 = - f АВ dt. 

то 

Произведение АВ можно представить в виде 

АВ= А+А* в+в* =2.(лв* +л*й)+2-(АВ+А*й*)= 
2 2 4 4 

=_!_(А В еj(<рд-<рв )+А В е-j(<рд-<рв))+ 
4 

т т т т 

+2-(А,,,Вт еj(2ш+q,л+q,в ) + А,,,Вт е-j(2ш+q,л +q,в )) = 
4 

1 1 = - А,пВт cos( <р л - <р в)+ - Ат Вт cos(2rot + <р л + <р в). 
2 2 

(П.68) 

Первое слагаемое от времени не зависит, второе - зависит и при интегрирова

нии обращается в нуль. Отсюда среднее значение 

1 
(АВ)о = -АтВт соs(<рл - (j)в ), 

2 
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или 

или 

1 ..• 1 .•. 1 . .• 1 .•. 
(АВ)0 =-ReAB =-ReA В =-ReA,,,Bm =-ReAmBm. 

2 2 2 2 

Определим среднее значение выражения 

т 

(А дВ) =_!_ f А дВ dt. 
дt о то дt 

дВ 
Произведение А- можно представить в следующем виде: 

дt 

А дВ = л+л.* д в+в* =2. jrо(л.*в-л.в*)+2-jrо(АВ-А*й*)= 
дt 2 дt 2 4 4 

=2_1.ro(A В еЮРв-<!!л )_ А В e-j(qiв -<!!л>)+ 
4 

т т т т 

+2- ·ro(A В ej(2ro1+qiв+<!!д) _A В e-j(2ro1+qiв+<!!д))= 
41 тт тт 

= _2_roA,,,Bm Sin( q>8 -q> А )-2.roA,,,Bm Sin(2rot + (j) А +(/)в). 
2 2 

Среднее значение 

(А дВ) =- (J) АтВт sin(q>в -q>A)= (J) АтВт sin(q>A -q>в), 
дt о 2 2 

Если 

OQ 

А= LAт(nro)cos[nrot-q>A(nro)]; 
п=О 

= 
В= LBm (nro)cos[nrot - q>8 (пrо)] , 

n=O 

то произведение 

= 
АВ = LAm (qro)Bm (rro) cos[qrot - q> А (qro)] cos[rrot - q>8 (rro)] = 

q,r=O 

1 = 
= - LAm (qro)Bm (rro){ cos[(q + r)rot - q> л (qro) - q> 8 (rro)] + 

2 q,r=O 

+ cos[(q - r)rot - q> л (qro) + q> 8 (rro)]}. 

(П.69) 

(П.70) 
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При усреднении по времени отличными от нуля будут только слагаемые, не 

зависящие от времени, т. е. соответствующие q- r = О, и 
1 т = 1 

(АВ)0 = - f АВ dt = L -А,п (пrо)В,,, (пrо) cos[ <р8 (пrо) - <р А (пrо)] = 
Т О п=О 2 

= 1 
= L -~ (nro)B,,, (nro) cos[ <р л (nro) - <р8 (nro)] = 

n=O 2 

{,1 · .• {,1 .• · = L., - ReA,n (пrо)В,,, (пrо) = L., - ReA111 (пrо)Вт (пrо). 
n=O 2 n=O 2 

Аналогично среднее значение 

( дВ) {, пrо • * • {, пrо • • • 
А- = L.,--ImA,,,(nro)Bm(nro) = L.,-ImAm(nro)Bm(nro). 

дt О п=О 2 п=О 2 

(П.71) 

(П.72) 

Таким образом, квадратичные соотношения также можно выразить через 

комплексные величины. При этом уравнения с квадратичными соотношениями 

значительно упрощаются, а следовательно, упрощаются и их решения. 

П.5. Специальные уравнения и их решения 

Электромагнитные процессы в средах описываются векторными неодно

родными уравнениями в частных производных вида 

1 д2А 
ЛА----=-х vz дt2 , 

называемыми неоднородными волновыми уравнениями Даламбера. 

(П.73) 

При решении векторные уравнения необходимо свести к независимым ска

лярным уравнениям для проекций векторов на координатные оси. Однако толь

ко в декартовой системе координат скалярное уравнение для каждой проекции 

будет иметь такой же вид, как и векторное. В криволинейной системе координат 

в проекцию лапласиана вектора на криволинейную ось будут входить проекции 

вектора как на данную, так и на другие оси. Исключение составляет цилиндри

ческая система, в которой согласно выражению (П.39) для составляющей z мож
но написать скалярное уравнение, совпадающее с векторным и не содержащее 

других проекций вектора. 

Векторы напряженности электромагнитного поля часто можно выразить че

рез вспомогательные функции F, например через электромагнитные потенциа
ль1, удовлетворяющие скалярным волновым уравнениям вида 

1 д2F 
ЛF----=-х v2 дt2 . 

(П.74) 
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В частности, уравнение вида (П.74) описывает электромагнитное поле, со

здаваемое источнихом (током или зарядом), характеризуемым величиной Х· 

Если пространство вокруг одного источника, сосредоточенного в малом 

объеме радиусом r0, изотропно, то решение уравнения (П.74) следует искать как 

сферическо-симметричное, т. е. F = F(r). Тогда для всех точек вне источника 
(Х =Опри r > r0) уравнение (П.74) переходит в однородное волновое уравнение 

ЛF-J__д2F=O 
v2 дt2 . (П.75) 

Решением этого уравнения является выражение вида 

F( )
- J1 (t- r/ v) f 2 (t + r/ v) 

r, t - --'-----'-- + --=-----'-. (П.76) 
r r 

Чтобы определить явный вид функцийf1 иf2, необходимо знать граничные и 
начальные условия. Первая функция f 1 (t- r/v) (называемая запаздывающей) 

представляет собой сферическую волну, распространяющуюся от источника со 

скоростью v. Вторая функция f 2 (t + r/v) (называемая опережающей) представ

ляет собой сферическую волну, сходящуюся из бесконечности к источнику с той 

же скоростью v (рис. П.12). 
В случае точечного источника или в случае, когда все источники располо

жены в области r < r0, волны, сходящиеся к этой области, не имеют физического 

смысла и Л = О, вследствие чего решением (П.75) будет 

f 1 (t-r/ v) 
F(r, t) =---- при r > ro. 

r 
(П.77) 

При r = r0 функция (П.77) вместе со своими производными должна плавно 

переходить в решение неоднородного уравнения с правой частью (П.74). Для 

предельного случая точечного источника ( r0 • О) решение этого уравнения 

имеет вид 

F( ) =X(t-r/ v) r,t -'--=-'---'--- . 

41tr 
(П.78) 

Учитывая принцип суперпозиции действия отдель

ных объемов источников, получаем 

F(r,t)=-1 f X(t-r/ v) dV. 
41t r 

(П.79) 

V 

д2F 
В случае малости величины по сравнению с 

дt2 

другими членами уравнение Даламбера переходит в 

' ' 
~ {2<1 + f) 

J;(t : 

,," 

/ 
/ 

/ 

/ 
1 

/ 

Рис. П.12. Сфериче

ские волны (к реше

нию волнового урав

нения) 
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уравнение Пуассона 

ЛF = X(t). (П.80) 

Решение этого уравнения можно получить из (П.79), пренебрегая запазды
ванием, т. е. 

F(r,t)=_!_f X(t) dV. 
41t r 

V 

Если F и Х не зависят от времени, то решение уравнения Пуассона имеет вид 

F(r)=-
1 

f Х dV. 
41t r 

V 

При Х = О уравнение Пуассона переходит в уравнение Лапласа 

ЛF=О. 

(П.81) 

(П.82) 

В частном случае монохроматического поля функцию F(r, t), соответству
ющую напряженности или электромагнитным поте~щиалам, согласно (П.67а) 

можно представить в символическом виде 

• • ·())t 
F(r, t) = Fm (r)e 1 , 

а функцию X(t), соответствующую плотности заряда или тока, - в виде 

x(t) =хт ej(J)f_ 

При этом уравнение (П.74) с учетом (П.67а) будет иметь вид 

ЛF' +k2F = Х, 

где k = rojv. 

(П.83) 

Решение этого уравнения, соответствующее решению (П.79), имеет вид 

. 1 f Х ej())(_t- r / v) 
F(r, t) =- т dV. (П.84) 

4n r 
V 

При Х = О уравнение (П.83) переходит в однородное волновое уравнение, 
называемое уравнением Гельмгольца: 

(П.85) 

При решении задач электродинамики уравнения в каждом конкретном слу

чае записьmаются в той системе координат q1, q2, q3, в которой граничные по

верхности совпадают с координатными поверхностями. При этом согласно ме

тоду Фурье частные решения этих уравнений представляются в виде произведе-
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ния трех функций, каждая из которых является функцией только одной пере
менной, т. е. 

(П.86) 

Для каждой функции получаются обыкновенные дифференциальные урав

нения второго порядка. Постоянные интегрирования находят из удовлетворения 

граничным условиям. 

Только в декартовой системе координат лапласиан от скаляра (П.8) и проек

циn векторного лапласиана (П.11) имеют один и тот же вид. В общем случае 

криволинейной системы координат это не так. Проекции векторного лапласиана 

на оси координат содержат не одну проекцию вектора и только в цилиндриче

ской системе координат проекция векторного лапласиана на ось z будет содер
жать только одну z-проекцию вектора. 

В цилиндрической системе координат уравнение Гельмгольца (П.85) для 

этой составляющей имеет вид 
. 2 . 

ЛАz +k Az =О, 
или 

!_i_(rдAz )+_!_ д2Аz + д2Аz +k2Az =О. 
r дr дr r2 да2 дz2 

(П.87) 

Решение этого уравнения согласно методу Фурье представляется в виде 

произведения трех функций, каждая из которых зависит от одной переменной: 

Az = R(r)Ф(a)Z(z) = RФZ. (П.88) 

Подставляя (П.88) в (П.87) и разделив на (П.88), получаем 

_1 -°-(r dR) +-1- d
2

Ф +_!_ d
2 

Z + k2 = О. 
rR dr dr r2Ф da2 Z dz2 

(П.89) 

Величина k является постоянной величиной, независимой от r, а и z. При 
фиксированных значениях r и z первое и третье слагаемые в уравнении (П.89) 
будут постоянными и, следовательно, 

1 d2Ф 2 ---= -n 
Ф da-2 ' 

(П.90) 

где п - постоянная величина. 

Решение этого уравнения 

Если п - действительная величина, то 

Ф = А1 соsпа+ A2 sinna. 
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_!_ d2z --k2 
Z dz2 - 0 

Z = В1 e -Jkoz+ В2 eikoz_ 

Если k0 - действительная величина, то 

С учетом (П.90) и (П.91) уравнение (П.89) имеет вид 

__!_____O__(r dR)-~ +х2 = О, 
rR dr dr r2 

где х2 = k2 -kl. 

Обозначив xr = х, получим 

--+--+ 1-- R =0 d
2 

R 1 dR ( п2 ) 
dx2 х dx х2 

- уравнение Бесселя, решением которого является 

R = С1Jп (х) + С2Nп (х), 

(П.91) 

где Jn(x) -функция Бесселя п-го порядка (рис. П.13); Nn(x) -функция Ней

мана п-го порядка (рис. П.14). 

Таким образом, решение (П.88) уравнения (П.87) имеет вид 

Az = [C1J п (х) + C2N п (х)][А1 соsпа + А2 sinna][B1 cosk0z + В2 sink0z] , 

J 

1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 
о IE---4----+~,,,___,.---Jc........JЧf--'\,----'JP-~c.....L..Y....---+ 

х 

- 0,2 

-0,4 

Рис. П.13. Графики функций Бесселя 
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0,8 

0,6 

0,4 

0,2 
о 1---+--Ч---J'-+-~~<........JL+,-~--~~f-L---т----+-

- 0, 2 

- 0,4 

- 0,6 

- 0,8 

Рис. П.14. Графики функций Неймана 

Az = [С1lп(х) + С2Nп(х)] [А, соsпа+ А2 sinna]x 

Х [В, e- Jkoz + В2 eJkoz ]. 

х 
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Постоянные интегрирования находят из граничных условий. При х = О (r = О) 
J O (О) = 1, J п (О) = О при п -::;:. О; N п (О) = -оо при любом п. Поэтому, если в рас
сматриваемую область входит значение х = О (r = 0), а по физическому смыслу 
решение должно иметь конечное значение, то функция Ней:мана из решения ис

ключается. 

Значения Апт-корней уравнения J п (х) = О и Впт-корней уравнения J~ (х) = О 
приведены в табл. П.2 и П.3 соответственно. Штрих означает производную по 

аргументу х. 

т n=O 
1 2,405 
2 5,520 
3 8,654 
4 11,792 

т n=O 
1 3,832 
2 7,016 
3 10,173 
4 13,324 

Таблица П.2 

КорннАпт 

n=1 n=2 n=3 
3,832 5,136 6,380 
7,016 8,417 9,761 

10,173 11,620 13,015 
13,323 14,372 16,224 

Таблица П.3 

КорннВпт 

n=1 n=2 n=3 
1,841 3,054 4,201 
5,331 6,706 8,015 
8,536 9,969 11,346 

11,706 13,170 14,586 
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Способы решения нелинейных волновых уравнений более трудоемки, чем 
линейных. Если влияние нелинейности невелико, то можно найти приближен

ные аналитические решения. При значительной нелинейности решения находят 

численными или графическими методами. При этом используют численные зна

чения параметров и начальных условий. Полученное решение справедливо лишь 

для одной определенной системы условий. 

Решение, полученное в аналитической форме, удобно для исследования в 

широких пределах изменения параметров. 

Наиболее результативным методом для исследования нелинейных электро

магнитных процессов в установившемся режиме является метод последова

тельных приближений (итерации). Этот метод закmочается в нахождении по 

известному приближенному решению уравнения следующего более точного 

приближения. Метод можно применять, если последовательность полученных 

приближенных решений сходится. 

Электромагнитный процесс в слабонелинейных средах можно описать 

уравнением вида 

d2 х 2 
-

2 
+ ro0x + f(x) = F(t), 

dt 
(П.92) 

где f(x) - малая по значению нелинейная функция переменной х. В линейном 

приближении это уравнение имеет вид 

d2 х 2 
--2 + ro0 x = F(t). 
dt 

Допустим, что это уравнение имеет решение х0. Это решение называется по

рождающим и может рассматриваться как приближенное решение нелинейного 

уравнения (П.92). 

Подставляя решение х0 в выражение для функции f(x) в уравнение (П.92), 
получаем 

2 d х 2 
- 2 + roox = F(t) - f(x0 ). 
dt 

Интегрируя последнее уравнение, находим решение х1 , которое является 
решением нелинейного уравнения (П.92) в первом приближении: 

Х1 = х0 + поправка. 
Следующее приближение получаем, подставляя в уравнение (П.92) первое 

приближение решения х1 : 

Полученное решение 

Х2 = х 1 + поправка 
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является решением уравнения (П.92) во втором приближении. 
Аналогично можно найти последующие приближения х3, х4, х5 и т. д. 
Метод медленно меняющихся амплитуд и фаз применяется в тех случаях, 

когда заранее известно, что форма колебаний близка к синусоидальной. Рас
смотрим нелинейное уравнение 

d
2

x 2 ( dx) --
2 

+ro0x+µf х,- =0, 
dt dt 

(П.93) 

где t( х, ~;) - функция, определяющая нелинейность и потери; µ - безраз
мерный параметр, указывающий на малость нелинейности и потерь. 

Решение уравнения (П.93) при µ = О представляет собой гармоническое ко-

лебание. Очевидно, что при малом µ решение близко к гармоническому и его 
можно представить в виде 

х = Ат (t) cos[ ro0t + <p(t)] = Ат (t) cos Ф(t), (П.94) 

где Ат (t) и <p(t) - соответственно амплитуда и фаза, медленно изменяющиеся 

во времени; Ф(t) = ro0t + <p(t). 

Условие медленного изменения амплитуды и фазы заключается в том, что 

они мало изменяются за период колебаний Т = 21t/ ro0 , т. е. 

1

_1_ dA.n 1 « roo; 1 d<pl « ffio-
A,,, dt dt 

(П.95) 

Производные величины х определяются выражениями 

dx dAm ( d<p) . - =--соsФ- Юо +- АmsшФ; 
dt dt dt 

(П.96) 

ct
2
x [d

2
A.n ( d<p)

2 
] [ ( d<p) dA.n ct

2
q, ] . -= --- ffio+- А.п соsФ- 2 ffio+- --+-А.п sшФ. (П.97) 

dt2 dt2 dt dt dt dt 2 

Нелинейная функция t( х, ~;) мала, что подчеркивается множителем µ в 

уравнении (П.93). Поэтому среди слагаемых производной dx , определяемой 
dt 

выражением (П.96), имеет значение лишь наибольшее слагаемое ro0~ sin Ф и 

/ ( х, ~;) = f (А,,, соsФ, -rooA.n sin Ф) 
или 
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1( х, ~:) = Р,п (t)cos(root + 'lf) = Р.п (t)cos'P, (П.98) 

где '11 = Ф + ('lf- <р ); '11- <р - фазовый сдвиг функции 1( х, ~:) относительно 
функции x(t), определяемой (П.94). 

Подставляя выражения (П.94), (П.97) и (П.98) в уравнение (П.93), пренебрегая 
вследствие их малости согласно условию (П.95) вторым:и производными ампли

туд и фаз, а также произведениями этих производных и учитьmая соотношение 

cos '11 = cos('I' - <р) cos Ф - sin('I' - <р) sin Ф, 

получаем 

2ro0 d<p А,,, cos Ф + 2ro0 dA,n sin Ф = Р,п [ cos('lf - <р) cos Ф - sin('lf - <р) sin Ф]. (П.99) 
dt dt 

Приравнивая коэффициенты при cos Ф и sin Ф в правой и левой частях 
уравнения (П.99), получаем 

d<p _ Рт COS('lf- <р) . 

dt- 2ro
0

Am ' 

d~1 Рт sin('lf - <р) 

dt 

Проинтегрировав эти выражения по времени, определим амплитуду А,п(t) и фа

зу <p(t). Затем подставим их значения в (П.94) и найдем решение уравнения (П.93). 

П.6. Энергетические уровни атомов и молекул 

Согласно теории Бора атом или молекула не могут находиться в состояниях 

с произвольной энергией, они могут находиться лишь в некоторых дискретных 

состояниях, называемых устойчивыми или стационарными. 

Энергетические уровни атомов водорода определяются выражением 

R wn =--2' 
п 

(П.100) 

те4 

где п = 1, 2, 3, ... - главное квантовое число; R = -
2
- - постоянная Ридбер-

8h Ео 

га; т - масса электрона; е -заряд электрона; h =6,6·10-34 Дж·с - постоянная 
Планка; Ео - электрическая постоянная. 

Согласно (П.100) энергия зависит только от главного квантового числа и от

рщательна для всех устойчивых состояний. Состояние с самой низкой энергией 



Пб. Энергетические уровни атомов и молекул 447 

соответствует п = 1 и движению электрона по самой 
близкой к ядру орбите. Это состояние назьmается 

основным или нормальным. 

n = 00 <<<<<<<<<<<<<<< 

п = 3 

С увеличением значения п энергия растет и при

ближается к нулю, энергетические уровни сближа-
п = 2 

ются (рис. П.15), орбиты движения электрона уда- п = 1 

ляются от ядра. Когда электрон удален от ядра на Рис. П.15. Энергетические 

бесконечное расстояние ( п = оо ) и находится в по- уровни атома водорода и 

кое, энергия атома предполагается равной нулю. водородоподобных ионов 
Электрон, удаленный от ядра, может находиться в движении, приближаться 

к ядру или удаляться от него. Кинетическая энергия двух частиц, приближаю

щихся друг к другу или удаляющихся друг от друга, положительна и может 

принимать любые значения (не квантуется). 

Поскольку электрон обладает некоторой массой и движется вокруг ядра, то 

это движение можно характеризовать 1 - орбитальным моментом количества 

движения электрона в атоме. Орбитальный момент квантуется и его можно оп

ределить по формуле 

111 = .Jl(l + 1) · h, 

где h = h/ (21t) ; l - орбитальное, или азимутальное квантовое число. При задан

ном значении п число l = О, 1, 2, ... , (п - 1). 
Поскольку электрон кроме массы обладает и зарядом, то при его вращении 

вокруг ядра возникает магнитный орбитальный момент, противоположный по 

направлению механическому моменту. Отношение магнитного момента к меха

ническому определяется величиной е!т, где е - заряд электрона; т - его масса. В 

магнитном поле магнитный момент и связанный с ним механический момент 

прецессируют вокруг направления магнитного поля. При этом угол прецессии 

(рис. П.16) имеет только определенные квантованные значения. Возможны лишь те 

н0 т1 углы, при которых проекция орбитального момента I на на

3 
2 

Рис. П.16. Простран

ственное квантование 

вектора I в магнитном 
поле Но 

правление поля имеет значение m11i, где т1 - магнитное 

квантовое число, которое при заданном значении l равно 

т1 = О, ± 1, ± 2, ± 3, ... , ± l. 

Электрон вращается вокруг собственной оси и обла

дает собственным магнитным моментом и моментом ко

личества движения s, назьmаемым спином. Этот момент 
квантуется и равен 

lsl =.Js(s + 1) · h, 

где s- спиновое магнитное квантовое число. Отношение 

спинового магнитного момента к механическому равно 

е/(2т). 
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Но s 

Рис. П.17. Простран

ственное квантование 

вектора s в магнитном 
поле Но 

В магнитном поле спин электрона может ориентиро

ваться лишь таким образом, что его проекция на направ

ление поля (рис. П.17) равна sh. Спиновое магнитное 
квантовое число имеет только два значения: 

1 
s=±-. 

2 

Квантовые числа п, l, т1, s определяют устойчивые со
стояния атома. Но значение энергии Wn (П.100) зависит 
только от главного квантового числа п. Следовательно, од

ному и тому же уровню энергии соответствует несколько 

различных состояний атома. Состояния атома с одинаковой 

энергией назьmаются вырожденными. Число состояний с 

одинаковой энергией называется степенью (кратностью) 

вырождения или статистическим весом. 

Для атома водорода каждому значению энергии, определяемому числом п, 

соответствует 

п-1 

g = 2~)21 + 1) = 2п2 

l=O 

устойчивых состояний. 

Обычно вырождение связано с симметрией. У атома водорода благодаря 

сферической симметрии внутриатомного электрического поля энергия не зави

сит от ориентаций орбитального и спинового моментов, что и приводит к выро

ждению энергетических уровней. Во внешнем магнитном поле Н симметрия на

рушается, атом приобретает добавочную энергию 

ЛW =Hmcos 0, 

где 0 - угол между направлениями магнитного момента m и внешнего магнит
ного поля Н. В этом случае вырождение снимается. Уровни, соответствующие 

одному и тому же значению п, расщепляются. Состояния с разными магнитны

ми квантовыми числами mz соответствуют различной энергии. 
Аналогичной схемой уровней энергии обладают водородоподобные ионы 

(Не+, Li2+, Ве3+ и др.), состоящие из ядра с зарядом Ze (Z - порядковый номер 
элемента в периодической системе Менделеева) и одного электрона. При этом 

уровни энергии 

RZ 2 

wn =---2- · 
п 

В многоэлектронном атоме каждому отдельному электрону можно припи

сать те же квантовые числа, что и одному электрону, движущемуся в поле атом

ного ядра п, l, т1, s. Это справедливо, так как действие всех других электронов 
можно заменить приближенно некоторым средним полем с центральной сим-
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метрией. Но поскольку симметрия в этом случае все же нарушается, то энергия 

будет зависеть от значения не только п, но и l: 

RZ2 

W1= ---, 
п, ( )2 n+a 

где а = a(l) - поправка Ридберга, зависящая от орбитального квантового числа l и 

быстро стремящаяся к нулю с уменьшением значения l. Таким образом, при за
данном значении п энергия увеличивается с ростом значения l. 

Степень вырождения при заданных значениях п и l 

g 1 = 2(21 + 1), 

т. е. энергии Wn,t соответствует 2(2/ + 1) состояний. 

Согласно принципу Паули не может быть двух электронов в одном и том же 

состоянии, т. е. никакие два электрона не могут характеризоваться одинаковым 

рядом квантовых чисел п, l, т1, s. Электроны, имеющие определенные значения 
п и l, образуют электронную оболочку, которую заполняют 2(21 + 1) электронов. 

Электроны с l = О, 1, 2, 3, ... называют электронами s, р, d,f, ... , а энергетиче
ские уровни соответственно обозначаются 1s, 2s, 2р, 3s, 3р, 3d и т. д., где цифра 

соответствует значению квантового числа п. Уровни с одинаковыми значениями 

п, l , но с разными значениями т1, s можно считать вырожденными, если пренеб
речь взаимодействием электронов друг с другом и с магнитным полем, создавае

МЬIМ орбитальньIМ движением электрона и его спиновьIМ магнитньIМ моментом. 

При последовательном заполнении электронами оболочек атома образуется 

основная, или нормальная, электронная конфигурация: 

водород (Z = 1) - ls; 
гелий (Z = 2) - ls2; 
аргон (Z = 18) - 1s22s22p6зs2зp6 

( степень определяет число электронов в оболочке, Z - порядковый номер эле

мента). 

Согласно постулатам Бора энергия электрона при движении в пределах 

электронной оболочки не изменяется. Изменение энергии происходит при пере

ходе электрона с одной электронной оболочки, соответствующей, например, 

уровню энергии W1, на другую - с энергией W2• Расстояние между электрон

НЬIМи уровнями атома составляет 1 .. . 2 эВ. 
При поглощении энергии один или несколько электронов переходят на бо

лее удаленные электронные оболочки, соответствующие более высоким уров

ням энергии. При этом образуются возбужденнь1е электронные конфигурации. 

Например, для гелия конфигурация 1s2p соответствует переходу одного элек
трона с уровня 1s на уровень 2р. 

Каждый электрон в атоме обладает орбитальньIМ моментом количества 

движения lk и спином sk. Векторная сумма орбитальных моментов отдельных 
электронов в атоме называется орбитальным моментом атома L ; векторная сум

ма спинов всех электронов в атоме называется спиновым моментом атома S: 
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z z 
L=Ilk; S=Isk, 

k=I k= t 

где Z - порядковый номер элемента. 

Поскольку векторная сумма моментов электронов заполненных оболочек 

атома равна нулю, то суммарные моменты L и S определяются соответственно 
суммой моментов lk и sk электронов незаполненных оболочек атома. 

Поскольку моменты lk и sk отдельных электронов квантованы, то и резуль
тирующие моменты атомов L и S также квантованы. Величина ILI может при
нимать дискретные значения 

ILI =.JL(L+ 1) · h, 

где L- целое число, значения которого лежат в пределах от ltlk lmin до ltlk lmax · 
Аналогично 

ISI =✓S(S +1) ·h, 

где S -целое число для четного числа электронов и полуцелое число для нечет
ного в тех же пределах. 

Полный момент количества движения атома 

J=L+S 

также принимает только квантованные значения 

IJI =✓J(J +1) ·h, 

где J - целое число при четном числе электронов и полуцелое число при нечетном: 

J = L+ s, L+ S-1, ... ,IL-SI. 

При полном заполнении всех оболочек J = О, степень вырождения уровня энер
гии при заданном значении J равна 2(J + 1). 

Если атом с полным моментом J поместить в магнитное поле, то происхо
дит пространственное квантование, и проекция J на направление поля может 
принимать значения M1h, где М1 =0, ±1, ±2, ... 

В магнитном поле состояния с различными квантовыми числами М1 имеют 
различную энергию (эффект Зеемана), в электрическом поле различную энергию 

имеют состояния с различными значениями IM 1 1 (эффект Штарка). 

Энергетические уровни молекул имеют более сложную схему, чем энерге

тические уровни атомов. В молекуле наряду с движением электронов относи

тельно ядер возможно колебательное движение атомов относительно друг друга 

и вращательное движение молекулы как единого целого. 
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Полная энергия невозмущенной молекулы 

W = Wэл + Wкол + Wвр • 

где Wэл, Wкол, Wвр - соответственно электронная, колебательная и вращательная 
энергиn. 

Энергии внутримолекулярных колебаний и вращения квантованы. При этом 

Wэл » Wкол » Wвр· Поэтому к электронным уровням атомов добавляется после
довательность колебательных энергетических уровней, заканчивающихся сверху 

границей, за которой начинается сплошной спектр, соответствующий распаду 

молекулы на части (диссоциация). К каждому колебательному уровню примыка

ет последовательность вращательных уровней. 

Расстояние между электронными уровнями молекулы, как и в атоме, со

ставляет 1 ... 2 эВ. Электронные уровни молекулы расщепляются, так как любой 
атом молекулы находится в электрическом поле ее остальных атомов. Расщеп

ление определяется эффектом Штарка. 

У молекул, состоящих из большого числа атомов, большое число колеба

тельных и вращательных энергетических уровней. В действительности уровни 

не являются бесконечно узкими, а имеют конечную ширину. Если расстояние 

между соседними уровнями меньше их ширины, то уровни сливаются в энерге

тические полосы. 

В средах наблюдается взаимодействие частиц друг с другом. Газы ввиду 

слабого взаимодействия частиц имеют узкие энергетические полосы. В твердых 

и жидких средах отдельные атомы и молекулы могут находиться настолько 

близко друг к другу, что их внешние электронные оболочки перекрываются и 

взаимодействуют друг с другом. Это приводит к тому, что в твердых и жидких 

средах вместо узких полос образуются широкие энергетические зоны. 

Населенность энергетического уровня определяется числом частиц N; в едини
це объема вещества, находящихся на данном уровне, деленном на статистический 

вес g;. Если вырождение отсутствует, то населенность определяется числом частиц 
в единице объема вещества, находящихся на данном энергетическом уровне. 

При условии термодинамического равновесия населенность уровня опреде

ляется выражением 

_ W; 

_N_; = _N_o_e_kт_ 
w.' 

L g; e- k; 
j 

(П.101) 

называемым распределением Больцмана. Здесь N; - число частиц, находящихся 

на i-м уровне в единице объема вещества; g; - статистический вес состояния i; 
W; - энергия, соответствующая уровню i; k - постоянная Больцмана, равная 

1,38-10-23 Дж/К; N0 - полное число частиц, находящихся на всех уровнях веди
нице объема вещества; Т - абсолютная температура. Суммирование проводится 

по всем уровням. 
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Согласно распределению Больцмана населенность уровней возрастает с по

вышением температуры Т. Однако при любой температуре населенность верх

них уровней меньше населенности нижних. При абсолютном нуле тепературе 

(Т = О К) все частицы находятся на самом нижнем уровне ( основное состояние). 
Из распределения Больцмана следует соотношение между населенностями 

различных уровней 

Если вырождение отсутствует, то распределение Больцмана имеет вид 

_W; 

N е kT 
N - о i - -~-w:-,-. ' 

Ie- kT 

i 

а соотношение между населенностями различных уровней 

N - w.-wm 
_п_=е kT 

Nm 

(П.102) 

Система, подчиняющаяся распределению Больцмана, может только погло

щать энергию, т. е. является пассивной. 

П.7. Квантовые переходы 

Переход атома или молекулы из одного энергетического состояния, соот

ветствующего определенному уровню энергии, в другое, соответствующее дру

гому уровню, называется квантовым переходом. При переходе с более низкого 

на более высокий уровень система поглощает энергию, при переходе с более 

высокого на более низкий - отдает. 

Различают излучательные и безызлучательные квантовые переходы. При 

безызлучательных переходах изменение энергии не связано с излучением, т. е. 

испусканием или поглощением фотонов. Энергия системы изменяется при взаи

модействии с другими атомами или окружающей средой (взаимодействие с кри

сталлической решеткой, соударение атомов газа друг с другом и со стенками 

сосуда и т. д.). При излучательных переходах система излучает или поглощает 

электромагнитное излучение в виде квантов, энергия которых равна 

hro;k = wi - wk . 

Переходы атома или молекулы возможны лишь между определенными 

уровнями, удовлетворяющими правилам отбора. 
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Совокупность излучательных квантовых переходов с нижних уровней на 

верхние образует спектр поглощения, совокупность переходов с верхних уров

ней на нижние образует спектр излучения. 

Спектры, соответствующие квантовым переходам между электронными уров

нями, имеют вид отдельных спектральных линий и назьmаются линейчатыми. 

Квантовые переходы между электронными уровнями, соответствующими внешним 

оболочкам, образуют спектры, лежащие в видимой и ультрафиолетовой областях. 

Переходы электронов из внепmи:х оболочек в глубинные соответствуют рентгенов
скому спектру. 

У молекул наряду с большими именениями энергии при квантовых перехо

дах между электронными уровнями Л Wэл могут происходить меньшие измене-

ния энергии при переходах между колебательными уровнями Л Wкол и еще 

меньшие при переходах между вращательными уровнями Л w.P. Частота излу

чения или поглощения в этом случае равна 

лwэл +лwкол +лw.р 
О) = = (J)эл + (J)кол + ro.p. 

1i 

Переходы, связаннь1е с изменениями энергий Wэл, W.ол и Wвр, образуют элек

тронно-колебательно-вращательные спектры, лежащие в видимой и ультрафиоле

товой областях. При Л Wэл = О, Л W кол -.:1:- О и Л w.r -.:1:- О образуются колебательно-

вращательные спектры, лежащие в инфракрасной области. При Л Wэл = О, 
Л Wкол = О и Л w.P -.:1:- О - вращательные спектры, лежащие в далекой инфракрас

ной области и в области сантиметровых и миллиметровых волн (СВЧ-диапазон). 

СВЧ-диапазону соответствуют переходы между подуровнями, образующиеся при 

расщеплении уровней энергии в электрических (эффект Штарка) и в магнитных 

(эффект Зеемана) полях. 

П.8. Уравнение Шредингера 

Согласно представлениям квантовой механики изменение энергии поля 

происходит не непрерьmно, а квантами. Энергия поля излучается и поглощается 

в виде квантов. Энергия кванта 

W = 1iro, 
h 

где 1i = 
2

1t; h = 6,6 · 10-34 Дж· с - постоянная Планка; ro - круговая частота. 

Импульс кванта 

w О) 
р =- = 1i- = 1ik, 

V V 

где k - волновой вектор; v - вектор скорости распространения. 
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Наряду с этим, частицы обладают волновыми свойствами. Движение внутри 
атома также является волновым и характеризуется волновой функцией, изме

няющейся по периодическому закону в каждой точке пространства: 

(П.103) 

Здесь 'l'o - амплитуда, которая в случае движения материальной точки массы т 

зависит только от координат пространства. 

Из (П.103) следует, что волновая функция является решением волнового 

уравнения 

и, учитывая, что для свободной частицы 

k2 =L = 2тW,шн 
ti2 h2 

' 

где т - масса частицы; Wкин - ее кинетическая энергия, получаем волновое 

уравнение 

л . 2mw . о 
'1'+-2 кин'I'= · 

h 
(П.104) 

Если частица находится под воздействием внешних сил, то ее кинетическая 

энергия 

Wкин=W-И. (П.105) 

Здесь W - полная энергия частицы; И = И ( r) - потенциальная энергия частицы. 

Подставляя (П.105) в (П.104), получаем уравнение Шредишера. 

Л\j,+ 2~ (W -U)\jf = О, 
h 

(П.106) 

решения которого (П.103) являются собственными волновыми функциями, ха

рактеризующими стационарные состояния системы ( частицы или совокупности 
частиц). Дифференцируя (П.103) по времени, получаем 

откуда следует, что 

д\j! .W. 
дt = } h "', 

W . "h д\j! '1'=-1 -. 
дt 

(П.107) 

Подставляя (П.107) в (П.106), получаем уравнение Шредишера в более об

щем виде: 
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·п д\j! li
2 

л · и · } - =- '1'- '1'· 
дt 2m 

(П. 108) 

Уравнение Шредингера линейное, и его решения удовлетворяют принципу 

суперпозиции, т. е. если волновые функции \j/1 и \j/2 являются решениями и 

характеризуют два состояния системы, то функция 

(П.109) 

где а 1 и а2 - некоторые постоянные, также является решением. 

В общем случае 

(П.110) 
п 

Из решения уравнения Шредингера с учетом граничных условий следует, 

что полная энергия W может принимать лишь определенные отрицательные соб
ственные значения Wn, которым соответствуют собственные волновые функции 
\jl п. Эти значения Wn и \jJ" характеризуют стационарные состояния, соответст
вующие боровским орбитам. При переходе из одного стационарного состояния в 

другое энергия меняется скачком. 

Физический смысл волновой функции (П.103) определяется выражением 

Функция '1'о зависит только от координат пространства, и величина 1'1'12 

представляет собой плотность вероятности нахождения частицы в момент вре

мени t в определенной точке пространства. 
Собственные функции, соответствующие различным собственным значени

ям волнового уравнения, взаимно ортогональны, т. е. 

f 'V;'V: dV=0 при i"F-k, 
V 

где i и k - индексы, определяющие два различных состояния. Интегрирование 

распространяется на все конфигурационное пространство. 

Если собственные функции нормированы, то 

f 'V;'V: dV = oik• (П.111) 

V 

где 

s: . -{1 при i = k, 
U,k -

О при i "F-k. 

Из вероятностного характера волновой функции следует принцип неопреде

ленности Гейзенберга, согласно которому нельзя одновременно точно опреде

лить координаты и импульс частицы, координаты и скорость, т. е. 
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ЛхЛр zh; 

h 
ЛхЛvz-, 

т 

ЛWЛt z h, 

где Лх, Лр, Лv, ЛW - неопределенность определения соответственно координа

ты, импульса, скорости и энергии частицы; Лt - неопределенность определения 

времени, в течение которого частица может иметь энергию W0 ± Л W. 

или 

Из последнего соотношения следует 

h 
Лtz-

ЛW 

ЛrоЛt z 1. (П.112) 

Чтобы получить сведения о системе, необходимо провести измерения, при

чем измерения могут дать значения, характеризующие лишь одну сторону про

цесса. Или получим набор значений, характеризующих положение частиц, или 

получим набор значений, характеризующих их импульсы. Создать условия, при 

которых одновременно можно провести точные измерения и тех и других значе

ний, невозможно. 

П.9. :Квантовые ансамбли 

Совокупность одинаковых частиц, находящихся в одиваковых макроскопи

ческих условиях (температура, давление, внешнее поле и т. д.), называется кван

товым ансамблем. Среднее значение любой величины, характеризующее со

стояние квантового ансамбля, называется средним по ансамблю. Эти средние 

значения характеризуют и поведение частиц, входящих в ансамбль. При этом 

состояние всей макроскопической системы в целом характеризуется средними 

значениями величин для ансамблей, входящих в ее состав. 

Если состояние всех частиц, входящих в ансамбль, до измерения каких-либо 

величин описывается одной и той же волновой функцией \jl, то ансамбль назы
вается чистым. При этом измерение какой-либо величины L может дать целый 
ряд значений L1, ~. Lз, L4 и т. д., и среднее по ансамблю значение 

~ '°'n.L. 
L = L,;-' _,' 

i п 

где п - число всех измерений; n; - число измерений, дающих одинаковое зна

чение L;. 
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Каждому значению L; соответствует собственная функция 'V;, так как каж
дое измерение приводит систему к новому состоянию. Чтобы повторить измере

ние, необходимо вернуть систему в исходное состояние. При этом согласно 

принципу суперпозиции (П.11 О) 

п 

Комплексно сопряженная функция 

т 

плотность вероятности 

" m;t;n п 

Второе слагаемое в последнем выражении называется интерференционным, 

и в случае чистого ансамбля оно отлично от нуля. 

Смешанным называется ансамбль, состоящий из групп, в каждой из которых 

состояние частиц характеризуется своей собственной функцией 'lf;, т. е. смешан

ный ансамбль представляет собой совокупность чистых ансамблей. 

Плотность вероятности в случае смешанного ансамбля представляется сум

мой плотностей вероятностей всех чистых ансамблей 

L l'VJ (i = 1, 2, 3, ... , п), 
i 

где п - число чистых ансамблей, входяших в сложный смешанный анзамбль. В 

этом случае интерференционный член равен нуmо. 

Состояние частиц, входящих в смешанный ансамбль, нельзя описать одной 

волновой функцией. Для описания состояния смешанного ансамбля использует

ся сложная функция, называемая матрицей плотности. 

П.10. Операторы и их свойства 

Оператором назьmается математическое понятие, обозначающее совокупность 

математических действий, устанавливающее соответствие между функциями. 

В квантовой механике применяются линейные операторы, удовлетворяю

щие условию 

л л л 

(П.113) 

л 

где L - оператор; и 1 (х) и и2(х) -функции, на которые действует оператор. 
Действие оператора на сумму функций эквивалентно сумме результатов 

действия этого оператора на каждую функцию. 
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л л 

Действие алгебраической суммы операторов L1 и L2 на функцию эквива-

лентно алгебраической сумме результатов действий операторов на функцию: 

л л л л 

(L1 ± L2)u(x) = L, и(х) ± L2 и(х). (П.114) 

Линейные операторы коммутативны, т. е. 

л л л л 

и ассоциативны, т. е. 

Л Л Л А Л Л 

L1+ (L2+ Lз)= (L1+ L2) + Lз. 

Произведение двух операторов удовлетворяет свойству ассоциативности, т. е. 

л л л л 

и свойству дистрибутивности: 

лл л лл лл 

L1 (L2+ Lз) = L1 L2+ L1 Lз. 

Свойство коммутативности для произведения в общем случае не имеет места: 

л л л л 

Перестановочное соотношение для операторов Li и Lz обозначается в виде 
лл лл лл 

[L1 L2] = L1 L2-L2 L1, 

откуда следует, что 

л л л л 

[L1 L2] =-[L2 L1 ]. 

Линейный оператор, удовлетворяющий соотношенmо 

J 
л J л, 

и;(x)Lu2(x)dx= u2(x)L u~(x)dx, (П.115) 

называется самосопряженным или эрмитовым. Здесь и• ( х) функция ком-

л, V 

плексно сопряженная с и(х); L - оператор, комплексно сопряженныи с опера-

л 

тором L. 
В квантовой механике применяются только эрмитовы операторы, так как 

только такие операторы могут изображать действительные физические величины. 
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В результате действия оператора на некоторую функцию в общем случае 
получаем новую функцию 

л 

Lu(x) = <р(х). 

Однако для некоторых функций и(х) в результате действия оператора полу
чим ту же функцию, умноженную на некоторое постоянное число: 

л 

Lu(x) = Lu(x). (П.116) 

л 

Число L называется собственным значением оператора L, а функция и(х), 

удовлетворяющая уравнению (П.16), называется собственной функцией опера

тора. 

Если оператор является линейным дифференциальным оператором, то урав
нение (П.116) будет линейным дифференциальным уравнением, имеющим при 

заданных граничных условиях ненулевые решения лишь при определенных 

значениях L, являющихся собственными значениями. Обычво имеется множест
во собственных значений и собственных функций. Совокупность всех собствен

ных значений образует дискретный или сплошной спектр. 

Собственные значения самосопряженного оператора всегда действительные. 

Собственные функции линейного самосопряженного оператора удовлетворяют 
условию ортогональности 

f и,:ип dV = О при т -:;:. п. 
V 

Совокупность собственных функций ип (п = О, 1, 2, ... ) образует полную 
систему, т. е. любая непрерывная функция, заданная на том же интервале, что и 

ип, удовлетворяющая таким же граничным условиям, может быть представлена в 

виде ряда 

(П.117) 

где 

ап = f <ри: dV. 

Ряд (П.117) сходится, если интеграл f lq,1 2 
dV существует. 

V 

В квантовой механике операторы служат для аналитического описания фи

зических величин. При этом значения физической величины, определяемые 

опытным путем, должны совпадать с собственным значением оператора. По

скольку физическое значение представляется действительным числом, то опера

тор, соответствующий ей, должен быть самосопряженным. 
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П.11. Операторы энерrии и импульса 

Уравнение Шредингера (П.106) можно представить в следующем виде: 

[-;: Л +U(x;)]\jl = W\jl, 

т. е. воздействие оператора 

[-;: Л+И(х;)] (П.118) 

на функцюо \jJ равносильно умножению ее на величину W - полную энергию сис

темы. Таким образом, оператор (П.118) является оператором полной энергии, его 

назьmают также гамильтонианом и обозначают символом Й. В этом операторе 

удобно заменить функцию И (х;) оператором потеIЩиальной энергии f) (х;) : 

л ti2 л 
Н =--Л+ Н(х;). 

2m 

При этом уравнение Шредингера для стационарных состояний принимает вид 

или согласно (П.107) вид 

Й\jl = W\jl 

•1,. д\jl нл . 
-Jп-= '11· 

дt 

(П.119) 

(П.120) 

Поскольку полная энергия системы равна сумме кинетической и потенци

альной энергий, то согласно уравнению (П.120) оператор кинетической энергии 

С другой стороны, 

и 

где р - оператор импульса. 

л h2 
Wки:н =--Л. 

2m 

W = mv2 р2 
кип 2 2m 

л2 
л р w =--, 
кип 2m 

Сравнивая формулы (П.121) и (П.122), получаем 

р2 = -h2Л' 

(П.121) 

(П.122) 
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или 

П.12. Среднее значение. Матрицы 

А А 

p=jhV, 

А •f. д 
Р; =1п-д , 

Х; 

где Р; - проекция оператора р на оси координат. 
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Среднее значение, или математическое ожидание, физической величины х 

определяется выражением 

"" 
х = f xf(x) dx, (П.123) 

где f(x) - плотность вероятности случайной непрерьmной веmrчины. 

Ecmr х - координата, то ее среднее значение 

= 
х = f x\j/ (x)\jl(x) dx, 

где 

Среднее значение функции F(x) 

= 
F(x) = f \jl' F(x)\jl dx. (П.124) 

Среднее значение оператора L 

L = f \j1 * L \j1 dV ' (П.125) 

V 

где интегрирование проводится по конфигурационному пространству, т. е. по 

совокупности координат, определяющих положение частицы и ее элементарных 

частей в пространстве. 

а 

Поскольку L действительная измеряемая величина, то 

L=L•, 

L* = f \j!I,*\jl* dV, 
V 

т. е. оператор должен удовлетворять условию (П.115). 

Поскольку согласно формуле (П.11 О) 

(П.126) 



462 Математические и физические дополнения 

п т 

то, комбинируя попарно волновые функции \j/
11 
и \j/

111
, получаем согласно (П.126) 

последовательность средних значений, в общем случае зависящих от времени: 

Lnm (t) = f 'V: L 'Vn dV = L: n (t), (П.127) 

V 

которые можно представить в виде эрмитовой матрицы, рассматривая L11"' как 

элемент матрицы, где первый индекс относится к номеру строки, а второй - к 

номеру столбца: 

r
L11 

[L(t)] = ~_1 

Алгебра операторов соответствует алгебре матриц. Переход от операторов к 

матрицам соответствует переходу от дифференциальных уравнений к алгебраи

ческим уравнениям. 

П.13. Матрица электрического дипольного момента 

Элемент матрицы электрического дипольного момента, согласно (П.127) 

определяется выражением 

Ре пт (t) = f 'V:1\'V п dV, (П.128) 

V 

где р, - оператор дипольного момента, и интегрирование проводится по кон

фигурационному пространству частицы (атома или молекулы). 

Движение электронов можно охарактеризовать вероятностью нахождения 

их в той или иной точке пространства. Совокупность этих точек можно рассмат

ривать как электронное облако. Вероятность нахождения электронов в объеме 

dV при стационарном состоянии, характеризуемом волновой функцией \j/
11

, оп

ределяется выражением 

плотность заряда в данном объеме -

а среднее значение дипольного момента, соответствующее диагональному эле

менту матрицы (П.128), 

Ре пп =ef 'V:,\jf11rdV =ef \jf:r\j/11 dV, (П.129) 

V V 
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где r - радиус-вектор, проведенный из начала координат, где находится ядро 

атома или центр тяжести зарядов ядер молекулы, к произвольной точке элек

тронного облака; интегрирование проводится по конфигурационному простран

ству частицы. При симметричном распределении электронного облака выраже

ние (П.129) равно нулю, при несимметричном - постояннму значенюо. Дейст

вительно, в последнем случае, если r не зависит от времени, то согласно (П.103) 

подынтегральное выражение в (П.129) от времени также не зависит. 

Переходы между двумя уровнями т и п происходят в обе стороны, и с уче
том формулы (П.103) можно записать 

Репт = е f \jl:r\jlп dV = е f \jl;mr\jlon ejro"'"
1 
dV; 

V V 

f . * . dV f . * . - jro I dV Ретп =е 'lfпГ'lfm =е 'l'опГ'lfоте пт ' 

(П.130) 

V V 

где 

W,, -Wm 
ro"m = п 

Недиагональные элементы матрицы (П.128) зависят от времени и опреде

ляют поглощение или излучение энергии частицей при соответствующих пере

ходах. 

Обозначим 

Гтп = f \jl;mr\jlon dV; 
V 

* f. * . dV r"m = rm,, = 'lf o"Г'lf om · 
V 

Поскольку это действительные величины, то 

rпт = r тп = f \j1: r\j! п dV, 
V 

и в общем случае электрический дипольный момент может быть представлен в 

виде эрмитовой матрицы 

[p,(t)]= 

Р, 11 

р ej(l)zJI 
е 21 

jЮ,,Jf 
Р, 111 е 

где Peik = Peki; щk = -(J)ki" 

Р,22 
(П.131) 

Реп11 

В случае квантовомеханической системы с двумя энергетическими уровня

ми, считая, что другие уровни достаточно далеко удалены от этих двух уравне

ний и не взаимодействуют с ними, матрицу дипольного момента запишем в виде 
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Р, ejfi>izt ]· 

Р,22 

В большинстве случаев ввиду симметричв:ости электронного облака ди

польные моменты, соответствующие стационарным состояниям, равны нуmо и 

[ 
о ре eojФjzt ]· [p, (t)] = j (i>J.1I (П.132) 

р, е 

П.14. Матрица энергии 

Согласно выражению (П.127) элементы матрицы энергии определяются вы

ражением 

Н"т = f \jl: )1\jl" dV, (П.133) 

V 

где Н - оператор энергии, и интегрирование проводится по конфигурацион

ному пространству. 

Если оператор Н не зависит от времени, а согласно формуле (П.103) 

.W"t . - . } ;, 
'Vn -'Vоп е ' 

то подынтегральное выражение (П.133) имеет вид 

· *л · · *л . jrot 
'V m H\jf 11 = 'V От H\jf Оп е пт ' 

где 

Прит=п 

\jl:н\jl,, =\jl~,,11\j,0,,. 

Таким образом, диагональные элементы матрицы не зависят от времени и соот

ветствуют стационарным состояниям, недиагональные - зависят от времени и со

ответствуют переходам системы из одного стационарного состояния в другое. 

В случае квантовомеханической системы с двумя энергетическими уровня

ми W1 и W2 (W1 < W2) стационарные состояния описываются волновыми функ

циями вида (П.103): 

j W1 1 jW2 1 . ;, . ;, 
'Jf 01 е и 'Jf 02 е · 

Подставляя эти волновые функции в уравнение (П.119), получаем 
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Ho'Vo1 = W1'Vo1; Ho'Vo2 = W2'Vо2-
Здесь Н O - гамильтониан невозмущенной системы (частицы), который соглас
но формуле (П.127) можно представить в виде матрицы. С учетом условия орто
гональности (П.111) получаем 

или 

Нон= f \j,~1 Но 'Vo1 d V = W1; 
V 

Но12 = f 'V~1 Но 'Vo2 d V = О; 
V 

Но21 = f 'V~2 Но 'Vo1 d V = О; 
V 

Н 022 = f 'V ~2 Но 'V 02 d V = W2, 

V 

(П.134) 

Под воздействием поля излучения частиц Е система уже не будет находиться в 

стационарном состоянии. Состояние системы будет определяться уравнением 

(П.120): 

-jnд\jl =[Н0 + U(t)]\jl, 
дt 

где И(t) - оператор возмущения. 
При дипольном взаимодействии 

U(t)=-p,E, 

и уравнение (П.135) можно представить в виде 

.д\j! л лл . 
- 1n- = [ Н0 - р Е] \Jf, 

дt е 

где [ Н O - ре Е] - гамильтониан возмущенной частицы. 
Согласно (П.134) и (П.132) 

[ 

РеЕ] W Е (О --
л л л - i - Ре - i п [Но-РеЕ]-[_ ]-п Е . 

РеЕ W2 -~ со 
п 2 

ч Wп -Wm б 
астоты со11"' = п также о разуют матрицу 

(П.135) 

(П.136) 
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[ro]=[ ;, 
ffi12 ... 

ro,"] о ... (1)2п 

(l)nl (l)n2 о 

П.15. Матрица ПЛОТНОСТИ 

Систему частиц можно разделить на груmrы, в каждой из которых частицы на

ходятся в определенных энергетических состояниях с энергией W;, характеризуе
мых волновыми функциями \j/; (i = 1, 2, 3, ... ). Статистический вес гpymr 

N . 
g - , 

i -н· 

где N; - число частиц i-й груmrы; N - полное число частиц. 

Очевидно, что 

Среднее значение некоторой величины р для всей системы равно 

р = Lg;P;, (П.137) 

где Р; - среднее значение величины р для i-й группы согласно (П.124) опреде

ляется выражением 

Р; = f \jf: Р;о/; dV. (П.138) 

V 

Функции о/; и \j/; согласно (П.110) можно представить в следующем виде: 

,if. = "aU\if , 
't'i L..J п 'Yn' 

п 

. * - " (i). * \jf; - L,an 'Vm· 
п 

Подставляя (П.138) и (П.139) в (П.137), получаем 

~ - " "" (i)• (i) Р- L,g;L,L,am ап Рmп' 
,п п 

где Ртп = f \jf :p\jf п dV - матричный элемент, или 
V 

Р = LPmnPmn' 
т,п 

где 

- " (i)• (i) Ртп - L,giam ап 

(П.139) 

(П.140) 

(П.141) 
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- матричный элемент матрицы [р] , называемой статистической матрицей или 

матрицей плотности. 

Диагональные элементы матрицы плотности Ртт определтот вероятность на

хождения системы в данном состоянии 'l'm, поэтому эти элементы не бьmают 
отрицательными и сумма всех диагональных элементов равна единице. Недиаго

нальные элементы Ртп характеризуют квантовые переходы из состояния 'l'm в со
стояние 'l'п (с энергетического уровня т энергии на уровень п). Поскольку среднее 

значение физической величины должно быть действительным, то матрица плот

ности является эрмитовой. 

Выражение (П.140) можно представить также в виде 

(П.142) 

т. е. среднее значение величины равно сумме диагональных элементов матрицы, 

представляющей собой произведение матриц [р] и [р]. 
Если система изменяется во времени, то 

Ртп = L8;a~)*(t)a~i) (t); 
i 

[ 

(i)* (i)] др тп _ I дат и) (i)* дап -- - g . --а +а --
дt . , дt п т дt . , 

да(i) 

Величину _п_ определим с помощью уравнения (П.120): 
дt 

н· -- ·п д\j,; 
'I'; - ] дt ' 

где величину 'V; представим в виде 

п 

(П.143) 

Здесь \j, п - собственные функции оператора iI. Подставляя это разложение в 
выражение (П.143), умножая обе части на \j,: и интегрируя, получаем 

(П.144) 

где 

Н тп = f \j, :, Н \j, п dV. 
V 

С учетом выражения (П.144) и эрмитовости матрицы энергии в формуле 

(П.143), а именно Нт; = Н;:, получаем 
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д . 
_е. = 1. (Нр-рН) = [Нр] 
дt h 

(П.145) 

- закон изменения матрицы плотности [р] во времени. Здесь [Нр] - квантовые 

скобки Пуассона. 

П.16. Вероятность перехода 

Частица может находиться только в определенных энергетических состоя

ниях. Под юшянием внешних воздействий она может переходить из одного со

стояния в другое. 

Пусть в момент времени t < t1 частица находится в стационарном состоянии, 

jWmt 

определяемом волновой функцией 'Vот ( r) е 11 • В промежутке времени t1 < t < t2 

частица подвергается внешнему воздействmо (возмущенmо) и переходит в нo-

jwnr 

вое стационарное состояние, характеризуемое волновой функцией \j, 0,, ( r) е 11 • 

Переход частицы из одного состояния в другое - вероятностный процесс. 

Уравнение Шредишера в данном случае имеет вид (П.120): 

-jnд\jl =[Й0 + И(t)]\jl, 
дt 

где Й O - гамильтониан невозмущенной системы, а 

л {И8 (t) при ti ~ t ~ t2, 
U(t)= 

О при t < t1 и t > t2 

- оператор возмушения, характеризующий внешнее воздействие. 

Уравнение Шредингера для невозмушенной системы имеет вид 

'"'- д1ir Нл • - Jn _'У = 11r-
дt О'У• 

его решение 

(П.146) 

jW1t 

\j,1 = \j,01 е 
11 • (П.147) 

Решение уравнения (П.146) будем искать в виде линейной комбинации вол

новых функций (П.147): 
,W1 

\jl= 2:>1(t)\jl, = 2:>,(t)\jlщ/111, (П.148) 
l l 
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где а1 (t) - неизвестные функции времени. 

Пусть t1 = О, t2 = 't. Поскольку при t < О частица находилась в стационарном 
состоянии т, т. е. 

то 

{
1 при l=m, 

ai(t) = 
О при l * т. 

При t > 't система вновь переходит в стационарное состояние. При этом, со
гласно выражению (П.148) 

.W1t 
,;,1 - "'"' ( ) . } ti 
'f'lr>1: - ~az 't \j/01 е . (П.149) 

l 

Здесь коэффициенты a1(t) = a 1('t) постоянны при t > 't. 

Величина [ai('t)i2 определяет вероятность нахождения системы в состоянии l. 
Вероятность нахождения системы в состоянии т при t < О по условию равна 
единице, т. е. 

Вероятность нахождения системы в состоянии п определяется величиной 

fап ( 't)i2. Таким образом, вероятность перехода система из состояюm тв состояние п 

Подставляя выражение (П.149) в уравнение (П.146), получаем 

Поскольку согласно уравнению (П.119) 

Й\j/01 = W1'ifo1, 

то 

.Wl .Wl 
; - t л J-t 

Laz~o/oze ti =Laz(Ho'i!o1)e ti' 
1 l 

и выражение (П. 150) переходит в равенство 

(П.150) 
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-jwn t 
Умножая обе части последнего равенства на \jf~n е II и интегрируя по 

конфигурационному пространству частицы, с учетом условия ортогональности 

(П.111) получаем 

где 

- ·1. dап - " И - jro,,1r 
]rt - ~ al nl е ' 

dt 1 

Wп-W1 
ffiпt = ---

п, 

unl = f \jf~/1 йп %1 dV 
V 

- элементы матрицы энергии возмущения. 

Начальные условия можно представить в виде 

{
1 при l =т, 

а/ (t) = <>1т = 
О при l ""Fm. 

(П.151) 

(П.152) 

Уравнение (П.151) можно решить методом последовательных приближений 

( см. § П.5), полагая возмущение малым (Ив ➔ О). В качестве нулевого прибли-

жения определим коэффициенты az(t) из начальных условий 

(О) ( ) - s:: а1 t -u1m . 

Первое приближение найдем, используя нулевое приближение. Подставляя 

его в (П.151), получаем 

d c1J 
- 1·п~ = "а<0)и (t)e-jIOп[f = И (t)e-jЮ.mt 

dt f I nl пт • 

откуда 

t 

(])( )- 1 fu ( ') -jIOnmt' d, s:: а" t --- .- пт t е t +unrn· 
Jh о 

Ограничиваясь первым приближением, получаем 

' 2 
-1 (]) 12 

_ 1 f -jIOnmt Р,п11 ('t)- а11 ('t) - - 2 Ипт(t)е dt . 
п о 

(П.153) 

Если при расчете окажется, что И пт = О, то соответствующий переход не-
возможен. Такой переход называется запрещенным. 
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Рассмотрим возмущение частицы электрическим полем 

Е = Ет cos(rot- kr). 

471 

Если эквивалентный электрический дипольный момент частицы равен р" то 
энергия ее взаимодействия с полем 

и.= -р,Е. 

Пусть в момент t < О частица находилась в состоянии с энергией Wm, а под 
влиянием возмущения переходит в состояние с энергией Wn 

Ив= -р,Е = - p,Emcos(rot-kr), O<t<'t, 

где 't - время взаимодействия. 

Согласно (П.152) 

Ипт = f о/~п р,Е cos(rot-kr) о/от dV. 
V 

Поскольку длина волны электромагнитного поля намного больше размеров 

конфигурационного объема частицы, то поле в пределах этого объема можно 

считать постоянным и 

или 

где Р,пт = f о/~п p,\j,0111 dV - элемент матрицы электрического момента 
V 

диполя. 

Согласно (П.153) 

(П.154) 

Значение первого слагаемого в выражении (П.154) быстро увеличивается 

при приближении значения частоты возмущающего поля ro к значению частоты 
перехода щ,111• Практически переход возможен, если 

W -W 
(1) z (1) = 11 т 

пт п 

или 
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Таким образом, первый член в выражении (П.154) связан с переходом в со

стояние п, которое выше состояния т на величину энергии hro= nronm· При та
ком переходе энергия частицы увеличивается за счет поглощения энергии элек

тромагнитного поля (резонансное поглощение). Значение второго слагаемого в 

выражении (П.154) быстро увеличивается при приближении значения частоты 

поля ro к значению частоты - ronm. Это слагаемое велико, если 

или 

Wm -Wп 
О):::: -0) = ----

тп п 

W,, =Wт -nro. 
Следовательно, второй член связан с переходом частицы на нижний уро

вень, при котором энергия частицы уменьшается на величину nro, отдаваемую 
частицей полю (индуцированное излучение). 

Вероятность перехода, связанная с поглощением, согласно выражению 

(П.154) равна 

2 0)- О) 
2 4sin пт 't 

nnorл ( ) = IРептЕт 1 2 . г- 't 2 ' n (ro- Wпт) 
(П.155) 

вероятность перехода, связанная с излучением, 

ризл ( ) =~12 4sin2 ro+2ronm 't 
- 't 2 (ro+ (J)nm) 

(П.156) 

Очевидно, что вероятности переходов вверх и вниз одинаковы: 

(П.157) 

Рассмотрим переходы, связанные с поглощением. При достаточно большом 

значении 't множитель 

4 . 2 ro- ro"m 
SШ --~'t 

2 
(ro- О)пт)2 

обладает свойством о-функции и его можно представить в виде 

4sin2 ro-ro"m 't 

---=2- 2- = 27t't0( 0)- ro"mJ 
(ro- ro"111 ) 

Подставляя этот результат в выражение (П.155), окончательно получаем 
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погл P enm т 

1 

Е 2 

Рт,, ('t) = h 21t'to(ro-ro,,"'), (П.158) 

т. е. вероятность перехода обращается в бесконечность при резонансе ro = ro,,"' и 

равна нулю при ro ::!- ro,,"' . В рассмотренном приближении энергетический уро

вень считается бесконечно узким. При учете ширины энергетического уровня 

Р,;,~гл ( 't) будет максимальна при ro = ro,,"', но конечна. Согласно формуле 

(П.158) вероятность перехода пропорциональна времени взаимодействия поля с 

частицей. 

Вероятность перехода в единицу времени получим, разделив выражение 

(П.158) на 't: 

погл = тп 't = е пт т 2 s::( - ) рпогл( ) р Е 12 
Ртп ~~- ,___ 1tu ro ro"m . 

't h 

Если уровень т соответствует одному состоянию, а уровень п представляет 

собой полосу состояний, распределенных по энергии непрерывно или дискретно 

с очень малым расщеплением, то переходы с уровня т в полосу состояний п бу

дут соответствовать энергиям, заключенньIМ между W и W + dW. Если N(W) -
плотность распределения состояний в зависимости от энергии, то 

N(W) dW = N(W)h dro 

- число состояний в полосе п. Вероятность перехода из состояния т в полосу 

состояний п 

Интегрируя по уровню п, т. е. по узкому спектру частот в области ro"" ro,,"', 

получаем 

Р,;:гл('t) = 2;1Pen111Eml2 
N(W)'t. (П.159) 

При этом вероятность перехода в единицу времени 

погл 27t 1 12 Рт11 ('t) =,; Ре11тЕт N(W). (П.160) 

П.17. Ширина спектральной линии 

Поскольку энергетические уровни не являются бесконечно узкими, а имеют 

конечную ширину, то излучение или поглощение при переходах происходит в 
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некотором интервале частот, т. е. спектральная линия имеет конечную ширину, 

а форма ее количественно характеризуется функцией, называемой форм

фактором. 

Конечная ширина энергетических уровней связана с конечностью времени 

жизни частицы на энергетическом уровне Лt. Соответствующая ширина спек

тральной линии, определяемая как полоса частот Лео, на границах которой ин

тенсивность излучения или поглощения уменьшается в 2 раза по сравнению с 
максимальной, называется естественной шириной линии. Естественная ширина 

линии определяет тот предел, меньше которого ширина спектральной линии 

быть не может. 

Согласно квантовой механике естественная ширина спектральной линии Лео 

и время жизни частицы на энергетическом уровне Лt связаны соотношением не

определенностей (П.112) 

ЛсоЛt ""1. 

Конечность времени жизни частицы на энергетическом уровне учитывается 

затуханием волновой функции. В этом случае т - состояние частицы - харак

теризуется волновой функцией 

_1Е:!_ jwm, 

'Vm ='Vтое 2 е п . 

Вероятность перехода с уровня т на уровень п определится выражением, 

аналогичным (П.153), где e - joo,,,.i заменяется на e- juf,,mr: 

(0nm + j "111 + 'Ут. 
2 

Аналогично (П.154) 

l

p Е 121ej(ro-ro"'")t_l e-j(ro-roпm)t -1 2 
р ('t) = е пт т ___________ _, 

mn 1i I I 
со- (0nm со+ (0nm 

Рассмотрим первое слагаемое, характеризующее поглощение, полагая 

1 
't >> --- (установившийся режим). При этом 

'У п + 'Ут 

Множитель 

Е z 
р погл ( ) = Ре пт т 
тп 't 1i 

1 
2. 

(со-со )2+('Уп+'Ут) 
пт 

2 

1 
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определяет форму линии поглощения (рис. П.18), связанную с конечностью 
времени жизни частицы на энергетических уровнях и называемую лоренцевой 

(то же будет и для линии излучения). 

Обозначим 

у= Уп +Ут 
2 

и, учитывая условие нормировки 

= f g(ro) dro= 1, 

получим форм-фактор лоренцевой линии в виде 

или 

1 1 
g(ro) = 2 2, 

1t (ro- rопт ) 2 + L 
4 

1 1 
g(ro)=2 2' 

7t ( (1) - (l)nm )2 + ( Л2(1)) 

(П.161) 

(П.162) 

где Лrо = 'У - естественная ширина линии. Форма линии симметрична. 

Естественная ширина линии определяет тот предел, меньше которого шири

на спектральной линии быть не может. В СВЧ-диапазоне естественная ширина 

линии составляет 10-3 
. .. 10-4 Гц, в оптическом - около 109 Гц. 

Наблюдаемые спектральные линии могут являться суперпозицией несколь

ких неразрешенных спектральных линий - это неоднородно уширенная линия. 

Если такой суперпозиции нет и частица излучает или поглощает энергию в пре

делах всей спектральной линии, то линию называют однородно уширенной. Ес

тественная ширина линии является однородно уширенной. 

В действительности ширина спектральной линии гораздо больше естествен

ной ширинь1. В газах уширение происходит за счет эффекта Доплера. Частицы 

газа находятся в хаотическом тепловом движении. Излучение частицы, движу

щееся со скоростью v, вследствие эффекта Доплера смещено по частоте на ве-
v W(ro) 

личину ro0 -;; , где ffio - частота неподвижного из- W( roo) 

лучателя; с - скорость света. Поскольку частицы 

движутся с различными скоростями, то частоmые 

сдвиги излучения разных частиц различны. Допле

ровский сдвиг частоты пропорционален частоте 

перехода, и уширение линии наиболее значительно 

в оптическом диапазоне. На ширину линии влияют 

0,5 ------

0 '--""""--...J.._---'---
W o W 

Рис. П.18. Лоренцева форма 

спектральной линии 
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столкновения частиц друг с другом и со стенками сосуда, при которых энергия 

частиц уменьшается, что эквивалентно уменьшению времени жизни частицы на 

данном уровне или уширению линии. 

В твердых средах уширение линии связано с неоднородностью кристалли

ческой решетки, что приводит к неоднородности ее поля и сдвигу энергетиче

ских уровней атомов на неодинаковую величину. Тепловые колебания решетки 

вызывают изменения внутрикристаллического электрического поля и колебания 

его относительно некоторого постоянного значения. Спектральная линия при 

этом смещается, что эквивалентно ее уширению. 

П.18. Устойчивость стационарных решений 

Электромагнитный процесс в среде описывается системой нелинейных 

уравнений, которые можно свести к системе уравнений первого порядка 

dx1 
-=f1(X1, Х2, ... , Хп); 
dt 

dx2 
--=f2(X1, Х2, ... , Хп); 
dt 

dхп 
--=fп(Х1, Х2, ···, Хп), 

dt 

где f; (х;) - нелинейные функции. 

Условие стационарности 

dx1 = dx2 = ... = dхп = О. 
dt dt dt 

(П. 163) 

(П.164) 

Это условие определяет собой точки, в которых система находится в поло

жении равновесия. Линейная система имеет одно-единственное положение рав

новесия, нелинейная может иметь их несколько. 

Решением нелинейной системы уравнений (П.163) при условии (П.164) яв

ляются группы значений x1s, х2,., ••• , х11,,, соответствующие положениям равнове
сия. Чтобы выяснить, является ли какое-либо конкретное состояние равновесия 

устойчивым, систему, находящуюся в этом состоянии, возмушают, отклоняя из 

состояния равновесия на величину 8х;. При этом необходимо следить, чтобы ве

личина возмушения 8х; была достаточно малой, с тем чтобы система осталась в 
области, близкой к рассматриваемому положению. Когда начальные возмуше

ния велики, система может оказаться в области, соответствующей какой-либо 

другой точке равновесия. 

Если при t • оо переменные х; возвращаются к исходным равновесным зна

чениям X;s, то систему называют асимптотически устойчивой, если при t • оо 
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переменные х; удаляются от исходных равновесных значений, то систему назы

вают неустойчивой. Неустойчивой называют систему, в которой возмущения 

нарастают даже по истечении довольно дошого времени. Если при возмущении 

переменные х; не удаляются от исходных равновесных значений и не возвраща

ются к ним, то систему называют безразлично устойчивой. 

Исследуем стационарные решения X;s на устойчивость, задавая малые от

клонения 8х;. Подставляя х;., + 8х; в систему уравнений (П.163) при условии 
(П.164), получаем 

d8x; _ + (s:: s:: s::__ ) dt - Ji uX1, uX2, ... , UЛп, Xts, X2s, ... , Xns ; 

Раскладывая нелинейные функции в ряд Тейлора в окрестности точек равнове

сия и удерживая первый линейный член, получаем линейную систему уравнений 

(П.165) 

где Сп; - постоянные, зависящие от Х;,,. 

Естественно предположить для 8х, экспоненциальную зависимость от вре

мени вида ещ, т. е. 

(П.166) 

где А; - постоянные, определяемые начальными условиями. 

Подставляя (П.166) в (П.165), получаем 

аА1 =С11А1 +С12А2 + ... +С1пАп; 

аА2 = С21А1 +С22А2 + ... +С2пАп; 
(П.167) 

Для того, чтобы все А; не равнялись тождественно нулю, необходимо, чтобы 

определитель системы (П.167) был равен нулю, т. е. 
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С11 -а С12 с\п 

С21 С22-а С2п 
=О 

Cnl сп2 спп-а 

с 11 С n- l С О оа + 1а + ... + ,,_1а= · (П.168) 

Корни уравнения (П.168) определяют поведение системы. Если действи

тельная часть хотя бы одного корня положительна, то система неустойчива; лю

бое отклонение в такой системе с течением времени возрастает. Если действи

тельная часть хотя бы одного корня равна нулю, а действительные части осталь

ньrх корней отрицательны, то система безразлично устойчива. Если действи

тельные части всех корней отрицательны, то система устойчива. 
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Уравнение Бесселя 210,216,442 
- волновое для вектора Герца 38, 63 
- - - векторного и скалярного потенциа-

лов 36, 37, 62 
- - - движушихся сред 46 
- - - диэлектрика 96 
- - - магнетика 122 
- - - напряженностей поля 33-36, 61 
--- плазмы 112 
- Шредингера 454 
Уравнения Гельмгольца 74, 77 
- длинной линии 364, 370 
-Максвелла 21, 52, 59, 60, 61 
- - для движушихся сред 43-45 
- - - поля квазистационарного 40 
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У равнения МаксвеJШа для поля магнито-

статического 42 
- - - - монохроматического 60, 61 
- - - - стационарного 41 
- - - - электростатического 42 
-непрерывности 21, 22 
- скоростные 342, 350, 353 
- состояния среды 17 
- электромагнитного поля интегральные 

19, 20 
Уровни энергии атомов 446 
- - молекул 450 
Условия волнового синхронизма 106, 163, 

358 
- генерирования 326 
-граничные 24-27, 63, 181 
- самовозбуждения 327 
- усиления 324 
- - регенеративного 326, 330 

Фазовращатель 304 
- невзаимный 308 
- Рефина - Спенсера 316 
- на круглом волноводе с ферритовым 

вкладышем круглого сечения 310 

Фазофращатель на прямоугольном волно

воде 309 
- - - - с поперечно намагниченной 

ферритовой пластиной 309 
- - - - с ферритовым тороидом 309 
- - - - с ферритовой трубкой 310 
- управляемый, продольным магнитным 

полем 304 
Формулы Френеля 153, 154 
Функция волновая 454 

Циркулятор 299 
-волноводный типа У 312 
- на полосковой линии 318 
- фазовый 314 
Циркуляция вектора 414 

Частота квантового перехода 453 
- резонансная 277, 278 
Четвертьволновый трансформатор 386 
Число Френеля 290 

Эффект Доплера 176 
- Зеемана 129, 132,450,453 
- поверхностный 178 
- Штарка 451, 453 
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