
  

  

  

  

  

  

  

  

  

О 

| 

_ 

i менниниия 

Gri - 4 23 р. = + 

- 95 

2 ae 

\ 

. 

С.ВИНОГРА Д 
WO. ae. Oh ac + 

  

Надежные 
вычисления 
при наличии 
шумов 

  

  

  

  

   



 



RELIABLE COMPUTATION 

IN THE PRESENCE OF NOISE 

S. WINOGRAD and J. D. COWAN_ 

THE M.1.T. PRESS 
MASSACHUSETTS INSTITUTE OF TECHNOLOGY 
CAMBRIDGE, MASSACHUSETTS 

1968



физико- 

Математическая 

Библиотека 

Инженера 

  

С. ВИНОГРАД 
Дж. Д. КОУЭН 

НАДЕЖНЫЕ 

ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ПРИ: НАЛИЧИИ 
ШУМОВ 

Перевод с английского 
Б. А. БОЧЕК и В. Г. ЧЕРНОВА 

Под редакцией 

А. В. ШИЛЕЙКО 

ИЗДАТЕЛЬСТВО «НАУКА» 

ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

МОСКВА 1968



518 

  

В 49 
УДК 519.9 

С. Виноград, Дж. Д. Коуэн 

Надежные вычисления при наличии шумов 

М., 1968 г., 112 стр. с илл. 

(Серия: «Физико-математическая библиотека инженера») 

Редакторы С. А. Беляев и С. А. Широкова 

Техн, редактор JJ. А. Пыжова Корректор 3. В. Автонеева 

Сдано в набор 2/1 1968 г. Подписано к печати 5/УТ 1968 г. Бумага 84Ж 1084 
Физ печ. л. 3,5. Условн. печ. л. 5,88. Уч.-изд. л. 5,30. 

Тираж 415000 экз. Цена книги 37 кон. Заказ № 182. 
  

Издательство «Наука» 
Главная редакция физико-математической литературы 

Москва, В-71, Ленинский проспект, 415. 

2-я типография Изд-ва «Наука». Москва, Шубинский пер., 10 

2-2-3 

71-67



ОГЛАВЛЕНИЕ 

Предисловие редактора .. „еее еее. . 

Предисловие редактора английского издания........ 

Из предисловия авторов... ee ee eevee ° 

Основные обозначения. . ..... ее еее. 

Глава первая. Введение . ..- 2.2... 1. ee eee 

Глава вторая. Теория автоматов........... 

2.1. Абстрактные нейроны и модули еее 
. Модульные сетн . „еее еее ние 
. Определенные и неопределенные события ..... 
. Представление событий . „еее... 
. Регулярные события... еее. 
. Конечные автоматы . ............. 4 
. Более сложные модули... еее... 

— я fo третья. Теория информации....... ... 

. Количество информации в сообщении....... 

. Теорема о кодировании при отсутствии шумов... 
. Некоторые меры информации........... 

дировании при наличии шума.......... 
. Пропускная с способность двоичного симметричного ка- 

нала ® ® ee ie e®© @ e@® @® @® о ооо @ 

четвертая. Надежность автоматов...... 

. Работы фон Неймана. ... ее. . 
. другие подходы к созданию надежных автоматов .. 
. Сравнение с теорией информации......... 
. Попытки применения теории информации..... 
. Обсуждение .. „еее еее 

— = f 
° 

O
K
O
 

py
 

S
o
e
 

PD
 

м 
P
O
D
H
 

» 
N
a
o
a
w
h
d
>
 

пятая. Модульные вычислительные сети..... 

. Системы обработки информации ......... 

. Вычисление с помощью ненадежных модулей .... 
. Модульное разбиение . 2. 1 7 ew we ee te о. 
. Общий метод......... еее .. 

—
 

=
 

. 

№ 

P
A
A
 

P
P
A
R
 
Ry

 
© 

> 
Ф
о
 
и
 
Р
ю
 
Ю 

. Пропускная способность канала связи и теорема о ко-.



6 ОГЛАВЛЕНИЕ 

Глава шестая. Работоспособность вычислительного канала 60 

6.1. Основное неравенство . ..... 2.1 ee ee ee 61 
6.2. Некоторые примеры вычислительных каналов... 62 
6.3. Вычисление булевых функций. ......... 64 
6.4. Предельная теорема для вычислительного канала с 

шумом „. «eee ee eee еее 64 

Глава седьмая. Сигнальная и модульная избыточности 68 

7.1. Функциональное кодирование .. ........ 70 
7.2. Функциональное кодирование с использованием мо- 

дульной избыточности... ..... . 13 

Глава восьмая. Анастомотические модульные сети... 77 

8.1. Расширение ансамбля. Основная теорема ..... 77 
8.2. Некоторые примеры надежных модульных сетей. . 83 
8.3. Обсуждение теоремы. Связь с другими результатами 89 
8.4. Эффект функционального кодирования ..... 93 

Глава девятая. Ошибки передач и структур ..... - 95 
9.1. Синаптический шум. „еее еее, 95 
9.2. Ошибки в структурах . еее. о. 98 
9.3. Обсуждение peSyJIbTATOB .. . 1... 2s ee eee 104 

Глава десятая. Заключение . ... 1.2 ee es eee 104 

Приложение .. „еее we ew ewe 107 

JIurepatypa . . ww et we ee ee еее 441



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 

Проблема повышения надежности работы вычислитель- 
ных систем—одна из основных проблем, определяющих раз- 
витие средств вычислительной техники. В настоящее время, 
имеется большое количество различных методов повышения 
надежности как отдельных узлов, так и вычислительных 
систем в целом. Однако разработка общей теории надежно- 
сти, к сожалению, еще далека от завершения. В своих 
классических работах Дж. фон Нейман показал принципи- 
альную возможность построения из ненадежных элементов 
систем, обладающих сколь угодно высокой надежностью. 
Там же был показан и путь к повышению надежности, со- 
стоящий в так называемом «резервировании», т. е. в исполь- 
зовании нескольких однотипных элементов, выполняющих 
одну и ту же функцию и соединяемых между собой таким 
образом, что неправильная работа одного из элементов не 
вызывает неправильной работы всего комплекса. Подобный 
метод повышений надежности получил также название 
метода введения аппаратурной избыточности. Методы вве- 
дения аппаратурной избыточности в различных модифика- 
циях широко используются на практике. 

В теории связи разработаны также методы введения 
сигнальной избыточности, сводящейся в основном к тому, 
что, кроме сигналов, непосредственно несущих информа- 
цию, По каналу связи передаются также дополнительные 
сигналы, используемые на приемном конце канала для об- 
наружения и исправления ошибок, возникающих из-за не- 
надежной работы каналов. В обоих случаях повышение 
надежности достигается, очевидно, ценой дополнительных 
затрат на введение дополнительной аппаратуры либо на 
дополнительное время использования канала. При этом 
существенно важным оказывается то обстоятельство, что 
при использовании метода аппаратурной избыточности
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и“ 

такие затраты оказываются существенно больше, чем 
при использовании метода сигнальной избыточности. 

В вычислительных системах в настоящее время ис- 
пользуют как аппаратурную, так и сигнальную избыточ- 
ность, и, по всей вероятности, наибольшая эффективность 
может быть достигнута при комбинировании тех и других 
методов. Однако отсутствие законченной теории не позво- 
ляет в настоящее время ставить задачу синтеза вычисли- 
тельной системы при наименьших дополнительных затра- 
тах. Авторы предлагаемой читателю монографии делают 
попытку сформулировать основы такой теории. 

Прежде всего, по аналогии с понятием нейронной сети, 
введенным Маккаллоком и Питтсом, авторы вводят понятие 
вычислительной сети как совокупности элементов, облада- 
ющей несколькими входами и одним выходом и выполняю- 
щей определенные преобразования над входными сигнала- 
ми. Наличие определенной зависимости между выходным 
сигналом и входными сигналами позволяет провести ана- 
логию между вычислительной сетью и каналом связи. Од- 
нако, если в идеально работающем канале связи выходной 
сигнал полностью определяет входной, то в вычислитель- 
ной сети выходной сигнал не содержит достаточного коли- 
чества информации о всех входных сигналах. Основываясь 
на подобном наблюдении, авторы определяют вычислитель- 
ную сеть как канал связи с частичным разрушением инфор- 
мации. Подобное определение в известной мере является 
спорным, однако оно позволяет применить к решению рас- 
сматриваемых вопросов широко развитый в настоящее вре- 
мя аппарат теории информации. 

Развивая дальше аналогию между вычислительными 
сетями и каналами связи, авторы вводят понятие «работо- 
способности» (сотри{аНоп сарасЙу) вычислительного эле- 
мента (модуля), аналогичное понятию пропускной способ- 
ности канала связи. Ненадежный элемент, т. е. элемент, 
для которого вероятность неправильного срабатывания 
(сбоя) отлична от нуля, авторы рассматривают как последо- 
вательное соединение идеального вычислительного элемен- 
та и канала связи с шумом. 

Переходя к рассмотрению метода введения аппаратур- 
ной избыточности, авторы приходят к выводу, что в избы- 
точной вычислительной сети за счет общего увеличения ко-
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личества компонент доля участия каждого компонента в 
выполнении общей работы в известной мере снижается. На 
этом основании авторы вводят понятие «удельной» нагруз- 
ки (сотрфаИоп га{10) на компонент, аналогичное понятию 
энтропии на символ, используемому в теории связи. Опери- 
руя ‚с понятиями работоспособности и удельной нагрузки, 
авторы почти без изменений распространяют основные по- 
ложения теории связи на случай вычислительных сетей. 
В частности, это дает им возможность доказать основную 
предельную теорему, аналогичную известной теореме Шен- 
нона. Полученные результаты позволяют, хотя бы в про- 
стейших случаях сетей, реализующих булевы функции, 
ставить задачу формального синтеза модулей, обладающих 
заданной надежностью при минимальных затратах. 

Работа в целом представляет собой одну из первых по- 
пыток в рассматриваемой области, содержит ряд спорных 
положений и полученные в ней результаты требуют допол- 
нительной проработки. Однако сама идея проведения столь 
тесной аналогии между системами связи и вычислительны- 
ми системами представляется нам весьма плодотворной и, 
безусловно, интересной. Учитывая новизну и сложность 
вопроса, при переводе и редактировании книги мы пыта- 
лись в наибольшей возможной степени сохранить стиль 
и. терминологию авторов. Целый ряд терминов, таких, как 
вычислительный канал, вычислительный модуль, работо- 
способность, удельная нагрузка и т. д., не являются при- 
нятыми в русской литературе и сохранены нами в переводе 
только для того, чтобы дать читателю наилучшее представ- 
ление о стиле изложения оригинала. Главы 1—5 переведе- 
ны Е. А. Бочек, а главы 6—10 — В. Г. Черновым. 

А. В. Шилейко



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 
АНГЛИЙСКОГО ИЗДАНИЯ 

В науке и технике давно появилась необходимость си- 
стематической публикации исследовательских работ бобль- 
шего масштаба, чем журнальные статьи, но не носящих 
характера законченной книги. Очень ценные работы такого 
рода публикуются в настоящее время полуофициальным 
путем, например в виде лабораторных отчетов, и поэтому 
не могут занять надлежащее место в литературе по соответ- 
ствующей отрасли. 

Настоящее издание является двадцать вторым из серии 
монографий, выпускаемой издательством Массачусетского 
технологического института (МТ Ргез$). Мы надеемся, 
что эта серия сделает актуальные и важные исследователь- 
ские работы легко доступными для библиотек и отдельных 
читателей. 

Дж. 9. Стреттон
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«Где нет ответа‚,— нет и вопросая. 

Людвиг Виттгенштейн 

Одним из самых интересных теоретических вопросов, 

возникших при раз е методов создания надеж 

автоматов из недостаточно надежных элементов, был во- 

просо возможности применения теории информации и_тео- 
рии кодирования к решению этой проблемы. В работе, по- 
СВ автоматов из избыточ- 
ных схем, Дж. фон Нейман использовал очень примитив- 
ные корректирующие коды и закон больших чисел. Его 
результат оказался несовместимым с основной теоремой 
теории информации, теоремой о кодировании для канала 
с шумом К. Э. Шеннона. Эта теорема определяет предел из- 
быточности, требуемый для получения любого заданного 
уровня надежности связи по каналу с шумом при условии, 
что имеются достаточно сложные устройства для кодирова- 
ния и декодирования, и доказывает существование по мень- 
шей мере одного корректирующего кода с избыточностью 
близкой, но не меньшей, чем предел, обеспечивающий та- 
кую надежность. Цель данной монографии заключается в 
том, чтобы показать возможность распространения теоремы 
о кодировании на случай вычислений с помощью ненадеж- 
ных элементов и возможность использования корректи- 
рующих кодов при разработке надежных автоматов из 
менее надежных элементов, несмотря даже на случайные 
ошибки в схемах соединений. 

Главы 1—4 содержат краткую историю вопроса, необхо- 
димый пояснительный материал по теории автоматов и тео- 
рии информации и анализ предшествующих работ в этой 
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области, наиболее примечательными из которых являются 
работы Дж. фон Неймана и П. Элайса. В главе 5 заново 
формулируется задача и с помощью понятия меры инфор- 
мации выявляется различие между каналами связи и вы- 
числительными системами. В главе 6 дается определение 
сонятия работоспособности элементов (модулей) с шумом, 
аналогичное понятию пропускной способности канала свя- 
зи с шумом. 

Работоспособность определяет нижний предел избыточ- 
ности, необходимый для выполнения заданных вычислений 
при наличии шумов. Здесь имеется в виду не избыточность 
сигнала, а модульная избыточность. Эта мысль подробно 
развивается в главе 7. В главе 8 доказывается первая основ- 
ная теорема, представляющая собой распространение тео- 
ремы о кодировании для канала связи с шумом на вычисле- 
ния с помощью «шумовых» модулей, и на соответствующих 
примерах рассматриваются ее следствия. Глава 9 содержит 
вторую основную теорему, которая определяет возможность 
компенсации воздействия ошибок в схеме соединений за 
счет модульной избыточности. Книга заканчивается гла- 
вой 10, в которой отмечается, что решающим фактором во 
всех схемах, предназначенных для повышения надежности 
автоматов, является модульная сложность. 

Указанные теоремы отвечают на вопрос, как заменить 
избыточность модульной сложностью, требуя допущений, 
что не существует границ сложности модуля и что ошиб 
в модулях не растут слишком быстро с увеличением слож- 
ности. 

Работа, изложенная в монографии, проводилась в то 
время, когда авторы были членами группы нейрофизиоло- 
гии Исследовательской лаборатории электроники Мас- 
сачусетского технологического института. 

С. Виноград 
Исследовательский центр Томаса Ф. Уотсона, 

орктаун Хейте, Нью- Йорк. 

Дж. Д. Коуэн 
Королевский колледж, Лондонский университет, 

Лондон, Англия. 
Июнь 1963 г.
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т — модуль 
t — время 
9 — порог возбуж- 

дения модуля 
т — задержка в мо- 

дуле 
у (Е)— выходной сиг- 

нал модуля в 
момент време- 
HH # 

| — возбужденное 
состояние мо- 
дуля 

0 — невозбужден- 
ное состояние 
модуля 

Р(@) — логическое вы- 
сказывание, ре- 
ализованное в 
момент време- 
HH? 

= — равнозначность 
& — КОНЪЮНКЦИЯ 
~ — отрицание 

\/ — дизъюнкция| 
Е, Е — регулярные со- 

бытия 
Ж — см. текст (раз- 

дел 2.5) 
Ас, Ва — см. текст (раз- 

дел 2.6) 

х‚, у; — алфавитные 
СИМВОЛЫ 

Х, У — алфавитные 
ансамбли 

Рг( ) — вероятность (}- 
Н(Х) — количество ин 

формации в со* 
общении Х 

Е — количество сим- 
волов на алфа- 
BHT 

К — длина последо- 
вательности 
сообщений 

 — количество раз- 
личных  сооб- 
щений 

п — среднее коли- 
чество симво- 
лов на сообще- 
ние 

п — длина кодового 
слова - 

Г — количество вза- 
имной инфор- 
мации 

С — пропускная 
способность 
канала связи 

S — источник сооб- 
щений
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Р - вероятность 
ошибки, свя- 
занной с кодом 

- — вероятность 
неправильного 
функциониро- 
вания модуля 

А, Е — см. текст (раз- 
дел 4.1) 

S (X4, X2) — (х1 &х2) 
— модульная из- 

быточность 
Ю — удельная на- 

грузка 
@Ф — сложение по 

модулю 2 
Ха — входной вектор 
Х — ансамбль вход- 

ных векторов 
Рг (ув |х«) — вероятность по- 

лучения ув в ка- 
нестве выхода 

при заданном 
ВХОДЕ Ха 

2., [ — см. текст (раз- 
дел 5.2) 

С* — работоспособ- 
ность канала 
вычислений 

Г, & — функции 
е — кодирующая 

функция 
4 — декодирующая 

функция 
А, А, А — автомат 

М — количество мо» 
дулей в автома- 
те 

й — см. текст (раз. 
дел 8.1) 

сл, С. — см. текст (раз- 
дел 9.2) 

С — см. текст (раз 
дел 9.2)



ГЛАВА ПЕРВАЯ 
ВВЕДЕНИЕ 

В течение последнего десятилетия много внимания было 
уделено проблеме создания надежных машин из недостаточ- 
но надежных элементов. Это вызвано несколькими причи- 
нами, одна из которых связана с разработкой больших 
автоматических цифровых вычислительных машин. Пере- 
ключательные схемы, входящие в состав арифметических 
устройств и устройств управления таких систем, требуют 
взаимного соединения болышого числа переключательных 
элементов. Если эти элементы и их соединения не являются 
достаточно надежными, то вероятность появления отказов 
или сбоев в работе таких устройств повышается. Быстро- 
действие, размеры и сложность вычислительных машин не- 
прерывно растут, и в связи с этим кажется маловероятным, 
несмотря на последние достижения в области микроэлектро- 
ники, что надежность элементов станет настолько высокой, 
чтобы сделать возможным прямой синтез из них сложных 
вычислительных устройств, достаточно надежных для прак- 
тического применения. 

Другая причина связана с исследованиями организации 
и функционирования живых систем. Имеются доказатель- 
ства того, что системы значительно более сложные, чем 
большие цифровые вычислительные машины, такие как нерв- 
ная система животных и внутриклеточные структуры, 
участвующие в макромолекулярном биосинтезе, функцио- 
нируют с высокой надежностью в течение долгого времени, 
несмотря на то, что они состоят из относительно ненадеж- 
ных элементов. 

Теоретические подходы к решению этой проблемы сво- 
дились к исследованиям возможности создания надежных 
конечных автоматов из элементов с низкой надежностью.



16 ВВЕДЕНИЕ (гл. 1 

В работах Дж. фон Неймана [41, 42] и Мура и Шеннона 
[26] была показана практическая возможность построения 
из таких элементов схем более высокой надежности. Высо- 
кая Надежность достигалась за счет введения в схемы ббль- 
шего, чем это теоретически необходимо для выполнения 
заданных вычислений, числа элементов (избыточность), 
соединение которых обеспечивало контроль сбоев. Их трак- 
товки до некоторой степени отличались, так как Мур и 
Шеннон рассматривали релейно-контактные схемы, которые 
подвержены ошибкам только на входах, в то время как Дж. 
фон Нейман рассматривал вентильные схемы [20, 21], 
где ошибки происходят на выходе схем. Поэтому результа- 
ты их были различны, но общим в них было требование боль- 
шой структурной избыточности для получения высокой 
надежности работы схем. В частном случае вентильных 
схем (в этой книге мы будем иметь дело только с ними) 
расчеты фон Неймана требовали избыточности по меньшей 
мере порядка 103:1. Фон Нейман не был удовлетворен 
этим результатом и считал, что он является следствием 
зависимости его теоретических предпосылок от использо- 
ванного им математического и теоретико-логического ап» 
парата. Так, фон Нейман [40] писал: 

«Теория цифровых автоматов типа «все или ничего»... 
является, несомненно, главой формальной логики..., тех- 
нически одной из самых негибких областей математики... 
(имеющей дело)... с жесткими представлениями «все или 
ничего» и очень слабо связанной с математическим анали- 
зом,.:. технически наиболее успешной областью математи- 
ки ... [огика автоматов будет отличаться от нынешней сис- 
темы формальной логики в двух аспектах: 1) действитель- 
ная длина... цепей операций должна будет учитываться; 
2) логические операции... должны будут трактоваться как 
процедуры, которые допускают... сбои с малой, но ненуле- 
вой вероятностью. Все это приведет к построению теории, 
в значительно меньшей степени базирующейся на принципе 
«все или ничего», чем прошлая и современная формальная 
логика... Эта новая система формальной логики подойдет 
вплотную к другой дисциплине, в прошлом мало связанной 
с логикой. Этой дисциплиной является термодинамика, глав- 
ным образом в той ее форме, в которой она была разработана 
Больцманом, составляющая ту часть теоретической физи-
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ки, подходящую ближе всего в некоторых аспектах к пони- 
манию и измерению информации». 

Это указывает на применимость теории информации 
(Габор [14], Шеннон [35]) к задачам исследования ‘надежно- 
сти. Элайс [10] впервые отметил, что результат фон Неймана 
(и Мура и Шеннона), по-видимому, не согласуется с основ- 
ной теоремой теории информации, а именно с теоремой о 
кодировании, рассматривающей надежную передачу ин- 
формации по каналу с шумом (Шеннон [35]). 

Были предприняты попытки (Элайс [10], Питерсон и 
Рэбин [29], Иден [9], Коуэн [7]) распространить эту теорию 
на более общий случай вычислительных устройств с шу- 
мом путем использования корректирующих кодов (Хэмминг 
[17]) при обработке информации. Эти попытки не увенча- 
лись успехом, и сложилось мнение, что первоначальное ре- 
шение фон Неймана и последующие вариации (Аллансон 
[1], Мурога [27], Вербеек [39], Блюм [3], Коуэн [7], Мак- 
каллок [23]), вероятно, окажутся единственно возможными 
для задачи построения надежных автоматов из относитель- 
но ненадежных элементов. 

` В данной работе доказывается, однако, что при некото- 
рых допущениях, не сделанных Элайсом и другими, тео- 
рема Шеннона о кодировании для канала связи с шумом 
может быть распространена на вычисления при наличии 
шумов. Точнее говоря, мы показываем, как можно опреде- 
лить работоспособность (соответствующую пропускной 
способности канала связи с шумом) ненадежных модулей, 
реализующих логические функции. Мы доказываем, что 
определенные события (события конечной длительности) 
могут быть реализованы с произвольно высокой надежно- 
стью в схемах, собранных из модулей и соединений низкой 
надежности, при условии обеспечения достаточной избыточ- 
ности проектируемых схем. Если сделаны допущения, что 
модули достаточно сложны и сбои в модулях {не зависят 
от их сложности, то необходимо, чтобы модульная избы- 
точность таких схем была больше некоторого минимального 
значения, определяемого работоспособностью модулей, 
составляющих эти схемы. 

Далее показано, что если частота ошибок в соединениях 
модулей меньше, чем некоторая функция работоспособно- 
сти и модульной избыточности, то с большой вероятностью
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такие ошибки могут быть исправлены, и можно построить 
автоматы, работающие с произвольно высокой надежностью, 
несмотря на ошибки в структурах. 

Рассматриваемые нами автоматы не имеют четкой функ- 
циональной организации. Любая функция, вычисляемая 
автоматом, реализуется многими модулями, и любой модуль 
вычисляет разновременную композицию таких функций. 
Получающаяся в результате многократная разновремен- 
ность функции непосредственно связана с высокой надеж- 
ностью, проявляемой такими автоматами. 

ГЛАВА ВТОРАЯ 

ТЕОРИЯ АВТОМАТОВ 

В этой и последующих главах нам неоднократно при- 
дется рассматривать некоторые аспекты взаимосвязи тео- 
рии автоматов и теории информации. Для облегчения по- 
нимания последующего материала мы дадим очень краткое 
изложение некоторых основных положений и терминоло- 
гии этих дисциплин. 

Современные представления об автоматах вытекают из 
законов математической логики как дедуктивной науки, ос- 
нованной Булем [5], развитой затем Уайтхедом, Расселом 
[43] и Гёделем [16]. Тьюринг [38] свел формулировки де- 
дуктивных доказательств теорем к определению того, может 
или не может некоторый вычислительный автомат вычис- 
лить определенное число. 

Маккаллок и Питтс [24] использовали этот результат, 
чтобы показать, что. любая деятельность, будь то интро- 
спективная, бихэвиористическая или физиологическая, 
может быть реализована вычислительной сетью, если она 
может быть однозначно описана конечным числом слов. 
Такая сеть состоит из элементов, называемых «абстрактны- 
ми нейронами», свойства которых были грубым прибли- 
жением известных свойств нервных клеток и процессов, 
происходящих в них. Использование Маккаллоком и 
Питтсом двузначного логического исчисления высказыва- 
ний и функций высказываний (см. Уайтхед и Рассел [43]), 
вместе с применением Шенноном исчисления высказываний 
для описания релейных схем (Шеннон [34]) ознаменовало
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первое приложение алгебры двузначной логики к пробле» 
мам, относящимся к сложным вычислительным машинам. 

Клини [18] вновь пришел к первоначальным результа- 
там Маккаллока и Питтса в более наглядной форме, и мы, 
давая краткое изложение теории конечных автоматов, бу- 
дем использовать его формулировки. 

2.1. Абстрактные нейроны и модули 

По определению Маккаллока и Питтса [24] абстрактный 
нейрон состоит из тела (сомы), откуда исходит проводник 
(аксон), ведущий к одному или нескольким окончаниям, 
каждое из которых является либо 
возбуждающим, либо тормозящим. Ос. 
Мы будем называть такую систему 
модулем. Через равные промежут- Рис. 2.1. Модуль с одним 
ки времени каждый модуль либо мерный 
возбужден, либо находится в со- PM oKonaanHene, 
стоянии покоя. Изменение его ак- 
тивности имеет природу «да — нет». Это значит, что мо- 
дуль возбужден в момент времени # тогда и только тогда, 
если некоторое минимальное число © (0 называется поро- 
гом возбуждения модуля) контактирующих с ним возбужда- 
ющих окончаний связано и ни одно из тормозящих окон- 
чаний (абсолютное торможение) не связано с модулями, 
которые были возбуждены в Момент Ё# — т; величина ре- 
зультирующей активности модуля постоянна и не зависит 
от действительного числа контактирующих с ним возбуж- 
дающих окончаний. Полагают у =1,-если модуль воз- 
бужден в момент Ёи и({) =0, если он находится в состоя- 
нии покоя. Будем считать также, что при работе таких мо- 
дулей (рис. 2.1) ошибки не имеют места. Такие модули 
являются идеальными переключательными элементами, 
обладающими порогом срабатывания 0 и временем задерж- 
ки т. В этой работе мы принимаем, что т всегда равно еди- 
нице измерения времени. 

2.2. Модульные сети 

Модульная’ схема или просто сеть — это соединение 
конечного числа модулей, в котором каждое окончание лю- 
бого модуля контактирует с сомой не более чем одного дру- 
гого модуля. Разделительный промежуток называется
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синапсом. Принимается, что передача активности через 
синапсы происходит без искажений. Сети могут быть 
циклическими или ациклическими. Сеть называется цикли- 

ческой, если она содержит цикл, 
т. е. если существует цепь модулей 
та, Т2,..., Тр, каждый элемент ко- 
торой контактирует со следующим, 
а тр соединяется с та. В против- 
ном случае сеть называют ацикли- 
ческой. 

Активность модулей можно вы- 
разить с помощью формул двузнач- 
ной логики высказываний и функ- 
ций высказываний. Так, формула 

9) P(t) = (1—1 8 (1—1) & 
& (1 — 1) &8 (1—1) &%ь (1), 

где Р(1) — состояние «выходного» 
модуля М в момент времени $, а 

Рис. 2.9. Хонъюнктивная yi(é — 1) — COCTOAHHA  «BXOJHBbIX» 
модульная сеть, реализую- Модулей т; в момент # ^— |, выра- 

р т п т №; 

  

щая жает логически тот факт, что мо- 
Р(=и (#—1) & дуль возбужден в момент # в том и 

& У(1—1) & (1—1) & только в том случае, если модули 
& 9 (1—1) 65 (1—1); та, то, тз были возбуждены в мо- 
выходной модуль М име- мент Ё — 1, а модули ть и ть на- 

ет порог, равный 3. ходились в состоянии покоя 
(рис. 2.2). Символ «==» означает 

«тогда и только тогда», & означает «И», «``» означает 
«НЕ». Кроме того, общепринятым является символ «\/», 
обозначающий «включающее ИЛИ». 

2.3. Определенные и неопределенные события 

Эквивалентное представление модульной активности 
можно дать следующим образом. Вход в модульную сеть 
(осуществляемый входными модулями) за все прошедшее 
время до данного момента { может быть описан таблицей, 
у которой столбцы соответствуют входным модулям, а 
строки — прошедшим моментам времени # —1, ¢ — 2,..., 
и т. д.
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Таблица 2.1 

Таблица входа 7 

/ 
my, т Ms Пи ms 

f—1 4 4 0 1 0 
t—2 4 4 4 0 0 
f—3 0 4 4 0 1               
  

Любой подкласс класса всевозможных таблиц, описы- 
вающих. вход за все прошедшее время, представляет собой 
событие, которое имеет место, если таблица, описывающая 
данный вход, принадлежит этому классу. Так, например, 
событие, соответствующее 

Р(Е— 1) = 
= ys (t — 2) &ys (t — 2) &ys (t — 2) &ija (t — 2) &Y, (¢ — 2), 

содержится в табл. 2.1 *). 
Если события относятся к фиксированному отрезку 

времени, состоящему из последовательных моментов # — 
6+1, #6 2,..., #1 (гдеб> 1), то они называются 
определенными событиями длительности 5. В противном 
случае, они называются неопределенными событиями. 

2.4. Представление событий 

Главная задача рассматриваемой теории — это пред- 
ставление событий, т. е. построение модульных сетей, ко- 
торые будут «реализовывать» данные формулы, а также на- 
хождение формул, реализуемых в данных модульных сетях. 
Мы не будем вникать в ‘технические детали доказательств 
следующих теорем, поскольку непосредственный интерес 
представляют лишь результаты: 

1. Каждому... определенному событию соответ- 
ствует модульная ациклическая сеть, которая пред- 
ставляет это событие возбуждением некоторого. внут- 
реннего модуля в момент { т. 
  

*) Точнее, если имеет место событие, описываемое табл. 2.1, то функ- 
ция Р (1) принимает значение 1 (истинно). (Прим. ред.)
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2. Любое событие, которое представимо в модуль- 
ной ациклической сети возбуждением данного внут- 
реннего модуля в момент т (т > 1) — опреде- 
ленное. 

Таким образом, существует прямая связь между опре- 
деленными событиями и ациклическими сетями. 

2.5. Регулярные события 

Существует ‘также связь между неопределенными собы- 
тиями и циклическими сетями: Для выявления этой свяви 
необходимо пересмотреть понятия неопределенных и опре» 
деленных событий и ввести новое понятие — регулярное 
событие. Регулярное событие определяется следующим об- 
разом. Пусть имеются множества таблиц ЕЁ и Р. Тогда Е |] Е 
(их объединение) — это множество таблиц, содержащее 
все без исключения таблицы, принадлежащие к Ё или Р. 
Аналогично, Е : РЁ (их произведение) есть множество таб- 
лиц, получаемых в результате приписывания любой табли- 
цы из Р сразу под любой таблицей из Е, причем входы таб- 
лиц из множества Е существуют только для моментов вре- 
мени { —&- 1..... Наконец, Е ЖР (итерация E no F) 

со 

определяется как Р |] ЕЁ |] ЕЕЁЕ |]... или > Е"Е. Ре- 
n=0 

гулярные множества таблиц — это наименьший класс мно- 
жеств таблиц, который включает в себя пустое множеетво 
и множества, содержащие одну таблицу каждое (единичные 
множества), и является замкнутым относительно операций 
перехода от Би ЕкЕ |] Ё[, Е. ЕиЕ ЖЕ. Событие яв- 
ляется регулярным, если существует регулярное множество 
таблиц, описывающих его, т. е. событие имеет место тогда 
и только тогда, когда вход описывается по крайней мере 
одной из таблиц этого множества. Из этих определений сле- 
дует, что все определенные события и некоторые (но не 
все) неопределенные события являются регулярными собы- 
тиями. Вновь можно доказать ряд теорем, связывающих 
регулярные события и модульные сети. В частности, пред- 
ставляет интерес следующая теорема: 

3. Каждому регулярному событию соответствует 
модульная сеть, представляющая это событие воз-
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буждением некоторого внутреннего модуля в момент 
{ + т при условии, что все внутренние модули в на- 
чальный момент находятся в соответствующих состо- 
AHUAX. 

2.6. Конечные автоматы 

Следуя Клини, можно рассматривать модули с более 
общими свойствами, в которых число состояний активности 
больше двух. При этом`входные модули имеют только два 
состояния, а внутренние модули jy "My 
могут иметь разное число состоя О 
ний. Модульная сеть такого обще- 
го типа, включая, конечно, более 
простые сети, называется конечным 
автоматом. При а входных моду- 
лях т, т. ....т, (п>0) и В 
внутренних модулях ти, т», ...› Ть 
(6 >> 1) счислом состояний п, по,... 
.... Пь ИМеется точно 284.114 -По-... -Пь 
возможных конечных состояний 
автомата. Каждое конечное состоя- 
ние можно рассматривать как ком- 
бинацию какого-то внешнего состо- 
яния из 28 возможных состояний 
и! внутреннего состояния из пи. 
fla +... ° Mg ВОЗМОЖНЫХ вариан- 
тов. Обозначим конечные состояния 
через Ду,..., Де (с =24 . my... © Np) 
и внутренние состояния через 
В+.,....Ва (d =m,-... + ns). Тогда 
можно доказать следующую тео- 
рему: 

у y 

    

    
4. В любом конечном авто- 

Рис. 2.3, Реализация опре- 
мате (в частности, в сети Мак- деленного события Е Е, 
каллока — Питтса), находив- описанного в табл. 2.2. 
шемся в момент А в некото- 
ром состоянии В., событие, представленное состоя- 
нием, существующим в момент Ё является регуляр- 
НЫМ.
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Следовательно, можно определить «поведение» конеч= 
ного автомата как зависимость между его входами и выхода- 
ми для различных моментов времени. 

Далее в этой монографии мы будем иметь дело только с 
определенными событиями и представляющими их система- 
ми. В качестве примера к предшествующему изложению рас- 
смотрим определенное событие Е{)Р, заданное табл. 2.2. 

  

    

Таблица 2.2 

Определенное событие Е()Р 

Е т! Ms F my, т» 

t 1 0 t 1 0 
t—1 1 1 1—1 1 0 
1—2 0 1 1—2 1 0                 
  

Эту же таблицу можно описать символически следующим 
образом *): 

P(t + 1) =(ys (€) &Y (£) &Y (¢ — 1) Kyo (¢— 1) & 

&4 (1 — 2) &у»(Е— 2))\/ (ил (1) 6 (Р) 8 (Е— 1) & 
Hq (Е— 1) 6/1 (1—2) &%» (1—2)) 

и реализовать в ациклической модульной сети, показанной 
на рис. 9.3. Таким образом, это событие реализуется в 
ациклической модульной сети с временем задержки, рав- 
ным 2. 

2.7. Более сложные модули 

Маккаллок [22] ввел понятие более гибкого и сложного 
модуля со следующими свойствами: а) запрет является 
относительным, Т. е. активность модуля зависит только от 
того, превосходит алгебраическая сумма возбуждений и 
торможений порог модуля или нет; 6) любое число оконча- 
  

*) Смысл приводимой логической формулы состоит в следующем: 
функция Р (1-- 1) принимает значение | (истинно) в том и только в 
том случае, если имеет место событие, определяемое заданной таблицей 
(в данном случае, таблицей Е |) 2). (Прим. ред.)
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ний одного модуля может контактировать с любым другим 
модулем; в) имеет место афферентное запрещение, т. е. тор- 
мозящее окончание может блокировать передачу активности 
в другом контактирующем с ним окончании; г) порог моду- 
ля 0 может систематически изме- 
няться с дискретным шагом. На- 
пример, действие модульной се- 
ти; показанной на рис. 2.4, со- 
ответствует операции «сумма по , 
модулю 2», с временем задерж-”“""Рис. 2.4. Сложный Гмодуль 
ки, равным |, если принято, что (с афферентным взаимодей- 
при афферентном запрещении ствием). =~ 
задержка не имеет места. Если 
допустить, что при афферентном запрещении задержка 
существует, то модуль рсализует функцию 

Ра =и (1—1) &(1—1\Уй(—18&%(—1. 

В дальнейшем мы примем допущение о нулевой задержке 
при афферентном запрещении и оставим вопрос физиологи- 
ческого и биологического правдоподобия открытым. Это 
означает, по существу, что любое высказывание, соответ- 
ствующее таблице длины 1, может быть реализовано в мо- 
дульной сети с временем задержки, равным | вместо 2. 
(См. Блюм [3]) 

ГЛАВА ТРЕТЬЯ 

ТЕОРИЯ ИНФОРМАЦИИ 

Теория конечных автоматов, которую мы кратко рас- 
смотрели, имеет дело с идеальными автоматами, т. е. с сетя- 
ми, элементы которых (модули и соединения) совершенно 
свободны от ошибок любого рода. Предпосылкой к рассмот- 
рению автоматов с неидеальными элементами является по- 
нимание роли информации и шума в таких автоматах. В со- 
ответствии с этим мы дадим краткое (по Фано [11, 12]) изло- 
жение шенноновской математической теории связи (Шеннон 
[35]), рассматривающей вопросы передачи и кодирования 
информации.
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Теория Шеннона содержит элементы, уже присутствую- 
щие в статистических теориях вещества, но объектом ее 
изучения являются не свойства материи. Вместо этого изу- 
чается весьма специфическая система связи, состоящая из 
источника сообщений, канала связи и приемника сообще- 
ний, как это показано на рис. 3.1. 

    

  

  

      

Aicmounun сообщений Канал = Уриемник msn 

          

- Рис. 3.1. Система связи. 

Источник и приемник выбирают символы из алфавита. 
Этот алфавит состоит из вполне определенного множества 
различных знаков и известен как источнику, так и приемни» 
ку. Источник последовательно выбирает символы из алфа- 
вита, составляя сообщение, которое передается в виде gue 
вических сигналов по каналу к приемнику. В приемнике эти 
сигналы управляют выборкой символов. Таким образом, 
сообщение посылается и принимается. 

3.1. Количество информации в сообщении 

По определению Шеннона количество информации, со- 
держащееся в сообщении, в среднем равно 

Ё 

H (X) = —)) Pr (x4) loge Pr (x), (3.1) 
é=1 

где х; & =1,2,..., Е) — любой символ, выбранный из алфа» 
вита Х символов (х4, Хо,..., Хь), встречающихся с вероят- 
HocTamu Pr (x,) & =1,2,..., Е) соответственно. Логарифми- 
ческая функция, следуя Больцману [4], была выбрана из- 
за свойства преобразования мультипликативных вероят- 
ностей в сумму логарифмов, обеспечивая, таким образом, 
аддитивность меры информации независимых символов. 

Итак, величина I(x;) =— loge. Pr(x,;), называемая 
собственной информацией символа х;, встречающегося с ве- 
роятностью РГг(х;) и взятого из алфавита (х4, хо,..., Х»),
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была выбрана в качестве основной ‘меры информации, и 
среднее значение /(х;), усредненное по ансамблю (данному 
алфавиту символов с их вероятностями), представляет собой 
среднюю собственную информацию на символ данного ал- 
фавита. Очевидно, что величина Н(Х) имеет формальное 
сходство с функцией энтропии Больцмана — Гиббса (Боль- 
ман [4], Гиббс [15]), которая также определялась как сред- 
нее по ансамблю. 

В самом деле, Шеннон назвал Н(Х) энтропией источни- 
ка (Шеннон [35]). С тех пор применялись различные тер- 
мины такие, например, как энтропия связи, комэнтропия и 
тому подобное. Винер [44], Бриллюэн [6] и другие связыва- 
ли величину Н(Х) с понятием информации, рассмотренным 
в работе Сциларда (Сцилард [37)), и, в соответствии с этим, 
использовали термин негэнтропия для Н(Х). Мы, однако, 
не будем употреблять термин «энтропия» пе отношению к 
среднему количеству собственной информации на символ 
сообщения источника и приемника, а будем вместо этого 
употреблять термин «количество информации». 

3.2. Теорема о кодировании 
при отсутствии шумов 

Тем не менее, одно лишь использование этого количества 
информации не составляет теории информации. Сущность 
теории следует из содержания двух предельных теорем, 
рассматривающих результат некоторых операций кодирова- 
ния. Термин «код» употребляется для обозначения системы 
сигналов, например, системы слов, произвольно используе- 
мых вместо других слов или фраз с целью обеспечения крат- 
кости или секретности. В процессе связи такие сообщения, 
как печатные тексты, телеграммы и т. д., обычно кодируются 
в некоторые стандартные формы," например, в последова- 
тельность двоичных цифр. Это делается по различным coo6- 
ражениям, в частности, по соображениям экономичности 
передачи информации в закодированном виде. Ясно, что 
чем меньше используется двоичных цифр, тем лучше. Пер- 
вая предельная теорема Шеннона (теорема 0; кодировании) 
определяет среднее число двоичных цифр, необходимых для 
кодирования сообщений, выбранных из данного ансамбля.
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Теорема 3.1. При заданном ансамбле Х из т сооб- 
щений, содержащем количество информации A(X), и 
алфавите, состоящем из Е символов, можно закодировать 
сообщения таким образом, что среднее число символов на 
сообщение й будет удовлетворять неравенству 

  

H(X) —-— H (X) 
1063 Ё $ loge ' (3.2) 

и число п не может быть сделано меньше, чем нижняя гра- 
ница. 

Относительные разности между. верхними и нижними 
границами могут быть ‘выбраны бесконечно малыми за 
счет выбора сообщений из ансамблей, содержащих большие 
количества информации. 

В частности, если сами сообщения состоят из отрезков 
последовательностей независимых символов х;, выбирае- 
мых из ансамблей, содержащих одинаковое количество ин- 
формации Н(Х), то Н(Х) =вН(Х)!); откуда, подставляя 
этот результат в уравнение (3.2) и беря предел, получаем 
зависимость 

lim + (log, k") = H(X;). (3.3) 

Таким образом, мы непосредственно получаем действующее 
значение количества информации, содержащейся в ансамбле, 

Таблиц а 3.4 

          

  

        

Код 

Двоичное 

conomenun ини кодовое | — log: Pr 
слово 

0 0,25 00 2 
1 0,25 01 2 
2 0,125 100 3 
3 0,125 104 3 
4 0,0625 1100 4 
5 0,0625 1104 4 
6 0,0625 4110 4 
7 0,0625 1441 4    
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как асимптотическое приближение к минимальному числу 
двоичных цифр, требуемых в среднем для кодирования со- 
общения. В качестве примера приведем код, показанный в 

табл. 3.1, для которого п = Н(Х). 

3.3. Некоторые меры информации 

Вторая предельная теорема Шеннона связана с переда- 
чей закодированного сообщения по физическим каналам, 
т. е. по системам, которые могут передавать или распростра- 
нять физические сигналы. Такие каналы подвержены поме- 
хам (инженеры-связисты называют их шумом) так, что, в об- 
щем случае, сообщения, принятые из канала, каким-то 
образом искажены. Сообщения на входе в канал не могут 
быть однозначно определены по сообщениям на выходе из 
канала и при их определении может произойти ошибка. 
Для характеристики воздействия помех определяется ста- 
тистическая мера информации, сообщаемой одним символом 
о другом символе. 

В качестве такой меры принимают величину 

Ихв у] = — loge (Pr(xa)/Pr(xd yp) 
и, очевидно, 

I [xe и] = Ца) — (у). (3.4) 
Другими словами, разность между собственной информа- 
цией символа х; до и после выбора символа у; является 
мерой информации, сообщаемой символом у; о символе х;. 
Эта мера называется взаимным количеством информации 
символов хи и. 

Можно доказать, что 

Их у] = Пув м], (3.5) 

Их; УП < Г(м); Их 1 < ГЦ, (3.6) 
Ё 

ИХ; у] =2 Pr (x:| ys) J [x2 yl > 0, (3.7) 
om} 

е., что собственная информация любого символа м 
редставляет собой максимальное количество информации, 
оторое он может сообщить о любом символе. И если
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Х = (X14, Хо,....Хь) И У = (#1, >, ..., Ув), TO y; (j = l, 2, aoe, Е) 

обеспечивает среднее неотрицательное количество инфор- 
мации относительно Х. 

Среднее количество информации, обеспечиваемое сим- 
волами У и Х, в этом случае равно 

в. Ё 

ИХ; У =» У Рг(ж и) [хз УЛ = 
t= j=1 

hi hs 
__ я Рг (*, у) = a 2 Pr (tn 4) logs prey Priyys (3-8) 

Если H(X|Y) u H(Y |X) onpenenentt Kak 

Rk, Rk, 

Н(Х|У) -> 2 Pr (x, 93) 1 (X2| ys) = 
ssl j=1 

[Ry Rs 

= —2 >} Pr (x2, y;) loge Pr (x;] y/), (3-9) 
=1 /=1, 

м В 

H(Y |X) = >) D} Pr (xe, 9) Г (|2) = 
{—=8 j=1 

гр, № 

= —¥} >} Pr (%, 9;) logs Pr(yj| x1) (3.10) 
é=1 j=1 

то легко показать, что 

[Х; У] =Н(Х) — Н(Х |У), (3.11) 

ЦХ; У] = (У) — БУХ. (3.19) 
Итак, среднее значение взаимной информации хр; у/] можно 
представить как разность между средними количествами 
информации, необходимыми для выбора х; до и после выбо- 
ра и;. Величину Н(Х|У) часто называют неопределенно- 
стью, так как она представляет собой неопределенность 
относительно х;, которая остается после выборки иу;. Иначе 
ПХ; У] можно интерпретировать как разность между сред- 
ним количеством информации, которую иу/ может сообщить, 
и количеством информации, необходимым для определения 
помех в канале. Другими словами, мы считаем, что символы 

 



3.4] ВТОРАЯ ТЕОРЕМА О КОДИРОВАНИИ ‘ 31 

х; поступают в канал с шумом, а символы и, выходят из него. 
Величина Н(У | Х), которая определяет помехи в канале, 
называется в литературе энтропией шума. Во всяком слу: 
чае, ЛХ; У], несомненно, содержит элементы, необходимые 
для того, чтобы характеризовать канал с шумом. 

3.4. Пропускная способность канала связи 
И теорема о кодировании при наличии шума 

Пусть 
С =тах 1 [Х; У] (3.13) 

X 
будет максимальным средним значением взаимной информа- 
ции х; и у, полученным путем изменения вероятностей 
передачи символов. Величина С, называемая пропускной 
способностью канала связи, является верхней границей 
среднего количества информации, которое может быть обес- 
печено каждым принятым символом относительно соответ- 
ствующего переданного символа и всех предшествовавших 
СИМВОЛОВ. 

Вторая теорема Шеннона о кодировании рассматривает 
каналы с шумом и ее главное содержание заключается в том, 
что при некоторых обстоятельствах вероятность появления 
ошибки опознавания может быть сделана сколь угодно ма- 
лой за счет надлежащего кодирования и декодирования по- 
следовательностей сообщений. Перед тем как перейти к 
подробному обсуждению теоремы, заметим, что в общем 
случае каналы имеют память, т. е. значения Pr(y; | xz) в 
любой данный момент времени зависят от предшествовав- 
ших условных вероятностей. Мы будем рассматривать, од- 
нако, только каналы без памяти, в которых все вероятно- 
сти независимы. от предшествовавших. Вторая предельная 
теорема, таким образом, касается передачи последователь- 
ностей символов по каналу с шумом, не обладающему па- 
мятью. Эту теорему можно сформулировать по-разному, но 
мы’ приведем ее первоначальную формулировку. 

Теорема 3.2. Если задан дискретный источник 5, 
выбирающий сообщения из ансамбля Х, содержащего количе- 
ство информации Н(Х), и дискретный канал с шумом без 
памяти с пропускной способностью С, то существует по 
крайчей мере один код, обладающий тем свойством, что
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если Н(Х) < С, то надлежащим образом закодированные 
сообщения могут быть переданы по каналу и приняты с про- 
извольно малой частотой ошибки опознавания. 

Если Н(Х) >С, то можно закодировать сообщения 
таким образом, что неопределенность Н(Х | У) (где У — 
ансамбль. принимаемых сообщений) будет меньше, чем 
H(X) — C + в, где в сколь угодно мало. Не существует. спо- 
соба кодирования, дающего неопределенность меньше, чем 
Н(Х) — С. 

Кратко изложим первоначальное неформальное доказа- 
тельство этой теоремы (Шеннон [35]. 

Пусть $. — дискретный источник, выбирающий симво- 
лы из ансамбля Хо так, что Н(Хо) — Н(Хо | Уч) = С, где 
С — пропускная способность данного дискретного «шум- 
ного» канала без памяти и Н(Х. | Yo) — соответствующая 
неопределенность. Мы рассматриваем последовательности 
этих символов длины п как сигналы на входе и выходе из 
канала. Тогда с большой вероятностью можно утверждать 
следующее: 

1. Передаваемые сообщения состоят приблизительно 
из 22Н() последовательностей. 

2. Принимаемые сообщения состоят приблизительно из 
2°H(Yo) последовательностей, где У, — ансамбль на вы- 
ходе. 

3. Каждая последовательность на выходе может быть 
результатом около 2"4(Xol Yo) последовательностей на 
входе. 

4. Каждая последовательность на входе может порож- 
дать около 2"Н(У.1Х) последовательностей на выходе. 

Теперь рассмотрим другой источник ©, выбирающий 
символы из ансамбля Х, содержащего количество информа- 
ции Н(Х) < С. Тогда этот источник будет порождать около 
2"Н(Х) последовательностей длины п. Будем считать эти 
последовательности  последовательностями сообщений, 
а последовательности из $. последовательностями сигналов 
и тем самым установим случайное соответствие между ни- 
ми, кодируя сообщения из $ сигналами из ®о. Вероятность 
того, что некоторая последовательность сигналов не была 
выбрана для ‘кодирования сообщения, в этом случае равна 

(1 — Q-nH(X,) 20x ) =] — о"(Н(Х)-Н (Xo) |
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Следовательно, вероятность р того, что для любого принято- 
го сообщения ни один из 2"Н“.1У) сигналов, принадле- 
жащих множеству его возможных причин, не был выбран в 
качестве кодового слова, иного по сравнению с действитель- 
но переданным, равна 

р = (1 — 26H(X)-H (Xo) 27H (Kolo) 
oe | — QU A(X)-H(%) +H (%ol¥a)) — | — Q-2(C-H(X), (3,14) 

Ошибка может иметь место только тогда, когда два сигна- 
ла из множества возможных причин появления данного 
принятого сигнала выбраны в качестве кодовых слов. Та- 
ким образом, вероятность ошибки равна 

P=1—p. (3.15) 

То есть вероятность возможной ошибки опознавания дается 
выражением Р c= 2-(C—H(X)) и стремится к нулю с воз- 
растанием п, если Н()Х) < С. 

Если Н(Х) >> С, то ясно, что С единиц информации (ко- 
торые принято называть «битами») можно передать, допуская 
неопределенность Н(Х) — С бит. Наконец, если бы мы мог- 
ли закодировать источник с Н(Х) = С - а битами инфор- 
мации так, чтобы получить неопределенность Н(Х | У) = а, 
тогда было бы Н(Х) — Н(Х | У) > С. Это противоречит 
определению пропускной способности С, данному уравне- 
нием (3.13), и, тем самым, доказывает третью часть тео- 
ремы. 

Важно отметить, что вероятность ошибки Р является 
средней (в самом деле, она является средней по всем воз- 
можным кодам), и так как она стремится к нулю, то отсюда 
следует, что существует по меньшей мере одна кодирую- 
щая схема, для которой Р —0. Кроме того, доля всех воз- 

можных кодов, имеющих предельные значения более ТР, 

не превосходит УР, итак какР -> 0, почти все кодирующие 
схемы в пределе сколь угодно близки к идеальной. Любой 
код, близкий к идеальному, обладает тем свойством, что 
если сигнал был искажен шумом, то оригинал все же мож- 
но опознать, т. е. искажение, вообще говоря, не будет вы- 
зывать путаницы в сигналах. Это достигается путем введе- 
ния избыточности. Из уравнения (3.15) видно, что такое 

2 С. Виноград, Дж. Д. Коуэн
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кодирование уменьшает Р только при увеличении п, т. е. 
за счет передачи более длинных последовательностей сиг- 
налов. В некотором смысле этот вывод совпадает с уравне- 
нием (3.3), по которому минимальное количество двоичных 
цифр, требуемых в среднем для кодирования сообщений, 
обычно приближается к Н(Х) только с возрастанием п. 
Таким образом, кодирование сообщений как для канала 
с шумом, так и без шума требует использования задержек 
ввкодирующих устройствах. Для достижения пределов, 
указываемых теорией, эти задержки должны быть беско- 
нечно длинными. 

3.5. Пропускная способность - двоичного 
симметричного канала 

Мы уже приводили пример кода для передачи при 
отсутствии шума (см. табл. 3.1). Заканчивая главу, 

- мы дадим пример вычисле- 
g HHA пропускной способности 

канала и несколько примеров 
кодов для каналов CBA3H 
с шумом. 

Рассмотрим в качестве про- 

  

fey 
Ld 

‚ стого примера двоичный симмет- 
ый li é „ричный, не обладающий памятью 

Рис. 13.2. Символическое канал (ДСК) с шумом, в котором 
представление двоичного сим- двоичные цифры 1 и0 принима- 

метричного канала. ются неправильно с вероятно- 
стью р и правильно с вероятностью д =1 — р: 

Pr (y; = 1|x; = 1) = Pr(y; = 0|x; = 0) =4q, 

Pr (yj = 0| x; = 1) = Pr(yp = 1x; =0) =p. 

  

  

(3.16) 

Это можно. представить схематически на рис. 3.2. Легко 
показать, что 

ky А 

H(Y |X) =— >} Dd} Pr (x2) Pr (y;| x2) loge Pr (y;| x2) = 
i=1j=1 

= — plog, p—q log. q. (3.17) 

В силу симметрии это выражение не зависит от вероят- 
ностей передачи. Из уравнений (3.12) и (3.13) следует, что



3.6] НЕКОТОРЫЕ КОДЫ С ИСПРАВЛЕНИЕМ ОШИБОК 35 

С получается простой максимизацией Н(У). Это достигает- 
ся, когда Рг(и; = 1) =Рг (и, =0) = 1/2, откуда Н(У) =1, 
и, следовательно, 

Сдск =1 - р105зр -- 910524. (3.18) 

3.6. Некоторые коды с исправлением ошибок 

Рассмотрим теперь построение кодов для передачи 
информации по такому каналу, как ДСК. В этом случае ко- 
дирующее и декодирующее устройства системы связи преоб- 
разуют одни последовательности_ двоичных цифр в другие 
последовательности двоичных цифр. Правильное воспроиз- 
ведение всех ЭК последовательностей сообщений длины К на 
выходе декодирующего устройства требует передачи после- 
довательностей сигналов длины п, где 

k = <С. (3.19) 

Будем называть К/п скоростью передачи и обозначать ее 
через Ю. Операция кодирования выполняется следующим 
образом. Входные цифры группируются в блоки по К 
цифр, которые последовательно преобразуются в равное 
количество блоков цифровых сигналов длины п. Блоки вы- 
бираются таким образом, чтобы в декодирующем устройстве 
давать возможность исправлять ошибки. Одним из способов 
является посылка блоков длины и, содержащих К цифр, со-. 
ответствующих цифрам оригинала сообщения, и п— К 
контрольных цифр, которые позволяют обнаруживать и 
исправлять ошибки, возникающие во время передачи: Су- 
ществует много других путей получения таких кодов с ис- 
правлением ошибок (Питерсон [28]). 

В качестве примера кодов с исправлением ошибок мы 
даем три кода Хэмминга [17], которые исправляют одиноч- 
ные ошибки при скоростях передачи 1/3, 2/5 и 4/7 соответ- 
ственно. Эти коды приведены в табл. 3.2 и 3.3. 

Мы интерпретируем эту таблицу следующим образом. 
Рассмотрим код (5,2). Пусть типичным кодовым словом бу- 
Дет х! Х2... Хь. Здесь ха и х› уже определены, т. е. х1 х› — это 
исходное сообщение. Остальные места в кодовом слове 

2°
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Таблица 3.2 

Кодирующая функция для кодов 
Хэмминга (3.1), (5.2) и (7,4) 
  

  

  
  

  

                
  

k 

1 2 4 

3 24 
31 

312 
п 5 49 

51 

7 0134 
6124 
1123 

определяются согласно табл. 3.2 как 

Хз — А Ф Ао. 

Ха = Xo; (3 .20) 

№5 = м. 

Декодирующие функции для этих кодов задаются табл. 3.3. 
Таким образом, если и: у. ... и — полученное кодовое 

слово из кода (5,2), то х. и хо вычисляются следующим 
образом: 

х1 = 11 ® (у: Фу,) & (у, Фу, ® у), (3.21) 
Xo = Yo B (Yo B Ys) & (Yr © Yo © Ys). 

Аналогично, в случае кода (3.1) получаем 

Xy = Yr & Yo B Yn K Ys DO Yg & Ys (3.22) 

и так далее. Эти коды работают за счет создания «резерва» 
множеств выходных последовательностей сигналов для 
каждой данной входной сигнальной последовательности.
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Таблица 3.3 

Декодирующие функции для кодов Хемминга 

(3,1), (5,2) и (7,4) 
  

п 

  

  

1| 11&22 & 33 &1 

  

14 15 & 123 
k | 2 22 2А & 123 

  

14 1345 & 1246 & 1237 
4 22 1345 & 1246 & 1237 

33 1345 & 1246 & 1237 
44 1345 & 1246 & 1237             

  

Упомянутые множества состоят из последовательностей, 
«сгруппированных» вокруг выходной последовательности, 
которая соответствует, при отсутствии шума, данной вход- 
ной последовательности, т. е., эти множества состоят из 
всех последовательностей, которые отличаются некоторы- 
ми неопределенными цифрами от данной входной последо- 
вательности. Тогда любая частная выходная последователь- 
ность Декодируется согласно этой классификации. Напри- 
мер, код (3,1), правило образования которого показано в 
табл. 3.3, резервирует выходные последовательности 111, 
110, 101, 011 для входной последовательности 111 и после- 
довательности 000, 001, 010, 100 для входной последова- 
тельности 000. Таким образом, одиночные ошибки автома- 
тически обнаруживаются и исправляются декодирующим 
устройством. 

Вероятность отсутствия ошибки при декодировании @ 
дается для этих кодов формулой 

Q = Dd oup'ar, (3.23) 
+
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где р идте же, что в уравнении (3.16). Коэффициент ©; при- 
веден в табл. 3.4. 

Таблица 3.4 
Вероятность отсутствия ошибки 

для кодов Хемминга 

(3,1), (5,2) и (7,4) 
  

  

  

  

  

k 

i (7) 1 2 4 

31 о |4 ” 
4 3 3 

5] 0 1 1 
п 1 5 5 

2 10 о 

7 0 4 
1 | 7 1 
2 21 
3 35                 
  

Так, для кода (5,2) имеем 

Q=_ + 5q'p + 2q%p* (3.24) 
и так далее. 

На рис. 3.3 показана система связи, использующая такие 
коды. - 

    

    

            

Or uc- 
TOWHUKG ... . wee 

ии: и Канал > риа ДИ! 
DOM». YORU С м nguemnuny 

Рис. 3.3. Система связи в действии. 

На этом завершается наше изложение теории автоматов 
и теории информации и мы можем приступить к рассмотре- 
нию сущности этой работы, т. е. к синтезу конечных автома- 
тов, надежно функционирующих, несмотря на сбои в состав- 
ляющих их элементах.
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ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 

НАДЕЖНОСТЬ АВТОМАТОВ 

4.1. Работы фон Неймана 

Фон Нейман был, вероятно, первым, кто подробно рас- 
смотрел проблему надежности автоматов [41, 42]. Питтс 
и Маккаллок [31], пытаясь применить теорию автоматов к 
задаче, связанной со слуховым и зрительным восприятием 
и функционированием коры головного мозга, отметили, что 
модульные сети, предназначенные для моделирования 
этих сторон деятельности сложных биологических систем, 
должны быть построены таким образом, чтобы их функции 
не нарушались в результате малых отклонений в возбужде- 
ниях и торможениях, в порогах модулей и в отдельных дета- 
лях модульных соединений. Винер [45] также рассмотрел 
один из аспектов этой проблемы — неправильное функцио- 
нирование вычислительных машин, вызываемое сбоями или 
отказами составляющих их модулей. Он отметил, что в 
существующих вычислительных машинах использование 
мажоритарной (пороговой) логики (по принципу: «То, что 
я вам говорю, верно два раза из трех») вместе с поиском 
методов создания новых модулей привело к повышению 
надежности вычислений. 

На подобных идеях основывались и работы фон Неймана. 
Его основное решение было получено следующим образом. 
Желательно получить надежный выход конечного автомата, 
описываемого некоторой заданной булевой функцией. При- 
нимается, что такой автомат строится из модулей, которые 
вычисляют одну из двух функций — либо штрих Шеффера 
$(х4, Х2), либо мажоритарную функцию m(xy, Xe, Хз). Все 
модули вычисляют либо одну либо другую функцию. Сеть, 
состоящая из таких модулей, может вычислить произволь- 
ную булеву функцию, если при этом прибегнуть к некото- 
рым ухишрениям. Сигналы поступают от одного модуля к 
другому по соединениям, передающим только двоичные 
импульсы. 

Предполагается также, что модули перестают нормально 
функционировать с (точной) вероятностью = и сбои в моду- 
лях статистически не зависят от общего состояния сети и от 
других сбоев. Делая, в частности, это допущение, фон
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Нейман отмечал, что более реальным было бы допущение: 
«сбои статистически зависимы от общего состояния сети и от 
наличия других сбоев. В любом данном (конкретном) со- 
стоянии, однако, сбой в рассматриваемом базовом _ модуле 
имеет вероятность равную =». Однако для простоты анализа 
он принял более простое допущение. 

Для уменьшения воздействия сбоев в модулях сеть со- 
ставляется из значительно большего числа модулей и сое- 
динений, чем теоретически необходимо для вычисления тре- 
буемой булевой функции, т. е. сеть проектируется избыточ- 
ной. Так, конечный автомат (рис. 4.1), реализующий без 

  

  

  

Рис. 4.1. Неизбыточная модульная сеть, состоящая 
из модулей, реализующих функцию  щтрих 

Шеффера. 

избыточности данное определенное событие, используется 
в качестве прототипа для избыточного автомата, изображен- 
ного на рис. 4.2. Эта сеть имеет следующую структуру. 
Каждый модуль сети прототипа заменен блоком модулей 
того же самого типа, а каждое соединение заменено пучком. 
Структура блока и пучка не является полностью упорядо- 
ченной — допускаются некоторые случайности на микро- 
уровне. Однако организация связей между блоками точно 
соответствует организации сети прототипа, т. е. на макро- 
уровне случайностей не имеется. Каждый блок и пучок вы- 
полняют только то, что выполняли один модуль и одно сое- 
динение прототипа. Таким образом, множество модулей и 
соединений сети является избыточным. Именно эта струк- 
турная избыточность позволяет уменьшить воздействия сбо- 
ев в модулях, так как каждый блок работает по многократ- 
ному сигналу, передаваемому пучком, и принимает решение 
только на основе большинства. 

Каждый пучок состоит из п соединений, каждое из кото- 
рых передает только двоичные импульсы. Таким образом,
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Рис. 4.2. Избыточный вариант сети, показанной 
на рис. 4.1. А, — избыточные блоки; а — переста- 

новки из соединений 1, 2, 3.
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для пучка имеется 2” различных картин возбуждения или 
сигнальных конфигураций-от (111 ... 1) до (000... 0). Число 
единиц в конфигурации (уровень возбуждения) обозначает- 

ca § а доверительный уровень (порог) 
— А, так что 

1. п >`Е > (1 — Ап сигналы 1. 

в ; 2.0<&< An сигналы 0. (4.1) 

3. < ЕЁХ (1 — Ап — сигналы[” 
сбоя. 

Каждый избыточный блок работает, реа- 
гируя на свои входные пучки, следую- 
щим образом. 

"`` Его первый ряд модулей вычисляет 
п копий $(х4, г), т. е. этот ряд вычисля- 
ет $(ха., Хзь), 5$(лаь Хэь,), -.-, (аль Хэьи) 

где (a1, @?, ..., Gn) И (by, .,..., р,) — 
любые возможные перестановки ИЗ 
(1,2,..., п). Выходной пучок этого ряда 

a затем расщепляется, перемешивается, и 
его сигнальная конфигурация обрабаты- 
вается вторым рядом модулей. Этот 
второй процесс затем повторяется, и 

... результирующий пучок несет сигналь- 
ные конфигурации к другим блокам. 
Первый ряд называется, следуя фон Ней- 
ману, исполнительным органом, т. е. он 

Рис. 4.3. Подробная «“ВЫПолняет» данную функцию блока. 
схема избыточного Множество последующих рядов назы- 
блока: е — «испол- вается восстанавливающим органом, так 
нительный» ыы а ‚как его задача, как мы это покажем, за- 
’ вающий» орган.  КЛЮЧается в том, чтобы бороться с воз- 

действиями сбоев в модулях исполни- 
тельного ряда и, таким образом, восстанавливать сиг- 
нальные конфигурации, искаженные шумом (рис. 4.3). 
Это выполняется следующим образом: любая сигнальная 
конфигурация с уровнем возбуждения &, превосходящим 
некоторое начальное значение &, увеличивает этот 
уровень за счет восстанавливающего органа и, наоборот, 
любая сигнальная конфигурация с уровнем возбуждения 
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€, меньшим &с, уменьшает этот уровень (рис. 4.4). В резуль- 
тате сбои, представляемые уровнями возбуждений, заключен- 
ными между Ап и (1 — А)п, постепенно корректируются, 
так как уровни этих частных возбуждений постепенно 
заменяются уровнями, при- 
нимающими значения вне 
границ, указанных выше. 

Сам блок, как отмечалось, 
избыточен, и эта избыточность 
может быть определена как 

М =3.п. (4.2) 

Для данной вероятности не- 
правильного! срабатывания & 
фон Нейман показал (изменяя у 
А ип), что существует ’опти- 4  &rodnov ypobens Costyxcdenua + 

мальное Д, такое, что никакие Рис. 4.4. Передаточная функция 
сбои не передаются через из- восстанавливающего органа. 
быточную сеть. Для вероятно- 
сти Р неправильной работы сетийв целом при заданных 
модулях, которые функционируют неправильно с ‘вероят- 
НОСТЬЮ & =5-10`3, он получил зависимость 

= .10-вийо с, (4.3) 

~
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Это выражение таково, что для получения разумно ма- 
лых Р необходимо иметь довольно большие значения д 
(см. табл. 4.1). 

Таблица 4.4 

Вероятность неправильного функционирования сети 
в зависимости от избыточности 
  

    

  

    

п Р п `Р 

4000 2,7-4072 40 000 1,6.40—10 
2000 2,6.10-8 20000 258-4079 
3000 2,0-10* 20 000 4,2-107%3 
5000 4,0.10-8       

“и 

Фон Нейман не был удовлетворен этим результатом и счи- 
Tal, что
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«ошибку следует трактовать термодинамическими мето- 
дами, и что она должна быть объектом термодинамической 
теории, какой была информация в работах Л. Сциларда и 
К. Э. Шеннона». 

4.2. Другие подходы к созданию 
надежных автоматов 

Другие подходы к созданию надежных автоматов, вклю- 
чая использование более сложных модулей с иным характе- 
ром возникновения ошибок по сравнению с ранее упомяну- 

тыми, также приводили к избыточным 
автоматам в основном с теми же харак- 
теристиками, определяемыми уравнени- 
ем (4.3). Так, Аллансон [1] рассмотрел 
синтез сетей из модулей, которые вы- 
числяют мажоритарную функцию многих 
входов. Модуль такого типа изображен 
на рис. 4.5. 

Предполагается, что ошибки проис- 
ходят как в самих модулях, так и при 
синаптической передаче, т. е. при пере- 
даче сигналов между модулями. Пред- 
полагается также, что эти синаптиче- 
ские ошибки могут быть двух родов: 
ошибки, которые уничтожают входной 
сигнал, и ошибки, которые самопроиз- 

Рис. 4.5. Сложный вольно порождают фиктивный входной 
CKOH ре повацией. сигнал. Мы можем описать возникнове- 

° ние ошибок в синапсе, используя терми- 
нологию теории информации и предста- 

вив синапс как двоичный асимметричный канал, в котором 
ра и р> — соответственно «положительная» и «отрицатель- 
ная» синаптические ошибки. Аллансон показал, что повы- 
шение надежности синаптической передачи может быть до- 
стигнуто за счет увеличения числа окончаний, контактирую- 
щих с каким-либо модулем, т. е. за счет синаптической реп- 
ликации. 

Распространение этих соображений на сети с «шумовы- 
ми» модулями и с «пумовыми» соединениями было впервые 
проведено Мурогой [27] и Вербееком, Блюмом, Коуэном и 
Маккаллоком [39, 3, 7, 22, 23]. Они использовали модули, 
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аналогичные модулям, изображенным на рис. 4.6, за исклю- 
чением того, что с каждым модулем связывалась вероятность 
ошибки =. Кроме этого, рассматривались синаптические 
ошибки, имеющие место с вероятностью р;. Эти ошибки ис- 
правлялись в основном путем сочетания модульной итера- 
ции с синаптической репликацией. Например, функция 
Р( = и, (Е— 1) \/й (Е — 1 надежно вычислялась модуль- 
ной сетью, приведенной на рис. 4. 6. Каждая переменная, 

ay ~ 

6) 
\*) 

: y 

/ 2 \. р 

Рис. 4.6. а) Модульная сеть с исправлением ошибок; 
схема соединений «все -- со -- всеми». 

как и раньше, представлена пучком из п линий, и уровевь 
возбуждения &, удовлетворяющий неравенству An < E< 
< (1 — А) п, свидетельствует о неправильном функциониро- 
вании. Порог 9 каждого из п модулей установлен таким, 
что входные ошибки исправляются и остаются только мо- 
дульные ошибки. Для этого нужно выполнить условие 

—2n(1l—A)<d< —an(l+ A), (4.4) 

которое приводит к уравнению 

@ =— (n + [nA] + 0,5), (4.5) 
где A < 0,33 u [nA] — наименьшее целое число, ббльшее, 
чем пА. Отметим, что каждая входная линия контактирует
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со всеми п модулями, каждый из которых вычисляет поро- 
говую функцию, заданную уравнением (4.5). 

Верхняя граница вероятности неправильного функцио- 
нирования сети из-за входных и синаптических ошибок 
может быть вычислена как функция биномиального рас- 
пределения вероятностей. Объединяя ее с вероятностью 
неправильного функционирования сети из-за модульных 
ошибок, получаем верхнюю границу вероятности неправиль- 
ного функционирования выходного пучка. Отсюда, в соот- 
ветствии с биномиальным законом распределения, можно 
вычислить вероятность Р неправильного функционирования 
сети. Это вычисление усложняется тем, что ошибки на входе 
и синаптические ошибки могут оказывать или не оказывать 
независимые воздействия на выход. Верхняя граница Р мо- 
жет быть, однако, получена, если вычислить вероятности 
неправильного функционирования сети для обоих случаев 
и принять наибольшее из двух значений за Р. При этом 
получаются следующие результаты. 

Пусть =; — вероятности ошибок на входе (в примере; 
приведенном на рис. 4.6, это было бы эквивалентно утверж- 
дению, что входные модули функционируют неправильно 
с вероятностями =;). Тогда 

n =e,(1 — ps) + (1 — &) Ds (4.6) 
есть вероятность неправильного функционирования из-за 
воздействия как входных, так и синаптических ошибок. 
Табл. 4.2 показывает изменение величины Р в зависимости 

Таблица 4.2 

Вероятность неправильного функционирова- 
ния модуля тах Р в зависимости от 

  

  

избыточности 

п n= € = 0,005 n=e= 0,01 

5 6,7-4072 —2,4.10— 
10 3,1-1073 3,8.10—2 
20 . 1,0.40— 7,2°1073 
30 3,6.10-8 4,9-1073 
40 ~107 9,6-4075          
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от й, | и = в случае, когда  =е. Сравнение таблицы 4.2 с 
таблицей 4.1 показывает, в частности, возросшую эффектив- 
ность исправления ошибок за счет использования более 
сложных модулей. 

В самом деле, возросшая эффективность такова, что 
ошибки исправляются сетями единичной глубины, и отпа- 
дает необходимость иметь восстанавливающие органы. С дру- 
гой стороны, можно рассмотреть более сложные модули, 
которые реализуют как вычисление, так и восстановление, 
все в одном месте (Коуэн [8]). Однако вероятность непра- 
вильного функционирования Р стремится к нулю, как и в 
схеме фон Неймана, при п, стремящемся к бесконечности, 
с той лишь разницей, что для данного Р это стремление к 
бесконечности более медленное. Таким образом, хотя и была 
достигнута возросшая эффективность по сравнению со 
схемой фон Неймана, все еще требуется произвольно высо- 
кая избыточность для достижения произвольно низкой ве- 
роятности неправильного функционирования. 

4.3. Сравнение с теорией информации 

Если мы сравним избыточные модульные сети, разрабо- 
танные фон Нейманом и другими, с избыточной системой 
связи Шеннона [35], то сразу станут очевидными некоторые 
существенные различия. Сравнивая модульную избыточ- 
ность с избыточностью сигнальных последовательностей, 
применяемой для борьбы с воздействиями «шумового» кана- 
ла, и определяя модульную избыточность сети № как отно- 
шение числа модулей в избыточной сети к числу модулей в 
неизбыточной сети, имеём 

N = 3n (фон Нейман), 
(4.7) 

N =n (Mypora u др.). 

Аналогично, удельная нагрузка на модуль ЮР определяется 
как 1/М№, так что 

= =: (фон Нейман), 

1 (4.8) 
= (Мурога и др.).
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Из табл. 4.1 и табл. 4.2 видно, что вероятность неправиль- 
ного функционирования Р приблизительно пропорциональ- 
Ha exp (—c,/R), T. e. 

P =d,exp (— <) (фон Нейман), 
(4.9) 

Co P=d,exp (— z) (Мурога и др.), 

где 4: и 4 — медленно меняющиеся функции п, а’с И с2 — 
константы. 

Если сравнить уравнение (4.9) с выражением вероят- 
ности ошибки! опознавания й ee уравнением 

3.15), т. е. 

  

1 

$ Р=2-" 8), (4.10) 

S/ [ss < TO. ~MOXKHO заметить, что 
8 различие заключается в 
8 afb se том, что Р стремится к ну- 
< лю с ростом п независимо 
iS oT R, npu ycnopun: R<C, 
x в то время как Р стремит- 

ся к нулю вместе с Ю. Это 
0 ——     у показано на рис. 4.7. 
УЯельноя нагрузка (скорость передачи) Важным следствием это- 

Рис. 4.7. Сравнение различных ре- го является то, что харак- 
шений проблемы повышения надеж- ТеРИСТИКИ избыточных авто- 
ности. а) Фон Нейман; 6) Мурога Матов, сконструированных 

и др.; с) Шеннон. в соответствии с теорией 
фон Неймана, Муроги и др., 

не дают возможности определить такое понятие работо- 
способности, которое допускало бы непосредственную 
оценку. 

4.4. Попытки применения теории информации 

Отсутствие понятия работоспособности канала вычисле- 
ний применительно к избыточным автоматам, рассмотрен- 
ным в разделах 4.1 и 4.2, наводит на мысль, что более пря- 
мое применение теории кодирования к задаче вычислений 
может привести к получению возможности описания рабо- 
ты избыточных автоматов в терминах способности выпол-
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нять операции с заданной вероятностью за заданное время, 
или, короче, в терминах работоспособности. В соответст- 
вии с этим Элайс [10] предложил модель вычислительной 
системы, состоящей из модульной сети, подверженной шу- 
мам; и идеальных кодирующих и деко- 
дирующих устройств. Структура этой 
системы, которую мы несколько измени- 
ли, не меняя ее основных черт, изобра- 

  жена на рис. 4.8. Требуется, чтобы мо- 
дульная сеть реализовала событие ЕЁ, Лобщдиющее 
соответствующее некоторой логической yempoucmég       

функции входов х1 И Хо. Элементами этой 
сети являются модули, которые вычис- 
ляют булеву функцию одной или двух 
переменных, например, ”, &, \/, =, Ф 
и т. д., с малой, но ненулевой вероятно- /дульмая 7:2 
стью ошибки. Эти вероятности статисти- 
чески независимы от общего состояния 
сети и от наличия других сбоев; т. е.   

      

делается такое же допущение относи- Aexobupyoupee 
тельно ошибки, как у фон Неймана. yempoucmeo 
Однако модульная сеть неизбыточнаи | 
избыточность системы не является схем- | 
ной или канальной избыточностью — 
это просто избыточность сигнальной по- Рис. 4.8. Вычисли- 
следовательности, как в случае связи. тельная система. 

Последовательности длины К входных 
сигналов х: и х› кодируются в сигнальные последователь- 
ности длины п. Эти последовательности являются вход- 
ными для сети. Выходные последовательности длины п 
декодируются в последовательности длины К, которые, надо 
надеяться, соответствуют реализуемому событию. Важно 
отметить, однако, что сеть не имеет памяти, и вся обра- 
ботка ведется поразрядно, так что в пределах последова- 
тельности операции не имеют места. 

Предполагается, что кодирование по каждому входу 
х4 и х› независимо, и декодирующее устройство однозначно 
отображает сигнальные последовательности в выходные 
при отсутствии шумов в модульной сети. Эти допущения 
обеспечивают то, что заданное множество событий целиком 
реализуется в модульной сети с шумом и не реализуется (ни
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частично, ни полностью) в кодирующих и декодирующих 
устройствах без шума. 

Получены следующие результаты: из шестнадцати воз- 
можных булевых функций двух переменных х/ и хо имеется 
только восемь функций, для которых можно использовать 
(п, К) коды, дающие положительные скорости передачи ин- 
формации через сеть при бесконечно малых частотах ошибки. 
Из этих восьми функций шесть не представляют большого 
интереса, так как являются функциями 1 (тавтология), 
0 (противоречие), хи, хо, 1 и 5. Оставшиеся две функции 
х. Фхои хи = х. таковы, что каждая отображает множест- 
во 2Кп-разрядных последовательностей в себя таким об- 
разом, что сохраняются метрические свойства этого мно- 
жества, т. е. последовательности, отличающиеся одна от 
другой большим количеством разрядов на входе, отобра- 
жаются в такие же последовательности на выходе. Это зна- 
чит, что при кодировании входных последовательностей 
для этих функций можно использовать коды Хэмминга 
[17] или любые другие группы кодов (Слепян [36]). Однако 
х. Фх. и X, = х› не являются универсальными функция- 
ми, и поэтому все множество восьми функций неполно, 
т. е. сети, реализующие даже определенные события, нельзя 
построить только из элементов этого множества. 

Элайс показал, что для другого множества восьми 
функций, включающего х! & хо, х1 & %, Я, & хо, Хи & Xe, 
ха \/ Хо, х. \/ &, № \/ хо их \/ Х, наилучшим является 
код, при котором поразрядные кодирующие устройства по- 
вторяют каждую цифру п раз и принимают большинство 
выходов в ‚качестве правильного выхода. Это значит, что 
для этих восьми функций произвольно высокая надежность 
вычисления может быть достигнута только за счет произ- 
вольно низких скоростей вычисления. Анализ Элайса был 
повторен Питерсоном и Рэбином [29], которые получили, по 
существу, аналогичный результат. 

4.5. Обсуждение 

Мы можем разделить рассмотренные соображения на 
ряд различных классов. Первый класс состоит из сообра- 
жений фон Неймана, в которых изучаются простые, по су- 
ществу, модули, функционирующие неправильно с вероят-
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ностью в. Избыточные блоки и последовательности состо- 
ят, по существу, из множества копий простых модулей или 
же цифр сообщений, т. е. в процессе кодирования не проис- 
ходит никакого увеличения модульной сложности (мы ис- 
пользуем в качестве меры модульной. сложности количество 
входов модуля). Результирующие сети, несомненно, обна- 
руживают и исправляют ошибки, но делают это, вообще 
говоря, неэффективно: Аллансон, Мурога, Вербеек и др. 
[1, 27, 39, 3, 7, 23 @предложили более эффективные схемы, 
в которых вместо простых модулей использовались блоки 
из сложных модулей. “ 

Ни в одном из этих классов не обеспечивается надежная 
обработка информации с положительной скоростью в том 
смысле, как мы определили выше. Однако очевидно, что 
повышенная эффективность при кодировании избыточных 
автоматов может быть получена за счет увеличения сложно- 
сти модулей, составляющих такие автоматы, и это приво- 
дит к выводу, что только автоматы, состоящие из избыточ- 
ных блоков сложных модулей, могут обеспечить ненулевую 
удельную нагрузку при надежных вычислениях. 

ГЛАВА ПЯТАЯ 

МОДУЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СЕТИ 

В предыдущих главах мы не определили явно, что под- 
разумевается под вычислением, а просто считали, что мо- 
дульные сети, реализующие определенные события, явля- 
ются (неявно) примерами вычислительных сетей. Ясно, од- 
нако, что мы должны связывать вычисление с актом выбора 
и необходимого разрушения информации в этом процессе. 
Именно это разрушение и используется для определения 
понятия вычисления“). 

Рассмотрим, например, модуль, реализующий любую 
булеву функцию двух переменных хи: и х2. Из шестнадцати 
различных возможных булевых функций двух переменных 
  

*) Другими словами, авйоры определяют вычислительные процессы 
как процессы переработки информации, при которых количество «пере- 
работанной информации существенно меньше количества исходной ин- 
формации. (Прим.ред.)
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некоторые просто идентичны ха и х» или их отрицаниям X4 
и Хз, а другие являются такими функциями, Kak x, & Xp, 
Х1 \/ Хо, Хи & Хо, X4 \/ Хит. Д. Определяя понятие вычисле- 
ния, мы должны разграничивать эти два множества, так 
как элементы первого таковы, что функция определяет 
аргумент, в то время как элементы последнего таковы, что 
функция неоднозначно определяет аргумент. Мы сделаем 
это ниже для общего случая модуля со входами хи, Хх»... 

‚Хх; и выходом JY. 

5.1. Системы обработки информации 

Следуя модели системы связи, рассмотренной в главе 3 
(см. рис. 3.1), будем считать, что такой модуль является 
частью вычислительной системы или системы для обработ- 
ки информации, как это показано на рис. 5.1. Предпо- 
ложим, что в момент Ёна каждом входе независимо выбира- 
ется один из А. возможных символов ансамбля Х‚(г=1,2,... 
.... 5) И что каждый выходной сигнал выбран в момент 

Источник сообщений — Мобульнаясеть — Приемник , 

Рис. 5.1. Обобщенная система обработки 
информации. 

[ - 1 из ансамбля У` (®. символов). Тогда общее количество 
информации, связанной со входами хи, хо, ..., х, равно 

$ 

Н(Х) => Н(Х.) (5.1) 
r=] 

и количество информации, связанной с выходом, равно 
Н(У). Зависимость между этими величинами определяется 
структурой модульной функции. Таким образом, каждая 
конфигурация BXONOB X,(¢t) = x,(t)x2(t)...x;(4) определяет 
единственный выход Ив(ё - 1), и поэтому поведение систе- 
мы может быть представлено множеством переходных веро- 
ятностей 

Pr (yp (¢ + 1)| Xe (£)) (a=1,...,k; B=1,..., he)
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таких, что 

Те = (0), 
Ре ОР = | ор tye Fae) 

где { — заданная функция, реализуемая модулем. 
Средняя неопределенность относительно Уз, обеспечи- 

ваемая х., может быть определена как 

H(Y |X) = 
5 Ry he 

= — >} >) Pr(xa(t), ya (t+ 1)) loge Pr (ys (t+ 1) |X (t)). 
&—1 p=1 = 

(5.3) 

(5.2) 

Теперь можно доказать следующую лемму: 
Лемма 5.1. 

Н(У|Х) =0. 

Доказательство. 

м р, 

Н(У|Х) =— > № Рг(ха (1), Ив (Ё-+ 1)) logs Pr (yp (¢ + 
а—1 В=1 

$ 

Е к, 

+ 1) (0) = — № 2 РЕ ржа (0) х 
х РГ (ха (#)) 1052 Рг (ув (Е - 1) [Ха (#)) = 
= 1.Рг (хо (№) -105 1 + 0-Pr (xz (#))- log, 0 = 0, 

что и требовалось доказать. 
По аналогии с соотношениями (3.11) и (3.12), можно 

утверждать, что 

Н(Х)— Н(Х|У) =Н(У) (5.4) 
- 

или что 

Н(Х)—Н(У)=Н(Х|У). (5.5) 

То есть количество информации, обеспечиваемое вход- 
ными символами ха, Минус количество информации,
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обеспечиваемое выходными символами Ys модульной сети 
без шума, равно неопределенности относительно входов, 
даваемой выходами. 

Будем считать, что имеет место вычислительный про- 
цесс, если ° 

H(X|¥)>0, (5.6) 
т. е., если выходныесимволы не полностью определяют вход- 
ные конфигурации; будем считать, что имеет место процесс 
передачи информации (связь), если 

A(X | Y) =0, (5.7) 

т. е. выходные символы полностью определяют входные 
конфигурации. Непосредственно из уравнения (5.5) следу- 
ет, что вычисление имеет место, если Н(Х)`> H(Y), T. e. 
если при переходе от Х к У информация теряется *). 

5.2. Вычисление с помощью ненадежных модулей **) 

До сих пор мы пренебрегали воздействием шума в си- 
стеме и принимали, что входы модуля однозначно определяют 
его выход. Рассмотрим теперь ненадежный модуль (или мо- 
дульную сеть), выбирающий, как и прежде, входные сим- 
волы в момент # из ансамбля Х. Однако выходные символы 
выбираются в момент #-|- 1 не из ансамбля У ‘выходных 
символов, рассмотренного выше в случае с идеальным мо- 
дулем, а из некоторого ансамбля 7. Поведение этой системы 
представляется множеством переходных вероятностей 

Pr (2, (¢ + 1)|xz (¢)) (¥ =1,..., Re). 

Предположим, что эти вероятности удовлетворяют 
условию 

Prfzy (+ 1)|Xa (t)) = Pr (2y (f+ 1)|x’e()) 
  

*) Здесь следует подчеркнуть, что причиной подобного уменьшения 
количества информации является сама вычислительная операция, а не 
ненадежность работы элементов. (Прим. ред.) 

**) Здесь и далее под ненадежным модулем (модульной сетью) по- 
нимается модуль (модульная сеть), подверженный воздействию шума. 
(Прим. ред.)
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для всех z, © Z всякий раз, когда 

F (Xa (t)) = F(x’e (2). (5.8) 

Это значит, что Pr (z,(¢-+ 1) | x2(¢)) можно предста- 
вить как 

Ре (ах (Е Пра (0) = 

= >! Рг(а (Е 1) [ув (+ 1))Рг (ув. (Е 1) [хе (9), (5.9) 
В=1 

т. е. модульная сеть с шумом, определяемая множеством 
переходных вероятностей Pr(z,(¢ + 1)| х.(:)), может быть 

  

  

  

  

  
      

        

О тЫ 7 
| 

4; > | 
7 — | Zp > Модульная сеть | 9 [Cem cansu | | 2 

Ея шума ” | оби [|” ° 
t 5 > | 

| 
| 

Le J   
Puc. 5.2. Разбиение модуля с шумом. 

представлена как сочленение двух сетей, которые соответ- 
ственно описываются множествами переходных вероятно- 

стей Pr(ya(t + 1) | xe(é)) и Рин (Е + 1) [ув + 1)). Первое 
из этих множеств представляет сеть, реализующую 
функцию }(хо(1)), в то время как второе представляет 
сеть связи с шумом и с нулевой задержкой (рис. 5.2). 

Уравнение (5.9) позволяет доказать две следующие 
леммы. 

Лемма 5.2. 

H(Z |X) =H(Z| Y). 

Доказательство. 
Опустим аргумент &, так как он не фигурирует в этом 

доказательстве. Из уравнения (5.9) 

Рг (2. |х«) = Рг(2. | Ув) Рг (Ув [х«) = Рг(2.|в) (Ув = [(ха))



56 МОДУЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СЕТИ [ГЛ. У 

и имеется только одно уз такое, что ув = }(х.). Отсюда 

$ 

р, 

H(Z|X) =— >} >} Pr (xa, 2y) 10в» Рг (2. | х«) = 
“=1 y=1 

RS № 

= — >, >) РГ (21 | Ха) Рг (ха) 108» Рг (24| Ха) = 
a=1 Y=1 

he kes 
=-— Sd) Pr(zy! Ув) Pr (Xa) logs Pr (zy | Yq); 

y=1 Yap p=1 

где у.в есть множество всех х„ таких, что ув ={(хо) для 
данного В. 

Отсюда следует 

№ Ra 

H(Z|X)=— Pr (xa) № У Рг(2 | ив) 108» Рг (24 | Ув) = 
Yap B=1 Y=1 

К. ke 

— -2 > Pr (2, | Hp) Pr (уз) logs Pr (2. | Уз) =H (Z| Y), 
=1 у=1 

что и требовалось доказать. 
Лемма 5.3. 

НЦХ |2) =НЦХ | У) + НЦ |2). 
Доказательство. 
Из уравнений (3.11) и (3.12) имеем 

НХ) — Н(Х |2) =Н(7) — Н(2 |Х), (5.10) 

H(Z) — H(Z| Y) = A(Y) — AY | Z). (5.11) 

Из леммы (5.2) и уравнения (5.10) имеем 

H(X | Z) = H(X) — H(Z) + H(Z|Y) = 
= H(X) — H(Y) + HV |Z) =H(K|Y) + HW | 2), 

что и требовалось доказать. 
Леммы 5.1 и 5.3 позволяют нам установить очень важ- 

ную зависимость между средним количеством информации, 
обеспечиваемым 2. относительно ха, т. е. ДХ; 2], и средним 

-
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количеством информации, обеспечиваемым г, относительно 

ув, Т. е. ДУ; 2]. 
Теорема 5.1. 

ПХ; 7] = ПУ; Z]. 

Доказательство. 

I[X;Z] = H(Z) — H(Z | X) по (3.12), 

= H(Z) — H(Z|Y) no лемме (5.2), 

—= ДУ; 1] по (3.12), 

что и требовалось доказать. 
То есть среднее количество информации, обеспечивае- 

мое 2, относительно Х., равно среднему количеству инфор- 
мации, обеспечиваемому 2. относительно ув. Это означает, 
что из выходных сигналов 2. ненадежной модульной сети, 
вычисляющей функцию уз ={(х.), нельзя, в среднем, из- 
влечь больше информации относительно хо, чем из выход- 
ных сигналов гипотетической идеальной сети, вычисляю- 
щей ту же функцию. 

Это следует из того факта, что, в общем, при переходе 
от Х к информация теряется не только из-за воздействия 
шума, но и в результате выполнения вычисления. Положе- 
ние станет очевидным, если записать ДХ;7] в форме 

ИХ; 71 =Н(®) — НСХУ) — МУ. (5.12) 
Это выражение показывает, что количество информации, 
обеспечиваемое г, относительно х., равно количеству ин- 
формации, обеспечиваемому хе, минус количество инфор- 
мации, потерянное при выполнении вычислений, минус ко- 
личество информации, потерянное из-за воздействия шума. 

5.3. Модульное разбиение 

Уравнение (5.10), указывающее место потерь информации 
в процессе вычисления при наличии шумов, строго зависит 
от принятого разбиения множества Рг(2.,(Ё - 1)|хо (1). 

Такое непосредственное разбиение вообще невоз- 
можно, тем более, что множество Рг(ув(Ё - 1) |х.(0)) 
состоит только из единиц и нулей. В последующем обсужде- 
нии мы будем рассматривать только модули, поддающиеся
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разбиению. В тех случаях, когда разбиение невозможно, 
мы будем рассматривать такие модули, как если бы они бы- 
ли еще более ненадежными, и заменять множество вероятно- 
стей Рг(г.(+ -- х„(7), описывающее их поведение, другим 

, т &    
    

  

  

  

Рис. 5.3. Символическое пред- Рис. 5.4. Вероятиостная функ- 
ставление вычислительного ция & (х. (0). 

канала с шумом. 

множеством  Рг*(2(Ё +-"1)|x.(4)), допускающим разбие- 
ние и выбранным так, чтобы воздействие шума не умень- 
шалось. Рассмотрим следующий пример подобной проце- 
дуры. Пусть имеется ненадежный модуль, который должен 
вычислять заданную функцию х.(й & х›(, где жих. — 
символы, выбранные из двоичного алфавита. Здесь мож- 
но воспользоваться шенноновским символичееким изоб- 
ражением канала с шумом (Шеннон [35]). Другими слова- 
ми, символическое изображение, показаннее на рис. 5.3, 
представляет собой модуль, который вычисляет вероятно- 
стную функцию *) 2(хо(1)) с переходными вероятностями 

Рг(аа(Е -- Пк (0) = 9», Pr(2e(é + 1)|Xe(é)) = pa’ 
Ja + Pa =1. 

В рассматриваемом примере qi, g2 H q3 различ- 
ны, но больше или равны 0,5, а д. меньше или равно 0,5. 
  

*) В дальнейшем авторы приняли следующую систему обозначений. 
Через х„ обозначается одно из четырех возможных состояний входа (од- 
на из четырех возможных комбинаций символов 21 и х.). 21 и 2. — два 
возможных значения выходного сигнала. Для рассматриваемой буле- 
вой функции х, ={0,0}, х,={0,1}, х.; ={1,0}, ж={1,1}, 2 =Ои 
2. = |. (Прим. ред.)
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Такое множество переходных вероятностей, в общем, не 
допускает разбиения. Однако если 01, 42 и 4з заменить на 

    

  

Рис. 5.5. Разбиение 5 (х„ (Й)на последовательное соеди- 
нение «безошибочной» функции f (x, (£)) = x, (f) & % (A) 
и канала с шумом, выполняющего однозначное пре- 

образование. 

7 o 

41, где 01 = пил (4, 42, 9з), то результирующая схема яв- 
ляется менее надежной и допускает разбиение. На рис. 
5.4 и 5.5 показана такая схема и ее разбиение. 

5.4. Общий метод 

В общем случае пусть ненадежный модуль, который 
должен вычислить функцию [(хе(1)), будет представлен 
множеством переходных вероятностей 

Pr(zg(¢ + 1) | x(2)). 
Заменим множество переходных вероятностей другим мно- 
жеством Рг*(2в({ -| 1) |х» (И) таким, что 

rmax Pr (zg (¢ + 1)| xe (¢)), 
Yad 

если у, (Е- 1) fF (xe ()), 
. (5.13) 1— >} Pr° (y, (¢ + 1) | x2 (2), 

Уёа 

ecm y(t +1) =f (xa (é)), 

Te Yas — множество всех хь таких, 4TO [(Xs(Z)) =/(Xz(2)) 
H Ysa — множество всех у таких, что из = f(Xa(t)). Этот 
метод получения разложимого модуля ограничивает воздей- 
ствие шума, однако он может дать слишком грубую оценку 

Рг* (26 (Е-Е 1) [ха (1) = ‹ 
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или даже вообще быть непригодным в том случае, когда 

У! Рг" (и, (ЕЕ 1) [ха (8) > 1. 
Уба 

В некоторых случаях можно использовать другой метод, 
который сводит к минимуму указанные трудности. Снова 
рассмотрим канал, изображенный на рис. 5.3. Предполо- 
ЖИМ, ЧТО 41, 42, 9з расположены по порядку 

41 < 2 < 43. (5.14) 

Допустим, что вычислительный канал с шумом, опреде- 
ленный этим множеством (и 0.), используется разумно в 
том смысле, что менее надежные переходы используются 
реже, чем более надежные («согласование»), так что 

Pr (x1) < Pr (x2) < Pr (Xs). (5.15) 

При этих условиях можно легко показать, что решение 

4, = \/з (1 - 9» + 93), 9, = 94 (5.16) 

удовлетворяет следующему неравенству: 

ИХ: 21< ИХ; 71, (5.17) 
где 7’— ансамбль, состоящий из алфавита 2 и соответству- 
ющих вероятностей Рг*(г.), равных 

ry 
Pr* (z,) = >j Pr® (zy (+ 1)| Xa (2) Pr (Xa (2). (5.18) 

a=1 

То есть выбор среднего арифметического 41, 42 И дз для 

41 ни недооценивает, ни переоценивает шум до такой степе- 

ни, как это было бы при выборе 4! = д1, и, более того, gy не 
зависит от входных вероятностей. Однако общие решения 
уравнения (5.18) требуют дальнейших исследований. 

ГЛАВА ШЕСТАЯ 

РАБОТОСПОСОБНОСТЬ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО КАНАЛА 

В предыдущей главе для характеристики вычислительно- 
го канала и канала связи были использованы меры инфор- 
мации ДХ; 7] и ЛУ; 7] соответственно. В этом разделе мы
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попытаемся оправдать использование этой меры, приведя те- 
орему о кодировании, подобную теореме 3.2 из раздела 3.4. 

Эта теорема содержит в себе понятие пропускной способ- 
ности канала, определяемой как максимальная скорость 
передачи символов /з, отнесенная к единице количества 
передаваемой информации по каналу связи с шумом, т. е. 

С = тах / [У; 7], (6.1) 
у 

где максимизация достигается за счет надлежащего выбора 
ky 

множества вероятностей Рг(ув) при ограничении У Pr (y,) = 
В=1 

—=1. Напоминаем, что С определяет максимальное коли- 
чество информации относительно входов, которое может 
быть извлечено из выходных сигналов канала связи с шу- 
мом или, равносильно, из ненадежной модульной сети свя- 
зи. Мы распространим теперь это понятие пропускной спо- 
собности канала на ненадежную модульную сеть, вычисля- 
ющую заданные функции. 

5.1. Основное неравенство 

Определим величину С*, называемую работоспособ- 
ностью такой сети, как - 

* = тах / [Х; 7], (6.2) 
x 

где г, — выходы ненадежной модульной сети, вычисляю- 
щей данную функцию ][(х.(0). Мы предположили, что та- 
кую сеть можно представить как последовательное соедине- 
ние идеальной вычислительной сети и сети связи с шумом. 
Пусть С — пропускная способность последней. Тогда име- 
ем следующую теорему. 

Теорема 6.1. 

С* < С. 

Доказательство. 

С" =тах 1 [Х; 2] = тах Г[У; 7] < шах Г [У; 2] =С, 
х х у 

(по теореме 5.1) 

tmo u требовалось доказать.
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Напомним, что тах / [Х; 2] является сокращенным обо- 
х 

значением для шах ДЦХ,, Х.,..., Х;; 2]. Предполагается, 
*4: coon Xe ° 

что модульные входы Х., Х,, ..., Х; выбираются каждый 
независимо, так что 

5 

Pr (xz) = [[ Pr (x;a). (6.3) 
Г=1 

Пусть Рг*(ув) — вероятности, которые. максимизируют 
ПУ; 21. Тогда необходимым и достаточным условием того, 
что С* равно С, является возможность нахождения множе- 
ства вероятностей, удовлетворяющих уравнению (6.3), 
такого, что - 

Ре" (и,) = У! Рг (ха). 7 (6.4) 
tap 

6.2. Некоторые примеры вычислительных ‚каналов 

Приведем два примера вычислительных каналов, 
одного с С* —=С и другого с С* < С. 

Примера). 
# — д Рассмотрим  вычисли- 
Ио 7 6 тельный канал, показанный 

на рис. 5.4 и 5.5. Пусть 
Pr(yi = 1) =— И Pr(yo = 

— 0) =1 —г вероятности, 
которые — максимизируют 
ПУ; 2]. Множество вероят- 
ностей Pr(x, = 1) =r, 
Рг(х = 0) =1 —г, Рг(х» = 
= 1) =1и Рг(хо = 0) =0 
удовлетворяет уравнению 
(6.3) и, таким ‘образом, С* 
равно С. 

Пример 6). 
Рис. 6.1. Вычислительный канал с Рассмотрим — вычисли- 
шумом при разбиении с С *<С. тельный канал с шумом, 

показанный на рис. 6.1. 
Этот канал получен для модуля с ‘двумя входами, каждый 
из которых может находиться в одном из трехразличных 
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состояний (0, 1, 2), и одного выхода, который может нахо- 
диться в одном из шести различных состояний (0, 1, 2, 3, 
4,5). Значение С для канала связи, показанного на рис. 6.1, 
равно (Шеннон [35]) ` 

C =log, 6 + p logs p + q logag, (6.5) 

где распределение вероятностей У дается формулой 

Рг(иу =В) =1/6 (В =0, 1,..., 5). (6.6) 

Таким образом, для получения в этом случае работоспо- 
собности канала вычислений С*, равной С, требуется 
такое распределение вероятностей Х, которое вызывает 
распределение вероятностей У, заданное уравнением (6.6). 

Пусть Рг(х. =]) =Рга: (& =1,2; | =0,1,2). При 
этом С* =С тогда и только тогда, когда следующая систе- 
ма уравнений: 

  

Рг1о- РГоо -- Ргло- РГол == 1/в (a) 

Prio-Proe ='/в (5) 

Pryi-(Proo + Proi + Prez) = */6 (c) 

Prio+Prog =y, (fp © 
Prj.- Pre, = 1/6, (e) 

Prio- Prop = 1/6 (f) 

имеет решение, удовлетворяющее условиям 

2 

Рг. >0, У Рга=1. (6.8) 
j=0 

Исключая Pri) 43 ypaBHenult (6.7a) u (6.7b) HM используя 
условие, 4TO Prop + Pro + Prop =1, получаем решение 
Рг>> = 1/2. Подставляя это значение Рг.. в уравнение (6.7 f), 
получаем решение Рг!:. =1/3. Последующее использова- 
ние этой величины Рг.› в уравнениях (6.74) и (6.7е) приво- 
дит к уравнению Prop + Pra -- Рг›› =1/2, которое про- 
тиворечит уравнению (6.8). Следовательно, для данного 
примера С* всегда меньше, чем С.



64 — РАБОТОСПоОСОБНОСТЬ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО КАНАЛА [ГЛ. УТ 

6.3. Вычисление булевых функций 

В оставшейся части этой монографии мы будем рассмат- 
ривать только булевы функции. Следующая теорема явля- 
ется поэтому, несомненно, важной: 

Теорема 6.2. Пусть т — разложимый модуль, пред- 
назначенный для вычисления булевой функции [ (хи, ..., Xs). 
Тогда во всех случаях С* = С. 
Доказательство. 
Так как Г — булева функция, то она может принимать 

только одно из двух значений, т. е. у =| или 0. Пусть 
Рг(и =1) =ра, Рг(и =0) =4. =1 — р: будет распреде- 
лением вероятностей у, которое реализует С. Так как 
(ал,...., х5) — булева функция (в общем случае не постоян- 
ная), то существует одна переменная х, и $ — | значений 
для других $ — 1 переменных из хи,..., Х;, Которые таковы, 
что 

    

f (*1, ^,..., Xs) xp=r = 0, 

Xp xz Ar) (6.9) 

(Ха, Ха... ., 5) т — |. 

x; =x (ir) 

Распределение вероятностей Хо, задаваемое 

Pr(x,=x)=1 (i= nr), (x, = X;) (i= Pr, 6.10) 

Pr (x, =r) = Pr(y = 0) 
` 

вызывает требуемое распределение по у, откуда С* = С, 
что и требовалось доказать. 

6.4. Предельная теорема для вычислительного 
канала с шумом 

Теорема 6.1, которую можно сформулировать следую- 
щим образом: 

тах 1 [Х; 2] < тах / [У; Z], (6.11) 
У 

указывает, что максимальное количество информации OT- 

носительно входов Х„, Которое может быть извлечено на
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выходе 2, ненадежной модульной сети, вычисляющей функ: 
цию /[(х«(И), равно, самое большее, максимальному коли- 
честву информации, которое может быть извлечено из 2. от- 
носительно выходов уз гипотетической идеальной модуль- 
ной сети, вычисляющей данную функ- 
цию. Это вполне согласуется с тем, 
что уже было сказано выше относи- 
тельно вычисления. 

Из глав 3 и 4 ясно, что такое из- 
влечение информации требует исполь- 
зования кодов с исправлением ошибок 
и, следовательно, избыточности либо 
сигнальной последовательности, либо 
канала, либо схемы. Теорема 3.2 ука- 
зала связь С с этой избыточностью, и 
при этом обеспечила методы ее исполь- 
зования. В последующем обсуждении 
мы покажем, как для С* можно дать 
подобные методы. 

В качестве первого шага докажем 
«теорему случайного кодирования» 7 
(подобную теореме 3.2), которая свя- 
зывает избыточность сигнальной по- 
следовательности с С*. Для этого 
мы используем модель, изображенную 

  
  

      

на рис. 6.2 (см. также рис. 5.1), со- 
стоящую из модуля (или модульной 
сети), обслуживаемого идеальными 
кодирующими и — декодирующими 
устройствами. Предполагается, что 
сеть не имеет памяти и что. каждый 
ВХОД 4, Х2,..., Х; Кодируется независи- 
мо (рис. 6.2). Тогда имеем следую- 

Рис. 6.2. Модульная 
вычислительная систе- 
ма: X15 №, eee Xs — BXOJ- 

ныепеременные; е1,е,... 
ФФоу es — кодирующие 

устройства; f — логи- 
ческая функция; @ — 
декодирующее уст- 

ройство. 
щую теорему. 

Теорема 6.3. Рассмотрим дискретный источник $, 
выбирающий сообщения из ансамбля Х, содержащего количе- 

5 

ство информации Н (Х) = У Н (Х,), и ненадежную модуль- 
г=1 

ную вычислительную сеть с работоспособностью С*. Если 
существует источник $’, выбирающий последовательности 

3 С. Виноград. Дж. Д. Коуэн
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из ансамбля Х’, такой, что 

(1) H (X,) <CH (X,) (r= 1,2,...,8) 

(2) H(X’) = D)H(X;) =C* + H(X'[Z’, 
r=!| 

где 7’ — ансамбль выходных последовательностей, то суще- 
ствует по крайней мере один код с тем свойством, что над- 
лежащим образом закодированные сообщения из $ могут 
быть обработаны сетью и восстановлены с произвольно малой 
частотой ошибки. 

Доказательство этой теоремы, приведенное в приложе- 
нии, строго следует доказательству теоремы Шеннона 
(глава 3). 

Теорема показывает, что ненадежная модульная вычис- 
лительная сеть, снабженная соответствующими кодирующи- 
ми и декодирующими устройствами, может быть использо- 
вана таким образом, что декодированные выходные последо- 
вательности однозначно определят входные последователь- 
ности, т. е. так, что Н(2) = Н(Х). Из уравнений (5.5) 
и (5.7) следует, что сеть используется только для связи, 
а не для вычислений. Положив Н(Х) < С*, мы тотчас же 
исключаем любое использование сети для вычисления, так 
как это означает, что Н(Х) < Н(Уо) (см. обозначения в 
приложении). Выбор такого Н(Х), для которого Н(Х). — 
— Н(Х | Уз) меньше или, равно С*, позволил бы, тём не 
менее, выполнить вычисления в этой сети. Само по себе это 
не значит, что вычисление, выполняемое этой сетью, со- 
ответствует заданному. Таким образом, сеть, представлен- 
ную на рис. 6.2, можно использовать в качестве системы свя- 
зи, в которой последовательности сообщений длины К ко- 
дируются в сигнальные последовательности длины п таким 
образом, что К/п численно равно С* -- Н(Хь | У%). Соглас- 
но теореме 3.2 после передачи информации останется неопре- 
деленность не менее, чем Н(Х. | У). 

Чтобы обеспечить в сети действительное выполнение 
заданных вычислений, эта неопределенность должна точно 
соответствовать информации, обязательно разрушаемой в 
сети при заданном вычислении. То есть уравнение (5.5)
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должно быть удовлетворено почленно в соответствии с обоз- 
начением уз =}(х«(1)), а именно, 

—Pr (y,) logs Pr (yg) + > Рг (х«.) loge Pr (xz) = 
Ya3 

ks | 
=Pr(y,) >, Рг(х, | ув) 108» Рг(х, |9.) (6.12) 

a=) 

ИЛИ 

—H(Y) + H(xae) =Pr(ye) H(X| Ye) (В =1...., №), (6.13) 

Te Yaa — ансамбль, соответствующий ag. 
Это условие в некотором смысле требует, чтобы в коди- 

рующее устройство были заложены сведения о функции, 
которая вычисляется сетью, и вероятно, что если не приня- 
ты специальные меры предосторожности, то часть требуе- 
мых вычислений будет фактически выполняться в кодирую- 
щем устройстве. Если к тому же кодирующее устройство ра- 
ботает, как это предполагалось, без сбоев, то работоспособ- 
ность модульной сети, обслуживаемой таким кодирующим 
устройством, не имеет смысла. Можно принять меры, чтобы 
обеспечить полное отсутствие операции по реализации 
функции / в кодирующих сетях за счет независимого коди- 
рования каждой переменной. Однако’ из теоремы 6.3 ка- 
жется вероятным, что любое вычисление не может быть вы- 
полнено и в идеальном модуле; все вычислительные опера- 
ции переносятся в декодирующее устройство. С другой сторо- 
ны, если и декодирующее устройство работает без сбоев, 
то эта процедура также неудовлетворительна по тем же со- 
ображениям. Мы можем добиться того, что никаких вычис- 
лений не будет в декодирующем устройстве, так же как ив 
кодирующем устройстве, при условии, что декодирующее 
устройство осуществляет однозначное преобразование в от- 
сутствие шума. Тогда последует результат Элайса [10] и 
Питерсона и Рэбина [29], а именно, при вычислении в мо- 
дульных сетях поразрядно событий, представляемых либо 
булевыми функциями двух переменных, либо функциями, 
составленными из них, вобщем, можно использовать только 
(п, [)-коды, и поэтому С* =0. Эти результаты недавно бы- 
ли распространены одним из авторов (Виноград [46]) на 

3%
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сети, которые поразрядно вычисляют булевы функции лю- 
бого конечного числа переменных. Было показано, что 
только 2” -|- | из 2?" возможных булевых функций двоичных 
переменных допускают положительные значения работо- 
способности канала вычислений при наличии ранее отме- 
ченных ограничений, и что эти функции образуют особый 
класс, куда не входят функции, необходимые для реализа- 

ции остальных 22" — 21 — | функций. 
Итак, мы видим, что теорема 6.3 привела нас в конце 

концов к результатам, которые были получены Элайсом и 
др., а именно, если мы строго следуем шенноновской мо- 
дели системы связи и просто пытаемся получить надежные 
вычисления при положительных скоростях передачи ин- 
формации такими схемами, как мы описали, то это приво- 
дит к отрицательным ответам. Далее мы покажем, как мож- 
но получить положительные ответы на вопросы, касающие- 
ся работоспособности канала вычислений, задаваясь новы- 
ми путями введения избыточности и системами, менее строго 
следующими традиционной схеме кодирующего устройства, 
канала и декодирующего устройства. 

ГЛАВА СЕДЬМАЯ 

СИГНАЛЬНАЯ И МОДУЛЬНАЯ ИЗБЫТОЧНОСТИ 

Сущность ограничений, возникающих при попытке рас- 
смотрения вычислительной системы как строгой модели сис- 
темы связи, данной Шенноном ( [35], см. рис. 3.1), заслу- 
живает дальнейшего изучения. Главные черты этой модели 
системы связи следующие: 

1. Система состоит из трех функционально различных 
частей: кодирующего устройства, канала связи и декоди- 
рующего устройства. 

2. Предполагается, что в кодирующем и декодирующем 
устройствах нет шума и шум воздействует только на канал 
связи. 

3. Коды, применяемые для получения надежной связи 
при помощи такой системы, используют избыточность сиг- 
нальной последовательности, т. е. сообщения длины. К ко- 
дируются в сигнальные последовательности длины п, пе-
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редаются по каналу с шумом и затем декодируются в после- 
довательности сообщений. 

4. Канал связи обрабатывает сигнальные последова- 
тельности поразрядно (по крайней мере, в тех простых слу- 
чаях, которые мы рассмотрели), так что никакие операции 
не выполняются внутри последовательности. 

Эта совокупность ограничений приводит к теореме 3.2, 
которая гласит, что для получения надежной связи можно 
применять коды, использующие избыточность . сигнальной 
последовательности (которая измеряется как п/К) таким 
образом, что структура канала связи не меняется в резуль- 
тате работы кода; то есть канал остается фиксированным и 
только принимает кодированные входные последователь- 
ности и поставляет кодированные выходные последователь- 
ности для декодирования. Более того, с этой фиксированной 
структурой связана определенная величина, а именно, 
пропускная способность канала С, которая устанавли- 
вает максимальную среднюю скорость передачи информа- 
ции без потерь по такому каналу. Пропускная способность 
не зависит от длины п сигнальной последовательности, 
а зависит только от статистической структуры шума в кана- 
ле. Теорема 3.2 указывает на существование по меньшей 
мере одного кода с тем свойством, что если он обеспечи- 
вает избыточность сигнальной последовательности больше 
некоторой минимальной’ величины, определяемой пропуск- 
ной способностью канала, то количество информации, рав- 
ное С бит, может быть передано по каналу за единицу вре- 
мени и восстановлено декодирующим устройством с произ- 
вольно малой частотой ошибки. 

Как было показано, слишком тесная привязка к этой 
модели приводит в случае вычислительных систем к теоре- 
ме 6.3 и к результатам Элайса и др. (цит. работы), которые 
показывают, что эквивалентная работоспособность канала 
вычислений С* в общем случае равна нулю, т. е. не сущест- 
вует минимальной избыточности сигнальной последова- 
тельности, обеспечивающей надежное проведение вычисли- 
тельного процесса, и что надежность вычислений пропорцио- 
нальна длине используемой сигнальной последовательно- 
сти. В главе 4 мы описали исследования фон Неймана и 
др., в которых были получены, по существу, такие же ре- 
зультаты, когда использовалась модульная избыточность
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вместо избыточности сигнальной последовательности. 
В следующем разделе мы покажем возможность создания 
вычислительных систем (несколько отличающихся от вы- 
шеупомянутых), которые обеспечивают надежность вычис- 
лений и положительные значения работоспособности ка- 
нала вычислений. 

7.1. Функциональное кодирование 

Модель системы связи, если ей строго следовать, хотя и 
приводит к нулевой работоспособности канала вычисле- 
ний, дает нам ценное понимание природы кодирования для 
вычислительных каналов с шумом. Должно быть ясно, 
что процесс кодирования, замена последовательностей со- 
общений последовательностями сигналов является, по су- 
ществу, процессом, посредством которого последователь- 
ности сообщений «подбираются соответственно» каналу с 
шумом. То есть’ эти последовательности заменяются дру- 
гими, выбранными так, чтобы канал с шумом не вносил не- 
определенности больше некоторого неизбежного количест- 
ва. Это осуществляется заменой «простых» последователь- 
ностей сообщений, состоящих из К независимых символов 
(полученных, если это нужно, в результате предваритель- 
ного кодирования), «сложными» сигнальными последо- 
вательностями, состоящими из п взаимосвязанных симво- 
лов. Таким образом, идеальное вычисление достигается 
путем проведения операции непосредственно над входными 
по отношению к каналу с шумом последовательностями с 
целью получения сложных последовательностей взаимо- 
связанных символов, которые эффективно «защищают» 
сообщения от воздействий канала с шумом. 

Если возвратиться теперь к модели вычислительной 
системы (глава 5), состоящей из последовательного сое- 
динения вычислительного канала без шума и канала связи 
с шумом (см. рис. 5.2), то из предшествующих рассуж- 
дений следует, что вместо х., х.,..., х, требуемый выход 
у должен быть согласован с каналом связи с шумом. Факт, 
что мера а ормащии в этой модели / [Х; 2] была сведена к 
ПУ; 7] (м. главу 5), также указывает на это, т. е. вместо 
аргументов Xa(t) кодироваться должны функциональные 
значения ув,
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УТредположим при этом, что выходные последователь- 
ности длины К, т. е. фк, заменены последовательностями 
ДЛИНЫ п, Тв", Таким образом, что 

У, =е, (и) (№ =1,...Ю р =1,...,П), (7.1) 

где е, — кодирующие функции, предписанные некоторым 
данным кодом связи (см. раздел 3.6). Из теоремы 3.2 сразу 
же следует, что если К/п меньше 

    

или равно С*, где С* — работоспо- оф ОФ 
собность канала вычислений дан- 4224 12 Ту Ул 
ной ненадежной сети (или совпада- . -             

етс С — пропускной способностью [^ | [4 
эквивалентного канала связи с 
шумом), то вк могут быть восста- 17%] 
новлены с произвольно малой ча- 4, d, 
стотой ошибки по окончательным, [4 | 
претерпевшим воздействие шума (у, — ay, 
выходным последовательностям б.п. 
То есть можно достигнуть положи- 
тельных значений работоспособно- 
сти канала вычислений, если ис- | 
пользовать функциональное коди- 
рование (уравнение (7.1)). Для 
пояснения этого метода приведем 1 ЗЕЕ | 
следующий пример. 4 

Рассмотрим 'код (5,2), упомяну- rs 75 
тый в главе 3. Его использование | р, Z, 
показано В табл. 7.1. На рис. 7.1 | © Г. 
показан автомат, в котором исполь- a, ds 
зован такой код. Соответствующий | 
неизбыточный автомат показан на ] 

4 4 рис. 4.1. Каждая модульная сеть Yaa Ysa 

вычисляет некоторую функцию f, я Е. 71. М 

(см. главу 8). Каждая декодирую- ¢ usOuirouHocreto CHrHamn. 
щая сеть вычисляет Функцию — ной последовательности. 
dy(2y,) = ув», т. е. восстанавливает 
требуемый выход. 

Очевидно, что функционально закодированная система 
заметно отличается от ранее рассмотренных. В частности: 

1. Объединены функции вычисления И кодирования. 
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2. Некоторые операции производятся над целыми 
сигнальными последовательностями. 

Эти особенности означают, что модульные сети, реа- 
лизующие события Е, должны иметь какую-то память, 

Таблица 7.1 

Некоторые кодирующие и декодирующие 
функции для уравнения (7.1) 
  

    

    

sor a en функ- exon a функ- 

Ye = Yay Увт — 2-11 ® (2. B 2,2) 

Yeo = Ypi &(2,, B Zy, B 245) 

Yes = У ФУво| Ув = 2., Ф (2,,Ф2.,) 

Ува == Уво &2, Ф2.,® 2.) 

Ув = Изо | —   
  

включая элементы задержки, регистры сдвига и тому подоб- 
ное (см. Фано [12] и Питерсон [28]). Таким образом, «про- 
стые» модули заменены «сложными» модульными вычисли- 
тельными сетями, которые в одной части выполняют коди- 
рование и вычисление, а в другой — декодирование. От 
декодирующего устройства не требуется выполнения ка- 
ких-либо вычислений, но требуется однозначное преобразо- 
вание информации при отсутствии шума. 

С другой стороны, получающиеся в результате функци- 
онально  закодированные сети чрезвычайно сложны 
по сравнению с первоначальными сетями или прототипами 
и, по мере того, как возраетают К ип (что и следует ожидать, 
если необходимо получить произвольно малую частоту 
ошибки в вычислениях при некотором заданном ненулевом 
отношении К/п), их сложность быстро возрастает. Жела- 
тельно, чтобы сложность таких закодированных сетей оста- 
валась возможно меньшей. Поэтому мы рассмотрим теперь 
другие средства функционального кодирования, вводя мо- 
дульную избыточность вместо избыточности сигнальной по- 
следовательности.
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7.2. Функциональное кодирование с использованием 
модульной избыточности 

В предыдущей схеме мы закодировали требуемые выходы 
вх, т. е. мы отдельно закодировали требуемые выходы вме- 
сто кодирования общих требуемых выходных конфигура- 
ций. Это было сделано для того, чтобы иметь возможность 
использовать избыточность сигнальной последовательно- 
сти. Теперь для кодирования уз воспользуемся той избы- 
точностью модулей и соединений, которую ранее использо- 
вали фон Нейман и др. (см. главу 4), т. е. заменим множе- 

ство требуемых выходов ‘к другим множеством Yn, 
так что 

у, —е,(и) (№ =1,... К; в =1,...п). — (1.9) 

Уравнение (7.2) можно интерпретировать как уравне- 
ние, определяющее замену сети, вычисляющей функции 
Ё, №»,:... № Другой сетью, вычисляющей новые функции 
|, №»... а. Следуя разделу 4.3, определим модульную 
избыточность М№ новой ‘сети как отношение числа модулей 
в этой сети к числу модулей прототипа, т. е. п/К. Это 
аналогично избыточности сигнальной  последователь- 
ности. 

Подобным образом, по аналогии с ранее рассмотренной 
скоростью передачи информации на символ К/п, определим 
удельную нагрузку на модуль — R. Tak, 

n k 
N=, К=-. (7.3) 

Рис. 7.2 наглядно иллюстрирует это преобразование (здесь 
е, — кодирующие функции для простого итеративного 
(п, 1) кода). ~ 

В более сложном случае, когда е„ задается общими 
(п, К) кодами, К требуемых функций (или исходных функ- 
ций) заменяются й кодированными функциями. Для иллю- 
страции этого на рис. 7.3 приводится пример, в котором ис- 
пользован (5,2) код Хэмминга. 

Рис. 7.3, а и б показывают исходную и избыточную мо- 
дульные сети, реализующие определенные события Ё: и
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Рис. 7.2. Различные типы избыточности. 
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Рис. 7.3. Модульная сеть, иллюстрирующая использование 

модульной избыточности.
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E,. Предполагается, что имеются модули, которые могут 
реализовать любую из требуемых функций [ и {, с вероят- 
ностью ошибки =. Предполагается также, что в модулях, 
вычисляющих функции 41 и 45, нет шума. Отметим, что мо- 
дули, реализующие эти декодирующие функции, не счита- 
ются избыточными. Это 
не очень удовлетвори- 
тельно по ряду причин. 
Однако в главе 8 мы 
приведем другую схему, 
которая устраняет эти 
недостатки. 

В качестве дополни- 
тельного примера на 

Ly To toy Ley 42] 222] Чо] 

Yo Ya Ye 42 

Рис. 7.4. Неизбыточ- 
ная модульная сеть 
глубины 3, являюща- 
ich исходной UIA 
введения — модульной 

избыточности. 

у 7? BOL Zp 122 yp 
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Рис. 7.5. Результирующая избыточная 
модульная сеть, в которой модульная 
избыточность вводится с использовани- 

ем (5,2) кода Хэмминга. 

рис. 7.4 и 7.5 показаны исходная и избыточная модульные 
сети, использующие код (5,2) и реализующие событие,
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аналогичное событию на рис. 4.1. Читатель должен срав- 
нить эту схему со схемой фон Неймана (см. рис. 4.2). 

Нечто подобное было предложено независимо от нашей 
работы Армстронгом [2] и Рой-Чаудхури [32], которые мо- 
дульную сеть, реализующую событие Е, заменили другой 
сетью, реализующей событие Е’. Однако они не использо- 
вали возможность увеличения исходного множества так, 
чтобы К/п оставалось постоянным. Работа Идена [9] также 
напоминает нашу потому, что он предложил схему, которая 
заменила одиночное событие более сложным событием, 
позволяя при положительных скоростях передачи исполь- 
зовать модульную избыточность и избыточность сигнальной 
последовательности для целей обнаружения одиночной 
ошибки. Эта схема примечательна тем, что часть вычисле- 
ния происходит в декодирующем устройстве. 

Из рис. 7.4 и 7.5 ясно, что хотя трудности, возросшие 

с увеличением сложности ],, несколько уменьшились за 
счет использования модульной избыточности, не было най- 
дено удовлетворительного ответа для решения проблемы 
сложности декодирующих устройств. Иными словами, даже 
если в декодерах 4) никаких вычислений не происходит, 
они по крайней мере так же сложны; как и сети, реализую- 

me fp. 
Таким образом, предположение о том, что в этих де- 

кодирующих сетях по сравнению с модульными сетями 
нет шума, неудачно. В самом деле, из примеров, приведен- 
ных в этом разделе, должно быть ясно, что любая попытка 
анализировать модульные сети независимо от кодирующих 
и декодирующих сетей, неудовлетворительна уже потому, 
что практически нельзя провести границу между такими 
сетями, как это сделано в системах связи. Это значит, что 
различие, ‘проводимое между кодирующими, вычислитель- 
ными и декодирующими сетями, довольно искусствен- 
ное, и что было бы лучше не различать сети на такой 
основе. 

В следующей главе мы приведем методы реализации (при 
условии некоторых остающихся ограничений) положитель- 
ных значений работоспособности канала вычислений в избы- 
точных модульных сетях, где вычисление и кодирование не 
разграничиваются, а фактически полностью объединяются.
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ГЛАВА ВОСЬМАЯ 

АНАСТОМОТИЧЕСКИЕ МОДУЛЬНЫЕ СЕТИ 

Как мы показали ранее, расчленение модульной сети 
на кодирующую, вычислительную и декодирующую сети 
(или некоторую комбинацию из них) связано с рядом труд- 
ных проблем. В частности, понятие работоспособности кана- 
ла вычислений становится несколько двусмысленным. 
Единственный способ исключить эту двусмысленность за- 
ключается, очевидно,>в том, чтобы определить работоспо- 
собность для всех блоков сети, какие бы функции они ни 
выполняли. Кроме того, допущение, что в кодирующих и 
декодирующих сетях нет шума, не обосновано, так как та- 
кие сети, в сущности, не отличаются по своему характеру 
от сетей, которые реализуют определенные события. Далее 
мы будем рассматривать сети, предполагая, что шум имеет- 
ся в каждом элементе сети независимо отего функциональ- 
ного назначения. Примем допущение, что любое неправиль- 
ное функционирование отдельного модуля в любой исход- 
ной сети будет давать ошибку в функции, вычисляемой 
сетью, т. е. выход сети будет отличаться от значения задан- 
ной функции. Это, несомненно, переоценка воздействия 
модульных сбоев, но мы делаем такое допущение для того, 
чтобы обеспечить упрощение наших расчетов. Мы говорим, 
что сеть произвольно надежна, если вероятность неправиль- 
ного функционирования сети произвольно близка к вероят- 
ности неправильного функционирования ее выходных 
элементов. Иными словами, так как ошибки могут иметь 
место где угодно внутри сети, некоторые из них могут воз- 
никать в выходных элементах сложной сети, и они не могут 
быть исправлены внутри сети. Эти ошибки можно. исправить 
внешними способами, но тогда возникает проблема: «Кто 
исправляет корректора?» — «Зе quis custodiet ipsos cus- 
{041е5?» (фон Нейман [40]). Мы будем удовлетворены син- 
тезом сетей, которые исправляют внутренние ошибки и да- 
ют выход, искажаемый только шумом в выходных модулях. 

8.1. Расширение ансамбля. Основная теорема 

В разделе 7.2 отмечалось, что при проектировании сетей 
для получения произвольно малых частот ошибки и поло- 
жительных значений работоспособности канала вычисле-
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ний можно использовать либо избыточность сигнальной по- 
следовательности, либо модульную избыточность. Это было 
возможно при условии, что имелись декодирующие устрой- 
ства без шума и что удельную нагрузку К/п можно было 
зафиксировать, одновременно увеличивая К ип. Пока мы не 
введем идеальные модули любого типа, основным средством 
достижения цели останется расширение ансамблей как не- 
избыточных прототипов, так и избыточных сетей. То есть для 
сохранения фиксированной удельной нагрузки все большие 
и большие ансамбли прототипов должны заменяться все 
ббльшими и ббльшими избыточными ансамблями. Эти из- 
быточные ансамбли должны быть составлены так, чтобы 
контролировать сбои, и должны состоять, как мы покажем, 
из более сложных модулей, чем модули прототипов. 

Теперь сформулируем и докажем основную теорему, 
относящуюся к синтезу надежных автоматов. 

Теорема 8.1. Даны модули, которые могут вычис- 
лять с одинаковой работоспособностью С* любую булеву 
функцию. Для любого автомата А, вычисляющего определен- 
ное событие, и любой удельной нагрузки на модуль Ю < С* 
(ср. главу 3) можно синтезировать произвольно надежный 
автомат А, который вычисляет определенное событие с 
удельной нагрузкой на модуль > В. 

Доказательство. Пусть М — число модулей, 
составляющих автомат А, и пусть а, (у =1,.... М) — число 
воздействий выхода \-го модуля на отдельный выход авто- 
мата А. (Заметим, что мы не делаем допущения, что авто- 
мат А ациклический, а лишь предполагаем, что событие, 
реализуемое A, является определенным.) Пусть = — веро- 
ятность любого отдельного модульного сбоя и Ра— веро- 
ятность неправильного функционирования А. Тогда 

М 

a ay M 

1—Pa>][d—e*=U—a)""—- =(1— 2)’, (8.1) 
- у 

где 
М 

b= >) ay. (8.2) 
v=] 

(Заметим, что если автомат ДА ациклический, то а,=1 
иб=М.)



8.1] РАСШИРЕНИЕ АНСАМБЛЯ 79 

Таким образом, чтобы синтезировать автомат А с веро- 
ятностью неправильного функционирования, не превышаю- 
щей 6(>> 0), нам требуются модули с вероятностью непра- 
вильного функционирования, удовлетворяющей уравнению 

в<1— (1—8). (8.3) 

Это значит, что если требуется произвольно высокая надеж- 
ность, то должно быть произвольно малб, т. е. только 
при наличии идеальных модулей 
можно построить произвольно 
надежный автомат А. Для того 
чтобы получить произвольно на- 
дежные автоматы, состоящие из 
модулей с заданными вероятнос- 
тями неправильного функциони- 
рования, мы рассмотрим сначала 
вместо автомата А другой авто- 
мат, А(= АК), который состоит 
из К копий автомата А, каждая 
из которых вычисляет одно и 
тоже определенное событие, но 
не обязательно имеет те же самые | : | : | | 

Г 7 

  

входы. Таким образом, автомат 
А можно рассматривать как блок 
из К идентичных автоматов, ра- 
ботающих одновременно, но не 
обязательно по одной и той же 
программе или при одних и тех .Рис. 8.1. Неизбыточный авто- 

же исходных данных. мат АД“. 
Обозначим булевы функции, 

вычисляемые в А, через {,». Рис. 8.1 дает представление 
о произвольном автомате А. 

Очевидно, что если = означает вероятность того, что по 
крайней мере один из К модулей т„ функционирует непра- 
вильно, то (если уравнение (8.3) удовлетворено) вероят- 
ность неправильного функционирования любого из К ав- 
томатов будет меньше 6. В том случае, когда = фиксировано, 
мы рассматриваем вместо автомата А другой автомат А, 
полученный из А следующим образом: 

1. Пусть х, (г =1...., $») входы модуля тух исходного 
автомата А. Обозначим К входов. хх (^ =1,..., К) через
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Хж. Допустим, что первые и, из них (и, < $,) подходят 
от других модулей А, а оставшиеся входы ($, — и.) — OT 
входных модулей. Заменим каждый «пучок» из К линий 
Ак, Лк, ... Жик пучками из П ЛИНИЙ Хип, Хоп... Мил И 
оставим (,— и.) пучков без изменения, но обозначим их 
Жиуп ›---› Ап. 

2. Выберем (п, К) корректирующий код (см. раздел 
3.6), позволяющий передавать сообщения по каналу свя- 
зи с шумом, пропускная способность которого равна 
С(=<С*), и имеющий вероятность неправильного декоди- 
рования меньшую или равную 6. 

3. Пусть №^(х.) — функция, равная \ 

dy (Xin) (1S < a), 
Бы OM 

где 4» — декодирующие функции, определяемые некото- 
рым (и, К) кодом (см. раздел 7.2). Пусть е, — кодирующая 
функция {п, К) кода (не обязательно того самого, который 
определяет 4), имеющая для данного канала вероятность 

неправильного декодирования также меньшую или равную 6. 
4. Заменим модули А, вычисляющие функции fy, мо- 

дулями, вычисляющими (с вероятностью сбоя &) функции 
{”„› задаваемые следующими уравнениями: 

Cp, fy (hy (Xin), hy (Xan), eee g hy (Xs.n)) 

[уз (Ва (Хм), № (Хэм), ... Ва (¥s,n)) 

р. =. fur (hx (¥1n), Me (Hen), «+ +s Me (¥syn))1 4 (8.5) 
ecu fy, не является выходным моду- 
лем автомата А 

К (В (Хм), Ва (Хм), ... „Вл (Жи), 
‘если fy, — выходной модуль А. 1     

Таким образом, К модулей А, которые вычисляют функции 
ь [»2,.... [м заменены в А модулями, вычисляющими 

функции рул, Presses fon 
Рис. 8.2 представляет в виде графа типичную функцию 

fu, a Ha pue. 8.3 показан получающийся в результате ав- 
томат А.
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Уравнение (8.5) и рис. 8.2 показывают, что каждый мо- 
eo 

дуль А вычисляет функцию [»,,, которая реализует опера- 
ции декодирования закодированных входов, вычисления 
функции /,х и кодирования результирующего выхода для 
передачи к следующим модулям. В общем, любой ряд из 

~ - 

  
Рис. 8.2. Граф, представляющий структуру типич- 

ного модуля, вычисляющего функцию f’ ур 

п модулей А декодирует выходы предыдущего ряда и вос- 
станавливает требуемое сообщение с некоторой вероятно- 
стью ошибки Р, меньшей или равной 5. Эта вероятность 
определяется только модульным шумом (2) и (п, К) кодами, 
которые определяют операции декодирования и кодирова- 
ния 4) и е„ соответственно. Другими словами, считается, 
что шум имеет место при передаче сообщений от ряда к ря- 
ду, и, следовательно, по теореме Шеннона (теорема 3.2) 
для достаточно большого К существует по крайней мере 

4 С. виноград, Дж. Д. Коуэн
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один (п, К) код такой, что если К/п — удельная нагрузка 
на модуль и С* — работоспособность модулей, вычисляю- 

щих [,. (функцию е), то 

= ® 

Page, (8.6) 

Так как между модулями в А и модульными рядами в А 
существует однозначное соответствие, из этого следует, 

а 

ab 
hae 

Рис. 8.3. Избыточно закодированный автомат А. 
  

что РА — вероятность неправильного функционирования 
автомата А, задается выражением 

1— РА > (1—Р)? 
ИЛИ 

P<1—(1—P,)”. (8.7)
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Из уравнений (8.6) и (8.7) имеем 

gkne* <1 (1 — Pa)” (8.8) 

Таким образом, для любого конечного $ и любого Рд 
уравнение (8.8) может быть удовлетворено за счет увели- 
чения Кили фиксирования К/п при некотором значении, 
меньшем С*. В частности, таким путем может быть получе- 
на произвольно высокая надежность (РА -—>0). 

Количество модулей в неизбыточном прототипе А равно 
М.К. Аналогична, количество модулей в А равно (.М — 
— и)п -- ик, где и — число выходных модулей в Аи Мо- 
дульная избыточность Аз следовательно, равна [(М —) п-- 
+ иК]/МК, а удельная нагрузка 

    

  

  

на модуль Ю’ равна “, 42 4; 9, as 

R= Mk k_p go 7 Ф Ф 
= (М=итик 2 в —^. (6.9) | 

Таким образом, для удельной на- 
грузки Ю’== Ю при условии, что 
Ю < С*, можно синтезировать авто- 
мат А, который вычисляет с произ- 
вольно высокой надежностью (если 
заданы модули с работоспособно- 
стью С*) определенное событие, вы- 
числяемое прототипом А, что и 
требовалось доказать. 

  
  

8.2. Некоторые примеры надежных 
модульных сетей 

Для пояснения смысла этой 
теоремы дадим несколько примеров у, 
надежных модульных сетей, рабо- 
тающих при различных удельных Рис. 8.4. Неизбыточный 
нагрузках и основанных на кодах, автомат А. 
приведенных в разделе 3.6. Для на- 
глядности приведем примеры, в которых автомат А — аци- 
клический. 

Рассмотрим автомат А, показанный на рис. 8.4. В об- 
щем случае}, может быть произвольной, но мы ограничимся 

4°
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тем, что положим 

fi = Xy & Xe, 

fe = X_ \/ Xs, 

В = Хе Фи: & ха), (8.10) 

fs = Xe @ Xp. |   
В соответствии.с уравнениями (8.4) и (8.5), применим к 
этому автомату (3,1), (5,2) и (7,4) коды из раздела 3.6, чтобы 
получить избыточно закодированные автоматы А., А», А, 
соответственно: — 

1. (3,1) кодированный автомат А.. 
Так как используется (3,1) код, то К =1и А =А. 

Следовательно, мы получаем для искомых fy, (fp =1, 2, 3) 
следующие уравнения: 

fiw = xy & Аз, | 

fow = Xe V Xs, 

| в = ((Хв1 & Хв») Ф (Хез & Хвз) Ф (Хзз & Хв1)) © ‚› (8.11) 

BD (— ((х1 в хз) Ф (х-2 & Хз) Ф (хз &Х1)) 6 ха), 

К ав = — ((хал & Хо) Ф (Хвз & Хзз) Ф (Хз & Хвл)) &х, Xe.   
2. (5,2) кодированный автомат А.. 
В этом случае К =2и А = >, т. е. исходный автомат 

А состоит из двух копий автомата А и исходные функции 
р» @ =1,2) равны 

fr =X & Хол, 

fea = Xor \V Xans 

fs. = Xe. B (Xz & Ха), 

[ах = ал & Хв. 

(8.12) 

  
По уравнениям (8.4) и (8.5) и таблицам 3.2 и 3.3 получаем
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следующие функции {ы,. (№ =1,...,5): 

fia = his = Xy1 & Xa1, 

| 31 = 95 = (Xe1 B (Xe1 DB Xe2) & (%e1 B Xes D %es)) Ф 

BD (— (X21 DB (X71 Ф хз) & (ха Ф хз Фхьь)) & ха), 

| 92 = fi, = (Xe5 B (X%e5 B Xe) & (Xe1 D Xe3 D Xes)) Ф 

D (— (X75 B (X15 D X74) & (X71 W X73 D X75) & X42), 

fas = Foy ® Fog» 
a = — (Хв1 Ф (хв1 Ф Хез) & (хв1 Ф Хвз Ф Хьь)) & Хы, 

| аа — — (%5 Ф (%ьв Ф хва) & (ха1 Ф Хзз Ф Хьь)) &Хь». 

3.(7,4) кодированный автомат А.. 

85 

{ (8.13) 

  J 

В этом последнем случае А = А*, т. е. автомат А теперь 
состоит из четырех копий автомата А, а исходные функции 
|» аналогичны функциям, заданным уравнениями (8.12), 

за исключением того, что А, =1,..., 4. Функции [и (в =1,... 
.... Г) задаются, как и Во втором примере, следующими 
уравнениями: 

fie = X19 & X29, 

fc = Xa VV X30, 

foe = (%e0 B Mg) B (— (Xr Ф M7) & мо), 

р = fy, B fs ® Fs) , 

[из = „ФЬ,ФЬ, 

fry = ba 13 ФЪь» 

Fig == — (Хе B M7) & 4 (ф=1,...,4;х = 1,2, 3), 

где 

} 

  
(8.14) 

лу = (Хи Ф Хр Ф ха Ф Ху) & (Хы Ф хз Ф хьь Ф Xy7) & 

& (Ху Ф в Ф хь Фху) (ф=5, 6, 7).
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На рисунках 8.5 — 8.7 показаны получающиеся в резуль- 
тате избыточно закодированные автоматы. 

Для этих автоматов можно вычислить вероятности 
ошибки Рд по следующей формуле: 

РА =1— 0, (8.15) 

где @ — вероятность того, что данные коды не дают ошибки, 
и р— число различных «блоков», использующих такой 

4, Ly, Ls 

  

` 

4; 

Рис. 8.5. Автомат Ay. Избыточно закодированный вариант 
А, (=А), использующий (3,1) код Хэмминга. 

код. Вместо средней вероятности отсутствия ошибок @ == 
— 1 — 2-"(С-^) мы используем точную формулу, приведен- 
ную для таких кодов в разделе 3.6. % Ok 

В табл. 8.1 даны вероятности ошибок, полученные для 
вероятности неправильного функционирования модуля 
= —=0,005. Ошибками в выходных рядах модулей автома- 
тов мы, конечно, пренебрегаем.
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Таблица 8.4 

BepostnocTp omn6xu fan A, Ai, А», Аз 
  

  

          

Автомат Q p PA 

A 0,99500 3 0,0149 
Ai 0 ,99985 2 0,0003 
Az 0,99955 2 0, 0009 
Аз | 0,99795 2 0,0041 

  

Отметим, что все кодированные автоматы имеют вероят- 
ность ошибки Ра, несколько меньшую в. Для получения в 
этом случае вероятностей ошибки, значительно меньших 

Ly ay Ч 

  A 2 

Yn G2 

Puc. 8.6. Astomat A,. Избыточно закодированный` вариант 
А. (=4*), использующий (5,2) код Хэмминга. 

=, требуются ббльшие значения К и п. С другой стороны, 
при = порядка 108 (7,4) закодированный автомат имел бы 
вероятность ошибки Ра, ощутимо меньшую, чем 10°8, и 
меньшую, чем Ра, и РА,.
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8.3. Обсуждение теоремы. 
Связь с другими результатами 

Справедливость теоремы 8.1 основывается на некоторых 
требованиях и допущениях, смысл которых мы теперь рас- 
смотрим. 

Увеличение ансамбля. Первое основное требование, со- 
держащееся в теореме, заключается в том, что ансамбль К 
прототипов должен быть сделан АА 
произвольно большим. Это тре- 
бование ‘следует из того, что тео- 
рема, по существу, берет начало 
от теоремы Шеннона о случай- 
ном кодировании [35], т.е. тео- 
ремы 3.2, которая гласит, что ве- 
роятность неправильного функ- 
нионирования Ра стремится к 
нулю только в случае, если К и 
п стремятся к -бесконечности. 
Примеры, изображенные на рис. 
8.4—8.7, показывают, как HC- 
пользуются такие ансамбли. Изу- 
чение этого требования несколь- 
ко проясняет смысл результа- 
тов, ранее рассмотренных в гла- 
ве 4. Если положить К ==1, как 
у фон Неймана, Вербеека и др. и 
Муроги, то ясно, что для получе- 
ния произвольно малой вероят- 
ности неправильного функциони- 
рования можно использовать | 
только (п, 1) коды. В самом деле, Puc. 8.8. Прототип А, состоя- 
автоматы, синтезированные Вер- щий из двух определенных со- 
бееком и др. и Мурогой, явля- бытий различной длины. 
ются частными случаями наших 
автоматов, в которых каждый ряд, в общем случае, деко- 
дирует, вычисляет и кодирует, за исключением того, что К 
ограничено единицей и, следовательно, должны использо- 
ваться (п, |) коды. 

Топология прототипа. Второе требование касается то- 
пологии каждого из К прототипов. Рассмотрим прототип A, 
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показанный на рис. 8.8. Он включает в себя два определен- 
ных события различной глубины и различной топологии. 
Если на различных уровнях используются разные коды, то 
можно синтезировать автомат, вычисляющий эти события с 
3 wr 

  
` 

Рис. 8.9. Избыточный вариант Д. 

большей надежностью, чем прототип, при некотором разум- 
ном значении удельной нагрузки. На рис, 8.9 показан такой 
автомат, в котором для трех рядов используются соответст- 
венно (5,3), (7,4) и (5,2) коды. Возникает вопрос, можно ли 
применять теорему 8.1, если К определенных событий раз- 
личной топологии заменены избыточным автоматом. Ответ 
таков, что если каждый ряд исходного ансамбля не увели- 
чивается в ширину с возрастанием К, то теорема непримени- 
ма. Единственный случай, когда для всех рядов ширина
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ряда возрастает вместе с К, имеет место, когда все К событий 
вычисляются сетями с одной и той же топологией. Таким 
образом, мы видим, что хотя К прототипов могут вычислять 
различные определенные события, все они должны иметь 
одну и ту же топологию. - 

Модульная сложность. Из рисунков '8.5—8.7 очевидно, 
что по мере возрастания Ки п требуются все более сложные 
модули, т. е., число входов на модуль возрастает вместе 
сКи п. Причиной является то, что эффективность (п, К) 
кодов в исправлении ошибок зависит от способности таких 
кодов распределять информацию во многие места. Иными 
словами, эффективность достигается за счет одновременной 
посылки информации до декодирования по многим каналам, 
а это в свою очередь требует использования модулей, кото- 
рые вычисляют функции многих переменных (см. рис. 8.2 и 
уравнение (8.5)). Если существует ограничение на сложность 
модулей, то такие коды использовать нельзя. 

В самом деле, недавно было доказано (Виноград [47]), 
что если где-либо в автомате следует исправить { ошибок, 
то среднее число входов на модуль $ ограничивается выра- 
жением 

s> irk (8.16) 

или, эквивалентно, 

К 5 

Таким образом, ‚если удельная нагрузка на модуль Ю == 
—К/п должна оставаться постоянной, то по мере того, как ис- 
правляется все больше ошибок, число входов $ должно так- 
же возрастать. Иначе говоря, возрастание сложности моду- 
лей не только достаточно для исправления ошибок (как мы 
здесь показали), но также и необходимо в той или иной фор- 
ме (см. Лофгрен [19]. 

Если даны модули, способные вычислять функции Ns 
переменных, то необходимо, чтобы такие функции были лю- 

быми из 22"° возможных булевых функций. Иначе говоря, 
мы не ограничиваемся модулями, вычисляющими только 
пороговые функции (раздел 2.2), но делаем допущение, что 
наши модули достаточно сложны для того, чтобы вычис- 
лить любую требуемую функцию (раздел 2.7).
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Ненадежность модулей в сравнении со сложностью. 
Очевидно также, что теорема 8.1 справедлива только тогда, 
когда вероятность неправильного функционирования г моду- 
лей, составляющих избыточные сети, не зависит от Кип, 
т. е. работоспособность С* не зависит от Ки п. Если бы 
модульные ошибки возрастали с К и п (с возрастанием мо- 
дульной сложности), то С* была бы убывающей функцией 
Кип, и Ю стремилась бы к нулю вместе с РА. Допущение, 
что неправильное функционирование модуля не зависит от 
сложности, фактически эквивалентно допущению, сделан- 
ному в шенноновской модели связи [35], о том, что по срав- 
нению с каналами связи в кодирующих и декодирующих 
устройствах нет шума. Теорема 8.1 справедлива лишь в том 
случае, когда сделано это допущение. 

В случае, когда рассмотренные выше требования не 
удовлетворены, т. е., если модульные_ сбои возрастают с 
модульной сложностью, или заданы только модули ограни- 
ченной сложности, то для эффективного синтеза надежных 
автоматов требуются несколько более сложные расчеты, 
чем описанные в этой монографии. 

Определенные события в сравнении с неопределен- 
ными. Существует еще одно требование, необходимое 
для справедливости теоремы 8.1 и относящееся к характе- 
ру событий, вычисляемых модульными сетями. Напомним, 
что уравнение (8.1) означает следующее: для автоматов, 
вычисляющих события фиксированной длины (конечное 6), 
вероятность неправильного функционирования Рд может 
быть сделана сколь угодно малой за счет увеличения К и 
п. Если, однако, 6 не фиксировано, то такого результата 
не последует. Это указывает на то, что события, вычисляе- 
мые автоматами, удовлетворяющими теореме 8.1, должны 
иметь конечную длину; т. е. они должны быть либо опреде- 
ленными событиями, либо фиксированными частями неопре- 
деленных событий. Недавно было ноказано (Рэбин [33], 
что никакой автомат с конечными вероятностями (отлич- 
ными от нуля и единицы) перехода от любого внутреннего 
состояния к другому (см. разделы 2.3—2.6) не может реали- 
зовать с произвольно высокой надежностью неопределенное 
событие. Смысл этого результата ясен. Напомним из главы 2: 
неопределенное событие таково, что его таблица истинности 
имеет неограниченную длину, и для вычисления неопреде-
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ленного события, в общем, требуются циклические сети (се- 
ти с обратной связью и памятью). В таких сетях неисправ- 
ленная ошибка может повлечь за собой ошибку на всех 
последующих выходах сети. Такая ситуация отсутствует 
в ациклических сетях конечной глубины, где, так сказать, 
для каждого вычисления производят (не принимая во вни- 
мание воздействия постоянных ошибок от повреждений) 
«уборку начисто». Эти результаты, вместе взятые, означают, 
что можно вычислить с произвольно высокой надежностью 
определенные события или конедные части неопределенных 
событий, но нельзя таким образом вычислить неопределен- 
ные события. Итак, для теоремы 8.1 мы требуем, чтобы со- 
бытия. вычисляемые данными автоматами, имели конечную 
глубину, т. е. были определенными событиями. Это ограни- 
чение определенными событиями в некотором смысле более 
математическое, чем физическое, так как на практике нас 
интересуют только таблицы некоторой фиксированной дли- 
ны; можно сказать, что любой автомат вычисляет в таком 
случае определенные события. Таким образом, для всех 
практических целей у нас остается результат, что можно 
так синтезировать автоматы, что они бу- ad 
дут производить вычисления © произ- / [3 | 
вольно высокой надежностью и ненуле- 
выми удельными нагрузками на модуль 
для некоторого фиксированного отрезка 
времени, но после этого времени с веро- 
ятностью, произвольно близкой к едини- 
це, они деградируют. 

  

  

Рис. 8.10. Распре- 
делительная матри- 

8.4. Эффект функционального ца, соответствую- 
щая прототипу А на 

кодирования рис. 8.4; 1, .... 5 — 
входные —перемен- 

Заканчивая главу, подчеркиваем ос- ные х, ..., хь соот- 
новной принцип, введенный в разделе ветственно; /,..., 
8.2, а именно: каждый модуль кодиро- 4 — модули ти, ..., 
ванного автомата декодирует закодиро- Та соответственно. 
ванный вход, вычисляет заданную функ- 
цию и затем кодирует значение выхода для передачи даль- 
ше. Эффект этой процедуры заключается в том, что ошибки 
исправляются в тот момент, когда они возникают, и по- 
тому не распространяются по автомату. Следующий
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эффект такой процедуры заключается в том, что с точки зре- 
ния понимания разделение системы на вычислительную и 

‚’ _ кодирующую части становится несуществен- 
ным, так как эти функции выполняются по- 
всюду. внутри автомата. Последняя причи- 
на, по которой избыточно закодированные 
автоматы этого типа эффективны для ис- 
правления сбоев, такова, что кодирование 
функций описанным ранее способом (см. 
уравнения (8.4) и (8.5)) приводит к распре- 
делению данных функций повсюду в таком 
автомате и к разновременности функции 
каждой составной части модели. Иными 

но ok ас: словами, любая функция вычисляется во 
матрица, coor- МНОГИХ местах, и любой модуль участвует 
ветствующая ав- В ВЫЧИСЛении многих функций. Именно 
томату А. на многократное распределение функции дает 

рис. 8.5. возможность получить надежное функцио- 
нирование, а многократная разновременность функции 
приводит к положительной удельной нагрузке. 

  

  

  

  

  

      
Рис. 8.12. Распределительная Рис. 8.13. Распределительная 
матрица, соответствующая матрица, — соответствующая 

автомату Аз на рис. 8.6. автомату А. на рис. 8.7. 

Мы можем продемонстрировать эту особенность функ- 
ционального кодирования с помощью распределительных
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матриц, то есть массивов, в которых входы автоматов явля- 
ются ординатами, а модульные координаты — абсциссами. 
Например, прототип, изображенный на рис. 8.4, представ- 
лен матрицей, приведенной на рис. 8.10. Рисунки 8.11— 
8.13 изображают матрицы для автоматов А., Аз и А., по- 
казанных на рисунках 8.5—8.7. Возросшую разновремен- 
ность в Ази А, легко заметить по увеличению количества 
входов, соединенных со все ббльшим количеством модулей. 
По мере возрастания К и п эффект становится все более за- 
метным, до тех пор, пока структурно и функционально лю- 
бой модуль не становится связанным с большинством дру- 
гих. Мы назвали получающиеся в результате сети анасто- 
мотическими из-за их структурного сходства с нервными 
сетями коры головного мозга. 

ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 

ОШИБКИ ПЕРЕДАЧ И СТРУКТУР 

При анализе модульных ошибок в анастомотических се- 
тях было принято, что ошибки ни в соединениях, ни в 
структуре *) не имели места. Для сетей со сколь угодно 
большой степенью анастомоза это допущение несправедли- 
во. При последующем обсуждении будем предполагать, что 
наряду с модульными ошибками могут иметь место следую- 
щие ошибки: 

1. Каждое соединение функционирует, как двоичный 
передающий канал с шумом с Рг(1 |0) = ри, Рг(0 | 1) =р.. 

2. Каждое соединение может быть выполнено пра- 
вильно с вероятностью 1 — р и неправильно с вероят- 
ностью р. 

9.1. Синаптический шум 

Вообще говоря, для ошибок первого типа в анастомоти- 
ческих сетях могут возникнуть два случая. Рис. 9.1 пояс- 
нит эту ситуацию. Каждый модуль анастомотической сети 

  

*) Под структурой сети в данном случае понимается множество всех 
взаимных соединений модулей. (Прим. ред.)
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связан с другими модулями соединительной структурой, 
состоящей из одного соединения, которое разветвляется 
или «арборизируется» во множество окончаний. Ошибки 

могут иметь место либо до точки 
OOOO OO разветвления 9, либо после нее. 

Ошибки, имеющие место до 
точки разветвления Up, OUeBHA- 
но, могут быть объединены с мо- 
дульными ошибками так, что 

©® этот вид может быть отнесен к 
общему случаю модульной ошиб- 

— и, _ KH, который рассматривался в 
главе 8. Итак, предположим, что 
модульные ошибки характеризу- 
ются двоичным каналом с пере- 

! ходными вероятностями Рг(0|1) = 
= &1, Рг(110) ==>. Этот случай 

ИВОЕВИИЙ № изображен на рис. 9.2, где из пред- 
_ `` ставляет требуемый выход мо- 

дуля, г. — выход модуля. с шу- 
MOM и Хх; — выход соединения с 
шумом. 

Мы можем объединить два множества ошибок, исполь- 
зуя формулу 

ks 

Pr (%r|¥p) = Dy Pr (x, | 2+) Pr (241 Ye). (9.1) 
Y=1 

e e e <
—
-
 

> 

Рис. 9.1. Анастомолический 

модуль. 

Таким образом, 

Pr (x4 | У1) = (1 — 21) (1 — рз) - вара = 1 — ти, 

РГ (% | о) = (1 — #2) (1 — ра) - гзрз = 1 — г», 

РГ (% [у1) = 1 — Рг (жа | У1) = гь, 
Pr (x1 | Yo) = 1 — Pr (Xo | Yo) = fo. 

(9.2) 

Получающийся в результате двоичный канал показан на 
рис. 9.3. 

Ошибки, которые имеют место` после точки разветвле- 
ния 9,, можно объединить с модульными ошибками таким 
же образом. Рассмотрим модуль, показанный на рис. 9.1. 
Предположим, что в добавление к модульным ошибкам
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г. из. и доузловым ошибкам передачи рз и ри, независимо 
имеют место послеузловые ошибки передачи р; и рз в каж- 
дом из соединений от у ДО 51, 92, ..., У соответственно. Оче- 
видно, мы можем объединить эти ошибки с другими, как и 

  

  

  

  

Рис. 9.2. Двойной канал с шумом, Puc. 9.3. Приведенный 
представляющий модульную ошибку двойной канал. 

и ошибку соединения. 

раньше. Итак, рассмотрим путь из 9о к любому 9, изобра- 
женный на рис. 9.4. 

  

Рис. 9.4. Тройной канал с шумом, представ- 
ляющий ошибки: модульную, передачи и си- 

наптическую. 

Последовательное применение уравнения (9.2) приводит 
к каналу с переходными вероятностями, равными 

Pr (Ow = 1] y1) = (1 — 11) (1 — Bs) + пав =1— В, 
Pr (Uy = 0 | 1) = ty, 

Pr (Om = 1] Yo) = ee, 

Pr (Uw = 0|%) = (1 — 71) (1 — Ре) - гар = 1 — fe. 

Таким образом, мы заменили тройной канал, показанный 
на рис. 9.4, тройным каналом, приведенным на рис. 9.5. 
В данном случае весь шум «взят вместе» как послеузловой 

(9.3)
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шум передачи. Это значит, что мы фактически можем 
рассматривать шум в сети как межмодульный или 

$ 

Yo 

1-7 / 
my 

Г, Г 

Xo 
/ —~PL2 

Puc. ‘.5, Приведенный тройной канал. 

синаптический шум (см. Аллансон [1] ), т. е. мы можем заме- 

  
Рис. 9.6. Анастомотиче- 
ская модульная сеть, в ко- 
торой весь шум рассмат- 
ривается с точки зрения 
синаптического происхож- 

дения. 

нитьсистему, показанную нарис.9, 1, 
схемой, приведенной на рис. 9.6, в 
которой послеузловой шум пере- 
дачи снова можно объединить с су- 
ществующим синаптическим шумом 
(ра, Р2), применяя уравнение (9.2). 

прекрасно согласуется с тем 
фактом, что модули следующего 
ряда декодируют каждый входной 
сигнал, исправляя тем самым 
эти ошибки. 

Ясно также, что фактическое 
воздействие послеузлового шума 
заключается в декорреляции вход- 
ных сигналов в следующий ряд. 
Это явно уменьшает работоспособ- 
ность, так как декорреляция озна- 
чает, что Н(У |2) возросла, а сле- 
довательно, Н(У) — Н(У | 2) умень- 

шилась. Если бы коррелированные ошибки имели место 
после узлов, то ситуация была бы несколько лучше. 
Однако этот вопрос требует дальнейшего изучения. 

9.2. Ошибки в структурах 

Полученные результаты предполагают, что все ошибки 
могут быть отнесены к синапсу и что можно использовать 
корректирующие коды, как это было показано ранее, для
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исправления таких ошибок в следующем ряду. В частности, 
предполагается, что ошибки схем соединений, имеющие 
место с вероятностью р, могут рассматриваться как дДопол- 
нительные ошибки в кодовом слове. Следующая теорема 
указывает на допустимость такой трактовки. 

Теорема 9.1. Пусть В — структура надежного 
автомата А, работающего при удельной нагрузке Ю, и 
пусть <С* — работоспособность модулей, составляющих 
А. Если В нарушается с вероятностью р < В(С* — Ю) 
(т. е. каждое соединение автомата может быть выполнено 
неправильно с вероятностью р и правильно с вероятностью 
] — р), то с вероятностью, произвольно близкой к единице, 
все же можно сделать так, что А будет функционировать с 
произвольно высокой надежностью. (В будет определено 
в доказательстве.) ) 
Доказательство. Рассмотрим любой модуль 

этого автомата. Пусть его входными соединениями будут 
С11, С12, oe) Canys Cot, Cony oo+y Cons oes Cova, Csr e+e Cony THE 

принимается, что все эти входы поступают от других моду- 
лей автомата. Пусть это множество представлено си и 

пусть ст — «шумовой» вариант с. Разобьем множество 

всех с» на два взаимно исключающих и исчерпывающих 

множества С.и С таких, что 

С тогда и только тогда, когда f,, (¢.,) =f), (€,,)s 

”" `` [С тогда и только тогда, когда ры» (Си) > Тьь (Ст), 
(9.4) 

т.е. С есть множество с„„, вызывающее такой же модульный 

выход, как и его исходный вариант си, а С — дополнение G. 
Очевидно, вероятность ошибки в этом случае равна 

Ре = 2 Рг(е,„|с). (9.5) 
себ 

В случае, когда необходимое соединение отсутствует, на- 
пример, с1., множество всех возможных с. представляет 
собой множество всех таких С,„, ЧТО с1. =0. Аналогично, 
если это соединение сделано, когда оно не должно быть,
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множество всех с„„ содержится в множестве всех таких С, 
ЧТО С1: =1. Таким образом, наихудший случай ошибок, 
вызванных неправильными соединениями, имеет место 
тогда, когда значение си: всегда меняется. 

? _-# 

Пусть 11С. представляет множество Cy, Cy2,---) Csyne 

Оценим вероятность неправильного функционирования 

каждый раз, когда 1.Ст является входом вместо Ст. 

Сделаем это, рассматривая 1с„„ как результат модульного, 
шума, а не как ошибку структуры. 

Разобъьем С на два взаимно исключающих и исчерпы- 
вающих множества С! и (6, = — (Ц, таких, что 

С. тогда и только тогда, когда Crna rn € G, 
o 

Crn = ’ o => 

С. тогда и только тогда, когда Си Е С и 116 Е (С, 
(9.6) 

T. @. Cen содержится в С» тогда и только тогда, когда пере- 

становка соединения с: переводит его из С в С. 
Таким образом, когда с: неправильно соединено, имеем 

PoS 2 Ре, (9.7) 
с ЕбЦб, 

1 o o P,= >) Pr(c’,|e,,)+ 2) Pre’, le). (9.8) 
еб себ, 

Допустим, что ошибки на входах С11, ..., Сз„ независимы, 

так что 

Рг(с’,|с„)= Ш Рг(е, |6). (9.9) 
r=l1,..., Sy 

==1,..., % 
4 

Таким же образом 

Pr (rn | Cnn) = Pr (Cy | ey) II Pr (¢,4.1¢,,,)- 
r=2,..., Sy 
P—=2,..., 2 

(9.10) 
Тогда 

Рг (Sen | Crp) — Рг (С | сл) 

РГ (Ста | Суп) Pr (C44 | C4) 
(9.11)
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Предположим, что ошибка структуры представлена двоич- 

ным каналом, показанным на рис. 9.7. Тогда Pr(ey | C44): 

: Ра] са) равна либо р;/(1 — р:), либо ps/(l — pa). 

_ 7; 
‚  бобдинено Соединено 

27%; 2 

Ме соединено 7 Де соединено 
8 

Рис. 9.7. Символическое представление 
ошибки в структуре. 

Выберем большее из этих двух чисел (т. е. завысим ошибку). 
Назовем эту величину ©, так что 

Pr (Сис) 

Pr (C441 C44) 

Из уравнений (9.11) и (9.12) ясно, что 

Pr (67,1 &rn) < 9 Рг(С,,|С,,). (9.13) 

< а. (9.12) 

Теперь каждому множеству с. из С. соответствует множе- 

СТВО 14Ст ИЗ @. Таким образом, имеем 

> Pr(e’,|e,,) = 
# 

с. е0: 

= >} Рг(е |) «а Э Рг(е’|с,,). (9.14) 
12-е „еб 

Итак, из уравнений. (9.8) и (9.14) мы имеем вероятность 
ошибки, когда с1. соединено неправильно: 

Ре < > Рг (С | (И ++ > Рг (a, | Си) — 

с ЕС c EG 
rh 

= (1+) 2) Pr (CAE (9.15) 
C nee
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Но 

~ > Pr (ce, |¢.,) =P, (9.16) 

с, „еб 

где Р — вероятность ошибки, связанная с данным (п, А) 
кодом, т. е. с‚„ рассматривается именно как «шумовой» 
вариант с,„. Следовательно, 

P,<(1+.)P. (9.17) 

Аналогичным способом можно определить § 44-42Cen 

и С, такие, что с„„ содержится в С, тогда и только тогда, 

KOTAA Crna U 11€rn U 12Сгв [] 14.12Ср содержится в С. В этом 
случае коэффициент при Р равен (1 + “ -- ® - а"), и 

Dy Pr (eC, |C;,) + 
с. Еб 

+ Уре [с)<-2а-+ р =(1--а)Р. (9.18) 
o > 

с, 0» 

Иными словами, два соединения могут быть выполнены не- 
правильно в пучке из л соединений с вероятностью Р. < 
< (1 ®«)?Р. В общем случае, если не более ‹линий на 
пучок соединены неправильно, то 

P,<(1+ a)'P. (9.19) 

Таким образом, если не Ooylee t COeMHHeEHHH Ha My4OK B pALy 
из т модулей выполнены неправильно, то мы можем достиг- 
нуть невосприимчивости к такому воздействию, используя 
(п, К) код, для которого вероятность ошибки Р’ равна 

Р 

(4-Н а)’ т 

так что вероятность ошибки после декодирования будет 
меньше Р. 

Принимая, что Р’есть вероятность ошибки соединения 
модулей, усредненная по ансамблю всех ‘возможных кодов 

r< , (9.20)
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(глава 3), т. е. 

р’ == 2" (СЮ), (9.21) 

получаем требование, чтобы 

-т(С*-Ю) Р 2 < ата т ° (9.22) 

Из него мы имеем следующее уравнение: 

Sy » 
\ tSy < logs (1 а) (loge p— logs тт (С — R)), (9.23) 

т. е. число неправильно выполненных соединений на модуль 
задается уравнением (9.23). Имеется, самое большее, 17$, 
соединений на модуль таких, что 

ae реа (= ЮР" - (С*°— К). (9.24) 
ts, 

Для достаточно большого 1 

1 * 

Ясно, что этот результат справедлив для: всех модулей, так 
что если доля неправильно выполненных соединений в ря- 
‚Ду из т модулей меньше }, то вероятность ошибки при деко- 
дировании Р, которая имела бы место при отсутствии не- 
правильных соединений, все же может быть достигнута за 
счет использования кода с вероятностью ошибки Р”,- зада- 
ваемой уравнением (9.20). По закону больших чисел (Фел- 
лер [13]), если неправильные соединения имеют место с ве- 
роятностью р < р, то с вероятностью, очень близкой к еди- 
нице, доля неправильных соединений будет меньше }. 
Определим В как 

1 
В = Е а а) ° (9.26) 

Тогда с вероятностью, произвольно близкой к единице, 
ошибка после декодирования будет меньше Р, если непра- 
вильные соединения имеют место с вероятностью р « 
< В (С* — R), что и требовалось доказать,



104 ЗАКЛЮЧЕНИЕ [Гл. Х 

9.3. Обсуждение результатов 

Смысл этого результата очевиден. Задаваясь автоматом 
с минимальной избыточностью, таким, что С* — А очень 
мало, можно допустить очень малое число ошибок в струк- 
туре, если надежность автомата должна остаться ограни- 
ченной. Если использовать большую избыточность (С* — Ю 
больше), то можно дополнительно применить доступные 
«схемные способы», чтобы нейтрализовать воздействия не- 
правильных соединений. 

Следует, однако, отметить, что результат, по существу, 
получен при рассмотрении ансамбля всех возможных схем 
соединений и что в среднем такое поведение можно ожидать. 
Точнее, при доказательстве теоремы 9.1 мы рассматривали 
всевозможные схемы неправильных соединений как ан- 
самбль, а затем к этому ансамблю применяли закон боль- 
ших чисел. Объединяя теоремы 8.1 и 9.1, мы можем полу- 
чить следующий результат: автомат, состоящий из модулей 
с положительной работоспособностью С*, соединенных в 
вероятностном порядке, можно построить так, что с высо- 
кой степенью вероятности он будет произвольно надежным, 
если не учитывать ошибок в элементах последнего ряда и 
предусматривать, что автомат является ациклическим. 
Более широко, с большой вероятностью, можно построить 
автоматы, которые будут функционировать с произвольно 
высокой надежностью, за исключением ошибок на выходе, 
несмотря на неправильное функционирование их модулей, 
соединений и структур. Если такие автоматы должны иметь 
ненулевые удельные нагрузки Ю, то для этого необходимо 
только, чтобы неправильное функционирование модулей и 
соединений приводило к некоторой ненулевой работоспо- 
собности С* такой, что С* `> Ю, и достаточно, чтобы авто- 
мат обладал многократной разновременностью функций и 
структур, отмеченной в главе 8. 

ГЛАВА ДЕСЯТАЯ 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В главах 5—9 мы кратко рассмотрели общую теорию 
вычислений при наличии шума и продемонстрировали при- 
менимость теории информации для синтеза надежных авто-
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матов из менее надежных элементов. Основной результат 
заключается в том, что несмотря на модульные, синапти- 
ческие ошибки и ошибки структур, можно построить авто- 
маты, вычисляющие определенные события с произвольно 
малыми частотами ошибки, за исключением, конечно, 
оконечных ошибок на их выходе. В работе Рэбина [33] уста- 
навливается тот факт, что без использования надежных 
элементов вообще нельзя поетроить автоматы для вычисле- 
ний неопределенных событий с произвольно малыми засто- 
тами ошибок. Мы приняли это в том смысле, что практиче- 
ски из ненадежных элементов можно построить автоматы, 
вычисляющие с произвольно малыми частотами ошибки в те- 
чение некоторого конечного периода времени равномерные 
отрезки неопределенных событий. Было показано, что не- 
обходимые избыточности, требуемые в таком автомате, из- 
меняются обратно пропорционально сложности заданных 
модулей. В частности, если модульные ошибки были неза- 
висимы от модульной сложности, то для получения требуе- 
мой надежности было достаточно функционально избыточ- 
ных анастомотических модульных сетей, основанных на 
кодах, корректирующих ошибки. Было также показано, 
что синаптические ошибки могут быть объединены в одно 
целое с основными ошибками так, что воздействия таких 
ошибок можно контролировать, используя еще более избы- 
точные сети. Подобным образом показано, что точно так 
же можно контролировать ошибки в соединениях. Таким 
образом, по структурной организации такой автомат пред- 
ставляет собой взаимосвязанную сеть сложных модулей, 
имеющую некоторую долю случайности в соединениях, 
более вероятную в малом, чем в большом. Соответствующая 
функциональная организация представляет собой сеть, в 
которой исходные функции вычисляются во многих местах, 
и любой вычисляющий модуль представляет вообще отдель- 
ную сложную булеву функцию, являющуюся композицией 
многих исходных функций. Мы назвали эту организацию 
многократно разновременной функциональной организа- 
цией. 

Связь этих результатов с другими работами. При сопо- 
ставлении этих результатов с другими работами следует 
отметить, что по типу избыточность, применяемую в этих 
автоматах, можно назвать фиксированной или статической
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избыточностью. Иными словами, рассмотренные нами мо- 
дульные автоматы имеют фиксированную структуру, ко- 
торая не меняется во времени. Очень вероятно, что можно 
было бы создать более надежные автоматы с переменной 
структурой, которые могли бы контролировать поврежде- 
ния и сбои за счет надлежащего структурного и функцио- 
нального изменения, особенно, если бы имелись более 
сложные модули, чем те, которые мы до сих пор рассматри- 
вали. В самом деле, Пирс [30] уже показал эффективность 
адаптивных модульных сетей для исправления ошибок. 
Эти сети содержат модули, способные вычислять относи- 
тельные надежности своих входов, и, соответственно, взве- 
шивать такие входы. Использование обратной связи по- 
зволяет таким модулям стабилизировать собственную ра- 
боту. При этом общая надежность (срок службы) таких 
модульных сетей значительно возрастает. Аналогично, 
Лофгрен [19, 21] показал эффективность самовосстанавлива- 
ющихся систем с точки зрения продления срока их службы. 
Такие системы автоматически заменяют неправильно функ- 
ционирующие модули или используют самовоспроизводя- 
щиеся модульные сети (фон Нейман [40]; Мур [25] }. Лоф- 
грен показал, что максимальный срок службы конечен толь- 
ко для такого самовоспроизводящегося автомата, структу- 
ра которого хорошо локализована (т. е. чьи клеммы для 
входов и выходов определены в смысле их числа и их от- 
носительного положения). Однако срок службы не строго 
локализованных самовоспроизводящихся автоматов может 
быть неограниченным. Связи, если они вообще существуют, 
между такими жизнеспособными автоматами и нежизне- 
способными автоматами, которые мы рассмотрели, требуют 
дальнейшего изучения. 

Мы завершаем эту монографию, вновь подчеркивая ту 
мысль, что решающим фактором, фигурирующим во всех 
схемах, предназначенных для повышения надежности или 
срока службы автоматов, является модульная сложность. 
Мы показали формально, как модульную сложность можно 
заменить избыточностью и как такая замена влияет на на- 
дежность конечных автоматов.
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Доказательство теоремы 6.3 

Мы будем строго следовать первоначальному доказа- 
тельству теоремы 3.2, данному Шенноном [35]. Рассмотрим 
дискретный источник $, выбирающий сообщения из.ансамб- 
ля Х. Последовательности символов длины ий используются 
в качестве входов и выходов в данной сети (см. рис. 6.2). 
С большой вероятностью (стремящейся к 1 по мере возраста- 
ния п) имеем, что: 

1) входные последовательности принадлежат подансамб- 
лю Х” из Х, состоящему примерно из 2”Н(Х) последова- 
тельностей; 

2) каждая из требуемых выходных последовательнос- 
тей принадлежит подансамблю, содержащему 274(¥) 
последовательностей, и может быть результатом любой 
из 2°4(X|IY) последовательностей; 

3)’ каждая действительная выходная последовательность 
принадлежит подансамблю 2” из Z, содержащему 2"Н(2) 
последовательностей, каждая из которых может быть ре- 
зультатом примерно 2"НСУР) последовательностей; 

4) утверждения 1,2 и 3 остаются справедливыми, если 
Х, У ий заменены на Х”, У’ и 2’ соответственно. 

Структура этой модели, которая соответствует в некото- 
ром смысле расчлененному модульному каналу на рис. 5.2, 
показана на рис. А.1. Мы устанавливаем случайное соответ- 
ствие между последовательностями из Х (последовательно- 
стями сообщений) и последовательностями из Х’(последо- 
вательностями сигналов). То есть мы устанавливаем слу- 
чайное соответствие между сигнальными последователь- 
ностями в высоковероятностном подансамбле ансамб- 

ля X,, содержащего около 2"Н(Х’ последовательностей,
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и последовательностями сообщений высоковероятностного 
подансамбля ансамбля X,, содержащего? около 2”Н(*,) 

—-. 

271 последоваглельноствй ~ 
e 272) 

ZWD) послебобательностей 
@ © @ 
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Рис. А.1. Структура модели расчлененной вычис- 
лительной системы. 

последовательностей. Если принять Н(Х,) < НХ) 
(г =1,...,5), то это соответствие можно всегда выполнить. 

Тогда: 
1. Вероятность того, что для заданной последователь- 

ности из Х, данная последовательность из Х, не будет вы- 
брана в качестве кодовой последовательности, равна 

J—2-0 1%), 
2. Вероятность, что для любой последовательности из 

Х, данная последовательность из Х, не будет выбрана в ка- 
честве кодовой последовательности, равна 

-пН(Х”) опН(Х,) п(Н(Х )-Н(Х”)) 
(1—2 Г)’ 1’ и 

3. Вероятность, что данная последовательность из Х’ 
являетея кодовой точкой, равна 

$ 5 

"(> (хр — ного } 
9 t=! ’ 2 7 — о"(Н(Х)-Н(Х”))



ПРИЛОЖЕНИЕ 109 

4. Вероятность, что ни одна из 2"НХУТ’”) последо- 
вательностей из Х’, в результате которых может получить- 
ся данная последовательность из У”, не выбрана в качестве 
кодовой последовательности, равна 

( |—9"%Н (X)—H(X Myent (XY 7) 

Следовательно, если данная последовательность из Z’ 
принята декодирующим устройством, то она будет декоди- 
рована правильно только в том случае, если ни одна из 
21Н(У'12°) последовательностей из У’ (иных, чем та по- 
следовательность из У’, которая действительно вызвала 
данную последовательность из 0’) не является результатом 
тех последовательностей из Х’, которые были выбраны в 
качестве кодовых последовательностей. Следовательно, 
вероятность @ правильного декодирования равна 

9 = (1—2 POH gn HO HZ) (A.1) 

но по уравнению (5.4) 

H(X’) — H(X’| Y’) =A(Y’) (A.2) 

и, следовательно (см. главу 5), 

Н(у’) — Н(У'] 7’) =С*, (А.3) 

откуда следует 

0 = (1-—2" (НОНО) зщ Ног ус") ~ J —Qrt(x")—C*) | (A.4) 

Таким образом, в среднем, вероятность неправильного деко- 
дирования сигнальной последовательности, выбранной слу- 
чайно для последовательностей сообщений, ‘равна 2—"(С*-Н(Х°)) 
и, следовательно, существует по крайней мере один код, 
действие которого ничуть не хуже задаваемого этим сред- 
ним значением вероятности, что и требовалось доказать. 

Обсуждение. В том случае, когда $ =1, теорема 6.3. 
превращается в теорему 3.2. При этом первое условие те- 
оремы 6.3 превращается в Н(Х) < Н(Х') и является след- 
ствием факта, что в этом случае Н(Х) < C* = H(X’) — 
— Н(Х' | 7’). 

При формулировании и доказательстве теоремы 6.3 мы 
приняли допущение, что последовательности, выбираемые



110 ПРИЛОЖЕНИЕ 

любым источником $,, кодируются независимо от последова- 
тельностей, выбираемых любыми другими источниками. 
Это допущение обеспечивает то, что требуемое вычисление 
Г не выполняется в идеальном кодирующем устройстве. 
Такого же допущения, обеспечивающего отсутствие вычис- 
ления в декодирующем устройстве, не сделано. В самом деле, 
с большой вероятностью, любой случайно выбранный код 
является таким, что дДекодирующее устройство может 
опознать входные последовательности и последовательно 
выполнить вычисление }, то есть в данном случае ненадеж- 
ный вычислительный модуль используется только для свя- 
зи, а не для вычисления. Так, рассмотрим вероятность того, 
что данная последовательность из У’ может быть результа- 
том некоторой кодовой последовательности из Х’. Эта ве- 
роятность равна 

о"(Н(Х)-Н(Х”)+Н(х7 У”) 

и, следовательно, ожидаемое количество последовательнос- 
тей из У’, которые являются результатом случайного 
выбора кодовых последовательностей из Х’, равно 

НОНО 1+) рю сводится (см. главу 5) 
к 2"Н(%). То есть почти каждая закодированная последова- 
тельность из Х’ дает единственную последовательность 
из У’ и, таким образом, когда декодирующее устройство 
опознает последовательность из У’, оно также опознает 
последовательность. из Х’, а не просто подмножество после- 
довательностей. 

Отметим, что этот ‘аргумент не доказывает, что каждый 
код обладает этим свойством. Скорее он предполагает, что 
коды, для которых декодирующее устройство не выполняет 
требуемое вычисление, являются исключением, а не пра- 
вилом. Например, если требуемым вычислением является 
сложение по модулю два (х. Ф х2), то можно так исполь- 
зовать группу кодов для достижения произвольно высокой 
надежности вычисления этой функции, что кодирующее и 
декодирующее устройства не будут играть роли в вычисле- 
нии, а будут выполнять только функции кодирования и де- 
кодирования для целей обнаружения и исправления 
ошибок.
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