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Замечание

Эти лекции об аналитических формулах, отно-
сящихся к движению волчка, были прочитаны в по-
недельник, вторник, среду и четверг, 12–15 октября
1896 года. Они были записаны и подготовлены про-
фессором Х. Б.Файном. Рукопись была просмотрена
и переработана профессором Клейном.

       



ЛЕКЦИЯ 1

В этих лекциях мы рассмотрим некоторые инте-
ресные и важные вопросы динамики с точки зрения
теории функций комплексных переменных. Я со-
бираюсь продемонстрировать новый метод, при ис-
пользовании которого, по моему мнению, рассмот-
рение этих вопросов становится более простым и
привлекательным. Однако моя цель несколько ши-
ре, чем обсуждение определенного класса задач ди-
намики. Я хотел бы с помощью моделей, которые
вполне можно считать типичными, сделать очевид-
ной выгоду, возникающую от более тесного взаи-
модействия с современной чистой математикой, в
особенности с теорией функций, в исследованиях,
связанных с изучением динамики, а также в астро-
номии и физических науках в целом.

Поэтому я смею надеяться, что мои лекции
могут заинтересовать инженеров, физиков и астро-
номов, также как и математиков. Если можно обви-
нить математиков как класс в игнорировании мате-
матических проблем современной физики и астро-
номии, то можно, возможно столь же справедливо,
обвинить физиков и астрономов в игнорирова-
нии областей чистой математики, которые достиг-
ли наивысшей степени развитии и могут предоста-
вить полноценную помощь физике и астрономии.
В настоящее время возникла настоятельная потреб-
ность, чтобы в математике вновь возникло то тес-
нейшее взаимодействие между чистой наукой и те-
ми областями физической науки, в которых она на-
ходит наиболее важные применения, что оказалось
столь плодотворным в работах Лагранжа и Гаусса.

       



ЛЕКЦИЯ 1 7

В основном я ограничусь в своих лекциях обсу-
ждением задачи, состоящей в описании движения
волчка. Под «волчком» здесь мы понимаем твердое
тело, вращающееся вокруг оси, когда неподвижной
является единственная точка на этой оси, несовпа-
дающая с центром тяжести.

В этой лекции я представлю некоторые предва-
рительные соображения чисто геометрического ха-
рактера. Но сначала необходимо получить аналити-
ческое представление для вращения твердого тела
вокруг неподвижной точки и я начну с описания
методов, используемых в оригинальных работах.

Мы вводим две системы прямоугольных осей.
Для обеих систем началом координат является непо-
движная точка. Первая система x, y, z неподвижна
в пространстве, а вторая X , Y , Z неподвижна отно-
сительно вращающегося тела. Тогда обычные урав-
нения преобразования из одной системы в другую,
которые могут быть представлены по схеме:

X Y Z
x a b c
y a′ b′ c′

z a′′ b′′ c′′
(1.1)

сразу задают (когда девять направляющих косину-
сов a, b, c, a′, . . . являются известными функциями
времени t) представление движения подвижной си-
стемы X , Y , Z относительно неподвижной систе-
мы x, y, z.

Как известно, эти косинусы не являются неза-
висимыми, они являются функциями лишь трех
независимых величин или параметров. Традицион-
но используются два следующих набора парамет-
ров, которые были введены Эйлером.

Первый несимметричный набор параметров со-
стоит из угла θ между Z-осью и z-осью и углов φ
и ψ, которые образованы осью пересечения xy- и

       



8 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВОЛЧКА

XY -плоскостей с x-осью и X-осью соответствен-
но. Из-за частого использования этих параметров в
астрономии я буду называть их «астрономическими
параметрами». Когда косинусы a, b, c, . . . выражены
через астрономические параметры, ортогональная
подстановка (1) принимает вид:

X Y Z
x cosφ cosψ− cos θ sinφ sinψ − sin φ cosψ− cos θ cosφ sinψ sin θ sinφ
y cosφ sinψ+ cos θ sinφ cosψ − sinφ sinψ+ cos θ cosφ cosψ − sin θ cosφ
z sin θ sinφ sin θ cosφ cos θ

(1.2)
Второй набор параметров можно определить

следующим образом. Каждое перемещение тела эк-
вивалентно простому повороту вокруг неподвиж-
ной оси. Пусть ω угол поворота, а a, b, c — углы
между осью вращения и осями OX , OY , OZ. Поло-
жим

A= cos a sin ω
2
, B= cos b sin ω

2
, C = cos c sin ω

2
, D= cos ω

2
.

Рассматриваемые параметры — это величины A,
B, C, D (из три из которых являются независимыми,
поскольку, как мы вскоре увидим, A2+B2+C2+D2 =
= 1). В терминах этих параметров наша ортогональ-
ная подстановка (1) имеет вид

X Y Z

x D2 +A2 −B2 − C2 2(AB − CD) 2(AC −BD)

y 2(AB + CD) D2 +B2 −C2 −A2 2(BC −AD)

z 2(AC −BD) 2(BC +AD) D2 + C2 −A2 −B2

(1.3)
или, если не использовать соотношения

A2 +B2 + C2 +D2 = 1

то подстановка с этими коэффициентами, каждый
из которых делится на A2 + B2 + C2 + D2. Я назову
их «кватернионными параметрами»1 ввиду того, что

1Эти параметры называются также параметрами Родрига – Га-
мильтона. — Прим. ред.

       



ЛЕКЦИЯ 1 9

кватернионисты2 часто их используют. Кватернион,
соответствующий нашему вращению, имеет вид

q = D + iA+ jB + kC.

Эти параметры очень симметричны и поэтому весь-
ма привлекательны. Однако для наших целей они
оказываются не самой удобной системой. В них на-
ша задача не является симметричной. В ней одна
из осей — Oz (направление действия силы тяжести)
играет исключительную роль и движение волчка не
изотропно.

Вместо этих, часто используемых систем пара-
метров я предлагаю ввести другую систему, кото-
рая, насколько я знаю, ранее не использовалась в
динамике3.

Пусть x, y, z — координаты точки на непо-
движной в пространстве сфере с радиусом r и цен-
тром O, а X , Y , Z — координаты точки на сфере сов-
падающей с первой, но неподвижной относитель-
но вращающегося тела. При вращении тела вторая
сфера скользит по первой, но в то же время всегда
совпадает с ней.

Для каждой точки первой сферы между ее ко-
ординатами выполняется следующее характеристи-
ческое соотношение

x+ iy
r − z

= r + z
x− iy

.

Если мы обозначим значения (вообще говоря, ком-
плексные) этих равенств через ζ, то очевидно,
что ζ является параметром для точек сферы, ко-
торый полностью определяет одну из этих точек

2Т. е. наиболее активные последователи Гамильтона, который
изобрел кватернионы и указал их основные свойства и прило-
жения. — Прим. ред.

3Эти параметры называются сейчас параметрами Кэли –Клей-
на. — Прим. ред.

       



10 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВОЛЧКА

для каждого принимаемого значения. Таким обра-
зом, верхний конец z-оси характеризуется беско-
нечным значением∞ параметра ζ, нижний конец —
значением 0. Вещественным значением ζ соответ-
ствуют точки на окружности большого круга сфе-
ры на плоскости y = 0, а чисто мнимым значени-
ям — точки окружности большого круга на плоско-
сти x = 0.

Аналогично, для точек второй сферы существу-
ет параметр Z, связанный с координатами X , Y , Z
уравнениями

X + iY
r − Z

= r + Z
X − iY

= Z,

который определяет эти точки точно также, как па-
раметр ζ определяет точки неподвижной сферы.

Пусть теперь ζ и Z — параметры соответству-
ющих точек на двух сферах. Какое соотношение
между этими параметрами возникает при вращении
второй сферы? Это простое линейное соотноше-
ние вида

ζ =
αZ + β

γZ + δ
,

в котором α, β, γ, δ являются общими комплексными
величинами, которые связаны между собой так, что
α комплексно сопряжена с δ, а β с −γ или, используя
обычные обозначения, α = δ и β = −γ.

Априори очевидно, что соотношение должно
быть линейным, и очень простые вычисления, по-
добные тем, которые я приводил в моем трактате
об икосаэдре4 определяют конкретные соотноше-
ния между коэффициентами. Только четыре веще-
ственных величины содержатся в α, β, γ, δ, и лишь

4См. Ф.Клейн, Лекции об икосаэдре и решении уравнений
пятой степени, М.: Наука, Гл. ред. физ.-мат. лит., 1989, 336 с. —
Прим. ред.

       



ЛЕКЦИЯ 1 11

отношения этих величин следует считать независи-
мыми, поскольку лишь эти отношения возникают в
выражении для ζ, за исключением того случая, ко-
гда мы вводим в дальнейшем соотношение αδ−βγ =
= 1, что обычно более удобно.

Эти величины α, β, γ, δ, связанные соотноше-
нием αδ − βγ = 1, вместе с ζ мы предлагаем исполь-
зовать в качестве наших параметров при обсуж-
дении рассматриваемой задачи. Они были введены
в математику Риманом сорок лет назад и оказались
чрезвычайно полезными в различных геометриче-
ских задачах, тесно связанных с теорией функций,
особенно в теории минимальных поверхностей и
теории тел (геометрически) правильной формы.
Мы собираемся показать, что их использование
приводит к весьма значительному преимуществу
при исследовании всех задач, связанных с дви-
жением твердого тела вокруг неподвижной точ-
ки.

В терминах новых параметров мы получаем
подстановку, соответствующую ортогональной под-
становке (1),

X + iY −Z −X + iY
x+ iy α2 2αβ β2

−z αγ αδ + βγ βδ
−x+ iy γ2 2γδ δ2

(1.4)

что можно продемонстрировать без использования
сложных вычислений следующим образом. В этой
связи я хочу заметить, что считаю более полез-
ным проведение математических демонстраций по-
средством общих соображений, которые проясняют
внутренний смысл, вместо подробного изложения
вычислений, для которых можно показать, что каж-
дый шаг является бесспорным, но тем не менее не
получить никакого понимания его реального значе-
ния.

       



12 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВОЛЧКА

Рассмотрим сферу нулевого радиуса,

x2 + y2 + z2 = 0.

Это мнимый конус, образующие которого соединя-
ют начало координат с так называемой «мнимой
окружностью на бесконечности», т. е. с окружно-
стью в которой все сферы пересекаются на беско-
нечности. Для этой сферы

ζ =
x+ iy
− z

= z
x− iy

или
x+ iy : −z : x− iy = ζ2 : ζ : −1.

Здесь каждому значению параметра ζ соответствует
одна (мнимая) образующая конуса и наоборот. Дру-
гими словами существует однозначное соответствие
между (мнимыми) образующими конуса и значени-
ями ζ, или конус является уникурсальным.

Разумеется, существует существует то же са-
мое соотношение между образующими совпадаю-
щего конуса

X2 + Y 2 + Z2 = 0,

который неподвижен относительно движущегося
тела и значениями параметра

Z = X + iY
− Z

= Z
X − iY

.

При вращении тела этот конус просто перехо-
дит в самого себя, поэтому образующие в новом
положении находятся в однозначном соответствии
с образующими в исходном положении. Следова-
тельно, между параметрами Z и ζ, которые соответ-
ствуют образующим в этих двух положениях также
существует однозначное соответствие, т. е. парамет-
ры связаны друг с другом линейным соотношением,

       



ЛЕКЦИЯ 1 13

т. е. соотношением вида:

ζ =
αZ + β

γZ + δ
,

где, как и ранее, мы предполагаем

αδ − βγ = 1.

Если теперь мы воспользуемся преимущества-
ми, возникающим при использовании однородных
уравнений и подстановок, заменив

ζ на
ζ1
ζ2

и Z на
Z1

Z2
,

то это единственное уравнение можно заменить
двумя однородными уравнениями

ζ1 = αZ1 + βZ2,

ζ2 = γZ1 + δZ2,

и уравнения, связывающие x, y, z и ζ, X , Y , Z и Z,
принимают вид

x+ iy : −z : −x+ iy = ζ2
1 : ζ1ζ2 : ζ2

2 ,

X + iY : −Z : −X + iY = Z2
1 : Z1Z2 : Z2

2.

Из этих уравнений следует

x+ iy = α2(X + iY ) + 2αβ(−Z) + β2(−X + iY ),
−z = αγ(X + iY ) + (αδ + βγ)(−Z) + βδ(−X + iY ),
−x+ iy = γ2(X + iY ) + 2γδ(−Z) + δ2(−X + iY ).

Сразу же становится очевидным, что x+ iy про-
порционально ζ2

1 , а поэтому и

α2Z2
1 + 2αβZ1Z2 + β2Z2

2,

и, наконец, пропорционально

α2(X + iY ) + 2αβ(−Z) + β2(−X + iY );

       



14 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВОЛЧКА

и, аналогичным образом, что −z и −x + iy соответ-
ственно пропорциональны

αγ(X + iY ) + (αδ + βγ)(−Z) + βδ(−X + iY ),

и
γ2(X + iY ) + 2γδ(−Z) + δ2(−X + iY ).

А тот факт, что x+iy и −x+iy по отдельности равны
этим выражениям, а не просто пропорциональны
им, следует из того, что определитель ортогональ-
ной подстановки, связывающей x, y, z с X , Y , Z,
должен равняться 1.

Разумеется, эта демонстрация непосредственно
применима только к точкам мнимого конуса. Но за-
ранее известно, что рассматриваемое нами преоб-
разование является линейным для всех точек про-
странства. Его коэффициенты одинаковы для всех
точек и мы просто воспользовались для их опреде-
ления тем фактом, что мнимый конус остается неиз-
менным под действием преобразования. Тот же са-
мый результат можно получить, хотя и более слож-

ным образом, используя общую формулу ζ = x+ iy
r − z

.

Следовательно, уравнения (4) связывают координа-
ты начального и конечного положения любой точки,
жестко связанной с вращающимся телом.

Соотношения между нашими новыми парамет-
рами α, β, γ, δ и астрономическими параметрами θ,
φ, ψ с одной стороны и кватернионными параметра-
ми A, B, C, D с другой стороны, весьма интересны и
важны в последующем обсуждении. Они очень лег-
ко вычисляются путем сравнения коэффициентов в
трех схемах (2), (3), (4) и после сокращения могут
быть записаны:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
α = cos θ

2
· e

i(φ+ψ)

2 , β = i sin θ
2
· e

i(−φ+ψ)

2 ,

γ = i sin θ
2
· e

i(φ−ψ)

2 , δ = cos θ
2
· e

−i(φ+ψ)

2 ,

(1.5)
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и {
α = D + iC, β = −B + iA,

γ = B + iA, δ = D − iC.

Наши новые параметры тем самым являются
мнимыми5 комбинациями обычно используемых ве-
щественных параметров. Математическая физика
предоставляет множество примеров преимуществ,
получаемых при использовании таких мнимых ком-
бинаций вещественных величин. Достаточно вспо-
мнить, как их использовал Коши в своих исследова-
ниях в оптике.

Я хочу отметить, что Дарбу в своих Leçons sur
la théorie générale des surfaces, Livre I.6, рассматри-
вает вращения способом, очень похожим на исполь-
зованный нами. Но у него непосредственно сама ζ
считается функцией времени, а не отдельные коэф-
фициенты α, β, γ, δ. Таким образом в его методе
отсутствует та простота, которая возможна при ис-
пользовании этих коэффициентов в качестве основ-
ных функций.

Теперь мы перейдем к краткому обсуждению
смысла подстановки

ζ =
αZ + β

γZ + δ
,

когда α, β, γ, δ по-прежнему считаются функциями
времени, но являются общими комплексными вели-
чинами, которые не связаны частными соотношени-
ями α = δ, β = −γ.

Мы будем считать, что t также может прини-
мать комплексные значения, но не ради исследова-
ния поведения фиктивного мнимого времени, а по-

5Т. е. комплексными по современной терминологии. — Прим.
ред.

6Лекции по общей теории поверхностей, т. 1 (франц.). — Прим.
ред.
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тому, что только путем выполнения этого шага ока-
зывается возможным проявление теснейшей взаи-
мосвязи кинетики7 и теории функций комплексно-
го переменного, что является нашей целью.

Каков смысл вышеприведенной формулы? Это
по-прежнему вещественное преобразование сферы,
на которой мы определили ζ, в саму себя, т. е. линей-
ное преобразование в котором все коэффициенты
являются вещественными.

Если радиус сферы равен 1, что мы будем пред-
полагать в ходе обсуждения этого общего преобра-
зования, или если его уравнение в однородной за-
писи имеет вид:

x2 + y2 + z2 − t2 = 0,

то уравнения, связывающие x, y, z, t и X , Y , Z, T ,
указаны в следующей схеме:

X + iY X − iY T + Z T − Z

x+ iy αδ βγ αγ βδ

x− iy γβ δα γα δβ

t+ z αβ βα αα ββ

t− z γδ δγ γγ δδ

(1.6)

и когда эти уравнения решаются относительно x,
y, z, t в терминах X , Y , Z, T , то оказывается, что
коэффициенты являются вещественными, как уже
указывалось. Эта схема может быть выведена ана-
логично способу, использованному при выводе схе-
мы (4).

Уравнение сферы

x2 + y2 + z2 − t2 = 0

или
(x+ iy)(x− iy) + (z + t)(z − t) = 0,

7Кинетики в современной терминологии. — Прим. ред.
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как уже указывалось, может быть записано в виде

x+ iy : x− iy : t+ z : t− z = ζ1ζ
′
2 : ζ2ζ′1 : ζ1ζ′1 : ζ2ζ′2,

где
ζ1
ζ2

= ζ, а ζ′1, ζ
′
2 для вещественных значений x,

y, z, t являются комплексно сопряженными к ζ1, ζ2
соответственно.

Как и раньше

ζ =
x+ iy

t− z
= t+ z
x− iy

.

Если теперь Z1, Z2, Z′
1, Z′

2 — величины, опреде-
ленные аналогичным образом относительно движу-
щейся сферы

X2 + Y 2 + Z2 − T 2 = 0,

то мы имеем соответствующие преобразованию

ζ =
αZ + β

γZ + δ

две пары уравнений:

ζ1 = αZ1 + βZ2, ζ′1 = αZ′
1 + βZ′

2,

ζ2 = γZ1 + δZ2, ζ′2 = γZ′
1 + δZ′

2,

если преобразование должно быть вещественным.
И из этих серий уравнений согласно аргумен-

там, приведенным на стр. 13, следует, что x+ iy рав-
но

αδ(X + iY ) + βγ(X − iY ) + αγ(T + Z) + βδ(T − Z)

и x− iy, t+ z, t− z равны соответствующим выраже-
ниям, приведенным в схеме (6).
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Схема (6) сразу сводится к схеме (4), если сдела-
но частное предположение, что α = δ, β = −γ. И по-
скольку это является достаточным и необходимым
условием, чтобы схема (6) сводилась к схеме (4),
мы получаем независимую демонстрацию, что меж-
ду параметрами α, β, γ, δ выполняются эти соотно-
шения, когда движение является вращением вокруг
неподвижной точки.

Общее преобразование (6) представляет собой
совокупность этих проективных преобразований
или коллинеаций пространства, для которых любая
система образующих сферы x2 + y2 + z2 − t2 = 0 пе-
реходит в саму себя, и среди которых очевидно со-
держатся в качестве частных случаев все вращения
сферы. В этом заключается геометрический смысл
уравнения

ζ =
αZ + β

γZ + δ

при неограниченных значениях параметров α, β, γ, δ.
Но это преобразование также допускает очень

интересную кинематическую интерпретацию, кото-
рую я подробно рассмотрю в моей третьей лекции.
Для этой интерпретации наша сфера единичного
радиуса играет роль фундаментальной поверхности
или «абсолюта» в геометрии Кэйли или в гипербо-
лической неевклидовой геометрии. Для любого дви-
жения свободного тела в таком пространстве поло-
жение абсолюта остается неизменным. Например, в
обычном пространстве абсолютом является мнимая
окружность на бесконечности x2 + y2 + z2 = 0, t = 0.

Следовательно, это преобразование представ-
ляет собой реальное движение свободного тела в
неевклидовом пространстве и шесть независимых
вещественных параметров содержащихся в отноше-
ниях α : β : γ : δ соответствуют∞6 таких возможных
движений. При интерпретации в евклидовом про-
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странстве это преобразование представляет собой
движение тела в сочетании с деформацией.

Я завершаю эту лекцию двумя замечаниями.
Во-первых, в построениях, которыми мы зани-

мались вплоть до этого момента, нет ничего суще-
ственно нового. Я просто попытался изложить хо-
рошо известный метод в форме, наиболее удобной
для приложения к задачам механики.

Во-вторых, неевклидова геометрия не имеет ме-
тафизического значения ни здесь, ни в последую-
щем обсуждении. Она используется лишь потому,
что представляет собой удобный метод для группи-
ровки ряда соотношений в геометрической форме,
которые иначе остались бы скрытыми в формулах.
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Теперь я перейду к обсуждению лагранжевых
уравнений движения для нашего волчка, предвари-
тельно отметив еще раз, что эта задача о движе-
нии волчка является для нас наиболее типичной сре-
ди всех динамических задач, связанных со сферой.
К этой категории также принадлежит задача о дви-
жении сферического маятника (которая в действи-
тельности является частным случаем задачи о дви-
жении волчка), задача о веревочной кривой на сфе-
ре и все задачи о движении твердого тела вокруг
неподвижной точки. Простейшая задача такого ро-
да — это движение твердого тела вокруг собствен-
ного центра тяжести. Мы назовем его движением
Пуансо в честь Пуансо, представившего чрезвычай-
но элегантное описание этого движения1.

Сначала мы сформулируем уравнения в терми-
нах астрономических параметров и чтобы придать
выражениям наиболее простой вид предположим,
что все главные моменты инерции волчка относи-
тельно неподвижной точки опоры равны 1. Мож-
но назвать такой волчок сферическим волчком, по-
скольку его эллипсоид инерции является сферой.
Я хочу, чтобы вы, тем не менее, понимали, что это
ограничение не является существенным для прило-
жения нашего метода, а сделано исключительно для
того, чтобы изложить его наиболее просто.

При этом предположении мы получаем следую-
щее выражение для кинетической энергии движе-

1Аналитически это движение было описано еще Л.Эйлером.
Поэтому задача обычно носит название случая Эйлера –Пуан-
со. — Прим. ред.
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ния T :

T = 1
2
(φ′2 + ψ′2 + 2φ′ψ′ cos θ + θ′2),

где θ′, φ′, ψ′ — производные θ, φ, ψ по t, а для потен-
циальной энергии V имеем выражение:

V = P cos θ,

где P — статический момент волчка относительно O.
Лагранжевы уравнения имеют вид:

d δT
δφ′

dt
= 0,

d δT
δψ′

dt
= 0,

d δT
δθ′

dt
=
δ(T − V )

δθ
.

Первые два уравнения особенно просты, по-
скольку их правые части равны нулю и поэтому мы
можем сразу же вывести два алгебраических пер-
вых интеграла.

φ′ + ψ′ cos θ = n,

ψ′ + φ′ cos θ = l.

Величины n и l — это константы интегрирова-
ния, которые определяются из начальных условий.
В последующем обсуждении мы будем считать их
положительными.

Кроме этих интегралов мы имеем уравнение
энергии

T + V = h,

где h также является константой, значение которой,
подобно n и l, определяется условиями задачи.

Решая первые два уравнения относительно φ′

и ψ′, подставляя результаты в третье, полагая cos θ =
= u и

U = 2Pu3 − 2hu2 + 2(ln− P )u+ 2h− l2 − n2,

       



22 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВОЛЧКА

мы в итоге получаем для t, φ и ψ, выраженных как
функции от u, формулы

t =
∫

du√
U
, φ =

∫
n− lu

1 − u2

du√
U
, ψ =

∫
l − nu

1 − u2

du√
U
.

Задача о движении волчка тем самым сводит-
ся к трем простым операциям интегрирования или
к квадратурам, что действительно было продемон-
стрировано самим Лагранжем. Эти интегралы яв-
ляются эллиптическими интегралами, U — полином
третьей степени по u, первый из них — эллиптиче-
ский интеграл «первого рода» (который характери-
зуется тем, что является конечным при всех значе-
ниях независимой переменной), два других эллип-
тических интеграла имеют более сложный тип.

Часто говорят, что в руках Лагранжа динами-
ка достигла своей окончательной формы и крики
«вернемся к Лагранжу» часто звучат из уст тех, кто
недооценивает важность современных открытий в
чистой математике для физических наук. Разумеет-
ся, это несправедливо. Лагранж свел задачу к квад-
ратурам, но мы, математики, считаем, что Якоби в
значительной степени способствовал развитию ди-
намики после Лагранжа, введя эллиптические функ-
ции, что позволило ему сделать t независимой пере-
менной и рассматривать оставшиеся функции u, φ, ψ
непосредственно как функции времени. Это поз-
волило лучше понять существенные соотношения
между переменными, а также упростить вычис-
ления. Коэффициенты a, b, c, a′, . . . , являются одно-
значными функциями от t и если нужно вычис-
лить значения функции, то однозначность являет-
ся одним из наиболее полезных для этого свойств.
Эта работа Якоби незаслуженно не получила той
известности, которой достойна. Она впервые была
опубликована посмертно во втором томе собрания
сочинений Якоби, изданном Берлинской академией
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в 1882 году. Я также хочу добавить, что Лоттнер и
Сомов, являющиеся учениками Якоби, независимо
разработали тот же самый метод в работах, опуб-
ликованных в 1855 году. В этих работах показано,
что девять косинусов a, b, c, . . . , можно выразить в
терминах тэта-функций2.

Хотя a, b, c, . . . , рассматриваемые как функции
от t, намного проще чем интегралы Лагранжа, они
в то же самое время намного сложнее чем наши
параметры α, β, γ, δ. Эти параметры оказываются
простейшими возможными эллиптическими функ-
циями от t, поэтому, введя их, мы завершаем рабо-
ту, начатую Якоби, по сведению нашей задачи к ее
простейшим элементам.

Для правильного понимания этой трактовки
движения волчка очевидно необходимы некоторые
знания о природе эллиптических функций. Для по-
лучения этих знаний я предлагаю читателю ознако-
миться с методом Римана для конформного пред-
ставления3, некоторыми важными приложениями
которого мы также воспользуемся в дальнейшем.

Согласно этому методу мы строим «римано-
ву поверхность» функции

√
U на плоскости ком-

плексной переменной u следующим образом: по-
лином U равен нулю при трех значениях u и, как
мы уже показали, все они являются веществен-
ными, а при u = ∞ полином равен бесконечности.
Два из этих корней e1, e2 лежат между −1 и +1, а
третий e3 между +1 и ∞. Следовательно,

√
U яв-

2Хорошо известно, что Якоби получил аналогичные форму-
лы для девяти косинусов движения Пуансо в 1849 году. С этим
представлением косинусов тесно связана интересная теорема, к
которой мы вернемся позже, говорящая о том, что движение на-
шего волчка можно получить как композицию двух движений
Пуансо.

3Здесь имеются в виду геометрические идеи Римана в теории
функций комплексного переменного, в частности, понятия рима-
новых поверхностей. — Прим. ред.
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ляется двузначной функцией u всюду в u-плоско-
сти за исключением четырех точек вещественной
оси e1, e2, e3, e∞. Следовательно, при задании ри-
мановой поверхности между этими точками и зна-
чениями

√
U должно быть установлено взаимноод-

нозначное соотношение и мы строим над u-плоско-
стью два листа, всюду различных за исключением
точек e1, e2, e3, e∞, в которых листы сливаются, и
свяжем два соответствующих значения

√
U с точка-

ми в этих листах, которые лежат непосредственно
над любой точкой u в u-плоскости.

Оказывается, что если точка u описывает про-
извольный простой контур в u-плоскости, который
заключает в себя одну и только одну из точек e1, e2,
e3, e∞ в конце возвращаясь в начальное положение,
то

√
U переходит от одного к другому из двух значе-

ний, которые соответствуют исходному значению u,
точка, соответствующая u в римановой поверхности
для

√
U , должна, следовательно, перейти из положе-

ния на одном листе в положение непосредственно
под (или над) ней на другом листе. Но это возможно,
только если мы предположим, что два листа слива-
ются вдоль некоторой линии, выходящей из каж-
дой из точек e1, e2, e3, e∞, — не пересекаются, а
сливаются. Поскольку это наиболее простая из воз-
можных гипотез, в рассматриваемом случае мы бу-
дем считать этими линиями соединения отрезки e1e2
и e3e∞ вещественной оси и в качестве приближен-
ного представления римановой поверхности для

√
U

получим следующий рисунок:

Рис. 1
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где мы заштриховали положительные полулисты по-
верхности и отметили отрезки e1e2 и e3e∞ жирными
линиями.

Точки e1, e2, e3, e∞ называются «точками ветвле-
ния» и отрезки e1e2 и e3e∞ — «линиями ветвления»
поверхности.

Чтобы построить в t-плоскости фигуру, которая
является конформным представлением этой рима-
новой поверхности мы будем представлять себе эту
поверхность, разделенной на четыре полулиста раз-
резом, выполненным вдоль всей вещественной оси,
и будем искать сначала конформное представление
верхнего полулиста. Чтобы получить его мы заста-
вим точку u двигаться в положительном направле-
нии вдоль вещественной оси из e1 через e2e3e∞, за-
тем обратно (слева) в e1 и изучим соответствующие
изменения значений t с помощью определяющего

ее интеграла t =
∫ du√

U
.

Тем самым мы обнаружим, что когда точка u
пробегает вещественную ось в своей плоскости, то
t соответственно описывает прямоугольник в своей
плоскости, который мы можем представить рисун-
ком:

Рис. 2

к угловым точкам прямоугольника мы приписа-
ли соответствующие значения u. Мы заштрихова-
ли прямоугольник, поскольку направление в кото-
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ром вычерчивается его периметр показывает, что
заштрихованная полуплоскость предыдущей фи-
гуры соответствует внутренности прямоугольни-
ка4.

Пока интеграл, определяющий t, остается неоп-
ределенным интегралом, этот прямоугольник может
занимать любое положение в t-плоскости, — точно
определены лишь направления сторон, параллель-
ных соответственно вещественной и мнимой осям,
и длины сторон, — назовем их ω1 и ω2. Но когда
мы делаем интеграл определенным, задавая в ка-
честве нижнего предела интегрирования e∞, то уг-
ловая точка e∞ совпадает с началом координат в
t-плоскости и прямоугольник занимает определен-
ное положение на плоскости.

Из полученного таким путем образа одного
из полулистов образы трех оставшихся полулистов
сразу же получаются путем с помощью процесса
«симметричного воспроизведения», который задает
следующий полный образ для разрезанной указан-
ным образом римановой поверхности:

Сразу же заметна симметрия фигуры относи-
тельно сторон e∞e1 и e∞e3 исходного прямоугольни-
ка. Каждый из четырех меньших прямоугольников
является образом одного полулиста, заштрихован-
ные — положительных полулистов, незаштрихован-
ные — отрицательных.

Но мы еще не получили полного геометрическо-
го представления u, рассматриваемой как функция
от t. Риманова поверхность из двух листов, рассмат-
риваемая нами до сих пор, имеет различные точ-
ки для каждого значения

√
U , рассматриваемой как

функция от u, но это не выполняется, если она рас-

4Мы получаем прямоугольник, поскольку
√

U является веще-
ственной от u = e1 до u = e2 и от u = e3 до u = e∞ и чисто
мнимой от u = e∞ до u = e1 и от u = e2 до u = e3. В ei величи-

на t − const убывает как (u − ei)
1
2 .
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Рис. 3

сматривается как функция от t. К интегралу t добав-
ляется дополнительная константа, если u пробегает
по римановой поверхности замкнутый путь, окру-
жающий e1e2 или e2e3, поэтому риманова поверх-
ность для t имеет те же самые точки ветвления, что
и риманова поверхность для

√
U , но бесконечное

количество листов, на любой из которых можно пе-
ревести движущуюся точку u, если на поверхность
не нанести разрезы, подобные тем, что были сдела-
ны вдоль вещественной оси.

Большим преимуществом метода Римана явля-
ется то, что полный образ в t-плоскости этой нераз-
резанной римановой поверхности с бесконечным
количеством листов может быть получен из образа
для разрезанной поверхности при помощи просто-
го присоединения прямоугольника, совпадающего с
этим образом, к каждой из сторон исходного обра-
за и, затем, повторения этого процесса для новых
прямоугольников и т. д. до бесконечности, пока вся
t-плоскость не будет покрыта одинаковыми прямо-
угольниками, любые два из которых можно совме-
стить при помощи двух переносов, один по направ-
лению вещественной, другой по направлению мни-
мой оси.
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Из этого построения сразу же следует весь-
ма важное заключение. Образ полной римановой
поверхности относительно t полностью покрывает
всю t-плоскость, но без взаимного наложения ча-
стей образа. Следовательно, мы сразу же полу-
чаем, что каждой точке t-плоскости соответствует
единственная точка на римановой поверхности или
что u, а также и

√
U являются однозначными функ-

циями от t.
Уравнение, связывающее t и u, имеет вид:

t =

u∫
∞

du√
U
.

Полученный нами результат заключается в том, что
функциональное соотношение для u относительно t,
определенное этим уравнением, гораздо проще чем
выражение для t относительно u, т. к. каждому зна-
чению u соответствует бесконечное количество зна-
чений t, а каждому значению t соответствует толь-
ко одно значение u. Определенная таким обра-
зом функция u называется эллиптической функцией
от t.

Пусть ω1 — длина стороны e∞e3 малого пря-
моугольника, который является образом полули-
ста римановой поверхности, а ω2 — длина сторо-
ны e∞e1, тогда, очевидно, если мы положим u = φ(t)
и t0 — произвольная точка полного прямоугольни-
ка (рис. 3), и поскольку t0 +m12ω1 +m22iω2 является
для любых целых значенийm1,m2 соответствующей
точкой другого прямоугольника, то φ(t0 + 2m1ω1 +
+ 2m2iω2) = φ(t0) или эллиптическая функция u яв-
ляется двоякопериодической с периодами 2ω1 и 2iω1.

Далее рассмотрим природу φ и ψ, рассматри-
ваемых как функции от t. Интегралы, через кото-
рые они выражаются в терминах u, являются эл-
липтическими интегралами более высокой сложно-
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сти, чем интеграл для t. На римановой поверхно-
сти для

√
U существуют четыре точки, в которых

каждый интеграл становится логарифмически бес-
конечным; а именно, точки −1, +1 в верхнем листе
и те же самые точки в нижнем листе. Эллиптиче-
ские интегралы, имеющие такие точки логарифми-
ческих особенностей, называются «эллиптическими
интегралами третьего рода» и можно выразить лю-
бой такой интеграл в терминах интегралов первого
рода и «нормальных» интегралов третьего рода, а
именно таких, которые имеют только две точки ло-
гарифмических особенностей с вычетами −1 и +1
соответственно.

Но если вместо выполнения непосредственной
редукции интегралов, мы введем те комбинации φ
и ψ, которые задают наши параметры α, β, γ, δ то
сразу же получается такое замечательное упроще-
ние, что любая дальнейшая редукция оказывается
ненужной. Несомненно, между исследуемой задачей
и нашими параметрами α, β, γ, δ существует зара-
нее установленная гармония.

Поскольку

α = cos θ
2
· e

i(φ+ψ)

2 ,

и

cos θ
2

=

√
u+ 1

2
,

мы сразу получаем

logα = 1
2

log 1 + u
2

+
i(φ+ ψ)

2
=

=
∫ √

U + i(l + n)
2(u+ 1)

· du√
U

− 1
2

log 2,

когда вместо φ и ψ подставлены их значения.

       



30 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВОЛЧКА

И подобным образом

log β =
∫ √

U − i(l − n)

2(u− 1)
· du√

U
− 1

2
log 2,

log γ =
∫ √

U + i(l − n)

2(u− 1)
· du√

U
− 1

2
log 2,

log δ =
∫ √

U − i(l + n)

2(u+ 1)
· du√

U
− 1

2
log 2,

и это все нормальные интегралы третьего рода,
каждый с двумя и только с двумя точками лога-
рифмических особенностей, которые распределены
в прямоугольнике периодов как показано на следу-
ющем сопроводительном рисунке, если мы предпо-
ложим (и в дальнейшем это окажется удобным), что
l меньше чем n.

Рис. 4

При u = −1, U = −(l+n)2, а при u = +1, U = −(l−
− n)2. Следовательно, если из двух значений

√
U ,

которые соответствуют u = −1, мы возьмем i(l +
+ n), то множитель

√
U + i(l + n) в числителе выра-

жения для logα сократится на множитель 2
√
U из

знаменателя, а если мы выберем −i(l + n), то чис-
литель обратится в нуль, поэтому точка −1 в одном
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из листов римановой поверхности для
√
U являет-

ся единственной конечной особой точкой интегра-
ла logα. Кроме того, она является логарифмической
особой точкой с вычетом 1, поскольку logα в ней
становится равным ∞ как log(u + 1). С другой сто-
роны, при u = ∞, т. е. в точке e∞, logα становится

бесконечным как 1
2

log u. Эта точка также является

логарифмической особой точкой с вычетом −1, по-
скольку e∞ лежит на бесконечности и является точ-
кой ветвления. Подобные рассуждения применимы
также и к оставшимся интегралам.

Следовательно, путем введения параметров α,
β, γ, δ четыре логарифмических точки разрыва
интегралов φ и ψ распределены по одной меж-
ду четырьмя нормальными интегралами logα, log β,
log γ, log δ — нормальными интегралами, для которых
оставшиеся точки разрыва, соответствующие e∞,
совпадают в начале координат.

Хотя только что определенные logα, log β, log γ,
log δ являются намного более простыми функциями
от u, а, следовательно, и от t, чем φ и ψ, но их экспо-
ненты α, β, γ, δ тем не менее еще проще. Они явля-
ются однозначными функциями от t, имеющими по
одной нулевой точке и по одной ∞-точке в каждом
параллелограмме периодов. Такие функции всегда
могут быть выражены, за исключением экспонен-
циального множителя, как частное двух θ- или двух
σ-функций простейшего вида — функций, которые
имеют по одной нулевой точке в каждом паралле-
лограмме периодов, но не имеют ∞-точек.

О θ-функциях нам следует заметить только, что
Якоби ввел их в анализ как простейшие элемен-
ты, из которых могут быть построены эллиптиче-
ские функции. Он получил для них выражения в
виде бесконечных произведений и бесконечных ря-
дов. Они изменяются на экспоненциальный множи-
тель, когда аргумент увеличивается на период, но
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в остальном остаются неизменными. А интересую-
щие нас θ-функции простейшего класса обращают-
ся в нуль при нулевом или сравнимом значении ар-
гумента.

σ-функция Вейерштрасса — это более элегант-
ная функция такого же типа.

Следовательно, поскольку α, β, γ, δ являются
функциями от t, которые обращаются в нуль при t =
= −ia, ω1 + ib, ω1 − ib, +ia соответственно (значе-
ния t, отвечающие точкам u = ±1 на вышеприве-
денном рисунке) и все они становятся бесконечны-
ми при t = 0, то мы получаем для них следующие
выражения:

α = k1e
λ1t

σ(t+ ia)

σ(t)
, β = k2e

λ2t
σ(t− ω1 − ib)

σ(t)
,

γ = k3e
λ3t

σ(t− ω1 + ib)

σ(t)
, δ = k4e

λ4t
σ(t− ia)

σ(t)
,

где ki, λi — константы, определяемые из начальных
условий движения. Их значения зависят от тех из
«трансцендентных» констант ω1, ω2, a, b, значения
которых в свою очередь зависят от «алгебраиче-
ских» констант P , h, l, n.

Мы будем называть функции, такие как α, β,
γ, δ, которые отличаются от двоякопериодических
лишь экспоненциальным множителем, «мультипли-
кативными эллиптическими функциями». Все эл-
липтические функции выражаются как частные θ-
или σ-функций, и очевидно, что из этих частных
наиболее простыми являются те, которые имеют и
в числителе и в знаменателе по одной θ или σ про-
стейшего вида. Следовательно, мы можем подвести
итог нашего обсуждения следующим образом: мы
показали, что наши параметры α, β, γ, δ являют-
ся мультипликативными эллиптическими функция-
ми простейшего вида, и, введя их, мы свели задачу
о волчке к ее простейшим элементам.
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Из этих выражений для α, β, γ, δ можно полу-
чить выражения для девяти направляющих косину-
сов a, b, c, . . . в виде частных σ- или θ-функций (что
для них получил Якоби) с наименьшими возможны-
ми вычислительными затратами5.

5Гесс отмечает в своей работе о гироскопе (Math. Ann. xxix.,
1887), что кватернионные выражения для девяти направляющих
косинусов очень просты и наши параметры просто являются ли-
нейными комбинациями этих кватернионных прарметров. Од-
нако Гесс напрямую не использует наших параметров и по-

видимому ему не была известна формула ζ =
αZ + β

γZ + δ
, лежащая

в основе нашего обсуждения.
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Во вчерашней лекции мы пришли к заключе-
нию, что наши параметры α, β, γ, δ могут быть вы-
ражены как частные простых σ-функций времени t
и теперь мы обратимся к геометрической интерпре-
тации этих формул.

Как я уже обращал ваше внимание, α, β, γ, δ
не являются обычными эллиптическими функция-
ми от t, а функциями, которые изменяются на экс-
поненциальный множитель, когда t увеличивается
на период, вследствие чего я назвал их «мульти-
пликативными эллиптическими функциями». Когда
t увеличивается на период 2ω1 они изменяются на
мнимый множитель eiψ , а когда t увеличивается на
период 2iω2 — на вещественный множитель вида κ.

Сначала давайте рассмотрим кривую, описыва-
емую вершиной волчка на неподвижной сфере. Вер-
шина волчка — это точка Z = ∞ подвижной сферы,
поэтому, обращаясь к формуле

ζ =
αZ + β

γZ + δ
,

мы получаем уравнение кривой

ζ = α
γ = keλt

σ(t+ ia)
σ(t − ω1 + ib)

.

Подобно α, β, γ, δ, эта величина ζ как функ-
ция от t является мультипликативной эллиптиче-
ской функцией первой степени, содержащей поми-
мо экспоненциального множителя только частное
двух простых σ-функций.
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Это существенное упрощение представления
движения, по сравнению с использованными до на-
стоящего времени. Таким образом мы можем при-
менить методы, использованные Эрмитом в своей
Applications des fonctions elliptiques1, опубликован-
ной двадцать лет назад, и начнем мы не с уравне-
ния для ζ в терминах Z, а с уравнений для x + iy,
−z, −x + iy в терминах X + iY , −Z, −X + iY (см.
стр. 11) и получим для движения вершины волчка
(координаты, которой равны 0, 0, 1) уравнение

x+ iy = −2αβ,

которое представляет движение при помощи муль-
типликативной эллиптичсекой функции второго по-
рядка. Определенная тем самым кривая не является
кривой, вычерчиваемой вершиной на неподвижной
сфере, а ортогональной проекцией этой кривой на
xy-плоскость.

Для удобства будем называть кривые, подобные
только что рассмотренной, «мультипликативными
эллиптическими кривыми», различая при необходи-
мости кривые на сфере и на плоскости и присва-
ивая им степень, соответствующую числу простых
σ-частных в выражении, которое определяет их.
Таким образом, кривая, вычерчиваемая вершиной
волчка на неподвижной сфере, является мультипли-
кативной эллиптической кривой первой степени, ее
ортогональная проекция — кривой второй степени.
Самым ранним примером такой кривой первой сте-
пени является герполодия движения Пуансо (дви-
жения тела вокруг своего центра тяжести). То, что
герполодия является кривой такого рода, впервые
было показано Якоби.2

1Приложение эллиптических функций (франц.). — Прим. ред.
2Для более полного знакомства с мультипликативными эллип-

тическими кривыми см. диссертацию мисс Винстон: Ueber den
Hermiteschen Fall der Laméschen Differentialgleichung, Göttingen,
1807.
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Легко получить представление о геометриче-
ском характере кривой, вычерчиваемой вершиной
волчка. Для частного случая, когда l−ne2 = 0, стерео-
графическая проекция кривой имеет форму, ука-
занную на следующем рисунке:

Рис. 5

Так как мы хотим ограничить значения, прини-
маемые t, вещественными числами, то мы полага-
ем e1 нижним пределом интегрирования в интегра-

ле t =
∫ du√

U
или, что то же самое, предполагаем, что

t в предыдущей формуле заменено на t′ = t+ iω2.
Радиус окружности, отмеченной на рисунке

как u = e1, является модулем тех точек ζ, для ко-
торых t равно 0, 2ω1, . . . ; для всех этих точек u = e1.
С другой стороны, радиус окружности, отмеченной
на рисунке как u = e2, равен модулю тех точек ζ,
для которых t = ω1, 3ω1, . . . .

Кривая, показанная на рисунке, вычерчивается
стереографической проекцией величины ζ, когда t
принимает вещественные значения. Она состоит из
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бесконечного числа одинаковых дуг, которые каса-
ются внутренней окружности и образуют точки за-
острения на внешней окружности. Если исходный
толчок волчка направлен в сторону (когда l − ne2
более не равно 0), то эти заострения заменяются
петлями или изгибами в виде гребней волны.

Очевидно, что любую из этих дуг можно сов-
местить с последующей с помощью одного и того
же поворота вокруг начала координат. Преобразо-
вание, вызывающее такое вращение, имеет вид ζ′ =
= eiψ0ζ, поэтому смысл мнимого множителя eiψ0 , на
который ζ изменяется, когда t увеличивается на ве-
щественный период 2ω1, совершено очевиден. Мы
обнаружим, что поскольку ζ изменяется на веще-
ственный множитель κ, когда t увеличивается на
мнимый период 2iω2, то действие на кривую подоб-
ного увеличения t заключается в преобразовании ее
в кривую, аналогичную прежней и расположенную
симметрично относительно начала координат.

Но перед выполнением более тщательного ис-
следования кривой, вычерчиваемой вершиной волч-
ка, давайте рассмотрим полодию и герполодию дви-
жения.

На каждой мгновенной оси вращения отложим
отрезок от неподвижной точки, равный по направ-
лению и величине угловой скорости вращения во-
круг этой оси. Объединение этих отрезков состав-
ляет часть одного конуса, если считать их непо-
движными в движущемся теле, или другого, если
считать их неподвижными в пространстве. Первый
конус, или кривая, на которой обрываются его эле-
менты, называется «полодией», а второй «герполо-
дией», и очевидно, что движение тела можно полу-
чить качением первого конуса или кривой по вто-
рому конусу или кривой.

Чтобы получить уравнение полодии, рассмот-
рим бесконечно малое вращение за время dt вокруг
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оси, для которой угловые скорости вращения отно-
сительно X , Y , Z равны соответственно p, q, r. Ось
в данный момент времени неподвижна в простран-
стве, и мы получаем для вращения любой точки по-
движной сферы уравнения:

X = +X ′ − rdtY ′ + qdtZ ′,
Y = +rdtX ′ + Y ′ − pdtZ ′,
Z = −qdtX ′ + pdtY ′ + Z ′.

Следовательно, для этого движения кватерни-
онные параметры (см. стр. 8) равны:

A′ =
p

2
dt, B′ =

q

2
dt, C′ = r

2
dt, D′ = 1,

и, поэтому, соответствующие параметры α, β, γ, δ
имеют вид

α′ = 1 + ir
2
dt, β′ =

− q + ip

2
dt,

γ′ =
q + ip

2
dt, δ′ = 1 − ir

2
dt.

Если при этом α, β, γ, δ (без «штрихов») явля-
ются параметрами преобразования из осей X , Y , Z,
неподвижных в теле, в оси x, y, z, неподвижные в
пространстве, мы можем получить параметры α +
+ dα, β + dβ, γ + dγ, δ + dδ преобразования, которое
определяет положение тела после бесконечно мало-
го вращения, путем объединения двух подстановок:

ζ1 = αζ′1 + βζ′2, ζ′1 = α′Z1 + β′Z1,

ζ2 = γζ′1 + δζ′2 ζ′2 = γ′Z1 + δ′Z1,

В результате получим:

ζ1 = (αα′ + βγ′)Z1 + (αβ′ + βδ′)Z2,

ζ2 = (γα′ + δγ′)Z1 + (γβ′ + δδ′)Z2.
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Следовательно

α+ dα = αα′ + βγ′, β + dβ = αβ′ + βδ′,
γ + dγ = γα′ + δγ′, δ + dδ = γβ′ + δδ′,

откуда

dα =
(
ir
2
α+

q + ip

2
β

)
dt,

dβ =
( − q + ip

2
α− ir

2
β

)
dt,

dγ =
(
ir
2
γ +

q + ip

2
δ

)
dt,

dδ =
( − q + ip

2
γ − ir

2
δ

)
dt.

И наконец:

p+ iq = 2i
(
β dδ
dt

− δ
dβ

dt

)
,

−p+ iq = 2i
(
αdδ
dt

− δ dα
dt

)
,

r = 2i
(
αdδ
dt

− γ
dβ

dt

)
.

Мы не будем останавливаться на выводе соот-
ветствующих уравнений для компонентов π, κ, ρ для
герполодии. Они отличаются от уравнений, только
что полученных для p, q, r, лишь взаимной заменой α
и δ и изменением знаков при β и γ.

Но я хочу сделать два замечания, связанных
с вышеприведенными вычислениями, относительно
полезности наших параметров α, β, γ, δ. Одно из
них состоит в том, что две линейные подстановки
в терминах этих параметров объединяются пара-
ми, а не четверками, что происходит с соответству-
ющими кватернионными подстановками, а второе,
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что четыре линейных дифференциальных уравне-
ния, которые определяют их в терминах t, p, q, r
распадаются на две пары, в одну из которых вклю-
чаются только α и β, а в другую только γ и δ. Чтобы
почувствовать, насколько важным является это пре-
имущество достаточно сравнить наше обсуждение с
обсуждением того же самого вопроса в книге Дарбу
Leçons sur la théorie générale des surfaces.

Возвращаясь к нашему сферическому волчку и
подставляя в общие уравнения, которые мы только
что получили, значения α, β, γ, δ, которые харак-
теризуют его движение, мы получаем для его поло-
дии и герполодии не уравнения второй степени, что
ожидалось исходя из выражений для p + iq и т. д. в
терминах α, β, γ, δ, а намного более простые вы-
ражения. Я не могу выписать вычисления, которые
приводят к ним, поскольку я не задавал значений
констант k1, λ1 . . . , которые возникают в формулах
на стр. 32. Но сами выражения имеют вид

p+ iq = k′eλ
′t σ(t+ ω1 − ia− ib)

σ(t)
, r = n;

π + iκ = k′′eλ
′′t σ(t+ ω1 − ia+ ib)

σ(t)
, ρ = l.

И полодия, и герполодия сферического волчка яв-
ляются эллиптическими плоскими кривыми первой
степени. Дарбу приводит этот результат в своем
издании Despeyrous’ Mechanics, получив его с ис-
пользованием эллиптических интегралов вместо эл-
липтических функций. Он не называет кривые эл-
липтическими кривыми первой степени, но кривые
имеют тот же тип, что и герполодия движения Пу-
ансо. Следует добавить, что кривые являются кри-
выми первой степени только в случае сферического
волчка.

Наша теорема тесно связана с уже упомяну-
той знаменитой теоремой Якоби о том, что движе-
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ние волчка может быть представлено состоящим из
двух движений Пуансо (или вращений вокруг цен-
тра тяжести), поскольку как полодия так и герпо-
лодия движения волчка представляют собой герпо-
лодии движения Пуансо, так как являются эллипти-
ческими кривыми первой степени. Теорему Якоби
можно доказать наиболее простым образом, выра-
зив параметры α, β, γ, δ каждого из движений Пу-
ансо в терминах t, а затем объединив два движения.

Я могу закончить эту часть моего обсуждения,
заметив напоследок, что изучающие геометрию по
Салмону и Клебшу склонны сосредоточивать свое
внимание исключительно на алгебраических кри-
вых. Перед нами имеется иллюстрация значения
трансцендентных кривых. Только в очень частном
случае, когда мультипликативный множитель κ = 1
и ψ0 соизмеримо с π, изучаемые нами кривые ста-
новятся алгебраическими.

Подытожим установленные нами заключения:
мы доказали, что движение сферического волчка с
неподвижной точкой опоры может быть полностью
определено геометрически в терминах эллиптиче-
ских кривых первой степени. Мы также показали,
что изменение параметров α, β, γ, δ по времени t
можно изобразить кривыми такого же типа.

Давайте теперь возобновим исследование кри-
вой, вычерчиваемой вершиной волчка.

Параметры α, β, γ, δ и ζ являются эллиптиче-
скими функциями переменной t и полный смысл
эллиптических функций проясняется только тогда,
когда аргумент может принимать комплексные зна-
чения. Только тогда, например, становится очевид-
ной двоякопериодичность этих функций. Поэтому
существует, так сказать, аналитическая необходи-
мость завершения нашего геометрического исследо-
вания движения волчка продолжением его на ком-
плексные значения t. Когда это будет выполнено,
я покажу, что совокупность возможных движений
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волчка на плоскости комплексного времени соот-
ветствует свободному движению твердого тела в
неевклидовом пространстве, и, тем самым, приведу
к определенному результату соображения, которые
я представил в завершение своей первой лекции.

Наша задача заключается в определении пути,
вычерчиваемого точкой ζ, когда точка t описыва-
ет произвольный путь на t-плоскости, и, разумеется,
необходимо в первую очередь определить образ на
ζ-сфере параллелограмма периодов в t-плоскости.
Действительно, именно на этом мы должны сосре-
доточить наше внимание. Однако, вместо непосред-
ственного отыскания этого образа мы обнаружим,
что нам легче найти образы четырех полулистов ри-
мановой поверхности для

√
U , среди которых, напо-

мним, находятся четыре меньших прямоугольника,
на которые разделен весь параллелограмм перио-
дов.

Рис. 6
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Сначала давайте воспроизведем (на рис. 6)
изображения параллелограмма периодов (см. стр. 30)
и римановой поверхности для

√
U .

Я использовал различные штриховки для всех
четырех прямоугольников для того, чтобы иметь
возможность легко отличать их различные образы
на рисунке, который мы собираемся построить. На-
помним, (см. стр. 29), что logα и log γ становятся бес-
конечными соответственно в точках u = −1 и u = +1
одного листа

√
U -поверхности и что log β и log δ ста-

новятся бесконечными в соответствующих точках
другого листа, остальные функции в каждом случае
остаются конечными. На рисунке a и d являются
образами положительной и отрицательной половин
первого из этих листов, а c и b образы положитель-
ной и отрицательной половин второго.

Наша ζ выражается в терминах u эллиптиче-
ским интегралом третьего рода.

log ζ = log
(
α
γ

)
=

∫ −√
U + i(nu− l)
u2 − 1

· du√
U
.

Мы можем сразу же вывести следующие зак-

лючения: d
du

log
(α
γ

)
комплексная вдоль отрезков e1e2,

e3e∞ вещественной оси u-плоскости, но веществен-
ная вдоль отрезков e2e3, e∞e1. Следовательно, α

γ
или ζ движется вдоль мередиана ζ-сферы, когда u
движется вдоль вещественной оси от e2 до e3 или
от e∞ до e1, но, с другой стороны, описывает одну
из дуг, которые возникают на изображении веще-
ственного движения вершины волчка, когда u дви-
жется по вещественной оси от e1 до e2, и дугу от-
личную от прежней когда u движется от e3 до e∞.

Вновь d
du

log(αγ ) обращается в нуль, когда u =

= e∞, в первом приближении как 1

u2
, и прини-
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мает конечное значение 1

1 − e22
, когда u = e2 (это

происходит ввиду условия, которое мы сохраняем
здесь, что l − ne2 = 0), с другой стороны, когда u = e1
или e3, она становится бесконечной как (u− e1)−1/2

или (u − e3)−1/2. Следовательно кривая, вычерчива-
емая точкой ζ, когда точка u движется вдоль веще-
ственной оси от e∞ через e1, e2, e3 до e∞, имеет углы,
равные π, в точках, соответствующих e∞ и e2, и
углы, равные π

2
, в точках, соответствующих e1 и e3.

Я не буду приводить образа
√
U -поверхности

на сфере, а приведу стереографическую проек-
цию этого образа на xy-плоскость из точки ζ =
= ∞. Если к вышеприведенным объяснениям до-
бавить, что ζ, значение которой в терминах t рав-

но keλt
σ(t+ ia)

σ(t− ω1 + ib)
, принимает значения 0 и ∞ со-

ответственно в точках −1 и +1 контура полулиста
или прямоугольника a и остается конечной и отлич-
ной от 0 для всех точек на контуре b, то сразу вид-
но, что образы полулистов или прямоугольников a, b
приближенно имеют вид указанный на следующем
рисунке: два контура, которые мы отметили как e∞,
e1, e2, e3, e∞ являются стереографическими проек-
циями образов вещественной u-оси — сначала когда
эта ось рассматривается как контур положительно-
го полулиста a, затем — когда она рассматривается
как контур отрицательного полулиста b.

Две дуги e1e2 аналогичны и симметрично рас-
положены относительно точки ζ = 0. Та, которая
лежит слева возникает на рисунке реального дви-
жения вершины волчка (рис. 7).

Если мы теперь завершим этот рисунок второй
половиной, симметричной с первой половиной от-
носительно горизонтальной оси e1e∞ мы получим
образ всей

√
U -поверхности или всего параллело-

грамма периодов в t-плоскости (рис. 8). Мы предпо-
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Рис. 7

ложили что в
√
U-поверхности сделан разрез вдоль

отрезка e1e2e3 вещественной оси.
Отметим, что образ дважды покрывает часть

плоскости, которая расположена между двумя дуга-
ми e1, e2, e3, ζ = ∞, которые лежат слева, два листа
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Рис. 8

соединяются вдоль линии ветвления, которая ведет
от e∞ к ζ = ∞. Из рисунка мы делаем вывод, что
e∞ является точкой ветвления для t, а точка ζ = ∞
такой не является, вокруг точки ζ = ∞ нельзя про-
вести контур, который не будет проходить по части
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не принадлежащей образу плоскости, ограниченной
двумя полудугами e1, e2, ζ = 0, лежащими слева (см.
рис. 8). Все эти заключения можно непосредственно
проверить с помощью вычислений.

Мы можем описать нашу фигуру как четырех-
угольник, одна из пар противоположных сторон ко-
торого является прямолинейными отрезками, вы-
ходящими из точек e2, проходящими через ζ = ∞,
которые, если их провести, пересекались бы в ζ =
= 0, а другую пару образуют криволинейные ду-
ги e2e1e2.

Стороны каждой из пар переходят друг в друга
подстановкой для ζ, которая соответствует измене-
нию t на один из периодов 2ω1, 2iω2: прямые сто-
роны переходят вращением вокруг ζ = 0, опреде-
ляемым «эллиптической подстановкой» ζ′ = eiψ0ζ,
которую мы уже рассмотрели и которую мы отме-
тили на рисунке двусторонне направленными кри-
волинейными стрелками, криволинейные стороны
переходят преобразованием, определенным «гипер-
болической подстановкой» ζ′ = κζ, вследствие ко-
торой они одинаковы и симметрично расположены
относительно центра гомотетии ζ = 0. На рисунке
мы отметили это преобразование двусторонне на-
правленными прямыми стрелками, которые пере-
секаются в ζ = 0. Таким образом, значение обоих
периодов 2ω1, 2iω2 для кривой, вычерчиваемой вер-
шиной волчка, становится очевидным благодаря на-
шему рисунку. И действительно, теперь перед нами
в первый раз явно представлена причина, по кото-
рой кривая, описываемая в вещественном времени,
должна быть представлена эллиптическими функ-
циями. Она оказывается лишь частью полной кри-
вой или, скорее, области, которая появляется, ко-
гда мы используем все поле комплексных чисел, и
только в нем возможно представление обоих пери-
одов.
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Риманова поверхность, определяемая форму-

лой ζ =
β(t)

δ(t)
, т. е. кривая, вычерчиваемая противо-

положным концом оси волчка Z = 0, может быть
построена аналогичным образом.

Для вещественных t мы имеем формулу
β(t)

δ(t)
=

= − γ(t)

α(t)
, которая означает просто, что

α(t)

γ(t)
и

β(t)

δ(t)
являются противоположными концами одного и то-
го же диаметра сферы. Для комплексных значений t
эта формула должна быть заменена более общей

β(t)
γ(t)

= − γ(t)
α(t)

.

Если теперь мы предположим, что эти две ри-
мановы поверхности проецируются обратно на по-
верхность неподвижной сферы, а точки поверхно-
стей, которые соответствуют одному и тому же
значению t объединяются, то получающаяся в ре-
зультате система лучей будет представлять собой
∞2 положений, которые оси волчка могут принять
в случае общего (неевклидового) движения, которое
соответствует произвольному движению t в парал-
лелограмме периодов.

Из этих ∞2 «осей» только проходящие через
центр сферы будут соответствовать вещественным
значениям t. Эти оси соответствуют криволиней-
ной дуге e2e1e2 предыдущего рисунка, которая ле-
жит слева. Те оси, которые соответствуют другой
криволинейной дуге, пересекаются в другой точке
центральной линии (т. е. вертикали проходящей че-
рез центр сферы), а именно, в точке, в которую
переходит центр при гиперболической подстанов-
ке, которую мы уже объяснили. Визуальное пред-
ставление возможных движений оси волчка в ком-
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плексном времени получается построением рисун-

ков для α
γ и

β

δ
на реальной сфере и соединением

прямыми линиями совокупностей соответствующих
точек.

Двояко бесконечные системы лучей, которые
являются элементами полодий и герполодий всех
движений, возможных в комплексном времени, мо-
гут быть построены подобным образом и таким об-
разом будет получено полное геометрическое пред-
ставление движения волчка. Построения являются
более сложными, но при их проведении не возни-
кает существенных трудностей.

Фактически, единственной трудностью во всем
этом целом методе обсуждения является то, что
все наши обычные концепции механики содер-
жат понятие, что время может изменяться одним
единственным образом. Мы настолько приучены
считать механические условия, которые соответ-
ствуют малым значениям t, так сказать, причиной
того, что происходит при бо́льших значениях и
изображать изменения конфигурации, следующи-
ми одно за другим в определенном порядке при
изменении времени, что обнаруживаем утрату ме-
ханического представления, когда t, предполагае-
мое комплексным, получает две степени измене-
ния.

Чтобы избежать этой трудности, насколько это
возможно, мы будем предполагать, что t больше не
может меняться в каком угодно направлении па-
раллелограмма периодов, а только в направлении
параллельном вещественной оси. Другими словами,
в t = t1 + it2 будем считать t2 константой в каж-
дом частном случае и лишь t1 изменяется. Таким
путем, последовательно придавая t2 все возможные
значения, мы сможем учесть все возможные значе-
ния t, но мы представляем их выстроенными вдоль
∞1 параллелей к вещественной оси. С учетом это-
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го, римановы поверхности
α(t)

γ(t)
и

β(t)

δ(t)
становятся

носителями некоторых систем кривых и система
из ∞2 осей распределена среди ∞1 линейчатых по-
верхностей.

Таким путем мы разделяем совокупность поло-
жений волчка в комплексном времени на бесконеч-
ное число простых бесконечных множеств позиций.
Эти множества позиций характеризуются не толь-
ко начальными значениями t, но и значениями кон-
стант интегрирования, которые должны быть введе-
ны, если набросанные нами здесь вычисления будут
фактически проводится. Возможно ранее следова-
ло указать, что для полной общности получаемых
результатов, эти константы также следует полагать
комплексными, поскольку сейчас мы действуем в
области комплексных чисел. Кроме того, только по-
ложив их комплексными, мы получим в наше рас-
поряжение достаточное количество констант, что-
бы удовлетворить всем условиям нашей обобщен-
ной задачи движения.

До сих пор наши рисунки строились для того,
чтобы получить ясное геометрическое представле-
ние содержания наших аналитических формул. Но
в них наиболее интересно следующее: им можно
придать реальный механический смысл, можно най-
ти вещественную механическую систему, движени-
ями которой они порождаются. Я утверждаю, что
можно определить конкретную свободную механи-
ческую систему, а именно твердое тело свобод-
но движущееся в неевклидовом пространстве под
действием конкретных определенных сил, которая
в вещественном времени порождает в точности
ту же бесконечность видов движения, которую мы
только что описали, и конкретное движение вы-
бирается в соответствии с начальными условия-
ми. Механическая система является обобщенной,

       



ЛЕКЦИЯ 3 51

но принадлежит к области вещественной динами-
ки.

Давайте рассмотрим общую задачу движений
твердого тела под действием произвольных сил в
неевклидовом пространстве, абсолютом которого
является поверхность:

x2 + y2 + z2 − t2 = 0.

Самое первое исследование движения твердо-
го тела в неевклидовом пространстве было выпол-
нено Клиффордом в 1874, хотя это исследование
было опубликовано только после его смерти в его
собрании сочинений. Эту же задачу так же иссле-
довал Хит (Heath) в Philosophical Transactions, 1884.
Однако, оба эти математика рассматривали случай
эллиптической неевклидовой геометрии, а не гипер-
болической и ограничились получением дифферен-
циальных уравнений задачи3.

Далее я буду использовать аналитические вы-
кладки, поскольку этот метод легче понимают те,
кто не слишком опытен в неевлидовой геометрии и
сразу же получу дифференциальные уравнения для
движения конкретного твердого тела в неевклидо-
вом пространстве совершенно аналогичные уравне-
ниям движения волчка в вещественном времени, но
содержащие два набора переменных.

Чтобы сразу же получить общий случай, я пред-
полагаю, что параметры φ, ψ, θ и время t являются
комплексными и полагаю

φ = φ1 + iφ2, ψ = ψ1 + iψ2, θ = θ1 + iθ2, t = t1 + it2.

3Более подробный анализ движения твердого тела и систем
материальных точек в пространстве постоянной кривизны содер-
жится в книгах А. В. Борисов, И.С.Мамаев, Пуассоновы струк-
туры и алгебры Ли в гамильтоновой механике, Ижевск: НИЦ
РХД, 1998, и А. В. Борисов, И.С.Мамаев, Динамика твердого те-
ла, Ижевск: НИЦ РХД, 2001. — Прим. ред.
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Эти параметры связаны с T и V , кинетиче-
ской и потенциальной энергией, хорошо известны-
ми уравнениями Лагранжа:

d

(
δT
δθ′

)
dt

=
δ(T − V )

δθ
,

d

(
δT
δφ′

)
dt

=
δ(T − V )

δφ
,

d

(
δT
δψ′

)
dt

=
δ(T − V )

δψ
.

В этих уравнениях положим

T = T1 + iT2, V = V1 + iV2.

Поскольку, тогда

δT
δθ′

= δT1

δθ′1
+ i

δT2

δθ′1

= δT1

δθ′1
− i

δT1

δθ′2
;

и аналогично

δT
δφ′

=
δT1

δφ′1
− i

δT1

δφ′2
и δT

δψ′ =
δT1

δψ′
1

− i
δT1

δψ′
2

;

и поскольку вследствие наших предположений dt =
= dt1 первое из наших уравнений распадается на
два уравнения, содержащих лишь вещественные пе-
ременные,

d

(
δT1

δθ′1

)
dt1

=
δ(T1 − V1)

δθ1
,

d

(
δT1

δθ′2

)
dt1

=
δ(T1 − V1)

δθ2
;

и оставшиеся два уравнения ведут себя аналогично.
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Таким образом, каждая вещественная задача
вновь порождает вещественную задачу, если счи-
тать переменные исходной задачи комплексными,
при условии, что может изменяться лишь веще-
ственная часть комплексного t, но получившаяся за-
дача движения содержит удвоенное число перемен-
ных.

Применяя это общее заключение к нашему кон-
кретному вопросу, сразу же получаем, что задача
движения в комплексном времени волчка с непо-
движной точкой опоры превращается в задачу ве-
щественной динамики, задачу неевклидова движе-
ния твердого тела. Это движение имеет шесть сте-
пеней свободы вместо трех, соответствующих ше-
сти параметрам θ1, θ2, φ1, φ2, ψ1, ψ2, и его кинети-
ческая и потенциальная энергия равны T1 и V1, т. е.
вещественным частям комплексных T и V .

Но каким является твердое тело и какая сила
порождает движение? Мы ограничимся ответом на
эти вопросы, не вдаваясь в рассмотрения, входящие
в компетенцию неевклидовой геометрии, с помо-
щью которой получаются наши заключения.

Уравнение абсолюта имеет вид

x2 + y2 + z2 − t2 = 0,

интеграл∫
(ux+ vy + wz + ωt)2

(u2 + v2 + w2 − ω2)(x2 + y2 + z2 − t2)
dm,

вычисляемый по произвольному телу в соответству-
ющем неевклидовом пространстве называется «вто-
рым моментом» тела относительно плоскости с ко-
ординатами u, v, w, ω. В нашем частном случае этот
интеграл при вычислении равен 1 вне зависимости
от значений u, v, w, ω.

Вспоминая, что u, v, w, ω являются константами
относительно операции интегрирования, мы можем
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записать результат в виде

Au2 + 2Buv + . . .

u2 + v2 + w2 − ω2
, следовательно = 1.

Поверхность, уравнение которой в тангенциальных
координатах имеет вид

Au2 + 2Buv + · = 0

называется «нулевой поверхностью». Следователь-
но, в нашем случае нулевая поверхность совпадает
с абсолютом.

Рис. 9

Сила, порождающая движение,
может быть определена следующим
образом: на рис. 9 пусть g пред-
ставляет собой неподвижную ось си-
лы тяжести (проходящую через точ-
ку опоры волчка), r — ось волчка,
а p — неевклидов перпендикуляр об-
щий к g и r. Тогда угол между g и
r определяется по формуле θ = θ1 +
+ iθ2, где θ1 представляет собой угол
между плоскостями gp и rp, а iθ2 в

неевклидовой угловой мере равно расстоянию p.
Тогда сила представляет собой момент с интен-

сивностью P sin θ, вещественная часть представляет
собой вращающую силу, действующую вокруг p, а
мнимая часть представляет собой некоторый толчок
вдоль p.

В заключение позвольте мне еще раз отметить,
что эта неевклидова геометрия не связана ни с ка-
кими метафизическими толкованиями, какими бы
интересными они не могли быть. Это просто гео-
метрическая теория, которая объединяет вместе
некоторые геометрические соотношения в веще-
ственном пространстве наиболее удобным для их
изучения образом.
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В последней части вчерашней лекции мы немно-
го прогулялись по тому, что профессор Ньюкомб
(Newcomb) назвал «сказачная страна матаматики».
Игнорируя ограничения движения волчка в ве-
щественном времени, мы позволили себе удовле-
творить наше чисто математическое любопытство.
И нет никаких сомнений, что это правильно и в
действительности необходимо в должных пределах
действовать подобным образом во всех исследова-
ниях, подобных тем, которыми мы сейчас занима-
емся. Только так можно разработать сильную и по-
следовательную математическую теорию. Но мы не
должны полностью поддаваться очарованию таких
построений, а вместо этого управлять ими будучи
всегда готовыми вернуться к фактическим задачам,
которые ставит сама природа.

Поэтому мы сегодня обратимся к реальному
волку и продолжим исследование его движения, ко-
гда точка опоры более не является неподвижной, а
движется в горизонтальной плоскости. Это случай
обычного игрушечного волчка.

Хорошо известно со времен Пуассона, что диф-
ференциальные уравнения этого движения могут
быть проинтегрированы в терминах гиперэллипти-
ческих интегралов. И основная цель моей сегодняш-
ней лекции состоит в том, чтобы показать, что
эти интегралы можно изучать при помощи метода,
весьма аналогичного тому методу, каким изучались
эллиптические интегралы, с использованием общих
«автоморфных функций», для которых эллиптиче-
ские функции являются частным классом.
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«Игрушечный волчек» имеет пять степеней сво-
боды движения, две из них связаны с горизон-
тальным перемещением центра тяжести а осталь-
ные три с движением вокруг этого центра. Гори-
зонтальное движение центра тяжести очень просто
и, как известно, является прямолинейным движе-
нием с постоянной скоростью. Следовательно, при
предположении, что горизонтальная проекция цен-
тра тяжести является неподвижной точкой, не воз-
никает никаких существенных ограничений задачи.
При этом предположении задача вновь сводится к
задаче с лишь тремя степенями свободы и, поми-
мо t, нам не нужно рассматривать никаких других
переменных, кроме φ, ψ, θ или α, β, γ, δ из предыду-
щего обсуждения, здесь эти параметры определяют
положение волчка относительно осей, проходящих
через его центр тяжести.

Чтобы сначала получить обычные формулы, ко-
торые определяют движение в терминах астроно-
мических параметров выполним следующее: пусть
G — вес волчка, s — расстояние его центра тяжести
от точки опоры и вновь обозначим через P произве-
дение Gs т. е. статический момент. Также для про-
стоты вновь предположим, что три главных момента
инерции волчка, в нашем случае относительно осей,
проходящих через его центр тяжести, все равны 1.

Тогда кинетическая энергия T и потенциальная
энергия V определяются следующими уравнения-
ми:

T = 1
2
(φ′2 + ψ′2 + 2φ′ψ′ cos θ + θ′2 + Ps sin2 θ · θ′2),

V = P cos θ,

которые отличаются от соответствующих выраже-
ний для частного случая, когда точка опоры непо-
движна, лишь появлением дополнительного слагае-
мого Ps · sin2 θ · θ′2 в T . Поскольку это слагаемое ис-
чезнет если s = 0, то, хотя мы считаем Gs т. е. P от-
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личным от нуля, элементарный случай1 может быть
описан с представленной точки зрения, как волчок
с бесконечным весом, центр тяжести которого сов-
падает с точкой опоры.

Подставляя эти значения для T и V в первые
два уравнения Лагранжа,

d δT
δφ′

dt
= 0,

d δT
δψ′

dt
= 0

мы сразу же получаем, как и ранее, два алгебраиче-
ских первых интеграла

φ′ + ψ′ cos θ = n,

ψ′ + φ′ cos θ = l.

Если из этих двух последних уравнений мы выра-
зим φ′ и ψ′ и подставим получившиеся значения в
интеграл энергии

T + V = h,

мы получим t, φ и ψ в виде интегралов по перемен-
ной θ.

Как и ранее, положим u = cos θ и

U = 2Pu3 − 2hu2 + 2(ln− P )u+ (2h− l2 − n2),

тогда эти интегралы принимают вид

t =
∫
du

√
(1 + Ps) − Psu2

√
U

,

φ =
∫
n− lu

1 − u2
· du

√
(1 + Ps) − Psu2

√
U

,

ψ =
∫
l − nu

1 − u2
· du

√
(1 + Ps) − Psu2

√
U

.

1Т. е. сводящийся к уравнениям Эйлера –Пуассона о движе-
нии тела вокруг неподвижной точки. — Прим. ред.
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Эти формулы отличаются от соответствующих
формул для элементарного случая новым иррацио-
нальным множителем

√
(1 + Ps) − Psu2, возникшем

в числителе каждого подынтегрального выражения.
Вследствие этого, нам теперь приходится работать
с гиперэллиптическими интегралами p = 2. В допол-
нение к бывшим точкам ветвления римановой по-
верхности на u-плоскости, а именно e1, e2, e3, e∞,
появились две новых вещественных точки ветвле-
ния:

u = ±
√

1 + Ps
Ps

.

Я буду обозначать их e4, e6 и считать, что они по
величине больше чем e3. Следовательно, риманова
поверхность состоит из двух листов с шестью точ-
ками ветвления e1, e2, e3, e4, e∞, e6, выстроенных
вдоль вещественной оси u-плоскости, как показано
на следующем рисунке:

Рис. 10

В дополнение к точкам ветвления, я отметил по-
ложения точек +1, −1, поскольку именно эти кон-
кретные значения u, соответствующие θ = 0 и θ = π
играют, как и в элементарном случае, особую роль
в нашем обсуждении.

Время t больше не является интегралом перво-
го рода, т. е. интегралом, который остается конеч-
ным при всех значениях u, а становится интегра-
лом второго рода, который становится бесконечным
при u = ∞, как

√−2su. Можно добавить, что инте-
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гралом второго рода является интеграл, имеющий
лишь алгебраическую особую точку. С другой сто-
роны, каждый из интегралов φ и ψ имеет как и ра-
нее по четыре логарифмических особых точки, а
именно, четыре точки u = ±1 римановой поверх-
ности.

Первый шаг заключается в замене интегралов φ
и ψ нормальными гиперэллиптическими интеграла-
ми третьего рода, т. е. интегралами, каждый из ко-
торых имеет только две логарифмических особых
точки с вычетами +1 и −1. Мы достигаем этого в
точности так же как и в элементарном случае, путем
введения logα, log β, log γ, log δ. Как и ранее они ока-
зываются нормальными интегралами третьего ро-
да, каждый из них имеет логарифмическую особую
точку (с вычетом +1) в одной из точек u = ±1 и все
они имеют общую вторую логарифмическую осо-
бую точку (с вычетом −1) в точке u = ∞. Это сразу
же следует из вычислений, если заметить, что вы-
ражение (1 + Ps) − Psu2 сводится к 1 при u = ±1.

Очевидно, отсюда следует, что параметры α, β,
γ, δ играют в этом случае ту же самую фундамен-
тальную роль, как и в случае волчка с неподвижной
точкой опоры. И в последующем обсуждении мы
больше не будем использовать φ и ψ, а воспользу-
емся вместо них α, β, γ, δ. Эти переменные имеют
риманову поверхность с 0-точкой в одной из четы-
рех точек u = ±1 и общую ∞-точку в u = ∞. Я не
считаю нужным подробно обсуждать эту редукцию,
поскольку она совершенно аналогична редукции в
элементарном случае.

Но когда мы попробуем повторить следующий
шаг предыдущего обсуждения и попытаемся, путем
обращения гиперэллиптического интеграла t, пере-
дать t роль независимой переменной, мы сразу же
обнаружим, что наша текущая задача совершенно
отлична от ранее разобранного частного случая. Это
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отличие незаметно, когда мы ограничиваемся изу-
чением движения волчка в вещественном времени.
При изменении t в пределах вещественной оси зна-
чение u колеблется, как и ранее, между значения-
ми e1 и e2, а каждое из значений φ и ψ увеличи-
вается на вещественные периоды. Однако отличие
проявляется сразу же после того, как мы перехо-
дим к построению в t-плоскости образа римановой
поверхности, позволив t принимать комплексные
значения. Теперь в качестве образа полулиста этой
поверхности мы получаем вместо простого прямо-
угольника в элементарном случае открытый шести-
угольник с одной из угловых точек на бесконечно-
сти, как показано на следующем рисунке:

Рис. 11

и когда, применяя методы симметричного и конгру-
энтного воспроизведения, мы переходим от этого
рисунка к построению образа всей римановой по-
верхности, мы сразу же сталкиваемся со сложно-
стями, связанными с тем, что этот образ будет по-
крывать t-плоскость бесконечным числом наклады-
вающихся друг на друга шестиугольных кусков, в
отличие от простого покрытия в элементарном слу-
чае. Следовательно, единственной точке t-плоскости
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соответствует не одно, а бесконечное число значе-
ний u, т. е. u больше не является однозначной функ-
цией от t.

Следует заметить, что часто говорится о невоз-
можности обращения гиперэллиптических интегра-
лов. Это не так, можно обратить гиперэллиптиче-
ские интегралы, но невозможно в результате полу-
чить однозначные функции.

Существует хорошо известный метод обобще-
ния результатов обращения эллиптических интегра-
лов и получения функций, называемых «гиперэл-
липтическими функциями», которые в истинном
смысле являются обобщением эллиптических функ-
ций. Этот метод разработан Якоби и носит его имя.

В рассматриваем нами случае есть два гиперэл-
липтических интеграла первого рода:

v1 =
∫

du√
U · √1 + Ps− Psu2

,

v2 =
∫

u · du√
U · √1 + Ps− Psu2

.

Якоби строит θ-функции от двух переменных v1,
v2, а именно θ(v1, v2), а затем ищет выражения для
остальных переменных в виде однозначных функ-
ций от этих θ-функции. Это, возможно, является
наивысшим достижением Якоби и имеет наивыс-
шее значение для общих исследований, но практи-
чески бесполезно в рассматриваемой нами задаче.
Чтобы воспользоваться этим методом, нам сначала
потребуется развить метод для определения, какие
значения v1, v2 соответствуют одним и тем же зна-
чениям t. Поэтому нам остается только непосред-
ственное вычисление гиперэллиптических интегра-
лов, если мы хотим избежать сложных уравнений
относительно v1 и v2, возникающих при исключе-
нии t.
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Можно ли тогда, каким либо способом полу-
чить для общего движения волчка формулы, анало-
гичные тем, которые мы получили при исследова-
нии волчка с неподвижной точкой опоры? Да, вос-
пользовавшись теорией однозначных автоморфных
функций.

Однозначная автоморфная функция одной пе-
ременной η — это функция f(η), которая удовлетво-
ряет функциональному уравнению

f

(
aνη + bν
cνη + dν

)
= f(η),

где aν , bν , cν , dν — это заданные константы для каж-
дого из значений ν : 1, 2, 3, . . . , ∞, для всех их удо-
влетворяется функциональное уравнение.

Следовательно, автоморфными являются функ-
ции, которые переходят в себя посредством бес-
конечной, но не непрерывной группы линейных
подстановок. Они являются обобщением эллипти-
ческих функций, которое состоит в обобщении пе-
риодичности этих функций, но сохранении числа
переменных, а гиперэллиптические функции Якоби
представляют собой обобщение, заключающееся в
увеличении числа переменных, но сохранении пе-
риодичности в неизменном виде.

Далее я представлю их геометрическое опи-
сание. И действительно, общее понятие этих ав-
томорфных функций, а также знание их наибо-
лее важных свойств возникли из геометрических и
только геометрических соображений. Даже сейчас
аналитическая часть теории этих функций построе-
на лишь частично.

Наша задача в ее текущем представлении состо-
ит в следующем: определить переменную η, отно-
сительно которой t, α, β, γ, δ будут однозначными
автоморфными функциями, какими были α, β, γ, δ
относительно t в элементарном случае.
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Возвращаясь к элементарному случаю — тот
факт, что сама t являлась «униформизирующей» пе-
ременной, т. е. переменной, относительно которой
u была однозначной функцией, был обнаружен, ко-
гда выяснилось, что после симметричного и конгру-
энтного воспроизведения образа в t-плоскости из
образа одного полулиста римановой поверхности в
u-плоскости, получилось простое покрытие t-плос-
кости этим образом. Тогда сможем ли мы построить
в плоскости переменной η прямоугольный шести-
угольник, который будет образом полуплоскости u в
η-плоскости и который при воспроизведении будет
образовывать простое покрытие η-плоскости или ее
части, а затем, изучая условия, которые определяют
этот шестиугольник, сможем ли мы вывести функ-
циональное соотношение между η и u в определен-
ной аналитической форме?

Теория автоморфных функций показывает, что
действительно возможно построить такой прямо-
угольный шестиугольник, и по существу это мож-
но сделать лишь единственным способом. Его сто-
роны не являются отрезками прямых, а дугами
окружностей, которые пересекают вещественную
ось η-плоскости и углы пересечения являются пря-
мыми. Шестиугольник имеет следующий вид:

Рис. 12

Разумеется, простого геометрического требова-
ния, чтобы фигура была составлена из дуг окружно-
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стей, которые ортогонально пересекают веществен-
ную ось и также ортогонально пересекают друг дру-
га в шести точках e1, e2, e3, e4, e∞, e6, недостаточ-
но для ее полного определения. Существует неко-
торое количество параметров, которые остаются
неопределенными и которые должны быть опреде-
лены, чтобы шестиугольник действительно был кон-
формным представлением половины u-плоскости,
с заданными точками ветвления e1, e2 . . . e6. Фунда-
ментальная теорема теории автоморфных функций
утверждает, что этого можно достигнуть одним и
только одним способом.

После определения образа одного полулиста ри-
мановой поверхности на u-плоскости, бесконечное
количество оставшихся образов получаются постро-
ением фигуры, в которую преобразуется исходный
образ путем инверсии относительно каждой окруж-
ности, дуга которой является стороной фигуры, а
затем повторения того же самого построения для
получающихся шестиугольников и так далее до бес-
конечности.

Этим процессом все верхняя половина η-плос-
кости просто покрывается без наложения пря-
моугольными шестиугольниками, стороны которых
являются дугами окружностей. Каждый из этих
шестиугольников является образом полулиста ри-
мановой поверхности. И если их поочередно за-
штриховывать и оставлять незаштрихованными, то
заштрихованные являются образами положитель-
ных полулистов, а незаштрихованные отрицатель-
ных полулистов поверхности.

Тогда очевидно, что единственной точке в
η-плоскости соответствует только одна точка рима-
новой поверхности или u и

√
U являются однознач-

ными функциями от η. С другой стороны, точки в
двух шестиугольниках, которые соответствуют од-
ному и тому же значению u,

√
U и могут быть назва-
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ны «эквивалентными точками» связаны между со-

бой формулой η′ = aνη + bν
cνη + dν

, как в частном случае эл-

липтических функций соответствующие точки двух
параллелограммов периодов были связаны форму-
лой t′ = t + 2m1ω1 + 2m2iω2. Таким образом u и

√
U

являются однозначными автоморфными функция-
ми переменной η, удовлетворяющими уравнению:

f(η) = f

(
aνη + bν
cνη + dν

)
.

Отметим, что лорд Кельвин использовал такого
рода симметричные построения более пятидесяти
лет назад в своих исследованиях электростатиче-
ского потенциала. Но его фигуры являлись тела-
ми, ограниченными частями сферических поверх-
ностей, и его цель состояла в том, чтобы опреде-
лить, что лишь конечное число других отличных тел
возникали из них в процессе такого построения.

Не только u и
√
U , но и

√
1 + Ps− Psu2 и также

t, α, β, γ, δ являются однозначными функциями но-
вой переменной η, следует добавить, что эти функ-
ции существуют только в верхней половине η-плос-
кости. Следовательно, η является униформизующей
переменной, которую мы пытались отыскать, пере-
менной, которая играет роль, выполняемую t в на-
шем обсуждении частного случая.

Поэтому мы начнем изучение t, α, β, γ, δ, рас-
сматриваемых как функции от η.

Линейные подстановки η, соответствующие по-
следовательным воспроизведениям фигуры, дей-
ствуют на переменную t аддитивно, т. е. с каж-
дой подстановкой она увеличивается на константу.
Более того, она становится бесконечной в смысле
простой алгебраической бесконечности во всех точ-
ках η-плоскости, которые соответствуют точке e∞
в u-плоскости, точкам, которые эквивалентны одной
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угловой точке, отмеченной e∞ на шестиугольнике
нашей фигуры.

С другой стороны, линейные подстановки η дей-
ствуют на α, β, γ, δ мультипликативно. Неслож-
но показать, что каждая из переменных становится
равной нулю в одной серии эквивалентных точек, а
также что каждая становится бесконечной в другой
серии эквивалентных точек.

∞-точки являются теми же, в которых беско-
нечной становится переменная t, 0-точки это точ-
ки на периметрах наших прямоугольников, кото-
рые соответствуют четырем точкам u = ±1 нашей
исходной римановой поверхности из двух листов в
u-плоскости. Две точки, соответствующие u = ±1,
обозначим через a′, a′′, а две точки, соответствую-
щие u = −1 через b′, b′′, таким образом, чтобы серии
эквивалентных 0-точек для α, β, γ, δ, отвечали соот-
ветственно a′, b′, b′′, a′′.

Аналитическое представление t, α, β, γ, δ в тер-
минах η теперь будет основываться на этой их ха-
рактеристике. Это достигается с помощью функ-
ций, которые в этом более общем случае автоморф-
ной теории играют ту же самую фундаментальную
роль, что и эллиптические σ-функции в более эле-
ментарном случае. Это — так называемые прими-
тивные формы. Примитивные формы не являются
функциями от η, а однородными функциями первой

степени от η1, η2 (где η1
η2

= η); подобно эллиптиче-

ским σ-функциям они обращаются в нуль в задан-
ных рядах эквивалентных точек и нигде не являют-
ся бесконечными.

Я использую название примитивная форма,
поскольку все алгебраические интегральные фор-
мы, принадлежащие римановой поверхности, до-
пускают аналогичные выражения в виде произведе-
ний подходящим образом выбранных примитивных
форм, подобно тому, как обычные арифметические
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целые числа выражаются в виде произведений про-
стых чисел. Следует добавить, что эти примитивные
формы не являются вполне определенными величи-
нами. Их можно изменять с помощью определен-
ных множителей, точные выражения для которых
здесь будут являться слишком серьезным отклоне-
нием от темы обсуждения.

Если теперь мы обозначим примитивные фор-
мы, нулевые точки которых являются рядами экви-
валентных точек, соответствующих точке m рима-
новой поверхности, символом Σ(η1, η2;m), то полу-
чим следующие аналитические представления для
наших функций t, α, β, γ, δ:

t =
Σ′(η1, η2; e∞)
Σ(η1, η2; e∞)

,

α =
Σ(η1, η2; a′)
Σ(η1, η2; e∞)

, β =
Σ(η1, η2; b′)
Σ(η1, η2; e∞)

,

γ =
Σ(η1, η2; b′′)
Σ(η1, η2; e∞)

, δ =
Σ(η1, η2; a′′)
Σ(η1, η2; e∞)

.

Таким образом, мы обнаружили, что, как и ра-
нее, функции α, β, γ, δ оказываются простейши-
ми элементами для представления движения волч-
ка. Они являются простыми частными элементар-
ных функций «гиперэллиптического тела», которое
появляется вместо «эллиптического тела» из нашего
предыдущего обсуждения.

Следует отметить, что эти формулы сразу же
сводятся к t = η и ранее полученным эллиптическим
формулам, если предположить, что P ≶ 0, s = 0,
что эквивалентно предположению о неподвижности
точки опоры.

Более того, следует сказать, что эти выражения
для t, α, β, γ, δ следует считать имеющими лишь
формальное значение. Это происходит из-за отсут-
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ствия фактического определения констант, остав-
шегося в нашем распоряжении по определению Σ
и при учете этого возникают различные константы
для различных Σ, которые возникают в формулах
для t, α, β, γ, δ.

И с этим мы приходим к тому вопросу, относи-
тельно которого теория до сих пор не завершена.
Точный вид формул и вообще методы их практи-
ческого вычисления являются наиболее необходи-
мой частью. Теория автоморфных функций, кото-
рая некоторое время была основным направлени-
ем исследований в теории функций, в последнее
время не привлекает внимания и не находит той
поддержки, которую она заслуживает. Поэтому, я
здесь с удовольствием подчеркиваю тот факт, что
эти функции имеют не только теоретическое зна-
чение, но являются функциями, с необходимостью
возникающими при полном решении даже простей-
ших задач механики.

Если бы у нас было время, то мы могли бы так-
же рассмотреть геометрию этого более общего слу-
чая движения волчка.

Однако, я приведу уравнение кривой, вычерчи-
ваемой на горизонтальной плоскости точкой опоры.
Оно имеет вид x+ iy = 2αβs и возникает из формул
на странице 11, если положить для X , Y , Z значе-
ния 0, 0, −s соответственно. Поскольку значения x
и y зависят только от значений α, β, γ, δ, то эти вели-
чины в рассматриваемом случае определяют движе-
ние центра тяжести вверх и вниз по его вертикали,
и никакие слагаемые, возникающие в выражениях
для x и y не связаны с этим движением.

Я также хочу сделать общее замечание, что это
геометрическое исследование, связанное с неевкли-
довой интерпретацией, играет важную роль. Хотя
кривые, вычерчиваемые вершиной, имеют в реаль-
ном времени вид, весьма схожий со случаем непо-
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движной точки опоры, риманова поверхность, опи-
сываемая вершиной на неподвижной сфере полно-
стью проясняет различие между эллиптическим и
гиперэллиптическим типами двух движений. Вместо
четырехугольника, представленного на рис. 8, здесь
мы получаем шестиугольник.
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