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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта маленькая книжка представляет собой продолжение 
пособия «Арифметика на чашечных весах» [1], посвященно-
го иллюстрации (или, если угодно, экспериментальному 
подтверждению) основных арифметических законов. Ис-
пользование блоков и разноплечих чашечных весов позво-
лило сделать изложение наглядным и компактным. 

Настоящее пособие состоит исключительно из арифме-
тических задач, сформулированных в виде эле- 
ментарных физических опытов с чашечными весами. Часть 
задач была ранее опубликована (с решениями) в [2]. 

Фактически, этой книжкой можно пользоваться незави-
симо от [1]. При этом от читателя требуется знать (или ин-
туитивно понимать) два элементарных физических факта: 

1. «Закон рычага». Этот закон, открытый Архимедом,
гласит: Пусть имеется рычаг, плечи которого имеют со-
ответственно длины L1 и L2. Для равновесия этого рычага 
необходимо и достаточно, чтобы силы F1 и F2, приложен-
ные к соответствующим плечам, были направлены в одну 
сторону и удовлетворяли условию: F1L1 = F2L2. 

2. «Закон действия блока». Неподвижный груз, пере-
кинутый через блок, тянет плечо рычага вверх с силой, 
равной по величине своему весу.  

Всюду ниже мы будем для простоты считать рычаг и 
чаши весов невесомыми; кроме того, будем считать неве-
сомой нить, перекинутую через блок.  

Что касается систем единиц длины и веса, используе-
мых ниже в задачах, то они могут быть взяты любыми, и их 
обозначения всюду опускаются. Таким образом, мы будем 
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оперировать ниже с числовыми значениями соответствую-
щих физических величин (длины и веса). Если угодно, 
можно считать, что вес всех грузов измеряется в килограм-
мах, а длины плеч рычагов – в дециметрах. Книжка адресо-
вана школьным учителям, студентам педвузов и родителям 
школьников. В третьем издании существенно расширен 
параграф 6 «о среднем геометрическом на чашечных ве-
сах», добавлены параграфы 7–12, в которых обсуждаются 
достоинства «двоичных» чашечных весов, а именно, весов, 
у которых длины плеч относятся как 1:2, а также вводится 
понятие p-ичных чашечных супер-весов, процедура взве-
шивания на которых органично связана с представлением 
натуральных чисел в не-десятичных системах счисления. 

В 4-е издание включены Добавления 5 и 6, посвященные 
трем физическим моделям, реализующим операцию деления 
с остатком, а также Добавление 7, в котором описана реали-
зация арифметических алгоритмов сложения и вычитания 
«столбиком» на супер-весах. 

Кроме того, Добавление 8 посвящено демонстрации на 
чашечных весах важнейших свойств операции деления 
нацело. В Добавлении 9 рассмотрены некоторые уравнения 
в целых числах, решение которых может быть реализовано 
в виде математических игр с использованием супер-весов. 
Наконец в Добавлении 10 рассмотрен ряд занимательных 
задач на взвешивание. 

Автор признателен Н.В. Десятсковой и Е.А. Ивановой 
за полезные обсуждения. 

Автор 
Москва, 01.01.2024 
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§1. Задачи на равноплечих весах 
 

Задача 1. Даны равноплечие весы и система гирь, 
расположенных на чашах этих весов (см. рис. 1). Рас-
ставить числовые значения веса на гирях, если из-
вестно, что чашечные весы находятся в равновесии. 

 

Задача 2. Даны равноплечие весы и система гирь, 
расположенных на чашах этих весов (см. рис. 2). Рас-
ставить такие числовые значения веса на гирях, что-
бы правая чаша весов опустилась вниз. 

 

 

Рис. 1 

Рис. 2 
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Задача 3. Расставить числовые значения веса на 
гирях, если известно, что чашечные весы находятся 
в равновесии (см. рис. 3). 

 
Задача 4. Расставить числовые значения веса на 

гирях, если известно, что чашечные весы находятся 
в равновесии (см. рис. 4). 

 

Замечание. Для весов, находящихся в равновесии 
вес любого груза, перекинутого через блок, не может 
превышать веса связанного с ним груза, стоящего на 
чаше весов. 

 

 
 
 

Рис. 3

Рис. 4
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Задача 5. Определить численное значение х веса 
гири, перекинутой через блок, расположенный над ле-
вой чашей весов, находящихся в равновесии (см. 
рис. 5).  

 

Задача 6. Определить численное значение х веса 
гири, расположенной на правой чаше весов, находя-
щихся в равновесии (см. рис. 6).  

 

 
 
 
 
 
 

Рис. 5

Рис. 6
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Задача 7. Определить x из условия равновесия рав-
ноплечих весов на рис. 7.  

 
 
Задача 8. Определить x из условия равновесия рав-

ноплечих весов на рис. 8.  

 

 

Рис. 7

Рис. 8
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Задача 9. Возможно ли при некотором х равнове-
сие равноплечих весов, изображенных на рис. 9?  

 

 
  

Рис. 9
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§2. Задачи на неравноплечих весах 
 

Задача 10. Правое плечо чашечных весов вдвое 
длиннее левого; см. рис. 10. Проставить численные 
значения веса грузов, при которых достигается рав-
новесие. Привести несколько возможных вариантов.  

 

Задача 11. Правое плечо чашечных весов в полтора 
раза длиннее левого; см. рис. 11. Проставить числен-
ные значения веса грузов, при которых достигается 
равновесие. Привести несколько возможных вариан-
тов.  

 

Рис. 10

Рис. 11
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Задача 12. Правое плечо чашечных весов вдвое 
длиннее левого; см. рис. 12. Проставить численные 
значения веса грузов, при которых достигается рав-
новесие. Привести несколько возможных вариантов. 

 

Задача 13. Левое плечо чашечных весов в полтора 
раза длиннее правого; см. рис. 13. Проставить чис-
ленные значения веса грузов, при которых достигает-
ся равновесие. Привести несколько возможных вари-
антов. 

 

 
 
 
 
 

Рис. 12

Рис. 13
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Задача 14. Левое плечо чашечных весов в полтора 
раза длиннее правого; см. рис. 14. Найти численное 
значение х веса груза, перекинутого через блок. (Весы 
находятся в равновесии.)  

 

Задача 15. Левое плечо чашечных весов в полтора 
раза длиннее правого; см. рис. 15. Найти численное 
значение х веса груза на правой чаше, при условии, что 
весы находятся в равновесии. 

 

 
 
 
 
 

Рис. 14

Рис. 15



15 

Задача 16. Левое плечо находящихся в равновесии 
чашечных весов в полтора раза короче правого; см. 
рис. 16. Найти численное значение х.  

 

 
 
 

  

Рис. 16
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§3. Разные задачи 
 

Задача 17. Найти численное значение х, обеспечи-
вающее равновесие чашечных весов на рис. 17.  

 

 
 
Задача 18. Возможно ли при некотором х равнове-

сие чашечных весов, изображенных на рис. 18? 
 

 

Рис. 17 

Рис. 18

В этой задаче  
отношение длин плеч 
чашечных весов равно 
10:13 

В этой задаче отношение длин плеч 
чашечных весов равно 10:13 
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Задача 19. Требуется расположить грузы на рав-
ноплечих чашечных весах таким образом, чтобы весы 
оставались в равновесии; см. рис. 19. 

 

  
Задача 20. Требуется расположить грузы на рав-

ноплечих чашечных весах таким образом, чтобы весы 
оставались в равновесии; см. рис. 20. 

 

  

Рис. 19

Рис. 20
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Указание. Заметим, что веса всех гирь, кроме гирь 
с весами 11; 11; 12, делятся на 5. Для того, чтобы весы 
после расстановки всех гирь оставались в равновесии, 
необходимо, чтобы остатки от деления на 5 сумм ве-
сов гирь на каждой из чаш были равны. Это возможно 
лишь в том случае, если обе гири с весами 11; 11 и ги-
ря с весом 12 будут располагаться на разных чашах. 
Дальнейшее очевидно. 

 
Задача 21. Снова равноплечие весы, и снова требу-

ется расположить грузы так, чтобы весы остава-
лись в равновесии; см. рис. 21. 

 

 
 

Рис. 21
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Задача 22*. Правое плечо чашечных весов в полто-
ра раза длиннее левого. Требуется расположить име-
ющиеся грузы так, чтобы весы оставались в равнове-
сии; см. рис. 22.  

 

 
Задача 23. Правое плечо чашечных весов в три ра-

за длиннее левого. Требуется расположить имеющие-
ся грузы так, чтобы весы оставались в равновесии; 
см. рис. 23.  

 

 

Рис. 22

Рис. 23
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Задача 24. Правое плечо чашечных весов в два раза 
длиннее левого. Требуется расположить имеющиеся 
грузы так, чтобы весы оставались в равновесии; см. 
рис. 24.  

 
 

Задача 25. Длины плеч чашечных весов относятся, 
как 3:7. Требуется расположить имеющиеся грузы 
так, чтобы весы оставались в равновесии; см. рис. 25. 

 

 

Рис. 24

Рис. 25
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Задача 26. Длины плеч чашечных весов относятся, 
как 3:7. Требуется расположить имеющиеся грузы 
так, чтобы весы оставались в равновесии; см. рис. 26. 

 

 
 
Задача 27. Длины плеч чашечных весов относятся, 

как 2:3. Требуется расположить имеющиеся грузы 
так, чтобы весы оставались в равновесии; см. рис. 27. 

 

 

Рис. 26

Рис. 27
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Указание. Для равновесия рассматриваемых ча-
шечных весов необходимо, чтобы суммы весов по-
ставленных гирь, умноженные на длины соответству-
ющих плеч, имели одинаковые дробные части для 
обеих чаш. Отсюда нетрудно вывести, что все гири 
дробного веса из имеющегося набора должны нахо-
диться на одной и той же чаше. Дальнейшее очевидно.  

 
Задача 27а (см. [2]). Даны уравновешенные, но не-

правильные чашечные весы (длина левого плеча равна 
7 единицам, а длина правого плеча равна 9 единицам) и 
набор гирь с весами:  

9; 18; 19; 27; 33; 46; 100; 100. 

Требуется так расставить все эти гири на обеих 
чашах весов, чтобы весы оставались в равновесии. 

Решение. Прежде всего, перепишем еще раз спи-
сок числовых значений весов всех гирь, указав в скоб-
ках величины остатков при делении на 9:  

9 (0); 18 (0); 19 (1); 27 (0); 33 (6); 46 (1);  

100 (1); 100 (1).           (6') 

Итак, пять из восьми числовых значений весов 
гирь имеют ненулевые остатки при делении на 9. Все 
пять соответствующих гирь поставить на правую ча-
шу, очевидно, невозможно (правая чаша перетянет ле-
вую). Следовательно, некоторые из упомянутых пяти 
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гирь придется поставить на левую чашу, но при этом 
сумма соответствующих остатков должна делиться 
на 9. Ясно, что на левую чашу придется поставить че-
тыре гири из упомянутых пяти. Короткий перебор ва-
риантов приводит к ответу: на левую чашу следует 
поставить гири с весами 19; 33: 46: 100, а на правую 
чашу – все остальные гири. 

 
Замечание. Составлять подобные задачи (имею-

щие ключ к быстрому решению) легко, а их решение 
может оказаться полезным для установления связей 
между математикой и физикой.  

Вот как была составлена задача 27а. Пусть даны 
уравновешенные, но неравноплечие чашечные весы 
(длина левого плеча 7 единиц, длина правого плеча 
9 единиц). Будем составлять набор гирь с такими це-
лочисленными весами, что, поставив гири на обе ча-
ши, мы оставим наши чашечные весы в равновесии. 

Из этого условия ясно, что полный набор гирь, ко-
торый нам нужен, должен состоять из двух непересе-
кающихся групп гирь – «левой» и «правой». При этом 
суммарный вес «левой» группы должен нацело де-
литься на 9, а суммарный вес «правой» группы должен 
нацело делиться на 7. «Левую» группу гирь составля-
ем с таким расчетом, чтобы вес каждой отдельно взя-
той гири имел ненулевой остаток при делении на 9.  
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Например, возьмем в качестве значений весов гирь 
из «левой» группы такие числа: 

19 (1), 33 (6), 46 (1), 100 (1)          (*) 

(в скобках указаны значения остатков при делении со-
ответствующих чисел на 9). 

Суммируя веса гирь из «левой» группы, т.е. числа 
из набора (*), стоящие вне скобок, и умножая резуль-
тат на 7, получаем численное значение момента силы, 
направленного против часовой стрелки: 

М = 7(19 + 33 + 46 + 100) = 1386. 

(Этот момент силы возникает от воздействия силы тя-
жести «левой» группы гирь на левое плечо наших ча-
шечных весов.) 

Таким же численным значением должен обладать 
момент силы, направленный по часовой стрелке, воз-
никающий от воздействия силы тяжести «правой» 
группы гирь на правое плечо наших чашечных весов. 
Сумма весов «правой» группы гирь, очевидно, должна 
быть равна частному 

М : 9 = 1386 : 9 = 154. 

Теперь найденную сумму весов «правых» гирь 
можно «набирать» из отдельных слагаемых более-
менее произвольным образом. Однако для того, чтобы 
у нашей задачи образовался «ключ» к быстрому реше-
нию, представим число 154 в виде суммы таких слага-
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емых, из которых все, кроме одного, будут делиться 
на 9. 

Например, положим: 

154 = 100 + 9 + 18 + 27. 

Итак, численные значения весов «правых» гирь – 
это слагаемые в правой части предыдущего равенства. 

В результате получаем следующий объединенный 
набор гирь («левых» и «правых»): 

9; 18; 19; 27; 33; 46; 100; 100.       (**) 

Составление задачи 27а закончено. 

 
Задача 28. Сколько должна весить каждая из 

трех гирь, чтобы на изображенных на рис. 28 нерав-
ноплечих чашечных весах (у которых отношение длин 
плеч равно 1:3) можно было уравновесить каждый из 
шести грузов, численные значения весов которых со-
ответственно равны 1, 2, 3, 4, 5, 6? 

 

 Рис. 28
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Задача 29. Сколько должна весить каждая из 
трех гирь, чтобы на изображенных на рис. 29 нерав-
ноплечих чашечных весах (у которых отношение длин 
плеч равно 1:2) можно было уравновесить каждый из 
шести грузов, численные значения весов которых со-
ответственно равны 1, 2, 3, 4, 5, 6? 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 29
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Задача 30. На рис. 30 изображены неравноплечие 
чашечные весы, у которых соотношение длин плеч 
равно 2:3. Возможно ли точно отвесить на этих ве-
сах 1/6 кг муки с помощью двух гирь весом соответ-
ственно в 1 кг и 2 кг? 

 
 

Указание. Задача решается в два действия: 

1) 2x = 3×1; x = 3/2. 

2) 3(3/2 – y) = 2×2; y = 1/6.  

 
  

Рис. 30
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§4. Поиск фальшивой монеты  
на неравноплечих весах 

 
Задача 31. Имеются неравноплечие чашечные ве-

сы, у которых соотношение длин плеч равно 1:3 
(см. рис. 31). Далее, имеются 9 монет, неотличимых 
друг от друга на вид, среди которых – одна фальши-
вая. Все настоящие монеты одного веса, а фальшивая 
монета легче настоящих. Требуется за три взвешива-
ния на упомянутых весах гарантированно определить 
фальшивую монету. 

 

 
 

Указание. При первом взвешивании на левую ча-
шу можно положить шесть монет, а на правую – две. 
Впрочем, можно начать действовать и иначе: при пер-
вом взвешивании положить на левую чашу три моне-
ты, а на правую – одну. 

Рис. 31
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Задача 32. Имеются неравноплечие чашечные ве-
сы, у которых соотношение длин плеч равно 2:5 
(см. рис. 32). Далее, имеются 9 монет, неотличимых 
друг от друга на вид, среди которых – одна фальши-
вая. Все настоящие монеты одного веса, а фальшивая 
монета легче настоящих. Требуется за три взвешива-
ния на упомянутых весах с гарантией определить 
фальшивую монету. 

 

Указание. При первом взвешивании на левую ча-
шу следует положить пять монет, а на правую – две. 

 

 
 
 
 
 

Рис. 32
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Задача 33. Имеются неравноплечие чашечные ве-
сы, у которых соотношение длин плеч равно m:n. Да-
лее, имеется m+n+1 монет, неотличимых друг от 
друга на вид, среди которых – одна фальшивая. Все 
настоящие монеты одного веса, а фальшивая монета 
легче настоящих.  

А) За какое наименьшее количество взвешиваний 
можно с гарантией определить фальшивую 
монету? 

Б) Тот же вопрос, если имеется всего m+n+k  
монет. 

В) Тот же вопрос, если известно только, то 
фальшивая монета другого веса, чем настоя-
щие (но неизвестно – легче она или тяжелее).  
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§5. Взвешивание  
произвольного груза на неравноплечих весах  

и «двоичная система гирь» 
 

В этом параграфе мы разовьем известную идею 
(содержащуюся, например, в [4]) о том, как отвесить 
на неравноплечих не уравновешенных чашечных ве-
сах ровно 1 кг сыпучего груза, если имеется правиль-
ная гиря весом в 1 кг. Нетривиальная идея, лежащая 
в основе решения этой задачи, заключается в том, что 
вначале следует уравновесить сыпучим грузом пра-
вильную гирю, а затем гирю снять и добиться равно-
весия весов с помощью второй порции сыпучего груза, 
помещенной на место убранной гири. Эта вторая пор-
ция и будет весить ровно 1 кг. (См. похожую задачу 
также в [1].) 

Здесь мы несколько изменим вышеописанный под-
ход, сделав его применимым не только к случаю, когда 
нужно отвесить на неправильных весах заранее задан-
ное количество вещества, но и к более общему случаю, 
когда нужно определить вес произвольного груза.     

Вначале введем определение. Назовем систему 
гирь с весами 

1 г, 2 г, 4 г, 8 г, 16 г, 32 г, 64 г, 128 г, … (*) 

двоичной системой гирь. 
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Итак, наша задача формулируется несколько  
по-другому, чем в [4]. 

 
 
Задача 34. Имеются неравноплечие, не уравнове-

шенные чашечные весы, двоичная система гирь (*), 
мешок с песком и произвольный твердый груз Х, ко-
торый нужно взвесить на имеющихся весах с точно-
стью до ½ грамма. Требуется описать алгоритм та-
кого взвешивания. 

Решение. Для определенности, считаем, что вес 
груза Х не превосходит 127 г, т.е. суммарного веса 
гирь с весами      

1 г, 2 г, 4 г, 8 г, 16 г, 32 г, 64 г. 

Алгоритм состоит в следующем. Вначале уравно-
вешиваем на имеющихся весах груз Х при помощи 

Рис. 33



33 

песка. (Груз Х кладем, например, на левую чашу, а пе-
сок – сыплем на правую.) Затем снимаем груз Х с ле-
вой чаши и кладем на нее гирю весом 64 г. Если весы 
оказываются в равновесии, задача решена. (Очевидно, 
что вес груза Х будет в точности равен 64 г.) Если же 
левая чаша перевешивает, снимаем поставленную ги-
рю с весов (в дальнейшем ее уже не используем) и за-
меняем ее следующей по весу; так действуем до тех 
пор, пока это возможно. Если же перевешивает правая 
чаша, то добавляем к поставленной гире весом в 64 г 
(которую в дальнейшем уже не трогаем) следующую 
по весу, т.е. гирю весом в 32 г. Затем процедура по-
вторяется, снова рассматриваем три случая; в первом 
случае, когда весы оказываются в равновесии, задача 
оказывается решенной (вес груза Х в этом случае бу-
дет равен 64 г + 32 г = 96 г). Если левая чаша переве-
шивает, то снимаем гирю весом в 32 г и заменяем сле-
дующей по весу; так действуем, пока это возможно. 
Если же перевешивает правая чаша, то добавляем 
к ранее поставленным гирям следующую по весу, и 
процедура повторяется. 

Нетрудно понять, что процедура закончится, когда 
исчерпаются все использованные гири. 

В итоге вес груза Х будет приблизительно равен 
сумме весов всех гирь, оказавшихся на левой чаше 
в конце процедуры. Истинный вес груза Х может от-
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личаться в ту или иную сторону от этой суммы на 1 г. 
Точность в ½ грамма можно достичь следующим спо-
собом. Если в конце процедуры левая чаша перевеши-
вает, а сумма весов всех находящихся на ней гирь рав-
на n граммам, то вес груза Х следует положить равным 
(n – ½) граммам, если же в итоге перевешивает правая 
чаша, то вес груза Х следует положить равным (n + ½) 
граммам. 

Замечание. Читатель может заинтересоваться во-
просом: всегда ли упомянутый удобный способ 
нахождения веса произвольного груза Х срабатывает, 
нет ли здесь исключений. Законность приведенного 
способа доказывается методом математической ин-
дукции (см. Добавление 1).   

 
  



35 

§6. Неправильные весы  
и среднее геометрическое неправильных  

значений веса 
 

Допустим, что в нашем распоряжении имеются не-
правильные, но уравновешенные весы, причем соот-
ношение длин плеч этих весов неизвестно и не может 
быть непосредственно измерено. (Например, коро-
мысло весов может быть подвешено к потолку.) Бу-
дем, кроме того, считать, что мы располагаем расши-
ренной двоичной системой гирь, а именно – всеми 
гирями с весами  

…1/8г, ¼ г, ½ г, 1г, 2г, 4г, 8г, 16г, 32г, 64г, 128г, … 

Приведем еще один способ нахождения веса P(Х) 
произвольного груза Х на имеющихся неправильных 
весах. 

Прежде всего, обозначим длину левого и правого 
плеча наших весов через L1 и L2 соответственно. По-
ложим груз Х на правую чашу весов и уравновесим его 
с помощью набора гирь с общим весом P1 . В резуль-
тате получим по закону рычага: 

P1L1 = P(X)L2.      (*) 

Уберем теперь с весов все, что было на них поло-
жено. Затем поместим груз Х на левую чашу и уравно-
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весим его с помощью нового набора имеющихся гирь 
с общим весом P2. Получим: 

P2L2 = P(X)L1.    (**) 

Поделив равенство (**) на (*), получим: 

P2L2/ P1L1 = L1/L2, 

т.е. 

P2/ P1 = (L1/L2)2, 

откуда имеем: 

L1/L2 = (P2/ P1)1/2.     

Подставляя теперь последнее соотношение в (*), 
получаем искомое выражение для P(X): 

P(X) = P1(P2/ P1)1/2 = (P1P2)1/2.  (***) 

 

Замечание. На школьных занятиях этот результат 
можно использовать, например, следующим образом. 
Сначала при помощи взвешиваний получить значения 
P1 и P2 , затем перемножить эти значения на калькуля-
торе и извлечь из произведения квадратный корень. 
После чего взвесить груз Х на обычных весах со 
стрелкой и сравнить результаты. Не исключено, что 
такой опыт может содействовать взаимному проник-
новению школьной физики и математики. 

Замечание. Формула (***) позволяет без труда 
проверить при помощи чашечных весов справедли-
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вость неравенства между средним геометрическим и 
средним арифметическим: 

(P1P2)1/2 ≤ (P1 + P2)/2.   (****) 

(Неравенство (****) будет на самом деле строгим, 
т.к. P1 ≠ P2 , поскольку плечи L1 и L2 не равны.)   

Для проверки неравенства (****) необходимо 
иметь два идентичных набора «двоичных» гирь, где 
каждая гиря была бы составлена из двух одинаковых 
половинок. Кроме того, нужны неравноплечие урав-
новешенные чашечные весы, а также обычные чашеч-
ные весы (равноплечие и уравновешенные). Проверка 
неравенства между средним геометрическим и сред-
ним арифметическим сведется к установлению того 
факта, что на правильных чашечных весах груз Х под-
нимется вверх при попытке уравновесить его грузом 
с весом (P1 + P2)/2.  

Задача 35. Имеются неравноплечие уравновешен-
ные чашечные весы. Груз Х весом 16 кг был сначала 
положен на левую чашу весов и уравновешен целочис-
ленным грузом P1, затем груз Х был положен на пра-
вую чашу весов и уравновешен целочисленным грузом 
P2. Чему равно отношение длин плеч рассматривае-
мых неравноплечих весов?   

Задача 36. Имеются неравноплечие уравновешен-
ные чашечные весы. Груз Х был сначала положен на 
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левую чашу весов и уравновешен гирей P1 (причем чис-
ленное значение веса, обозначенное на этой гире, на 
10% меньше ее истинного веса). Затем груз Х был по-
ложен на правую чашу весов и уравновешен гирей P2 

(причем численное значение веса, обозначенное на 
этой гире, на 10% больше ее истинного веса).С какой 
погрешностью был установлен вес груза Х?   

Рассмотренная выше ситуация может быть обоб-
щена на случай, когда заранее не известное значение 
веса груза может быть представлено в виде среднего 
геометрического не двух, а нескольких «неправиль-
ных» числовых значений, полученных на неравнопле-
чих весах. 

А именно, пусть, например, в нашем распоряжении 
имеются три экземпляра чашечных весов, у которых 
отношение длины левого плеча к длине правого соот-
ветственно равны L1/L2, L2/L3, L3/L1 . Подчеркнем, что 
числовые значения самих этих отношений длин мы 
считаем неизвестными. Последовательно уравнове-
шивая с помощью гирь груз Х на этих трех экземпля-
рах чашечных весов (груз Х всегда ставим на левое 
плечо), получаем: 

P(X)L1 = P2L2,    

P(X)L2 = P3L3, 

P(X)L3 = P1L1. 
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Перемножая эти три равенства и сокращая на про-
изведение L1L2L3, легко получаем искомое выражение 
для P(X): 

Р(Х) = [P1P2P3]1/3.  

Если каждая использованная гиря сложена из трех 
идентичных фрагментов, то нетрудно проверить (на 
обычных равноплечих весах, без каких-либо вычисле-
ний) справедливость неравенства между средним гео-
метрическим и средним арифметическим: 

P(X) =[P1P2P3]1/3 ≤ [P1+P2+P3]/3. 
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§7. «Двоичные» чашечные весы  
и их преимущество перед обычными [6] 

 
Рассмотрим двоичную систему гирь 

1 г, 2 г, 4 г, 8 г, 16 г, 32 г, 64 г, 128 г, …,  

и ее произвольный начальный отрезок: 

1 г, 2 г, 4 г, 8 г, 16 г, 32 г, 64 г, …, 2n г. (*) 

Если заранее известно, что числовое значение веса 
Р(Х) интересующего нас целочисленного груза Х не 
превосходит (2n+1 – 1) (т.е. суммы числовых значений 
всех весов этих (n + 1) гирь), то такой груз, очевидно, 
всегда может быть уравновешен на равноплечих ча-
шечных весах при помощи некоторых гирь из этого 
набора. (Это следует из того факта, что любое нату-
ральное число единственным образом представимо 
в виде суммы степеней двойки.) При этом сам груз Х 
имеет смысл помещать на одну чашу весов, а гири – 
на другую. Возможность поставить некоторые гири на 
одну чашу вместе с грузом Х, безусловно, существует, 
но никак не расширяет совокупность тех целочислен-
ных грузов, которые можно взвесить на равноплечих 
весах. 

Например, груз Х весом в 15 г может быть уравно-
вешен двумя способами, в соответствии с числовыми 
равенствами: 
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Р(Х) + 1 = 16, 

Р(Х) = 8 + 4 + 2 + 1. 

Если в нашем распоряжении имеются неравнопле-
чие (но обязательно уравновешенные!) чашечные ве-
сы, то ситуация резко меняется. Наиболее интересен 
случай, когда одно плечо весов вдвое длиннее другого. 
Такие чашечные весы мы будем для краткости назы-
вать «двоичными». Мы будем считать, что левое пле-
чо имеет длину L, а правое – длину 2L. 

Теорема 1. На «двоичных» весах, располагая набо-
ром гирь (*) можно уравновесить любой целочислен-
ный груз, вес которого не превосходит 2n+1г. 

Доказательство. Итак, положим на короткое пле-
чо (длины L) гирю весом 2 г, а на длинное плечо (дли-
ны 2L) – груз Х. Равновесие будет означать, что спра-
ведливо равенство: 

2∙L = Р(Х)∙2L, 

т.е. 

Р(Х) = 1. 

Это единственный случай, когда нам приходится 
класть взвешиваемый груз на длинное плечо. Во всех 
остальных случаях, имея дело с целочисленными гру-
зами, взвешиваемый груз будем класть на короткое 
плечо наших «двоичных» весов. 
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Далее, уравновесим груз Х весом 2 г. Равновесию 
весов соответствует теперь равенство: 

Р(Х)∙L = 1∙2L, 

откуда 

Р(Х) =2. 

Равновесиям грузов весом в 3 г, 4 г, 5 г … будут 
соответствовать равенства: 

(Р(Х) + 1)∙L = 2∙2L,  

Р(Х)L = 2∙2L,      

(Р(Х) + 1 + 2)∙L = 4∙2L,  

и т.д. 

То, что любой целочисленный груз, вес которого 
не превышает 2n+1 г, можно уравновесить на «двоич-
ных» весах с помощью набора гирь (*) будем доказы-
вать по индукции.  

База индукции. Пусть n = 1. Тогда утверждение 
теоремы верно (см. выше). 

Предположение индукции. Предположим, что при 
некотором произвольно взятом n = k утверждение тео-
ремы верно. 

Шаг индукции. Докажем, что тогда утверждение 
теоремы будет справедливым и для  n = k + 1. Прежде 
всего, заметим, что нас могут интересовать только це-
лочисленные грузы, вес которых строго больше 2k+1 г 
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(поскольку целочисленные грузы меньшего веса могут 
быть уравновешены на наших «двоичных» весах с по-
мощью имеющейся системы гирь по предположению 
индукции). При этом мы, в соответствии с условием 
теоремы, рассматриваем грузы, вес которых не пре-
восходит 2k+2 г. 

Итак, нас интересует следующий промежуток це-
лочисленных значений веса взвешиваемых грузов: 

2k+1 + 1 ≤ Р(Х) ≤ 2k+2.   (**) 

Заметим, однако, что любое целое число Р из этого 
промежутка может быть представлено в виде разно-
сти: 

Р = 2k+2 – М, 

где М – целое неотрицательное число, не превосходя-
щее 2k+1 – 1. Таким образом, число М может быть либо 
равным нулю, либо представлять собой сумму не-
скольких степеней двойки, где все показатели степе-
ней различны и не выше k. Это, в свою очередь, озна-
чает, что груз Х с числовым значением Р(Х) из 
промежутка (**) может быть следующим образом 
уравновешен на «двоичных» весах системой гирь (*), 
где n = k+1. 

Если Р(Х) = 2k+2, то на левую чашу помещаем  
груз Х, а на правую – гирю весом 2k+1 г.    
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Если Р(Х) < 2k+2, то по-прежнему на левую чашу 
помещаем груз Х, а на правую – гирю весом 2k+1 г, но, 
кроме того, на левую чашу ставим некоторые гири из 
набора (*), где n = k. 

Теорема доказана. 
Замечание. Итак, «двоичные» чашечные весы (при 

одинаковом двоичном наборе гирь) позволяют взве-
сить все те целочисленные грузы, которые могут быть 
взвешены на обычных равноплечих весах. Однако не-
трудно понять, что, оперируя набором гирь (*), на 
«двоичных» весах можно уравновесить и такие цело-
численные грузы, которые на равноплечих весах урав-
новешены быть не могут. А именно, это грузы со сле-
дующими последовательными четными числовыми 
значениями веса: 

2n+1,  2n+1 + 2,  2n+1 + 4,  …,  2n+2 – 2.  (***) 

Очевидно, что если к набору гирь (*) добавить вто-
рую гирю весом 1 г, то на «двоичных» чашечных ве-
сах можно будут уравновесить любой целочисленный 
груз с числовым значением веса от 1 до 2n+2 – 1.  

Замечание. Но даже этим не исчерпываются пре-
имущества «двоичных» весов перед обычными (рав-
ноплечими) чашечными весами. Дело в том, что, рас-
полагая системой гирь (*), на «двоичных» весах 
можно уравновешивать не только целочисленные, но и 
полуцелые грузы. Например, груз Х весом в 3½ г  
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можно уравновесить на «двоичных» весах, если поло-
жить его на правую чашу (опирающуюся на плечо 
длины 2L), а на левую чашу (опирающуюся на плечо 
длины L) – гири весом 4г, 2г и 1г.     

Замечание. Попробуем сравнить возможности 
«двоичных» чашечных весов с обычными (равнопле-
чими) при иной системе гирь. Например, рассмотрим 
более-менее общепринятую «десятичную» систему 
гирь, напоминающую по своему составу древнерим-
скую систему счисления: 

1 г (пять штук одинаковых гирь), 5 г, 10 г (четы-
ре одинаковые гири), 50 г, 100 г (четыре одинаковые 
гири), 500г.      (****) 

Такая система гирь, очевидно, позволяет уравнове-
сить на обычных чашечных весах любой целочислен-
ный груз весом от 1 г до 1000 г.    

Попробуем выяснить, какие целочисленные грузы 
можно уравновесить на «двоичных» чашечных весах 
при работе с системой гирь (****). 

Прежде всего, очевидно, что, пользуясь системой 
гирь (****), можно уравновесить на чашечных весах 
любой «четный» целочисленный груз в пределах от 2 г 
до 2000 г. 

Мы, однако, временно оставим этот результат 
в стороне и ограничимся рассмотрением всех («чет-
ных» и «нечетных») целочисленных грузов в пределах 
от 1 г до 1000 г.  
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Теорема 2. Все целочисленные грузы, которые мо-
гут быть уравновешены на обычных весах при помо-
щи системы гирь (****), т. е. целочисленные грузы 
в пределах от 1 г до 1000 г, удается уравновесить и на 
«двоичных» весах. 

Доказательство. Для определенности считаем, что 
числовое значение Р(Х) веса груза Х – трехзначное 
число: 

Р(Х) = 100a + 10b + c. 

Итак, кладем груз Х на левую чашу. 

Если а четно, то на правую чашу кладем a/2 сто-
граммовых гирь и переходим к рассмотрению разряда 
десятков. 

Если а нечетно, то на левую чашу добавляем к гру-
зу Х одну или три стограммовые гири, а на правую 
чашу кладем, в зависимости от ситуации, пятисот-
граммовую гирю или несколько (от одной до трех) 
стограммовых гирь. В результате будем иметь дело 
с одним из числовых соотношений вида: 

Р(Х) + 100 + … = 2∙500 + …, 

Р(Х) + 100 + 100 + 100 +… = 2∙500 + …, 

Р(Х) + 100 + … = 2∙(100 + 100 + 100) + …, 

Р(Х) + 100 + … = 2∙(100 + 100) + …, 

Р(Х) + 100 + … = 2∙100 + …, 
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Аналогичным образом продолжаем действовать 
в разряде десятков и, затем, в разряде единиц. Теорема 
доказана.  

Пример. Груз Х весом в 739 г может быть уравно-
вешен на «двоичных» весах следующим образом: 
(Р(Х) + 100 + 100 + 100 + 10 + 1)∙L = (500 + 10 + 10 + 5)∙2L.  

Вернемся теперь к вопросу о том, какие «нечет-
ные» грузы Х с числовыми значениями Р(Х) из про-
межутка от 1001 до 1999 можно уравновесить на 
«двоичных» весах с помощью набора целочисленных 
гирь (****). Имеем: 
(Р(Х) + 1)∙L = (500 + 1)∙2L, откуда Р(Х) = 1001, 

(Р(Х) + 1)∙L = (500 + 1 + 1)∙2L, откуда Р(Х) = 1003, 

(Р(Х) + 1)∙L = (500 + 1 + 1 + 1)∙2L, откуда Р(Х) = 1005, 

(Р(Х) + 1)∙L = (500 + 1 + 1 + 1 + 1)∙2L, откуда Р(Х) = 1007, 

(Р(Х) + 1)∙L = (500 + 5)∙2L, откуда Р(Х) = 1009, 

(Р(Х) + 1)∙L = (500 + 5 + 1)∙2L , откуда Р(Х) = 1011, 

… 

(Р(Х) + 1)∙L = (500 + 5 + 1 + 1 + 1 + 1)∙2L,  
откуда Р(Х) = 1017, 

(Р(Х) + 1)∙L = (500 + 10)∙2L , откуда Р(Х) = 1019, 

… 

(Р(Х) + 1)∙L = (500 + 100 + 100 + 100 + 100 + 50 + 10 + 10 + 
+ 10 + 10 + 5 + 1 + 1 + 1 + 1)∙2L , откуда Р(Х) = 1997. 
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Подчеркнем, что в правых частях всех предыдущих 
соотношений, определяющих нечетные значения Р(Х) 
в пределах от 1001 до 1997, слагаемое «1» встречается 
не более четырех раз, а левые части всех этих соотно-
шений одинаковы. 

Итак, при помощи гирь (****) на «двоичных» ве-
сах удается уравновесить почти вдвое больше цело-
численных грузов, чем на обычных чашечных весах. 
А именно – любые целочисленные грузы весом от 1 г 
до 1998 г.   

Груз весом 1999 г на «двоичных» весах уравнове-
сить с помощью набора гирь (****) уже не удается.  

Задача 37. Уравновесить на «двоичных» чашечных 
весах груз весом 1559 г, пользуясь гирями из набора 
(****). 

Указание. 1559 = 2∙(1560/2) – 1 = 2∙(500 + 250 + 30) – 1.    

 

 
Рис. 34
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Задача 38. Придумать алгоритм взвешивания це-
лочисленного груза на «двоичных» чашечных весах 
с использованием двоичной системы гирь (*). 

В заключение заметим следующее. По-видимому, 
никакие иные неравноплечие весы («троичные», «пя-
теричные» или еще какие-то) не обладают таким ши-
роким охватом грузов, которые удается взвесить при 
разумной системе гирь. 
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§8. Троичная система гирь на равноплечих весах. 
Сравнение с двоичной системой гирь  

и «двоичными» весами 
 

Может показаться, что при любой системе гирь 
«двоичные» весы работают эффективнее, чем обыч-
ные. Но это не так.  

Существует система гирь, замечательно приспо-
собленная к обычным (равноплечим) чашечным весам 
и совершенно не пригодная для использования на 
«двоичных» весах. 

Это система, в которой числовые значения веса 
гирь представляют собой последовательные степени 
тройки: 

1 г, 3 г, 9 г, 27 г, 81 г, …, 3n г, … 

Оказывается, что с помощью гирь, принадлежащих 
начальному отрезку этой системы, т.е. совокупности 
гирь с весами 

1 г, 3 г, 9 г, 27 г, 81 г, …, 3n г,   (*) 

можно на равноплечих весах уравновесить любой це-
лочисленный груз, вес которого не превосходит сум-
мы числовых значений весов всех гирь (*). Суммируя 
геометрическую прогрессию, имеем для этой суммы, 
которую обозначим Sn : 

Sn = (3n + 1 – 1)/2. 
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Таким образом, отношение количества целочис-
ленных грузов, которые можно уравновесить на рав-
ноплечих весах, пользуясь системой гирь (*), к коли-
честву использованных гирь равно дроби  

(3n + 1 – 1)/2(n + 1). 

Аналогичное отношение для двоичной системы 
гирь равно 

(2n + 1 – 1)/(n + 1). 

Итак, мы видим, что при одинаковом количестве 
доступных для использования гирь (равном n +1), тро-
ичные гири, если n достаточно велико, позволяют 
уравновесить на равноплечих весах намного больше 
целочисленных грузов, чем двоичные. Нетрудно заме-
тить, что в указанном смысле использование троичных 
гирь на равноплечих весах оказывается при больших n 
также более экономным, чем использование двоичных 
гирь на «двоичных» весах. 

Замечание. Задача нахождения наименьшего числа 
гирь, достаточных для того, чтобы уравновесить за-
данный интервал целочисленных грузов, носит имя 
французского математика Клода Баше, который опуб-
ликовал ее решение в 1612 году. Оказалось, что 
наилучший результат дает использование троичной 
системы гирь. 
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Покажем, как работает троичная система гирь, если 
нужно, например, уравновесить груз Х весом 41 г. 
Прежде всего, представим число 41 в троичной системе 
счисления, т.е. разложим по степеням тройки. Имеем: 

41 = 1∙33 + 1∙32 + 1∙3 + 2∙30  =  
= 1∙33 + 1∙32  + 1∙3  + (3 – 1)∙1 = 1∙33 + 1∙32  + 2∙31  – 1 = 
= 1∙33 + 1∙32 + (3 – 1)∙31  – 1 = 1∙33 + 2∙32  + – 3  – 1 =  
= 1∙33 + (3 – 1)∙32   – 3  – 1 =  
= 2∙33 – 9 – 3  – 1 = (3 – 1)∙33 – 9  – 3  – 1 =  
= 81 – 27 – 9 – 3 – 1. 

Таким образом, 
41 = 81 – 27 – 9 – 3 – 1. 
Итак, достаточно поставить на одну чашу весов 

рассматриваемый груз Х и четыре гири весом в 27 г, 
9 г, 3 г и 1 г, а на другую чашу – гирю весом 81 г. 

Замечание. Сравнивать эффективность использо-
вания чашечных весов (в совокупности с соответству-
ющей системой гирь) можно не только по величине 
дроби, равной отношению диапазона значений веса 
уравновешиваемых грузов к числу гирь. В качестве 
иного параметра можно взять отношение диапазона 
значений веса уравновешиваемых грузов к суммарно-
му весу всего набора используемых гирь. Нетрудно 
видеть, что по этому параметру «двоичные» весы 
вместе с двоичным набором гирь примерно вдвое пре-
восходят результат, достигаемый при помощи любо-
го набора гирь на равноплечих весах.     
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§9. Квадратные уравнения  
на супер-чашечных весах 

 
Назовем супер-чашечными весы, у которых на 

каждом из плеч может быть расположено несколько 
чаш. Мы ограничимся случаем, изображенным на 
рис. 35, где имеется единственная чаша на коротком 
правом плече и две чаши на длинном левом, из кото-
рых одна расположена ровно посередине левого плеча.  

Будем считать, что отношение длин плеч L1/ L2 нам 
неизвестно.  

 
 

Уравновесим груз Х двумя разными способами, 
изображенными на рис. 35.  

Мы предполагаем, что груз Х настолько тяжел, что, 
даже поместив его на ту левую чашу, которая распо-

Рис. 35 
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ложена посередине левого плеча, уравновесить его 
удается лишь с помощью гири, перекинутой через 
блок и привязанной к концу левого плеча. 

В результате получим два соотношения: 

P1L1 = Q(X)L2, 

Q(X)L1/2 –  P3L1 = P2L2, 

где Q(X) – неизвестное числовое значение веса гру- 
за Х; P1, P2 и P3 – числовые значения веса соответ-
ствующих гирь; L1 и L2 – длины плеч супер-чашечных 
весов. Поделив предыдущие соотношения одно на 
другое, избавимся от неизвестных значений L1 и L2, 
откуда легко получим квадратное уравнение для  
Q = Q(X): 

Q2/2 – P3Q – P1P2 = 0. 

Нетрудно понять, что корни этого уравнения обя-
зательно будут иметь разные знаки; отрицательный 
корень не имеет физического смысла. 

Замечание. Этот результат может представлять 
определенный интерес, если поставить перед собой 
цель: обнаружение связи между чисто математической 
процедурой решения квадратного уравнения и пред-
метными действиями: взвешиванием груза Х сначала 
на чашечных супер-весах, а затем - на обычных весах 
со стрелкой.    
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§10. «Двоичные» супер-весы  
и троичная система счисления  

 

Рассмотрим обычные «двоичные» чашечные весы 
и превратим их в супер-весы, поместив посередине 
длинного плеча еще одну (третью) чашу (см. рис. 36). 

 

   

 
 

Нетрудно понять, что такие супер-весы идеально 
приспособлены для троичного набора гирь. Действи-
тельно, разлагая натуральное число по степеням трой-
ки, мы либо вообще игнорируем некоторую степень, 
либо берем ее однократно, либо с коэффициентом «2». 

Перевод этого наблюдения на язык весов и гирь 
означает: уравновешивая целочисленный груз с по-
мощью троичной системы гирь, мы поступаем следу-
ющим образом. Груз ставим на правое (короткое) пле-
чо, а необходимые гири из имеющегося троичного 

Рис. 36
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набора ставим на левое плечо – либо на крайнюю ча-
шу, либо на чашу, расположенную посередине плеча. 

Таким образом, имея в своем распоряжении гири, 
принадлежащие начальному отрезку ряда троичных 
гирь: 

1 г, 3 г, 9 г, 27 г, …, 3n г, 

Мы можем уравновесить любой груз, числовое 
значение веса которого не превосходит величины: 

2∙(1 + 3 + 9 + … + 3n) =   2∙(3n+1– 1)/(3 – 1) = 3n+1– 1. 

Обычные весы, при использовании того же троич-
ного набора гирь, позволяют уравновесить грузы, 
у которых числовое значение веса не превосходит 
(3n+1– 1)/2, т.е. вдвое меньшей величины. 

Замечание. Аналогичным образом можно для  
любого натурального p, p > 1, устроить p-ичные ча-
шечные супер-весы, идеально приспособленные для 
(p+1)-ичной системы гирь. 

У таких супер-весов одно плечо в p раз длиннее 
другого и разделено на p равных частей, а в точках 
разделения прикреплены соответствующие чаши.  
Таким образом, у этих супер-весов всего p+1 чаша. 
Имея р-ичные супер-весы и q-ичные супер-весы, а 
также (p+1)-ичную и (q+1)-ичную системы гирь, мож-
но с помощью несложного алгоритма переводить  
(p+1)-ичную запись натурального числа непосред-
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ственно в (q+1)-ичную, не используя десятичную  
систему на промежуточном этапе.          

Замечание. Для того, чтобы осуществить перевод 
(p+1)-ичной записи натурального числа непосред-
ственно в (q+1)-ичную, не используя десятичную  
систему на промежуточном этапе, можно обойтись 
одними чашечными супер-весами, устроенными сле-
дующим образом. Отношение L1/L2 длины левого пле-
ча к длине правого должно равняться p/q, левое плечо 
должно быть разделено на p равных промежутков, а 
правое – на q точно таких же промежутков. Чаши ве-
сов должны быть размещены во всех промежуточных 
точках деления каждого плеча, а также по внешним 
краям этих плеч. Таким образом, всего должно быть 
размещено p+q чаш. Кроме того, требуются два набо-
ра гирь: (p+1)-ичный набор и (q+1)-ичный набор. 
(Очевидно, значения веса гирь в обоих наборах долж-
ны быть вычислены в одной и той же системе мер – 
например, в граммах или в килограммах.) Пусть  
теперь нам задано некоторое натуральное число 
в (p+1)-системе. Набираем это число с помощью гирь 
из (p+1)-ичного набора, расставляя их по соответ-
ствующим чашам на левом плече. Затем уравновеши-
ваем весы расставляя гири из (q+1)-ичного набора 
по чашам на правом плече. В результате, очевидно, 
получим запись исходного натурального числа 
в (q+1)-ичной системе счисления. 
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Алгоритм расстановки гирь на правом плече 
(т.е. на этапе уравновешивания весов) несложен и 
напоминает алгоритм составления заданного нату-
рального числа из степеней двойки (см. Добавление 1).  

Наибольший учебный интерес, на взгляд автора, 
представляет непосредственный переход от троичной 
записи к двоичной (и, наоборот, переход от двоичной 
записи – к троичной). Для этой цели, как следует из 
сказанного выше, нам потребуются «двоичные» ча-
шечные супер-весы (см. рис. 36), а также троичный и 
двоичный наборы гирь. Приведем простейший при-
мер. Пусть задано в троичной записи число: 21(3). Рас-
ставляем соответствующие гири на левых чашах 
(см. рис. 37), а затем уравновешиваем весы, последо-
вательно ставя на правую чашу гири из двоичного 
набора: 100(2) 10(2), 1(2).  

 

В итоге получаем искомую двоичную запись пред-
ложенного числа:  

21(3) = 111(2).           

Рис. 37
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§11. Системы уравнений  
на чашечных весах 

 

Пусть X и Y – некоторые грузы; обозначим через 
P(X) и P(Y) числовые значения их веса. Нас будет ин-
тересовать реализация на «двоичных» чашечных су-
пер-весах системы из двух уравнений относительно 
P(X), P(Y). Рассмотрим в качестве примера простую  
ситуацию, когда используется перекидывание груза 
через блок; см. рис. 38. «Соль» задачи не столько 
в том, чтобы составить и решить получающуюся си-
стему уравнений, 

2P(X) – (P(Y) + P1) = P(X). 

2P(X) + P(Y) = P2 , 

сколько в проверке найденного решения 

P(X) = (P1 + P2)/3, 

P(Y) = (P2  - 2P1)/3 

при помощи взвешивания грузов X и Y на стандартных 
весах со стрелкой. 
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Будет ли это интересно детям? Ответ автору неиз-
вестен. 

 

  

Рис. 38 



61 

§12. Игра «супер-весы»  
(версия игры «камешки») 

Рассмотрим супер-весы, у которых левое плечо 
в четыре раза длиннее правого, и сформулируем пра-
вила следующей игры (представляющей собой версию 
известной игры «камешки»; см., например, [7]).  

 
Игра «супер-весы». На правой чаше весов (распо-

ложенной на коротком плече) стоит гиря весом N г. 
Играют двое; они по очереди ставят по одной гире 
весом в 1 г на одну из левых чаш (см. рис. 39). 

Выигрывает тот, кто уравновесит весы. 

Если в результате хода одного из игроков левое 
плечо весов опустится ниже правого (минуя тем са-
мым положение равновесия), то этот игрок счита-
ется проигравшим, а выигравшим объявляется его 
партнер.  

Рис. 39
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 Заметим, что у этой версии игры есть два преиму-
щества перед классической версией. 

1. В процессе игры демонстрируется действие фи-
зических законов. 

2. Знание выигрышной стратегии легче скрыть от 
соперника, и игра может (на взгляд автора) в течение 
более длительного времени вызывать интерес у детей.  

Замечание. Условия игры «супер-весы» могут 
формулироваться и несколько по-другому. Будем счи-
тать, что каждому из участников дается по [N/2] одно-
граммовых гирь (квадратные скобки обозначают це-
лую часть числа). Тогда появляется возможность 
определить величину выигрыша (достающегося тому, 
кто уравновесил весы) – как число оставшихся у побе-
дителя неиспользованных гирь. 

Классическая версия игры «камешки». Имеется 
куча, в которой N камней. Двое по очереди берут из 
этой кучи 1, 2 или 4 камня. Выигрывает тот, кто бе-
рет последний камень.  

Решение. В случае, когда N делится на 3, при пра-
вильной игре выигрывает не Первый игрок (Начина-
ющий), а Второй игрок (Продолжающий). Он каждый 
раз должен дополнять число камней, взятых Первым, 
до числа, делящегося на 3. 
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В случае, когда N не делится на 3, при правильной 
игре выигрывает Первый. Вначале он должен взять из 
кучи 1 или 2 камня, с таким расчетом, чтобы число 
оставшихся в куче камней делилось на 3. При после-
дующих ходах Первый дополняет число камней, взя-
тых Вторым, до числа, делящегося на 3. 

Замечание. Конкретный вид супер-весов, исполь-
зуемых в игре, не обязательно должен быть таким, как 
на рис. 39. Фактически, для игры годятся более-менее 
любые супер-весы. Например, такие, как на рис. 40 
или 41. Читателю предлагается самостоятельно опре-
делить в случае таких супер-весов соответствующую 
выигрышную стратегию, зависящую от N.  

Указание. Если в игре используются супер-весы, 
изображенные на рис. 40, то в случае, когда N делится 
нацело на 5, выигрышная стратегия имеется у Второго 
игрока, а в случае, когда N не делится нацело на 5, – 
у Первого.    

Если же в игре используются супер-весы, изобра-
женные на рис. 41, то в случае, когда N делится наце-
ло на 3, выигрышная стратегия имеется у Второго иг-
рока, а в случае, когда N не делится нацело на 3, – 
у Первого.    
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Рис. 40

Рис. 41
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Добавление 1.  
Кое-что о двоичной системе [5] 

 
1. Алгоритм перевода числа из десятичной записи 

в p-ичную хорошо известен. Пусть, например, требу-
ется записать в семеричной системе десятичное число 
a = 108. Сначала делим 108 с остатком на 7 и полу- 
чаем: 

108 = 15×7 + 3.                                  (Д.1) 

Здесь остаток от деления, т.е. число 3, – это и есть 
последняя (младшая) цифра в записи нашего числа a 
в семеричной системе. Теперь возьмем в предыдущей 
формуле неполное частное 15 и снова применим деле-
ние на 7 с остатком. Имеем: 

15 = 2×7 + 1. 

 

Подставляя это выражение в (Д.1), получаем:  

108 = (2×7 + 1)×7 +3, 

откуда  

108 = 2×72 + 1×7 + 3. 

В результате семеричная запись нашего числа име-
ет вид 213(7), т.е. 

108 = 213(7).                                  (Д.2) 
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Итак, упомянутый алгоритм несложен и, казалось 
бы, не может быть упрощен или улучшен. Подчерк-
нем, что в этом алгоритме цифры p-ичной записи по-
являются по очереди, начиная от самого младшего 
разряда (разряда единиц) и заканчивая цифрой самого 
старшего разряда. Иными словами, p-ичная запись 
числа a постепенно пишется справа налево. Существу-
ет, однако, совершенно иной способ, при котором  
p-ичная запись постепенно пишется слева направо. 

2. Лучше всего преимущества этого второго спосо-
ба удается продемонстрировать при переходе от деся-
тичной записи к двоичной. Дело в том, что в двоичной 
системе кроме нуля (а нуль – это, в сущности, не 
столько цифра, сколько значок пропуска разряда) име-
ется только одна цифра – единица. Попробуем запи-
сать теперь число 108 в двоичной системе. Конечно, 
можно было бы воспользоваться тем же алгоритмом, 
что и в. п. 1, но это было бы нерационально. 

Вместо этого мы поступим следующим образом. 
Начнем выписывать последовательные степени двой-
ки: 

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.                              (Д.3) 

(Здесь мы остановились, так как следующая  
степень двойки, 128, уже больше, чем наше число  
a = 108.) 
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Теперь станем последовательно «набирать» 108 из 
степеней (Д.3), начиная со старших степеней и двига-
ясь в сторону младших.  

Имеем: 

64 < 108, 

64 + 32 = 96 < 108, 

64 + 32 +16 – больше, чем 108, поэтому берем из 
ряда степеней (Д.3) в качестве следующего слагаемого 
8 (вместо 16): 

64 + 32 + 8 = 104 < 108, 

64 + 32 + 8 + 4 = 108.   (Д.4) 

Итак, цель достигнута. Поскольку 

64 = 26,  32 = 25,  8 = 23,  4 =22, 

из (Д.4) получаем искомую двоичную запись числа 
108: 

108 = 1101100(2).    (Д.5) 

3. Утверждение. Описанный в п. 2 прием всегда 
срабатывает при переходе от десятичной записи 
к двоичной. 

Это утверждение вовсе не очевидно и требует спе-
циального доказательства. Проведем его методом ма-
тематической индукции. 

 
 



68 

Доказательство. 
База индукции. Пусть a = 1. В этом случае сделан-

ное утверждение очевидно. 
Предположение индукции. Выберем произвольное 

фиксированное M и предположим, что сделанное 
утверждение верно для всех натуральных a, не пре-
восходящих M. 

Шаг индукции. Докажем, опираясь на предположе-
ние индукции, что тогда наше утверждение верно при 
a = M + 1.  

Пусть d – наивысшая степень двойки такая, что  
2d ≤ M+ 1;     (Д.6) 
таким образом, 
2d+1 > M+ 1.    (Д.7) 
Рассмотрим разность 
Q = (M + 1) – 2d 

(не ограничивая общности, мы всегда можем считать, 
что Q > 0). Очевидно, что  

Q < M + 1,    (Д.8) 
поэтому в силу предположения индукции натуральное 
число Q может быть представлено в виде суммы степе-
ней двойки именно при помощи алгоритма, рассмот-
ренного выше в п. 2. Однако этого еще недостаточно 
для наших целей. Необходимо показать, что в двоичное 
разложение числа Q могут входить только степени 
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двойки с показателями строго меньшими, чем d. Преж-
де всего, степени двойки с показателями > d в разложе-
ние для Q не могут входить в силу (Д.7) и (Д.8).  

Далее, покажем, что 2d также не может входить 
в упомянутое разложение. Действительно, предполо-
жим противное, а именно, что  

Q = 2d + …, 

т.е. 

(M + 1) – 2d  = 2d +…, 

откуда 

M + 1 = 2×2d + …, 

что, очевидно, противоречит условию (Д.7). Тем  
самым наше утверждение доказано. 

 
Добавление 2.  

«Перенесение с противоположным знаком»  
гири на другую чашу равноплечих весов 

 
Пусть G – гиря, стоящая, например, на левой чаше 

уравновешенных равноплечих весов (на этой чаше 
может стоять еще какой-то груз). Снимем теперь гирю 
G с левой чаши, возьмем такую же точно гирю, при-
вяжем ее с помощью нити к грузу, стоящему на пра-
вой чаше, и перекинем ее через блок, расположенный 
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над правой чашей. В таком «перекинутом через блок» 
положении будем обозначать эту гирю через –G («ми-
нус» G). Как обосновать тот факт, что, убирая гирю G 
c левой чаши и помещая «отрицательную гирю» –G 
над правой чашей, мы сохраняем равновесие рав-
ноплечих весов? 

Подчеркнем, что речь идет об обосновании на фи-
зическом уровне строгости (или, если угодно, на 
уровне здравого смысла). То, что такое обоснование 
необходимо, а сам факт неочевиден, выяснилось 
в разговоре с читателями предыдущего издания этой 
книжки. 

Обоснование состоит в следующем. Итак, на левой 
чаше весов стоит гиря G и еще какой-то груз, на пра-
вой чаше – тоже некоторый груз (см. рис. 42). Весы 
находятся в равновесии. Равновесие сохранится, если 
к обеим чашам приложить одинаковые силы, направ-
ленные вверх. Это можно сделать с помощью двух 
одинаковых гирь –G, помещенных над левой и правой 
чашами. Левую гирю –G привяжем к гире G, а правую 
гирю –G – к грузу, стоящему на правой чаше. Очевид-
но, что обе гири G и –G можно убрать с левой чаши, 
не нарушив равновесия, поскольку, будучи связаны 
друг с другом, они не оказывают никакого давления на 
чашу. На этом обоснование заканчивается.  
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Добавление 3.  
К вопросу об определении отношения длин плеч 

неравноплечих весов 
 

В §6 мы уже определяли отношение длин плеч 
неравноплечих весов, причем для этого нам приход-
лось производить два взвешивания. Оказывается, что 
можно обойтись одним взвешиванием в системе, 
представляющей собой комбинацию двух одинаковых 
весов, связанных между собой при помощи блока  
(см. рис. 43). Числовые значения веса гирь P1 и P2 счи-
таем известными. 

Нетрудно понять, что условие равновесия системы, 
изображенной на рис.43, имеет вид: 

P2(L2 /L1)L2 = P1L1, 

Рис. 42
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откуда вновь получаем соотношение, встретившееся 
нам в §6: 

L1/L2 = (P2/ P1)1/2.     (*) 

 
 

 

Добавление 4.  
Лаборатория чашечных весов.  

Возможные типы задач 
 
Если кому-нибудь придет в голову создать лабора-

торию чашечных весов, то вот типы физико-
математических задач, которыми можно было бы там 
заниматься. 

1. Экспериментальное подтверждение арифметиче-
ских законов для операций сложения, вычитания, 
умножения и деления. 

Рис. 43
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2. Составление уравнений, исходя из равновесия 
весов, на которых размещены гири и груз неизвестно-
го веса. Случаи равноплечих и неравноплечих весов. 

3. Размещение грузов и гирь на весах в соответ-
ствии с заданным уравнением. 

4. Подбор минимального количества гирь, с помо-
щью которых можно уравновесить на неравноплечих 
весах несколько грузов известного веса.  

5. Размещение на весах нескольких грузов извест-
ного веса таким образом, чтобы было достигнуто рав-
новесие. Случаи равноплечих и неравноплечих весов. 

6. Нахождение фальшивой монеты, вес которой от-
личается от веса настоящих монет. Случаи равнопле-
чих и неравноплечих весов. 

7. Взвешивание груза на неравноплечих весах при 
помощи «двоичной» системы гирь. Нахождение алго-
ритма такого взвешивания.       

8. Вычисление среднего геометрического двух чи-
сел при помощи неравноплечих весов и весов со 
стрелкой. 

9. Экспериментальное подтверждение неравенства 
между средним геометрическим двух чисел и их сред-
ним арифметическим при помощи чашечных весов 
(равноплечих и неравноплечих).  
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10. Экспериментальное сравнение возможностей 
обычных и «двоичных» чашечных весов при исполь-
зовании различных наборов гирь. 

11  Троичная система гирь, ее возможности в слу-
чае равноплечих весов (задача Баше). 

12. «Двоичные» чашечные супер-весы и троичная 
система гирь.   

13. Перевод p-ичной записи в q-ичную при помощи 
соответствующих супер-весов и систем гирь. Квадрат-
ные уравнения на чашечных супер-весах. 

14. Игра «супер-весы» (в различных версиях). 

Нужна ли такая лаборатория? Ответ на этот вопрос 
зависит от того, существует ли у школьников объек-
тивная потребность в обнаружении связи математиче-
ских формул с результатами предметных действий.   

 

Добавление 5.  
Деление «на равные части» и «по содержанию» 
 
Одним из самых красивых и неочевидных разделов 

начального курса арифметики является численное 
совпадение результатов деления «на равные части» и 
«по содержанию», даже если речь идет о делении 
с остатком; см. в этой связи [8]. 
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Приведем доказательство этого замечательного 
факта на примере (перенос доказательства на общий 
случай не представляет труда). 

Итак, пусть у нас имеется множество А, состоящее 
из 19 элементов, положенных в мешок (см. рис. 44). 
Разделим его на 5 равных частей (с остатком).  
Для этого будем по очереди раскладывать элементы 
нашего множества А по пяти различным ящикам 
(см. рис. 44). В какой-то момент мы видим, что эле-
ментов не хватает, чтобы заполнить все ящики поров-
ну, «лишние» элементы группируем и образуем из них 
«остаточное множество» R. Численность r = 4 этого 
множества мы назовем остатком от деления числа 19 
на пять равных частей.  

Численность q множества, образовавшегося в лю-
бом из ящиков (например, множества Q в первом 
ящике), назовем неполным частным от деления числа 
19 на пять равных частей; как видно из рис. 44, q = 3. 

Подчеркнем важное обстоятельство, которое ино-
гда остается недооцененным. Будем для определенно-
сти считать, что множество А состоит из материаль-
ных объектов (что особенно удобно при работе 
с детьми). Тогда при делении на равные части природа 
неполного частного q и природа остатка r – одна и 
та же; речь идет о численностях множеств Q и R, 
также состоящих из материальных объектов.    
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Рис. 44 

Перейдем теперь к делению «по содержанию». 
Снова рассмотрим все то же множество А, элементы 
которого мы вынули из ящиков и положили на преж-
нее место в мешок (см. левую часть рис. 44). Будем 
делить теперь 19 по 5 (несколько раз отделять от мно-
жества А по пять элементов). Как располагать удаляе-
мые из мешка элементы – не имеет никакого значения. 
Важно лишь то, сколько раз мы сможем проделать эту 
процедуру и сколько элементов окажутся «лишними». 
Будем поэтому располагать удаляемые пятерки эле-
ментов так, как показано на рис. 44, где удаляемые пя-
терки элементов обведены овалами. Число целиком 
удаленных пятерок называют неполным частным от 
деления по 5, оно, очевидно, оказывается равным не-
полному частному от деления на 5 равных частей (по-
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скольку число элементов в каждой строке образовав-
шейся прямоугольной таблицы неизбежно должно 
быть равно числу столбцов). Число «лишних» элемен-
тов, которых оказалось слишком мало, чтобы образо-
вать из них пятерку, назовем остатком при делении 
по 5.  

То, что остатки при делении на 5 и при делении 
по 5 оказываются равны между собой, вытекает из 
следующего простого соображения. Число элементов 
в прямоугольной таблице оказывается (как мы видели 
выше) одним и тем же при обеих процедурах. Следо-
вательно, и число «лишних» элементов также будет 
при обеих процедурах одинаково. 

Замечание. Подчеркнем важную особенность 
процедуры деления «по содержанию» – природа не-
полного частного и природа остатка оказываются 
различными. 

Действительно, неполное частное при делении 
«по» – это число осуществленных действий («число 
раз»), а остаток – численность материального множе-
ства. 

Возможно, что именно это обстоятельство делает 
процедуру деления «по» менее употребительной, чем 
деление «на». 
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*   *   * 

Сейчас мы увидим, какую роль играет только что 
упомянутое обстоятельство при моделировании зако-
нов арифметики натуральных чисел с помощью дей-
ствий над отрезками. Заметим, прежде всего, что сло-
жение натуральных чисел, вычитание и умножение 
(понимаемое как кратное сложение) моделируются 
при помощи действий над отрезками идеально. 

Что касается операции деления, то здесь возникает 
некоторая проблема. Если мы хотим, например, про-
иллюстрировать деление с остатком, то, взяв отрезок 
длиной 19 см и поделив его на 5 частей одинаковой 
длины, мы получим вовсе не то, что нам требуется – а 
именно, неправильную дробь 19/5 в качестве ответа. 
Однако такой ответ нам не подходит, когда мы только 
осваиваемся с натуральными числами и не хотим опе-
рировать с дробями (неважно – правильными или не-
правильными). 

Остается единственный выход – моделировать 
операцию деления с остатком при помощи деления 
«по содержанию». 

Итак, берем отрезок АВ длиной 19 см, мерку дли-
ны 5 см и начинаем откладывать ее вдоль отрезка АВ. 
Мерка уложилась целиком три раза; тем самым, не-
полное частное равно 3. Что касается остатка, то он 
равен 4 – численному значению измеренной в санти-
метрах длины отрезка СВ (см. рис. 45). 
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Математически все верно, но с точки зрения пони-

мания смысла действия «деление с остатком» на такой 
модели, дело обстоит несколько сложнее. Неполное 
частное и остаток имеют в некотором смысле разную 
природу! Неполное частное – это число осуществлен-
ных действий, а остаток – численное значение длины. 

Можно, конечно, сказать, что остаток – это тоже 
разы (сколько раз укладывается в отрезке СВ уже не 
мерка, а единица длины – сантиметр). При этом для 
достижения полной ясности требуется мысленно 
представить себе, что на измеряемый отрезок АВ 
нанесены сантиметровые деления.   

Итак, все четыре арифметических действия над 
натуральными числами могут быть успешно реализо-
ваны в модели, оперирующей с отрезками целочис-
ленной длины. Однако операция деления при этом ре-
ализуется непривычным способом, не слишком 
удобным для восприятия.  

 
Рис. 45 
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Добавление 6.  
Деление с остатком на супер-чашечных весах 
 
В этом Добавлении будет (на частном примере) из-

ложен еще один подход к интерпретации деления с 
остатком. В пособии [1] уделено недостаточно внима-
ния делению, и здесь будет восполнен упомянутый 
пробел. 

Итак, на рис. 46 изображена суть дела; переход 
к общему случаю не составляет труда. 

 
Поясним равенство  

23 : 7 = 3 (ост 2),  

помещенное на рис. 46. Это равенство эквивалентно 
тому, что 

23 = 3*7 + 2. 

Рис. 46
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В соответствии с законом рычага, последнее соот-
ношение означает, что груз весом 23 кг, давящий на 
левое плечо длины 1 дм, уравновешивается грузом 
в 3кг, давящим на правое плечо длиной в 7 дм и гру-
зом в 2 кг, также давящим на правое плечо, но не в его 
крайней правой точке, а на расстоянии 1 дм от точки 
опоры. (Конкретный выбор единиц измерения длины и 
веса здесь, очевидно, не играет роли.) 

С помощью супер-весов, изображенных на рис. 46 
(и аналогичных им), можно иллюстрировать поведе-
ние остатков от деления при сложении и вычитании 
натуральных чисел; см., например, рис. 47 и 47а.  

 

 
Рис. 47 
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Рис. 47а 

Важно, что при такой интерпретации деления 
с остатком и неполное частное, и остаток оказываются 
математическими объектами общей природы – это 
численные значения веса материальных предметов. 
К тому же, если эти материальные предметы – гири, то 
на них нанесены интересующие нас значения их веса, 
которые мы и увидим при завершении опыта. В итоге, 
с учетом материала, имеющегося в [1], все четыре 
арифметических действия удается полностью смоде-
лировать на (супер-) чашечных весах. 

Кстати, заодно к двум имеющимся физическим мо-
делям деления с остатком («на равные части» и «по 
содержанию») прибавилась еще одна – «на супер-
чашечных весах». 

Замечание. Подчеркнем интересное обстоятель-
ство, возникающее при работе с супер-чашечными ве-
сами. Справедливо следующее 
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Утверждение. Если у нас имеются две пары оди-
наковых и находящихся в равновесии супер-весов 
(см. рис. 48а), 

 
Рис. 48а 

то равновесие сохранится, если мы перенесем грузы 
с одних супер-весов на другие, каждый из грузов пере-
мещая на чашу того же типа, на которой он нахо-
дился прежде (см. рис. 48б). 

 
Рис. 48б 

(Такая процедура, сохраняющая равновесие супер-
весов, напоминает поразрядное сложение чисел.) 
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Доказательство. Действительно, равновесие верх-
них супер-весов на рис.48а, очевидно, равносильно 
тому, что выполняется равенство 

a = 7q + r,   (*) 

а равновесие нижних супер-весов на том же рисунке 
равносильно тому, что 

a’ = 7q’ + r’.    (**) 

Складывая равенства (*) и (**), получаем соотно-
шение 

a + a’ = 7(q + q’) + (r + r’), 

по закону рычага обеспечивающее равновесие супер-
весов на рис. 48б. 

Нетрудно понять, что отношение длин плеч (рав-
ное 7 на рис 48а и 48б) могло быть любым. Тем самым 
наше утверждение доказано в общем случае.   

 

Добавление 7.  
Сложение и вычитание столбиком на супер-

чашечных весах 
 

Обычные алгоритмы сложения и вычитания стол-
биком легко реализуются на супер-весах, если ограни-
читься случаем двоичной системы. 

Суть дела изображена на рис. 49 и рис. 50. 
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Рис. 49. Двоичное сложение «столбиком» на супер-весах 

 

 
Рис. 50. Двоичное вычитание «столбиком» на супер-весах 
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Заметим, что если в общепринятых моделях «за-
нять» из нуля единиц старшего разряда невозможно, 
то на супер-весах такое действие, в принципе, осуще-
ствимо (с помощью гири перекинутой через блок и 
тянуще плечо весов верх).  

Двоичная система наиболее удобна для реализации 
вышеупомянутых алгоритмов; в случае позиционных 
систем с основанием, большим двух, соответствую-
щие супер-весы окажутся, вероятно, слишком гро-
моздкими для практического употребления. 

 
Добавление 8.  

Важнейшие свойства деления нацело  
(демонстрация на чашечных весах) 

 
1. Начнем с обратности деления к умножению. 

Нам нужно продемонстрировать с помощью гру-
зов (гирь) выполнение следующих двух числовых со-
отношений: 

(a:n)∙n = a   (*) 
и 

(a∙n):n = a,   (**) 
где a, b, n – натуральные числа. (Здесь и далее все 
операции деления предполагаются осуществимыми на 
множестве натуральных чисел.)  Оба эти соотношения 
фактически очевидны, и для их доказательства чашеч-
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ные весы не требуются. Действительно, обоснуем, 
например, равенство (*). Берем груз, численное значе-
ние веса которого равно a. Мысленно делим его на  
n одинаковых по весу частей. Затем какую-то одну из 
этих частей повторяем n раз. Очевидно, что в резуль-
тате получим снова груз веса a. 

Аналогично обосновывается соотношение (**).  

Тем не менее, неравноплечие чашечные весы 
можно все же использовать для демонстрации спра-
ведливости (*) и (**) на одном или нескольких кон-
кретных примерах.  

Проведем такую демонстрацию для случая n = 7; 
см. рис. 51. 

 
Рис. 51 
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2. Еще одно важное свойство деления выражается 
формулой 

(a:m):n = (a:n):m. 

В книжке [1] уже было рассказано, как это свой-
ство можно продемонстрировать с помощью двух пар 
неравноплечих весов, обычных (равноплечих) весов и 
сыпучего материала. При этом требуется провести не-
сколько взвешиваний. 

На рис. 52 видно, как справедливость этого свой-
ства можно подтвердить с помощью одной пары 
неравноплечих весов за одно взвешивание. При этом, 
однако, для того, чтобы уложиться в одно взвешива-
ние, требуются специально подготовленные гири. 

 
Рис. 52 
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3. Аналогичным образом, на примерах может 
быть продемонстрирована справедливость соотноше-
ния 

(a:m)∙n = (a∙n):m 

(см. рис. 53). 

 
Рис. 53 

 
Замечание. Действуя подобным образом, нетруд-

но также на примерах подтвердить с помощью нерав-
ноплечих весов дистрибутивность справа операции 
деления относительно сложения и вычитания, т.е. 
справедливость формул: 

a:n + b:n = (a + b):n,  

a:n – b:n = (a – b):n.  

 

На рис. 54 изображены схемы соответствующих 
опытов.  
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Рис. 54 
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Добавление 9.  
О решении линейных уравнений в целых числах  

на супер-весах 
 
Алгоритм решения линейных уравнений в целых 

числах хорошо известен, его можно найти, например, 
в книге В. Серпинского «О решении уравнений в це-
лых числах» (М., 1961). 

Здесь мы лишь укажем на возможность эвристи-
ческого поиска таких решений на весах; см. рис. 55.  
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Нетрудно представить себе, что такой эвристиче-
ский поиск (с запретом на проведение письменных 
вычислений) может быть положен в основу математи-
ческой игры для школьников. (Достаточно иметь два 
одинаковых экземпляра таких весов и таймер.) 

 

Добавление 10.  
Задачи о короле и придворном мудреце 

 
Здесь мы рассмотрим несколько версий одной за-

мечательной задачи, предложенной Михаилом Евдо-
кимовым 

https://www.youtube.com/watch?v=ZwanJP5x5eI 

Задача 1. В некотором королевстве все содер-
жимое государственной казны помещалось в трех 
мешках. В каждом мешке было ровно по 100 золотых 
монет, причем в одном мешке все монеты весили по 
10 г, в другом мешке – по 11 г, в третьем – по 12 г. По 
внешнему виду все монеты были неотличимы друг от 
друга, а на мешках не было написано, какие именно 
монеты в них находятся. Король, желая проверить 
способности своего придворного мудреца, указал слу-
чайным образом на какой-то из этих мешков и велел 
мудрецу определить точный вес содержащихся там 
монет при помощи одного-единственного взвешива-
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ния на чашечных весах без гирь. (В случае неудачи 
мудрецу угрожало увольнение с должности.) Каким 
образом мудрец справился с задачей? 

Замечание. В исходной формулировке, принад-
лежащей М. Евдокимову, речь шла о семи мешках и 
двух взвешиваниях (веса семи монет из разных меш-
ков образовывали фрагмент арифметической прогрес-
сии).  

Решение. Возьмем из каждого мешка по одной 
монете и положим все три взятые монеты на левую 
чашу весов. Затем возьмем из испытуемого мешка три 
монеты и положим их на правую чашу.  

Если весы окажутся в равновесии, то монеты из 
испытуемого мешка весят 11 г, если перевесит левая 
чаша – то 10 г, а если перевесит правая чаша – то 12 г.   

Приведем теперь фактически ту же задачу, но в 
несколько иной формулировке. 

Задача 1’. В некотором королевстве в результа-
те неоправданных трат в государственной казне 
остались только три золотые монеты. Одна из мо-
нет весила 9 г, другая – 11 г, в третья – 13 г. По 
внешнему виду все монеты были неотличимы друг от 
друга. Король, желая проверить способности своего 
придворного мудреца, указал случайным образом на 
какую-то из этих монет и велел мудрецу определить 
ее точный вес при помощи одного-единственного 
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взвешивания на чашечных весах без гирь. При этом 
у весов одно плечо было вдвое длиннее другого. (В слу-
чае неудачи мудрецу угрожала королевская неми-
лость.) Каким образом мудрец справился с задачей? 

Приведем теперь еще одну задачу, условие кото-
рой близко к исходной формулировке М. Евдокимова. 

Задача 2. В некотором королевстве все содер-
жимое государственной казны помещалось в семи 
мешках. В каждом мешке было ровно по 200 одинако-
вых золотых монет. 

В соответствии с номерами мешков монеты 
вэтих мешках весили  

10 г, 11 г, 13 г, 15 г, 17 г, 19 г, 20 г,   (*) 

причем по внешнему виду все монеты были неотличи-
мы друг от друга. Затем номера на мешках были 
стерты, а сами мешки – переставлены в случайном 
порядке. Король, желая проверить способности свое-
го придворного мудреца, указал на один из мешков и 
велел мудрецу определить точный вес содержащихся 
там монет при помощи двух взвешиваний на чашеч-
ных весах без гирь. Мог ли мудрец справиться с зада-
чей?  

Решение. В отличие от исходной постановки за-
дачи М. Евдокимова, веса (*) не образуют единого 
фрагмента арифметической прогрессии.  
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Итак, как и при решении задачи 1, возьмем по од-
ной монете из каждого мешка и положим все семь мо-
нет на левую чашу весов.  

Нетрудно подсчитать, что суммарный вес всех 
этих монет равен  

10 г + 11 г + 13 г + 15 г + 17 г + 19 г + 20 г = 105 г.
            (**) 

Затем возьмем из испытуемого мешка семь монет 
и положим на правую чашу. В случае равновесия чаш 
весов сразу заключаем, что в испытуемом мешке все 
монеты весят 15 г. Если перевешивает левая чаша, то 
вес монет из испытуемого мешка меньше 15 г и тем 
самым принадлежит набору {10 г, 11 г, 13 г}. Анало-
гично, если перевешивает правая чаша, вес монет из 
испытуемого мешка принадлежит набору {17 г, 19 г, 
20 г}.   

Для определенности рассмотрим последний слу-
чай.  

Чтобы решить задачу, теперь достаточно за одно 
оставшееся взвешивание узнать, равен ли вес монет из 
испытуемого мешка 19 г, больше 19 г или меньше 
19 г. Именно теперь нам пригодится тот факт, что 
в мешках находится много монет! Несколькими набо-
рами вида (*) нам нужно попытаться уравновесить не-
которое количество монет из испытуемого мешка. 
Обозначим через n число наборов вида (*), которые 
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мы положим на левую чашу весов, а через m – число 
монет из испытуемого мешка, которые мы положим на 
правую чашу. Если монеты в испытуемом мешке весят 
19 г, то для равновесия весов, очевидно, необходимо и 
достаточно выполнение числового равенства 

105n = 19m.    (***) 

Числа 105 и 19, как нетрудно проверить, – взаим-
но простые. Поэтому наименьшие n и m, удовлетво-
ряющие соотношению (***), оказываются соответ-
ственно равными 

n = 19,   m = 105. 

Итак, положив на правую чашу весов 105 монет 
из испытуемого мешка, а на левую чашу – 19 полных 
наборов вида (*), мы сможем окончательно установить 
вес монет в испытуемом мешке. Действительно, если 
весы окажутся в равновесии, то, как уже было сказано, 
вес монет в испытуемом мешке равен 19 г; если пере-
вешивает левая чаша, то вес монет в испытуемом 
мешке равен 17 г; если перевешивает правая чаша, то 
вес монет в испытуемом мешке равен 20 г. 

Замечание. Исходное распределение веса монет 
по мешкам (*) было симметричным, однако, как видно 
из решения задачи 2, это ограничение было, на самом 
деле, несущественным. Определить на чашечных ве-
сах без гирь вес монет в испытуемом мешке (одном из 
семи) всегда можно за два взвешивания, если веса мо-
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нет в каждом из семи мешков – целочисленные, а ко-
личество монет в мешках достаточно велико. 

Задача 3. В некотором сказочном королевстве 
все содержимое государственной казны помещалось 
в семи мешках. В каждом мешке было неограниченное 
количество одинаковых золотых монет. 

В соответствии с номерами мешков монеты 
в каждом из мешков весили некоторое известное це-
лое число граммов, а по внешнему виду все монеты 
были неотличимы друг от друга. Затем номера на 
мешках были стерты, а сами мешки – переставлены 
в случайном порядке. За какое наименьшее число взве-
шиваний на чашечных весах без гирь придворный муд-
рец сможет восстановить стертые надписи на меш-
ках? 

Обсуждение задачи 3. Если не пользоваться це-
лочисленностью веса монет в мешках, а решать задачу 
«в лоб», то потребуется сравнить между собой веса 
монет из каждой пары мешков. Всего таких сравнений 
придется провести С଻ଶ = 7·6/2! = 21. Использование 
идей, связанных с делимостью, позволяет восстано-
вить по очереди надписи на четырех мешках из семи, 
затратив на каждое такое восстановление 2 взвешива-
ния. Далее, еще одно (!) взвешивание позволяет узнать 
вес монет в любом из оставшихся трех мешков. Нако-
нец, еще одно (последнее) взвешивание позволяет 
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сравнить (и тем самым узнать!) веса монет из двух по-
следних мешков. В результате для восстановления 
всех надписей на мешках достаточно оказывается  
2·4 + 1 + 1 = 10 взвешиваний. Является ли это число 
наименьшим, автору неизвестно. 

_________________________ 
 
 
 

Ответы 
 

К задаче 22: 2(11+5+5) = 3(6+5+3) 

К задаче 23: 3(1+6) = 12+6+3 

К задаче 24: 2(4+2+2+1) = 10+8 

К задаче 25: 7(3+6+9) = 3(7+14+21) 

К задаче 26: 3(7+[6+8]+21) = 7(3+[2+4]+9)  

К задаче 27: 2(8/7 + 37/7 + 123/7) = 48; 3(1+6+9) = 48 

К задаче 28: гири с численными значениями веса 1; 1; 2 

К задаче 29: гири с численными значениями веса 1; 1; 2 
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