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Введение

Во многих приложениях по обработке экспериментальных данных встает проблема определения точного положения особенности  сигнала и оценки характера этой особенности. Применение интегрального преобразования и рядов Фурье весьма традиционно для анализа стационарного сигнала. При Фурье-анализе в качестве основных базисных функций используются синусы, косинусы и комплексные экспоненты.  Плавная базисная функция, такая, как синусоида, не может представлять резкие перепады сигналов. Наличие в сигнале резких пиков и перепадов вызывает увеличение числа гармоник очень малой амплитуды, которые влияют на форму восстанавливаемого сигнала и за пределами его локальных особенностей. В результате по составляющим спектра практически невозможно оценить характер особенности сигнала и точное положение этой особенности. Необходимость использования других базисных функций подчеркивалась Л.И. Мандельштамом еще в 20-х годах, он говорил, что «значение разложения Фурье в большей мере связано с резонансными свойствами линейных систем с постоянными параметрами; при переходе к линейным системам с переменными параметрами разложение Фурье перестает быть целесообразным и место функций cos и sin должны занять другие функции». 

Вейвлет-преобразование.

Введем функцию 
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, удовлетворяющую условию 
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и назовем ее «базисным вейвлетом».

Относительно каждого базисного вейвлета интегральное вейвлет-преобразование определяется как
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, где 
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Обозначим
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Интегральное преобразование примет вид
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Вейвлет-преобразование обладает свойством масштабной инвариантности:
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Благодаря этому свойству мы можем  определять наличие и характер особенностей сигнала.

А также, следует заметить, что если 
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, то коэффициенты ее вейвлет-преобразования при b=t0 должны подчинятся неравенству:
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то есть по значениям коэффициентов на малых масштабах можно судить о регулярности функции в конкретной точке.

Поскольку с ростом масштаба базисная вейвлет-функция увеличивается, захватывая все больший временной диапазон (диапазон интегрирования), коэффициент в точке (a0,b0),будет зависеть от части ряда.  Диапазон этот тем больше, чем больше масштаб, поэтому высокочастотная информация вычисляется на основе малых отрезков ряда, а низкочастотная – на основе больших (рис1).
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Частотно-временная локализация

Пытаясь преодолеть трудности частотно-временного анализа, Д.Габор в своей работе в 1946 г. ввел «функцию-окно» временной локализации. В качестве функции окна Габор использовал функцию Гаусса:
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Для любого фиксированного (, преобразование Габора функции 
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, определяется как
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Данное преобразование локализует преобразование Фурье функции f в окрестности t=b. 

 «Ширину» окна определим как удвоенная среднеквадратичная длительность.
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Видно, что ширина окна определяется постоянной (.

Из равенства Парсеваля для преобразования Габора 
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следует, что
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Другими словами с точностью до 
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 преобразование Фурье функции f с окном g( равно обратному преобразованию Фурье с окном 
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Декартово произведение
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называется частотно-временным окном, где первый множитель есть временное окно, а второй – частотное.

Шириной частотно-временного окна называется величина 
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Следует заметить, что ширина частотно-временного окна не меняется при рассмотрении спектра на различных частотах. Этот факт ограничивает использование преобразования Габора при исследовании сигнала на очень высоких и низких частотах.
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Преобразование Габора с произвольным окном есть кратковременное преобразование Фурье .

В отличие от кратковременного преобразования Фурье, которое обеспечивает равномерную сетку в частотно-временной области, вейвлет-преобразование имеет неравномерное разрешение, что позволяет исследовать сигнал как локально, так и полностью.

Т.к. частота обратно пропорциональна периоду, то требуется более узкое окно для локализации высокочастотно составляющей сигнала и более широкое для низкочастотной составляющей. 

Интегральное вейвлет-преобразование локализует аналоговый сигнал во временном окне


[image: image22.wmf][

]

j

j

D

+

+

D

-

+

a

at

b

a

at

b

*

*

,

.

Применяя равенство Парсеваля, по аналогии с предыдущим мы получим, что интегральное вейвлет-преобразование также локализует сигнал по частоте с окном
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Аналогично преобразованию Габора введем частотно-временное окно для интегрального вейвлет-преобразования:
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Видно, что окно автоматически сужается при высокочастотных явлениях (малых масштабах) и расширяется при низкочастотных (больших масштабах).
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 Для высокочастотных компонент сигнала вейвлет-окно имеет большую ширину по оси частот, но сжимает полосу по шкале времени, не нарушая, таким образом, соотношение неопределенности Гейзенберга. Благодаря этому свойству вейвлет-окна называют окнами Гейзенберга. Таким образом, вейвлеты хорошо локализуют низкочастотные «детали» по оси частот и высокочастотные характеристики по временной оси. Применение вейвлет-преобразования даёт хорошие результаты, особенно когда компоненты сигнала с высокой частотой имеют небольшую длительность, а низкочастотные компоненты — достаточно большую. Не вызывает сомнений, что описанные преимущества вейвлет-анализа весьма полезны для анализа сложных сигналов.

Перечисляя достоинства вейвлет-анализа, следует заметить, что последний не всегда может заменить Фурье-анализ. Например, для построения ортогональных вейвлет-базисов часто используются основные принципы разложения Фурье. Применение интегрального преобразования и рядов Фурье (в вычислениях, аналитических преобразованиях) очень наглядно, все необходимые свойства и формулы выписываются с помощью всего двух функций sin и cos. Многие теоремы вейвлет-анализа доказываются с помощью Фурье-анализа. Эти два типа анализа дополняют друг друга.

Типы вейвлет-функций

В настоящее время существует огромное количество разных типов вейвлет-функций и, учитывая основные свойства вейвлетов различного типа, можно подобрать наиболее подходящие базисные функции  для решения конкретных задач. Для правильного выбора базиса необходимо знать признаки, которыми должна обладать функция, чтобы быть вейвлетом:

1. вейвлет должен быть локализован и во временном пространстве, и по частоте;

2. 
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3. часто для приложений оказывается необходимым, чтобы не только нулевой, но и все первые m моментов были равны нулю: 
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Такой вейвлет называется вейвлетом m-го порядка. Обладающие большим числом нулевых моментов вейвлеты позволяют игнорировать наиболее регулярные полиномиальные составляющие сигнала и анализировать мелкомасштабные особенности высокого порядка.

Рассмотрим в качестве примеров некоторые известные вейвлет-базисы.

Каждый вейвлет имеет характерные особенности во временном и частотном пространстве, поэтому иногда с помощью разных вейвлетов можно полнее выявить и подчеркнуть те или иные свойства сигнала. Надо также учитывать, что вейвлет-коэффициенты содержат информацию не только о сигнале, но и о вейвлете.

Если производная вейвлета также является вейвлет-функцией, то мы можем получить вейвлет более высокого порядка, который имеет больше нулевых моментов и позволяет извлечь информацию об особенностях более высокого порядка, содержащихся в сигнале.

На рис.4 показаны некоторые известные вейвлет-функции. 

Haar-вейвлет является ортогональным, дискретным. Определенным недостатком вейвлета является его не гладкость и не симметрия формы. Данный вейвлет удобен для анализа негладких, скачкообразных функций.

 Morlet-вейвлет порождает неортогональный базис, некомпактен:
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Вейвлет-базисы часто конструируют на основе производных функции Гаусса:
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Более высокие производные имеют больше нулевых моментов. На рисунке показаны Gaussian 1-го и 3-го порядков.
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Рис.4 Примеры вейвлетов: Haar(вверху, слева); Morlet(вверху, справа);Gaussian 1-го порядка(середина, слева); Gaussian 3-го порядка(середина, слева), dMey (внизу, по центру)

Анализ сигналов с локальными особенностями

На рис. 5-7 показаны некоторые возможности вейвлет-преобразования в выявлении различных характерных особенностей. Вейвлет-преобразование применяется к сигналам, построенным на основе функций с хорошо известными свойствами. Верхние части рисунков содержат сам сигнал. Вейвлет-коэффициенты [W(a,b)] показаны в виде проекций на плоскость  ab (временной масштаб, время); по оси абсцисс отложено время b, по оси ординат масштаб a. Цветом показаны значения W(a,b) по модулю. Светлые области соответствуют большим значениям коэффициентов, черные линии – нулевым значениям W(a,b), оттенками серого цвета в каждой области выделены диапазоны значений W(a,b). 

Рис. 5 показывает результат вейвлет-анализа дельта функции. W(a,b) на мелких масштабах позволяют определить точное положение особенности сигнала. Характер особенности в точке определяется из асимптотического поведения коэффициентов вейвлет-преобразования при стремлении масштаба к нулю. Рисунок демонстрирует явное преимущество этого метода в анализе сигналов с резкими перепадами по сравнению с преобразованием Фурье.
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Рис.5. Вейвлет-преобразование дельта функции ((t-256)  с a=1:32, t=1:512 с использованием вейвлета Мейера

На рис. 6 показана обработка синусоидального сигнала. На картине значений коэффициентов легко различаются периодические повторяющиеся детали. Они указывают на единственную характерную частоту сигнала и постоянство периода. Большие значения коэффициентов являются результатом сильной корреляции между составляющей сигнала и вейвлетами соответствующих масштабов. А сигнал, представленный на рис. 7, содержит последовательное включение двух синусоид с заметно отличающимися частотами. Картина коэффициентов содержит периодические детали как при малых, так и при больших значениях коэффициентов, причем момент включения второй синусоиды достаточно четко выражен (заметим, что спектральные методы в этом случае не эффективны). На рисунке также показаны значения коэффициентов, которые соответствуют масштабам a=16 и a=6 (нижняя часть рисунка). Полученные срезы демонстрируют как вейвлет-преобразование раскладывает сигнал на составляющие, и каждая составляющая сигнала, в соответствии с содержащихся в ней частотах, попадает в определенный диапазон масштабов. Этот рисунок  также демонстрирует хорошее фильтрующее свойство вейвлет-преобразования.
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Рис.6. Вейвлет-преобразование синуса  с a=1:32, t=1:512 с использованием вейвлета Mexican Hat
[image: image42.png]10

@

w

=

B
=
2
2
=
2
10
I
1
1
"

Faalyzed Signal

@ w0 W oaw  ue aw w40 w0 a0
Valuesof Ca.p Coaffcets fora = [11137] - Colorstion mde i +by scal +3bs
W w w m W a0

Scale of colors from MIN to MAX





Рис.7. Вейвлет-преобразование сигнала, составленного из последовательно включающихся синусоид с разными частотами с использованием вейвлета Mexican Hat.

GUI WAVEMENU  пакета программ MATLAB

Wavelet-toolbox – пакет расширения Matlab, в котором реализованы функции вейвлет-анализа, содержит множество встроенных вейвлетов, предоставляет возможность создания вейвлета пользователя, включает в себя средства фильтрации и компрессии сигналов и т.д.

Графический интерфейс пользователя (GUI) позволяет получить доступ ко многим функциям  Wavelet-toolbox.


Остановимся на обзоре графического интерфейса и функций, доступ к которым он предоставляет.


Меню, вызываемое командой Wavemenu,  содержит пункты, объединенные в логические группы: функция (основные и специальные) для работы с одномерными и двумерными сигналами, для просмотра информации о вейвлетах, а также функции для предобработки сигналов.
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Рис. 8. Главное меню GUI

Краткую информацию по каждому из вейвлетов можно получить в разделе "Wavelet Display" графического интерфейса. Для просмотра материнского вейвлета следует выбрать пункт "Wavelet Display" в главном меню: появится соответствующая панель инструментов. Задавая требуемый тип вейвлета можно увидеть всю информацию. 

Использование Continuous Wavelet 1-D для обработки сигналов

Continuous Wavelet 1-D – содержит средства одномерного непрерывного вейвлет-анализа: построение вейвлет-спектров с использованием различных вейвлетов в разном диапазоне масштабов, просмотр коэффициентов на заданном масштабе, линий локальных максимумов, а также сервисных функций управления отображением (изменение цветовой гаммы, увеличение/уменьшение изображения и т.д.).

Рассмотрим несколько примеров.

В качестве примера будем использовать сигнал, содержащийся в тестовом файле mishmash.mat, который должен находиться в каталоге MATLAB toolbox/wavelet/wavedemo. 

Этот сигнал имеет следующий вид: 
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где N - продолжительность сигнала, в нашем случае - 1024 отсчёта; k = 1...N. 

Для загрузки сигнала выбираем пункт меню "File->Load signal". 

Наша задача - при помощи непрерывного вейвлет-преобразования определить вид сигнала. Для начала произведём его анализ, используя вейвлет Хаара в масштабах от 1 до 32. Для этого необходимо: 

· выбрать тип вейвлета ("haar") и уровни масштабирования 1-32; 

· нажать кнопку "Analyze"; 

· после выполнения вычислений отобразит график вейвлет-коэффициентов. При этом можно задавать варианты представления вычисленных вейвлет-коэффициентов (рис.9).

Получившиеся вейвлет-коэффициенты мало информативны; по ним нельзя точно сказать ни о виде сигнала, ни тем более получить какие-то численные оценки. Это связано с тем, что вейвлет Хаара мало подходит для анализа сигналов подобного типа, так как очень плохо локализован в частотной области и имеет всего два нулевых момента. Для анализа рассматриваемого сигнала предпочтительнее вейвлет Coif (Coiflet) порядка выше 3-го, который имеет более подходящие характеристики. 

Результаты анализа сигнала с помощью вейлета Coif 3-го порядка (имеющего 6 нулевых моментов)  представлены на рис. 10. Видно, что сигнал состоит из 3-х компонент. 

Существует возможность выводить сами вейвлет-коэффициенты или их абсолютное значение. Для этого необходимо выбирать режим из меню "Coloration mode", находящимся прямо над кнопкой "Analyze". При выводе самих вейвлет-коэффициентов  цвета "масштабируются" между минимумом и максимумом значений коэффициентов. При выводе их абсолютных значений - цвета "масштабируются" между нулём и максимальным значением коэффициентов. Данная функция часто бывает полезной.
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Рис 9. Панель инструментов непрерывного вейвлет-анализа сигнала, составленного из суммы синусоид с разными частотами с использованием вейвлета Haar.
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Рис. 10. Панель инструментов непрерывного вейвлет-анализа одномерного сигнала с использованием вейвлета Coiflet 3-го порядка.

Обработка и анализ данных регистрации объемной активности радона на Петропавловск-Камчатском геодинамическом полигоне с использованием пакета Wavelet-toolbox.

 Вейвлет-анализ представляет интерес для решения самых разнообразных задач, включая и такую актуальную, как проблема поиска новых предвестников землетрясений. Сигналы в задачах геофизического мониторинга являются нестационарными, и несут в себе разнообразную информацию: изменение погодных условий, сезонные изменения, шумы, все это накладывает свой отпечаток на основной сигнал. Вейвлет-анализ позволяет выделить интересующую информацию. В отличие от кратковременного преобразования Фурье, которое обеспечивает равномерную сетку в частотно-временной области, вейвлет-преобразование имеет неравномерное разрешение, что позволяет исследовать сигнал c достаточной степенью локализации. 

Еще в начале XX века основоположником русской сейсмологии Б.Б.Голициным была высказана идея прогноза землетрясений по изменениям химического состава подземных вод и подпочвенного газа.  На рис.11, 12 показаны результаты обработки  данных регистрации объемной активности радона [OARn] на Петропавловск-Камчатского геодинамического полигона за период с 1997 по 2002 гг. Точка 1  расположена на глубине 1 метр от поверхности, точка 2 удалена на 25м от точки 1 и находится на глубине 4 метра от поверхности.  Вейвлет-коэффициенты [W(a,b)] показаны в виде проекций на плоскость ab (временной масштаб, время); по оси абсцисс отложено время b, по оси ординат временной масштаб a. Цветом показаны значения W(a,b) по модулю. Светлые области соответствуют большим значениям коэффициентов, черные линии – нулевым значениям W(a,b), оттенками серого цвета в каждой области выделены диапазоны значений W(a,b). 

Верхние части картин демонстрируют периодический характер сигналов, что говорит о присутствии сезонной компоненты в подпочвенном газе.

Анализируя графики W(a,b) для т.1 и температурного ряда (рис.13), видно, что сезонная компонента, присутствующая в ряде т.1, затушевывает возможные долгосрочные предвестниковые  аномалии в динамике OARn.
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Рис.11 Вейвлет-преобразование сигнала т.1, с использованием дискретного вейвлета Meyer. Верхняя часть содержит сам сигнал; вейвлет-коэффициенты [W(a,b)] показаны в виде проекций на плоскость ab (временной масштаб, время); нижняя часть графика показывает значения W(a,b), которые соответствуют масштабу a=631.
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Рис.12 Вейвлет-преобразование сигнала т.2, с использованием дискретного вейвлета Meyer. Верхняя часть содержит сам сигнал; вейвлет-коэффициенты [W(a,b)] показаны в виде проекций на плоскость ab (временной масштаб, время); нижняя часть графика показывает значения W(a,b), которые соответствуют масштабу a=376.
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Рис.13 Вейвлет-преобразование температурного ряда, с использованием дискретного вейвлета Meyer. Верхняя часть содержит сам сигнал; вейвлет-коэффициенты [W(a,b)] показаны в виде проекций на плоскость ab (временной масштаб, время); нижняя часть графика показывает значения W(a,b), которые соответствуют масштабу a=631.

Если долго- и средне- срочные аномалии носят характер плавных общих изменений в поведении  OARn и, они, возможно, могут быть выявлены спектральными методами, то кратко-срочные предвестники, как правило, носят импульсный характер и выделить их спектральными методами невозможно. Для выявления возможных краткосрочных предвестников накануне наиболее сильных землетрясений обработка проводилась локально для различных участков сигнала. На Рис.14, 15 показаны отдельно результаты обработки первых 360 и 925 значений ряда. В первом случае ряд оборван за 3 дня до землетрясения, во втором случае – за 5 дней, что исключает влияние постсейсмических эффектов на «прошлое». Для устранения краевого эффекта оба ряда были дополнены значениями сезонного хода. Моменты землетрясений показаны стрелками. Рис. 14, 15 показывают ярко выраженные вариации значений коэффициентов накануне землетрясений, что подтверждает возможность выделения краткосрочных изменений в сигнале средствами вейвлет-анализа. 
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Рис.14 Вейвлет-преобразование первых 360 значений ряда т.2 дополненных сезонным ходом с использованием дискретного вейвлета Meyer. Верхняя часть содержит сам сигнал; вейвлет-коэффициенты [W(a,b)] показаны в виде проекций на плоскость ab (временной масштаб, время); нижняя часть графика показывает значения W(a,b), которые соответствуют масштабу a=11; стрелкой показан момент землетрясения.
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Рис.15 Вейвлет-преобразование первых 950 значений ряда т.2 дополненных сезонным ходом с использованием дискретного вейвлета Meyer. Верхняя часть содержит сам сигнал; вейвлет-коэффициенты [W(a,b)] показаны в виде проекций на плоскость ab (временной масштаб, время); нижняя часть графика показывает значения W(a,b), которые соответствуют масштабу a=16; стрелкой показан момент землетрясения.

Анализируя весь ряд, мы можем наблюдать возможные долгосрочные предвестниковые аномалии в динамике радона (рис.16). Области графика, указывающие на наличие аномалий, заштрихованы. Стрелками показаны моменты землетрясений, произошедших за анализируемый период.  Выделенные аномалии являются результатом сильной корреляции между составляющей сигнала и вейвлетами соответствующих масштабов. Экстремумы соответствуют разным уровням детализации, что говорит о разных содержащих их временных диапазонах.
Приведенные примеры наглядно демонстрируют некоторые возможности относительно нового математического аппарата, позволяющего выявить и наглядно показать структуру сигнала и дающего информацию о масштабах процесса. 
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Рис.16 Вейвлет-преобразование сигнала т.2, с использованием дискретного вейвлета Meyer. Верхняя часть содержит сам сигнал; вейвлет-коэффициенты [W(a,b)] показаны в виде проекций на плоскость ab (временной масштаб, время);
Вейвлет-преобразование является замечательным дополнением Фурье-анализа, позволяет посмотреть на процесс несколько с иной точки зрения и получить более детальную информацию о сигнале. Примеры также демонстрируют возможности и преимущества  системы Matlab, которая является удобным инструментом в первичной обработке  данных, содержит все необходимые средства для реализации математики вейвлетов. 
Авторы благодарят старшего научного сотрудника  Института вулканологии ДВО РАН  (г. Петропавловск-Камчатский) Фирстова П.П.  за предоставленные данные и материалы в области сейсмологии.
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Основные функции  для работы с одномерными сигналами





Просмотр вейвлетов и их свойств





Основные функции  для работы с двумерными сигналами





Специальные функции  для работы с одномерными сигналами





Специальные функции  для работы с двумерными сигналами





Функции предобработки  сигналов
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