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ПРЕДИСЛОВИЕ

Типичные задачи поиска возникают, например, в связи с

разведкой полезных ископаемых. В современном рыболовстве
используют экраны, на которых с помощью специального оборудования
ищут местоположение рыбных стад. Различные спасательные

операции часто являются поисковыми, например, поиск заблудившегося
в лесу или лодки, дрейфующей где-то в море.

Первоначально теория поиска развивалась преимущественно для

военных целей, но впоследствии выяснилось, что методы этой

теории могут с успехом применяться при исследовании большого

числа других проблем.
Развитие теории поиска начиная со времен второй мировой

войны хорошо представлено в работах [4], [5|. Стало уже
общепринятым разделять задачи поиска на два больших класса: поиск

неподвижной цели и поиск движущейся цели. Общая

математическая теория поиска довольно сложна, и, по-видимому, самым

мощным инструментом для оптимизации процесса поиска является

теория Милютина —Дубовицкого. Случай неподвижной цели

сравнительно прост для исследования. Проблема оптимизации поиска

заметно усложняется, если цель совершает какое-либо движение.

Теория Милютина— Дубовицкого позволяет наиболее эффективно
исследовать случай, когда движение цели детерминировано, а

начальное состояние и начальная скорость могут быть случайными.

Математические трудности становятся серьезнее, если цель

движется случайным образом, а плотность вероятности местонахождения

цели описывается, например, дифференциальными уравнениями в

частных производных. Оказывается, что это должны быть

уравнения обобщенного типа (такие, как рассмотренные, скажем, в

работах [29], [30]).

Задача оптимизации поиска неподвижной цели впервые была

изучена, по-видимому, Б. Купманом [1] —[3], а затем позднее в

более общем виде В.И. Аркиным [7], [8]. Однако изложенные в

этих работах методы имеют тот недостаток, что их трудно

обобщить на случай движущейся цели.

В предлагаемой книге используется другой подход, который

представляется естественным в обоих случаях: неподвижной
цели и движущейся цели. Таким образом, автором предпринята
попытка создания единой теории поиска.



Задача оптимизации поиска цели, движение которой
описывается процессом диффузионного типа, изучается с использованием

подхода, предложенного А.И. Егоровым в [9]. 8 результате задача

сводится к краевой для уравнений параболического типа с

движущимися границами (см., например, [15]). Очевидно, что

практические задачи такого рода могут быть решены только численно.

Рассматривается также задача поиска "убегающей" цели, когда

цель может управлять параметрами дифференциального уравнения
в частных производных, которому удовлетворяет плотность

вероятности местонахождения цели.

Основную свою задачу автор видел в том, чтобы представить

теорию поиска в наиболее общем виде, а не углубляться в изучение

огромного числа частных случаев, уже рассмотренных в литературе.

Очевидно, что при исследовании задачи, возникшей на практике,
более полезной окажется общая теорема, нежели набор отдельных

задач, ни одна из которых в точности не совпадает с

рассматриваемой.
Часть материала, предлагаемого в этой книге, публикуется

впервые. Единая теория поиска, упомянутая выше, а также

оптимизация поиска цели, движение которой описывается диффузионным
процессом, были разработаны в процессе работы над этой книгой.

Другая, большая часть книги представляет собой результаты
исследований сотрудников Отделения прикладной математики

университета г. Турку (Финляндия). Так как соответствующие работы
были в основном опубликованы только в докладах упомянутого

института, они известны не в той мере, какую заслуживают.

Автор избегал, насколько это было возможно, представления

материала книги только в виде лемм и теорем. Такое изложение

применялось лишь тогда, когда иначе невозможно было

представить в доступной форме структуру предлагаемой теории.
8 книге принята двойная нумерация формул, теорем и т.п.:

первое число указывает номер параграфа в данной главе, а

второе — порядковый номер в этом параграфе.
Материал книги в значительной степени разрабатывался в связи

с научным сотрудничеством Вычислительного Центра АН СССР и

Отделения прикладной математики университета г. Турку
(Финляндия) .

Автор считает своим приятным долгом поблагодарить Н.Н.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача поиска возникает тогда, когда требуется определить
положение объекта, находящегося в заданной области £1 /7-мерного
евклидова пространства /?„, с помощью поисковых единиц или

поискового оборудования, способности к обнаружению которых,
вообще говоря, несовершенны. Положение цели (так в дальнейшем

будем называть объект поиска) задается с помощью некоторой
плотности распределения. Если цель неподвижна, то плотность

распределения не зависит от времени, т.е. имеет вид о(х), где х € Я.

В случае, когда плотность распределения зависит от времени, т.е.

она имеет вид и(х, t), где х€П и f>0, мы будем встречаться
с двумя ситуациями, когда вид функции и (х, t) определяется
характером движения цели и когда эта функция непосредственно

удовлетворяет некоторому уравнению. Хорошим примером
первого случая является судно, дрейфующее в море. Если известны

плотность распределения его положения в начальной точке дрейфа,
а также статистика ветра и морских течений, плотность

распределения при f>0 может быть получена стандартными методами

теории вероятностей. Во втором случае уравнение, которому
удовлетворяет функция и (х, t), будет, как правило, уравнением эволю-

Ъи(х, t)
ционного типа: = Аи{х, t), где функция и{х,0) = и (х)

bt

задана. Обычно предполагается, что это уравнение имеет

единственное решение, удовлетворяющее начальному условию.

Закон обнаружения, как правило, сложен и зависит от многих

факторов. В процессе поиска поисковая единица или система

поиска направляет в течение периода поиска заданные количества

поисковых усилий в различные точки х области J2. Если

поисковое усилие в точке х обозначить \р{х), то вероятность

обнаружения цели будет зависеть от >р(х) (а в общем случае также от

точки х) в следующем смысле: если цель действительно находится
в точке х, то вероятность обнаружения будет иметь вид <7(х,^(х)).
Функция q(x, \p) всегда обладает определенными типичными

свойствами. Если поиска нет, т.е. \р{х) = 0, то цель не может быть

обнаружена. Следовательно, q(x, 0) = 0 для всех х € £2. Поскольку
функция q(x, <p)

-

некоторая вероятность, то 0<q(x, <р) < 1 для
всех поисковых усилий ■ф(х). Кроме того, q(x, >p) —

возрастаю-

7



щая функция от у? при всех х Gil, так как увеличение - ^(х),
очевидно,увеличивает вероятность обнаружения. Существует предел
Mm q{x, vp)

=

q„ (x), где q<*. (x )< 1 для всех x G П.

Практически определить функции ^р(х) и q(x, <p) в

большинстве случаев было бы, вероятно, трудно. Для этого потребовалась
бы подробная информация о системе поиска и характере области £2 .

Если, например, основным орудием поиска является человеческий

глаз, нужно провести подробный анализ всей зрительной
(оптической) системы. На практике же приходится выбирать некоторую
подходящую функцию q{x,<f), отражающую основные

особенности ситуации поиска. Обычно выбирают функцию q(x, $) =

= 1 — е~^ .В случае, когда в качестве поискового усилия
выбирается некоторая функция *р(х), можно продвинуться еще на один шаг

дальше, потребовав, чтобы была найдена некоторая функция
т

\(х, t) такая, что $(х) = / Мх, t)dt, где Т— время, отпущенное
о

на поиск [8]. Функция Х(х, г), называемая функцией плотности

поиска или стратегией поиска, обычно предполагается такой, что

Х(х, t) > 0 для всех х€й,Г>0,и /Мх, t)dx = Lit) для всех t > 0.

п

Стратегия поиска, задающая программу поиска, зависит от

структуры и динамического поведения поисковой системы.

Если поисковое усилие <р[х), функция q[x, <p) и плотность

распределения цели и[х) заданы, то вероятность обнаружения цели за

время Т выражается в виде

/>(Л= fq(x, lp(x))u(x)dx.
п

Это — целевой функционал поисковой задачи. Теперь нужно найти
поисковое усилие ^р(х), удовлетворяющее естественным

ограничениям ф{х\>0 для х€!! и / <#{x)dx:'= С, где С — заданная по-

п
стоянная. Такая оптимизационная задача —

первая из подробно

изученных в теории поиска (см., например, [1], гл. V).

Если, однако, плотность распределения положения цели имеет

вид и(х, t), задача становится значительно сложнее, например,
когда зависимость и(х, t) от времени задается с помощью

дифференциального уравнения.
Наличие многих особенностей задач теории поиска привело к

тому, что теория поиска по праву считается самостоятельной

математической дисциплиной, такой же, как, например, теория
надежности, теория статистических решений, теория очередей и т.п.

Общей чертой математической трактовки задач поиска является то,

что известные классические методы оказываются для их решения

недостаточно сильными. Уже в случае поиска неподвижной цели

требуются общие оптимизационные теории типа теории И.В. Гирса-
нова [16]. Уравнение эволюционного типа, упомянутое выше,

должно, вообще говоря, рассматриваться в рамках теории

обобщенных функций.



Г. ЛАВА 1

ПОИСК НЕПОДВИЖНОЙ ЦЕЛИ

С ПОМОЩЬЮ БОЛЬШОЙ ПОИСКОВОЙ СИСТЕМЫ

§ 1. Основные уравнения

Предположим, что цель находится в неподвижном состоянии в

заданной открытой области Q двумерного пространства R2.
Задачу можно было бы рассматривать в более общем виде, в
пространстве R„, но в двумерном случае все понятия становятся более

наглядными; большинство же результатов будут верны и в R„.
Положение цели задается с помощью плотности распределения

и(х), которая предполагается непрерывной. Последнее требование
опять-таки сделано для того, чтобы легче было представить

особенности процесса поиска.

Говоря, что система поиска является большой, мы

подразумеваем, что действия отдельных поисковых единиц можно себе

представить с помощью одной функции Мх, t), которая обладает
следующими свойствами:

1) \(х, г)>0 для всех х G П, г>0; (1.1)

2) /\(х, t)dx = L(t) для всех f>0; (1.2)

3) \(х, t)At + о(Лг) (1.3)

есть вероятность обнаружения цели в интервале времени (t, t + At)

при условии, что цель находится в точке х и не обнаружена до

момента г.

Функция /.(f) при этом предполагается кусочно-непрерывной
при f>0. На самом деле достаточно было бы предположить, что

функция L(t) интегрируема на (0, ■-*>), т.е. что Lit) G /.(0, °°). На

практике, однако, функция L{t) может быть, самое меньшее,

кусочно-непрерывной.
Примером поисковой системы, которая не является большой,

может служить отдельная поисковая единица, например одиночный

корабль, который ищет рыбу. Теория, развиваемая в этой главе,

будет неприменима к такому случаю. Задача с одной поисковой

единицей будет рассматриваться в гл. II.

Основной переменной в нашей теории будет плотность

апостериорного распределения положения цели о(х, t), которая
определена для х G £2 и f > 0. Цель неподвижна, но влияние процесса
поиска непрерывно меняет плотность ее распределения. В области,

где был проведен тщательный поиск в течение времени (0, f),
цели в момент f, скорее всего, не будет.

9



Чтобы получить соотношение между и(х), и(х, t) и Х(х, t),
определим следующие события:

(х): цель находится в малой окрестности Дх, которая
содержит точку х;

(t\, t2 )■ цель не обнаружена за время (f,, f2).
Используя эти обозначения, получим, что

и(х) Дх = Р{(х)} (1.4)

и

. Р{(х)(0, f)}
и(х, г)Дх = Р{(х)/(0, f)} = -, -. (1.5)

Р{(0,0)
Теперь

Р((х)(0, t + At)} P{(x)(0,t)(t,t+-At)\
и(х, t + At)Ax

■(

Р{(0, t + At)} P{(0, f)(f, t+At)}

Р{(х)(0, f)}\ P{(t,t + At)/(x)(0,t)}
P{(0,f)} / P{(f, t + At)/{0, t)}

(1.6)

Из определения функции плотности поиска Х(х, f) (см. (1.3)),
которую дальше мы будем называть стратегией поиска, следует,
что

P{(f, t + At)/(x)(0, f)}=1-X(x, t)At + o(At) (1.7)

и далее, интегрируя по х,

P{(t,t+At)/(0,t)} = (1.8)

= 1 - At f Х(х, t)u(x, t)dx + o(At).
si

Смысл этого выражения очевиден: Х(х, t) At есть вероятность

обнаружения цели в интервале времени (f, f + Дг) при условии,
что она находится в точке х и не обнаружена за (0, f); u(x, t)Ax —

вероятность того, что в момент времени f цель находится в

окрестности Дх точки х, при условии, что она не обнаружена за

(О, t). Из (1.8) обычным путем выводится

р{(0, f)} =expi-fdr /X(x, T)u(x.T)dx). (1.9)
о n

В соответствии с (1.5), (1.6) и (1.8) имеем

о(х, Г)Дх(1 -Х(х, t)At + o{At))
и{х, t + At) Ax =

1 - At JX(x, t)u(x, t)dx +o(At)
n

= w(x, f){1 - At(\{x, t) - /X(x, f)o(x, t)dx)} +o{At) (1.10)
n

10



и, после несложных преобразовании, получаем

и, (х, t) = - [Х(х, f) - / Х(х, f) и(х, t) dx] u(x, f),
а

хбй, f>0. (1.11)

Здесь и ниже подстрочным индексом обозначаются частные

производные.

Предположим теперь, что функция плотности поиска Х(х, f)
задана. Апостериорная плотность распределения положения цели

получается тогда как решение задачи Коши, описываемой
уравнением (1.11) с начальным условием

о(х, 0) = и(х). (1.12)

Уравнение (1.11) нелинейно по отношению к плотности

распределения, и решение его оказывается сложным. Однако можно

упростить задачу, сведя ее к линейной. В самом деле, подставляя

г

и(х, f) = /(x, f)exp( fdr /Mx, r)u(x, r)dx) (1.13)
о П

в (1.11) и (1.12), мы приходим к следующей задаче:

УАх, f)= -Mx, t)y(x, t), (1.14)

Их, 0) = и(х), (1.15)

где х е П и f > 0.

Решение уравнения (1.14), удовлетворяющее условию (1.15),

получается сразу:

г

у(х, f) =о(х)ехр(-/Х(х, т)с/т) (1.16)
о

и имеет простой наглядный смысл, у(х, f) —

вероятность того, что

цель находится в х и не обнаружена до момента f.

Чтобы получить выражение для плотности распределения и (х, f),
умножим обе части (1.13) на Х(х, t) и проинтегрируем по

области П:

/Х(х, t)u{x, t)dx =

n

т
= (/Х(х, t)y(x, f)tfx)exp( fdr /X(x, т)о(х, r)dx). (1.17)
n on

Это выражение переписывается в виде

d \
'

— ехр ( - / dr /X(x, т)и(х, r)dx) =

dt I on

-/X(x, t)y(x, t)dx, (118)
n
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откуда

Т I

ехр(-/</т/Х(х, т)и(х, т)с/х) = 1 - /dr f\(x,T)y(x,T)dx, (1.19)
on on

так что (1.13) переходите

г

и{х, t) = y{x, r)[1 - fdrfMx, т)у(х, T)dx] ~*. (1.20)
о а

Так как /u(x,t)dx = 1 для всех t > 0, то из (1.13) и (1.19)
п

следует
г

.Г у (х, г) Лс = 1 -.. / dTf \{х, г! И*, г) dx, (1.21)

поэтому (1.20) переходит в

и[х, f)=K(x, fH/y(x, г)£/хГ\ (1.22)
я

как и должно бьпь.

Из (1.16) и (1.22) следует

t 1

и{х, г) -u(x)exp(-/X(x, r)tfrHj'uU)(-/X(x, r)dr) t/x]-1. (1.23)
0 12 О

Согласно (1.9) и (1.13) Р {(0, t))u\x, t) = y(x, t). Интегрируя
это равенство по х, учитывая (1.16) и то, что fu(x, t)dx = 1,

П

получаем
г

Р{(0, f)}= /w(x)exp(-/X(x, T)dT)dx, (1.24)
si о

Пусть теперь P(t) — вероятность того, что цель обнаружена в

течение времени (0, г),т.е. Pit) = 1 - Р [(0, t)} . Тогда из (1.24)
следует, что

.г

Р{Т) = 1 - / и(х)ехр(- / Х(х, T)dr)dx. (1.25)
а о

Выражение (1.25) является хорошо известным

основополагающим соотношением теории поиска [3], когда хотят получить такую

стратегию поиска (т.е. функцию Х(х, г), вид которой
определяется условиями (1.1), (1.2) и (1.3)), что вероятность обнаружения
цели в течение заданного времени (0, Г) будет максимальной.
Введем обычное обозначение

г

*р(х. Г) = Г Х(х, T)dT, (1.26)
о

12



тогда П.25) переходите

Я(Г) = 1 - /u|x)exp(-v>(x, T))dx, (1.27)
n

аусловия (1.1) и (1.2) заменяются условиями

ip(x, 7") > О для всех х € S7,
т

J>(x, Г)с/х= / L(t)&t.
U о

Как видно из (1.26), функция ^(х, Г) представляет
количество поисковых усилий, затраченных в точке х в течение времени

(О, Т). В основе функции (1.27) лежит стратегия поиска Х(х, f),
определяемая в (1.3). К выражению (1.27) можно прийти также с

помощью следующих идей, развиваемых в работах [3], [6]. Пусть
поисковое усилие ip(x, f) определяется условиями (1.28), (1.29) и

существует функция II (^), которая имеет, возможно,
экспериментальное происхождение и обладает следующими свойствами:

11(0) = О, U'(>*>) 2* 0 для всех ^>0 и П(^) -* 0, где 0<1, когда

^,-+оо, функция il(tp(x. Г)) есть- вероятность обнаружения цели с

помощью поискового усилия ^(х. Г), когда цель в самом деле

находится в точке х. Если цель обязательно обнаруживается,
когда поисковое усилие *р(х, Т) возрастает до бесконечности,
то 0=1. Вероятность обнаружения цели в течение времени

(О, Т) задается выражением

РШ= /у(х)ПМаг, T))dx. (1.30)
п

Если выбрать lldp)= 1 — ехр(—#), то (1.30) переходите (1.27).

Теперь нужно решить следующую задачу: определить на

заданном интервале времени Т функцию ^(х, Т),
удовлетворяющую условиям (1.28), (1.29) и максимизирующую выражение
(1.30). Эта задача была решена Гуенином [6] и позднее в более

общем случае Аркиным [8]. (Сначала было получено решение

для ИМ = 1— ехр(— \р), для одномерного случая оно приведено

в [1].)
Имея поисковое усилие <р(х, Т), полученное в результате

решения задачи оптимизации, Аркин продолжает исследование и ставит

вопрос: существует ли функции а(х, f), удовлетворяющая усло-

г

виям а(х, t)>0, /a(x, f)б/х = 1 (при / L(r)dr = Т), такая, что

а о

т

/а(х, t)dt = ф{х, Т) (1.31)
о

для всех х € Ш Оказывается, что такая функция действительно

существует. В частности, Аркин показывает, что существует

функция а*(х, г) с таким специальным свойством, что <р(х, t) =

(1.28)

(129)
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= / a(x, r)dr является оптимальной для всех f > 0. Аркин назы-

<;

вает а*(х, г) равномерно оптимальной стратегией поиска.

Задача оптимизации, состоящая из целевого функционала (1.30)

и условий (1.28), (1.29), относится к случаю, когда

расположение цели остается одним и тем же на протяжении всего времени.

Существует способ распространения вышеуказанного

оптимизационного подхода и на случаи, когда цель движется. В

дальнейшем мы будем рассматривать задачу оптимизации в терминах

функций у(х, t) и \{ж, t). Оказывается, такой подход довольно

легко распространить на важный случай поиска, когда движение

цели является движением диффузионного типа.

§ 2. Определение оптимальной стратегии поиска

В предыдущем параграфе мы получили выражение (1.9) для

вероятности того, что цель не будет обнаружена в течение времени

(0, t). С помощью 0.9) и (1.21) теперь мы имеем следующие

выражения в терминах функций у(х, f) и Л(х, г) для вероятности

необнаружения Q(f) = 1 -Pit):

i

Q(t)=1- JdTfX{x, т)у(х, т)с1т, (2.1)
о il

Q(f) = J>(x, t)dx. (2.2)
n

Конечно, оба выражения являются одной и той же функцией
времени. Выражение (2.2) будем использовать далее в качестве

целевого функционала.
Итак, нужно решить следующую оптимизационную задачу:

fyix, T)dx => min, (2.3)
а

У,(х, f) = -X(x, t)y(x, f), xeil, t>0, (2.4)

X(x, t) 3* 0, x(=fi, f>ff, (2.5)

/X(x, t)dx = L(t), t>0, (2.6)
n

yix, 0)=«(x). (2.7)

где Lit) —заданная функция.
Обсудим теперь характер рассматриваемых функций. Это

возможно, поскольку задача, которую мы будем изучать, уже решена,
хотя и другим способом {прежде всего Аркиным [8]).
Равномерно оптимальная стратегия поиска, упоминавшаяся в конце § 1,
имеет следующее общее свойство: существует область 12+(г) С ft,
увеличивающаяся со временем, такая, что стратегия поиска поло-

14



жительна внутри области £2+(f) и равна нулю в £2\ J2+(f). Кроме
этого, стратегия поиска является функцией только времени. С

самого начала мы будем считать, что стратегия поиска \ (х, f)
удовлетворяет следующим условиям :

Мх, f)>0 для x€ft+ff),
(2.8)

Х(х, f) = 0 для x€ft\£2+(f),

причем m(J2+(f) ) (мера множества £l+{t)) является

неубывающей функцией времени t, поскольку стратегия поиска Х(х, f)
распространяется в течение всего времени поиска. Поэтому для

каждого х£П существует момент времени f(x) такой, что

Мх, г)>0 для r€ [f(x), Г],
(2.9)

Х(х, f) = 0 для f€ [0, f(x)l.

Как будет видно из дальнейшего, характер функции f(x)
трудно установить заранее. Мы будем предполагать функцию f(x)

непрерывной в области £1. Пример случая, когда такое

предположение оправдано, можно найти, например, в [8]. Конечно,
свойства (2.9) должны получаться в результате оптимизации, т.е.

решение задачи (2.3) — (2.6) будет обладать этими свойствами: они

не могут быть наложены на решение заранее. Как будет видно из

последующего, в результате решения задачи оптимизации

функция \(х, f) в самом деле удовлетворяет этим свойствам. Теперь
из (1.12), (2.4), (2.7) и (2.9) сразу следует

t

К(х, г) = и(х)ехр{- /\(x, т)с/т). (2.10)
t(x)

Мы видим, что у{х, t) будет непрерывной функцией от f, если

стратегия поиска \(х, f) является кусочно-непрерывной функцией
от х и г в области J2X (0, Г). В теории оптимального

управления, которую мы будем использовать, функция состояния, в

данном случае функция у(х, t), должна быть непрерывной по х и f

в £2Х (0, Л . Поэтому потребуем, чтобы функция и(х) в

начальном условии у(х, 0) = и(х) была непрерывной функцией от

х в П.
Мы будем выводить условие оптимальности, используя метод

Егорова [9] (см. также [10], гл. III). Нахождение достаточных
условий оптимальности является, конечно, более трудной задачей,
и в настоящей книге мы не будем заниматься ею..В связи с этим мы

будем пользоваться термином условия оптимальности,

подразумевая под этим необходимые условия оптимальности, и, более

того, при решении некоторых задач будем применять необходимые

условия в качестве достаточных.

Пусть теперь у(х, t) удовлетворяет условию (2.4) в Г2Х(0, Т).
причем \(х, f) — кусочно-непрерывная функция, и пусть ф (х, f) —

произвольная функция, дифференцируемая по х и ! в J2 X (0, Г).
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Тогда мы имеем тождество

Г

/ dt f ф{у,+ \y)dx = 0. (2.11)
о П

Его можно переписать в следующем виде:

Г г

0 = /Л !Ф(у, +\y)dx=f dt fl(ty), -ф,у + Ьфу]йх*
on on

7* T

= / dt — / фу dx + / dt f(-t, + H\ydx =

о dt n ой

•= J>U, Г)у|х, Dt/x- fф^x,0)y(x,0)dx +

П П

T

+ / dt fi-*,+Wydx. (2.12)
о а

Пусть Л0(х, t) — оптимальная стратегия поиска и пусть yo(x,t) —

соответствующее решение (2.4) . Обозначим

ДЛ(х, г) =Х0(х, t) -Л(х, г), Дк(х, f) = KoU, f) -HU,')■
(2.13)

Записывая (2.12) для (Л0, Ко) и (Л, к) и вспоминая, что

Д/(х, 0) = 0, получим
г

1Ф(х, Т)Ау(х, T)dx +/ dt fi-ф, +\0ф)Луйх +

П о П

т г

+ / dt f А\у0ф dx - / dt f АХАуф dx = 0. (2.14)
о a on

Выбирая теперь функцию ф[х, t) такую, что

t,{x,t) = Mx,t№(x,t), xetl, f>0, (2.15)
и «

ф(х, Г) = 1, х€П, (2.16)

перепишем равенство (2.14) в виде

т г

fAy{x, T)dx = -f dt !А\у0ф dx + f dt f ЛХАуф dx. (2.17)
n о n on

Так как JVoU, T)dx < fy{x,T)dx для всех функций, удовлет-
n а

воряющих (2.4) и (2.7), мы имеем, что f Ay (x, T)dx< 0, т.е.

п

тождество (2.17) принимает вид

г т

f dt fA\y0фdx-f dt f^\^yфdx>0. (2.18)
О П ОП
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Краевая задача (2.15), (2.16) решается сразу:
г

*(х, r)=exp(-/\(x, T)dr). (2.19)

Из (2.10) и (2.19) теперь следует, что

г

у(х, т)ф(х, г)=о(х)ехр( - / Mx,T)dr) . (2.20)
t(x)

причем это соотношение справедливо для всех х € £1 и всех t >0.

Отметим, что правая часть выражения (2.20) не зависит от г.

Пусть, на время, Х(х, г) — произвольная функция. Тогда из (2.10)
и (2.20) следует соотношение уф, + у,ф = (уф),

~

0, которое
означает, что у(х, гЖх, г) = С(х), где С(х) —

некоторая функция
от х в П.

Сейчас мы определим порядок величины fdt J ДХД/i^ с/х в
о я

(2.18). Сделаем это для случая, когда ДХ(х, г) непрерывна для

всех x€S2,f>0 и г(х)но для всех х G SI. Из (2.10) следует,
что

А/ = о(х)[ехр{- f\0(x,T)dT)-exp(-f Mx, тШ). (2.21)
о о

В результате с помощью (2.19) для малых |ДЛ(х, т)\ получаем

т t

Ауф = о(х)ехр(- / Л(х, тШ{- / ДХ(х, тШ . (2.22)
о о

Следовательно,

у

/ dt / A\Ayфdx =

о п

Г Т г
= - J dt f o(x)exp( - / Л(х, гШАМх. г) / ДХ(х, rlt/rt/x, (2.23)

О Г2 0 0

и окончательно, с помощью теоремы Фубини,

г

fdtf A)кAyфdx =

о п

= / о(х)ехр(- / \0{х. г)с/т)( /ДХ(х, r)dr)2dx. (2.24)
2 S2 0 0

Следовательно, если ДХ = 0(е), то

т

f dt f А\у0ф dx = О(е) (2.25)
о fl

и

т

f dt fAXAyфdx = 0^eг\. (2.26)
о п
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В более общем случае, когда f(x)>0 для некоторых х из £2,
можно применить игольчатую вариацию функции Х0(х, т) вместо

непрерывной, используемой выше. Легко видеть, что и в этом

случае будут справедливы оценки (2.25) и (2.26).

Теперь из (2.18), (2.26) мы получим следующее условие

оптимальности:

т

f dt f &\{x, t)y0l*. Оф[х, t)dx > 0. (2.27)
о а

Так как предполагается, что стратегия поиска Х(х, f)

является кусочно-непрерывной функцией, то будем использовать

игольчатую вариацию (см., например, [11], I.32). Определим теперь
характеристическую функцию х(£, о) следующим образом:

{ 1 для U,()GS(x',?)X [t, t + o],
Х(х', f;£, a) = i

^ ,
(2.28)

I 0 для (x, f)£S(x ,£)X [t.t + o].
где

S(x', £)={x: II x -x'll< I x',x eil}.

Зададим вариацию AX(x, f) в виде

ЛХ(х, t) = e\(x,,f. %. о) - ех(х2/ г; %. а). (2.29)

Тогда для fG[0, T\ выполняется соотношение

/[Х0(х, t) + ДХ(х, f)] dx = /Х0(х, t)dx = L(t), (2.30)
n n

так что условие (2.6) удовлетворяется. Условие (2.5) будет
выполнено, если принять следующее предположение: пусть X0(x,f) =
= 0 для всех (х, f) таких, что (х, t) G S(x,-, ?)X[f,f + a], /=1,2;

тогда при х =
х, возможна только положительная вариация.

Далее, всегда необходимо, чтобы

е< min{X(x, f)x(x,,f;ia), Х(х, f)x(x2, f; %, о) }.

Подставим теперь ДХ(х, f) из (2.29) в условие (221); получим
т т

f dt f Л\у0ф dx = f dt» { f y04/dx- f yli>l/dx)>Q.
on о S(xui) S(*2.i)

(2.31)

Так как у(х, t) и ф{х, t) являются непрерывными функциями в

S(x,, %) X [t, t + а] и S{x2, £) X [t, t + а] соответственно, то в

силу равенства /r?(S(X|, £) X [f, f + a]) = m(S(x2,£)X [f, f+ o]) имеем

em(S(x,,£)X [t,t+o])X

X Wo(xut)\li(x},t)-y0(x2,t)\lt(x2,t)] >0. (2.32)

где x, G S(x,, J), x2 G S(x2, £), a m(S(x, £)X[f,, 12 ]), как и

выше, означает меру множества 5 (х, ||)Х[Г|,г2].При£-*0 условие
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(2.32) переходит в

yo(x1/f)^Ui/r)-KoU2/f)^(x2/f)>0, te[t,t + a]. (2.33)

Предположим сначала, что для (х, f) G U S(x,, £) [t,t + o]
/'= 1,2

Х0(х, г) > 0. Тогда точки х, и х2 в (2.33) можно поменять местами,

т.е. мы имеем,кроме (2.33), следующее неравенство:

y0(x2,t)4'(x2,t)-y0(x1,^(xi,t)>0, f<E[f,f + a]. (2.34)

Так как X] и х2 произвольны (но такие, что Х(х, f) > 0 для всех

(х, f) G U S(x,, £)X[f, t + а]), то неравенства (2.33) и (2.34)
/=1,2

означают, что

Ко (х, Г)ф(х, t) = C(t), (x, t) G П+ (t) X [0, Г], (2.35)
Л

где множество П+(г) было определено в (2.8), а C(t) —

некоторая функция от t. Так как из (2.20) следует, что произведение

Ко(х- f) Ф(*> t) есть функция только переменной х, то необходимо,

чтобы C(f) = const. Следовательно,

KoU, ttyix, t) = C для (х, f)GH+(f)X [0, Г], (2.36)

где С — некоторая постоянная. Она будет определена из

условия (2.6).

Пусть теперь S(x,, £) X [f, f + a] $ П+(г)Х[0, Т] в (2.33).

Варьирование Х(х, t) внутри S(x,,£) X [t, t + а] допустимо теперь только

в положительном направлении. Неравенство (2.34) уже не

выполняется. Поэтому из (2.33) и (2.36) следует, что

у0(х,т)ф(х,г)>С для (х, t)<£n+it)X [0, Г], (2.37)

где С — та же самая постоянная, что и в (2.36). Мы приходим к

условию оптимальности

Ко(х, Г)ф{х. t) = C для (х, f)GO (f)X [0, Г],
^

+

(2.38)
y0ix,t)<p{x,t)>C для (х, f)<£n+(f)X [0, Г],

которое в соответствии с (2.20) может быть переписано в

следующем виде:

т

и(х)ехр(- / \{х,т)с1т) = С для х € U П+(г),
г(х) ге|о, г|

т- (2.39)

и{х)ехр(- / Mx,T)dr)>C для х € П\ U П (f).
Кх) гб|о,г|

Заметим, что в (2.38) f € [0, Г], в то время как выраже-
г

ние и(х) ехр ( - / Х(х, г) с/т ) в (2.39) одно и то же для всех t G

fU)
€ [0, Т], что означает, что х€ U П+(г). Условия, аналогичные

г€|0,Г|
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(Z.3b), были получены в [12] и [13], в то время как условие

(2.39), если мы подставим из (1.26) ip(x, Г) = / Х(х, т)с1т и при-

t(x)

мем во внимание (2.8), является известным условием

оптимальности поискового усилия ip(x, f) [6], [8]. Так как

т т

J dx f Х(х, г)(/г= / dr f X(x, r)dx, (2.40)
Iic /(л) 0 S2-t(T)

где S^c = ^ 12+(f), то с учетом условия (2.6) имеем

tS 10.74

/ In dx = f dx / X(x, т|</т= / L{r)dT. (2.41)
nc С uc г(л-) о

Постоянную С можно определить из условия (2.41). Задача
нахождения С, однако, не может быть решена непосредственно при
заданной плотности распределения о(х), так как кроме С неизвестно
также множество Qc. Решение задачи определения неизвестных

величин С и £1С для одномерного случая приведено в [4]. Пример
аналогичной процедуры будет рассмотрен также в § 3.

Получим теперь уравнение для определения стратегии поиска

Х(х, t), используя условие оптимальности (2.39). Имеем
соотношение

т и[х)
/ А(х, т)</т=1п , х6Пг, (2.42)

'(*> С

где постоянная С была получена из (2.41). Функция t(x), согласно

определению (2.8), обладает следующим свойством:

fi+(r)=(x: t{x)<t, x£fi}. (2.43)

Пусть x(f) — обратная к f(x) функция. Предположим, что

существует вектор е такой, что имеет место только одно из двух

соотношений:

x(fl-f6fi+(t| или x(t)+f6fit(t). (2.44)

Дл.я определенности пусть х[т) -c£04|t|. Тогда

о(х) т т

In = / Х0(х, r)dT- / Х0(х-е, r)dr. (2.45)
о(х-е) г(х) Их-е)

Предположим еще, что плотность распределения о(х) имеет

непрерывную производную в сфере S(x, е), а стратегия поиска Х(х, f)

обладает таким же свойством при f G [0, Г]. Тогда, во-первых,

и[х)
In = е

• V In ы(х) + о(е), (2.46)
и(х - е)
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" Э1по(х)
где е • V \пи{х) = Z ек , и, во-вторых, справедливо

к=\ Ъхк
т т

/ Х0(х, r)d-r- / Х0(х -е, r)dr =

t(x) t(x-c)

т /(л-)
= / [Х0(х, г) - Х0(х- с, г)] dr - f Х0 (х - е, r)tfr =

t(x) t(x-e)

T
= e{ / (\7X0(x, r))+tfr-Vf(x)X0(x, f(x))} +o(e), (2.47)

Kx)

где x6fic. Теперь из (2.45), (2.46) и (2.47) следует, что

VlnuM= / (V\0(x,7))+dT-Vtlx)X0(x,t{x)). (2.48)
Их)

где (VX0(x, т))+ означает, что производная берется в такой точке х,

что5(х, е) П ft\ft+(f(x - е)) =0, но S{x, е) П£2+(г(х + е)) * 0.

Исследуем характер стратегии поиска \(х, f),a особенности в

связи с условиями (2.42) и (2.48). 8 силу условия (2.6) Х(х, t)
должна быть интегрируемой по х. функцией такой, что интеграл

/ Х(х, t)dx является функцией от г с теми же свойствами, что и

а

функция L(t). Как было сказано выше, функция L(t) на практике,

самое меньшее, будет кусочно-непрерывной функцией от t.

Условие же (2.42) означает (поскольку предполагалось, что и (х) и f (х)
являются непрерывными функциями от х всюду в ft), что интеграл

т

/ Х(х, т) dr должен быть непрерывен по х. Предположим теперь,
t{x)
что существует постоянная 0 < М < °° такая, что

Х(х, t)<M для всех (х, Г) € ft X [f - е, Т], (2.49)
т

где е > 0. Тогда для непрерывности интеграла / Х(х, rjtfr доста-

f(v)

точно потребовать, чтобы Х(х, г) была непрерывной функцией от х

почти всюду на отрезке [0, 7"]. Поэтому стратегия поиска может

иметь следующий характер: пространство ft разбивается
поверхностями fj(x), ti(x), . .

., tm(x) на части ft j, Г2 2, . .
., ft,„ таким

образом, что Х(х, f) является непрерывной функцией от (х, f) в

каждом из подмножеств ft!,ft2,...,ftmn может иметь разрывы

на поверхностях tx (x), t2 (*) tm(x).
Условие (2.48) накладывает дополнительные требования на

стратегию поиска Х(х, f) . Теперь интеграл / (VX(x, T))+dr также

t(x)

должен существовать при каждом х G ft. Кроме того, этот

интеграл должен иметь такие же разрывы, как и производная

Vlnt/U).
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Если рассмотреть только условие (2.42), то в выборе стратегии
поиска существует еще достаточно свободы. Мы можем, например,
положить

1 о(х)
f(x) = 0, Х(х, г) = — In

, (2.50)
Т С

и тогда поиск будет удовлетворять необходимым условиям
оптимальности. Большая часть произвольных стратегий поиска

Х(х, г), которые удовлетворяют условию (2.42), будет зависеть

от заданного времени Т. Если Г меняется, то выбранная стратегия
поиска Х(х, t) тоже должна меняться.

Если, далее, мы ограничим множество возможных стратегий
поиска таким образом, чтобы уравнение (2.48) было справедливо
для всех (х, f) £ Я X [0, 7"] ,

то увидим, что стратегия поиска

Х(х, Г) снова, в общем случае, будет зависеть от Т — заданного

времени поиска. Однако, если VX0(x, t) = 0 почти для всех (х, f) Е

ёПХ [0, Г], уравнение (2.48) принимает вид

V\nu(x) = -Vt(x)\0(t(x)), xGfi,

где можно записать Х0 (х, f) = Х0 (г), или

фс)

lno(x)+ / X0(r)tfr = const. (2.51)
о

Далее, условие (2.6) переходит в

m(S2+(r))X0(r) = Z.(r). (2.52)

Предположим, что

Пс= U n+it) = a+(t). (2.53)
'£[0,74

где г£[0, Г]. Кроме того, определим функцию C(z) равенством

г = mttlAh) = т(и(х) > СП) = т{ПЕ), (2.54)

где т(А) —

мера множества А.

Л Л
Т

Пусть теперь f(x) = Г. Так как / Х(х, т)с/т = 0 вдоль границы
t(x)

П+(Г), то из (2.42), (2.43) и (2.54) следует, что uix) =C = C(z),
так что (2.51) переходите

г

In СИ + / Мт)с1т = const, х€й+ (?). (2.55)
о

Вводя обозначение тШ+it — /))) =г — е, получаем из (2.55)
выражение

/ '(f) Ciz-e)
f Mt)c/t= / X(r)tfr = in —=

, (2.56)
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которое в пределе при h -* 0 принимает вид

(— 1пСИ] =-(— tH) A(?(z-0)>. (2.57)
V* 'z-0 KdZ 'z-0

или, с учетом (2.52),

our Or)Z.(?)
-7

= -

-,
• (2.58)

eft zC (z)

Это уравнение было получено Аркиным [7]. В последующем
изложении мы будем называть (2.58) уравнением Аркина. Метод
дифференцирования, использованный выше, в основном такой же,

как использованный Аркиным.
Заметим, что ситуация, где

U n+(f) = S2+(f), 0<?<Г,
re 1 о,т J

имеет место, например, если и(х) >0 для х (~ А, но и(х) =0
для xS S2\A.

Уравнение (2.58) является дифференциальным уравнением
первого порядка относительно функции z(t). Следовательно,
необходимо задать еще некоторое условие. Оно выводится следующим

образом. Пусть

П0={х: и(х) = max u(x)} . (2.59)
х<=п

Тогда очевидно, что

г(0) = ш(По). (2.60)

Если, например,

о(х) = (2тго2)-1ехр(-х2/2о2),
то П„ = {О}, и мы имеем z(Q) = 0. Это будет означать, согласно

уравнению (2.52), что Х(0) = °°. Такая ситуация будет подробно
обсуждаться в § 3. В случае равномерной плотности распределения,
т.е. при

[m(fii)]"1 для x£fi1([п
о(х) =

U для х ^ П

будет г(0)=т(£2]) и, кроме того, S2+ (г) = 12,.
Стратегия поиска, о которой говорилось выше, имеет важные

особенности. Как было показано, момент времени, когда поиск

заканчивается, несуществен для рассматриваемого подхода. Это

означает, что процедура поиска, в которой фигурирует стратегия
поиска, полученная из уравнения Аркина и условия (2.52),
является равномерно оптимальной, т.е. в какой бы момент времени ни

был прерван поиск, вплоть до этого момента поиск всегда
оптимален. Обозначим через Td время, необходимое для обнаружения
цели при использовании заданной стратегии поиска, и предполо-
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жим, что Е(Г£/) < °°. Тогда, используя вероятность необнаружения
цепи за промежуток времени (0, г), обозначенную Q(f), получим

л

Е(Г«,)= lim / re/11 -Q(f)) =

л — » о

л

= lim [4(1 -QW)) + / Q{t)cIt] = f Q{t)cIt. (2.61)
4 — °° 0 0

Теперь из (1.9), (1.19) и (1.21) следует, что

E(7d)= 7 (/ к(х, f)«/x)c/f. (2.62)
о а

Стратегия равномерно оптимального поиска обладает таким

свойством: она минимизирует / у(х, t)dx для каждого t > 0. Это следует
п

из того, что целевой функционал задачи управления, с помощью

которого определяется оптимальная стратегия поиска,

представляется в виде интеграла / у(х, t)dx. Поэтому стратегия равномерно
п

оптимального поиска обеспечивает минимальное значение

величины Е(Г^).

§ 3. Поиск неподвижной цели в двух специальных случаях

Предположим сначала, что расположение цели задается

равномерной плотностью распределения, например, такой:

[т(А)]"\ если xG/l,
, (3.1)

если х Q А,

где область А произвольна. Очевидно, что S2<s = (х: и(х) >6} = А

для всех С <тИГ'. Отсюда согласно (2.52) следует, что

стратегия поиска имеет следующее постоянное значение:

Lit)
X„(f) =

. » (3.2)
т(А)

Этот результат был получен с использованием теории равномерно

оптимального поиска, которая обсуждалась в последней части

предыдущего параграфа. Как уже указывалось, существуют и другие

стратегии поиска, удовлетворяющие соотношению (2.42) .

Например, можно начать поиск с заданной части границы множества А и

распространить поиск по всей области А в течение заданного

времени (0, Т) таким образом, чтобы выполнялось условие (2.42).
Как было показано, стратегия равномерно оптимального поиска,

определяемая (3.2), обладает следующим свойством: поиск,

который заканчивается в произвольный момент времени, оптимален.

Равномерные плотности распределения (см. 3.1)) представляют

практический интерес. Другим видом распределения, которое,

вероятно, встречается во многих приложениях, является нормапь-
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ное распределение. Рассмотрим сначала случай, когда плотность

распределения задана в виде

о(х) = (2тга2)-'exp<-x2/2ff2), (3.3)

где х2 = х2 + х2. Имеем

Пс = (х: о(х)>С)=|х: х2 <2а2 In ( Г=)/' (3-4'

так что

г = ш(П^) = 2яа2 In |
— ), (3.5)

\2тго2С/
'с'

отсюда следует

С = (2тгст2)-1 ехр(-г/2яа2). (3.6)

Уравнение Аркина (2.58) принимает теперь вид

dz 2-по2
— = Lit). (3.7)
dt г

Общее решение уравнения (3.7) легко находится:

z(r)= >/z2 (0) + 4тга2 / Цт)йт. (3.8)
о

Здесь г(0) = m(£l + {0)). Как уже указывалось в связи с уравнением

(2.60), П+(0)= {0}, так что

V* / *■<г(г) = 2ол/тг / i(r)dr. (3.9)
о

Так как

г(г)Л0(г) = /-(г), (3.10)

из (2.52) следует, что

Мх,г>= ■ - в[у/2оу/ - f L{T)dT-\x\),
I ' \ no /

2о V тг / L(r)dT
о

J3.11)

где в{и) = 1, если о > 0, и 0(о) =0, если о < 0. Видно, что

равномерно оптимальная стратегия поиска сосредоточена внутри круга

радиуса . -,

r[t) = s/2S у - / Z.(r)tfr. (3.12)
тг о

Следовательно, в момент времени t - 0 все поисковое усилие

концентрируется в точке х=0 так, что если не выполняется
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<°°, стратегия поиска A0(?) бесконечна в

момент времени t = 0. Если функция L{t) такова, что величина

lL(t)l\/f L(t)c/t] =/ конечна, то не возникает никаких

бесконечных величин в процессе поиска. Такая ситуация отвечает

случаю, когда система поиска постепенно доставляется к месту
поиска. Функция 1(f) может быть довольно общего вида: кроме
того, что 0</<°°, требуется лишь существование интеграла

г

/ L(r)dT для всех f >0.

о

Теперь легко вычислить функцию поискового усилия,

определяемую (1.26) и (2.42) :

*(х. t) =

-—j=r / (Цт)сГг/ у/ f L(f)d¥ ) dr ■■

2o\Jt?
'<■■'-m

fr/v/z.(f)t/f

max (^[JifJ^-4 (3.13)

где

g(t)= f L(T)dT.
о

Далее, из (2.10), (2.38) и (3.13) следует, что

ехр (- - У- / L(T)dT)
2tal \ а п о /

У(х, t) =

, ,4/1 Г

для \х\<у/2ау/ - f L(T)dT,
п о

и(х)
, ,

4 /1 t

для |х \>s[2ayj— f L(r)dT.
п о

(3.14)

Вероятность необнаружения цели получается из уравнений (2.2)
и (3.14) в виде

Q(t) = f У(х, t)dx = гС{г) + ехр
п V 2по*\ 2па2)

= (1 + —-=у/S Ur)dT )ехр( T=i у/f L(T)dT), (3.15)
\ o\Jn о / \ o\fn о /

где используются также уравнения (3.6) и (3.9). Наконец, из
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(3.15) и (2.61) определяется среднее время, необходимое для

обнаружения цели:
се

E(rd) = / Q(r)dT~
о

= / (l + —=у/1ит)с1т)ехр[ = V/ L(T)df)dT.
о \ о\/тг о ' V Оу/тг о I

(3.16)

Результаты, полученные выше, упрощаются в том частном

случае, когда

L (f) = L0 = const. (3.17)

При этом из (3.11) получим

^M-l-Jll вЬнх/Ф _ |Я|).
2а яг \ я /

(3.18)

Стратегия поиска сосредоточена внутри круга радиуса (ср. с (3.12))

Иг) 1 = (3.19)1о V —

Вероятность того, что цель не будет обнаружена в течение времени

(О, г), согласно (3.15), выписывается в виде

о<"-('-/¥)4^?)- (3.20)

Среднее время, необходимое для обнаружения цели, находится

•из (3.16) :

.2&-ПО'

B(Td)=f Q(t)dt =

О ^0

Теперь рассмотрим случай

(3.21)

и(х) =

1

1 1

ехр

+ — ехр
о?

4я ( о\

(х-х2)2 1

(х-х,)2

2 а?

2 а? )■ (3.22)

где (x-xi)2 = (xt -xt i)2 + (x2 -x)2)2 и (x-x2)2 = (xi -x2t)2 +

+ (x2 — x22)2. Чтобы избежать необязательных и длительных

вычислений, мы предположим, что расстояние I xi — х2 I так велико,
что множество

Пс= {*■ и(х)>С} (3.23)

состоит из двух кругов. Далее предположим, что ot <о2.
Вышеприведенные рассуждения позволяют утверждать, что поисковое

усилие концентрируется в момент времени (=0 в точке х, и что
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система поиска, представленная стратегией поиска, непрерывно
распространяется в круге с центром в точке хх. Это будет
происходит;, до тек пор, пока не наступит момент когда

1

С= -

. (3.24)

После этого образуется другая область поиска в виде круга с

центром в точке х2. Обозначим момент времени, когда С - 1Ц4т;о\ ), ,

через to- Теперь вместо (3.4) имеем множество

Of

х: (х-х,)2 <2

х: (x-xj)2 <2

(.Ux: (х-х,И <

а (3.5) переходит в

\47га2сЛ

\4тга2с/|

2а22 1п( —)

для 0<r<fD,

для Г> fD,

(3.25)

т{Пс) =
■

для 0<t <t£2а2тг1п( — )

2а2тг1п( ; 17Г ) + 2а?я In I — )\47га, С I \ 47га| С I

(3.26)

для t>t0.

Следовательно, при О <Г <tp из (3.6) получим выражение

С= ехр(- ~Ц). (3.27)

а уравнение Аркина и начальное условие дают (как и в случае

одного нормального распределения, рассмотренного выше)

следующее выражение Для г (t) :

z(r)=V47ra2 / Цт)с1т.
о

Кроме того, для 0 <f <fD

zit)\0it) = Lit)

и

Xo(t) =

(3.28)

<3.29>

Ht)

V47raf / L(t)c/t

W2a7 V- / LiT)dT-\x-x,\\.

(3.30)
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Как уже указывалось, уравнения (3.27) - (3.30) будут
справедливы вплоть до момента времени Г/> Этот момент времени можно

получить, решая уравнение

L 2

1, (3.31)(~\ ехр(- ч/Л / Ит)с1т) =

\0\ 1 \ ТТОХ о I

которое было получено из (3.24), (3.27) и (3.28). Для t>tD мы

получаем согласно (3.26), что

г = m(J2c) =

= _4я(а? + аз) In С-4тг[а? In (2тга?) + а\ 1п(2тга1)1.

Уравнение Аркина (2.58) теперь принимает вид

dz
_

2rr(af +ol)

dt г

Lit),

оно снова сразу решается, и его решение есть

г(г)=\/С + 47г(а? + о22) f i(T)dr
'о

где С— постоянная интегрирования. Так как

г(г/5)=\/47га? / L

(3.32)

(3.33)

(r)dT,

(3.34)

(3.35)

то мы приходим к выражению

которое справедливо для t>tI}. Легко видеть, что стратегия

поиска распространяется вокруг точки хх согласно закону

Ше[>/2о1 V— f UT)dT-\x-x,\)
\ л о /

Xo(t) =

2aху/irf И T)dr

для 0<f<fo,

(3.36)

ЦЩ\/2ох V -[/ L(T)dT+l
nlo (1^)/Ш*]-|*-*,,)

2a, \/я Г / Ur)dr + (l + -^M JT MrWrl
L о \ a, / rD J

для f>rD
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и вокруг точки х2 согласно закону

О для 0<Г<Го,

Xo(fl =

Ut)№
\ л

1 Г 'о I а\ \ t

f L(T)dT + 1 + — /
о \ а\ 1 t0

L (т)с1т

I Г'о { о\ \ t

2а, V* / Цт)с/т+ 1 +—- /
L о \ а\ /to

, , 4 /1 'О
'

\

V2a, V— / Цт)с/т-\х-х2\)
7Г О '

/ L(t)(Jt

, ,'D / CT2 N Г

2а1Ч/тг| / Z.(r)efr + (1 + -г- /
о V ot ' tD

L(r)dT

для t>tD. (3.37!

Результаты, полученные для функции распределения вида

(3.22), легко обобщить на случай, когда вместо двух "холмов"

имеется п "холмов". Так как поиск такого типа, вероятно,

встречается на практике, мы рассмотрим общий случай

1 " 1 / (х - хк )2 \

и(х) = Ъ -г- expf —г1")- (3.38)
г/7 *=i oi \ 2 at I2-пг

Снова предположим, что расстояния между точками хк достаточно

велики, так что множество

Пс = {х:о(х)>С }
будет состоять из кругов. Предположим также, что Lit)—

непрерывная функция.
Пусть слагаемые в выражении (3.38) расположены так, что

^1 < 02 < .
• .< а„. Тогда поиск будет, очевидно, начинаться с

/ (x-Xi)2\
вершины "холма" ехр I -■- I и, так как С(г(г)) в (2.54)

уменьшается, будет существовать последовыельность моментов

времени fi, t2,.. .
, t„_i такая, что плоскость и = С опускается и

Г (х-хк)г I

пересекает вершину "холма" ехр :— в момент време-
L 2о\ \

ни ffc_i. В течение интервала времени [fjt_i,f*] имеет место

соотношение

1_
2тгпок_1

■> СП > -

1

2тгпак
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тогда

z(rl = m(i/(x)>C(z)) =

1 К 1/1*1 / (х-х,Г\ \

= т{ 2 __ ехр г— )>C(z)\
\ 2тт /=1 о \ 2а / /

(3.39)

z{t) = - 2я1п(2ялС(г)) 2а^-2тт2 ojlno2,. (3.40)

Обозначим z{t) на интервале lffc-i,ffc) через zk{t), тогда из

(3.40) следует
{ 2,2

/= 11

C(z) =

-ехр
2пп

1= 1

*к
ехр

-

2тг 2 о/
/= 1

Из уравнения (3.41) получаем

fc
, dzk

-2я( 2 of) —- = 1,
/= i С

так что уравнение Аркина (2.58) переходит в

dzk 2я *
- = ( Za))L[t)dt, tG[tk_t,tk).

dt zk i=\

Это уравнение снова можно решить сразу:

z2k(t)=Ak+4ir( Ь?| / LMdr. te[tk^utk).
'=i tk _2

Так как очевидно.

(3.41)

(3.42)

(3.43)

с помощью (3.43) можно получить следующее уравнение дпя

определения постоянных интегрирования Ак :

Ак =Ak_i +4тг< 2 о?) / LW)dT. (3.44)
ffc-2

Мы имеем

?J(t| = 4JZ (ffi+... + ff|) / L(T)dT + 4nl 2 о]) } LMdr.
/= i f/_ i /=i ffc_i

(3.45)
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Из условия

Ск =

1
Аг = 1. /7 — 1. (3.46)

27177 о\ + ,

и из уравнения (3.40) сначала получим, что

к
__

*fc('J =■?* + ,({*) = 2тг 2 c^lna^/a2, Аг = 1. /7 — 1, (3.47)
/ = i

а затем из (3.43) следует

г?J(f)=[27r( I a/lnajj./a,2)]2 +4тт( I а,2) } £(т)с/т.
i =i i=i >к ._ 1

(3.48)

Теперь имеем следующее выражение для стратегии поиска:

Ш
\0(t) =

~—, fG[fk_,,fA).
**<f)

(3.49)

Обозначим количество поисковых усилий, которое накопилось

за время (0, г) на "холме" expj ■——— |, через ^(х,

t).Тогда имеет место соотношение

ых усилий, которое накопиг

/ <х-х,)2\
Л -Г"2 /' Чере3 ^' f) ^

*|U. t) = J
А(т)</г

sJAk

(3.50)

+ 4тг( 2 а2) / L(t)c!t
'к- 1

где f;(x) — момент времени, когда площадь круга

Ь 2=J?,-(-^)>CW)
достигает размера тг(х — х,)2. Теперь с помощью (3.48) мы

получаем следующее выражение для поискового усилия:

fi(x,t)
2о)

-zlk{t) - (х - х,У (3.51)

где

г,к
= - 2тга

2 а„ In
u= i

к у- /

,?,"'

а

2
и=1

-**('). (3.52)

2 а„

/<*, .
7.'vk v =к + 1, л.
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Легко показать, что $, (х, tк + 0) > 0, \р, (х, tк
— 0) > 0,

<р,(х, tk + 0)-<p,[x,tk -0)Ф0.
Это означает, что в момент времени г*-, когда круг "холма"

(х-х*)2"-
ехр . начинает увеличиваться от какой-то точки.

2а
'

'к 1

конечная часть функции L(t) располагается на вершине данного

"холма".

Вышеприведенные рассмотрения не учитывают время,

необходимое для транспортировки поисковых единиц к различным
"холмам". Если используются современные средства, например

вертолеты, то, возможно, не нужно учитывать время

транспортировки. Если поисковые единицы имеют скорость транспортировки,

которую следует считать конечной, то вышеприведенные системы

оптимизации поиска должны быть соответственно изменены. Это

совершенно очевидная процедура, и мы ее приводить здесь не

будем.

2. О. Хеллман



ГЛАВА II

ПОИСК НЕПОДВИЖНОЙ ЦЕЛИ
С ПОМОЩЬЮ ОДНОЙ ПОИСКОВОЙ ЕДИНИЦЫ

§ 1. Простейший случай

В предыдущей главе описывались процедуры поиска,

осуществляемого с помощью большой поисковой системы, которая, по

предположению, представлялась некоторой функцией плотности

(стратегией) поиска Х(х, t), удовлетворявшей условиям (1.1) —

(1.3). Хотя мы и не предложили никаких способов построения

функции Х(х, f) для данной системы поиска, тем не менее

очевидно, что это была бы трудная задача, например, для случая
системы поиска, состоящей из одной поисковой единицы,
движущейся вдоль некоторой траектории в области поиска. Поэтому
обычно и не пытаются построить для такого спучая стратегию
поиска так, как это делалось в гл. I. Задача поиска в случае

одной поисковой единицы рассматривается отдельно, так как она

полностью отличается от уже рассмотренных нами задач.

Расположение цели задается функцией плотности

распределения д{х), определяемой в плоскости R2, и эта функция не

зависит от времени f. Траектория движения поисковой единицы

x(t) должна быть определена таким образом, чтобы вероятность
обнаружения цели была максимальной при условии, что поиск

начинается в заданной точке х(0) и задано время, Г,

отпущенное на поиск.

В качестве закона обнаружения мы используем следующий:
вероятность того, что поисковая единица обнаружит цепь,
двигаясь из точки x(t) в точку x{t + dt), при условии, что цель
расположена в точке х0, равняется

\k0,x(t))ds + o{ds), (1.D

где ds - ix(f + dt) — x(f)|. Вероятность (1.1) может быть также

записана в следующем виде:

X(x0,x(t))|x(r)itfr + oWt), (1.2)

где введено обозначение х = dx/dt. Вероятность того, что

поисковая единица обнаружит цель в течение времени (t, t + dt) при

условии, что до момента t цель не обнаружена, есть, следовательно,

\{x0lx(t))\x(t)\dt. Поэтому чем быстрее движется поисковая

единица, тем больше вероятность обнаружения. Это имеет место,

например, для поисковой единицы с очень эффективными
средствами обнаружения.
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Обычным образом выводится, что

1 -exp(-/X(x0,x)cfe) (1.3)
о

есть вероятность того, что цель будет обнаружена, когда поисковая

единица движется по траектории x(f), начиная с точки х(0) и

проходя расстояние s, при условии, что цепь расположена в точке

х0- Вероятность обнаружения во время такого движения (с
расстоянием s) равняется

/»(s)= / И-ехр(- fMx0,x)ds)]g(x0)dx0. (1.4)
Л, О

Далее будем предполагать, что Х(хо,х)>0 для x0GS(x), где

S(x) —

некоторая конечная область в R2 такая, что поисковая

единица "видит" расстояние и\ по обеим сторонам своей

траектории. Следовательно, область в R2, которую поисковая единица

"видит" во время своего движения по траектории x(f), будет

представлять собой полосу шириной 2их. Мы предположим, что

Х(х0,х) = Х0 = const для х0 €S(x).
Введем- систему координат, которая связана с траекторией

следующим образом. Пусть касательная и вектор центра кривизны

к траектории поисковой единицы в точке х будут vx и v2
соответственно. Тогда точку х2 в области R2 можно представить в виде

х2 =х + wvx +uv3. (1.5)

Здесь (см. [14], гл. IV)

Ui=x[t)\Ht)\-f (1.6)
и

(x(f)Xx(?)Xx(r)) .

"j= г 7. г— x(t)2. (1.7)
(x(f)Xx(f))2

Предположим теперь, что область S(x(f)) — множество тех

точек х0€/?2. Для которых Х(х0, x(f)) > 0, в момент t является

внутренней областью, ограниченной кривой

!Wx(u)
для w<0,

w2(u) для w>0,

где i/G l — Ui, t/| ] ,0| —заданная константа. Предполагается также,

что w, (—и) = w, (и), w2 (—и) = w2(u). Пусть цель находится в точке

х0, расстояние от которой до траектории поиска меньше, чем

их, т.е. пусть min |x0 - x(f)|<t/,. Тогда
г> О

t

ехр(- f\(x0, х(т))с/т) = exp(-\0(w2(u) -

w, (и))). (1.8)
о

На концах траектории нужно произвести очевидную модифика-
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цию. Эта модификация не будет иметь значения для практических

приложений. Из (1.4) и (1.8) следует, что

P(s)= / fiu{x0))g{x0)dx0, (1.9)
я,

где через f{u) обозначено следующее выражение:

f(u) = 1 -exp[-X0(w2(i/)-w, («))]. (1.10)

Из вышеприведенных определений, очевидно, следует, что

f{u) = 0 для t/C l-ut, ut].
Обозначим радиус кривизны траектории в точке x(t) через

р, где (см. [14])

|х(г)|3
р
= к-' =

..
. (1.11)

|x(t)Xx(t)|

Сделаем следующее предположение относительно траектории x(t) :

и,<р. (1.12)

Интегрирование (1.9) можно произвести следующим образом:

P(s)= /' du f glx(t)+uv2(t))f{u)\l-UK{t)\dt, (1.13)
-«, о

где Г—момент времени, удовлетворяющий условию

fy/x^dt^L. (1.14)
о

Из условия (1.12) следует, что 1 —ик>0, поэтому (1.13)
переходит в

Pb)=fdt /' f(u)g(x{t) + uv2[t)W-UKit))du, (1.15)
О -и,

где по сравнению с (1.13) изменен порядок интегрирования.

Внутренний интеграл в (1.15) на основании (1.7) и (1.11)
имеет вид

и

~ и

/' f[u)gb[t)+uv2it))U -un(t))du = F(x,i,x). (1.16)

Теперь из (1.12), (1.14) и 11.15) мы получаем следующую

оптимизационную задачу для определения оптимальной

траектории x(f) :

т

f F(x(t),x{t),x{t))dt => max,
о (1.17)

т у—-. |х(г)|3
/ ф2 (t)dt = L, <и,.
о |x(r)Xx(t)|
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Задача (1.17) является обычной задачей вариационного
исчисления. Если ее трактова.ть именно так, то класс допустимых

траекторий ограничивается достаточно гладкими кривыми. Позже,

однако, будет показано, что траектория в задаче (1.17) будет
более общего вида.

Упростим сначала задачу (1.17), опуская условие ut <p, и

рассмотрим, используя стандартные процедуры вариационного
исчисления, следующую упрощенную задачу:

/ F(x(t),x(t),x(t))dt =>max, / у/х2 (t)dt = L. (1.18)
о о

Записывая функцию H=F + \s/x2, где X — постоянная, мы

получим следующие необходимые условия для определения

гладкой оптимальной траектории (см. [15], гл. II) :

d d2
VXH V.Wf—-V H=0. (1.19)

dt x dr *

Начальная точка поиска, х(0), нам задана, тогда как точка х(Т),

в которой поиск будет закончен, неизвестна. Следовательно, мы

имеем очевидные граничные условия (см. [15])

d

{VXH V»H\ ,,r
= 0 (1.20)

dt
'

и

{VxH},= T
= 0. (1.21)

Теперь, согласно (1.19), траектория х(г) должна удовлетворять
следующему уравнению:

/' f(u)t(1 -uk)[v2 О)-кр]с/и+Хк = 0, (1.22)

где g=g{x(t) +uu2lt)), D = {Vxg{x)} x+UVi.
Из условий (1.20) и

(1.21) следует соответственно, что

/' f(u)g(x{T)+uv2{T))du-\ = 0 (1.23)

f'uf(u)g(x(T)+uv2(T))du = 0. (1.24)

Постоянная X, как и вектор v, (0), определяется таким

образом, чтобы удовлетворить уравнению (1.19) и условиям (1.14),
(1.21).

Из вышеприведенных уравнений можно получить алгоритм для
численного определения оптимальной траектории. Вычисляем

радиус кривизны р траектории из уравнения (1.19), помня, что

37



р = к1 (ср.с (1.11)) :

"i "1

/ uf{u){i>2 -D) x + uv>
du + / f{u)g{x + ш>2 )du - A

-и. -»i
p= _.

/' f(u) {v2 -0} x+UVj
du

(1.2b)
Так как это выражение является инвариантом, то его можно

записать в общем виде: р = U{x2,v2 • х, X). Теперь строим

оптимальную траекторию с помощью правила

Рн+1 я^(*н. ("2 .х)и,Х). (1-26)

где р, х2 \л v2 • х имеют очевидную геометрическую

интерпретацию.

Алгоритм будет работать следующим образом. Задается
некоторое значение величины X и затем выбирается вектор v2 (0)
так, чтобы выполнялось условие

/' uf(u)g(x(T)+uv2(T))du = 0,

Если при этом условие

/' f(u)g(x(T)+uv2(T))du=\

также выполняется, то задача решена. Если нет, то задается

новое значение X и процедура повторяется. Для

рационального выбора значений X используются известные численные

методы.
«1 «! /,

В том специальном случае, когда / f(u)du > / и f(u)du
-и, -«,

для всех к>'\, можно упростить выражение (1.25) и условия
(1.23) и (1.24). Используя еще тот факт, что f(—u) = f(u),
получим

"i

р
= Шо9(х)- X)//Jo^2 • Vgk), Цо=~ f f{u)du; (1.27)

-»,

А<о0(х(Л)-А = О, (1.28)

v2(x(T))^g(xm) = 0. (1.29)

Эти условия снова имеют очевидный геометрический смысл.

Рассмотрим в качестве примера специальный случай, когда

'(-т)5-(х) = *ехр . (1.30)
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Уравнение (1.27) теперь переходит в

й>*
ехр (4)-

(1.31)
v2 ■ х

тогда как условия (1.28) и (1.29) соответственно принимают

вид

иг

|х(Г)| = 2 In № (1.32)

1/2(х(П)-х(Л =0. (1.33)

Постоянные X, ци и к должны быть такими, чтобы для

заданного начального состояния поисковой единицы х (0) выпопнялось

соотношение

х(0Р2
-ехр№ >1. (1.34)

Цок

Из (1.30) и (1.33) видно, что в момент времени Т поисковая

единица движется по прямой линии, которая проходит через

точку х
= 0. Из (1.31) и (1.32) ясно, что поисковая единица в момент

времени Т должна двигаться к точке х = 0.

§ 2. Более общий случай

В предыдущем параграфе оптимальная траектория поисковой

единицы определялась методами классического вариационного
исчисления, где все функции предполагаются достаточно
гладкими. Полученный результат может быть улучшен, т.е. вероятность

обнаружения цели может быть увеличена, если в качестве

траекторий поиска использовать функции более общего вида. Достаточно

хорошее обобщение предыдущего случая можно получить, если

потребовать, чтобы траектории x(f) были дифференцируемыми

функциями времени. Относительно производных x(f)

потребуем, чтобы они были кусочно-непрерывными функциями, вернее,
чтобы они принадлежали пространству /.«(О, Г). В последующем
изложении мы будем считать, что функции, описывающие

траектории поиска, удовлетворяют этим условиям. Опустим еще условие
(1.12). Это означает, что соотношение (1.13) для вероятности

обнаружения больше не выполняется. Откажемся также от

классических методов вариационного исчисления и проведем

оптимизацию с помощью теоремы Милютина — Дубовицкого
(см: [16]).
Ниже мы будем следовать в основном результатам М. Лук-

ка 117].
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Вместо закона обнаружения, использованного в наших

предыдущих рассмотрениях, используем метод задании вероятности

обнаружения, который принадлежит Гуенину [6]. Предположим,
что существуют функции q(y, f(y)) и Х(х, х, у) такие, что при

f(y) = /x{x(f), k(t),y)dt (2.1)
о

функции q{y, ^(у)) будет условной вероятностью необнаружения
в предположении, что цель находится в точке у и что в точке у

сосредоточено поисковое усилие, выражаемое интегралом (2.1).
Относительно функции q(y.f) делаются следующие естественные

предположения:

i) q(y, 0) = 1 для всех у £ Я2;

ii) lim q(y, >f)
=

q^, {у) > 0;

iii) q(y, /)>qr(y, f"), если $'<<p" для всех y€/?2;

iv) функции q{y, >p), q^{y, f) uq^(y,$) непрерывны и

равномерно ограничены для всех у€=Я2 и всех i^G [0, °°].
Обычно используется функция q(y, ^) экспоненциального вида

q(y,<f)=exp(-f). (2.2)

Такую функцию можно получить, если рассмотреть стратегию

поиска, использованную нами выше (см. формулы (1.1) — (1.3)
гл. I).

Обозначим u(t) скорость поисковой единицы, т.е. и(г) = х(г).
Предположим, что функция \(х, и, у) непрерывна, а функции

ХЛ.(х, и, у) и Хи(х, и, у) непрерывны и равномерно ограничены при
всех х, и G /?2 и всех у £ /?2.

Теперь поставим следующую оптимизационную задачу:

<2(х, и) = / <7(/, ^(y))dG(y) =» min, (2.3)
R7

x(t)=u(t). (2.4)

х(0)=з0, (2.5)

х(Я=а7-, (2.6)

luWKV. (2.7)

где

г

*<К)=/ XU(f),t/(f),y)df,
о

a G(y) — плотность распределения положения цели.

Другими словами, мы хотим определить непрерывную

траекторию поисковой единицы, начинающуюся в момент времени f = 0
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в точке а,, и достигающую в момент времени f = Г точки а г, вдоль

которой скорость поисковой единицы ограничена сверху
заданной постоянной величиной V. Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть {х° (г), о0 (г), 0 <г < Т)-решение задачи
(2.3) - (2.7). Тогда

7'

! q*W. f ^U0[s).u0{s).y)ds)\u[x0[t),u°(t).y)dG(y)-
Ry о

-ip(t),u-u°(t))>0 <2-8>

почти для всех t & [О, Т] и для всех и, удовлетворяющих условию
I и\ < V. Функция p(t) есть решение дифференциального
уравнения

dp т
— = / q*ty.I b{x°(s).u0{s),y)ds\x{x0{t),u0(t).y)dG{y).
dt *• °

(2.9)

Кроме того,

т

frit),и)-f q^,{y,f Xx° [s),u° (s).y)ds)\(x°(t),u, у) dG{y) <
R

г о

т

<(p(t),u°(t))-f q^iy.f XU°(s).u°(s), y)ds)X
Ri о

XX(x0(f),u°(f), y)dG(y) (2.10)
почти для всех t G [0, T] и всех и, удовлетворяющих условию
I u\ <V.
Доказательство*). Покажем, что функция Q (х, и) имеет

производную Фреше в точке (х°,и°) . Для этого запишем

приращение Q(x° +h.u° + k) -Qix°,u°) в виде

Ok0 +h,u° + k)-Q{x°,u°) =

т

= S f q*W.*) [x,u0(f),o0(f),y),h[t)) +

0 «j

+ X„ U° (f). u°(r), y), k (r))] dG(K)df +

r

+ / / {<?^(K, V + «A^f(^U°(f) + 01(f)/)(f),oo(f) +

о R2

+ 02it)kit). y). hit)) + \U U(f) + 0, (rt Л(f), o°(f) +

+ 02{t)kit).y).kit))] -q<,iy,*)[\jx0[t),u°lt).y),h[t))-
-\uix0(t),u°k).y),k(t))]) dG(y)dt. (2.11)

)И.В. Гирсанов в [16] рассмотрел аналогичную задачу, используя
теорему Милютина — Дубовицкого.
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где 0<к <1, 0<(?,(f)<1. О<02(г)<1 и

г

Д^ = / (X^(x°(f)+(?1(f)/'(t).b'0(f) +0i(r)Ar(f),y)h (t))dt +

о

T

+ / (XM(x°(f) + e,(f)/)(f),w0(f) +62(f)Ar(f). K).*(r))df.
о

Первый член в правой части (2.11) есть линейный функционал от

h= iht ,Ьг,кх, к2); он и является производной Фреше от Q(x,и)
в точке (х°,о°), если второй член в правой части (2.11) имеет

порядок о( IIЛ II) . Это сразу следует из непрерывности и

ограниченности ^,\^и\и. Следовательно, функция Q(x, о) нормально
убывает в точке (х°,о°), и конус направлений убывания для

Qix,u) в точке (х°,и°) есть ([16], стр. 48)

/С= {(Л. Л) IO'U0.u°)V>. *)<0}.

Так как производная Фреше может быть записана в виде

О'(х0/о°)(Л/Аг) =

г

= / И J ^(K^)XvU°(f).u°(f),K)c/G(K),/,(f)) +

о л,

+ ! / ^ iv, *Ж U°(f). u°(f). K)rfG(K). kit))] dt.
*,

то отсюда следует выражение (2.8) (как это показано в работе [16]
на стр. 83).

Доказательство утверждения (2.10) аналогично доказательству
принципа максимума, представленного Гирсановым ([16],
стр. 93).

Для последующего рассмотрения нам понадобится
Следствие 2.1. Условие (2.8) может быть записано в виде

т

-I q*iy.f bix0is),u0(s).y)ds)\uix0it),u°it),y)dGiy) +

Rz о

+ p(f) -AJ(f)u°(f) = 0, (2.12)

где nit) > 0, причем nit) = 0 для тех t, для которых I о0 it) I <
< V. Кроме того, nit) непрерывна по t тогда, когда непрерывна
по t и0 (t).

Доказательство. Когда I о0 (f) I < V, можно сделать

подстановку и- (1+e)u°(r) и«= (1-е) о0 it) в выражение (2.8)
при условии, что е достаточно мало. Тогда получим уравнение
(2.12) для /j(f) =0. Когда, с другой стороны, I о0 (г) I = V, из

(2.8) следует, что векторы о0 (г) и

г

/0(f)-/ q^ty.f Mx0(s)lu0is),y)ds)\lix0it),u0it),y)dGiy)
кг о
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имеют одно и то же направление, и снова получается (2.12).

Непрерывность /i(f) следует из непрерывности pit).
Посковое усилие, которое накапливается на цели в точке у,

выражается функцией (ср. с (2.1))
г

*(К)=/ Mxit).uit).y)dt.
о

Чем больше \р (у), тем больше вероятность обнаружения цели,
если последняя действительно расположена в.точке у. Из

выражения для у (у) видно, что способ выбора траектории поиска,
а также скорости движения поисковой единицы по этой траектории

влияет на величину $ (у). Очевидно, что чем ближе к цели

проходит поисковая единица, тем больше будет величина $ (у), какой

бы вид ни имела функция Х(х, и. у). С другой стороны, влияние

скрости и поисковой единицы на процесс обнаружения зависит

от характера системы обнаружения. Если единственным средством

обнаружения является человеческий глаз, то величина <р (у) имеет

тенденцию к уменьшению по мере увеличения скорости поисковой

единицы. Если же используются только электронные приборы,
то скорость поисковой единицы, скорее всего, не влияет на

величину \ply). Если X (х, и. у) не зависит от и, то теорема 2.1 примет

более простой вид.

Теорема 2.2. Пусть Хи = 0, т.е. пусть X = X (х, у). Тогда, если

система уравнений

т

f q+b.f \ix°is),y)ds)\x{x.y)dGiy) = 0 (2.13)
R2 о

имеет только конечное число решений, то

рМ
u°(t)=V——-, (2.14)

\pit)\
когда I pit) I ФО. Кроме того, и0 it) =0 почти для всех t, для

которых | p(t) | =0.
Доказательство. Условие (2.8) с учетом (2.13)

принимает вид

i pit), и) <i pit), и0it))

и справедливо почти для всех г £ [0, Г] и для всех и таких, что

\ и\ < V. Это означает, что о0 (г) должно иметь вид (2.14), если

\ pit) I ФО.
Пусть теперь.1 pit0 )\ = 0. Если

dpit)
——

фо.
dt t=f

то существуют моменты времени fi< r0 и fi > f0 такие, что г0
является единственной точкой на интервале iti,t2). в которой
i pit) I =0. Таким образом, и0 (t0) может быть произвольным.
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Предположим теперь, что, кроме того,

dp(t)

dt

= 0,

т.е. x°(f0) есть решение уравнения (2.13) . Так как (2.13) имеет,
по предположению, только конечное число решений, существует
5 >0 такое, что х° (г0) — единственное решение (2.13) на

множестве N=(x:\ х — x°(fo)l <5). Таким образом, должно

существовать f 1 > t0 такое, что и0 (t) =0 в интервале [fo,f3) и

и0 (гз) произвольно. Величина ?з должна выбираться так, чтобы

удовлетворялось условие (2.6) в конечной точке.

Пусть | pit) | =0 для f G At, где Дг — некоторый интервал из

отрезка [0, Т]. Тогда оптимальное и0 (г) уменьшается до нуля,

что означает, что поисковая единица будет неподвижна в течение

времени At. Возможные точки такого типа удовлетворяют
уравнению (2.13). Оптимальное управление называется особым, если

I /o(f) I =0. Интерпретация особого решения следующая.
Предположим, что существует плотность распределения G (у), что VG {у)
отлична от нуля только в непосредственной близости от точки

Ко G Яг и что траектория х(г) в выражении

Г

s?(/o)=/ \ix(t),ya)dy
о

проходит через точку у0- Тогда вполне естественно считать, что

поисковая единица движется очень медленно или дзже вообще
останавливается в окрестности точки /0-

Решения уравнения

г

/ q^iy.f \(x°(s).y)ds)Xx[x,y)dG(y)-0 (2.15)
R г 0

называют особыми решениями задачи или, кратко, 5-точками.

Как и в теореме 2.2, предположим, что существует только

конечное число этих точек. S-точка является оптимальной, если

и0 (г) = 0 оптимально в этой точке.

Необходимое условие второго порядка оптимальности S-точки

Дает

Теорема 2.3. Пусть

x°(t)=x. геДГС[0, Г],

где х — S-точка, будет частью оптимального решения задачи (2.3) —

(2.7). Тогда матрица
/'

/ q^(y,j X(x°{s),y)ds)\xx(x,y)dG(y)
R, о

положительно полуопределена.



Доказательство. Докажем теорему с помощью метода

Келли [18]. Имеем

ДО = Q(x° + 6х, и0 + 8и) - Q(x°, t/°) =

т т

= /(/ q^V.S Mx°(s),y)ds)\x(x°(t)>y)dG(y)>bx(t))dt +

О R г О

1
Т Г

+ — J (8xlt))'f qAy.S Mx°(s),y)ds)X
2 о «.о

XV(JC(x0(f),K)dG(y)&xU)dr +

1 r

+ —/ <^А<-<" Х(х°(в).к)Л)Х
2 яг о

г

X [/ \x(x°(t),y). bx{t)dt\'idG(y)+o(bx1)l
о

где

d(dx(t))
5u(t), 6x(0)=0, 5х(Л = 0.

dt

Выберем

а, 0 < г < в + 6,

6и,(г)= ^ -a, 0+6<t<0+2e,

О для остальных г £ [О, Г],

6u2(f)

й, 0<г<0+е,

-Ь, 0+б<г <0+ 2е,

О для остальных г £ [ О, Г],

где в — произвольная точка интервала AT, за исключением правой
конечной точки, а2 + Ьг KV1, б — достаточно малое

положительное число. Тогда

1 т

Д0=- [а2/ <»„(к. / \(x°(s).y)ds)\XiXi(x°W).y)dGly) +

3 к ^ 0

г

+ 2ай/ qf„<K.J X(x°(s), /Ids) A,, *, (x°(0), y)dG(y) +

«; 0

7'

+ b2f qAy.S \(x°{s).y)ds)\x, (xo|0!,/)c/GV)]f3+o|63).
ft, о

Так как предполагается, что и0 (г) оптимально, то ДО должно быть
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неотрицательным для всех а,Ь, удовлетворяющих условию а2 +

+ Л2 < V2. Это и означает, что матрица (2.15) должна быть

положительно полуопределенной.
Из вышеприведенной общей теории трудно получить какую-

либо информацию об S-точках. Поэтому мы предположим, что

функции X (х, у), q {у, >р) и д(у) — некоторого специального вида.
Имеет место

Теорема 2.4. Если

\(х, /) = Сехр(-(3 \х-у\2), (2.16)

q(y, ^)=ехр(-^) (2.17)

и расположение цели имеет плотность распределения

<?(/) = 2 а,ехр( {у-а')2). (2.18)
/=1 \ 2а/ /

то

а) существует по крайней мере одно решение системы

уравнений (2.15), которое удовлетворяет условию теоремы 2.3;
б) существует Д* такое, что при & < &*система уравнений (2.15)

имеет только одно решение, удовлетворяющее условию

теоремы 2.3;
в) существует 0** такое, что при 0>Д** система уравнений

(2.15) имеет по крайней мере столько решений,
удовлетворяющих условию теоремы 2.3, сколько функция ехр (—$ {у)) g {у)
имеет соответствующих локальных максимумов, где у {у) =

г

= f\(x°(s),y)ds.
о

Доказательство, а) Положим

г{у) = ехо(-^(у))

FU) = / г(y)\(x,y)g(y)dy.

Тогда

F(a')>a/exp(-C7)
0 + 1/2 of

"
a,-

F(x)<C27T 2
'

X
/=i (3 + 1/2 a2

2

I 2a2 1+2/3a/ J

X exp I - [xx (x{ - 2a[) + x2 (x2 ~ 2a'2)] I .

I 1 + 20a,2 J
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Таким образом, для достаточно больших М имеем

Е(х)<Е{а< )

для всех х, удовлетворяющих условию 1x1 = М. Когда

Мвыбирается так, что I а
' I < М, то из непрерывности F (х) и Fх следует,

что F имеет по крайней мере один локальный максимум на

множестве £д/
= {х| 1x1 < М). Этот локальный максимум и есть

решение (2,15), удовлетворяющее условию теоремы 2,3.

б) Сначала рассмотрим выражение

Э

ехр{-$(у))\->Ру^д(у) + ду< ] <U(y)gly))
oyi У, =0

1
min -20СГехр(-|3(М-у?))
/ 2oj

<д(у)Ш-у1)

где ух достаточно велико. Здесь М выбрано так,что /W>max a \ и
/

/W>maxx1(f), Используя вращение системы координат, можно
i

аналогично доказать, что г (у) д (у) есть монотонно убывающая
функция от I у I, когда 1/1 > гх. Кроме того, существует г2 >

>/■[ такое, что производная функции F'(x) по направлению
внешней нормали к множеству Ег ~{х\ |х|</-2) является

отрицательной в каждой точке границы множества Ег . Таким образом,

существует г3 > г2 такое, что (2.15) не имеет решений вне Ег , и

существует некоторая внутренняя точка х множества Ег такая,

что F (х) больше, чем F, всюду на границе этого множества.

Утверждение б) будет выполнено, если мы, кроме того, покажем,
что F (х) строго вогнута в ЕГз. Изучим выражение

Fx,x,FX)Xt ~(Fx<Xi)2 =4СД2{[ i г(у)д(у)Ш{х, _Kl)*_l]x
Еи

X expi-(Hx-yl2)dy + 6i]lf z{y)g{y)W(x2 -y2)2-t)X
Eu

X exp{-p\x~y\2)dy +8il-[20 / г(у)д(у)(х1- ух ){x2-y2) X

Eu
X exp(-p\x-y\2)dy + 83]2},

где 5/ означает соответствующий интеграл по области Ft2 —Ег
.Выберем б > 0 такое, что

/ z(y)g(y)dy> 4e,

и гА такое, что I 5,- | < е, / = 1, 2, 3 для всех Д. Таким образом,

/ z(y)g(y\(2fi(xl -к,)2 -1)ехр(-01х-к1 2)dy<~3e,
Е'<

I г(у)д(у)(2р(х2 - у2)2 - 1) exp(-(3lx - у\2 )dy < -Зе

Ег.
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и

12/3/ z(y)g(y)(x, - yi)(x2 - у2)ехр(-р\х -у \)2dy\<e

для всех х£ ЕГ}, когда (3 достаточно мало, что означает, что

FXtXl*FXlXi-(FXiX2)2>0, FXiX%<0
для всех х£ ЕГ). Следовательно, F (х) строго вогнута в £> .

в) Предположим, что у
— подходящий локальный максимум

функции z (у)д (у). Рассмотрим две окрестности точки у~:

Об, -{у\\у-у\<51)
и

°52 ={к \\у-у\<6г), 6,>262,

такие, что для достаточно малого положительного р

z{y)g(y)>z{y)g(y)+p
для всех yGD6i и yGB&! ={у\ \ у -ув I <62}, где ув

-

некоторая фиксированная то'чка на границе области 0. . Теперь

Fiy)-F(yB) = Cf z(y)g(y)exp(-Q\y-y\2)dy +

+ С f z(y)g(y)exp(-p\y-y\2)dy-

-Cf zly)g(y)exp(-p\yB-y\2)dy-

-С f z(y)g(y)exp(-P\yB-y\2)dy>

Cpit
> [1 -exp(-062)] -Cexp(-0§2)>O,

P

где Д достаточно велико. Следовательно, для такого Д существует
в £>«, по крайней мере одно решение (2.15), удовлетворяющее

условию теоремы 2.3. Утверждение в), таким образом, доказано,

так как Dj может быть выбрано таким, что у
— единственный

подходящий докальный максимум функции z (у) д (у) в 0Ь|.
Следующая теорема может быть полезной при разработке

численных методов.

Теорема 2.5. Пусть

Х(х, к) = Сехр(-0 \х-у I2)

и пусть расположение цели имеет дискретное распределение
Р {цель находится в точке у'} = at, i = 1, 2, . .

., п.

Тогда
а) система уравнений (2.15) всегда имеет по крайней мере

одно решение, удовлетворяющее условию теоремы 2.3;
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б) если положить г = max I у' I, то существует
t

P*>V8r2
такое, что система уравнений (2.15) имеет ровно одно решение при

(3 < /3* и это решение удовлетворяет условию теоремы 2.3;

в) когда

M2log( Zp,lpk)
0> ГТТ ТГг (2-19)

mm \у - у'\2
/**

и

6=min \у"-у'\/М, (2.20)

где

т

Pt'-ctiq^y'.f XU0(s),K')ds), /=1,n, М>2,
о

го существует по крайней мере одно решение системы

уравнений (2.15) в Ъ-окрестности точки ук, удовлетворяющее условию
теоремы 2.3.
Доказательство. Запишем (2.15) в виде

п

Е р,\х(х,у') =0, (2.21)
/=1

а условие теоремы 2.3 в виде утверждения о том, что матрица

ZpiKxb,y') (2.22)
(=1

должна быть отрицательно полуопределенной.
а) Так как

m

lim 2 р,-Л(х,/)=0,
Ul—» i=l

'

существует М > 0 такое, что

2 p,XU. к') < 2 р,А(0. к')
(=1 i=i

для всех | х|, удовлетворяющих условию | х) < М. Из непрерыв-
п

ности X и X* следует, что функция 2 /0(Х(х, у') должна иметь
/ = 1

по крайней мере один локальный максимум внутри' множества

Ем-{х\\х\<М\.
б) Когда (S < 1/8г, легко убедиться в том, что функции

PjMx, у1), /=1,2,..., п, строго вогнуты на множестве Е, =
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/1

= (xl|x|< г} . Следовательно, функция 2 /0,Х(х, у') также

1 = 1

является строго вогнутой на этом множестве.

Далее мы докажем, что существует точка внутри множества

Ег такая, что значение функции

F (х) = 2 р, |х, у')
i = 1

в этой точке больше, чем где-либо на границе множества Ег .

Обозначим через хв точку, в которой F (х) достигает своего

максимального значения на границе Ег . Тогда производная функции
F (х) по направлению внутренней нормали к множеству Ег в

точке хд есть
л

F' (хд. -хд) = 2 0 С 2 р, ехр(-0 \хв -у'\2) (хв - у1, хв ).
i = 1

Теперь для каждого у', / = 1,.... л, угол между хд и хй
— у'

меньше, чем тг/2, таким образом,

F'(xB, -хв) > 0.

Следовательно, существует точка х внутри множества Ег
такая, что

F(x)> F(xB).

Утверждение б) следует из этого результата и строгой
вогнутости F (х).

в) Доказательство аналогично доказательству утверждения а) .

Имеем

F(xm) -F(xB) > СРк[У -ехр(-052)] +

к

+ С 2 р,.[ехр(-Р\ук-у'\2) -exp(-jJlK*-K'l-S)2].
i = i

где х„,
— точка максимума функции F{x) на множестве Dk =

= {х: \х — у |<6}, a xB
— точка максимума функции F(х) на

границе области Dk и 5 < min \ ук — у'\. Если (3 и 5 удовлетво-

ряют условиям (2.19) и (2.20), то

/г(хт) - Я(хй) > 0

и утверждение следует из непрерывности Fyi Fх.

§3.0 численном расчете

оптимальной траектории поиска

Рассмотрим нетривиальный случай поиска с гладкими

функциями стратегии поиска и плотности распределения цели, заданными

в следующем виде:

\(х.у) = Cexp(-b\x-y\2} , q(y, *) = ехр(-^) (3.1)
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G'(y) = g(y) = kexp(-y2/2). (3.2)

Оптимальная траектория поиска может быть теперь определена

из системы уравнений (которая получается с помощью теорем 2.1

и 2.2)

х, = l/p, i-Jp] + р\, х2
= р\ /Vp 1 + /о? (3.3)

и

Г

р,.
= 2С20к f expl- fexp(-b\x° (s) -y\2)ds] X

R, о

X (х,. (f) - у,) ехр
1

2 ,
- - ((х - у) + у2) dy (3.4)

с граничными условиями

х, <0) = а?, х2(0)=а$, х,(Г»=вГ. х2(Г) = а?. (3.5)

Очевидно, траектория х° (s) является существенно нелинейным

решением вышеприведенных уравнений. Даже в таком простом

случае поиска задача нахождения оптимальной траектории

поисковой единицы, по-видимому, не решается аналитически.

Очевидно, нужно обратиться к численным методам. Естественный

путь к численному решению задачи состоит в ее дискретизации,

в частности, нужно записать интеграл (3.4) в виде некоторой
суммы, пользуясь при этом какой-нибудь подходящей
квадратурной формулой. Предположим, что цель расположена в

заданной замкнутой и конечной области D плоскости R2 и плотность

распределения положения цели существует всюду в области D:

Gyi,, = д(у).

Запишем интеграл (3.4) более кратко в виде

$F(y)g(y)dy. (3.6)
D

Существуют различные способы представления его с помощью

конечной суммы вида

п

/ F(y)g(y)dy = 2 w.g(yt), (3.7)
D i' -\

где выбор точек у. и весов ил будет зависеть от характера

плотности распределения д {у) и функции F (у) (см., например, [19]) .

Вводя обозначения

wig(yi) =

а, , (3.8)
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мы получим следующую двухточечную краевую задачу:

х,-
= Vp,Np\ + pi', i = Гл. (3.9)

;;

Pi
= 2 pi + 2it)K (x°(f)/,-), / = 1,n, (3.10)

/ = l

p/+2
= o, / = T7n. (3.1D

i,- = X(x(f), y,). (3.12)

x,.(0)=a°, x,(D=af, z,(0) = 0,

/0, + 2 (Г) =

Q,^ (K/. ^,(D) .

Эта система уравнений может быть решена численно на ЭВМ с

помощью подходящего численного метода (см. [11]). Теорема 2.5
гарантирует существование особого решения, так что полученное

решение будет состоять из регулярных и особых "кусков",
"состыкованных" с помощью стандартных процедур.

§ 4. Случай, когда движение поисковой единицы с большей

скоростью уменьшает вероятность обнаружения

Если, например, основным средством обнаружении является

человеческий глаз и не используются никакие другие приборы,

скорость поисковой единицы влияет на вероятность
обнаружения. Это хорошо известно, например, из опыта поисковых

операций, проводимых с помощью самолета или вертолета [5].

Точный вид закона обнаружения вряд ли существует для

случаев такого рода. Функция должна была бы выводиться из свойств

человеческого глаза и характера процесса обнаружения,
происходящего в зрительной системе человека.

Лукка в работе [17] рассматривает закон обнаружения вида

Х(х, и, у) = ГТТХ'<Х'^>' <4Л>

где функция Х'(х, у) непрерывна по х для всех у G R2, а Х|.(х, у)
непрерывна по х и равномерно ограничена по х G R2 для
всех у G R2.

Оптимальный путь, а также оптимальная скорость поисковой

единицы будут определяться с помощью следующей теоремы.
Теорема 4.1.Пусть

X = ,-Х1 (х, у);

л
ь + М2

тогда

pit)
u°(t) = 5 — (4.2)

\p{t)\

при |/o(f)[# 0, где р{1) -

решение уравнений (2.9), причем

и0 {t) = 0 почти для всех f, дпя которых \ p(t)\ =0.
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Пусть 61 — наименьший корень уравнения

т

|p(f)|54 + 2\p(t)\bb2 +2a{/ q (у. /Х(х°(*). ы°(«).к»А)Х
«2 О

X X1 (x°(f), y)dG[y)}8 + 62|p(r)| = 0. (4.3)

Тогда в (4.2) 5 = min(l/, 6 J, если левая чэсгь уравнения (4.3)
меняет свой знак при 6 = 6 j о если

5,l/o(f)l ^-г- / q^ (к,/Х(х°Ы, u°(s). y)ds) X
Ь + 6] я2 о

X X1 (x°(t).y)dG(y) > V\p(t)\ *-—- X
b+V2

T

X /о, (к,/ X(x°(s), o°(s), к)Л)Х' (x°(f) ,y)dG (y). (4.4)
R, о

В противном случае 6 = 1/.

Доказательство. Условие (2.12) имеет теперь вид

йтйу,!''1''!11''1"'"''14'1
X X1 (x°(s), у) dG(y) + p(f) - /x(f)o°(f) = 0.

Если i pit) | = 0, то решением этого уравнения является о0 (f) = 0.

Если \p{t) | Ф 0, то о0 (f) = 6 pit) /| pit) | , где 6 = V, или если

6 < V, то справедливо соотношение

Э„Ц ,, / Яф (К / X(x°(s), i/°(s), y)ds)\l (x°(f), у) t/6 (у) = 0.

{Л+|о°(Г)ГГ К2
*

о

Отсюда при о0 (f) = 5р(г)/|р(г)| и pit) = 0 следует уравнение
(4.3). Оно имеет не более двух действительных корней, которые
оба положительны. Меньший корень 5j доставляет локальный

максимум функции
а т

Hib) = 5|р(г)| г /<JV iy,f\ix°is),u°is),y)ds) X
b +о£ нг о

X X' (x°(f), y)dGiy). (4.5)

если правая часть (4.3) меняет свой знак при 6 = 6]. Если 6] €
G [0, V] и если условие (4.4) справедливо, то 6] доставляет

максимум функции (45) в интервале [0, 1/],и поэтому о0 (г) =

= 5ip(г) /| pit) I удовлетворяет условию (2.10).
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§ 5. Случай нескольких поисковых единиц

Ранее (см. § 2 гл. II) поисковое усилие, которое накапливалось

в течение времени [О, Г] на цели, находящейся в точке у,

выражалось в виде интеграла

т

<Р&) = /Мх(0, u{t), y)dt,
о

где X (х, и, у) — закон обнаружения поисковой единицы. Когда

имеется г поисковых единиц, то естественно предположить, что

*{у) = 2 sp'iy). (5-1)
/»|

где
г

<р'{у) = /X'(x'(f). u'(f), K)£/f, (5.2)
о

a x(f) — траектория /-й поисковой единицы.

Оптимизационная задача (2.3) —(2.6) теперь легко

переписывается следующим образом:

т г

О(х.и) = f q^iyj 2 X'(x'(f), и'it). y)dt) ddy) =» min,
#2 о /=i

(5.3)

(5.4)

x'iT) = a'r, (5.5)

dx1

dt

x'(0) =

|u'(f)l

i'it)

a'0

<!/', = 1.'-, (5.6)

т.е. /-я поисковая единица стартует из точки а10 и достигает

точки а' в момент времени Т. Кроме того, каждая поисковая

единица имеет сзои собственные ограничения по скорости.

Процедура поиска оптимизируется с помощью того же метода,

который использовался в случае одной поисковой единицы.
Теорема 5.1. Пусть оптимальные траектории поисковых

единиц будут {х/0 (f), 0 < f < Г, / = 1, г } и соответствующие

оптимальные скорости
- { и'0 it), 0 < f < Г, / = 1, г }. Тогда

имеет место условие

(fq^iyj 2 \>ix>0is),u>°is), y)ds)X
К2 о /=i

X X*(x*°(f), uk0it). у) dG(y) -pk it), u-uk0it))> 0

(5.7)

для всех k = 1, r , почти для всех t G [О, Г ] и всех и,

удовлетворяющих условию |о|< vk. Функция pk it) есть решение диффе-
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ренциального уравнения

dpk it) т r

= fq.(y, J 2 X'(x'°(s), u'°(s), y)ds) X
dt цг о /=i

X X^(x*°(t). uk0(t). y)dG(y).

Кроме того, для всех рк (t) выполняется

(pk[t).u) -fq^{y,f i *>(xi0(s).u<0{s),y)ds)X
R2 0 / = 1

X X*(xA0(f>. u, y)dG(y) <(pk(t),uk0(t)-
T r

-fq^iy.S 2 XMx'°(s). o/0(s), y)ds X
K2 0 / =I

X\k {xk0{t), uk0(t).y)dG(y) (5-8)

почти для всех t G [0, 7"] u для всех и, таких, что \u\<^vk.
Доказательство. Оно проводится аналогично

доказательству теоремы 2.1. Сначала мы получаем условие

2 (/^(К./ 2 X'<x'°(s). o/0(s), к)Л) X
Аг = 1 К2 О / = 1

X \kJxk0(t).uk0(t).y)dGM -pk (t).uk -u*°(f)) > О

почти для всех f € [О, Г] и для всех ик, таких, что |о*| < i/*.
Полагая

о* = и, um = um0(t), т Ф к.

мы получаем выражение (5.7) для всех к = 1, г . При
доказательстве (5.8) мы используем тот же самый метод.

На практике использовать необходимое условие этой теоремы
очень трудно, так как, очевидно, нет надежды получить решение в

аналитической форме даже для случаев с самыми простыми

предположениями относительно закона обнаружения и плотности

распределения расположения цели. На рассматриваемый случай можно

распространить алгоритм для численных расчетов, описанный в § 3.

§ 6. Оптимизация траекторий поиска

с учетом его ожидаемой стоимости

8 предыдущих параграфах оптимизация поиска проводилась

так, чтобы максимизировать вероятность обнаружения цели.

Такой подход имеет смысл, если цель настолько ценная, что

стоимость поиска при этом может считаться незначительной. Однако

встречаются ситуации, когда обязательно нужно учитывать

стоимость поиска. Так как стоимость поиска, в общем,

увеличивается пропорционально времени, то основная величина, которая
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будет учитываться при формировании целевой функции, — это

ожидаемая величина времени обнаружения при условии, что цель

в самом деле обнаруживается в течение интервала времени [0, 7"]
[17]:

т

-ft f \(x(t),u(t),y)q^(y,<pt)dG(y)dt
OR,

£{x.u)=
'- ■

, (6.1)
T

1 -/ QiV.f X(x(s),u(s),y)ds)dG(y)

где

*tti)

*. °

= /X(x(s), u(s), y)ds.
0

Предположим, что функция x(t) принадлежит пространству
С(0, 7"), a o(f) —

пространству /.«> (О, 7") . Обозначим стоимость

поиска, который не удался, через и/и стоимость успешного поиска

через оЕ(х, и), где Е{х, и) определяется в (6.1). Тогда, если

поисковая единица стартует из точки з° и прибывает в заданную

точку а7" в момент времени Т, можно сформулировать следующую
оптимизационную задачу:

а[1 - Q(x, и)]Е(х, и) + wQ{x, и) => min, (6.3)

dx
= u(f), (6.4)

dt

x(0) = a0, x(T) = aT, (6.5)

|u(f)l< V. (6.6)

Для этой задачи мы получаем следующие необходимые
условия.

Те о ре ма 6.1. Пусть (х° (f), о0 (Г), 0< Г < 7"} -

решение
задачи (6.3)-(6.6) и

г

W(t) =-fqr (K# /X(x°(s), u° (s). y)ds) ~

о

7*

- ft X (х° (s), и0 (s), у) q^ (у, /X (х° (т), о0 (т), у) dT)ds +

/ о

т

+ и/^(К, /М*° (s), и0 (s),y)ds).
о

Тогда

(-/0(f) + / W(t)\u(x° (t) ,u° (t) ,y)dG(y) ,u-u° (f)) >0

(6.7)

почти для всех t €. [0,7"] о всех и, удовлетворяющих условию
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I u I < V, где p{t) — решение дифференциального уравнения

= / W[t)\x[x°(t), u° [t). y)dG[y).
dt /?г

Кроме того,

(pit). u°(t)) -fW(t)\(x°(t),u°(t),y)dG(y) >

к,

> (pit).,u)
- f W{t)\{x°{t),u,y)dG{y) (6.8)

почти для всех fG [О, Г] о всех и, удовлетворяющих условию

\и\< V.
Доказательство. Производная Фреше от функции

iz[x,u) = [1 -Q [х,и)]Е [х,и) имеет вид

т

Е'(х, и) (Л, к) = -ft / [(Xx(x(f). u(t). у), h (г)) +

о л,

+ (Х„ (x(f).u(f). К).* (М)]<7^ (К,/^ (*(«)."<*). К)Л)«/6(к)Л-
о

г

-/ / [(X,(x(f).u(f).K).*(f)) +

+ (Xu(x(f).u(r),vLAr(rnJ X

X [/sX(x(s),u(«).K)^#(K,/X(x(T).u(T).K)</T)t/«]t/G(K)t/f.
f О

и, таким образом, функционал (6.3) является дифференцируемым.
В остальном доказательство (6.7) аналогично доказательству

(2.8). Неравенство (6.8) доказывается так же, как принцип

максимума в задаче со свободным временем в [16].
Проблема значительно упрощается, если функция плотности

поиска (стратегия поиска) не зависит от скорости поисковой

единицы. Имеет, место

Теорема 6.2.Пусть X = X (x(f) ,y); тогда

u°(t) = V , (6.9)
\p(t)\

когда | p(t) \ Ф 0. Кроме того, и° (t) является решением системы

линейных уравнений

[/ W(t)\xx(x° [t),y)dG[y)}u = -f W'(t)\x(x° (t),y)dG(y)
R> R>

(6.10)
почти для всех t таких, что \p{t)\ = 0, если это решение
удовлетворяет условию \ и0 (г) | < V.
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Доказательство. Формула (6.9) есть прямое следствие

dp
(5.7). Если \pU0) | = 0 и 1 Ф 0, то и0 (г0) может быть

dt
' = '•

dp
выбрано произвольно. Если |/о(г0)| = 0 и 1 = 0, мы долж-

ны также получить, что = 0, что равносильно уравне-
dv I

11 = t0
нию (6.10), или, другими словами, u(t0) может быть

произвольным.

В случае | р (f) | =0 управление является особым. Если

detlf W(t)Xxx(x°U). y)dG{y)} Ф0

почти для всех f, для которых \p{t)\= 0, из (6.8) следует, что

управление будет особым.
Если же fW'(t)Xx(x° (Г) ,y)dG{y) =0 и | pit) | = 0, т.е.

к.

[/W(f)Xvx.(x(f). y)dG[y)]u = 0,
К,

то функция и может быть произвольной, и дальше нужно

действовать так же, как обычно в теории особых оптимальных управле-

dip
ний (см., например, [18]), т.е. нужно рассмотреть =0 и т.д.

dt1
Теорема 6.3. Пусть X = X (х (f), у) и пусть

fWit)\xix°{t). y)dG[y) = 0

А

на некоторой части x(f) оптимальной траектории а-0 (г), где.
кроме того. |«°(г)|< V. Тогда функция и0 (?) является

оптимальной только тогда, когда

fW{t)\xx (x°(f), y)dG(y)

является положительно полуопределенной.
Доказательство полностью аналогично доказательству

теоремы 2.3.

§ 7. Оптимизация траекторий поиска

в трехмерном пространстве

Ранее мы рассматривали случай, когда поиск осуществлялся
на плоскости. Однако существуют важные случаи поиска, когда

цель или система поиска расположена в трехмерном пространстве.

Если поиск ведется с воздуха, высота, на которой находится

поисковая единица, очевидным образом влияет на вероятность об-
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наружения. С малой высоты цель ясно видна, но в течение очень

короткого времени, поэтому наблюдатель с самолета может ее

не обнаружить. С большой же высоты цель может показаться

слишком мелкой. Поиск в океане, например, представляет собой

поиск трехмерного типа. В будущем операции поиска, возможно,

будут проводиться и в открытом космосе.

Лукка в [17] рассматривает следующую задачу оптимизации.

Нужно найти оптимальную траекторию того же типа, что и в

предыдущих параграфах, такую, что

Q(x, и) = fq(y, sp{y))dG{y) => min, (7.1)

dx
= u(t).

dt

x, (0) = a\. x2 (0) = a\. x, (T) = af. x2 (Г) =

x3 (0) = h0, x3 (Г) = hr,
^min < *з (f) < />max.

u]it) + u\ (f) < V2,

\ui{t)\<d„.

ie ^min < /)(, < /)max и /)min < h r< /)max.
Ограничение (7.5) записывается в виде

6(x(f)) = -(х3 (f) -hmin) (/)max -x3 (f)) < 0.

- aT- a2 ,

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

Существует следующее необходимое условие для решения этой

задачи.

Теорема 7.1. Пусть { х° (Г), о0 (f), 0 «J f < Г } - решение
задачи (7.1)—(7.7). Тогда существуют вектор а £ R2 и

неотрицательная мера ц, сосредоточенная на множестве R ={t\ G [x° [t)) =

= 0 }, такие, что для

т т

pit) = а - / / q [у, / X(x°(s), u° (s) , y)ds) X
t К, О

г
X \х (х° (т), о0 (г), у) t/б (у) dr - / 6Х (х° (т)) </д (т) (7.9)

вь/полняегся

т

(-/0(f) + JqulK. / X(x°(s). o°(s), y)tfs) X

f, о

X X„(x°(f), и it), y)dG(y), o-o°(f))»0 (7.10)

novro для всех f G [0, Г] о всех и, удовлетворяющих условиям

u2+u\<V2, | о3 !<</„.
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Кроме того, почти для всех t £ [О, Т] и всех и таких, что

о?+о22<1/2, \и3 \<d„,
выполнено неравенство

т

(pit), u)-f qAy, f A(x°(s), u°{s), y)ds) X
я, о

X X(x°(t), u, y)dG(y) < (p(t), u°(t)) -
т

- / °Jy. I Mx0(s),u0(s),y)ds)Mx0(t).u°{t),y)dG(y). (7.11)
R. О

Доказательство немедленно следует из теоремы

Милютина — Дубовицкого (см. [16], стр. 106).
Выше мы рассматривали функцию X общего вида: X = Х(х, и, у).

Теорема 7.1 становится проще в случае, когда X = Х(х, у), т.е. когда

вероятность обнаружения не зависит от скорости поисковой

единицы. Верна
Теорема 7.2. Если Хи = 0, то

u\(t)=VPl(t)l{p](t)^p\(t))ll2.
u%(t)^Vp2(t)l{p\{t)^p\(t))112,

когда (р, {t) + р2 (t))I/2 Ф 0, где pt{t) и p2{t) - решения диффе

ренциальных уравнений

dp, it) т

I Я^У. I A(x°(s),K)cfe)XXi (x°(t).y)dG(y),
dt R, о

(7.13)

(7.14)

dp2 (f) T
— = S Qjy. S Mxf>(s),y)ds)\xAx°(t),y)dG(y).
dt R, о

Если система уравнений
т

f qAy, f X(x° (s), y)ds)\Xi{xl, x2, x°3{t). y)dG(y) = 0,

T

f ЯАУ. f Mx°(s),y)ds)\xAxx,x2,x%(t).y)dG(y) = 0
Л, *

0
J

имеет только конечное число решений (х,, х2), то

u?(f)=u?(f)-0
почти для всех t S [0, Т], для которых

<P2(t)+/02(f))1/2=O.

Кроме того,

u%(t) = dh sign(/03(t)), (7.15)
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когда р$МФО, где p$(t) — решение дифференциального
уравнения

Фз (г) т
J2— = / QJV. f Mx°{s),y)ds)Xx(x°(t).y)dG(y) +

dt R, о

+ а(гК2*з(г)-Лт|„-Лтах). (7.16)

в котором a (f) > 0 и а (г) = О <?ля rex г, <?ля которых G(x°(f)) > О.

Когда /Эз(г)
= 0, га 1/з(г) = 0 novrt/ для всех г, для которых

G(x°(t)) = О,
г

«/5(f) =[ ! цЛу. f Mx° (s). y)ds) X
«i о

г

ХХХiXJx°(t),y)dG(y))-1 fq (у, fMx°(s).y)ds)X
Л, О

X [\XiXtb° it), yhlit) + KtXjb° M.y)u$it)]dGiy) (7.17)

почти для всех г, для которых G(x°(f))<0, и

т

fqjy. f Мх° b), y)ds)\x„Jx°М, y)dG(y) ФО.
я, о

если это из(г) удовлетворяет условию | из(г) I <«Л,о.
Доказательство. Результаты, касающиеся и°(г) и и2(г),

получаются аналогично доказательству теоремы 2.2. Формула
(7.15) есть прямое следствие (3.7). Теперь мы должны доказать,
что выражение (7.10) может быть записано в виде (7.16). Это

возможно, если м(/) = 0 для всех /, состоящих только из одной
точки г£[0, Г]. Пусть существует момент fi такой,что M({fi}) > 0.
Ясно, что f 1 могут быть только конечные точки интервалов,^
которых G(x° (f)) = 0. Существуют четыре типа таких точек.

1) Пусть хз(г)
= hmt„ на интервале [fj,f2). Тогда py(t) =0

на интервале (fi,f2) и /03(г) <0 на интервале (f3,f|). Если

М({г,})>0, то

Pi(t{ +0)-/0з(г, -0) = (/imi„-/imaxW{f,))<0
и поэтому /03 (fi + 0) < 0, что невозможно.

2) Пусть хз(г) = hmin на интервале (f2,fi]. Тогда/o3(f) =0
на интервале (гг, f i J и p$(t) > 0 на интервале (fз, f i) - Если

M({f.})>0, то

Pi(ti +0)-/03(f, -0) = (/)min-/)max)M({fi} )<0

и, следовательно, p$ (fi + 0) < 0, что невозможно.

3) Пусть хз(г) = /)тах на интервале (fi,f2]. Тогда/03(г) = 0 на

интервале (f i, t2) и р3 (г) > 0 на интервале (f3, fi). Если м({ fi}) >
>0, то

/э3(г, +0)-pj(f, -0) = (/)max -/)mJn)M({f,})>0

и отсюда /Оз (fi + 0) > 0, что невозможно.
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4) Пусть x°{t) = Лтах на интервале (f2, fj. Тогда p3(f) = 0

на интервале (f2,fi) и p3(f) >0 на интервале (г)(Гз)- Если
Ai( {fi> )>0, то

p3(f, +0)-p3(f, -0) = (/)max -/>minM{f,})>0

и поэтому рз (fi + 0) > 0, что невозможно.

Таким образом, Pi(t) —

непрерывная функция, и можно

использовать уравнение (7.16) для определения p3(f).
Когда траектория находится на границе множества М={х\ hmin^

<х3 ^Лтах}. МЬ1 должны получить, чторз(г) = 0, поэтому
управление из(г) = 0 может быть оптимальным. КогдаРз<г)

= 0 и

dp3U) т

= / яЛу, f А(х°Ы, y)ds)\„ (x°(t).y)dG(y) = 0,
dt ft;

^
0

3

d2p, it)
мы получаем выражение (7.17) из уравнения

—

=0.
dt2

Вид условия (7.5) предполагает, что могут существовать

интервалы (f', г") такие, что х° (f) =hmin или x°{t)=hmax, fG[f',f"].
Действительно, из (7.16) следует, что *з(г) =/)mj„, t G [(', f"],
оптимально, еспи только выполнено условие

т

fvjy. f Mx°(s),y)ds)\x <x°(f), y)dG(y)>0,
Я; 0

'

и х°(г) =/)max, f£[f', f'], оптимально только при

т

f яЛу, fMx°k),y)ds)\xlx0(t).y)dG(y)<0.
Rt О 3

Управление и3 является особым, когда Рз(г) = 0. Для
оптимальности особого управления, определяемого с помощью (7.17), мы

получаем следуюи^е необходимое условие второго порядка.

Теорема 7.3. Пусть управление, задаваемое с помощью (7.17),

удовлетворяет условию | u°{t) | < dh. Тогда необходимое условие
его оптимальности имеет вид

т

I ЯЛУ. f \(x°(s),y)ds)\x„ (x°M,y)dG(y)>0. (7.18)
я, о 3

До казательство аналогично доказательству теоремы 2.3,
но теперь выбираем

Й1/|(0 = 0 для всех fG[0, Г],

5t/2(f) = 0 для всех fG [0, Г],

[ а, в < t < в + 6,

5t/3(f)= |- а, в +e<f<0 + 2е,

I 0 для остальных f£ [0, Г].
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Тогда получим

1 т
ДО = -э5е3/ qjy, f\ix°b).y)ds)\XtX Jx° W), y)dG{y) + о{е*).

3 я,
'

о
J

Здесь коэффициент при е3 должен быть неотрицателен.

Однако, если
т

/ цЛу, / Х(х° (s). y)ds)X (х° (t). y)dG{y) = 0,
я,

*
о

то управление Оз не может задаваться формулой (7.17).
Формализм, который позволил бы получить траектории поиска

в трехмерном пространстве, имеет очень сложную математическую

структуру. Кроме того, вряд ли существует возможность получить

аналитическое решение. Численный алгоритм, предложенный Лук-
ка в [17], достаточно сложен, и мы не будем его здесь разбирать.
Общие результаты, приведенные выше, тем не менее могут быть

основой, на которой должны базироваться любые численные

методы решения оптимизационной задачи (7.1) —(7.7) и других,
близких к ней по постановке.

§ 8. Общие замечания

Хотя все рассмотрения этой главы носят достаточно общий

характер, следует отметить, что изучается только тот случай поиска,

когда поисковая единица начинает свое движение в заданной точке,
чтобы через заданное время в другой заданной точке поиск

прекратить. Важный случай отсутствия граничных условий не

рассматривается. Не изучается и случай, когда время, отпущенное на поиск,

задано, но траектория поиска может заканчиваться в

произвольной точке пространства поиска.

Как уже указывалось, изложенный выше формализм имеет

очень общий характер и поэтому может широко применяться в

условиях, когда верны приведенные теоремы. На практике,

однако, нужно помнить, что даже если плотность распределения
местоположения цели достаточно хорошо известна, то закон

обнаружения, представленный функцией Х(х, и, у), как правило, трудно
установить. Трудности возрастают, когда прибором для обнаружения
служит человеческий глаз, как, например, в большинстве

спасательных операций на море. 8 этом случае непрерывно меняющиеся

условия освещенности, изменения фона и возможное утомление

человека, ведущего поиск, оказывают решающее влияние на

структуру функции Х(х, и, у). Кроме того, эта функция непрерывно
менялась бы со временем. Ситуация несколько лучше в случае

поиска, использующего приборы, которые, возможно, существенно
автоматизированы. При этом, однако, возникают трудности,
связанные с условиями окружающей среды, которые редко известны

точно. Если используется радар, то, как это хорошо известно

специалистам, возникают трудности из-за погодных условий. Если же
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используется сонар (система звукового обнаружения), как,

например, при поиске рыбы в море, физическое состояние воды

приводит к распространению звука в воде по очень сложным

траекториям.

По-видимому, теория, в которой параметры модели известны

точно, вряд ли может оказаться полностью успешной в таких

ситуациях. Если же считать, что параметры модели известны не

полностью, то основные трудности, упомянутые нами выше, все равно
нельзя будет обойти каким-либо разумным способом. По мнению

автора, наиболее эффективными могут оказаться процедуры,
связанные с обучением (см., например, [20]). Поисковая единица во

время прохождения некоторой исходной траектории должна

проводить эксперименты, с помощью которых состояние окружающей

среды представлялось бы в математической форме таким образом,
чтобы в дальнейшем процесс поиска происходил в режиме
обучения.



ГЛАВА III

ДИСКРЕТНЫЙ ПОИСК
В СЛУЧАЕ НЕПОДВИЖНОЙ ЦЕЛИ

§ 1. Общая постановка задачи

С помощью построений, приведенных в гл. I, для случая

стационарной цели, расположенной в некоторой двумерной области S~2 С

С/?2, при условии, что плотность распределения местоположения

цели и(х) задана, мы получаем следующую оптимизационную

задачу:

/ и(х)ехр(— #(x))dx => min,
п (1.1)

J>(x)dx = C, ф)>0, хеа,
Г2

где

г

Ф(х)= Г \{x.T)dT. (1.2)
г(х)

а Х(х, г) есть функция плотности поиска (стратегия поиска),
определяемая условиями (1.1) — (1.3) гл. I. Первоначально задача (1.1)
была решена только относительно функции <р(х) в [3]. Позднее
(см. [7]) была решена задача нахождения оптимальной функции
А(х, г), как это уже объяснялось в § 1 гл. I ■

Мы снова возвращаемся к задаче (1.1), т.е. будем
интересоваться определением оптимального поискового усилия <р{х).

Ограничения для задачи (1.1) заменим немного более общими, а

именно

/<p(x)dx<C, <р(х)>0. x£S7. (1.3)
п

В качестве введения к построениям данного параграфа полезно

вкратце обсудить практическую сторону дела для

сформулированной только что задачи поиска. Рассматривается ситуация, когда

цель неподвижна и поиск должен осуществляться в течение

заданного интервала времени (О, Т). Причина, по которой момент

времени Т фиксируется, могла бы состоять, например, в том, что

поиск нужно произвести в дневное время, или, например,

величина Г диктуется состоянием людей, которых нужно спасти, после

их обнаружения. Поисковое оборудование тоже считается

заданным. С другой стороны, процесс оптимизации поискового усилия
—

функции у(х) — дает нам только некоторое математическое вьша-
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жение, заданное в области поиска. Трудная практическая проблема
заключается в том, чтобы расположить средства поиска таким

образом, чтобы поисковое усилие было близко к оптимальному,

насколько это возможно. Достаточно очевидно,' что никакая

математическая форма поискового усилия ф(х) не будет в точности

воспроизводиться некоторой реальной системой поиска.

Следовательно, нужен приближенный подход.

Разумно предположить, что поисковое усилие любой системы,

действующее на точки, расположенные в достаточно малой области,

будет одинаковым для каждой точки, иными словами, функция
ф(х) практически постоянна для достаточно малой области L.

Следовательно, предполагается разбить область поиска SI на

некоторые подобласти Ly, L2, . . .
, Lk, которые обладают только

что описанным свойством. Мы, конечно, предполагаем, что L,- П

П Lj
= ф, i Ф j. Интегралы в выражениях (1.1) и (1.3)

переписываются теперь так:

* к

/ff(x)exp(-ip(x))tfx= £ exp(-ip(x;')) / g(x)dx (1.4)v

к к

2 J>(x)tfx = 2 ф(х"Л f dx, (1.5)
/=i /-/ /=i if

где x'j, х- £Lj, но вообще х) Ф xj. Предположим, что ф{х) =

у для

всех х £ Lj, Задача оптимизации принимает следующий вид:
к

£ ехр(-у) /ff(x)t/x=*min, (1.6)
/ = 1 Lj

2 у; fdx<C. (1.7)
/=» Ч

У/>0, /=1Д, (1.8)

причем искомыми являются поисковые усилия у\, уг, .... ук.

Оптимизационную задачу (1.6) — (1.8) во многих случаях легче

решить, нежели задачу (1.1) — (1.3J. Если имеется решение задачи

(1.1) — (1.3), то числа у\, у2. ■■■, У/,легко получаются с помощью

функции >р(х).
Выражение (1.6) можно было бы очевидным образом

представить в более общем виде, отправляясь от формулы (1.30) гл. I.

Далее мы не будем заниматься изучением оптимизационной
задачи (1.6) — (1.8). Вместо этого используем подход,

предложенный Лейпела [21]. Область поиска снова предполагается разбитой
на введенные выше подобласти (зоны) Lx, L2, ..., Lk. В
выражении (1.6) величина ехр (— у}) была вероятностью необнаружения

цели в зоне Lj, где у; было поисковым усилием,

сосредоточенным в этой зоне. Вопрос с том, как именно достигается

усилие У, с помощью имеющейся в наличии системы поиска, не
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обсуждался. Точно так же нуждается в обосновании
экспоненциальная форма ехр(— у/). Если же используется функция q{x,tp(x))

(см. (1.30) гл. I), то вид этой функции должен выбираться с

учетом специфики задачи. В работе Лейпела [21] эти трудности

обходятся или, скорее, представляются в более разрешимом виде

следующим образом. Основной переменной теперь является

величина рц
— вероятность того, что цель будет обнаружена при

сканировании с номером / зоны L/ при условии, что цель в самом

деле находится в зоне Lj и ранее не была обнаружена.

Подразумевается, что сканирования с номерами 1, 2, ...,/ — 1 зоны Lj
проводились ранее, причем не обязательно последовательно, одно

за другим. Конечно, здесь 0 < рх
• < 1. Будем также использовать

обозначение qtj
= 1 —

Рц. Пусть зона Lj сканируется п;- раз. Тогда

вероятность того, что цель в зоне Lj будет обнаружена при

сканировании с номером /, есть, очевидно,

р,,-.пV п-в)
i -

Если сканируются все зоны Lj, /=1, к, а зона L/ сканируется

rtj раз, то вероятность обнаружения цели в течение этой

последовательности сканирований есть

* "/ /-1

2 / 9ix)dx 2 p,- П </,,. (1.10)
i=\ Lj i=i i=i

Мы заменим условия (1.3) следующим условием:
к

2 п, / dx<C, n,eZ+={0,1,2, ..:}, /=1,*. (1.11)
/=1 Lj

Условие такого вида получается, если общее время, отпущенное
на поиск, задано и .если время, необходимое для одного
сканирования зоны Lj, пропорционально ее площади. Теперь мы получаем

следующую оптимизационную задачу:

•max, (1.12)

(1.13)

(1.14)

В этой задаче имеется два вида неизвестных величин: поисковые

усилии, выраженные целыми числами л,, п2 пк, и зоны
L i, L2, ..., Lk, В некоторых случаях зоны (разбиение) задаются

естественным образом. Возможно также, что в разбиении на зоны

существует некоторый произвол, в таких случаях естественно

попытаться так разбить область поиска на зоны, чтобы при этом

возросла вероятность обнаружения.
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к

2 л, / dx<C,
/=1 Lj

п,ег+, /=1,*.

/-1
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§ 2. Фиксированные зоны поиска

с целыми интенсивностями поиска

Оптимизационную задачу (1.12) — (1.14), следуя работе [21],
можно переписать в виде задачи динамического

программирования. Запишем выражение

Mz)= max {2 / g(x)dx 2 р„ 2 q„), (2.1)'

где

2 л, / dx<z. (2.2)
/=i

'

L,

При условии f0{z) = Q получим, что

"k /-1

fk(z) = max { / g{x)dx 2 /o/t П qr,k+
nkeZk L/e /= 1 i'= 1

+ fk-iU-nk f dx)). Zk = {0,1,2 [г/ f dx]) . (2.3)
Lk Lk

Задача решается известным способом (см., например, [22]).
В процессе решения задачи строятся функции Л/(г), с помощью

которых оптимальное количество сканирований для каждой зоны в

конце концов получается в виде

п*=пк(С).

"*-1 =/»*-i (C-nJ_ / dx),
Lk

(2.4)

к

лГ=л,(С- 2 л; / dx).
/ = 2 L/

Как уже было замечено ранее, существует несколько вариантов

сканирования у'-й зоны л* раз. В действительности число различных

способов сканирования выражается в виде [21]

( 2 /1/)|
(2.5)

(пГ)!(л2*)!...(л*)!

Следовательно, существует возможность для дальнейшей

оптимизации процесса поиска. Можно, например, минимизировать среднее
время, необходимое для обнаружения цели, или определить такой

порядок сканирования различных зон, при котором
минимизируются транспортные расходы. Если выбран первый из этих двух

вариантов, то приходим к тому, что нужно использовать правило

Блекуэла — Блэка — Кадана (см. [23]). Это правило заключается
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в следующем:

P)j>Pi + i,j

отношения

/ g(x)dxp,
Li

f dx

при \

/-1

условии.

/= 1,/j!

*«

что

*-1.

/ = 1,

7

■»;.

7
= 1.*. (2.6)

/=1.*. (2.7)

упорядочиваются в порядке их убывания, и сканирование зон

проводится в том же порядке.

§ 3. Фиксированные зоны поиска в случае рц
=

ру

Предположим, что р,:
=

р- и q,j
- q.-. Это означает, что

предыдущие сканирования зоны Lj не дали никакой информации о

местоположении цели, которая в соответствии с определением
величин Рц находится где-то в зоне Lj. Выражения (1.9)
упрощаются и принимают вид

/-1
,_,

и мы получаем, что

(3.1)
/ =

Оптимизационная задача (1.12)—(1.14) становится такой:

к

2 [1-<7,П/] / g(x)dx=> max, (3.2)
/=1

'

Lj
к

1 п.- f dx<C (3.3)
/=' 'ч

и

n7.e*t. /=Г£ (3.4)

Из соотношения

1 - q.
' = 1 - exp (-*"ч)

1
получаем при q($)

= 1 — ехр(— *р). что /7; In — можно интерпре-

*/
тировать как поисковое усилие, приложенное к точкам зоны Lj.

В оптимизационной задаче (3.2) —(3.4) числа пх, П2, ■■■, "*
являются целыми по смыслу задачи. Если это требование ослабить,
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а условие (3.3) заменить условием

к

1 л, / dx = С, (3.5)
/ = i /•/

то получим задачу выпуклого сепарабельного программирования,

которая может быть решена с помощью теории Куна — Таккера
(см. [24]). Введя для краткости обозначения

w-= f dxl(- In q,), /=1,fc, /0.= / p(x)t/x,

приходим к следующей теореме.
Теорема 3.1. Пусть зоны в задаче (3.2) — (3.4)

перенумерованы так, что

Рх Iwi >p2/w2 > . . . >pk/wk ,

и пусть s будет наибольшим целым значением /', для которого

Pj_ ехр С

/ = I \ w,■ I

1/( Ъ »•)

>0.

Тогда решение задачи (3.2) —(3.4) имеет вид

1

О,

— Т W;

/-1

С- Г w,In-

/=1 I
+ 1п"

Pi

/ = 1,i.

/ = s + 1.*.

Как указано в [21], интерпретация величин п*, не являющихся

целыми числами, как количества сканирований теперь уже
невозможна. Величины же n*ln (1/g,-) можно, однако, интерпретировать

как поисковые усилия (об этом уже говорилось выше).

Теорема 3.1 применима, если между поисковым усилием и системой

поиска установлена определенная связь.

§ 4. Изменяющиеся зоны поиска

с целыми интенсивностями поиска

Вернемся к оптимизационной задаче § 2, в которой оптимальное

число сканирований п* определялось для заданного разбиения на

зоны Lj , j = 1, к. Рассмотрим теперь зону поиска L/ в качестве

неизвестного параметра. Очевидно, невозможно заранее

определить, какой зоне будет принадлежать заданная точках £ /?2,
следовательно, нельзя использовать вероятности р1г Как уже было

указано, pv есть вероятность обнаружения цели в течение /-го

сканирования зоны Lj при условии, что цель действительно находится

в зоне Lj и ранее не была обнаружена. Разумно сделать предполо-
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к

iy '= 1

nf f dx = C,

L^nLi-ф,

nj e z+. 4

1*1.

GR2l

Pi

i- i

П
i= i

/=~i

жение о том, что пространство поиска однородно, так что

Pi,=Pf (4-1)

Мы предположим также, что д[х) — функция плотности

распределения положения цели в R2 — непрерывна и унимодальна. Теперь
можно представить задачу оптимизации в следующем виде:

g,
=» max, (4.2)

(4.3)

(4.4)

1,~*. (4.5)

Определение границ между оптимальными зонами поиска L* в

задаче (4.2) — (4.5) производится с помощью следующей теоремы
(см. [21]).
Теорема 4.1. В оптимизационной задаче (4.2) — (4.5)

оптимальные зоны поиска L*, j = 1, к, отделяются
эквипотенциальными поверхностями функции априорной плотности распределения
цели д(х).
Доказательство. 8 силу унимодальности функции д(х)

оптимальные зоны LJ, очевидно, концентрируются вокруг

точки х0, где

д(х0) = max g(x).

Это — один из результатов § 2 гл. I. Предположим теперь, что мы

знаем оптимальное решение задачи, причем граничная поверхность
Л

L между L 1 и L 2 не является эквипотенциальной поверхностью
л

функции д[х). Так как L —

компакт, то экстремумы

t/|
= min д(х) и и2 = max g(x)

Л Л

х 6 /. J61

достигаются и и2 > ut. Предположим, что п* >п*>. Благодаря
унимодальности и непрерывности функции д(х) можно выбрать такое

u£(U],o2|, что

/ dx=
ф / dx.

L* (Л \х \ g(x) < и) Li n {xix(x)>u}
Когда мы изменяем число сканирований так, чтобы их было п*г в

области

Lir\{x\g(x)<u}
и п* в области

L2 П{х\д(х)>и},
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то общий ресурс, используемый в процессе поиска, остается

постоянным. В то же время, когда мы уменьшаем число

сканирований зоны L* Г\ {х\д{х) < и} нал* - п\, то общая вероятность
обнаружения уменьшается на величину

»Г \-\

/ g{x)dx I p, П а,-,
/.* п {х \х(.х) <и} 1= п* '- '

что, конечно, меньше, чем увеличение

/ g(x)dx I p, П а,
t Т П (х | я(х) > и} / = » ? ' = 1

вероятности обнаружения за счет/?f -л? дополнительных

сканирований зоны L 2 f~i (х|<7(х) > о}. Это приводит к противоречию,

поскольку первоначальное решение предполагалось оптимальным.

С помощью теоремы 4.1 перепишем теперь оптимизационную

задачу (4.2) — (4.5) в дискретной форме. Пусть

H(z) = {xe.R2\g{x)>z), г0
= max g(x) = g(x0\. (4.6)
хбй.

Тогда новая форма оптимизационной задачи будет следующей:

к' "i i-i

I / g(x)dx 1, р, П qr(.
=> max, (4.7)

/=i //(г/)-//(г/_,) /=i 1 = 1

*'

I л,- / e/x = C (4.8)
/=1 H(Z/)-«(Z/_,)

И

г(|>г1>...>^,?0, л, nk.ez+. (4.9)

где Аг означает число эквипотенциальных поверхностей. Из

унимодальности <7<х) следует, что между к и к существует соотношение

, |[(* + 1)/2]. т=1.
к -

U т>2.
(4-10)

где m —

размерность пространства.

Пусть теперь область поиска — действительная ось.

Оптимизационная задача перепишется в виде

"■•

max, (4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

*' V "i i-i

I. f g(x)dx S p, I
i = - k' + i */_i ' = 1 '~ >

*'

I л(ху-х/_,)
= С,

J = — к' +\

nj&Z+, j = — k' + 1, Ar',

*/-!<*/.

9,
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где введены обозначения

х,
= max (х € Я, | д(х) = г,}, х _,■

= min {x G R, I з(х) = г,},
/'= 1, А-',

а х0 определяется по формуле (4.6). Из теоремы 4.1 мы получаем

следующий результат.

Теорема 4.2. Решение задачи (4.11) — (4.14) обладает
свойствами

и

<7<x;) = <7(xV>, /=1Д', (4.15)

л/ = л*/+|. /=17^. (4.16)

Следовательно, нужно определить только величины xj, j = 1, к ,

и л*, у
= 1, к', в задаче (4.11) — (4.14), которая теперь

переписывается в виде

*' xi "i i-1

f g(x)dx I p, II g, => max, (4.17)v

it'

I л/(х/-х/.,) = С/2, (4.18)
/ = i

Xy„i<xy, /=1,fc', ль . . .
, л,,., £Z+. (4.19)

Как указывает в работе [21] Лейпела, главная трудность этой

оптимизационной задачи — ее несводимость к многошаговой

оптимизационной задаче. Более того, она еще и невыпукла по

переменным Xj, если исключить тривиальный случай, когда плотность

распределения д(х) цели постоянна.

Одномерная задача поиска, которая только что обсуждалась,
была решена с использованием достаточно сложной теории
двойственности в задачах дискретного нелинейного программирования.
Что касается многомерных случаев, то, по-видимому, разрешима
только сферически симметричная задача.



ГЛАВА IV

ПОИСК ДВИЖУЩЕЙСЯ ЦЕЛИ
С ДЕТЕРМИНИРОВАННЫМИ ТРАЕКТОРИЯМИ

И СЛУЧАЙНЫМИ НАЧАЛЬНЫМ СОСТОЯНИЕМ

И НАЧАЛЬНОЙ СКОРОСТЬЮ

§ 1. Случай известиой начальной скорости и начального состояния,

заданного своей плотностью распределения

Чтобы вычислить траекторию цели, движущейся согласно

законам механики, необходимо задать ее начальное положение и

начальную скорость. Если точно известны законы, управляющие

движением цели, и начальные условия, то будущее положение цели тоже

будет известно точно. Если же начальное состояние и начальная

скорость заданы с помощью функций распределения плотности

вероятностей, то все, что может быть известно относительно

будущего положения цели,
— это тоже плотность распределения ее

местоположения. Задача обнаружения цели такого рода становится

задачей поиска. 8 предыдущих рассмотрениях плотность
распределения местоположения цели была стационарной, т.е. не зависящей
от времени. Теперь плотность распределения содержит в качестве

параметра время.

Так, при проведении некоторых спасательных операций на море

известно, что судно дрейфует в заданном направлении (в
направлении ветра), но неизвестны координаты точки, в которой вышли из

строя его двигатели. Местоположение судна оценивается в таких

случаях по имеющейся в наличии информации и результат оценки

представляется некоторой плотностью вероятности. Плотность

вероятности в таком случае "дрейфует по ветру". Если положение

цели в начальный момент известно достаточно хорошо, плотность

распределения начального положения цели имеет форму холма.

Этот холм начинает затем дрейфовать по ветру. Задача поиска

при этом становится настолько простой, что ее можно решить
аналитически.

Другой пример, который приводит к достаточно сложным

вычислениям,
— следующий. Начальное положение и начальная

скорость заданы своими функциями распределения. Например,
неизвестно, где именно судно начало движение в заданный момент

времени и в каком направлении оно начало двигаться. Выражение
для плотности вероятности как функции времени не обязательно

будет трудно получить, но задача поиска при этом становится

значительно сложнее.

Пусть начальное положение цели и ее положение в пространстве

Rn при f > 0 обозначаются х0 и х соответственно. Мы будем

предполагать, что эти величины связаны соотношением

x=z(x0, f), х0,х£Я„, (1.1)
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и функция г(х0, г) такова, что х0, начальное положение цели,

может быть найдено из (1.1) для любого х, т.е.

х0=г-'(х, f). (1.2)

Необходимым и достаточным условием существования
соотношения (1.2) является необращение в нуль якобиана

Э(г, г„)
-—

,
т.е.

Э(Х[ Х„)

Э(^1 z„)

Э(Х|, . . .
, Х„)

= det 3fL
Эх*

ФО (1.3)

для всех х€ R„. функция г (х0, t) должна удовлетворять

очевидному условию

г(х0,0) =

х0 (1.4)

для всех х0 S R„ .

Пусть теперь задана некоторая область A CR„ и пусть г(А, г) =

= В. Тогда очевидно, что

/ u(x0i x0n\dx0\ ■ ■ ■ dxon =

А

= /о(гГ'(х, х„,Г) ^'{х, х„,Г))Х

Э(гГ' г'1)

Э(х, х„)
c/xj ... dxn. (1.5)

Следовательно, если плотность распределения местоположения

цели при f>0 обозначить о(х, f), из (1.5) видно, что

о(х, 0) = о(х, х„) (1-6)

о(х, г) = о(гГ'(х! x„,f) г„1(х1 х„, г)) X

X
Э(гГ' г'1)

3(xi,. . .
, х„)

Хорошо известно, что

Э(гГ' г'1) f Э(г, г„)

Э(Х! Х„) 1Э(Х0| Х0„)

поэтому из (1.7) следует, что

о(х, f) = u(z~x (x, fllA/fz"1 (x, f), f),

где

Э(г, г„)
> -'

г1 (x,t)

J(z~Hx, t),t)
Э(Х01 Х0„)

х„
= г"1 (х, I)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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Обозначим v(x, t) плотность вероятности местоположения цели

при условии, что цель не обнаружена за время (0, г) и начальная

плотность местоположения цели была и{х0). Определим теперь

следующие события *):

(х) : событие, заключающееся в том, что в момент г цель

находится внутри некоторого объема Дх, содержащего точку х;
< и >: событие, означающее, что начальная плотность

местоположения цели равна и(х),
< 0, г >: событие, состоящее в том, что цель не обнаружена за

время (0,t).
Тогда получим, что

v(x, г)Дх = Р{(х)|<0,г><и>} =

_

Р {(х)<0, f>|<u>}
._

Р {(х)1<ц)}Р{<0, г>1(х)<ц»
Р {<0, t>|<ti» P {<0, f > | <и >}

Вероятность Р {(х) I <о >} сразу получается с помощью (1.9) :

Р {(х) Ко)} =.о(х, г)Дх. (1.11)

Далее, вероятность необнаружения при условии, что цель начинает

движение из точки х0 в момент г = 0, выражается в виде

ехр ( -/ Х(г(х0, т), т)с1т),
о

поэтому

Р {<0, г) К и)} = / и(х0)ехр( -fMz(x0.T),T)c/T)dxo.
п а

Кроме того,

Р {<0, г> 1(х)<о>} =ехр(-/ Мг(х0,т),т)ф),
о

где х0 получается из уравнения

х = г(х0, г),

т.е. х0
= г-1 (х, г). Теперь из (1.10) следует, что

ехр(-/ Х(г(г"'(х, г), т), т)с1т)
о

v(x,t) = u(x,t) —

. (1.12)

/о(х0)ехр(-/ Х(г(х0, т), T)dr)dx0
п о

Пусть у(х, г) Дх, как и в гл. I, обозначает вероятность того,
что цель не была обнаружена за время (0, t) и находится в малой

*' Автор благодарен И.М. Сонину, предложившему этот подход.
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окрестности Дх точки х в момент t. Тогда, очевидно,
г

у(х, f) = y(x, f)/u(x0)exp(- / X(z(x0,r), r)dr)dx(). (1.13)
и о

Теперь из (1.12), (1.13) следует, что

vM. t)
Э InuU, f) Э '

-

— /X(z(z-'(x, t), т), r)dr
bt bt о

y(x, f).

(1.14)

Кроме того, имеется еще начальное условие

Их,0) = о(х) = у(х,0). (1.15)

Задача (1.14), (1.15) имеет решение

I '
,

' 3 In o(x, f) )
у(х, f) = u(x)exp<-/ X(z(z~'(x, f), r), r)tfr+ / dt).

lo о Эг >

(1.16)

Отсюда (или непосредственно из (1.12), (1.13) можно получить

г

К<*. f) = o(x, f)exp(-/ Х(г(г-'(х, f), r), rltfr), (1.17)
о

где о(х, f) — функция плотности вероятности, определяемая

формулой (1.9).
Соотношение

Pit) = / dr J Х(х, г)Их, r)tfx,
о п

полученное в § 2 гл. I для вероятности обнаружения цели за время

(0, f) (см. уравнение (2.1) гл. I), справедливо и в

рассматриваемом случае. Так как поисковая система, представляемая

стратегией поиска Х(х, f), будет двигаться тем или иным способом в

соответствии с изменением плотности вероятности местоположения

цели, естественно сделать подстановку

Х(х, f) = X(z(x0,f), f). (1.18)

Получаем теперь с помощью (1.17), (1.18) следующее выражение
для вероятности обнаружения за время (0, f) цели, движущейся
по закону (1.1) :

t

P(t) = 1 - / u(x0)exp(-/X(z(x0,r), T)dr)dx0. (1.19)
п о

Задача снова заключается в определении стратегии поиска Х(х, f),
максимизирующей вероятность обнаружения за время (0, f).
Можно воспользоваться для ее решения выражением (1.19),
однако здесь мы применим подход, развитый в § 1 гл. I.
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Решение сопряженного уравнения, имеющего вид

Э '
, Э In и(х, t)

4>Ax,t)=
— f X(z(z-'(x, f), г), r)dT- 4*(x,t),

' L Эг о 6t

(1.20)
переходит с учетом условия (2.16) гл. I в выражение

/ ГГ dlnuU, f) 1 \
0U.f) = expl-J X(z(z-'(x, f), г), г)- с/т) =

и(х, Т) т

= ехр(-/ X(z(z-'U, f), г), rjtfr). (1.21)
u(x, t) г

Получим теперь, что

г

у(х, f)i//(x, f) = o(x, Г)ехр(-/ Mz(z~l (x, f), т), т)с/т).
о

Как следует из рассуждений § 2 гл. I, можно ожидать, что

оптимальная стратегия поиска теперь перемещается в пространстве

вместе с целью, распространяясь в процессе движения. Если цель

находится в момент t в точке х, где Х(х, t) > 0, то существует

момент времени t(х), для которого X(z(z_1(x, f), т), г) =0 при

всех т£ [0, f(x)]. Следовательно, имеет место формула
г

Их, гЖх, f) = o(x, Г)ехр(- / X(z(z-'(x, f), т), r)dr), (1.22)
r(x)

которая соответствует выражению (2.20) из гл. I.

Условие оптимальности (2.35) из гл. I верно и здесь:

У(х. t)4/(x, t) = C(f), (х, t) Е П+(г) X [0, Г],

где £l+{t) £ /?„ — область, в которой Х(х, t) > 0, тогда как Х(х, t) =

= 0 в области /?„\ f2+(f). Из (1.21) снова следует, что C{t) = С =

= const. Условия оптимальности (2.37) гл. I принимают теперь вид

г

о(х, Г)ехр(- / X(z(z-'(x, t), г), T)dr) =

t(x)

С для (х, f|££lt|f|X [0, Г],
>С для (х. f)*$2+(f)X [0. Г].

П"23)

Нужно еще отметить, что условия (1.23) относятся к конечному

моменту поиска, t = Т. Сделаем теперь следующее разумное
предположение относительно начальной плотности распределения и(х0) :

и(хо)>0 для х0еЛ(0),

и(хо) = 0 для Хо^Л(0),

где область Л(0), естественно, предполагается конечной, а ее

граница
— гладкой. В силу свойств функции z(x0,t) область Ш) -

= z(A(0), t) тоже конечна.
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Подставляя теперь z~'(x, Т) =
х0 в выражения (1.23), получим

т

и(х, Г)ехр(- / X(z(z-'(x, f), т), т)с/т) =

С для (х„, f)GA(0)X [0, Г],
(1 24)

> С для (хо, t) <t Л(0) X [О, Т],
'

где f0(x0) = f(z(x0, Г)). Далее, условие (1.2) из гл. I переходит

теперь в

L(f) = / Х(х, f)tfx = / X(z(x„,f), fk/(x0, f)rtf0. (1.25)
MD MO)

Уравнение (2.48) гл. I справедливо и в области Л(0), с той только

разницей, что теперь Х(х, f) = X(z(x0, Г), t). Мы получаем, что

и(х0) т

V = / (\7X(z(x„, Г), т))+ с/т -

-Vt0(x0)\(z(x0,T),to(x0)). (1.26)

Обозначим X(z(x0, Т), т) = Х(х0, т. Г). Уравнение (1.26) при этом

принимает вид

V
"(Хо>

= / (УХ(х0. г, r))+t/r-Vf„(x0)X(x0, f0(x„). Г).
Jixo, T) r0(*o)

(1.27)

Когда мы подставляли VX(x, f) = 0 в выражение (2.48) гл. I,
конечный момент времени Г исчезал из уравнения. Затем можно было

получить уравнение Аркина (см. (2.58) гл. I), и решением задачи
была равномерно оптимальная стратегия поиска. Из уравнения

(1.27) непосредственно видно, что конечный момент времени Г

остается в уравнении, если подставить VX(x0, т. Г) = 0. Вместо

этого мы сделаем подстановку Х.(х0, т, Т) -\{т, Т) так, чтобы VX = 0.
Мы приходим к уравнению Аркина

dw C(w)L(t)
=

; , (1.28)
dt wC (w)

где w = m(£2
+
(f)). Стратегия (функция плотности) поиска X (х, t),

полученная с помощью уравнения (1.28), будет оптимальной, если

только поиск осуществляется в течение времени [0, Г]. Если поиск

заканчивается ранее, в момент f i < Г, то поиск в течение времени

[0, f! ] не был оптимальным.

Так как X (г (х0/ Т), т) = X (х0, т, Т) - X (т. Г), то из (1.25)

следует, что

L(t) = X(f, Л / J(xa.t)dx0;
Л(0)
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при этом

Lit) [ / Лхо.Ог/хоГ1
Л(О)

X(x„,f, Т) = для х„ е i20+(f),

[о для х„ <? S20 + (f),

где

SlQ + {t) = \х0: х„е Л(О) и Х(хо,т,П>0}

(1.29)

(1.30)

Так как Х(г (х0/ Т), т) не зависит от х„, мы получаем следующее

выражение для стратегии поиска:

Х(х, И

(L(t)[ / J(xo,f)t/x0]-'
Л(0)

для хо € £2+(f),
Ю для х„ € Л(г) \J2+(r).

(1.31)

§ 2. Поиск дрейфующего космического корабля
в специальном случае

Предположим, что космический корабль двигался по прямой,
которая проходит через центр Земли, по направлению от Земли в

космос. В момент f = 0, когда расстояние корабля от центра Земли

равно хо (конечно, х0 больше радиуса Земли), двигатели корабля
отказывают и он начинает дрейфовать. Мы будем предполагать,
что корабль остается на той же прямой, где его движение в

соответствии с законом Ньютона подчиняется уравнению

х = -а2/х2, (2.1)

где а2 —постоянная.

Проинтегрировав это уравнение, получим

х = (vl -— +—
. (2.2)

\ х0 х /

где постоянная интегрирования выбрана так, чтобы скорость
корабля в момент f = 0, когда он находится в точке хо, была равна vu.

1 / 7
«" \Введем для краткости обозначение к =—- [v^ — ). Интегрируя

а \ хо /
(2.2), получим выражение

at + С =

V* +*х2' + —— In (2кх +1-2 \/Т Ух + кх1')
2\J к

. (2.3)

Так как х =
х0 при f = 0, мы получаем следующее выражение для
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постоянной интегрирования:

/ VnXn\ ] I
(2.4)

1 \v0x0 1

к ( а 2\ЛГ

где использовано соотношение х0 + к

1 +2х0к -2VTI )

Закон движения в виде х - г (х0/ f) (о котором шла речь в

предыдущем параграфе) было бы довольно трудно получить из (2.3)
и (2.4). Мы сделаем поэтому следующее упрощающее предположе-

Jvlние: постоянная v "о
= с очень мала. Физический смысл

*о

этого предположения состоит в том, что начальной скорости
космического корабля едва хватает на то, чтобы корабль начел

двигаться в направлении открытого космоса. В действительности это,

очевидно, могло бы иметь место. Теперь мы легко получим из

(2.3) и (2.4) следующий закон движения:

Н"-т)
2/3 (2.5)

Далее,

х» = /х3'2 ) (2.6)

Jolx.t) = x^ixi'2 +—У"1'3. (2.7)

Чтобы получить результаты в замкнутой форме, предположим, что

хо намного больше радиуса Земли, и будем производить
вычисления для следующей простой функции плотности распределения

начального положения космического корабля в начале дрейфа:

М, х0е[0, 1],
и(х0) = 2.8

|0, х0£ [0,1],

т.е. начальная точка х„ равномерно распределена на произвольно

выбранном интервале [0, 1 ].
Получим теперь уравнение Аркина. Из определения J20+(f)

(см. (1.30)) следует, что

(х3/2 + е772)1/3 1
>С, хое[0, 11. (2.9)fi0 + (t) =

„1/2х0

Так как (х 0* + е772)1/3х ^1/2 -*«> при х0 -* 0 для t > 0, очевидно,
что S2o + (f) будет интервалом, который начинается в точке х0

=
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= 0 и заканчивается в точке х0 (С) такой, что (х0 (С)э/2 +

+ еТ/2)
' /Зх0 (С)

_ '/2 = С. Следовательно,

/ еТ/2 \ 2/з
w = mitloAt)) = I -3—) ■ (2-10)

Очевидно, что когда С принимает значения из интервала [1, °°],
w изменяется от °°

до 0. Находя С из (2.10), получим выражение

/ еТ ,.,\ 1/з
С = I 1 + — и/~3/2] (2.11)

Уравнение Аркина приобретает теперь вид

dw (1 + eTw'312) L(t)

dt w w~3/2
(2.12)

откуда следует

еТ »' w_ 3/2 '

— / —^ГзТГ dw = //.(r)t/r, (2.13)
4 0 1 +еГи/ i,z 0

где учтено начальное условие w = 0 при f = 0. Интегрируя (2.13),
можно получить выражение для w, которое мы обозначим w (f, 7"),
чтобы подчеркнуть зависимость от Т.

Первоначально космический корабль находится внутри

интервала [0, 1 ], позднее, в момент t, он будет находиться внутри

интервала [х, (t), х2 (f) ], причем из (2.5) следует, что

/ef\ 2/з / ef \ 2/з

х«("=(т) - ^(f) =

(i+^-) • (2u)

Стратегия поиска, которая приводит к оптимальному поисковому

усилию в момент 7", теперь с помощью (1.31) записывается в виде

Ш) И"'"-тГ-(г)Т'
X(x,f)=^ xG[x,(f), min (x2(f), x2w(f))l, (2.15)

0, x£ fx,(r), min(x2(f), x2vv(f))].

/_ 1/-) е*Л 2/3
Здесь x2w(f) =( w(t, T) il2 + — I и Й7(Г, Л = min [w(t, T)M

€ T
Пусть теперь > 1, т.е. время, отпущенное на поиск,

достаточно велико. Уравнение (2.13) принимает вид

— / dw = / L{r)dT. (2.16)
2 о о
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откуда получаем следующее выражение для w :
г

w = 2 / Цт)с1т. (2.17)
о

Оптимальная стратегия поиска тогда приобретает вид

2/3

Mx.t) =

Lit) [■«-�&Г-(тГ|-

где

xG[x,(f), min (x2(f), x2(f))],
.0 в остальных случаях,

x2(f) = ( w(f)3'2 + —J и w(t) = min [2/ Ur)oY, 1].

Таким образом, в рассмотренном нами специальном случае
стратегия поиска равномерно оптимальна.

§ 3. Поиск цели со случайными начальным состоянием

и начальной скоростью

В предыдущем параграфе только начальное положение цели

считалось случайным, начальная же скорость предполагалась

известной. Исследование задачи поиска усложняется, если начальная

скорость тоже случайна и тем более если некоторые другие параметры,

связанные с детерминированной траекторией цели, становятся

случайными.
Если начальное положение и начальная скорость цели случайны,

предлагается рассматривать задачу поиска в таком фазовом
пространстве, конструкция которого позволяет свести задачу поиска к

уже рассмотренной в предыдущем параграфе. Если фазовые коор-
динаты f , f 2п таковы, что f, =

х„ /' = 1, п, и f„+, =

х„ /' = 1, п,
то стратегия поиска могла бы иметь тот же вид, что и ранее, т.е.

X (J f 2 л . *) ■ что эквивалентно \ {•*i,. • .
, х„, х,,. ..

, х„, г) .

Следовательно, X(fi $2n.t) Дг есть вероятность обнаружения
цели в течение времени (t, t + At) при условии, что цель находится

в точке (х, х„ ) и ее скорость равна (х, х„). Мы не

будем далее развивать этот подход, а рассмотрим более общий
случай, когда характер случайных параметров не определяется

достаточно точно. В последующем изложении мы будем в основном

следовать работе Пурсихеймо [25].
Предположим снова, что цель движется в n-мерном пространстве

Rn и что ее начальное положение задано своей плотностью

распределения. Траектория цели предполагается имеющей известный вид

х = г(х0,у, t), (3.1)

где х0 £ R„ — начальное положение цели иуЁ Rm — векторный
параметр, например, начальная скорость. Предположим еще, что

г (х0/ у, 0) =

xQ (3.2)
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для всех х„ € RHi у£ Rm. Якобиан (определитель)

дг/(х0, у, t)

J(x.y.t) =

bxj
предполагается положительным и элементы матрицы Якоби

предполагаются непрерывными в R„ при всех у £ Rт .

Следовательно, обратная функция,

*и
= *~'(х, у. t), (3.3)

существует.

Начальное положение х0 и векторный параметр у
предполагаются имеющими совместную функцию плотности распределения
f (x, у). Функция и (х) плотности распределения положения цели

при f = 0, рассматривавшаяся в § 2, имеет теперь вид

и(х) = / f(x,y)dy. (3.4)

Далее, в силу (1.9) имеем, что

Пг~'(х, y.t), у)
и(х, t) = / :

'
— dy (3.5)

ят Лг~] (x,y,t), у, t)

есть плотность распределения положения цели в момент f.

Очевидно, процедура исследования из § 1, которая начиналась

с формулы (1.11), не может быть повторена здесь, поскольку

линейное уравнение вида и, (х, t) - к (х, f) и (х, t) не получается из

(3.5). Так как цель движется по закону (3.1) в пространстве R„,

то поисковое усилие накапливается на цели в соответствии с

интегралом

г

*{t) = / \(г{х,у, г), T)dr. (3.6)
о

Пусть q (*р) — условная вероятность необнаружения цели,
определенная в § 2 гл. II. Тогда вероятность необнаружения
принимает вид

т

F(\) = / / f(x0.y)q(J Х(г(х0,у, т), т) dr) dx0dy. (3.7)
Rn Rm

Теперь необходимо решить следующую задачу оптимизации:

г

F(\)= J f f(x0,y)q( / Мг(хи,у,т), т) dr) dx^dy =»min,
Rn R m 0

X(x, f) > 0 для всех x e R„, t <E [0, T], (3.8)

/ X(x, t)dx = 1,

где мы упростили условие (1.2) из гл. I, полагая L (t) = 1.
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Проблема нахождения необходимых и достаточных условий
оптимальности стратегии Х(х, f) может быть решена с помощью

теоремы Милютина — Дубовицкого [16].
Пусть Q, = {X: Х(х, г) > 0} и Q2 = {X: / Х(х, f) dx = 1} .

«и

Тогда верна (см. [16]) следующая

Теорема 3.1. Необходимым и достаточным условием того,
чтобы \*(х, у) было оптимальным решением задачи

F(X) =» min при X G Qj ПОг,

является существование при всех f е [0, Г] такого X(t), что

О(х0, t, X*)= X(f) для X*(xo,t)>0,
(3.9)

D{xo,t,\*) > Mt) для X*(xa, f) = 0,

где

О(х0, t, X) =

г

Лг"' (х, к, Г), К) </< / Х(г(г"' (х, у, t), у, т), т) dr)
о

= / dy.
Rm J (г'1 (x,y,t),y,t)

(3.10)

Доказательство. В силу выпуклости и непрерывности

функции q (*£>) функционал F (X) является выпуклым и

непрерывным по X. Следовательно, по теореме 7.4 работы [16] функционал
F (X) дифференцируем по всем направлениям и регулярно убывает
в точке X*, причем конус направлений убывания Кц имеет вид

АГ0 ={Л: heL("+l>, F'{X*,h)>0}.

Производная F'(X*,h) определяется следующим образом:

ЛХ* + eh)-F{\*)
F{\*,h)= lim — — =

e^O e

f(x0, у) т

= lim / / {q{ f {X* +eh)dt)-
e—0 Rn Rm e 0

T

-

q ( / X'dt)} dx0dy,
0

где подынтегральное выражение
— монотонно убывающая функция

от е (см. доказательство теоремы 7.4 работы [16]). Используя
ограниченность интеграла при всех е < е0/ с помощью теоремы о

монотонной сходимости мы получим следующий результат;
г

F'(X*,h) =llf f{x0,y)h{iix0,y.t), t) X

т

X q'(f Х*(г(х0,и, т), т) dr) dx0 dy dt.
о
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С помощью замены переменных

х= г(х0, у, f), у
=

у, 7= f

при условии положительности якобиана J {x0, у, t) окончательно

находим

F'(\*,h)= .

т

. Пг'1(х,у,1),у)д'( J \'{г(г-1(х,у.1).у.т).т)с/т)

R„ Km о J{г '(х, y,~t),~~y,t)

X h(xj) dx dydf,

причем F (X*,h) — непрерывный линейный функционал от h. Из

следствия теоремы 10.2 из [16] вытекает, что двойственный к К0
конус имеет вид

К0* ={/г: fGL^
+

1), (f,h) = -a F'(\\h), a > 0}. (3.11)

Множество Q\, представляющее ограничение (1.1) гл. I, выпукло,

поэтому в соответствии с теоремой 8.2 работы [16] конус
возможных направлений Кх есть

/С, = {Л: /7<EL(?
+ 1), Л = а(Х-Х*), XGQ?, а>0}, (3.12)

где Q" — внутренность множества Qx. Ясно, что конус К1
является выпуклым, поэтому множество Qi регулярно в точке X*. Как

хорошо известно, любой непрерывный линейный функционал /U в

пространстве L.\"
+ l'

может быть задан с помощью функции,
принадлежащей пространству £.L"+1 *

. следующим образом:

т

(/к, h) = / / /к(х0, t)h(x0, t)dt dx0.
°*„

Если теперь Х*(х0, f) > Ов некоторой точке (х0, f), то в

соответствии с (3.12) h может в этой точке принимать любые значения.

Поэтому для того, чтобы выполнялось неравенство {ц, h) > 0,

необходимо, чтобы м(х, t) = 0 почти для всех таких точек (xft, f).

Наоборот, если X* (х0, f) = 0 в некоторой точке (х0, t), то в

соответствии с (3.11) h может принимать в этой точке произвольные

неотрицательные значения, и поэтому ц{х0, t) > 0 почти для всех таких

точек<х0, t). Следовательно, двойственный конус К* имеет вид

т

АГ,* ={д: це L(J?
+ l)

, (М.Л)= / / fi(x0,t)h(x0,t)dx0dt},
R О

(3.13)

/K(xo,f) = 0, когда (x0,f) £ S, /к(х0, f) > 0, когда (x0,f) *? S,

где S = {(х0, f): X*(xo,f)>0}. Чтобы получить конус
касательных направлений для точки множества Ог. зададим в соответствии
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с теоремой 9.1 работы [16] оператор Р, определенный на некото-

ром множестве в пространстве Ll и с областью значении в

пространстве L I'' ,
Р\= ф,с помощью формулы

/ { / Х(х0, t)dx0 - 1} dt = / ф (f) dt для всех t e [0, Л .

о Rn о

Функционал ф в соответствии с теоремой Фубини определяется
единственным образом почти для всех f следующим образом:

"ф(1)= Г X(xu,t)dx0 -1.

Далее, все пространство L , , которое является банаховым

пространством, есть область значений оператора Р, и если X £ Q2, то Z3

отображает его в нулевой элемент в пространстве L,'.
Производная Фреше Р

'

определяется так:

P(\+h) = P\ + P'h +o{\,h).

В нашем случае имеем (почти для всех f)

P(\+h)= / Х(х0, t) dxu - 1 + / /7(х„, f) dx0,
Rn Rn

поэтому

/*Л= /Л(х0, *)*f0.

Следовательно, конус Кг касательных направлений имеет вид

АГ2 = {/?: /iGZ.("+,), /"Л = 0}.
или

АГ2 = {h: /)е/.(,"+|), / Л(х0, f)rfx0 = 0 почти для всех f}.
Я/1

Теперь конус К2 является подпространством (следовательно,
он выпуклый), и поэтому множество Q2 регулярно в точке X*.
В соответствии с теоремой 10.1 работы [16] двойственный к

К2 конус состоит из линейных непрерывных функционалов v

таких, что (v, h) = 0 для всех h £ К2, т.е.

Т

АГ2*= {к: veL.Ln+l\ / / к(х0, f)Mx0, t)dt dx0 = О}. (3.14)
о я„

Теперь нетрудно показать, что функционал v{x0, t) должен быть

постоянным почти всюду (по х0) для того, чтобы интеграл в

(3.14) равнялся нулю. Поэтому

т

K'2={v: vGL.ll), f f p{t)h{x, t)dx = 0).
о r„

Необходимое условие оптимальности имеет вид

f0 + fx +f2 =0, (3.15)
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где f/^K*, i = 0, 1, 2, что в соответствии с (3.11), (3.13) и

(3.14) означает следующее:
г

f{z-1{x,y,t).v)g'(f Х*(г(^'(х, y,t),y,T),T)dT)
7<

/ / J_f / ~ X

«„О I R,„ J(t'(x,y,t).y,t)

X dx0dydt + ц(х0/ t)+i>{t)\h(x0, t) dx dt = 0

для всех Л(х, f)€ £.["
+ 1\ Это эквивалентно уравнению

7'

Пг'1 (х, к, f), к)9'( / Х*(г(г-' (х, к, f), У, т). т) dT)

о
_ f / dy +

лш •>'(? (х. У, t), у, t)

+ /к(х0, f) + y(f) = 0, (3.16)

где теперь f > О, м(х0, ?) = О для всех (х0, f) таких, что

X*(xo,f)>0 и А*(х0, f)>0 при Х*(х0, f) = 0. В соответствии с

замечанием 3 (см. стр. 42 работы [16]) достаточное условие того,

чтобы ? Ф 0, состоит в следующем: существует по крайней мере
одно возможное направление a£Q, PiQ2. Здесь это достаточно

очевидно. Мы разделим уравнение (3.16) на —f и получим

O(x0,f, Г, Х*)= [ц{х0, t)+v(t)]/S,

где

О(х0, t, T, X") =

7'

Пг'Мх, к, f).K)Q'(/ X*U(r'(x, к, f). У, r),r)dT)
о

= / :
— dY.

R„, J(Z-X(x,y,t),y,t)

Когда X*(x0, f)>0, то ц(хи, t) = 0, и, полагая X(f) = f(f)/X,
получим

0(xo, f, Г, X*>= X(f), X*(xo,f)>0. (3.17)

Если X*(x0, f) = 0, то /к(х0, f)/X>0, поэтому

O(x0,f, T, X*)>X(f), X*(x0, f) = 0. (3.18)

Если мы теперь хотим, чтобы X*(x0,f) было оптимальным для

каждого момента f€ [0, Г], то значения Х*(х0, f) для любого

времени поиска 7"i < Г должны быть при f€ [0, 7"i ] равны
значениям Х*(х0, f), полученным для времени поиска Т.

Следовательно, на значения функции Х*(х0, f) не должны влиять будущие
значения величин X*: можно положить 7"=f в (3.17), (3.18)^ и
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получить отсюда, что условия (3.9) —необходимые условия
оптимальности.

Заметим теперь, что в соответствии с теоремой 15.2 работы [16]
эти условия являются и достаточными, так как F{\) — выпуклый
функционал, a Q, и Q2 —

выпуклые множества. Далее, если мы

выбираем в качестве X плотность л-мерного нормального

распределения в R,,, которая постоянна по г, то это \GL\"
+ 1^

принадлежит множеству Q2 и внутренности множества Q,.
Тот случай, когда движение цели задается уравнением типа

(1.1), содержится, очевидно, в изложенной теории как частный

случай. При этом плотность распределения местоположения цели

для f > 0 задается выражением (1.9). Условие оптимальности

(1.24) получается из теоремы 3.1 следующим образом. Сначала

имеем, что

/(г-'(х, f))qr'(/X* (*(*-'(х, f), т), Т)с1т) =

о

[ f(f), если Х*(х, г)>0,

[ >f (f), если Л* (х, f) = О,

затем, подставляя г'х (х, f)=x0, снова получим

1

f(x0)<7'(/X*Hx0, г), T)dr) =

о

[ ?(fM(x0, f), если Х*(г{х0,г), t)>0,

[>£{t)Ax0,t). если Х*Их0, f), f) = 0.

В частном случае, когда

7(х0, f)=a(x0)6(f), (3.19)

можно развить теорию немного дальше. Мы предположим, что

q{$)
— строго выпуклая функция такая, что существует {а'(*р)}~1.

Тогда верна следующая
Лемма 3.1. Пусть для каждого х0 существует величина

t„ такая, что

10,
если t<tx ,

>0, если f > tXa ;

тогда f(f)6(f! — непрерывная, монотонно возрастающая функция
от t

Доказательство. Условие оптимальности можно

переписать в виде

—— <?'( /X*(z(x0, г), T)dT) = $itWt).
а(х0) о
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При f = 0 существует х0 такое, что Х*(г(х0, 0), 0) = Х*(хо,0)>0,
поэтому \*{z(x0, t), f) > 0 для всех f. Следовательно, уравнение
справедливо для всех t, и левая его часть —

непрерывная,
монотонно возрастающая функция от f.

Справедлива, кроме того, следующая

Теорема 3.2. Пусть Х*(х0, f) удовлетворяет условиям
леммы 3.1 и пусть tx — решение уравнения

fix)q'i0)
= f(f)b(f) (3.20)

э(х)

{когда оно существует) такое, что tx
= 0, если f(f)Mf) >

> f{x)q'{0)la{x) для всех t, tX
= °°, если £(t)b(t) < f(x)q'{0)/a{x)

для всех t; тогда X*(z{x„, t), f) = 0 для всех (х0, f) таких, что

f<f*e u

X*(z(x„, t), t)= id/dt)q'" i$it)aix0)bit)/fix0)) > 0 (3.21)

для всех (х„, t) таких, что t>tx .

Доказательство. При f < tx в соответствии с

леммой 3.1 имеет место неравенство

?(f)6(f) < fix0)q'iO)/aix0).

Подставляя \*(z{xn, t), f) = 0 для всех f<fy в левую часть
л

о

условия оптимальности, убеждаемся, что это неравенство
справедливо. Если же f>fj<- ,

то

<r(t)6(f)>/r(x0)<7'(0)/a(x0),

и поэтому величина q' i$(t)a(x0)bit)/fix0)) определена и

непрерывна по f. Интегрируя (3.21) от нуля до f и подставляя

интеграл в условие оптимальности, получаем равенство. Теорема
доказана.

Рассмотрим, например, случай, когда закон движения цели

задается следующим уравнением (см. [26]) :

z(x0, t) = (1 + tv)x0, i/>0-const,

и пусть

f(x0) = ~

exp (--—— | х0 |М .

2это2 V 2a2 /

Следовательно, Jix0, f) = (1 + fi/)2. Характер рассматриваемой
задачи предполагает, что оптимальное X* удовлетворяет условиям

леммы 3.1. Поэтому из (3.20) мы получим, что

Х*((1 +fi/)x0, f) = 0, если

ь
|х„|2> - 2а2 1п(-2этоЧ(Ж1 + tv)2) = Fit) ,

т.е.

Х*(х0, f)=0,

если |х0 |2 >-2а2(1 + vt)2 In (-2яа2 f(f)/d + tv)2) = Git).
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Из (3.21) следует, что

Х*((1 +М*0, f) =

r'(f) 2v

f(f) 1+ff

если |x0 \2<Flt).

Поэтому

fit) 2v

X*(x0. t) =

f(t) 1+ff

если |х0 |2 <G(f).

Величина X*(x0,f) не зависит от х0. Неизвестная функция f(f)
может быть определена из условия / Х(х0, t)dx0 = 1, которое в рас-

R п

сматриваемом случае имеет простои вид:

/ r'(f) 2v ч

> + = 1.

Решая это дифференциальное уравнение относительно f с

начальным условием G(0) = 0, получим следующий результат:

Х*(*о.

где

RU) =

( 1/7Г/?(Г) ДЛЯ |Х0|2 <Я(Г).
f) =

1 0 для |х0|2>Я(г),

2а(1 +fv)3/2N/fA'.
Важным частным случаем, когда можно применить условия
оптимальности из теоремы 3.1, является следующий. Пусть закон

движения цели задается функцией

*(*о. У. f>=x„ +S(f, У) (3-22)

с £(0, У) = 0. В этом случае J(x0, у, t) = 1 и

г"Чх0. И, f)=x0
- |(f,y), (3.23)

где к — заданный параметр. Функция £(г, у) может быть

непрерывным, измеримым случайным процессом со значениями в /?„,
определенная в некотором вероятностном пространстве (Q, $•, Р)

так, что £(0, у) = 0. Тогда, если f(xn) -априорная плотность

распределения х„,то

1Пх0-№, K»9'(/X*(x0-$(f, K)+H', г). T)df)d/>($) = ftfJ.
12 О

(3.24)
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§ 4. Оптимальные траектории поисковой единицы

в случае детерминированного движения цели

со случайным начальным состоянием и случайной скоростью

В предыдущем параграфе рассматривалась система поиска,

относительно которой предполагалось, что она может быть

представлена функцией плотности поиска (стратегией поиска) \(х, f),
определенной в пространстве R„. Если система поиска состоит

из единственной поисковой единицы, то такое представление
невозможно. Так же, как и в гл. II, мы будем заниматься

определением оптимальной траектории поисковой единицы, следуя в

основном работе Лукка [27].
Предположим, что цель движется в двумерном пространстве

Я: вдоль траектории z{x0, у, t), где х0£Яг, y£R,„. Будем

предполагать, что z(x0, у, t) и zr(xu, у, t) непрерывны и

равномерно ограничены для всех х0е/?2, yGRm и f€ [О, Г].
Начальное положение цели х0 и векторный параметр у предполагаются
имеющими совместную функцию распределения вероятностей
F(x0, у). В приложениях в качестве векторного параметра обычно

фигурирует начальная скорость.

Пусть Mx(f), u(t), x) — стратегия поиска в момент f при
условии, что поисковая единица находится в точке x(f) и ее скорость

равна u{t), а цель находится в точке х. Функция Mx(f), w(f), x)
и ее первая и вторая частные производные по х и и

предполагаются непрерывными и равномерно ограниченными для всех х, и в R2,
Усилие поиска, накопленное на цели в течение интервала

времени [О, Т], выражается в виде

т

Ч>(*о, У) = / Mx(f), u(t), z(x0, у, t))dt (4.1)
о

при условии, что {z{x0/ у, t), 0^t<7"}— траектория цели, а

{x(f), 0<f<7"} —

траектория поисковой единицы, для которой

x(f) = и.

Пусть q(p), как ив § 3, — вероятность того, что цель не

обнаружена, в предположении, что на ней накапливалось поисковое

усилие <р. Функции q и q' предполагаются непрерывными для всех

*р€ [0, °°). Тогда вероятность необнаружения цели в течение

интервала времени [О, Т] выражается в виде

т

Q(x,u)=/ / q(f Mx(t),u(t),z(xu,y,t))dt)dF(xu,y) (4.2)
Я i R m 0

при условии, что{х(г), 0 < f < Т}— траектория поисковой единицы.

Это выражение подобно формуле (3.7), главное же отличие состоит

в присутствии u(t) в качестве аргумента функции плотности

(стратегии) поиска. Мы получим сейчас необходимое условие
оптимальности траектории {x(f), 0<f<7"}. Предположим, что функция
x(f) принадлежит пространству абсолютно непрерывных функций,
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определенных на fO, Г], и что и it) € L^ (О, Г). Кроме того,

предположим, что начальное и конечное положения поисковой единицы

заданы: х(0) =а°, х (Г) =аг, и при всех f G [О, Л должно

выполняться ограничение \u{t) | <v. Таким образом, мы получаем

следующую задачу оптимального управления:

Q(x, w)=>min, (4.3)

dx
— = u(t), (4.4)
dt

х(0)=э°, х(Т)=ат, (4.5)

JuMKf. (4.6)

Необходимые условия, которые должны выполняться на

оптимальной траектории этой задачи, мы представим с помощью принципа

максимума Понтрягина в виде следующей теоремы.

Теорема 4.1. Пусть { х°(f), u° it), 0 < f < Т} -

решение
задачи (4.3) - (4.6). Тогда

т

(p(t),u)-f f q'if \(xi0)(s),u°(s),z(x0,y,s))ds)X

X X(x°(t),u,z(x0, у, t))dF(x0, у) <
т

<(p(t),u°(t))-S J q,(f\(x°(s),u°(s),z(x0,y,s))ds)X
л 2 Rm 0

X X(x° it), u°it),zix0, y, t))dFix0, y) (4.7)

почти для всех t £ [О, Г] и для всех и, удовлетворяющих
ограничению I и | < v, где pit) — решение дифференциального уравнения

dpit) т
—— =/ / q'if Xix°is),u°is),zix0,y,s))ds)X

at
R,Rm о

X\xix0it),u°it),zix0,y,t))dFix0,y). (4.8)

Доказательство. Используем теорему Милютина — Дубо-
вицкого в форме, представленной Гирсановым в [16]. Применяя
эту теорему, можно изучать отдельно целевой функционал и

каждое из ограничений задачи управления. Так как ограничения (4.4) —

(4.6) имеют ту же структуру, что и изученные Гирсановым в [16],
надо только выписать выражения для конуса направлений
убывания функционала Qix, и) в точке (x°,w°)h для двойственного к

нему конуса. Мы получим сначала, что

Qix0 +h,u° +k)- Qix°,u°) =

т

= // / q'Mxi>,V))li\xlx°{t).uait),z{x(t,y,t)).hit)) +

о R,Rm

+ (X„(x0(f),i/0(f).z(x0. у, t)), kit))]dFix0, у) +
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+ 0, it)hit),u°it)+02it)kit),zixo, у, t)),h{t)) +

+ Xu(x°(f)+0,(f)/j(f), un[t) +02it)kit),zixo,y.t))] -

-9'Mxo. к))(Хх(х°(г).ы0(г).*(*о. к, t)),h{t)) +

+ (Х„(х°(г),<у°(г),г(х0, и, f)).*(f))} c/F(x0. у), (4.9)

где0<х(г)<1, 0<9,(f)«1, 0<fl2(tl<1,
г

*(*o. И) =/ \{x°{t).u°{t),z{x0, у, t)) dt

о
и

т

Д*(*о.К>=/ IXx(x°(f) + 0,{f)/j(f)V(f) +

и

+ в2(г)*(г).г(х0.к. f),/»(f)) + (Xu(x°(t) +в,(г) /J(f)/w°(f) +

+ 02{t)k{t),z{xu,y,t)),k{t))} dt.

Первый член в правой части (4.9) — непрерывный линейный
функционал от Л и Аг, а относительно второго члена можно показать, что

он имеет порядок о(у11Л II*. + НА: 1| ). Следовательно, первый

член справа представляет собой производную Фреше от Q{x, и) в

точке (х°, и0), которая обозначается Q'ix , u°){h, к). Конус
направлений убывания функционала Q(x, и) в точке (х°, и0)
выписывается в виде ([16], стр. 48)

АГ= {(Л,*): Q'(x°.u0Hh,k)<0)
и двойственный к нему конус (там же, стр. 69) записывается так:

АГ* = {-\0Q'ix°,u°)ih,k), \u>0} .

Дальше доказательство совершенно аналогично доказательству

принципа максимума, приведенному в той же работе [16]
(стр.83- 104).

Интересно рассмотреть тот специальный случай, когда стратегия

поиска X не зависит от скорости поисковой единицы. Мы получим

теперь следующее

Следствие 4.1. Если Х„(х, и, t) = 0, то

u°it)=vpit)/\pit)\, (4.10)

где I pit) | Ф 0. Кроме того, и0 it) — решение уравнения

A(t)u=b(t) (4.11)

почти для всех t, для которых lp(f)l = 0, где
т

Ait) = // q,if\ix0is),zix0,y,s))ds)X
K7Rm о

X Ххх{х° it), zix0, у, t))dFix0, у), (4.12)
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т

b(t) = - f J q'(fMx°(s).z(x(„y,s))ds)X

X Xxx(x°(t), z(xu, y, t)) zr(x0, y, t) dF(x0, y). (4.13)

Доказательство. Когда \p(t) I Ф 0, (4.10) сразу следует
из (4.7). Если же lp(f) I = Ов некотором интервале [f,, t2], f, < t2,
то гамильтониан

т

W(x°,u,p) = (p(f).u)- // q'(fMx°{s),z{xe,y,t))ds)X
" J "m о

ХХ(х°(г),г(х0, K, fOc^U,,,)/)

не зависит от t/ для всех f G [f,, f2 ]. Следовательно, в этом

интервале оптимальное решение является особым, и его значение

определяется из первого уравнения

d"p(t)
=0, п = 1,2

dt"

дающего достаточную информацию для определения u°(t).
Уравнение dp(t)/dt = 0 имеет здесь вид

т

/ / q'(fMx°(s),z(x0,y,s))ds)X
Rtfim о

X \x(x°(t).z(x0, у, t))dF(x0, у) = 0 (4.14)

и не содержит u°(t). Уравнение d2p{t)/dt2 = 0 имеет вид (4.11), оно

имеет единственное решение, если матрица A(t) — невырожденная.
Если 4(f)— вырожденная, то (4.11) либо имеет бесконечное

количество решений, либо вообще решений не имеет. В первом

случае для однозначного определения u°(t) мы должны

использовать производные более высокого порядка функции p(t). Во

втором случае u°{t) может быть произвольны,л, так как | d2p(t)/dt2 I Ф
ФОв любом случае, и, следовательно, мы имеем дело с правым
концом некоторого интервала, где \p(t) I = 0. Если решение
уравнения (4.11) не удовлетворяет условию (4.6), то u°{t) может быть

произвольным, но удовлетворяющим условию I u°{t){ < v. Когда
\ pit) | = 0 и оптимальное управление u°{t) является решением

(4.11). то х°(г) должно удовлетворять уравнению (4.14). Когда

\p(t) | = Ои x°(f) не удовлетворяет уравнению (4.14), t/°(f) может

быть произвольным.

Мы можем получить также необходимое условие второго
порядка оптимальности особого управления, т.е. управления,

являющегося решением уравнения (4.11) в случае, когда I pit) | = 0. Верна
следующая

Теорема 4.2. Пусть{х° (t), и"(f),0<f<7") -решение
задачи (4.3) — (4.6) для случая Х„ = 0. Если на некотором интервале

имеет место \p(t) 1 = 0 и u°(t) является решением (4.11), удовлет-
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ворнющим условию I u°(t) I < v, то матрица
т

A(t)=f / q'(f MxQ(s),z(x0,y,s))dsX
RiR m 0

X\xx(x°(t),z(x0,y,t))dF(x0,y) (4.15)

является положительно полуопределенной на интервале [r,,r2i.
Доказательство. В доказательстве используется метод

Келли (см. [18]). Имеем

Д<Э = Q(x° + 6х°,</) + бы°) -Q(x°,u°) =

= /(/ / <7'</X(x°(s),z<xn, K,s))ds)X
о л г R m о

X X.v(x°(r),z(x(1, к, r))tfF(x0, )/))6x(f)rff +

1 т т

+ —/5xr(f)[/ / <7'(/Mx°(s),z(x0,y,s))cte)X
2 о R1R m о

X X,^(x0(f),z(x0, к, f))rfF(x0, у)} 5x(t)dt +

1 ?'

+ —/ / q'{}Mx°(s),z{x0,y,s))ds)X
2 л j к m о

7" 2

X [ / (\x(x°(t), z(x о, у, r), bx(t))dt] 2dF{xt), y) +o( II 5x llc ),
0

где 6х удовлетворяет условиям

d(Sx(t))
= 6u(r), 5x(0) = 0, 8x(T) = 0.

dt

Выбираем

г а, когда f e [0, 0 + е],
6t/,(r) = |-а, когда re [0+ e,0+2e],

I 0 для остальных re [О, Г],

, b, когда re [0,0 + e],
5u2(r)= i-b, когда re [0+e,0 + 2e],

I 0 для остальных Г е [О, Г],

где 0 — произвольная точка интервала [f i, Гг ]. б + 2е<Г2, а а и

Ь — такие, что |u°(r) + Su(t) I < v для всех Г е [0, 0 + 2е).Тогда

1 г

AQ = — [a2/ / <7'(/X(x°(s),z(x„, y,s))cte) X

3 R1R m О

х \XiXi(x0(e),z(x0,y,6))dF(xQ,y) +

т

+ 2abJ J q'(f \(x°(s),z(x0,y,s))ds)X
К) Rm о
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X \XiiJx° (0),z(xo, у. e))dF{x(tt у) +

т

+ b2f f q'(f X(x°{s),z{x0,y,s))ds)X

XXX3X](x°(0),z(xo, и, e))dF(xt>ty)] e3 +o(e3). (4.16)

Так KaKw°(f) предполагается оптимальным, то ДО неотрицательно

длявсехэ,йи е таких, что и0(t) + 8u°(t) — допустимое
управление. Тогда существует е„ такое, что u°(t) + 8и°(г) допустимо при

О <е < е(| и (а~ + max |tr(f)|. Следователь-
re \в,о + 2е, |

но, коэффициент при е3 в (4.16) неотрицателен, и, значит, матрица

(4.15) положительно полуопределена. Теорема доказана.

Рассмотрим, наконец, простой пример, когда

*(*о, У. t) =

x0 +aty,

где а — положительная постоянная, у & R2 и Р (к = (0, 1)} = 1.

Более того, мы предположим, что функция распределения

вероятностей начального положения цели есть G(y), а \(х, г) =

= Сехр(— 0(х —г)2), где С,/3— положительные постоянные. Кроме
того, пусть q(<$) = ехр(— у). Вводя обозначения

, aM(f) a,2(f) \ _/ b,(t) \

мы получим из (4.12) и (4.13), что

Г

«„■(f) = 2/3CjV(/ X(x°(s),z(x0, у, s))dsl2fi(x°it) -z,(x0, у, t)) X
*

i О

X (x°(f) -zylxo. у, t)) - 1] exp(-|8(x0(f) -z(x0, y, t))2)dG{y),
т

/b,(f) = 2a/JCjV(/ XU0(s),z(x()/K,s))c'st2/3(x^f)-z,(x0/K/f))X
K 2 0

X U§ (f) -z2Uo. И. f» - 1] exp(-0(x°(f) -z(x„, У. t))2)dG(y).

Следовательно, b, = aa, 2 (f), b2 (f) = aa2 2(f), и единственное

решение (4.I'D при условии, что at t (f)a22 (f) — a\ 2(f) =£ О, есть i

Если а < v, то

ное реше-

-а
""'"=(!) <4.17)

почти для всех f, для которых |p(f) | = 0. Если a>f, то u°(t) =

= vp(t)/\p{t) I почти для всех f G [0, Г].
Оптимальную траекторию можно получить численно с помощью

теории, изложенной выше. Существование решения в

рассматриваемом простом примере очевидно. Однако решение не всегда

единственно.

4. О. Хеллман



ГЛАВА V

ПОИСК ЦЕЛИ, ДВИЖУЩЕЙСЯ
СЛУЧАЙНЫМ ОБРАЗОМ

§ 1. Свободное случайное движение цели

В предыдущей главе цель предполагалась движущейся, но ее

траектория считалась точно известной, как только становились

известными определенные параметры. Этими параметрами

являются главным образом начальное положение и начальная

скорость цели. Такое движение в известном смысле является условно

детерминированным: цель движется вдоль определенной
траектории при условии, что начальные параметры принимают некоторые,

точно определенные значения. Для движения такого вида и

употребляется иногда термин "условно детерминированное движение".
Будем теперь считать, что цель находится в случайном

движении, если движение цели в каждый момент времени носит

существенно случайный характер. Наиболее хорошо изученное
движение такого типа — это, естественно, диффузия.
Мы будем называть движение цели свободным, если никакой

поиск не проводится. Когда цель совершает диффузионное
движение, функция плотности распределения местоположения цели

получается из хорошо известных уравнений теории диффузии.

Если, однако, проводится поиск этой цели, то изменение функции
плотности следует уже другому закону. Например, если

некоторая область была просмотрена очень внимательно в течение

заданного короткого интервала времени, то функция плотности

распределения в ней становится близкой к нулю. Если

существует некоторая трендовая компонента в диффузионном процессе,
то область с низкой плотностью вероятности движется согласно

закону этого тренда по пути, заполняющемуся одновременно

посредством диффузии со всех сторон.

Предполагается, что объект движется случайным образом в

некоторой открытой области П пространства Я„, имеющей

кусочно-гладкую границу S. Местоположение объекта при г > О

предполагается заданным функцией плотности вероятности и(х, t)

такой, что и(х, 0) = i//0 (*) , где ф0 (х) — заданная плотность

распределения.
Хотя движение объекта считается случайным, мы не будем

предполагать, что оно является диффузионным процессом, для

которого уравнение для определения и(х, t) получалось бы из

теории диффузионных процессов. Причина этого заключается в

том, что для некоторых прикладных задач можно получить урав-
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нение для плотности распределения цели и{х, t) более прямым
путем, например, с помощью экспериментальных данных.

Основное требование к уравнению для и(х, t) состоит в том,

что для каждого момента времени t 6 [О, Г] и некоторого
заданного и(х, 0) = ф0 М Должна существовать определяемая

единственным образом функция плотности вероятности и(х, t),
удовлетворяющая этому уравнению и граничным условиям. Например,
уравнением такого сорта является классическое уравнение
параболического типа второго порядка. Такое уравнение, однако,
не является достаточно общим для нужд теории поиска, поскольку
есть основания полагать, что производные и. (х, t) и и. (х, t),

VV
i • J - 1.1, не всегда будут существовать, причем несуществование
здесь понимается не в том смысле, что эти производные

существуют почти всюду.

Имеется хорошо развитая теория параболических уравнений,
которая кажется достаточно подходящей для нужд теории поиска

(см., например, [28], [29]). Книга [29] будет далее нашим

основным источником по этому вопросу.

Коротко обсудим функциональные пространства, которые нам

понадобятся (см. также [29]).

W-i'°(QT) — гильбертово пространство со скалярным произ-

п »

ведением (и, v)~ / [uv + 2 их vx )dxdt, QT = (0, T] X SI.

QT ' = i
' '

V2 (Qr) — банахово пространство с элементами из W21,0(Qy)
и с нормой |и|л._= vrai max II и(х, fHUfi + \\их\\2 «^, где

'
0<1КТ '

г

Ilw|l2.n= (f\u(x)\2dx)1'2, ||и,||2,з = {fdt fuUx.t)dx)1'2.
и on

V*' (Qr) — банахово пространство, состоящее из тех элементов

пространства V2 Юг). Для которых llw(x, f + Af) - и(х, t) II 2дг
-* 0

при At ->0; норма при этом определяется как

l"lc? = max \\и(х. t)\\2tQ, + \\ux\[2Q

V\'ll* (Qr) состоит из тех элементов пространства Vl'°{QT) ,лля

которых дополнительно

T-h

/ //Г1 [u(x, f +Л )- и(х, t) ]2dx dt -*0 при h -»0.
о п

W2' •' (Qt) — гильбертово пространство со скалярным

произведением

(и, v ) = / (uv + 2 ихУх + u,v,)dxdt.
QT i

' '

В предлагаемом ниже подходе плотность распределения цепи

и(х, t) будет принадлежать пространству V\~42 (Q/-(. Стратегия
поиска X (х, f) будет из пространства V\fi (QT) ■
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Классическая смешанная задача параболического типа (т.е.
с начальным и граничным условиями) может быть записана в

следующей основной форме [293:

ut (x, f) = (ац(х, t)ux.(x, t) + а,(х, t)u(x, t))Xj
-

-b,{x, t)ux.(x, t) - a(x, t)u(x, f), (x, t) e QT, (1.1)

[a^(x, t)ux.{x, t) + a,(x, t)u{x, t)]nt = 0, ( x, f) 6S,

(12)

где rij, i = 1 ,n, — координаты внешней нормали к S и где

и(х, 0) = Фо(х), хе П. (1.3)

Здесь было использовано специальное обозначение для

суммирования. Например,

(з,у их: ) х-,
= 2 2 (а,7 и )

1 = 1 I
= 1

I/ "JC 'JC, ■

Относительно функций, являющихся коэффициентами, как

хорошо известно, нужно предположить, что они являются достаточно

регулярными (см., например, §2 в [28]), в противном случае
нет гарантии, что существуют производные.

Сейчас мы обобщим уравнение (1.1) так, как это сделано в

о

работе [29]. Сначала предположим, что r?(x, f) S W2 (QT), где
о . .

верхний нуль означает, что элементы пространства W2'' (Q7-)
обладают следующим свойством: г?(х. Г) = 0 для всех х £ £2.

Предположим еще, что функции и, а,-.-, а;, bt, а являются регу-
о

лярными в том смысле, что для всех 7?(х, f) £ W2
'

{Qr) имеет

место следующее интегральное тождество:

т

fdtfnix, t)[ur (x, t)-(a,i(x, 1)ил.[х. t) +а-{х. t) u{x, t)) ХЛ
on / '

+ b;(x, t)ux (x, r) + afx, t)u[x. t)]dx = 0. (1.4)
1

Используя тождества

Шаиих.+ a,u)]x. = ц(ацих. + а-,и)х. + цх.{ацих. + a,w)

и

(f?W), =

U,n + УГ),,

получим с помощью интегральной теоремы Остроградского
—

Гаусса, что

г

- / и(х, f)T), (х, flrfxrff + /rff /[(а(/(х, f)wx.(x, f) +

£>г 0 £1 '

+ a,- (x,f|tf(x,0) i?x, (*.f) + (*/ (*/ f) w^(. (x, f) +

tOO



+ a{x,t)u{x,t))r)lx,t)}dx -f Л; (а,, (х, t)ux. (x,f) +

S
'

+ a,{x,t)u(x,t))dS + / u(x, T)rj(x, T)dx-
n

- / u{x, 0)i?(x, 0)dx = O.
n

Это выражение с использованием (1.2) и (1.3) переходит в

т
- f u(x, f)i?,(x, t)dxdt + / dt / [(а,7(х, f)wx.(x, f) +

07. о n '

+ a,(x; f)u(x, f)))?^ (x, f) + (6,(x, t)ux.(x, f) +

+ a(x, t)u(x, t))n(x, t)]dx = f ф0 (x)i?(x, 0)dx. (1.5)
si

Если существует функция u(x, t), удовлетворяющая (1.1) —

(1.3), то она удовлетворяет также и тождеству (1.5) для всех

о

т?(х, t) S И/-}'(Qr). Обратное утверждение, однако неверно.
Таким образом, уравнение (1.1) и условия (1.2), (1.3)

объединены теперь в единое тождество (1.5), которое должно

выполняться, как это уже указывалось выше, для всех т?(х, f) £
о. .

S И/2' (Q/). Замечательно то, что производные uXjX.(x, f) и

и, (х, f) исчезли, следовательно, их существование не требуется
для теории, которая будет основываться на тождестве (1.5). С дру-

о.

гой стороны, если г){х, t) S W2
'

(Qr). то существует

производная 17, (х, f).
Все, что было сказано о функциях, являющихся

коэффициентами,
—

а,у (х, f), а,- (х, f), bj (x, f) и а (х, f), — заключалось в том,

что они являются достаточно регулярными, чтобы гарантировать

существование достаточно гладкого решения в смешанной задаче

(1.1)—(1.3). Теперь мы будем предполагать, что

функции-коэффициенты являются функциями довольно общего вида, и

поинтересуемся природой решения и(х, t), удовлетворяющего тождеству
(1.5), в наиболее общем случае. Оказывается, имеет место

следующая (см. [29])

Теорема 1.1. Пусть функции-коэффициенты в тождестве

(1.5) удовлетворяют следующим условиям:

v 2 S'<a//M/ <K

(а</4
где

1 1
— + — = 1
г Я

= 1
'

Ь;, а;, (а,).

/I, р>0.

'k' "2c/,2r,QT

г, qe
1 -К,

<Р*<

0< к, < 1,

(1.6)

(1.7)

(1.8)
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т

" ML2rfl = if (f{-\2lldx)r^dt)l>r .Пусть, далее,

и(х, 0) = ф0(х) G Z.J (П). (1.9)

Тогда существует единственная функция и{х, г) € Vj'1'2 Юг) .

о

удовлетворяющая тождеству (1.5) для всех т?(х, f) G W2' [QT)
и такая, что условие (э(/- их. +а,и) т); = 0выполняется для (x,t) G

G S. Кроме того, и* (х, г) G АУ<*.<*/2 (Qr) (ЭЛЯ некоторого 0 <

< а < 1, где a = a(v, p.,q, г) и А/а.<*/2 (Qr) —

пространство Гель-

дера.
Доказательство прямо следует из теорем II 1.5.1 и

III.12.1 работы [29].
Функция и(х, t), которая удовлетворяет тождеству (1.5) в том

смысле, как это обсуждалось выше, должна быть плотностью

вероятности. Следовательно, нужно показать, что при некоторых

разумных условиях, накладываемых на функции-коэффициенты,

должно быть fu{x, t)dx = 1 для всех f > 0 и и(х, t) > 0 для всех
п

(х, f) 6 QT.
Докажем теперь некоторые факты, с помощью которых можно

ответить на поставленные выше вопросы.

Теорема 1.2. Пусть Г2» = U U(x; е), где Щх; е) =

ve л

= {х: 1х"-х1Кб>. Тогда существует функция т)с(х) £ С"(Г£)
такая, что 0<т?с (х) <1, т?е (х) = 1 для х G Г£е и т)е(х) н О

для х £ il3e.
Доказательство следует из работы [30] (формула

(П.5.2)).

Лемма 1.1. Пусть со G О, и f (x, f) G V\'° {QT) . Тогда

интеграл ff{x,t)dx есть непрерывная функция от t для всех

t G [О, Г], т.е. f f{x, t) dx G C[0, T].
CO

Доказательство. Заметим сначала, что

I/ f{x, t +h)dx- f f(x,t)dx\<f\f{x,t +h) -f(x,t)\dx <
CO CO CO

< sfmjuf { f \ f [x, t +h) -f(x, t)\2dx}1'2.
со

По определению пространства V*'0 {QT) отсюда теперь следует,
что f\f{x,t+h) -fix, t)\2 -+0прил -*0.

CO
_

Пусть Г£ означает дополнение множества Г£ и пусть Tje (x) —

функция из теоремы 1.2, определенная на множестве Г£. Тогда
функция оо6 (х) = 1 —

т?е (х) обладает следующим свойством:
О < oj6 (х) < 1, причем со6 (х) = 1 для х G Rm\ П3е и oje (x) = О

для х G Г£6 .
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Лемма 1.2. Пусть fj(x, t) e V\'a {Qr), си6 (х) - функция,
определенная выше, и со Cfi. Тогда

lim /f;(x, г) (we)^.dx = - / />,-(o)f, (a, f)da, (1.10)

где S^ —

граница множества со, a n, (a) — внешняя нормаль к Swe
точке ff€ sw.
Доказательство. Сначала заметим, что

подынтегральное выражение в левой части (1.10) отлично от нуля только внутри

области Дие = u>2i\u>- Следовательно, можно записать

/ fj(x, t) (coe(x))x.dx =

= / [(ft(x,t)utlx, t))x. - 03e(x.t){f,)x.]dx. (1.11)
Д fJe

' '

Интегралы / (fjCoe )x. dx и / coe \f[)x.dx существуют в

Д oj e
'

Д u€
'

силу того, что cot (x) € С" (Г£) и почти для всех г€ 10, Г]
f{x, t) е W| {Ш . Теперь очевидно, что / ш€ (ff) x.dx -> 0

при е -* 0. Далее, согласно хорошо известной интегральной
теореме, справедливой для функций из W\ (Г£), имеет место

равенство

/ [fiue)xdx =

/ n,fjtoedo + / n,f,a>edo, (1.12)

где Soj — граница множества со и SW2e означает границу

множества <о2е\ сЪ. Так как сое исчезает на границе Sw, то из (1.11) ,

(1.12) получим следующее выражение:

ffj(x, t) (coe(x,t))x.dx = f nie(o)fi{a,t)coe(a)da. (1.13)

Теперь, так как f,(x, f) e W2' (П) почти для всех f € [0, Г],
отсюда следует, что г", (а. г) € И^2° (Г£) почти для всех f е [0, Г],
где а - координата вдоль границы Sw (см. [29]). Следовательно,
предел / njofjdо существует, и мы имеем, что

/ fi(x,t)(toe (x, t))Xidx-+- J ni\a)ff[a,t)da при е -+0; (1.14)

мы использовали тот факт, что при е = 0 n,o = —

"/■
Таким образом, справедливо (1.10).

Лемма 1.3. Пусть и[х, г) G v\л'2 (Qr) -решение (1.5).
Гогдэ

-(d/dt)f u[x,t)dx =

= / lo,(x, f)u.v.(x, f)+a(x, fMx, f)Ux, (1.15)
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где функция сое(х) определена выше, a (d/dt) означает

обобщенную производную по t.

Доказательство. Пусть rj (t) £ W} {О, Т) (rj (T) = 0) -

произвольная функция (И/;1 (О, Т) — пространство Соболева

функций с обобщенными производными). Тогда tj (x, t) =

сое (х) г) (f) £

ей/,1,1 (QT). Тождество (1.5) должно также быть справедливым

для этой фун| ции Г] (х, f), т.е.

г

/( Г и(х, t)oje(x)dx)n,(t)dt =

о п

т

= / f)(t)dt{f (з,.(х, t)w>.(x, f)+a,(x, f)w(x, f)(coe (х))„.) +

о " У

+ / (&,■(*, t)ux (х, f) + э(х, f)w(x, f))co^(x)} dx =

= ( f ^o(x)we(x)dx)7j(0). (1.16)
h

Можно показать, что функция a
tl (x, t) их. (х, f) + э,(х, f) w(x, f)

обладает теми же свойствами, что и функция f,- (x,t) из леммы

1,2. Поэтому из леммы 1.2 и условия (1.2) следует, что

/ (а,,(х, t)uXJ{x, t) + a,(x, t)u(x, t))(u>e(x))x dx -*

л
'

-*-/ nj(o)(ajj(o, t)ux(o,t) +aj(o, t)u(o, t)do = 0.
s '

Следовательно, для любого fj (t) из полного пространства W^ (0, Т)
имеет место равенство

г

/ (/ и(х,г)<*х)ч,(Г)Л
=

о «

г
-л 7-

= -{{d/dt)(J u(x,t)dx)n(t)dt= lim / {[б,(х, t)uv.(x t) +
0 ft е-»»

+ a(x, f)u(x, f)] w,-(x)dx}7j(f)df, (1.17)
из которого и следует утверждение леммы.

Лемма 1.4. Пусть u(x, t) € Vo1'1'2 (Qy) является решением

(1.5) w /7/сгь 9 = {х: u (x, f) < 0, (х, f) G Q 7-}. Тогда

f{ajjUx.ux. +au2 + (a,- +bj)uux.)dx = 0. (1.18)
<?

Доказательство. Мы сейчас применим в несколько

модифицированном виде метод доказательства леммы ill.2.1. из

работы [29].

Пусть

75(х/г)е^21''(0_л.г),гдеО_А,г = ^Х (-Л, Г).
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Подстановка выражения

1 '
л

tj(x, f) = — / tj(x, r)dr
h t-и

в уравнение (1.5) дает после простого преобразования тождество

/ НиигV + {а,;их. + a,u)h r)x + (Ь,их + au)h т?) dxdt = 0.
Q

lit

T~h
(1.19)

(Конечно, область q всегда такова, что / ф0 (х) т? (х, 0) dx = 0.) В

(1.19) использовано обозначение

1 t+h

fh{x,t)=- f f{x,T)dT
h t

Э
и uM (x, t) = ~

uh (x, t) (производная от и (х, f) no f может и не

9 t

существовать, но производная по f от uh {x,t) существует). Пусть
теперь т?е (х, f) G С (QT) — такая функция, что rje (x, f) = 1 для

(х, Г) еП2е X (О, Г) и т?е(х, г) = 0для fx, f) СЯХ (0, Л.Тогда,
о

очевидно, т? (х, f) = min (0, uh {x, t)) X rje (x, f) G W11 {QT~h) • С

этой функцией tj(x, f) тождество (1.5) переходит в пределе при h -*■

-"О (см. доказательство леммы III. 2.1 работы [29]) в следующее:

М{х)

/ Z (u2(x, f2m + 1(x))-u2(x,f2m(x))dx +

П m = 0

+ /[(а,7(х, t)ux Ax, t) + а,(х, f)w(x, fOw^.U, t) +

<7
'

'

+ (й,(х, t)ux.(x, t) + a(x, t)u{x, t))u{x, t)]dx = 0, (1.20)

где tk (x) обозначает точки, в которых прямая, проходящая через

точку xG £2 и параллельная оси f, пересекает поверхность д. Точки

этой прямой лежат в области q между точками t2m (х) .и f 2т + i (x),
m = 0, 1, 2, ..., Mix), и вне q в других местах. Интегрируемость
функции и2 (х, f А (х)) следует из теоремы 1.1, а функций Uh (x, f) —

из свойств этих функций. Из определения tk (x) вытекает, что

и(х, tk (х)) =0для всех х G £1, к = 0, 1, . .
., М(х). Тождество (1.20)

принимает, наконец, вид

f{ajjUx.ux. + аи2 + (а,- + bj)uux.)dx = О,
<7

' '

что и завершает доказательство.

Теорема 1.3. Пусть функции-коэффициенты а тождестве

т

-/ ur)fdxdt + f dtf (а/,их -bju)r)x.dx = J ф0 (x)tj(x, 0)dx
QT о n

'
n

(1.21)
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обладают следующими свойствами:

v Ъ$<аиЬЬ<11 2 «/. v.U>0. (1.22)
/= 1 у'=1

ЭЙ;
—->0 для всех (х, f)GQr, п,й,15=0 (1.23)
Эх,-

Эа/у Эй,-

Эх*.
' '

Эх,
<Hi. (1.24)

где норма (1.24), постоянные q.r,^ удовлетворяют условиям

теоремы 1.1, и пусть, наконец,

и(х, 0) = «//0(х). (1.25)

Тогда существует единственная функция u{x,t) € V\ '''2 (Or)
такая, что uXk(x,t) ^ Ha,al2 (QT) для некоторого 0<а<1,
а = а (<7, /■, Mi), w которая удовлетворяет тождеству (1.21) для

каждого V (х, t) (Qr), и, кроме того, щацих, I „

= О, где

л/ такое же, как в теореме 1.1. Кроме того, почти для всех t £ (О, Л

/ w(x, r)dx = 1 (1.26)
л

и

u(x,t)>Q почти для всех (x,f).GQr . (1.27)

Доказательст во. Существование и единственность

решения, справедливость включений и(х, t) £ V\ -1'2(Qy) hwx^(x, f) £

£ Ha,al2(QT), а также условия (1.2) следуют непосредственно из

георемы 1.1, где теперь
db,

а =
и а,

= 0, / = 1,л. (1.28)
Эх,-

Доказательство (1.26) будет проведено с помощью леммы 1.3.

Тождество (1.15) становится теперь таким (для коэффициентов,
удовлетворяющих (1.28)).

J u(x,t)dx=f {b,{x,t)u{x,t))xHx. (1.29)
dt £2 n

'

Так как по теореме Остроградского

J (b,u)x.dx = fbimuda, (1.30)

то из условия (1.23) следует, что / (bju)x.dx= 0, так что из (1.29)
£1

'

и (1.30) окончательно вытекает, что

d
— f u(x, t)dx = 0,
dt £1
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где, как уже указывалось выше, символом dldt обозначена

обобщенная производная по t. Как хорошо известно из теории

обобщенных функций, последнее равенство означает, что fu(x, t)dx =

п

= const почти для всех t £[0, Г]. Так как fu(x, 0) dx = /t//0 (x)dx=
si л

= 1, то мы приходим к (1.26). Чтобы доказать утверждение (1.27),
сначала перепишем тождество (1.18) из леммы 1.4 с помощью

(1.28) в следующем виде:

f[a„uxuxt+ —- и2 )dx = 0. (1.31)

<?\ Эх, /
Отсюда следует, что при условиях (1.22), (1.23) уравнение (1.31)

будет справедливым, только если т (q) = 0, что и завершает

доказательство.

Замечание 1.1. Для достаточно гладких функций а(/ и

bj тождество (1.21) переходит в следующую смешанную задачу:

и,(х, t) = (а„(х, t)uXj(x, t) - 6, (х, t)u(x, t))Xj, (х, t) G QT, (1.32)

aij(x,t)uXj(x,t)ni\s = 0, b,nj\s=0, (1.33)

и(х,0) = ф0(х), xGf2. (1.34)

Теорема 1.4. Если плотность распределения положения

цели u(x,t) удовлетворяет тождеству (1.2) для каждого i?(x, f)G
о

£И/[' (Q т),то движение цели есть марковский процесс.
В самом деле, можно показать с помощью вышеприведенных

лемм, что

t + h

J u(x,t + h)dx = f u(x,t)dx- j dt(S ni(aijux.~biu)),
uj uj

t S

где wCri произвольно, откуда и следует марковская природа

движения цели.

§ 2. Влияние поиска на плотность распределения
положения цели

Поиск всегда влияет на плотность вероятности расположения

цели. Если до начала поиска в некотором районе плотность

распределения была велика, то эффективный, но безуспешный поиск

снижает существенно величину этой плотности в данном районе.
Предположим, что поисковая система, которая пытается

определить местоположение движущейся цели, представляется
функцией плотности поиска (стратегией поиска) X (х, t), которая была
введенав § 1 гл. I. Интерпретация функции X (х, t) будет, однако,
несколько изменена следующим образом: X (х. Г) At + о (At) будет
вероятностью того, что цель будет обнаружена в течение времени

(t, t + At), при условии, что цель остается в некоторой небольшой

области Дх в течение этого времени и не обнаружена до момента f.
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Мы будем рассматривать изменения функции плотности

распределения и(х, t) внутри небольшой сферы со(х, г) радиуса/- с

центром в точке х. Предположим, что w (х, г) £ Г£ таким образом,
что расстояние между w (х, г) и S, границей Г£, положительно.

Введем следующие события:

(х, t) : цель находится внутри сферы cj (x, r ) в момент

времени t
•

< 11, Гг ) : цель не обнаружена в течение времени (tt ,t2);
[п. At]: цель пересекает границу сферы ш(х, л ) в течение

времени At_ n раз;

( •) : противоположное к ( • ) событие.Предполагая, что поиск

начинается в момент t
= 0 и что цель не была обнаружена в течение

интервала времени (0, t), расположение цели представляем через

апостериорную плотность вероятности, которую мы обозначим
v (x,t). Если начальная функция плотности распределения

положения цели была ф0 (х), мы имеем следующее очевидное условие:

v[x,0) = \lsoix). (2.1)

Используя обозначения, введенные выше, видим, что

/ vix,t)dx = Р{(х, г) КО, f >}. (2.2)
w (.*,/•)

Имеем очевидные тождества

/ v{x,t + h)dx =

и (х.г)

р {U, г + лко.г + л>}
= Р {(х,Г+Л) 1<0,Г + Л>} =

;
=

v
р {< о, t + h >}

= [Р {<0,Г+Л>}Г'Р {ix,t){t,t + h> 2 [n,h](x,t+h)(0.t) +

;< = 0

+ ( x, t) < t, t + h > Z [n,h](x,t + h)<0.t)} =

n = 0

= [p{<o,r>}p {<f/f+/7>Ko,f>>]-1p{<o,f>}{p{(x/f)ko,f)x

XP{(t,t + h)\<0.t)(x,t)} 2 P{[n,h] Hx,t)(t,t+h)(0.t)}X
« = o

XP{(x,t + h)\(0.t)(x,t)<t,t+h)[n,h]} + P{(x7iJ\(0,t)} X

xp{<t,f+/7>ko,f>(x7F)} 2 p{[n,/i] 1<хГгКг,г+лхо.г>}х
<i = 0

XP{{x.t + h)\(0,t)(x~T)(t,t + h)ln,h]}) ■ (2.3)
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Они легко переписываются следующим образом:

J v(x, t + h)dx = [P{< t, t + h ) I < 0, t)} ] ~!
X

X {P{(x, rlKO.f» Pl<t,f + /))l(0,f)(x,t)}X

X [P{lO,h] l(x, t)<t,t + ЛХ0, f>} +

+ Р{[2,Л] l(x, f)<t,r +Л XO.r >} + ...] +P{uT)l<0.f>}X

X P{<f/f + /7>KO,f)(x7f)}[P{[1,/7] КхГгХгг+ЛХО, f >} +

+ P {[3,Л] I (xTt)it,t+h)(0. t >}+... ]} . (2.4)

Выразим вероятности, фигурирующие в этом уравнении, через

функции Х(х, t) и v (x, t). Из определения функций X (х, t) и

v {х, t) сразу следует, что

P{<t,t + Л> КО, г>}=1~Л/\(х, fMx, f)dx+o</?). (2.5)
п

Кроме того,

p((t,r+/i)l(o,t)[*,t)} =

= 1-Л/Х(х, г) = Г dx + o(h) (2.6)
ш / f (x, f)rfx

и

P {< Г, f + Л > I < 0. Г > (x77] } =

= -\-h S \(x,t) — dx+olh). (2.7)
£1\ш J v (x, t) dx

Аналогично можно записать, обозначая меру множества со{х,г)

через т (ш), что

оо

2 P{[2n,/»]lU,fKf,f + /»X0.t>} =

п = 0

= 1 -Л/wMjC, И+о(ЛтМ> (2.8)

2 Р{12п + 1,М КхГf) <t,t + M.(0,()) =

n
= 0

= Лт(ш)£2(1/) + о(Лт(со)) , (2.9)

где выражения £\W) и £2 (i/) будут определены ниже таким

образом, что уравнение для v (x, f) переходит в пределе при X (х, t) -*

-»0 в уравнение (1.21). Равенство (2.4) с помощью (2.2), (2.5) и
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(2.9) принимает теперь вид

/ v(x,t + h)dx -/ v(x,t)dx = (f v(x,t)dx)X

( v(x,t)dx\
1 -Л/Л(х", f) -}()-hm(u!)£i-)+hfX(x',t}vlx,t)dx)
\ u> / v(x, t)dx/ ш

JaJ

1 -h f\(x,t)v(x, t)dx
£1

v(x, t)dx
1 -h / Л(х, t)

n\u> J v(x ,t) dx
nw

+ ( / v(x,t)dx) Г 1 Ьт{ш)&М.
a\u> 1-/»/ \(x,t)v(x,t)dx

" (2.10)

В этих выражениях опущены члены порядка о Ш).

Наша цель заключается в том, чтобы получить из уравнения

(2.10) уравнение типа (1.21). Это будет сделано следующим

образом: обе части уравнения (2.10) сначала умножим нат? (*. t) Ihm M ,

где т? (х, t) еИ/21,1 (QT), затем проинтегрируем по il X [О, Г],

после чего устремим Л-»0и т (со) -*0. Мы еще не доказывали

существование интегралов, появившихся в (2.10), и не обсуждали
их свойства. Чтобы прояснить эти вопросы, воспользуемся

несколькими леммами, которые доказываются ниже.

Предположим, что функция v{x,t) принадлежит пространству

)/г'112 (От), а функция X(x,t) -пространству W'° Ют) •

Лемма 2.1. Пусть v(x.t) е W,1/2 Ют) u\(x,t) e v}'° ЮТ) ■

Тогда

J v(x,t)X(x,t)dxec°(0. Л, (2.1D

где со CO., С0 (О, Г) - пространство всех непрерывных на (О, Т)

функций.

Доказательство. Очевидно, что v (x, t) X (х, f) € L 1 (Q/-)
почти для всех t е (О, Л . Кроме того,

I/ vXdx |2 <m(co) I И 2г
1|х И 2,£2 <™Mlv 1<2г'Х '<2г'

си

где норма I -10Гбыла определена на стр. 99. Следовательно,

интеграл $ v (x.t) \(x,t) dx сходится равномерно на (0,71. Те-

перь

IJ v(x,t + h)\(x, t + h)dx-f v(x, t)\(x,t)dx |<

<|XI \\v(x,t+h)-v(x,t)\\2M + \v\Qt \\Mx,t + h)~

-X(x, f) II2 n -0
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при h -*0, откуда спедует, что fv{x,t) \(x,t)dx~ непрерывная
и»

функция от f для f € [О, Г].
Таким образом,

J v(x, t)X(x,t)dx. J v(x,t)dx, J v(x,t)dxeC°(0,T), (2.12)

что и требовалось доказать.

Лемма 2.2. Пусть f(x,t) интегрируема в £1 почти для всех
1

f е (0, Г).Тогда J f(x,f)dx u J f(x,f)dx
ш (дг, г ) w(cj(x,/•)) ш(х, r)

измеримы в любой открытой области Г£,.СГ£ при всех t G (О, Т).

Доказательство следует из теоремы Лузина (см. [31 ]).
Лемма 2.3. Пусть п (х, f) G W2la (Gr>, Их, f) G l/2'л/2 (Ог>

и f(()ec"(0, Г). Тогда

lim Jt)(x,t) J v(x~,/-)dx"jf(f)dxdf
=

(—0 Qr \m(cj(x,/•)) cj(x.r) /

= J 7}(x, fMx, f)f(f)dxdf. (2.13)

Доказательство. Из теоремы Лебега (см. [32J) следует,
1

что / v {x ,t) d x-*v (x,t) при г -* 0 почти для

w(cj(x,/•)) и (х,г)

всех xG Г£ и почти для всех f S (О, Т). Далее, так как v (x, f) G

£ 1/2
'

(О 7"). существуют а >0 и 0>О такие, что a<v <0 почти

для всех (x,f)G Gr. Следовательно, Г v(x,f)dx <0для
m{cj{x,r)) ш(хг)

всех х £ fi и всех, г > 0. Так как т?(х, f) G W2'1(Q7.),
доказательство следует из теоремы Лебега о мажорируемой
сходимости.

о

Лемма 2.4. /7усп> tj(x, f) GW2 ''(Or) " лусгь v(x,f) G
G l/''1/2(Gr). Тогда

1
lim lim J ■q{xrt)dxdt X
/t-*o r-o gr /7m(oj(x,/•))

X { J Их, f+Жх"- J v{x, t)dx) =

= - J tj,(x, f) v(x, f)dxdf- J tj(x, OMx, 0)dx. (2.14)
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Доказательство. Из леммы 2.3 следует, что

1

lim / т?(х, t)dxdt X

X { / v(x,t+h)dx- / v(x, r)dx" } =

1
= J »?(x, f) — Mx, t +h) - v(x, t)]dxdt,
QT h

1 t+h

а из свойств операции
— J (см. [29]) следует, что
h t

1
lim / т?(х, f) — [v{x, t + h) -v{x, t)]dxdt =

й-о qt h

T-h 1
= lim J dx { J drv(x, r) — [т?(х, т-h) - т?(х, r)]dr-
й—о п й Л

1 й т

( J + / Мх, т)т)[х, r)dr } = - / т?,(х, fMx, t)dxdt-
h о т-h

qt

- J t?(x, 0)v(x, 0)dx - J t?(x, ГМх, Шх.
П £1

о

Так как функция 7?(x,f), принадлежащая W\л(От), обладает
тем свойством, что т\(х, Т) = 0, то отсюда следует утверждение

леммы.

Лемма. 2.5. Пусть v(x, r) G V2XAI2(QT), X(x, f) G V2X>°(QT) и

v(x, t) > 0, где х G и>{х, г). Тогда

1 - v(x, t)dx
J Х(х, Г) G С0 (О, Т)

ш(х.г) 1
m{oj{x,r))

—

/ v(x, t)dx
m(oj{x, г)) ш(х.с)

почти для всех x G Г£.

Доказательство. Так как_у(х, f) > 0 для всех х£ы(х,г),
функция (Мт(ой(х, г))) / Их, t)dx интегрируема по лем-

и>(х,г)

ме 2.1, и существование этого интеграла доказывается хорошо

известным способом. Далее, доказательство проводится так же,
как в лемме 2.2. р
Лемма 2.6. Пусть т){х, t) G W2

'•' (QT), v(x, t) G V2x'll2(QT) и

пусть £2 (v. x, t) = [ajjVx )x. — (bjV)Xj, где

функции-коэффициенты взяты из теоремы 1.3 и предполагается выполненным
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условие (1.33). Тогда

lim J т?(х, r)( J v(x, t)dx ) X
с—О QT £1\cj

\vdx
1 -h J

n\w / vdx

X £2 (v. x, t)dx dt ■■

1 -h J Xvdx

= - /
0

Эй,/ 00, \

/ Ц,^.-0,^)77,.+l0,vX/ + — - И7? dxdf

Доказательство. По леммам 2.1, 2.2 и в силу (2.12)
вышеприведенный интеграл существует при условии, что оператор

£2(v,x,t) обладает теми же свойствами, что и в теореме 1.1.
Так как очевидно, что

lim / v(x, t)dx -* 1
с—0 £2\ cj(jr.r)

И

Х(х, t)v{x, t)dx
lim J" -*

f^o n\u;(x,r) J v(x,t)dx
£l\w(jr,r)

-* J X(x, fMx, t)dx,
a

то мы получим сначала, что

Xvdx

1 - h J r

fl\w J Vdx
_ n\ w

lim J t?(x, f)( /v(x, f)dx) ■

r-* о <?r n\cj \ — h $ \vdx
n

X £2(v,x,t)dxdt = f r)(x,t)£2(v, x,t)dxdt.
Qt

Остальная часть леммы доказывается так же, как и тождество

(1.5), когда а,, о, и а удовлетворяют условиям теоремы 1.3.

Лемма 2.7. Пусть \(x,t)&V\°(QT)u v{x, t)G V21'"2 {QT).
Пусть, далее, v(x, Г) > 0 для х G со. Гогдэ

_ v(x, t)dx
lim / Мх, t) ^

= Х(х, f)
г-0 и>(х. г) J V(X, t)dx

cj(x, г)

почти для всех х S Г£.
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Доказательство. Запишем сначала, что

Их, t)dx
J X(x, f) -;—-;

=

и(х,г) / Их, t)dx

1 _ v{x, t)dx
J X(x, f)

m(ou(x,r)) w(.v.r) 1
„

J Их, f)dx
m(u;(x, r)) u>(x, r)

Так как выражение ( J Их, fk/x) / m(cj{xr r)) —

измеримая

функция, большая нуля, то интеграл в правой.части существует.
Утверждение леммы следует затем из теоремы Лебега так же, как

и при доказательстве леммы 2.3.

Лемма 2.8. Пусть Х(х, г) G V^°(QT), Их, f) G IA,1 'I/2
(Qr),

о . .

V(x, D&W-2
• (От) и пусть v(x,t)>Q для xGoj(x, г), r>0. Да

лее, пусть |Х 11 < °° для всех (х, f)GGr. Тогда

1
lim f n(x,t)dxdt ( J v{x, t)dx) X
a^o QT hm(oj{x, r)) u){x.r)

I vdx \
1 -h f X ^ (1 -hm(cj)£i)- 1 + J Xvdx

V ы / vdx I n

X =

1 -h J Kvdx
n

= J т?(х, f)Hx, r)( / X(x, f)Hx, t)dx- X(x, t))dxdt.
Qt я

Доказательство. Существование интеграла, так же как и

существование предела, следует из вышеприведенных лемм.

Теперь мы получаем следующую теорему.

Теорема 2.1. Пусть п(х, t) G W\>x (QT), v(x, t) G V2'-1/2 (QTh
X(x,t)e V2l'° (QT) и пусть

£(v,x,t) =

(aijvXj)x.-(biv)Xi,
где a,y и b, такие же, как и в теореме 1.3. Тогда имеет место

следующее тождество:

- f n,(x,t)v(x,t)dx- J т?(х,0)фо(х)<*х-
QT n

- J т?(х, t)v(x, t){ / Mx, f)Hx, t)dx - X(x, t))dxdt +

QT П

+ J [(a,;(x, f^lx, f) - bj(x, t)v(x, t))nXl(x, f)+ (bt(x, f) Их, f))*, +
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Эй,(*, f)
+ v(x,t)]r)(x, t)dxdt = 0, (2.15)

Эх,-
о . .

которое справедливо для всех rjix. t)S№
'

(QT).
Доказательство является прямым следствием

вышеприведенных лемм.

Замечание 2.1. Для достаточно гладких функций af/, й„
X можно получить из тождества (2.15) следующее уравнение:

v,(x, t) =

(а,7(х, t)vx.(x, t))Xj
- (bt(x, t)v(x, t))x> +

+ v(x,t)( j X(x,t)v(x,t)dx-X(x,t)). <216>
n

Тождество (2.15) и уравнение (2.16) являются нелинейными

и нелокальными уравнениями относительно апостериорной
плотности распределения местоположения цели. Очевидно, решение
этих уравнений достаточно затруднительно. К счастью, возможно
ввести такую новую неизвестную функцию вместо v(x,t), что

основное уравнение становится линейным.

Замечание 2.2. Как и в §1 гл. I, сейчас мы имеем

следующее выражение для вероятности необнаружения цели за время

(О, Г) :

Q(f) = exp(- / dt J X(xtt)v(x,t)dx), (2.17)
о п

где Hx.r)G V2l,1/2(Qr) и Х(х, f)G V2l-°(QT). Выражение (2.17)
следует из леммы 2.1.

Теорема 2.2. Тождество (2.15) из теоремы 2.1 можно

переписать в виде

- } r]tydxdt- f п(х,0)ф0(х)+ j {[(aijyXj-biy)r]x +

Qr n QT

+ \y]ri}dxdt = 0, neW2xx(QT), (2.18)

где функция y(x, t) G V2'll2iQT) связана с апостериорной
плотностью распределения Их, f) с помощью равенства

г
_ _ _

Их, f) = y{x, f)exp( } dr } Mx,T)v{x,T)dx). (2.19)
о п

floKa3ajenbCTBo. Введем для удобства обозначение/1 (f) =
= j Х(х, t)v{x, r)dx. Согласно лемме 2.1 A{t\ G С0(О, Г). Следо-

вательно,

rjix. г) = nix. f)exp( - / АШт) G W2l •' (Qr), (2.20)
о

и тождество (2.15) должно быть справедливым также и для
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tj(x, f) . Подстановка т?(х, f) в (2.15) дает сначала уравнение

- J (?}, -Arj)exp{- J A dr)v(x, t)dx dt - J tj(x,OMx, 0)dx -

qt о £1

_

r

- J v(x t)(A - X(x f))r}(x, r)exp( - /,4dr)dxdf +

ег
о

_

t

+ / (anvxi-biv)nx.e-x.<p{- f AdT)dxdt = 0,
QT

' °

откуда получаем

- J rj,exp( - J Л drMx, t)dxdt- J ?}(x", 0)ф0(^, 0)dx +

Qr о si

_ _ r

+ J Mx, f)r?(x, f)exp( - J/ldrMx, f)dxdf +

ег
о

+ / [a(/(exp(
- //ЫгМх, f))v -

r
_

-й,ехр(- f Adr)v(x,t)]n(x.t)Xidxdt = 0. (2.21)
о

Так как ^(t)6C°(0, Г) и Их, f) G l/2' -1/2 (Qr), то отсюда

следует, что

И(х, г) = Их/г)ехр(- //MTjdTieVj1'1/2^). (2.22)
о

Тождество (2.22) может быть, следовательно, переписано в

терминах функции у(х, t) в виде (2.18). Ставшее теперь
линейным (по y{x,t)), это тождество будет основным

соотношением при определении оптимальной стратегии поиска

X(x,f).

Теорема 2.3. Пусть Q(t) обозначает вероятность
необнаружения цепи в течение времени (О, Г). Тогда

Q(r) = J y(x, t)dx =

ft

= 1 - / dr J X(x, т)у(х, r)dx, (2.23)
о n

где функция у(х, t) связана с апостериорной плотностью

распределения цели v(x, f) с помощью соотношения (2.22).
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Доказательство. Так как / Их, t)dx = 1 для всех f £
п

S (О, Л , то справедливо
t

_ _ _

/ у(х, t)dx = J Их, f)exp(- f dr f X(x, г)И*, f)dx)d>T =

n a on

= exp ( -'/ dr } X(x, t)v{x, t)dx) = Q{t).
о n

Умножим обе части (2.22) на Х(х, f) и проинтегрируем по SI.

Полученные интегралы, очевидно, существуют. Так как все

рассматриваемые функции являются непрерывными по времени, то

d , _

/ X(x, t)y(x, t)dx =

exp ( - / dr f X(x, t)v(x, t)dx),
П dt о h

откуда следует (2.23).
Замечание 2.3. Если функции-коэффициенты в (2.18)

являются достаточно гладкими, то тождество (2.18), которое спра-
о

ведливо для всех ij(x,f)6№l'l(Qr|, может быть заменено

одним уравнением в частных производных:

у,(х, t) =

(а9ух/
- Ь,у)х. - Х(х, t)y(x, f), (2.24)

причем начальное и граничное условие имеют соответственно вид

у(х,0) = ф0М (2.25)

и

а,>К*/Я/15
= 0, Ь/П,\8

= 0. (2.26)

В самом деле, сначала можно записать тождество (2.18)
следующим образом:

/ ПI Vt + by ~ (a>/ Их,
~ bj y)x\ dx dt +

QT

+ f [(a,-/Kx/-/!»,y)4]x,dxdf- / (y?}),dxdf-

- / !?(x,0)*o(x)dx = 0, uGWj'-MQr).

где

/ [ (а/у Их,
- b,y)v]Xj dx dt = / т?(э(/^.

- b,y)n,dS = 0

и

/ (yn),dx dt = f к(х, Г)т?(х, Ddx - / /(x, 0)tj(x, 0)dx =

27 « «

= - / и(х, 0)?}(x, O^x,
n
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что сначала приводит к тождеству

/ Ц[У, + Ьу - (а|7к».
- Ь#)в\ dx dt = 0, (2.27)

QT
о

которое должно быть справедливым для всех т? £ И^
• (Qj-). что

и дает в конце концов уравнение (2.24).

§ 3. Оптимальный поиск случайно движущейся цели

в специальном случае

Применим уравнение (2.24) к специальному случаю [33], когда

у,(х, г) = э2Ду(х, г) -Х(х, t)y(x, f), xSflj, (3.1)

т.е. когда объект поиска движется случайным образом в

соответствии с уравнением диффузии

и,(х, f) = a2Au(x,t), (3.2)

где и(х, t) есть плотность вероятности расположения цели, а Д —

оператор Лапласа.

Задача нахождения оптимальной стратегии поиска Х(х, f) будет

рассмотрена в следующем параграфе, где ищется оптимальная

функция Х(х, f) из пространства V2,0(QT). Практический
подход к определению оптимальной Х(х, f) мог бы заключаться в

том, чтобы использовать для представления стратегии поиска

подходящую функцию с несколькими параметрами, в

результате чего процесс оптимизации свелся бы к определению этих

параметров таким образом, чтобы максимизировать вероятность
обнаружения. Выбор такого представления должен зависеть от вида

начального распределения местоположения цели. Предположим,
что имеет место простейший вид распределения вероятностей, а

именно рассмотрим симметричное распределение

K<x,0) = G(|x|). (3.3)

Ниже мы применим самую простую из возможных стратегий
поиска:

( Х0 = const для |х| < Я, f е [О, Г],
Х(х, f) = ■ (3.4)

I 0 для |х|> Я,

где Я —постоянная и Г—время, отведенное на поиск.

Требование, что общее количество поисковых усилий в любой момент

времени задано, т.е.

/ Х(х, f)dx = <I>,
я,

теперь переходит в условие

4

-тгЯ3Х0=Ф. (3.5)
3

118



Параметры R, Т должны выбираться таким образом, чтобы

интеграл

P(t) = 1 - Q(f) = 1 - />(х, t)dx, (3.6)

имеющий смысл вероятности обнаружения за время (0, f), был
максимальным. Тогда, согласно (2.23), получаем следующее
равенство:

/ у(х, f )dx = 1 - J dr J X(x, т)у(х, r)dx. (3.7)
Я j 0 «3

Удобно ввести безразмерное время и расстояние с помощью

равенств

в =Х0Г и р
= /-(Х0/а)"2

соответственно. Кроме того, будем записывать более кратко, что

Йр,0) = (27гаАо)у(р(аАо)1/2, 0/Хо).

Уравнение (3.1) преобразуется для стратегии поиска вида (3.4)
следующим образом:

Ув(р.в)-урр(р.в)^(Мр)ур(р.в)-у(р,в)

для рЕ [0, р0] (3-8)

и

Кв (Р. в) =

КрР (р. в ) + (1/р)Кр (Р. в)

для р>р0, (3.9)

где р0 = ЖХ0/а)"2.
Кроме того, мы получаем из уравнений (3.6) и (3.7)

уравнения

Жг) = 1 - Тру [р. о, Up. (З.Ю)
о

7рйр.0)dP=i - fdif Jpy (p,<Шр (3.11)
О 0 0

соответственно.

Теперь у(х, 0) = G()x|), или, в безразмерной форме,

Hp,0) = (27ra/Xo>G(p(a/X0)"2)= /~(р). (3.12)

Обозначим преобразование Лапласа от у(р, в) через w(p,s):

w{p,s)= 7 e~se у(р,в№. - (3.13)
о

Из уравнений (3.8) и (3.9) и из условия (2.12) следует, что
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для р > р0 преобразование Лапласа имеет вид

w{p,s) =

w, ip,s) = C2(s)K0{p/\/s) +

+-= [l0(p/y/s) ]GAu\G)f(u)du +

+ K0(p\/s) "f G2(usfs)f (u)du], (3.14)
о

где l„,Kn — функции Бесселя второго рода. Тогда для р G

S [0, Pol имеем выражение

w(p, s) = и/2(р, s) = C,(s + 1)/0(Р\Л + 1')

/o(pVs + 1') p

/ G,(uv5TTK(u)efty, (3.15)
Vs + 1 о

где две из постоянных интегрирования, фактически функции от

s, выбраны так, что w(p, s)-*0 при р -* °°, и так, что и/(0, s) <
<°°. Здесь

G, (ыV?) = — (3.16)
/0 (wVs)K, \uy/s) + /, (<у^)АГ0 ("Vs)

/o(wVs)
G2 (wV?) =

w я n T
■ (317)

10(иф)К1 (иф) + /, (usfs)K0(u\/s)

Преобразование Лапласа выражения (3.7) nod дает условие

(s + 1) /0ри/2(р, s)dp= 1 -s / ри/, (Р, s)dp. (3.18)
о p0

Функции C\(s) и C2 (s) из уравнений (3.14) и (3.15)
определяются затем из условия (3.18) и условия непрерывности

w,(p0,s)
= w2{p0,s).

Мы не будем записывать окончательные выражения для

W\(p,s) и и/2(р, s), потому что они громоздкие и сами по себе

не понадобятся. Основой для оптимизации поиска

рассматриваемого здесь типа могло бы служить выражение (3.6) —

вероятность обнаружения цели в течение заданного времени f.

Обозначая преобразование Лапласа от P(t) через p{s), можно

показать, что

|/>0
- Мро\Л + 1)

/ uf Ши + ^~ X
о Vs
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J G(u\Js)f(u)du

KofPoVsVilPoVs + i)+sjs/s + 1' *i(Po\/s)/0(PoVs^U

V?/Ct(PoVs)
X

s + 1

^G^v/sTiy^)^
о

Ко (poVs)'i (poVs + l')+v£/sTT/C, (PoVs>/o(PoVs + l')

(3.19)

гдехфункции Gift/V?) и G2{u\/s) определены с помощью
уравнений (3.16) и (3.17) соответственно и использовано следующее
тождество для вронскианов:

l„(z)K„^{z) + l„+i(z)K„(z) = 1/z.

Обратное преобразование Лапласа от p[s), очевидно, произвести

трудно. Однако некоторые свойства преобразования P(t) =

= L~l {p(s)} можно увидеть из (3.19). В самом деле, можно

показать, что

sp{s) - f°uf(u)du + / uf(u)du = 1
о р0

при s -*■ 0, что означает, как хорошо известно, стремление P(t) -*

-* 1 при t-*°°, т.е. вероятность обнаружения стремится к

единице тогда, когда время, затраченное на поиск, стремится к

бесконечности. Кроме того, sp[s) -»■ 0 при s -* °°; это означает, что

Р(0) = 0.
В том специальном случае, когда имел место короткий контакт

с целью в момент f = 0, имеем

Мр) = lim (4jrf0)"lexp(-p:!/(4fo)) (3.20)

и, упрощая уравнение (3.19), получаем

p{s)= [s(s+ 1)]-'(l -V—T X

I s + 1

x
^i(PoV^) 1

^(poVsi/ofpoV^+T) +V/s/s + l'^i(poV/s)/o(PoV/S+ 1') Г

(3.2.1)

Теперь из хорошо известных свойств функций /0U), l\[z). K0(z),
Kt(z) комплексной переменной г и из теории обратного преобра-
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зования Лапласа следует, что

"Г /С, (p0\fs)Н s+1 fo(PoVs)'o(PoV/s:n') +Vs/s + 1'Ki(PoVs)/i
= Je-u0g(W,po№, (3.22)
о

где

9(и, ро) =

__^|т( v£V42)(puyj) )

тг m\V1 -u'h (ро\Я) +\A7/0(pov/iT^/)/yp)(.pov/y) Г

(3.23)

Здесь lm(zl обозначает мнимую часть г, ащ (р0\/и),н\ \ра\/и) —
функции Ганкеля.

Из уравнений (3.21), (3.22) теперь следует, что

1 е-*от <.-«*.* г

/>(Г) = 1 -e~x°T - J
о

— +

и 1 — и
ff(u,p0)e«i/. (3.24)

и(\ —и)}

В приложениях Р{Т) задается величиной 1 — 0, где 0 — малая

неотрицательная постоянная, после чего р0, скажем, можно найти из

уравнения (3.24) как функцию Х0 Т:

ро = Я(Х0/а)1/2= F(\0, T, 0). (3.25)

Эта зависимость, вероятно, может служить основой при выборе

приемлемого соотношения между параметрами Хо, Т и 0.
Очевидно, при получении (3.25) из (3.24) должны быть использованы

численные методы.

§ 4. Оптимальный поиск случайно движущейся цели

в общем случае *)

Смешанная задача параболического типа (2.24), (2.25), (2.26),
которая будет в дальнейшем основой для процесса оптимизации
поиска, представляется в обобщенном виде посредством тождества

(2.15). Повторяя все шаги, ведущие к получению (2.15), за

исключением того, что мы не будем теперьиспользовать условие т\(х, Т) =

= 0 для всех х S Г£, придем к тождеству

/ т?(х, Т)у(х, T)dx -/ t]{x, 0) фи{х)бх = J п,У dx dt-

-J laijyXi-b(V)vXidxdt -J Xnydxdt, (4))
Qt Qt

где у{х, t) € V2 {Qt)' Определим пространство Соболева

*) Автор выражает свою признательность проф. у. Пурсихеймо,

указавшей на серьезную ошибку в предыдущей версии этого параграфа.
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Й/2' (Qt) как пространство элементов из W2' Ют), обладающих
свойством т?(х, Г) = 1. Из (4.1) следует, что

<Э(Л=/ т?(х, 0)фо[х) dx+f vrydxdt-
£2 QT

-J (ацУх1-Ь(у)г)х^ dt- J My dx dt,
2)

где Q(f) есть вероятность необнаружения цели в течение времени

(О, t) (см. определение (2.23)).

Прежде чем изучить задачу определения стратегии поиска Х(х, f),
минимизирующей вероятность необнаружения, полезно

рассмотреть поведение функции у(х, г), входящей в тождество (2.18).
Предположим, что некоторая произвольная замкнутая

поверхность ляпуновского типа S" полностью принадлежит области Г£.

(Другие случаи расположения S" в SI можно было бы рассмотреть,
используя небольшие модификации предлагаемого ниже подхода.)

Пусть,далее, Sfe и S+e, где е>0, — некоторые поверхности,

между которыми поверхность S" располагается таким образом, что

они пересекают каждую нормаль к поверхности S" в точках —е и
+ е. Это возможно, так как предполагается, что Sa ~ поверхность
ляпуновского типа. Будем обозначать пространство между
поверхностями S"e и S+ 6 через о/(е). Параметр е выбирается достаточно

малым, чтобы и)"(е) полностью находилось в Г£. Положим т?(х, t) =

= i//6(x)r?ft(f), где фе{х) обладает следующими свойствами: ф€(х) £

ec°°(wa(e}), 0 <i//e(x)<1, причем i//6(x)si дЛЯ х £ и>"(е)€ и

фе(х) = 0 для х £ rjW(e)3e, а t]h{t) — подобная функция,
обладающая такими же свойствами на интервале [г — Л, t + Л], а не на

множестве ш"(е). Очевидно, что i//e(x)r?ft(f) £И^2
'

(От)- С такой
функцией т?(х, f) тождество (2.18) принимает вид

т

J ПиM)dtf фе(х)у(х, t)dx =

о
п

Т

= fr)h(t)dtf [ф [х)[аиух,-Ь,у) +\4>tix)y]dx. (4-3)
о

,

Г2 *< '

Из леммы 1.2, подставив т?/((Г) вместо w6(x), находим,

г

J r)„t(t)dt J i//e(x)y(x, f)^x =

о
Я

= Ji//e(x)K(x,f-/7)dx-J^.(x)K(x/f + Шх. (4.4)

£2 £1

Из этой же леммы, подставляя ф€{х) вместо ш6(х), получаем

f ФеуМ[аиух -bty)dx= [ ф€ \x)(a(jyx.-biy)dx
=

£1 ' '
u> (e)

'

= /л,Ч-к,/-ь,к)<«. (45)
- s"
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где введено обозначение S" = Sle US+6. Тогда для достаточно
малых £ справедливо соотношение

J nl(aijyx -biY)dS"
s"

= / t"/(*s +en(xs)){allyx.-biy)x + en{xs) -
S

-ni\.xs-en\xsmai!yXj -biY)xs -en{xs)]dS, (4,6)

где xs
— некоторая, точка поверхности S". Из (4.4) и свойств

функций фе{х) и у{х, t) следует, что

т

J 7?й (г)Л J фе(х)у(х. t)dx ■* 0 (4.7)
о

г
п

при Л -* 0. Аналогично можно показать, что
г

f V„{t)dtf\\l/€(x)ylx. t)dx->0 (4.8)
о £1

при е — 0. Из соотношений (4.3), (4.7), (4.8) следует теперь, что
т

/1?„(Г)Л/ *ет(х)(э//к,,-Ь/к)е'х-0 (4.9)
о £2 *' '

при е -* 0, h ->■ 0. Из (4.5), (4.9) получаем, что

/ nA^ijyx.-biy)Xs^o -(эуК*.-*/К)Лу-о1£'5 = 0,

где х,. + 0 = lim(xo ± ел). В силу произвольности S" заключаем, что

е Ю

функции у(х, t) и ух.(х, f) должны быть непрерывны во всей

области £2. Мы приходим, следовательно, к следующей лемме.

Лемма 4.1. Пусть коэффициенты a,-/, bt удовлетворяют
условиям теоремы 1.3, а Х(х, f) S V^°(QT). Тогда решение тождества

(2.18) у(х, t) и производные Кх.(х, t) непрерывны по х для всех

fS(0, Г).

Получим условие оптимальности, используя подход Егорова

[9]. Обозначим оптимальные функции Х(х, f) и у(х, t) через \о(х, f)
и Ко (*, t) соответственно. Кроме того, введем обозначения ДХ =

= Хо(х, f) - Х(х, f) и Ау = у0(х, f! - y(x, t). Тогда из (4.2) следует,
что

Q0(f)-Q(f)=/ т?,Дк^хЛ-

- J (a/7 Д к
- b,Ay)nx dx dt -

Qt
'

-J {\uyu-\y)r)dx dt, (4.10)

где Qu(f) — минимальное значение вероятности Q{t). Очевидно, что
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Q0 (f) - Q(f)< 0 для всех Г G [О, Г]. Из (4.2) с учетом Х0 Ко - X/ =

= Х0Ду — ДХ/о — ДХ Ду следует, что

Q0(t) -Q(t) = J [т?,Д)/-т?х(а//Д^.-о/Дк) - X07?A)/]dx df -

С? у
'

-J A\r)y0dxdt + / r)A\Aydxdt <0. (4.11)

Так как вариации Ду являются произвольными и обладают
свойством Ау(х, 0) s 0, то получаем следующее условие оптимальности.

Лемма 4.2. Пусть т? € И/2'' (QT) такова, что

J fo,f -HxMnix-- b,S) - X0T?ridx df = 0
'

(4.12)
QT

'

о о

для всех fG Vj' Юг), где И' (Q-/-> обозначает множество
1,1/2

элементов соболевского пространства V2 (QT). обладающих
свойством f(x, 0) = 0. Тогда

J A\r)ydxdt- J TjAXAydxdt >0. (4.13)

Условие (4.13) имеет тот же смысл, что и условие (2.27) из

гл. I, только теперь рассматриваемая функция является функцией
более общего вида. Поэтому предлагается использовать для

получения условия оптимальности в рассматриваемом случае тот же

аппарат, что ив § 2 гл. I.

Пусть cj(xi, f!; е) и w(x2, f2;e) — некоторые малые выпуклые

области, содержащие точки (xi.fi) и (х2, f2) соответственно,

таковы, что

m(oj) = / dx * / о'х -* 0
cj^.f, ;е) cj(x2,f, ;e)

при е ->• 0. Очевидно, что оптимальная стратегия поиска Х(х, f) будет
функцией той же природы, что и ранее: существует область D{t) С
С QT такая, что Х(х, f) > 0 для (х, f) G 0(f) и Х(х, t)=0 для (х, f) G
G rj\£>(f). Пусть сначала w(x,, f, ;e), cj(x2, f2;e) GO. Если
варьирование Х(х, f) осуществляется в виде

/ для (х,f) Gcj(xi, fi;e),

— / для (х, f) Gw(x2, f2; e),

где / достаточно мало, то функция Х(х, f) всегда остается
положительной и условие (см. (1.2) из гл. I)

/Х(х, f)dx = L(t)
п

будет выполнено, если fj
= f2 = t. Условие теперь принимает вид

ДХ(х, f) =
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(членом J т}А\Ду dx dt можно пренебречь)
qt

I I т?(х, t)y(x, t)dx dt -

u>(x,, r;e)

-/ / r?(x, f )y(x, t)dx dt > 0. (4.14)
u>(Xj.r;e)

Так как точки (x,, f) и (х2/ t), как и раньше, можно поменять

местами, то и условие (4.14) означает, что

/ т?(х, t)y(x, tWx Л = J т?(х, f)y(x, f)d* Л =

u>(Jf,.f;e) u(A-,./:e)

J Mt)dxdt. (4.15)
u>(-*i.r;e)

Так же, как и при доказательстве леммы 2.3, из теоремы Лебега

следует, что

т?(х, t)y(x, t) = A(f) почти для всех (х, f) G 0(f). (4.16)

Пусть теперь (х,, f) G 0(f), но (х2, f) G Qr\0(f). Тогда так же, как

и выше, имеем неравенство

т?(х, f))/(x, f) <A(f) (4.17)

почти для всех (х, t) £ QT\D{ t).
Мы установили общее условие оптимальности, которое должно

выполняться, чтобы стратегия поиска Х(х, f) в самом деле была

оптимальной. К сожалению, это условие не легко непосредственно
использовать, решая задачу поиска, в которой движение цели

является диффузионным процессом. Ниже мы сделаем довольно общее
предположение о свойствах функций у(х, t) и т?(х, f). Прежде,
однако, суммируем вышеприведенные результаты в виде теоремы.

Теорема 4.1. Пусть коэффициенты а^и bt обладают теми

же свойствами, что и в теореме 1.1. Тогда функция Х(х, t) €

g у
] .о ( QT) , такая что

\{x,t)>0 для всех (x, f) G QT
и

$\[x,t)dx = L(t) для всех f S [CJ, Г],
л

является оптимальной стратегией поиска, если существует функция
1

г? G W\'1 (QT), удовлетворяющая условию т?(х, Т) = 1 для всех х S

££2 и тождеству

/ [1?,?-1?х,(а(у?х.-Ь,?)-Х1?ГЫхЛ = 0 (4.18)

QT
'

о, .,,
для всех fS V2'

'

(QT), такая, что

\ Ш) для (х, f)SO(f),

r?(x,fMx,f)=|<A(f) t,,* b.t)*QT\DM.
(4'19}
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где у £ V2
'

[Qr) удовлетворяет тождеству

-J ^ydxdt+f [(a,,Kv 1-Ь,у)фх. + \фу\(1хЛ =

QT QT
'' '

= Ji//(x, O)i//0(x»dx (4.20)
о

для всех ф&\Л/2Л (QT), a A{t) — некоторая функция.
Из теоремы 1.1 следует, что уравнения (4.18) и (4.20) имеют

теперь единственное решение.
Относительно функции т?(х, f) предполагалось только, что тож-

о 1 1/2
дество (4.18) выполнено для всех fG V2

'

{Qr). Никаких

условий на поведение этой функции на границе S, как это было в случае

функции y(x,t), не накладывалось. Потребуем теперь, чтобы в

каждой точке S функцияn-ta^r\x. обращалась в нуль. Тогда,

используя тот же прием, что и при доказательстве леммы 4.1, получим
следующую лемму.
Лемма 4.3. Пусть а(/ и Ь, удовлетворяют условию теоремы

о 1 о
1.1, XG V2

'

(QT) и

"/а//Чх,.
= 0 (4.21)

для всех х € S. Тогда ц(х, t) и т\х (х, t) непрерывны по х при всех

fG(0, Г).
Из лемм 4.1, 4.3 следует, что функции у(х, t), ух\х, f), т?(х, f),

т?Х/(х, f) непрерывны по х при всех f € (0, Л. В частности, они будут
непрерывнь! при переходе через границу области D(t), что очень

важно в процессе решения задач поиска рассмотренного типа.

Продолжим теперь исследование оптимизационной задачи

поиска, предполагая, что функции у„ Y {x,t),r)jc r.[x,t) могут быть

разрывными только при переходе через границу области 0(f),
которая определена в теореме 4.1. Предположим еще, что множество

il\D{t) непусто.
Тождество (4.20) легко теперь переписать с учетом леммы 4.1 в

следующем виде:

т

J dt J ф[Уг-(аиух.- b,y)x. + \y]dx +

о D(t)
'i

т

+ Jdf J ф[у,-[а,1ух.-Ь1у)х )dx = Q (4.22)

о n\D(r) i '

о
l l

для всех ф G W2 (QT) таких, что ф(х, Т) =0. Аналогично,
тождество (4.18) можно записать так:

т

fdt J in, + (ацпх)х. + b, nx. - Хт?] f dx +

о D(t)
' i

т

+ Jdf J [nr+(alinx)x+b,nxUdx =0 - (4.23)
0 n\D(t)

• I ,
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для всех f G l/2
'

(Qr). Тождество (4.22) выполняется теперь при
О | | 11/2

всех ф&И/2' (Q7-), если у& V2
'

(Q7-). и удовлетворяет условиям

Уг-1ацУх.-Ь,у)Х1 + \у = 0 для хб 0(f), (4.24)

yt-(aijyx.-biy)x. =0 для xGfi\0(f), (4.25)

nt(aijyx.-bj) = 0 дляхСЯ, (4.26)

причем к и уХ) непрерывны при переходе через границу области

D0(f). Аналогично, тождество (4.23) выполняется для всех f G
0 1 1/2

G V2
' '

(Qr), если

т?,+ (а,/т?л..)х.+й,т?х.-Хт?
= 0 для xG 0(f), (4.27)

Чг + (а0Г)х)х. = 0 для xGfi\0(f), (4.28)

"iai/ Я*
= 0 для х G S, (4.29)

где т? и пх. непрерывны при переходе через границу области 0(f).

Мы сейчас воспользуемся тем, что для х G D(t) выполнено также

соотношение

т?(х, t)y{x, f) = A(f).

Умножая (4.24) на т? и (4.27) на к и складывая полученные

уравнения, видим, что член, содержащий неизвестную функцию X,
исчезает; в результате получаем выражение

(ПУ)~ ФцУх)Х( + (ацГ)х)х.У + (biny)x. = 0. (4.30)

Подставим теперь т? = А/у и введем обозначение

г = \т\у. (4.31)

Уравнение (4.30) принимает вид

(ацгх. ЬАХ. = - а( t), (4.32)

где
1 d

а(г) = (In Л). (4.33)
2 Л

Теперь можно выразить стратегию поиска X через функцию г.

В самом деле, из (4.24) получаем выражение

Yt 1
Х = __ + - [а„ух - Ь,у)х (4.34)

/ / ' '

которое с учетом (4.32) можно переписать в виде

1
X = _ a(f) _ ( й,.)х. - zt - bjZXj + auzxzx.. (4.35)
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\alizx.-~bi\ = -a(f), (4.36)

Эти результаты объединим теперь в виде следующей теоремы.
Теорема 4.2. Пусть стратегия поиска Х(х, f) удовлетворяет

условиям Х(х, f) > 0 при х G 0(f) и Х(х, t) = 0 при х G S2\D(f).
Пусть на оптимальном решении вторые производные ух х. и т\х ,к.

непрерывны в областях 0(f) и S2\D(f). Тогда оптимальная функция

у удовлетворяет в области 0(f) неоднородному эллиптическому

уравнению

_

1 Л
"' 2

1

где г = In у, a(f) = d/cfr(lnA), t— параметр, а оптимальная

2

стратегия поиска определяется выражением

1

Л(х, f) = -«(f) (bi)x-zl-bizx,+ailzx,zx. (4.37)

Заметим, что все постоянные интегрирования, которые будут
фигурировать в общем решении уравнения (4.36), являются

неизвестными функциями от Г, которые, как и функция a(f), должны

быть выбраны так, чтобы удовлетворить определенным условиям.

Рассмотрим эти условия.

Пусть у(х, t) —

решение уравнения

Уг
-

(ацуХ/
- Ь/у)х. = 0 (4.38)

при х € S2\D(f) — таково, что П/(ацух — bty) = 0 для х € S. Тогда

y(xs,t)=e'(ri' '>
(4.39)

и

ух (Xs, г) =

z„ (xs, f)yU*. f), (4.40)

где xJ (£SD(t), а 50(,j — граница области 0(f).

Далее, для х G 0(f) справедливо неравенство

1
Х(х, f) = -a(f) (b,)x -z, -bizx.+ail-zxzx.>0, (4.41)

и, кроме того, с учетом условия / Х(х, t)dx = L0[t) получаем
соотношение °(/)

-<x(t)[m(D(t)) - J zdx] + J dx +

+ /"/

2 ' J

(--^{1 +z) +(e;yzX/. - - ^z dS = Z.„(f). (4.42)

Таким образом, оптимизационная задача сведена к краевой
с движущейся границей. Очевидно, что неравенство (4.41) осо-
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бенно усложняет задачу, которая из-за этого условия
отличается от ранее изучавшихся краевых задач с движущейся границей

(см., например, гл. IV работы [15]). Определенные трудности,

которые, возможно, будут основными при решении уже
возникших практических задач, связаны с тем, что граница области

0(f) является одной из неизвестных функций. Этот факт имеет

место даже тогда, когда верна теорема 4.2, в основе которой
лежит предположение о том, что функции у(х, t), tj(x, t) имеют

непрерывные производные ухх , vxx. в областях 0(f) и

i~l\ D(t). Это предположение, естественно, нужно было бы
обосновать.

В следующем параграфе мы рассмотрим простейший пример,
иллюстрирующий развиваемую здесь теорию,

— одномерный
диффузионный процесс. Будет сделано естественное предположение

о том, что уравнение диффузии должно обязательно содержать

диффузионный член. Пример позволит лучше представить себе

природу изучаемой задачи.

§ S. Поиск цели, движение которой является

одномерным диффузионным процессом

Предположим, что цель совершает диффузионное движение

вдоль оси х таким образом, что плотность местоположения цели

и(х, f), если поиска не происходит, является решением следующей
смешанной задачи параболического типа;

и,(х, t) = к2ихх(х, f), xG(-°°, °°), f>0,

u(x,Q) = y0(x)£CU)(-°°,°°), (5.1)

и(х, f)->-0 при Ixl-"00,

где, кроме того, фо( - х) = ф0(х) для всех х G ( - °°, °°) и функция
Фа(х) имеет максимум в точке х = 0. Уравнения (4.36), (4.37),

(4.38) из теоремы 4.2 принимают теперь соответственно вид

к2гхх = -a(f), (5.2)

Х(х, г) = -a(t) -z,+k2(zx)2 (5.3)
и

Уг
= кгухх. (5.4)

Уравнение (5.2) интегрируется сразу, его решение есть

a(t)
г = х2 +0(f)x+7(f), (5.5)

2кг

где «(f), Pit), 7(f) —неизвестные функции. В силу симметрии
функции ф0[х) очевидно, что 0 (f) = 0, поэтому

«(f)
,

г
= rx2+7(f). (5.6)

2к
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Из (5.3) получаем выражение для оптимальной стратегии поиска

Х(лг, Г):

1

Xix,t)
= -ait)-yit) + — a(f) + a2

L2
(f)U\ (5.7)

где a(t), yit) — неизвестные функции, которые надо определить.

Интересно отметить, что в случае одномерной диффузии
оптимальная стратегия поиска при каждом фиксированном t будет

параболой. Предположим, что функция А ix, t) должна
удовлетворять условию

J \(х, t)dx = L0 . (b.8)

которое отличается от более общего условия фигурировавшего
выше, только тем, что мы берем постоянную L 0 вместо

функции времени Lit). Это упрощение не уменьшает общности

рассматриваемой задачи.

В силу симметричности функции i//0(x) можно предположить,

что область D it) будет интервалом [-ait), а (Г)]. Из уравнений
(5.7) и (5.8) теперь следует, что

— l-ait) +a2-lt)\ai it) - (ait) + yit))ait) = L0.
Ък2 \2 J

(5.9)

Так как условие Mx, t) > 0 для всех х G (—°°, °°) должно быть
обязательно выполнено, то из (4.41) и (5.7) получаем следующее
условие:

-ait) -yit) +

1
— ait) + аг it)
2

<2 >0 Щ.Ю)

длях€ (-a(f).a(f)).

Будем искать решение уравнения (5.4) для х ф (—a(t), ait)),
используя подстановку (см. [15])

y(x,t) = y,(x,t) -Fix,t;ai-)), (5.11)

где

Fix, f,a(-)) =

1
— J

fit')

+ exp

7ks/7 о yfi~~T

iaif)+x)2

exp

/ (a(t')-x)2\

\ 4k2it-t')J

I jajt )tx)'\

\ 4k7it-t') )
dt

a )/, (x, f) —

решение смешанной задачи

y,ix,t)=k2y,ix,t), xe(-°°,°°),

KiU,0) = ф0{х),
yx (x, f) — 0 при

(5.12)

(5.13)

xl
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Так как функция у[х, г) и производная Ух[х, t) при всех г > О

должны быть непрерывны в точках х = ± а (г), то имеем следующие

два условия:

К, (a(f), f) - F(a(t), t; a{-)) =

exp -

ait)

ylx(a(t),t)- Fx(a(t).t;a(-))

где (см. снова 115J)

a2(t)+y(t)\

/ ait)

(5.14)
2k2

<x(t)

_-_a(f)eXp^__-a^(f)+7(f)')•
(5.15)

Fx(x,t;a(-))

SP(f')
X

о |t-tV'2

+ la(t) +a(f')]exp

4*2 4*3 V?

|[a(f)-a(f')]exp
(a(f)+a(f'))2

4*2(f-r )

(a(f)-a(f'))2

4*2(f-f')

dt'.

Здесь учтена еще симметричность решения y(x,t), которая
обусловлена свойствами функции Фо (х).

Итак, мы имеем четыре неизвестные функции: ait), ait),

у it) и if (t). Для их определения имеется три уравнения: (5.9),

(5.14), (5.15) и условие (5.10). Получим теперь четвертое
уравнение. К сожалению, способ получения этого уравнения трудно

распространить на более общие случаи (по сравнению с

рассматриваемым в настоящем параграфе).
С помощью теоремы 4.2 и некоторых дополнительных

рассуждений можно получить следующие выражения:

ait)/ ait) . \
г (х, t) = ехр( - х2 + у (г) 1,

X (х, f) = -a(t) - у (t) +— — a(t) + a2 (t) x2

(5.16)

(5.17)

Оптимальное решение минимизирует теперь вероятность

необнаружения, для которой мы имеем соотношение (2.23) :

Qit) = / y(x, T)dx = 1 -/ dt / \(x,t)y(x,t)dx.
о

Это означает, что нужно максимизировать выражение

У +а(г)

f dt f

X exp

1

-a(f)-7(f)+ —

+ yit))dx.

— ait)+a2{t)
2

(5.18)
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Функции ait), у it),a it) и #{t\ для оптимального решения

должны быть, очевидно, такими, чтобы было выполнено неравенство

(5.10) и достигло максимума выражение (5.18). Легко показать,
что интеграл

г a(t)

/ dt J [Ait)-Bit)x2]exp
0 -a(r)

1
— Cit)x2 +Dit)
2

dx (5.19)

при заданных A it), В it), Cit) и Dit) достигает максимума при

J*wait)=sj . (5.20)
Bit)

В самом деле, выражение (5.19) имеет максимум, если функции
a it), A it), В it), Cit), Dit) таковы, что интеграл

а(/) I 1

/ [Ait)-Bit)x2)exp\ Cit)x2 +Dit)
о I 2

dx (5.21)

достигает максимума для всех f £ (0, Г). Рассматривая
выражение (5.21) как функцию от ait), сразу получаем, что максимум,

о котором идет речь, реализуется при a (f) -\JA it) IB it)'. Из (5.18)
видно, что в рассматриваемом случае

Ait) = -<xit) -уit).

Bit) = 5(— ait) + a2it)j.
Следовательно, функции ait),у it) иэ(г) должны быть связаны

между собой следующим соотношением:

—1
/~ait) +yit)

а it) = V к. (5.22)
ait)/2 + a2it)

Итак, мы имеем теперь четыре уравнения для определения

четырех неизвестных функций: ait), ait), у it) и \р it) ■ В том

специальном случае, который мы рассматриваем, условие (5.10)

удовлетворяется в силу тех рассуждений, которые приводят к

уравнению (5.22). Очевидно, однако, что даже в простейшем

случае одномерного диффузионного процесса трудно получить

решение в замкнутом виде.

Интересно рассмотреть задачу, о которой идет речь, для того

специального случая, когда к
2
мало. В самом деле, при к2 ->0 цель

становится стационарной и должны получиться результаты Дркина.

Так как постоянная к2 — это коэффициент при второй
производной к.уд. в уравнении (5.1), то предельный переход при стремлении
к2 к нулю довольно сложен, а прямая подстановка кг = 0 в

вышеизложенную схему невозможна.

Изучим асимптотическое поведение решения. Как мы увидим

ниже, это даст возможность лучше понять существо

рассматриваемой задачи.
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Запишем более кратко выражение

1 т ^(t'|
Uix,t) =

\ехр(-

2k\fn о y/t-t

(a(t')-x)2

4k2it-t')

^х

/ iait)+x)2\l
,

+ exp(-
—

)\dt.
V 4k2(t-t)/\

(5.23)

Так как к2 мало, для малого k2(t — т) получаем, что

1 ' *(r') / (a(t')-x2 \ ,

U(x, t) * U(x, t) =
= / -T^^expf — dt'. (5.24)

2kyfrT oy/t-1 \ 4k2it-t)J
Теперь нужно предположить, что степенные разложения

ait') = alt) -a'it)it-t')+—a"it)it-t')2 +...,
2

*pit') = fit)-f'(t){t- t) + —/<f)(f- f')2 +

2

существуют при всех t, f' > 0. Тогда

1
Uia it) + e, t)

1 *b')

X exp

2k\fr? о y/t - t'

/ iajt) + e-~ait'))2\
,=

V 4*2(f-f') /

1 ' <fit)-jit)it-t') + ...

't-t2k\fp о

/ (e+a'(t)(t-f') + ...)2\
,

X exp - .

; )dt\ Ak2it-t') /

1 ' >pit)-<f'it)u +
. .

;f ;=; x

2ку/тР0 уДГ

/ e2 a'(f)e ia'it)2 -ea"it))u\
Xexp/--—r— — — )du =

\ 4k2u 2k2 Лк2 /

2ky/7

X exp f-—
[ 4k2u

ait)2 -ea'it)

4 k2 •) du.

(5.25)

(5.26)

(5.27)
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или, в силу малости к2 (см. работу 1351 ),

1 / ea'(t)
U(a(t) + e.t)=-

2kyJ7
exp -

2k2

X{^{t)J exp

/ e2 a'(f)2 -ea"(t) \ du

\ \k2u
~~

4k2 7 \ДГ

~^'{t)j exp

4k2

a'{t)2 -ea"(t)

4k2uо \ ч» и 4к'

Теперь (см., например, 136])

ujs/udu +
. . .1 . (5.28)

(5.29)

00 / <7\ /<7\a,/2
/ xa-lexpf-px Wx = 2f— J Ka{2y/^),

что дает возможность записать

1 / ea'(t)\

2*\Лг \ 2k2 /

" "' "СтПГгЬй)"'**» (£v^P^i) �... ]. (5.30.

Здесь Kv (x) — функция Бесселя, обладающая следующими хорошо
известными свойствами:

/Т1 ПГ / 1 \

K_,/2(x) = K,/2(x)=V— e-v, К3/2 <*>=>/— ^v(l )•
2x 2x \ x /

(5.31)

Эти выражения, будучи подставленными в (5.30), приводят к

формуле

U\ait) + e, f) =

1
= —

exp
2 2k

(la'(t)2-ea"(

{a'{t)-s/a'{t)2 -ea"(f)) J —=J=
-€a"(t)

'(f) I la'(t)2-ea"(f)l3/2

Следовательно, в пределе при е -*0 имеем

(f) + . . .

U(alt) + 0,t)
1 /2^(t)

(
2k2

2 \\a'(t)\ la'(f)
V(r) + ■)■

. (5.32)

(5.33)
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Получим теперь выражение Ux{a{t) + 0, t). Процедура будет в

основном такая же, как только что рассмотренная. Имеем

Ux(a(t) + e, r)*Ъх(а(г) + е, t) =

1 г fit)
S-. 7TXTlab) + e-ait)] X

4*3ч/^0 it-t')3/2

iait) + e-ait'))2
X exp dt'

4k2it-t)
С помощью выражений (5.15) и (5.16) сначала получаем, что

1

(5.34)

Uxiait) + e.t)
Лкъ\/тГ

ехр
/ еа'Ш\

X J e*it)(-p) +(a'(f)-evc'(t)) -J=r +

V sju/ \/u

+ i-a'it)f'it) a"it)fit) +- e/(t)) yfu + . .. | X
2 2

/ e2 a'(r)2-ea"(f! \ 1
X exp( : u)du\,

\ 4k2u 4*2 J J
и, используя снова малость к2, приходим к

1 / ea'(f) \

Uxiait) + e, t) = —prexpf- — )Х
Ak2\fn \ 2k2 /

x|j ev?<r)(— ) + a'{t)>pit)-ejit)-7=l +

■ш vc'

Y-a'(
1

+ (-a (r)</(r) a

X exp

it)#it) +— ev? '(f)W+ .

2 a'(t)2-ea"(t)
(vjrfw [.4k2u Ak2

С помощью (5.30) и (5.31) получаем сначала, что

(У„(а(г) + е

2к2 {
lx

a'it) fit)-e fit)
yg(t)+--^. +

Va'2-ea"'

а'(г)^(г)-а"(г)^(г)/2 + е//2
а — еа ("7^).

(5.35)

(5.36)

(5.37)
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что в пределе при е -*0 переходит в

1 / a'(t)
,

Ux(a(t)+Q,t) = —- (1 +—у— ^(f)-

1
„

a.(t)sff(t) +— a (t)#(t)
2

la'(t)l3
(5.38)

Окончательно имеем

Hi (x, t) = ф0М + 2k2t ф'ок) +
■ . .

, (5.39)

(yi )x(x, t) = ф0(х) + 2k2t ф'о(х) +
. . . (5.40)

Условия (5.14) и (5.15) принимают с учетом выражений (5.33),
(5.38), (5.39) и (5.40) следующий вид:

/ a(f) ,
\ fit)

ехр a2(f)+7(f))=0o(e(f))- ^-т—7 +■■■
. (5.41)

a{t)ait)
~

к2

\ / a(t)
,

\
)ехр( — a2(f) + 7(f))= tpo (a(t)) +

1
„

1 / a(t) \ a (t)v5(f) + о a (f)^(f)
+ (1 + •Jv'(f)

~

r-^ +■■• (5.42)
2k2 \ \a(t)\J la'(f)l3

Рассмотрим предельный переход при к -*0, чтобы в пределе

при к' = 0 получить результаты Аркина. На самом же деле удастся
лишь показать, что наши рассуждения не противоречат им.

Так как в случае стационарной цели, т.е. при к2 = 0, функция
у [х, t) не будет зависеть от х внутри интервала [—a (f), a (г) ],
то должно выполняться условие

a(f)
—г- - 0 при к2 -0.
к

Потребуем (что довольно естественно), чтобы при к2 =0 было

a '(f) >0. Так как

ух (х, t)=0 для xS[-a(f), a(t)},

то отсюда следует, что <р (t) =0(fc2
+

M), где /к>0. Уравнения
(5.41) и (5.42) переходят в пределе при к2 -+Q в одно уравнение

exp(7(f)) = ^ofefr)>- (5.43)

Поскольку в пределе приЛ2-*0 a (t) /Ar2 -*0, то оптимальная

стратегия поиска X (х, t) становится такой:

Х(х, f) = -7(f)- (5.44)
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Следовательно, в силу условия (5.8) получаем, что

+э<0

Z.o = J Mx,t)dx^2a{t)i-yit)); (5.45)
-а(г)

отсюда приходим к следующему выражению для функции у it):

Ц ' dt'
7(f) =7(0) J ——. (5.46)

2 о ait)

Так как начальное условие имеет вид

у{х, 0) = ф0М = ехр(7(0)) для xG[-a(t),a|t|],

то снова приходим к выводу (см. § 2 гл. I), что а(0) = О и,

следовательно, ехр <7<0)) = фо (0). Условие (5.43) принимает вид

/ Ц ' dt' \
^о(0)ехр / —p ^ola(t)). (5.47)

\ 2 о a(t ) /

Теперь мы можем разрешить уравнение (5.43) относительно a it),
в результате чего получим закон движения границы области с \ > 0

вправо и влево. В самом деле, пусть, например,

ф0М = ^0(0) ехр(- -?— ). (5.48)

Тогда из (5.47) полечим

/ a(t)2\ ( * L(t')dt'\
expl - = ехр(- J — ), (5.49)

V 2ог/ V о 2а(Г ) /

что дает дифференциальное уравнение

(a(r))V(f)=— a2 Lit). (5.50)
2

Его решение с начальным условием а (0) = 0 имеет вид

/За2 '

V-—J иait) "у/ f Lit')dt.- (5.51)
2 о

Тот же результат получается из уравнения Аркина (см. формулу
(2.58) гл. I). Имеем

г = т(ф0{х)>С) =

= т (x2<2a2ln -V-)= 2>/2а21п—^—, (5.52)

откуда

С (z) = 1//o(0)exp(--^-r J, (5.53)

138

<-£)■



так что уравнение Аркина принимает вид

dz 4 a2 Lit)

dt г2
(5.54)

Это уравнение сразу интегрируется, и его решение при г (0) =0
выглядит так:

z = V12a2 J L(t)dt . (5.55)
и

С другой стороны, очевидно, что г = 2а, т.е. выражения (3.51) и

(5.55) совпадают.

Мы показали, что развитый здесь подход для определения

оптимальной стратегии поиска в случае, когда движение является

одномерным диффузионным процессом, не противоречит
полученным ранее результатам, касающимся оптимального поиска

стационарной цели на прямой.

Необходимо отметить еще, что вышеприведенные результаты
имеют приближенный характер. Точное исследование задачи было

бы намного сложнее.

Продолжим еще немного приближенный анализ основных

свойств рассматриваемой задачи поиска. Наличие члена

1
— (1 + a'(t)/|a'(f)|)^
к2

в выражении (5.42) означает, что возможна такая стратегия

поиска, когда а' (г) < 0 для всех t > 0. Теперь для малых

Лг2 > 0 может быть <^(f) =0(1). Условия (5.14) и (5.15)
становятся асимптотическими:

/ a(t) .
\ >p(t)

ехр(-. a2(t)+y(t))=tp0(a(t))- ■——: +... , (5.56)
\ 2к2 /

'

1а(г)1

a(t)a(f)\ / a{t) ,
— a2(t) + y(t)

2k1

a'(t)^'(f)+ 2-a"(f)^(f)
= *'o(.(t»

[7Wf3
+ ... (5.57)

Нужно еще отметить, что возможно существование других

решений, кроме переходящего в пределе при к2 -* 0 в решение

Аркина. При этом нужно подобрать функции а it) и у it) так,
чтобы при к2 ->■ Q одновременно было X (х, г) > 0 и а (г) < °°,
что представляется весьма затруднительным.
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§ 6. Оптимальный поиск цели, совершающей
диффузионное движение на плоскости

Предположим, что плотность распределения местоположения

цели в некоторой области Г£ С/?2 — функция и(х, t) — является

решением следующей смешанной задачи параболического типа:

ur(x,t) = k2A2u(x,t), (x,t)eQT, (6.1)

ni(xs)ux. (xs, t) = 0, xsG S, (6.2)

и(х,0) = фо(х), (6.3)

где, как обычно, S обозначена граница области S2.

Снова будем вести рассуждения на основе теоремы 4.2, т.е.

предполагать, что в каждый момент времени f £ (0, Т) существует об-

ластьО(г) в области Г£с границей SD(t), являющейся поверхностью
ляпуновского типа, причем стратегия поиска—положительная

функция, обращающаяся в нуль в области Q\D(t). Предположим,

еще, что вторые производные функций у и т? непрерывны в

областях 0(f) и П\0(г), а первые производные непрерывны при
переходе через границу So (f).

Рассмотрим сначала случай центральной симметрии, тогда

уравнения (6.1), (6.2) и (6.3) принимают вид

u,(r, t) = k2(urr(r, t) + - ur(r,t)), л>0, t€(0, Л. (6.4)

и (г, г)->-0 при г -*<*>, f>0 (6.5)

и

и(г,0) = ф0(г), (6.6)

где i//0 (г ) ~"0 при г ~*°°.

В основном исследование задачи будет таким же, как и в случае

одномерного диффузионного процесса, который рассматривался
в предыдущем параграфе. Уравнения (4.36), (4.37) и (4.38)

теоремы 4.2 принимают теперь вид

-+— г) = осМ, r>0, f>0, (6.7)

Mr, t) = -a(t)-z, + к2(гг)2 (6.8)

Уравнение (6.7) решается сразу:

а(г)
z(r,t) = — г2 + (3(f) In r + 7(f), (6.10)

4к2

где a{t), /3(f), у (f) —неизвестныефункции. Из уравнений (6.8),
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(6.10) получается теперь следующее выражение для стратегии

поиска X (г , /■) :

А (л, f) = -a(f) -7(f) -a(f)0(f) + —-т

4Л2
(а + а2 )г2 -

■0(f) |'пл + *2
02(f)

(6.11)

Так как интеграл /X с/х должен быть конечным, необходимо, чтобы

0(f) =0. Следовательно, выражения (6.10), (6.11) можно

переписать так:

ait)
,

z(r,t) = --—- г2 + yit), 0<r<R{t).
4к2

(6.12)

Mr,t) = -a(t)~y(t)+- ~ia^a2)r2, 0<r<R(t). (6.13)
4к~

Область D(t) представляет собой круг радиуса Я (f). Функция
R it) — одна из неизвестных функций. Условие

/ Л(х, t)dx = £о
п

(ср. с (5.8)) приводит к выражению

L0 =2я / r\(r, t)dr =

о

= 2v\{-a-y)
R2(t) 1

4к2
iait) +a2(f))

R'it)

(6.14)
Условию максимизации выражения (5.18) предыдущего

параграфа соответствует теперь условие

Г R(t)
fdt / r

о о

- a(t) - 7(f) + —;(ait) + а2 {t T2

ait) .

X ехр( - г2 + ^ff)^"5- max,1
Лк2

(6.15)

откуда получаем тем же способом, что и при выводе выражения

(5.22), уравнение

R(t) = 2k
'ait) + 7(f)

d(f) +<r (f)
(6.16)

Получим теперь уравнение для определения неизвестных

функций ft(f), 7(f) и a[t).
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Произведем, как и в § 5, следующую подстановку (см.
также § 244 из [15]):

1 г , ^(f') / (x-p(f'))2\
У(х, f) = K,(x, f) fdt J rexp(--— r-)dS-

2rr о SRO) t-t V 4A:2(f-f ) /

(6.17)

Здесь у\ (x, f) — решение смешанной задачи

уч(х, t)=k2A yx(x, f), xeil, (6.18)

Hi(x, f)-»-0 при |x|^°° (6.19)

и

Kilx.0) = i|/o(l*l). W>0. (6.20)

Пусть, далее, SR(t') —круг радиуса ft(f'),x — точка в области

S2\D(f) и p(t')£SK(f'|. Легко показать, что выражение (6.17)
удовлетворяет уравнению

у, = к2 Ау.

Функцию $(t) нужно определить так, чтобы оптимальная

функция у(х, Г) была суперпозицией функции

y(r, f) = exp( -

—у +7(f>)

и функции (6.17). Процедура при этом будет полностью анало-

гична^изложенной в § 5.

Мы можем записать интеграл (6.17) в более простой форме,

используя симметрию задачи. В самом деле, xp(f')= rft(f')cosi|/ ,

где \p{t')\ = R{t') и |х| = г, поэтому

IV 2гг <p(t') /r2 + ft2(f')-2rft(f')cosi|/\„,,. JT

K(r,f)= — /Л' J rexpf——^ гт )mt)W =

2jto ot-t \ 4Arz (f — f ) /

1 i ^(t')R(t') f r2+R2(t')\2n / rft(f')cosi^\
= — Г exp [ ■ J J exp( .—• )d\h,
2яо f-f' V 4k2(t-t')/ о \ 2k2(t-t')J

(6.21)

где интеграл, о котором идет речь, обозначен через ¥(r,t).
Используя хорошо известную формулу

2tr

J exp(±0cosi|/)di|/ = 2tf/o(0), (6.22)
о
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получим из (6.21) следующее выражение для y(r, t) :

г- spit') /rR(t') \ / r2+/?:(f')\
, ,

КМ)= /-^-Г 'of— : )ехр { - —г ~)R(t')dt'.
о t-t' \2kHt-t)) \ 4*2|f-fV

Функция у(х, f) из (6.17) становится такой:

t fit') ( rft(f')
yir, t) =

У) (r, t) - J r /0 —г- ,.

о f- f \2k-(t-t I,

/ л2 +R2 it') \
X exp( -)R(t')dt', (6.23)

HV 4k7(t-t')J
где все выражения записаны как функции от г = |х| в

соответствии с условиями (6.20). То, что решение (6.23) в самом деле

удовлетворяет уравнению уг
= кгА у, можно было бы проверить

прямой подстановкой выражения у, в полярных координатах

(т.е. yr= k2lyrr + — у,\\ в это уравнение, воспользовавшись

хорошо известными свойствами функции Бесселя.
Из непрерывности функции y{r, t) при переходе через

границу круга 0(f) следует с учетом выражений (6.12) и (6.23), что

expf-—rfl'(f)+7(f)) =

г sp(t') / R(t)R(t')'
= Vx(R(t),t)- ;_!Ц_/0(--.

о t-t \2k-(t-t)/

/ R2(t) + R2(t')\
, ,

X exp ( - — ) R(t')dt'. (6.24)
\ 4k2 (t-t ) /

Функция y(r, t) (интеграл от этого выражения) тоже
непрерывна при переходе через границу 0(f) круга радиуса ft(f), а

производная y,(r, t) может на этой границе иметь разрывы (см.
гл. IV из [15]). Условие непрерывности производной
принимает вид

ait)
—г ехр

2к2

ait)
, \

Г Rit) / R(t)R(t')\\

L Rit') \2k2it-t')/\

/ R2 it) + R2 it')\ .

, ,

ХбХР(""4^(Г-г') )R(t)dt- (625)
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Было бы нетрудно повторить при малых к все-

асимптотические построения предыдущего параграфа. Кроме формул (5-29),

(5.31) следует использовать еще известное соотношение

КЛг)

е*

\/2nz

4v2 - 1 (4с2 - 1)(4с2 -9)
1 + ; +

8z
, (6.26)

2(8z)2

которое справедливо при больших г. Уравнения (6.24), (6.25) при
этом примут вид

spit)
ехр

+ *'

/ a(f) \ .
i spit)

?R3it)+yit))=yliRit),t)-k2 12——I 4k! / \ \R'(t)

+ /(f)n —-—r + ---l • (627)
/J Ш (t)l3 J

"

, spit) /spit) R'it)
k~ - 4

ait) i ait)
,

\
-— ff(r)exp ft2 (f) + 7(f)) =

2k1 \ 4k~ J

= y, (ft(f),f)+v?(f) 1 +-
R'it)

\Rit)
+ *'

1

\R'it)\Rit)
(6.28)

Рассмотрим теперь предельный переход k2 -> 0 точно так же,

elf)
как и в предыдущем параграфе. Предположение —;—> 0 при

кг
к2 -» 0 снова означает, что

/(/-, f) = exp(7(f))

и

Mr. t) = - i(f)

для 0<r</?(f). Условие (6.14) переходит в

Z-o =7r/?2(f)(-7(f)).

Предполагая, что

^оИ = 4>0вхр("^г)'
получим соотношение

ехр(7(0)) = ^0,

откуда

/ Z.Q г dt' \
ехр (7(f)) = i^oexpl / - 1 .

\ тх о R2it )/

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

В пределе при к1 --*■ 0 уравнение (6.28) будет удовлетворяться
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тождественно, а уравнение (6.27) примет вид

Lo r dt'( Ц 1 dt \
^n(ft(f),f) = Voexp( /-__). (6.35)

\ я о R-(t )/

Из (6.32) , (6.35) следует, что

1 Ц i dt'
'— R2(t)=~ / , , , (6.36)

2а- я о R2(t)

откуда после непосредственных вычислений получаем для R(t)

следующее выражение:

-«УН!Е7ft(f)= V -f. (6.37)

Эта формула в точности совпадает с выражением (3.12) гл. I,

которое было получено в процессе решения уравнения Аркина
для неподвижной цели.

§ 7. О задаче преследования

Вероятность необнаружения цели, совершающей

диффузионное движение, была найдена в виде (см. уравнение (2.23))

0(Г;Х;6,,э.А)= / у(х, T)dx, (7.1)
п

где записано Q(T;\; bj;a/k) вместо Q(T). Параметры b, и a/k ,

i,i, к - У.п, при этом считались заданными. Теперь цель будет
стараться "убежать" от преследователя, т.е. убегающий хочет

максимизировать вероятность необнаружения. Убегающий (т.е.
цель) будет стараться сделать это путем надлежащего выбора
параметров 6, и ад..

Убегающий и преследователь планируют свои действия в

зависимости от количества доступной информации о выборе,
сделанном другой стороной. Мы рассмотрим только тот случай, когда

поисковая система преследователя полностью определена

единственной функцией — стратегией поиска Х(х, t) с хорошо

знакомыми свойствами

\(x,t)>0, / X(x,t)dx -L(t).

Мы сделаем также естественное допущение о том, что этот факт
известен убегающему. С другой стороны, параметры
убегающего — вектор bj, характеризующий тренд диффузионного
движения цели, и матрица а,у, определяющая случайную компоненту

диффузионного движения цели,
—

не обязательно известны

преследователю. Однако возможно, что преследователь знает области,

внутри которых убегающий может эти параметры выбирать:

ь, е Bif ajk e Ajk, /, j, к = Г7Г, (7.2)
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где для простоты предполагается, что множества Bt и А]к
постоянны.

Рассмотрим сначала простейший с точки зрения информации
случай: убегающий выбирает параметры bj и а^ так, что в

дальнейшем их уже не меняет, и преследователь узнает эти

величины без запаздывания (по времени). Тогда, очевидно,
преследователь выбирает стратегию поиска так, чтобы минимизировать

вероятность необнаружения, т.е. чтобы

Q(r;X;fc,-,3//t)=»min. (7.3)
х

Убегающий, которому известно, что преследователь будет
действовать в соответствии с (7.3) (независимо от того, какие

параметры он, убегающий, использует), делает свой выбор так:

max min Q(T; Х;й,, a/t). (7.4)

Можно немного обобщить вышеприведенные рассмотрения, но

так, чтобь! от этого не слишком пострадала практическая

применимость излагаемой теории. Предположим, что параметры Ь{
могут выбираться из любого из заданных постоянных множеств В/ ,

В] в\, а параметры а^
— из любого из заданных

постоянных множеств А-к, Ajk А'^, т.е.

bte и Bf, ajke и а' . (7.5)

Предположим, что преследователь знает только, что параметры

bj убегающего будут из одного из множеств В\, В) В\, а

параметры а^
— из одного из множеств А)к, Аг-к А"к.

Преследователь выбирает теперь свою стратегию поиска Х(х, f) из

условия

min max Q(T; X ;й,, a/fc), /, /', к = 1, п, (7.6)
Л bj, <ijk

тогда как выбор цели, которая хочет убежать от преследователя,

будет таким:

max min max Q(T; Х;й,, ад), i,j,k = \,n. (7.7)
hj.ajj Л bj. a/k

Предположим, что поисковая система и природа движения

убегающего такие же, как и в теореме 4.1. Функция у(х, t) тогда

удовлетворяет тождеству

- fri,ydxdt- / т?(х, 0)^o(x)dx +

q, п

+ / Кэ;/кч..-й,у)т?ч. +\yrj}dxdt-0. (7.8)
Qr

о

которое должно выполняться для всех т? е W2' ''
(0Т), причем
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о. .

элементы пространства W{\ (QT) обладают тем свойством, что

г\(х, Л = 0 для всех х S £2. Пусть W\~X(QT) снова обозначает

пространство функций, которые, кроме всего прочего,

удовлетворяют условию w(x. Г) = 1 для всех х G S2. Тогда очевидно, что

w&W{-s(QT) означает, что w-I S Wi'MO/-)- Из (7.8) теперь

следует, что

- / wtydxdt- J (x, 0)\j/o(x)dx +

QT "

+ J i^0 (x)rfx + J [(a,yK.v. -bjy)wx +

+ XKw]dxrff- J \ydxdt = 0. (7.9)

i
. .

Это будет справедливо для всех wEI/Vj
•

{QT). Теперь,
учитывая, что / y0(x)d* = 1, с помощью уравнения (2.23):

п

1 - / \ydxdt = J y(x, Г)с/х

из (7.9) получаем уравнение

J Их, ЛСх = J w(x, OC'oUlrfx + N-
n n

+ J [wfy - [ацух. - b/y)w4 - Xyw] dx dt. (7.10)

QT

Здесь J И*, Лс/х —

уже знакомый интеграл, имеющий смысл
п

вероятности несбнаружения цели за время (О, Л . обозначавшийся

0(7"). В последующем изложении мы будем использовать для

вероятности необнаружения цели следующее обозначение:

Н(а,Ь;\)= f y(x, T)dx, (7.11)
п

где а обозначает множество параметров а,у,Ь
— множество

параметров Ь,, X — стратегия (функция плотности) поиска.

Таким образом, преследователь теперь стремится

минимизировать выражение Н{а,Ь;\), в то время как цель (убегающий)
старается его максимизировать. Функция Н(а, Ь; X),
следовательно, — цена игры.

Будем рассматривать случай, когда стратегия поиска А°

оптимальна для преследователя, а параметры a"-, b" оптимальны для

убегающего при условии, что (а , Ь°; Х°) — седловая точка, т.е.

справедливо неравенство

H{a,b;\0)<H(a0,b0;\0)<H(a0,b°;\). (7.12)
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Из правой части (7.12), т.е. из неравенства Н (а0, 6°; Х°) <

</У(а°, 6°; X), получаем условие

0< / [wtAy-wx.{a(ijjAyx~b°iAy)-w(Xy-X(iy(i)]dxdt =

Qt

= J [и/,Ду- и/Л(Ц.Ди . -6,°Ду) -и/Х0ДкЫ*^ +

+ f (-wy°AX-wAyAX)dxdt, (7.13)

где Ay =
Ух

— у0, ДХ = X — Х°, а w—произвольный элемент

множества Wj'-^Qr). 1

Выберем теперь функцию wG W^'X(QT) в (7.13) так, чтобы

для всех uG V \AI2(QT) выполнялось тождество

/ [wtu - wx.(a0,jUx ~ b^u) - wX0u]dxdt = 0. (7.14)

QT

С учетом (7.14) условие (7.13) принимает вид

/ (wy°AX + wAyAX)dxdt<0, (7.15)
QT

причем из предыдущего ясно, что y°G V2l •'/2 {Qt) -a w £ W\ 'X(QT).
Рассмотрим теперь левую часть (7.12) , т.е. неравенство

Н(а, Ь; Х°)<Н(а°, 6°; Х°) . Используя снова (7.10), (7.11),
получим неравенство

0 > J [wtAy - wXf[a°ltAyx/ - 6? Ay) - wX° Ay - wx.y%. Да,, +

Qt

+ wXjy°Abi - wXjAaj, Ayx. +
ivX/ AbjAy] dx dt. (7.16)

Разрешая теперь (7.14) относительно w, получим из (7.16)
условие

Г wx-(- Ух.Ьац + У°АЬ/ - AaifAyx.+ AbtAy)dx dt < 0. (7.17)

Qt
' '

Собирая полученные выше результаты, приходим к следующей
теореме.
Теорема 7.1. Пусть параметры задачи поиска такие же. как

ив теореме 4.1. Тогда седловая точка (а°,60,-Х°) в игровой
задаче преследования удовлетворяет условиям

/ (w°y0AX + w°AyAX)dxdt<0, (7.18)
Qt

I Wxti ~

Ух.■ Aa,/ + У°&Ь/ - AatjAyx. + AbtAy)dx dt < 0, (7.19)
Qt
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где функции у0 е V2l'l/2{Qr), w° S W2'l(QT) таковы, что

f [-n,V° + (a°/y0Xj-b?y°)rlx. + \0y0n]dxdt =

Qt

= / 7j(x,0)i//0(x)rfx (7.20)
n

0
I I

для всех nei/l/2ll{Qr) и

f l-w^u + wox.(al.ux-bfu) + X°wou)dxdt = 0 (7.21)

о .

для всех i/£ Vj' ' (Qr). При этом условие. (7.18) приводит к

условию (4.19) теоремы 4.1:

w/V=A(f), xeD(f), ^V°<A(f), x€D(f). (7.22)

Цена игры выражается в виде

Н(а°,Ь0;Х0) = / и/'(х, 0)i//o{x)dx. (7.23)
п

Условие (7.22) получается точно так же, как и в § 4 этой

главы, а выражение (7.23) для цены игры следует из (7.10) с

учетом (7.21).
Мы не будем стремиться к дальнейшему исследованию задачи

преследования. Очевидно, что трудности, с которыми мы

столкнулись в связи с задачей поиска § 4, еще более возрастут для
задачи преследования. Теорема 7.1 может быть при этом отправной
точкой для поиска решений практических задач.

§ 8. Оптимальные траектории поиска

при случайном движении цели

В предыдущих параграфах предполагалось, что плотность

распределения местоположения цели удовлетворяет тождеству (1.5) и

что система поиска может быть описана с помощью единственной

функции X (х, f) —

стратегии поиска. Было показано также, как

определить эту функцию таким образом, чтобы вероятность

обнаружения цели была максимальной. Если система поиска состоит

из большого числа поисковых единиц, то она действительно

хорошо представима с помощью функции плотности (стратегии)
поиска. Если же имеется единственная поисковая единица,

движущаяся вдоль выбранной траектории и, возможно, меняющая

при этом скорость, то представление этой поисковой единицы

посредством функции плотности поиска вряд ли разумно. Так же,

как и в гл . II, в этом случае более естественно отказаться от

подхода, связанного с функцией плотности поиска, и искать оптимальные

траектории поиска вместе с определением оптимальной скорости

движения.

В последующем изложении мы будем в основном следовать

работе Лукка [37J.
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Основное предположение Лукка заключается в том, что

вероятность обнаружения цели в течение времени [f, f + At] имеет

следующий общий вид:

\(z(t),u(t),x)At+o(At), (8.1)

если в момент f цель находится в точке х, а поисковая единица

находится в точке г (f) и имеет скорость u[t). Функция X (г, и, х)

предполагается дважды непрерывно дифференцируемой. Случайное
движение цели описывается тождеством (1.21), где

функции-коэффициенты удовлетворяют условиям теоремы 7.4. Лукка
накладывает на эти функции следующие дополнительные условия:

Эа,,(х, f) 96, (х, f) .,

a,v(x, f), -

, 6,(х, f), eHa-a'2(QT),
Эх,- Эх,-

/=1,2, (8.2)

a,7(x, f), bi(x,t)GHi+aAl2i'al2(ST), a€|0, 1), (8.3)

где Sr = SY. (О, T), Ha,a!2 {QT) — пространство Гёльдера (см.,

например, [29]). Кроме того, начальные и краевые условия
предполагаются связанными соотношениями

Ьф0(х)
л,(х, 0)а,7(х, 0) =0 (8.4)

для всех у £ S. Задача оптимального управления из § 4 имеет

теперь вид

J{z,u)=f h(x,T;z,u)dx => min , (8.5)
a

dz
— =u(t), re [0,7], (8.6)
dt

h,(x, t;z, u) = (a(/(x, t)hx.(x, t;z, w)-b,(x, t))Xj -

-\(z(t),u{t),x)h(x, t;z,u), (8.7)

h(x, 0;z, и) = ф0(х), (8.8)

n,{x, f)a(/(x, t)hx.(x, t;z, u) = 0,

6,U, f)n,(x, f) = 0, xGS. {8-9)

Поскольку мы ищем оптимальную траекторию поисковой единицы

и ее оптимальную скорость, нужно наложить некоторые
ограничения на траекторию и скорость движения. Например, естественно

считать, что поиск начинается в заданной точке

г(0)=а°. (8.10)

Поиск будет окончен при f = 7\ В наиболее общем случае можно

потребовать, чтобы траектория заканчивалась на некотором
заданном множестве из области £2, в частном случае траектория может

заканчиваться в заданной точке. Если же поиск очень важен, а

время, отпущенное на поиск, задано, то, вообще говоря, не важно, в
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какой точке траектории поисковой единицы поиск закончится.

Лукка решает задачу поиска оптимальной траектории именно в

таком варианте, т.е. конечная точка г (Г) предполагается
незаданной (задана со свободным правым концом). Так как всегда

существует верхний предел для скорости поисковой единицы, то

обычно присутствует условие

lu(f ))!<*, fG[0. Г]. (8.11)

Естественно потребовать, чтобы траектория г (f) была
непрерывной. Лукка определяет множество допустимых скоростей
следующим образом: каждая допустимая скорость u{t) имеет не более

чем конечное число точек разрыва гёльдеровского типа. Для

фиксированной скорости u[t) обозначим эти точки rt, т2,. .
., тп-\ ■

Таким образом, на интервале [т,-,т,+ 1], / = 0, 1, . . .
,
п — 1, г0 =

= 0, т„ = Г, функция и' (f), определяемая уравнениями

w'(f)=w(f) для f G (г,-, т/+1),

и'(т,) = Mm u(t), w'(t,+ i)= Mm u[t),

непрерывна по Гё'льдеру. Краевая задача (8.7) -- (8.9) имеет

единственное решение h° (x, f; z,u) в классе Н2+а' I+a/2 (Q0T )
(см. теорему IV. 5.3 работы [29]), где Qo,T = {{х, г) lxG J2,
0<t<Ti}. Соответственно, на интервале [г/т,+ 1], / = 1, . . .

. . .
,
п — 1, уравнение (8.7) с краевым условием (8.9) и начальным

условием

Л''(х, rr.z, и) =h'"Ux, т,;г, и), хб'П,

имеет единственное решение/*' (x,f; z ,и) в классе Н2 + Q'' +u^2 [QT).
Таким образом, краевая задача (8.7) — (8.9) имеет в Qr
единственное решение, которое непрерывно и имеет непрерывные первую

и вторую частные производные по х и кусочно-непрерывную

частную производную no f. Этот результат оправдывает использование

(8.7) вместо тождества (2.18).

Функционал J(z,u) теперь определен для всех допустимых

в излагаемой теории управлений.
Для доказательства принципа максимума нам понадобится

следующая лемма, являющаяся прямым следствием теоремы I. 2.2

из работы [29].
Лемма 8.1. Пусть v (x, t) — решение краевой задачи

v, (x, f) = \»nvx.\x. t) - 6,(х, t))Xj-c(x, t)v(x, t) + f (x, f),

v(x,t(,) =v0(x), хегг,

n,(x, t)aij\x, t)vx.(x, t) = 0,

л,(х, f)6,(x, t) =0

для всех (x, t) G S,ni t] ={(x, f) I xG S,r0 <f <f i) , где с(х, t),

f(x,r)eH"'ll,2(Q,n,,|),i'o6W2
+

u(n) и остальные функции-
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коэффициенты такие же, как в (8.7) . Тогда для всех t £ [f0, f i )

sup min{0; min [ f exp(X(F— t))]/(X — a);

ехр(Х(Г-г0>> min v0(y)) <v(y,T)<
a

< inf max {0; max [ f exp(X(F- f))]/(X - a);

ехр(Х(Г- f0)) max f0(x)}

где

max

Qra.r,

Эй,(х, f)

Эх/
c(x, f)j

Q,„.,, = {(x, f» IxGfi, to <f<fi) .

Имеет место следующая основная

Теорема 8.1. Пусть { z° (t), и(0) (f), 0 <f < Т}~

оптимальное решение задачи (8.5) — (8.9). Тогда

max { J p(x,t;z°,u°)h(x, t;z°,u°) X
lu К ic il

X X(z0(f),u, x)dx + ^r(f)u} =

= f p(x, t;z°,u0)h(x,t;z0,u°)X
h

X X(z°(f), u°{t).x)dx + \jjT{t)u°{t). (8.12)

гдер(х, t;z°', u° )— решение краевой задачи

p, (x, f; z°, w°) = - (a,y (x, Dp,, (x, f;Л u° >Ц.
-

-*/ (x, f >Px; (x, f/ Л w° ) + X (x° (f), u° (f), x )p (x, t; z°,u°). (8.13)

p(x, f/z0,u°> = 1, хЕП, (8.14)

n,(x, f)a,7(x, t)pj(x,t;z° ,u°) = 0. (x,t)esr. (8.15)

u ф{г) — решение дифференциального уравнения

ф, = -{ p(x,t;z°.u0)h(x.t;z\u0)\z(z°(t). u°(t),x)dx (8.16)
a

с краевым условием

Ф(Т)=0. (8.17)

Доказательство этой теоремы является хорошей
иллюстрацией метематического аппарата, пригодного при исследовании

задач поиска, в которых фигурирует траектория поисковой
единицы. Поэтому мы приведем доказательство теоремы полностью.

Так же, как и для краевой задачи (8.7) — (8.9), можно сделать

вывод, что краевая задача (8.13) — (8.16) имеет единственное

решение, которое непрерывно в QT. Так как по предположению
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z° U) ,u° (t) — оптимальное решение задачи (8.5) — (8.9), то

J Л(х, t;z,u)dx- / Л(х, t;z°, u°)dx >0 (8.18)
П Si

для всех допустимых управлений u{t) и соответствующих им

решений дифференциального уравнения (8.6) с начальным условием

(8.10). Введем теперь управление

( U при г е [0,0 + е),
uc(f)=

„ / (8.19)
I u°(f) при f £[0,0 +e),

где 0 £ [О, Г), е> 0 — такие, что 0 + е < 7", айб R„— такое, что

I Ъ I < v; обозначим хе it) соответствующее решение уравнения

(8.6) с условием хс (0) =а°.

Ясно, что we (f) — допустимое управление. Это обычная
игольчатая вариация, и мы знаем [38], что

lxe(f)-x°(f) \<Me (8.20)

для всех f £ [О, Г], где постоянная Мне зависит от е. Исследуем
приращение ЛЛ . Сначала запишем его с учетом условий (8.14) и

(8.17) в виде

Д7 = / h{x,t;ze,ue)dx-f Mx, t;z°,u°)dx =

п п

= / [Л(х, T;zf,ue)-h[x. T;z°, и0)] X
п

Xpix, t;z°, u°)dx - фгтие[Т) -г°(Л) =

= [Л(х, 0;ze, </)-Л(х, 0;z°,u0)] p(x, t;z°, u°) +

Э

+ / — {(ли, t;z;, </)-Л(х, t;z°, и0)] X

Xpix, f/A</°>} dxdt-4>Ti0HzU0)-z°i0))-
r

,
т

■

-/ ij,rit)b'it)-z0it))dt-f tT(t)(ueU)-u°(t))dt.
о о

В этом выражении Л (х, 0; ze, t/) —Л(х, 0; г°, и0) = ф() (х) — ф() (х) =

= 0игс (0)-z°(0) =а°-ав = 0. Используя уравнения (8.7), (8.13) и

(8.16), формулу Грина, краевые условия (8.9), (8.15), мы
преобразуем далее SJ к виду

AJ ~- J р (х, t; z°,u°)h (x, t; z(, ие) X

Qr
X l\(z°(t), u°(t),x) - X(ze(f), </(f), x)J dxdf +

+ / pix,t;z°,u°) h{x, t;z°,u°)X

xx[u°(t), u0^t).x){zc^t)-z0^t))dxdt-

- J ф '"(f)(</(f> - u°{t))dt = J PU, f/Л w°) Л(х, t;z°, u° ) X
о Q7
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X [XUr°(f). u°{t).x) - X(z6(f), ue(t). x)] dx dt -

-/ pix, t;z0,u0)[hix,t;z0,u°)-hix,t;ze,ue)] X

QT
X [X(z°(f). u°(t), x) - \izeit), u£(t).x)} dxdt +

+ / pix, f; z°, и°)Л(х. f;z°, u°) X*V(r). u°M. x) X
QT

X(ze(t)-z°it))dxdt-J tTit)iue(t)-u°it))dt.
0

Обозначим четыре интеграла в последнем выражении через 1У,
h. h, U и исследуем их отдельно.

Так как ue{t) = и0 it) на интервалах [0, в) и [в + е, Т), можно

записать Л в виде

/i = / PU. Г;Л ы°)Л(х, г;z°. и0) X

X [X(z°(f), u°(t), х)- Х1ге<0, ue(t),x) +

+ X(ze(f), ue(f), x) - \{zUt), ueit), x)} dx dt =

= / p(x/f/z0/y0)/j(x/f/z0/y0)[Xf(z0(f),y°{f),x)X
QT

X (x°(f) -xe(f)) +o( lz°(f)-ze(f) I )] dxdt +

0+<?

+ / / pix.t.z°.u0)hix.t.-z0.u°)X
в n

X [X(ze(f), </><f), x) - \izeit). U. x)] dx dt =

= -/3 + f pix, t;z°it),u0)hix.t;z0.u°)X

X o( lz°(f) -ze(f) I )dxdt + 7*/ p(x. Г/Л u° ) X
0 n

Xhix.t;z0.u0)[\iz0it),u0it),x)-Xiz0it)in;x)}dxdt +

0 + e

+ f f pix.t;z0.u°)hix.t;z0.u°)X
в n

X{\T:iz°it). u°it).x) - Xf(z° (f). 17. x)] (z6(f)-z°(f)) +

+ o( lze(f)-z°(f) l))dxdf = -/3 +e J p(x, 0;z°,u°)X
fir

X /j(x,0;z°,uo)[XUo(0),u°(0>,x) - Х(г°(0), u, x)]dx +o(e),
где для получения последнего выражения использовано

неравенство (8.20). Далее мы покажем, что /г имеет порядок о (е).
На интервале [0, е) подынтегральное выражение в /г равно

нулю. Введем обозначение

Ahix.t) =Л(х, t;z°,u°)-hix, t;ze,ue). (8.21)

Функция ДЛ (х, f) является решением уравнения в частных
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производных:

ЭДЛ(х. Г)
= (а,7 (х, t) ДЛ (х, t)Xj

- b/{х, t))Xf -

-Х{гс(г),</(г),х)ДЛ(х, f)-

-(М*, t) + ^ U, t))h(x,t;z°,u0), (8.22)

где

U Kx, t) = \Uz°{t),u°{t), х)(ге(г) -*°(f)) +

+ o(\z€it)-z°{t)\) (8.23)
и

f2 U. t) = X(zf(f),</(f),x) - \(ze(t). u°(t).x). (8.24)

Кроме того, ЛЬ (x, f) удовлетворяет начальному условию

ДЛ(х, 0)=0, x6fi, (8.25)

и краевому условию

л/(х, f)a(/ (х, f) ДЛ (х, f )х = О,

n,(x, f)6,(x, f>=0, (x,t)6Sr.
(8'26)

Легко видеть, что

ДМх, г)=0, г£ [0,6], х€П, (8.27)

и, следовательно, можно вместо (8.25) взять начальное условие

ДЛ(х, в) = 0, хбП. (8.28)

Используем теперь лемму 8.1 на интервале [0,0+е]. Сначала
получим

sup [-/И, ехр( IX 1е)/(Х-а0)П < ДЛ (х, t) <

< inf [М, ехр( IX le)/(X-a0)]

для всех (х, f) 6Q9,0 + f , где

Mt = max I f, ix, f) + f2 (x, t) I.

^в.в + е

Последнее неравенство можно переписать в виде

1ДЛ(х, f)l< inf [M, exp( lXle)/(X-a0)]

для всех (х, f) S Qo,e + e- Точная нижняя грань в правой части

достигается в точке X =а0 + 1/е, и неравенство примет вид

1ДЛ(х, f)|<eM, ехр ( 11 + ea0l)<M,e (8.29)

для всех (х, f) €Q0 й + с, гдеМъ — постоянная, не зависящая от е.

Используем лемму 8.1 на интервале [в + е, Г]. Здесь

!/,(*, f) КЛ*2е (8.30)
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и fi (х, г) =0, так как I Xz {z,u, х) I ограничена и ие (t)

Получаем

sup mm { -М{е ехр( IX I (Г- 0 — е) + 11 + еа0!);

-Л*2еехр( IX 1(Г- 5 - е))/(Х -а0)} <ДМх, f)<

< inf max {/W,eexp ( tX 1(Г-0-е) + И+ез01);
K>a0

W2eexp ( 1ХИГ-0-е))/(Х-ао)}

для всех (x, f) E Qe + 6i 7-, откуда легко следует, что

I Ah(x, t) К/И4е для всех (a-, f) S Qe + eT,

где /1^4 — постоянная, не зависящая от е.

Теперь

|/,К в/е/ lP<*. г;Л"0)!ДЛ(х,г)1 X
в п

X X(z°(f). w° (t),x)-\^e{t),ue(t),x)\dxdt +

+ / / IP<*. Г;г°, и0)НД/><х, г) Их
0 + е П

X Х(г°(г),и°(г),х)-Мге(г), ue(r),x)|dxdr.

Все функции в подынтегральных выражениях ограничены, и,

следовательно, используя неравенства (8.20), (8.29), (8.30) и

(8.31), получим оценку

\1г\<е2Рт[П)[М3М1 +{Т-в)М4М2),

где />=max |p(x, f;z°, u°)|. Поэтому t2 имеет порядок о(е).
Qv
в,т

Интеграл /4 можно записать в виде

U = V в^г(г)(17-ио(г))Л = е^г(0)(у-(Уо(0))+о(е).

Объединяя результаты, получим

Д7=е { J р(х, 0;Л"°)Мх, 0;z°, u°)X
Si

X [X(z°(0>, u°m,x)-Mz°m,U.x)]dx + фт(в)(и°(в)-Б)} >0.

В силу того, что А/>0 для всех е>0, должно выполняться

неравенство

/ Р(х, 0;г°, и0 )hfr, 6;г°, и0)[\к0(в), и0 (в), х) -
п

~Mz°{e),n.x)}dx + ^Ti0)iuo{0)-t)>0. (8.32)
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В определении вариации (8.19) в £ [О, Г) и и, |5| < v, были

произвольны . Поэтому (8.12) следует из (8.32), и доказательство

завершено.

Интересно рассмотреть частный случай Xu(z, и, х)эо, т.е.

когда способность поисковой единицы к обнаружению цели при
заданном местоположении цели не зависит от скорости поисковой

единицы. Справедлива следующая
Теорема 8.2. Пусть Хи (z, и, х) = 0 и пусть { z° (f), и0 (f),

0< f < Т}-решение задачи (8.5) - (8.11). Тогда

u°(t) = vt(t)/\4>(t)[ (8.33)

почти для всех t таких, что \фМ\ =£ 0. Кроме того, и0(t) —

решение относительно и векторного уравнения

( / p(x,t;za,un)h(x,t; za,u{)) \22{z°(t),u° (t),x)dx)u =

n

= J \2[z°[t).u°(t),x) ■ [p(y, t;z°, u°)h(x, t; z°, u°)]dx
n 9f

(8.34)
почти для всех t таких, что |^(f)l=0.
Доказательство аналогично доказательству

соответствующего случая в § 4 гл. IV.
Если \>p(t)\

= 0 на некотором интервале [tx,t2], где ft <f2,TO,
очевидно, nMf)| = 0 на этом интервале, т.е. справедливо условие

|/ p{x;t; z°,u°)h(x, t; z°,u°) \x{z°(t), x)dx\ = 0,
n

te [f,,f2]. (8.35)

Предположим, что у функции X(z, x) существуют и

непрерывны частные производные.Х232 {z, x). Тогда имеет место

Теорема 8.3. Пусть Хи = 0 и пусть {z°(t), u°(t), 0< f < Т)~

решение задачи (8.5) — (8.11). Предположим еще, что

существует и непрерывна третья производная X(z, x) no z. Если на

некотором интервале [t\,t2), fi <t2, уравнение |i//(f)|
= 0

справедливо и и0 {t)— решение (8.34), удовлетворяющее условию |w°(f)i<
< v, то матрица

Л(Г)= / р(х, t; z°,u°)h(x, t; z°, u°)X22(z°{t),x)dx (8.36)
n

является отрицательно полуопределенной на интервале {t\,t2).
Доказательство. Применим двойную игольчатую

вариацию

u°(t) +би для te [0, в +е),
ufM

u°{t)-6u для fG[0+e, 0+2e),

u°{t) в остальных случаях,
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где ee[ti,t2) и е>0 - такие, что 0+2e<f2, и Ьи -

постоянный вектор, удовлетворяющий условию

IM < v - max |un(f)|.

Будем исследовать AJ так же, как и выше, но не добавляя член

ф' (Т) izf iT) —г°{Т)) в выражение для AJ. Получаем

А7=
°

fc f pix,t;z",u(>)hix,t; z°.u°) X

в а

X [X(zn(f),x)-X(zo(f) + <f-0)Sw, x)]dxdt +

+ /
6

/ pix, f; z°, u°)h(x. t;z°, и") X

X Щг" [t). x) - \{z° it) + thu - it-Q- e)u,x))dxdt-

-

°

Г f Pk. t; Л u°) [hix, t; z°, </>) -
в n

-hix.t: z\ue)) mz°it),x\-Mz"(t) +U-0)bu.x))dxdt-

J f pix, t; z°, u")X
0 + с П

X [Л(х, f; z°,u°)-hix. t; ze,ue)] X

X [X(z°(r),x)-X(z°(f) + e5u- (f- 0 - e)Su, x)]dxdt.

Тогда, если е достаточно мало, можно рассмотреть на

интервале [в, в + 2е] члены первого порядка разложений функций z°(f) ,

pix, t; z°, u°), hix, t; z°, и0) в ряд Тейлора по f в точке t = 0 .

Затем выписываем члены второго порядка разложений в ряд

Тейлора разностей величин X по z в точке z°(0), в результате

чего AJ принимает такой вид, что содержит члены с

полиномами только первого и второго порядка по f. Эти члены можно

проинтегрировать, и оказывается, что результат интегрирования
имеет порядок е3. Член порядка е2 исчезнет в силу условия

(8.35).

Верхний предел значения разности | hix, t;z°,u° )—hix, t;zt,uc )|
можно оценить так, как это было сделано при доказательстве

теоремы 8.1. Окончательно AJ имеет следующий вид:

AJ=- — e4uTi fpix,O;z°,u°)hix,0;z>>.uo) X
3 n

X \.ziz°ie),x)dx)bu+oie*). (8.37)
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Приращение AJ должно быть неотрицательным для любого

достаточно малого положительного е и для любого вектора Ьи

достаточно малой длины. Следовательно, матрица (8.36) будет
отрицательно полуопределенной.

§ 9. Поиск движущейся цели в дискретном случае

Предположим, что область, в которой движется цель,

разделена на подобласти (зоны) таким образом, что внутри каждой зоны

движение однородно в том смысле, что особенности движения

цели внутри зоны не играют роли при планировании поисковой

операции. Цель находится в каждой из зон в течение случайного по

продолжительности промежутка времени и затем передвигается в

другую зону, причем вероятность перехода из данной зоны в

другую задается некоторым вероятностным законом. Поисковое

усилие распределено по зонам и будет зависеть от времени.

Добби [39] предложил следующую модель. Пусть
существуют зоны с номерами /=1,2 п и пусть p,(f) —

вероятность
того, что цель находится внутри Ли зоны в момент времени t.

Вероятность того, что в течение времени (f, t + h) цель
переместится из Ли зоны в /-ю, задается выражением а,уЛ+о(Л)
.Следовательно, если поиск не ведется, то для вероятностей P,(f)
имеются уравнения

Piit +Л) = [1 - (а,, +. . . + аЛ,_ !
+

+ аи+1 +. . .
+ ain)h]pj{t) + [p.(f)a,,+ ... +р,_ i(f)a,-_i,,- +

+ p,+ ,(t)a,+ 1,,
+

. .. +р„(г)а„,]Л +о(Л), (9.1)

которые переходят при НО в уравнения

pi=Pt{t)ali + ... +p,_i(f)a,_i,, +

+ p,+ i(r)a, + )i/ +... +p„(f)a„,— (a,, +. . . + *,-,/_ j
+

+ au+1 +. . .+a,„)p,(t), / = 1,2 ,n. (9.2)

В практически интересных задачах начальные значения

вероятностей PjiO) =

Рю. ' ~ 1 ". обычно заданы.

Процесс поиска будет определяться в терминах скоростей
обнаружения А,, /=1,2 п, так что Х,Л +о(Л) есть вероятность

обнаружения цели в течение времени (t, t+h) в зоне / при

условии, что все усилия поиска сосредоточены в этой зоне и цель

действительно находится внутри Ли зоны в течение - указанного

промежутка времени. Общее количество поисковых усилий

принято равным единице. Часть ft сосредоточена в Ли зоне, так

что

1\ +h +.■•+'«
= 1- (9.3)

Вероятность того, что цель, находящаяся в зоне / , будет обнару-
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жена в течение времени (f,f + h), выражается в виде \,-fjh+o(h)
поэтому уравнение (9.1) переписывается так:

Pi(t + Л)= [1 -(а,, +. . .
+

а,,-..., +а, /+1 +. . .

. . .
+ а,„)Л - X,Y,77]p,(f) + [Р\Маи +. . .

. . .
+ р,_ 1 (f)a,_ , ,■

+
р/4 , (f)a, +, ,■

+
. . .

. . .
+ p„(f)a„,]ft +о(Л) (9.4)

(здесь Pj(t) —

вероятность того; что цепь находится в /-й зоне

в момент f и не обнаружена). При h^O (9.4) переходите

P,(f)=Pi(f)a,, +
. . . +p,-_,(f)a,_i ,

+

+ p/+,(f)a/4|,, +. . . +p„(f)a„,- -(a,, +
. . .+ал/_ , +

+
a,., + 1 +

... +a,„ +X,Y,)p,(f). (9.5)

Вероятность того, что цель не была обнаружена за время (О, Т),

выражается в виде

q{T)=pl{T)+p,JT) +
. . . +Р„(Т). (9.6)

тогда как математическое ожидание времени обнаружения
записывается так:

f = / q(t)dt. (9.7)
о

Рассмотрим теперь следующую задачу оптимизации поиска:

<7(Г)=» min (или Т =* min),

п

p,(f)= Ъ AjjP/it) -X/fjPiit). /=1 п,
/=• 1

р,(0)=р,о. /'=1 п, Q<fj<'\, /=1,2 л-1,

f, +f2 + ...+f„ = 1.

Здесь введено обозначение

а/7,
если /'=£/,

-(а,, +
. . .+ ау ,_, + ayj + 1 +. . .+а,п),

если /'=/.

Оптимизационную задачу, поставленную выше, удобнее всего

решать с помощью принципа максимума Понтрягина. Запишем для

этого гамильтониан задачи в виде

Н= 1ф,1 t ^.pyjf) -X,-f,(f)p,(f)l , (9.9)
/= l I /= i I

АЧ (9.8)
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где ф,•, i = 1, 2,. . .
, п,

—

сопряженные переменные. Выражение
(9.9) с учетом (9.3) записывается так:

п п-1

Н= I ф/Ацр/ - I Ь{ф,-р1\1--ф„р„\„)-\пфпрп- (9.10)
/./ =i i'=i

Для сопряженных переменных получаем следующие уравнения:

ф,
= - £ ^/>4/, + Х,У,ф/, /=1,2 л, (9.11)

/ = 1

с конечными условиями

*/(Г) = -1. /=1.2 п.

Часть гамильтониана (9.10), зависящая от функций f,-, имеет вид

п- 1
- 2 ^(ф,р,Х,- - ф„р„Х„),

(= 1

поэтому оптимальное распределение (по зонам) поискового

усилия запишется следующим образом:

(1 ДЛЯ Ф;Р^1<ФпРпК.

| 0 для ф,р1\/>ф„р„\п.

Может, однако, случиться, что

ф,-Р(\-ф„р„\„=0, te[tu,t2i}, (9.13)

для некоторых или всех /=1,2 л, где интервалы [f,,-, f2/-]
непусты, т.е. могут также существовать особые решения.

Вместе с уравнениями (9.13) мы теперь должны рассмотреть,
как обычно, следующие уравнения:

d n n
— WiPih- ФпРпЮ= Х/(^/ 2 AikPk-Pi I Ак1фк)~
dt к= 1 к=\

-\п(ф„ I Акпрк-р„ £ А1пф1) = 0. (9.14)
*= 1 к=\

Уравнения (9.13), где/= 1, 2, . . .
, п, и уравнения (9.14) для

некоторого фиксированного / можно рассматривать как систему

п уравнений для определения п неизвестных функций Фг Так как

система уравнений линейна и однородна, то ее определитель

должен быть равен нулю. Мы получим, таким образом, (п — 1)
уравнений типа

F{pt,p2 Р*> = 0. (9.15)

Особая траектория p,(t) должна удовлетворять этим уравнениям.
Оптимальные траектории р/могут состоять из регулярных

частей, определяемых е помощью формулы (9.12), и особых

частей, о которых шла речь выше (по поводу особых управлений
см., например, [18]).
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Оказывается, что осуществить построение решения в задаче

оптимизации трудно уже для простейшего случая /7 = 2, если

пользоваться обычной техникой теории оптимального управления.

Очевидно, что для п > 2 задачу можно решить только численно.

В частном случае /7 = 2, представляющем определенный
практический интерес, в решении оптимизационной задачи можно

продвинуться достаточно далеко, пользуясь стандартной техникой.
К сожалению, процедуру нельзя обобщить для п > 3. В

последующем изложении мы будем следовать подходу Добби [39] .

Чтобы осуществить этот план, переформулируем задачу для /7 = 2.

Уравнения (9.5) и условие (9.6) сводятся к следующей
системе уравнений:

Pi (f) =

агр2 (f) - [а, + X, f(t)] p, (f),

p2(f)=a,p,(f)- [а2 + Х2<1 -f(t))]pi(t). (9J6)

Мы потребуем, чтобы

q(T)=Pl(T)+p2m~min. (9.17)

Гамильтониан рассматриваемой задачи имеет вид

Н= (ф{ - ф2)[а2р2 -а,р,) - Х2 ф2р2 +

+ (Х2р2^2 -Х,р,|//,)Л 0-18)

откуда получаем следующую систему уравнений для

сопряженных переменных ф:,ф2:

ф\ = (а, + Xi f)iii -а, ф2, ф2 = -a2\pi + (а2 + Х2 -X2f)\^2
(9.19)

с условиями на конце интервала времени:

*,(Г) = #2<ГИ-1. (в-20)

Регулярное решение нашей задачи имеет вид

(О,
если X,Pi i//, > Х2р2ф2,

(9.21)
1, если X,pi i^i <Х2р2ф2,

тогда как особые решения получаются из тождества

^•iPi^i -^гРгФг = 0. (9.22)

Так же, как и выше, мы получаем из (9.22) с помощью

уравнений (9.16) и (9.19) уравнение

а\Р\Ф2 — а2р2ф1 =0. (9.23)

Далее, уравнения (9.22) и (9.23) сразу дают следующее
соотношение:

' Pi\2 a2 Х2
) =

-, (9.24)
Pi / ах X,(:
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т.е. отношение Р\1рг — константа. Дифференцирование (9.24)
по времени приводит к выражению

а2р2
- (3i + \tf)p2 = V——teiPi - (а2 + Х2 - X2f)p2),

а, Л!

откуда и получаем особое управление f в виде

а2 \Jax Xi /а2 Х2 —at + а2
— a\\a2\2lai\\

fc =
. (9.25)

X, + Х2

Из (9.24) и (9.25) видно, что особое управление fc, если оно

существует, постоянно. Таким образом, возможными значениями

поискового усилия, размещенного в зоне 1 в случае /7 = 2,
являются 0, 1 1Л f, , т.е. три константы. Легко показать, что такое

размещение поискового усилия оптимально только для случая

/7=2.

Предположим теперь, что р2 (0) > 0. Отсюда следует, как

нетрудно показать, что р2 (г) > 0 для f > 0. Выберем теперь новую
неизвестную функцию в виде

Pi(f)
u{t) = (9.26)

Pi It)
'

Она непрерывна, имеет производную u(t) при f>0 и обладает
свойством

0<u(f)<°°. (9.27)

Уравнения (9.16) теперь принимают вид

и =

а2 - ахи2 + [а2 +Х2 -а{ - (X, + X2)f]w (9.28)

и

р2
= p2(axii-a2 - Х2 +\2f). (9.29)

Из (9.28) вытекает, что

/■= [(а2 -й)/и-а,и -ai +a2 +Х2]/(Х, +Х2). (9.30)

Обозначая

<l>(w, й) = [Х2 (а2 - й)1и + \хахи - (а,Х2 + а2\х + Х,Х2)]/(Х1 + Х2)

(9.31)
и замечая, что рх +р2

= (1 +и)р2, из (9.29) и (9.31) получим,
что

q[T,u)=p2{0)[1 +и(Г)]ехр[ / <\>(и, u)dt].
о

Проинтегрировав член, содержащий й/и в функции Ф(о, и),
придем к выражению

q{T,u) = a(T)g[u(T)]exp[h(T,u)), (9.32)
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где

а(Г)=р1(0)Л'р2(0)л'ехр[- T(aiL2 + а2/., + Х,/.2)], (9.33)

g[*)=xL> +x~L*. (9.34)

т

h(T,u)= J [a,/.1u(f)+a2/.2/u(f)]£/f, (9.35)
о

X, X2
Li =

, Z.2 =
. (9.36)

X, + X2 X, + X2

Задача максимизации вероятности обнаружения цели за время
Г теперь сведена к задаче определения функции u*(t) (которая
может зависеть от Г), минимизирующей функционал в правой
части (9.32) и удовлетворяющей (9.27), а также условию,

которое получается заменой f в неравенствах 0<f<1 правой частью

выражения (9.30).
Первый множитель, а(7"), в выражении для q(T, и) в (9.32)

не зависит от u(t). Второй множитель зависит только от

конечного значения и(Т) и имеет глобальный минимум для о (Г) >0

при u(7") = X2/Xi. Последний множитель — простой
функционал от u(t), который легко минимизировать при заданном

значении и(Т).
Следовательно, можно предложить следующую процедуру для

нахождения оптимального решения:

1) положить у
= и(Т) и определить интервал ух <у<у2 из

(9.28), используя ограничение 0<f<1;
2) зафиксировать у и найти функцию u(t) = U(t, у), которая

минимизирует последний сомножитель в выражении для q(T, и)
и удовлетворяет начальному условию

U(0.y)=Pi(0)/p2 (0!

и конечному условию

ЩТ.у) = и(Т) =

у.

3) найти величину у*, минимизирующую функцию Q(T, у) на

интервале Ki<K<Ko (здесь Q(T, у) — это функционал q{T, и)
из (9.32), в котором w(f) заменено на UU, у)), тогда u "(f) =

= U(t,y*) минимизирует q{ T, и) ;

4) найти Г(Г) из (9.30).
Подынтегральное выражение в (9.35) имеет глобальный

минимум при

/а2 Х2
"<• =V—

а\ X]
(9.37)

Следовательно, минимизирующая функция u(t) начинается со

значения о(0) =

рх (0)/р2(0) в момент f = 0, приходит в момент

f= Г к значению и(Т) =

у и приближается к значению ие на

интервале (0, Г) настолько, насколько позволяют ограничения.
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Поведение решения fit) зависит от возможности функции
u{t) достичь ие. Если это имеет место, оптимальное и(t) начинается

со значения <у(0) =

р} (0) 1рг (0), а управление f (t) остается равным

нулю до определенного момента fi, начиная с которого и вплоть

до некоторого другого момента

f2, fi <t7<T,

управление является особым (т.е. f it) = fc), а затем в течение

интервала (f2, T) управление f it) = 1.

Задачу оптимального управления с функционалом (ср. с (9.7))

Т= npiit)+p2{t)]dt
о

можно исследовать стандартным способом, пользуясь принципом
максимума. Оказывается, что даже для случая п =2 нельзя

получить аналитическое решение.



ГЛАВА VI

ПОИСК НЕСКОЛЬКИХ СТАЦИОНАРНЫХ ЦЕЛЕЙ

§ 1. Общие замечания

До сих пор мы рассматривали задачи поиска, в которых

разыскивалась единственная цель. Хорошо известно, однако, что

существует много важных поисковых задач, в которых число це-

'лей превышает одну. Возможно даже, что число целей не

известно и задается посредством некоторой функции
распределения.

Вообще говоря, если целей несколько, то они различаются

между собой в том смысле, что один и тот же прибор способен
обнаруживать разные цели с разными вероятностями.

В случае единственной цели обычно максимизировалась

вероятность обнаружения или минимизировалось среднее время

обнаружения. С появлением большего числа целей,
естественно, становится и больше возможностей для выбора критериев.
На практике, однако, наибольший интерес могут представлять
такие функционалы, как математическое ожидание количества

обнаруженных целей или вероятность обнаружения по крайней
мере одной цели, которые и нужно максимизировать.

В дальнейшем изложении мы будем в основном следовать

работе Лурсихеймо [40].
Естественно считать, что нам доступна информация только

вероятностного характера относительно расположения целей;
предположим, что задана функция распределения общего вида:

F(x 1, х2, . . .
, х„), где х, обозначает местоположение /-й цели

в пространстве R„. Если число целей (т) является случайной
величиной, то предполагается, что существует некоторая функция
р(т) —

вероятность того, что имеется ровно т целей.
Поисковая система (так же, как и в предыдущих главах)

предполагается заданной единственной функцией поискового усилия.
Обозначим эту функцию, определенную в пространстве Rn,

через q(x). Чтобы использовать теорию Гирсанова [16}, нужно
ввести некоторые ограничения на свойства этой функции.
Будем предполагать следующее:

1) функция q(x) принадлежит локально выпуклому

топологическому линейному пространству L, которое определяется
с помощью двух полунорм:

/ \q(x)\dx<°° (1.1)
Я и
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и

ess sup Iq(x)|<°°; (1.2)

2) функция поискового усилия q(x) не может быть

отрицательной, т.е.

q(x)>0 почти всюду в R„; (1.3)

3) поисковое усилие ограничено:

/ \q(x)\dx <A, (1.4)

где А — заданная положительная постоянная.

Предположим, что вероятность необнаружения Ли цели

(цели Лго типа) при условии, что эта цель находится в точке х €

€/?„, определяется в терминах функции >fj(q(x)) (так же, как

и в гл. II). Предположим еще, что функции необнаружения
s5/("), /=1,2 т, обладают следующими свойствами:

1) ^(и) —

непрерывная, выпуклая, монотонно убывающая

функция от и;

2) 1^(0)1 <°°.

Проблема определения функций необнаружения в задаче

поиска с несколькими целями, вероятно, достаточно трудна. Мы просто

предположим, что такие функции существуют. Если количество

целей к тому же влияет на вероятности необнаружения <р,\и), то

эти функции должны иметь вид i/з,,,, (и).
Вполне естественно сначала рассмотреть простой случай,

когда все цели идентичны, независимо и одинаково распределены и

независимо обнаруживаются.

§ 2. Поиск независимых идентичных целей

Функция вероятности распределения в случае независимых

идентичных целей имеет вид

fix,, х2 х,„) = F(x, )F(xj) . . . Fix,,,),

и <р,(и) = s5(t/) для всех /=1,2, . . .
,
т. Вероятность того, что ни

одна из целей не обнаружена, при условии, что было затрачено

некоторое заданное поисковое усилие q(x), получается сразу в

виде

P(q.m)=( I f(q(x))dF(x))m. (2.1)

Если число целей т — случайная величина, имеющая функцию
распределения вероятностей р(т),т = 1,2 /V, то выражение

(2.1) переходит в следующее выражение:

N

P(q,N)= I p(m)( / <p(q(x))dF(x))m. (2.2)
т = \ Rn
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Если имеется ровно т целей, то нетрудно получить

выражение для математического ожидания числа обнаруженных целей
в виде

B(q.m)=m(\- { y(q(x))dF(х) ) . (2.3)

Если же количество целей снова задается в терминах

распределения вероятностей р(т), т = 1,2 /V, то выражение (2.3)
переходит в

B(q, N) = Г р{т)т{\ - / <p(q(x))dF (х) ) . (2.4)
in =

1 R „

Покажем, что имеет место выражение (2.3) . Определим
случайную величину £/( /= 1,2 т, следующим образом:

[ 0, если Ля цель не обнаружена,

I 1, если Ля цель обнаружена,

тогда получаем для количества обнаруженных целей выражение

1 = 5, ■» Ь +... + U-

Математическое ожидание для каждой величины в последней

сумме, очевидно, совпадает (с точностью до множителя) с

правой частью (2.3) .

Теперь ясно, что функции P(q, m) и P(q, /V) достигают

минимума, а функции B(q, m) и B(q, /V) —

максимума, когда

минимизируется интеграл

/ ^q(x))dF(x). (2.5)
я и

Интеграл (2.5), очевидно, есть вероятность необнаружения
единственной цели с функцией распределения F(x) при условии, что

поисковое усилие было распределено в соответствии с функцией
q(x). Таким образом, задача, рассматриваемая в этом

параграфе, сведена к задаче, подробно изученной в §§ 1, 2 гл. I, т.е.

задача оптимизации поиска нескольких идентичных, независимых

одинаково распределенных и независимо обнаруживаемых
целей сведена к задаче поиска одной цели. Это утверждение
остается справедливым и для случая, когда количество целей

—

случайная величина.

§3. Общий случай

Предположим, что задана совместная функция распределения

F(xx, х2 х,„) т целей.Предположим еще, что существует

маргинальная функция распределения вероятностей

F,{x) = F(°° °°, х, °° °°)
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и условные распределения F(xlr.. .
, Xf_i, х,- + lr. . .

, хт I /', х) , так

что имеют место соотношения

F(xux2 хт) = F(x, х,_ь х,+ 1, . .
., хт\ !,x)Fi(x).

(3.1)

Сначала будем считать, что существует ровно т целей,
распределенных в соответствии с функцией F(xx, х2,. . .

, хт) в

пространстве Д„, и что поиск решено осуществить с помощью поискового

усилия q(x). Поисковое усилие д(х,)затрачивается на /ю цель,

которая расположена в точке х,-, и предполагается, что вероятность

необнаружения цели выражается функцией <^(q(x,-)). Если цели

расположены в точках xbx2,. • . ,xm, то вероятность того, что ни

одна из них не будет обнаружена, имеет вид

<Pi{q(xi))<P2iq{x2)) •■ • ^m(Q(xm».
Следовательно, вероятность того, что ни одна из т целей,
местоположение которых задается совместной функцией распределения
F{xux2 хт), не будет обнаружена, если поиск

осуществляется с помощью поискового усилия q(x), выразится следующим

образом:
т

P(q,m)=f .../ П ^(q(x,))dF{xirx2 xm). (3.2)
Я п R п i' = 1

Если т — случайная величина с функцией распределения
вероятностей р(т), то вместо (3.2) получается следующее выражение для

вероятности необнаружения:
N

P(q,N)= 2 p(m)P{q,m). (3.3)
m = 1

Вводя случайную величину £ =£i +£2 +
• • • +%т так же< как и в

предыдущем параграфе, получим выражение для математического

ожидания количества обнаруженных целей:

B(q.m) = E(t1 +h+...+tm) =

т

= m-f .../ 2 lft(q(xi))dF(xl,x2 хт). (3.4)
Rn Rn i = i

Это выражение справедливо, когда имеется ровно т целей. Если
т— случайная величина, то, как и выше, получим для среднего
числа обнаруженных целей выражение

N

B(q,N)= 2 p(m)B(q,m). (3,5)
m = l

Пусть теперь F(q) означает любую из функций P{q, m), —B(q, m)r
P(q, /V) и —B(q. N). Тогда возникает задача определения такой

функции поискового усилия q(x), которая минимизирует функцию
F (q). При этом q(x) должна принадлежать локально выпуклому

линейному топологическому пространству L и удовлетворять
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условию q(x) > 0 почти всюду в Rn, а также условию jq[x)dx < A,
кп

где А — заданная постоянная.

Из вышеприведенных выражений (см., например, (3.4), (3.5))
сразу видно, что только что сформулированная задача

минимизации вряд ли разрешима элементарными методами. К счастью, она

хорошо поддается исследованию с помощью теории Милютина —

Дубовицкого. Мы снова будем ссылаться далее на книгу Гирсанова
[16]. Можно легко показать, что все функции F(q) являются

непрерывными выпуклыми функционалами от q в пространстве L.

Далее, все F(q) дифференцируемы по всем направлениям и

регулярно убывают в точке q*, где q* € L — оптимальное решение

рассматриваемой задачи (см. теорему 7.4 из [16]). Конус направлений
убывания в точке q* имеет вид

К0= {hGL \F'[q*,h)<0).

Ниже мы определим производные по направлению от функций
P(q, m), —B(q, m) в точке q*. Модификации, соответствующие
функциям P[q, Л/), —B(q, N), совершенно очевидны. Они будут
сделаны позднее.

Случай 1: F(q) = P(q, m).
Тогда

1
P(q\ m, h) = Mm

—

[P(q* + eh, m) - P(q\ m)] =

e —0 e

1
'"

= |im _ /.../ [ П ^.((7*(x,-)+e/?(x,-))-
e ^ 0 e R „ Rn i=l

m

- П tyiq'ixtmdFix, xm) =

i
= i

m и i

= / .../ I *>V(x,))/i(x,) П ^(u'l^lldFIx, xm) =

R n Rn i = I /
= 1

/ * i

m
m-i m

= / I 4(<7*(x» /..'./ п ^(аМхуПХ
Я„ ,= I K„ Л„ /

= 1

X dF(xx, x2 x,-_ [, x,+ ! xm | /', x)f,(x)/?(x)c/x, (3.6)

где использовано выражение (3.2) и где dF,[x) = fj[x)dx, -

c/F(x, xm) =c/F(x, x,-_j, x,-+ i x ,„\i,x) fi(x)dx.

Введем обозначение
m~ 1

. , m

9il*)=J ...J П ^{q*(xj))dF(x] x,-_ ,, x,-* , xm|/,x)

(3.7)
Rn R„ /= i

/ * i
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для вероятности необнаружения остальных целей при условии, что

/'-я цель находится в точке х. С учетом (3.7) получаем из (3.6), что

т

/>'(<?*, т. Л) =/ 2 ,p'i(q*{x))gi(x)h(x)dx. (3.8)

Спучай 2: F(q) = -£ (q. m).

Тогда

B'(q*. m. h) = lim — [B(q*, т) - B(q* + eh, m)} =

e-»o e

1 m

= lim — / ... J 2 Ityiq'lx,))-
e-0 6 Rn Rn ,= ,

m

-^((q'(xi)*eh(xi))]dF(xl x,„)=/ .../ 2 ^.(qr*(x,))X
Rn Rn i=1

m

XA|x,|rff|x, xm)= S / ^(qr*(x,-))/7(x,) f,(x,)dxt.
/= 1 «Л

где использовано соотношение

/ j- dF(x{ xm)
= f,{xl)dxi.

Rn Rn

Следовательно, окончательно имеем

m

B'(q',m.h)= f 2 ^'l(q*(x))fi(x)h{x)dx. (3.9)
«n /= i

Таким образом, производные по направлению /''(д, m , h) и

e'(qr*, m. Л) являются непрерывными линейными функционалами
от h&L. Любой непрерывный линейный функционал Ц,

принадлежащий пространству L* (сопряженному по отношению к L) и

неотрицательный в конусе К0, имеет вид (см. теорему 10.2 работы
[16])

li(h) = -\0F'(q\h), 0«Х0<°°.

Следовательно, двойственный к К0 конус выглядит следующим

образом:

К; ={/iez.*|/i(/») = -X0F'(qr*,/j), 0«Х0<°°}.

Чтобы получить конус возможных направлений, перепишем

условия (1.3) и (1.4) в виде

/ q*{x)dx<A, (3.10)
Rn

где

t f q(x), если q{x) >0,
Я (х) =

I 0 в остальных случаях.
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Положим

Q, = {?€/. I J q*Mdx<A),

тогда Qx — выпуклое в L множество, имеющее непустую
внутренность Of. Конус возможных направлений в точке q* имеет вид

(см. теорему 8.2 работы [16])

К, ={h<=L\h = \l{q-q')l X, > 0, qr e Q? }-.

Это —выпуклый конус, поэтому множество Q, регулярно в

точке q*. Двойственный конус Кf состоит из таких непрерывных

функционалов v, которые неотрицательны в К,, т.е. для всех Л € Кх,
v € К* должно выполняться условие

v(h) =\yv(q) -X,i>(qr*)>0.

Это означает, что

v(q)>v(q*) длявсех qr€Q?. (3.11)

Следовательно, р— опорный функционал к множеству (3, в

точке q*. Если точка q* является оптимальной, то (см. теорему 6.1

работы 116]) существуют /л € /С\? и v € К" такие, что /л
+ v = О

Другими словами, для всех h € L

v(h) = \0F'(q\h).

Это означает, что функционал \nF'(q*, h) также является опорным

к множеству 0| в точке q*, поэтому, согласно (3.11), должно

иметь место неравенство

F'(q*,q*)<F'(q*,q) для всех q € Q„ . (3.12)

Видим, что в обоих случаях производная по направлению имеет вид

F'(q',h)=f G(q\ x)h(x)dx. (3.13)
«и

Из (3.12) и (3.13) следует, что оптимальное q* должно удовлетво

рять условиям

q*(x)>0, если G(q*, x) = А,

qr*(x) = 0, если G(q*,x) > Л,

где

Л = -ess sup | G(q*,q) I.
.v€ER„

Это условие оптимальности, как следует из теоремы 15.2 работы
[16], является также и достаточным.

Применяя полученное выше условие оптимальности к задачам

минимизации вероятности P(q, m) и максимизации
математического ожидания количества обнаруженных целей B(q, m), приходим
к следующим двум теоремам.
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Теорема 3.1. Поисковое усилие q&L — такое, что

q(x) > 0 почти для всех х € Rn,

f q{x)dx<A, (3.14)
Rn

минимизирует целевую функцию
m

P{q,m)=f .../ П ^{qiXjHclFiXi хп),
R л R п /' = 1

являющуюся вероягностью того, что ни одна из m целей не будет
обнаружена, тогда и только тогда, когда существует Л < 0 такое,
что

Л, если q* {x) > О,
>А, если <7*Ы=0, Ш5)2 v'(q*(x))gi(x)

I- '

где

9i <*> =

= f,(x) f ... f П ^/(g'U/HdFU, */-i.*/rt xj/#x).

1Ф i

Теорема З.2. Функция поискового усилия q &L

максимизирует функционал
m

B{q,m)=m-f...f 2 <fii{qlxl))dF{x1 xm),
Rn Rn i= 1

являющийся математическим ожиданием количества

обнаруженных целей, тогда и только тогда, когда существует Л<0 такое, что

4L , Г А- если qr*(x)>0,
2 ^q*(x))fi(x)=\ (3.16)

,■ = i l > А, если q (х) = 0.

В случае, когда число целей m является случайной величиной с

функцией распределения вероятностей р(т ), вышеприведенные
теоремы также верны, но со следующими модификациями.
Выражение (3.15) в теореме 3.1 заменяется выражением

N т

2 р(т) 2 riimiQ'ix))9i,mlx). (3.17)
т= 1 1=1

ГАе

.т1.
91, т М = ГШ{Х) ГГТТЗ" П ^ ( 9* (X;)) X

/*'■

XdF(x, x,-_i#x/+ !,... хт |/, т).

Здесь //>т(х)— маргинальная функция плотности / -й цели,
определяемая из функции распределения. Теорему 3.2 можно моди-
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фицировать таким же образом, заменив (3.16) выражением
N т

2 р[т) 2 ^m(q*(x))fim(x), (3.18)
т - 1 i=l

где функция необнаружения 1,(17)была заменена функцией *fim{u)
немного более общего вида, позволяющей учесть влияние числа

целей на процесс обнаружения.
Предположим теперь, что оптимальная функция поискового

усилия q*(x) и постоянная Л известны для случая, рассматриваемого в

теореме 3.1. Тогда часть пространства R„, где q* (х) = 0, является

множеством таких х €? R„, которые удовлетворяют

неравенству

2 <p'[iO)gilx)>A,
i - 1

где

9/W =

т -1
г

т

= f,[x)f ...f IT fjiO) dF(x, x,__,,x,4 ,;.....x„ \i,x)

/ * /

Соответствующее множество для случая теоремы 3.2 является

множеством х € #„, удовлетворяющих неравенству
т

2 ^;(ОК,(х)>Л.
/ = 1

Определить постоянную Л можно было бы на практике методом

итераций. Сначала нужно "угадать" допустимое значение

постоянной Л и получить функцию q* (x) как решение уравнения (3.15)
относительно q" в случае, соответствующем теореме 3.1, и как

решение уравнения (3.16) относительно q*e случае теоремы 3.2. Часть

пространства Rn, где q* (х) > 0, затем определяемся при
фиксированном Л так, ка'к это было объяснено выше, после чего

вычисляется интеграл / q*(x)dx. Если выполнено неравенство j'q*(x) dx <

< А, то подсчитывается значение функционала и выбирается новое

значение постоянной Л. Используя эту процедуру, можно изменять

значение функционала от шага к шагу в желаемом направлении.

Определение оптимального значения <7*(*) осуществляется в

основном так же, как и в случае поиска одной цели, и если цели

идентичны, независимы и одинаково распределены, то, как уже
указывалось выше, процедура поиска q*(x) и в самом деле будет в

точности такой же, как и раньше.
Чтобы проиллюстрировать различие между задачами поиска с

несколькими целями и с одной целью, рассмотрим следующий
простой пример, взятый из работы [40].
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Пусть в одномерном случае на интервале [0, 3] находятся две

цели, причем задано, что если первая цель находится в точке х, то

вторая цель будет обязательно находиться в точке х + 1. Эта

информация не может быть использована в процессе поиска, а только до

его начала. Пусть, далее, первая цель равномерно распределена на

интервале [0, 2]. Маргинальные функции плотности, очевидно.

имеют вид

Л М =

1/2, если х£ (0,2),

0 в остальных случаях

f2(x) =

1/2, еслихЕ [1,3],

0 в остальных случаях.

Наконец, предположим, что <р/{и) =е~". Для случая,

рассмотренного в теореме 3.1, левая часть уравнения (3.15) принимает вид

-exp(-qr* (x))[fi (x) exp(- q*(х + 1)) + f2 (x) exp(-qr* (x - 1))],

'•",= С
откуда немедленно следует, что

если х € [1,2),

в остальных случаях.

В самом деле, -ехр(-1) = Л, если xG [1,2], и ехр(-1)/2>Л
в остальных случаях.

В теореме3.2 левая часть (3.16) переходите

/ 1 + 2 log 2 \
-exp<-qr*(x))[Mx)+f2<x)] =-ехр( J

для всех хЕ (0, 3). Непосредственные вычисления приводят к

следующей функции:

7*(х)= J
(1 +2log2)/3, если xG (1,2),

(1-log2)/3, еслихЕ (0,1) илихЕ (2,3).

§ 4. Дискретный поиск целей разного размера,
количество которых неизвестно

В предыдущих главах местоположение одной или нескольких

целей задавалось в терминах непрерывной функции распределения.
На практике, однако, район, где нужно производить поиск, часто

разбивается на зоны и план поиска разрабатывается уже в

зависимости от количества и расположения этих зон. Мы будем
предполагать, что имеется несколько целей разного размера и что только

некоторая часть каждой цели может быть обнаружена на

определенном шаге поиска. Теория, которую мы изложим ниже, была

разработана Бергом [41] для оптимального поиска рыбы в море. Целя-
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ми при этом являются косяки рыб. Эти косяки предполагаются

практически неподвижными. Вся область поиска разбивается на

достаточно малые подобласти (зоны), каждая из которых может

содержать только одну цель. Очевидно, что при промышленном

лове часть рыбы из некоторого косяка не вылавливается и

остается в море. Поисковое усилие должно быть распределено между
зонами таким образом, чтобы математическое ожидание

количества выловленной рыбы было максимальным. Распределение
поискового усилия внутри отдельной зоны мы рассматривать
не будем. Предполагается, что цели обнаруживаются
независимо друг от друга. Вероятность обнаружения цели задается как

функция ее размера и количества усилий поиска,
распределенных в рассматриваемой зоне. Каждая зона может иметь

собственную функцию обнаружения. Размер цели задается в терминах

вероятностного распределения, которое тоже может изменяться от

одной зоны к другой.
Пусть п — количество зон, а р/, i = 1, 2, . . .

, п, — априорная

вероятность того, что в /-й зоне находится некоторая цель.
Математическое ожидание количества целей, следовательно, выражается ве-

я

личиной 2 р/. Предположим, что размер цели, которая, возможно,
/=i

находится в /-й зоне, задается с помощью случайной величины

Z/, имеющей функцию распределения F,-(z,). Переменные Z/,i =

= 1, 2, .... п, предполагаются независимыми.

Пусть у(
— величина поискового усилия, затрачиваемого на

поиск в /-й зоне. Следовательно, нужно найти оптимальные

значения величин у/, i = 1, 2, .... п. Обозначим функцию обнаружения
/-й зоны через dt (//,<?/), где у, > 0, zt > 0. Как4функция у,, она

имеет смысл вероятности обнаружения цели в /-й зоне при условии,

что там и в самомделенаходитсяцельразмераг,-. функцияd,- (у(,г()
предполагается неубывающей по у/ при каждом zt и

интегрируемой по Стилтьесу с интегрирующей функцией F,-(z,). Кроме
того, должны быть выполнены следующие условия:

tf,(0,z,) = 0 для любого г, > 0, (4.1)

и

dt(y,,z,)-+fr(zt) при/, -°°, (4.2)

где (?, (г/) <1. Следовательно, если в некоторой зоне поиск не

производится, то никакая цель не может быть там обнаружена,
и если величина поискового усилия увеличивается, то,вероятность

обнаружения цели увеличивается, приближаясь к числу (?/(г,),
которое в общем случае зависит от размера цели.
Мы предположим также, что если цель размера Z/

обнаруживается в /-й зоне, то при этом изымается (в случае рыбы
—

вылавливается) некоторая величина h; (z/). Функция Л, (г,) предполагается
строго возрастающей, интегрируемой по Стилтьесу с интегрирую-
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щей функцией Ft iz,) и удовлетворяющей условиям

/?,(0)=0 и h,{zj) ->У/ при Z( -*°°,

где 7,- — положительное число, имеющее смысл максимального

количества продукции (рыбы), которую можно получить

(поймать) в /-й зоне. Если при обнаружении цели она изымается

полностью, то hi (z/) =

z,- и, таким образом, у,- =°°.

Обозначим X, случайную величину, имеющую смысл

количества добытой в /-й зоне продукции (улов рыбы). Определим

теперь ее функцию распределения G,-(x,;/,-). Очевидно, что

G/ (*/; /,•) = 0, если х,- < 0, и G,- (х.; /,) =1 для х,- > у( при всех

7/ > 0. При 0 <х, < 7/ имеем

Р<Х/ >x,)=f Р (X,- > х,- IZ, = z,)dF,[z,). (4.3)
о

Функция, стоящая под знаком интеграла, имеет вид

(0, если hAzfXx.;
Р(Х.>х,- IZ,=z,) =

' I P(S,), если h,(zt)>Xi.

где Bj означает событие, состоящее в том, что в /-й зоне

обнаружена цель, при условии, что Z/ =

Zf. Так как функция/?; строго

возрастает, то обратная к ней функция, hj , строго убывает, поэтому
(4.3) переписывается в виде

Р(Х,>х,)= J Pi В, ) dF,izi). (4.4)

Определим теперь вероятность Р(б^), которая будет зависеть от

у,- и г,-. Обозначим А/ событие, состоящее в том, что в /-й зоне

находится некоторая цель. Вероятность события А,- задается
числом р, и, кроме, того,

P[Bf\Ai)=d,(yi,zi).
Так как Р [В/ I At) =0 (где At— противоположное к А(
событие) , то

?[Bi) = ?(Ai)?(Bi\Ai)=PidAyi,zi).
Из (4.4) получаем теперь, что.

0, если х,<0,

G;{x/;/,)=j 1-/0, / di(yi,zi)dFl^i), если 0<х,<7/,

1, если x,>7i-
(4.5)

Рассмотрим сначала задачу о максимизации математического

ожидания величины общей добычи (улова), когда известна
величина /имеющегося поискового усилия. Таким образом,

2 у, < Y.

177



Математическое ожидание общего улова равно сумме
математических ожиданий улова из всех зон, т.е.

2 Е(у.)= 2 / XtdG/ixr.Vi).
1=1

'
/=1 ~оо

Удобнее, однако, работать с другим выражением для

математического ожидания улова:

2 Е(Х/)= 2 / E(x(IZ,=^)tfF,U,i.
i=i i=i — °=

Если цель не обнаружена в какой-то зоне, то, значит, никакого

улова нет, и, наоборот, если цель найдена, то величина улова

характеризуется функцией hj [z,), поэтому

E[X.\Zi^zi) = P{Bi)hi[zi).

Используя полученное выражение для Р(б,), имеем следующее

соотношение:

2 Е(Х,.)= 2 / prftiy/.z^htWdFtU,).
f'=l '=l0

Интеграл является функцией от у,-, поэтому будем его обозначать

V,[yf).
Задача оптимизации, которую нужно решить, имеет,

следовательно, вид

и и

2 V, (у,)
=> max, 2 у,• < У, yt > 0, /=1,2 п, (4.6)

/=i i=i

где

V,[y,)=p,S d^yt.zAhiWdF/iti). (4.7)
о

Задача такого типа в более общей форме записывается следующим

образом:

Q(/)=»max, 2/,<У, у, > 0, / = 1,2, ...,п, (4.8)
/=i

где у
= (/], уг уп) — вектор, а У — положительная

постоянная. Предположим, что функция Q{y) имеет непрерывные частные

Э

производные первого порядка Q(y), i =1,2 п, на некото-

ду
ром открытом множестве, содержащем множество 12 допустимых

точек. Это множество имеет вид

и

П={у\ 2/, <Уи/,->0, / = 1,2 п).
; = 1

Мы докажем две теоремы, с помощью которых можно решить

оптимизационную задачу (4.8).
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Теорема 4.1. Если точка у* = (к*, Уг у*п),
принадлежащая множеству £1, определенному выше, является решением
задачи (4.8), то существует неотрицательная постоянная С такая,

что

Q(y*) = C для yf>0, (4.9)
ду,-

Э
Qiy'XC для у!

= 0 (4.10)

Эк;

I. у* = Y, если СФО. (4.11)

Доказательство. В работе [51] находим, что

необходимое условие оптимальности точки /'состоит в следующем:

существуют неотрицательные числа U/, i - 0, 1 п + 1, не все равные

нулю, такие, что выполнены условия

Э
— L{y*.u) = 0, /=1,2 п, (4.12)
Эк,

и,-(-/*)= 0, /=1,2 п, (4.13)

и

ы„ + , ( 2 к*- V)=0, (4.14)

где /. (/, t/) — функция Лагранжа,
п п

L(y,u) = -u0Q(y)+ X и,-(-/,-) +w„+i ( 2/(--У).
,= i /= l

Условие (4.12) можно переписать в виде

ЪО(у")
-и0 и, + u„+i =0, / = 1,2 п. (4.15)

Если к* > 0 при некотором /, то (4.13) означает, что и,-
= 0, поэтому

ЭО(к*)
"о— =",1+1- (4.16)

Эу,-

Если и0=0, тоиИ+] = 0 и, далее, из (4.15) следует, что и,
= 0,

/ =1,2 п, что приводит к противоречию. Поэтому должно

быть t/o > 0. Если все// = 0, то из (4.14) и (4.15) аналогично

получаем и0 > 0. Без потери общности положим и0
= 1. Обозначим еще

4i+i
= С, что и дает утверждение (4.9). С другой стороны, если

К,* = 0, то из (4.15)

ЭО(к')
= С -

uh
Ну,
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Так как щ > О, мы получаем (4.10). Утверждение (4.11) следует
из (4.14).

Теорема 4.2. Если Q(y) — вогнутая функция, то теорема,

обратная к 4.1, также справедлива.
Доказательство. Допустимое множество £1, очевидно,

выпукло. Поэтому с учетом вогнутости Q(y) задача

-Q(y)=>min, yESl,
является выпуклой задачей оптимизации. Достаточное условие
оптимальности (см. [51], стр. 96) состоит в следующем:

существуют неотрицательные числа ulfi= 1,2, ...,я+1,
удовлетворяющие условиям (4.12), (4.14), гдеи0

= 1. Выбирая щ
= 0 при у* >0

ЪО(у)
и Uj

= C— при у,-
= 0 и i/„+i

= С, видим, ччо условия

ду/
(4.12), (4.13) выполняются и и, неотрицательны. Более того,

условия (4.11) и (4.14) эквивалентны, что и завершает доказательство.

В задаче (4.6), поставленной выше, функция Q(y) имеет вид

Q{y)= Z V,{y,).

Предположим теперь, что функции обнаружения <//(//,*,-) имеют

непрерывные частные производные первого порядка по /,, откуда

следует, что функции Vt {yt) непрерывно дифференцируемы.

Тогда можно применить теорему 4.1. Аналогично, если функции

d/iyt.zi) вогнуты по у,-, то функции !//(//) тоже вогнуты,

поэтому вогнута функция Q {у) и применима теорема 4.2. Решение

оптимизационной задачи (4.6), таким образом, может быть получено с

помощью теорем 4.1 и 4.2.

Теорема 4.3. Пусть функции Vt (уt) вогнуты и непрерывно

дифференцируемы. Допустимая точка /* является решением

задачи

" я

I !/,•(//)=> max, 2 /,. < у, у,>0, / = 1 п,

тогда и только тогда, когда существует неотрицательная
постоянная С такая, что

V,'(y;) = C для у? > 0. (4.17)

1//(К,'КС для у; = 0, (4.18)

I у*= У, если СФО. (4.19)

Рассмотрим задачу оптимизации, которая обсуждалась выше,
при некоторых дополнительных предположениях относительно

функций V{y,). Из (4.7) видно, что функции V/ (у,), / =1,2,...
. ..

, п, по своему смыслу неотрицательны. Они к тому же еще и
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неубывающие, так как функции обнаружения c^(//,z,)
предполагались неубывающими относительно /,-. Кроме того, в силу

предположения (4.1)

\/,(0) = 0, /=1,2 п.

Потребуем теперь, чтобы функции \//{у/) были строго

возрастающими и вогнутыми (следовательно, чтобы они были также строго

вогнутыми) . Тогда производные V] (//) положительны и строго

убывают, поэтому для каждой функции V\ (//),/ =1,2 п,

существует единственная обратная функция (V]) "', / =1,2,...
. . .

, п, которая тоже положительна и строго убывает. Обозначим

Kj обратную функцию, т.е. (V))
_1 = К/, i =1,2 п.

Предполагая, что

lim (/,'(/,) = 0, /=1,2 п, (4.20)

получаем, что областью определения функции К/ будет интервал
(0, Vf (0)). Предположим далее, что функции (/,- пронумерованы
в порядке убывания v't (0), т.е.

V[ (0) >vU0)>---> Vn (0) = 0. (4.21)

В этих предположениях может быть доказана следующая

Теорема 4.4. Пусть s — наибольшее значение индекса к,

к = \,п, для которого

*-1

2 K,(V'k(0))<Y, (4.22)

и пусть

Ф5(С)= 2 К,(С).
i=i .

Тогда решение задачи (4.6) имеет вид

К,(Ф/'(У)) для / = 1,2 s.

У' ■
о

0 в остальных случаях.

Доказательство. Так как V) строго убывает, то V) (0) >

>V'iiyf) тогда и только тогда, когда //* >0. Спедоватепьно,

условия (4.17) и (4.1В) в теореме 4.3 означают, что /€/,/ =

= {/'!/*>О), тогда и только тогда, когда

V'i(0)>C. (4.23)

Из этих же условий получаем следующее выражение для решения:

( К,(С), если / G /,
у} = \ (4.24)

| 0 в остальных случаях.

Так как функция К/ предполагалась определенной на интервале

(0, V'j (0) ], то Kt (С) существует согласно (4.23) при условии, что

/ G /. Величины / и С неизвестны, их значения мы определим ниже.
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Так как функции V,- — строго возрастающие и вогнутые, то их

производные не могут обращаться в нуль, следовательно, СФО.

Из (4.19)

£ И/
= У,

/= 1

поэтому

У = 1 у*= 1 К,(С). (4.25)

Из предположения (4.21) и утверждения (4.23) следует, что если

индекс к принадлежит множеству I, то этому же множеству

принадлежат и индексы 1, 2, . . .
,
к — 1. Следовательно,

Z Ki(V'k№)< Z /С,(С),
i=i (=1

так как./С, — убывающая функция. Согласно (4.21) K,(V'j{0))
определена для всех к >/'. Кроме того,

А:

1 Kj(CX X К,{С)= У,
/■=--1 It/

поэтому, если k E /, то

А.

/= 1

Еспи же /г€/, то / является подмножеством индексов из

(1,2 к }, откуда получаем

к

2 К,.(\/;(0))> 2 K,{V'k (0)).
i=i /<?/

Далее, по формуле (4.23) имеем также неравенство V[ (0) <С,
поэтому

Z-Kf{V'k{0))> Z К,(С)= У,
/е / /e/

где мы использовали утверждение (4.25) . Следовательно, еспи

k f I, то

*

/=1

Таким образом, / состоит из индексов 1, 2, . . . ,s, где s •*-

наибольший индекс, удовлетворяющий (4.22) (последнее слагаемое
в только что написанной сумме может быть опущено, поскопьку

Кк (V'b (0)) равно нупю). Такой индекс действительно существует,
так как

-/f, (W(0)) = 0</,
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следовательно, для к - 1 (4.22) выполняется. Из (4.25) получаем

/= 2 К,(С),

ипи, испопьзуя обозначения, приведенные в формупировке теоремы,
У = Ф5(С).

Следовательно,

С = ф-/(У)
Подставляя только что найденные значения величин / и С в

формулу (4.24), получаем утверждение теоремы.
Задачу (4.6) можно, конечно, решать численно одним из

существующих на сегодняшний день стандартных методов. Можно было

бы, например, использовать метод динамического

программирования в следующем виде:

Rl(Y) = Vl (У),

Rk(Y)= max {Vk (yk ) + /?*_ , (Y ~ yk\} ,
к = 2 п.

0<ук<.Г

Посмотрим, как можно применить предложенный выше подход
к исспедованию прикладной задачи, например, к задаче поиска

косяков рыбы.

Пусть имеется п зон поиска с номерами 1,2 п и пусть р,,

/=1,2 п, — вероятность того, что в Ли зоне имеется какая-

нибудь цепь. Точной процедуры для определения функции
обнаружения d,(у,-, г,), к сожалению, не существует, поэтому выбирают

подходящую функцию, обладающую свойствами функции
обнаружения. Обычно выбирают функцию вида

d,-(H,.*/)= 1 -е-чпч

для у,- > 0, г,- > 0. Здесь у,— количество усилий поиска,

распределенных в Ли зоне, a z,-— размер цепи в Ли зоне. Переменная z,

(размер цели) предполагается имеющей так называемое гамма-

распределение

fid,) = с?'J*'"' е
~

'7*i [Г(-Ь,) ] -'
для j, > 0,

где с,- — параметр масштаба, а />,
—

параметр формы. Выбор гамма-

распределения, наверное, неплох с практической точки зрения, так

как оно достаточно универсально. Форма этого распределения

сильно зависит от параметра bt. Если Ь, < 1, то fjU,-) ~* °°

при z,-
-* 0;

если же Ь, > 1, то ^(•?,■) -* 0 при z -* 0.

Очевидно, что с/,(К/, *,•) — неубывающая функция от yt,

обладающая свойствами

d/iO.Zi) =0
и

d,( уь z,) -> 1 при у/
-

°°, z,- Ф 0.

Так как d/iy^z,) непрерывна по zh то она интегрируема по Стил-

тьесу с любой интегрирующей функцией (функцией распределе-
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ния). Кроме того, с/Ду,-, zj непрерывно дифференцируема и

вогнута ПО У/ ДЛЯ любого Z,.

Предположим, что найденная цель изымается целиком, т.е.

hjdj) =

<?,, /=1,2 п.

Функция Vj(yj) тогда имеет вид

V,(yf) = fPid,iyh zJhiUJfiiziWz,- =

о

= p,f (1 -e'^^Mcf'^'e-^'inu/ll-'rf?,.

откуда

V,(y,) =

p,
b,

b,+ И

Таким образом, оптимизационная задача записывается так:

« Ь,
2 Р,—

с,( = 1

1

в|К/ + с,

Ь;+ I

max,

2 к,-<'У, /,>0, /=1,2 п.

i = 1

Применим для ее решения теорему 4.4. Производная

V/Xyi) = р,Ь,(Ь, + 1) с?'э,(э,к, + с,)'*'- 2

строго убывает, еспи pt > 0. Спедовательно, еспи искпючить те

зоны, в которых нет никаких целей, то 1/,(к,) строго вогнута для

всех /. Кроме того, \/,(к,) —строго возрастающая функция. Так

как ее производная к тому же удовлетворяет условию (4.20), то

можно использовать теорему 4.4.

Значения производных от функций 1/,-(К/) являются в нуле

следующими:

1//(0) = р,Ь,(Ь, + 1) с^а,-, /=1,2 п.

Кроме того, они предполагаются упорядоченными в соответствии

с (4.21). Используя обратные к производным функции

1
1

К/{С) =—\ [Р,6,(6,+ Def'a/C-1]*'*2- с,
ai К

/=1,2 п,

можно теперь наЙ1и индекс s из теоремы 4.4. Тогда

1
i I ( Л

■

Ф,(С) = Z — | [р,6,(Ь, + 1) с*'ЧС"' 1"'
+ 2

(4.26)
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Очевидно, что обратную функцию Ф5' трудно получить
аналитически, если только не предположить, что b,- = b для всех /=1,2 п.

Если в какой-то прикладной задаче это предположение не

выполняется, то можно численно получить некоторое приближение дпя

обратной функции, испопьзуя затабулированные значения функции

Ф5 в различных точках. Предположим теперь, что все

распределения для размера цели имеют одну и ту же форму, т.е. что b,- = b для

всех / = 1, 2,. . .
,
п. Тогда

i i

Ф,(С)=С
ь+2

поэтому

* 1

b{b + Vh
+ 2 х S «Р/с? *,-)

;= 1 ai

ft + 2
- 2

ф;1 (y) =ь(ь + 1)

2 a/ (ptcf a,)'"» +2>

!= 1

y+ 2 c,a,.'

ft + 2

(4.27)

С помощью теоремы 4.4, испопьзуя (4.26) и (4.27), можем

выписать решение в виде

К/
=

^
1 = i

2 a/4p,c,V/<b + *>

I О

для /=1,2 s,

в остальных случаях.

Оптимальное значение функционала становится таким:

2 Vj(y}) = b. 2 Pjc) jl
/» l

r- *

с.. S^P.-c? *,■)"<*� 2>

(p/e*.,)"*6*2^ 2 c-a:1)

(4.28)

(4.29)

Представляет интерес обратная задача по отношению к одной из

рассмотренных в этом параграфе: минимизировать поисковое

усилие при заданном минимальном значении математического

ожидания "добычи" (улова). Таким образом, нужно решить следующую

задачу:

п п

2 K,=>min, 2 \/((у()>М, у,>0, /'=1,2 п.

' = '

'

' = ' (4.30)
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Величина М, конечно, предполагается положительной, но она

должна быть еще и достаточно мапой, чтобы задача имела допустимые

решения. В теореме 4.5, которая будет приведена ниже, мы

потребуем, чтобы множество допустимых точек

а. '=|и Z (/,(/,) >М и Yi>0, /=1,2 п\

удовлетворяло следующему условию: существует точка у такая,
что

Z !/,(?/) > М. у, >0, /=1,2 п.
i

= 1

Так как функции V,(V,) предполагались неубывающими, то это

условие в самом депе выполняется, если по крайней мере одна из

Функций Vj(yj) строго возрастает.

Приходим к следующему необходимому и достаточному

условию того, что вектор (уи у2,. .., у„) является решением задачи

(4.30).
Теорема 4.5. Пусть функции- Vj(yt) вогнуты и непрерывно

дифференцируемы на открытом множестве, содержащем
допустимые точки, среди которых найдется точка ~у, такая, что

п

Z V,(v~t)>M ирО, /=1,2 п.

i = 1

Допустимая точка у* является решением задачи (4.30) тогда
и только тогда, когда существует положительная постоянная С

такая, что

(/,'(/*) = С для у'; >0, (4.31)

V'^y'XC для н,*=0 (4.32)

и

Z Vj(y$=M. (4.33)

Доказательство. Так же, как и в теореме 4.5,

необходимое условие оптимальности состоит в том, что существуют

неотрицательные чиспа uh i = 0, 1, 2 п + 1, не все одновременно

равные нулю, удовлетворяющие условиям

Иу*,и) = 0, /=1,2 п, (4.34)

и,(-к;) = 0, /=1,2 п, (4.35)

и

un+l[M- Z V,[yj)] =0, (4.36)
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где испопьзовано обозначение

п п п

L{y,u)=u0 S у,+ 2 "/(-/,) +w„+i[W- 2 (/,(/,)].
1=1 /=1 /= 1

Условие (4.34) выпопнено, если

t/0 -Wj.-t/„+, V/(k;) = 0, / = 1,2 п.

Если у* > 0, то и,- должно быть нулем в сипу (4.35), поэтому

ип + 1 V/( у*) = Uo.

Заметим, что t/„ + j не может быть нулем, так как при этом все и,

были бы нулями. Следовательно, выбирая ип + t
= 1 и обозначая

«о = С, получим утверждение (4.31) теоремы. Если у* = 0, имеем

V,'iy;)=C-u,.
что означает выполнение условия (4.32). Так как ип+1

= 1, то

(4.36) дает (4.33) .

Чтобы доказать необходимость условия теоремы, нужно еще

показать, что С не может быть нулем. Функция Ну, и), очевидно,

выпуклая по у,-. Поэтому из (4.34) следует, что она имеет

минимум в точке у*. Если же С (т.е. и0) обращается в нуль, то L(y*,и) =

= 0. Так как по предположению существует / такое, что /,- > 0 ,

и

/ = 1 п, и М — Z (/,(/,)< 0, то отсюда следует, что величина

/= 1

Цу,и)=- 1 и,-у, +М- Z !/,(/,)
/ = 1 i=i

отрицательна и потому меньше, чем /.(/*, и). Пришли к

противоречию, следовательно, С не может быть нулем.

Достаточность условия теоремы получается так же, как и в

доказательстве теоремы 4.2. Мы выбираем и,-
= 0, когда у* > 0,

и и,= 1 - 1/('(у,*)/Спри у) > 0 и и„ + ,
= МС. Тогда получаем из

(4.31) и (4.32)

1 -и,-ип+ iV/iyJ) =0, /=1,2 п,

т.е. выбранные значения и,-удовлетворяют условию (4.34) при
и0 = 1 • Условия (4.35) и (4.36), очевидно, тоже выполняются.

Предположим теперь, что функции 1/,-(у/) — строго возрастающие
и вогнутые и что выполнены условия (4.20), (4.21). Справедлива

следующая

Теорема 4.6. Пусть s — наибольшее значение индекса к,
1 < к < п, для которого

к

Z V/iKtiVimXM,
г = I
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и пусть

%{С)= 2 Vt[K,iO).
i = i

Тогда решение задачи (4.30) имеет вид

(Ki№-sl(M)) для / = 1,2, ...,s,
УМ

\0 в остальных случаях.

Доказательство. Так как условия (4.31) и (4.32)
теоремы 4.5 эквивалентны условиям (4.17) и (4.18) теоремы 4.3, то

формулы (4.23) и (4.24) получаются так же, как и в

доказательстве теоремы 4.4. Из (4.33) теперь следует, что

М= Z V,iyfl,
1-е /

поскольку VfiO) = 0. Следовательно,

Af= Z V,{K,iC)).
/е/

Если индекс fc принадлежит множеству /, то

к к

(• = i (=i

так как V,- возрастает, а К,- убывает. Кроме того,

к

2 \/((К/(С»« 2 V,<Af,(0)-*f,
(=1 /е /

поэтому

к

2 (/,(*-,( (/^((ШХ/И, если * G /.
< = 1

Если к £/, получаем

2 V,iKtivlciO)))> 2 !/,(*,-( 1^(0))) 3*

/ = i i e /

> 2 V,-(Af,(C» = Af

/G /

Следовательно, / = {1, 2 s|, где s удовлетворяет условиям

теоремы. Так как

v1(/c,m'(o)))= i/,(o) = o<m,

то такой индекс s существует. Теперь

/ = 1
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а следовательно

Утверждение теоремы получается так же, как и в доказательстве

теоремы 4.5.

Рассмотрим теперь обратную задачу, соответствующую тому
частному случаю, который мы изучали выше. Эта задача будет
такой:

» л Ь, Г / е.- \*1+ " "

Z K,=>min, Z р,— !!-^ ^ <Мп, £ ,Д 1-/-М'
1= 1 с,- L \а'К'+с'/

Испопьзуя выражения, полученные дпя прямой задачи ранее, имеем

V,(K,IC)\ =

с,- l6/+l»
=

Pi—

с,-

1 -

|p,.6/(6,.+ 1)cf/a|.C-,)l/(6'-+2)
/'= 1, 2 п,

откуда можно найти индекс s. функцию ^fs(C), которая является

суммой функций Vj(Kj(C)), i= 1, 2, ...
, п, запишем в виде

*,<С) =

/>,- + 1 Ь,-+ 1

= Z р,Ь,с} - Z pibiclji{pibl(bl + 1)cbitai]
"i + 1

c"l
+ 2

■

i=i 1=1

Функцию, обратную к Ч'^С), можно записать в явном виде, эспи

Ь, + 1 bj + 1

Ь, +2 Й/ + 2
для всех /,/'=1,2 s,

т.е. если

Ь,
= Л,- для всех /',/' = 1,2 s.

Предположим снова, что

bj = b, /'=1,2 п.

Тогда

*,Ю
=

ь + 1 а +1 . й+ 1

■ Z ^'-й[ыь + 1)]
fe +
2cu

+ 2

Z (р,с,Ч)~6
+ 2

/ = 1 i = 1 *
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�;'(«) b(b + \)

I Picl
- l

-M
6 + 2

s 6 + '

b 2 (р,с*а,Г "*+~2~

I =-- I
-•

где чУ~' (Л?) — функция, обратная к ч\(С).
Таким образом, решение задачи имеет вид

ь
:L / V

ь
I

<P/C,V
ДЙв<)~"'

6 2 р,с7
l /= 1

М

-С/

еспи /=1,2 s,

О в остальных случаях.

Если в этой формуле М заменить оптимальным значением

функционала предыдущей задачи (которое выражается формулой (4.29) ),
можно заметить, что решение становится таким же, как (4.28).

Наконец, рассмотрим следующий вопрос из области, связанной с

рыбным промыслом.

Пусть задано количество У денег, отпущенных на

финансирование рыбного промысла, и пусть известно, что улов должен быть не

меньше величины М. Тогда возникает задача такого распределения

усилий поиска, чтобы вероятность улова при этих условиях была

максимальной. Имеем следующее выражение дпя этой вероятности:

P. Z x,>M\=f. / сЮ|(Х|;у,) . . .dG„ix„;y„),

л, > м

где функции распределения G,■(*,•; у,), /=1,2,..., п, задаются с

помощью формулы (4.5). Таким образом, задача имеет вид

(4.8), где

Q(y)= /. CG„(x„,K„>.

Теорема 4.1 дает необходимое условие оптимальности для решения
этой задачи.

Целевая функция может быть также записана в виде

ОЫ=1 -/ .. /cK?,U,;k,> ...dG„(x„;y„).
п

V

/ = I

v х; < M
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Так как это выражение не может обращаться в нуль для каждого

у,, функции распределения G,(x,; у,) разрывны в нуле. Функции

G,(x,; у,) имеют такой вид, что функционал нельзя выписать в

простой форме.
При Л*-* 0 рассматриваемый случай аппроксимирует задачу,

в которой максимизируется вероятность получения хотя бы

какого-нибудь улова. При этом функционал имеет вид

Q(y)=1 -G,(0;ki) ...G„(0;h„>.

Для простоты рассмотрим случай только с двумя зонами. При
этом

Q(y)=\- J/ dGAx];yl)dG2(x2;y1).
*, +

хj
< М

Выбираем функции dl(yl-l z,), F^z,-) и /»,-(/,•), / = 1, 2, так же, как и

выше. Пусть, кроме того, постоянные принимают следующие

значения: а,-
=

с,-
= 1, bj

- 2, i = 1, 2. Тогда получим

diWi,Zi)= 1 -е~

h,iz,)
=

для z,>0,
для у,- > Ои г,? О,

для z, > 0.

Для х, 5* 0 имеем выражение

G,(x,;k,) = 1 -р, J ц _e-yr4)Z!ezidZi,

которое можно переписать в виде

G,(x,-; у,) = 1 -р, ](х, + 1)е~-

Отсюда

G,(0;k,)
= 1 -Р,

К.-+1 (к, + 1)

(4.37)

(K/+D

Функции распределения G,(x,; /,-) непрерывны, если х, > 0.

Подставляя функции распределения из (4.37) в выражение для

функционала:

м м-х,
СНУ) ='1 -/ [ / dG2(x2;y2)}dGi(xl;y]),

о о.

получаем

Q(K)
= 2 Р,{ (М + 1)е-м-

М

К, + 1 (к,+ 1)

1
,

'
+ р,р2^— /If3 +— /If2

6 2
/tf- 1 + Z

M+1

-(y,+ i)w

M + 1

/ = iL(k/ + U2 v.
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2 (M M-\ 2 \
—+( \e-yv
yf \vi у) у]/

1

м

/i+1 у2-У\

М-

r(Ki-Ki)

f—1—s(«-—�-М
[(/2 + D(Ki ~Уг) \ К2+1 Ki-Kj/

(Уг +1)2(Ki-K2).
e-/,Ml

если /] ФО, у2 ФО и /| =?Ь/2. Подставляя затем в это выражение

Yi
- V — /1, получаем функцию только одной переменной, и

максимизация этой функции может быть осуществлена стандартными

методами.



ГЛАВА VII

ПОИСК С ПОМОЩЬЮ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО СКАНИРОВАНИЯ

§ 1. Общие замечания

Параллельное сканирование является одной из наиболее

употребительных процедур поиска как на суше, так и на море.

Основная причина этого заключается в том, что практическое
управление при таком способе поиска осуществляется особенно легко.

Кроме того, это вполне естественный и с теоретической точки

зрения корректный выбор способа поиска для случая

равномерного распределения априорной вероятности местоположения цели.

Поиск с помощью параллельного сканирования характеризуется

двумя естественными параметрами: г — диапазоном обнаружения
поисковой единицы и s — расстоянием между ходами
сканирования. При оптимизации процесса поиска необходимо выбирать оба

эти параметра. Если диапазон обнаружения достаточно широк,

то, возможно, понадобится только один ход сканирования, и,

наоборот, если нет никаких практических ограничений на

количество используемых ходов, т.е. если расстояние s может быть

выбрано произвольно малым, то можно использовать любой малый

диапазон обнаружения г. В дальнейшем будем считать, что

стоимость поиска возрастает при увеличен 1 диапазона обнаружения
и при уменьшении расстояния м жду ходами сканирования.
Стоимостью поиска может также служить время, затрачиваемое на

поиск. Предположим, что полное время поиска и затраты на поиск

описываются функцией вида

q(r)
g(r,s) =

, (1.1)
s

где q(r ) — монотонно возрастающая функция от г,

характеризующая затраты в расчете на один ход.

Вероятность обнаружения цели предполагается зависящей
только от параметров г и s. Обозначим P(r , s) вероятность
необнаружения. Конечно, поиск желательно осуществить так, чтобы

вероятность необнаружения цели была меньше некоторой
заданной малой величиной 0 < f < 1,т.е. требуется, чтобы

/>(r,s)<f«1. (1.2)

С другой стороны, этого нужно достичь при достаточно малой

стоимости поиска или за очень короткое время. Такое требование

% 7. О. Хеллман
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записывается в терминах функции (1.1) в следующем виде:

q(r)
g(r,s) = =>min. (1.3)

s

Мы получаем, следовательно, оптимизационную задачу

q(r)
=>min, /J(/-,sKf.

s

При решении этой задачи основная часть работы заключается

в определении производных от функции вероятности P[r,s),
которое будет осуществляться при различных допущениях, и в

определении их свойств.

В последующем изложении мы будем в основном следовать

результатам работы Саретсало [42].

§ 2. Независимые гауссовские поисковые единицы

Предположим, что поиск осуществляется на всей плоскости.

Будем считать, что имеется либо большое количество одинаковых

поисковых единиц, которые стремятся двигаться по

параллельным траекториям, либо только одна поисковая единица, которая
пытается осуществлять параллельное сканирование. Выкладки,

конечно, будут в обоих случаях одними и теми же. Пусть, для

определенности, имеется большое количество поисковых единиц.

Рассмотрим случай, когда область обнаружения отдельной
поисковой единицы является очень узкой полосой длиной 2г с

поисковой единицей в центре. Кроме того, предположим, что обнаружение
происходит с вероятностью, равной единице, тогда и только тогда,'

когда поисковая единица движется таким образом, что область

обнаружения, определенная выше, движущаяся вместе с

поисковой единицей, накрывает цель.

Пусть программные траектории, по которым должны двигаться

поисковые единицы, имеют вид (в координатах (х, у))

y
= yk=ks, * = 0, ±1, +2 (2.1)

тогда как реальные траектории—следующие:

У = УкМ =Ук +VkW. (2.2)

где т)к (х) (х —время, совпадающее с абсциссой поисковых единиц)

предполагаются независимыми стационарными случайными
процессами с одной и той же корреляционной функцией. Предположим
сначала, что отклонения г\к (х) описываются независимыми

стационарными гауссовскими процессами. При этом

Е{т?*(х)}=0, E{[Tfo(x)]1}=1, Дг =0. ±1.±2

Предполагая, что отклонения Т7* (х) являются достаточно

гладкими, считаем, что цель будет обнаружена во время А:-го хода тогда
и только тогда, когда она находится в области, ограниченной
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следующими кривыми

К
= К*(х)+л, у

= ук(х)-г, к = 0. ±1,±2, ...

Пусть Рк (г, s lx, у) обозначает вероятность обнаружения цели на

к-\л ходу при условии, что цель находится в точке (х, у). Тогда

Fk (г, s I х, у) = Р {ks + v к М - г < у < ks +
ту* М + г } =

= Р{ ks - у
- г < - туА-(х)< ks - у + г} =

= Р{/ - ks - г < г)к (х) < у - ks + г } =
= ф{у -ks + r) -\ply-ks - г), (2.3)

rflei/'fr) —стандартная функция нормального распределения.

Вероятность того, что цель че будет обнаружена ни одним из ходов,

принимает вид

P{y,r,s)= П [1 -Pk{r,s\x,y)] =

* = -«

П {1 - [\l/{y~ks + r)-\l/iy-ks-r)] }. (2.4)

Если произведение в формуле 2.4) сходится и является

интегрируемой функцией, то вероятность необнаружения будет такой:

P{r,s)= —/ П {\ -[ф{y-ks+r)-
s о *■ = -»

1 s
-

-^(y-<rs-r)]} d/= — / P{y,r,s)dy. (2.5)
s о

Заменяя переменную интегрирования, получаем
1

/>{r, s)=/ II {1 - [^({^-Ar)s + r) -
. о * = -°°

1

-ф{{р-к)$-г)]} dv^S P{v,r,s)du, (2.6)
о

где Р {v, г
, s) = Р (i>s, л, s).

Чтобы иметь должным образом определенную задачу
оптимизации, нужно сначала изучить свойства вероятности Р (г , s). Мы
приведем эти свойства в виде цепочки лемм и теорем.

Лемма 2.1. Произведения

П (1 - [\Jj(us-ks + г) - ф (ps - ks - г)]} (2.7)
А- = 1

И {1 - Mivs+ks+r) - tivs + ks-r)]} (2.8)
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абсолютно сходятся в области

С= {(v,r,s)\ 0<v<-\, r>0, s>0) .

Доказательство. При г = 0 лемма тривиальна. При г >
'

>0 докажем лемму для произведения (2.7). Положим

Рк (v, r, s) = ф (vs — ks + г) — \p(vs— ks — г).

Очевидно, что

0<Pk(v,r,s)<\, к = 1,2,3

и

lim Рк {v, r, s) = 0.

Тогда произведение сходится в С абсолютно, так как ряд
Ос

2 Рк (v,r ,s) сходится в области С, как это легко увидеть с по-

* = i

мощью интегрального критерия. Точно так же доказывается

абсолютная сходимость произведения (2.8) в области С.

Положим

gk (v, r,s) = f Ф (-1)Vjs dx.

где целая часть— и Ф(х) = ф' (х). Тогда
2

Р* (у, г, s) =

02* <*>, Л s), к = 1, 2

и

Я_*(^ Л s)=s2* + ) If,', s), *='0, 1,2

Имеет место

Лемма 2.2. Произведение

И [1 -gk\j>,r,s)\
*=i

абсолютно сходится в С, и

ОС

/>(»>, г, s) = П [1-g*^, r,s)].

Доказательство. По лемме 2.1. произведение

II [1 -Pk(v,r,s))[\ -P_k(v,r,s)]
к = \

абсолютно сходится в С. Так как ряд
ос

2 [Рк (v, r, s) + P„k(v, r, s) - Рк (v, r, s)P„k (v, r, s))
k = l

(2.9)

(2.10)
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абсолютно сходится в С, то сомножители в произведении (2.10)
могут быть расположены в произвольном порядке и новое

произведение будет абсолютно сходиться в С и иметь то же значение,

что и первоначальное произведение. Это и означает, что лемма

доказана.

Лемма 2.3. Произведение (2.9) сходится равномерно во

всякой замкнутой области

Со ={{р, г, s): 0<v<1, 0<r<R0, 0<so<s<So).
Функция P (v,r , s) непрерывна в С.

Доказательство. Функции gk(v,r,s) непрерывны во

всякой области С0. В как чой точке (v,r ,s) £ С0 имеют место

неравенства

0<92k^i^.r,s)<g2k{f.r,s)<gkn.R0.So). * = 1, 2, . . .

Следовательно, для ряда £ I gk (v, r ,s) I существует сходя-
fc = i

щийся мажорирующий ряд, что и означает равномерную сходимость

произведения (2.9) в замкнутой области С0.

Пусть (v',r',s)— произвольная точка в области С0. Тогда

существует замкнутая область С0 СС0, содержащая эту точку. Как

следует из доказательства первой части этой леммы, произведение

(2.9) равномерно сходится в Со, следовательно, представляет
собой непрерывную функцию в С0. Поэтому функция P(v,r,s)
непрерывна в каждой точке области С. Лемма доказана.
Лемма 2.4. Функция P(v, r ,s) дифференцируема в С.

Доказател ьст во. Пусть (v',r,s) — произвольная точка

из С. Тогдасуществует замкнутая область С0 СС, содержащая точку
(v',r',s). Функции gk (v, r , s), очевидно, дифференцируемы в

Со,и ряд

£ hk(v>r. s> I

равномерно сходится в Со, как следует из доказательства

леммы 2.3. Кроме того, нетрудно показать, что ряды

2 gk (и, г, s) 2
k = I Ъг

■ gk {v, г, s)

£
k = \

a

as
9k (K r, s)

тоже равномерно сходятся в С0.Это означает дифференцируе-
мость функции Р (v, r

, s) в точке (v',r',s). В силу произвольности
этой точки лемма доказана.
Лемма 2.5. Пусть v0 — некоторое произвольное число такое,

что 0 < и0 < 1. Тогда Р (р0, г ,s) — монотонно убывающая функ-
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ция от г при всех s > 0 и монотонно возрастающая функция от s

при всех г > О.

Доказательство. Пусть s0 — произвольное положительное

число. Тогда

9kivo- fi,s0)<gk^o, r7,s0). k = 1,2,3

для любых r\,r2, удовлетворяющих неравенству 0<л, <г2.
Следовательно,

П [1 -дк ivo.ri.so)] > П [1 -gkiv0.r7,s0)].
/t = 2 Ar = 2

откуда

Piv0>r\.So)>Pivo,r2,s0).

Пусть теперь г0 —

произвольное положительное число. Тогда

для любых slrS2 таких, что 0 < S| <s2,справедливо неравенство

Як i»o, r0, st) >gk (i>o, r0,s2). к = 1,2

которое влечет

Piv0.r0,Si) <Piv0, r0, s2).

Лемма 2.6. Пусть г0— произвольное положительное число.

Тогда

lim Piv. ro,s) = 0,

причем функция Р iv.r^.s) сходится к нулю равномерно
относительно v на интервале 0<v < 1.

Доказательство. Пусть 0 <v0 <1. Тогда из леммы 2.2

и из неравенства

0<9kivo.ro.s)<1. s>0, A: = 1, 2

следует, что

Piv0,r0,s)~exp\ 2 /п [1 -gk:{v0, r0.s)] >.

Следовательно, достаточно показать, что для любого наперед

заданного положительного числа М найдется положительное число

$м, не зависящее от vQ, такое, что

оо

■2 1п[1 -gk ivo,r0,s)] <- М для 0<s<sM.
к = 1

Обозначим

- 0 = In [3/2 - |И2л0)] <0.

Пусть М— произвольное положительное число и пусть а
—

положительное число, удовлетворяющее условиям

2а0>1 и аМ — целое число. (2.11)
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Положим

ro
LM=aMiASM= . (2.12)

LM + 1

Теперь

= lM2r0)-1/2, A: = 1,2 2LM .

для всех 0 < s <s^. Отсюда и из (2.11) и (2.12) следует
неравенство

£ ln[1 -sA^o.'-0,s)] <-/И
А = 1

для всех 0 <s<Sw, причем sm не зависит от v0. Лемма доказана.

Замечание. Очевидно, что для любого vu, удовлетворяющего

условию 0<р0 <1,

P(v0,0,s) = 1 для всех s > 0. (2.13)

Следовательно, функция P(v,r ,s) разрывна во всех точках вида

(t\0, 0).

Лемма 2.7. Пусть г0— произвольное неотрицательное число.

Тогда

lim P(v, r0,s) = 1,
1'— оо

причем функция Р (v, r0, s) сходится к единице равномерно
относительно v, принадлежащего любому интервалу [6,1—6], где
0<5 < 1 -5.

Доказательство. Нетрудно показать, что

Pi»,r0.s)><ll [1 -921+1 [Ь. r0.s)]\ (2.14)

для всех 6 <»> <1 — 5. Произведение в правой части (2.14)
абсолютно сходится при всех s > 0. Пусть 0<е<1. Тогда
достаточно показать, что для всех s >s {r 0, 6, е)

II [1 -<72/+i (5, r0,s)] >1 -е/2.
/=о

Рассмотрим равенство

Н [1-»2/+i<&.''o.s)] =ехр| 2 In [1 -$,,+ . (5,r0,s)]l.
/=0 (/=0 J

Достаточно показать, что для s>s{r0,8,e) >Sj, где Si =r0lb,
оо

2 ff2/+i («.'о. s><e/4- (2-15)
/=о
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Пусть s > max (s^, 2r0). Тогда

2 02/+1 (5, /"o, s)<2\M/-0, -5s),
1=0

откуда сразу следует условие (2.15). Лемма доказана.
Лемма 2.8. Пусть So — произвольное положительное число.

Тогда

Mm P(v, r, s0) = 0,

причем функция P(v,r ,s0) сходится к нулю равномерно
относительно v на интервале [0, 1 ].

Доказательство. Очевидно, что имеет место неравенство

0 < P(v, г, s0 К 1 -g, (v, г, s0) < 2ф (- г + s0),

откуда и следует утверждение леммы.

Лемма 2.9. Пусть функция тг (7) определяется следующим
образом:

1 для I7KI.
*(7>= {^ для 17 I > 1 •

Пусть 5 — произвольное малое положительное число, меньшее

единицы, и пусть

Р5 = {7= Ы<1 -5 или \y\>^ +Ь).
Тогда

г

lim / Ф(х + yr)dx = rt (7),
Г -+ °о — Г

причем сходимость интеграла равномерна Ьтносительно у в
области Г6.

Доказател ьство. Очевидно, что справедливо неравенство

/ Ф(х + 7<")^ - я (7) <2\М-5л),

которое и доказывает лемму.

Лемма 2.10. Пусть функция Qiv.P) задается следующим

образом:

Qiv.P)*-

для 0<|/<1, О<0< 2, или

1 1

для 0<i><—, 1 <к<1,0>2,
0 0

1
для < i><1

1
, 0>2.
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Пусть 5 — произвольное малое положительное число такое, что

6<min {1/2, 1/0}. и пусть 1/(5,0) = {v. для О<0<2,5<^<
1 1

< 5 или — +5<*><1 - 5,для 0>2, О<^<1/0-5, 1/0 +

2 2

+ 5 <у <1 -1/0-5 или 1-1/0+5<^<1}. Тогда lim P(v,r,$r) =

f —ОО

= Q(y, 0), причем сходимость по v равномерна в области И5,0).
Доказательство. Пусть е>0. Тогда при 0>1,л >/-, (Дв),

где л, (0, е ) — достаточно большое число, и любом v,

удовлетворяющем условию 0 < v < 1,

1> II {1 -gk(v,r, 0/-)}>1 -е/2.
А = 3

В силу леммы 2.9

lim {1 -0, (i>,r,Pr)} {1 -52(^л0л)} = Q(t>,0),
,—-оо

где сходимость равномерна по v £ I/ (5, 0). Отсюда

lim P{v,r,$r) = Q(i>, 0)

для всех 0> 1 равномерно по v £ (/(5,0). Пусть теперь 0< 0<1;
тогда

Q<P(v,r,$r)<-\ -gi(v.r,&r),

откуда, согласно лемме 2.9, получаем для 0< 0<1 равномерную
сходимость по v £ V (5, 0) функции Р (v, г

, (1г ), т.е.

Mm PU>, л, 0/-) = Q(t>, 0).
,.-.00

Лемма доказана.

Теперь, испопьзуя доказанные выше леммы, можно получить

некоторые свойства функции вероятности P(r,s). Приведем эти

свойства в виде теорем.

Теорема 2.1. Функция P(r,s) определена, непрерывна и

дифференцируема в области R = {(r ,s) : г > 0, s >0}. Она
является монотонно возрастающей функцией от s при всех г > 0 и

монотонно убывающей функцией от г при всех s > 0.

Доказательство немедленно следует из лемм 2.2 — 2.5.

Теорема 2.2. Справедливы следующие соотношения:

lim P(r, s) = 0 для любого г > О,
s-o

lim P(r, s) = 1 для любого г > О,

lim P(r, s) = 0 для любого s > О,
,.-.00

Р{0, s) = 1 для любого s > 0.
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Доказательство сразу следует из лемм 2.6—2.8 и

равенства (2.13).

Теорема 2.3. Пусть 0 —

произвольное положительное

число. Тогда

lim P(r, 0л)
О для О<0«2,

13-2
для 0>2.

I 9

Доказательство. Пусть 0 > 2 и пусть 0 < 5 < 1 /0 . Тогда

\Р{г, fir) - (0 - 2)/0| < I / (Р(^ л, 0г) -
Г(6,(3)

-Q(f.0)]cft>|+66< / |Р(^,л, Дг) - Q{v,/3)|с/ь- + 65.
V (6,/3)

Это выражение в силу леммы 2.10 можно сделать сколь угодно
малым.

Случай О<0<2 рассматривается точно также.

Ясно, что для 0* =2/(1 -?), где 0<f <1, выполняется

lim Р(г, 0V) = f.

э а
Теорема 2.4. Частные производные —P{r,s) и —P(r, s)

Ъг 6s
непрерывны. Кроме того,

а
—

P(r,s)<0. r>0, s>0, (2.16)
дг

а
P{r.s)>0, л>0, s>0, (2.17)

3s

где равенство имеет место только при г= 0.

Доказательство. Очевидно, что функция P(v, r, s)

положительна в С. Пусть

С0 = {(v,r,s):0^v<-\, 0«/-<fl0, 0<s0<s<S0) .

Из леммы 2.4 следует, что

Э

-г- 9k if. r. s)

— P(v, г, s) = - P(v, г, s) £- ■

(f = r,s).
dt k= \ } -gk(v, г, s)

Легко показать, что функции

1
-, *=1,2,

1 -9kb>.r. s)
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равномерно ограничень. в С0. Точнее, существует положительное

число М такое, что

1

<М, А: =1,2,3,,
1 -9k(v'r'S)

в Сй. Тогда в силу доказательства леммы 2.4 ряд

dt
9k(v. r,s)

*=i 1 -9klv. r.s)
(t =

r, s)

равномерно сходится в С0. Следовательно, сумма ряда
представляет собой непрерывную функцию, что и означает существование
и непрерывность производной

Э 1 6
— P(r, s) = / P{v, r, s)dv {t =

г. s).
Эг o dt

Теперь получаем неравенство

а
дк{и,г.з)'=Ф

+ Ф

целая часть
■

которое выполняется в С0 и означает, что справедливо (2.16)

Кроме того, имеем

а
— 9k^.r,s)
OS

-ф

Отсюда

н
получ

■1

~2.

аем

.�КТ.

-{-1)кХ

, ч то

- (-

]}(

-1)'

к
'

.2. )— -(-1ГИ, *= 1,2,3.

(2.18)

[Л|_,_1,*„>0.
([|-]-(-1)^S<L([|]-(-1)*^-/- +

причем равенство имеет место только при k=^,v=.0 или А: =

= 2, у=1 в первом неравенстве и при л = 0 — во втором. Это и

означает с учетом (2.18) выполнение условия (2.17).
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Для решения оптимизационной задачи, поставленной в начале

этого параграфа, нужно разрешить уравнение Р(г, s) = f
относительно s и г. Этой цели служат нижеследующие теоремы.

Обозначим /7(f) множество допустимых значений величин г и

s, т.е.

fl<f)4lr.s): flr.jXf, r>0, s>0} .

Кроме того, пусть функция sir) —

решение уравнения Р(г, s) = f
относительно s. Свойства этой функции приводим в виде теорем.

Теорема 2.5. Функция s(r) определяется однозначно,
является непрерывной, дифференцируемой и монотонно

возрастающей.

Доказательство немедленно следует из теорем 2.1,
2.2 и теоремы о неявных функциях.

Очевидно, что точка (г, s) принадлежит множеству Я(f)
тогда и только тогда, когда

л > О и 0 < s <s(r),

т.е. кривая s=s(r) является границей множества /7(f).
Теорема 2.6. Справедливо равенство

2
0.Iim s(r)

1-f

Доказательство. Рассмотрим функцию

P{r,s;a) = P(r/a, s/o). (2.19)

Это соответствует случаю, когда дисперсия отклонений есть а2 .

Очевидно, а = 0 соответствует детерминированному случаю,
когда поисковая единица имеет возможность двигаться вдоль

программной траектории.

Зафиксируем некоторые положительные значения г и s. Тогда

Iim P(r, s; a) = Iim P{p, ур),
а—О р

— <*>

где р
= г/а и у

= sir. Следовательно, по теореме 2.3 имеем

(0 для 0<s<2r,
Iim P(r,s;a)= (2.20)
а—О [ (S — 2r)ls ДЛЯ S>2r.

С другой стороны,

[0 для 0<s<2r,
P{r,s;0)= (2.21)

| {s-2r)/s для S>2r.

Кроме того.

a 1 а /г \\
— P(r,s;a)= p[~.u)\ >0
3s а Ъи \a /|u = .s/a
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для всех о>0. Пусть s(r, a)

P{r,s;a) = i, a>0.

Очевидно, что

2

sir. 0) ■■

решение уравнения

W
(2.22)

Следовательно, jc помощью (2.19) — (2.22) и теоремы о

неявных функциях доказательство теоремы 2.6 завершено.

Теорема 2.7. Имеет место соотношение

lims(r) = 0. (2.23)
/•—О

Доказательство. Пусть е —

некоторое положительное
число. Если для всех положительных г справедливо s(/-)>e, то
по теореме 2.1

1 >P{r, s{r))>P{r, e), г>0.

Так как lim P(r, е) = 1, то существует такое положительное чис-

1—0

ло го, что

}>P(r0.s(r0))>1 -(1 -f)/2,
т.е.

1 +f

i'pu-0.s(r0))>-j->i.
что невозможно. Следовательно, должно выполняться (2.23).

Теорема 2.8. Производная sir) непрерывна и

положительна. Кроме того,

lim s'(r)= 2/(1 -f). (2.24)

Доказательство. Первое утверждение теоремы
немедленно следует из теоремы 2.4.

Пусть h — некоторое положительное число. Тогда

s<r + /7)-s(r)
=s(r + 0,/?),

h

где О<0Г<1. Пусть е — положительное число. По теореме 2.6

is(r) -*2r/<1 - f)l < eh/2 для г>г(е),

где г(е) — некоторое достаточно большое число. Следовательно,

для всех r>r(e) имеем

s'(r + Qrh)
W

1 Г

W
■ir + h) + s{r)

W

s(r + h)-

<е.

что и означает, что (2.24) справедливо.
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Теперь можно рассмотреть проблему разрешимости
оптимизационной задачи

qir)
g(r.s)= =» min, P(r,s)<$. (2.25)

s

Естественно, нужно конкретизировать вид функции q {г ). Введем
обозначение

G(r) = q(r)/sH. r>0.

Сначала докажем некоторый общий результат.

Теорема 2.9. Точка (г', s*) является решением

оптимизационной задачи (2.25) тогда и только тогда, когда s* = s{r*) и

G{r')< Gir) для всех г > 0.

Доказательство. Пусть (г*, s*) - решение задачи (2.25).

Тогда из неравенства g (r', s') <g (r, s) для всех (г, s) € /?(f) и

теоремы 2.5 следует, что G (л*) <G(r) для всех г >0 и s* =s (/-*).
Наоборот, пусть г

*
> 0 будет таким, что G (г*) < G (г ) для всех

г > 0 и s* = s (г*). Тогда легко увидеть, что точка (r*,s") является

решением оптимизационной задачи, так как

gir'.s*) = G(r*) < GirX qH/s = gir.s)

для всех (r, s) € /?(f).
Теорема 2.10. Пусть функция q(r) удовлетворяет условиям :

1) о(0) > 0;

2) о(л) монотонно возрастает и непрерывно дифференцируема;
3) о'(0)=0.

Тогда достаточным условием разрешимости оптимизационной

задачи (2.25) является условие

rq'ir)
lim > 1.
i~-~ q(r\

Доказательство. В условиях теоремы функция G (л )
непрерывно дифференцируема и монотонно убывает.
Следовательно, G'{r) <0 для всех достаточно малых г . Точки минимума этой

функции можно найти из уравнения

GV) = 0, (2.26)

которое эквивалентно уравнению

s'(r)
_ _£_'И

sir) q(r)
(2.27)

Теперь для некоторого достаточно малого г0 справедливо

неравенство

sir) q'ir)
> для всех 00 < л0. (2.28)

Sir) qir)
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В силу теорем 2.6, 2.8

rs'(r)
lim = 1.
r-*= s{r)

Следовательно, из условия теоремы следует, что

q'(r)lq(r)
lim —;

■ > 1,
г -■» s'(r)/s(r)

что означает справедливость неравенства

s» q'lr)
< для всех г >R0, (2.29)

S{r) q(r)

где /?о — достаточно большое число. Так как функции s (г ) и q [r )

непрерывно дифференцируемы, то уравнение (2.27) (и,
следовательно, (2.26)) имеет по крайней мере одно ограниченное решение. В

силу условий (2.28) и (2,29) это означает, что функция G (г )
имеет конечную точку минимума. С учетом теоремы 2.9 теорема 2.10

доказана.

Рассмотрим теперь в качестве приложения изложенной выше

теории следующую задачу. Судно тянет на буксире поисковое

оборудование, крючья или траловую сеть. Пусть площадь

оборудования, находящегося под водой, равна F {г), где 2л — ширина
захвата. Тогда мощность W, необходимая для буксировки этого

оборудования со скоростью v
, выражается, как известно, формулой

W = kF(r)pv3l2,

где к и р
— заданные постоянные. Следовательно, полная мощность,

необходимая, чтобы судно и поисковое оборудование двигались со

скоростью v
, имеет вид

W = [a+bF{r)] v3.

Если максимальная мощность судна равна Wo. то максимальная

скорость будет

ty a +bF(r)
'

и функция q[r) имеет вид q(r) = ya+bF{r).
Предположим, что функция F (г) дифференцируема и

удовлетворяет условию

rF'(r)
lim • = Зс,
г—«о F{r)

где с > 1. Тогда

rq'(r)
lim — = с> 1.
г-«о q(r)
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Оптимальную ширину поискового оборудования и оптимальное

расстояние между параллельными ходами можно теперь найти с

помощью теоремы 2.10.

Практически функцию вероятности P[r , s) трудно вычислить

из-за наличия в ее выражении бесконечного произведения. Поэтому
можно попытаться найти для функции P(r, s) некоторую

аппроксимирующую функцию P{r , s), которая обладала бы в основном

теми же свойствами, что и P(r ,s}.

Кроме того, учитывая, что в оптимизационной задаче (2.25) было

ограничение

P(r,s) < f,

потребуем,чтобы

P(r, s) < P(r, s). (2.30)
Л

Очевидно, что в качестве P(r,s) можно выбрать функцию

PK(r,s) = / П<1 -gk{v.r,s)} dp,
О k-l

которая, конечно, удовлетворяет условию (2.30). Кроме того,

Рк {г, s) обладает всеми свойствами функции P(r , s),
обсуждавшимися выше, за единственным исключением

lim Рк{г,5)=[2ф{-г))к,
s-0

/-> 0.

Число К можно выбрать так, чтобы удовлетворить требованиям
точности на рассматриваемом интервале. Пусть s^ (г ) — решение

уравнения

Рк (г. s) = f.

Очевидно, что

0<sK[r)<s(r), r>0,
и

lim s/сП = 0,

где г 0
— решение уравнения

Ф(~г) = - f,//r

Остальные свойства функции s (л) будут справедливы и для

аппроксимирующей функции s (г ).
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§ 3. Зависимые гауссовские поисковые единицы

Рассмотрим ситуацию, когда поисковые единицы пытаются

двигаться параллельно, сохраняя между собой постоянное расстояние.

Очевидно, что отклонения двух соседних ходов сканирования от

программных прямых, по которым должно было бы происходить

движение, влияют друг на друга. Предположим, что область, в

которой нужно производить поиск, представляет собой
прямоугольник со сторонами 7" и S. Предположим еще, что программные

траектории, по которым должны двигаться поисковые единицы,

выражаются в виде

1

ук■=■ (Аг - 1) s + — s, к = 1, 2 п, s = S/n.

Реальные же траектории, как и выше, следующие:

У
= УкМ =

Ук + ПкМ,

где rj(x) = {п, (х), г)г(х) Vn^*)} — "-мерный стационарный га-

уссовский случайный процесс, обладающий свойствами

Е{т?{х)} =0, Е{т/(х)т?{х + И) = B„{v,s),

где означает транспонирование и

[S„(0, s)]kl = E{i?*«x)t},(x)} = [pis)]1*"".

Функция p(s) предполагается непрерывной, монотонно убывающей
и обладающей свойством

Mm pis) = 0.

Пусть множество D„(u), 0 <u <S, в пространстве R„ определяется
следующим образом:

D„(u) = {v. vGR„, vk <(/ — yk
— г или vk > и — yk + r) .

Обозначим

B„ = BJO, s).

Тогда вероятность необнаружения представляется в виде

Pir.s) =

1 * f 1
, ,

1
/ / ехр I v B„ v I du dv.

S(2ir)"l2\B„\~ll2 о d„{u)

Если рассматривать только те два параллельных хода, которые

являются ближайшими к действительному положению цели, то

получим следующую аппроксимацию:

1 *

2vs\J | В2\' о о%(и)
P{r,s) =- )===: I I exp (—у Bll v) du dv,
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где

D2{u) ={v: v£R2, vk<u - {k — ^)s-r или

vk > u- ik - 1) s+r, к = 1, 2}

\ p(s) 1 /

известие

S2 = B2(0,

Выпишем известное соотношение

exp

27гч/ТвГГ *=0 *!

где ф(кЧх) —

производная Аг-го порядка от функции нормального

распределения Гаусса. Следовательно,
1

P{r,s) = / (1 - [ф(из + г) -
о

- <Mus-r)]}{l - [фШ -u)s+r)-

- ф((] -u)s-r)]) du +

°° I ols) I * •

+ 2 — / (</*> (t/s+r)- *(*>{«я-г)1 X
* = i AM о

X [\!/(кЧП -a) s + r) - ф(к) '(1 -t/)s-r)J du.

С другой стороны, положим

ехр

'И^!, V2, р) =

/ у? -2pv1v2 + v2\

V 2(1 -р2) /

2ttv/i -р2'

Тогда, пользуясь известным соотношением

а Ь

/ / ФЫ,, v2, р) <У|/, с/1^а =

_ оо _ оо

р

= iMa) <М<Ь) - / Ф(э, Ь; z)dz,
о
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получаем другое выражение для функции Р (г, s) :

1

Plr.s)
= / {1 - [^(us+r)- \l/(us-r))}{-\ - №((1 -M)s+r)-

0

1 P(S)
<■

-^((1 -</) s-г)]} du + J du f dz X
о о

X {Ф(«5 - г, _ (i _ u) s - г; г) - Ф(«я +r, - (1 - t/)s - r; z) -

-Ф(1/5-г, - (1 -и) s + r; z) - Ф(«5 +г, - (1 - и) s +r; z }.
(3.2)

Выражения (3.1) и (3.2) замечательны тем, что по сравнению со
Л

случаем независимых поисковых единиц к функции Р2 (г , s) до-
бавпяются спагаемые, учитывающие впияние коррепяции. Поэтому
воздействие различных функций р можно изучать отдельно.

Поведение P(r , s) как функции от s в общем случае изучить
довопьно трудно. Единственно возможным вариантом

представляется изучение свойств функции P(r, s) путем численных

расчетов, проведенных для функций pis) разпичного вида. Эти расчеты

в настоящей работе не производятся. Однако без всяких

трудностей можно установить, следующие свойства функции Р(г, s) :

lim P{r,s) = 1, s>0,
г—О

lim P{r,s) =0, s>0,

lim P(r,s) = 1, r>0.
s —oo

Для предельного случая p(s) = 1, s > 0, легко показать, что

lim

.V—» оо, rt-»oo

S/П - S

P(r,S) =

0

s --2r

для 0< s <2r

для s >2r .

В самом деле, p(s) = 1 означает, что

t?i U) = Ч2(х) =
. . .

= rj„(x)

и,следовательно,

Q(S)

/><r,s) =

S о
iM-S + r + u)+ ф(-и + —- r) du.

[n - 1) (s - 2/-)
-+ Q{S).

0<s<2r,

s>2r.

где limQ(S) = 0.
£-»°o
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§ 4. Отклонения, описываемые диффузионным процессом

Достаточно хорошей гипотезой при изучении отклонений

реальной траектории при параппепьном сканировании от программной

прямой явпяется спедующая: считать, что эти откпонения

описываются диффузионным процессом. Такой процесс в достаточно

общем виде удобно описывать (см., например, [43])

стохастическим дифференциальным уравнением

dn(t) = aln(t)l dt+ olriit)] dwlt). (4.1)

Здесь предпопагается, что w (г) — винеровский процесс.
Коэффициент а[т)] описывает правипа действий рупевого. При
определенных усповиях уравнение имеет решение rj(f) с переходной
функцией Р (Г, х, Г) |f > 0, х £ Я, Г С В, где В есть а-апгебра борепев-
ских множеств в пространстве Я), обладающей при всех е > О,
h >0 следующими свойствами:

f P(h,x,dy) =
о (Л),

/ {y-x)P{h,x,dy)=a(x)h+o(h),

/ W-x)2 P(h, x, dy) = 2о2 {х) h + o(h).
|y-Jf|<e

Пусть снова программные траектории задаются в виде

у
=

ук
= (к - 1) s + s/2, к = 1,2 п,

где s = S/n. Тогда вероятность необнаружения будет такой:

P,(r,s) =

1 Г S и

= / du I dv П {1 -P(t/, 0, [v- yk -r, v-yk +г])}
ST о о *--i

(4.2)

для спучая, когда поисковые единицы могут начать движение в

нужных точках.

Рассмотрим теперь один хорошо известный диффузионный
процесс.

Если рулевой в состоянии измерять ипи оценивать отклонение

корабпя от программного курса, то естественно считать, что он

корректирует курс тем сильнее, чем дальше корабпь уходит в

сторону от программного курса. Простейшая функция а\т)\,
описывающая такое воздействие на траекторию, имеет вид а [х) =—ах,

где а > 0 —

некоторая постоянная. Второй чпен в правой части
уравнения (4.1) представляет собой случайную составляющую
откпонения. В спучае корабля такое отклонение могло бы быть

вызвано волнами на море. В простейшем спучае можно считать, что
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o[r; j = 1. Таким образом, выбирая

з(х) =
—эх, а(х) = 1,

приходим к так называемому процессу Орнштейна—Уленбека.
В этом спучае дпя переходной ппотности вероятности попучаем

выражение

Pit, х, у) =

г
• ехр { } ,

(4.3)

у/2тто2 [1 - р2 (f)J > 2a2d-p2(f))i

где a2 = 1/2<э и p{t) = е-0', а для вероятности необнаружения
(т.е. вероятности того, что процесс сканирования не приведет к

обнаружению цепи) имеем следующий интеграл:

PT(r.s) =

1 т s п

= — / du / dv П {.1— Р(и, 0, [v- уу -r.v- yk +/-])),
S7" о о *=]

где

Р(и,0, [а.Ь]) = ф(
Ь

. .)- «//( .

а

■ ,).
Очевидно, что предепьная ппотность вероятности существует и

равна

"W =

^—2 ехР'
27ГО ■(-£)

Следовательно, нетрудно показать, что

lim Pr(r, s) =

/д{'-К^)-*(^)]>'S

Поэтому теория настоящего параграфа применима к рассмэтривае-

мому случаю при условии, что 7" достаточно велико.

Легко показать, что при малых 7" функция PjKr, s)
удовлетворяет следующим условиям:

Mm PT{r, s) = 1, s>0,

Mm PT[r, s)= 0, s>0.

Во многих приложениях поисковое судно можно считать

начинающим движение из заданной точки и приходящим на другом

конце хода сканирования тоже в заданную точку. В этом спучае можно

было бы предположить, что траектория является гауссовским спу-
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чайным процессом с нулевым математическим ожиданием и с

дисперсией, имеющей спедующие свойства:

а(0, Г) = а(Т, Т) = О,
(4.4)

а(и, Т)>0 для 0<и< 7".

Этот случайный процесс иногда называют "броуновским мостом".
Пусть, например,

a(t, Т) = a„t(T- t);
тогда

PV 2o,2,t(r-t) /
ex

P(t,x,y) =
,

V2?roJf(r-f)
Наконец, рассмотрим процесс Орнштейна—Упенбека 77(f) с

условиями

77(0) = п(Г) = 0.

Так как предполагается, что поисковая единица в моменты

времени (=0 и f = Г находится в заданных точках, процесс можно

было бы назвать "мостом Орнштейна—Упенбека". Мы снова попучим

плотность вероятности р (f, х, у), которую затем можно

использовать в развитой выше теории.
Начнем с обычного процесса Орнштейна—Упенбека l?(f) с

переходной вероятностью (4.3), где а2, = 1/2э и p(f) = e~al'. Тогда
из уравнения

Р {Hit) е (а, Ь], тЦГ) € [с, d] | 77(0) = 0 > =

Ь d

= / dv f dyp{t,0,v)p{T-t, v.y), 0<f<r,
в о

следует, что функция ппотности распредепения случайного вектора

Ivit), 7){Т)] задается в виде

\у - р[Т - t) v]2
expi

1 2ао2(1 p2(f» 2а„2(1 -p2lt))
f(v,y) = ~

. (4.5)

2тта^ч/(1 -p2(f))(1 -p2(T-t))'

Тогда функция ппотности для T)(f) попучается из (4.5) с помощью

обычного перехода к условной вероятности

I б2 (Л у2 >

9ХР f
~

2a20[82(t)+82(T-t)-82(T)] I
p(f, 0,/) =

\/2itol
62(f)+62(r-f)-62(r)

52(Г)

где 52(f) = 1 _ p2(f) = 1
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Очевидно, этот процесс удовлетворяет условиям (4.4) .

Вероятность необнаружения получается из (4.2).
Выше мы приводили без доказательства выражения для

плотности переходной вероятности р (t, х, у) для некоторых случаев,

представляющих практический интерес. Не было, однако, показано,
как именно эти выражения получаются из стохастического

дифференциального уравнения (4.1) . Получим сейчас выражение (4.3)

для плотности переходной вероятности процесса Орнстейна — Улен-

бека. Уравнение диффу-зии, как уже указывалось выше, имеет в

этом случае вид

dT}(t) = -er}(t)+dw(t). (4.6)

Решение Стохастического дифференциального уравнения (4.6), —

случайный процесс 77(f), —и функция плотности переходной
вероятности р (f, х, у) — связаны между собой следующим образом:

p{t, х, y)dy= P{y< nit) < у + dx 1 т}(0) = х ) , (4.7)

т.е. р (t, х, у) dy — вероятность того, что случайный процесс r;(f)
достигает в момент f > О значения внутри малого интервала (у, у +

+ dy), при условии, что в момент f = О выполнялось условие т;(0) =

= х. Как показано в теории марковских процессов, функция
р (t. х, у), относящаяся к стохастическому дифференциальному

уравнению (4.6), удовлетворяет следующему уравнению в частных

производных, так называемому уравнению Фоккера — Планка —

Колмогорова (см., например, [44]) :

bp(t,x, у) Э 1 Ъ*р(х,х.у)
а (yp(t,x,y))+ ; (4.8)

dt dy 2 ду
с некоторым начальным условием

р(0, х,у) = h (к).

В рассматриваемом частном случае

h(y) = 6 (у-ко). (4.9)

где 5 (х) — дельта-функция.
Это означает, что поисковая единица в момент f = 0 точно

находится в начале программной траектории. Будем теперь решать
только что сформулированную задачу Коши (следуя при этом § 3.2 из

[45]). Сделаем сначала подстановку г = at и г = у\/2ав (4.8),
тогда уравнение (4.8) принимает вид

Ы(т,г) Ъ2Пт,г) ЪПт.г)
+ г + f(r, г), (4.10)

Ът дг7 Ъг

го

■£■где введено обозначение f(j,z)
sPla sf2a

Будем решать уравнение (4.10) с начальным условием

М0,г) = Мг). (4.11)
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Имеется еще естественное граничное условие

f (г, г) = 0 для I г| = °°.

Применяя метод раздепения переменных, придем к спедующей
функции, удовлетворяющей уравнению в частных

производных (4.10) :

fir. г)- £ A^-^D^He-2'14, (4.12)
и = 0

где Оп(г) — так называемая функция Вебера л-го порядка:

0„(г) = (-1)"е-г2/4-^- е*1'4.

Из условия (4.11) получаем соотношение
оо

Л(г) = 2 А„Оп(г)е-г114, (4.13)
л=0

из которого, в сипу свойств функции Вебера, следует
1 +«■

Ап = / D„(z)h(z)e-zil4dz. (4.14)

Так как функция Вебера обладает свойством

Оя(г)0„(Х)
_пт

«О-'�*'>/«
2—

п »- * -nvv

е
,

п=о т! ,/! _в-
2т

f и2 + Х2 -2/Ле_т )
X ехр -■

у- }, (4.15)
I 2(1 -e~2r)I

то выражение (4.12) может быть переписано в виде

1
-

| (у-\в-т)2\ Л(Х)сГ(Х)
f(т. г) =

—,

■ / ехр--
—-[-====- . (4.16)

yfb? -~ I 2(1-е-2т) I \Л е~2т

Подставляя сюда начальное условие (4.9) :

МО, г) = &(г-г0),

из (4.16) получаем выражение

1

_-2

/ (г-г0е-т)2 |
=1 ехр { � К (4.17)
т) I 2(1 -е~2т) Гл/2я (1 -е"

которое в старых переменных г и х принимает вид

р(г,х,/) =
■ =; ехр] у-—}, (4.18)

>/2я(1-в-2«') I 2(1-е-2а') /
что в точности совпадает с функцией ппотности переходной
вероятности (4.3)



ГЛАВА VIII

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАКОНА ОБНАРУЖЕНИЯ

§ 1. Поиск целей, распределенных на плоскости

по закону Пуассона, с помощью летательного аппарата

Пусть имеется плоская область, например поверхность моря,
на которой по закону Пуассона с функцией плотности р(х, у)
распределено некоторое множество идентичных целей. Это
означает, что вероятность того, что внутри элемента площади AF

находится какая-то из целей, выражается в виде

р{х, y)AF + o(AF).

В приложениях функцию р(х, у) довольно часто можно считать

постоянной.

Предположим, что поиск целей, о которых идет речь,

осуществляется с использованием летательного аппарата
— самолета или

вертолета
—

совершающего облет заданной области с постоянной

скоростью, но на переменной высоте. Целью поиска является

обнаружение возможно большего числа целей.
В предшествующих рассмотрениях мы обычно считали, что

система поиска может быть представлена либо функцией
плотности поиска (стратегией поиска), либо функцией поискового

усилия. В случае же поиска с воздуха, оказывается, проще

использовать более конкретные законы обнаружения. Очевидно,
что если летательный аппарат находится на небольшой высоте,
то он будет отчетливо "видеть" цели, но область обнаружения
аппарата будет при этом ограничена довольно малой величиной.

Наоборот, высоко летающий аппарат дает возможность

наблюдать достаточно широкую область, но цепи при этом могут
остаться необнаруженными из-за того, что они, возможно, имеют

малые размеры. Следовательно, когда поиск осуществляется
описанным способом, существует, очевидно, некоторая оптималы

ная высота полета.

Опишем теперь процесс поиска более подробно, следуя при
этом результатам работы Перко [46].

Пусть поисковый аппарат летит на постоянной высоте h с

постоянной скоростью v вдоль направления, которое мы примем за

ось х. Аппарат посыпает на поверхность некоторые
обнаруживающие "импульсы", поток этих импульсов имеет интенсивность

X и явпяется пуассоновским. Точки на поверхности, в которые
попадают импульсы, распределены с плотностью вероятности

f(£, 17), где £ и т}
—

декартовы координаты, движущиеся вместе с
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летательным аппаратом, причем оси £ и rj параппепьны осям х

и / соответственно.

Пусть g(h, r) —

вероятность обнаружения цепи при условии,
что импупьс в нее попадает. Здесь г —

расстояние вдопь
поверхности от цепи до проекции петатепьного аппарата на эту
поверхность. Мы предполагаем, что размерами цепей можно пренебречь
в том смысле, что функции fCt,, т\) и g(h, r) в пределах каждой

цепи считаются постоянными.

Пусть летательный аппарат в момент t = 0 находится над
началом координат. Тогда вероятность того, что он пошлет в

течение времени (t, t + At) импупьс, который попадет в

достаточно малую цепь с площадью а (с центром в точке (х, /)) и

обнаружит ее, выражается в виде

~kag(h. V(x - vt)2 + y2')f (x -vt,y)At + o(At). (1.1)

Поэтому общее количество импульсов, которые "поражают" и

обнаруживают цепь в точке (х, у), когда летательный аппарат

движется вдопь оси х от — °° до °°, распределено по закону

Пуассона с математическим ожиданием

F(y) = / g(h. \/и2 +y2')f(u. y)du. (1.2)

Вероятность обнаружения цепи, находящейся на расстоянии у

от траектории петатепьного аппарата, по крайней мере одним

импульсом, есть 1 — exp(-F(/)). Для множества цепей,
распределенных по пуассоновскому закону с плотностью р(х, у),
функция плотности обнаруженных цепей имеет вид

р(х, у) = (1 - exp(-F(/)))p(x, /).
Мы будем рассматривать также случай, когда наблюдатель

находится на высоте h над началом координат в течение

определенного времени 7". При этом плотность обнаруженных цепей

выражается так:

р(х, /)=р(х, у){ 1 -exp(-laTg{h,y/x2 + y2')f{x, у)) } . (1.3)

Будем далее считать, что р(х, у) =

ц
= const. Кроме того,

ограничимся в дальнейшем рассмотрением трех случаев:

а) поисковая единица неподвижна, область поиска —

круг;
б) поисковая единица движется, импульсы ограничены

плоскостью;

в) поисковая единица движется, область поиска — круг.

Случай а). Наблюдатель зафиксирован, а импульсы
ограничены кругом радиуса R с центром в начале координат. Плотность

импульсов f(l-, т)) считается зависящей топько от г, в попярных

координатах эта функция имеет вид f(R, г). Тогда среднее число

обнаруженных за время 7" цепей с помощью (1.3) выражается в

виде

S(h,R)=2ixn / л(1 -exp(-XaTg(h,r)f(R.r)))dr. (1.4)
о
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Случай б). Импульсы распространяются в плоскости,

перпендикулярной направлению полета, т.е. плотность f(%, т\) имеет

вид f\ (т\)Ь (£), где б(£) — дельта-функция. Тогда из (1.2) получаем

Ха
F(y)=

—

g(h,y)fl(y). (1.5)
v

Случай в). Предполагается, что плотность поисковой

единицы та же, что и в случае а), но она при этом движется со

скоростью v . Тогда из (1.2) имеем

( 2Хя я 1 (R, r)dr
/ rg(h, r) i ■ для |/| < R,

F(/) = v \y\ у/Г -у1 (1.6)

I 0 для |/|> R.

Случай в) можно в силу симметрии также использовать

тогда, когда область поиска является полукругом или четвертью

круга, ограниченной радиусами, параллельными координатным
осям.

Функция g(h, r) есть вероятность того, что цель обнаружена,
как только ее "поражает" импульс. Обычно используется
вероятность обнаружения в виде так называемого обратного
кубического закона

Bh

5г(Л, л) =—===—, (1.7)
(\/h* +л2)3

где В — постоянная. Это просто означает, что вероятность

обнаружения небольшой плоской цели пропорциональна

телесному углу, под которым цель видна поисковой единице. Из (1.7)
видим, что функция g(h, r) может принимать значения, большие

единицы. Однако эта функция всегда умножается на

коэффициенты вида \a/v. Фактически можно считать, что выражение

Ха
— g(h, г) в (1.5), например, есть скорость обнаружения, исполь-

v

зуемая- Купманом в [3], когда поиск предполагается
непрерывным. Следовательно, если импульсы и цели распределены по

Пуассону, то модель эквивалентна случаю с непрерывным поиском.

В случае плохой видимости вводится член, учитывающий
экспоненциальное затухание:

g(h,r)= —.

Bh
. exp(-ky/h2 +r7'). (1.8)

(vV+r2V
Начнем теперь искать оптимальные значения параметров Ли/?.

Мы снова предполагаем, что плотность распределения целей р(х, у)
постоянна и равна ц.

Если расстояние R является максимальным диапазоном

распространения импульсов, то среднее количество обнаруженных за
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время Г целей выражается в виде

R

S[h,R,A) = S т{уЮ -exp[-AF[h,R,y)))dy, (1.9)
о

где

т( у) = 2vfiy в случае а),

m(y) = 2(iTv в случае б), когда горизонтальная (1.10)
плотность f \(т) является четной

функцией, и в случае в).

Коэффициенты В, v, а и другие, учитывающие состояние

внешней среды, в (1.9) обозначены А. Эффективная горизонтальная
плотность импульсов F [h, R, у) определяется по формулам (1.4) —

(1.7) с учетом максимального радиуса R.

Будем предполагать, что скорость обнаружения д (h, г) —

всюду

непрерывная функция, кроме, быть может, точки (Л, у) = (0, 0),
и что она обладает свойствами

sup g(h, г)-+0 при h ->■ 0 или Л-»-00,
г> л >о

sup g(h, r) -*■ 0 при г-*°°.

Что касается плотности импульсов f (R, %, т\) ,
то предположим,

R

что маргинальная плотность / f (R, %, r\)d% непрерывна относи-

-R

тельно R при каждом т\, когда | tj| < R. Кроме того, пусть

SSf(R,Z,V)dZdn-+0 при R-*°°
с

для каждого ограниченного прямоугольника С. Это условие

означает, что импульсы распространяются на всей плоскости, если

область расширяется.

Обозначим S (h, R, А) средний выигрыш (среднее количество

обнаруженных за время Т целей) . Можно показать, что при
сделанных предположениях S(h, R, А) ■-* 0 при h -►О или h -»-00,
причем сходимость равномерна относительно R, и, кроме того,
S[h, R, А) ->■ 0 при R -»■ 0 или R-*°° равномерно относительно h.

Функция S(h, R, А) также является непрерывной. Поэтому

существует по крайней мере одна конечная точка (h*, R*), в которой
функция S[h, R,A) достигает абсолютного максимума.

Легко видеть, что все предположения относительно функции
g[h,r) выполняются для функций (1.7) и (1.8).

В случае обратного кубического закона (1.7) вероятность
обнаружения является Однородной функцией по Л и у. При
таком предположении мы получим простой результат для

оптимальных значений h и R и их зависимости от параметров среды.

Пусть F[h, R, у) и л?(у) в (1.9) — неотрицательные
однородные функции h, R, у степеней к и п соответственно. Тогда средний
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выигрыш S (h, R, А) можно записать в виде

_

ч

S(h,q,A)=hn+i /m(v)(1 -exp(-AhkF{1,q, v)))dv, (1.12)
о

где q
= Rlh. Если предположить, что производные F/, (h, R, у)

непрерывны, то необходимое условие максимума по h функции
(1.12) будет выглядеть так:

ч

Si', (h, q,A) =h"Sm(v)Z(v)dv = 0, (1.13)
о

где

Z(v) = (n + 1 )(1 - exp(-AhkF(1, q, v))) +

+ AkhkFtf,q, v)exp(-AhkF(1,q, v)),

откуда вытекает, что к < 0.

Лемма 1.1. Пусть функция s(h, q, A) имеет вид

s(h,q,A)=h"G(A/hk,q), (1.14)

где G (х, у) — дважды непрерывно дифференцируемая функция.
Пусть hi > 0, qo > 0 — точка регулярного локального экстремума
функции s(h, q. А) при некотором А0 > 0. Тогда все точки вида

h*(A)=C„Ai/k, q*(A)-ql (1.15)

являются точками регулярного локального экстремума функции
s{h ,q,A); при этом коэффициент С/, выражается в виде

Ch=hlAoUk. (1.16)

Кроме того,

s(h*(A),q*(A),A)=CsA"/k, (1.17)

где

Cs = G(Cbk.q'0)C"h. (1.18)

Доказательство. Легко видеть, что производные

функции s(h,q. А) имеют вид

**=""n"^' *4=»"*i>
n

(1.19)
S/i/, -h z3, sqq-hzn, shQ-h zs,

где Zi,. .
., Zs — функции, зависящие только от Alh и q. Тогда,

если при А = А0 регулярным локальным максимумом функции
s(h, q, А) является точка (Ло, <7о), то в силу (1.19) имеют место

соотношения

h"~1z1(x,y) =0, h"z2(x, y)=Q,

п2"-2(гъ(х,у)гь(х,у)-гъ(х,у)7)< 0,

где х = A0(ho)
~~k

и у
- ql. Следовательно, если Ah~k = A0{ho)~k
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и q
= ql, то s/,

=

sq
= 0 и shhsqq

- (shq)
7
< 0 для всех A > 0,

поэтому точка (Л, g) , задаваемая формулами (1.15), является

регулярным локальным максимумом функции s{h, q. А) .

Как следствие полученного результата, сразу устанавливаем,
что верна

Теорема 1.1. Пусть F (h, R, у) и т(у)
— дважды

непрерывно дифференцируемые однородные функции степени к и п > 0

соответственно. Если (h",R*) — точка максимума функции
R

S(h, R,A) =/m(/)(1 -exp(-AF(h. R,y)))dy, (1.20)
о

то для различных значений параметра А отношение радиуса к

высоте R*In* = q' постоянно. Кроме того,

h'=C„A,lk. (1.21)

S(h\ R*,A)-C,A^"+>)lk. (1.22)

где С/, и Cs — постоянные, не зависящие от А.

Из теоремы следует, что вероятность обнаружения в

оптимальном случае для цели, находящейся на расстоянии wR , 0< w < 1,
по горизонтали от траектории наблюдателя, выражается в виде

1 -exp(-ChkF(\,q*,wq*)). (1.23)

Рассмотрим теперь задачу нахождения оптимального

распределения импульсов в случаях а) — в), о которых шла речь выше.

Модифицируя результаты работы [3], можно установить, что

необходимое условие, которому должна удовлетворять функция
f (у) , максимизирующая интеграл

Jm(yW-exrt-g{y)f(y)))dy (1.24)
о

при ограничении

]н(у)Цу)с1у-у (1.25)
о

имеет вид

f(y) = max{0,g-l(y)\og(m(y)g(y)/(AH(y)))}, (1.26)

где Л определяется так, чтобы выполнялось условие (1.25).
Относительно функций, входящих в выражения для интегралов

(1.24), (1.25), предполагается, что они таковы, что эти

интегралы существуют.

Предположим теперь, что во всех трех случаях а) — в) имеет

место обратный кубический закон (1.7).
Случай а). Область поиска фиксирована и имеет вид

круга. Из (1.4) и (1.26) следует, что оптимальная радиальная

плотность имеет вид

f(r) = (h2 +/-2)3/2ИЛГ'1од(Л(Л2 + л2Г3/2), (1.27)
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где А = ХаТВ. Существует определенное значение R такое, что

логарифм в (1.27) меньше нуля при r>R. Следовательно,
окончательно получаем

3(2Ah)~Uh7 + л2)3/21од((Л2 + R2)/(h2 + r2))
МЯ,л)= для г < R, (1-28)

. О для r> R.

Максимальный радиус R определяется так, чтобы выполнялось

условие (1.25), где H{y) = 2ny. Для Л имеем уравнение

Л4 = 25(6я)-'у4(р5 - 1 - 51одрГ', (1.29)

где р
= \Л + (Л/Л)2'. Используя выражения (1.28), (1.24) и

принимая гп(у)
= 2лцу, для среднего выигрыша за время 7"

приходим к выражению

S(h, R,A) = n(n/6)l/2Q(p)Al/2. (1.30)

где

Q(p) = (3p5 -5р3 + 2)p~3(ps - 1 -51одрГ,/2. (1.31)

С ношения q
= R/h, максимизирующего (1.30), равно = 2,42.

Случай б). Наблюдатель движется, посылая импульсы,

распространяющиеся в некоторой плоскости. Как и в случае а),
получаем выражение для Л из (1.25) в терминах функции от q

=

= Я/Л:

h*(q) = V(q)-l/3Axl3, (1.32)

где А = XaB/v и

я

И<?) = 3/(1 + u2)3/2log((1 +<72)/(1 +u2))du. (1.33)
о

Оптимальное значение q выбирается так, чтобы средний выигрыш
за время 7":

<J

S{h,q,A)
= 2iivTh"(q)S(1 -((1 +w2)/(1 + q2))3/2)du =

2tivTh,(q) *-%<Wr"

(1 + <72Г3/21од(<7 + (1 + ?2)1''2) (1.34)

был максимальным. Оптимальное значение q получается равным

^=3,06. После этого оптимальная высота Л* может быть найдена
из (1.32).
Случай в). Наблюдатель движется, а область поиска —

круг.
Из (1.6) следует, что эффективная плотность поиска на расстоя-
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нии у от траектории наблюдателя есть

F(h,y) = 2nav-1 J rg(h,r)f(r)(r2 -у2Ги2с/г. (1.35)
lyl

Используя хорошо известную формулу обратного преобразования
Ганкеля, получаем из (1.35)

7 (г) = -(Хтгзу-1 rg(h, г))"1—f yF(h, y)(y2 -r2rll2dy. (1.36)
Ъг *

Ограничение (1.25) в этом случае имеет вид

2тг/ ri(r)dr=\. (1.37)
о

Подставляя (1.36) в (1.37) и интегрируя по частям, преобразуем
ограничение (1.37) к виду

/H(h,y)F(h,y)dy = \a/(2a), (1.38)
о

где у

Hih,y)*g(h,0)-* -

у f gr(h, r)g(h, г)-2 {у1 - r2rU2dr. (1.39)
о

С помощью (1.26) находим оптимальную функцию F(h, у) для

обратного кубического закона

F(h, у)
= max{0, log(w(R/h)/w(y/h))}, (1.40)

где
3 ,2 j.

3
..,, . ,.2,w(u) = 1 +- и2 +-«(1 + «2)arctgu. (1.41)

2 2

Условие (1.38) дает следующее выражение в терминах q = R/h:

q

h'(q) ={ 2/ w(u)\og(w{q)/w(u))du }~ l/34 1/3, (1.42)

где теперь /4 = XaB/v. Тогда средний выигрыш за время Т имеет

вид q

S(h, q, A)
= 2[ivTh* (q) /(1 - w(u)/w(q))du. (1.43)

о

Это выражение достигает максимума при q * 2,34.

Оптимальная плотность импульсов f (г) может быть получена путем

подстановки F (h, у) с оптимальным значением h в выражение (1.36).

§ 2. Видимость в лесу

Когда некоторая поисковая единица стремится обнаружить
цель в лесу, то эта цель обычно частично или полностью скрыта

за деревьями. Чем больше расстояние между поисковой единицей

и целью, тем больше, очевидно, будет вероятность необнаружения.

224



Подобная ситуация возникает и при поиске в море между

островами некоторого архипелага, когда цель может находиться за

островами.

Типичным примером первой из упомянутых ситуаций поиска

может служить поиск человека, заблудившегося в лесу. Во

втором случае это может быть спасательная операция на море, кЪгда

с помощью поисковых кораблей ищут дрейфующее судно.

Рис. 2.1

Будем обсуждать проблему видимости применительно к лесу.

Все результаты легко переносятся и на случай архипелага.
Предположим, что наблюдатель смотрит по направлению цели,

которая находится за деревьями в лесу. Тогда возможны,
например, следующие характеристики для оценки видимости цели:

1) вероятность того, что цель полностью скрыта;

2) общая площадь видимых участков цели;

3) площадь наибольшего видимого участка.
В последующем изложении мы будем использовать следующие

упрощающие предположения:

1) деревья образуют однородный пуассоновский ансамбль
со средней плотностью X деревьев/м2;

2) цель закрывается (затеняется) только стволами деревьев,

которые предполагаются круговыми цилиндрами;

3) диаметры деревьев — независимые и одинаково

распределенные случайные величины с некоторой функцией распределения;
4) высота цели постоянна и настолько мала, что затененные

и видимые участки ее можно аппроксимировать прямоугольными

полосами.

В последующих рассмотрениях будем использовать результаты

теории так называемых считающих процессов второго рода [47].
Когда цель мала или ее расстояние от наблюдателя велико,

мы не сделаем большой ошибки, если будем считать, что цель

находится на дуге окружности определенного радиуса с

наблюдателем в центре этого круга (рис. 2.1; рис. 2.1—2.3 взяты из

[47]) . Чтобы избежать трудностей, связанных с тем, что

наблюдатель или цель могли бы оказаться внутри некоторого дерева,
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будем учитывать только те деревья, центры которых находятся

внутри кругового кольца, определяемого радиусами R и Q.

Проекции центров деревьев на цель образуют пуассоновский
процесс со средней плотностью

H
= \K2I2R, (2.1)

где К2 = R2 — Q2. Предположим, что длина цели меньше, чем

2nR — Стах, где Стах — максимальная длина теней на цели.

Следовательно, никакая отдельная тень от деревьев не может

покрывать одновременно оба конца цели, если она не покрывает всю

цель. В этом случае проблема покрытия эквивалентна

следующей хорошо изученной проблеме, которая рассматривается в

контексте считающих процессов второго рода [47].

Стационарный пуассоновский процесс с плотностью ц

реализуется вдоль некоторой прямой. Каждая точка процесса есть

левая конечная точка некоторого интервала. Длины этих

интервалов независимы и одинаково распределены с функцией

распределения С(г) и с математическим ожиданием С. Предположим,
что lim C(z) =0.

г->0

Точка на прямой считается покрытой, если она принадлежит
по крайней мере одному из вышеупомянутых интервалов.
Покрытые и непокрытые участки прямой образуют альтернативный

процесс с восстановлением (рис. 2.2).

Пусть некоторый интервал выбирается на прямой независимо

от процесса покрытия. Тогда проблема видимости, о которой

шла речь выше, может быть переформулирована в терминах

покрытия этого интервала, порождаемого альтернативным
процессом с восстановлением для затененных и свободных интервалов.

Сделаем небольшой обзор некоторых фактов из теории

альтернативных процессов с восстановлением [47].

l<>' I
-ftiT «f

с,

<;r i Г
*2 Пг

«2

<1

*лг Чз

«*

Рис. 2.2.

Обозначим £/ длины свободных (открытых) участков, а щ

длины соответствующих покрытых участков. Кроме того, пусть

£/ + V,
= £>. / = 1, 2, . . . Точки 0, f,, f, + f2, f, + f2 + fa.•• •

образуют процесс с восстановлением. Ппотность его обозначим

r(t). Известно, что

r(z) = /iCU)exp(-/i J (1 - Ciu)) du). (2.2)
о

Функция r(z) ограничена и интегрируема.
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Пусть f(t) — функция плотности для величин f;-, / = 1, 2, . . .

функции f (г) и г [г) связаны уравнением восстановления

r(z)=f(z)+ff(z-u)r(u)du. (2.3)
о

Решение уравнения (2.3) единственно, ограничено и абсолютно

интегрируемо на каждом ограниченном интервале. Кроме того,

f(0) =0, так как г (0) =0.

Функция распределения длин свободных участков имеет вид

G(z) =1 — e~MZ со средним значением G = 1/ju . Пусть
функциями распределения величин tj; и f;- будут Н (г) и F (г)

соответственно со средними значениями Н и F'. Обозначим H*(s) и F*{»)
соответствующие преобразования Лапласа — Стилтьеса. Тогда
имеем

H*(s)
F*(s)=n (2.4)

(Л +S

откуда
f(z)

H(z) = F(z) + (2.5)
А»

Распределение величины f;- не является арифметическим, так

как f/ есть сумма %j и ц■, где jjj- имеет отрицательное

экспоненциальное распределение. Тогда плотность восстановления г (z) -*

-*■ 1/F при г -*
°°. С другой стороны, из (2.2) следует, что г (z) -*■

-*■ цехр(-цС), где С — средняя длина покрывающих интервалов.
Следовательно,

Р = ехр(цС)/ц (2.6)
и

W
= -lexp(/iC)-1]. (2.7)

Предположим теперь, что альтернативный процесс с

восстановлением, о котором шла речь выше, начинается в точке —М,
и пусть М

-* °°. Тогда вероятности того, что некоторая конечная

точка, не зависящая от процесса покрытия, окажется на

свободном, соответственно на покрытом участке, в пределе равны GIF

и H/F.
Пусть случайная точка, о которой только что шла речь,

попадает на покрытый участок. Тогда функция распределения
расстояния от этой точки до правого конца участка выражается в виде

Hiz) = ^fC\-Hiu))du. (2.8)
Н°

Рассмотрим, далее, первую из возможных характеристик

видимости, упоминавшихся в начале параграфа, — вероятность
полного покрытия цели. При определении этой вероятности нам по-
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мдабится распределение длин теней, отбрасываемых на цель

отдельными деревьями.

Теорема 2.1. Пусть В (г) — функция распределения
диаметра дерева. Тогда функция распределения длин теней,
отбрасываемых деревьями на цель поиска на расстоянии R от наблюдателя,
равна

2 «

C(z)=
— / uB(2us\n(z/(2R)))du, (2.9)
К

Q

где Q — радиус пустого круга вокруг наблюдателя, а К2 = R2 — Q2.
Для малых величин г справедлива аппроксимация

2 R

C(z! = -— / uB(uzlR)du. (2.10)
К2 Q

Ошибка С {г) -С (г) неотрицательна и имеет верхнюю грань
. 2

- и12 \К I
Доказательство. Длина тени, отбрасываемой деревом с

диаметром D, находящимся на расстоянии и от наблюдателя, равна

2/?arcsin (D/2u). Условное распределение C{zlu\ имеет вид С (г /и)
=

= В (2usin (г/2/?)). Предполагается, что деревья образуют

однородный пуассоновский ансамбль. Поэтому функция плотности для

расстояния дерева от центра (наблюдателя) равна 2и1К2 на

интервале (Q, /?). Уравнение (2.9) уже не зависит от и.

Пусть а = zIR и(3= 2 sin (z 12 R) .Тогда

2 f 1 <*R

C(z)-C(z)= —r|— / vBMdv-
K2{ a2 *q

1 № 1 2 a«
- —- / vB(v)dv\< -—r / vB(v)dv<

P2 f)Q J (Ka)2 0R

В сущности, аппроксимация C(z) получается в предположении,
что деревья являются концентрическими дугами, длины которых
равны диаметрам первоначальных цилиндров (каковыми мы
считали деревья). ^

Функция распределения С(г) и интеграл

7(г)=/(1 -C(u))du,
о

которые нужно определять численно, приведены ниже для трех
частных случаев. Обозначим ZXlZ2 иZ3 соответственно интервалы

[0, D], [D, DR/Q) и [DR/Q, °°).
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Случай а). Диаметр D деревьев постоянен:

О в Z,,

R2
C(z)

К2 И) Z2,

z.,.

(2.11)

/ (г)

в Z,,

К'
(2DR2 - R2D2/z - Q2z) в Z2 (2.12)

I 2DR/(R+Q) в Z3.

Случай б) . Диаметры деревьев равномерно распределены
на (О, D) :

2(R3 -Q*)zl3K2DR в Z,,

\2 22-Q3
CU)= < — |Я" -—I ) -—г— J в Z2, (2.13)

1

\ 3 \ г / 3DR /

в Z.,,

/(*) =

2-_ (R3-Q3)z2/3K2DR
1 / 3Q2z + QV D2fl2

3K2\ Dfl z

Ofl/(fl+Q)

+ 3 D/?2)
в Z,

в Z2,

в Z3.

(2.14)
Случай в). Распределение диаметров деревьев

аппроксимируется некоторым полиномом.

Пусть функция распределения диаметра имеет вид

В (г) (2.15)
atz + a2z2 +

.. .
+ anzn в Z\,

1 в Z2 и Z3.

Такая функция включает, например, бета-распределение. Тогда

, Ах (bxz+b2z2 +. . .
+ bnzn) в Zx,

CXz) Ai (A2/z2 +-\l2-(cxz + ...+cnz")) в Z2, (2.16)

1 в Z3,

где

2R2/K2 A2 =

a, D3/3 + . . . +anDn+2/( n + 2)-D2/2,

c/=e/(Q/ff)/+2/(/ + 2), b/=*,/(/ +2)-c/. /'=1,2 n,
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z-Ax (btz2/2 + . . .
+ bnzn+l l(n + 1)1 B z1(

l(z) = AxA2lz-Q2K-2z+AxB +

+ Al(clz2l2 + ...+c„zn
+ xl(n + -\)) B z*' <2-17>

, 2RB/(R+Q) в z3.

где б — среднее значение диаметра дерева.

Получаем следующую лемму о средних характеристиках

процесса покрытия.
Лемма 2.1. Среднее значение длин теней, отбрасываемых на

цель отдельными деревьями, для приближенного распределения
С {г) равно

_

2RB
С =

. (2.18)
R + Q

Средние длины покрытых и свободных участков цели имеют вид

Н = 2Я([(ехр(Хв (R - Q)) - 1)/(Х/02] (2.19)
и

G=2R/XK2. (2.20)
Обозначим V(г) вероятность того, что интервал (0,z) не

покрывается полностью посредством процесса покрытия, начинающегося
в — °°, т.е. V(z) есть вероятность того, что покрытый участок,

содержащий нуль, заканчивается до точки г. Вероятность того,

что начало координат не покрывается, есть тогда V (+0).

Теорема 2.2. Вероятность того, что случайно выбранный
интервал длины z полностью покрывается деревьями, есть

1 - V{z) = 1 -exp[-Xfi(/?-Q)] О -Fiz)+nf (1 -F(u))du),
о

(2.21)
где F (z) — функция распределения, соответствующая плотности

f (г), полученной из уравнения восстановления (2.3) .Для функции
V (г) справедливо также равенство

Z

/ w{z-y)dV(y)=exp(-vC ), (2.22)
о

где

w(z) =

exp [-ju/ (1 -C(u))du]. (2.23)
о

Доказательство. Вероятность полного покрытия
интервала длины z при условии, что покрыт его левый конец,

выражается из (2.5), (2.7) и (2.8) в виде

1 -

1 -H(z)=-=rf (1 -H(u))du =

Н Z

1
/ (1 -F(u) f(u)du..

exp(/iC ) — 1 z ц
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Вероятность того, что левый конец покрыт, есть

Я ехр(цС) - 1

F ехр(^С )
и, следовательно.

1 - V(z)=Mexp(-MC >/ (1-FM-- f(u))du,

откуда легко получается выражение (2.21).

Равенство (2.22) становится очевидным, если учесть, что

функция w(z) есть вероятность того, что правый конец случайного

интервала длины z не покрывается, при условии, что левый конец

не был покрыт [47]. Таким образом, интеграл в левой части

уравнения (2.22) действительно совпадает с вероятностью того, что

некоторая точка z не покрывается. Эта вероятность, с другой

стороны, для равновесного процесса равна

G
-zr =ехр(-
F

цС

Теорема 2.2 дает теперь выражение для вероятности
обнаружения в случае, когда цель находится в лесу или в подобных

условиях. Эта вероятность (функция V (z)) зависит, как это видно из

(2.21), от длины цели и также от расстояния между целью и

наблюдателем. Так как результат теоремы 2.2 имеет, несомненно,

практическое значение, рассмотрим более подробно проблемы,
связанные с решением уравнений, о которых шла речь в теореме.

Будем при этом следовать работе Перко [46].
Предположим, что все деревья имеют одинаковый диаметр D,

тогда г (z) =0 для z <D. Функция f (z) при этом может быть

найдена с помощью квадратур.

Лемма 2.2. Положим r(z) =0 для z <D, где D> 0, в

уравнении восстановления

f(z)=r(z)-f f(z-u)r(u)du.
о

Тогда

f(z) =

0

riz)

riz)-

riz)-

z~D
+ /

ID

z~D

f
D

z D

f
D

riz-

riz-

riz-

■u) {

J)r

■u)

u-

f
D

iu)du

дпя

для

для

riu)du +

D

riu-

0<z<D,

D<z<2D,

2D<z<3D,

- v)riv)dv)du

и т.д.
для 3D<z <4D
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Доказательство. Выражения для f(z), приведенные в

лемме можно получить с помощью последовательных подстановок, если

Z

заметить, что в интеграле / f (z — u)r(u)du подынтегральное вы-

о

ражение равно нулю при 0 <и<0 и z — 0<w<z.
Из (2.11) и (2.12) плотность восстановления выражается в виде

О bZ,,

г(г) =
тЧЧтУ
ХехР[-т(20Я—--_)
(ХК2/2Я)ехр(-Х0(Я-О))

X

DM
bZ,

bZ3.

Используя (2.21), получим такую вероятность полного покрытия:

1 - Wz) = 1 -ехр[-Х0(Я-О)](1 + цг) при O^z<0.

Для О <z <2 О соответствующая вероятность, когда Q=0, имеет

вид

1 -!/(*)= 1-ехр(-Х0Я)[1 +juz-ju ехр (-ХЯ0)] и (г), (2.24)

гдед
= ХЯ/2 и

f/(z) = *iexp(7/z) + ^2ехр(7/0) + ^з£-/(7/г)+^4£((7/О), (2.25)

где .

1

7=— Х02Я,
2

A:, =2z + D2/y-nyz/2 + nz2/2.
к2 =-0-02/7 +HJD/2 +7/2 -[jlDz-z,
къ =-2у +(jty2/2-(jtyz,
А:4 = 27-M72/2 + M7*

= -*:>.

Из (2.21), например, следует, что функция_у (г) непрерывно
дифференцируема при z > 0 \л V (+0) =

ехр (— \jC) . Следовательно,
из (2.22) получаем

/ w[z-y)V'{y)dy = exp{-nC )(1 - w(z)). (2.26)

В практически интересных случаях функция V {z) довольно
гладкая, хотя функция w{z) существенно убывает вблизи начала

координат.

Пусть V0, Vх V„ — приближенные значения функции
V (z) в точках 0,h,2h nh соответственно. Тогда
уравнение (2.26) можно аппроксимировать линейной треугольной сис-
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темой уравнении

к-\
,_

_

- wk_f{V,+ i
- V,) = exp(-iiC)CI -w(k. h)), к = 1, 2 n,

1=0
(2.27)

где

1 /л

w,-=— / w{z)dz, } = 1,2 л.

Здесь l/0 =

exp ( — ;jC) есть вероятность того, что точечная цель

является видимой. Следовательно, аппроксимирующие значения

V/C, к = 1, . . .
, п, можно последовательно получать из уравнений

(2.27), начиная с уравнения, соответствующего к = 1.

Теорема 2.3. Пусть в уравнении (2.26) w'(z) непрерывна
и ограничена на конечном интервале [0,а] и пусть V"[z)
ограничена на этом же интервале и непрерывна, за исключением

конечного числа точек. Тогда ошибка аппроксимации (2.27) имеет

второй порядок малости по h .

Доказательство. Обозначим е ошибки, т.е. е,- =

= Vj —V (jh), I' = 0, 1, . . . ,
п. Используем также обозначения

A,-{z) = V'(z)-lV(jt>)- V(/-l)h]/h,

/л

x,-k= f w(kh-z)AAz)dz, "\<i<k<n.
(i-i)h

Тогда из (2.26) и (2.27) получим
k k

■£ xjk= 2 w*_/+ ,(€/-£/_,), A: = 1,2 п. (2.2В)
/= i /'= i

Используя ряд Тейлора для w(kh —z) и обозначая w =

= sup I w' {z) I
, получим

о <z <a

Ix^KI / w'(kh-jh+6[z))[jh-z)X

X A,-(z)dz \<
1

, ,

W Г)гА:Цп-вХ)
2

h>6(z)>0, 0<Qx<h.

Пользуясь определением величины Д;- (z) , можно записать

1Д/(/Л-М 1= I V'(/Л — © 1) — V'(ih~e2) 1<

<sup W"(z)\h, 0<в2<п,
0<z<a

где супремум конечен в силу предположения о поведении V {г).
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Следовательно, окончательно получаем

U/*J<C,/73, 1«/«*«Л.

Замечая, что е0
= 0, из (2.28) имеем

\el\<\wirlCih3 =C3h3,

~.

k~l
~_

\ек\< I wi l_1[ Z l(w*_/+i - wk„j)ej l +
/' = i

+ *С,Л3] «С2Л 2 le/l + лСзЛ3, * = 2, 3 п.

/=i

Наконец, используя методы, развитые для численного анализа

интегральных уравнений Вольтерра первого рода, получаем при г„
=

= nh выражение

^KfnCj/»3 +C2h\ei\)exp(C2z)1)<
< {С3г„Н2 +C2C3h*)exp(C2zn),

имеющее второй порядок малости гто h. Теорема доказана.

Предположим, что функция распределения диаметра деревьев
В(г) непрерывна всюду, кроме конечного числа точек. Тогда из

(2.10), (2.2), (2.3), (2.21)и (2.23) сразу следует, что

предположения теоремы 2.3 выполняются для функций w (г) и V(z). Таким

образом, аппроксимация (2.27) имеет второй порядок малости

по h, если она используется для расчета вероятности полного

покрытия.

Вероятность обнаружения цели в лесу можно также вычислять,

рассматривая угол, под которым цель видна среди деревьев.

Однако это будет приводить к более грубой оценке, нежели

основанной на длине видимого участка цели, деленной на расстояние
до цели. Поэтому мы рассмотрим задачу определения длины

видимых участков цели [46].

Пусть Х{а) — общая длина свободных участков на интервале

(0, а) в определяемом формулами (2.2) — (2.8) альтернативном
процессе с восстановлением. Предполагаем, что начальная точка

(свободного или покрытого участка) всегда является точкой

восстановления. Функция распределения для такого процесса

была получена Такачем в [48]. Мы используем другой подход

при получении этого распределения.

Определим следующие события:

Fi
= i первый участок на (0,э) свободен 1 ,

Е2 = | первый участок на (0, а) покрыт |

и введем условные распределения

Р { Х(а) < г \Еi| =Si(a,z),
Р \X(a)<z\E2 f =S2(a,z),
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связанные с интегральными соотношениями, иэ которых мы

получим для этих распределений интегральные уравнения.
Лемма 2.3. Необходимые условия, которым должны

удовлетворять функции Si(a, г) и S2(a, z), имеют вид

Si(a,^) = Gk)(1 -tf(a-z)) +

z а - г

+ / [ / St(a - и -v, z - u)dHW)} dG(u)
о о

(2.29)

S2(a,z) = 1 - Н(а ~г) +

г а — г

+ /[ / S2(a-u-v,z-u)dH(v))dG(u)
о о

(2.30)

при а > 0, 0 < г < а, где G (г) и H(z) — распределения длин
свободных и покрытых участков соответственно.

Доказательство. Определим событие

Ци) = j длина первого участка равна и\ ,

тогда получим

Р \Х{а)<г\ЕхпЦи)=[
S2(a — и,г — и) nnnu<z,

0 для и > z

и следовательно,

Si (а, 2-)= ■

/ S2(a- u,z~u)dG(u) для0<2-<э,
о

1

Точно так же

Р\Х(а)<г\Е2ПЦи)\ =

откуда

для г > а .

Siia—v,z) nnRv<a-z,

для v > а — г
,

S2ia,z) = 1 -H(a-z) + f S,(a- v,z)dH(v) .

о

(2.31)

(2.32)

Уравнение (2.29) и (2.30) получаются из (2.31) и (2.32). Лемма
доказана.

Для граничных точек значения S/ (а, г) такие:

S, (а, + 0) = 0. S, {а, а ~ 0) = G(a -0), (2.33)

52 (а, + 0) = 1 - Н(а - 0), 52 (а, а - 0) = 1
, (2.34)
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Кроме того, S; (a, z) = 0 для,? < О или а < 0 и S-(a,2) = 1 для

г > а > 0.

Уравнения (2.29) и (2.30) становятся более симметричными,

если использовать функции

Tj{w.z)=Sj(w+z,z). /=1.2. (2.35)

Эти уравнения теперь становятся уравнениями двойной свертки

r,(w, z) = G(z)(l - WM) +

+ / [ / r,(w- ^z-w)c/W(H]c/G(/v) , (2.36)
о о

z w

T2(w,z\= 1 -H(w) + f [ f T7(,w-v,z-u)dH(v)\dG(u). (2.371
о о

Условия существования и единственности решений уравнений
(2.36) и (2.37) можно получить, используя последовательные

аппроксимации.

Лемма 2.4. Пусть G(z) и H(z) — функции распределения
неотрицательных случайных величин, не равных тождественно

нулю. Пусть ,<Ва — пространство ограниченных функций,
измеримых на борелевском множестве ilA = [0, А]Х[0,А] . Тогда
для каждогоF (w,z) ^.iBp, решение уравнения

W Z

T{w,z) = F{w,z) + / I / T(w- v.z-u)dG{u)]dH\v) (2.38)
о 0

существует и единственно в 3)а ■

Доказательство. Хорошо известно, что &1д является

полным по норме

\\f(w.z)\\ =

sup \f(w.z)\.
(w, t) e n

л

Определим линейный оператор L : £Вд ~*&А п0 формуле

Lfiw.z) =f[Jf{w- v.z-u)dG(u)]dH(v).
о о

Тогда

У/>1= sup \\L"f\\<\\L"E(x,y) =

Л/11 < 1

=

sup \G„U)H„(y)\,

где Е (х, у) =1 и G„(x), Н„(у) —

свертки п-го порядка от G(x) и

Н(х) соответственно. Так как G(x) и Н(у) не вырождаются в

единичные функции, то норма llL"ll не увеличивается и

стремится к нулю при п -*■ °°. Следовательно, существует число к такое,

что IIL IK 5 для заданного положительного 6 < 1.
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Пусть Г0 S &д и пусть Тп+ (
= LTn + F, п = 0,1, ... Тогда для

любогор имеем

*Tn+p-Tj= HL"
+
P

- '
+,..+ 2")F+(£"^-£")r0!l<

< II £"вГ—^- HFll + (II Lp II + 1) II Г0 ll) - 0

при л -» «>. Таким образом, в ,®Л существует предел
последовательности \Т„,\ являющийся решением (2.38). Единственность

решения следует из линейности уравнения.
Точный вид решений уравнений (2.36), (2.37) можно найти,

используя последовательные аппроксимации. Возвращаясь к

функциямS ■ (a, z), для 0 < z < а получаем

S,(a,.?) = X Gn(z)[Hn _ x(a-z)-Hn{a-z)} =

n= 1

= 1-1 Hn(a-z)[Gn(z)- Gn + X(z)} , (2.39)

S2(a,z}=£ G„(z)[H„(a~z)-Hn + x{a-z)) , (2.40)
я = О

где Gf){z) = 1, Нь(г) = 1 при z>0 и G0H
= 0, H0(z) = 0

npnz<0. Формулы (2.39), (2.40) такие же, как и у Такача [48].
Двойное преобразование Лапласа от функции F(w,z)

определяется теперь так:

F**(p,q)= f f exp(-pw-qz)F(w,z)dwdz. (2.41)
о о

Из (2.36) и (2.37) следует, что

Г, *>,qr)=G*(qr)(1-«*(p))/[W(1 -G*ig)H*{p))] , (2.42)

7"2**(р,<7)=(1 -«*(p))/[pqr(1 -G*(qr)«*(p))] , (2.43)

где G*(qr) , Н*\р) — преобразования Лапласа —Стилтьеса от

функции G (г) и W(z).
Легко показать, что двойное преобразование Лапласа от

функций S.■ (а, г) имеет вид

S,"{p.q) = T?{p,p + q)+ , /=1.2. (2.44)
; '

q(p + q)

Предположим, что интервал длины а размещается случайным
образом в соответствии с равновесным альтернативным
процессом с восстановлением, который описывает ситуацию, когда

случайная цель затеняется деревьями.
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Теорема 2.4. Обозначим S{a, z) функцию распределения
обшей длины непокрытых участков. Тогда

~ dH%,z)-\
S(a, z) = ■

f 1 г_

——-\H - I
dz

I 1

для 0<z <a ,

для г> а,

(2.45)

где

w;ia,r) = [/G„(u)-G„+1M][ / W„{u)-Hn+l(u))du] .

о о

(2.46)

Граничные условия для функции S {a, z) имеют вид

1

S(a, a+)= -—=г / (1 - H(u))du ,

G +H а

S(a, а -) = 1 -
1

(2.47)

/ (1 -G(u))du.
G +Н а

Доказательство. Выше мы имели соотношения

Р|Х(з)<*|£,] = / S2(a-i/,z-i/)c/G(i/>,
0

Р 1 Х(а) <z)E2] = / 5, (а - i^, г)оО<У (И + / dHW),
О э - г

где G(w) и tf(i/| —распределения длин первых участков

случайного интервала. Из (2.39) получаем

P\X{a)<z\E2] =

= 1~I.Hn ®H(a-z)[Gn(z)-Gn+i(z)] =

я
= О

= 1- — 2 [Gn(z)~Gn+ ,(z)] f [H„(v)-H„+l(v)]dv,
Н " = о о

где ® означает свертку и где использовалось выражение (2.8)

для /У(г-). Такого же рода выражение будет получено и для

PjX(a) <z)Ei). Как было показано выше, справедливы
соотношения

_ _

G Н

P(F,) = ——-

, Р(£ 2) =

^-^г
'

G + Н G +H

что и означает, что имеет место формула (2.45) . Теорема
доказана.
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В случае T(w, г) = S{w + г
, г) получаем простое выражение

Н - ф{р,а)
T"[p.q) =

_ 1 , (2.48)
pq(G + H )

где

(qr-p)(1 -G*(qr))(1 -«>))
^(P,Q)= г ■ (2.49)

pqr(1 -G*{q)H*\p))

Что касается задачи видимости, то в этом случае G*(qr) = p/(p+g)
и из (2.3), (2.4) следует

л*(р)(р+р)
W (р) =

,

ц(1+г'[р))

где г *(р) — преобразование Лапласа от плотности

восстановления, задаваемой (2.2) ■ В этом случае

(qr-pj^-pr»)
ф(pi q) =

, (2.50)
/jp[/J +qr + (q-p)r (р)!

a G \л Н опредепяются формулами (2.19) и (2.20) соответственно.

Подсчитаем теперь моменты различного порядка для

случайной величины, имеющей смысл общей видимой площади цели.

Сделаем это с помощью теоремы Роббинса [49].

Пусть Z — случайное множество в евклидовом пространстве

R и пусть n{Z) — его лебеговская мера. Тогда момент m-ro

порядка имеет вид

E(M(2T)=/PU, xm)dxx ...dxm, (2.51)

где х!,..., хт
— точки в Rn и р(х, хт)~ вероятность того, что

все т точек принадлежат множеству Z. Интеграл
распространяется на все пространство R„ для всех X] х .

Пусть Х(а), как и выше, обозначает общую длину видимых

участков цели длины а. Пусть xt,..., xm
—

некоторые точки,

принадлежащие цели. Тогда, если диаметр Одеревьев зафиксирован,

вероятность р{х j,..., хт) того, что все эти точки видны наблюдателю,

равна вероятности отсутствия деревьев на площади , являющейся
объединением площадей закругленных полос ширины D,a
центрами закруглений являются точка наблюдения и точки Xj х,„

рис 2.3J. Эта вероятность (отсутствие деревьев на указанной
площади) есть ехр (— XV(xt.. .. ,xm; D)), где l/(*i xm; D) —

общая площадь полос, о которых только что шла речь.

Пусть теперь диаметр дерева
— случайная величина,

принимающая значения D, Dk с вероятностями grj,..., дгА.

соответственно. Тогда, в силу независимости значений диаметров, получаем

р(х, хт)
= П exp{-\qfV{x, xm;D;.)) =

= exp(-X\7(x1',..',xm)), (2.52)
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где V(x\...., х„, )—площадь полос, усредненная по диаметру

дерева. Аппроксимируя произвольную случайную величину
монотонной последовательностью ступенчатых случайных величин,

нетрудно увидеть, что и в случае произвольной случайной

величины будет справедливо выражение (2.52).

Как следствие теоремы Роббинса [46], сразу же получаем

следующую теорему.

Цель

Наблюдатель
рис. 2.3.

Теорема 2.5. т-й момент от общей длины видимых участков
цепи есть

EWf(e)m)= /.../ ехр(-Х\/(х, xm))dxl...dxm. (2.53)
о о

Получим теперь важное следствие из этой теоремы.

Обозначим А\ среднее значение площади полосы (см. рис 2.3),

А2М среднее значение площади пересечения двух полос, где

v —длина дуги между закруглениями вокруг х\ и х2. Тогда

Е(Л'(э))=эехр(-Х^1)

Var{X(a)) = 2ехр(- 2X4,) /(а - v)[exp(XA2M) - 1] dv.
о

Если не учитывать полукруги на концах полос, то

A i =BR,

и для постоянного диаметра дерева D получаем

(2.54)

(2.55)

(2.56)

A2W) =

D

2Я

/v \ D

для tgl— )<
\2R/ 2ft

(2.57)

240



Вышеприведенные рассуждения применимы и к случаю

бинокулярной видимости точечной цели. Пусть расстояние
между глазами равно v. Тогда вероятность того, что цель видят оба

глаза, равна

ехр( - \{2Ai- А2 (И)),
а вероятность того, что цель видит по крайней мере один глаз, есть

ехр(-М1)(2-ехр(-ХИ1 -A2(v)))').

Все рассмотрения, касающиеся вычисления моментов для

общей видимой площади цели, могут быть подобным образом

обобщены на случай, когда цель имеет произвольную форму.

Пусть цель — бесконечная прямая, находящаяся на

расстоянии R от наблюдателя. Тогда среднее значение общей длины

видимых частей по теореме Роббинса [50] есть

оо ___

Е(Х(°°)) = / ехр(-Лб yJ~RrVu'1 )du =

оо

оо __

= 2Я / сЬМехр(-~КВ Rch{v))dv=2RK1(\BR) . (2.58)
о

_

Если R -*■ 0, то F(x( °°))-* 21\В, что на самом деле вдвое больше

средней длины пути для цели, летящей в лесу по прямой, пока

она не столкнется с каким-нибудь деревом.
Можно поменять цель и наблюдателя ролями. Пусть

наблюдатель движется вдоль прямой, находящейся на расстоянии R от

точки, которая считается целью. Тогда (2.58) дает среднее
значение длины тех частей пути, с которых наблюдателю видна цель.
Если наблюдатель сканирует площадь, границы которой
параллельны его пути и находятся от него на расстоянии Ь, то

среднее значение для (2.58) (по отношению к случайной цели при
условии, что эта цель находится внутри сканируемой площади)
становится таким:

1 +*

— / 2RKi(\BR)dR =

2b -ь

= -^r[Kll\Bb)L0{^Bb) + Kn(\Bb)Lx(\Bb)] (2.59)
AS

(cm. [50] ). Здесь L • (x) — функции Струве.
Если прибором для обнаружения служит человеческий глаз,

как это обычно и бывает на практике, то законы обнаружения
нужно было бы получать из зависимостей, управляющих

системой глаз — мозг. Хорошо известно, что существуют зависящие

от различных факторов пороговые значения параметров цели,

при которых глаз перестает обнаруживать цель. В качестве пр\л-

мера такой ситуации с порогом можно рассмотреть следующую.

241



Цель частично прикрыта в лесу деревьями таким образом, что

из точки наблюдения можно увидеть участки различной длины
этой цели. Обнаружение в этом случае зависит от размера

наибольшей видимой части цели, в то время как видимые участки

меньшего размера не играют роли при обнаружении.
Законы обнаружения, базирующиеся на системе глаз — мозг,

пока еще недостаточно изучены (во всяком случае, их нет в

литературе) . Несмотря на это, мы рассмотрим задачу определения
максимального видимого участка цели, следуя работе Перко [46].

Распределение для максимального непокрытого участка цели
может быть получено с помощью следующей леммы.

Лемма 2.5. Пусть совокупность интервалов

А = {[а,А] }
является множеством на оси х. Пусть [с, d] — произвольный
интервал, М (с, d) — длина максимального подынтервала из [с, d],

который не покрыт никаким интервалом из А. Неравенства

М(с. d) <z. с <z <d- с.

справедливы тогда и только тогда, когда интервал [с + z, d]
полностью покрыт множеством интервалов

Аг
= \{aLb,+z]\ ,

Доказательство. Пусть

М{с, d) < z.

Тогда все участки из [с, d], непокрытые множеством А,
становятся покрытыми множеством AZi кроме, быть может, одного,
если он начинается в точке с. Однако этот участок не пересекается
с интервалом [с 4- z, d], который теперь полностью покрыт
множеством А..

Наоборот, пусть

М(с, d) > z

и пусть [и, v} — подынтервал в [с, d], который не покрыт
множеством А и длина которого больше z. Тогда

c+/<ut?<i/ < d

и, следовательно, интервал [с + z, d] содержит подынтервал
[и + г, v], который не покрыт множеством Аг. Лемма доказана.

Для процесса покрытия, рассмотренного выше, вероятность
того, что интервал [с, с + а] полностью покрывается, зависит

от с, если с конечно. Пусть М(а) —длина максимального

непокрытого участка цели длины а. Согласно лемме 2.5

М(а) <z

тогда и только тогда, когда цель, укороченная слева на z,

полностью покрывается посредством модифицированного процесса
покрытия, при котором каждый покрывающий интервал был
удлинен вправо на величину z.
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Мы замечаем, что функция распределения для покрывающих

интервалов, которые удлиняются на z, равна нулю при х < г и

равна с(х - z) при х > г. Из (2.22) и (2.23) сразу получаем

следующую теорему.

Теорема 2.6. Функция распределения максимального

непокрытого участка иели длины а имеет вид

P(M(a)<z) =1 -Q{z,a-z), (2.60)

где в {г, х) — решение уравнения
X —

/ Ф(г,х - у)в{г, y)dy = ехр( - ц(С +z)), (2.61)
о

в котором

ехр( — fix) при 0<х</,
■* ~~ z (2 62)

exp(-(iC?+ / (1 - c{u]]du)) npux>z.
о

Фи,х) =
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