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1. П ростейш ие способы реш ения уравнений
Т а б л и ц а  1

6>0 х \  =  —6, Х2 =  6

|х|  =  6 6 = 0 X I  = 0

Ь<0 нет корней

6>0 XI = ~ 2\/ΐ\ Х2 = 3\/б
х2п =  6 6 = 0 x j  = 0 Ш -

Ь < 0 нет корней

6>0

6 = 0 »1 = 3n+w
6<0 71±Χχ X
6>0 XI з62п

3{/х =  Ь 6 = 0 X I  = 0

6 < 0 нет корней

к гх\ х

6 >0

1.1. Н ачальны е сведе­
ния. Областью допусти­
мых значений (О ДЗ) урав­
нения f { x )~g (x )  называет­
ся общая часть (пересече­
ние) областей определе­
ния (существования) фун­
кций y = f (x )  и у = д(х).

Корнем (решением) 
уравнения называется та­
кое число а из О ДЗ урав­
нения, для которого спра­
ведливо числовое равенст­
во f (a )  = <7(α). Решить 
уравнение -  значит найти 
множество accrero корней.

Прежде всего надо хо­
рошо знать решения прос­
тейших уравнений. Для 
удобства читателей они 
собраны в таблицу 1. В 
таблице приведе­
на также графи­
ческая иллюст­
рация этих реше­
ний (для Ь > 0).
Корнями уравне­
ния f (x )  zz Ь явля­
ются абсциссы 
точек пересече­
ния графиков 
функций y ~ f ( x )  и у = 6.

Кроме того, необходимо знать решения: а) уравнений цервой 
степени аж+ 6 =  О :ж1 = - | ;  б) квадратных уравнений аж2 +  Ьж +  с =  0:
1 ) χχ =  и a?2 =  ПРИ D - b 2 -4 а с > 0 ; 2) Ж1 =  - —· при £> = 0;
3) нет корней при D < 0.

1.2. Равносильность уравнений. Пусть М  -  
некоторое числовое множество. Два уравнения на-

а<1

3n+>J/x =  6

а *  = 6

а>0, αψί 1

bga X = 6 
а >0,  1

6 = 0

6 <0

6>0

6 =  0
6 <0

6>0

6 = 0

6<0

х1=Ь2п+1

x 1 = loga 6

корней

х \  —

= 5  t eχχΊρ

, а>1

7

/(* )= » (* )
>̂(ж) = Л(я)

( 1 )
(2)

зываются равносильными на М, если каждое решение первого из них, 
лежащее в М, является решением второго, а каждое решение второ­
го, лежащее в Л/, является решением первого. Равносильность на М
уравнений (1) и (2) обозначается так: f{x)  — g{x) ^  9?(я) = Л(ж). Ес­
ли М  -  множество всех действительных чисел, то часто говорят, что 
уравнения ( 1 ) и (2 ) равносильны, опуская слова “на множестве всех
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действительных чисел” . В этом случае равнбсильность уравнений 
(1 ) и (2 ) обозначается тем же знаком <=>►, но без указания множества: 
f ( x )  = g(x)&<p(x) = h(x).

Утверждения о равносильности уравнений:
1 · /(* )  =  £(*) « * /(* ) -£ (* )  =  0.
2 . f (x )  = g(£)<&af(x) = ag(x), а -  действительное число, а^О .
3. f ( x )  = g(x) <=$ /(аг) =  Л(ж), если h(x) — g(x) для всех х из М\.

4. f (x )=g(x )  <p(x)f(x) =  <p(x)g(x), если φ (χ )φ0  для всех х из Мг.
5. a) f ( x )  = g(x)<^[f(x)]2n^ 1 =  [0(®)]2η+1, п -  натуральное число;

б) f (x )  = g(r) W [/(аО]2г# =  [0(*)]2п» если f ( x ) ^ 0 и для всех х из
А^з, » -  натуральное число;

6 · f ( x ) = g ( * ) 1&  loga f ( x )  = log.g(x), если / (я ) >  0 и у(х) > 0  для всех 
г из М4, а -  действительное число, а > 0, а ^ 1 .

1.3. П ростейш ие преобразования уравнений. К простейшим 
преобразованиям относят следующие: перенос членов уравнения из 
одной части в другую (утверждение 1 ) и умножение (или деление) 
обеих частей уравнения на число, отличное от нуля (утверждение 2 ).

П р и м е р .  Решить уравнение (3).
Р е ш е н и е .  Перенося число (-5) в правую  часть , по­

лучаем  уравнение (4), равносильное уравнению  (3). Р а з­
делив обе части  уравнения (4) на число 4, получим прос­
тейш ее уравнение (5), равносильное уравнению  (4). У равнение (5) имеет един­
ственный корень # i= lo g 3 | .  Т ак  как уравнения (3) и (4), а такж е уравнения
(4) и (5) равносильны , то уравнение (3) имеет тот  же единственный корень х \ .  
О т в е т :  ^  =  logg ^ .

Отметим, что равносильность уравнений при применении утвер­
ждений 1 и 2 настолько очевидна, что часто при применении этих 
утверждений даже не пишут слов о равносильности уравнений, а пит 
шут слова: “перепишем уравнение в виде” , или “перепишем уравне­
ние так” , или “уравнение имеет вид” и т.д.

2 . П реобразования уравнений на множествах

Поскольку каждое из преобразований, описанных в утверждениях 
3-6 п. 1.2., сохраняет равносильность уравнений лишь на некотором 
множестве М, то прежде чем сделать выбранное преобразование, на­
до выделить то множество, на котором оно будет применяться. По­
этому часто сначала находят О Д З уравнения, т.е. сужают, вообще 
говоря, область, где ищутся корни уравнения. Иногда из каких-ли­
бо соображений можно еще сузить область, содержащую корни, от­
бросив подмножества О Д З, которые заведомо не могут содержать 
корней. Так определяется исходное множество М, в котором ищут­
ся корни заданного уравнения. Затем множество М делят на две 
части: множество Μ ι, где выбранное преобразование сохраняет рав­
носильность уравнений, и множество М2, где оно не сохраняет рав­
носильность.

4-3* —5= 0 (30
4-Зх =  5 (4)
3х =  | (5)
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На множестве М\  после выполнения преобразования получают бо­
лее простое уравнение (так выбирается преобразование). Затем с 
множеством М\  и вновь полученным уравнением поступают так же, 
как перед этим с множеством М  и исходным уравнением. На М? 
применять выбранное преобразование нельзя, поэтому на Л/г ищется 
свое преобразование, с помощью которого можно упростить урав­
нение. Затем на Л/2 выполняются действия, подобные действиям на 
множестве М\.  В итоге таких преобразований приходят к простей­
шим уравнениям. Объединяя решения, найденные на множествах М\ 
и Л/2, находят все решения исходного уравнения.

Отметим также, что иногда бывает удобнее не находихь явно О ДЗ 
и области М\  и Л/2, а задавать их системой условий (см. п. 5.2.).

Покажем теперь на примерах, как используются эти идеи при ре­
шении различных уравнений.

2 Д. П рим енение тоэвдественных равенств. Применение тож­
дественных равенств основано на утверждении 3. Отметим, что при­
менение в одной из частей уравнения одной из формул таблицы 2 , 
помещенной в конце выпуска, приводит к уравнению, равносильно­
му исходному только на том множестве Л/, на которовм справедлива 
применяемая формула.

П р и м е р  1 . Решить уравнение 
2г+1 — 6 · 2г -f ~2+ ]о£3(я — 1) 4- Iog3(3—гг)= iog3(4а: — 3 — ж2) — 2* +2 — я + 6. (1)

Р е ш е н и е .  О Д З уравнения (1) определяется условиями х —1 > 0 , 3  —х >  
0,4х —3 — х 2 > 0 . Т ак  как 4х — 3 — х2 =  (а: — 1)(3 — х), то ясно, что О Д З есть проме­
ж уток 1 < х < 3 .  Поскольку на О Д З функции у =  х — 1 и у =  3 — х полож ительны , 
то, применяя формулы 8 и 23 из табли цы  2, получим, что уравнение (1) рав­
носильно по утверж дению  3 уравнению

2-2c - 6 - 2 x +  a?2 +log3( 4 i : - 3 - x 2) =  lo g 3 ( 4 x - 3 - i :2) - 4 - 2 :c- i  +  6. (2)

'Перенося все члены  уравнения (2) в его левую  часть  и приводя подобные члены 
^т.е. применяя формулу 11 из таблицы  2), приходим к уравнению  x2-f-x —6 =  0,(3) 
равносильному по утверж дению  3 на промежутке 1 < х < 3  уравнению  (2). У рав­
нение ЛЗ) имеет два корня: q = 2  и Х2 =  —3; из них в промежуток 1 < х < 3  входит 
только x j . С ледовательно, уравнение (1) имеет единственный корень х \ .  
О т в е т :  х =  2.

Отметим, что применение формулы f ( x )  — f (x )  = 0, т.е. уничто­
жение подобных членов, приводит к  уравнению, равносильному ис­
ходному только на области существования (Ьуккции У— f ( z )  (напри­
мер, уравнения (2) и (3 ) равносильны только на том множестве, где 
4ж — 3—ж2>0). Поэтому при уничтожении подобных членов надо отоб­
рать из решений полученного уравнения те, которые лежат в облас­
ти существования функции у ~  /(^ )

2.2. Освобождение от знам енателя.
П р и м е р  2 . Решить уравнение (4).
Р е ш е н и е .  О Д З уравнения (4) есть 

множество Л/, которое состоит из всех чи­
сел, отличны х от корней уравнений 2х2 +
9x4-10 =  0 и х2 -}-Зх +  2 =  0, т.е. от чисел — i ; — 2. — 5/2. На Ал обе функции у =

 !_____ = .. 1 - (4)
2ж2 +  9а:Ь10 *2 + 3 ζ + 2  w
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2φ2 4*0® 4· 10 и у =  х2 4* За? 4· 2 определены и не обращ аю тся в нуль. Поэтому, 
умножив уравнение (4) на произведение этих функций, получим на основании 
утверж дения 4, что оно равносильно на М  уравнению

β 2 +  3* +  2 =  2*2 +  θ* +  10. (δ)
Перенося все члены  уравнения (δ) в его правую  часть и приводя подобные 

члены многочлена, получим уравнение а?2 4- вх  4- 8 я*0, (в)
равносильное по утверж дению  3 уравнению  (5). Уравнение (6) имеет два корня: 
а?1 =  - 4  и Из втих корней в множество М  входит только . С ледова­
тельно, уравнение (4) имеет единственный корень χχ. О т в е т :  x s s -4 .

2.3. Возведение в степень 
П р  и м е р  3 . Решить уравнение (7).
Р е ш е н и е .  Возведя обе части  

уравнения (7) в пятую  степень, получим 
на основании утверж дения 5а уравнение 
(8), равносильное уравнению  (7). П ри­
меняя формулу 5 из таблицы  2, получа-

ψ ί χ 1 -  Зх + 1  = у^зх ~ 3 (V)
( ^ 2х4-З х  +  1)8 =  (< У 5^3 )8 (8) 
2х2 —Зх + 1 = 5х —3, (9)
2х2- 8 х  +  4 = 0 (10)

у/х+1 +  \ /х  — 1 =  s/2x + 3 ( ϋ )<->
х +  1 +  2 \ /х5- 1  +  х - 1  =  2х +  3 (13) 
2 ν ^ Ζ Τ = 3  (14)
4(\ / χ̂ Ι ) 2 =  9 (15)
4(χ2- 1 )  =  9___________________ (16)

ем уравнение (9), равносильное по утверж дению  3 уравнению  (8). Перенося все 
члены уравнения (9) в его левую  часть и приводя подобные члены многочле­
на, получаем  уравнение (10), равносильное по утверж дению  3 уравнению  (9). 
У равнение (10)*ймеет два корня: χχ = 24*ν/2 и  χ·χ =  2 -> /2 . С ледовательно, и рав­
носильное ему уравнение (7) также имеет те же корни χχ и Х2 ·
О т в е т :  χχ = 2 4*>/2, Х2 =  2 —

П р и м е р  4 .Решить уравнение (11).
Р е ш е н и е :  О Д З уравнения

(11) состоит из всех х ^ 1 .  На этой  
области  неотрицательны  левая и пра­
вая части  уравнения (11), поэтому 
возведя обе части уравнения (11) в 
квадрат, получим уравнение (12), 
равносильное на основании утверж де­
ния 56 для  всех х ^ 1  уравнению  (11).
Д ля  всех х ^  1 неотрицательны  функ­
ции y = x - |- l,j / =  x-*l,v= :2x4,3, поэтому применял формулу 16 таблицы  2, получим, 
что уравнение (12) равносильно для  х ^ 1  уравнению  (13), которое можно пере­
писать в виде (14). На области х ^ 1  обе части  уравнения (14) неотрицательны , 
поэтому на ней уравнение (14) равносильно уравнению  (15), которое в силу не­
отрицательности  функции у =  х 2 - 1 равносильно на этом множестве уравнению

(16). Уравнение (16) имеет два корня: χχ =  ^ §  и х 2 =  — Из этих корней в 
множество х ^ 1  входит только корень χχ. С ледовательно, уравнение (11) имеет 

единственный корень χχ. О т в е т :  х =
Отметим, что обычно при возведении в степень таких уравнений, 

как в примерах 3 и 4, сразу переходят от уравнений (7) и (11) к 
уравнениям (9) и (13), пропуская уравнения (8) и (12). Так дальше
и будем поступать ||х +  3| = З х -1  (17)1

П р и м е р  5 . Решить уравнение (17). L! !---- 1------- 1— и
Р е ш е н и е .  Ясно, что среди х <  g нет решений уравнения (17). Поэто­

му все они находятся в множестве М  -  множестве всех х ^  тогда, применяя



утверж дения 56, 1 и 2, имеем цепочку равносильны х преобразований

|х +  3| =  З х -1  ^  (®'+3)2* ( 3 χ - 1 ) 2 <*8χ2 -1 2 ® -8 β 0 < * 2 χ 2 - 3 χ - 2 β 0 .  
Последнее уравнение имеет два корня: xj = 2 и Х2 = - ^ . Иэ них в множество М  
входит лишь «i- Он и будет корнем уравнения (17). О т в е т :  *в 2 .

2.4. Потенцирование и логарифмирование.
П р и м е р  б . Решить уравнение (18).
Р . » . . . . ·  ОЛЗ УР..Н.КИ. |I ( l l _ 4x_ 5 )= ,og (1 _ г) (Щ1

(18) определяется условиями OÂ v___________7 /  4 '
а:2 - 4 х - 5 > 0  и 1 - х > 0 ,  т.е. О Д З есть все х < - 1 .  На этом  множестве обе функции 
•у =  х 2 -  \х  -  5 л =  1 — яг полож ительны , поэтому на нем на основании утверж де­
нии 6 уравнение (18) равносильно уравнению  г 2 - 4 * ; - 5  =  1 - я, имеющему два

корня: и а?2 — Из них условию  х < - 1  удовлетворяет то л ь­
ко корень х \ ,  С ледовательно, уравнение (18) имеет единственный корень

О т в е т :  г  =
П р и м е р  7 . Решить уравнение (19).
Р е ш е н и е .  Д ля всех действительны х х  обе 

функции у =  9Г и у = 5* полож ительны , поэтому 
по утверж дению  6 уравнение (19) равносильно уравнению  (20). На основании 
формулы 2 таблицы  2 уравнение (20) равносильно уравнению  (21), имеющ е­
му два корня: χχ = log5 3 -  y j \  + lo g | 3 и X2 =  log5 3 +  \ / \  +  logjj3. С ледовательно, 

уравнение (19) также имеет два корня х\  и Х2 · О т в е т : х \  = log 5 3 -  + lo g 2 3, 

*2 32 1°8б 3 + \ / 1 4- logg 3.
3. Переход к следствию

Уравнение φ(χ) =  h(x) называется следствием уравнения 
f ( x ) ^ g ( x ) ) если среди корней уравнения φ(χ)^Η(χ)  содержатся все 
корни уравнения f (x )  = g(x)>

При переходе к уравнению-следствию не происходит потери кор­
ней, но могут появиться посторонние корни. Поэтому, если в процес­
се решения уравнения был совершен переход к следствию, то в конце 
решения необходимо проверить, является ли каждое из найденных 
чисел корнем исходного уравнения. Такая проверка -  обязатель­
ный этап описываемого в этом параграфе метода решения уравне­
ний. Без него решение уравнения считается неполным, и зачастую 
приводит к ошибочному ответу.

К уравнению-следствию может привести:
а) применение в одной из частей уравнения любой’из формул 12- 

26 таблицы 2 “слева-направо” , т.е. замена левой части формулы на 
правую без учета множества, на котором она применима;

б) освобождение уравнения от знаменателя;
в) возведение уравнения в степень;
г) потенцирование уравнения.
Дальше в п.п.3.1-3.4. приводятся примеры, в которых приобрете­

ние посторонних корней действительно происходит при применении 
преобразований, сформулированных в названии пункта.

9г =  5г’ - 1 (19)
log5 9* = log< δ*3' 1 (20) 
2х log8 3 =  я2 — 1 (21)
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3.1. П рим енение тонодественных равенств. Бели при реше­
нии уравнения применена хотя бы одна из формул 12-26 таблицы 2 
так, что ее левая часть заменена, на правую без учета множества, 
на котором она справедлива, то возможно приобретение посторон­
них корней (потери корней не происходит). Приобретение корней 
происходит также при уничтожении подобных членов, т.е. при при­
менении формулы f (x )  — /(я )  =  0.

П р и м е р  1 . Решить уравнение
5-3Iog3*-f log2(a?-f 1) +  log2(2 -ff) =  log2(2 +  х - х 2) + ar2 +  4. (1)

Р е ш е н и е .  Применяя ф ормулы 12 и 23 из табли ц ы  2 “слева-направо” , по­
лучаем  уравнение 5a;-hlog2(2 +  x —ar^ )= b g 2(2 +  r  — +  4, (2),
являю щ ееся следствием  уравнения (1), Перенося все члены  уравнения (2) з его 
правую  часть  и приводя подобные члены, т .е . пользуясь формулой 11 из таб­
лицы 2, приходим к уравнению  х 2 — 5х +  4 =  0, (3),
которое является  следствием уравнения (2). У равнение (3) имеет два  κορ- 
Hji: a ? i= l  и аг2 =  4. П роверка показы вает, что х \  удовлетворяет уравнению
(1), а Х2  -  нет. С ледовательно, уравнение (1) имеет единственный корень х \ .  
О т в е т :  # =  1.

Обратим внимание на то, что применение формул 1-10, а также 
формулы 1 1  при α + βφΟ  не приводит к приобретению посторонних 
корней. Применение же формулы 11 при а = 1  и /?= —1 и замена нулем 
выражения 0 -/(ж), т.е. уничтожение подобных членов, часто приво­
дит к приобретению лишних корней.

3.2. Освобождение уравнения от знаменателя. При освобожде­
нии уравнения от знаменателя можно приобрести посторонние корни 
(потери корней не происходит).

П р к м е р 2 . Решить уравнение (4).
Р е ш е н и е .  О свобож даясь от знамена­

теля в уравнении (4), получим уравнение
(5), являю щ ееся следствием уравнения (4).
Перепишем уравнение (5) в виде (6). У рав­
нение (6) имеет два  корня =  — 3 и аг2 =  —1.
П роверка показы вает, что удовлетворяет уравнению  (4), а Х2  -  нет. С ледо­
вательно, уравнение (4) имеет единственный корень’ χχ. О т в е т :  3.

3.3. Возведение уравнения в степень. При возведении обеих 
частей уравнения в четную степень можно приобрести посторонние 
корни (потери корней не происходит).

П р и м е р  3 . Решить уравнение (7).
Р е ш е н и е .  Возведя обе части  

уравнения (7) в квадрат, получим 
уравнение (б), являю щ ееся следстви­
ем уравнения (7). Приводя подобные 
члены, приходим к уравнению  (9), ко­
торое есть следствие уравнения (8). В озведя уравнение (9) в квадрат, получим 
уравнение (10), являю щ ееся следствием  уравнения (9). У равнение (10) имеет 
д в а  корня: χχ — Ь и Х2 =  —5. П роверка показывает, что χχ удовлетворяет уравне-

у/х+4 — \/х—4 = у/2х — 6 (7)
х+4 — 2у/х2 — 16+£—4 = 2х — 6 (4у/х2 —16 =  3 (9)х2 =  25 (10)

х 2+5х+4  2х2 + 9х + 7 ^  
2х2 + 9х + 7 = х 2 + Ъх + 4 (5) 
х2 “Ь 4х -4- 3= 0 (б)
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нию (7), а Х2 -  нет. С ледовательно, уравнение (7) имеет единственны й корень 
х \ . О т в е т :  х =  5.

П р и м е р  4 . Решить уравнение (11).
Р е ш е н и е .  В озводя обе части  уравнение

(11) в квадрат, получим уравнение (12), являю щ е­
еся следствием  уравнения (11). Перепишем уравнение (12) в виде (13). У рав­
нение (13) имеет два  корня: r j  =  4 и =  —2/3. П роверка показы вает, что  х^ 
удовлетворяет уравнению  (11), а х^  -  нет. С ледовательно, уравнение (11) име­
ет единственный корень х \ .  О т в е т :  х =  4

3.4. П отенцирование уравнения. При потенцировании уравне­
ния можно приобрести посторонние корни (потери корней не про­
исходит).

П р и м е р  5 . Решить уравнение (14).
Р е ш е н и е .  П отенцируя урав­

нение (14), получаем  уравнение 
(15), являю щ ееся следствием  урав­
нения (14). Перенося все члены 
уравнения (14) в левую  часть  и приводя подобные члены, приходим к урав­
нению (16), которое явл яется  следствием  уравнения (15). У равнение (16) имеет 
два корня: χχ =  5 и Х2  =  —1. П роверка показы вает, что x j = 5  есть корень уравне­
ния (14), а Х2  -  нет. С ледовательно, уравнение (14) имеет единственны й корень 
XI. О т в е т ? :  х =  5.

3.5. П реобразования, связанные с потерей корней уравнения. 
Ниже будут приведены преобразования, которые могут привести к 
потере корней уравнения. Проводить такие преобразования нель­
зя, ибо потерянный корень невозможно восстановить, следователь­
но, “решение” уравнения, использующее такие преобразования, на 
самом деле не является решением.

К потере корней исходного уравнения может привести:
а) применение любой из формул 12-26 таблицы 2 “справа-налево” , 
!т.е. замена правой части формулы на левую, без учета множества, 
на котором она применима;
б) извлечение корня четной степени из обеих частей уравнения;
в) логарифмирование обеих частей уравнения.

Еще раз подчеркнем, что недопустимо применение этих преобра­
зований без рассмотрения множества, на котором они выполняются. 
Отметим, что умножение (или деление) уравнения, а также сокра­
щение обеих частей уравнения на функцию может привести как к 
потере, так и к приобретению посторонних корней. Например, раз­
делив обе части уравнения (я2 +  2х)у/х = Зу/х (17)
на у/х, получим уравнение ж2 +  2я =  3, имеющее два корня: Х\ = 1 и 
!i?2 — '*i“3. При таком “решении” приобретен лишний корень х2 = —3, но 
потерян корень жз = 0 исходного уравнения. Решение таких уравне­
ний описано ниже в п. 4.1.

4. Совокупность уравнений
Областью допустимых значений (О Д З) совокупности уравнений

l°g1/ 2(a:2 - 3 j ; - 6 )  =  log1/ 2( a : - l )  (14) 
ж2 — Зж — 6 = ж — 1 (15)
ж2 —4ж —5=0  (16)

|ж+3| =  2ж —1 (1 1 )
(ж+3) 2 = (2ж -1 )2 (12) 
Зж2 — 10ж —8=0  (13)



Д(<с)c e p i / „( ») «0η(*) называется общая часть (пересечение) 
ОДЗ всех атих уравнений. Р еш ением  (к орн ем ) совокупности уравне­
ний называется такое число а из ОДЗ втой совокупности, которое 
является корнем хотя бы одного из атих η уравнений. Реш ит ь сово­
купность -  значит найти множество всех  ее решений.

Уравнение f ( x ) ~ g ( x )  равносильно  совокупности, если совпадают 
множества всех их корней.

4.1. Замена уравнения Д(г) · /j(x) · ... · /„(*) зг 0 совокупностью 
уравнений. Для решения таких уравнений применяется следующее 
утгв1 .денив:

7. Уравнение /т(лт)·/г(аг) ·...·/»» =  0, v (1),
рашюсилйно совокупности уравнений / i ( x ) - 0, ...,/»»(*)-O f  (2).

Обычно уравнение вида (1) решают так: сначала отыскивают его 
ОДЗ, затем решают каждое из уравнений совокупности (2) и, нако­
нец, отбирают из найденных корней те, которые лежат в ОДЗ урав­
нения (1). Они и будут корнями уравнения (1).

П р и м е р  1 . Решить уравнение (3).
Р е ш е н и е .  О Д З уравнения (3) есть мно

(х2 + Зх + 2) · loga’ :х я: 0 (3)
жество М  -  множество всех полож ительных чисел. У равнение (3) равносильно 
совокупности уравнений log2 ff =  0 и о?2 +  За: +  2 =  0.

Первое уравнение втой совокупности имеет единственный корень х \  =  1, а 
второе -  два корня: я?2 =  — 1 и 0:3 s - 2. И з найденых чисел в множество М  вхо­
дит только С ледовательно, уравнение (3) имеет единственный корень χχ, 
О т в е т :  о? at 1.

З а м е ч а н и е .  Иногда при решении У(Х)Л Х) — У(ХМ Х) (4) 
уравнения (4), его сокращают на общий множитесь -  функцию <р(х). 
При таком “решении” можно как потерять так и приобрести лишние 
корни (см. уравнение (17) п. 3.5.), поэтому такое “решение” уравне­
ния (4) недопустимо. Уравнение вида (4) лучше решать сведением 
его к виду (1):
1) переписать его в виде <p(x)[f(x) — 0(*)] = О>
2) затем решать, используя утверждение 7.

П р и м е р  2 . Решить уравнение (5).
Р е ш е н и е .  Перенося член

6 \ /х  в левую  часть уравнения (5) и 
вынося общ ий множ итель, перепи­
шем уравнение (5) в виде (6), за­
тем в виде (7). У равнение(7) рав-

х2ч /х -х \/* —Зх2-З х + 6 \/* -1 8  (5) 
ч/х(х2- х - 6) = 3(х2- х - 6 )  (б)
(v/*-3)(x2- x - 6 ) * 0  (7)
V * -3 = 0 ,  и х2- х - 6  = 0 (8)

носильно совокупности уравнений (8). О Д З уравнения (5), а зн ачи т, и совокуп­
ности уравнений (8) есть множество всех чисел Первое уравнение сово­
купности (8) имеет единственный корень χ ι= 9 .  Второе уравнение -  два корн^: 
а?2=3 и хз =  —2. Из этих  корней в множество х ^ О  входят только χχ и а?2· Следо- , 
вательно, только  они и будут корнями уравнения (5). О т в е т :  х \  =9 ,  х^  =3.

4.2. У равнения, связанные с суперпозицией функций. Пусть 
дано уравнение вида =  0, (9),
где д(х) и φ(χ) -  некоторые функции. При решении таких уравнений 
обычно пользуются следующим утверждением:
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8а) Если уравнение у?($) =  0 не имеет корней, то не имеет решений и 
уравнение (9); 8 6) если уравнение р(<) =  0 имеет корни <ι,^ϊι . . .  , ί η, то 
уравнение (9) равносильно совокупности уравнений

fl'(*) = <bff(*)=s<2, · · · .S'(*)=<n. (10)
Отметим, что иногда совокупность уравнений (10) может состоять 
из одного уравнения.

Такой способ решения уравнения (9) часто оформляется другими 
словакда: для решения уравнения (9) оно заменой неизвестной t=g(x)  
сначала сводится к уравнению ^(<) =  0> а после нахождения всех кор­
ней этого уравнения t i ,<2, · · ·, сводится к решению совокупности 
уравнений ( 10 ).

П р и м е р  3 . Решить уравнение (11).
Р е ш е н и е .  Уравнение (11) можно перепи­

сать в виде (12). Лел&я замену неизвестной t =
3*, получаем уравнение (13), имеющее два  корня:
<1 =  5 и £2 =  ~1· С ледовательно, на основании ут­

91 -  4 · 3* -  5 = 0 (И)
(3*)2 - 4 · 3 * - 5  = 0 (12)
ί 2 — 4< — 5 =  0 (13)

СО н II СЛ S со « II I »—* (14)
верждения бб, уравнение (11) равносильно совокупности уравнений (14). Пер­
вое уравнение имеет единственный корень a?i= log3 5, а второе уравнение реш е­
ний не имеет. С ледовательно , уравнение (11) имеет единственны й корень х \ .  
О т в е т :  а? =  log3 5.

П р и м е р  4 . Решить уравнение (15) |5* 2 +  20ζ+17| = 2 (15)
Р е ш е н и е .  П оскольку уравнение |<| =  2 имеет д ва  корня: <i=s2 и t% =  ~2, то 

на основании утверж дения 86 уравнение (15) равносильно совокупности урав ­
нений 5®2 +  20а: + 1 7  =  2 и 5х2 +  2 0 х + 17 =  ‘-2 . Первое уравнение отоЙ совокупнос­
ти имеет два корня: =  - 3  и Г2 =  - 1 ,  второе уравнение -  такж е два корня:
а?3 ss - 2  -  1/у/Е и Х4  ав- 2  + 1 /\/5 . С ледовательно , уравнение (15) имеет четы ре 
корня α?ι, а?2» ^3» ®4* О т в е т :  х \  -  - 3 ,  о?2 — - 1 ,  л?з =  —2 — 1/>/б, д?4 =  —2 -Ь 1/>/5.

4.3. Освобож дение от знаков абсолю тной величины . Бели 
уравнение F(x) =  0 содержит несколько функций под знаками абсо­
лютной величины (у =  | / ι ( χ ) | , . . . ,  у =  |/* (а ? ) |) , то часто поступают так: 
сначала решают совокупность уравнений

/i(* ) = 0, . . . , / *(*)  =  0. (16)
Затем на координатной оси отмечают О Д З уравнения и все корни 
совокупности (16). Тогда ОДЗ уравнения F(a?) =  0 разбивается на 
некоторое количество промежутков, таких, что на каждом из них по 
формулам 13 и 14 таблицы 2 либо |/*(χ)| = /»(а?), либо |/i(*)| = -/<(*), 
i = l, 2, . . .  ,п. Поэтому на каждом таком промежутке уравнение F(«) = 
0 заменяется другим уравнением, уже не содержащим знаков абсо­
лютных величин и равносильным исходному на этом промежутке. 
Наконец, решают полученные уравнения (каждое на своем проме­
жутке). Объединение найденных решений и дает все решения урав­
нения F(x) = 0.

П р и м е р  5 . Решить уравнение (17) |* - 4 |  +  | * - 2 | = *  + 1 (17)
Р е ш е н и е .  С н ач ал а  решим совокупность уравнений

г - 4  =  0 и 1 - 2  =  0, (18)
Э та совокупность имеет два корня: Γ ι = 2  и #2 =  4. Они д ел ят  координатную  
ось н а т р и  промежутка: — оо <а:< 2, 2 ^ х ^ 4 ,4 < х < + о о .  На промежутке — о о < х < 2
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имеем |х —4| =  4 — х, \х — 2 |= 2  — х, поэтому на этом  промежутке уравнение (17) рав­
носильно уравнению  4 — х +  2 — х =  х + 1, имеющему единственны й корень χ ι= 5 /3 .  
Э тот  корень леж ит в рассматриваем ом промежутке и поэтому является  корнем 
уравнения (17). На промежутке 2 ^ х ^ 4  имеем: |х —4| =  4 —х, |х —2| =  х —2, поэто­
му на нем уравнение (17) равносильно уравнению  4 —х +  х —2 =  х + 1, имеющему 
единственны й корень Х2 =  1> который не л е ^ и т  в рассм атриваем ом  промежут­
ке. С ледовательно, уравнение (17) не имеет корней на этом  промежутке. Н а 
промежутке 4 < х < + о о  имеем: |х — 4| =  х — 4, |х —2| =  х —2, поэтому на нем урав- 
нение(17) равносильно уравнению  х — 4 +  х — 2 =  х +  1, имеющ ему единственный 
корень х з = 7 , лежащ ий в рассматриваем ом промежутке. С ледовательно, урав­
нение (17) имеет корень хз на этом  промежутке. О бъединяя решения, найденные 
на всех промеж утках, получаем, что уравнение (17) имеет д в а  корня: х \  и хз- 
О т в е т :  х \  =  5/3, хз =  7.

Отметим, что пример 4 п. 4.2. можно решать общим методом, опи­
санном в этом пункте. Но тогда его решение было бы более громозд­
ким, так как пришлось бы решать квадратное неравенство, рассмат­
ривать три области, на которые делилась бы координатная ось и т.д.

5. Как реш ать уравнения

5.1. Ч т о  лучш е: переход к следствию  и л и  равносильны е пре­
образования? Многие уравнения можно решать как переходом к 
следствию, так и при помощи равносильных преобразований на мно­
жестве. Какой из этих двух способов более предпочтителен? Расс­
мотрим несколько примеров.

П р и м е р  1 . Решить уравнение
Р е ш е н и е .  1-й способ -  применение  

преобразований, равносильных на множ ест ­
ве. О Д З уравнения (1) -  множество всех 
х ^ —1. Н а О Д З обе части  уравнения опре­
делены  и неотрицательны , поэтому после 
возведения в квадрат  обеих частей  урав­
нения (1), получим уравнение (2), равносильное уравнению  (1) на его О Д З. 
Перепишем уравнение (2) в виде (3). На О Д З правая часть  этого  уравнения 
неотрицательна, а левая может бы ть и отрицательной. П оэтому выделим из 
О Д З  то множество, где обе части  уравнения (3) неотрицательны  -  только там  
будут корни уравнения (3). На множестве х ^ —1/3 обе частй  уравнения (3) не­
отри цательн ы , поэтому после возведения в кь&др&л получим, что уравнение (3) 
равносильно на множестве х ^  —1/3  уравнению  (4), которое.можно переписать в 
виде (5). У равнение (5) имеет д в а  корня: χχ =  (5 +  2 \/Ϊ5 ) /3  и Х2 =  (5 —2λ/Ϊ5)/3 . Из 
них в область  х ^ —1/3 входит только Χχ, следовательно, уравнение (1) имеет 
единственный корень х \ .

2-й способ -  переход х следствию. Возведя обе части  уравнения (1) в квад­
р ат , получим уравнение (2), являю щ ееся следствием  уравнения (1). Перепишем 
уравнение (2) в виде (3). Возведя обе части  уравнения (3) л квадрат, имеем 
уравнение (4), являю щ ееся следствием  уравнения (3). Перепишем уравнение (4) 
в виде (5). У равнение (5) имеет д в а  корня: Χχ=;(54 и ^2 =  (5 — 2>/l5)/3.
Т ак  как были переходы  к следствию , то  необходима проверка, т .е. надо док*-

( 1 )·
V4x +  l l  =  3+V 5T T  (1)
4ж+11 =  9+6%/х+Т+ж + 1 (2) 
3x +  l =  6v/x T I  (3)
(3* +  1)2 =  36(х +  1) (4)
9х2 —ЗОх —35=0 (5)
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зать  или  опровергнуть числовы е равенства

у й ± | Ж = з + у Н ± ^ ,  (6), у/**=$Ш=3+ у / * = # £ ,  (7)
Можно п оказать, что равенство (6) верное, а равенство (7 ; неверное. С ледова­

тельно, уравнение (1) имеет единственный корень х \ .  О т в е т :  х  =
П р и м е р  2 . Решить уравнение (8).
Р е ш е н и е .  1-й способ -  применение пре­

образовании, равноскльныт на множестве.  Пе­
репишем исходное уравнение в виде (9). Пос­
кольку обе части  уравнения (9) неотрицатель­
ны, то после Бозседе^:;Я в квадрат обеих его 
частей , получим уравнение (10), равносильное уравнению  (9). Уравнение (10) 
можно переписать в ьиде (11). Из ф ормулы 13 таблицы  2 следует, что реше­
ниями уравнения (11) яьляю тся  все х ^ З .  С ледовательно, все эти  х  явл яю тся  
реш ениями уравнения (8).

2-й способ -  переход к следствию. В озводя уравнение (8) в квадрат, полу­
чим уравнение х 2 — 2х +  4 — 2|х — 2|-f 1 = х 2 — 6х +  9 -  следствие уравнения (8). Это 
уравнение можно переписать в виде \ х — 2| =  х — 2, (12)
Из формулы  13 табли цы  2 следует, что реш ениями уравнения (12) я в л я ю т­
ся все х ^ 2 . .  Т ак  как в процессе решения бы л п ереход.к  следствию , то необ­
ходима проверка. П роверить каждое из бесконечного множ ества чисел невоз­
можно. П роверка же сразу всех чисел, лежащ их в том или ином промежут­
ке, сводится, на самом деле, к решению уравнения (8) способом, описанным в 
п. 4.3. П роводя ее, получим, что реш ениями уравнения (8) являю тся  все х ^ З .  
О т в е т :  3 ^ х < 4 - о о .

П р и м е р  3 . Решить уравнение
log2(2* + 1 -  х2) = log2(2* - 1 +  2 -  2х) + 1 . (13)

Р е ш е н и е .  П оскольку l =  log2 2, то перепишем уравнение (13) в виде
log2(2* +  l  —x 2) =  log2(2(2l:~ 1 +  2 —2х)). (14)

П отенцируя уравнение (14), получаем уравнение 2* + 1  — х 2 =  2Г +  4 — 4х, являю - 
щееся следствием  уравнения (14). П еренося все члены  полученного уравнения 
в левую  часть  и приводя подобные члены, получаем  уравнение х2 — 4х +  3 =  0, 
имеющее д в а  корня: x i= r l  и Х2=3. П роверка показы вает, что  χ ι = 1  является  
корнем уравнения (13), а Х2 не является. С ледовательно , уравнение (13) имеет 
единственны й корень х \ .  О т в е т :  х =  1.

Отметим, что решение уравнения (13) способом применения пре­
образований, равносильных на множестве, было бы намного слож­
нее.

Из анализа решений примеров 1, 2 и 3 можно сделать вывод: при­
меры 1 и 2 лучше решать переходами, равносильными на множест­
вах, а пример 3 -  переходом к следствию.

К сожалению, нельзя указать общее правило, по которому еще 
до начала решения можно было бы выбрать один из двух способов 
как лучший способ. Умение сделать правильный выбор приходит с 
опытом решения уравнений.

5.2. Всегда ли  надо находить явно О Д З уравнения? Совер­
шенно ясно, что если выполняется переход к следствию, то необя­

|ж —2 | —1 =  |ж —3| (8)
|х - 2 |  =  1 + |ж -3 | (9)
(* —2)2 =  (1 +  |х —3|)2 ( 10)
\х — 3| =  х — 3 (И )
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зательно искать О ДЗ уравнения, так как в процессе такого реше­
ния эта область никак не используется. Столь же очевидно, что 
при применении преобразований, равносильных на множествах, луч­
ше начинать решение с отыскания О Д З, чем сразу сужается область, 
в которой отыскиваются корни уравнения.

Как отмечено выше, при решении конкретного уравнения сразу 
неочевидно, каким способом (переходом к следствию или равносиль­
ными преобразованиями) оно будет решаться. Поэтому можно дать 
общий совет: если ОДЗ уравнения вычисляется просто, то лучше ее 
найти в начале решения. Иногда нахождение ОДЗ позволяет упрос­
тить решение уравнения.

П р и м е р  4 . Решить уравнение у/х7 - 1  -Ь \ / l  - я ^ = ж 2 +  2 я - 3 .
Р е ш е н и е .  О Д З уравнения состоит из двух чисел: χχ =  1 и Х2 —-1 .  Под­

ставляя  ari 5=1 в уравнение, получаем верное числовой равенство, а подставлял 
а?2 =  —1» получаем неверное равенство. С ледовательно, уравнение имеет единс­
твенный корень χχ =  1. О т в е т :  х =  1.

Отметим, что решение этого примера возведением обеих его час­
тей в квадрат и переходом к у равнению-следствию весьма затруд­
нительно.

Отметим еще, что не всегда надо явно находить ОДЗ уравнения 
(иногда сделать это трудно, см. пример 3 п. 5.1), а достаточно запи­
сать систему условий, ее задающую, и после преобразований корни 
полученного в итоге уравнения проверить на вхождение в О Д З (т.е. 
отобрать из них те, которые удовлетворяют системе условий, зада­
ющих О Д З).

П р и м е р  5 . Решить уравнение
b g 3(\/x  -  2 + 1 ) +  ^х +  у / х 2 - log3(\/x  -  2 + 1) ^ X

X ^х2 — 9х +  7 +  ^ χ 2  — iog3(> /x ^2  + 1 ) ^ = 0 . (15)
Р е ш е н и е .  О Д З уравнения (15) определя­

ется условиями (16). О бозначим О Д З буквой 
М . Перемножив выраж ения в скобках, перепи­
шем уравнение (15) в виде

log3 (>/x -  2 + 1) +  х{х7 -  9х +  7) +  у /х *  -  log3( \ /х -  2 +  1)(х2 -  8х +  7)+

+  ^ у / х 7 — log3 (>/ х ·- 2 +  l j  ̂  = 0 . (17)

На М  применимы формулы 16 и 11 таблицы  2, и поетому на М  уравнение (17) 
равносильно уравнению

(х2 -  8х +  7 ) '( г + а/® 2 - 1 о8з (х/® ^ 2 + 1 ) ) = 0 .  (18)

Т ак как для лю бого х из М  х  +  у х 2 -  log3 ( \/x  — 2 +  1) ^  х ^  2, то уравнение (18) 
равносильно на М  уравнению  х 2 - 8 х  +  75=0, имеющему два корня·: χχ = 7  и Х2 =  1. 
П роверка показывает, что х \  леж ит в М , т.е. удовлетворяет условиям  (16), 
а Х2 не леж ит. С ледовательно, уравнение (15) имеет единственный корень χχ.
О т в е т :  г  =  7.
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Задачи для самостоятельного решения

Решить уравнения:

1 . (x2 - 4 ) V z + T  = 0; {—1 ;2}.

2 . 3 |* - 1 | = * +  3; {0,3}.

3. 4* _  2*+1 = 3; {log2 3}.

4. 5*+1/2_9* =  з2*-2_5*-1/2. {з /2}.

5. 3 \/log3 х  — log3 Зж —1 = 0; {3; 81}.

6. | 5 « - 1 3 |- |6 - 5 * | = 7; ( - о о < * ^ § ) .

7. * + у'2*2 - 7 *  + 5 = 1; {1}.

8 . log1/2 (1 - 1 ) +  log2 л /2 —1 = 0 ; { - 1}.

9. l +  lg(l +  * 2 —2*) —lg(l +  *2) =  2 1 g (l-x ); {-3}.

10. (\/2  + 1 ) ^  =  (л /2 -  1)"г ; {2;3}.
%

11. λ/2(5Γ + 2 4 ) - y/ ψ ^ ϊ  =  У5^+7; {log5 7;2}.

12. х 2 log6 V5x2 -  2* -  3 -  * log1/6(5* 2 -  2* -  3) =  ar2 +  2*; { - ^ ; - 2 ; 3 } .

13. (* + 1)\/16* +17 = (* + 1)(8*-2 3 ); {—1;4}.
n

14. (bg3 |) lo g 2 * - |o g 3 ^ -  =  5 +log2 v/*; | ^ ; l | .

15. log9(*2 - 5 *  +  6 )2 = 2 - l log>/ 3 2f i  +  log3 |a : - 3 |; {§}.

16. 9·4«|Ι-5·6* =4·9» ;  {1/ 2}.

17. ч/8 + 2 ^ 3- * + 1 - 4^3-*  +  = 5 ; {3 }. .

18. v/3*2 - 7 *  +  3 - \ / i 7^ 2  =  V3*i - 5 * - l - V * 4 - 3 *  +  4; {2}.
Ф

19. у/(х +  2)(2а>- 1 ) - З л Д Т б = 4 - у/{х +  6)(2*- 1 )  +  3 \/£+ 2; {7}.

20. ^ 4 + 2 1 ο 82 ( l - IT̂ F )= lo g 2 2£±i +  21og2 ^ ;  {3/2}.
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fa , / ? , a£R,  nGN,  α > 0, α φ  l)
Т а б л и ц а  2

1 |/(г)|2" ^ ( /(* ) )2п 2 log/i ο/(*)Λ= /(χ )
3 2~Ч/(Д*))2п+1 =*/(*) 4 V(/(*))2n =‘ l/(*)l
5 ( a» V 7 w ) 2"+1^7(*) 6 Jn+V 7w · sn+^ )  =J

3’*+y/(r)a(x)
7 3"+У/|Г)А/7 tK+J j ( r )

2п+Уя(z) V ί(*) 8 α/(*)+ί(*·)^2α/(*) · αί(χ)
9 (αΛ*))ί(χ)]=!α/(τΜ,ϊ) 10 лЯК*'

И 12 a*°8« /(x)
13 /(χ)=β|/(χ)| 14 -/(*) =Ί/(*)Ι
15 16 ( У Щ ) Л * / ( . )

17 V T w - 2ν ^ ) = 9
Λ=9 2\//(*М *)

18 V -Я*)· V-*(*>^Q 
^ ,0

19 У/(х]ЛЛ, a»//(x)
3\Уб7г) V ί(») 20

21 - п loSti / (^) ‘=3 1 °gα (/ (χ)) 22 2nloga( - / (x ) ) ^ 3logn(/(x))2»

23 bga /(*) + logas(r) ^ 5 
_ Â>Sa . ........

24 1о8а(-Л*)) + ̂ в(-э(г))^6 
^ β1ο8α(/(χ)·ρ(χ))

25 Io8a /(*)“ bga 
=* l°Sa(f(x)/9(x))

26 bga(-/(*))-loga( - 5(x))=e
=6loga(/(x)/ff(x))

В каждой формуле над знаком равенства указано множество всех 
тех х, для каждого из которы х справедлива данная формула. 
При этом
М \  -  те х, для которы х имеет смысл /(х ),
Л/ 2 ~ те х, для которы х им ею т смысл /(х) и д(х) ,
Л /з -  те  х, для которы х имеет смысл /(х) и ( х ) > 0 ,
Л/ 4 -  те х, для которы х имеет смысл /(х) и / ( х ) ^ 0 ,
Л/ 5 -  те х, для которы х им ею т смысл /(х), #(х) и / ( х ) > 0 , ^ (х )> 0 , 
Л/б -  те х, для которы х имею т смысл /(х ), д(х)  и / ( х ) < 0 , ^ (х )< 0 , 
Л/7 -  те х, для которы х имею т смысл /(х ), у(х) и £ ( х ) ^ 0 ,
Л/ 8 -  те х, для которы х имеет смысл /(х) и / ( х ) ^ 0 ,
Л/ 9 -  те х, для которы х имею т смысл /(х ), ^(х) и / ( х ) ^ 0 , ^ (х )^ 0 , 
А/ю -  те х, для которы х имею т смысл /(х), #(х) и / ( я ) ^ 0 , <7(2)^ О, 
Л/ц -  те х, для которы х имею т смысл /(х ), <7(2) и f ( x ) ^ 0 , р ( х )> 0 , « 
Л/12 _ те х, для которы х имею т смысл /(х), 0(2) и / (х )^ 0 , 0(2) <0.
М 13 -  те х, для которы х имеет смысл /(х) и / (х )< 0 .
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