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1. Сферическая геометрия

Слово «геометрия» в переводе с греческого означает «землемерие» или
«измерение земли». При таком толковании этого слова естественно счи-
тать, что геометрия занимается изучением свойств прямых на поверх-
ности некоторой планеты. При этом кривая на поверхности планеты
называется отрезком прямой, если любая другая кривая с теми же на-
чалом и концом имеет большую длину. Кривая называется прямой, или
геодезической, если любая ее достаточно короткая дуга является отрез-
ком прямой.

Замечание 1. Слова прямая и геодезическая | существительные, а не
прилагательные.

Замечание 2. Условие «достаточно короткая» существенно для сферы.
В остальных случаях, которые будут нам интересны (евклидова плос-
кость и плоскость Лобачевского), это условие можно отбросить.

В наиболее известной модели геометрии рассматривается неограни-
ченная планета, представляющая собой полупространство. В качестве
другой модели геометрии можно взять планету, представляющую собой
шар. Такую геометрию называют сферической. Выясним, как устроены
прямые в сферической геометрии. Назовем большим кругом сечение ша-
ра плоскостью, проходящей через его центр. Границу большого круга
назовем большой окружностью. Через любые две точки сферы можно
провести большую окружность. Если точки не диаметрально противо-
положные, то через них проходит единственная большая окружность.

Теорема 1.1. Пусть A и B | не диаметрально противоположные то-
чки сферы. Тогда на поверхности сферы кратчайшей кривой, соединя-
ющей точки A и B, будет более короткая дуга большой окружности,
проходящей через точки A и B.

Доказательство. Назовем сферической ломаной кривую, составленную
из дуг больших окружностей. Кривую на сфере можно с любой точно-
стью приблизить конечнозвенной сферической ломаной, поэтому доста-
точно доказать, что дуга AB короче любой другой сферической лома-
ной, соединяющей точки A и B. Как и в случае евклидовой плоскости,
достаточно рассмотреть двузвенные ломаные. В самом деле, если пару
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звеньев PQ и QR заменить более коротким PR, то после нескольких та-
ких операций ломаная заменится на одно звено, причем это звено будет
короче исходной ломаной.

Длина дуги AB равна 'R, где R | радиус сферы, ' | угол, под
которым отрезок AB виден из центра сферы. Таким образом, доказа-
тельство теоремы сводится к известному неравенству для трехгранных
углов: сумма двух плоских углов трехгранного угла больше его третьего
плоского угла. �

Значит, сферическими прямыми являются большие окружности.
Расстоянием между двумя точками сферы называют длину более ко-

роткого отрезка сферической прямой, проходящей через эти точки. (В
случае, когда точки диаметрально противоположны, можно взять лю-
бой из отрезков любой из сферических прямых, проходящих через эти
точки.)

Движением или изометрией сферы называют ее взаимно однозначное
преобразование, не изменяющее расстояний между точками. Примерами
движений сферы служат вращение сферы вокруг оси, проходящей через
ее центр, и симметрия относительно плоскости, проходящей через центр.

Теорема 1.2. а) Любое движение сферы можно представить в виде
композиции не более чем трех симметрий относительно плоскостей,
проходящих через ее центр.

б) Любое движение сферы, сохраняющее ориентацию, является вра-
щением вокруг оси.

Доказательство. а) ТочкуX называют неподвижной точкой преобра-
зования f , если f(X) = X. Движение сферы, имеющее три неподвижные
точки, не лежащие на одной сферической прямой, тождественно.

Пусть f | движение сферы, A | точка сферы, не являющаяся не-
подвижной. Рассмотрим симметрию s относительно плоскости ˝ (про-
ходящей через центр сферы), при которой точка A переходит в точку
f(A). Если X | неподвижная точка преобразования f , то (евклидово)
расстояние от точкиX до точки A равно расстоянию от точкиX = f(X)
до точки f(A). Следовательно, точка X лежит в плоскости ˝, а значит,
преобразование sf имеет неподвижные точки X и A.

Эта конструкция позволяет построить движение s1 : : : skf , где k ≤ 3,
имеющее три неподвижные точки, не лежащие на одной сферической
прямой. Таким образом, s1 : : : skf = id (тождественное преобразование)
и f = s−1k : : : s−11 = sk : : : s1.
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б) Симметрия относительно плоскости, проходящей через центр сфе-
ры, изменяет ориентацию сферы. Поэтому композиция нечетного ко-
личества симметрий изменяет ориентацию, а композиция четного коли-
чества симметрий сохраняет ориентацию. А так как любое движение
сферы можно представить в виде s1, s1s2 или s1s2s3, то любое движение
сферы, сохраняющее ориентацию, можно представить в виде s1s2.

Легко проверить, что композиция двух симметрий относительно пло-
скостей, пересекающихся по прямой l под углом ', является поворотом
на угол 2' вокруг оси l. �

Сферическая геометрия обладает очень важным свойством: любую
точку A можно движением перевести в любую точку B, переведя при
этом любую прямую, проходящую через точку A, в любую прямую, про-
ходящую через точку B. Из этого, в частности, следует, что в форму-
лировках теорем сферической геометрии не нужно указывать, о какой
именно точке или прямой идет речь. А если бы мы попытались строить
геометрию для планеты несимметричной формы, то для каждой точки
пришлось бы формулировать отдельную теорему.

Понятие изометрии можно определить не только для отображений
множества на себя, но и для отображений одного множества на другое.
Ясно, что сфера и плоскость не изометричны, т. е. не существует изо-
метрии сферы на плоскость. В самом деле, расстояние между точками
сферы ограничены, а расстояние между точками плоскости неограниче-
ны.

Более содержателен вопрос о том, изометрична ли область на сфере
некоторой области на плоскости. Иными словами, можно ли нарисовать
на плоскости карту некоторой области на сфере так, чтобы расстояние
между любой парой точек сферы равнялось расстоянию между парой
соответствующих точек плоскости.

Теорема 1.3. Область на сфере не может быть изометрична области
на плоскости.

Доказательство. Назовем сферической окружностью множество то-
чек сферы, удаленных от некоторой точки сферы (центра окружности)
на данное расстояние r (радиус окружности). Если отрезок OX виден
из центра сферы под углом �, то сферическая окружность с центром
O, проходящая через точку X, имеет сферический радиус R�, а евкли-
дов радиус этой окружности равен R sin�. Таким образом, сферическая
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окружность радиуса r = R� имеет длину

2�R sin� = 2�R sin(r=R) < 2�R(r=R) = 2�r:

Любая область на сфере содержит сферическую окружность доста-
точно малого радиуса r. Длина этой сферической окружности меньше
длины евклидовой окружности радиуса r. Но при изометрии окруж-
ность радиуса r должна перейти в окружность того же радиуса, причем
длина ее останется прежней. �

Замечание. Чтобы не рассматривать длину окружности, можно рас-
смотреть длину стороны правильного треугольника, вписанного в окру-
жность радиуса r.

Для сферической геометрии можно определить полярное соответ-
ствие, при котором каждой большой окружности S сопоставляется па-
ра концов диаметра сферы, перпендикулярного S, а каждой паре диаме-
трально противоположных точек A и B сопоставляется большая окру-
жность, лежащая в плоскости, перпендикулярной AB. Будем говорить,
что большой окружности сопоставляются ее полюса, а паре диаметраль-
но противоположных точек сопоставляется их поляра. Легко проверить,
что если две большие окружности S1 и S2 пересекаются в точках A1 и
A2, та поляра точек A1 и A2 совпадает с большой окружностью, про-
ходящей через полюса больших окружностей S1 и S2. Таким образом,
полярное преобразование переводит точки в прямые, а прямые в точки,
причем утверждение «прямые l и m пересекаются в точке A» переходит
в утверждение «точки l⊥ и m⊥ лежат на прямой A⊥».

Сферическому треугольнику ABC можно сопоставить полярный ему
треугольник A′B′C ′ следующим образом: A′ | тот из полюсов сфериче-
ской прямой BC, который лежит вместе с точкой A по одну сторону от
этой прямой; точки B′ и C ′ определяются аналогично. Легко проверить
следующие свойства полярного треугольника:

1) если треугольник A′B′C ′ полярен треугольнику ABC, то треуголь-
ник ABC полярен треугольнику A′B′C ′;

2) если �; � и  | углы треугольника ABC, aR, bR и cR | длины
его сторон (R| радиус сферы), то �−a, �−b и �−c| углы полярного
треугольника A′B′C ′, (�−�)R, (�−�)R и (�−)R| длины его сторон.

Для доказательства свойства 1) рассмотрим центр O сферы. Так как
OA′ ⊥ OC и OB′ ⊥ OC, то OC ⊥ OA′B′.
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Свойство 2) следует из того, что внутренние нормали к двугранному
углу величиной � образуют между собой угол � − �.

В сферической геометрии, в отличие от евклидовой, треугольники с
соответственно равными углами обязательно равны. В самом деле, из
равенства углов двух треугольников следует равенство сторон их поляр-
ных треугольников.

Таким образом, в сферической геометрии можно вычислить площадь
треугольника, зная его углы.

Теорема 1.4. Площадь сферического треугольника ABC с углами �, �
и  равна

(�+ � +  − �)R2;

где R | радиус сферы.

Доказательство. Рассмотрим сначала сферический двуугольник, т. е.
одну из четырех фигур, на которые разбивают сферу две сферические
прямые. Пусть S(�) | площадь сферического двуугольника с углом �.
Ясно, что S(�) пропорциональна � и S(�) = 2�R2 (площадь полусферы).
Поэтому S(�) = 2�R2.

Пары сферических прямых AB;BC и CA образуют 12 сферических
двуугольников. Выберем из них 6 сферических двуугольников, содер-
жащих либо треугольник ABC, либо симметричный ему (относительно
центра сферы) треугольник A1B1C1. Каждая точка треугольника ABC
и треугольника A1B1C1 покрыта ровно тремя такими двуугольниками, а
любая другая точка сферы покрыта ровно одним двуугольником (точки
сферических прямых AB, BC и CA мы не рассматриваем). Поэтому

4(�+ � + )R2 = 4�R2 + 2SABC + 2SA1B1C1

А так как SABC = SA1B1C1
, то

SABC = (�+ � +  − �)R2:

�

Следствие 1. Сумма углов сферического треугольника больше �.
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Задачи

Радиус сферы R предполагается известным. a; b; c | длины сторон
сферического треугольника, �; �;  | углы сферического треугольника.

1. Доказать, что a+ b > c.
2. Доказать, что a+ b+ c < 2�R.
3. Найти длину стороны правильного сферического треугольника,

вписанного в сферическую окружность радиуса r.
4. Найти углы автополярного треугольника, т. е. сферического тре-

угольника, совпадающего с полярным к нему треугольником.
5. Доказать, что область цилиндра изометрична области плоскости.
6. Существует ли отображение области сферы на область плоскости,

переводящее отрезки сферических прямых в отрезки евклидовых пря-
мых?

7. Доказать, что для любого сферического треугольника существуют
вписанная и описанная окружности.

8. Доказать, что а) медианы, б) высоты сферического треугольника
пересекаются в одной точке.

9. Доказать, что площадь сферического круга радиуса r равна

4�R2 sin2
( r

2R

)
:

В задачах 10{14 считается, что R = 1.
10. Доказать, что в сферическом треугольнике выполняются следую-

щие соотношения:

а)
sin�

sin a
=

sin�

sin b
=

sin 

sin c
(теорема синусов);

б) cos a = cos b cos c+ sin b sin c cos� (первая теорема косинусов);
в) cos� = − cos� cos  + sin� sin  cos a (вторая теорема косинусов).
11. Доказать, что

sin
�

2
=

√
sin(p− b) sin(p− c)

sin b sin c
; cos

�

2
=

√
sin p sin(p− a)

sin b sin c
;

где p = (a+ b+ c)=2.
12. Пусть S = �+ � +  − �. Доказать, что

а) 2 sin
S

2
=

√
sin p sin(p− a) sin(p− b) sin(p− c)

cos
a

2
cos

b

2
cos

c

2

;
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б) tg2
S

4
= tg

p

2
tg

p− a

2
tg

p− b

2
tg

p− c

2
.

13. Пусть r | радиус вписанной окружности сферического треуго-
льника. Доказать, что

tg r =

√
sin(p− a) sin(p− b) sin(p− c)

sin p
:

14. Пусть —R | радиус описанной окружности сферического треуго-
льника. Доказать, что

ctg —R =

√
sin(�− s) sin(� − s) sin( − s)

sin s
;

где s = (�+ � +  − �)=2.
15. а) Возьмем отрезок сферической прямой длины �R и рассмотрим

полюса всех сферических прямых, пересекающих данный отрезок. Дока-
зать, что рассматриваемые точки заметают множество площади 4�R2.

б) Дано несколько отрезков сферических прямых, сумма длин ко-
торых меньше �R. Доказать, что существует сферическая прямая, не
пересекающая ни одного данного отрезка.

2. Проективная геометрия

Геометрия Лобачевского не имеет столь простой и естественной ин-
терпретации, как сферическая геометрия. Для геометрии Лобачевского
известно несколько моделей. У каждой из них есть свои достоинства,
но и у каждой есть недостатки, т. е. для разных целей бывают удоб-
ны разные модели. Все модели геометрии Лобачевского, которые мы
будем рассматривать, достаточно тесно связаны с проективной геоме-
трией. Поэтому сначала нужно познакомиться с основными понятиями
проективной геометрии.

При проецировании прямой l1 на прямую l2 из некоторой точки O
длины отрезков могут не сохранятся. Но если мы для четырех точек

A1; B1; C1 и D1 прямой l1 рассмотрим величину
C1A1

C1B1
:
D1A1

D1B1
, то при

проекциях эта величина сохраняется, т. е.

C1A1

C1B1
:
D1A1

D1B1
=
C2A2

C2B2
:
D2A2

D2B2
(см. рис. 1):

10



A1
B1

C1
D1

A2 B2 C2 D2

O

l1

l2

Рис. 1
В самом деле,

C1A1

C1B1
=
SOC1A1

SOC1B1

=
OC1 ·OA1 sinA1OC1

OC1 ·OB1 sinB1OC1
=
OA1

OB1
· sinA1OC1

sinB1OC1
:

Поэтому

C1A1

C1B1
:
D1A1

D1B1
=

(
OA1

OB1
· sinA1OC1

sinB1OC1

)
:

(
OA1

OB1
· sinA1OD1

sinB1OD1

)
:

После сокращения эта величина окажется выраженной только через
углы, причем sinA1OC1 = sinA2OC2 и т. д.

Величину
CA

CB
:
DA

DB
удобно брать со знаком. Для этого нужно на

прямой l ввести координаты и вместо, например, CA брать c−a, где c и
a| координаты точек C и A. Величину

c− a

c− b
:
d− a

d− b
называют двойным

отношением четырех точек. В дальнейшем мы будем обычно считать,

что величина
CA

CB
:
DA

DB
берется со знаком; обозначим ее [A;B;C;D].

Двойное отношение четырех точек зависит от порядка точек. При
перестановках точек оно меняется по достаточно простым правилам.
Очевидно, что [A;B;C;D] = [B;A;C;D]−1 = [A;B;D;C]−1. Легко про-
верить также, что [A;B;C;D] = 1 − [A;C;B;D] (это эквивалентно ра-
венству (c− a)(d− b) = (c− b)(d− a) + (b− a)(d− c)).

Назовем преобразование прямой проективным, если оно сохраняет
двойное отношение любых четырех точек. Ясно, что любое преобразова-
ние прямой, которое можно представить в виде композиции нескольких
проецирований, является проективным преобразованием.

Отображение вида x 7→ ax+ b

cx+ d
, где ad 6= bc, назовем дробно-линейным.
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Теорема 2.1. Преобразование прямой проективно тогда и только то-
гда, когда оно дробно-линейно.

Доказательство. С помощью формулы

ax+ b

cx+ d
− ay + b

cy + d
=

(ad− bc)(x− y)

(cx+ d)(cy + d)

легко проверить, что дробно-линейное отображение сохраняет двойное
отношение.

Рассмотрим теперь преобразование прямой, сохраняющее двойное
отношение. Пусть �1, �1 и 1 | образы трех различных точек �, �
и . Тогда точка x и ее образ x1 связаны соотношением

 − �

 − �
:
x− �

x− �
=
1 − �1
1 − �1

:
x1 − �1
x1 − �1

:

Это соотношение позволяет выразить x1 через x по формуле вида x1 =
ax+ b

cx+ d
. �

Дробно-линейное преобразование x 7→ ax+ b

cx+ d
не определено для точ-

ки x = −d=c. Чтобы избежать этой неприятности, добавим к прямой l
точку ∞. Тогда можно считать, что

ax+ b

cx+ d
=∞ при x = −d

c
и

ax+ b

cx+ d
=
a

c
при x =∞

Точку ∞ можно добавить к прямой следующим образом. Выберем
точку O вне прямой l и сопоставим каждой точке A ∈ l прямую OA.
Тогда точке∞ соответствует прямая, проходящая через точку O парал-
лельно прямой l. Назовем проективной прямой множество всех прямых
на плоскости, проходящих через фиксированную точку O. При этом пря-
мые, проходящие через точку O, будем называть точками проективной
прямой.

На проективной прямой можно следующим образом ввести коорди-
наты. Будем считать, что точка O | начало системы координат на
плоскости. Тогда прямая, проходящая через точку O, состоит из точек
вида (�x; �y), где � | некоторое число, x и y | фиксированные числа,
причем хотя бы одно из них отлично от нуля. Таким образом, точке
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проективной прямой можно сопоставить пару чисел (x; y), причем па-
ры (x; y) и (�x; �y) считаются эквивалентными. Эту пару чисел назовем
однородными координатами точки проективной прямой.

В однородных координатах проективное преобразование проектив-
ной прямой имеет вид

(x; y) 7→ (ax+ by; cx+ dy):

По аналогии с проективной прямой дадим два эквивалентных опре-
деления проективной плоскости:

1) множество прямых, проходящих через фиксированную точку в
пространстве;

2) множество троек чисел (x; y; z), где числа x, y и z не все равны
нулю; пропорциональные тройки считаются эквивалентными.

Если числа a, b и c не все равны нулю, то множество точек проектив-
ной плоскости, удовлетворяющих уравнению ax+ by + cz = 0, называют
прямой на проективной плоскости.

Проективным преобразованием проективной плоскости называют
преобразование вида

(x; y; z) 7→ (a11x+ a12y + a13z; a21x+ a22y + a23z; a31x+ a32y + a33z:)

Подчеркнем, что это должно быть именно преобразование, т. е. взаим-
но однозначное отображение проективной плоскости на себя. На языке
определителей условие взаимной однозначности эквивалентно тому, что∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ 6= 0:

Проективное преобразование проективной плоскости сохраняет двой-
ное отношение четырех точек, лежащих на одной прямой. В самом деле,
не более чем одна из трех однородных координат точек данной проек-
тивной прямой тождественно равна нулю. Две другие координаты мож-
но считать однородными координатами на проективной прямой. Про-
ективное преобразование плоскости индуцирует проективное преобра-
зование этих координат.

Проективную плоскость можно представить как обычную плоскость,
пополненную бесконечно удаленной прямой z = 0. В самом деле, точке
(x; y; z), где z 6= 0, можно сопоставить точку с декартовыми координа-

тами
(x
z
;
y

z

)
.
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Перейдем теперь к построению одной из моделей геометрии Лобачев-
ского. Предварительно покажем, как с помощью двойного отношения
можно определить «расстояние» между точками a и b интервала (x; y).
(Мы имеем в виду не обычное евклидово расстояние.) Положим

�(a; b) = | ln[a; b; x; y]| =
∣∣∣∣ln(

x− a

x− b
:
y − a

y − b

)∣∣∣∣ :
Легко проверить, что такое определение имеет смысл, т. е.

x− a

x− b
:
y − a

y − b
> 0:

В самом деле, x − a < 0, x − b < 0, y − a > 0, y − b > 0. Ясно также,
что �(a; a) = 0 и �(a; b) → ∞ при b → x и при b → y. Кроме того,
�(a; b) = �(b; a), так как

x− a

x− b
:
y − a

y − b
=

(
x− b

x− a
:
y − b

y − a

)−1

Отметим, что ln[a; b; x; y] = − ln[a; b; y; x], поэтому нет необходимости
различать точки x и y, т. е. задавать ориентацию интервала (x; y).

Из тождества(
x− a

x− b
· y − b

y − a

) (
x− b

x− c
· y − c

y − b

) (
x− c

x− a
· y − a

y − c

)
= 1

следует, что ±�(a; b) ± �(b; c) ± �(c; a) = 0. Более тщательная проверка
показывает, что если точка Ó лежит между a и b, то �(a; c) + �(c; b) =
�(a; b).

Расстояние �(a; b) не изменяется при проективных преобразованиях
прямой, сохраняющих интервал (x; y).

Теперь можно определить модель Клейна плоскости Лобачевского.
Точками модели Клейна являются внутренние точки некоторого круга.
Расстояние между точками a и b определяется как �(a; b)1 для интервала
(x; y), где x и y | точки пересечения прямой ab с граничной окружно-
стью данного круга. Если точки расположены в таком порядке, как на
рис. 2, то ln[a; b; x; y] > 0, т. е. �(a; b) = ln[a; b; x; y].

1Это не совсем верно. Как будет объяснено в главе 3, в модели Клейна обычно

полагают �(a; b) =
1

2
| ln[a; b; x; y]| или �(a; b) =

c

2
| ln[a; b; x; y]|, где параметр c играет

роль радиуса. Радиус удобно считать равным 1.
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Теорема 2.2. В модели Клейна прямыми являются хорды круга.

Доказательство. Нужно доказать, что �(a; c)+�(c; b) ≥ �(a; b), причем
если точка c не лежит на отрезке (a; b), то �(a; c)+�(c; b) > �(a; b). Пусть
лучи ab и ba пересекают окружность в точках x и y соответственно, лучи
ac и ca | в точках x1 и y1, лучи cb и bc | в точках x2 и y2 (рис. 3).
Тогда точка x′ пересечения хорд x1x2 и xy лежит на отрезке xb, а точка
y′ пересечения хорд y1y2 и xy лежит на отрезке ay. Пусть p | точка
пересечения прямых x1x2 и y1y2, c

′ | точка пересечения прямых pc и
xy. Точка c′ лежит на отрезке ab.

Двойное отношение сохраняется при проекции одной прямой на дру-
гую. Поэтому

[a; c; x1; y1] = [a; c′; x′; y′]

[c; b; x2; y2] = [c′; b; x′; y′]

(мы рассматриваем проекции из точки p на прямую xy).
Покажем, что [a; c′; x′; y′] > [a; c′; x; y] и [c′; b; x′; y′] > [c′; b; x; y]. Ины-

ми словами, нужно доказать, что если точки a; b; x; y расположены в та-
ком порядке, как на рис. 2, то увеличение отрезка xy приводит к умень-
шению двойного отношения [a; b; x; y]. Будем считать положительным
направление луча yx. Тогда для увеличения отрезка xy к координате
точки x нужно добавить положительное число ". Второй конец отрезка
оставим пока на месте. Двойное отношение при этом уменьшится, так
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как
x− a

x− b
− x+ "− a

x+ "− b
=

"(b− a)

(x− b)(x+ "− b)
> 0:

Для второго конца отрезка доказательство аналогично.
В результате получаем неравенства

[a; c; x1; y1] > [a; c′; x; y];

[c; b; x2; y2] > [c′; b; x; y]:

Следовательно,

[a; c; x1; y1][c; b; x2; y2] > [a; c′; x; y][c′; b; x; y] = [a; b; x; y];

т. е. �(a; c) + �(c; b) > �(a; b). �

Геометрия Лобачевского, как и сферическая геометрия и геометрия
плоскости, имеет достаточно большую группу изометрий, а именно, лю-
бую точку A можно перевести в любую другую точку B и при этом
перевести любую прямую, проходящую через точку A, в любую прямую,
проходящую через точку B. Чтобы доказать это, достаточно проверить,
что существует преобразование плоскости, которое сохраняет двойное
отношение, переводит данный круг в себя и переводит внутреннюю точ-
ку A в любую другую внутреннюю точку B. В самом деле, такое пре-
образование является изометрией. А для того, чтобы перевести любую
прямую в любую другую прямую, можно точку A перевести в центр O
круга, а затем точку O перевести в точку B. При этом любую пря-
мую, проходящую через точку O, можно поворотом перевести в любую
другую прямую, проходящую через точку O.

Теорема 2.3. Существует преобразование плоскости, которое сохра-
няет двойное отношение, переводит данный круг в себя и переводит
его центр в произвольную внутреннюю точку.

Доказательство. Рассмотрим прямой круговой конус с вершиной S.
Сечение конуса плоскостью, перпендикулярной его оси, является окруж-
ностью с диаметром PQ и центром O. Рассмотрим также сечение конуса
плоскостью, проходящей через точку O и перпендикулярной плоскости
SPQ (конус мы считаем бесконечным в одну сторону). Если точка Q′

принадлежит интервалу QR (рис. 4), то рассматриваемое сечение явля-
ется эллипсом.
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На плоскости ˝′, содержащей этот эллипс, и на плоскости ˝, содер-
жащей окружность с диаметром PQ, можно ввести координаты так, что
окружность и эллипс совпадут при отождествлении точек с одинаковы-
ми координатами. При этом в качестве начала координат мы выберем
соответственно центр эллипса и центр окружности, а в качестве оси Ox
выберем прямые P ′Q′ и PQ. Тогда точка O, лежащая внутри эллипса,
отождествляется с такой точкой O1 круга, что P

′O : OQ′ = PO1 : O1Q.
При перемещении точки Q′ по отрезку QR отношение P ′O : OQ′

изменяется от 1 до ∞. Поэтому точка O1 может быть любой точкой,
лежащей внутри отрезка OQ.

Искомым преобразованием является композиция отображений f :
˝ → ˝1 и g : ˝ → ˝1 где f | проекция из точки S, а g | отожде-
ствление точек с одинаковыми координатами. �

Задачи

1. Доказать, что проективное преобразование прямой однозначно за-
дается образами трех точек.

2. Доказать, что любое проективное преобразование прямой можно
представить в виде композиции проецирований прямых.

3. Доказать, что квадрат нетождественного преобразования x 7→
ax+ b

cx+ d
тождествен тогда и только тогда, когда a+ d = 0.

4. a) Показать, что при отождествлении диаметрально противопо-
ложных точек сферы из сферической геометрии получается геометрия
проективной плоскости.

б) Показать, что при этом полярное соответствие принимает следу-
ющий вид: точке (a; b; c) соответствует прямая ax+ by + cz = 0.

5. Доказать, что сечение прямого кругового конуса x2 + y2 = az2

плоскостью, не проходящей через его вершину, является либо эллипсом,
либо параболой, либо гиперболой.

6. Существует ли проективное преобразование плоскости, сохраняю-
щее окружность, но переводящее ее внутренние точки во внешние?

7. Сколько различных значений принимает двойное отношение четы-
рех точек при перестановках этих точек?

8. Убедитесь, что если точка c лежит между a и b, то равенство
±�(a; b)± �(b; c)± �(a; c) = 0 принимает вид �(a; c) + �(c; b) = �(a; b).

17



9. Как с помощью циркуля и линейки выполнить следующие постро-
ения в модели Клейна:

а) построить середину данного отрезка;
б) соединить данную точку с данной прямой кратчайшим отрезком

(т. е. опустить перпендикуляр);
в) построить биссектрису угла между данными двумя прямыми?
10. Доказать, что любое дробно-линейное преобразование можно пред-

ставить в виде композиции не более, чем трех инволютивных преобра-
зований. (Преобразование называется инволютивным, если его компо-
зиция с собой есть тождественное преобразование.)

3. Модели геометрии Лобачевского

От модели Клейна можно перейти к другой важной модели геометрии
Лобачевского. Новая модель получается следующим образом. Рассмо-
трим сферу, экватором которой служит данная окружность. Пусть A|
точка модели Клейна, A1 | точка южной полусферы, проецирующаяся
в точку A, A′ | точка пересечения экваториальной плоскости с прямой
A1N , где N | северный полюс (рис. 5). Сопоставив каждой точке A
точку A′, получим преобразование экваториального круга. Чтобы это
преобразование было изометрией, нужно определить расстояние между
точками A′ и B′ в новой модели как расстояние между точками A и B в
старой модели. Полученную таким образом модель геометрии Лобачев-
ского называют моделью Пуанкаре в круге.

A A′

A1

N

Рис. 5

A z
z′

C

B

N

Рис. 6
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Выясним, как устроены прямые в модели Пуанкаре. Хорде AB со-
ответствует сечение южной полусферы плоскостью, перпендикулярной
экватору. Это сечение представляет собой полуокружность, перпенди-
кулярную экваториальной окружности (рис. 6). При проекции из полю-
са на экваториальную плоскость эта полуокружность переходит в дугу
окружности, перпендикулярной экваториальной окружности. (Это сле-
дует из свойств стереографической проекции, которые будут разобраны
на семинаре.) Таким образом, для модели Пуанкаре в круге прямыми
являются дуги окружностей, перпендикулярных граничной окружности
данного круга.

Для модели Пуанкаре данный круг удобно считать единичным кру-
гом на комплексной плоскости. (Единичный круг задается неравенством
|z| ≤ 1, z ∈ C.)

Для точек комплексной плоскости, как и для точек вещественной пря-
мой, можно рассмотреть двойное отношение

[z1; z2; z3; z4] =
z3 − z1
z3 − z2

:
z4 − z1
z4 − z2

:

В этом случае двойное отношение является, вообще говоря, комплексным
числом.

Нетрудно убедиться, что если точки Z и W лежат на хорде AB, а Z ′

и W ′ | соответствующие точки модели Пуанкаре, то

|[A;B;Z;W ]| = |[A;B;Z ′;W ′]|2:

В самом деле, стереографическая проекция является ограничением про-
странственной инверсии, поэтому она сохраняет двойное отношение.
Кроме того,

AZ : ZB =
AC2

AB
:
BC2

AB
= AC2 : BC2

(см. рис. 6). Таким образом, | ln[A;B;Z;W ]| = 2| ln |[A;B;Z ′;W ′]||.
Напомним, что �(Z;W ) = | ln[A;B;Z;W ]|. Поэтому

�(Z ′;W ′) = 2| ln |[A;B;Z ′;W ′]||:

По аналогии с бесконечным семейством различных сферических геоме-
трий (для разных радиусов R мы получаем разные геометрии) мож-
но получить бесконечное семейство геометрий Лобачевского, положив
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�(Z;W ) =
c

2
| ln[A;B;Z;W ]|. Роль параметра c в геометрии Лобачевско-

го во многом аналогична роли радиуса R в сферической геометрии.
Еще одну модель геометрии Лобачевского можно получить, отобра-

зив единичный круг на верхнюю полуплоскость H = {x+ iy ∈ C | y > 0}
с помощью дробно-линейного отображения. Для этой цели годится, на-
пример, отображение

z 7→ w = i
1 + z

1− z
:

В самом деле,

Imw = Re

(
1 + z

1− z

)
=

1

2

(
1 + z

1− z
+
1 + —z

1− —z

)
=

1− |z|2

|1− z|2

Поэтому Imw > 0⇐⇒ |z| < 1.
Полученная таким образом модель геометрии Лобачевского называ-

ется моделью Пуанкаре в верхней полуплоскости.
Геометрию Лобачевского часто называют гиперболической геометри-

ей. Поэтому прямые, окружности и другие объекты геометрии Лобачев-
ского будем называть гиперболическими, чтобы отличать их от евкли-
довых прямых и окружностей.

Дробно-линейные преобразования переводят прямые и окружности
в прямые и окружности. Кроме того, они сохраняют углы. Поэтому
в верхней полуплоскости H гиперболическими прямыми являются вер-
тикальные лучи и полуокружности, центры которых лежат на действи-
тельной оси.

Дробно-линейные отображения сохраняют двойное отношение, по-
этому расстояние между точками в модели Пуанкаре в верхней полуплос-
кости определяется следующим образом. Пусть гиперболическая прямая
AB подходит к вещественной оси в точках X и Y (рис. 7). Тогда

�(A;B) = c| ln[A;B;X; Y ]|:

(Для краткости мы опустили второй знак модуля. Дело в том, что не-
сложная проверка позволяет убедиться в его ненужности.) В том слу-
чае, когда гиперболическая прямая является евклидовым лучом, поло-

жим Y = ∞, т. е.
y − a

y − b
= 1. Для положительного луча мнимой оси

формула для вычисления гиперболического расстояния принимает осо-
бенно простой вид: �(ia; ib) = c| ln(a=b)|.
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Выясним теперь, как устроены движения плоскости Лобачевского.
Любое дробно-линейное преобразование, сохраняющее верхнюю полуп-
лоскость H, является движением плоскости Лобачевского. Пусть a; b; c; d

∈ R. Легко проверить, что отображения z 7→ az + b

cz + d
, где ad − bc > 0, и

z 7→ a—z + b

c—z + d
, где ad−bc < 0, сохраняют верхнюю полуплоскость. В самом

деле,

Im
az + b

cz + d
= Im

(c—z + d)(az + b)

|cz + d|2
= Im

bc—z + adz

|cz + d|2
= (ad− bc)

Im z

|cz + d|2

Im
a—z + b

c—z + d
= (bc− ad)

Im z

|cz + d|2

Y X

A

B

Рис. 7

x

y

z1

Рис. 8

Теорема 3.1. Любое (гиперболическое) движение верхней полуплоско-
сти H имеет вид

z 7→ az + b

cz + d
или z 7→ a(−—z) + b

c(−—z) + d
;

где a; b; c; d ∈ R и ad− bc > 0.

Доказательство. Геометрия Лобачевского обладает тем свойством,
что точка C лежит на отрезке AB тогда и только тогда, когда �(A;C)+
�(C;B) = �(A;B). Из этого свойства следует, что любая изометрия пе-
реводит гиперболическую прямую в гиперболическую прямую.
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Предположим, что изометрия ' переводит положительный луч L мни-
мой оси в гиперболическую прямую '(L), подходящую к вещественной

оси в точках x и y. Тогда одно из двух преобразований z 7→ ±z − x

z − y
является гиперболическим движением g−1, причем это движение пере-
водит гиперболическую прямую '(L) в L (если y =∞, то g(z) = z − x.)
Таким образом, изометрия g−1' переводит гиперболическую прямую L
в себя. Применив, если нужно, изометрию z 7→ kz(k > 0), можно счи-
тать, что изометрия g−1' оставляет точку i на месте. Следовательно,
точка ia(a ∈ R) переходит в такую точку ib, что �(i; ia) = �(i; ib), т. е.
| ln a| = | ln b|. В том случае, когда изометрия g−1' переставляет ги-
перболические лучи (i;∞) и (i; 0), применим дополнительно изометрию
z 7→ −z−1. Для полученной изометрии g−1' вариант b = a−1 отпада-
ет, поэтому она оставляет неподвижными все точки гиперболической
прямой L.

Для вычисления гиперболического расстояния d между точками z; w ∈
H можно иcпользовать формулу

ch

(
d

c

)
= 1 +

|z − w|2

2 Im(z) Im(w)
;

где ch t =
1

2
(et + e−t) | гиперболический косинус. Эту формулу можно

получить, вычислив координаты точек в которых гиперболическая пря-
мая zw подходит к вещественной оси, а затем вычислив соответствую-
щее двойное отношение. Но такой способ требует громоздких вычисле-
ний. Проверить эту формулу можно проще. Обе ее части инвариантны
относительно вещественных дробно-линейных преобразований с поло-
жительным определителем (для правой части формулы достаточно про-
верить инвариантность относительно преобразований z 7→ z + a; a ∈ R,
и z 7→ −1=z). Преобразованием такого вида прямую zw можно переве-
сти в положительный луч L мнимой оси, а для точек ix; iy ∈ L легко
проверить, что обе части формулы дают один и тот же результат, а

именно,
1

2

(
x

y
+
y

x

)
.

Для всех положительных чисел t изометрия g−1' оставляет точку it
неподвижной, поэтому для всех z ∈ H выполняется равенство

�(it; z) = �(it; g−1'(z)):

Пусть z = x + iy; g−1'(z) = u + iv. Из формулы для вычисления
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расстояния следует, что

|it− z|2

t Im(z)
=
|it− g−1'(z)|2

t Im(g−1'(z))
;

т. е. [x2 + (t − y)2]v = [u2 + (t − v)2]y. Это равенство выполняется для
всех положительных t, поэтому y = v и x2 = u2, т. е. g−1'(z) = z или
−—z. А так как изометрия является непрерывным отображением, то одно
их этих равенств выполняется для всех точек одновременно. Поэтому
'(z) = g(z) или '(z) = g(−—z). �

Замечание. В формулировке теоремы 3.1 можно считать, что ad−bc =
1. В самом деле, пусть ad − bc = t > 0. Поделим числа a, b, c и d на√
t. В результате получим то же самое преобразование, но для новых

коэффициентов a, b, c и d требуемое условие будет выполняться.

Сферическую геометрию и геометрию Лобачевского можно постро-
ить единым образом. Точнее говоря, речь будет идти не о сфериче-
ской геометрии, а о так называемой эллиптической геометрии, которая
получается из сферической геометрии отождествлением диаметрально
противоположных точек.

Для единообразного построения эллиптической и гиперболической
геометрии нам потребуется комплексное проективное пространство
CP 2. Оно определяется аналогично вещественной проективной плос-
кости RP 2, но вместо троек вещественных чисел берутся тройки ком-
плексных чисел; тройки считаются эквивалентными, если они получа-
ются друг из друга умножением на комплексное число.

Важное значение будет для нас иметь также кривая x2 + y2 + z2 = 0
в CP 2.

Рассмотрим точки P1 = (x1; y1; z1) и P2 = (x2; y2; z2), лежащие на
сфере x2+y2+z2 = R2. Эти точки можно также считать точками CP 2.
Прямая P1P2 в CP 2 пересекает кривую x2 + y2 + z2 = 0 в точках J1 и
J2. Покажем, что

e±2i' = [P1; P2; J1; J2];

где ' | угол между радиусами OP1 и OP2. В самом деле, прямая P1P2
в CP 2 состоит из точек вида

(x1 + �x2; y1 + �y2; z1 + �z2)
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где � ∈ C∪∞ (точке P1 соответствует � = 0, а точке P2 соответствует
� = ∞). Значения �, соответствующие точкам J1, и J2, удовлетворяют
уравнению

(x1 + �x2)
2 + (y1 + �y2)

2 + (z1 + �z2)
2 = 0;

т. е. 1 + (2 cos')�+ �2 = 0 (мы воспользовались тем, что x21 + y21 + z21 =
R2; x22 + y22 + z22 = R2 и x1x2 + y1y2 + z1z2 = R2 cos'). Следовательно,

�1
�2

=
cos'±

√
cos2 '− 1

cos'∓
√
cos2 '− 1

=
cos'± i sin'

cos'∓ i sin'
= e±2i':

С другой стороны,

[P1; P2; J1; J2] =
�1 − 0

�2 − 0
:
�1 −∞
�2 −∞

=
�1
�2
:

Таким образом,
[P1; P2; J1; J2] = e±2i':

Поэтому расстояние d между точками сферы радиуса R можно опреде-
лить по формуле

d = R' = ±R

2i
ln[P1; P2; J1; J2]; (3.1)

где ln | функция, обратная экспоненте. Это определение требует неко-
торых пояснений, так как рассматриваются функции комплексного пере-
менного, причем тождество e2�i = 1 показывает, что обратная функция
многозначная. Но мы никаких пояснений давать не будем, потому что в
наиболее интересном для нас случае геометрии Лобачевского аналогич-
ная формула содержит лишь функции действительного переменного.

Напомним, как была получена формула (3.1). Мы рассмотрели точки
P1; P2 ∈ R3 как точки C3, затем сопоставили им прямые OP1 и OP2, а
эти прямые рассмотрели как элементы CP 2. Точки P1 и P2 лежат в
R3 и C3 на поверхности x2 + y2 + z2 = R2. В C3 можно рассмотреть
не только сферу действительного радиуса, но и сферу мнимого радиуса
x2 + y2 + z2 = −c2; c ∈ R. По сути дела, радиус R мы заменяем на ic.

Как и в случае обычной сферы, для сферы мнимого радиуса удоб-
но ограничиться вещественными точками. Положим z1 = iz. Тогда
получим поверхность x2 + y2 − z21 = −c2. При вещественных x; y и z1
эта поверхность представляет собой двуполостный гиперболоид (рис. 8).
Отметим также, что при указанном преобразовании поверхность x2 +
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y2+ z2 = 0 превращается в поверхность x2+ y2− z21 = 0, которая при ве-
щественных x, y и z1 является конусом. Пусть P1 и P2 | точки верхней
полости двуполостного гиперболоида x2+ y2− z21 = −c2. Рассмотрим их
как точки CP 2. Прямая P1P2 в CP 2 пересекает кривую x2+ y2− z21 = 0
в точках J1 и J2. По аналогии с эллиптической геометрией определим
расстояние между точками P1 и P2 по формуле

d = ± ic

2i
ln[P1; P2; J1; J2] = ± c

2
ln[P1; P2; J1; J2]:

Оказывается, что в результате получится геометрия Лобачевского! В
самом деле, рассмотрим сечение D2 конуса x2 + y2 − z21 ≤ 0 некоторой
плоскостью, перпендикулярной оси конуса. Лучи OPi и OJi пересекают
D2 в точках P ′i и J

′
i , причем [P1; P2; J1; J2] = [P ′1; P

′
2; J

′
1; J

′
2]. Таким обра-

зом, спроецировав верхнюю полость двуполостного гиперболоида на D2

из начала координат, получим модель Клейна геометрии Лобачевского.
Отметим, что по аналогии с формулой

cos2
(
d

R

)
=

(u; v)2

(u; u)(v; v)
;

где u =
−−→
OP1; v =

−−→
OP2, можно записать формулу

cos2
(
id

c

)
=

[u; v]2

[u; u][v; v]
;

где [u; v] = u1v1 + u2v2 + (iu3)(iv3) = u1v1 + u2v2 − u3v3. Так как cos t =
eit + e−it

2
, то cos(it) =

e−t + et

2
= ch t. Поэтому cos

(
id

c

)
= ch

(
d

c

)
.

Формула

ch2
(
d

c

)
=

[u; v]2

[u; u][v; v]

действительно верна; ее можно проверить непосредственными вычисле-
ниями.

Задачи

1. Доказать, что преобразование, обратное дробно-линейному, тоже
дробно-линейно.
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2. Доказать, что любое дробно-линейное преобразование можно пред-

ставить в виде композиции преобразований вида z 7→ 1

z
и z 7→ az + b.

3. Доказать, что при дробно-линейном преобразовании комплексной
плоскости прямая или окружность переходит в прямую или окружность.

4. Доказать, что дробно-линейные преобразования сохраняют углы.
5. а) Доказать, что точки z1; z2; z3 ∈ C лежат на одной прямой тогда

и только тогда, когда
z1 − z2
z1 − z3

∈ R
б) Доказать, что точки z1; z2; z3; z4 лежат на одной прямой или окру-

жность тогда и только тогда, когда [z1; z2; z3; z4] ∈ R
6. Доказать, что если Im z1 > 0 и Im z2 > 0, то существует пре-

образование z 7→ az + b

cz + d
; где

(
a b
c d

)
∈ SL(2;R), переводящее z1 в z2.

(SL(2;R) | множество матриц 2 × 2 с вещественными элементами и
определителем 1.)

7. а) Доказать, что стереографическая проекция представляет собой
ограничение на сферу инверсии в пространстве.

б) Доказать, что стереографическая проекция переводит окружности
на сфере в окружности или прямые на плоскости и сохраняет углы.

в) Доказать, что стереографическая проекция сохраняет двойное от-
ношение.

8. Доказать, что точке z в модели Пуанкаре в единичном круге со-

ответствует точка
2z

|z|2 + 1
в модели Клейна.

9. Доказать формулу

ch

(
d

c

)
= 1 +

|z − w|2

2 Im(z) Im(w)

прямыми вычислениями.
10. Доказать, что гиперболическая окружность в модели Пуанкаре

является евклидовой окружностью (с другим центром).
11. Доказать неравенство треугольника в модели Пуанкаре в верхней

полуплоскости.
12. Найти минимальное гиперболическое расстояние от точки (x; y)

верхней полуплоскости до луча Oy.
13. а) Доказать, что при движении точки прямой x = 1 по направле-

нию к оси Ox расстояние от нее до прямой Oy бесконечно возрастает.
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б) Доказать, что при движении точки вдоль гиперболической прямой
(x−1)2+y2 = 1 по направлению к точке (0,0) расстояние от нее до прямой
Oy стремится к нулю.

14. Доказать, что все точки евклидовой прямой y = kx, лежащие в
верхней полуплоскости, равноудалены от гиперболической прямой Oy.

15. Доказать, что множество точек, равноудаленных от двух данных
точек, представляет собой гиперболическую прямую.

16. Пусть Ai = (x1 + �ix2; y1 + �iy2; z1 + �iz2) ∈ CP 2. Доказать, что

[A1; A2; A3; A4] =
�3 − �1
�3 − �2

:
�4 − �1
�4 − �2

:

17. Доказать непосредственно формулу

ch

(
d

c

)
=

[u; v]2

[u; u][v; v]
;

где d = ± c

2
ln[P1; P2; J1; J2]; u =

−−→
OP1; v =

−−→
OP2.

18. Доказать, что если все углы гиперболического многоугольника
меньше �, то он выпуклый.

19. Доказать, что в модели Клейна (гиперболическая) окружность
представляет собой (евклидову) окружность или эллипс.

4. Гиперболическая элементарная геометрия

В гиперболической геометрии понятие величины угла можно опре-
делить следующим образом. Будем говорить, что величина угла рав-
на 2�=n, если n углов с общей вершиной, конгруэнтных данному углу,
покрывают всю плоскость Лобачевского без наложений. Теперь легко
определить угол величиной 2�m=n, а затем по непрерывности можно
определить величину любого угла.

Для модели Клейна и для модели Пуанкаре в круге повороты во-
круг центра круга являются движениями. Поэтому в центре круга в
обеих моделях величины гиперболических углов совпадают с величина-
ми евклидовых углов. Центр круга гиперболическим движением можно
перевести в любую другую точку. Для модели Пуанкаре движения со-
храняют евклидовы углы, поэтому для нее понятие величины евклидова
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угла совпадает с понятием величины гиперболического угла. (Угол меж-
ду двумя пересекающимися окружностями определяется как угол меж-
ду касательными в точке пересечения.) Для модели Клейна движения
не обязательно сохраняют евклидовы углы, поэтому для нее величина
гиперболического угла не обязательно совпадает с величиной евклидова
угла.

A

l

Рис. 9

X Y

l
�

A H

Рис. 10

A

B

C

Рис. 11

На евклидовой плоскости через точку A можно провести лишь одну
прямую, параллельную данной прямой. На плоскости Лобачевского че-
рез точку A можно провести целое семейство прямых, не пересекающих
данную прямую l. Такие прямые заполняют пару вертикальных углов
(на рис. 9 изображены эти углы в модели Клейна). Среди образовавших-
ся четырех углов с вершиной A выделим тот, который содержит прямую
l. Стороны этого угла назовем лучами, параллельными прямой l. Пря-
мые, содержащие эти лучи, назовем прямыми, параллельными прямой
l. В геометрии Лобачевского следует говорить именно о параллельных
лучах, а не параллельных прямых, потому что два луча, на которые
точка A разбивает прямую, ведут себя по-разному по отношению к па-
раллельной ей прямой: один луч приближается, а другой удаляется. В
частности, отношение параллельности транзитивно только для лучей.

Углом параллельности для точки A и прямой l называют полови-
ну величины угла, образованного лучами с вершиной A, параллельными
прямой l.

Угол параллельности � обладает следующим свойством. Опустим из
точки A перпендикуляр AH на прямую l. Проведем из точки A луч AB,
образующий угол � с лучом AH. Луч AB пересекает прямую l тогда
и только тогда, когда � < �. Это свойство можно взять в качестве
определения угла параллельности.

Легко проверить, что угол параллельности � зависит лишь от рассто-
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яния a от точки до прямой. Выясним, как именно связаны a и �. Это
несложно сделать в любой из моделей. Рассмотрим, например, модель
Клейна, причем будем считать, что точка A совпадает с центром круга
(рис. 10). По определению

a =
c

2

∣∣∣∣ln(
XH

XA
· Y A
Y H

)∣∣∣∣ = c

2
ln

(
1 + cos�

1− cos�

)
= c ln(ctg

�

2
):

Следовательно, e−a=c = tg(�=2). При a=c → 0 получаем � → �=2, т. е.
при уменьшении расстояния a или при увеличении «мнимого радиуса» c
геометрия Лобачевского приближается к евклидовой геометрии.

В дальнейшем для упрощения формул будем считать, что c = 1.
В гиперболической геометрии сумма углов треугольника меньше �.

Это утверждение легко доказать в модели Пуанкаре в круге, поместив
одну из вершин треугольника в центр круга (рис. 11). В самом деле, угол
A гиперболического треугольника ABC равен углу A евклидова треуго-
льника, а углы при вершинах B и C у гиперболического треугольника
меньше.

В евклидовой геометрии стороны и углы треугольника связаны неко-
торыми соотношениями. В геометрии Лобачевского тоже выполняют-
ся определенные соотношения между элементами треугольника. Проще
всего получить соотношения для прямоугольного треугольника, поэтому
с него мы и начнем.

Величины углов треугольника ABC будем обозначать �, � и , а
длины противолежащих им сторон будем обозначать a, b и c.

Теорема 4.1. В треугольнике с прямым углом  выполняются следу-
ющие соотношения:

а) ch c = ch a ch b;
б) th a = sh b tg�.

Доказательство. a) Можно считать, что A = ki (k > 1); B = cos'+

i sin' и C = i. Тогда ch a =
1

sin'
, ch b =

1 + k2

2k
и ch c =

1 + k2

2k sin'
.

Поэтому ch a ch b = ch c.
При малых a, b и c соотношение ch a ch b = ch c превращается в соот-

ношение a2+ b2 = c2. Таким образом, соотношение ch a ch b = ch c можно
назвать гиперболической теоремой Пифагора.

б) Снова будем считать, что A = ki (k > 1); B = cos' + i sin' и
C = i. Пусть x0 | центр евклидовой окружности, содержащей гипер-
болическую прямую AB. Тогда x20 + k2 = (cos' − x0)

2 + sin2 ', т. е.
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k2 = 1− 2x0 cos'. Легко проверить, что ∠Ax0O = �. Поэтому

tg� =
k

|x0|
=

2k cos'

k2 − 1
:

Так как sh2 t = ch2 t− 1 и ch a =
1

sin'
, то

sh2 a =
1

sin2 '
− 1 =

(
cos'

sin'

)2

и sh2 b =

(
1 + k2

2k

)2

− 1 =

(
k2 − 1

2k

)2

:

Следовательно, cos' = th a и
k2 − 1

2k
= sh b, а значит, tg� =

th a

sh b
.

При малых a и b это соотношение превращается в tg� = a=b. �

Из соотношений ch c = ch a ch b и th a = sh b tg� с помощью тождеств
для тригонометрических и гиперболических функций можно получить
другие соотношения, например, sh a = sh c sin�, th b = th c cos�, cos� =
ch a sin�, ctg� ctg � = ch c. При малых a, b и c эти соотношения прини-
мают вид a = c sin�, b = c cos�, ctg� ctg � = 1, cos� = sin�.

Для произвольного треугольника в гиперболической геометрии спра-
ведливы теоремы, аналогичные теоремам синусов и косинусов в евкли-
довой планиметрии.

Теорема 4.2. Для произвольного треугольника выполняются следую-
щие соотношения:

а)
sh a

sin�
=

sh b

sin�
=

sh c

sin 
(теорема синусов);

б) ch a = ch b ch c− sh b sh c cos� (теорема косинусов.)

Доказательство. Опустим из вершины C перпендикуляр CH на пря-
мую AB. Будем для определенности считать, что точка H лежит на
отрезке AB (случай, когда точка H лежит вне отрезка AB, рассматри-
вается аналогично). Обозначим длины отрезков CH, AH и BH через h,
x и c− x соответственно.

а) Запишем соотношения вида sh a = sh c sin� для прямоугольных
треугольников ACH и CBH. В результате получим sh b sin� = shh =
sh a sin�. Следовательно,

sh a

sin�
=

sh b

sin�
:

�
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б) Запишем соотношения вида ch a ch b = ch c для прямоугольных
треугольников ACH и CBH. В результате получим ch b = chx chh и
ch a = ch(c − x) chh. Следовательно, ch a = (ch c chx − sh c shx) chh =
ch b ch c− ch b sh c thx. Кроме того, thx = th b cos�. �

Выясним теперь, как выглядит в модели Пуанкаре окружность, т. е.
множество точек, равноудаленных от данной точки. Для модели Пуан-
каре в верхней полуплоскости гиперболическая окружность радиуса r с
центром (a; b) задается уравнением

ch r = 1 +
(a− x)2 + (b− y)2

2by
;

т. е. (x − a)2 + (y − b ch r)2 = b2(ch2 r − 1). Таким образом, в модели
Пуанкаре в верхней полуплоскости гиперболическая окружность радиу-
са r с центром (a; b) представляет собой евклидову окружность радиуса

b
√
ch2 r − 1 с центром (a; b ch r).
Для модели Пуанкаре в круге ´ гиперболическая окружность то-

же представляет собой евклидову окружность, так как дробно-линейное
преобразование переводит окружность в окружность или прямую. Если
центр гиперболической окружности совпадает с центром круга ´, то
евклидов центр этой окружности тоже совпадает с центром круга ´.
Покажем, что в такой ситуации евклидов радиус R и гиперболический
радиус r связаны соотношением

er =
1 +R

1−R
; т. е. R =

er − 1

er + 1
= th

(r
2

)
В самом деле, пусть O | центр круга ´, X | точка рассматриваемой
окружности, A и B | точки в которых прямая OX пересекает границу
круга ´. Тогда

r =

∣∣∣∣ln(
AX

AO
· BO
BX

)∣∣∣∣ = ln

(
1 +R

1−R

)
:

Обсудим теперь, как измерять длины кривых в гиперболической гео-
метрии. Для определения длины кривой с помощью интеграла требуется
элемент длины, т. е. расстояние между бесконечно близкими точками.
Если ´s| гиперболическое расстояние между точками z и z+´z верх-
ней полуплоскости, то

ch(´s) ≈ 1 +
|´z|2

2(Im z)2
и ch(´s) ≈ 1 +

(´s)2

2
:
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Поэтому ´s ≈ |´z|
Im z

, т. е. ds =
|dz|
Im z

=

√
dx2 + dy2

y
.

Для перехода от модели Пуанкаре в верхней полуплоскости H к мо-
дели Пуанкаре в круге ´ можно воспользоваться отображением z 7→
w =

z − i

z + i
. Это отображение переводит верхнюю полуплоскость H в

единичный круг ´. Несложные вычисления показывают, что

|dz|
Im z

=
2|dw|
1− |w|2

:

Таким образом, в модели Пуанкаре в круге ´ элемент гиперболиче-
ской длины получается из элемента евклидовой длины умножением на

2

1− |w|2
. Следовательно, гиперболическая длина евклидовой окружно-

сти радиуса R с центром в центре круга ´ равна 2�R

(
2

1−R2

)
. Напо-

мним, что эта кривая является гиперболической окружностью радиуса

r, где r и R связаны соотношением R = th
(r
2

)
. Поэтому длина гипер-

болической окружности радиуса r равна

4� th
(
r
2

)
1− th2

(
r
2

) = 2� sh r:

Замечание 1. Длина гиперболической окружности больше длины ев-
клидовой окружности того же радиуса, а длина сферической окружно-
сти меньше.

Замечание 2. Теорему синусов во всех трех геометриях можно сфор-
мулировать одинаково, а именно:

l(a)

sin�
=

l(b)

sin�
=

l(c)

sin 
;

где l(r) | длина окружности радиуса r.

Площадь сферического треугольника можно вычислить по формуле
S = R2(�+ � +  − �). При замене R на ic получим формулу для площа-
ди треугольника в гиперболической геометрии: S = c2(� − � − � − ).
Эти рассуждения можно превратить в полное доказательство, применив
теорему о том, что две аналитические функции, совпадающие при всех

32



вещественных значениях, должны совпадать и при всех чисто мнимых
значениях. Нас такой путь доказательства не устраивает, но все же из
этих рассуждений можно извлечь некоторую пользу. Например, они по-
зволяют предположить, что величина � = �−(�+�+) пропорциональна
площади гиперболического треугольника. Назовем эту величину дефек-
том гиперболического треугольника. Выпуклый n-угольник можно раз-
резать диагоналями на n− 2 треугольника. Легко убедиться, что сумма
их дефектов равна (n − 2)� − ˚�i, где �1; : : : ; �n | углы n-угольника.
Назовем дефектом гиперболического n-угольника с углами �1; : : : ; �n
величину � = (n − 2)� − ˚�i; при этом n-угольник не обязательно вы-
пуклый. Вместо внутренних углов �i удобнее рассматривать внешние
углы �′i = � − �i. Дело в том, что дефект многоугольника с внешними
углами �′i равен (˚�′i)− 2�.

Легко проверить, что дефект обладает следующими свойствами:
1) Дефект любого многоугольника положителен.
2) Если многоугольники M1 и M2 равны, то �(M1) = �(M2).
3) Если многоугольник M разрезан на многоугольники M1 и M2, то

�(M) = �(M1) + �(M2).
Площадь многоугольника естественно определить как функцию на

множестве многоугольников, обладающую свойствами 1){3). Можно до-
казать, что свойства 1){3) определяют функцию на многоугольниках с
точностью до пропорциональности (мы это доказывать не будем). По-
этому дефект многоугольника с точностью до пропорциональности ра-
вен его площади. Для определения коэффициента пропорциональности k
можно воспользоваться тем, что при малых a и b площадь прямоуголь-
ного треугольника с катетами a и b должна быть приблизительно равна
ab=2. Для такого треугольника

sin � = cos(�+ �) =
th a th b

th2 c
− sh a sh b

sh2 c
=

=
sh a sh b

sh2 c
(ch a ch b− 1) ≈ ab

c2
· a

2 + b2

2
=
ab

2
:

Поэтому k = 1. Напомним, что мы условились считать параметр c рав-
ным 1. Чтобы не путать этот параметр с длиной гипотенузы, временно

обозначим его r. Тогда sin � =
ab

2r2
. Поэтому в общем случае k = r2.

Другой подход к определению площади фигуры в гиперболической
геометрии заключается в разбиении фигуры на бесконечно малые пря-
моугольники. Подробнее этот подход мы обсудим на семинаре.
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Задачи

1. а) Доказать, что соотношение e−a=c = tg(�=2) эквивалентно соот-

ношениям ch
(a
c

)
sin� = 1, sh

(a
c

)
tg� = 1 и th

(a
c

)
= cos�.

б) Доказать соотношение e−a=c = tg(�=2), используя одну из моделей
Пуанкаре.

2. Доказать, что стороны и углы треугольника связаны следующими
соотношениями:

а) ch a sin� = ch b sin� cos  + cos� sin ;

б) ch a =
cos�+ cos� cos 

sin� sin 
.

3. В модели Клейна сторона гиперболического угла проходит через
центр круга ´. Доказать, что если этот угол острый, то его величина
меньше величины соответствующего евклидова угла.

4. Доказать, что треугольник и круг | выпуклые фигуры.
5. Доказать, что если соответственные углы двух треугольников рав-

ны, то равны и сами треугольники.
6. Доказать,что ортогональная проекция одной из сторон острого

угла на другую сторону представляет собой ограниченное множество.
7. Доказать,что стороны и углы треугольника с прямым углом 

связаны следующими соотношениями: sh a = sh c sin�; th b = th c cos�;
ctg� ctg � = ch c; cos� = ch a sin�.

8. а) Доказать, что при � <
(n− 2)�

n
существует правильный n-

угольник, все углы которого равны � и все стороны которого равны.
б) Доказать, что если a и r | сторона и радиус вписанной окружно-

сти правильного n-угольника с углом �, то

ch r =
cos �2
sin �

n

; ch
a

2
=

cos �n
sin �

2

:

в) При каких n существует правильный n-угольник с углом � =
2�

n
(т. е. с суммой углов 2�)?

9. Три угла четырехугольника равны �=2, а четвертый угол равен .
Найти , если известны длины a и b сторон, соединяющих прямые углы.

10. Доказать, что если w =
z − i

z + i
, то

|dz|
Im z

=
2|dw|
1− |w|2
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11. Доказать, что в модели Клейна элемент длины имеет вид

ds2 =
dx2 + dy2 − (xdy − ydx)2

(1− x2 − y2)2

12. а) Доказать, что в моделях Пуанкаре в верхней полуплоскости и
в единичном круге площадь бесконечно малого прямоугольника со сто-

ронами, параллельными осям координат, равна
dxdy

y2
и

dxdy

1− (x2 + y2)
со-

ответственно.
б) Рассмотрим в модели Клейна бесконечно малый прямоугольник,

образованный линиями � = const, ' = const, где �; ' | полярные коор-
динаты. Доказать, что длины его сторон равны

d�

1− �2
É

�d'√
1− �2

:

13. Доказать, что площадь круга радиуса r равна 4� sh2
(r
2

)
.

14. а) Доказать, что перпендикуляр, восставленный из середины сто-
роны AB треугольника ABC, перпендикулярен прямой, соединяющей
середины сторон AC и BC.

б) Пусть X 7→ X ′ | изометричное отображение одной прямой на
другую. Доказать, что середины отрезков XX ′ либо совпадают, либо
лежат на одной прямой.

15. Доказать, что в одной точке пересекаются а) биссектрисы треу-
гольника; б) медианы треугольника; в) высоты остроугольного треуго-
льника.

Всегда ли медианы делятся точкой пересечения в одном и том же
отношении?

16. (Теорема Менелая) Прямая l пересекает стороны BC, CA и AB
треугольника ABC в точках A1, B1 и C1. Доказать, что

shAC1

shC1B
· shBA1

shA1C
· shCB1

shB1A
= 1:

17. (Теорема Чевы) На сторонах BC, CA и AB треугольника ABC
взяты точки A1, B1 и C1. Доказать, что отрезки AA1, BB1 и CC1

пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда выполняется
одно из следующих эквивалентных соотношений:

а)
sinACC1

sinC1CB
· sinBAA1

sinA1AC
· sinCBB1

sinB1BA
= 1;
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б)
shAC1

shC1B
· shBA1

shA1C
· shCB1

shB1A
= 1.

В задачах 18{21 p =
a+ b+ c

2
; � = � − (�+ � + ).

18. Доказать,что

sin2
�

2
=

sh(p− b) sh(p− c)

sh b sh c
; cos2

�

2
=

sh p sh(p− a)

sh b sh c
:

19. Доказать, что

а) 2 sin
�

2
=

√
sh p sh(p− a) sh(p− b) sh(p− c)

ch a
2 ch

b
2 ch

c
2

;

б) tg2
�

4
= th

p

2
th

p− a

2
th

p− b

2
th

p− c

2
.

20. Пусть r | радиус вписанной окружности треугольника. Дока-
зать, что

th r =

√
sh(p− a) sh(p− b) sh(p− c)

sh p
:

21. Пусть R| радиус описанной окружности треугольника (если она
существует). Доказать, что

thR =

√√√√ sin �2

sin(�+ �
2 ) sin(� +

�
2 ) sin( +

�
2 )

=

=
2 sh a2 sh

b
2 sh

c
2√

sh p sh(p− a) sh(p− b) sh(p− c)
:

22. Записать площадь треугольника с нулевыми углами в виде двой-
ного интеграла, используя модель Пуанкаре в верхней полуплоскости.

5. Три типа собственных движений плоскости

Лобачевского

Для геометрии Лобачевского можно доказать следующую теорему,
аналогичную теореме 1.2 (а) для сферической геометрии.

36



Теорема 5.1. Любое движение плоскости Лобачевского можно пред-
ставить в виде композиции не более чем трех симметрий относитель-
но прямых.

Доказательство. Напомним основную идею доказательства этой тео-
ремы в случае сферической геометрии. Пусть g| некоторая изометрия,
причем g(A) = B 6= A. Рассмотрим симметрию s относительно прямой
l = {X|AX = BX}. Тогда sg(A) = A. Кроме того, если g(Y ) = Y , то
Y ∈ l, а значит, sg(Y ) = Y . Поэтому изометрия sg имеет по крайней ме-
ре одну дополнительную неподвижную точку по сравнению с g. Приме-
нив такую конструкцию не более трех раз, можно построить изометрию,
имеющую три неподвижные точки, не лежащие на одной прямой.

Эту схему доказательства можно применить и в случае геометрии
Лобачевского. Но для этого нужно ответить на следующие вопросы:

1) Почему множество точек, равноудаленных от двух данных точек,
представляет собой гиперболическую прямую?

2) Что такое «симметрия относительно прямой» в случае гиперболи-
ческой геометрии?

3) Почему движение гиперболической плоскости, имеющее три непо-
движные точки, не лежащие на одной прямой, тождественно?

Ответим на эти вопросы последовательно.
1) Можно считать, что данные точки имеют вид ia; ib (a; b ∈ R).

Тогда множество точек (x; y) ∈ H, равноудаленных от них, задается
уравнением

x2 + (a− y)2

ay
=
x2 + (b− y)2

by
;

т. е. x2 + y2 = ab.
2) Назовем точки A и A∗ симметричными (или инверсными) относи-

тельно окружности S, если любая окружность, проходящая через точки
A и A∗, ортогональна окружности S. В том случае, когда S | прямая,
это определение тоже имеет смысл; оно эквивалентно обычному опреде-
лению симметрии относительно прямой.

Понятие симметричности двух точек относительно окружности со-
храняется при дробно-линейных преобразованиях.

Можно проверить, что точки A и A∗ симметричны относительно
окружности S тогда и только тогда, когда лучи OA и OA∗ совпадают и
OA ·OA∗ = R2, где R | радиус окружности S.

Назовем точки A и A∗ симметричными относительно гиперболиче-
ской прямой в модели Пуанкаре, если они симметричны относительно
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евклидовой окружности, содержащей эту прямую. В том случае, когда
гиперболическая прямая является частью евклидовой прямой, легко про-
верить, что точки, симметричные относительно прямой, равноудалены
от нее. Кроме того, симметрия относительно гиперболической прямой
является изометрией.

3) На третий вопрос мы дадим подробный ответ, а именно, опишем
все возможные множества неподвижных точек движений плоскости Ло-
бачевского. Согласно теореме 3.1 нужно рассмотреть два типа движе-
ний.

а) Уравнение z =
a(−—z) + b

c(−—z) + d
приводится к виду

−cz—z + dz + a—z − b = 0;

т. е.
−c(x2 + y2) + dx+ ax− b = 0; dy − ay = 0:

При a 6= d последнее уравнение имеет единственное решение y = 0. В
таком случае z 6∈ H. Если же a = d, то множеством неподвижных точек

является гиперболическая прямая
(
x− a

c

)2

+ y2 =
ad− bc

c2
.

б) Уравнение z =
az + b

cz + d
является квадратным. Оно имеет корни

z1;2 =
a− d±

√
(d− a)2 + 4bc

2c
:

Можно считать, что ad− bc = 1. В таком случае

D = (d− a)2 + 4bc = (a+ d)2 − 4:

Поэтому
D = 0⇐⇒ |a+ d| = 2 (параболическое движение),
D > 0⇐⇒ |a+ d| > 2 (гиперболическое движение),
D < 0⇐⇒ |a+ d| < 2 (эллиптическое движение).

Неподвижные точки преобразования z 7→ az + b

cz + d
в зависимости от

знака D выглядят так, как показано на рис. 12. Отметим, что лишь в
случае D < 0 одна из неподвижных точек является неподвижной точкой
движения плоскости Лобачевского. Все остальные неподвижных точки
лежат вне верхней полуплоскости H.

Мы ответили на все три вопроса. Тем самым, доказательство теоре-
мы 5.1 завершено. �
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D = 0 D > 0 D < 0

Рис. 12

Обсудим более подробно собственные движения плоскости Лобачев-
ского. Собственное движение можно представить в виде композиции
двух симметрий относительно прямых. В плоскости Лобачевского па-
ры прямых бывают трех типов: параллельные, не пересекающиеся (и не
параллельные) и пересекающиеся. Покажем, что композиции симметрий
относительно таких пар прямых представляют собой соответственно па-
раболические, гиперболические и эллиптические движения.

Прежде всего выясним, к какому простейшему виду можно привести
пару прямых с помощью движения.

1. Для пары пересекающихся прямых удобно воспользоваться моде-
лью Пуанкаре в круге. Можно считать, что центр круга является точкой
пересечения прямых. Тогда рассматриваемые прямые будут диаметра-
ми круга. Композиция симметрий относительно них | поворот вокруг
центра. Это преобразование имеет вид z 7→ ei'z.

2. Для пары параллельных прямых удобно воспользоваться моделью
Пуанкаре в верхней полуплоскости. При этом можно считать, что пря-
мые сходятся к точке ∞, т. е. они являются лучами, параллельными
оси Oy. Композиция симметрий относительно этих прямых имеет вид
z 7→ z + h.

3. Не пересекающиеся и не параллельные прямые будем называть
расходящимися или сверхпараллельными. Покажем сначала, что расхо-
дящиеся прямые l1 и l2 имеют общий перпендикуляр m. Обратимся для
этого к модели Пуанкаре в верхней полуплоскости. Можно считать, что
прямая l1 является лучом Oy (рис. 13). Проведем из точки O касатель-
ную OA к евклидовой окружности, содержащей гиперболическую пря-
мую l2. Легко проверить, что гиперболическая прямаяm, соответствую-
щая евклидовой окружности радиуса OA с центром O, перпендикулярна
прямым l1 и l2.
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Прямую m можно перевести в луч Oy. Тогда прямые l1 и l2 перейдут
в полуокружности с центром O (рис. 14). Композиция инверсий относи-
тельно окружностей, содержащих их, имеет вид z 7→ kz; k > 0.

m
l1

A l2

Рис. 13

m

l1

l2

Рис. 14

Собственное движение можно представить в виде композиции сим-
метрий относительно прямых l1 и l2 многими разными способами. Для
фиксированного собственного движения рассмотрим множество всех со-
ответствующих ему прямых li. Назовем это множество пучком прямых.
В соответствии с типом движения пучок прямых назовем эллиптиче-
ским, параболическим или гиперболическим. Эллиптический пучок со-
стоит из прямых, проходящих через фиксированную точку; параболиче-
ский пучок состоит из попарно параллельных прямых (т. е. из прямых,
проходящих через фиксированную бесконечно удаленную точку); гипер-
болический пучок состоит из прямых, ортогональных фиксированной
прямой.

Рис. 15

С каждым пучком прямых можно связать семейство кривых, ортого-
нальных всем прямым пучка. Это семейство кривых получается следу-
ющим образом. Рассмотрим все движения g, которые являются компо-
зициями симметрий относительно пар прямых данного пучка. Возьмем
произвольную точку A плоскости Лобачевского и рассмотрим множе-
ство всех точек вида g(A). На рис. 15 изображены полученные кривые
для всех трех типов пучков прямых (при этом на самих прямых пучка
нарисованы стрелки). Для эллиптического пучка использована модель
Пуанкаре в круге, для двух других пучков | модель Пуанкаре в верхней
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полуплоскости.
В случае эллиптического пучка кривыми, ортогональными прямым

пучка, являются окружности. Ортогональные кривые для параболи-
ческого пучка называют орициклами или предельными окружностями.
Второе из этих названий связано с тем, что эти кривые получаются
при бесконечном увеличении радиуса окружности, касающейся данной
прямой в данной точке. Ортогональные кривые для гиперболического
пучка называют гиперциклами или эквидистантами. Второе название
связано с тем, что все точки эквидистанты находятся на одном и том же
расстоянии от прямой, которая ортогональна прямым данного гипербо-
лического пучка прямых. Обычно эквидистантой (гиперциклом) назы-
вают множество точек, равноудаленных от данной прямой; эта кривая
состоит из двух ветвей симметричных относительно данной прямой.

Выясним теперь, как устроены собственные движения для модели
геометрии Лобачевского на верхней полости двуполостного гиперболо-
ида [x; x] = −c2, где [x; x] = x21 + x22 − x23. Прежде всего отметим, что
любое линейное преобразование, сохраняющее псевдоскалярное произве-
дение [x; y] и не меняющее местами верхнюю и нижнюю полости гипер-
болоида, индуцируют движение плоскости Лобачевского.

Любую плоскость можно задать уравнением [x; a] = p, где a | фик-
сированный вектор, p | фиксированное число. Определим симметрию
относительно плоскости [x; a] = 0 следующим образом. Положим x 7→
x′ = x + �a, где число � таково, что вектор x + x′ лежит в плоскости
симметрии, т. е. [x+ x′; a] = 0. В результате получим отображение

x 7→ x− 2
[x; a]

[a; a]
a:

Это определение имеет смысл при [a; a] 6= 0.
Плоскости, касательные к конусу [x; x] = 0, задаются уравнениями

вида [x; a] = 0, где [a; a] = 0. Именно относительно этих плоскостей сим-
метрия не определена. Все остальные плоскости, проходящие через нача-
ло координат, либо пересекают двуполостный гиперболоид [x; x] = −c2,
либо не пересекают его и при этом не касаются конуса [x; x] = 0. Пря-
мым плоскости Лобачевского соответствуют лишь плоскости первого
типа. Симметрии относительно этих плоскостей не переставляют поло-
сти гиперболоида, так как точки пересечения плоскости и гиперболоида
остаются неподвижными.

Несложные вычисления показывают, что при [a; a] 6= 0 симметрия
относительно плоскости [x; a] = 0 сохраняет псевдоскалярное произведе-

41



ние, т. е. если x 7→ x′ и y 7→ y′, то [x; y] = [x′; y′]. Таким образом, сим-
метрия относительно плоскости, пересекающей гиперболоид, соответ-
ствует симметрии относительно прямой в плоскости Лобачевского. Соб-
ственное движение плоскости Лобачевского, соответствующее компози-
ции симметрий относительно пары плоскостей, будет эллиптическим,
параболическим или гиперболическим в зависимости от расположения
прямой пересечения плоскостей (соответственно: прямая пересекает ги-
перболоид, прямая принадлежит конусу, прямая лежит вне конуса).

Пусть плоскости [x; a1] = 0 и [x; a2] = 0 пересекаются по прямой, со-
держащей вектор b, т. е. [b; a1] = [b; a2] = 0. Тогда плоскость [x; b] = p пе-
реходит в себя при симметриях относительно этих плоскостей. В самом
деле, при таких симметриях вектор x переходит в вектор x′ = x + �ai,
а значит, [x′; b] = [x; b]. Следовательно, композиция симметрий относи-
тельно плоскостей [x; a1] = 0 и [x; a2] = 0 переводит плоскость [x; b] = p
в себя. Это означает, что окружность, орицикл и гиперцикл предста-
вляют собой сечение гиперболоида плоскостью [x; b] = p, где вектор b
соответственно лежит внутри конуса, принадлежит конусу, лежит вне
конуса.

Задачи

1. Доказать, что точки A и A∗ симметричны относительно окружно-
сти радиуса R с центром O тогда и только тогда, когда лучи OA и OA∗

совпадают и OA×OA∗ = R2

2. Описать, как выглядит эллиптическое движение в модели Пуанка-
ре в верхней полуплоскости.

3. Доказать, что любую пару параллельных прямых можно движени-
ем перевести в любую другую пару параллельных прямых.

4. а) Доказать, что две прямые, имеющие общий перпендикуляр, явля-
ются расходящимися.

б) Доказать, что общий перпендикуляр к двум прямым единствен.
5. Доказать, что в модели Пуанкаре в верхней полуплоскости компо-

зиция симметрий относительно двух параллельных прямых, сходящихся
к точке p ∈ R, имеет вид z 7→ w, где

1

w − p
=

1

z − p
+ h:

42



6. Доказать, что в модели Клейна любой пучок прямых соответствует
семейству евклидовых прямых, имеющих общую точку (лежащую вну-
три, на границе или вне круга).

7. Доказать, что все орициклы попарно конгруэнтны.
8. Пусть C1 и C2 |две кривые, ортогональные прямым одного пучка.
а) Доказать, что все прямые пучка являются осями симметрии кри-

вой C1.
б) Доказать, что существует движение, переводящее C1 в себя и при

этом переводящее любую точку A ∈ C1 в любую другую точку B ∈ C1.
в) Доказать, что все точки кривой C1 находятся на одном и том же

расстоянии от кривой C2.
9. а) Доказать, что любые три точки плоскости Лобачевского при-

надлежат либо одной окружности, либо одному орициклу, либо одному
гиперциклу.

б) Доказать, что серединные перпендикуляры к сторонам треуголь-
ника принадлежат одному пучку прямых. Обязательно ли этот пучок
эллиптический?

10. а) Доказать, что биссектрисы внешних углов треугольника при-
надлежат одному пучку прямых.

б) Доказать, что высоты треугольника принадлежат одному пучку.
11. Точка C перемещается по дуге AB окружности, орицикла или

гиперцикла. Доказать, что при этом величина � + � −  не изменяется
(�, � и  | углы треугольника ABC).

12. Доказать, что симметрия относительно плоскости сохраняет псев-
доскалярное произведение.

13. Доказать, что симметрия относительно плоскости, не пересекаю-
щей гиперболоид [x; x] = −c2, переставляет полости гиперболоида.

14. Как устроена композиция симметрий относительно плоскостей,
пересекающихся а) по оси Oz; б) по оси Ox?

15. Как выглядят орициклы и эквидистанты в модели Пуанкаре в
круге?

16. Привести пример движения плоскости Лобачевского, которое не-
льзя представить в виде композиции менее чем трех симметрий относи-
тельно прямых.
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6. Замощение треугольниками сферы, плоско-

сти и плоскости Лобачевского

Задача, которой мы будем заниматься на этой лекции, возникла у
Пуанкаре в связи с построением функций, с помощью которых можно
решать линейные дифференциальные уравнения с алгебраическими ко-
эффициентами.

Рассмотрим на евклидовой плоскости криволинейный треугольник,
образованный тремя дугами окружностей или отрезками прямых. Для
такого треугольника можно рассмотреть группу, порожденную отраже-
ниями (симметриями) относительно его сторон. Нас будут интересовать
треугольники, при отражениях которых относительно сторон получает-
ся замощение, т. е. их образы при отражениях либо совпадают, либо не
имеют общих внутренних точек. При этом совпадение подразумевается
поточечное, т. е. совпадают не только сами треугольники, но и все их
соответственные точки.

Не теряя общности можно считать, что две стороны криволинейно-
го треугольника являются отрезками прямых (этого можно добиться,
сделав инверсию с центром в одной из точек пересечения окружностей,
содержащих стороны треугольника). Образы треугольника при отраже-
ниях относительно двух прямолинейных сторон составляют замощение
тогда и только тогда, когда угол между этими сторонами равен �=n,
где n| натуральное число. (Если не требовать поточечного совпадения
образов, то угол может быть равен и 2�=n.) Поэтому искомый треуголь-
ник должен иметь углы (�=p; �=q; �=r); для краткости будем говорить,
что такой треугольник имеет тип (p; q; r).

Задача об отражениях криволинейного треугольника с углами �, �,
 в зависимости от знака числа �+�+ −� фактически является зада-
чей сферической, евклидовой или гиперболической геометрии. Точнее
говоря, в случае � + � +  − � > 0 должны дополнительно выполняться
три неравенства вида � + � <  + �, но для треугольника типа (p; q; r)
такие неравенства выполняются автоматически.

Поясним более подробно, что мы имеем в виду. Напомним, что
стороны AB и AC криволинейного треугольника ABC можно считать
отрезками прямых. Пусть O | центр окружности, содержащей ду-
гу BC. Если точки O и A лежат по одну сторону от прямой BC, то
�+ � +  > �, а если точки O и A лежат по разные стороны от прямой
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BC, то �+�+ < �. Поэтому �+�+ = � лишь в том случае, когда BC
| отрезок прямой. Таким образом, если �+ � +  = �, то мы получаем
задачу об отражениях относительно трех евклидовых прямых.

Рассмотрим теперь случай, когда �+�+  < �, т. е. центр окружно-
сти S, одержащей дугу BC, и вершина A лежат по разные стороны от
прямой BC. Проведем из точки A касательные AP и AQ к окружности
S (рис. 16). Пусть S1 | окружность радиуса AP с центром A. Тогда
стороны треугольника ABC являются гиперболическими прямыми для
модели Пуанкаре в круге S1. Ясно также, что симметрии относительно
сторон криволинейного треугольника ABC являются симметрии отно-
сительно гиперболических прямых.

A
B

C

P

Q

SS1

Рис. 16

Это простое рассуждение имеет важное следствие: в случае �+ � +
 < � все образы криволинейного треугольника ABC при отражениях
относительно сторон лежат либо внутри некоторого круга, либо в неко-
торой полуплоскости.

Нам остается разобрать случай � + � +  > �. Такое неравенство
еще не обеспечивает существование сферического треугольника с угла-
ми �; �; . Дополнительно должны выполняться три неравенства вида
� + � < � + , двойственных неравенствам вида a + b > c. Но если
�; �;  < �=2, то неравенство �+ � < �+  выполняется автоматически.
Поэтому будем считать, что существует сферический треугольник ABC
с углами �, � и . Стереографическая проекция этого треугольника на
плоскость, касающуюся сферы в вершине A, представляет собой криво-
линейный треугольник AB′C ′ с углами �, � и , причем угол A прямоли-
нейный. Легко проверить, что если криволинейные треугольники AB′C ′

и AB1C1 с соответственно равными углами имеют общий прямолиней-
ный угол A, то эти треугольники гомотетичны с центром гомотетии
A. В самом деле, если O′ и O1 | центры окружностей, содержащих
дуги B′C ′ и B1C1, то треугольники O′B′C ′ и O1B1C1 являются равно-
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бедренными треугольниками с параллельными боковыми сторонами, а
значит, их основания B′C ′ и B1C1 тоже параллельны. Поэтому, изме-
нив при необходимости радиус сферы, можно добиться того, что образ
сферического треугольника при стереографической проекции совпадет
с рассматриваемым криволинейным треугольником на плоскости. Яс-
но также, что симметрии относительно сторон криволинейного треуго-
льника соответствуют симметриям относительно сторон сферического
треугольника. В самом деле, точки A и B симметричны относительно
сферической прямой l тогда и только тогда, когда любая сферическая
окружность пересекает сферическую прямую l под прямым углом. По-
этому при стереографической проекции точки, симметричные относи-
тельно сферической прямой l, переходят в точки, симметричные отно-
сительно образа l.

Чтобы найти все возможные сферические и евклидовы треугольники
с углами (�=p; �=q; �=r), нужно решить в натуральных числах соответ-

ственно неравенство
1

p
+
1

q
+
1

r
> 1 и уравнение

1

p
+
1

q
+
1

r
= 1. Можно

считать, что p ≤ q ≤ r. Тогда в обоих случаях p ≤ 3. Несложный пере-
бор приводит к сферическим треугольникам типа (2,2,n), (2,3,3), (2,3,4),
(2,3,5) и евклидовым треугольникам типа (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6).

Рис. 17

Непосредственно можно убедиться, что образы всех указанных тре-
угольников при отражениях относительно их сторон составляют замо-
щение сферы или евклидовой плоскости. Для евклидовых треугольников
см. рис. 17. Для образов сферических треугольников при стереографи-
ческой проекции можно нарисовать аналогичные картинки. В первых
двух наиболее простых случаях см. рис. 18. Отметим, что требуемые
замощения сферы (кроме первой серии треугольников) можно получить
следующим образом. Соединим центр каждой грани правильного мно-
гогранника с вершинами и серединами сторон этой грани. Затем полу-
ченную систему отрезков (вместе с ребрами) спроецируем на описанную
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сферу из ее центра. Тогда для тетраэдра получим систему треугольни-
ков типа (2,3,3), для куба и октаэдра получим систему треугольников
типа (2,3,4), а для додекаэдра и икосаэдра получим систему треуголь-
ников типа (2,3,5).

Чтобы найти все возможные гиперболические треугольники с угла-

ми (�=p; �=q; �=r), нужно решить в натуральных числах неравенство
1

p
+

1

q
+

1

r
< 1. Это неравенство выполняется для всех достаточно боль-

ших чисел p; q; r, поэтому оно имеет бесконечно много решений. Можно

доказать, что если
1

p
+

1

q
+

1

r
< 1, то образы гиперболического треу-

гольника типа (p; q; r) при отражениях относительно сторон заполняют
без перекрытий всю гиперболическую плоскость. Доказательство это-
го утверждения не столь очевидно, как для евклидовой и сферической
геометрии. Мы отложим его до лекции 8, которая посвящена доказа-
тельству более общей теоремы Пуанкаре о замощениях гиперболической
плоскости многоугольниками.

Рис. 18

Задачи

1. Найти все типы евклидовых треугольников, перекатывая которые
через их стороны, можно замостить плоскость. (Дополнительно появля-
ется треугольник с углами (2�=3; �=6; �=6) :)

2. Доказать, что в группе, порожденной отражениями относительно
сторон треугольника типа (p; q; r), можно выбрать такие образующие x,
y и z, что x2 = y2 = z2 = 1 и (xy)p = (yz)q = (zx)r = 1.

3. Доказать, что группы, порожденные отражениями относительно
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сторон гиперболических треугольников (0; �=2; �=3) и (0; 0; 2�=3), изо-
морфны.

4. Углы многоугольника, образованного дугами окружностей, име-
ют вид �=k. Обязательно ли его образы при симметриях относительно
сторон не перекрываются?

5. Сколькими треугольниками с углами �=2, �=3 и �=5 можно замо-
стить сферу?

7. Фундаментальная область модулярной груп-

пы

Пусть G | группа, порожденная отражениями относительно сторон
треугольника T с углами (�=p; �=q; �=r). Тогда сферу, плоскость или
плоскость Лобачевского можно представить в виде объединения тре-
угольников gT (g ∈ G), причем треугольники g1T и g2T при g1 6= g2
не имеют общих внутренних точек. Последнее свойство обеспечивается
требованием поточечного совпадения образов треугольников. В самом
деле, если треугольники g1T и g2T имеют общую внутреннюю точку, то
g1(x) = g2(x) для всех x ∈ T , а значит, g1 = g2.

Назовем треугольник T фундаментальной областью группы G. Это
определение допускает следующее обобщение. Пусть G | подгруппа
группы движений сферы, плоскости или плоскости Лобачевского. Назо-
вем D фундаментальной областью группы G, если выполняются следу-
ющие условия:

1) D | выпуклый многоугольник (в случае плоскости Лобачевского
у него могут быть бесконечно удаленные вершины и стороны);

2) многоугольники gD (g ∈ G) покрывают всю сферу, плоскость или
плоскость Лобачевского;

3) многоугольники g1D и g2D при g1 6= g2 не имеют общих внутрен-
них точек.

Отметим, что не у любой подгруппы группы движений есть фунда-
ментальная область. Например, у всей группы движений нет фундамен-
тальной области.

В качестве простого примера найдем фундаментальную область для
подгруппы собственных движений в группе, порожденной отражениями
относительно сторон треугольника T типа (p; q; r). Нетрудно понять,
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что если s | симметрия относительно одной из сторон треугольника T ,
то объединение T с sT представляет собой искомую фундаментальную
область. В самом деле, треугольники вида gT можно разбить на пары
{gT; gsT}. Дело в том, что треугольник gsT определяет ту же самую
пару, так как (gs)sT = gT

Перейдем теперь к более интересному примеру фундаментальной об-
ласти. Напомним, что в модели Пуанкаре в верхней полуплоскости соб-

ственные движения имеют вид z 7→ az + b

cz + d
, где a; b; c; d ∈ R и ad− bc = 1.

Группу матриц размером 2 × 2 с вещественными элементами и опреде-
лителем 1 обозначают SL(2;R). Любым двум пропорциональным ма-
трицам (и только им) соответствует одно и то же дробно-линейное пре-
образование. Поэтому группа собственных движений плоскости Лоба-
чевского изоморфна факторгруппе SL(2;R)=±I = PSL(2;R); здесь I |
единичная матрица. В SL(2;R) есть важная подгруппа SL(2;Z), состо-
ящая из матриц с целочисленными элементами. Ей соответствует под-
группа PSL(2;Z) в PSL(2;R). Группу PSL(2;Z) называют модулярной
группой.

Теорема. Треугольник D с углами
(
0;
�

3
;
�

3

)
, изображенный на рис. 19,

является фундаментальной областью модулярной группы.

D

−1 − 1
2 0 1

2 1

Рис. 19

A

B
C

D

Рис. 20

Доказательство. Рассмотрим в группеG = PSL(2;Z) элементы S(z) =
−1=z и T (z) = z + 1. Они порождают некоторую подгруппу G′. Мы до-
кажем сначала, что D | фундаментальная область группы G′, а затем
докажем, что G′ = G, т. е. элементы S и T порождают всю группу G.

Прежде всего проверим, что треугольники g′D (g′ ∈ G′) покрыва-
ют всю плоскость Лобачевского, т. е. если Im(z) > 0, то g′z ∈ D для
некоторого g′ ∈ G′.
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Лемма 1. Если Im(z) > 0, то при g ∈ G величина Im(gz) принимает
лишь конечное число значений, превосходящих Im(z).

Доказательство. Ясно, что

Im(gz) = Im

(
az + b

cz + d

)
= Im

adz + bc—z

|cz + d|2
=

Im(z)

|cz + d|2
:

Поэтому Im(gz) ≥ Im(z) лишь в том случае, когда |cz + d| ≤ 1. Послед-
нее неравенство выполняется лишь для конечного множества пар целых
чисел (c; d), причем для каждой такой пары величина Im(gz) определена
однозначно. �

Группа G′ содержится в G, поэтому для любой точки z в верхней
полуплоскости можно выбрать элемент g′ ∈ G′, для которого величина
Im(g′z) максимальна. Преобразование T (z) = z+1 не изменяет мнимую
часть числа z, поэтому для некоторого элемента w = T kg′z; k ∈ Z,
выполняется неравенство |Re(w)| ≤ 1=2, а величина Im(w) по-прежнему
максимальна. В частности,

Im(w) ≥ Im

(
− 1

w

)
=

Im(w)

|w|2
:

Поэтому |w| ≥ 1, а значит, w ∈ D.

Лемма 2. Если z | внутренняя точка области D и gz ∈ D для g ∈ G,
то g | тождественное преобразование.

Доказательство. Пусть g(z) =
az + b

cz + d
. Рассмотрим сначала случай

c = 0. В этом случае ad = 1, т. е. g(z) = z ± b. Если b 6= 0, то лишь
для преобразований g(z) = z ± 1 образ множества D пересекается с
множеством D. Но их пересечение принадлежит множеству |Re(z)| =
1=2, которое не содержит внутренних точек множества D.

Предположим теперь, что c 6= 0. Тогда

g(z) =
a

c
− 1

c(cz + d)
;

поэтому ∣∣∣g(z)− a

c

∣∣∣ · ∣∣∣∣z + d

c

∣∣∣∣ = 1

c2
: (7.1)
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Числа a=c и d=c вещественны, поэтому мнимые части чисел g(z)− a=c и
z + d=c равны мнимым частям чисел g(z) и z. А так как мнимая часть
любой точки области D не меньше

√
3=2, то модули чисел g(z) − a=c и

z + d=c тоже не меньше
√
3=2. Следовательно, |c| ≤ 2=

√
3, причем c |

ненулевое целое число. Таким образом, c = ±1, поэтому соотношение
(7.1) можно записать в виде

|g(z)∓ a| · |z ± d| = 1:

Но если g(z) ∈ D и z | внутренняя точка области D, то для любых
целых чисел a и d выполняются неравенства

|g(z)∓ a| ≥ 1; |z ± d| > 1:

�

Из леммы 2, в частности, следует, что для несовпадающих элементов
g′1 и g′2 группы G′ множества g′1D и g′2D не имеют общих внутренних
точек. Таким образом, D | фундаментальная область группы G′.

Теперь можно без труда доказать, что G = G′. В самом деле, пусть
g | произвольный элемент группы G. Возьмем произвольную внутрен-
нюю точку z области D. Точка gz лежит в верхней полуплоскости, по-
этому существует элемент g′ ∈ G′, для которого g′(gz) ∈ D. Движение
g′g ∈ G переводит внутреннюю точку z области D в некоторую точку
области D. Поэтому согласно лемме 2 преобразование g′g тождественно,
т. е. g = (g′)−1 ∈ G′.

Доказательство теоремы завершено. �

Фундаментальная область группы PSL(2;Z) представляет собой тре-
угольник с углами (0;

�

3
;
�

3
). Но ее удобнее рассматривать как четырех-

угольник ABCD с углами 0;
�

3
; �;

�

3
(рис. 20). Дело в том, что стороны

этого четырехугольника разбиваются на пары; стороны каждой пары
переводятся друг в друга некоторыми элементами группы PSL(2;Z).

Задачи

1. а) Доказать, что фундаментальную область группы PSL(2;Z) мож-
но разрезать на два треугольника с углами (0;

�

2
;
�

3
).
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б) Доказать, что подгруппа собственных движений в группе, по-
рожденной отражениями относительно сторон треугольника с углами

(0;
�

2
;
�

3
), изоморфна PSL(2;Z).

2. Доказать, что треугольник с углами (0; 0; 0) можно разрезать на 6

треугольников с углами (0;
�

2
;
�

3
).

3. Пусть D = {z ∈ C | |z| ≥ 1; |Re(z)| ≤ 1}.
а) Доказать, что движения z 7→ z + 2 и z 7→ −1=z переводят одну из

сторон области D в другую.
б) Доказать, что D | фундаментальная область группы, порожден-

ной движениями z 7→ z + 2 и z 7→ −1=z.

4. Пусть D = {z ∈ C |
∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣ ≥ 1

2
;

∣∣∣∣z − 1

2

∣∣∣∣ ≥ 1

2
; |Re z| ≤ 1}.

а) Доказать, что D | фундаментальная область группы G, поро-

жденной движениями z 7→ z + 2 и z 7→ z

2z + 1
.

б) Доказать, что элементам указанной группы G соответствуют в
SL(2;Z) в точности те матрицы, для которых(

a b
c d

)
≡

(
1 0
0 1

)
(mod 2):

8. Теорема Пуанкаре о фундаментальном мно-

гоугольнике

Рассмотренные нами примеры замощенной сферы, плоскости и пло-
скости Лобачевского треугольниками показывают, что наиболее слож-
ную структуру имеют замощения плоскости Лобачевского. Тем не менее,
можно описать все выпуклые многоугольники на плоскости Лобачевско-
го, которые служат фундаментальными областями групп, состоящих из
собственных движений. Подчеркнем, что в отличие от замощений тре-
угольниками речь теперь будет идти только о собственных движениях.
Но это не мешает одновременно получать результаты о замощениях тре-
угольниками. Дело в том, что если склеить треугольники T и sT , где s|
симметрия относительно одной из сторон треугольника T , то в резуль-
тате получится фундаментальная область D группы, состоящей лишь из
собственных движений. А из замощения плоскости Лобачевского обра-
зами фигуры D легко получить замощение образами треугольника T .
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Пусть M | выпуклый многоугольник на плоскости Лобачевского.
Предположим, что M | фундаментальная область некоторой группы
G, состоящей лишь из собственных движений. Для фундаментальной
области M можно рассмотреть многоугольники вида gM(g ∈ G), пере-
сечения которых сM непустые; таких многоугольников конечное число.
Пересечение выпуклых множеств M и gM не имеет внутренних точек,
поэтому оно является либо точкой, либо отрезком. Все отрезки вида
M ∩ gM назовем сторонами фундаментальной области M , а все точ-
ки тройных пересечений M ∩ gM ∩ hM назовем вершинами фундамен-
тальной области. Концами каждой стороны фундаментальной области
являются вершины фундаментальной области. Отметим, что вершина
фундаментальной области M не обязана быть вершиной многоугольни-
ка M (рис. 21).

gM hM

M

Рис. 21

�
�



�1�1

A1

Рис. 22

К каждой стороне a фундаментальной области M приклеивается не-
который многоугольник g(M), поэтому a = g(b), где b | некоторая сто-
рона фундаментальной области M . Ясно, что к стороне b приклеивает-
ся сторона g−1(a) фундаментальной области g−1(M). Поэтому стороны
фундаментальной области M разбиваются на пары сторон, переводя-
щихся друг в друга движениями g ∈ G. Соответствующие движения g
называют движениями, спаривающими стороны.

Случай a = g(a) не исключен. Легко проверить, что собственное
движение g 6= id переводит отрезок в себя лишь в том случае, когда g
| симметрия относительно середины отрезка. Поэтому от ситуации,
когда a = g(a), можно избавиться, добавив к числу вершин середину
отрезка a. Подчеркнем, что вершины такого типа добавляются лишь
для того, чтобы стороны в парах были различны. Если эти вершины не
добавлять, то никаких других осложнений не возникает.

Каждое движение g, спаривающее стороны, переводит пару вершин
A1; A2 в другую пару вершин g(A1); g(A2). Соединим вершины Ai и g(Ai)

53



ориентированным ребром; движению g−1 соответствует то же самое ре-
бро, но с другой ориентацией. Проведем такие ребра для всех спари-
вающих движений. В результате получим некоторый граф. Каждой
вершине соответствуют ровно два спаривающих движения, поэтому из
каждой вершины графа выходят ровно два ребра. Таким образом, полу-
ченный граф состоит из нескольких циклов. Вершины, входящие в один
цикл, назовем эквивалентными.

Рассмотрим цикл A1 : : : An. Его ребра можно ориентировать так, что
gi(Ai) = Ai+1. Покажем, что если точки A1; : : : ; An не лежат на абсолю-
те, то преобразование g = gngn−1 : : : g1 является поворотом с центром
A1 на угол �1 + · · ·+ �n, где �i | угол при вершине Ai. Ясно, что

g(A1) = gngn−1 : : : g2(A2) = · · · = A1:

Пусть a | та сторона фундаментальной области, которую движение g1
переводит в другую сторону. Собственное движение

f = R�1
A1
gn : : : R

�3
A3
g2R

�2
A2
g1

переводит в себя точку A1 и прямую a, поэтому f = id. Легко проверить,
что для любого движения h справедливо равенство

hR�
A = R"�

h(A)h; (8.1)

где " = 1 для собственного движения h и " = −1 для несобственно-
го движения h. Воспользовавшись этим равенством (для собственных
движений), получим

f = R�1
A1
gn : : : R

�3
A3
g2g1R

�2
A1

= · · · = gR�1+···+�n
A1

:

Следовательно, g = R
−(�1+···+�n)
A1

Многоугольники gn(M), gngn−1(M), . . . , gngn−1 : : : g1(M) имеют об-
щую вершину A1, причем их углы при этой вершине равны �n, �n−1,
. . . , �1 соответственно. Применим к этим многоугольникам степени
преобразования g = gngn−1 : : : g1. Необходимым и достаточным услови-
ем того, что в результате получится замощение окрестности точки A,
является равенство �1 + · · ·+ �n = 2�=k; k ∈ N.

Мы получили некоторые необходимые условия того, что выпуклый
многоугольник на плоскости Лобачевского является фундаментальной
областью. Оказывается, что эти условия не только необходимы, но и
достаточны.
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Теорема (Пуанкаре). Пусть выпуклый гиперболический многоуголь-
ник M обладает следующими свойствами:

1) стороны многоугольника разбиты на пары {a; b}, причем для ка-
ждой такой пары сторон существует спаривающее их собствен-
ное движение g, т. е. b = g(a) =M ∩ g(M);

2) сумма углов при эквивалентных вершинах равна 2�=k, k ∈ N.

Тогда M | фундаментальная область группы G, порожденной дви-
жениями, спаривающими стороны.

Доказательство. Прежде всего докажем, что если многоугольники
h1M и h2M (h1; h2 ∈ G) имеют общую внутреннюю точку, то h1 =
h2. Применим к обоим многоугольникам преобразование h−11 . После
этого можно будет считать, что h1 = id. Преобразование g = h2
представим в виде композиции преобразований, спаривающих сторо-
ны: g = gkgk−1 : : : g1. Предположим, что g 6= id. при этом можно
выбрать преобразование g с наименьшей длиной разложения k. Пусть
A | общая внутренняя точка многоугольников M и g(M). Разложе-
нию g = gk : : : g1 можно сопоставить замкнутую ломаную A1 : : : Ak, где
A1 = A; As+1 = gs(As) при s ≥ 1. Точки As и As+1 не могут совпа-
дать, потому что они являются внутренними точками двух выпуклых
многоугольников, имеющих общую сторону. Из минимальности длины
разложения следует, что ломаная A1 : : : An несамопересекающаяся.

В том случае, когда ломаная A1 : : : Ak представляют собой обход во-
круг одной из вершин многоугольника M , преобразование g по условию
является поворотом на угол 2� вокруг этой вершины, поэтому g = id.
Предположим теперь, что ломаная получается в результате объединения
двух ломаных, причем их общие стороны проходятся в разных направле-
ниях (рис. 22). Из равенств �� = 1, �1�1 = 1 и �1 = �−1 следует, что
��1 = 1. Поэтому для замкнутой ломаной, полученной в результате
объединения нескольких обходов вокруг вершин многоугольников, тоже
выполняется равенство g = id. Ясно также, что любую замкнутую неса-
мопересекающуюся ломаную, соответствующую разложению преобразо-
вания g, можно представить требуемым образом, поэтому g = id.

Остается доказать, что образы многоугольника M заполняют всю
плоскость Лобачевского. Вершины многоугольников gM(g ∈ G) образу-
ют счетное множество, поэтому внутри многоугольника M можно вы-
брать точку A так, что отрезок XA не содержит ни одной из вершин
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многоугольников gM . Достаточно доказать, что отрезок XA пересека-
ет лишь конечное число многоугольников gM .

Расстояние между двумя сторонами выпуклого многоугольника рав-
но нулю лишь в том случае, когда эти стороны соседние. Поэтому рас-
стояние между любыми двумя точками несоседних сторон многоуголь-
никаM больше некоторого фиксированного положительного числа. Сле-
довательно, на отрезке XA расположено лишь конечное число отрезков,
соединяющих несоседние стороны многоугольников gM . Будем гово-
рить, что отрезок стягивает вершину многоугольника, если его концы
расположены на сторонах, выходящих из этой вершины. Предположим,
что пара соседних отрезков стягивает неэквивалентные вершины мно-
гоугольников g1M и g2M (рис. 23). Тогда в многоугольнике g1M

⋃
g2M

отрезок, составленный из двух рассматриваемых отрезков, не может
стягивать вершину (в одну и ту же точку попадают лишь эквивалентные
вершины), поэтому он соединяет точки двух несоседних сторон. Следо-
вательно, длина полученного отрезка больше некоторого фиксированно-
го положительного числа. Таким образом, исключив из рассмотрения
конечное число отрезков, можно считать, что все отрезки стягивают
вершины одного и того же класса эквивалентности.

Предположим, что на отрезке XA расположено бесконечно много та-
ких отрезков. В том случае, когда стягиваемая ими вершина не лежит
на абсолюте, прямаяXA должна спиралеобразно обвиваться вокруг этой
вершины (рис. 24), чего не может быть.

g1M g2M

Рис. 23 Рис. 24

Из доказательства теоремы Пуанкаре видно, что все соотношения
между спаривающими движениями следуют из соотношений, возникаю-
щих при обходе вокруг вершин многоугольника. При этом соотношения,
возникающие при обходе вокруг вершин одного цикла, эквивалентны.
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Задачи

1. Доказать, что образы гиперболического треугольника с углами
�=p; �=q; �=r при симметриях относительно сторон покрывают всю плос-
кость Лобачевского.

2. Верно ли, что в гиперболической геометрии композиция поворотов
на углы � и � (с разными центрами) является поворотом на угол �+ �?

3. Доказать, что группа PSL(2;Z) задается образующими S и T и
соотношениями S2 = 1, (ST )3 = 1.

4. Рассмотрим правильный гиперболический восьмиугольник с углом
�=4. Пусть спаривающие движения отождествляют его противополож-
ные стороны. Доказать, что получаемая в результате группа задается
образующими a; b; c; d и соотношением abcda−1b−1c−1d−1 = 1.

5. а) Указать фундаментальную область для группы, заданной обра-
зующими a; b; c; d и соотношением aba−1b−1cdc−1d−1 = 1.

б) Доказать, что эта группа изоморфна группе из задачи 4.

9. Пространство Лобачевского

Все рассмотренные нами модели плоскости Лобачевского легко обоб-
щаются на случай n-мерного пространства, причем доказательства изо-
метричности этих моделей проводятся без существенных изменений.

Для модели Клейна и модели Пуанкаре в n-мерном шаре x21+· · ·+x2n <
1 расстояние между точками A и B можно определить как расстояние
между точками A и B в соответствующей модели геометрии Лобачев-
ского для сечения шара плоскостью, проходящей через центр шара и
точки A и B.

Для модели Пуанкаре в полупространстве

Hn = {(x1; : : : ; xn) ∈ Rn
∣∣xn > 0}

расстояние между точками A и B определяется как расстояние между
ними в модели Пуанкаре в полуплоскости, проходящей через точки A и
B и перпендикулярной границе полупространства Hn.

Для модели на полости псевдосферы [x; x] = −c2, где [x; y] = x1y1 +
· · ·+ xnyn − xn+1yn+1 расстояние d между точками x и y задается фор-
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мулой

ch2
(
d

c

)
=

[x; y]2

[x; x][y; y]
:

В дальнейшем мы будем работать только с моделями Пуанкаре.
В этих моделях гиперболическими подпространствами являются части
сфер, ортогональных абсолюту (евклидовы подпространства мы при
этом рассматриваем как сферы бесконечного радиуса). Подпростран-
ства размерности n − 1 в пространстве размерности n будем называть
гиперплоскостями. Чтобы определить симметрию относительно гипер-
плоскости в пространстве Лобачевского, достаточно определить симме-
трию относительно сферы Sn−1 в Rn. Назовем точки A и B симметрич-
ными относительно сферы Sn−1 в Rn, если любая сфера размерности
n − 1, проходящая через точки A и B, ортогональна сфере Sn−1. Сим-
метрия относительно сферы совпадает с инверсией относительно этой
сферы. Инверсия сохраняет двойное отношение, поэтому симметрии от-
носительно гиперплоскостей являются движениями пространства Лоба-
чевского.

Теорема 9.1. Любое движение n-мерного пространства Лобачевско-
го можно представить в виде композиции не более n + 1 симметрии
относительно гиперплоскостей.

Доказательство. Аналогичную теорему мы уже доказывали для пло-
скости Лобачевского. Поэтому остановимся лишь на той части доказа-
тельства, которая не переносится автоматически. А именно, покажем,
что если движение имеет n + 1 неподвижную точку, причем эти точ-
ки не лежат в одной гиперплоскости, то движение тождественно. Пусть
A1; : : : ; An+1 | данные неподвижные точки. Ясно, что точки A1; : : : ; Am

не могут лежать в одном (m − 2)-мерном подпространстве. Для любых
двух несовпадающих неподвижных точек X и Y строгое неравенство
треугольника влечет, что все точки прямой XY неподвижны. В част-
ности, все точки прямой A1A2 неподвижны. Через любую точку X пло-
скости A1A2A3 можно провести прямую, пересекающую прямые A1A2,
A2A3 и A1A3 по крайней мере в двух различных точках. Это означает,
что все точки плоскости A1A2A3 неподвижны. Аналогично получаем,
что все точки подпространства A1A2A3A4 неподвижны и т. д. �

Теорема 9.2. Движение пространства Лобачевского однозначно опре-
деляется своим ограничением на абсолют
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Доказательство. Воспользуемся моделью Пуанкаре в полупростран-
стве. Рассмотрим множество всех гиперплоскостей, проходящих через
точку X. Среди их ограничений на абсолют можно выделить сферу
минимального радиуса (центр этой сферы совпадает с ортогональной
проекцией точки X на абсолют). Ясно также, что по выделенной сфе-
ре точка X однозначно восстанавливается. Движение g переводит рас-
сматриваемое семейство гиперплоскостей в семейство гиперплоскостей,
проходящих через точку g(x). В соответствующем семействе сфер на
абсолюте снова можно выделить сферу минимального радиуса, а по ней
можно восстановить точку g(x). Это означает, что точку g(x) можно
определить, зная лишь преобразование семейства сфер на абсолюте. Для
этого, разумеется, достаточно знать лишь ограничение преобразования
g на абсолют. �

Теорема 9.3. Группа собственных движений трехмерного простран-
ства Лобачевского изоморфна PSL(2;C).

Доказательство. Согласно теоремам 9.1 и 9.2 группа движений трех-
мерного пространства Лобачевского изоморфна группе преобразований
плоскости, порожденной симметриями относительно прямых и окруж-
ностей. Будем рассматривать плоскость как комплексную плоскость C.
Симметрии относительно вещественной оси и единичной окружности пе-
реводят z в —z и 1=—z соответственно. Композиции симметрий относитель-
но двух параллельных прямых, двух прямых, проходящих через начало
координат, и двух окружностей с центром в начале координат перево-
дят z в z + a; ei�z и kz (k > 0) соответственно. Следовательно, любое
отображение вида

z 7→ az + b

cz + d
; z 7→ a—z + b

c—z + d
; где

(
a b
c d

)
∈ GL(2;C);

можно представить в виде композиции симметрий. Ясно также, что лю-
бая композиция симметрий относительно прямых и окружностей имеет
такой вид.

Собственные движения соответствуют преобразованиям

z 7→ az + b

cz + d
:

А так как пропорциональным матрицам соответствует одно и то же пре-
образование, то группа собственных движений 3-мерного пространства
Лобачевского изоморфна SL(2;C)=± I. �
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Для трехмерного пространства Лобачевского по аналогии с плоско-
стью Лобачевского можно определить эллиптические, параболические и
гиперболические пучки плоскостей. Это позволит доказать следующие
утверждения:

1) группа PSL(2;C) содержит в качестве подгрупп группы собствен-
ных движений сферы, плоскости и плоскости Лобачевского;

2) в трехмерное пространство Лобачевского можно изометрически
вложить сферу, плоскость и плоскость Лобачевского.

Назовем эллиптическим пучком (в трехмерном пространстве Лоба-
чевского) семейство плоскостей, проходящих через фиксированную точ-
ку; назовем параболическим пучком семейство плоскостей, проходящих
через фиксированную точку на абсолюте; назовем гиперболическим пуч-
ком семейство плоскостей, ортогональных фиксированной плоскости.

Теорема 9.4. Множество всех композиций симметрий относительно
пар плоскостей одного пучка является подгруппой в PSL(2;C). Для
эллиптического, параболического и гиперболического пучка эта под-
группа изоморфна группе собственных движений сферы, плоскости и
плоскости Лобачевского соответственно.

Доказательство. Для эллиптического пучка рассмотрим модель Пуан-
каре в шаре, причем будем считать, что все плоскости пучка проходят
через центр шара. Симметрии относительно таких плоскостей порожда-
ют группу движений сферы, концентричной с абсолютом.

Для параболического пучка рассмотрим модель Пуанкаре в полупро-
странстве, причем будем считать, что все плоскости пучка являются ев-
клидовыми полуплоскостями, ортогональными абсолюту (все такие пло-
скости проходят через точку∞ на абсолюте). Симметрии относительно
таких плоскостей переводят в себя каждую евклидову плоскость, парал-
лельную абсолюту. Ограничения этих симметрий на указанные плоско-
сти порождают группу евклидовых движений этих плоскостей.

Для гиперболического пучка рассмотрим модель Пуанкаре в полу-
пространстве, причем будем считать, что все плоскости ортогональны
некоторой плоскости ˝, проходящей через точку ∞. Пусть l | прямая,
по которой плоскость ˝ пересекает абсолют. Симметрии относитель-
но плоскостей данного пучка являются инверсиями относительно сфер,
центры которых лежат на прямой l; эти движения переводят в себя лю-
бую евклидову полуплоскость ˝′, ограниченную прямой l. Ограничения
этих преобразований на ˝′ являются симметриями относительно окруж-
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ностей, ортогональных прямой l. Эти преобразования порождают гру-
ппу движений модели Пуанкаре в верхней полуплоскости. �

На поверхности F в пространстве Лобачевского можно ввести инду-
цированную метрику. Для этого нужно определить элемент длины на
поверхности F (расстояние между бесконечно близкими точками) как
расстояние между соответствующими точками пространства Лобачев-
ского.

Рассмотрим поверхность, состоящую из образов фиксированной то-
чки под действием семейства собственных движений, соответствующих
пучку плоскостей. Такую поверхность в случае эллиптического, парабо-
лического и гиперболического пучка называют сферой, орисферой и ги-
персферой соответственно. В рассмотренных нами ситуациях сферами
будут евклидовы сферы с центром в центре модели, орисферами будут
евклидовы плоскости, параллельные абсолюту, а гиперсферами будут
евклидовы полуплоскости, содержащие прямую l.

Для модели Пуанкаре в полупространстве H3 = {(x; y; z)
∣∣z > 0} эле-

мент длины имеет вид ds=z, где ds2 = dx2 + dy2 + dz2. Поэтому на
орисфере z = a квадрат элемента длины имеет вид a−2(dx2 + dy2). Та-
ким образом, в координатах (x; y) расстояние между точками орисферы
пропорционально евклидову расстоянию.

На гиперсфере y = kz квадрат элемента длины имеет вид

dx2 + (1 + k2)dz2

z2
= (1 + k2)

du2 + dv2

v2
;

где u = x=
√
1 + k2; v = z. Таким образом, в координатах (u; v) рас-

стояние между точками гиперсферы пропорционально расстоянию на
плоскости Лобачевского.

Для модели Пуанкаре в единичном шаре элемент длины имеет вид
2ds

1−R2
, где ds | евклидов элемент длины, R | расстояние до цен-

тра шара. Поэтому расстояние между точками гиперболической сферы

x2 + y2 + z2 = R2 в
2

1−R2
раз больше расстояния между точками ев-

клидовой сферы x2 + y2 + z2 = R2. Таким образом, рассматриваемая

гиперболическая сфера изометрична евклидовой сфере радиуса
2R

1−R2
.
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Кватернионная модель

Движение трехмерного пространства Лобачевского можно предста-
вить с помощью кватернионов. Напомним, что кватернионами называ-
ют алгебру над R с образующими 1; i; j; k и соотношениями i2 = j2 =
k2 = −1; ij = −ji = k; jk = −kj = i; ki = −ik = j; эта алгебра
ассоциативна. Положим

H3 = {z + tj
∣∣ z ∈ C; t > 0}:

Действие матрицы  =

(
a b
c d

)
∈ SL(2;C) на точки абсолюта C за-

дается формулой z =
az + b

cz + d
. Требуется продолжить это действие на

кватернионы вида q = z + tj; t > 0. Это можно сделать двумя эквива-
лентными способами:

q = (aq + b)(cq + d)−1 = (qc+ d)−1(qa+ b):

Прежде всего проверим, что обе формулы действительно эквивалентны,
т. е.

(qc+ d)(aq + b) = (qa+ b)(cq + d):

Числа a; b; c и d попарно перестановочны, поэтому требуемое равенство
эквивалентно равенству (ad − bc)q = q(ad − bc). Последнее равенство
очевидно, так как ad− bc = 1.

Проверим теперь, что q = z′ + t′j, где t′ > 0. Учитывая, что
j(cz + d) = (cz + d)j и ad − bc = 1, получаем (aq + b)(cq + d) = (az +
b)(cz + d) + act2 + tj, поэтому

q =
(aq + b)(cq + d)

|cq + d|2
=

(az + b)(cz + d) + act2 + tj

|cq + d|2
:

Остается проверить, что преобразование  является движением про-
странства Лобачевского. Для этого достаточно проверить, что  со-
храняет двойное отношение. Ясно, что

q − q′ = (aq + b)(cq + d)−1 − (q′c+ d)−1(q′a+ b) =
(q′c+ d)−1[(q′c+ d)(aq + b)− (q′a+ b)(cq + d)](cq + d)−1 =

(q′c+ d)−1(q − q′)(cq + d)−1:
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Кроме того, q′c + d = (z′c + d) + t—cj и cq′ + d = (cz′ + d) + tcj. Поэтому
|q′c+ d| = |cq′ + d|, а значит,

|q − q′| = |q − q′|
|cq + d||cq′ + d|

:

С помощью этой формулы легко убедиться, что преобразование  сохра-

няет двойное отношение
CA

CB
:
DA

DB
.

Задачи

1. Доказать, что если движение пространства Лобачевского оставля-
ет неподвижными все точки некоторой гиперплоскости, то это движение
либо тождественно, либо является симметрией относительно данной ги-
перплоскости.

2. Доказать, что ограничение движения трехмерного пространства
Лобачевского на абсолют имеет одну или две неподвижные точки.

3. Пусть A;B;C;D | попарно различные точки абсолюта для трех-
мерного пространства Лобачевского. Доказать, что существует движе-
ние, переставляющее как точки A и B, так и точки C и D.

4. Рассмотрим тетраэдр с вершинами на абсолюте.
а) Доказать, что сумма его двугранных углов при любой вершине

равна �.
б) Доказать, что его противоположные двугранные углы равны.
5. Правильный многогранник с вершинами на абсолюте соответству-

ет в модели Клейна некоторому гиперболическому многограннику. Най-
ти величину двугранного угла этого многогранника для каждого типа
правильного многогранника: а) тетраэдра; б) куба; в) октаэдра; г) ико-
саэдра; д) додекаэдра.

6. Возьмем в n-мерном гиперболическом пространстве точки z1; : : : ;
zn+2 и рассмотрим матрицу A = (aij); aij = ch(dij), где dij | расстояние
между точками zi и zj . Доказать, что detA = 0.

7. Пусть R и r | радиусы двух (n − 1)-мерных сфер в Rn, d |
расстояние между их центрами. Доказать, что величина∣∣∣∣R2 + r2 − d2

2Rr

∣∣∣∣
сохраняется при инверсиях.
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10. Дополнение1. Что такое ориентация?

В этой главе под плоскостью, если не оговорено противное, мы бу-
дем понимать одно из трех: сферу, евклидову плоскость или плоскость
Лобачевского.

В главах 1 и 5 мы узнали, что, как и в евклидовой геометрии, в сфе-
рической и гиперболической геометриях существуют два типа движений
плоскости | собственные и несобственные. Определение этих понятий
основывается на интуитивно очевидном понятии ориентации. Однако
придать ему строгий смысл оказывается не так просто, как кажется на
первый взгляд.

Известно, что существует ровно две ориентации плоскости, сферы и
плоскости Лобачевского, а также пространств любой размерности ка-
ждого из указанных типов. Однако же проективная плоскость имеет
всего одну ориентацию, т. е. все ее движения являются собственными.
А как обстоит дело с проективной прямой или трехмерным проектив-
ным пространством? А можно ли представить себе геометрию, имею-
щую более двух ориентаций? В каком-то смысле переформулировкой
последнего вопроса является знаменитый классический вопрос, почему
зеркало меняет местами право и лево и не меняет верх и низ. Чтобы
разобраться с этими вопросами необходимо строго определить понятие
ориентации (или собственного и несобственного движения).

Мы постараемся здесь изложить несколько подходов к определению
понятий собственного и несобственного движения. Мы как бы посмо-
трим на них с разных сторон. В результате появятся три равносильных
определения | геометрическое, аналитическое и алгебраическое. Труд-
ности в связи с необходимостью доказательства равносильности опре-
делений будут сполна компенсированы тем, что в различных ситуациях
мы сможем пользоваться тем из определений, которое более удобно в
рассматриваемом случае.

Геометрический подход

Мы знаем, что любое движение плоскости можно представить в виде
композиции не более, чем трех осевых симметрий. Это доказывается в

1Написано В.О.Бугаенко
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теоремах 1.2а) и 5.1 для сферы и плоскости Лобачевского соответствен-
но, однако доказательства этих теорем фактически не используют то,
какой из трех типов плоскостей рассматривается.

Определение 1. Движение плоскости называется (геометрически)
собственным, если его можно представить в виде композиции двух
симметрий и несобственным в противном случае.

Из определения следует, что тождественное преобразование плоско-
сти является собственным движением, так как представляется в виде
композиции двух симметрий относительно одной прямой. Мы хотим
доказать следующую теорему.

Теорема 10.1. Любое движение, представимое в виде композиции чет-
ного числа осевых симметрий является собственным, а в виде нечет-
ного числа осевых симметрий | несобственным.

Доказательство. Вытекает непосредственно из трех лемм 3, 6 и 7, при-
веденных ниже. �

Лемма 3. Осевая симметрия является несобственным движением.

Доказательство. Нетрудно видеть, что множество неподвижных то-
чек композиции двух осевых симметрий есть пересечение осей, т. е. явля-
ется либо всей плоскостью (если оси совпадают), либо точкой (если они
пересекаются), либо пустым (если оси не пересекаются). Во всех случа-
ях оно не может совпадать с прямой | множеством неподвижных точек
осевой симметрии. �

Лемма 4. Для любых трех прямых l1, l2 и l′1, принадлежащих одно-
му пучку, существует (единственная) прямая l′2 (из того же пучка)
такая, что s1s2 = s′1s

′
2. Аналогично, для любых трех прямых l1, l2 и

l′2, принадлежащих одному пучку, существует прямая l′1 такая, что
s1s2 = s′1s

′
2. (Здесь и далее через si и s

′
i обозначена симметрия относи-

тельно li и l′i соответственно.)

Доказательство. Рассмотрим ортогональную кривую пучка | окру-
жность, орицикл или эквидистанту (см. главу 5). Собственное движе-
ние, являющееся композицией симметрий относительно прямых пучка,
сохраняет эту кривую и однозначно определяется образом любой ее точ-
ки. Его ограничение на эту кривую сдвигает ее вдоль себя на удвоенное
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расстояние (в метрике, индуцированной метрикой плоскости), между
точками ее пересечения с осями симметрий. Рассмотрим теперь точки
L1, L2 и L′1 пересечения прямых l1, l2 и l′1 соответственно с рассматри-
ваемой кривой. Строим точку L′2, откладывая от точки L′1 расстояние,
равное расстоянию между точками L1 и l2 (все расстояния меряются
вдоль кривой) в ту же сторону, в которую находится точка L2 отно-
сительно L1. Прямая пучка, ортогональная рассматриваемой кривой в
точке L′2 и будет искомой прямой l

′
2. Первое утверждение доказано, вто-

рое доказывается аналогично. �

Лемма 5. Пусть мы имеем два пучка прямых, по крайней мере один из
которых эллиптический. Тогда существует прямая, принадлежащая
им обоим.

Доказательство. Если оба пучка эллиптические, то искомой прямой
будет прямая, проходящая через общую точку прямых первого пучка и
общую точку прямых второго пучка. Если второй пучок параболиче-
ский, то мы также проводим прямую через две точки, одна из которых
лежит на абсолюте (в случае евклидовой плоскости это сводится к прове-
дению через данную точку прямой, параллельной данной). Наконец, ес-
ли второй пучок гиперболический, то искомая прямая проводится через
две точки, одна из которых собственная точка плоскости Лобачевского,
а вторая | идеальная (лежащая в CP 2, но вне множества D2, задающего
плоскость Лобачевского в соответствующей модели (см. главу 3)). �

Лемма 6. Композиция n > 3 осевых симметрий может быть предста-
влена как композиция n− 2 симметрий.

Доказательство. Проводится индукцией по n.
База индукции | n = 4. Пусть мы имеем композицию четырех сим-

метрий s1s2s3s4. Рассмотрим два пучка прямых | первый, содержащий
прямые l1 и l2, и второй, содержащий прямые l3 и l4 (мы сохраняем обо-
значения леммы 4). Если по крайней мере один из этих пучков эллипти-
ческий, то согласно лемме 5, существует прямая l, принадлежащая им
обоим. Пусть s | симметрия относительно l. Но тогда, согласно лем-
ме 4, существуют симметрии s′1 и s′4 такие, что s1s2 = s′1s и s3s4 = ss′4.
Тогда s1s2s3s4 = s′1sss

′
4 = s′1s

′
4, и мы получаем искомое представление

композиции четырех симметрий в виде двух симметрий. Если же оба
рассматриваемых пучка не являются эллиптическими, то рассмотрим
вначале в пучке, содержащем прямые l2 и l3, прямую l′2, пересекающую
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l1. Находим прямую l′3, чтобы l2l3 = l′2l
′
3, откуда l1l2l3l4 = l1l

′
2l
′
3l4. Пу-

чок, содержащий прямые l1 и l′2 является эллиптическим, поэтому мы
можем повторить приведенные выше рассуждения.

Шаг индукции тривиален. �

Лемма 7. Композиция трех осевых симметрий является несобствен-
ным движением.

Доказательство. Предположим противное, что для некоторых симме-
трий s1; s2; s3; r1; r2 выполняется равенство s1s2s3 = r1r1. Домножив его
на s1 слева и на s3 справа, учитывая, что симметрия | инволютивное
преобразование, имеем s2 = s1r1r2s3. Согласно лемме 6, правую часть
можно представить в виде композиции двух симметрий t1 и t2, откуда
s2 = t1t2, что противоречит лемме 3. �

Из теоремы 10.1 непосредственно вытекают два следствия.

Следствие 1. Любое несобственное движение представляется в виде
композиции собственного движения и осевой симметрии.

Следствие 2. Композиция двух движений одного типа (собственных
или несобственных) является собственным движением, а композиция
двух движений разного типа (собственного и несобственного или не-
собственного и собственного) является несобственным движением.

Иными словами, операция композиции действует на классах собствен-
ных и несобственных движений как умножение на классах вычетов по
модулю 2 (классах четных и нечетных чисел).

Теорему 10.1 можно взять за определение собственного и несобствен-
ного движений. В такой формулировке оно без изменений переносится
на случай пространства любой размерности. Однако, обоснование кор-
ректности такого определения в общем случае затруднительно без ис-
пользования алгебраических соображений.

Аналитический подход

Движение плоскости будем называть аналитически собственным, ес-
ли его можно осуществить непрерывным движением, не выводящим за
ее пределы. Следующее определение формулирует это же более строго.
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Определение 2. Движение ' плоскости называется (аналитически)
собственным, если существует множество движений {'x | x ∈ [0; 1]}
такое, что '0 = id (тождественное движение), '1 = ' и для любой
точки A отображение f(x) : x 7→ 'x(A) есть непрерывная по x функ-
ция.

Теорема 10.2. Геометрически собственное движение является ана-
литически собственным.

Доказательство. Пусть мы имеем композицию s0s1 двух осевых сим-
метрий относительно прямых l0 и l1. На кривой, ортогональной пря-
мым l0 и l1 введем координату так, чтобы прямые l0 и l1 пересекали ее
в точках с координатами 0 и 1 соответственно. Пусть sx | симметрия
относительно прямой пучка, пересекающей рассматриваемую кривую в
точке с координатой x. Тогда {'x = s0sx | x ∈ [0; 1]} и будет множеством
движений, требующихся в определении аналитически собственного дви-
жения. �

Приведенное аналитическое определение легко обобщается на про-
странство любой размерности, однако, многие свойства собственных и
несобственных движений доказывать, основываясь на нем, достаточно
трудно. В частности, чтобы доказать, что осевая симметрия является
несобственным движением, необходимо привлечь дополнительные алге-
браические соображения.

Алгебраический подход

Мы начнем с рассмотрения евклидовой плоскости.
Вначале напомним некоторые сведения из линейной алгебры. Опу-

щенные доказательства приведенных ниже утверждений можно найти в
любом стандартном курсе линейной алгебры. Рассмотрим множество
всевозможных ортонормированных базисов, т. е. пар векторов {x; y} с
условиями (x; x) = (y; y) = 1, (x; y) = 0. (Здесь (·; ·) означает скалярное
произведение.) Все такие базисы делятся на два класса: те, у которых
вектор x переходит в вектор y при повороте на угол �=2 против ча-
совой стрелки или по часовой стрелке соответственно. Выбор одного
из этих классов и означает задание ориентации пространства. Чтобы
дать строгое определение зафиксируем один ортонормированный базис
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{x∗; y∗}. Любой другой базис может быть выражен в виде линейной
комбинации {

x = a1x
∗ + b1y

∗

y = a2x
∗ + b2y

∗ (10.1)

Матрица

(
a1 a2
b1 b2

)
называется матрицей перехода от базиса (x∗; y∗) к

базису (x; y). Условия, что матрица перехода переводит любой ортонор-
мированный базис в ортонормированный базис задаются соотношения-
ми

a21 + b21 = a22 + b22 = 1; a1a2 + b1b2 = 0 (10.2)

Множество матриц, удовлетворяющих такому соотношению обозначает-
ся O2. Определитель любой матрицы из O2 равен ±1. Все ортонормиро-
ванные базисы делятся на два класса так, что матрица перехода между
базисами одного класса имеет определитель 1, а между базисами раз-
ных классов | определитель −1. Выбор одного из упомянутых классов
и означает задание ориентации на плоскости.

Замечание. Группа O(E2) движений евклидовой плоскости не совпада-
ет с группой O2. Мы лишь построили отображение O(E2) → O2. Ядро
этого отображения ненулевое. Любому параллельному переносу соот-
ветствует единичная матрица, так как параллельный перенос, хоть и не
оставляет неподвижной ни одной точки плоскости, на множестве векто-
ров плоскости действует тождественно.

Определение 3. Движение плоскости называется (алгебраически)
собственным, если соответствующая ему матрица перехода имеет
определитель 1, и несобственным, если соответствующая ему матри-
ца перехода имеет определитель −1.

Другими словами, собственное движение переводит любой ортонор-
мированный базис в базис того же класса, несобственное переводит лю-
бой ортонормированный базис в базис другого класса.

Ориентацию в пространстве можно задать аналогично. Классы ор-
тонормированных базисов (из трех векторов!) в пространстве также
делятся на два класса (вспомните известные из физики правила правой
и левой руки). Также без существенных изменений определение перено-
сится на случай пространств больших размерностей. Матрицы, перево-
дящие любой ортонормированный базис n-мерного линейного простран-
ства в ортонормированный базис образуют группу On.
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Любое движение (n-мерной) сферы можно интерпретировать как дви-
жение ((n+1)-мерного евклидова) пространства, сохраняющее фиксиро-
ванную неподвижную точку (центр сферы). Собственные и несобствен-
ные движения сферы определяются тем, являются ли таковыми соответ-
ствующие движения пространства. Таким образом, ориентация сферы
определяется ориентацией объемлющего ее евклидова пространства.

Иными словами, движениями n-мерной сферы можно считать линей-
ные преобразования (n + 1)-мерного линейного пространства, сохраня-
ющие скалярное произведение, задаваемое положительно определенной
квадратичной формой x20 + x21 + : : : + x2n. Группа движений n-мерной
сферы изоморфна On+1.

Для определения ориентации плоскости (приведенная ниже конструк-
ция легко обобщается на более общий случай n-мерного пространства)
Лобачевского воспользуемся моделью на гиперболоиде (см. главу 3). Гру-
ппу линейных преобразований трехмерного, сохраняющих гиперболоид
x2+ y2− z2 = −c2 обозначим через O2;1. Определитель матрицы любого
преобразования из O2;1 равен ±1. Группа движений плоскости Лобачев-
ского является подгруппой O′2;1 индекса 2 в группе O2;1, состоящей из
тех преобразований, которые сохраняют каждую полость двуполостного
гиперболоида. Аналогично случаю евклидовой плоскости дадим опреде-
ления для сферического и гиперболического случаев.

Определение 4. Движение сферы (плоскости Лобачевского) называ-
ется (алгебраически) собственным, если задающая их матрица из O3

(O2;1) имеет определитель 1, и несобственным, если −1.

Теорема 10.3. Любое аналитически собственное движение является
алгебраически собственным.

Доказательство. Пусть мы имеем аналитически собственное движе-
ние. Координаты образов базисных векторов при применении множе-
ства движений, введенного в определении аналитически собственного
движения, являются непрерывными функциями от t. Значит, непрерыв-
ными являются выражаемые через них матричные элементы матрицы
соответствующего линейного преобразования, а также ее определитель.
Поскольку непрерывная функция, принимающая дискретные значения
(в рассматриваемом случае ±1), является константой, рассматриваемое
движение является алгебраически собственным. �

Теорема 10.4. Любое алгебраически собственное движение является
геометрически собственным.
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Доказательство. Оставляем читателю. �

Задачи

1. Докажите, что для любой прямой на плоскости и любых двух
ее точек существует единственное собственное движение, переводящее
прямую в себя, а первую из данных точек во вторую. (Такие движения
будем называть сдвигами вдоль прямой| в случае евклидовой плоскости
сдвиги есть обычные параллельные переносы).

2. Докажите, что любое несобственное движение плоскости (одно-
значно) представляется в виде композиции осевой симметрии и сдвига
(см. задачу 1) вдоль оси этой симметрии.

3. Докажите, что любое собственное движение евклидова простран-
ства является винтовым движением, т. е. композицией поворота относи-
тельно некоторой оси и сдвига вдоль этой оси.

б) Сформулируйте и докажите аналогичное утверждение для про-
странства Лобачевского.

4. Докажите, что n-мерное проективное пространство ориентируемо
тогда и только тогда, когда n нечетно.

5. Докажите теорему 10.4 для каждого из трех типов плоскости.
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Задачи письменных экзаменов

Вариант 1 (4 декабря 1994 г. Лектор | В.В.Прасолов)

1) f | дробно-линейное преобразование проективной прямой такое,
что f(a) 6= a и f(f(a)) = a для некоторой точки a. Доказать, что
f(f(x)) = x для всех x.

2) Указать дробно-линейное преобразование верхней полуплоскости,
соответствующее в модели Пуанкаре плоскости Лобачевского сим-
метрии относительно i.

3) Пусть a и b | стороны гиперболического треугольника, лежащие
против углов � и � соответственно. Доказать, что если � > �, то
a > b.

4) Найти длину дуги AB орицикла, если известно расстояние d между
A и B.

5) Доказать, что длина средней линии гиперболического треугольни-
ка меньше половины длины противолежащей стороны.

6) Найти фундаментальную область группы, порожденной двумя дви-
жениями, задаваемые в модели Пуанкаре в полуплоскости форму-
лами z 7→ 1− —z и z 7→ 1=—z.

7) Определить тип следующего собственного движения плоскости Ло-
бачевского: композиция четырех симметрий относительно последо-
вательных сторон квадрата (в модели Клейна), вписанного в абсо-
лют.

8) Рассмотрим в пространстве Лобачевского выпуклый n-гранный
угол с вершиной на абсолюте. Доказать, что сумма его двугранных
углов равна (n− 2)�.
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Вариант 2 (12 февраля 1995 г. Лектор | В.В.Прасолов)

1) Доказать, что любое нетождественное дробно-линейное преобра-
зование с неподвижными точками a и b имеет вид

z 7→ �z − ab

z + �− a− b

2) Записать в виде дробно-линейного преобразования симметрию от-
носительно гиперболической прямой (x − a)2 + y2 = R2 в модели
Пуанкаре в верхней полуплоскости.

3) Сколько инвариантных прямых может иметь соответственно элли-
птическое, параболическое и гиперболическое движение плоскости
Лобачевского? (Прямая l инвариантна относительно преобразова-
ния ', если '(l) = l.)

4) Дан правильный гиперболический четырехугольник ABCD. Пря-
мая l симметрична прямой AC относительно прямой AB. Дока-
зать, что прямые l и BD расходящиеся.

5) На плоскости Лобачевского можно естественным образом опреде-
лить гомотетию с центром O и коэффициентом k 6= 0. Верно ли,
что это преобразование увеличивает расстояние между любыми
двумя точками в |k| раз?

6) Вершины A, B и C треугольника ´ лежат на абсолюте. Треуголь-
ник ´′ получен из ´ последовательными отражениями относитель-
но прямых AB, BC и AC. Есть ли общие точки (внутри или на
границе) у треугольников ´ и ´′?

7) а) Рассмотрим в пространстве Лобачевского трехгранный угол T
с вершиной в точке∞ в модели Пуанкаре в полупространстве. Ев-
клидова площадь сечения T орисферой z = a равна S. Вычислить
объем части T , лежащей в области z ≥ a, если известны S и a.
(Элемент объема в модели Пуанкаре в полупространстве задается

формулой dV =
dx dy dz

z3
.)

б) Доказать, что объем тетраэдра с вершинами на абсолюте коне-
чен.

73



Вариант 3 (3 декабря 1995 г. Лектор | В.В.Прасолов)

1) Доказать, что любое дробно-линейное преобразование z 7→ az + b

cz + d
,

сохраняющее единичный круг |z| ≤ 1, имеет вид z 7→ pz + q

—qz + —p
, где

|p|2 − |q|2 = 1.

2) Доказать, что композицию симметрий относительно трех прямых
одного пучка можно представить в виде симметрии относительно
одной прямой.

3) Доказать, что окружности различных радиусов r и R можно разме-
стить так, чтобы их общие внешние касательные не пересекались.

4) Существует ли нетождественное движение z 7→ f(z) плоскости Ло-
бачевского, для которого расстояние между точками z и f(z) по-
стоянно?

5) Рассмотрим выпуклый четырехугольник ABCD с прямыми углами
A, B, C и выберем на отрезке CD точку P так, что BP = AD.
Доказать, что лучи BP и AD параллельны.

6) Доказать, что любое движение модели Пуанкаре в круге можно
представить как композицию симметрии относительно гиперболи-
ческой прямой и евклидова движения круга.

7) Доказать, что к двум плоскостям в пространстве Лобачевского не-
льзя провести более одного общего перпендикуляра.

Вариант 4 (18 февраля 1996 г. Лектор | В.В.Прасолов)

1) Доказать, что движение плоскости Лобачевского в модели Клей-
на будет евклидовым движением тогда, и только тогда, когда оно
оставляет центр окружности модели на месте.

2) Доказать, что длина третьей стороны треугольника со сторонами
a, b и углом между ними  монотонно зависит от .
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3) Укажите фундаментальную область группы движений плоскости
Лобачевского, порожденной движением, которое в модели Пуанка-
ре в верхней полуплоскости задается z 7→ 2z.

4) Окружность O1 расположена внутри окружности O2, расположен-
ной внутри окружности O3. Описать все возможные конфигурации
образов этих окружностей после дробно-линейного преобразова-
ния.

5) У четырехугольника на плоскости Лобачевского равны противопо-
ложные стороны. Доказать, что прямые, на которых лежат проти-
воположные стороны, расходящиеся.

6) R | радиус круга, площадь которого равна площади правильного
8-угольника с углом �=4. Обозначим через � угол параллельности,
соответствующий отрезку R=2. Доказать, что tg� = 2.

7) Двугранный угол куба в пространстве Лобачевского равен �, угол

между сторонами грани равен �. Доказать, что sin
�

2
cos

�

2
=

1

2
.

Вариант 5 (22 декабря 1996 г. Лектор | В.В.Прасолов)

1) Каково взаимное расположение пары прямых, симметричных от-
носительно точки (параллельные, пересекающиеся или расходящи-
еся)?

2) Какое наибольшее количество непересекающихся полуплоскостей
можно расположить на плоскости Лобачевского?

3) Луч падает на прямую и отражается по закону «угол падения равен
углу отражения». Написать уравнение отраженного луча в модели
Клейна в единичной окружности, если луч идет по оси абсцисс, а
«зеркалом» является прямая ax+ by = 1 (

√
a2 + b2 ≤ 1).

4) Орицикл касается стороны AB и продолжений сторон CB и CA
треугольника ABC. Доказать, что

sin
�

2
+ sin

�

2
= cos



2
:
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5) Доказать, что любое несобственное движение плоскости Лобачев-
ского представляется в виде композиции симметрии относительно
прямой и гиперболического движения, переводящего эту прямую в
себя.

6) В трехмерном пространстве Лобачевского собственные движения
f и g имеют (различные) общие неподвижные точки на абсолюте
A и B. Доказать, что fg = gf .

7) Числа �1, �2, . . . , �n, принадлежащие интервалу (0; �), таковы, что
их сумма меньше (n − 2)�. Докажите, что на плоскости Лобачев-
ского существует описанный n-угольник с такими углами.

Вариант 6 (16 марта 1997 г. Лектор | В.В.Прасолов)

1) Найти движения плоскости Лобачевского, которые в модели Пуан-

каре в полуплоскости переводят точку 1+i в −1− i

2
, а точку −1+i

в
1 + i

2
.

2) Существует ли прямая, пересекающая все прямые из данного пучка
параллельных?

3) СторонаAB в 4ABC является диаметром описанной вокруг 4ABC
окружности. Доказать, что ch2R tg� tg � = 1 (R| радиус описан-
ной окружности, �, � | углы при вершинах A, B соответственно).

4) Имеются две расходящиеся прямые l′, l′′, расстояние между ними
d. Из точки O, лежащей на l′ и общем перпендикуляре к l′ и l′′, по
прямой l′ начинает равномерно со скоростью v двигаться частица.
Найти зависимость от времени расстояния от частицы до прямой
l′′.

5) В модели Клейна сторона острого (гиперболического) угла прохо-
дит через центр круга. Доказать, что величина этого угла меньше
величины соответствующего евклидова угла.

6) а) Прямая пересекает гиперцикл в точках A и B. Доказать, что
углы, образуемые касательными к гиперциклу в этих точках и этой
прямой, равны.
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б) Рассмотрим произвольную точку C на дуге AB гиперцикла. До-
казать, что величина � + � −  не зависит от выбора точки C (�,
�,  | углы треугольника ABC).

7) Ограничение движения трехмерного пространтсва Лобачевского

на абсолют задается дробно-линейным преобразованием
az + b

cz + d
.

Доказать, что это движение является поворотом вокруг некоторой
прямой на 180◦ тогда и только тогда, когда a+ d = 0.

Вариант 7 (13 декабря 1998 г. Лектор | О.В.Шварцман)

1) Найти область Дирихле D(z0) группы SL2(Z) с центром в точке
z0 =

6+i
3 .

2) Из точки B, лежащей на стороне идеального треугольника, опуще-
ны перпендикуляры BA и BC на две другие стороны. Найти угол
ABC.

3) Доказать, что диаметр окружности, вписанной в треугольник, не
превосходит ln 3.

4) Зададим три орисферы уравнениями (li; x) =
√
−x2 (i = 1; 2; 3).

Найти условия на векторы li, при которых орисферы попарно ка-
саются.

5) Можно ли замостить правильный треугольник со стороной 100 пра-
вильными треугольниками со стороной 1 ?

6) Найти точку, сумма расстояний от которой до сторон идеального
треугольника минимальна.

7) Скользящая симметрия получена в результате композиции отраже-
ний относительно трех сторон идеального треугольника. Найти

а) инвариатную прямую,

б) величину сдвига вдоль прямой.

8) Даны евклидов и гиперболический треугольники ABC и A′B′C ′ с
одинаковыми соответствующими сторонами. Доказать, что меди-
ана AM длиннее, чем медиана A′M ′.

77



Вариант 8 (10 декабря 2000 г. Лектор | О.В.Шварцман)

1) Эквидистанта, проходящая через точки C1 и C2, пересекает абсо-
лют в точках A1 и A2; прямые A1C1 и A2C2 пересекаются в точке
O. Докажите, что OC1 = OC2.

2) Найти радиус наибольшей окружности, которую можно вписать в
шестиугольник.

3) На плоскости Лобачевского можно определить гомотетию анало-
гично евклидову случаю. Докажите, что в модели Клейна гомо-
тетия с центром в центре модели и коэффициентом 1=2 переводит
прямые в фигуры, являющиеся прямыми в модели Пуанкаре.

4) Рассмотрим композицию трех поворотов вокруг вершин некоторо-
го треугольника. Величина поворота в каждом случае равна удво-
енному углу при соответствующей вершине, направление поворота
всегда выбирается против часовой стрелки. Последовательность
поворотов соответствует обходу вдоль контура треугольника по
часовой стрелке. Верно ли, что рассматриваемое движение всегда
является тождественным?

5) Три прямые пересекаются в одной точке на абсолюте. Докажите,
что существует треугольник, для которого эти прямые являются
серединными перпендикулярами к сторонам.

6) В четырехугольнике ABCD выполняются соотношения

∠A+ ∠B = ∠C + ∠D; AD = BC:

Докажите, что AB = CD.

Вариант 9 (9 марта 2001 г. Лектор | О.В.Шварцман)

1) Расстояния между парами противоположных сторон четырехуголь-
ника с вершинами на абсолюте равны a и b. Докажите, что

sh
a

2
· sh b

2
= 1:
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2) Все углы треугольника равны �. Рассматривается композиция
трех поворотов на угол � (против часовой стрелки) относитель-
но его вершин (вершины обходятся по часовой стрелке). Найдите
неподвижные точки этого преобразования (включая точки на аб-
солюте).

3) Эквидистанта и прямая пересекаются в двух точках на абсолюте.
Конечна ли площадь области, заключенной между ними?

4) В выпуклом гиперболическом четырехугольнике ABCD углы A и
B прямые, а лучи AB и DC параллельны. Докажите, что

e|CD| =
sh |AD|
sh |BC|

:

5) Для каждого изотропного вектора e (в трехмерном пространстве
с псевдоскалярным произведением сигнатуры (2; 1)) обозначим че-
рез Oe орицикл, задаваемый уравнением (e; x) =

√
−(x; x) в век-

торной модели плоскости Лобачевского. Найдите необходимые и
достаточные условия на два изотропных вектора e1 и e2, чтобы
орициклы Oe1 и Oe2 касались друг друга.

6) Выпуклый гиперболический четырехугольник ABCD таков, что
лучи AB и DC параллельны и лучи AD и BC тоже параллельны.
Докажите, что

|AB|+ |BC| = |AD|+ |DC|:

Вариант 10 (16 декабря 2001 г. Лектор | В.О.Бугаенко)

1) На сфере проведены две равные дуги большого круга AB и CD.
Докажите, что найдется такая точка M , что сферические тре-
угольники MAB и MCD равны.

2) На проективной плоскости прямые AM и BC пересекаются в точ-
ке A1, прямые BM и AC | в точке B1, прямые CM и AB |
в точке C1, а прямые A1B1 и AB | в точке X. Докажите, что
[A;B;C1; X] = −1.

3) Пусть f и g | проективные преобразования, оставляющие непо-
движными точку A и каждую точку прямой `, не проходящей че-
рез A. Докажите, что fg = gf .
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4) Назовем оритреугольником фигуру на плоскости Лобачевского, ог-
раниченную тремя дугами попарно касающихся орициклов.

а) Докажите, что все оритреугольники равны.

б) Найдите радиус окружности, вписанной в оритреугольник.

5) Все углы шестиугольника на плоскости Лобачевского равны, дли-
ны противоположных сторон также равны. Докажите, что диа-
гонали, соединяющие противоположные вершины, пересекаются в
одной точке.

6) Движение плоскости Лобачевского является композицией трех сим-
метрий относительно последовательных сторон треугольника с вер-
шинами на абсолюте. Сколько неподвижных точек имеют это дви-
жение и его ограничение на абсолют?

7) Докажите, что к двум скрещивающимся прямым в пространстве
Лобачевского существует ровно один общий перпендикуляр.

Вариант 11 (24 февраля 2002 г. Лектор | В.О.Бугаенко)

1) Диагонали сферического четырехугольника ABCD равны d1 и d2,
пересекаются в точке O под углом � и делятся точкой O пополам.
Найдите расстояния между точкой O и точками пересечения сфе-
рических прямых AB и CD.

2) Пусть аффинное преобразование переводит конечное множество
точек в себя (это значит, что каждая точка множества переходит
в какую-то точку этого же множества). Докажите, что оно имеет
неподвижную точку.

3) Точки A, B и C евклидовой плоскости лежат на прямой `. На от-
резках AB, AC и BC как на диаметрах построены окружности.
Окружность ! касается всех трех построенных окружностей. До-
кажите, что диаметр окружности ! равен расстоянию от ее центра
до прямой `.

4) Проективное преобразование плоскости переводит вершины ква-
драта ABCD в себя следующим образом: A 7→ A, B 7→ C, C 7→ D,
D 7→ B. Существует ли прямая, переходящая в себя при этом пре-
образовании?
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5) Докажите, что все описанные четырехугольники с вершинами на
абсолюте плоскости Лобачевского равны.

6) Докажите, что прямоугольный шестиугольник на плоскости Лоба-
чевского однозначно задается длинами тройки попарно несмежных
сторон (т. е., что для любой тройки положительных чисел шести-
угольник с соответствующими длинами сторон существует и един-
ствен).

7) Можно ли восстановить собственное движение плоскости Лобачев-
ского, если известна композиция этого движения и ортогональной
проекции на некоторую прямую?

8) Пусть ограничение на абсолют собственного движения трехмер-
ного пространства Лобачевского имеет одну неподвижную точку.
Докажите, что оно не имеет неподвижных точек в пространстве
Лобачевского.

Вариант 12 (1 декабря 2002 г. Лектор | В.В.Прасолов)

1) ВR3 даны прямые l1, l2, l3. Прямые a, b, c, d пересекают каждую из
этих трех прямых. Доказать, что двойные отношения для четверок
точек, лежащих на прямых l1, l2, l3, одинаковые.

2) Рассмотрим на плоскости Лобачевского множество точек, удален-
ных на расстояние не более r от данного отрезка длины d. Вычи-
слить длину кривой, ограничивающей это множество.

3) Из середины гипотенузы прямоугольного гиперболического треу-
гольника опущен перпендикуляр на катет a. Доказать, что длина
этого перпендикуляра меньше половины катета b.

4) Сколько существует движений плоскости Лобачевского, переводя-
щих в себя: а) данный отрезок; б) данный луч; в) данную прямую?

5) Дан угол ∠AOB на плоскости Лобачевского. Точка X движется по
лучу OA. Из точки X опущен перпендикуляр XH на прямую OB.
Вычислить limX→∞ ∠OXH.

81



6) Эквидистанта, удаленная на расстояние d от данной прямой, пере-
секает абсолют под углом '. Доказать, что ' | угол параллель-
ности для расстояния d.

7) Вычислить площадь сферы радиуса r в пространстве Лобачевско-
го.

Вариант 13 (16 февраля 2003 г. Лектор | В.В.Прасолов)

1) Двойное отношение четырех точек равно �. Какие значения мо-
жет принимать двойное отношение тех же самых четырех точек,
взятых в другом порядке?

2) Докажите, что множество точек, равноудаленных от двух данных
расходящихся прямых, является прямой.

3) В модели Пуанкаре в верхней полуплоскости даны точки z и w.

Положим t =
|z − w|
|z − —w|

. Докажите, что расстояние между точками z

и w равно ln
1 + t

1− t
.

4) Пусть g1 и g2 | нетождественные собственные движения плоскос-
ти Лобачевского. Известно, что g1g2 = g2g1 и движение g1 парабо-
лическое. Докажите, что движение g2 тоже параболическое.

5) Дан выпуклый четырехугольник, все углы которого острые. До-
кажите, что прямые, на которых лежат его противоположные сто-
роны, расходящиеся.

6) Пусть g1 и g2 | собственные движения плоскости Лобачевского,
имеющие общую неподвижную точку на абсолюте. Докажите, что
движение g1g2g

−1
1 g−12 параболическое.

7) Две плоскости в пространстве Лобачевского не пересекаются.

а) Обязательно ли существует плоскость, им перпендикулярная?

б) Обязательно ли существует прямая, им перпендикулярная?
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Решения избранных задач

В нумерации задач сначала идет номер главы, а затем | номер зада-
чи в главе. Нумерация задач из главы «Задачи письменных экзаменов»
начинается с буквы «Э», затем идет номер варианта и номер задачи в
варианте.

1.15. а) Полюса сферических прямых, пересекающих данную точ-
ку A, заметают окружность большого круга, а именно, поляру точки
A. Поэтому рассматриваемые поляры заметают пару сферических дву-
угольников, образованных полярами концов данного отрезка.

б) Поляры сферических прямых, пересекающих данные отрезки, за-
метают множество, площадь которого меньше 4�R, поэтому на сфере
найдется точка, не лежащая в этом множестве. Поляра этой точки не
пересекает ни одного данного отрезка.

4.14. а) Пусть A1 и B1 | середины сторон AC и BC соответственно.
Опустим из вершины C перпендикуляр CH на прямую A1B1 и рассмо-
трим точки A2 и B2, симметричные точкеH относительно точек A1 и B1

соответственно. Легко проверить, что A2 6= B2. В том случае, когда H
лежит на отрезке A1B1, это очевидно, а еслиH попадает на продолжение
отрезка A1B1, то равенство A1H = B1H выполняться не может, поэто-
му не может выполняться и равенство A2H = B2H. Таким образом,
точки A2 и B2 однозначно определяют прямую A1B1, поэтому доста-
точно доказать, что рассматриваемый перпендикуляр l, восставленный
из середины отрезка AB, перпендикулярен прямой A2B2.

ТреугольникиA1CH иA1AA2 (а также треугольникиB1CH иB1BB2)
являются равными прямоугольными треугольниками, поэтому в четы-
рехугольнике AA2B2B углы при вершинах A2 и B2 прямые, а стороны
AA2 и BB2 равны (обе они равны CH). Такой четырехугольник должен
иметь ось симметрии, причем она должна совпасть с прямой l. Следова-
тельно, l ⊥ A2B2.

б) Случай совпадающих прямых очевиден, поэтому будем считать,
что прямые, изометрично отображающиеся друг на друга, не совпада-
ют. Возможны два случая.

1) Два различных отрезка XX ′ и Y Y ′ имеют общую точку M . В
таком случае рассматриваемая изометрия является симметрией относи-
тельно точки M .

2) Середины всех отрезков вида XX ′ попарно различны. Пусть P ,
Q, R | середины отрезков XX ′, Y Y ′, ZZ ′. Достаточно доказать, что
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точки P , Q, R лежат на одной прямой. При симметрии относительно
точки P точки X, Y , Z переходят в точки X ′′ = X ′, Y ′′ и Z ′′, лежащие
на одной прямой. При этом прямая PX ′ является серединным перпен-
дикуляром к отрезкам Y ′Y ′′ и Z ′Z ′′. Поэтому согласно задаче а) прямая
PX ′ будет перпендикулярна прямым PQ и PR. Следовательно, точки
P , Q, R лежат на одной прямой.

4.15. а) Точка пересечения двух биссектрис треугольника равноуда-
лена от всех его сторон, поэтому она лежит на третьей биссектрисе.

б) Пусть M | середина стороны AB, P и Q | середины сторон
AC и BC. Рассмотрим модель Клейна и поместим точку M в центр
круга. Согласно задаче 4.14 серединный перпендикуляр к отрезку AB
будет перпендикулярен прямой PQ. Это означает, что в евклидовом
треугольнике ABC отрезок PQ будет параллелен стороне AB. В таком
случае отрезки AQ и BP пересекаются в точке K, лежащей на отрезке
CM . В самом деле, при (евклидовой) гомотетии с центром K отрезок
PQ переходит в отрезок BA, поэтому прямая, соединяющая середины
этих отрезков, проходит через точку K.

в) Рассмотрим модель Клейна и поместим точку A в центр круга.
В таком случае гиперболические высоты BB1 и CC1 будут и евклидо-
выми высотами. Они пересекаются в некоторой точке H. Прямая AH
будет евклидовым перпендикуляром к прямой BC. Но AH | диаметр,
поэтому AH будет и гиперболическим перпендикуляром к прямой BC.

5.9. В том случае, когда два серединных перпендикуляра пересека-
ются в одной точке, утверждение очевидно, тогда вершины треугольни-
ка лежат на одной окружности.

В том случае, когда два серединных перпендикуляра параллельны, их
можно считать лучами в верхней полуплоскости, параллельными оси Oy.
Тогда все вершины треугольника лежат на одной высоте над веществен-
ной осью, поэтому вершины треугольника лежат на одном орицикле, а
третий серединный перпендикуляр будет лучом, параллельным оси Oy.

В том случае, когда два серединных перпендикуляра перпендикуляр-
ны некоторой прямой l, все вершины треугольника удалены от прямой l
на одно и тоже расстояние, то есть лежат на одном гиперцикле, поэтому
третий серединный перпендикуляр тоже перпендикулярен прямой l.

Заодно мы доказали, что любые три точки лежат либо на одной
окружности, либо на одном орицикле, либо на одном гиперцикле.

5.11. Дуга PQ окружности, орицикла или гиперцикла образует в
точках P и Q равные углы с (гиперболической) прямой PQ. Пусть �1,
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�1 и 1 | углы, соответствующие дугам BC, CA и AB. Тогда в случае
окружности � = �−�1− 1, � = �−�1− 1,  = �−�1−�1, а в случае
орицикла или гиперцикла � = 1 − �1, � = 1 − �1,  = � − �1 − �1.
Таким образом, �+�− = ±(�−21). При этом угол 1 постоянен, так
как он соответствует постоянной дуге AB.

9.3. Достаточно доказать, что если a; b; c; d ∈ C | попарно различ-
ные числа, то существует такое дробно-линейное преобразование f , что
f(a) = b, f(b) = a, f(c) = d, f(d) = c. Первые три равенства позволяют
однозначно определить f . При этом дробно-линейное преобразование
f ◦ f имеет неподвижные точки a, b и еще какую-то неподвижную точ-
ку, (а именно, неподвижную точку отображения f ; она, вообще говоря,
может быть бесконечно удаленной), которая не может совпадать ни с a,
ни с b. Таким образом, f ◦f | тождественное преобразование, а значит,
f(d) = c.

Приведем также другое доказательство того, что f(d) = c. Пусть
f(d) = x. Тогда [a; b; c; d] = [b; a; d; x]. Очевидно, что значение x = c
удовлетворяет этому условию. С другой стороны, это условие является
линейным уравнением относительно x, поэтому оно определяет x одно-
значно. Значит, x = c.

9.4. а) В модели Пуанкаре в верхнем полупространстве можно счи-
тать, что рассматриваемая вершина тетраэдра находится в бесконечно
удаленной точке. Тогда грани трехгранного угла при этой вершине бу-
дут расположены на боковых гранях евклидовой треугольной призмы с
основанием на абсолюте. Сумма двугранных углов при боковых гранях
треугольной призмы равна �.

б) Обозначим рассматриваемый тетраэдр ABCD.
Первое решение. Согласно задаче 9.3 существует движение, пере-

водящее двугранный угол при ребре AC в двугранный угол при ребре
BD.

Второе решение. Обозначим через ur величину двугранного угла при
ребре r. Из пункта а) следует, что

uAB+uAC+uAD = uCD+uCA+uCB ; uAB+uBC+uBD = uCD+uDA+uDB :

Сложив эти два равенства и уничтожив равные члены в обеих частях,
получаем uAB = uCD.

9.6. Выберем в качестве модели пространства Лобачевского модель
на двуполостном гиперболоиде, т. е. будем считать, что точки z1, . . . ,
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zn+2 лежат в Rn+1 и их координаты удовлетворяют соотношению

x21 + : : :+ x2n − x2n+1 = −1;

причем xn+1 > 0. Пусть [u; v] = u1v1 + : : :+ unvn − un+1vn+1 | псевдо-
скалярное произведение в Rn+1. Тогда ch(dij) = [zi; zj ].

Пусть S = (z1; : : : ; zn+2) | матрица размером (n+2)× (n+2); обра-
зованная столбцами координат точек z1; : : : ; zn+2, к которым в качестве
первой координаты добавлен нуль; J | диагональная матрица порядка
n+ 2 с диагональю (1; 1; : : : ; 1;−1). Легко проверить, что

A = ([zi; zj ]) = STJS:

Но у матрицы S первая строка нулевая, поэтому detS = 0, а значит,
detA = 0.

Э1.4. Можно считать, что в модели Пуанкаре в верхней полуплос-
кости точки A и B имеют координаты (x1; y) и (x2; y). Тогда

ch d = 1 +
(x1 − x2)

2

2y2
;

а длина l дуги орицикла равна |x1 − x2|=y. Таким образом,

ch d = 1 +
l2

2
; т. е. l = 2 sh(d=2):

Э1.7. Обозначим рассматриваемый квадрат ABCD. Композиция
симметрий относительно прямых AB и BC может быть представлена
как композиция симметрий относительно прямых BK и BD, где K |
некоторая точка, лежащая на абсолюте между A и B. Аналогично, ком-
позиция симметрий относительно прямых CD и DA может быть пред-
ставлена как композиция симметрий относительно прямых DB и DL,
где L | точка, лежащая на абсолюте между D и A. Поэтому компози-
ция симметрий относительно всех четырех сторон квадрата есть ком-
позиция симметрий относительно прямых BK и DL (так как дважды
взятая симметрия относительно BD | тождественное преобразование).
Поскольку прямые BK и DL расходящиеся, рассматриваемое преобра-
зование гиперболическое.

Заметим, что приведенное решение остается в силе, если заменить
квадрат на произвольный четырехугольник, вписанный в абсолют.
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Э9.4. Можно считать, что в модели Пуанкаре в верхней полуплос-
кости точки A, B, C, D имеют координаты (0; a), (0; b), (k;

√
b2 − k2),

(k;
√
a2 − k2), где a > b > 0. Тогда

e|CD| =

√
a2 − k2√
b2 − k2

; ch |AD| = 1 +
k2 + (a−

√
a2 − k2)

2a
√
a2 − k2

=
a√

a2 − k2
;

ch |BC| = b√
b2 − k2

:

Поэтому

sh |AD| = 1√
a2 − k2

и sh |BC| = 1√
b2 − k2

:

Э9.6. Докажем сначала вспомогательное утверждение. Пусть точки
M и N лежат на лучах OK и OL соответственно (K и L | точки на
абсолюте). Тогда условие |OM | = |ON | равносильно тому, что точки
M и N равноудалены от прямой KL. Это утверждение легко следует из
соображений симметрии, которые становятся совсем наглядными при
рассмотрении модели Клейна с точкой O в центре.

Перейдем теперь к решению задачи. Рассмотрим прямую l, парал-
лельную как лучам AB и DC, так и лучам AD и BC. Отложим на луче
AB точку Cb такую, что |BCb| = |BC| (так, чтобы точка B лежала меж-
ду A и Cb). Из вспомогательного утверждения следует, что точки C и Cb

равноудалены от прямой l. Аналогичным образом на луче AD отложим
точку Cd такую, что |DCd| = |DC|. Точки C и Cd также будут равноуда-
лены от прямой l. Значит, равноудаленными от прямой l будут точки Cb

и Cd, поэтому из того же вспомогательного утверждения следует, что
|ACb| = |ACd|. А это и означает, что |AB|+ |BC| = |AD|+ |DC|.
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