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ОТ ПЕРЕВОДЧИКА 

Вряд ли есть необходимость много говорить о важности специальных 
функций для любого ученого и инженера, имеющего дело с практическим при- 
менением дифференциальных уравнений. Решение самых разных задач, отно- 
сящихся к теплопроводности и динамике, электромагнитным колебаниям и 
аэромеханике, квантовой механике и теории потенциала, приводит к специаль- 
ным функциям. Чаще всего они появляются при решении дифференциальных 
уравнений в частных производных методом разделения переменных. 

Разнообразие задач, приводящих к специальным функциям, вызвало быст- 
рый рост числа функций, применяемых в приложениях. Уже давно 
появились многочисленные руководства по теории специальных функций. 
К числу таких руководств, сравнительно полно охватывающих  со- 
стояние науки на период составления, принадлежит известный «Курс совре- 
менного анализа» Уиттекера и Ватсона (Физматгиз, 1961—1962). Ряд книг 
посвящен теории отдельных классов специальных функций (функций Бесселя, 
Лежандра, Матье и т. д.). Однако объем этих книг делает их не слишком 
удобными для использования (например, трактат Ватсона по функциям Бес- 
селя содержит почти 800 страниц). Поэтому наряду с монографиями стали 
появляться справочники, содержащие формулы и самые краткие пояснения 
(одним из лучших справочников такого типа является книга: И. С. Град- 
штейн и И. М. Рыжик, Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений, 
изд. 4, Физматгиз, 1963). Но такими справочниками можно пользоваться, 
лишь владея уже теорией соответствующего класса функций. 

Предлагаемая вниманию читателя книга занимает как бы промежуточ- 
ное положение между этими двумя типами изданий. Она содержит краткие, 
но весьма ясно написанные выводы основных свойств изучаемых функций, по 
которым человек, не владеющий теорией, может ее изучить. Но, кроме того, 
в нее включены многочисленные списки формул, касающихся наиболее важ- 
ных специальных функций. Наконец, каждая глава книги сопровождается 
списком использованной литературы (помещенным в конце книги), что по- 
зволяет читателю найти дополнительную информацию об изучаемых функциях. 

Эта книга была задумана (в несколько ином и более обширном виде) 
профессором Калифорнийского технологического института Гарри Бейтменом, 
одним Из крупнейших американских специалистов в области классического 
анализа и его приложений к аэро- и гидромеханике, электромагнитной тео- 
рии, термодинамике, геофизике и т. д. В течение двух десятков лет он соби- 
рал рассеянные по различным монографиям и периодической литературе све- 
дения о специальных функциях: их свойствах, интегральных и иных пред- 
ставлениях, связях между различными классами специальных функций, опре- 
деленных интегралах, содержащих специальные функции, и т. д. В резуль- 
тате этой работы была составлена гигантская картотека, содержавшая почти 
все, что касалось указанных вопросов, а также теории дифференциальных 
уравнений математической физики, интегральных уравнений и т. д.
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Последовавшая в 1946 г. смерть Бейтмена прервала его работу над 3a- 
думанной энциклопедией классического анализа. Для обработки собранного 
материала был создан штаб во главе с известным английским математиком 
А. Эрдейи, в который вошли немецкие ученые В. Магнус и Ф. Оберхеттингер 
и итальянский математик Ф. Трикоми. 

Эти ученые вместе с руководимой ими группой молодых математиков 
создали, используя материалы Бейтмена, уникальный труд по теории специ- 
альных функций и интегральных преобразований. Он состоит из трех томов 
под общим названием «Высшие трансцендентные функции» и двух томов 
«Интегральных преобразований». Первые три тома охватывают все важные 
классы специальных функций: гамма- и бета-функции, гипергеометрическая 
функция и вырожденная гипергеометрическая функция, всевозможные обоб- 
щения гипергеометрических функций (функции Мейера, Мак-Роберта и др.), 
функции и многочлены Лежандра, функции Бесселя, функции параболиче- 
ского цилиндра, неполная гамма-функция, интегральный синус и косинус, ин- 
теграл вероятности, всевозможные классы ортогональных многочленов от од- 
ного и нескольких переменных, гармонические функции нескольких перемен- 
ных, эллиптические функции и интегралы, автоморфные функции, функции 
Ламе и Матье, дзела-функция Римана и т. д. Для каждого из этих классов 
функций даны рекуррентные соотношения, дифференциальные уравнения, 
интегральные представления, асимптотические формулы, различные теоремы 
сложения, неравенства и т. д. 

Как уже говорилось, к этому трехтомнику примыкает двухтомник «Инте- 
гральные преобразования». Он содержит подробные таблицы для преобразо- 
вания Фурье (обычного, а также по синусам и косинусам), Лапласа (пря- 
мого и обратного), Меллина, Ганкеля, Канторовича — Лебедева, Гильберта, 
Стильтьеса и многочисленных других интегральных преобразований. Таким 
образом, пять томов справочника охватывают в своей совокупности почти 
весь гигантский материал, накопленный в теории специальных функций и ин- 
тегральных преобразований за двухсотлетнюю историю их развития (до кон- 
ца 40-х годов). По полноте охвата материала и плотности информации спра- 
вочник не имеет себе равных в мировой литературе. 

Несомненно, что эта энциклопедия классического математического ана- 
лиза окажется полезной весьма широкому кругу читателей. Физики-теоретики 
и экспериментаторы, исследователи в области прикладного анализа и уравне- 
ний математической физики, инженеры, сталкивающиеся с решением диффе- 
ренциальных уравнений, будут пользоваться этой книгой наряду с математи- 
ками самых различных специальностей. 

Настоящий выпуск содержит теорию гипергеометрической функции и ее 
обобщений и частных случаев (в частности, функций и многочленов Лежан- 
дра). Кроме того, в нем изложена теория гамма- и бета-функций. 

Для облегчения пользования книгой многие применяемые авторами обо- 
значения были заменены на обозначения, принятые в Советском Союзе (на- 
пример, мы пишем arcsin x вместо sin x, In x вместо log x ит. д.). 

Доктор физико-математических наук, профессор 

Н. Виленкин
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Предлагаемая вниманию читателя книга является первой частью труда, 
который может рассматриваться как современная версия знаменитого «Кур- 
са современного анализа» Уиттекера и Ватсона, точнее, второй части этого 
курса, посвященной теории трансцендентных функций. Бейтмен (который был 
учеником Уиттекера) задумал свой «Путеводитель по функциям» в гигант- 
ских масштабах. Кроме детального изложения свойств наиболее важных 
функций, труд должен был содержать историю их возникновения, основные 
относящиеся к ним формулы и библиографию, касающуюся всех специаль- 
ных функций. Эти функции были каталогизированы и расклассифицированы 
в зависимости от способа их определения: с помошью степенных рядов, 
производящих функций, бесконечных произведений, последовательного диф- 
ференцирования, неопределенных интегралов, определенных интегралов, диф- 
ференциальных уравнений, разностных уравнений, функциональных уравне- 
ний, тригонометрических рядов, рядов по ортогональным функциям и инте- 
гральных уравнений. Таблицы интегральных представлений специальных 
функций и таблицы значений для некоторых новых функций должны были 
войти в этот «Путеводитель». Наконец, он должен был содержать подробные 
таблицы определенных интегралов от специальных функций и список таб- 
лиц значений для этих функций. 

Трудно переоценить значение задуманного Бейтменом труда. Не имеющая 
себе равных осведомленность его в математической литературе, как совре- 
менной, так и давно опубликованной, а также его непревзойденное усердие 
должны были сделать этот труд наиболее авторитетным изложением широ- 
кой области классического анализа и, во многих отношениях, устанавлива- 
ющим общепризнанные стандарты — своеобразным Большим оксфордским 
словарем для теории специальных функций. 

Реалистическая оценка наших возможностей и отведенного времени при- 
вела к коренному пересмотру планов Бейтмена. Лишь сам Бейтмен обладал 
достаточной эрудицией для того, чтобы охватить теорию всех функций. 
Таким образом, нам пришлось ограничиться изложением (вероятно, менее 
подробным, чем это было задумано Бейтменом) самых существенных свойств 
тех специальных функций, которые мы рассматривали как наиболее важные. 
Разумеется, происшедшее в результате этого пересмотра обеднение содер- 
жания книги весьма прискорбно. Однако мы позволяем себе надеяться, что 
оно в некоторой мере уравновешивается достигнутым в результате сокра- 
щением объема и большей прозрачностью структуры. Мы надеемся, что 
хотя получившаяся книга по широте охвата материала уступает задуманной 
Бейтменом, но в пределах намеченной нами сферы она окажется более удоб- 
ной для использования. 

Составление книги. Изложим кратко, как была написана эта кни- 
га. Сначала мы составили подробный перечень сопержания книги. После 
этого каждый из руководящих работников штаба взял на себя написание 
определенных глав. В выполнении этой задачи им помогали более молодые 
сотрудники штаба. Однако главной обязанностью последних было составле-
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ние таблиц интегральных преобразований, которые будут опубликованы 
отдельно. Наконец, написанные главы были просмотрены и отредактированы, 
чтобы достигнуть их согласованности. Из шести глав, вошедших в первую 
часть книги, Магнус писал гл. 2 и 4, Оберхеттингер — | и 3, Эрдейи —5и Три- 
коми — 6. Взаимозависимость отдельных глав делала желательным сотруд- 
ничество авторов. Например, в теории функций Лежандра используются ги- 
пергеометрические ряды и, в соответствии с этим, Магнус и Оберхеттингер 
планировали свою работу так, чтобы достичь необходимой согласованности. 
Точно так же взаимозависимы гл. 2, 4 и5, а потому Магнус и Эрдейи согла- 
совывали свои планы. 

В результате получился труд, содержащий главы весьма различного харак- 
тера. Различие в изложении зависит в некоторой степени от индивидуальных 
вкусов основных авторов, но в значительно большей степени от того, что 
каждый класс функций требовал особого подхода. В тех случаях, когда рас- 
сматриваемые функции часто встречаются и имеют важные приложения, мы 
старались давать цостаточно подробное дедуктивное изложение, сопровож- 
даемое ссылками на литературу. Такие главы носят скорее характер учебника, 
за исключением того, что доказательства в них часто лишь намечаются, 
а не проводятся детально. С другой стороны, в случаях, когда изучаемые 
функции не играют большой роли в прикладной математике, мы ограничи- 
вались кратким изложением сведений об этих функциях, не выводя, как пра- 
вило, их свойств. Наиболее характерным примером такого стиля изложения 
в этом томе является, вероятно, гл. 5. Встречаются и функции, общая теория 
которых может быть весьма кратко изложена, но практическое применение 
их связано с громадным набором формул, которые трудно изложить в удоб- 
ном виде. В этих случаях мы включали в главу списки соответствующих фор- 
мул либо как часть текста, либо как дополнение к главе. В связи с этим надо 
отметить, что, насколько нам известно, воспроизведенная в гл. 2 таблица 
Гурса всех квадратичных преобразований гипергеометрического ряда была 
ранее весьма труднодоступной; это же справедливо и относительно полного 
анализа вырожденного случая гипергеометрического уравнения (см. 2.2.2). 
В случае функций Бесселя проблема состояла в том, что результаты, полу- 
ченные до 1922 г., были полно и систематично изложены в известном трак- 
тате Ватсона, в то время как многочисленные результаты, полученные после 
1922 г., были рассеяны по различным источникам. В этом случае мы приняли 
решение менее подробно излагать результаты, содержащиеся в книге Ватсона, 
сосредоточив усилия на результатах, которые не были столь легко поступны 
читателю. Коротко говоря, практически каждый класс функций требовал осо- 
бого подхода, и мы без колебаний решали возникавшие проблемы индивиду- 
ально в каждом случае. Для каждого случая мы искали решение, казавшееся 
нам наилучшим, жертвуя во многих случаях единством изложения. 

Каждая глава сопровождается списком литературы !), сопержащим He 
только материалы, на которых было основано изложение в этой главе, но и 
те, которые необходимы читателю для поисков дальнейшей информации. 
Степень полноты этих списков зависела от индивидуальных вкусов авторов, 
а также от степени важности и характера функций. Следует отметить, 
однако, что ни в одном случае список литературы не исчерпывает всей биб- 
лиографии, относящейся к данному классу функций. Задача составления систе- 
матической библиографии, относящейся к изучаемым функциям, неразре- 
шима с помощью имевшихся в наличии сил; кроме того, такая библиография 
слишком увеличила бы объем книги. 

Мы старались включать в эту книгу в основном функции, встречающиеся 
в прикладной математике. Выбор включаемых функций, равно как и выбор 
обозначений, делался исходя из принятого в математике. Например, для вы- 

1) Весь список литературы вынесен в конец книги. Прим. ред.
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рожценной гипергеометрической функции есть много обозначений. Мы исполь- 
зовали лишь два из них, обычно применяемые в математических работах, 
и кратко указали на другие обозначения; однако мы не касались обозначений, 
используемых в квантовой механике. Мы исключали малоизученные в мате- 
матике специальные функции даже в тех случаях, когда для них существуют 
подробные таблицы, или они полезны в некоторых практических вопросах. 
С другой стороны, мы включили некоторые специальные функции, которых 
обычно не касаются в трудах подобного рода, например функции, встреча- 
ющиеся в теории чисел, или некоторые специальные виды автоморфных функ- 
ций. Главы, посвященные этим функциям, следует рассматривать как пробные, 
и мы вполне отдаем себе отчет в том, насколько проблематичным является 
такое добавление к обычному семейству специальных функций. 

По большей части мы не смогли широко использовать обширные заметки 
Бейтмена;, нам оказалось легче составить разделы, касающиеся различных 
функций, используя свои знания об этих функциях и дополняя их путем обыч- 
ных поисков в доступной нам литературе. Однако в некоторых случаях за- 
метки Бейтмена были широко использованы. Глава о производящих функциях 
возникла благодаря составленному Бейтменом каталогу производящих функ- 
ций, и при ее составлении мы широко пользовались этим каталогом. 

Обозначения и ссылки. При выборе обозначений возникли свое- 
образные затруднения. Существуют специальные функции, например функции 
Бесселя первого рода, для которых есть общепринятые стандартные обозна- 
чения. В то же время в некоторых случаях, например для вырожденных 
гипергеометрических функций, имеется много существенно различных и неза- 
висимых обозначений. Наиболее затруднительные проблемы возникали в связи 
с функциями, для которых более или менее одинаковые символы применя- 
ются в нескольких различных смыслах. Многочлены Эрмита обычно обозна- 
чают через Ни (x) или He, (x), но иногда этими символами обозначают мно- 
гочлены, возникающие при повторном дифференцировании функции exp (— +”), 

2 

а иногда — при повторном дифференцировании exp (— x) Кроме того, одни 

авторы включают множитель п!, а другие этого не делают. Мы ‘старались 
придерживаться на протяжении всей книги одних и тех же обозначений. Наи- 
более существенное отклонение от этого принципа произошло для вырожден- 
ной гипергеометрической функции: в. большей части книги мы обозначаем 
ее ,F,, но в гл. 6 (и некоторых следующих главах) тот же ряд обозначается 
символом Ф (а второе решение вырожденного гипергеометрического уравне- 
ния — символом WP). 

Насколько это возможно, мы следовали обычным обозначениям. Для функ- 
ций Бесселя были использованы обозначения, применявшиеся Ватсоном в его 
монументальном труде, для ортогональных многочленов мы использовали обо- 

значения Сеге (за исключением обозначения С’ для ультрасферических MHO- 

гочленов). Что касается функций Лежандра, то мы, следуя книгам Янке — 
Эмде и Магнуса — Оберхеттингера, а также некоторым другим авторам, раз- 
личали определение функций Лежандра, применимое для отрезка [—1, 1], 
и определение, применимое во всей комплексной плоскости, исключая этот 
отрезок. В сомнительных случаях мы использовали обозначения, примененные 
в более удобных или более обширных таблицах. Мы придерживались обозна- 
чений, применяемых в таблицах, и в случаях, когда считали, что с математи- 
ческой точки зрения предпочтительнее были бы иные обозначения. Все обо- 
значения истолковываются в том месте, где они впервые встречаются. В конце 
тома приложены указатель обозначений, который должен помочь читателю 
выяснить смысл каждого обозначения, применяемого в этой книге, и пред- 
метный указатель, в котором приведены обозначения для любой функции, 
встречающейся в тексте.
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Многие главы книги можно читать независимо от остальных, но встре- 
чаются и многочисленные перекрестные ссылки. Внутри каждого пункта 
равенства обозначаются просто с помощью номеров. Если данное равенство 
используется в другом пункте, оно обозначается с помощью номера пункта, 
дополненного номером равенства. Таким образом (3) обозначает равенство 
(3) пункта, в котором делается ссылка, а 2.1(3) обозначает ссылку на равен- 
ство (3) из пункта 2.1. Ссылки на литературу даются путем указания фамилии 
автора и года публикации. 

Сложность и объем выполненной работы делают тщетной надежду на то, 
что нам удалось полностью избежать ошибок в выводах и опечаток. Подпи- 
савшийся будет благодарен за все исправления, которые могут оказаться 
весьма полезными в случае, если понадобится второе издание книги. 

В заключение я хочу выразить благодарность от имени всего штаба 
проекта Калифорнийскому технологическому институту и особенно декану 
Е. Ватсону за то, что они начали эту работу и оказывали нам большую 
поддержку во всех проблемах, с которыми нам пришлось сталкиваться. 
Я выражаю также благодарность всем моим коллегам, без содействия которых 
этот труд не мог бы появиться в свет, 

А. Эрдейи



ГЛАВА 1 

ГАММА-ФУНКЦИЯ 

1.1. Определение гамма-функции 

Функция Г (2) может быть определена одним из следующих выражений: 

со 1 
2—1 

Т (2) = \ 61121 ЦЕ = \ [in =) dt, Rez>0, (1) 

0 0 
rs 

Г (2) = lim ПИ 
пъсю 2 (2-1)... (2- п) — 

— lim nt = 271 Il +=) (+=) Le 
n -» 00 e(+2)(145)..(1+ 4] n=! 

где 

y= lim | _inm)=0,57721 56649... (4) 
nh т > © 

— 

обозначает постоянную Эйлера — Маскерони. Определение (1) было исполь- 
зовано Эйлером, (2) (в несколько иных обозначениях) — Гауссом и (3) — Вей- 
ерштрассом. 

Заменяя в формуле (1) Ё на st ($ вещественно и положительно), полу- 
чаем 

со 

Т (2) = \ est 42-1 qt, Rez>0. (5) 

0 

Можно показать [см. 1.5 (34)], что эта формула остается справепливой 
и для комплексных значений $, если в качестве пути интегрирования взять 
луч, выходящий из начала координат и наклоненный к оси абсцисс под уг- 
лом 8.



16 ГАММА-ФУНКЦИЯ [Гл. 1 

Таким образом, имеем 

со ef 

— of —st 42-1 x ы re= | 6757 1771 dt, = [$ +) <ags<5— 

0 

5 8, Rez>0O, (6) 

Если 0<Rez<l, то это равенство остается справедливым при arg s+b = 

И: 
sb. 

Из равенств (2) и (3) видно, что гамма-функция является аналитической 
функцией от = всюпу, кроме точек 2 =0, —1, —2, ... Из (1) следует, что 

1 со 

Г (2) = \ et 2-1 ЧЕ \ e* #1 dt = P(z) + Q (2), (7) 

0 1 

где О (2) — целая функция. Разлагая ef в степенной ряд и почленно интег- 
рируя, получаем 

у” 
Р 2 —- —_ e 

8 = 2 нет и 
n=0 

Следовательно, функция T(z) имеет простые полюсы в точках 2 = — и (n= 
п 

=0, 1, 2, ...) с вычетами [см. 1.17 (11}]|. 

Покажем теперь, что выражения (1), (2), (3) представляют одну и ту же 
функцию. 

Если И — натуральное число и Кег > 0, то, почленно интегрируя по ча- 
стям, получаем 

ре р п! n* 
п ~ 2(z2+ 1) (2--2)...(2- т)’ 

0 

а поэтому, по теореме Таннери, 

п со 
Е \п nl n*® 

lim 1—=) 121 dt = \ et 2—1 = lim . 
п —> 00 \\ Ш : n—»co #(2-+-1)...(2 +7) 

Таким образом, (1) эквивалентно (2). Равенство (3) может быть выведено 
из равенства (2) следующим образом. Из (2) вытекает, что 

Т (2) = И 2+5 (1+5). 1+2
)" 

со 

ИЛИ 

# 

=. (1+2) етх 

ву. + -ш^) | 

_^ 
2 Ta = lim ed taex{i ts ]e 

п>» о 

хе
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и окончательно 

Если вещественная часть = отрицательна и n+l >> Ве (— 2) > п, 
п =0,1,2, ..., то функция Г(2) может быть представлена интегралом 
Коши — Заальшютца (Уиттекер — Ватсон, 1962, п. 12.21): 

T(z) = | [et Ус dt, —(n4l)<Rez<—n 0) 

1.2. Функциональные уравнения, которым удовлетворяет Г (=) 

Интегрируя 1.1 (1) по частям, получаем 
со 

r= | иг +2), 
0 

т. е. 

ги =2Г (2), (1) 
Следовательно, если п — натуральное число, TO 

T(z+tn)=2z(2+1)(¢4+2)...(2 +n—1)T (2). (2) 
Отсюда следует 

FG ma EH G2). риа EEE), (3 
oy =(—1)"z(z—1)...(2z—n +l =(— ИСТ (4) 

Так как 
со 

r= ef dt=1, 

0 

мы Получаем 

Ти =1.2.3...п=м 

Из выражения 1.1 (3) следует, что 

T(z) 0 (—z)=—e? I (-#) 

sin (wz) = па 1 (-=) 

(см. Фихтенгольц, т. П, стр. 379), то 

T(z) Г([—2) =— 

и, так как 

п 

2 sin (mz) ° (5)
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Отсюда слепует, что 

изо (6) 
ИЛИ 

| 1 п 
г +2) г(5—2) = a5. (7) 

Из (5) и (2) следует 
n—1 

Tintz)T(n—2z) _ 12 2 7 
(2—0 sin (nz) Пе -») п=1, 2, 3,... (8) 

Из (7), (2) и (3) вытекает 

ги) т | +2] _ 

Pinta) 
1 

Полагая в равенствах (6) и (1) 2= 5., получаем 

~~ COS CH I }1— oR — I , 

n=l, 2, 3, ... (9) 

г) =2 tex du=Vu. (10) 
0 

Докажем теперь Формулу умножения Гаусса — Лежандра 

т— 1 1 
. > 5(т- 1) 5 — me 

T[¢+4)=e’ m T(mz), m=2, 3, 4, .. (11) 
r=0 
Из 1.1(2) следует, что 

m—| r mz -- +-(m-1) 
Н (2) = [| геи) = lim п (n!)™ №1, (12) 

т nao 

r=0 

где 

N = mz(mz -- 1)... (тг -- тп) (тг + тп - 1)... (та + т m— 1) mm rn, 

Так как 
Г (mz) = lim (тп)”7? (тп)! [mz (mz + 1)... (тг -+ тп) ь 

то мы получаем 
1 
5- 1 

тг Г (та) _ lim mr) (mn — 1)! ("-т тоя. (13) 
Н (2 ) — п» о 

Обозначим правую часть этого равенства через Г Очевидно, что K не за- 
К 

висит от 2. Поэтому К можно вычислить, положив, например, в равенстве 

(13) a=. Таким образом, 

г (1) ш=Н(и)=т(м, г() aT "Ога
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ИЛИ 

К =т пит) "и. 

Перемножая последние цва равенства и принимая во внимание (6), полу- 
чаем 

m—1 

2M-1 — [| in we mx К? LT - 

Г = 

а потому 
К = т (2ж)т-*. (14) 

Из равенства (13), определяющего А, видно, что К>0, а потому из (12), 
(13) и (14) следует равенство (11). 

Случай т =2 в равенстве (11) дает формулу Лежандра для удвоения 
аргумента Т (2): 

1 

Г (22) = 215 2 r@t(et5). (15) 

1.3. Выражение некоторых бесконечных произведений 
через гамма-функцию 

Из 1.1 (2) следует, что 

1 ar (| _ 
2 1 2\ — 

т(5)г(>-—5) 
1 

eo Tg) ea) 
__ n= 1 

, _ 1 

Ti+ 2) 043) (+S) Cm | 
и так как г(5)= Ул, то 

2У= _ 

=а-э [+ аа (+ 2) (2)... 0 
n=l
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Из формулы 1.1 (3) находим 

УИ a 
tate (ta)? Пн. = 

=e 1+ ы ре ттт (2) at utn , 

И, слецовательно, — 

оо И. 

Г(х- 1) _ —} г -1 e” ие хе) il =—. (3) 

п-х 

Из (2) получаем 

Г (2, FTEs 23) -П | + 2: 7 n tr} | Е = ). (4) 

Формула Меллина 

со У 

фм _Т ae oY riety (+ ate) + (5) 

легко доказывается следующим образом. Из 1.7 (3) следует, что 

_ y © ху 

ey} (0) — е ТУ x Г] et (A+ x) 

n= | 

откуда, в силу равенства (2), вытекает искомая формула (5). 
Положим теперь в формуле удвоения Лежандра 1.2 (15) послецовательно 

#=219, 230 ‚ 2Пои перемножим полученные п равенств. После co- 
кращения мы “apie к формуле 

Г (0) == 27-7 229 0-27) т (2-п y) Il Fa T er + 27m v)|. 

т =! 

Это равенство, в силу 1.2 (1), эквивалентно равенству 

ВЫ Ff | Lr(L pom) 

т =} 

Полагая n— со, получаем формулу Кнара 

поноса Дт) 
т = | 

(6) 

Соотношение 

И (=) |=-=" Il nase ы т=2, 3, 4,... (1) 
n=}
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является обобщением хорошо известной формулы 1.2 (4). Его легко прове- 
рить, использовав выражение 1.1 (3) для каждой гамма-функции. входящей 
в правую часть, и заметив, что 

Наконец, рассмотрим выражение 

Ay) (п—а.)...(п— ар) _ |(— Е у — “| 
P= II EE (ib) = -П (1 1). (1 By 

п 

где 0,, Ds, bs, ..., bp не являются натуральными числами. Необходимое 
условие абсолютной сходимости этого бесконечного произвецения состоит 
в том, что 

A,+ a,+...+ ap — Dd, — dD, —...— bp = 0. 

Это условие также является достаточным, и если OHO выполнено, TO, BOC- 
пользовавшись соотношениями 1.1 (3) и 1.2 (1), получим 

1.4. Некоторые бесконечные ряды, связанные с гамма-функцией 

Формула Дуголла 

со 

se \ тают» _ 
— мы Тег (а- п) = 

— дз T(c-+d—a—b—1) в 
sin (па) sin (xb) T (c—a)T (d —a)T (c—b)T (d—Db) ’ 

Re (a-+b—ce—d)<—l, a, 6 — не целые 

может быть доказана следующим образом. 
Ясно, что ряд $ является суммой вычетов функции 

T(a+z)T(o+2) 

соответствующих полюсам 2—0, +1, #2, ... функции с (nz). Для боль- 
ших значений |2| из 1.18 (4) и 1.2 (5) следует, что асимптотическое значе- 
ние функции 

(a+ z)T(o+2) 

Ti(e+2)T (d+ г)
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равно 24+2-с—@, если — п аа т, и равно 

(— z)atb-e-a_Sin m (2 + ¢)] sin [x (z + а4)] 
sin [x (z + a)| sin [x (z + 5) 

если — a < arg (— 2) <a. 
Рассмотрим на плоскости 2 последовательность концентрических окруж- 

ностей радиусов fy, таких, что расстояние каждой из окружностей от MHO- 
жеств нулей функций зщ [п (2 -- а)], эп [п (2--5)] и яп (п2) превосходит 
фиксированное положительное число. На этих окружностях выражение 

sin (zz +- пс) sin (xz -- па) 

sin (nz -- па) sin (nz Е пб) ctg (xz) 

ограничено, причем верхняя граница не зависит OT fy. Следовательно, ин- 
тегралы 

| 2240-4 | dz, Re (a+b—c—d)<—l, 

взятые вдоль этих окружностей, стремятся к нулю, когда r,—-co. Поэтому 
сумма всех вычетов функции }(2) равна нулю, и, таким образом, $ равно 
сумме вычетов в полюсах функций ТГ (2 --а) и Г(2-- 5), взятой с обратным 
знаком. Вычет f(z) в полюсе 2 —=— (а-- т), т=0, 1, 2, ... , равен 

(— 1)” T (bd —-a— m) 
т! ctg (na) T(ec—a—m)T(d—a—m)’ 

а потому сумма вычетов в полюсах функции Г(2--а), в силу формулы 
Гаусса 2.1 (14), равна 

а a oy (a—c+1,a—d+1; a—bd+1; 1) = 

п? ctg (па) T(c+d—a—b—1) 
sin [x(a— b)} T(e—a)T(d—a)T(e—bd)T(d—)D)* 

—— TT 

Чтобы получить сумму в полюсах функции Г (2 --6), достаточно в полу- 
ченном выражении вместо а написать b, а вместо В написать а. Ясно, что 
сумма двух получившихся выражений равна (1). 

Формула 

Унис ebay = FO} = B(x, 9) (2) 
n=0 

легко проверяется путем разложения подынтегрального выражения в фор- 
муле 1.5 (1) в степенной ряд и почленного интегрирования. 

Кроме того, справедливы следующие формулы (доказательство см. в 2.4): 

n=0 (1 а п! (s+ ne № + |5 + п--2 № — 

тЫ) — paceperan 
тоя ага Г (а) 

‚ Вер < 1. (3)
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Г (a) ‹ On On (4 tn—z) 4 
тотаб-ь м (aml \2 

Г (a) $ (@n(1—e-+a)n [2 -: 
Ттата-рге-а = et [State] , 

Re (a+b—c)<1 (4) 
(определение (a), см. стр. 67). 

1.5. Бета-функция 

Бета-функция определяется с помощью интеграла 

| 

B(x, у) = \ edo dt, Rex>0, Rey>0. (1) 

0 

Делая подстановку ¢= ли получаем выражение 
1 о’ 

со 

В (х, у) = \ vei (1 о) Хуа, Кех >0, Rey>0O. (2) 

0 

из которого легко следует, что 

| 

B(x, у) = \ = + uy) -о) ХУ dy, Rex >0, Rey>0O. (3) 

0 
Отсюда имеем 

B(x, у) =В (у, x). (4) 

Умножив обе части равенства 

со 

- _ Т (ху) (14+) Е gx+y-1 — \ е t dt Ио) 

0 

(см. 1.1 (4)) на 91, проинтегрировав по v oT 0 до со и изменив порядок 
интегрирования, получим 

(oe) (oe) (oe) 

\ ДЕ \ ett) У 0-1 dy —=Т (х + у) \ ох (1 +. 9) ху du, 

0 0 0
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откуда 

BOY 9) =, (5) 
Таким образом, найдено выражение бета-функции через гамма-функцию. 

Следующие функциональные уравнения для бета-функции легко выводятся 
из равенств (4) и (5) (см. 1.2): 

ВЕ ВЕН уу B(x 5) (6) 

B(x, у) В (х--У, 2) =В(у, 2) В(у-- 2, x) =В(2, x) B(x +z, у), (1) 

B(x, УВ (ху д В(х ру и) = УЕ :. i , (8) 

B = m) == Саут = nCntm-—1» п, т — целые положительные. (9) 

1.5.1. Определенные интегралы, выражаемые через бета-функцию. 
Многие определенные интегралы легко сводятся с помощью соответствую- 

щих подстановок к бета-функциям. Приведем некоторые примеры: 

| 

B(x, parry ад а-дз-ачнича-- (10) 
0 

Rex>0, Rey>0; 

| 
1 (1 — КУ В(х, 

\ Е а, > —1, Rex>0, Rey>0, (11 

е x1 \ a Tas dt = ae), b>0, Rex>0, Rey>0O; (12) 

0 

a 

\ ay (@— 29 dt = (@— Dy B(x, у) (13) 
b 

Rex >0, Rey>0, 0<@ 

q — h)*-1 (a — ft) — руху tt = BO aa) 

Rex>0, Rey>0, e<b<@, 

С t— b)*"' (a—t)y"} — руху 
| a ) d ЕВ у), (15) 

Кех > 0, Rey>0, D<a<e;
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ем р А ух «+1 
\ aap =e B= ar ) 
0 

z>0; b>90, о ве <Rey; 

1 

jet —eytae=  B(F, у), z>0, Кеу>0, Rex>0; 

0 

1 

\ (1+ 4)! (1 — £97 (1 4 В) dt = 29-2 B(x, у), 
—1 

Кех >0, Rey>0. 

25 

(16) 

(17) 

(18) 

Подставляя вместо переменной интегрирования тригонометрические и 
гиперболические функции, получаем интегралы, содержащие эти функции: 

(sin t)?*—* (cos #)2У-1 dt= 5 B(x, У), Rex >0, Rey>0; 

S 
C
e
r
e
s
 

bo
la
 

(sin ¢)°*~? (cos Е)! 1 _ 
(+ 6 sin? 5 dt = a (1 + by * B(x, У), 

S 
C
e
r
e
s
 

bo
la
 

Rex>0, Rey>0, b>—1; 

(sint)?*¥* (cost oD ь,. 
(cos? ¢ ++ В sin? £)*ty dt — 58 B(x, 5), 

—
ы
а
 

Кех > 0, Rey>0, b>0; 

ch ¢ (sh 2) 1 (1 + dsh? ХУ dt = 5 b-* B(x, у), 

—
>
3
 

Кех >0, Rey>0, b>0; 

J emorionersaem 5-0 (2, >), 

Rea>—-1, Ве (а —В) <0; 
(oe) 

_ _t2\y- 1 х (| — p-tz)\y-1 — a \ ма ef yy a= B(z,¥}, 

0 

Re >0, Rez>0, Rey>0; 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24)
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em [sh (вере = 64 1 BL Sy, 140) (25) 

—
>
3
 

a 

Re y >— 1, ReB > 0, Re g > Rew 

co ch (2af) _ 467 a ow . а 

| ranean = Г. B(B+—, =) Re (a =) >0, p>0; (26) 

(cos (228) 1 

\ hint) = ane? 112155; (27) 
0 

бог 1 и 
\ ch (xt) dt = поз [Rezl <a. (28) 

0 

Формула (27) известна как формула Рамануджана. 
Формулы (12), (13), (17) и (19) вытекают из (1); (11) из (2); (10) и (26) из 

(3); (14), (15), (20) и (21) из (11); (16) и (22) из (12); (18) из (16); (24) из (17); 
(23) из (22); (25) из (24); (27) и (28) из (26). Все они получаются путем неслож- 
ных подстановок или выбора специальных значений параметров. Очевидно, 
что формулы (11), (20) и (12), (16), (21), (22) остаются справедливыми для 
всех комплексных значений b, если считать, что комплексная плоскость раз- 
резана по вещественной оси от — | до — со или от 0 до — со соответственно. 

С помощью контурного интегрирования можно выразить через гамма- 
функцию следующие тригонометрические интегралы. Рассмотрим интеграл 

\ — z)*28"* dz, 

C 

где С — контур, состоящий из верхней полуокружности |z|==1 и ee диа- 
метра с вырезами в точках 2 =0, = |, причем радиус этих вырезов равен =. 
Устремляя = к нулю, получаем (cm. Nielsen, 1906, стр. 158) следующий 
результат: 

у" 

т ‚п 
ое ие, Rea>—l. (09) 
} г" та" | 

Пусть контур С состоит из полуокружности |2|==1, лежащей в правой 
полуплоскости, и из отрезка, соединяющего точки 2 =-- 1 2 = — Cc выре- 
зами в точках 2 =0, + i; если устремить радиусы вырезов к нулю, TO, вычис- 
ляя интеграл 

\ (21 -- 2)*28 dz, 

С 
получим 

р 
| (озу cos (В dt жет ЕР и, Ве > —1 (30) 

у К r(1 +2") 
Другие интегралы такого вида приведены в формулах 2.4 (6) —2.4 (10).
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Теперь рассмотрим интеграл 

\ zl e~&% dz, c>0, 
С 

где контур С состоит из отрезка вещественной оси от +e до --Ю, дуги 

к у" 

y Shey окружности z= Re? or p= 0 до p= 8 <5 ), отрезка от г = Ае® 

до её и дуги окружности 2==е от p=8 до ф=0. Так как значение 
интеграла по этому контуру равно нулю, то полагая e—0 и Roo, полу- 
чаем 

(oe) 

\ {2-1 e~ ct cos В — ict sin B dt —T (а) cn 6-18, (31) 

0 

п у" п 

—> <} <5, Юеа -> 0 или =, 0 < Кеа< 1. 

Полагая p==ccos 8, 4 = сзш В, выводим отсюда 

е . — = — iat arctg Ч. 

\ те РГ 14! dt =T(a)(p?+q°) “e р, (32) 
0 

р >0, Кеа > 0 или p=0, O< Rea < 1. 

Полагая p+ig=s, arctg > = arg $, получаем 

(oe) 

| eet ae т), Rea>0, Res > 0 или Res=0,0<Rea<l, (33) 

0 

и, следовательно, имеет место более общее равенство 

со ей 

\ 8-1 e-St dt = Г (а) 5, Rea>0, — (5 +3] <args<y—t (34) 
0 

Из (32) следует 
со 
\ t2-1 p— et 608 В соб (сё sin 8) dt = Г (a) c~* cos (a8), (35) 
0 

с >0, Rea>0, —5 << 5; 
со 
\ 4-1 е— ct 03 В gin (сё sin 8) dt =T (a) c~* sin (a8), (36) 
0 

c>0, Rea>—1,—2<8<5.
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Если в——^ ис > 0, то 
2 

со 

\ #21 cos (СЁ) dt == с“ Т (а) соз (5 0 < Кеа< 1; (37) 

0 
со 

\ #1 sin (et) dt =c™* ТГ (a) sin (5 — | < Кеа < 1. (38) 

0 

Далее, получаем 

( 1 afd vw 

\ cos (at?) at=—;1(-) Cos бр’ a>0, p>1; (39) 

0 pa? 

со 

sin (at?) dt = tp | sin — a>0 | 40 — L >. 2р’ > p> i. ( ) 

0 pa? 

1.6. Выражения гамма- и бета-функций в виде 
контурных интегралов 

(0 +) 
Обозначим через \ f(t) dt интеграл, взятый вдоль контура С, который 

4 

начинается в точке 6, обходит начало координат против часовой стрелки и BO3- 
вращается в исходную точку. При этом предполагается, что все особые точки 
подынтегральной функции, кроме #=0, лежат вне контура С. 

(0 +) 
Рассмотрим интеграл \ e't-* dt, в котором начальное и конечное значе- 

— © 

ния аргумента { равны ссответственно — т и--т. Будем считать, что кон- 
тур С состоит из нижнего берега разреза, идущего от — со цо— Pp, окруж- 
ности Ё = 0е® (-— <= т) и верхнего берега разреза от — р до — со. Мы 
получим тогда 

(0 +) со 

\ ег dt = 2i sin (xz) \ e~?*u* du +1, 

где / означает интеграл, взятый вдоль окружности |¢|==p. Так как при 
Вег < | интеграл / стремится к нулю, когда р стремится к нулю, то, при- 
нимая во внимание 1.1 (1), получаем 

(0+) 
\ eft @dt = 2i sin (xz) Г (1 — 2). (1) 

—OO 

Отсюда при помощи 1.2(6) выводим представление Ганкеля для гамма- 
функции 

| (0--) 
— 1—2 T(z) Dai \ ef dt, [arg #| = т. (2) 

—© 
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Так как обе части этого равенства являются целыми функциями от 2, то 
равенство справедливо для всех значений 2. 

Если заменить в равенстве (1) = на | —2, то получим 

(0--) 
2i sin (xz) Т (2) = \ eft?! dt, [ага {| = т. (3) 

—со 

Равенство (3) может быть записано в виде 

(0-++) 
2i sin (xz) T (2) = — \ (—t) *1e-# dt, | arg (—t)| <x. (4) 

CO 

Точно таким же образом может быть получено более общее выражение, 
если рассмотреть контурный интеграл 

(0--) 

weld 

и воспользоваться равенством 1.5 (34). В интеграле в качестве начального и 
конечного значений arg Ё берут соответственно 8 и 2 --8. Тогда 

, (0--) 
T (3) = (62=8 —|)-! \ pte ЦЕ (5) 

coe’? 

—(F+3)<argt<5—3 9 = аго 6 = 2®-- 5, $520, 1, #2,... 

Заменив $ на | — $ и использовав 1.2 (6), получаем равенство 

Oni (Е —Int\ 5-1 (Or) 

ay = \ зе at, (6) 
сое 

— (5+8 зав р-ь §’<arg?¢<2n -- 5, 

которое справедливо для всех значений $. 
Наконец, рассмотрим интеграл 

|" (ба \ Flt) dt, 

взятый вдоль замкнутого контура, который начинается в точке А веществен- 
ной оси f, лежащей между 0 и 1, и состоит из петли, обходящей точку 
{ —=| в положительном направлении; петли, обходящей #=0 в положитель- 
ном направлении; петли, обходящей #=1 в отрицательном направлении, и 
петли, обходящей #=0 в отрицательном направлении. При обходе этого 
контура, функция f(t) получает в точке А свое первоначальное значение. 
Это значение положительно, и мы считаем, что его аргумент равен нулю. 
Первую петлю составим из отрезка прямой от точки А до точки 1—6, ма- 
лой окружности |# —] | =ри отрезка от | —р до А. Аналогично составим 
вторую петлю. Третью и четвертую выберем так, чтобы они отличались от 
первой и второй только направлением обхода. Положив р — 0, получим 

(1+, 0--,1—,0—) 

#1 (1 — £)9-1 dt = (1 — e?*#*)(1 — e274) B(x, у), Rex > 0, 
Кеу > 0.
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Следовательно, 
it, 0-1, 1—, 0— 

— ет чу) (т, Or | 

4 sin (xx) sin (zy) 

Эта формула установлена нами при Кех >> 0, Rey>0, где x uy He являются 
целыми числами. Но, в силу принципа аналитического продолжения, она 
верна при всех х и J, за исключением целых значений. Доказанная формула 
была получена Похгаммером. 

Проведя аналогичные рассуждения, можно представить функцию В (x, у) 
в виде интеграла, взятого вдоль простой петли, 

#1 (1— ВУ dt. (7) B(x, у) = 

(1-4) 
В (cx, У ЕЕ, (8) 

Кех > 0, |farg(¢—l)|<zx, 550, +1, +2,...; 
о Op 

Bea J=—y-aeny | Comtd—ortas (9) 
1 

Кеу > 0, |аге(—В|=<^ «40, +1, +2,... 

1.7. Функция pz) 

Через $ (2) обозначают логарифмическую производную Г-функции 

rd 

_ dint) _ Pe) — \ ф (2) = а = T@ или InT(z)= \ v(z) dz. (1) 

1 

Из равенств 1.1(2) и 1.1(3) получаем представления этой функции: 

1 1 1 1 
фея lim | Inn ро. | (2) 

со со 

v@=-1-5+ Year) У (3) Te Ca | (nF 1) (@-F ny)" 
п=1 n=0 

Функция Y(Z) мероморфна и имеет простые полюсы в точках 2 =0, — |, 

Очевидно, 
$ (1) =—1. (4) 

Из равенства 1.3(2), в котором взято и ==2, о==1, получаем 

со 

Г(1-- 2) _ _ >| 1 | 1 ) 
In T(z) =Inz= y+ ati ТЕ . (5) 

n= 

Из равенств (3) и (5) находим 
©O 

1 1 

п =0
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Из равенств (6) и 1.1(1) следует 

10.) 

1=—4$(1) = р ¢ L)]=—[ etineae (7) 
0 п =] 

1.7.1. Функциональные уравнения для (г). Из равенств 1.2(1), 

1.20), 1.2(6) и 1.2(11) получаем $ (1) 

Y@=vlta——, (8) 

аа. (9) 
феи Т.Р рит+9®, mah, 00 

$ —¥(l—2) =— ва (na), (11) 
¥(2)— ¥(—2) =—netg а, 

Yl +2)—¥(_—2) = + — nctg (2) 

ibe) —o(b че 
т — 1 

(mz) =— > (ем т. (12) 
Г =0 

1.7.2. Интегральные представления для 1 (2). Формула 

|] —# 1 
—; dt, Rez>0, (13) 

1 

ba=—1t |9 
0 

легко проверяется путем разложения (1 — #)* в ряд, почленного интегриро- 
вания и применения равенства (3). 

Подстановка # =е * дает 

—tz 
oe) 4 

реет | F=S at, Re z > 0. (14) 

0 

Следовательно, 

Инь» | аи вечен 
0 

Из (11) получаем формулу для $ (2), справедливую при Кез < 1, 

1 
— {-* 

(2) =—{-—7 ctg (xz) + \ a at, Rez< 1, (15) 

0
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ИЛИ 
со 

| — ef? 
$ (2) = —1— па (nz) + \ = — at, Кез <! (16) 

0 

Интегральная формула Гаусса 

со 

$ (2) = \ [16-й — (1 ее "аь Rez>0, (17) 

0 

может быть доказана следующим образом. Проинтегрируем равенство 

i =| et dt 
x 

0 
no x ot | до п. Мы получим 

(oe) 

—t_ p-nt ши ce ae (18) 
0 

Подставляя это выражение в (2) и используя соотношение 
(oe) 

] — —(M+2t zm \ е dt, 

0 
находим 

(oe) 

ф (2) = lim | \ (2 — гп!) ЕЕ — ete Иать —.,,— ет] at} — 

no 

0 
(oe) (oe) 

= lim { \ [ete-t — (1 — et) te 2] at — \ ета — (1 ety te teeny deh, 
no 

0 0 

Первый из интегралов в правой части равенства не зависит OT п, а второй 
стремится к нулю, когда п — со. Тем самым формула (17) доказана. 

Полагая в (17) ==1, получаем интегральную формулу для постоянной 
Эйлера 

у= \ [(1— ев): — Je а. (19) 

—
>
3
 

Полагая = п (1-х) и 8 = п (1-Р А), получаем из (17) 

CO 

ф (2) = lim \ [ete — (1 —e*) “1 e*] dt = 
6—0 $ 

её — | со 

= lim \ t-te? dt + lim \ [2% — (14+ xy?) x7! ах. 
6 = $ A—-0OA 

Так как первый из пределов в правой части равен нулю, то получаем
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формулу Дирихле so 

ф (2) = \ [2 — 1-8 Е! dt, Re z>0. (20) 

Таким образом, мы доказали, что 

ож оч jetdt = [cos ¢ — (1 -+ ®)-Н РЕ dt. (21) 

ы
ы
 

Первый интеграл следует из равенства (20), а второй получается путем 
интегрирования выражения #16 —¢-1(1-+¢)-! вдоль контура, охватываю- 
щего первую четверть круга с центром в начале координат и имеющего 
вырез около начала координат. 

Из равенств (20) и (21) получаем 

уе =-я+ \ @-+97—@+0-171 46 Ве > 0. 
0 

Выражения Бине 

(2) =Ine+ J [e-? — (1 — ety 1] e#? at, Rez>0; (22) 

v (2) = In z— oy — =~ \ ja —е Е — gt =| et? dt, Re z > 0; (23) 

0 

(= Ine + \ (1 — et)? Le — Пей at, Rez>0; (24) 
0 

ф (г) =Inz— 5: — \ |e ПЕ — ЕЕ 5 et dt, Rez>0, (25) 
0 

легко вытекают из (17) и (18). Более общее выражение 

сое 

¥ (2) =Inz— — \ efter [а (26) 
0 

и" им и" и" 

легко выводится из (25) путем интегрирования выражения 

G ИЕ >| et 

вдоль границы сектора, вырезанного в начале координат, как при выводе 
1.5(31). 

Из 1.9(9) получаем формулу 

—= Iinz— ф (2) = 
а In (z) dt, Rez>0, (27) 

] t 
2 —\ (В + 22) (е2"й — 1)



34 ГАММА-ФУНКЦИЯ [Гл. 1 

которая также была доказана Бине. Следовательно, 
| со 

=-Ф@=5-? \ ет dt. (28) 

0 

P 1.7.3. Теорема Гаусса. Положив в (13) z= 7? где O<p<q,puq— 

целые, и сделав подстановку ¢ == 94, получаем 

1 

¥(2)=—14 | R@ae R (0) = q (0° — 991) (09 — 1) 7, 
0 

Ч 

Так как 
а—! 

99 —1 = (9—1) II (o — exp ="), 

п =1 

то Ю (9) может быть разложена в сумму элементарных дробей: 

7 2 рп 2щт \ 1 7 

R() = м (exp q —1)(o— exp q 
n= | 

Подставляя это выражение в A(v) и интегрируя, получаем (Bohmer, 1939, 
стр. 77) 

=< 2 
2 

ф (E)= —y—Ing—= etg 7+ Хх cos ee n(2—2 cos =), (29) 

Штрих указывает, что в случае, когда 4 — четное число, последнее сла- 

гаемое в сумме надо умножить на =. Таким образом, если 2 является по- 

ложительной правильной дробью, то значение $ф(2) может быть выражено 
как конечная комбинация элементарных функций. С помощью равенства (10) 
этот результат может быть распространен на все рациональные значения 2. 
Эта теорема доказана Гауссом. 

1.7.4. Некоторые бесконечные ряды, связанные с функцией v (2). 
Если положить 

ДУ (2) = (2+0 —/(2), МУ(г= хе 1)" CPF (z+n—m), 
т ==0 

то из равенства 1.7(8) следует, что 

Аф(а-+- 2) = | 
at+z* 

Таким образом, мы имеем 

1 2 A yat2=4( 2 )\= 
~ @+FaGF2+) 
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= (— 1)" (и —1)! 
а--2/ (@+z)(@-z2+1)...(a-z+n—1)° 

Следовательно, если а не является целым отрицательным числом, то разло- 

жение функции Ф(а--2) в ряд факториалов сходится при Re (а-+-2)>0 И 
имеет вид (Norlund, 1924, стр. 261) 

1 2(2—1) 12(2— 1) (2—2) 
2 а(а--!) ' 8a(atl)(a+2) - 

Функциональное уравнение 1.7(10) полезно для суммирования некоторых 
рядов. Мы имеем, например, 

ма ar (— 

Y(a-+2)=$(a)+—— += (30) 

п 

Setoron фени a 
аа +..— — aR =o d | ete № +") = 

55+) (5+3) -9 $ (551+) +4 [5+ 1)], (32) 

и если п со, TO 

Та -. = 55$ (1+5)-% (+5). (33) 

1.8. Функция С (2) 

Функция С (2) определяется равенством 

1 G(2)=4(5+5)—4(5). 1) 
Из 1.7(13) и 1.7(14) следует, что 

| 
{2-1 

Giz) =2\ [42 dt, Re z > 0; (2) 

0 

е —2t 

G(z) = 2\ “— at, Rez>0. (3) 
| 1 е 

—21 

Рассмотрим интеграл \ dt, взятый вдоль контура, который был 
е 

{te ет 

использован при выводе 1.5(31). Мы получим с помощью этого интеграла 

более общее представление 

сое" В 
~at п п п д 

G(z)=2 \ pe tt —5 < <5, - (5+1) << (4) 

0
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ИЛИ . 

со ей В 

ва=т+\ hpetat (5) 
0 

7 к 7 ny 

—5 <8< 5, —($+8)<arge<$—8. 

Разложив в равенстве (2) функцию (1 + ¢)7! в ряд и проинтегрировав по 
частям, получим 

G (2) =2 > — = =F, (I 2 |+2;—1). (6) 

n=0 

Используя равенства (1) и 1.7(1), можно получить следующие функцио- 
нальные уравнения: 

ва+)=-—8(2) (7) 

G(i\—z)= eyo) (8) 

т—1 

G (mz) = — = > (— 1) v (2+ г), т — четное, (9) 

r=0 

m— 1 

] r 
G(mz)=— » (—ly/aG(z+—}, т — нечетное. (10) 

m 2 | т | 

1.9. Выражения для функции ШГ (2) 

Из 1.7(17) получаем формулу Мальмстена 

| — eet 

то (yoda | [~e—y— о Jetetas, Rez>0, (1) 
1 0 

а из 1.7(25) 

шг(=(2—5)) Ing—z+ti+ 

CO 

+ \ G — jt ee 5 (2 — в) Е! 4 Rez>0. (2) 

0 

Так как (см. Уиттекер—Ватсон, 1962, п. 12,31) 

| [5 Ее — 1) | ttetdt=1 — > In (2z), (3) 
0
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TO мы получаем первое выражение Bune для шТ (2) 

шт = (2—5) nee + уп) + 

+ | Е —ly*—ert+ z| tte! at, Ве 2 > 0, (4) 
0 

или более общее выражение (см. 1.5(1), а также 1.7(25), 1.7(26)) 

шт@)= (2—1) In2—2-+-y1n (2n) + 
сое! 

+ \ Е — 1) — fr} + я те (5) 

0 
TT Tt TC т 

—5 < <5, — (5+8) <age<$—s 

Из 1.2(6) получаем 

ШГ (2) = In x — 1 (51 xz) — ШГ(1— 2) 

и, следовательно, и 

ей — | 
ШГ (2) = In x — 1 (31 xz) — \ 

| —е# 
0 

—2| ttetdt, Rez<1. (6) 

Складывая (1) и (6), получаем 

In (@) = Ine — 5 In (sin п2) -|- 

10.) 

] 
| sn{(—2)¢| 1—2 +5 | P —_ = t dt, O<Rez<l. (7) 

. sh > 

Tak Kak 

=А при О=Е< оо, | (et — 1-1 — + z| Е! 

то из первого выражения Бине (4) легко следует, что 

<^, r=xtiy. (8) 2 2 

Наконец, выведем второе выражение Bune для InT (2) 

шт (2—5) шее Qn 

| | ©? arc и 
InT@e)=(2—y )Inz—2 +5 +2 | от Rezso © 

0 
Из 1.7(3) следует, что 

ат Г | 
"(= w=} ear ad 
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Применим теперь формулу суммирования Плана (Lindeldf, 1905, стр. 61) 

e2nt __ | 

< | С В f(iQ—f(—it Yrm=zrO + | леч | PEAR и ay 
n=0 0 0 

Эта формула справедлива, если 

1) Функция f(C) регулярна при Re€ 0, €=t- it. 

2) PaBeHCTBO lim ге! F(; it) = 0 выполняется равномерно при 0<t<co. 
— co 

3) lim | oH e+ ip) | ae=0, 

Полагая в равенстве (11) f(¢)= err Re z > 0, получаем 

у ЗИ — т —2 —1 С 412 
2 (z+ п)? = (z)= 5 2-2 + (Е 228 (ет? — 1) at. (12) 

Дважды интегрируя от | до 2, получаем 

— 

г dt, (13) 
с arc tg 

InT(2) = (2-5) Inz-+z(A—!)+B8B +2\ pent 
0 

где A и В — постоянные интегрирования. Чтобы определить их, заметим, что 
0 =— агс 1 х = x при x0, а потому при положительных = имеем 

t 
satay 4. InT(2)—(2—5] Inz—(A—!)z—B | <2 | 

0 

Выражение в правой части стремится к нулю, если 2 —+ со по положитель- 
, | 

ной полуоси, поэтому, в силу оценки (8), получаем А =0, B= > In (27). 

Этим доказано равенство (9). 

1.9.1. Ряды Куммера для ШГ (2). Функция ШТ (2), О<х<! может 
быть разложена в ряд Фурье. Мы используем известные разложения Фурье 
(Bromwich), 1947, стр. 356, 393 и 370 соответственно): 

со 

[п ( sin xx) = —In 2 — У = cos (2жпх), 

n=1 

1 oo 

sh [(5 a «| | — 8n У п sin (2*пх) 
t a t? + 4n?n? › 

CO 

n(1—2x)=2 > > sin (Этих). 
n=l
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Подставим эти разложения в равенство (7), положив в нем 2=х. Мы 
получим 

oe) CO 

\ 2тп _ et \ dt _ | аки а _ 
Р-р 4т? п? Quen] ¢t ~ an ree = t _ 

0 

(oe) (oe) 

| | dt et — с "т _f dt 
= | (Е ый $ at + \ (cos t—e ) FI. 

0 0 0 

В силу равенств 1.7(21) и 1.7(18), этот интеграл равен (2xn)~! [y + ш (2*п)|, 
поскольку для третьего слагаемого имеем 

со 

lim (cos t—e*) 1 dt = т [Ei(—3)—Ci @)] = 
0 > $ = 

Таким образом мы доказали, что 

шо = (2*) + у | cos (ean) Ош 2an) 9 и (14) 

Int(x) = (5— +) (y+ In 2) + (1 — x) Inn — + In (sin nt) + 

4 У», in sin Cane) , Q<xK<l, 

Этот ряд называется рядом Куммера. 
Аналогичное представление для V(x) дано Лерхом (Nielsen, 1906, стр. 204) 

ф (х) sin (xx) =— 5 cos (xx) — (y+ In 2x) sin mx Е 

+ Уш[—^ | жби Илл, O<x<l. (15) У" 
Из (14) вытекают интегральные формулы 

| 

\ шТГ(х) sin (2enx) dx = Lem ии), n=l, 2, 3, ..., (16) 

0 

] 
\ шп Г(х) cos (2жпх) 4х =», n=l, 2, 3, ..., (17) 

0 
| 

\ ш Г(х) dx > In (27). (18) 

0 
Далее, имеем 

х-1 

\ што =хшх — ху In (2n), (19) 

x 

Эта формула может быть доказана следующим образом.



AO ГАММА-ФУНКЦИЯ [Гл. 1 

Из формулы умножения 1.2(11) следует 

m-| 1 т—1 

1 in [Г (их) (т) 2 m2 |= Lint r m = Mow r(x +a): 
r=0 

Если устремить в этом выражении т к со, заменить I (mx) асимптотическим 
выражением 1.18(1) и заметить, что 

т—1 1 xl 

lim nr (+ т = | шГ(х у) ау = \ шГ (6) dt, 
0 х 

т—> с т 
r= 

то получим (19). 
Заменяя в равенстве (19) х соответственно на х- 1, x +2, х- 3, ..., 

x-+n—l HW складывая полученные равенства, приходим к более общему 
соотношению 

хп 

InT (x)dx=xinx+(c+1)In(x+1)+...+ 

+(x n—1)In(e+n—1)—nx—F (nl) +n (2n), (20) 

n=l, 2, 3,.... 

1.10. Обобщенная дзета-функция 

Обобщенная дзета-функция определяется при Кез > | равенством 

(oe) 

| = У, 9520, —1, —2,... | = Хх A (1) 
п = 

Она удовлетворяет функциональному уравнению 

т—1 

у ($, 9) = у ($, m+ov) + > oD m=, 2, 3,... (2) 

n=0 

Так как при Res>0 и Rev>O из 1.1(5) следует, что 
со 

ay — \ ео 8-1 ЦЕ 

TO 

со 1 

Т ($)8 ($, 9) = \ a dt = \ cl [in =)“ ах, Кез >|, Rev>0. (3) 
| ; | —e ; | —х Xx ? , | 

Рассмотрим интеграл 
#51 eau \ ae dt, 

С
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взятый вдоль контура кругового сектора, вырезанного в начале координат 
(см. 1.5(1)). Мы получим более общее представление 

сое? 
оо! rays, y= | Se Ress, (4) 

0 
им к 

—5 <} <5, — [+ ав 

Используя обозначения п. 1.6, можно переписать равенство (3) в виде 
контурного интеграла 

On £)s-1 —vt 

Qnit(s, v) =—TI(1—s) \ a dt, (5) 
со 

Rev>0, |arg(—t)|<z. 

Этот интеграл дает представление для C(s, 9), справедливое во всей пло- 
CKOCTH $, за исключением точек $ = 1, 2, 3,... Из этой формулы может быть 
получено разложение Гурвица функции 
C(s, 9) в ряд. Рассмотрим интеграл | 

(— #)5—! eat K tant 

\ 1—e 
dt, 

взятый вдоль замкнутого контура, изоб- 
раженного на рис. 1. Этот контур начи- 
нается в точке #= (2М-- |1)х и состоит 
из окружности К и петли L. При этом 
радиус окружности равняется (2М- 1) x 
(№ — целое), а петля ZL не охватывает TO- 
чек #— 2ni, + 4ni, + Oni, ... В облас- 

TH, ограниченной контуром С, подынте- 
гральная функция (5) аналитична и одно- 
значна, за исключением точек -+ 2ni, -+ 4ai, Ort 

., + 2Nai, в которых она имеет прос- &-MOCKOLITIB 
тые полюсы. В силу теоремы о вычетах, Рис. I. 

( t)s 1p—vt ( ys 1 t ы 
— 7 е- —Ё = e-v . ’ at + toni YR, +R) 

L n=l 

где К, и А, являются вычетами подынтегральной функции соответственно 

в точках 2иЁ и —2 ит: 

in 
— г ($ —1 , 5 (s—1) , 

е *Пт 1, R, — (2nx)s—} e езптот, Ro = (2nzr)>"! e 

Если Res<On O<vu<1, то интеграл вдоль К, стремится к нулю, когда 
М№ -+ со. Поэтому, в силу (6), получаем формулу Гурвица 

($, 9) =2 (2%) 1Г (1—5) У ns! sin |2хло -- 5) , (6) 

n=l 

Res<0, O<v<il,
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Наконец, полагая в формуле суммирования Плана 1.9(11) f(y) = (у- оч) $, 
получаем 

©O 

,; t 
_ sin | $ arctg — 

vis = | dt 
p+ 2 а (7) 

$ — > 
У (та) 

1 
С ($, 9) 5 

Rev>0O. 

Это — представление Эрмита для C(s, v). 
Из равенства (7) видно, что функция C(s, 9) имеет только одну особую 

точку (простой полюс с вычетом 1) в конечной части плоскости $. Следова- 
тельно (см. 1.7(27)), 

о (8) 
(oo) 

| 1 t dt 
am Es = шо $2 в at —j =— +) (9) 

0 

Rev>0O. 

Продифференцировав (7) по $, положив затем $ =0 и применив 1.9(9), 
получаем 

dC(s, 2) __ 1 oa p= nT) =z In 2a). (10) 

В частном случае, когда $S==— т (m=O, 1, 2, ...), имеем 

Вт (9) 
6 (— т, == ит, (11) 

где В, (9) — многочлен Бернулли (см. 1.13 (3)). Чтобы доказать эту формулу, 
заметим, что если $ — целое число, то подынтегральная функция в равенстве (5) 
является однозначной функцией от Е, это позволяет применить теорему Коши. 
Если $ = — т (m=), 1,2, ...), то получаем 

—т-1 et 1 )-m-1--m-2 tev" 1-1 \ 1)2 on ей От У ов, (о) 
n=0 

Таким образом, вычет подынтегральной функции в точке # ==0 равен ен, 

откуда и следует равенство (11). 

1.11. Функция Ф (г, 5, 9) = У, (© п) ez” 
n=0 

Функция 

Ф (2, = Хи 12| <Ь 9-20, —1, —2,..., (1)
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п =0 

удовлетворяет уравнению 
т-1 

ур т Ye, (2) 
n=0 

m==1, 2, 3,..., 9520, —1, —2, ... 
Поскольку 

(oe) 

znd че ze)” dt, Ве = , >> 0, Ке $ > 0, 
(v+njs Г($) ; ve") ° к 

то из 1.1 (5) вытекает интегральная формула 
co 

1 fS-le-vt 15—16 (9—1 
| (oe) 

® (2, $, W=T5) 1—2 dt= T(s) | 2—2 dt. (3) 

0 

Вед 0 илибо |2 | < 1, 251, Вез >> 0, либо 2 = 1, Ве $ >> |. 

Проведем разрез в плоскости 2 вдоль положительной полуоси от точки 
1 до со. При Кез > 0и Rev >0 функция Ф является аналитической функц: ей 
от 2 в разрезанной 2-плоскости. 

Другое представление в виде определенного интеграла может быть полу- 
чено из определения (1) и формулы суммирования Плана 1.9(11) 

с e sin(¢Inz to = 
Ф (2, $, v= 2+ \ (+ erseat—2 и = wens) dt, (4) 

0 ОВ (ert — I) 
Rev>0. 

При z==1 снова получаем формулу Эрмита 1.10 (7). 
Полагая в (3) г =ей, получаем формулу Липшица 

со 

от < eind {5—1 (Gx __ et) 

oY cea) chéi—cosd 4% 
n= 

0<6<2*, Res>0, Rev>—l. 

Функция Ф может быть представлена в виде контурного интеграла 

0+) 
(— t)S-le—vt 

Oni © (z, s,0)=—T(1—s) \ oh dt (5) 
(oe) 

Rev > 0, | arg (— t) | <=. 

В этой формуле, как и в аналогичном месте п. 1.6, контур не охватывает HH 
одной из точек ё=Ш2 + 2п1р 1=0, 1, 2,..., в которых подынтегральная 
функция в равенстве (5) имеет полюсы. Для любого фиксированного $, не 
являющегося натуральным числом, равенство (5) определяет Ф как аналити- 
ческую функцию от 2, регулярную в разрезанной плоскости, а для любого 
фиксированного Z в разрезанной илоскости Ф является аналитической функ- 
цией от $, регулярной всюду, кроме, быть может, точек $ =1, 2, 3, ... (мы 
предполагаем, что Rev >> 0).
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Как и в предыдущем пункте, наша функция может быть разложена в ряд. 
Чтобы получить это разложение, рассмотрим интеграл 

и 
1 — ге! 

С 

взятый по контуру С, составленному из окружности К радиуса (2№М-- 1) * 
(Л — натуральное число) и петли L, охватывающей начало координат. Цент- 
ром круга в этом случае является точка f==Inz, 2521, причем все точки 
вида t= ша + 2nzi, п =0, |, 2, ..., должны лежать вне петли. Устремляя № 
к бесконечности, замечаем, что при Кез <Оби0<о=< | интеграл по окруж- 
ности А’ стремится к нулю. Следовательно, 

со 

® (2,8, =Г (1—3) У Ra 
п=— 00 

где Ry == 27! (—t,)S te" fn является вычетом подынтегральной функции 

в полюсе = =Inz-+ 2nni. Таким образом, 
со 

O(z, $, 9) — T's) У (—In 2 -+ 2nni)s-te2"7I2, O<v<l, Res<Q, 6) 

° larg(—Inz + 2nni)| < =. n=—00 
Ho 

co 

У (—In z + 2п1) 51627 — 

n=—00 
co co 

— У e-2nriv (— ша — 2и=7) 5-1 + У еп т1® (_In z + 21151, 
n=0 n= 

Сравнивая это равенство с равенством (1), получаем формулу преобразова- 
ния Лерха для функции Ф (2, $, 9) 

Ф (2, $3,9) =? (21) 1Г(1—$) X 

_ ins =f S 9 

хе 2 IG e-2niv 1s, 53) — (+ "a (ers 1—5 |. (7) 

Если в формуле (6) воспользоваться биномиальным разложением 

ims ©O | ‚ inr 
и Ш a2) п2\” > (—In 2 + 2ил0 8-1 = — 2nn)s-tie 2 У (—1/С7_, (=| е 2, 

r=0 

ins © | r inr 

и Ш 1: 28 п о (— In 2 — 27=1)5°—* = (2и*)5° Че У С |5 е , 

r=0 

то получим 

vO, S,U) _ (in + 5—1 +2У у (тп) 5-1 WC? s о In z 4 
Td—s) \ 2 |= ) sr,sin( 5 + вто) (= " 

n=\| r=0 

+(— УСС) = +2 Е
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n—O 

Суммируя по п и используя формулу Гурвица 1.10(6), получаем 

ge 

со 

Ф (2, $, 9) та) (in =) +a) C(s—r, ое, (8) 

r=0 

[Inzg|<2n, s4~1,2,3,..., v0, —1, —2, ... 

Если $ — положительное число, $ = т, то сначала положим $ =т--ёи 
получим из 1.17(11) и 1.10(9) 

[in =) =) Fenn +00) 

Гита и = I fet ym] +00), 
C(I te, o) = 9 (0) +00), 

Полагая в —+ 0, получаем из равенства (8) 

Фото [ УХ тиф шт], ©) 
n= 

m==2, 3, 4,...,{/Inzg|<2nx, 9520, —1, —2,... 

Штрих означает, что член, для которого п = м — 1, должен быть опущен. 
В случае, когда $ =1, получаем простое равенство 

со 

gn 1 Ф (2,5) = У reg =o hill 810; 2), |211. (10) 
n=0 

Из 1.8(6) следует, что 

@ (9) =2Ф (—1, 1, v). 

Если $ — отрицательное целое число, $ = —т (т = 1, 2, 3, ...), то, исполь- 
зуя равенства 1.10(11) и (8), получаем выражение для Ф через многочлены 
Бернулли 

(oe) 

т! 1 Bras (9) (п =)” 

iam dy Миг» [12| <2 (10 
Zz r=0 

Ф(2, —т, 9) = 

Наконец, из (8) и (10) выводим 

lim (1—2) 5 Ф (2,5, v}=T (1 — $), Кез < 1, (12) 
&—1 

Ф( 2, 1,9) _ 

hm — (1—2) — . Os) 
Свойства функции 

со хп 

F(z, y= > == 2 8(z,5,1) (14) 
n=\ 

легко могут быть выведены из равенств (1)—(13). Если $ = —т (m= 1, 2, 3, ...),
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то получаем из (11) и 1.13(7) 
со 

т! В 
F(z,—m — CL m+r+l 

( ) inmtt 1 (m+r+l)ri 
2 r=0 

In’ z, [Inz|<2z, (15) 

где Вт.,.: — числа Бернулли. 
С помощью преобразования Лерха 1.11(7) получаем соотношение Жонкье 

ins 

Рене", = Fe? c(1—s, >=). (16) 

Наконец, имеем 

F (2, —m)=(—1y™4F (=, —m), m==1, 2, 3, ...3 (17) 

F(z, п) +(—1)"F (=, m) =— Bm a2), m=2, 34... (18) 
Zz т! Qui 

Эти равенства задают аналитическое продолжение ряда (14) в область, лежа- 
щую вне круга сходимости |2 | =1. 

Разрежем плоскость 2 вдоль вещественной оси от | до со и обозначим 
через Fy (2) главную ветвь Р (2) в разрезанной 2-плоскости [0 < arg (2—1) < 
<2*]. Из формулы (16) следует, что разность между значениями Ру (2) 
в соответствующих точках верхнего и нижнего берегов разреза имеет вид 

‚ 115 1х 
Ро(х, 8) — Е, (хейт, $) == 2ni ———. (19) 

Г (5) 
Следовательно, при переходе через разрез из верхней полуплоскости в ниж- 
нюю получаем для продолжения F, (2) функции Ру (2) формулу 

11512 

Аналогичная формула для обратного процесса продолжения имеет вид 

‚ 11512 F (2) = Fo(2) — 2 у. (21) 

Относительно дальнейших свойств функции Р (2,3) cm. Truesdell, 1945, стр. 144. 
1.11.1. Дилогарифм Эйлера. Дилогарифм Эйлера определяется формулой 

г 

1, (2) = У v= \ 209 a=F (2,2), (22) 
n=\ 0 

которая является частным случаем формулы (14). 
Из равенства (18) следует соотношение 

2 

Ге (2) = — 2, [шве ш2-+ >. (23) 

Обозначим главную ветвь функции Л. (2) через [4 (2) [0 < arg (2 — 1) < 2]. 
Тогда из равенств (19) и (20) следует, что для любой ветви 

L, (2) == L# (2) + Qnnilnz 4тт?, п, т=0, £1, +2,... 

Относительно дальнейших свойств см. О. Holder, 1928, стр. 312. Другие спе- 
циальные случаи формулы (14) cm. Ramanujan, 1927, стр. 40, 336; Rogers, 
1905 и Sandham, 1949.
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1.12. Дзета-функция Римана 

Полагая в формуле 1.10(1) о =1, получаем дзета-функцию Римана 

. 1 
($) ==6 ($, 1) =Ф (1,3, 1) = т: Кез >> 1. (1) 

r= 

Следовательно, 

\ 10” 1 1—5 У Ts (1—2' 5) 0 (5) =Ф(—1,3,1), Без>0; (2) 
n=1 

> т =0—29 68) = 2-40 (1, $, >), Вез >> |. (3) 

n==0 

Таким образом, получаем следующие интегральные представления для функ- 
ции 6 ($) (см. 1.10(3) и 1.11(3)): 

г г е-# 5—1 

Г ($) 2 (8) = \ 15-1 (ef — 1) а | 46 Res>I; (4) 
0 0 

o О ее 

(1 — 21-5) Г ($) 6 ($) = \ (ef Тан \ 46 Res>0; (5) 
0 0 

oF (s)(1 — 278) (8) = \ ов dt, Вез>1, (6) 
0 

Из 1.11(1) и 1.11(3) имеем 

25-1 с ts 

Cs) = 8, (Ls +10) = 57 | Seas Кез > 1; (7) 

0 

25-1 с ts 

(1-20) 8 (s)= О = Тр cht 

0 

dt, Res>—l. (8) 

Из равенств 1.10(5) и 1.11(5) с помощью (1), (2) и (3) вытекают следующие 
представления функции 6 ($) в виде контурных интегралов: 

0-4) 
Init (s)=—T(1—s) \ (— 1-1 (ef — 1)" de, (9) 

0-4) 
oni (1 — 2-8) 6 (5) = —T(1—s) \ (— 18-1 (ef 41-1 de, (10) 

OD 
ета | Oat (11) 

ee)
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где 
$521, 2, 3, ..., |arg(—ft)|<x. 

Контур в (9) и (11) не содержит ни одной из точек вида f = + 2nzi, а в фор- 
муле (10) — ни одной из точек вида ¢ = (21 — 1) ai. 

Из (1) и 1.10(7) получаем 

(oe) 

УТ? sin (Saretg 4) dt. (12) 

о (1+ #2)” (e2# —1) 

Следовательно (Lindeldf, 1905, стр. 103), 

(5) = = ‚— 9s sin (S arctg ЗИ (13) 

о (1 42)" (ef +1) 

25 * С —1 =e cos = a t| : dt, (14) 

о (1-1?) [4 [3 

и и \ cos ($ arctg #) dt. (15) 

0 d+ ey ch( Let 

Эти формулы были выведены Иенсеном. Интегралы в формулах (12) и (15) 
определяют аналитическую функцию для всех значений $. 

Приведем и другие интегральные представления (Bruijn, 1937) 

ЕН 9 | ша) — Фа] 94 
0 

cf y=) | ух) хак = 
0 

= 9 | (yd $2) $y] as, 
0 

m-1 Г($) sin (xs) 
C(m + $) = (—1) 2Р(т 5) \ im fa ах m=, 2, 3, ... 

0 

Эти формулы справедливы при O<Res<l, функция v'™ определена 
в 1.16(1). Далее 

(oe) 

sin (zs) НВ y | а) — @ Fay aa, 
0 

0 < Кез; < 2, sl.
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Докажем, наконец, представление Римана для функции 6 ($), 

2 © | ы _ — (1—5) >. 

(= |e ЕЕ (dt, — (16) 
| 

где 

oe) 

_ | 5) = У" 5 6, (0, Ц 
n=\ 

и 0, является эллиптической 8-функцией. Интеграл в формуле (16) задает 
аналитическую функцию от $ при всех значениях $5. 

Из 1.1(5) следует, что 

© 5—1 —_ 5. 
\ eae? dt=x *T 

0 
Таким образом, 

з И? 5, Ве $ >> 0. 

_5 оо 5—1 5 1 © Sy 

T *r(s)t= | o@e? a—\oMe at \o@e dt. 

/ . 
0 0 1 

С помощью преобразования Якоби для тета-функции (Уиттекер и Ватсон, 
1962, $ 21, 51) выводим, что 

1 1 
1 1 эра 1 

о 746 [+]. 
Подставив это выражение в интеграл, получаем 

s— | 
“7r(S)eq——14 (А За Pome a 

j 
1 

и, сделав в первом интеграле подстановку ==, приходим к формуле (16). 

Относительно других интегральных представлений см. Ramanujan, 1927, 
стр. 72; Харди, 1949. 

Разложение функции 6 ($) в степенной ряд имеет вид (Hardy, 1912, стр. 215; 
Kluyver, 1927, стр. 185) 

= — Па Уи — 0”, (17) 
п =! 

где 
р т 

я = о lim > I~! In? [ — (n +. 1! In| , 

ы Mot 
[=] 

Положив в формулах 1.10(8)—1.10(11) о =1, получаем 

1 1 C(Q=—z, Ф=—у №0); (18) 

lim (ci) J=-4=1 (19)



50 ГАММА-ФУНКЦИЯ [Гл.1 

и (см. 1.13(7)) 

© (— m) = им, m=1, 2,3, ..., (20) 
ИЛИ 

C(—2m)=0, 6 (2m) = (ты (On) st т=1,2,3,..., (21) 

6 @т— 1] = — 22, (22) 

Положив в равенстве Гурвица о =1, получаем функциональное уравне- 
ние Римана для 6 ($) 

__ 22 (1—8) , as 
6 ($) = Е sin 6 (1 — $) (23) 

или, в силу 1.2(6), 
__ 2 ($) TS 

6(1— $) = (On)s cos x § (8). (24) 

Введем новую функцию, определив ее равенством 

5 

s(s— | s\ а 
(8) = "5 г(5) 2% (5). (25) 

Из доказанного следует, что она удовлетворяет условию 

(1—3) = ($). (26) 

Эта функция известна, как &-функция Римана. Относительно асимптотических 
представлений дзета-функции см. Hutchinson, 1925, Titchmarsh, 1935, 1936. 
Ряд других результатов имеется в книге Титчмарша, 1947. 

Для функции 

= ХЕ" зо 27 )= ) ome е $ ’ ( ) 

т = 0 

подобной дзета-функции, из 1.11(1) и 1. a _Спедует, что 

- | @ ¢s- 1 

L(s)=2 o(— s, 5) = т о Res > 0, (28) 

Положив в преобразовании Лерха Ley z==— 1, wool. мы получаем 

следующее функциональное уравнение для L ($): 

2 \5 ‚1$ 
(1 — $) = = Г ($) sin 57 (3). (29) 

Относительно дальнейших свойств см. Lichtenbaum, 1931, стр. 641. 

1.13. Числа и многочлены Бернулли 

Числа Бернулли B, определяются равенством 
со 

п 

ея У Вт, [91% (1) 
n=0
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а многочлены Бернулли By (x) — равенством 

— 

-У Bilt) 2 [21 <. (2) 
n=0 

Так как левая часть равенства (2) имеет вид 

\ (xz) В, . , 
И 

=0 

то, перемножая степенные ряды, получаем 
п 

By (x)= x" ++ Сов” 4 СТВ, х + СРВ, = CIB x", (3) 
г=0 

В, (х) =1, вх. By (x)axt—x +e, 

3 | 
— +3 2 __ — yi _—_ 3 ae B,(x)=x 5х +. , Xx, В, (x)= х* — 2 +x 30) 

Очевидно, что 

By (0) = Ba. (4) 

Дифференцируя равенство (2) по х и сравнивая коэффициенты при оди- 
наковых степенях х, получаем 

B(x) =nB, 4 (х). (5) 

Из равенства (2) следует, что 

< п < п-1.п 

7 оехг — YX D, (Bale +1) врем = У и 
n=0 n=\ 

Следовательно, 

В, (x +!)=Bo(x), В, (x+1)—B, (х) =1, 
и вообще 

В, (x + — By (x) = nx), n==2, 3, 4, ... (6) 

Отсюда вытекает, что 

Ви (1) = В, (0) = В». (7) 
Tak Kak 

со 

gh У вики = >) B(x) т. ‚т 

то, перемножая степенные ряды, приходим к рекуррентной формуле для 
многочленов Бернулли 

п n-1 

>) С.В, (= В, (х-- 1), или У CIB (x)= nx", n=2, 3,4... (8) 
r=0 r=0 

Из (5) и (6) следует 
у х--1 

\ Ви (t) dt = Po ee) \ B,(t) dt = хп. (9) 

x



52 ГАММА-ФУНКЦИЯ [Гл. 1 

Поэтому 

m-1 m—-1 Г m B B 

У rh — \ B,(t) dt = \ B,(t) dt= aes ПЕ, п = 2, 3,4,... (10) 

r= r=0 r 0 

Из равенства (6) получаем теоремы умножения и соотношения симметрии 
для Ви (x) (см. Fort, 1948, стр. 32, 34) 

Bax) = ти У B,lx +2), (11) 
r=0 

B,(i — x) =(—1)" B, (*). (12) 

Многочлены Бернулли могут быть разложены в тригонометрические ряды. 
Для В, (х) из формулы (3) находим 

со 

в(о=хфу=-— У 9 (2х) ge yc], (13) 
vi 

r=1 

Ряды Фурье для Вь(х) при >| легко получаются с помощью вычетов. 

Рассмотрим \ F(z) dz, где f (2) == №ех? (её? — 1)-1 (k — натуральное число, k >> 1), 
С 

а контур С является (большой) окружностью с радиусом (2N + 1) п (М— целое) 
и центром в начале координат. Полюсами подынтегральной функции являются 
точки 2,==2nir (г=0, #1, 2, ...). Вычеты функции f(z) при Гг=-1, 
2, ... равны (2) е?®!х, Из равенства (2) видно, что вычет при 2=0 
равен В» (х)/Ё!. Если O< x <1, то интеграл по окружности С при №-+ со 
стремится к нулю; поэтому, в силу теоремы о вычетах, 

со . 

B,(x) _ id етих 

м = (Эк)! 
r= — с 

Штрих означает, что надо опустить член, соответствующий значению г ==0. 
Отсюда вытекают разложения (п =1, 2, 3,...; O< x <1) 

cos (2*гх) 
Bon (x) =2 (—1)"3 (2n)! (Qur)2" , (14) 

г= | 

со . 

Bens (X)=2(— 19" (п + 1) У Sa Carex) (15) (Qxr)2ntt ° 

r= | 

Полагая x ==0, получаем следующие разложения для чисел Бернулли (см. 
также Schwatt, 1932, стр. 143): 

(oe) 

| Bon == 2 (—1)"™ (2n)! У Daye MELB (16) 
r= | 

Bsns, = 9, n=l, 2, 3, ... (17) 

Равенства (4) и (8) позволяют получить рекуррентные формулы для чисел 
Бернулли 

n-1 

» CB, =0 п=2, 3,4, ... (18) 
r=0



1.13] ЧИСЛА И МНОГОЧЛЕНЫ БЕРНУЛЛИ 53 

Из (18) и (3) имеем 

| 1 | | 
В, =1, В =— 5, В. =-— В =— = Bo= ooo (19) 

Численные значения для By, вплоть до By и рекуррентные соотношения 
можно найти в книге Ramanujan, 1927, стр. 1. 

Из (14), (15) и 1.11 (4) вытекают следующие интегральные представления 
для многочленов Бернулли: 

(oe) 

yn cos (2nx)—e 2" 
Ban (х) = (— Tye" (п) \ ch (2zxt) — cos( Tnx) dt, (20) 

0 

O<Rex<l, n=l, 2, $3, ... 

(oe) 

sin (2*х Bons (=I Ont) GaSe) ana, = © 
0 

O<Rex<l, n=O, l, 2,... 

Используя равенство (16) и 1.12(22), получаем выражения чисел Бернулли 
через дзета-функцию Римана 1.12(1) 

Bon = (— 1) (2)-219 (2n)! © (21), п==0, 1, 0,...; (22) 

Bon = — 2nt [-- (2—1) n=1, 2, 3, ... (23) 

Из 1.12(4) — 1.12(8) получаем интегральные представления для Bo, (n= 1, 
3 | +°е 

{22-1 

Bon = (— 1)?" 4n её —_ | 
1 Hyatt 9 Ce f2n-1 я 

=(-—1 ") em! sh (xt) at, (24) 

(—1)""14n 

Bon — ] — Qi-2n t, (25) 

(oe) 

fen-1 (—1)"*} on fen-1 

е?тё 1. | dt — | орт \ eT! ch (xt) d 
0 

co 

__ (— 1712 p2n-1 

Bon = от | sh (xt) dt, (26) 
0 

ев Ёп 
— (руин —_ Boy = (— 0"! \ sh? (xf) dt, (27) 

0 

(— 1171 x е {22 98 

Bon = ] — Qi-2n \ ch? (xt) dt, (28) 
0 

Дальнейшие результаты можно найти в книгах Nielsen, 1923 и Ramanujan, 
1927, стр. 1.
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1.13.1. Многочлены Бернулли высшего порядка. Числа и многочлены 
Бернулли порядка т определяются соответственно равенствами 

co 

а... тат _\У pim =” fn 99 

(e717 — 1)...(e*m*— 1) оби Зы (29) 
n=0 

CO р 9 

хг а... ат2т — У (т) 2 rus 
е (1? —1)...(e*™™=—1) Br (x |“... ап) a? д (30) 

n=0 

Здесь т — натуральное число, a4, ..., аи — любые параметры и 

| ay | == max [|1], ..., [бл |]. (31) 

При m==1 иа, =1 формулы (29) и (30) сводятся соответственно к (1) и (2). 
Очевидно, что 

В(”) (fay... a) = В” (а, ... ат), (32) 

х 
BY (x | а.) = ай В, =| . (33) 

Из (29) и (30) следует 

п 

В(т) (ха, ...ат) =» Chix BWM) (a4... а). (34) 
1=0 

Введем обозначения 

] 
= (а, +... Нам) (35) 

и 

DW) == 27 Вт (| а. ...а,). (36) 

Можно показать, что 

Dy, =0, n=0,1,2,... (37) 

Таким образом, из (30) следует 
со 

а... тет =У (т) 221 xm 
sh (a,2) ... sh (a2) — ee (2n)!? [21 < [%;|° (38) 

n= 

Числа и многочлены Бернулли порядка —m (т = 1, 2, 3,...) определя- 
ются соответственно формулами 

(oe) 

61" —])...(е“т* — | _ gn 
( )-.-( = У Bag) (39) 

а... Ят2т 
П==0 

re (1). (ее) У pm zn и 
e 1... Яатёт => п Га + и д. ) 

П==0 

Оба разложения сходятся во всей плоскости 2.
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Из (35) и (40) получаем при х = — 

sh (a,2) ... sh (m2) = Som gin (41) 
а... hy Z™ (2n)!? 

rye 

Бет) == 27 ВС”) (—E]a,...0,,). (42) 
И в этом случае 

DS, =0, п=0, 1, 2,... (43) 

Полное изложение теории чисел и многочленов Бернулли высшего порядка 
имеется в книге №бипа, 1922 и 1924, ra. VI. 

Случай oa, = а, =...=ат==1 полностью изучен в книге Milne-Thomson, 
1933, гл. VI. 

1.14. Числа и многочлены Эйлера 

Числа Эйлера Е» и многочлены E,(x) определяются равенствами 

ee) 

] 2e* gn п 
a= eT Dona [21< 2; (1) 

ro = Увы » [2 <®. (2) 

Дифференцируя равенство (2) по х и приравнивая коэффициенты при 2”, 
получаем 

E,(*) = nEp_,(x). (3) 

Если записать левую часть равенства (2) в виде 

её + | Ув У —5) т! 
m=0 

и перемножить степенные ряды, TO получим 

| > | \a—r 
En «=У or OnE, [x— 5) . (4) 

Г = 

Если же положить в этой формуле cay, TO 

Е, =2"E, (=). (5) 
Из (2) вытекает 

У [En (x +1)+ E, (x)| = 20 =2 У хп
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и, следовательно, 

Ев (Хх О - Eq (x) = 2х". (6) 
Используя тождество 

1 1 1 — =—(х--1)2 a Ke 
ze m _ ze? _ ze? 

y+1 её — | её — | ’ 

получаем из (2) и 1.13 (2) 

во в. = [oat —ma 8]. 0 
Следовательно, из 1.13(11), 1.13(12) вытекают следующие соотношения: 

т-1 

п r Г __ E, (mx) = т =. (—1// En [x +2 } т— нечетное; (8) 

En (тх)=— В: | 4 г) т — четное (9) 

E,(i — x) = (— a (10) 
ИЗ 

ani -de че у = У. ale + 1) 

получаем рекуррентную формулу 
п 

У СЕ, (х)=Е„(х-- 1), или У СЕ, (xX) +E, (x) = 2x", (11) 

r==0 Г==0 

Точно так же как в 1.13, можно получить разложение многочленов 

Эйлера в ряды Фурье. Для этого рассмотрим интеграл 2 21%? (е2 1. 1)-1 dz, 

взятый вдоль окружности с центром в начале координат и радиусом 2/№ 
(№ — целое число). Из равенства (2) следует, что вычет подынтегральной 

функции в точке 2 =0 равен вой . Отсюда следует, что 

ayn sin [(2r +1) zx] n=l, 2, 3, ..., 
Esn(x) = ( 1) 4 (2п ‚у ((2r + 1)x]27*?? 0O<x< (12) 

—_ 19-1 cos [(2r 4-1) xx] n=O, 1, 2,..., 
Ех) = (— 11 4 (21 + I)! у. (Or + 17° 0 <x<1. (13) 

Из (5), (12) и (13) имеем 

an < — |) 

Eon — (—1)7 2 (2n)! (=) В Е тн ’ п — 0, i, 2, ...) (14) 

r=0 

Font =0, (15) 
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или, используя обозначения 1.12(27), 
о 2n+1 

Eon = (—1)"2 (2n) | 1-1, n=0, 120... (16) 
Равенство 

1 < 2 ыы 2 gen gem 

che 12 = i=) Fon Om Ly Om) 
n=0 т=0 

после перемножения степенных рядов в правой части равенства позволяет 
получить рекуррентную формулу для чисел Эйлера 

У Cy, Eo, = 0. (17) 

Применяя (14), находим 

Е =1, Е = — 1, Еа=5, E,=—6l, Ез == 1385, ... 

Интегральное представление для E,, получается путем замены L(2n -+ 1) 
в равенстве (16) выражением 1.12(28) 

Е | п у) \ 2-1 © fen d | поз г ЕП 18 

on ==(— 1) (=) |= Е — (—1) а (18) 
0 0 

п = 0, 1,2, ... 

Разложения Фурье (12) и (13) могут быть заменены интегральными выра- 
жениями. В результате получаются равенства 

—_ п C [21 sin (2.x) ch (xf) 
Ean (x)= (— ty" | ch (2xf) —cos (27x) dt, (19) 

n=0, |, 2,..., О<Вех < 1; 
со 

t?"*1 cos (xx) sh (пё) — (риа 
Eonss (x) = (— mr \ ch (2x¢) —cos (20x) ’ 

0 

(20) 

n=0, 12,.... O<Rex <1. 

(Относительно дальнейших результатов см. Nielsen, 1923.) 
1.14.1. Многочлены Эйлера высшего порядка. Числа и многочлены 

Эйлера определяют при помощи равенств 
(oe) 

QM ег (и... а) 
1 

on 

212 2 mz — Chia h =» EM) (a, т) тт (21) 

(е771" 4.1)... (e°%m® 1. 1) (4,2)... (a2) ho ql 

ОТ ore co (т) gn 

Ahead п (|... Oy) (22) 
n=0 

Ряд в формуле (21) сходится при [21 < Sled, а ряд в (22) — при 

|2|<7 |a,|~’, где величина |a,| определена формулой 1.13(31). В формулах (21)
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и (22) т — натуральное число, a a, ‚ ат — любые параметры. Частный 
случай т = 1, а, =1 был рассмотрен в 1.14. 

Ясно, что из (21), (22) и 1.13(35) следует 

EW) (a, ... аи) = 2"E™ (6 | а, ... ао). (23) 

Числа и многочлены Эйлера порядка —т (т =1, 2, 3, ...) определяют 
при помощи равенств 

Q- Moz (21+. .. 1m) [(е2%17 +- 1) .. (2? те + 1)] — 

м, (24) 
со 

—ch (21,2) ... ch (a2) =) Е" (a, On) Ty 

n=0 

2~Mer* (eM? 1-1)... (e%m® 1. 1) =) ЕСТ (x | а, ... on) (25) 

n=0 

1922 и 1924, гл. 
причем оба разложения сходятся во всей плоскости 2. Относительно даль- 
нейших деталей см. Мойипа, VI. Случай а, =. == ... 
... ==ат==|1 полностью изучен в книге Milne-Thomson, 1933, гл. VI. 

1.15. Некоторые интегральные формулы, связанные 
с многочленами Эйлера и Бернулли 

Из результатов предыдущих двух пунктов могут быть выведены некото- 
рые интегральные соотношения. Во-первых, равенство 1.13(1) может быть 
записано в виде 

1 пух ont g7n- 

7—1 —gty= Вы Om? 115% () 
n=l 

Если заменить здесь By, по формулам 1.13 (24) и 1.13 (27), то получим 

(2) 

со 

1 1 1 sin (tz nl = s- a +2 феи dt, [Im 2| < 27; 
0 

CO 
1 1 1 п sin? (tz) moa ate ) тд Пт ©) 

0 

Если в 1.13(2) заменить B, (x) выражениями 1.13(20) и 1.13(21), ав 1.14(2) 
заменить E,(x) выражениями 1.14(19) и 1.14(20), то получим 

(oe) 

exe | cos (2nx)— er?! 
poet \ ch лёд — cos Ona) 91 (42) dé — 

0 

(oe) 

её — 

_ sin (27x) ted _ , 
ch Qat) — cos Qax) CS (#2) Ох [Шш2|< 2 (4) 

0 
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exe С sin (кх) ch (x?) 
eet jo | ch (ant) — cos Ох) “°° (42) dt— 

С cos (пх) sh (xt . 

~ ch oe Sy у аь Osx<l, |Imz| <=. °) 

1.16. Полигамма-функция 

Определение: 

dint qd 
Я y=), 21,2, 38,05 (1) 

G'™ (г) = Oe) G (г) =@(2), n=1, 2, 3 ... (2) 

Следующие функциональные уравнения являются следствиями результа- 
тов 1.7.1 и 1.8: 

ym (2) — YO +2) (3 

Yi (2) —(— 101% (1 2) = — 2 Sole (ne) (4) 

т (тг) = т-п- У yr(e+ 2), т=1, 2, 3, ..., (5) 
r=0 

Dn ат (2) = yin) (+. +5) __ yin) 5), (6) 

G™ (1 д 6 @) = IP (7) 

) (7) a” | 
G™ (2) + (— 1" G™ (1—2) =2 пет ЗА" (8) 

Имеют место также следующие выражения: 

(п) — (| \ 1 —(_ ТЕ фи (2) == (—1)"* "> Е — (—1)"*1 nl C(n +1, 2), (9) 

С Ерин = 2-1 Ф(-Ь m1, 2. (10) 

Если заменить здесь функции $“? (z) и G™ (2) их интегральными представ- 
лениями, то нолучим выражения функций 6 и Ф в виде определенных инте- 
гралов.
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1.17. Некоторые выражения для ш Г(1 г), (1-2), 

(1-2) и F(z) 

Разложение шГ(1-- z) по формуле Тейлора имеет вид 

InP (I +2)= у pamnnd ey) = 
т! 

=0 т=0 

— 24 (1) + У 14) (1 +2) no (1) 
m=2 

ИЛИ 

© т 

ма = фи У СО) ,, [21<1 (2) 
m=2 

(см. 1.16(9) и 1.12(1)). 

Полагая z==1, получаем выражение 
(oe) | m 

= YS cam) (3) 
m=2 

для постоянной Эйлера. 
Если в равенстве 

а =—1+ у Ея (4) 

(см. 1.7(3)) воспользоваться разложением 

| 1 2 2 23 
пои вт vy 211 

то получим 
co 

vta=—it YCnrc(ner [|< (5) 
n=2 

Аналогично из 1.8(6) получаем 

ва+=2У (—1y"4 o(n) 2-4 = 

= 2042) (— 1) 1 — 21-7) (п) 27-1, (6) 
=2 

где |z|<1, o(1)==-In2 и = ао) при n>. 

r==| 

Составим суммы Y(1+2)+%¢(1—z) и GU+z2 )-+ @(1 — =) и запишем 
их с помощью (5) и (6), принимая во внимание 1.8(7), 1. 8(8), 1.7(10) и 1.7(11).
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Мы получим 

V+) =x 1 Fag (ey— У бам, |2 < (7 
n=l 

Gla) =p es + 28(I) $2 Уса 2% Iz] <1 (8) 
n== 1 

Используя 1.7(1), выводим из равенства м 

юга) =фУ м и) ae И pent ag, (9) 
n=] 

Разложив первое слагаемое в правой части по формуле 

со 

In Es + КЕ = gent. 

1 —2 een 

oo >. | a 

In (+2)= № a(S ay) — (FEE) |+ 

+ Lott ит (1—2. (10) 

Формулы (9) и (10) справедливы, если |2 |< 1. 
Наконец, при выражения для Г(2) и 4(2) в окрестностях точек 

2 —=—т (т==0, ...). Из 1.2(6) имеем 

_ (—1)"x 
T@= Г (1— =) sin [x(z+ m)]° 

Разлагая M25 в ряд Тейлора в окрестности точки 2 = — т и используя 

1.13(36), пол) чаем 

гие | (et my $y (m + 

оу иерея (11) 
Аналогично из 1.7(11), 1.13(31) и 1.16(9) находим 

фе=фефи +o mtDNA У (Hyco) + Ук") e+ me (12 
n=2 r= 

1.18. Асимптотические разложения 

Заменим в формуле 1.9(5) часть подынтегрального выражения, стоящую 
в квадратных скобках, правой частью равенства 1.15(1). Поскольку выпол- 
нены условия леммы Ватсона, полученное равенство можно почленно проин- 
тегрировать. В результате получается следующее асимптотическое разложение
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(ряд Стирлинга): 

nt @)=(2—F| In 2—2-+ In (2m) + 

—- 2 on (On = as + O (2 *Т 1, | ао 2| < т. (1) 

Это равенство эквивалентно 

| 
z——~)iInz 

же 
ef 

1392-8 
Т (2) = +8069], [аге2 | < т. (2) 

(Формула (2) может быть непосредственно получена из контурного интеграла 
1.6(2) с помощью метода наискорейшего спуска. Этот вывод и оценку оста- 
точного члена в формулах (1) и (2) см. в статье Watson, 1920, стр. 1.) 

Из равенств (1) и (2) вытекает ряд асимптотических формул, например, 

InP(@zta)==(2-a—5)Inz—24 5 Inn) +0(), (3) 

я; #948100, (4) 
; ата Г (2-- а) _ 

vine © OT) ©) 
В связи с формулой (3) см. также (12), а в связи с формулой (4) см. (13). 
В формулах (3), (4) и (5) а и В являются произвольными фиксированными 
комплексными числами и — п < arg 2 < т. Имеем также 

п 
-5|У 5 

lim |T(x+iy)fe? Jyl? = Уж, x, у — вещественные. (6) 
|У[-> оо 

Из формулы (1) вытекает асимптотическое разложение для 4 (2) 

т 
© 

е=ш:—5.— У ee (7) 
n=1 

Подынтегральная функция в 1.10(4) может быть представлена в виде 
(см. 1.15(1)) 

65—16! 
— {5-1 e~vt 

1 —e-? г 

7 —1 1 > РЕ 

t rar Увы aa |. (8) 

n= | 

Следовательно, из 1.10(3) получаем асимптотическое разложение для функции 
C(s, 9), справедливое для больших |u| и | або | < т: 

от /R(s—1), TO), BY, то | р 
SS, Y= FG | от Га т 2» Oni oars FOS i), (9) 

Ве s>l.
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Полагая $ =п-- |, получаем асимптотическое разложение для Uv! (2) 
(см. формулу 1.16(9)). 

Наконец, выведем асимптотическое разложение для пТ (2), полученное 
Бине. Представим подынтегральную функцию в первом выражении Бине 
1.9(4) в виде 

со 

e(¢—2) НЕ _ 1 пп 
26128? (ef —1) Det] (ef —1) | (n+ 2)! 

n= 

(мы заменили функцию е в числителе левой части равенства ее разложе- 
нием в степенной ряд). Так как, в силу 1.10(3), 

ети = тие t+ z+), 
0 

то получаем равенство 

Со У мачо 10 Int (2)=(z >) Inz Е (10) 

Это и есть формула Бине. 
Аналогичное выражение дает формула Бернсайда (Wilton, 1922, стр. 90) 

In T@)=(2—3) In | yt 5h e- SHE 7 

Reze—-y. (11) 

Для левых частей равенств (3) и (4) могут быть получены полные асимп- 
тотические разложения. Они имеют вид 

ште-а = (2+5) 2—2 №09 + 

a (a) 2? — APM Bays (а)2 п —п-1 

[ аго 2 | < т, n==1, 2, 3, ...; 

Гейт (2 аз) _ 

D(z +81) Г (2 В») 
С: Co 

СЕ | 
Эти разложения выведены Бернсом (Вагпез, 1899, стр. 64) и Ван-Энгеном 
(Van Engen, 1938) соответственно. 

наче 1+ | аго 2 | < т. (13) 

1.19. Интегралы Меллина — Бернса 

Из всех интегралов, для которых подынтегральное выражение содержит 
Т-функцию, наиболее важными являются так называемые интегралы Мел- 
лина — Бернса. Эти интегралы были впервые введены Пинчерле в 1888 r.; 
Меллин развил их теорию (см. Mellin (1910), где даны также ссылки на более
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ранние работы). Они были использованы для полного интегрирования гипер- 
геометрического дифференциального уравнения Е. В. Бернсом (Е. W. Bar- 
пез, 1908), см. также 2.1.3. 

Интеграл 

Л (2) = 

| 1 + ico T(a,+A,s)... TP (a,+Ams) T(6,+-B,s)...T (6, —B,8) 64 

2 \ (с, Е С,5). Г ЕС, T(d,—D,8)...1(d,—D,s)* 4S ©) 
1 — ico 

является типичным интегралом Меллина — Бернса. Здесь предполагается, 
что Y— вещественное число, все числа А, By, С, D; положительны и 
что путь интегрирования представляет собой параллельную мнимой оси 
прямую, некоторые отрезки которой заменены дугами для обхода полюсов 
подынтегральной функции. Исследование, изложенное здесь, основано на 
работе Диксона и Феррара (Dixon, Ееггаг, 1936). 

Введем следующие обозначения: 

т n р Ч 
a= У А, | x В;— > С,— x Dy, (2) 

= j= j= j=l 

m n р 4 

B= А УВ > СУ 2 Dj, (3) 
j= i= = i= 

m 2 п р р а 

= | 4-5 + Ув-5- Уч Уч-т, (4) 
j=l j=l j=l j=) 

m п р q 

= [Lay Ц @ “© 9 ПФ (5) 
j=l j=l j=l j=l 

Для исследования сходимости интеграла (1) используем асимптотическое 
представление гамма-функции 1.18(6). Пусть 

S=o-+ it (с, { — вещественное), z= Re'® (R>0, Ф — вещественное). 

Тогда абсолютное значение подынтегральной функции при больших значе- 
ниях |#| может быть задано выражением 

— Se 
2 |; iPr + \R- Teelot, (6) 

Возможны четыре типа сходимости интегралов (1). 
ag 

2 

). (Точка z=0 

Первый тип: а>0. Интеграл абсолютно сходится при | ® |< — и опре- 

ап 
деляет функцию, аналитическую в секторе | arg 2 | < шт (x, 5 

при этом исключается.) 
Второй тип: а =0, 8-40. Тогда интеграл (1) расходится при комплекс- 

ных значениях 2. При 2 > 0 он абсолютно сходится, если 1 выбрано так, что 

— В > 1-НА. (7)
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При этом существует аналитическая функция от =, определенная в области 
| аго 2 | <л и принимающая на положительной полуоси значения, опреде- 
ляемые равенством (1). 

Третий тип: а =В =0, 4} < —1. В этом случае условие (7) выполняется 
при любом значении 1. Интеграл абсолютно сходится при всех положитель- 
ных 2 (но не при комплексных 2) и задает непрерывную функцию от 2 
(0 <=—< оо). В этом случае существуют две аналитические функции: одна 
из них регулярна в любой области, содержащейся в | arg 2| <л, |[2| > р, 
и при 2 > р выражается интегралом (1); другая регулярна в любой области, 
содержащейся в | аго 2 | <л, 0<|2|<р, и при О<2<р выражается инте- 
гралом (1). Эти две функции, вообще говоря, отличны друг от друга. 

Четвертый тип: а = В = 0, — | = < 0. Интеграл сходится (вообще говоря, 
условно) при О <2<ри при z>o, причем существуют две аналитические 
функции с теми же свойствами, что и в предыдущем случае. В точке 2 = 

имеем разрыв, и в этой точке интеграл может не существовать. Однако он 
имеет в этой точке главное значение в смысле Коши. Характер разрыва и 
главные значения исследованы в работе Диксона и Феррара (Dixon, Ееггаг, 
1936). 

Иногда встречаются кратные интегралы аналогичной структуры. Приме- 
ром интеграла типа Меллина — Бернса является (Уиттекер — Ватсон, 1962, 
п. 14,52): 

\ Te+9TG+9Ta—9T0—sas= 

vie = oni PO+VEC+YTE+Y)IE+) | 
Ta@+8-+1+9) | 

Путь интегрирования выбран так, чтобы полюсы функции Г (1 — $) Т (8 — $) 
лежали справа, а полюсы функции Т (а -- $) Т (8-- $) — слева от пути инте- 
грирования. При этом предполагается, что числа а, В, 1], 8 таковы, что ни 
один полюс из первого множества не совпадает ни с одним полюсом из вто- 
рого множества (дальнейшие примеры можно найти: 2.1(15), п. 7.3.6 и Ra- 
manujan, 1927, стр. 216). 

1.20. Разложения некоторых тригонометрических функций 
в степенные ряды 

Из 1.13(1) вытекают многочисленные разложения тригонометрических 
функций в степенные ряды (см. также аналогичные разложения, полученные 
Шваттом (Schwatt, 1932)). Например, 

со 

Ш 22 _ — on zn zcthz = +2= "Bon от] = 
n=0 

(oe) 

=2) (—1)"*4C(2n) тет, [zl < (1) 
n=0 

gen-l 
(oe) 

__ „\ — 2п (92п —_ = th z= 2cth (22) — cthz У 227 (2 1) Bon (21) 
П=1 

—2 У (—1)7+1 (22"_1) C(2n) w2nzn-t, |2| < 5 ; (2) 

n=\ 
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со со 

Qt 

zctgz= У (—1)” 2°" Вт от —=— 2 У C(2n) x2" 22%, |2|< п (3) 
n=0 П==0 

(oe) 

— 17-1 92 (920 — 1) В АНИ 
вг= УИ (2°7 — 1) an nyt — 

n=l 
со 

—2 У (п — 1) Си) пет, |255; (4) 
n=1 

со 

ас сш] =2 У (1-2) Вы ет, |219 6) sin 2 2 п (2п)! ’ 
n=0 

# co 

= га = yt (220 1) 2201p, 2" ~, (6 поза | шаг У (-1" — виде, |215. O 
0 n=1 

Положим 

со 

— nti gene п. 
ige= У (—1) Cont On fT) ’ 1215; (7) 

n=0 

(oe) 

2 = Ус р an, [2 < (8 ша _ Dan (2n)! ? | ) 
n=0 

Сравнение с (4) и (5) показывает, что 

22п 

Con = on (1 — 22”) Ban, (9) 

Don = 2 (1 — 2?" 1) Bon, (10) 

Интегральное представление для коэффициентов Cyn; и Doy может быть 
получено из 1.13(24)—1.13(28). 

Разложения более общие, чем указанные выше, получаются из резуль- 
татов, изложенных в 1.13.1 и 1.14.1 (Nérlund, 1922, стр. 196). Приведем два 
примера: 

cos (mt) = J = 2 (—1)7 т By") , (11) 

nme 217+ и 

sin (mt) (2) = Yo GET it (12) 

Оба разложения сходятся при |#| < м. Использовав обозначения, применен- 
ные в 1.13(1), получим 

BY) — BY (а, ...ат), а, =... Sag el (13)
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1.21. Некоторые другие разложения и символы 

Для Г-функции и связанных с ней функций применяются также некото- 
рые другие обозначения, а именно (см. 1.2): 

факториал П (2) = 2! =тТ (z+ 1); (1) 
| — постоянная Эйлера 1.1(4); (2) 
символ Ганкеля 

(0, n) = тоя (402 — 19) (40? — 3)... 40 — (2n— Я} = 

г +" 

— 1 , n=l, 2, 3, vee) (3) 

alt (> +0 —n) 

символ Крампа 

а rat] 

c ра р ==c(c-+ db) (ec +20)... [с +(a— 1) do] = а=2, 3, 4,...; (4) 

символ Похгаммера 

(аа (а-- 0 (a+2)...(atn—Y)= т 1, 2,3,...; (5) 
Г(а) ? 

биномиальный коэффициент 

ст СИГ (т—а _ _ Га-а) (6) 
a. т! T (— a) mT (1+ а— т)‘ 

Числа Бернулли By, часто определяются с помощью разложения 

Zz 2 2 

ТЕТЯ въ = i= Yeo Bn oar (7) 

Из 1.13(1) и 1.13(16) следует, что для определенных таким образом чисел 
Ви имеем 

со 

2(2п)! 1 
Ви = nyea pin (8) 

r= 

и, следовательно, 

В 1 B 1 В 1 В, = (9) 16; 2— 30” 8 49? A“ a0 7°08 

Многочлены Бернулли часто обозначают через D, (X) и определяют равен- 
с TBOM oy и ; 

2(e** — 2 
| 2 40 nm (10) 

И— 

Переход к нашим обозначениям 1.13(2) осуществляется по формуле 

Dy (x) = By (x) — By (0) (11)
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и, следовательно, в силу 1.13(3), 

1 
Ф, (х)=лх, Ф,(х) =x? —х, И 5х. 

Если определить числа Эйлера on равенством 

аа En ОЭ, 

то очевидно, что из 1.14(1) и 1.14(14) следует 

Ев =2 (2n) (=) AK LY (2r 1-244, 

[Гл.1 

(12) 

(13) 

(14)



ГЛАВА 2 

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. ТЕОРИЯ 

2.1. Гипергеометрический ряд 

2.1.1. Гипергеометрическое уравнение. Если однородное линейное диф- 
ференциальное уравнение второго порядка имеет не более трех особых точек, 
можно, не теряя общности, считать, что ими являются точки 0, со, |. Если 
все эти особые точки «правильны» (см. Уиттекер и Ватсон, 1961, п. 10.3), то 
уравнение может быть приведено к виду (см. Уиттекер и Ватсон, 1961, 
п. 10.72) 

2—2) 4 4 fe—(a tb +1) 9% — abu =0, (1) 

где а, b,c не зависят от 2. Это уравнение называют гипергеометрическим, 
Будем называть 4,6, с параметрами уравнения; они могут быть любыми 
комплексными числами, 

Положим 

T (a+ п) 
(2), = T (a) ’ 

иными словами, 
(а, =1, (а)„=а(а- 1)... (а-1—1), п=12,3,... 

Если с-20, —1, —2, ..., то выражение 

Wan (On 2" _ @)п (9) = __ я — ль и, = У И Е.К, (a бд =F (a, 6; 6; 2) (2) 
=0 

является решением дифференциального уравнения (1), регулярным в точке 
z= 0. 

Если с = — п, где n=O, l, 2,..., то 

(п-- 2)m т! 

= 2" Е, (a+na+tl, b-+n+1; п--2; 2). (3) 

a, == ent т em
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Функцию ‚РА, (а, 5; с; 2) называют гипергеометрическим рядом от перемен- 
ной = с параметрами a,b,c. Индексы в ›„Р, обычно опускают, если нет 
опасности смешать эту функцию с другими типами обобщенных гипергео- 
метрических рядов (см. гл. 4, 5). 

Определим дополнительно гипергеометрический ряд в случае с=— т 
(m=0, 1, 2,... ), когда разложение (2) теряет смысл. 

Если а = — п или в = — п, где п = 0, 1,2,..., причем с = — т, где т = п, 
n+1,n-+2,..., то положим 

r= (4) 
F (a, —n —m: z)= ye (— п), 2 

(— m), r! 
r=0 d 

ы 

Функции (3) и (4) являются решениями уравнения (1). Таким образом, 
если —a@ или — 6 — неотрицательные целые числа, гипергеометрическое 
уравнение имеет решение, являющееся многочленом от Z (когда а=— т 
или b=—m uv c==—n, где п==0, 1,2,...и m=n+1,2-+2,..., то ряд (3) 
обрывается). 

Если ад и 6 отличны от 0, —1, —2,..., то гипергеометрический ряд (2) 
(или (3) в случае с = — п) абсолютно сходится пля всех значений, лежащих 
внутри круга |= | < 1. Так как из 1.18(4) следует, что 

(а)„ (В)„ _ Г(а-т) P+n) —Г(е) Pd) 
(ит Г(а) г(6) T(e+n) Tint+lh 

— ra т пав [1 --О (и), (5) 

то, применяя признак Раабе (см. Фихтенгольц, т. Il, стр. 275), получаем для 
гипергеометрического ряда следующий результат: 

абсолютно сходится при |2|=1, если Re(a+b—c)<0O, 
условно сходится при | 2|=1, 2521, если OS Ве (a +6—c) < 1, 
расходится при |=2|=1, если 1 = Re(a-+ b—c). 

2.1.2. Элементарные соотношения. Из определения (2) вытекает, что 

F(a, 6; с; 2) = F (0, а; с; 2). 
Шесть функций 

Е (а=1 6; с; 2), F(a,b+1;¢ 2), F(a, b;¢ +1; z) 

называются смежными с функцией Р (а, 6; с; 2). Между F(a, 0; c; z) u пю- 
быми двумя смежными с ней функциями существует линейная зависимость, 
коэффициенты которой являются линейными функциями от 2. Существуют 
15 соотношений этого типа, которые были найдены впервые Гауссом. Пол- 
ную таблицу этих соотношений см. 2.8(31)—2.8(45). Одно из них таково: 

cF(a,b—1; с 2)+(a—b)z F(a, Бега) =еЕ(а—16с2). (6) 

Чтобы проверить соотношение (6), разложим обе части его в степенные
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ряды. Коэффициент при z” в левой части имеет вид 

(а) (6 — ln (а) 1 (В) пл —_ 

о т) ея 
_ (2)n—1 (В) пи | (6—1)(a+n—1) 

ее“ PT п | 
— с(а) и, (В) __ —_.1\)—p (а — 19 (2) п = (c),, nl (a—1)(6+n—1)=c (c), ri ; 

что и доказывает равенство (6). 
Если J, т, п — целые числа, то функция 

F(a+dl,b+m;c+n,; 2) 

может быть выражена путем повторного применения соотношений Гаусса 
как линейная комбинация функции F(a, 65; с; 2) и одной из смежных функций 
с коэффициентами, являющимися рациональными функциями от а, В, с, 2. 

Разумеется, мы должны считать, что си с-- п отличны от 0, —1, —2,... 
Функции F(a, 6; с 2) и F(a+/, b-+-m,c-+ п; 2) называют ассоциированными 
рядами. Можно показать, что если значения третьего параметра отличны 
от 0, —1, —2,..., то любые три ассоциированных ряда связаны линейной 
однородной зависимостью, коэффициенты которой являются многочленами 
(Poole, 1936, стр. 91). 

Имеют место следующие соотношения: 

— 
— 

FF (ay 8 с; 2) =n Pa +m, b+; e+ m5 2), (7) 

(a), 2%) F (a+ n, 6; с; 2) =< [29171 F (a, 6; с; 2)|, (8) 

(c)_ 202 (1 — 2) 6-с F (а, 6; с; 2) = 

= [27161 (1 — z)ttatb-c F(a tn БЕте- п; =). (9) 

Соотношение (9) выведено Якоби (Jacobi, 1859). Полный список подобных 
формул см. 2.8(20) —2.8(27). Чтобы доказать (8) и (9), введем операторы 

а ра dane 
"de? dz 

Мы имеем 

аР(а-1, 6; с; 2) = 6 a) F(a, 6; с; 2), 

и так как для любой аналитической функции 

(в -- а) (8 -Ра-- 1)... в а-+п— 17 (2) = 270” [14-4 (2)] 
(см. Poole, 1936, стр. 93), то равенство (8) доказано. 

Чтобы получить (9), запишем равенство (1) в виде 

D [2 (1 — 2) MDu] = аб Ми, 

roe M=2z1(1 — 2)210-с. Из равенства (7) следует, что О”-Р (а, 6; с; 2) 
удовлетворяет гипергеометрическому уравнению, в котором а, В и с заме- 
нены на a+n—l, b+n—1, с- п— 1. Отсюда получаем рекуррентную 

формулу 
D [гп (1 — z)"MD"P| = (a+n—1)(6+n—1) [20 — 2)" 1 МБР 

и, следовательно, 

рт [27 (1 —z)" MD"F| == (a)q (b)_ МЕ.
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Применяя снова (7) и предполагая, что Р не является многочленом степени, 
меньшей чем п, то есть что (а)„(8)„ 90, получаем (9). 

Общая теория уравнения Римана (см. 2.6.1 и Poole, 1936) показывает, 
что вообще должно быть 24 решения уравнения (1), имеющих вид 

28 (1 —2)° F(a’, 5’; с’; 2’), 

где р, <, a’, 0’, с’ являются линейными функциями от а, 9, саги 2’ связаны 

дробно-линейным преобразованием. Полный список этих 24 соотношений 
(которые были выведены Куммером) см. Goursat, 1881, и формулы 2.9(1) — 
2.9 (24). Любые три из этих решений связаны линейной зависимостью с по- 
стоянными коэффициентами. Формулы зависимостей см. Goursat, 1881 и 
формулы 2.9 (25) — 2.9 (44). Эти соотношения могут быть использованы для 
аналитического продолжения гипергеометрического ряда (доказательство 
см. 2.1.4). 

2.1.3. Основные интегральные представления. Если Кес > Веб > 9, 
то имеет место формула Эйлера 

Г (5) {0-1 (1 — t)e-o-1 

lr (6) T (c—B) \ (1 —tz)4 F(a, 6; с; 2) = dt. (10) 

Правая часть этого равенства является однозначной аналитической функцией 
от 2 в области | arg (1 —2) | < п; таким образом, равенство (10) дает анали- 
тическое продолжение для Р (а, 6; с; 2). Чтобы доказать равенство (10) при 
|2| <1, разложим (1 — {2)-@ в биномиальный ряд и почленно проинтегри- 
руем полученное разложение. Мы получим бета-интегралы, которые могут 
быть вычислены с помощью 1.5 (1) — 1.5 (5). 

Из тождества 

{20-2 se Неее а] 
{0-1 (1 — t)c-o-1 

(—# = 

=— а 7 [12 (1—1)°8 (1 —1#2)° (11) 

следует, что выражение в правой части равенства (1) является решением 
дифференциального уравнения (1). Полагая $ = —& получаем, что при 
Кеф > 0, Ве (а-1—с) > 0и | аге2| < п 

со 

\ $61 (1 -- s)e-8-1 (1 + з2)-@ ds 

0 

является решением дифференциального уравнения (1). Подстановка $ = 

приводит этот интеграл к виду 

i 

\ 6-1 (| — 1)2-2 [1 —<(1— 2)]-8 de. 
0 

[ —< 

Следовательно, 

Е (а, в; a+6+1—e;l—z)= 

Г b+1— 
=F SEE = \ $21 (1 + s)-8-1 (1 -|- sz)-@ds (12) 

0 

oe) 
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также является решением гипергеометрического уравнения. Более того, 
любой интеграл вида 

\ 0—1 (1—1 (1 — #2) @ dt 

С 

является решением уравнения (1), если либо контур С замкнут на рима- 
новой поверхности подынтегральной функции, либо концы контура являются 
нулями функции £2 (1 —# 28 (1 — #2)-@1. Разлагая (1 — 22) @ в биномиальный 
ряд и применяя контурные интегралы 1.6(6) — 1.6(8) для бета-функции, 
получаем 

(1 +) 
il’ (6) exp [ix (b —c)] 16-1 (1 — too 

PG Be = тег [RCD] Ее 4 
0 

Керр > 0, |аге (1—2)| <п, c—dl, 2, 3, ...; 

(0--) 
(д iP (6) exp (— ind) t2-1 (1 — t)e-2-1 

P(a, 0; 2)= FF (ob) Dain wb Ще 4 
1 

Кес > Вер, |arg(—z)|<2, 6512, 3, ...; 

Е (а, 6; с; 2) = 

(1 +, 0+, 1 —, 0—) 

— Г (с) exp (— же) С 1 (1—2! 
= T (6) (c —b) 4sin xo sin [1—5] (1 —#z)4 

jarg(—z)|< x, 0b, 1—c,c—dl, 2, 3,... 

Во всех случаях мы предполагаем, что путь интегрирования начинается 
в точке римановой поверхности для #2! (1 — #)° 2-1 (1 — #2) @, в которой ¢ 
вещественно, 90 < #—1 и №, (1—#°8 — главные значения этих функций, 
а (1 — 12) Ч определена так, что (1 — #2) @ 1, когда 2—0. 

Если положить 2 =1|, то правая часть равенства (10) станет бета-инте- 
гралом, и из 1.5 (1) и 1.5 (5) вытекает, что 

l(c) P(e —a—D) 
P(c—a)T (ec—bd)’ 

dt, (13) 

F(a, 6; с; 1)= Rec>Reb>0, Re(c—a—b)>09. (14) 

Докажем непосредственно, что равенство (14) остается справедливым 
при более слабых ограничениях на параметры: достаточно потребовать, 
чтобы 520, —1,—2,... и Ке(с—а — 6) >09. Из рекуррентной формулы 

(c—a)(¢c—b)z F(a, Бе = 
=c¢ [(26 —a—b—1)z—c+1] F(a, в с z)+ 

+e(c—1)(1—z) F(a, 0; c—]; 2) 

и замечания к формуле 2.1.1(5) вытекает, что при т==1, 2, 3, ... имеют 
место равенства 

F (a, 6; 0; о= В (ав F(a, в; c+1; = 

= ore F(a, Бет; 1) 
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при условии, что 

lim (1—2) F(a, 6; ©; 2)=0, Re(c—a—bd)>0. 
РА — | 

Это условие выполняется, так как для Ке (с — а— 5) >> 0, в силу (5), имеем 

_ Гааге P(e—l)) 

2 T(e+n—1)P(n+1) Г (а) Г (5) 
о —>0 при п—> с 

и потому 
CO 

(1—2) F(a, b; e—1; )=1-- У, (9 — 91-1) 2" 0 при z—. 
n=l 

Таким образом, при т — со имеем 

lim F(a, bd; c+-m; 1)=1, 
т — CO 

lim (C —@)m(¢—4)m _ P(e) Те —a—b) lim T'(c—a+m)T(c—b-+m) 

m—+oo (С)т (с —4—b)m TP (e—a) TP (e—-b) moo Ге т) Г(е-а—в-- т)’ 

что вместе с 1.18(4) доказывает равенство (14). 
Второй вид интегральных представлений для гипергеометрического ряда 

дан Бернсом (Е. W. Barnes, 1908); он построил свою теорию гипергеометри- 
ческой функции на основе представления 

+ ico 

Г (a) T (8) oe ey T(a+s)P(o+s)T(—s) . 

Г (с) Е (а, 6; с; 2) = 5-7 \ Ге 5) (— z)° ds, 

— to 

(15) 

где | аго (—2)| <т, а путь интегрирования имеет, если это необходимо, 
такие изгибы, чтобы он отделял полюсы подынтегральной функции в точках 
$ =0, |, 2,... от полюсов в точках $ = —@— 1, 8=— 6 —п (п=0, 1, 2, ...). 
Такой путь интегрирования всегда может быть найден при условии, что как 
а, так и В отличны от 0, —1, —2, ... Если определить 

Е (а, 6; с; 2) 

Г (с) 
при с = — п (п=0, 1,2, ...) как 

nril 

Class Flatn+l, b4+n+l:n+2, 2), (16) 

то равенство (15) сохраняет силу и при этих значениях с. 
Для того чтобы доказать равенство (15), достаточно заметить, что при 

|2|<1 интеграл в правой части можно вычислить с помощью вычетов и 
представить его как сумму вычетов подынтегральной функции в полюсах 
$ =0, 1, 2, ... (поведение подынтегральной функции на бесконечности легко 
следует из асимптотических формул 1.18). 

2.1.4. Аналитическое продолжение гипергеометрического ряда. Инте- 
гралы в формулах (10), (13), (15) определяют аналитическую функцию от 2, 
которая однозначна в области | arg (— 2) | < т, то есть во всей 2-плоскости, 
за исключением точек положительной полуоси. Эти интегралы могут служить 
для аналитического продолжения функции F (а, 6; с; 2) в область | arg (— =) | <x. 
Для обозначения аналитического продолжения Р (а, 6; с; 2) будем использо- 
вать снова Р (а, 6; с; 2). Только теперь этот символ обозначает ветвь (глав- 
ную ветвь) аналитической функции, порожденной гипергеометрическим рядом.
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Исключим полиномиальный случай, когда а или 6 равны 0, —1, —2..., 
Е (а, 6; с; 2) 

Г (с) 
Вычислим интеграл, стоящий в правой части равенства (15) как сумму выче- 
тов подынтегральной функции в полюсах $=—а—[ s=—b—k, где 
А, [=0, 1, 2, ... Сначала рассмотрим случай, когда а — 6 не является целым 
числом, а потому порядок полюсов равен единице. Мы получим 

F(a, 6; с; 2) _ Г(— а) | | _ 

го ~TOre—a Kael oe ee lo ea e+ 
Г (a— bd) 1 

+ Г (a) T (c — 6) (— =)? 

и определим при с =0, —1, —2,... с помощью формулы (16). 

F(b, 1—ce-+6; 1—a+b; 21, (17) 

где а— Ob не является целым числом и где | arg (— 2) | < т. 
Если = а-- т, где m=0, 1, 2,..., то подынтегральная функция (15) 

имеет простые полюсы в точках S=—a—k(k=0, l,..., т—1) (и не 
имеет, вообще говоря, простых полюсов, если т == 0); в точках $ = —@а—т—{ 
((=0, 1, 2, ...) она имеет полюсы второго порядка, и потому 

Г(а- т) [т ()7'Р (а, a+ т; с; 2) = 

— < 2-9" у (та сани 
~ T(e—a) ; ni (п-т) 2% [ln (= 2) Aa] + 

т—1 

о („ТГ (m—n) _ + (— 2-8 тете ин" (18) 
n= 

a0, —Il, —2,..., m=0, 1, 2,..., [ аго (— 2) | <= 

И 

т = (Ем я) Ая) — у (а-и- п) —уе—а—т—п)= 
=$(1+m+n)+d(l+n)—$(a+m+n)—db(l—ce+atmtn4+ 

+ xctg [п (с — @)]. 

Сумма У, в соотношении (18) при m=O считается равной нулю. Если 
n=0 

c=a+m-+/, где [=0, 1, 2,..., то формула (18) становится справедливой 
лишь после предельного перехода, в результате чего получаем 

ae at-matm+h z= 

о 
n=l 

1—1 

(—z)°™ (Q) nim (1 — т — пт —п ’ 

TUF mT Gm 2" [In (— 2) + Ay] + 
n=0 

"x (m —n—1)! (a), 
(m-+-1—n—1)! nl! 

п =0 

atm 0, —1 —2, ... , | аге (— 2) | < т. 

с“ 2", (19)
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1—1 т—1 

Здесь », >) при /=0 или m=0 полагают равными нулю и 
п =0 п =0 

п, = ф-т п) +4 (1-1) — (ат —(— п). 
Если с—@а или с — В являются отрицательными целыми числами, TO 
Е (а, 6; с; 2) является элементарной функцией от 2. В частности, имеем 

Е (а а--та-т—[ 2) = (1—2 1 F(m—1, — Бат 2), (20) 

где гипергеометрический ряд в правой части является многочленом, если 
[=0, 1, 2,... Для того чтобы доказать формулу (20), заметим, что при 
подстановках 

1—# t 
s=l—t Щи, l—z+ttz (21) 

интегралы Эйлера (10) или (12) преобразуются в интегралы того же самого 
вида. Отсюда получаем 

Е (а, 6; с; 2) =(1 =“ Ев е— В; с; 2 ), 
2—1 

. (22) 
— (| 2-6 _ р = (1—2) Е (c а, 6; с; =) 

и 
F(a, b; c; z)=(1 — 28 F(e —a, с— 6; с; 2). (23) 

Соотношение (22) справедливо, если |2| <1и a < 1; Tak как правая 

часть равенства (22) определена при Кег <, то это равенство можно 

использовать для аналитического продолжения F(a, 6; с; 2) в полуплоскость 
| 

Re 2 <>. Равенство (23) справедливо лишь при |2| <Ти если а, 6, c—a 

или с —6 не являются неположительными целыми числами. 
Из равенств (17) — (23) и комбинаций этих формул (см. п. 2.9 и 2.10) 

можно получить полное аналитическое продолжение для F(a, 6; с; 2) 
в область |аго (1 —2)| <т. Отсюда следует, что в любой точке z= 2, 

т 

3 
с помощью ряда, который сходится с быстротой геометрической прогрессии. 

it 

3 

ряды У 21-Е, где Е > | — постоянная. 

кроме точек 2, = exp [+ ‚ функция F(a, 6; с; 2) может быть вычислена 

При 2. == exp |= ряды (17) — (23) сходятся либо условно, либо так, как 

2.1.5. Квадратичные и кубичные преобразования. Равенства (17) — (23) 
можно рассматривать как линейные преобразования Р (а, 6; с; 2). Если а, 9, с 
не удовлетворяют дополнительным условиям, то не существует преобразо- 
ваний высшего поряцка, то есть преобразований, при которых переменные 
были бы связаны нелинейными соотношениями. 

Квадратичные преобразования существуют тогда и только тогда, когда 
либо одно из чисел 

= (1 — с), =(а—6) *(a+b—0)
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равно '/,, либо два из них равны друг другу. Основные формулы даны 
Гауссом и Куммером: 

. op 48 \ 20 lp. Ls os 
F(a, р; 20; ат) =+2) F(a, aty—h ots; =), (24) 

т _p eyae(i—zyer (2 241 _ 5. Ре) F(a, b; 1-+a—b; 2)=(1—z2) г(5, 2+5 а-я), (25) 

F(a, ats: b; г) = 

— 92а (1+ У1—=) “°F 2a, 2a— b+ 1; b; yrs) (26) 

F(a, Ба: 2—9) =F (24, 2 аь- 2). (27) 

В формуле (26) выбрана ветвь функции Y1l—z, принимающая положи- 
тельные значения, если 2 — вещественное число и 2 < 1. Следствием равенств 
(27) и 2.10(1) является 

F (2a, 2b; +5; = 

r(ato+s)r(5) ева, =) 
г(е-+) т (2+5) 2 

y(t , течет aa 5+; 3, 2). (28) 

Ряпы в обеих частях равенств (24) — (28) сходятся в некоторой окрестности 
точки 2 == 0. Каждая формула справедлива в наибольшей связной области, со- 
держащей точку 2 ==0, в которой ряды, входящие в эту формулу, сходятся. 

Например, формула (27) справедлива, когда |2 | <5 (2—1, но не имеет 

| 
места, если 2 С (=. 1), хотя обе части равенства (27) имеют смысл в этом 

случае. С учетом этого ограничения формулы (24) — (28) также могут быть 
использованы для аналитического продолжения функции, заданной рядом, 
стоящим в одной части равенства, в область, где сходится ряд, стоящий 
в другой части равенства. При этом можно воспользоваться линейными пре- 
образованиями. 

Полный список квадратичных преобразований см. Е. Goursat, 1881 и 
2.11(1)—2.11(36). 

Квадратичные преобразования являются следствиями общей теории Р-урав- 
нений Римана (cm. Poole, 1936, и 2.6(2)). Мы докажем формулы (24)—(28), 
показав, что обе части этих формул удовлетворяют гипергеометрическому 

уравнению. Например, легко показать, что F(a, 9; a+b +4; 42 (1 —2)
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удовлетворяет уравнению (1), если принять в нем за значения параметров 

числа 2a, 2b и 6+5. Далее, ясно, что при 2==0 обе части равен- 

ства (27), равно как и их первые производные, принимают одинаковые зна- 
чения. Но из 2.2(2) и 2.3(1) следует, что если с отлично от 0, —1, —2, ..., 
то уравнение (1) имеет единственное решение, однозначное и регулярное 
в окрестности точки 2 =0. Поэтому обе части равенства (27) должны совпа- 

дать, за исключением, быть может, случая, когда a+ в -—- 5 = 0, —1, —2,... 

Применяя линейные преобразования к равенству (27), получаем осталь- 
ные формулы (24)—(28), Существует также прямое доказательство этих пре- 
образований. Например, для того чтобы доказать равенство (25), мы можем 
поступить следующим образом (см. Bailey, 1935): запишем равенство (23) в виде 

(1 — 2)446-с F(a; в с z) = F(c—a, с— 6; с; 2), (29) 

разложим обе части равенства в ряды по степеням = и сравним коэффи- 
циенты при 2”, Получим 

А (а), (5), (C—4—b)n-p _ (C—@)n (C— В), 
= (с). г! (п—г!  — (с) п! 

и, следовательно, 

у (2), (6) и), __ е— а), (е — В) (30) 

fe (о, (ао еп), м (6), е—@— В) 

Эта формула называется формулой Заальшютца. Так как правая часть ра- 
венства (25) имеет вид 

со ( & a iii, 

aa ! 

то коэффициент при 2” равен 

$ [5 (S45 —8) Ca et 2 ns | 

^(— 42)" (1 — =) @ 

‘Tr 
(i +a—bd),ri(n—r)! 

r=0 

В силу соотношений 

#(5). (5+5). =@ь» Сус, (nna, 
ао, = CEA 

и формулы Заальшютца (30), это выражение можно записать в виде 

а | 

(а) у [5+>—), +m, __ @n Wn 
" аа, [зн "ОТ 

(31) 

Тем самым равенство (25) доказано.
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Применяя (22) к правой части равенства (25), получаем 

а 42 @---*2| 5, о: рав aaa |= Е (в bs 11а—й 2). 

42 
Если вместо Z ввести новое переменное ИЕ 2, ТО ПОЛУчим соотношение, 

эквивалентное (26). 
Прежде чем доказывать (24), убедимся, что 

Pla 5: 25. qo l= 

ааа) [+ (pia) |. — @ 
Это равенство эквивалентно равенству 

2\@ Га а | | 2 F(a, 6; %; = (1-5), $45; +5: (5) |) oe 
\ 

что можно проверить путем замены переменной 2 на Из (26) сле- 
42 

(1 + 2)? ° 
дует, что правая часть равенства (32) равна 

(I+ 2)24 F(a, a—b+5; 5+5; г} 

и, следовательно, (24) вытекает из (26) и (32). Чтобы доказать (32), приме- 
ним равенство (10), из которого следует, что 

on. 42 _ 220) oa [#(1—#)]2! 

Fla 65 28 |= moO +9" | хо pee: OO 
0 

Поскольку интеграл в правой части равенства остается неизменным, если 
подставить —2 вместо 2 и 1 — вместо ¢, то он является четной функцией 
от 2. Поэтому подстановка | — 21 =с0$0 преобразует правую часть равен- 
ства (34) в 

и" 

(1 + 2)? T(20) | (sin 0)20-1 
226-1 (1 -- 22)@ [Т (5), | 1 5 с do. 

у ГЕ 2 
Разлагая выражение в квадратных скобках в ряд по степеням Cos@ и вы- 
числяя Получающиеся бета-интегралы по формуле 1.5(19), получаем 

бэ | 

авы +2) TD) У" OT nt a) tz) CFE TOK 2, тие Ге Та 

В силу 

от (4) (at _92 (= аи (5) (Sty), @ 2a (5)
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находим, что это выражение равно 

а ТТ eo а (5). (+=), 22 \ 
bead метет] ^ [+= (тра 

Применяя формулу удвоения Г-функции к выражению, стоящему за знаком 
суммы, убежпаемся, что получившееся выражение совпадает с правой частью 
равенства (32). 

Если два из параметров гипергеометрической функции могут принимать 
любые значения, то возможны лишь линейные и квадратичные преобразо- 
вания. 

Кубические преобразования гипергеометрического уравнения существуют, 
либо если 

l1—c=+(a—))=+ (c—a— 6, 

либо если два из чисел 

+ (1 — 5), + (a — 6), + (с —а—65) 

равны третьему из этих чисел. 
Доказательства основных результатов, которые будут приведены в 2.11, 

см. Е. Goursat, 1881 и G. М. Watson, 1909. 
Существуют преобразования четвертой и шестой степеней, при которых 

один из трех параметров может принимать любое значение (см. Goursat, 1881 
и п. 2.11). Преобразования других степеней существуют лишь тогда, когда 
а ри с являются некоторыми рациональными числами. В этих случаях ре- 
шения гипергеометрического уравнения являются алгебраическими функ- 
циями (см. 2.7.2 и Goursat, 1938). 

2.1.6. Р(а, 6; с; 2) как функция параметров. Во многих случаях удоб- 
нее доказывать те или иные соотношения (например, формулы пля линейных 
преобразований) для гипергеометрических рядов при некоторых ограниче- 
ниях (например, неравенствах) на параметры; так, формулу (22) легче вы- 
вести из формулы (10) при условии Вес > Вер >> 0, чем применить для 
вывода этой формулы равенство (13), не накладывающее каких-либо ограни- 
чений на параметры. В этой связи весьма удобен метод аналитического про- 
должения по параметрам. 

Нетрудно проверить, что если 2, фиксировано, причем | z,| < 1, To функ- 
F(a, 6; с; 29) 

Г (с) 
MOM деле, в этом случае гипергеометрический pA равномерно сходится 
в любой конечной области (комплексного) пространства изменения парамет- 
ров а, В, с. Из (22) следует, что это же утверждение справедливо для всех 

является целой аналитической функцией от а, в ис. В са- ЦИЯ 

2, таких, что Re 2, <>. 

Приведем выражения гипергеометрической функции при некоторых част- 
ных значениях 2: 

{ 
F\2a, 1 — 2a; 2c; р T (=) 

2 — Отс 2 

T(2c) Patot(e—a+s) 

1 
Е(1, 2a, 2а-- 1; —1) + («+5 mau 

T(2a +- 1) _ Г (2a) 
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Другие формулы см. 2.8(46) — 2.8(56). Многие из результатов этого типа мо- 
гут быть получены из формул преобразования гипергеометрических рядов 
путем прямого вычисления интегральных представлений или из разложения 
на простейшие дроби. Известны некоторые случаи, когда требуются более 
сложные доказательства, например для формулы 

Е (2a, 2b; a+b +l: 5)= 

_ Vrl(a+b+1) 1 1 
~ b—a PO)T (a+) тг + 1) 

Относительно этого и более общих результатов см. Mitra, 1943. 

2.2. Вырожденный случай гипергеометрического уравнения 

2.2.1. Частное решение. Вообще точки 2==0, со, | являются точками 
ветвления решений гипергеометрического уравнения 2.1(1). Возьмем некото- 
poe решение и,(2) уравнения 2.1(1), разложим его по степеням 2 — 2, и про- 
должим аналитически и, вдоль замкнутой кривой, которая обходит хотя бы 
одну из точек ветвления 0, | и возвращается в точку 2. Мы получим 
тогда решение вида и =, и, -|- Agus, где A, и ^. — постоянные, a и ии. — 
линейно независимые решения уравнения 2.1(1). Вообще говоря, A, отлично 
от нуля, а потому все решения уравнения 2.1(1) могут быть получены из 
какого-либо одного путем аналитического продолжения. Но может случиться, 
что для любого контура L выполняется равенство A,==0. В этом случае го- 
ворят о вырожденном случае и называют решение и,, обладающее этим 
свойством, вырожденным решением. 

Если при обходе точки 2==0 или 2==1 соответственно по петлям L(t 
или LY’ (в положительном направлении) решение и, умножается соответст- 
венно Ha е?" или е2"1°, то функция 

28 (1—2) ‘и, (2) = и* (2) 

является однозначной функцией от 2, регулярной при всех конечных значе- 
ниях 2, за исключением, быть может, точек 2—0 и 2 =1, в которых и* 
может иметь полюс. В соответствии с общей теорией уравнений Фукса (см. 
Poole, 1936) w,, а следовательно и и*, не может иметь существенной осо- 
бенности в точке Z==0o. Следовательно, и* должно быть рациональной 
функцией, которая может иметь полюсы лишь в точках 2 ==0, со, 1; таким 
образом, в вырожденном случае и, имеет вид 

и, (2) ==2^ (1 —z)Ppp (2), (1) 

где Py (2) — многочлен степени п такой, что ри (0) 40 и р, (1) 50. 
Из общей теории Р-уравнений Римана следует (cm. Winston, 1895 и 

п. 2.7.1), что уравнение 2.1(1) имеет решение вида (1) тогда и только тогда, 
когда одно из чисел 

a, b, c—a, c—D (2) 

является целым. Это условие эквивалентно тому, что по крайней мере одно 
из восьми чисел + (с —1) + (а—5) + (а-- 9 —с) является нечетным целым.
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Если ровно одно из четырех чисел (2) является целым и 520, +1, 
+ 2,..., то одна из двух функций 

и = F(a, 6; с; 2) = (1—2) “8 Р(е—а c— 6; с; 2), 

и; ==27 (1 — 2) 8F (1 — а, 1—6 2—6; 2) = (3) 

—=2' сР(а-- |1 —с, b-+1—c; 2—c; 2) 

имеет вид (1), поскольку тогда один из четырех рядов (3) обрывается. 
2.2.2. Полное решение в вырожденном случае. Мы укажем два линейно 

независимых решения гипергеометрического уравнения в вырожденном слу-. 
чае. Эти решения могут быть выражены через 24 ряда Куммера (см. 2.9(1)— 
2.9(24)). Чтобы получить также аналитическое продолжение этих решений 
в область | arg (— 2) | < л, мы используем формулу 

Е а-т-- Бет 1-2; г) = 
_ ии АИС" arm т Ч 4. 0. 
Ди (а- т) (m+ И dznm ja—2) ae Ph I 2; |, (4) 

l, т, п = 0, 1, 2, ...у 

где F(l, 1; 2; 2) =— 2111 (1 —2). Полезно заметить, что если с ==а, то 

(1 —5>\ 21 (1 — 2) dz (5) 

является решением уравнения 2.1(1), причем это выражение может быть 
представлено в виде 

т 
r+i-m __ 9\~ (m+14+1) 

DY Cm = + 
—0 

r+il—m 

++ (Пас (1 — In 2 + 

т г+1—т | — zy emt) 

r=m+2 

=/+m+i, c=a=m, р m=0, 1, 2,... 

Если /< 2, последняя сумма равна нулю. 
Чтобы доказать равенство (4), достаточно применить 2.1(7) к 2.1(9); фор- 

мула (6) элементарна. 
Выбор двух линейно независимых решений из рядов Куммера зависит от 

того, сколько из величин (2) являются целыми. 
При разборе различных случаев будут применяться следующие обозна- 

чения: 
l, т, п обозначают неотрицательные целые числа; 
п. i. означает, что величина не является целой; 
deg. означает, что решение имеет вид (1); 
rat. указывает, что решение является рациональной функцией; 
In 2.1(19) указывает, что аналитическое процолжение решения может 

быть осуществлено с помощью формулы 2.1(19) и приводит 
к логарифму; 

и; 2.9(1) указывает на один из 24 рядов Куммера и означает, напри- 
мер, что следует взять первую из шести функций и исполь- 
зовать выражение 2.9(1).
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Если решение имеет хотя бы одно аналитическое продолжение, содержа- 
щее логарифмы, то это указывается в таблице на стр. 83—84. 

Так как гипергеометрическое уравнение симметрично относительно а и В, 
можно предположить в этой таблице, что 

1) если а или ® — целое, то целым числом является а; 
2) если с—а или с —6 — целые, то целым числом является с — а; 
3) если В — а — целое, то ё — а 0. 

2.3. Полное решение и асимптотическое разложение 
в общем случае 

2.3.1. Линейно независимые решения гипергеометрического уравне- 
ния в невырожденном случае. Предположим теперь, что ни одно из чисел 
a, b, c—a, с—6 не является целым. Тогда 1Ba линейно независимых реше- 
ния и, (2), и. (2) уравнения 2.1(1) могут быть получены из любого не равного 
тожцественно нулю решения с помощью аналитического продолжения вдоль 
пути, обходящего одну из точек 2==0, со, 1. Если с не является целым 
числом, можно положить 

и: (2) =Р (а, 6; с; 2), (1) 
Из (2) == 2) © F(a—c+1, b—c+1; 2— с; 2). 

Если a—b u c—a—D также не являются целыми числами, аналитическое 
продолжение решений и, (2), и. (2) может быть выполнено с помощью фор- 
myn 2.10(1) —2.10(6). Если а — В — целое число, но с не является целым чи- 
слом, то формула 2.1(18) дает аналитическое продолжение решений и, (2) и 
и. (2) в окрестности точки 2=00, а если с —а—в — целое число, то при 
c=a+b+/, 1=0, 1, 2,..., имеем 

1—1 

(ав: . pv — LMP a+ b+) (2)n On п 
таг 2 (i ns 

+(1—z/(— ее 0 >" oe ie [kn — In (1 —z)] (1—z)*, (2) 

где 

фи фи --1--0— фа" 0—9 
1—1 

и где >) равно нулю, если /=0. 
n=0 

Этот результат может быть получен из формулы 2.10(1), если положить 
c=a+b+/-+e и перейти к пределу при = —+0. 

Точно так же получаем в этом случае для решения Uy 

gi-a-b-l F(1 —b —1, 1—a—bs 2 ара) = 

_TOTC—a—0—) ap У аа — 
="T7—ard—b) * (1— И.п 

П==0 

а Ста = р а =4 =H * 

А+ 

\ (1—a)n (1—5), 
* ni(n-+ J)! [#, —In(1 — z)] 1 — 2), (3) 
n=0
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где 

№ = (и П-- Уи 1-0 ФА — + я) —Ф—а-+ п) 
1—1 

И У, равно нулю, если / ==0. 
n=0 

Наконец, если c—a+b—J, где [=0, 1, 2,... и с не является целым 
числом, то пля и, (2) имеем 

Е (а, в; a-+-b—T[, 2) = 

LWT(ato—) Х 6—0 @— _ Ln п 
=(1—2) таг (ID, (1 = 2)" + 

T(ato—) Yo @nOn tps ; 

где 
И, = (1-Е) + $ (1- п) —у(а-- п) — у - п) 

1—1 
и где У, означает нуль, если / = 0. 

n=0 

Соответствующая формула для Uy получается путем замены a uD соот- 
ветственно на 1+ /— а, 1+ /— 6. 

Если с — целое число, то можно положить 

и; (2) = F(a, 6; с; 2), c > 0; (5) 
и: (2) = 2) “F(a—c+1, b—c+]1; 2—¢; 2), c<0; (6) 
Uy (2) == (а, в; 1+a+b—c; 1—2) (7) 

1+a+b—c0, —1, —2, ...; 
Ug (2) = (1 — 2) 8 Е (е—а c—b; 1\—a—b+c¢; 1—2), (8) 

1tatb—c=0, —l, —2,.... 

Аналитическое продолжение pewlenni и, (2) и и. (2) в окрестности точек 
2—0, 2 —со или 2—1 можно осуществить с помощью формул 2.10(1)— 
2.10(15), поскольку в настоящем пункте мы предполагаем, что ни OHO из 
чисел a, 6, с —а, с— В не является целым. 

2.3.2. Асимптотические разложения. Поведение решений гипергеомет- 
рического уравнения при больших значениях |2| полностью описывается 
с помощью формул, дающих аналитическое продолжение этих решений 
в окрестности точки Z==co. За исключением случая, когда а — В — целое 
число, каждое решение и (2) может быть представлено в виде 

и (2) =A yz + gz + O(z-*4) 4 0(2 8), (9) 
где A, и ^. — постоянные; если же а— р — целое число, To z~% или 28 надо 
еще умножить на In г. 

Поведение функции Г (а, 6; с; 2) при больших значениях [@|, |b], |с| 
было исследовано Перроном (О. Perron, 1916—1917) и Ватсоном (G. №. Wat- 
son, 1918). 

Если a, Би г — фиксированные числа и |с| — большое число, такое, что 
раго с | = п— в, e >0, To при |2| < 1 имеем 

Е (а, 6; c; 2)=1-- г z+...+ et 2? + O (|e?) (10) 
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Если |2| > |, то аналогичное выражение с несколько иным видом остаточ- 
ного члена имеет место и при | аго (1 —2)| < x, Кес-+оо. В этом случае, 
когда |с| + со и Db фиксировано, то Кес > Веб. При достаточно большом 
значении п имеем также Re (р -- п) > 0. Положим 

ab a), (в 
F(a, 6; с; 2-1-2 —.., Сиб 2” = ри. (а, 6; с; 2) = 

—_T(e)T(@ata+ 1) 27 a 2011 (1 — з)7 43 dt i 
— T(b)T (ec — БГ (a) n!} \\ (1 — 2+1 (1 — зада (11) 

и разложим параметры на вещественную и мнимую части: а=а-- 1, 
b==8-+ if’, с =1-- И’. Тогда при O<s, t<1 получим оценку 

rel __ 3#2) en! | < Men) 

где М зависит от 2 и означает либо минимум, либо максимум выражения 
[1 — séz |. 

Отсюда следует 
1 

| T (с) (Mri grr | М--п-! \ tern dt= 

| Puss! < ТЕ) ЕП \ (= эт 

[2 ) yal ды On! IT@UPO!  Te—ar 
м "+ ТОПе гота’ 

Формула 1.18(5) позволяет оценить последние три сомножителя, являющиеся 
отношениями гамма-функций. В результате получаем 

| ризы | == в (п) |2 |" | с [Ву ВИ, (12) 

где и (п) зависит от п, а, Би от Imz, если Rez>0. Этим доказано равен- 
ство (10) (где вместо О (|< |”) при достаточно больших значениях N надо 
B3ATb | рии |). 

Но тогца (10), очевидно, верно и при п=1, 2,..., поскольку каждый 
член асимптотического ряда (10) сравним с | pps, |. Более общие результаты 
см. Т. М. MacRobert, 1923, где равенство (10) доказано для области агос > т. 

Если а, си 2 — фиксированные числа, C0, —1, —2, ..., О0<|2|<1и 

если || —+ со так, что авы <=, то 

со 

F(a, 6; 6; =F (a,b ¢ Z) = 1-05 ore (13) 
n= 

Асимптотическая формула для вырожденной гипергеометрической функции 
большого аргумента (см. гл. 6 или Уиттекер—Ватсон, 1962, 17.3) дает 

F(a, ее ЕО (6-е ПО (82 |+ 
Т (с) 

bag Ио. 9
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п oT 
Аналогично, если — 5` Sarg р: <—-, то 

Рав о 62-102 |+ 
Т (с) тои |9, (15) 

Для случая, когда более чем один из параметров стремится к бесконеч- 
ности, Г. Н. Ватсон (G. N. Watson, 1918) получил следующие результаты. 

= 

Пусть & определяется равенством 2 -- У 2—1 —е и Пусть 

ее =(e — l)e**, 

где верхний или нижний знаки берутся в случаях Imz— 0. Тогда для боль- 
ших значений | A | 

(5) Flat, a—c+14h a—b4142%; 21—24 = 
1 

2946 Т (а—6- 1 +2) т(5)» 2 але х 
— é 
таре») 

ей --a-p—2 
хе 2-е 9 "Ио, — (16) 

где | argh |< x—}, 8>0, а также 

| 2 Е(а-+», b—d: с 5-2) = 

1 1 

— me РГО реб TF pet "Fy 
r(-5| T(c— b+) 

1 т с 

хх 2-е T) о 11 OC AD) (17) 

где верхний или нижний знаки берутся в случаях [т 2 = 0 и где |A | — боль- 
шое число, == C+ in, 

— Fm +d Зал < 8 > 0; 

и, == arc tg + —w,= i 2 — 5$ ’ wW, =arc tg [| ’ у = 0; 

wy = arc tg ЕЯ, маст, у = 0. 

Здесь arctg х означает главную ветвь этой функции, то есть 

TT 

5. — 5 <асшх <
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Другие случаи, когда а, 6, с (или их модули) велики, изучены Лайтхил- 
лом (М. J. Lighthill, 1947), Зейфертом (Н. Seifert, 1947) и Черри (Т. М. Cher- 
гу, 1950а, b). Случай, когда а = 6%, В = iv, с==1, где р, у вещественны, при- 
чем фиксировано, а у— со, был рассмотрен Зоммерфельдом (Зоммерфельд, 

56). 

2.4. Интегралы, выражающие или содержащие 
гипергеометрические функции 

Интеграл Эйлера 2.1.(10) не может быть преобразован в себя с помощью 
элементарных подстановок так, чтобы стало очевидным соотношение 

Е (а, 6; с; 2) =F (0, а; с; 2). 

Однако это соотношение элементарно вытекает из разложения в гипергео- 
метрический ряд. Виртингер (Wirtinger, 1902) указал тройной интеграл для 
функции F, который делает очевидной симметрию относительно а и 6. С 
той же самой целью А. Эрдейи (А. Erdélyi, 19376) вывел двойной интеграл 

ТГ (с) 
тг T(ec—a)re—b * F(a, 6; с; z)= 

11 

x фен (1 — £)-8-1 (1 — <)с-@-1 (| — (12)-6 dt de, (1) 
00 

который вытекает из формул 2.1(10) и 1.5(11). 
Г. Бейтмен (H. Bateman, 1909) (см. также A. Erdélyi, 1937) доказал, что 

| 
Т 

F (a, 5; с; ТТ \ == а —х) S-1 F(a, 6; $; xz) ах, (2) 

0 

Ке с >> Ве $ > 0, 251, | аго (1 —2)| < т. 

Это утверждение может быть получено путем разложения F(a, 6; $; xz) 
в ряд по степеням XZ, почленного интегрирования и применения фор- 
мул 1.5(1) и 1.5(5). 

С помощью дробного интегрирования по частям были получены следую- 
щие обобщения интеграла (2) (A. Erdélyi, 1939): 

Г (с) 
Tiyle—s) * F(a, 6; с; 2) = 

1 
х8- (1 — хр! но | ‚а@—4х)2] 0 x | И — ге Е(а—а', 6; $; x2) Fla’, b—s, e—s, ЮР ах 

__ Т (с) х$1(1—х) $51! 
ТГ (— 5) , (1 —xz)tt07 

F(r—a, r—b; $; xz) xX 

, Sa) x Fla-+o—r, Г— 5; о ах. (3) 

Комбинируя интегральные прецставления 2.1(10) и 2.1(15) с линейными и
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квадратическими преобразованиями гипергеометрического ряца, получаем 
большое число интегральных формул. Исхоця, например, из 2.1(15), 3ame- 
HAA 2 на —Z и применяя формулу преобразования Меллина, получаем 

T(a+s)T(b+s) Tc) —¢ - _ 

г) ТО) тег | Fee ааа, (9 

где с-20, —1, —2, ... и Кез < 0, Re(a+s)>0, Ве (6 - $) >0. Разлагая 
правую часть равенства (4) в сумму двух интегралов, взятых соответственно 
от 0 до 1 u oT | до со, применяя 2.1(17) к подынтегральной функции во 
втором интеграле и делая подстановки —2 и —2z~! вместо 2, получаем 

со 1 

\ F(a, 6; с; —z) 27s} dz—et its \ F(a, 6; ¢; 2) 2-8! dz 4+- 

0 0 
1 

T(c)T (6 — т (а _ 4. Myton ве" ( Ре Теа; 1—b +a; 2) 245-1 gz + 

T (c)T (a — 5) 
+ Г (a) Г(е— 5) е 

1 
+ in(b+5) \ Fo, 1—с-5; 1—а--6; 2) 204151 dz, 

0 

где надо взять либо верхние, либо нижние знаки. Если теперь исключить 
третий интеграл путем комбинации формул с верхними и нижними знаками, 

а 
получаем, полагая s=w—>z, 

ге) т [5 
т е— 5 +o) гв 

____ т@) у @nl=etan 1 
T(1 + a— bd) T(c—a) a (l—b+ a), м! ntw+ 4 

4 те уе, 1 
ГОТ — 8) = (c), п! n—w+ 4 

— 

аи —1 
| 

Г (а) __ 1 2 a) Pl c+a;l1—b+a; z)z dz -- —~T(1 + a—b)T(e— 

w—i 
1 a 

Г (a) \ Fe вс dz. (8) 
0 

T TPG) 

Первое равенство в (5) справедливо, если Re (а-- 2—с) <1. Второе равен-
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ство справедливо, если, кроме того, Re |5 + о) >0 и Re(l—d+a)>0. 

Формула принимает особенно простой вид, если с а=1 — 6. 
Имеет место равенство 

(cos 6) (sin 0)? 28 40 — 

Р
а
 

1 
in{a —p— — 

е ин 7) pa УГ +1) 
D2pt2v+i T(l—a—v+pn) 

х F(—2y,a—p—vy Lta—vtp; —1)+ 

— 
— 

= T(a—w—v)T(2v+1 
+ Оз Е ) F (— 2p, a—p—v,l+a—p-+y —1), 

] ] 
Кен >—5, Кеу>—5. (6) 

В частности, если a==v-t+p+1, 2 =х, 2%==у, то из 1.5 (13) (при a=], 
р —= — 1, о= 2?) следует, что 

: 2 it 
— OH, ay ef она DCE YTV +1) _ Dxtytl (cos 0)* (sin 6)¥ ef (ty+2) 9 19 — Oxtyt1 ТУ 2) = 

= (УЕ (— x, 1 y $2 —I +(e + IF (—y, Вх; — 1), 
Rex > — 1, Rey >—1. (7) 

Для доказательства формулы (6) надо сделать в левой части этой формулы 
подстановку е?й ={ и применить интегральное представление Эйлера 2.1 (10). 

При Rep >-5, Rev — из формулы (6) вытекает, что 

\ (cos 6) (sin 6)2° 218 49 == 

— pit (a-p) A-p-y ual (29 + 1) 

ТИ ЕР тга-у ар“ 
x F(— 2p, & — pb —¥; 1-+-a—p-+y; — 1), (8) 

где положено 
2 

(cos 0) == e~ 24m. sin 8—2) 7 50 т. 

В частности, мы имеем при 2 = т ==0, 1,2,... и 

Tv 

m а) т ( (—2)” (т + a) m F(—m,— 3-5: Ща, И sin (an) | (cos) cos af dé, 

0 

as£0, #1, #2, ...



92 ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ [Гл.2 

Комбинируя квадратичное преобразование 2.1 (24) с формулой 2.1 (10) 
получаем 

г 5+5.) a sin ¢)20-1 

прет (oie © 
Вер > 0, |2| < 1. 

Если п =0, 1, 2, ..., имеем 

—пи! rd cos ny 
F(a, n-tan+l; а \ Teco e Ee de, (10) 

0 

Rea>0, |2|<1. 

Это может быть доказано следующим образом. Запишем разложение 

1 1 1 
(1—2zcose+22)* (1 — zel?)* (1 — ze7##)? 

и разложим правую часть по биному Ньютона 
(oe) со 

l! т! 

Если перемножить ряды и собрать коэффициенты при e~ 7, то получим (10). 
Имеет место также формула 

n2°T (1 +8) 
В а У В а, \ 

г) +3 
а В У. В а У a\ _ 

хе: я) = 
+5 

= ( 2129 (cos 6)? (a2e! + 26-8)» 40, (11) 

Rep > — 1, |b| >| al. 

Она получается путем разложения подынтегральной функции в биномиаль- 
ный ряд и почленного интегрирования. Если |а|>|68|, то соответствую- 
щая формула может быть получена при замене а на —а ибна —6. Однако 
аналитическое продолжение гипергеометрической функции в (11) в область 

b 

равенства. 

>| не совпадает со значением интеграла, стоящего в правой части
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2.5. Различные результаты 

2.5.1. Производящая функция. Если п =0, 1,2,... то Е (— п, ап; с; 2) 
являются многочленами Якоби (см. гл. 10 об ортогональных многочленах). 
Для этих многочленов производящей функцией будет 

y On Pn, аи; с д ae Pay, ) 282 

где $ = V1 —2(1 —2z)s+ 38? 

и S—1, когда $—+0. Разложение в левой части равенства (1) сходится, если 
|$|<Ги |1 —22| <1 В случае Кес>0 можно доказать равенство (1) 
путем подстановки в интеграле 2.1 (10) и=(1 — #2) (1—#)"!. Эта подста- 
новка дает 

Е (bo, а 6; с; 2) = 

со 

— —а — (Ле — Т (с) | w-+ (- оо) 1-я =\ du (2) 
T(b)T(c— в). 2 2uz U? 

0 

где U= VY 1+ 2u(i —2z)+ wv’. 

Применяя формулу обращения для преобразования Меллина, получаем 

(ee (Sy (+1 — 
\ 2 212 

B+ivo 

=p \ u~"F (b, а В: с; 2) 
T (0) T (e —5) 

Г (с) 
db, (3) 

6 — < 

где В — соответственно выбранное вещественное число. Подынтегральная 
функция в правой части равенства (3) имеет полюсы при 

b=—n (n=0, 1,2, ...). 

Из результатов п. 2.3 следует, что можно применить теорему о вычетах, 
которая и приводит к равенству (1) при $ = — и. Ограничения, наложенные 
на с, могут быть сняты путем аналитического продолжения обеих частей 
равенства (1) по с. 

Равенство (3) можно рассматривать как непрерывную линейную произво- 
дящую функцию для Р(6, а—6; с; г). Относительно билинейной произво- 
дящей функции и многих связанных с этим результатов см. А. Erdélyi, 1941. 

Метод, с помощью которого было доказано равенство (1), позволяет также 
установить, что 

(oe) 

(1—s)** (l—s-+ sz) ?= > ote (п, а; с; 2), 
п =0 

1$ < |3$1—2)|<1. 

2.5.2. Произведения гипергеометрических рядов. Kean, Opp (Ceyley, 
Orr, 1899) и Бейли (Bailey, 1935) доказали ряд тождеств, которые были 0606- 
щены Берчнеллом и Ченди (J. Е. Burchnall, Т. W. Chaundy, 1948). (Доказа- 
тельство см. в последней работе.) Результат Кели и Орра заключается в том,
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что если 

(oe) 

(1 — z)@t-¢ F (2a, 26; 20 —1; 2) = У Anz", 
n=0 

TO 

(oe) 

F(a, b; —5; z\F(e—a, c— 5, +5; =>» On Anz — (4) 

n=0 | —- x), 

Берчнелл и Ченди доказали формулы умножения и удвоения 

< (=) @» @.(—4.@—9), 
mo ме) (C+ m—Wn (Clan 

xX [F(a+n, 6+ n; c+ 2n; z)]?, (5) 

У (2)n (Bn (C—4)n Ва и 
= п! (¢ +-n— 1)n (C)on 

хЕ(а-- п, В п; c+ 21; 2) Е(а--п, т; c+2n; —2), (6) 

Е (2a, 28; 2c; 2) = gn x 

x F(a, В; с; 22) = 

а (5) @n бане 
то (о ше". 

xX F(Qa+ 2n, 26 + 2n; 2c --4п; 2). (7) 

[F (a, 5; с; 2)? = gen Х 

Все эти формулы справедливы, если | z|< 1, и если все входящие в них 
гипергеометрические ряды имеют смысл, то есть если 2¢ и с отличны OT 
0, —1, —2, ... 

Формулы Берчнелла и Ченди, имеющие вид теорем сложения (см. Burch- 
па, Chaundy, 1940), таковы: 

n=0 

х Р(а-- п, b+n, c+2n; z2)F(atn, b+n, 0+ 2n; = 

— У О amen Fa п, ри; еп; z+), 
n=0 

F(a, b; ¢; 2) F(a, 6; $0 = 2 (4)n Ons een (207 x 

X F(a+tn, 6+ n; e+ 2n, 24+6— 26).
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Они справедливы, если |2|, 16| и либо |2 +Е— 20 |, либо |2--&| меньше 1, 
причем c=4£0, —1, —2,. 

Некоторые билинейные соотношения были доказаны Мейснером (J. Meix- 
ner, 1941), например, 

У Cys"F (—п, 6; с; 2) Е(—п, В 1; = 
п =0 

— (20s )” (dD), (8), 

(1+ sy! >} OKT Es (a(n Х 

$2 
ЖЕ — № b+ Mm еп; Spy) Flac B+nm уп; TEs) (8) 

У CY 3" Е (— п, В; с; z)F(n—-h, By 9 = 

п =0 

— 862)" (b), (В), =0+5* > OEE I (ete * 
x F(n—3, ри c+tn;—— Ta =) (md, Bm yn; Tax). (9) 

CY s"F(n—h, bo 2) Е(п—\, В; 1 = 

n=0 

оу У с _ 5" On On = (1-5) 2X Cy (1-- $)*" (с) (1) * 

x F (n—2, + сп; sig) Р(иь та; ТЕ), (10) 

х п —2)» оп . . 

У ars Caan Pn F (n—2, Бот 2)F(n—2, Bh ptm f= 
n=0 

— в [$(1—2) (1— 6)” (5)„ Bn 

(5) У а On Cn Х 

<P (mr ри; сп; ТЕР Fn —^, В- п; уп: =. $11) 

Все эти формулы справедливы, если $, 2 и & таковы, что аргументы вхех 
четырех гипергеометрических функций, входящих в эти формулы, отличны 
от Ти со, причем величина | S| достаточна мала. Если с, 1—0, — 1, —2,..., 
то для получения формулы, имеющей смысл, надо сначала умножить обе 
части равенства на [Т (с)] * или [Т (1), или на оба эти выражения, после 
чего с или 1, или оба эти выражения устремить к 0, —1, —2, ... В качестве
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частного случая полученных формул имеем 

У СПЕ (—n, b; —h, 2) F(—n, 8 — = 
n=0 

== (1+. s)¥9+8 (1 + 5 — 32) 8 (1 + s—st)? x 

4. — 265 

xF[b, В, ^, Ея | (12) 

Так как F(a, 6; 9; 2) =(1—2) “4, то при c=y=—A) одна из этих сумм 
конечна. Полагая в формулах (8) и (9) Е =0, получаем 

(oe) 

Non __ . . —- А __ . . Sz Ус: F(—n, 6; ¢ z)=(1+s)F(—-1, вс eat 
n=0 

п on __ 2) — Aw __ И 4 У Cf s(n ве 2) =(14 5) F ‚ве ГЕ). 
n=0 

Наконец, если положить & =0 в формуле (12), получаем (1). 
Обобщая соотношения Лежандра в теории эллиптических интегралов, 

Эллиот (Е. В. Elliot, 1904) доказал 

1 
Е(5+^ Ta T+A+tp z) F sah sty LT+tyv—+tuy; 1—z)+ 

+Р (5+), sau lke 2) F(—5—-2, sty lty+y; 1-2 

—F(543, so T+tA+ 3p; 2\ F(5—), aby L+v—+-yp; 1—2) = 

ТО АТО qs) 
гаи) т (5+) 

Если A = и =у==0, то из формулы (13) следует соотношение Лежандра. 
Этот результат был также обобщен Диксоном (А. Г. Dixon, 1905). 

2.5.3. Соотношения, содержащие биномиальные коэффициенты и 

неполную бета-функцию. Определим зависящий от ий многочлен Си при 
помощи равенства 

СТИ , 
м Ги ИГ (— и) и (и—1(#—2)... (и—п-- 1), (14) 

n=l, 2,3, ... 
Тогда имеем 

Fd, —и; —9; 2) = У 2" сп



2.5] РАЗЛИЧНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 97 

и, в силу 2.1 (14), 

(15) \ С Гоги оф и 
м ce T(—-v—1)Tu—v) v—u+1_ То—иЕР 
n=) 9 

Re (и — о) > 1. 
Так как 

n + т __ m n nim! 

Ch =C, тит’, 

то имеем также 

со 

у catm Ст у Ст _v—m+1Cy 

Комбинируя это равенство с (15), получаем 

—1 
\ Си vt Си 
м ЕТ! т ). (16) 
n=0 Cy v+il 

Равенства (15) и (16) называют «теоремой Лерха». 
Положив в формуле 2.1 (25) 2 = —1 и применив равенство 2.1 (14), по- 

лучим 

1 29T(1+a—b)T (=) co on 
F(a, b; 1+a—b; —1)= 

1 а г) т (5+5) Mel Chg 

Если положить а —= — т, где т — целое число, то получим 

т 

У С®С, _ _ тг —m +a Va 
n 

n=0 “m—u—l ги 5) т (5-5) 

Точно так же линейные и квадратичные преобразования гипергеометриче.. 
ского ряца могут быть использованы для того, чтобы вычислить в замкну- 
том виде некоторые суммы, содержащие биномиальные коэффициенты. При 
этом используются следующие методы: 

1) придание специальных значений 2, 
2) выбор в качестве @ или В отрицательных целых чисел, 
3) сравнение коэффициентов при одной и той же степени 2 в различных 

выражениях для гипергеометрического ряда, например в обеих частях 
равенства 2.1 (22) или другого равенства подобного типа. 

Например, из равенства 2.1 (14) следует, что F(n, —n; 1; 1) =0. Это 
может быть записано в вице следующего равенства: 

та 1 
| n! nl (т — п)! м. 

Другим примером является формула Заальшютца 2.1 (30).
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Усеченный биномиальный ряд 

m-1 

п „п Ус: 
n=0 

можно выразить через два гипергеометрических ряда. Именно 

1 
Fd, —а; 1; РОТЕ 1; m+-1; — 2 

ИЛИ 

Стат F(t — т, 1; a—m+2; — =", а--т— 2, т—3, ..., 0. 

Неполная бета-функция. В математической статистике используются 
функции 

x 

By(p, = \ 1-4 (1 — 29 at 
0 

_ By (р, а) 
(9) = В, (р, 4)‘ 

В, (р, 7) называют неполной бета-функцией. Имеют место формулы 

Вх (р, 9) =p xP F (р, 1—9; p+ 1; Х), 

Г(Р)Г (а) 

Следующие рекуррентные соотношения вытекают из 2.8 (31) — 2.8 (45) (отно- 
сительно приложений см. Т. A. Bancroft, 1949): 

XI (р, 4) — Ie (Pp + 1,9) +0 —+) 1, (Р-Н а— 1 =0, 

(p +q—px)ly(p, 9) — 4/1; (р а + )—в(—х) (р g—1) =), 

Их (р, + ЕР (рЪ-Ь 9 — Ф- а) le (р, 4) =0. 

2.5.4. Непрерывные дроби. Гаусс в 1812 г. (cm. Gauss, 1876) разложил 
отношения некоторых ассоциированных гипергеометрических рядов в непре- 
рывные дроби. Типичным примером является разложение 

Fa, Ес 2) _ 1 

F(a, 6; с; 2) _ 



2.5] РАЗЛИЧНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 99 

rye 

— (atn—l)(c—b+n—1) 
in =~(e £ In —2)(e-+2n—l) * 

(6 + п) (с —а-- п) Un = Си — ПС 2 n=l, 2, 3,... 

Если положить b=0, получим непрерывную дробь для F(a, 1; с; 2). 
2.5.5. Частные случаи гипергеометрической функции. Во многих слу- 

чаях гипергеометрический ряд оказывается разложением некоторой элемен- 
тарной функции. В вырожденном случае по крайней мере одно из решений 
уравнения 2.1 (1) является элементарной функцией. Результаты вида 

1 1 | —за 1 ~2a 
Fla, a+; 5; 2) =5(1—V2) +5 (2) 

могут быть получены с помощью квадратичного преобразования 2.1 (24) пу- 
тем предельного перехоца 8 —0. Различные другие случаи, когда Р (а, 6; с; =) 
является элементарной функцией, указаны в формулах 2.8 (4) — 2.8 (17). Все 
эти формулы либо непосредственно проверяются, либо могут быть выве- 
дены с помощью линейных и квадратичных преобразований. Многие классы 
специальных функций выражаются через гипергеометрическую функцию. 

Эти случаи, а также некоторые другие особые случаи для гипергеометри- 
ческой функции, указаны в следующей таблице. 

Частные случаи гипергеометрической функции 

Параметры а, 6, с Переменное Название Глава 

Два из чисел 1—2 Функции 3 

l—c, +(a —b), +е-а-ь 2 Лежандра 
равны другому числу или одно из них 

1 + — равно + > 

1 1 — = 
—n, n- 2%; v +- x (n=), 1, 2, ...) 5 Многочлены 10, 11 

Гегенбауэра 

—п апт; 1 (п=0,1,2,...) 2 Многочлены 10, 11 
Якоби 

1, 1, | или 22 Полные эллип- 13 
2 2 тические интегралы 

— 1 i 1 22 

2° 2’ 

| | | 
—, —, — или нуль Обратная авто- 14 

р тп морфная функция 
(l, т, п=1, 2, 3, ...) р 

Отношение двух решений 2.1(1) Zz 

Одно из чисел Вырожденный 2.2 

a, b,c —a, с — b — целое 2 случай 

c—a=1 Zz Неполная 2.5.3 

бета-функция 
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2.6. Уравнение Римана 

2.6.1. Редукция гипергеометрического уравнения. Доказательства 
теорем этого пункта см. в книгах: Пууль (Е. G. С. Poole, 1936), или Кратцер 
и Франц, 1963, или Голубев, 1961. Если однородное дифференциальное урав- 
нение второго порядка имеет только три особые точки, причем эти особые 
точки являются правильными (см. Кратцер и Франц, 1963), то уравнение 
может быть записано в виде 

аи 1—a,—a, \ du 

wat ( ==) + 
n=] 

+( у tnt En tn) En te) р 0 
2—2, (2 — 21) (2 — 2.) (2—2) — 

n=\ 

Зцесь Gy, ап, 2, — постоянные, такие, что 2, = 2p, 25 == Z3, HO 24 52 2.52 2: 52 

5-2 И 3 

У (ав on) =1. (2) 

n=] 
f 

Особыми точками являются 2==2, (n=1, 2, 3); постоянные ay, an назы- 
вают показателями, соответствующими особой точке 2 =2,. Мы цопускаем 
случай, когда одна из особых точек бесконечно удалена, и коэффициенты 

ай 
при iz и и в уравнении (1) получаются путем соответствующего предель- 

ного перехода. 
Уравнение (1) называют уравнением Римана. Применяют также название 

«уравнение Папперитца». 
Постоянные „= а„— ап называют разностью показателей. Если ни 

одна из них не является целой, то уравнение (1) имеет два линейно неза- 
висимых решения и, (2), и, (2), которые в окрестности точки 2=2, имеют 
ВИД 

и =(2— 24)" У om (2— aq)", 
m==0 

(3) 

(а) =(2—2n)%* У on (2 — en) 
m==0 

Здесь Um И Um могут зависеть OT 2, 2» 2. HO He зависят от 2, причем 
9,520, 9-20. Если одна или несколько разностей показателей — целые 
числа, то один или оба pana (3) содержат логарифмические члены. Ниже 
мы сведем уравнение (1) к гипергеометрическому уравнению. Поэтому от- 
сылаем читателя к предыдущим пунктам, где изложены детали логарифми- 
ческого случая. 

Полное множество решений уравнения (1) обозначается символом 

21 22 23 

P| а, a а; 2 (4)
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Риман показал, что 

21 
Z2—2z,\? f/z— 2.\° 

< — 25 2 — 25 
sf sf 7 

a, Qe As 

РР] а р a—p—s ato 2 (5) 

И 

С & 21 22 23 

Pla, a a, 6 =Ра, a ag 2 |}, (6) 

а A as а а rr 2 

rye 

Az+B Az B 

Е Е (7) 

и A, B,C, О являются произвольными постоянными, такими, что AD — СВ ==0 
(см. Б. Риман, 1948). Из равенства (5) следует, что решение уравнения (1), 
умноженное на 

— (===) 

2 — 25 а ’ 

также удовлетворяет уравнению Римана. Разумеется, индексы 1, 2, 3 в (5) 
можно переставлять. Если 2, = 0, TO 2—Zy в равенстве (5) надо заменить 
единицей. 

Если числа 2,, 25, 2. заданы, то можно найти такие четыре постоянные 
А, В, С, О, удовлетворяющие условию AD — ВС 20, что &,, ©, &, являются 
тремя любыми наперед заданными числами. Таким образом, из равенства (6) 
следует, что с помощью дробно-линейного преобразования независимой 
переменной можно преобразовать уравнение (1) в уравнение Римана, имею- 
щее особенности в заданных точках C,, Cy, 6.. 

Комбинируя (5) и (6), получаем 

22 2 23 \ 
2—2 a1 2—2. \%3 

Pla, а, a &|= (= Ре x 
— 2 — 2 — 25 2 

\@, а Gg 

0 со | 
2—2, \ (23 — 2. xP{ 0 ааа 0 [ . 6) 

\2 — 25 /\2:; — 2, 
, 7 ’ \ 

Ay —@ A, a+ аз a,—a, 

Гипергеометрическое уравнение 2.1(1) является частным случаем уравнения 
Римана. Поэтому множество решений гипергеометрического уравнения мо- 
жет быть записано в виде 

0 CO | 

Р 0 а 0 2 |. (9) 

[[е b c—a—b 

Равенство (8) позволяет, таким образом, свести более общее уравнение Ри- 
мана к частному случаю 2.1 (1). Так как существуют 24 различных способа
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преобразования гипергеометрического уравнения в себя, это сведение не 
является однозначно определенным. К этому можно прийти также следую- 
щим образом. Гипергеометрическое уравнение выделяется среди всех урав- 
нений риманова типа тем, что его особенности находятся в точках OQ, со, |, 
причем разности показателей в этих точках равны | —c, a—bd, c—a—D 
соответственно и один из показателей в точках 2—=0Ои 2=| равен нулю. 
Шесть возможных перестановок особых точек даются шестью дробно-ли- 
нейными преобразованиями 

2 1 | 1 

[=p 3? Toe Iz (0) 
Умножим решение уравнения Римана с особыми точками 2 =0, со, | Ha 
22 (1 —2)*. Тогда можно выбрать числа ри т так, чтобы один из показа- 
телей в точках 2 =0и z=1 равнялся нулю. Поскольку в каждой из точек 
мы можем приравнять нулю оцин из двух показателей, получаем 2.2.6 = 24 
преобразований уравнения 2.1 (1) в себя. Это приводит к 24 решениям вида 

22 (1 — 2)? F(a, 5%; 0%; 24, 
где 2* — одно из преобразований (10) и а*, b*, с* — линейные функции от 
а, 6, с. Эти решения называют рядами Куммера; они даны в формулах 
2.9 (1) — 2.9 (24). Эти 24 решения можно разбить на шесть множеств так, 
чтобы четыре ряда, принадлежащих каждому множеству, задавали одну и 
ту же функцию; шесть получающихся функций, вообще говоря, различны. 
Мы будем обозначать их и,, Ug, ..., Ug. 

Любые три из них связаны линейными соотношениями с постоянными 
коэффициентами. Возникающие 20 линейных соотношений (справедливых в 
полуплоскости Ке 2 >> 0) указаны в формулах 2.9 (25) — 2.9 (44). 

2.6.2. Квадратичные и кубичные преобразования. Следующие соотно- 
шения вытекают из квадратичных и кубичных преобразований гипергеомет- 
рического ряда: 

0 cw | —l co |1 

P| 0 Qe As 2 | =Р As 2a As Vz = 

5 as а a, 205 as 

—l co 1 

—=Р| a 29: ay ve ; (11) 

a, 2a, ab 

где раза, Раз, И 

0 @w |1 Г w w L 

P{ 0 О a, 2|=Р|] a, a3 а; 23 (12) 

2 2 as as, a, 9. 

, 1 ri 
где аа Роз =. и и =ехр 3). Оба соотношения были открыты Рима-
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ном и исследованы Э. Гурса (Е. Goursat, 1881) (см. также Е. W. Barnes, 1908 
и Ч. N. Watson, 1909). 

В некоторых случаях существуют также преобразования высшей степени, 
причем все входящие в них постоянные являются рациональными числами. 
Относительно этого см. Е. Goursat, 1881, 1938. 

2.7. Конформные преобразования 

(См. Е. Goursat, 1936, 1938.) 

2.7.1. Группа гипергеометрического уравнения. Если ни одна из раз- 
ностей показателей | —с, b—a, c—a—bD не является целой, то формулы 

1 =А ‚5; ) , u, (2) (а 6; =) } (1) 

Uy (2) = 24° F(a—e+1, b—c+1; 2—с; 2) 

определяют два линейно независимых решения уравнения 2.1 (1), которые 

2 2 
ний по крайней мере одна из трех точек 0, со и 1 является точкой ветвле- 
ния. Рассмотрим, что происходит с решением (1), когда 2 описывает любой 
замкнутый контур, начинающийся и оканчивающийся, например, в точке 

однозначны и регулярны в области 2—5 <=. Однако для обоих реше- 

2=5 и обходящий одну или несколько точек ветвления. Эту задачу можно 

свести к следующей: что происходит при обходе контуров Си) и Са», начи- 

нающихся и оканчивающихся в точке 2—5 И обходящих один раз в поло- 

жительном направлении точки z==0 и z=] соответственно. Обхоц любой 
петли сводится к обходу одной или нескольких петель Су, Си) И Си, Си» гце 
штрих означает обход в отрицательном направлении. Из формул 2.9 (25) — 
2.9 (44) легко следует, что и; и и, преобразуются при обходах по контурам 
Cio, и Са, следующим образом: 

и — Uy, Con Li pee yo (2) 
U,—> By, + Byotts, 

Cu и, — Выи, + Вьзиь, ©) 

где 

sin (па) sin (пб) 

sin (кс) ? 

I (c) T (e — 1) 
T(c—a)T(c—b)T (db) T (a) ’ 

P(2—c)T(1 —c) 

rd—aTd—osdri+a—eril+o—e)’ 

B,,=1—2i eit (c—a—b) 

Ва = — Qin ет (c-a-b) 

By, = 2ix eit (c—a—b) 

sin x (с — а) sin x (6—6) 

sin (пс) 
Bog = V+ 2i eit (c-a-b)
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Доказательство формулы (2) очевидно. Для того чтобы доказать фор- 
мулу (3), будем исходить из формулы (см. 2.10 (1)) 

F(a, b; c; z)=),, F(a, 6; a+ob—c+1, l—z)+ 

ЧА, (1 — 2)-2-8 F(c—a, c—b; c—a—b+1; 1—2), 

zi-¢ F(a—c-+l, b—ec+1; 2—c¢ 2) = 

= ла F(a—e+1, вер a+0—c+1; l—z)+ 

+ dos (1 — zoe 2-е F(1 —a, 1—b; c—a—bd+1; |—2z)= 

= ),, F(a, ob; a+b—e+1; |1—z)+ 

+ doy (1 — 2)®- 2-8 F(c—a, е— 6; c—a—b-+1,; 1—2). 

Отсюда следует 

holly — Ла == (А 11 Ло —Agohoy) Е (а, 6, a+b—c+1; 1—2), 

| ЛИ: — Agile = 

= (Aighoy —Ayyhog) (1 — 2)?" Р (с — аа c—b; c—a—b+1,; 1—2). 

Из этих равенств имеем 

С { hgolly — Ayollo — Agolly —A soll, 

т hoylly — Ayyllg — ехр [21 (с — а — 6)] (Аи, — Ay ytte). 

Здесь 

» a Ftc) P(c—a—d) , _ Тег (ао) 

u=Fe—-ale—b)’ “8 того 
1 _Te@—e)T(¢—a—bd) _ T (2—c)T(a+b—c) 

таги в ’ ~*~ Ta@—e+hro—e+l)° 

Чтобы закончить доказательства формул (3), достаточно повторно применить 
основные соотношения для гамма-функции. 

Обход по любому замкнутому контуру, начинающемуся и оканчивающе- 

муся в фиксированной точке, скажем 2= 5 приводит к линейному пре- 

образованию решений и, и Uy; множество всех этих преобразований обра- 
зует группу гипергеометрического уравнения. Все преобразования группы 
могут быть получены путем композиции преобразований, соответствующих 
формулам (2) и (3). Обычно множество дробно-линейных преобразований для 
и; (2 

Uy (2) 
лично от 0, #1, #2,..., To (2) и (3) всегда имеют смысл. Очевидно, что 
если хотя бы одно из чисел а, 0, с-а с —вВ— целое, то либо и!, либо и. 
лишь умножается на постоянный множитель при обходе по любому замкну- 
тому контуру. Это приводит к вырожденному случаю, который был исследо- 
ван в И. 2.2. Если с — целое число, то может оказаться необходимым моди- 
фицировать соотношения (2) и (3). Для этого можно использовать равенства 
2.1(18), 2.1(14), 2.2(4), а также 2.10(7) — 2.19(15). Например, в невырожденном 

случае a=b=>z, с =] все три разности показателей | —с, D—a, c—a—D 

также называют группой гипергеометрического уравнения. Если с от-
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равны нулю. В этом случае можно положить 

1 | 
m=F ls, 5; 1; 2), 

= F (>, I 1—2). 

u,— Uy, 
С 4 
of Uy —> 2, + My, (4) 

WU, >И, — 2и., o,f 0 
Но —> Ug. 

Тогда получаем 

Этот результат может быть выведен из соотношения 

nfl 1. | то _ 
$5, 5) [; + ва-эР (5, 5) I; 1—2) = 

5 (>), (2), Че+и-—+(" +5) |@—2", © 

получаемого из 2.1(15) с номощью метода, использованного в п. 2.1.4. 
Б. Риман показал (см. Poole, 1936), что ассоциированные гипергеометри- 

ческие уравнения имеют одну и ту же группу дробно-линейных подстановок. 
Отсюда было выведено, что существуют линейные соотношения между любыми 
тремя ассоциированными гипергеометрическими рядами, коэффициенты ко- 
торых являются рациональными функциями независимой переменной. 

2.7.2. Функция Шварца (см. Kampe de Feériet (1937), Poole (1936)). Haun- 
ная отсюда, будем обозначать разности показателей через 

l—ce=\, D—a=p, c—a—b=v. (7) 

Если и является решением гипергеометрического уравнения, TO функция 

у (2) = У 2 ^ (1 — 2) и (2) 
удовлетворяет уравнению 

qd” 

“atl, v, vz) y= 0, (8) 
где 

pele tev аи 
T(A, Ay У, 2) 4z? 4 (1 - 2)? | 42 (1 — 2) . (9) 

Определим производную Шварца {w, 2} равенством 

_ dz _3| dz 

И ПОЛОЖИМ 

где у; и у. — два линейно независимых решения уравнения (8). Тогда имеем 

{w, 2} = 20 (2, в, 2). (10)
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Если & является функцией от 2, то справедливо тождество Кели 

45 \2 
{w, z}={w, 6} iz + {5, =}. (11) 

Кроме того, 

Ах + В = at Fl = 
ЕВ, 1 =1% Geo pf =? (12) 

где А, В, С, р — такие постоянные, что АР — ВС =20. Следовательно, если 
_Aw+B то 

~ Cw+D’ 

fw, = {ео, =}. 

Это показывает, что если (2) является решением уравнения (10), то 
Аш -- В 

Cw+D 
что все решения уравнения (10) имеют вид дробно-линейной комбинации OT 
и. Следовательно, если известны два линейно независимых решения урав- 
нения (8), можно найти все решения уравнения (10). С другой стороны, если 
® (2) — решение уравнения (10), то w(z) не может быть постоянным, за 
исключением случая A? =p? =v? =]. Исключим этот случай. Тогда функции 

1 1 

также удовлетворяет этому уравнению. При этом можно доказать, 

weal)" в * 

являются двумя линейно независимыми решениями уравнения (8). 
Обозначим через $ (1, у, A; 2) полное множество решений уравнения (10) 

и назовем $ общей функцией Шварца. Частные функции Шварца будут 
обозначаться через $ (1, v, A; 2). Можно показать, что функция S(A, p, %; 2) 
мероморфна в окрестности любой точки, отличной от точек 2520, со, l, и 
что соответствие между WU $ локально взаимно однозначно. Это вытекает 

—1 

(13) 

ds 
из того, что iz или, если $ имеет полюс, отлично от нуля в точках 

42 

2-20, со, |. Последнее утверждение следует из равенства 

ds 1 Дуо a 
= 1 ’ 42 уз 

в котором второй сомножитель постоянен. 
Рассмотрим частный случай, когда A, и, v вещественны. Используя тео- 

ремы об ассоциированных гипергеометрических рядах (см. п. 2.1.2 и 2.1.2), 
можно показать, что в случае, когда /-- т -- п — четное число, функции 

$ ((- А, mp, п-ку, 2), l,m, n=O, +1, *2,..., 

связаны с гипергеометрическими функциями, имеющими одну иту же группу. 
Среди этих функций есть множество, называемое приведенным, для которого 

ОА, уз Обь» У» A+p<l. 

Г. А. Шварц (Н. A. Schwarz, 1873) показал, что приведенная функция 
т=5 (^, ы, у; =) отображает верхнюю полуплоскость Ни 2—0 на треуголь- 
ник A, т-плоскости, ограниченный тремя дугами окружностей (некоторые из
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них могут вырождаться в отрезки прямой). Внутренние углы треугольника A, 
в точках, соответствующих точкам 2 ==0, со, 1, равны Ал, ит, va. 

Из принципа симметрии Шварца следует, что полная система ветвей 
функции t= S(A, в; У. 2) отображает плоскость 2 на риманову поверхность, 
лежащую над т-плоскостью, которая состоит из A, и всех треугольников, 
получаемых из A, с помощью следующей конструкции. Пусть задана окруж- 
ность (или прямая линия как предельный случай окружности). Отобразим 
T-IIMOCKOCTb на себя с помощью подстановки 

v= ат + Ay, 
— 5 

ат + Ags 

где т’ — точка, соответствующая t, и х — комплексно сопряжено с т; заме- 
THM, что для точек окружности t=’. Назовем это преобразование инвер- 
сией относительно окружности. Выполняя инверсии относительно окруж- 
ностей, ограничивающих A,, получим три новых треугольника A,, Ag, As, 
которые также ограничены дугами окружностей. Из этих треугольников Ду, 
A,, A, мы получим новые треугольники, вновь выполняя инверсии относи- 
тельно окружностей, которые их ограничивают. Если никакие два из полу- 
ченных таким путем треугольников не перекрываются друг с другом, то 
функция t==S(A, в; у; 2) имеет однозначную мероморфную обратную функ- 
ЦИЮ 

2 = (^, p, У; К), (14) 

которую называют автоморфной функцией. Необходимым условием для 
существования функций © с такими свойствами является то, что A, в, у дол- 
жны быть либо равными нулю, либо обратными величинами к целым числам. 

Существуют 15 приведенных множеств значений A, в, v, при которых 
$ (^, в, У; 2) — алгебраическая функция. Эти множества были указаны 
Г. А. Шварцем (Н. А. Schwarz, 1873). Список Шварца (в котором номер 1 
содержит на самом деле бесконечно много случаев) приведен в следующей 
таблице. Здесь п, р — неотрицательные целые числа и 2р = и. 

Таблица Шварца 

wn ^ в у wn ^ р V 

Js ob ef) gob 3 
>} > 3 93 |} er 5 s 
foe of fd fof gob og 

|} oo dal borg 
se} > 3 3 | 8 5 8 
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В случае 1 (при р= 1) обратная функция o(A, в, Vj t) рациональна. В ча- 
CTHOCTH, МОЖНО ПОЛОЖИТЬ 

Е 11 \ [9 
т Е 

В случае ^ =и=у==0 получаем частный вид автоморфной функции, 
положив 

| (5,51 1—2 
t==S(0, 0, 0, z)=i 

Е |. J aye 
2°? 2°" 

Соответствующая обратная функция 2(t) обычно обозначается Xx? (=) и назы- 
вается эллиптической модулярной функцией. Этой функции посвящена 
обширная литература. См. гл. 14, а также Klein, Fricke, 1890, 1892; об общих 
автоморфных функциях см. Fricke, Klein, 1897. Явное выражение для x? (т) 

имеет вид x = ‚ где 
8 

1 \2 in 1 inn? со int (n4+-— He со — 
2 У (—1/е ty) =ets 7]142 У (пе 7 |, 

n= 0 n= 1 ` 

__ inn? 

`) 
являются регулярными функциями от < тогда и только тогда, когда из >> 0 
(см. Уиттекер и Ватсон, 1962, п. 21.7, 22.3). 

2.7.3. Униформизация. Введем вместо переменной 2 переменную t по 
формуле 

О У uote F422 ec 
п =1 n ==] 

2 == x? (т) 

(см. 2.7.2). Тогда F(a, 6; с; 2) станет однозначной функцией OT t, которая 
определена и регулярна в полуплоскости Пиз > 0. Виртингер (Wirtinger, 
1902, 1903) доказал формулу 

1 

2 

5 T (b) T (c—b) F [a, b; c; x? (t)| = 72) Т (с) [83 (0, т) |1? \ Ф (и, t) du, (15) 

0 

где 

__[ 9, (a, t) 282-165 (и, t) Р@-8) —1 ® (u, = [5-0 >| 6, (0, =| x 

43 (и, <) 
x 6, (0, 7) 

1— 2a 0, (и, <) 1—2 (с —а) 

| (0, я 

Функции 0; (и, t) (1 =1, 2, 3, 4) являются четырьмя тета-функциями Якоби 
(см. гл. 13). Если не выполнены условия Rec > Кеф > 0 (см. 2.1.3), то инте- 
грал в (15) надо заменить контурным интегралом. 

2.7.4. Нули. Пусть и (а, 6; с; 2) — однозначная ветвь решения уравнения 
2.1(Т), которая определена в полуплоскости 2 — 0 с возможным исключением
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точек 0, со, |. Тогда, если Л — заданная постоянная, то уравнение 

и (а, 6; с; 2) = (16) 

имеет лишь конечное число решений относительно 2. Это вытекает из того, 
что решения уравнения 2.1(1) могут быть разложены в окрестности особых 
точек 0, со, | в соответствии с формулами 2.10(Т) — 2.10(5). Отсюда следует, 
что поведение и в окрестности этих точек определяется лишь членом вида 

Uy (2) = со (2 — 20) или Vy (2) = с. (2 — 2p) In (2 — 2p), 

где 2, =0, со, 1, причем = — 2, заменяется на 2', если 2, =со. Это озна- 
u 

чает, что отношение я. стремится к конечному пределу, отличному от нуля, 
0 

если Z—2Z,. Следовательно, (16) имеет лишь конечное число решений в до- 
статочно малой окрестности 0, со, | (если мы ограничимся областью 
Im 2-0 и, следовательно, однозначной ветвью Vy). В оставшейся части верх- 
ней полуплоскости функция и регулярна и, следовательно, равенство (16) 
может иметь лишь конечное число решений. 

В случае, когда а, В, с — вещественные числа, число нулей [то есть реше- 
ний уравнения (16) при А =0] однозначной ветви и (а, 6; с; 2) было опре- 
делено Гурвицем (Hurwitz, 1907), Ван Флеком (Van Vleck, 1901, 1902) и Гер- 
глотцем (Herglotz, 1917). Методы, использованные этими авторами, тесно 
связаны с результатами, выражаемыми формулами 2.7(1) и 2.7(2). 

Для многочленов 

u=F(—n, а-- п; 1; 2) п= 0, 1,2, ..., 

где а, 1 вещественны и 1 > 0, a a+ 1 —1->> 0 все нули вещественны и лежат 
на промежутке 0<2-< 1 (о многочленах Якоби см. гл. 10). 

ЧАСТЬ ВТОРАЯ. ФОРМУЛЫ 

2.8. Гипергеометрический ряд 

ee) 

F (a, р; с; 2) = У he ot с 0, —1, —2, vary (1) 

n=0 

(a), =1, 

2 
(a), = Se =a(a+l)...(atn—l), n=1, 2, 3,... | «) 

Если с = — т—[, где т, [=0, 1, 2,..., то имеем 

F(—m,,—m—t2= ¥ AS ee zn, (3) 
n=0 

Некоторые элементарные функции, которые могут быть выражены с по- 
мощью гипергеометрического ряда (см. 2.2.1 и 2.5.5): 

(i+ z)*=F(—a, bd; b; —2), (4)
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у Vay = F(a ats; 5; 2), (5) 

[5+5 yi=z) "= F(a—s, а; 24a; ‚= 

= Vl—z Е [4 +; 2а; г), (6) 

(1—2) *@ 1 (1 +2) = F (2a, а-- 1; а; 2). (7) 

Усеченный биномиальный ряд имеет вид 

ЕС - ... + СП2т = Стат Р(— т, l;a—m+1; —2, (8) 
со 

T (a+ 1) ' 
Спа" — ат F(m+i—a, 1; m+2; —2), (9 2% Pama por Pmt +2; —2), (9) 

“= (2ehzy*the FLL +5, sts la: (ch zy] (10) 

cos az = cz —5; 5; sin? z | = cos eF [> +5, 5—2; 5; sin? z| = 

а | а | 
= (cos 2)" F(— Or 5; ==), (11) 

sin а2 =а sinz F 5+5, 5—2; 3; паг | = 

а аз . 
=a sin 2 cose F (1+5, 1—5) 57} sin’ =, (12) 

113 
arcsin 2 =2F (55, 55} 2), (13) 

1 . 3. 2 arctgz=2F 5, 5; —2 , (14) 

In(jzg+ = [Ес 1; 2; —2), (15) 

1-2 1 , 8 22 |5. во; “), (16) 
dq” 

т [27-1 (1 — 2) <] = (с) 2°41 (1 — 2)8-<" Р(— п, 6; 6 2). (17) 

Элементарные соотношения 

Е (а, 6; с; 2) =F (В, а; с; 2), (18) 

lim (P(e) F(a, В; в = 
CN 

— ray Oe атм F(atnti, b+n+1; n+2 2), (19) 

т sa F (a, 5 65 2) = Oe Fate, и; сп; 2), (20) 

(а), 2%! F(a-+n, 6; с; 2) = тт a" ст leone” F(a, 6; с; z)), (21)
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п 

(c—n), 2°13" F(a, у c—n; 2) = р [2271 F(a, 6; с; 2)|, (22) 

(с— @)_ 26-47 (1 — 2)а+5-с-п Р(а— п, 6; с; 2) = 
п 

— “а [22-а+п-1 (1 — 2)9+0- Е (а, р; с; 2)], (23) 

(An En (1 — yao" F(a, вета = (с) 
— = [(1 — 2) 8-6 F(a, В; с; 2)), (24) 

ir we ди et Fan, Бета = 
п 

= Fl — 2) Ра вв 2 65) 
(е— пабе (1 — 2)8-6 F(a—n, 6; c—n; z)= 

dq” 

= aah | 
(C— пи 204-7 (1 — 2) -e-2 F(a—n, b—n, c— п; 2) = 

26-1 (1 — z)0-e" F(a, 6; с; 2)], (26) 

п 

— ти [zo (1 — 2)90-с F(a, 6; с; 2)]. (27) 

Соотношения между смежными гипергеомелрическими рядами в случае, 
когда два параметра постоянны: 

(c— а) Е(а—1, 6; с; 2) + 2a—ec—az- bz) F(a, В; в z)+ 
ta(z—l)F(a+1, в; с; 2)=0, (28) 

(ec —b) F(a, 8 Гоа - (26 —с— bz +. az) F(a, b; с z)+ 

+b(z—1)F(a,b+1; ¢ z)=0, (29) 

ce(c— 1) (z—1) F(a, b; c—1; 2) +e [e—1— (2c —a —b— 1) 2] F(Q, в cc; z)+ 

+ (c—a)(c—b)z F(a, В c+-1; z)=0. (80) 

15 соотношений Гаусса между смежными функциями (РГ обозначает 
F(a, в; сз) и F(a+1), ЕТ) и Р(с = 1) обозначают соответственно 
Е (а 1, 6; с; 2), F(a, 6-1; с; 2), F(a, ве 1; 2)) 

[с — 2a — © — a) | F+a(1—z)F (a+ 1)—(c—a) F(a—1)=0, (31) 

(b>—a)F+aF(a+l)—bdF(6+1)=0), (32) 

(c—a—b)F+a(i—z)F(a+1)—(ec—)d)F(6— 1) =), (33) 

c{a—(c —b)z| Е— ас (1 — 2) F(a+ 1) +(e —a) (с —ВёЕе- 1)=0, (34) 

(c--a—1)F+aF(a-+ l)—(c—l)F(c—1)=9, (35) 

(c —_a—b) F—(c—a)F(a—1)+0(1—z)F(o+1)=0, (36) 

(b — a) (1 —z) F—(e— a) F (a— 1) + (c— db) 26—10 =0, (37) 

c(l—z)F—cF(a—1l)+(c—b)zF(c+1)=0, (38) 

[a—1—(c—b)— 1) 2] F-+(c — a) F(a— 1) —(e— 1) (1 —2z) F(ec— 1) =0, (39) 

[c—26+(b—a)z] F+0(1—2)F (0+ 1)—(ec—d) F(o—1)=0, (40)
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с [В — (с — а) 2] F— be (1—2 F(6 +1) + (c—a) (c— db) 2z F(c +1) =0, (41) 

(c—b—1)F+6F(6+1)—(c—1) F(c—1)=0, (42) 

с (1 — 2) F—c F(b— 1) + (e— аа F(c+1)=0, (43) 

[6 —1—(c—a— 1)z] F+ (c— db) F(6 — 1) —(e— 1) (1 — 2) F(ec—1) =0, (44) 

с [е— 1 — 2e—a—b—1)z] F+(c—a)(c—b)z F(c+1)— 

—е(е— 1) (1—2) F(e—1)=0. (45) 

Формулы для частных значений 2 

T (c) P (ec — a — 5) F(a 06) = REDE Geay COL, Вее> Re (a+b); (46) 

rl +-a—s) 2 (5) 

a | ’ r (1-645) (5+5) 

1 +a—bA~0,—1,—2,..5 (47) 
(a+ 1) F(—a, 1; 64+2;—1)+(6+1) F(—), 1; a+2; — = 

F(a, b;1 +a—b;—1)=2-4 

— arbi SS a, 6—2, —3,—4,...; (48) 

в a; a+1;—1)=2a E (5+5) — (5) (49) 

1\ 7d 
F (2a, 2b; afb+ 53 ыы (2) (50) 

(eta)? +a) 
a+ b+-5 £0, —1,—2,...; 

ron(4) 
(5+5)? (5-345 

F(a, 1—а; 6; x)= 

F (2a, 25; ав) = 

—_ Утг(а--ь- у I _ 1 (52) 

a—b Koreas Ито) 

4641520, —1,—2, ...: 

a 1y_ ayo? (3)? 2245) 
(3) (24+3) 

2a+ 50, —1,—2,..., 

(58)
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ии 2 eta)? (5) Е (3a 384-55 3a +B; 5)=(3} гг (a4) 

2a-+>£0,—1,—2 .... (84) 

5 ina — у вап г (2+3 
= 2ne т 5 5, (55) 

тез *(e+5)? (3) 
п 

F(a+5, За; 2а + 55 е 3) = 

mone Fig ба та) (56) НЫ 
ра £0,—1,—2, .... 

2.9. Ряды Куммера и соотношения между ними 

24 решения Куммера для гипергеометрического уравнения имеют вид 

u,= F(a, 6; в; 2) = (1) 
= (1 — 2) 48 Р(е— а c— В; с; 2) = (2) 

=(1 — 2) а F (a, е— В; с; == (3) 

—=(1— 2) 2 Fle—a, р; с; <4) (4) 

и, = Р(а, в a+b+1—c¢ 1—2) = (5) 

=z) F(at+l—ce b+1—c a+b+1—c; 1—2) = (6) 

=2@Р(а, ар — с ato+ti—«a¢ 1—2 = (7) 

=2z°F(b+1—c, db} at+o+1—e 1—2, (8) 

u,—=(—2z)*F(a,a+ti—caqa+t1l—bs; =" = (9) 

== (— 2)8—с (1 — 2) 98 Р(1— р c—b; a+ 1 —b; 2!) = (10) 

—= (1—2) “Е la, c—b; а-1— 6; 1—2) = (11) 

= (— 2)" < (1 — 2)“ 1 Р [a+ 1—e, 1—b; a+ 1—); (1—2) 1, (12) 

иа = (— 28 F(o+1—e, db} b+1—a 2 = (13) 

== (— 2)9-6 (1 — 2) F(L—a, ела b+1—a, 2 = (14)
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=(1 — 2) F[b, c—a,b+1—a@ (1—2) = (15) 

== (— 2) < (1—z)*8-! F [pb +1—c, 1—4 1—а;(1—2) 1, (16) 

Ws = 2) F(at+il—c, b+1—c5 2—c¢ 2) = (17) 

= 21-е (1 — 2) F(1—a, 1—b, 2—c; 2) = (18) 

ее ааа [ао 1 2G т) = (19) 

= 2121 F(b + 1a, 1—a; 2—¢; 4), (20) 

ив = (1 — 2) 49 F(c—a, c—b; c+1—a—bd; |—z)= (21) 

= 21-6 (1 — 2)6-4-6 Р(1 —a, 1—b; c+ 1—a—b; 1—2) = (22) 
== 24-6 (1 — 2) 2) F(c—a,1—ajce+1—a—b;1—2z')= (23) 

== g0-¢ (|1 — 2) 8 F(c_—b, 1—b; c+1—a—bd; 1—2"). (24) 

Любые три из функций W,, ..., Ug связаны друг с другом линейным COOT- 
ношением с постоянными коэффициентами. Это приводит к двадцати соот- 
ношениям, а именно 

ето Г (В) Та 1, 
T(a+b-+1—c) 

_ (6) T(e—d) но P(@+1—0) P(e —d) 
таги 5) 

ma F(aT(b+1—c) _ 
тает) “= 

_T(a)T(c—a) mane Г (b+ 1—c)T(c—a) = 6) и: + ей" ‘а+ те! —а Us, (26) 

неьГ(е— Юга) _ T(b)T(c—d) ини F (1 — 4) Г (6) 
° aerate Tey тора OD 
pind ГОГ), 

T(afo+l—e)” 

_Te+1—c)P(i—d) iebet_ey F(a) TU — 5) 
— T (2—c) Us +e Dt T(a+i—os)”® (28) 

неа Г(е— 4Т(1—в F(a) T(e—a) ao FE (1—8) (a) 
° тегам“ Te “+ Га“ 9) 

eitiati-c) Г(а + 1 — Г (в) 

T(a+oti—o” 
_ T(a+t—c)r(1—a) нано Г (0) Г —a) 
— Г — 5) WS ee Та» (0) 

нкоь Та T (c—a) 
тега “ы 
_PU—d)T (+ — 6) ina-b) L(¢c — a) T (b+ 1 —c) 

ГО — 5) Us +e b гот в и) (31) 
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Г(1— а) Г(е— 5) 
етиарёа) 

Te+i—a— a 

Tear eye EO ” 
йе " 
лы 
ae een ieee 
гагат, POPA—)T@ti—4) piney = (37) Тарга о“ FQ—c)l (c—d)F(a) 

Те —а—врГг(ае—сгГ(а--1—5) ,_, 

~~  TPi—d)r(e—d)T(ato+i—c) ета: — (98) 

_P@+b—o)l(@+1—D) не 

T(a+1—c)T(a) ° 

_ T(l—e) T(1+5—a) T(c)F(i1—c)TP(O+1—a 
тар атаке“  T@—c)Pe—alb) 
_T(e+l—a—d)l(a+b—c)P(b+1—a) у 

= Ti—aPe—arato+i_—g © о 
T(a+b—c)T(6+1—a@) ео 

того © и» (90) 
TQ—c)P(a+b—c) 

) ей" ‘С-В yy, — (39) 

T(2—c)T (ec —a—bD) 
Ws = ИГ —b) из —- Га ого м 

Я еее anh 
1 = Г Meg = = о и Ll am = = aS и, = (43) 

ГС ет 7 oe 4) in св) tl, +- (44) 

T(c+ 1—a—b)T(a—bd) pain (c-a) 
т Fifa Pb) и 

Эти соотношения справедливы для всех значений а, 6, с, для которых 
гамма-множители, стоящие в числителях, конечны, и для всех значений Zz 
для которых соответствующие ряды сходятся, причем Imz>0. Первые 
восемь из этих соотношений связывают три из функций ц,, Uo, ..., Из, не 
имеющих общей области определения. Последние двенадцать соотношений 
выражают функцию, которая определена в области D, через две функции,
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каждая из которых определена в одной и той же области О’, причем DD", 
Эти формулы могут быть использованы для аналитического продолжения. 

Если Imz<0, то знаки аргументов в экспоненциальных множителях 
формул (25)—(44) должны быть изменены на противоположные. 

2.10. Аналитическое продолжение 

Здесь приведены основные формулы для аналитического продолжения 
гипергеометрического ряда. Общим считается случай, когла | —c, b—an 
¢—b—a не являются целыми (см. также 2.9(1)—2.9(4) и 2.9(3)—2.9(44)) 

Е(а, 6; с; 2) = A, F(a, 0; a+b—c+1; 1—z)+ 

+ A, (1 — 2) 8 Р(е—а c—b; c—a—b-+1; 1—2), (1) 

| arg (1 —2)| < т; 
F(a, 6; с; 2)==B, ([—-2 4 F(a, Гена 1—b +a; 2 

+. В. (— 2/8 F(b, 1\—c +b; 1— а-- в; 27), (2) 

| аг (—2)| <7; 
F(a, 6; с; z)=B,0 —zy* Fla, c—b; a—b+1; 1 —2z) 7] + 

+.B, (1—z)8 F[b, c—a; b—a+1; 1—2) 1, (3) 

larg (1—2)| <; 
F(a, 6; ¢; 2) = Ae F(a, a+1—c; a+o+1—o 1—2 

+ А.29-с (1 — z)*-@8 F(c—a, | а c-+-1—a—BJ; 1 — 274), (4) 

| аго 2 | < т. 
Коэффициенты A,, Ay, В, и В. имеют следующий вид: 

А _T(c) TP (¢c—a—bd) A _Te)l(@+b—c) | 

"т T(e — a) T (ec — в)’ , T(a)T(b) ’ 5) 

B _ P(e) P(o—a) В —_Т(@е)Г(а— 5) | 
1 T(b)T (ec —a)’ = T(a)T (ce — by’ 

F (a, b; с = —2) Fla е— 6; с; == е— а; с; т. 

(6) 
Аналитическое продолжение F(a, 6; с; 2) в погарифмическом случае 

(числа /, т, п неотрицательные целые) 

Е (а, а т; с; jen 

_ < 2-9" \ ат саит —n 
— T(e—a) = п! (n+ m)! 2" [In (— 2) + Ap] + 

m—\ 

—a I (m— n)(@)y 

+ (2) = T (ea — nya 

—п<аго (— z)<n, c—a—ne целое; 

фа Е т + Фа + п) —у(а- т n)—$(c—a—m—n)= 
фиат (я) —у(а-т- п) 9 е-фаи-м + 

+ в [#((— а), (8) 

zn, (7) 

hn 

| 
il
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причем сумма от нуля до ш— | для m=O считается равной нулю, 

T(a+m 
F(a, ат; at+m+Il-+1; 2) Ge = 

== (— Гуна (__z)-a-m У и т 1)! т 

а (т— п — 1)! (а), _, 

+ (2) > (т ae oe 
п =0 

1 

(—z)o™ (2) nam (— M—l)nim —п 

+ (-- т om 0 (п-т)! п! =" [п (— 2) + high 9) 

— п < аго (— 2) < т; 

в, = ф-т п) ф-т) — фата —9(-41—п), (0) 
F(n+1,n+m+1,n+m+1+2;2)= 

_ (nt m+I+ 1) (—1yitm qntm и 2 f in(l—z) 

= Gem p Taam (LY 

Е (a, в a+ b-+- т; 2) tae 

(11) 

т — 1 

Г (т) (а) и ()n n 
~F (a+ m)T (b м) a (=m), nl (I — 2)" 

pam уе ys od aldo 
- —n<arg(l—z)<7, a, b, 40, —I, 2,...; 

= и у (а-т- О —у(а-п-т) —ф( п-т), (13) 

где "У. при т —==0 считается равным нулю, 
п =0 

F(a, b; a+b—m,; 2) ei we 

mn (ради 4 _ P(m)(1—zym у (a— т), (b— 
гого 4 maa 

(—1)m у @), On = 
— m)I (b— т) (1 -+- m),n! [An — In (1 ~— 2)] (1 — 2)", (14) 

п =0 
v Ta 

— < аго (1—2) <л a,b, 40, —1, —2,...;
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hn = (Ln) ф-т т) — (а 1)+ (b+) (15) 
т-—1 

где У при т ==0 считается равным нулю. 
n=0 

Вырожденному случаю (одно из чисел а, В, c—a, с — В — целое) посвя- 
щен п. 2.2.2. 

2.11. Квадратичные преобразования и преобразования 
высших степеней 

Все квадратичные преобразования могут быть выведены из линейных 
преобразований п. 2.9 и преобразований специального вида, указываемых 
ниже (относительно области, где справедливы эти формулы, см. п. 2.1.5); 

Е (а, в a—b-+1; г) = 

1 
=(I—at Ру, — b+ 25 ‚ [ta—b; т, (1) 

F (2a, 2 a-+b+53 2] = Fla, batb+5; 42(1—2)|, (2) 

Plapo45)r 2) ele b | 2) — 

T(at 5) P (0+ 5) 
[ 1.1, 2\ F (2a, 2; a+ +; +5) = 

С Дни), © 
F(a, b; 26; 2=(I-5) FS 5+5; b+; (4) |. (4) 

Fla, в; 2b; 42(1 +22] = (1 +2)" Fla, а-+5—5 b+} 2), (5) 

Pla at; 5: 2—2\=(1— 5)" F (2a, 2a—b +1; by ait (6) 

Таблица Гурса квадратичных преобразований. Мы выбираем здесь для 
квадратного корня ветвь, принимающую положительные и вещественные 
значения, если 2 вещественно и O<z<l. Все формулы справедливы в не- 
которой окрестности точки z = 0. 

ж[ь)г(е-+о+ь 7) tp hele 
t(a+5)T(o+5) heals 

=F| 24, 2b; a + b+ x ау | +F| 20,25 0-5-4 5; rv) |, 

(7) 
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т (5)P@+1—0) 

г(а+э) тив 

=F | 24, 1— 2b; a+1—p- += тг |+ 

+ P| 2a, 1—2 a+1—, 5— 5 у =) (8) 

(+2 F(a, b; 5; —2)= 

Ш ont. lL 1 Vz =F (2a 1, 2b—1; atb—5; 7-1) — 

1. 1 2 —F[2a—1, %—latb—z; 5 кз) (9) 

Fla, па; 2\=F (2% atb+ 55 9—5 ~Vi- 2), (10) 

Тут“ pol. 1, Vi=z—1 =(5+5V1 2) Е (2a, a УТ, (11) 

= (УТ-Е=-+ У 2)“ Ра, a+b; 2a+ 2; 2—2), (12) 
/ F(a, atb—5;2\= 

1 
— (1—2) 2 F [2—1 %— паз; 5—5 ИГ, (9) 

1 
| | 1—2а 

Fla, па: 2] = * (54512) x 

x F(2a—1, a—o++:a+o—H4. 1), (14) 

| 

Ра р; а; —2) =. 2 (Vi tz-+ V2) x 

x F(Qa—1, a+b—1; 2a+2b—2; 2V¥z+ 22—22), (15) 

F(a, а; с; г) = 

1 
| 

= (1 —2)4 F(2a, 2c —2a — 1; с; 5-5 —2). 2), (16)
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Fla ats 92) =а + Vey F (2a е—5; 21; FE), 

Pla, b, (a+b +1) z|=F |S, os 5 (ato +l); (1—2 | 

Pia, b; F(a+o +1) z| 

| =(1—2) Ру, sth F(a +6+ 1) 42(1—2)], 

Pla, bys (a+b +1) z|= 

Az(z— | “a а |i а. 1 | 

Fla 6 ть; — 2 | = (ИГЕЕ Уз x 
а р. . 4у2@2- |) 

КРИ ore yal 
F(a, |— а; с; 2) = 

а 
=F | 5—5, 5 e-+a—1) с; 42(1—2) |= 

= (1—2)! и—2) FI 5 +5, F(e+1—a) с; (1—2) 

F(a, | — а; с; 2) =(1— z)* (1 — 226 x 

хе, зе! | 

F(a, 1—a; ¢; — 2) = (1 +2)" (УТ 2-- У) x 
pet. 0—1. AVE) x Plea Бе; 2—1, И] 

Е (а, 6; 25; 2) = 

a 

_ ка , a@.,, |. 2 \_ 
= (1—2) Е [5,6 yi Obs eA 

ati 

| аа 2 ата, |, 7 \_ 
=(1 5) 2) Flb+5 = 

2 \ а а | а 1 2? 

=(\-5) ео от] 
а. 

2, 
—(1— 26-2 (1 -= В], 6+5— О =) 

(1— V1 — 2) 

41 — 2 | 

a 

F(a, 6; 2b; 2)=(1—2z) 2 Pla, 2b —a: b+ г; — 

[Гл.2 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30)
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Е (а, 6; 26; 2) = 

| | —2а 1. 1 (Е— УЕ —=\? и 
F(a, в a—b+1; 2) = 

=(—27°Р|5 + a+ 1 — 28) а—в-- 1; qa (32) 
_ 2° 2 (1—2) ]? 

F(a, в a—b+1; 2) = 

_ Е-2 | а а ‚ — 42 
(1 — ze! Е| 5+5, go tl—s a—b+}; | (33) 

F(a, b, a—o+1; = (127 |5, о: АТ (34) 

F(a, 6; a—b +1; 2) =(1— 2) 20 (1 -- 2)?? 1 х 

ХР э@-+1—25, 5—2; a+1—HA Fs], 5) 

F(a, 6; a—b+1; 2) = 

=(14-V2 |4 а—6+5; 2а—25--1; п я (36) 

Кубические преобразования. Эти преобразования сводятся к преобразо- 
ваниям (37), (38) и (39) с помощью 2.10(1)—2.10(6) и 2.11(1)—2.11(6) 

2x (1 — 23)2 (— 2) зах 

| Г. 2. —38 м 2.4, „з\| F(a, ata 5; 2 23 Flats, ар; 5; 2 

= +) ге ~ | т(з)т (а +3 ОИ 
== 2n (1 — 23)@ "а x 

Е ва: si _ ai F ант a+. 3:7) 
3’ 3°’ 3 3” 3° 3° 

x 5 126 м = (37) 

г[з)т (+3) го 
Ч = " “+3) | 2 

—3 27 ¢ 2 (—w)-?2 (1 — w)” 5 Flat, 3a 2a + 3} w), (38) 

r(2a+ 4] 
3 

ni 
ше .ue8 

2—6 

Знаки += ставятся при Im (— %) =0.
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Имеем также 

| arg (—2)|<- x» lagd—2*)(/<, [ат (— м) < т, jarg(l—w)|<% 

|wi>1, Ве >, 

2 
За 1 1. 3) FS, 5 (Ва — Пра; —2 |= 

__ 13а = | ot со. 22(38 4+ 2°) —(1 +2) Е gy 2a; | (39) 

Гурса (Е. Goursat, 1881) дал большой список кубических преобразований. 
Мы воспроизводим здесь лишь рациональные преобразования: 

Е (3a, ао; 4a-+ ‚= 

=(1-# Fla ats} ate; — ea |, (40) 

F (3a, зан; ао; = 

= (1 — 922 Fa a + 5 2a +> er |, (41) 

F (3a, ae; Ча 5; ‚= 

=(1-4) "Fa, a+; 2+0; |, (42) 

F (3a, 5—4 2a > ‚= 

= (1 — 42 Fla ata a+ 5; eo], (43) (2—1 

о. Е Аи а Г. 1. 2(9— 82) Е (3a, ey |= (1—2) Fla, 5-9 vi Sas |. (44) 

ТТ.) oq | Jt. z(z—9)? 
F(3a, а 5; 5 ‚2 =(1—2) Fla, “5; тт] (45) 

3 
_ 82 4z\ 34—55 | 5 3 2(9— 82)? 
= '-5) (1-3 Flats, +5; 5; ев» | (46) 

3
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2.12. Интегралы 

Г (6) 
1 

Е (а, 6; с; 2) =ГтС-ы \ 11—81 (1 — #2)-@ dt, (1) 

0 

Вес > Вер > 0, |аго (1 —2) |< *; 

i I (с) exp [iz (b — с)| 
) 

b-1 __ 4#\0-0-1 (1 —а 

Рес) OO ey ae 2) 
0 

F(a, 6; с; z)= 

Reb>0, |arg(l—z)|<2, c—Od Al, 2, 3, ...; 

0-+) 
— iT (6) exp (— #16) 20-1 (1 — £)e-b-1 (1 — #2) ~¢ de, (3) тг — B) sin (xb) 

1 

Е (а, 6; с; 2) = 

Вес > Вер, |аго (—2)| <”, bl, 2, $, ...; 

Е (а, 6; с; 2) = 

(14, 04,1—,0—) 
_ — Г (с) exp (— ixc) 6-1 (1— В 1 it (4) 
~ 41(b) P'(c —B) sin (xd) sin [п (ec —5)] (1 — #2)а ' 

b, c—b 1, 2,3, ...; 

F (a, 65 I) =p | +9 54) 45 6) 
0 

Rec>Reb>0, |argz|<7; 

Ра = 5 \ (5 — 12-51 54-е (5 — 2-1) ds, (6) 
0 

1 + Веа > Вес > Кер, |arg(z—1)|<7; 

Е (а, 6; с; 2) = 

5 

2T (с) (sin £)25-4 (cos t)2¢-29-1 

Tern Ve (1 
0 

F(a, 6; с; z)= 
2I-¢ Г (6) | (sin Ри 6080 4, 

Г(В)Р(е—5) : | — 5 + 5. cos 7 

_ 27 СГ (6) ( (sin £)?¢-2-1 (1 — cos £)22-¢ / (8) 

ГГ — 2) 0 | — 5 + 5 cos] 
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F(a, 6; с; 2) = 

Е (а, 6; с; 2) 

Е (а, 6; с; 

Е (а, 6; с; 

Е (а, 6; с; 

Е (а, 6; с; 

Е (а, 6; с; 

2) 

2) 

2) 

2) 

2) 

~ TP (6)T (c— bd) 

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

2Г (с) ¢ (ch v)24-2¢+1 (gh y)2¢-20-1 р 

Г (b)T (ec — 5) , [(ch v)? — 21а о; 

dt, 

CO 

9b-a T (c) \ (sh t)2a-2e+1 (ch {— ])2¢-a-b-1 

/ а 

0 Lyoet g ehe] 

(oe) 

9b-a T (с) (sh t)2a-2b-1 (ch t + ранёс 1 

УСС t, 
0 Та сна ° Det 

2T (c) c (sh v)22-1 (ch y)2@-2¢+1 р 

Г(В)Г(е— bd) ; [(ch v)? — z (sh v)?|% 9, 

0-6 T (c) o (sh t)26-1 (ch Ё + ])e-e-b+1 

T(b)T (c— 5) [1+ 2-+ (1 — 2) ch¢]@ 
0 

dt, 

0-6 T (c) © (sh f)2a-2c+1 (ch Е— 1)5+с-а—1 р 

P(E C—b) « [lt2+(1—2z)ch¢]¢ 

Т (с) 

T (d)T (c— 

Формулы (7)—(15) справедливы, если 

Вес; Вер > 0. 

со 

5 \ eH (| —etye-b-4(1 — zet)-2 at, 
0 

[Гл.2 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Относительно других интегралов см. 2.4(1)—2.4(10), 2.1(34), 2.1(35) и 3.7, 
где функции Лежандра могут быть выражены через гипергеометрические 
функции. Относительно интегралов, приводящих к гипергеометрическим 
функциям, см. также гл. 7 (интегралы Сонина—Шафхейтлина и связанные 
с ними интегралы). 



ГЛАВА 3 

ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА 

3.1. Введение 

1 

Выражение (4? — 2аг соз1- г?) 2? задает потенциал в точке P, образо- 
ванный зарядом, помещенным в точке А. Здесь ги а— расстояния точек Р 
и A соответственно от точки О, и 1— угол, под которым виден отрезок РА 
из точки О. Разложение этого выражения по возрастающим степеням г 
имеет вид 

—- у P,,(cos 1) ()" 0O<r<a, (1) 

Коэффициенты P, (cos 7) этого разложения зависят лишь OT Cos 1 (то есть не 
зависят от а и г} и являются многочленами степени п OT COS 1. Эти многочлены 
были введены в 1784 г. Лежандром и называются многочленами Лежандра. 

Многочлены Лежандра и связанные с ними функции встречаются, напри- 
мер, при решении уравнения Лапласа, волнового уравнения или уравнения 
теплопроводности в сферических координатах г, 0, $, определяемых форму- 
лами 

x==rsin@cos9, y==rsin 0sing, 2=с0$0. 

В этих координатах 

ГОГ. ди 1 af...” 1 ov 
я ar) + wane on (889 Sp) + ядетр бет, 

и решение уравнения AV=O имеет вид И=А (г) Т(0) Е (®), где R, T, Е 
зависят только от г, 0, о соответственно. При этом Т удовлетворяет обыкно- 
венному дифференциальному уравнению 

4Т ат mo 
20 + C'S 9 Ge A 6+0 4s | Г=9, (2) 

где ли у— постоянные, возникающие при разделении переменных. Подста- 
новка €==cos0 приводит уравнение (2) к уравнению Лежандра степени у 
и порядка в 

AV= 

ad? T aT | Г p? — (2) 2 — 2 ee a eee (1 — &?) qe 26 de +- yor) al T=0. (3) 

Это же самое дифференциальное уравнение возникает для задачи потенциала 
в сфероидальных и тороидальных координатах; см. п. 3.13 и 3.14. 
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В случае сферических координат число €==cos§ вещественно и лежит 
на отрезке [ —1, 1]. Для того чтобы потенциал был однозначной функцией, 
которая непрерывна и имеет непрерывные частные производные на сфере 
— соп$ числа в и у должны быть целыми. Однако уравнение (3) встре- 

чается и в других задачах, когда нет необходимости ограничиваться лишь 
значениями € на отрезке [—1, 1] и целыми значениями p и у. Поэтому мы 
будем изучать уравнение (3) при произвольных вещесгвенных или комплекс- 
ных знёчениях чисел CG, в, %. 

Уравнение Лежандра встречается также в теории гипергеометрических 
функций. В этой теории установлено, что если гипергеометрический ряд 
Гаусса допускает квадратичное преобразование, то гипергеометрическое 
дифференциальное уравнение может быть сведено к уравнению (3). 

Совершенно иной подход используется в теории ортогональных много- 
членов. Многочлены Лежандра P, (€) являются ортогональными на отрезке 
[-1, 1] многочленами, соответствующими весу р(х)==1. Отсюда возникает 
связь с теорией интерполяции и механическими квадратурами. Ортогональные 
многочлены с весовой функцией (1 — 62) на отрезке [—1, 1] также могут 
быть выражены через функции Лежандра (см. гл. 19). В этой главе основой 
для изучения функций Лежандра будет дифференциальное уравнение (3). 

3.2. Решение дифференциального уравнения Лежандра 

Функции Лежандра являются решениями дифференциального уравнения 
Лежандра 

о 9 4 yt 1) — pt (124) 1] w=, (1) 
где 2, у, в могут принимать любые значения. 

Подстановка w == (2? — 1/2 9 преобразует уравнение (1) к виду 

9 49 dv 
(I-24) 55 —2@4+1) 2 +0—v)0+e4+lo=0. (2) 

Если выбрать за независимое переменное ta—4, TO это дифферен- 

циальное уравнение примет вид 

C—O) Stet — 29 о-вов oxo, 

Это уравнение совпадает с уравнением Гаусса 2.1(1), где a=p—y, = + 
УГ ис=ь-- 1 

Следовательно, B силу 2.3(1), функция 

o= P= pqig (ravine г), 6 
Jl1—z|<2, 

является решением уравнения (1). 
Если сделать подстановку €= 2*°, уравнение (2) примет вид 

ОНР 49 9 —U—YetyY+)e=0 4)
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| 
Это также уравнение гипергеометрического типа, где а= x (u-+v+ 1), 

b= 5 (u—9) cml, Следовательно, в силу 2.9(9), уравнение (1) имеет 
2 

решение 

в 
w= Qe (2) == e204 Ya Tore + у 21 (2? — 1)? x 

г >) 
У ), | 

ХР th +: vt gies), O 
[2] > 1. 

Функции PY (2) и О (2) называют соответственно функциями Лежандра 
первого и второго рода. Они однозначны и регулярны на 2-плоскости, раз- 
резанной вдоль вещественной оси от | до со. Будем считать, что 

Гага (2-0 |< |argz|<x 
и (6) 

id ied в 

(22 —1)? = (2—1)? (2-4 1)”. 
Дифференциальное уравнение Лежандра остается неизменным, если заме- 

нить » на —p, 2 на —2 и уна —1 — у. Следовательно, функции 

P* (+2), QE" (ez), РЕ (+2), О (+ 2) 

также являются решениями уравнения (1) (см. также п. 3.3.1). 
Применяя формулы 2.1(23) к (3) и (5), получаем 

| 
— | 

T (1 — в) PY (2) = (2? — 1) 7 F(l—wty, —p—vy l—yp; 3-5) 

ь>
|=
 

. \ ы 2) Qh (в) = ete Ут Pt г (2—1 2х 

| У и У Ц 3 _ xF(s45-$,145-f tH 2") & 
(о случае, когда у или и или оба индекса являются положительными целыми 
числами, см. п. 3.6). 

Используя формулы преобразования гипергеометрической функции, дан- 
ные в п. 2.10, можно выразить функции в формулах (3) и (5) различными 
способами в виде 

PY (2) = А.Р (a4, 61; с; ) + А.Р (ag, 65; с»; 0), [61 <1; (9) 

ет! (2) = А, РЁ (а., Dg; сз; В) А.Р (а, Og с: 0, [S| <1, (10) 

где € является функцией от Z и зависит от выбора преобразования. Различ- 
ные выражения вида (9) и (10) указаны в формулах (14)—(49). Последний 
столбец каждой таблицы указывает метод вывода данного выражения из дру- 
гих. Например, (15) получается с помощью 2.10(1) к 14, (Далее см. стр. 140.)
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Выражения для ph (2) 

[Гл. 3 

Aj 

Ag 

Be _в 1 
Р-р) 

(14) 

0 

в _ be Г(— p) 
(@-)2(@—) 2 Тау prep 

(15) 

р be Fi — SAO pee re-pret™ 

Bh 1 у У И @—) Шу) 

(16) 

0 

у+1 + ИУ BR РУ гв) —2’"*¢ (2+0? (2—1 2 ГЕ -У —p)T(—v —p) 

(17) 

| be fo | [и gv tt mr) Piper Met - 3 (2 — ye 

У+1 Е -у-1 5 ТС) 2 (24-1? (2—1) > TI») Te» В) 

(18) 

_y Boy _ bh T(t + 2%) 
2 (2-02 (2—0 2 Г-НУ) Td +yv —p) 
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Выражения для ph (г) 

a Dy C4 

ь Замечания 
a9 Dg Со 

—y Ту l—p 

l—z (14) 5 

—у | 1 ыы (14), 2.10(1) 

- 1+ 2 
(15) a 

Верхний или нижний 
знаки берутся в зависи- 

—у Ту | — в сти от 
Im г = 0 

—у —v—p | —в 

2—1 
(16) (14), 2.10(6) 

2-- 1 

Е» Гуь 1+-p (15), 2.10(6) 

2-1 
(17) 1 

Верхний и нижний зна- 
ки берутся в зависимости 

|] у Ту — в 1 —в от 
Im 2 = 0 

I-+y l+tv—p 2-2 

1 — 16), 2.1011 (18) Ге (16) (1) 

—у —v—p — 2v 

129 
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Выражения для ph (г) 

[Гл. 3 

(19) 

-+у r(1 + 25) 
Г-НУ) Td уф в) 

T (—1— 2) в. в. gv ti — __ —-L-y-1 

И Teytey—w) 

pe 
p. -i 1 

Те та-ы 
(20) 

0 

—y-1 v+1 г(->—›) 

2 (22—10 2 2 
п Г(—у — в) 

(21) 

1 

2” у ryt) 
(22 — 1)2 

п Гу — в) 

pe 
Var (22 —1) 2 

Ц Йй\р в 
г( 5 2 г т(1+2 2 

(22) 

_в 
— Vn ot (28 —1)7 2 — 1 - 

И И в 
г(5 +2 г) т( 2 5) 

yey г 
о v+p 1 (2 172 2 

Va Г(— —p) 

(23) 

(a+) 2” 2th ge ye gy 

Va Г-НУ —p) 

pe 
Bw ovtp -= 1 

2 2 2—1) 2 (2 ) T(l—p) 

(24) 
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Выражения для ph (2) 

131 

ay by Cy 

4 Замечания 
ao bo Co 

—v —v-+p — 2yv 

2 (19) — (14), 2.10(2) 

I+y l+vtyp 2 -- 2 

| У | у 
sty —35-5 l—p (15), 2.11(2) 

(20) | — 22 

cee . Re z>0 

1 У p | i у p. 3 

atg-glatatg] at 

(21) = (20), 2.10(2) 

Щи | ve 1 _ 
тэ 9°” 9 5” 

И [ty oe 1 
~ 9 2 19 +5 9 2 

(22) 2 (20), 2.10(1) 

| у С, У | 3 

(19-2 | 2 

| у | у | 9 

styca|ity- | at 
| (23) 1 (21), 2.10(6) 

» ПА. Ll 
9 |g Эа a” 

у 1 у , 5-2 5-5-5 l—p (20), 2.10(6) 

(24) |1 — 3 

Rez>0 
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Выражения для ph (2) 

Ay 

—1 

у p у В. 

г - $) т(-2-$) 

ут г(->—°) 81 У 2 
Vin ©) AYR т a) 

(26) 

1 1 г(5 +») 
| —— -y-= 2 2—] —Vz2—] 2 

Vig) SYN тать) 

9” 9 & pact (= 97) 
—= (2? — 1)2 —1 
va" [ету Г(—у — в) 

(27) 
| 

6. о D> ey 
—^ (28 —1)2 Уг—11”! 
va" ит Va | Г-НУ —p) 

_ 
2 (22 —1) а 

r(l—p) 

(28) 
0 

_ 
of (22 — 1) 2 [2 Утро 

r(l—p) 
(29) 

0 

| 
_. Ti —- у 

| F in(p—t) 2. _+ 2 ~y-+ (5 ) уе (= 1) 4 [2 Уз 1] ТИ typ) 

(30) 
| 

; Г — = — у 1 ЖИф-о) ,-4 + 2 ] — —1 4 Уг?— 1 2 у? (2 ) [2-5 Уз ] Г(—у —p) 

| 
в о Г-Н» 

31 Va’ NL awn Г-НУ —p) 
(31) 

0 an _ _ 

а ау" Г(—у— в) 



3.2] РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЕЖАНДРА 

Выражения для ph (2) 

ay by Cy 
ь Замечания 

as bg Со 

1 —5 — 5 -> 4 5 5 (24), 2.10(2) 

22 

(25) 22 — | Верхний или нижний 
3 знак берется в зави- 

Toye toy 2 CHMOCTH OT 
2 2 | 2 2 2 2 Im z= 0 

| | 3 
= oy + p. 9 в 5 +» 

(26) = — (23), 2.1116) 
2V 22— 

Vy 1. 
gue г 2 

| ув | ltyte}] 5+ 
—У2— 

(27) = — (26), 2.10\6) 
zZ zZ2— 

| | 
5 +p Уфы 9” 

1 € 

—vy—p в | — 26 (24), 2.11417) 

(28) 2Vz2—1 

ze+V22—1 Re z>0 

| 
—Уу— в № 1 — 2p. 

Уг?—1 
(29) 2 — (28), 2.10(6) 

—2-- 22 — 

2.10(2 is я 5 —* (28), 2.10(2) 

(30) #4 У? —1 В . . 
с ерхний или нижний 

2у22—1 знак берется в зави- 
в — ь ey симости OT 
2 2 2 Im z =0 

| | yp z— z— (29), 2.10(1) 

во | = г ипергеометрические 
2—2? —1 3 ряды нигде не сходятся 

lt+yv—p о-в 5 у в разрезанной плоско- 
сти 
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Выражения для e Тоще) 

[Гл. 3 

Аз 

A, 

-5 Er(—p T+» +p) 

О та 
(32) 

1 Гы _в 

5(2-+ 02 (2—0 2 Tip) 

—5е (24132 (2—1) 2 и 

(33) 

ое 2(z—1)2 P(p) 

- [В 
2°” Цени * (2-1) 2 T'(p) 

(34) 

—y-1 Ру Ё ri— p) Fd +v +p) 

2 (Е 2° (z—1)2 Mid 

W(z+tl2z(z—1) 2 Mid 

(35) 

-£ | 
Q(z + 1) 2(z—1)2 T(p) 

ея 
Г-НУ Г +v+p) 

Г(2-- 2») 

(36) 
0 

2% (2 + И — or Pil + vy Tdi tv + p) 

Г(2-- 2») 

(37) 
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Выражения для e Тоще) 

аз bg C3 
ь Замечания 

a4 by C4 

— у | | и 

1 — 
(32) 5 ы (37), 2.10(2) 

—у Р-Н У | — р 

—y Г-НУ ltp (36), 2.10(2) 

(33) lez . . 
2 Верхний или нижний 

знак берется в зави- 
—у Ту 1 —-в симости от 

Im z= 0 

— у —Vv— BW | — p 

(34) 2—1 36), 2.10(1 2 +] ( , ° ) 

—y —v+p Г в 

ity ltv+typ {+p 

(35) - и (36), 2.10(3) 

Г-НУ Itv—yp | —в 

у—в Г-НУ 2-2 

36) 2 41), 2.11(17 

[tev +tep Ту 2 +. 2 

2 
(37) (36), 2.10(6) 

1—2 
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Выражения для e Тощг) 

[Гл. 3 

Аз 

A, 

_ he 
oN 2? — 1) PQ) 

(38) 

ВР ge — WF ri—p) PL feyt+p) 
ГИУ) 

Ут’ г —_ yo ril+v-+p) 

3 (> +3) 

(39) 
0 

р. r(54+5+4) 
Va" 1 E> (poy ) ge и» 2 2 2 

(1 42 — 5) 
2° 2 

(40) 
(1 + 5) 

ik Ш _й 
Var ene У) (ав Е 

. У о. 

(+3 3) 

Ук. У ge WF ril+v-+p) 

Г »+3) 

(41) 
0 

_ he 
Ааа — 1) 2B Ty) 

(42) 

В WF г-шга-у-ь) 
ГИУ) 

1 у r(54+5+4) Утв FIR tS) 22 — 2 2.2 2 

(1 42 — 5) 
2° 2 

(43) 
г 5) 

утв itz) У Ш 

:) 



3.2] РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЕЖАНДРА 

Выражения для e Тоще) 

137 

аз bg C3 

C Замечания 
a4 by C4 

2 2 21 97 9 В (39), 2.10(2) 

(38) | — 22 

| у | у | 
тэ тэ| mats Ты Rez>0 

1 у ь |1 у | 3 

ааа | gt 
1 

(39) T= 28 (41), 2.10(6) 

Щи | 
I~ 2 эта а = (41), 2.10(2) 

(40) 2? 
Верхний или нижний 

1 у p |1 у p. 3 знак берется в зави- 
ого 9 = CHMOCTH OT 

2 па =0 

| у pw |1 у С, 3 

тата тат | gt 
1 1 — (41) - 

Щи тои 
2-29 |9 | Ie 

1 
(42) I~ (38), 2.10(6) 

И ВИ ОНИ. 
arg || i+e 

Ури | eae 
2 2 2 2 > (41), 2.10(3) 

22 

(43) 8—1 

Верхний или нижний 
| у pw | i у С, 3 знак берется в зави- 
9 9g 9 9 2 @g 5. CHMOCTH OT 

Im 2 =0 
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Выражения для e MN Que) 

[Гл. 3 

Аз 

A, 

ИУте-и- 7 2—У=п И 

(44) 

0 

Ут а — 8 [24- VESTA РГО y +H) 

r(+5) 
(45) 

0 

pol _Ё У+ 
2 (2—1 [2 У—1] D(p) 

(46) 
pe 

“poh Ss У D(—p) Fd +7 4+ 2) 
2 (= 112 [2+ У22—1] И) 

А УЕ” ey) 

(47) 
pe 

“BE oo ав Fle) FU + +B) 
2 (= 112 [z—V2z?—1] И) 

1 1 г(>+›) 
ум Уп” 2 Vie 1) 4 [z—V22—1] Mops 

(48) 
_vtt 

Ут2 * *cos(pm)(22—1) 2 гиу+ьг(-5—) 

1 pe г(>+›) 

её УИ 2 
P(t Руфь) 

(49) 
в Еж (у- _ _ 

— 2 сов (име * © в) 2 4) 2[z2+ И —1]° РТ Х 
Ук 

Жга юг (5—5) 
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Выражения для e Тоще) 

139 

аз bg C3 

ь Замечания 
а4 b4 C4 

1 1 +, 

эти gy? 2 
—z+V22—-—1 

(44) + (41), 2.11416) 
2V22—1 

1 3 
gre ТНУ +p gr 

—~Vz22— 
(45) : г (44), 2.10(6) 

z+Vz2?—1 

—v—p 5 —p. 1 — 2p (44), 2.10(3) 

2Vz2—1 

(48) z4+V22—1 

—У+ь gre 1 + 2p. Re z>0 

у — т 1—2 —y— Bp xB р 

2Vz2—1 
(47) < (44), 2.10(2) 

—z+V22—1 

—v +P p ge т 2p 

1 1 1 
ЕВ 7 57 

Vz2—1 
(48) ета (44), 2.10) 

2у22—1 3 

Гу | l+o+pn] 5+» 

1 1 

У —1 Верхний или нижний 
(49) e+ Veil знак берется в зави- 

z—V22—1 CHMOCTH OT 

Im z—0, 
1 3 
a7 ltv—p 5 у Гипергеометрические 

ряды нигде не сходятся 

в разрезаннои плоско- 
сти 
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Таблица содержит 36 различных гипергеометрических рядов, каждый 
из которых является решением уравнения (1). Если применить к каждому 
из этих рядов преобразование 2.1(23), то получим 36 других гипергеометри- 
ческих рядов. Таким путем получаются 72 решения Олбрихта дифференци- 
ального уравнения (1) (Olbricht, 1888, стр. 1). Во всех этих формулах положено. 

(2—1 (21% [ав (20| < |121 <= (И) 
и, следовательно, 

—zg—lo=et (z+ I), —z+1=et*(z—1), 

1— zg? = eF * (22 1), (12) 
где верхний или нижний знаки берутся в соответствии CO знаком Imz. 

Из (1) следует, что определитель Вронского 

(Ре), Q(2)} = PH (2) 4 Qt @)— Qt) & Ве) 
С 

должен иметь вид 1—2. Значение постоянной можно ПОЛУЧИТЬ, ПОЛОЖИВ 

2 =0. Используя (22) и (40), получим 

И) 
На стр. 128—139 приведена таблица разложений, имеющих форму равенств 

(9) и (19). 
3.3.1. Соотношения между функциями Лежандра. Из 3.2(3) вытекает, 

\{Р. (2), QF (2)} = (13) 

что 

PS (@) = PB.) (1 
Из 3.2(5) и 3.2(8) следует 

ee D+ p+ ПО (= Г (фи +1) 0% (2). (2) 
Из 3.2(5) в силу 3.2(23) вытекает, что 

О" (2) sin [п (v + в)] — Q*, _, (2) sin [п (у —в)] = тей" cos (уп) Ру (2). (3) 

Из 3.2(32) и 3.2(3) следует 

Се sin (an) ее [ PO) ЕР" (4) 
потому 

ити Lemmon © 
PY (2) = г, ии ne р | Ps") +. £ ей т gin (вт) 02) . (6) 

Таким образом, если и = (т =1, 2,3, ...), то 

PMG) = eet ay Pv). @) 
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Из (5) и (3) выводим 

_ —ip.t __ 1] 

РР 6—0 0,6 ® 

или, в силу 1.2(6), 

Q(z) — Q (2) = ея cos (va) PV + p+1)T(p—vy) Pr *@. (9) 

Из 3.2(15), 3.2(3) и 3.2(32) имеем 

Ре" ра (2) — ев sin [x (1 Qt 2) (10) 
или 

О (2) es sin [п (V+ p)] = 5 [eFP* PY (2) —PE (—2) (11) 

Следовательно, заменяя 2 на —2, получаем 

Qe (—2) = — #5"! (2). (12) 

В формулах (10), (11), (12) верхний или нижний знак выбирается в зависи- 
мости от 2 =0. 

Если заменить в формуле 3.2(3) г на Y Ha —и—-— иыц на 
2 

УГ 

—y—4 и сравнить с 3.2(44), то получим формулу Yunnaa 

_ 1 
Qt (a) =e В Рот Ут) Rez>0, (13) 5 — 

которая эквивалентна формуле 

1 1 
40°? 2 
el (=), Rez>0. (14) T (— у — p.) Pt (2) — [еп V2 (22 __ 1) 

Когда = изменяется вдоль линии, соединяющей точку вещественной оси, 

. 2 
такую, что Z>1, с точкой мнимой оси, выражение = изменяется 

у 2 — 

вдоль линии, соединяющей точку вещественной оси с точкой разреза, лежа- 
щей между нулем и единицей. Так как функция Лежандра второго рода 
имеет разрыв на разрезе, то нужно ввести ограничение Rez >> 0.
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3.3.2. Некоторые дальнейшие связи с гипергеометрическим рядом. 
Из 3.2(3) и (11) следует, что 

Q? (г) ват sin [п (у--ь Г (1— р) = 
De 

5 
не es F(—yv+h 1-4 5-5 

Bw 
nm (2—1? 1 2 
= =» v+ 1, l—p; 5+5 (15) 

и, следовательно, в силу (2) 

в 

z+ Г 2 

2—1 2Q% (де PL Ep) =P +y+p) | T(p»—y) x 
РА 

Xx [ F(—», У-- 1; 1-Н в; 5+=)- 

z— 1 ЕТ) = ved Ты 5-%)| (16) 

где верхний или нижний знак выбран в зависимости от |2 =2 0. 
Из (6), 3.2(3) и (16) следует: 

>
=
 

«РИ Ре =P be + Ре (ЕТ) sin a) x z— 1 

x LF(—., yv+1; lu; 5+=)- 

sin (vz) = шт 2 — \ы , , , 1 2 

Sin (un)? ЕН РУ УЕ lees 5-=\| (17) 

где верхний или нижний знак берется в зависимости от Ши =0. Предста- 
вления (15) — (17) не относятся к типам 3.2(9) и 3.2(10), поскольку входящие 
в них гипергеометрические функции зависят от различных переменных. 

Если в 3.2(44) 2 обходит точку --1 в отрицательном направлении, полу- 

чим новую ветвь функции, которую будем обозначать Q(z, 1 —). В силу 

3.2(11) 

Узнет 
_1 yet 

=iTvtptij(e—l) *@+V2—1) * x 

1 1 . 3. z+ 22 — ] 

x Fate FTI 5 А ) (18) 

Если точка 2 лежит на вещественной оси справа от 1 или слева от — 1, TO 
аргумент гипергеометрической функции вещественен и больше 1. 
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Из 3.2(32) имеем для той же функции 

ет (в (2, |—)= 

p. 

_T(ty+y)P (peer (2—1? | 
— oT (1+ yv—p) [) Pl—y, 14% Pp; 9 |+ 

р. 
1 ид fet l\? 1—2 

УГ ет 5 F(—, 1+ y; l— в; ). (19) 

Из (19), 3.2(32) и 3.2(3) вытекает, что 

ОР (2, 1 —) —е "0 (2) = шей трРЬ (2). (20) 

Следовательно, в силу (18) и 3.2(44) 

pt 2043) 9 Ут (22 — 1) ГИУ УР (2) = 

ty (1 3 ору 
—- [ет (2—} zg? — 1) 2 P( 5 ны, № Cane an = ) (21) 

Далее, из (9), (20) и 3.2(44) имеем 

©" (=) sin [x o+ wll (5—в)= Vi Г(и — У) рт х 

(2 — 14 

п 1 1 1 2 <| cos (ук) ar | ee _y 2rvz + 

(2-+V22?—1) т? 

+ ee Pls +» yah У ЕЕ) (22) 
(¢-V2—1) 1? 

Выражения (21) и (22) также не относятся к формулам типа 3.2(9) и 3.2(10). 

3.4. Функции Лежандра на разрезе 

Во многих приложениях нужны функции Лежандра при 2=х, где 
— 1<хл< 1. Отрезок [— 1, 1] будем называть в этом пункте «разрезом» 
и будем считать, что — 1 <х < 1. Для четного целого числа из 3.2(3) следует, 

что значения PY (2) на обеих сторонах разреза равны между собой. В этом 

случае достаточно провести разрез вдоль вещественной оси от — 1 до — со. 

Во всех остальных случаях функции PY (x — Ю) и PY (x -+i0) различны 

(через f(x = №) обозначим lim f(x -& ie), = >0). Чтобы избежать двузнач- 
Е 0 |
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ности, обычно пользуются модифицированными решениями уравнения 3.2(1). 

Будем обозначать их P(x) и Q(x): 

1, 
1 5 Тя 

1. 

ре) ое? PR(x+i0) te 2 "Рю, (1) 
—5 т | я , 

ОУ (х 10) +e QY (х— 0), (2) 

—1<х<\. 

В этих обозначениях формулы для Ри и Ql, соответствующие аналогичным 

QP (x)= 5 ee 

формулам для Р\ и О", могут быть получены из формул предыдущего 

пункта путем замены: 2—1 на (1 — хе", 2—1 на (1 —х?) е=" un z+ 
Ha x-+ 1 ([-1<х< 1) в соответствии с а=х 10. 

Для этих функций справедливы следующие соотношения: 

— 1 ул p 
, e ? ltx\2 lox 

рты (FES) F(—y vt -м5-5), (3) 

1 
oy рт № 

ее 1 х\? ох Рух — 0) = Tip) nea Е (чу 1-м 5—5), (4) 

Li а 

хе 2 PE (x —i0) = PY (x), (5) 
р 

| 1 х\2 ох 
PY (x) = Ey (т) F(— УЕ 1—в 5-5), (6) 

—1<х<Ь 

Pe ot = PY (x), (7) 

HF once 4 1) — 02 "OH (10) in e¥* PY (xy (8) 

ern tO) =e 7” [QU (xy se Pe (|, (9) 
в, 

тать тгсв) [1—х\? |. тб 

WL 

1 2 
+ FP eos (am) (ТЕЖ) F(—y + 1m 3-H), 00 

У 1 ц У | В ее; gs м (1 — 2 oh PC) = 2 2 : 2 2 7 )_ 

ПВ 
1 У op У К: А 

2x F (5-5-5, I+ 5-53 а; м 
(11)
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в _3 
(1 — x)? 2 2 01 (х) = 

— ete |S ен [6 (5— 
= I р 

a
 

a
 

(12) 

PE (x)c08 (ua) — FEE EE prey], (13) 201 (x) sin (un) == Pench) 

Pi (—x) = Pl (x) cos f(y + 4)] — = QE (x) sin [= В (14) 
О<х<1, 

QE (—х) =— QF (x) cos [п (у Ни) — 5 PH (x) sin [= +p) (15) 
О<х< № 

sin [= — 19°, 19) = 
= sin [x (v + p)] ©" (x) — mc0s (vm) cos (un) РЁ (x), = (16) 

P (y+ p+ ОР (x)= 
=P» +1] PH (x)c0s (ua) — = sin (un) Qh 9) |, (1) 

го 97 = 
О (18) 

Равенство следует из: 

(3) 3.2(3) и 3.2(12) 
(4) 3.213) и 3.2(12) 
(5) 3) и (4) 
(6) (1), (3) и (4) 
(7) 6) 
(8) 6) и 3.2(32) 
(9) (8) и (2) 

(10) (2) и 3.2(32 
(11) 3.2(22), (1) и 3.2(12) 
(12) 3.2(40) и 3.2(12) 
(13) 3.3(4), (1) 4 (9) 
(14) 3.3(10), (7) и (9) 
(15) 3.3(12), (2) и (3) 
(16) 3.3(3), (5) и (2) 
(17) (13) 
(18) 3.3(2), (9) и (2) 

При целых muon из (14) и (15) следует, что 

PM (—х) = (Пр (x), QM (x) = (HITT OM). (19)
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При х =0 из (11) и (12) вытекает 
1 У UW. ; г[5+5+5 9 п |5 2 >. 

PY (0) = —— со | -5- (Ни) - (20) Va E | т | +У- a 

1 У UW. г[5+5+5 
Q* (0) = — 2-1 Ут sin Ё (v + | С 2 ; (21) 

Trae 
Tak Kak F(a р; с; 2) joe то из (11) и (12) следует 

в, Г [1 -- мы + й 

ae =“ Ут сз 5 0+H) | 5 a ; (22) 

г(5 +55) 
Гы 

ЧР! (x)] м Гл г(1+5+5) 

Следовательно, из равенств (20) — (23) имеем 

Px) О Pex) | = 

_ У 1 У у 

И 
Так как из п. 3.2 следует, что 

р) Ох) — = 
то постоянную С можно вычислить, положив х==0 и использовав равен- 
ство (24). Получаем 

р) PB) ОН) — ON (x) A PROD] = 

+g У) 
тит 5) 

3.5. Тригонометрические разложения для PY (с0$8) и О, (с0$ 0) 

in 
2 

— 2° (25) 

__ + 
Положив в 3.2(45) z—=cos0 +i0, У2 —1=е 

[ 
— 1. 

eT OP (cos £10)T [у +5)\=V3 28 Г (Вы рез” х 

х (апт ИЕ у Т-НУ+Ы vb 5s oF), (1) 

sin 0, получим
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Следовательно, в силу 3.4(8) и 2.1(2), 

Р№ (cos 0) = tL opt (sin 0)" г as | + Dy 
Va Г \` —- 5. 

© (ste) byt 
xX № 3 sin [((22+v+yt 19]. 

=0 Д ( +. 5), 

Точно так же из 3.4(2) следует 

ОР (cos 0) = VY x 2"(sin 6) T(vty + Ny 

Г [ +. = 3” 

< [5 te) bye 
ху / cos [(21 +v+ p+ 1)6]. 

3 
1—0 nv +3) 

Оба ряда сходятся при O<O0< 7x. Точно так же получаем из 3.2(44) 

1 T 1 
. yil—+lv+—)8 

АО (cos кот (y+ 5) = у Tang ° E ( ) 

+ ier 8 1 1 3 
Е (5 +e. 5 ШУ 5 “sin 6 Saar )PO+e+ 1) 

и, следовательно, в силу 3.4(8), 3.4(2) и 2.1(2), 

rv +5) PH (cos) = YT +e +1) x 

axe ty s+ в) (ae, 

1—0 И (2 sin 6)! | + 5), 

x sin ++ | 

г (y+ 5} © (cos 8) = =e 

Seville’, 
i! но sin (y+ zy 

x сс | (+/+ x) 0+ |: += = 

147 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6)
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Из равенства (4) можно усмотреть, что разложения (5) и (6) сходятся при 

Bact, Из формул 3.4(5) и 3.2(20), 3.2(7) и 3.23) соответственно 

получаем 

Г (1 —в)РЬ (cos 0) = 

1. —p 1 У У | | 
= [5:50 Е|5+5-—5; —5-—5; 1—в; (sin 6)? ’ (7) 

0<0<5, 

T (1 — p) PY (cos 0) = 

1 о-в _ 6 \* = (5 sind] ВУ —v—p; 1—в [sin 5 | 0<0<7, (3) 

Г(1 — p) Ph (cos 0) = 

6 \v Г _ §\? 
= (=>) Е|—* У 1; 1— в; [sin 5 | | 0<9<^. (9) 

Формула для P,* (cos 9), удобная, если 0 мало (MacDonald, 1914, стр. 220), 

имеет вид 

ро (cos #)=|(v-+ 5 cos + 

x \Ju (a) + sin x) |< Jing (4) — Juss (а) + x Л (а) 

—p. 
x 

+0 || sin >) ||. (10) 

Здесь а == (2% 1) sin 5 и Л (<) означает функцию Бесселя (см. гл. 7 

Это выражение может быть получено, если записать 3.4(6) в виде 

_ Ш & , Гот 1) (ху 
Py че = (4) do» ти ии wal 

Ги 1) 
ГИ 

3.6.1. Частные значения и и Vv. Если в — положительное целое число, 
в = т (т = 1, 2, 3,...), то из 3.3(7) и 3.2(Т) следует 

Г(у—ш- 1) т РР (2) = 

| 
и выразить через степень "тэ. 

—2-т гут 1 (2 — 92 РА, тру 1-м; 5—5, (1) 

и из 3.4(5) и (1): 

T (v— m+ 1) m! P™ (x) = 

1 x \ 
—(— 2" Tt m+ Ва — x)? Ри» m—v, 1-м; 5—5). (2) 

Теперь рассмотрим случай, когда у— целое число. Из равенства 3.3(1) 
следует, что достаточно рассмотреть случай, когда у = п — неотрицательное 
целое число. Будем различать следующие три случая: 

1) Если и — не является натуральным числом, то гипергеометрический 
ряд в 3.2(3) есть многочлен степени п относительно 2.
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2) Если и=т, т=1, 2, 3,... 4 пт, то справедливы формулы (1) и 
(2) и гипергеометрические ряды, входящие в эти формулы, являются много- 
членами степени п — т относительно 2. 

3) Если и = т, m=1, 2, 3,... 4 mon, то функции PY (2) и РЁ (x) тож- 

дественно равны нулю. Однако Г (у— и -- 1) PY (2) и Г(у— в 1) РЁ(х) стре- 

мятся к конечным пределам, когда 4 — Ш, v— п. 
Принято писать: Р, (2) = Р, (2) и т. д. Часто Р (2) и © (2) называют 

функциями Лежандра, PY (2) и С! (2) — присоединенными функциями Ле- 

жандра. 
Из 3.2(7) имеем 

Рф =Е[1 + в). (3) 
Если продифференцировать равенство (3) m раз по z (m=—1, 2, 3,...) и при- 
нять во внимание 2.1(7), 1.20(5), 3.2(7) и 3.3(Т), то получим 

т 
атР Ре, те... (4) 

и, следовательно, в силу 3.3(11) и 3.2(8), 

т 
— qm 

тете... 6) 
Из (4), (5), 3.4(2) и 3.4(5) следует 

т 7 amp, 
P(x) = (—1) "(1 — x?) ° Fo) (6) 

m 5 ат У От (x) = (—1 (1 — x2)? a) ; (7) 

m=1, 2, 3,..., —~Il<x«<l. 

Далее, из (3), 2.1(7) и 3.2(7) 

рт) = (2—1) ? \ A P,(z) (dz, (8) 
| | 

от” (2) =(—1"(#— и ?\ A Q,(z) (dzyr, (9) 

> РЕ" (x) =(—1)" (1 — x2) |... 2.69 (ах)т. (10) 

| 

Если и — натуральное число, в = т (т = 1, 2, 3,...), то выражение 3.2(32) 
теряет смысл и его значение определяют с помощью правила Лопиталя.
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В evan’ (Гобсон, 1952, стр. 205) получаем 

sin ey в @ay ® = 

= setup PM [In (EE; J—21 феи феи] - 

— ети Е у гетто A) (SY 
r=0 

(=) У И s (1) a 

Potm+1)/2—1\? м Pr—vyPrty+h Гоа) 
Fone) FET) 2 Нет) (т) [5—5)', 5 

где 

сфЕТУ +... ТЕ =o C+) +44 
с (0) =0. 

Если и — отрицательное целое число, то можно использовать 3.3(2) и (11). 
При т =0 (11) дает 

Q, 2) =5 Py [в (27) — 27-2904 1)|— 
ee) 

— = sings) У rv trot p yA (5-2). 
L==1 

Если при этом у — натуральное число, у=и (n= 1, 2, 3,...), TO 

Qn (2) =z Pa (2) [In ЕЕ)-ью + У Gaon 0-5) 
(см. также 3.6.2). 

Из 3.2(16), 3.2(20), 3.2(26), 3.2(36), 3.2(37) и 3.2(44) соответственно вытекает, 
что если n=O, 1, 2,..., то выражения для функций Py? и рт" 1, 

| 1 

= (+9) = ("+ 3) Р 2 , От" , 0—1, Q, 2/ состоят из конечного числа сла- 
У 

гаемых. В частности, 

| 1 1 
oY 1 рат 0 *{e+¥F=1) Знеуи 7] 
L - 1 
= VE Fetye—l) ?; 

(12) 
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> 
4 1 } 

Р, оу! Ber |(@-+V¥2—1) "2 _ tye) 72|, 
(13) 

tI (2—1). yt 

= нения "2 
и из 3.2(16) 

9 

PH) ==) оу, uy 
ao 
T(v+1)° 

Используя 3.3(13) и 3.3(14), можно вывести из равенств (11) и (14) много 
дальнейших формул. 

3.6.2. Многочлены Лежандра. Если и =0О и у— целое число, возникает 
особо важный частный случай функций Лежанлра (см. также п. 10.10). Можно 
считать, что целое число у неотрицательно. Из 3.2(22) получаем при п = 0, 
1, 2, eee 

P>*(cos 0) = (sin 6) 

1 | 
Pon (2) = ye Fl—n, ny} on п) = 

тт |5-—п) 
2 

— (HIP Qn) „| loi, 
an (nl)? Fla +5; 53 п), 

—2 2 33 
Pons (2) — ye F (— п, по; om 2) = 

мт(-—>—* 

Роя ре (=, nts; 5; =), (15) 

или в обоих случаях 

— (28 Г  n(n—l1) п n(n —\)(n — 2) (n —8) „ 

Pa) = они 20—07 + 2401 ПЭ ta... (18) 

Это равенство может быть записано в виде 

1 > р 
Pa (2) = тд Gan (2 — 1)". (17) 

Выведенную формулу называют формулой Родрига. 
Таким образом, P, (2) является многочленом степени п относительно 2 и 

имеет ту же четность, что и п, 

Ри (—2) = (—1”"Р; (2). 

Эти многочлены называются многочленами Лежанпра. Они образуют орто- 
гональную систему функций на отрезке [—1, []; их корни вещественны, 
просты и лежат между —Ти 1 (см. также гл. 10).
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Из 3.5(2) и 3.53) имеем 

Omni ( st а 0) +5 sin [(n + 8) 6] + 
1-3 (n+ 1)(n+3) 
21 (2n + 3)(2n 5) 

1. я 5 (n+1)(n+2)(n+2) с 
+ (2n + 3) (2n +5) (2n £7) sin [(n +7) 6] -+ ...\ (18) 

Ри (cos 0) = 

sin [(n + 5) 6] + 

И 

Qn (cos 6) = zen (aly aay | co8 Len + 1) + 
1.3 (n+1)(n+2) 

+ oP (2n + 3) (2n + 5) 

n-+- | 

2n +. 2 

cos [(n + 5) 6] + 

cos [(n +3) 6] + 

1.3.5 (n+ 1)(n+ 2) (n+ 8) \ 

Ta (2n + 3) бп +5) (Qn £7) cos (и РП -...), (19) 

0<9<л. 
Из 3.2(40) следует, что 

и | 

вже (, I оу) ==! sty in (52), 

где верхний или нижний знак берется в соответствии с Шпг =0. Так как 

1—z=(z—1) ен, то 

Q, (2) = yn (ЕТ (20) 
и из 3.412) 

Qi) =хР[5, 1; 5; = (1). (21) 

Равенства 3.2(13) дают при и =0 и у=п 

МУР» (2), Она} = Рыб 5 pice = — a, 
следовательно, 

On(2)=Prp ol = (22) WP (t)]°’ 

где путь интегрирования не должен пересекать разрез. Tak как P, (t)= 1 
(см. 3.6(3)), то равенство (22) при n=O согласуется с равенством (20). 

Многочлен P, (Ё) имеет степень п и различные корни; обозначим их, на- 
пример, через fy, &5,..., ty. При этом, так как P,(1) = (—1)"P, (—1) =1, 
ни один из этих корней не равен - 1. Разлагая на простейшие дроби, имеем 

1 __ 1 __ b, 

(2—1)P,(oP  2(¢—1) 2(¢ + 1) + = (t —t,)° 

и, следовательно, из (22) 

0, = Р, (=) In (2 ГР (23)
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ИЛИ 

Qn @)= РТ) №, @) (24) 
где W,_,(2)— многочлен степени п — 1. Так, например, 

ое = РНЕ 5 
Q:@)= 5 Ри (Е 

ое 5 Ps (e)in [Е физ. (25) 
Из формулы (24) видно, что функция Q,(Z) имеет логарифмические точки 

ветвления BZ = -+ |, но не имеет точки ветвления на бесконечности. Поэтому 
любая ветвь функции однозначна и регулярна в плоскости 2, разрезанной 
вдоль вещественной оси от — 1 до 1. 

Из (24) и 3.4(2) следует 

[+x Qn (X) = Pa (x) In (ЕЯ) — Wa a(x). (26) 
Подставляя (24) в уравнение Лежандра 3.2(1), при в = 0, получаем, что функ- 
ции И, n=1, 2, 3,..., удовлетворяют уравнению 

а, о dP —— 28 п __ a i (— 2) бо и (27) 
Отсюда можно вывести, что (Гобсон, 1952, стр. 56) 

n-i 

[rl 
Wn-i(z) = = 

(2n — 4m — 1) 
i (a _ ain +1) Pn—om-1(2)- (28) 

Эта формула принадлежит Koucroogen 
Далее, пусть г — любая точка плоскости Ww, не лежащая Ha вещественной 

оси между —1 и 1. Применим теорему Коши к 06- 
ласти, ограниченной контурами С; и Cy, изображен- С. 
ными на рис. 2. Мы получим тогда 

Qn(w) Lal) 9 две) = | Ш dw > 

С? fi 

Если устремить радиус окружности С, к бесконеч- 

ности, то, в силу 3.2(5), имеем \ — 0, а вклад по 

Ce 
дугам окружностей в \ стремится к нулю вместе с 

Cy 
радиусами этих окружностей. Таким образом, имеем Рис. 2. 

| 

2nlQ,(2) = | 12at2 — iQ) — Qn(U+ 0) ]- & 

—| 
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Так как выражение в квадратных скобках равно ziP,(v), получаем инте- 
гральное представление Неймана 

Qn(2)=> l P, (0) = (— 1)" Qn (—2). (29) 

 апасывая gopuyay (29) в виде 
| 

оо 1 Pe | SN Pa) — Pa (30) 

и сравнивая с (24), sonyaaew, что : 

Was =5 l [Pr (2) — Pa (oo. (31) 
| 

Обобщением формулы Неймана (29) является следующая формула (Gor- 
miley, 1934, стр. 149): 

в | _ в 
ет (oy ? PO, (32) 

—| 

уни = 0, 1, 2,..., Вен <1 не лежит на отрезке вещественной оси [—], 1]. 
Другое обобщение (Wrinch, 1930, стр. 1037) 

| 
1 dv Px(2)Qm = 5 | Pa (0) Pm lo) A, 

—| 

n<m, г не лежит на вещественной оси между —1 u |, п, т — целые. 
Производящая функция для многочленов Лежандра имеет вид 

(oe) 

| У A’P, (2) для 17| < шш! 2 У 2—1, 
п =0 |

 
— 

(1 —2hz + h®) (33) 
(oe) 

У tt P, (2) для | № | > max | z+ У 2—1. 
Ln =0 

Это легко может быть установлено путем разложения функции (33) в pan 
соответственно по возрастающим и убывающим степеням A и применения 
формулы (16) (обозначения см. п. 3.15). 

С другой стороны, если 2 = сп (и -- 0) (и, о вещественны), то ряд 

n=0 

сходится при j|A|<e=“. Подставляя сюда выражение (30) для Q,(z) и 
используя (33), получаем 

со | 1 
] ->5 

У О (2) й" = 5 \ (1 — 2hv-+ 1?) 2 =, 

—| n=0
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ИЛИ 

a
 

“Fy, j= Vee | (34) У Qn т=а —2he в) ye 
n=0 

Из 3.4(2) следует, что 
со 1 _ _ — 5 

> QO, (x)A"=(1—2hx +n) 7 In E b+ VI=2hx +h | (35) 
ИУ! — 

п =0 

Дальнейшие результаты в случае целых значений pw и у см. в гл. 10 и 11, 
а относительно результатов о присоединенных функциях Лежандра, для 
которых сумма степени и порядка является натуральным числом, см. п. 3.15 
и MacRobert, 1943, стр. 1; 1947, стр. 332. 

3.7. Интегральные представления 

Из 3.2(7) и 2.12(10) вытекает, во-первых, чго 

2 (22—1) 2 

(—p—v) P+ )) ) 
PY (2) == (2 + ch £)¥-¥-! (sh £)2°*! 46, (1) 

Re (— в.) > Rev > — 1, 

где = не лежит Ha вещественной оси между —1 и Oo. 
Точно так же из 3.2(45) и 2.12(14) 

. _ в 

PO—p+ E(u +5) ое" = MT +e +1) (1)? x 

x \ (z+ У 2 — 11/1 (58 #8 dt, (2) 

0 

| PO e+ ть Qe (che) = 

ей" Ve PT (vy tp +1) (Нав \ (cha-- shacht)~-¥-! (sh £)” dt. (8) 
0 

Обе формулы справедливы, если Ве (у + и -- 1) > 0. 
Делая в интервале (3) подстановку е? = сна -|- ЗПасйЁи применяя 3.3(2), 

получаем 

Qt (cha)= У Fer iT Je ea a (4) 
Г И a 

a>0, ReW+p+l)>0, ев <. 
Далее, из 3.2(36) и 2.12(8) следует, что если 2 не лежит на вещественной 



156 ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА [Гл.3 

оси между —|[ и 1, то 
т 

D 

О" (2) = в" Potet) (22—1) 2 \ (z +-cos t)*-»-1 (sin 6) dt, (5) To+th \ 

Кеу > —1 ReWV+pt1)>0. 
д 

2 ~2 р _ 
PY (2) = ne a) (z + V =? — 1 cos t)’* (sin #728 dt, (6) 

Ут г(5-в 0 

Кен < 5. 

Из (6) вытекает 

PY (cha) = 2 nay \ (sin ¢)~?" (cha + sh acos ¢)’' dt, (7) 

Утв) 3 
2 

Кев < ys 

Поэтому, после подстановки спа -|- $Н асоз ¢=e™, имеем 

| 
Pe (ch a) = = — 61а . | ta) ° | Вер <->. (8) 

у. г(>—#), (cha—cho) a b
o
]
 

Другие интегральные представления получаются в результате рассмот- 
` | 

y+ 5) v —в—-— 

рения интеграла \ е 2 (ch а — сп 9) ? dv, взятого вдоль контура 

прямоугольника с вершинами (с, 9) и (-= с, м), в котором сделаны вырезы 
в точках (а, 0). Устремляя с-- со и используя равенство (8), получаем 

интегральное представление для P (спа). Заменим в формуле у на —1— у 

и сложим получающиеся выражения, после чего применим 3.3(1). В резуль- 
тате получим 

—_ 5) (sh «) sin (uz) ch [ +5) | 

у Е dt — 

ee) 

a 

лат), 
|“ у +)! dt}, (9) 

во 
(ch ¢ + ch a) 

Вер <, ReQfutl)>0, Rew—y>0.
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Если в формуле 7.8(6) заменить /  , (¢) выражением 7.3(31) и изменить 
у TZ 

порядок интегрирования, то получим 

Qe et а От 

т пи 
x{ | eco ° * cos | (» +5) a — 

со | 

— cos (п) \ ее Bet ;)' at} (10) 
0 

Веры, Вес >09, 

где 2 не должно быть точкой вещественной оси, лежащей между [и oo, 
Следовательно, из 3.3(9) имеем 

. хе)? 
О = = Totp+hTe—y * 

x ета ) “2 с |. +5] t| ae, (11) 
0 

Re (и —v) > 0, Re (u + v-++ 1) >0, 

где = не является точкой вещественной OCH между —Ти —©o. 
Применяя преобразование Уиппла 3.3(13) к (11), получаем 

О" (г) = ея rz cee и \ е-- у То выдав = (12) 
0 

Ве (Уи) > —1 v~—1, —2, —3,... 

Применяя 3.3(14) к (10), имеем 

отпала Ру(2) = 

-L sin (ux) \ (z+ УТ chey ами |, (13) 
0 

Re(v-+p)<0, Rez>0, Кеу< 0.
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Следовательно, если  — целое число, и = т (т = 0, 1,2, ...) (см. п. 1.2.3), то 

p™ (2) = ety? \ +- У —Тсоз t)’ cos(m#) dt, Rez>0, (14) 
0 

Это равенство может быть записано в виде 

P™ (2) = о Е \ (z-+- Vz? —1 cost) е!"! dt, Rez>0. (15) 

Делая подстановку t= Ф — 4, получаем 

25 

P™ (2) с0$ (mv) = © И \ [z-+ V2? —1 cos(® — +)]* cos(m)d®, (16) 

0 
Rez>0. 

Qn 

P™ (2) sin (my) = С мы \ [z+ Vz? —1 соз (Ф —$)]* sin(m®) db, (17) 

0 

Кег >> 0. 

В случае, когда ф =0, (16) может быть распространено на все значения 
т и Веу > — 1 (Erdelyi, 1941, стр. 351). 

В случае т =0 обобщение формулы (16) имеет вид (Уиттекер — Ватсон, 
1962, п. 15.71) 

Р‚(22' —V (22 — 1 (2? — 1) cos ) = 

Qn 

=> \ lz -+ V2 —Тсоз ($ — $)’ (2’ + УТ cosh) do, = (18) 
0 

Кег > 0, Re2’>0. 

Другие выражения для Р* (2) могут быть выведены из полученных здесь 

результатов с помощью 3.3(1). 
С помощью 3.4(5), 3.4(8) и 3.4(2) можно получить аналогичные выражения 

для P® (x) и QY (x). Из 3.4(8) и (2) получаем, полагая 2 = со$ 8, 

Г из) те -в+ 1) PS (cos 8) = Sa Z*T в 1) (sin 0)" x 

x \ (cos 0 -+- isin 0 ch В" (sh £)?" dt — 

0 со 

—\ (cos § — i sin 0 ch ¢)~»~¥~! (sh 2% dt | (19) 

0 
Вер = — 1, Rev p+) >0.
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Из 3.4(2) и (2) имеем 

1 

' тель 1) 0 (cos 0) = Ут то--ь-- 1) (sin 0)" X 

-(\ (cos 0 +- i sin 0 ch 78-1 (sh Ве dt + 

+ (cos 6 — i sin 0 ch д) №71 (sh #28 at], (20) 

1 
Вен > —5, Revep+l)>0. 

Из 3.4(8) и (12), а также из 3.4(2) и (12) получаем соответственно 

. 1; п ° 

P* (cos 8) = oo? i) je? " \ (cos 0 +- isin 0 ch 6)" ch (pt) dt — 

| 0 

1 5 ier 

— | (cos 6 — isin 0 ch ¢)~*~ ch (ut) at], (21) 

1, & 
Г | Пре: 

Q" (cos 0) = 5т ot i) E 2 (cos 0 +i sin 9 ch 771 ch (pt) dt + 

1. (oe) 

арт 

+e? \ (cos 6 — i sin 0 ch ¢)~’~! ch (ut) at | . (22) 

Обе формулы справедливы, если Ве (у pv) >—1, 5—1 —2, —3,... 
Из 3.4 (5) и (6) следует 

В 

P* (cos 0) = 2h (sin 8)" ( (oso +- i sin 0 cos ¢)’** (sin В * dt, Rep <5 ‚ (23) 

Утв): 2 

и из 3.4(5) и (13) следует 

dias 

P* (cos 0) = = | (cos 8 — i sin @ ch £)” cos (ut) dt +- 

++ sin (pz) \ (cos 6 + i sin 0 ch £)’eh at], (24) 

0O<0 <=, Re (— v — в.) > 0.
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Из 3.4(5), (16) и (17) вытекает 

P™ (cos 0) cos (my) = 
2a 

т “ Her [cos § +-i sin 0 cos (Ф —)]* cos(mh)d®, (25) 

0 

P™ (cos 0) sin (my) = 

й “ Herp [cos 0 +- i sin 0 cos (Ф — фур sin (тФ) d®, (26) 

0 

д 

0<9<-5. 

и 
В случае 5 <9 <” выражение в Правой части равенств (25) и (26) может 

быть вычислено с помощью 3.4(14). 
Делая подстановку cos0-+-isin 6 с0з Е == е®, выводим из (23) 

1 - 

Pe (cos) = И = (sin 8)" ый © Fos [9+ 5-9 | doy (27) гк | 
00 <*, Кен < 5. 

Эта формула называется формулой Мелера — Дирихле. 
Далее (Сорзоп, 1945, стр. 81) 

Оп (cos 0) = ai 041 | | sin ¢ |" (51 0 +-icos @ sin В” " dt. (28) 

Формула 

ha 

ГР =" | реа (29) 

справедлива, если Кен > 0 и = не является вещественным числом, лежащим 
на отрезке [— 1, 1]. Она может быть легко выведена из 3.6(3) и 2.1(7). Инте- 

# 

грал \@— 1)? (zg — Пе" dt, который встречается в доказательстве, может 

быть  вычислен с помощью подстановки 

t=v(z—1)+1 

и формулы 1.5(1). Его значение равно 

n+p, (n+ ПГ (р) 

т 
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Точно так же имеет место равенство 

a) 

Горах 2 | POE ds — Rew dO, (80) 
x 

вытекающее из 3.6(3), 1.5(13) и 3.4(5). 
Аналогично имеем 

_в 
2 Го 2 Обе (31 

[2| >, Кен >0, Reww—pt+1)>0. 

Последнее равенство вытекает из 3.2(5), 1.5(2) с помощью подстановки 
6—2 -- 2. 

Далее, из 3.2(45) и 2.12(15) имеем 

1 В 1 
(dn) оу +VF=T) Fx 

x \ ethernet] — ent) [z + Wz? — 1 — ze + (22 — l)e*]} dt, (82) 

0 

Rep<-s, Re(v-++p-+ 1) > 0. 

Соответствующие выражения для Ре (2), QY (cos 6) и PY (cos 0) выводятся 
с помощью формул 3.3(9), 3.4(2) и 3.4(8) соответственно. 

Формула 

[
Е
 со 

(1 2tz +42) 2 ee at, (83) 
0 

Re(utyy<0, Верфь jarg(@#1)| <n, 
может быть доказана, если записать 

| + Q¢e = 21 — Е ти 

разложить подынтегральное выражение в ряд, почленно проинтегрировать 
и использовать равенства 1.5(12), 2.1(2) и 3.2(Т). Относительно выражений 
функций Лежандра с помощью контурных интегралов см. Гобсон, 1952, 
стр. 177—194, 226—234, 258. 

2" Т(1— 2) (z2— 1) 
T—p)T(—p—vlo—p+)) Pie) = 

3.8. Соотношения между смежными функциями Лежандра 

Рекуррентные формулы для функций Лежандра могут быть выведены при 
помощи соотношения Гаусса между смежными гипергеометрическими функ- 
циями (см. 2.8). Так, из 3.2(14) и 2.8(30) вытекает, что 

_1 

Ре (2) 2-1) 2 (2—1) ° Ра) = (ув) (vt p+ 1) PP (2), (1)
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из 3.2(28) и 2.8(28) — что 

(2v-+ 1) 2 Р\(2) =(—в + ПР (о-в) РЕ (2), (2) 

из 3.2(24) и 3.2(4) — что 

P*_,(2) — P®,, (2) = — (29 + 1) Vz? — ТР (2). (3) 

Следующие формулы выводятся из формул (1) — (3): 

(УВ Vet ПР, (2) О O +2 + ПР, (2) = 

= (2v + ПТР), (4) 
PY_(2)— 2 Р№ (г) =—(v—p + ПУ ТР (2), (5) 

2 (2) — PY, (2) = — (vu) V2 — 1 P2(2), (6) 
(v—p) 2 P8 (2) — (0 + w)Ph (2) = У — | Po (2), (7) 

(v— wt ОР, (2) — Fat lez Pe (2) = VE — 1 PH (2) (8) 
Дифференцируя 3.2(7) и применяя 2.1(7), получаем 

аР, (2) _ (ов) ры 
dz — V2—1 (2) — 52 7 Py) (9) 

Исключая отсюда с помощью (6) РЁ *(2), получаем 
pe 

(2—1) о ль (022 = 

=ve (ФР). = (0) 
Легко установить, что формулы (1) — (10) справедливы также для Q!(z). 

(1 0) —е 2 Принимая во внимание, что P(x + Ю)=е Pi (x), получаем сле- 
дующие рекуррентные соотношения для функций Лежандра на разрезе: 

PHT (x) + (u + 1) А PI) +B) O + e+ ПРЬ(х) =0, (11) 

(2v +1) x PY (xe) = (v— + 1) PBC) +. EH) PL, (0), (12) 
P(x) — PY (x) = (2¥ + 1) VI— x PE (x), (13) 

о- о-в И PY) — +e) 0 +n +1) P= 
= (2 + 1) VI x? PB (x), (14) 

PY (x) — x P(x) = (v—p + 1) VIX? PE (x), (15) 

x PP (x) — PY (x) =(v-+ УТ x8 PE (10), (16) 
(v—p) x PY (x) — (y+) PR (x) = УГ 2 PO (4), (17)
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В - 1) PEL (х) —( +p +1) x PE (х) = VI — д? РЁ*1 (х), (18) 

аРу(х) 
ах 

= (v1) PP (х) — Ob + ПР, (х) = 

р-р). (19) 
Легко установить, что формулы (11) — (19) справедливы для Q! (x). 

Из (2) вытекают первая и вторая формулы суммирования Кристоффеля 

(1 — x?) 

(6 — 2) У (2m +-1) Ри(2) Pm(6) = (t+ ПР. Ри) — Pa®) Pasil2)), (20) 
=0 

(—2) Y Om+1) Pn2) nO) = 
m=0 

3.9.1. Асимптотические разложения. Если z не является вещественным 
числом, большим 1, то даже в случае, когда гипергеометрический ряд 
Е(а, 6; с; 2) расходится, он является асимптотическим разложением по с при 
больших положительных значениях Rec. Следовательно, при фиксированных 
2 иуи Кец -— со формулы 3.3(17), 3.3(16), 3.2(3) и 3.3(15) дают асимптотиче- 
ские разложения функций Р® (2), О! (2), РГ" (2), Q(z) соответственно. 
Первое, второе и четвертое разложения справедливы для всех значений Zz, 
за исключением точек вещественной оси между — сои —l, а также luo, 
а формула 3.2(3) справедлива для всех значений 2, кроме точек веществен- 
ной оси между — сои —. 

При фиксированных 2 и и и Rev—oco формулы 3.3(21), 3.2(44), 3.3(21) 
вместе с 3.3(1) и 3.3(22) дают соответственно асимптотические разложения 

функций PY (2), ©\ (2), РЁ, (2) и СЁ, (2). Первое, третье и четвертое раз- 

ложения справедливы для всех значений 2, кроме точек вещественной оси 
между —co uv —l, con 1, а разложение 3.2(44) справедливо для всех зна- 
чений 2, кроме точек вещественной оси между —co un + | 

Разложения 3.5(5) и 3.5(6) являются асимптотическими разложениями 
по у функций Pf (cos 0) и ОЁ (соз0) соответственно, которые справедливы 
в области = 0=<к— в, => 0. Таким образом, 

Q* (cos 0) = Th 3) 5 = В {cos (> + 5 0 +- 7 + | + owt, (1) 

2 

P*(cos 0) = Th 3) а {cos (> -- =) §— 7 + | + owt, (2) 

2 
exc O<n—e, в > 0. 

Для малых значений 0 см. 3.5(10). Формула 3.5(9) дает асимптотическое раз- 

ложение функции Р., * (с030) по p.
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Поведение функций Лежандра в окрестности одной из особых точек |, — | 
или со может быть исследовано с помощью разложений п. 3.2, 3.4 и 3.6. Резуль- 
таты, включая ограничения, которые налагаются на параметры, указаны в табли- 
це на стр. 164, 165. Этой таблицей пользуются следующим образом. Равенство 
(3), например, показывает, что в окрестности точки z = 1 функция Р (2) равна 

р в. 
2 ШИР 2° (2— “=——— 

T(1—pz) 
условии, что и не является натуральным числом. Этот результат вытекает 
из 3.2(3). 

плюс члены высшего порядка относительно 2—1 при 

Равенство Выводится из Равенство Выводится из 

(3) 3.2(3) (13) 3.4(14), (8) и (10) 

(4) 3.6(1) (14) 3.4(14), (8) и (11) 

(5) 3.2(32) (15) 3.4(14), (8) и (12) 
(6) 3.2(32) (16) 3.4(15), (10) и (8) 

(7) 3.2(36) и 2.10(14) (17) 3.4(15), (11) и (8) 

(8) 3.4(6) (18) 3.4(15), (12) и (8) 

(9) 3.6(2) (19) 3.2(18) 

(10) 3.4(10) (20) 3,2(18) 

(11) 3.4(10) (21) 3.25) 

(12) (7), 3.42) и 3.212) 

3.10. Разложения по функциям Лежандра 

Некоторые интегральные представления функций Лежандра имеют вид 
коэффициентов Фурье и могут быть использованы для суммирования неко- 
торых рядов Фурье. 

Пусть при фиксированном 0, 0< 09 < т, 

1 
— Lm 

(cos v — cos 0) 7, OSv<0 или 2n—0<9< 2a, 

7 = 5 << 2—6. 

Коэффициенты Фурье для f(v) могут быть вычислены при помощи 3,7(27). 
Отсюда вытекает разложение 

r a УР (eos о р, 1( cos 9) cos (nv) |= 

— Lm 

{ V2n (cin (cosa eos. 7, 0Ox<v<8, 

0, I<v<a, 

0<0<z2, Rep < 5.
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Заменяя v на л— 0 и 0 на х— 9, получаем отсюда, что 

— 

Г (+--+) Pea (— cos v)-+ 2 У (— lyr Pe ‚ (— cos v) cos (n0)| = 
2 

yt 
={ У 2* (sin v)* (cos v — cos 8) 2, < 0 < т, 

10, 0<9< и, 

О<9<*, № <. 

Аналогично из 3.7(27) вытекает 

| со 

Г |5-в) У Pi (cos 8) cos [n+5)o= 

n=(0 

ca BO > 
| <x (sin 8) (cos 9 — cos 9) ,; 0<v<), 

0, < 9<лт, (2) 

0<96< т, Вер <. 

Если разложить (2 — Cos 9) 2 в ряд Фурье (2 фиксировано и не 
является точкой вещественной оси между —Ти 1), то с помощью 3.7(10) 

получим 

о в 

0" 1 @+2 YQ, 19 cos (n0) = 
72 r= 2 

— в. 
. 

an — p — — 

— ет V SP t de? @— cosy 2, (3) 
2 2 

1 
Rep > —э, 

где 2 не лежит на вещественной оси между — Ти 1. 
Далее из 3.7(16) следует 

сло WOLD pm _ Pte ХХ Pome Pe" (ти —9)| = 

==[z- V 2? — 1 cos (v—4)]”, Rez>0. (4) 

Следовательно, положив $ —=0, заменив v Ha —v—1 и воспользовавшись 
3.3 (Г) и 1.2 (3), получим 

Ре Sym SS р (2) 08 (и) = 

= (z+ У 2? — 10$ 9) 1, Rez>0. (5) 
m=\
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Разложение Дуголла 

— __ $1 (уп) < nl i | — Pre (cos = YD [— — SET) Pa (608 0), (6) 

—п<0 < т, и = 0, 

может быть доказано следующим образом. Будем ИСХОДИТЬ из формулы 

соз | (У) | = у (—-1)” [— — а гов | -) |, (7) 

—п<9< лм, 

которая легко устанавливается при вычислении контурного интеграла 

[++ 
(2—9) зп (xz) ’ 

| 
взятого по окружности с центром в начале координат и радиусом |м+ 5.) п 

(№ — натуральное число). Применив теорему Коши и перейдя к пределу при 
N-— со, получаем (7). Подставив (7) в 3.7 (27), проинтегрировав по частям и 
заменив и на — в, получаем формулу (6). 

Далее, из формулы 3.7 (27) имеем 

5
5
]
 = 9 бу в 

P="( соз 0) P>*(cos == (sin 0) т | cos (> + (со —cos#) dux 

r(u +5) 

(sino @ | хз 
x \ cos (9 +5} (cos ф — с0$ 0") = dy. 
rh 4 5] ; 

Применив (7) и проинтегрировав по частям, находим 

P> "(cos 6) Р-^(соз 0') = 

inn) © 
— Sin (ут) — |” __ —p —h ‚ ae SK 2 1) (—— eget) Pa (cos 8) Р-^(соз 6’), (8) 

п = 

< —xr<0—l<xn, vd, ALSO. 

Далее, положив в формуле (8) и =0и A=m (т — натуральное число), про- 
интегрировав т раз по х и применив 3.6 (6), выводим, что 

ри (x) ру” (= 
ву си" (= .- er) Pm Ру" 2, (9) 

О<90< т, Ох 04+0< 2, «=Ccos0, x’ =cos 0. 

(Об аналогичных разложениях см. Mac Robert, 1934.)
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Из асимптотических разложений 3.3 (21) и 3.2 (44) naa P,(z) и Q, (2) 
соответственно (см. 3.9 (1)) получаем, что при условии 

|2 У — 11 < |¢+ye?—1| 

первая часть равенства 3.8 (21) стремится к 1, когда п—+ оо. Отсюда полу- 
чается формула Гейне и 

— — У (2m -- 1) Ри (2) От (6). (10) 
т ==0 

О многих других формулах cm. Dougall, 1919; Darling, 1923; Prasad, 1930, 
стр. 64—67, 159; 1931; Shabde, 1931, 1932, 1933; Banerjee, 1932; MacRobert, 
1934, 1935, 1936. 

3.11. Теоремы сложения 

Соотношение 

Р,[22' — соз ФУ (2? — 1) (227 — 1) = 

= P, (2)Р, (2) +2 a (—1)™ Tenet P™ (2) P™ (2’) cos (mv), (1) 

Rez>0, Rez2’>0, |arg(z—1)|<x, | arg (z’—1)| <a, 

может быть выведено следующим образом. M3 равенств 3.10 (4), 3.10 (5) и 
теоремы Парсеваля (Титчмарш, 1951, стр. 470) следует, что ряд 

2P, (2) P, (2!) +4 у тои Ро Pm (2) PM (2) 608 (и) 
сходится K 

п 

1G [e+ VF—Teos ФУР оф 
J [2'+ V2'*— 1соз Фр*! и" 

причем последнее выражение, в силу 3.7 (18), равно 

2P, [22' — cos ФУ(2? — 1) (2? — 1)]. 

Отсюда и вытекает равенство (1). 
Далее (Гобсон, 1952, стр. 358), в силу 3.4 (14), имеем 

P, (cos 6 соз 6’ + sin 0 sin 6’ cos $) = 

== P, (cos 0) P, (cos 6’) +2 У (—1)™ Ру” (с0з0) РМ (cos 6’) cos (mv) = 

т =1 

зто У LO=MEL ик gy pM (cos o =P, (cos 0) P, ев)? 2 T@ pm Ty? os 9) Р, (cos 0") соз (тф), (2) 

QO<b<xn, Оз < 0+40'<a, ф — вещественное.



170 ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА [Гл.3 

Поэтому из 3.4 (14) вытекает 

О, (cos 0 cos 6’ + sin 6 110’ cos $) = 

== P, (cos 6’) О, (cos 8) + 2 У (—1тР; ™ (cos 0') ОТ (cos 0) cos (mb) = 

т=1 

\ Tv—m-+l) om Wali =P, (e080) ож? Toim-ph (cos 0’) О, (cos 0) cos (my), (3) 

wT 
0<0<5, 

Из (1) и 3.3 (11) следует 

Q, [tt' —cos ФУ (В — 1) (¢? —1) J = 

0O<t' <n, O<0+0' <x, Y— вещественное. 

=0, (P(e) +2 У "о" © Py "(со (mb), (4) 
т =1 

t, Е — вещественные 1<Ё<ь vf —1 —2, —3,..., 9 — вещественное 

(аналогичные разложения см. Cowling, 1940, стр. 222). 

3.12. Интегралы, содержащие функции Лежандра 

Если № (2) и wi) (2) означают решения дифференциального уравнения 

Лежандра 3.2 (1) с параметрами у ци в, р соответственно, то из 3.2 (1), 
3.8 (10) и 3.8 (19) вытекает, что 

b 

(lo +e4+ +O —e) (1— 2°] ww? Че 

| . „ 4% ‚ Ew, р 
=|‹ —2) (и oP |= 

=[z(v—s) у wh + (5 + p) wh и НР. (1) 

Когда и ==р==0, из (1) и 3.8(7) следует 

[У =*— 1 (ww, — w wy)? 

ОЭ ©) 
b 

\ WwW, 42 = 

а 

Если через м, и W, обозначить две функции Лежандра на разрезе, то из 
(1) и 3.8 (17) получим 

ie И м = wwe ; 
ТЕ ) 
a 

Следующие результаты легко могут быть получены из (2) и (3) с помощью 
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формул п. 3.9.2. 

‚ = б У , Pa(*) о 4X = ey ply’ Reo > Rev > 0; (4) 

_¢e+h)—¢+0+) 
®,(х) Q, (x) dx = (s—v)(o+v+ 1) ’ (5) 

Re(otyv)>—1, «-у- 1520, vy sA—1, —2, —38, ...; 

C
e
e
s
 

O 
C
e
e
s
 

O 

Croce axe VOCED т. ор, Ве; (6) 
1 

1 

. __ 242 sin (xy) sin (xs) ФОН) — ¥(o-+1)]-+ = sin (по — пу} | P69 Pee ae ЕТ ‚ 

ot+v+10. 

В частности, при У= И, com (пи т — целые) 

1 

| Pals) Pin (х) ах = 0; (8) 

_1 

i (У \ Г (ЛР dx И: — 2 (51 zy) rs (V+ I), (9) 

| #43) 
\ р. (хр ах = — 1 -, n=0, 1, 2) ee! (10) 

Nw 

1 

|.) Q (adr = 
—1 

_ 86-9 — &(o +-1)][1 + cos (xv) соз (пс) | о (пс — ый , 

@—У@ +5) mn) 
ot yt1=40, у 2—1, —2, —3, ...; 

1 2 

[cor des ЕТ — УСО (055), (12) 
_1 

5—1, —2, —3, ...; 

1 

ЦРоо. 09 dx = 
—| 

1 — cos(xo — av) — 2 sin (xv) cos(xs)[b(v-+1) — v(6 mr 

Ее 
Reyv>0, Кес> 0, oxy; 



172 ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА [Гл.3 

1 

—1 
\ P, (x) Q, (х) ах = ЕО sin (2%) У (v + 1), Re v > 0; (14) 

—| 

1. м пс 
2| Аз 5 cos — | sin cos | 

m(o—v)(o+v+1) 

1 

| P,P (x) de = (15) 
0 

1 

ОО $6 _ 
| ооо = (s —v)(o-+yv+ 1) 

1 . TS TY 

| Asin 5 5 cos — qin 057 | Reve 0, Reaso: (16) 

, У , б , G—)@Fy+) 

Res>0, Rev>0O. (17) 

1 У TS 
1 —- cos [ = — = | — 1 

2 | 2.69 9.69 te FS) | 
0 

В формулах (15) — (17) использовано обозначение 

гут (1+5 
A= 2 2 2 

1+3) т (+3) 
Если в формуле (1) и =р== т, у= и, < =1([, т, п — натуральные числа), 

то получаем из 3.9 (8), 3.9 (10) И 3.4 (19) 

" 1— (ри № (x) PP (x) dx ри. = 09 

Аналогично, если т, п, /, Е — неотрицательные целые числа, TO из (1) сле- 
дует 

1 

\ P™ (x) Pi" (x) dx =0, 152 п; (19) 

—! 

р 
n (x) Pa(*) 

| те EX = 9, km, (20) 
—! 

1 

ри (21) 
[n + 5. (n— т)!
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и 

[Pn ()Ё (n + m)! 
1 — x? Шт)’ (22) 

Далее, имеем 

| 2.69 x8 dx = Тао) 3\? Res>—l. (23) 

о ги) г +5] 
Это равенство может быть доказано путем подстановки 3.2 (3) и 2.1 (2) и 
почленного интегрирования. Применяя 1.5 (1) и 2.1 (23), находим сначала, 
что 

1 

| Pc тах =(+ IF (—y, v-+1; o+2; 5)= 

0 

=P (of It Е (+452, o—vyt 1) 642; 5), 

откуда соотношение (23) вытекает в силу формулы 2.8(50). 
Бернс (Вагпез, 1908, стр. 183 и далее) доказал, что 

у p. 

мах ? Pha) de = 

: еще 
= (24) д У ц д У ц 3\' 

Г +5] 

Rep<l, Res>—1; 

1 т 

(—1y" 2741 T(1—m Ly) \ хз (1 — хз) рп (x) ах = 
0 

г +5) т (1+5 та м 
— ) б т У 3 б т v\’ К-т 

Кес > — 1, т — натуральное; 

1 

[РУ (x)? T(l+p+y) 
\ хз“ = —Э,Тар-ь-у, (26) 
0 

Rep <0, у-- и — натуральное.
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Приведем еще несколько интегралов, содержащих функции Лежандра 
и тригонометрические функции (MacRobert, 1940, стр. 95, 96; 1947, стр. 366, 
367): 

Tt 

\ (sin £)*-! PY "(cos ¢) dt = 

. нет 
И] | У а У UW. У № ы 1\' en) г +5+5)т(5—5 гит) 

_ Re (a + p) > 0; 

| tye! P— (cht) dt = 
0 peer(s $)7G-g4)($-$-3) 

гу) (5-5) r+ 5-5) 
Re(a+p)>0, Re(v—a+2)>0, Re(lL—a—v)>0, 

oe) 

гг 5+5+$) \ (sh £)*-! QY(ch 2) dt = 
0 

acorn r(S $545) г(1+5-—5) г(5+5) г(5— =, (29) 

Ве (a +p) >0, ReWw—a+2)>0. 

Кроме toro (Shabde, 1945, стр. 51), имеем 

1 

ape (POE EDI от] J Pere to Made = ey (80) 

Re(vtpti)>0. 
Другие интегралы, содержащие функции Лежандра, см. в гл. 7, а также 

в работах: Bailey, 1931, стр. 187; Banerjee, 1940, стр. 25; Barnes, 1908, 
стр. 179 — 204; В. М. Bose, 1944, стр. 125; $. К. Bose, 1946, стр. 177: Dhar, 
Shabde, 1932, crp. 177; MacRobert, 1936, crp. 203; 1940, стр. 95; 1947, стр. 336, 
367; Meijer, 1939, стр. 930; Prasad, 1930, стр. 33; Shabde, 1934, стр. ‘AL: Sircar, 
1927, стр. 244. Об интегралах по индексам см. MacRobert, 1934, 1935. 

3.13. Функции кольца или тороидальные функции 

Функции кольца или тороидальные функции возникают, когда уравне- 
ние Лапласа ДУ =0 преобразуют к тороидальным координатам (1, 0, $) 

__ eshxycose __ eshy sin ¢ —_ c sin 6 | 
~ chy»—cosé? ~~ chyn— cosé? ~~ ch »—cos0° (1) 
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Подстановка s=chy и V=(chyn— cos 0) 9 ($, 0, 9) преобразует уравне- 
ние ДУ —=0 в уравнение 

9 [5 до 099 | 
35 (G5) + она aT Get =O @) 

Если U = 1, ($) 9, (9) vs ($), TO получаем следующее дифференциальное урав- 
нение для 9,: 

ив | (4—5) (4+5) Ego, (3) 

где уи и — параметры разделения переменных. В соответствии с 3.2(1), pe- 
шениями уравнения (3) являются 

ГР ($) ГР (СВ) 
n=) 7 =) 3? (4) 

0" 18) |0 (ch) 
| 2 | > 

Поведение этих решений при больших значениях y следует из 3.2(28) и 3.2(45): 

Г—вмР, , (ch y) = 
—5 

Qu. —2])\—p. 7 € +5) т | . . 27 — 22% (1 — e291) He Flam ув 1-2 1—e ), (5) 

PUY Q* (в) = 
у — - 

2 

(1 — e727)h 

oy 
Специальными случаями решений (4) являются 

= Улетт (Sty +H) Е +ь a tite L-Fy; em), (6) 

2K ths 

Р ,(chy)= ; (7) 
-5 x cha 

2 

_ 4 

Q (сн = 2e 2 K (e-), (8) 

~ 92 

о Л 

P,(ch n)=— e Е(УТ—е 1), (9) 
9 

Ки Е— полные эллиптические интегралы первого и второго рода соответ- 
ственно (см. также Darling, 1923; Lowry, 1926; Airey, 1935). 

Все другие формулы, свойства и представления для тороидальных функ- 
ций вытекают из ранее полученных формул этой главы. О теореме разло- 
жения, содержащей тороидальные функции, см. Banerjee, 1938; 1942.
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3.14. Функции конуса 

Дифференциальное уравнение 

[Рея и =0 (1) 
(р — вещественный параметр) является частным случаем уравнения 3.2(1), 

где = — > +- ip. 

Решениями уравнения (1) являются 

Ру (2) и М, (2). (2) 
— 3+ —5 +P 

Функциями конуса называют решения уравнения (1) при вещественных 
значениях аргумента, меньших по модулю, чем 1, 

ph La, (cos6) и 0, — (cos6). (3) 
~ 9 ip т р 

Основные свойства этих функций могут быть получены из общих свойств 

функций PY (с030) и ©’ (cos 9). Например, из 3.5(7) и 3.5(8) следует 

Poy _ (cos 6) = 

2 

4 (1) [1 (3) 
"+В can roe + | “-+..., A) 

0<0<5; 

= 4 yp 608 0) = 

—| НР ( sing) + CP Ce sin 5) + en) 
0—9 —<л. 

Отсюда видно, что функции конуса первого вида положительны при вещест- 
венных значениях р. Специальным случаем формулы (5) является формула 

2 ‚0 
P_1(cos0) == К sing); 

К — полный эллиптический интеграл первого рода (cm. также Darling, 1923; 
Lowry, 1926; Airey, 1935). 

Формулы, аналогичные соответственно формуле Неймана 3.6(29) и фор- 
муле Гейне 3.10(9) были установлены Мелером (Mehler, 1881, стр. 193): 

co 

| 
ПР Ня | Р 9) 49, x«x<l; 6 

—5+2 рэ—х 3p (6) 

Го Рот) pt T 
=n | ——— P P — x) dp. 7 

yx \ cos (рт) кро? те х) ар (7)
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Эти формулы являются частным случаем следующей формулы обращения 
(Mehler, 1881, стр. 192; В. А. Фок, 1943): 

Fi) seth (ед | P 1 (xg (x) dx, (8) 
Я эй 

g(x)= |P 1 (4) fF (é) dt. (9) 
о эй 

Все другие свойства и представления функций конуса вытекают из 
формул предыдущих пунктов этой главы. См. также Mehler 1881 и Neu- 
тапп, 1881. О теореме разложения, содержащей функции конуса, см. Вапег- 
jee, 1938, стр. 30. 

3.15. Функции Гегенбауэра 

3.15.1. Многочлены Гегенбауэра. Многочлены Гегенбауэра С’ (2) при 

целых значениях п определяются как коэффициенты при fA” в разложении 
функции (1 — 2hz + #?) ° по степеням Й (см. также п. 10.9): 

Е = Lone [h|<|z+V2—I]. (1) 

Tak Kak 

— -У (—2)ST(s-+yv) (1— 2)5 1 
(1 — 2hz + h?) imi 4 и] — s! T(v) (1 — 5+8 

hs —_ у T (т + 2s + 2%) Ams 
(1 — A)2st20 ПИТ (2542) ? 

т=0 

то коэффициент при A” в разложении (1) имеет вид 

. р тег +>+0(5-=) 
Cre) = » IT @T Ql 2) (n— Dl : (2) 

1=0 

и из 1.2(3), 1.2065) и 2.12) получаем, что 

С’ (2) = Г(и- 2) Е" > — п; +9: 5-#), п= 0, |, 2,... (3) T (n + 1)T (29) 

Из (3) и 3.2(7) следует 

| 
сот +>) yt ip? oa 
ae T (2)T (n+ 1) apy (4)
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Из (4) и 3.(22) вытекает 

Con (@) = To Ею их 3), (5) 

Са (2) = (= ihe И) zF(—n,n+yv-+l; 5; 2). (6) 

Из (3), (5) и (6) имеем 

C=C" = (7) 

Из 3.2(23) получаем 

y 22)" Г (У | 
С» (2) = av ttl > >— 5; | —у— п; 27 ', (8) 

- р ler 
С» (=) = =) 2 г oer т рут, (9) 

Таким образом, доказано, что 

i 1 
y _ ao q” ап — 5. (— 2)" тп) Г (+ ) 

С = —2)° пр-во. 00) 
Из (9) следует 

5 [Cy @) = 29 GE, (11) 

Тригонометрическое разложение для С’ (cos) может быть получено сле- 

дующим образом. Запишем тождество 

р. 

(1 —2h cos + 12) == (1 — hei?) (1 — he-ivy-» (12) 

и разложим как левую часть, так и оба сомножителя справа по степеням A, 
Тогда получим 

C2 (cos 4) AL OE -{¥ T(s-+y о [У ги" = ae 
п =0 о 

Сравнивая коэффициенты при A” в обеих частях, получаем 

т =(0
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ИЛИ 

п 

Г У) Г (п — У 
at (v)]? Cy (cos 2) = a Ш SS У) cos [(n— 2m)o]. (13) 

Если п — четное число, то в этой формуле надо взять лишь половину послед- 

него члена (соответствующего m=), Из формулы (13) следует 

y 2 
lim T(v) C, (cos $) = — cos ($), n==1, 2, 3, ... (14) 
y—0 

Из тождества 

| _ 1 el? et 
1—2hcos¢ +h? 2191 =(; —hei? 1 — iF 

получаем 

С (cos ¢) = sin Sa . (15) 

Для того чтобы получить соотношения ортогональности для многочленов 
Гегенбауэра 

| 

\ С’ (x) С; «ар—х» 2 dx=0, nr; (16) 

~1 

nT (n+ Qv) 
— | 
моя ГО’ on 

1 _1 

\ (cx — a4)? ax 
41 

перепишем интеграл в левой части по формуле (10) в виде 

I 1 
(—2)"Twvtn)T(Qv+n) бо, 4" ит 

шт Г (v) T (2 + 2n) \ C,(*) Fon (1 — x?) | dx. 

Интегрируя п раз по частям и используя равенство (11), получим (16) и (17). 
Из равенств (16) и (17) получаем, поскольку С (x)= 1, 

т 0, n=l, 2,3, ...у 

\o (cos $) (sin 9)?” de -| nT (2v + 1) n=0. (18) 

0 
T+ yr
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Теорема сложения для функций С’ (2) была установлена Гегенбауэром 

(Gegenbauer, 1893, стр. 942) 

[ГОР Cy, [221 — V (2 — 1 (21 — 1) соз $] = 

=re—y У Pat IPO +P 21—04 
= Ги 2-7 

1 1 -5 
х (2—1)? (21—12 СН (ЭСК) С, 7 (cose). (19) 

i=0 

Из (18) и (19) следует, что 

С’ (cos $ cos ф' -- sin ф sin $’ cos¢) (sin 9)2°-1 de= 

= 22°-№и! i 5 wt п) Cy (cos $) CY (соз $"), Rev>0. (20) 

(О дальнейших интегральных формулах см. Ватсон, 1949, стр. 412—414.) 
3.15.2. Функции Гегенбауэра. Из 2.1(1) видно, что функция (3), где п 

заменено на а (х произвольно), является решением дифференциального урав- 
нения 

(22 — 1) w” + (2v+ 1) zw’ — «(а - 2) и =0. (21) 

Таким образом, можно определить функции Гегенбауэра для любого (в том 
числе и комплексного) значения а с помощью формул (3) или (4), где п заме- 
нено на а. 

Из (4), 3.7(6), 3.7(8) и 3.1(34) вытекает соответственно, что 

[(a + 2v)T | + — aK 
| У — — | 0 2v~1 29 С’ (2) = те И Деу; И 2? — 1 cos #)* (sin #71 dt, (22) 

Rev > 0; 

| ге) т[\+5 5) 

Ca (COS = TO PayPadt) Х 

х (sin ral cos [(v + a) v] (cos v — cos $) 1 dv, (23) 

у Кеу> 0, 0<9<n; 

С" (2) = — + sin (az) \ (1 + 2tz Е dt, (24) 

0 
—2<Rev<Rea<0, |аго (2 = 1)| < т. 

О дальнейших интегральных представлениях см. Dinghas, 1950.
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Применяя формулу обращения преобразования Меллина к последнему 
соотношению, получаем 

c+ ico 

i РС, (2) 
(1 -F 202 PY = “sin (an) —2<Rev<c<0. (25) 

Из (4) и п. 3.8 следует, что 

(@--2) (3.2 (2) =2 W+a+ 02. (@)— 2-4 С*(@) (26) 
a CY (2) =2%[2 СУ" (2) — CXF’ (2), (27) 

(a 4 2v) С (2) =v [С (2) — 2 2), (28) 
AG (2) = (a — 1 + 2%) 2 С” _ (2) —2v (1 — 2?) С) (2), (29) 

и. С} (2) = 2+2). (30) 

Из 3.3(1) и (4) вытекает 

С (2) — — Fa С" —a—2 @). (31) 

Легко найти, что вторым решением дифференциального уравнения Геген- 
бауэра (21) является 

р о P+ $b gt За +В =. (80 
Функция 0), (2) удовлетворяет тем же самым рекуррентным соотношениям, 

что и С, (2). 

Соотношение между 0’ (2) и С) (2), аналогичное соотношению Кристоф- 
феля между Q, (2) и Py, (2) (см. 3.6(24), 3.6(28)), дано Ватсоном (Watson, 1938) 

co yl 

р» @=Teayc,@ \@—1 2 — 

ee 
FO) OY рии Cmte Mn oo oa, 

(п — т) mss (*) мда 
(2? — и 2 т==0 

Re v > 0. (33) 

3.16. Некоторые другие обозначения 

Множитель е”" в определении С! (=) 3.2(5) часто опускают (Мак-Роберт). 

В определении Q* (2), данном Бернсом, множитель e’*™ в 3.2(8) заменен 

sin[z(v-+p)] | 
sin (vm) ’ 

кроме того, множитель ей” в левой части равенства 3.4(2) опущен. 
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Присоединенные функции Лежандра по Феррару (MacRobert, 1947, 

стр. 307) обозначаются T? (x) и тождественны P(x) ([-1<х< 1). 
Иное обозначение для функций Гегенбауэра было использовано Чу и 

Стреттоном (Chu, Stratton, 1941). Вместо (4) и (32) имеем соответственно 

= 7 Pr, (2), 
У 

Di@=@—1) 0,1, (2). 

Эти функции удовлетворяют следующему дифференциальному уравнению: 

(28 — Пи’ 20-2 — «(а-- 2 |] ш=0. 



ГЛАВА 4 

ОБОБЩЕННЫЙ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ PAL 

4.1. Введение 

Гипергеометрический ряд Гаусса Л (а, 2; с; 2) может быть обобщен путем 
введения р параметров, играющих ту же роль, что а и 6, и 4 параметров, 
играющих ту же роль, что с. При этом получается ряд 

со , _ 
п Е |" tee y Oo» = Е а . ; 2) —= (и!) п aoe (ао) и 2 | 

PY Toy ..., Pg р a ия (Pin ++ (Pg)n п! ” n=0 

который называют обобщенным гипергеометрическим рядом. Ряд Гаусса 
в этих обозначениях имеет вид 

Е, (а, в: с; д=Р|“ 7 ‘|. 
Здесь 

(=, (@_=a(a+1)... апт 6) 
и 2 — комплексное переменное. Вообще говоря (то есть за исключением 
некоторых целых значений параметра, для которых ряд состоит из конечного 
числа членов или не имеет смысла), ряд „Ро сходится для всех конечных 
значений 2, если р =— 4, сходится при |2| < 1, если р=а-- 1, и расходится 
при всех 2520, если p>q+l. 

Числа a, ..., а, называют параметрами числителя, а числа р,, ..., Pg — 
параметрами знаменателя. 

Ряды „Ра не являются единственными обобщениями ряда Гаусса. Гипер- 
геометрическое уравнение есть линейное дифференциальное уравнение типа 
Фукса, в то время как ряд (1) удовлетворяет линейному дифференциальному 
уравнению, которое, вообще говоря, не является уравнением типа Фукса. 
Таким образом, дифференциальные уравнения можно использовать, чтобы 
ввести другое обобщение, которое является решением уравнения типа Фукса 
высшего порядка. В связи с этим Л. Похгаммер (1870) изучил наиболее 
общее олнородное линейное дифференциальное уравнение п-го порядка 
с особыми точками Q,, 4., ..., а», со такое, что общее решение в окрест- 
ности любой особой точки а, (*=1, 2, ..., п) имеет вид 

(oe) (oe) 

Dem(z—a,)"-+-2° У сте а, 
m=—0 m=—0
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ГДЕ Co, Cy) ..., Спой Ci) — произвольные постоянные. Аналогично разложе- 
ние общего решения при больших значениях 2 имеет виц 

(ee) (ee) 

га У Z mem at У вит, 
m=0 m=0 

где 2%, ..., био И 8 — произвольные постоянные. Можно показать, что 
дифференциальное уравнение однозначно определяется этими требованиями. 

Исходной точкой иного обобщения является $-функция Шварца (см. 2.7.2), 
которая отображает полуплоскость на треугольник, образованный тремя 
дугами окружности. Коппенфельс (Koppenfels, 1937, 1939) изучил функции, 
отображающие на полуплоскость область, ограниченную четырьмя дугами 
окружности, такую, что два из углов криволинейного четырехугольника 

п п oT 37 3 
равны >, а другие два либо zy из, либо ay и. 

Райт (Е. М. Wright, 1935, 1940) изучил асимптотическое поведение 
суммы 

\ го, Е Ви)... Гар Е Bpn) 2” 
— Г(о. в: п)... Ра вап) т 

при больших значениях |2|. Здесь B, и в; — вещественные положительные 
числа такие, что 

9 р 

1+ Ум — У B, > 0. 

t=1 r=1 

Если все ми В; равны единице, этот ряд отличается OT рРа лишь постоян- 
ным множителем. 

Гипергеометрические ряды Гейне будут изучены в п. 4.8. Дальнейшие 
обобщения см. в гл. 5 

На протяжении этой главы будут соблюдаться следующие условия: 
Значения 4 параметров ри, ..., Pg В рРа отличны от 9, —1, —2, ... 
Если переменная 2 в о.:Ро не равна единице, то предполагается, что 

[2|<1. 
Если переменная 2 в д.:Ра равна единице, то мы предполагаем 

9 9+1 

Ве У 04 — У. > 0. 

t=1 r=1 

Если переменная 2 в рРа равна единице, она будет опускаться. 

4.2. Дифференциальные уравнения 

Функция „Ро определена равенством 4.1(1). Этот ряд был введен Клаузе- 
ном (Clausen, 1828) для случая p= 3, 4=2. Обозначение введено Похгам- 
мером и модифицировано Бернсом. Если одно из чисел а, является целым 
неположительным, то ряд состоит из конечного числа членов (случаи, когда 
одно из р; является целым неположительным, исключены).
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Если p=gq+1u4 

3 = Re (р, + м — 91 — ... — Og44), (1) 

то ряд 4.1(1) при $ > 1 сходится на всей окружности |2 | = 1. Если 1 2$ > 0, 
он сходится при всех Z таких, что |2 | =1, 2521, а если s<O, то расхо- 
дится на всей окружности | 2 | =1. Доказательство аналогично тому, которое 
приведено в 2.1.1 для oF. 

Пусть 8 а d Tor — ,F y означает оператор 27. огда функция и== Ро удовлетворяет 

дифференциальному уравнению 

{8 (8+ p;—1) «.. (© 4-pg— 1) —2@-а,) ... (B+ арури=0, (2) 

которое эквивалентно общему уравнению вида 

9 

2 20! (nz — bn) ОТо -- ав + 2409 =0, g>p, (9) 
n=1 

ИЛИ 

9 

Ура — bn) Do + ayo + 91 оо,  p=qtl, (4) 
n=1 

где Ay, 6, — постоянные, A, £0 u =“. Для уравнения (3) 2=0 и 

= = со — особые точки, причем 2 =0 — правильная особая точка (см. Уитте- 
кер и Ватсон, 1961, п. 10.3). Уравнение (4) является уравнением типа Фукса 
с правильными особыми точками 0, со, 1. О множестве линейно независимых 
решений в окрестностях точек 2 =0 и z=oco см. п. 5.4. Здесь, как и в боль- 
шей части литературы, рассматривается лишь общий случай, когда ни одно 
из чисел р; и ни одна из разностей р; — ру, a,—as (52$) не являются 
целыми числами. 

В случае p<q Бернс (Е. W. Barnes, 1906) дал асимптотическое разложе- 
ние для решений (2) в «общем» случае (см. выше). Похгаммер (L. Pochhammer, 
18935) рассмотрел различные формы уравнений (2) и (3) и дал полное мно- 
жество линейно независимых решений в виде кратных интегралов. В частности, 
случаи g==3 и (=4 (p<q) были изучены Похгаммером (Pochhammer, 
1893а, 1895, 1898). 

В случае p==q-+1 Похгаммер (Pochhammer 1888) изучил уравнения (2) 
и (4) в общем случае и указал кратные интегралы, которые являются реше- 
ниями в окрестностях точек 2 =0, со, |. Он указал также, что существуют р 
линейно независимых решений, которые однозначны в окрестности точки 
2=1. Для р=3, g=2 это было доказано Гурса (Е. Goursat, 1883, 1884). 
Tome (Thomae, 1896) указал связь между полными множествами линейно 
независимых решений в точках 2 ==0 и 2=со при р=3, g=2. Это было 
сделано при всех значениях p(=g-+1) Смитом (Е. С. Smith, 1938, 1939), 
который изучил также различные частные случаи, когда некоторые из реше- 
ний уравнений (2) и (4) выражаются через логарифм (все или некоторые из 
разностей р; — р; могут быть целыми, но р; — «и сами р, не являются целыми; 
все или некоторые разности a, — а; — целые, но а, — р; И сами a, не являются 
целыми). 

Если 9(2) удовлетворяет уравнению (2) и если эта функция может быть 
выражена как преобразование Лапласа аналитической функции w(t) такой,



186 ОБОБЩЕННЫЙ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ РЯД [Гл.4 

uTG lim w (Е) =0, 
t—0 

CO 

v(z)= \ ety (t) dt, 

0 
TO w(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

{(— РН 00-10... 0-1 ар) + 
+ (— 10-02)... 0+ 2— и} 9=0 = 6) 

d 
где 9 —={ at . 

О других результатах, касающихся дифференциальных уравнений, которым 
удовлетворяют функции, выражаемые обобщенными гипергеометрическими 
рядами, см. Chaundy, 1943. 

4.3. Тождества и рекуррентные соотношения 

Клаузен (Т. Clausen, 1828), доказал, что 

2a, a+b, 26; 2 | ВЕ р; ato+4; |=, нь 2а-- 2b 

Он показал, также, что это — единственный случай, когда квадрат Л (а, 6; с; 2) 
выражается в виде функции ,Р, от аргумента г. Более общий результат 
получен Э. Гурса (Е. Goursat, 1883). Он доказал, что F(a, 6; с; 2) F(a’, 0; с'; 2) 
является функцией „Ро аргумента = лишь тогда, когда либо 

а’ =а--1— с, b' =b+1—c, ec’ = 2— с, 

¢—a—b=n+-—, n=0, +1, +2, ..., 

либо a—a', b—b', c—c'—ueable и c+c’—a—a'—b—b' =n, где п=0, 
1, 2,... 

В. Н. Бейли (W. N. Bailey, 1928) дал новое доказательство для этого и 
аналогичных результатов Oppa, Приса (Orr, Preece, 1924) и Рамануджана и 
дополнил их некоторыми новыми формулами. Имеем 

. б 1 FG VC I= В, У ® ete—b 4, © 
22 

| 
of: (5; 2) oF 6; —2)= [в 5, 5+: 9). (3) 

„Ре, В ОВ —2)= Fy ета ав 424], 6) 
и: о: 0 11.72 AG ei Ву а). [в eae +, 3:1, © 

Fy (а; 20; 2) Е: (3; 28; — 2) = 

=. зе +8, ев а, 85,2485 |, ©)
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оз (рр рэ; 2) оРз (ра, 8; — 2) == 
Г 1 | ‚ _/3\8 07 
(ЕР — 1s Or + Pe) 5 (1 + Pe 1) —(+) 2 

Pr ps Pry bo po Pr р» 5, бо, FTG В | 
= 32 

где А-а 1) b= > s+ 9) 

ol; |=, B; a a 2) oF c В; +85; = 

= oF, (2a, 28, « + 8: ра 8+5; .), (8) 

of; (a, ва; 2) oF, «р В; 8—5; z\ = 

=P, (20-15 e+ 8—1 AFB—Y%ate—ts 2) | 

—
 

Ряд в формуле (4) сходится лишь в случае, когда я или В являются непо- 
ложительными целыми, но формула (4) формально справедлива для всех 
значений a, В в том смысле, что при формальном перемножении степенных 
рядов в левой части равенства получается правая часть равенства. Осталь- 
ные формулы справедливы по крайней мере, если |2| < 1. 

Соответствующие формулы Кели и Орра (см. 2.5 (4)) можно найти у Бейли 
(Bailey, 1935). Следующая формула принадлежит Дарлингу (Н. В. С. Darling, 
1932) (см. также Bailey, 1935): 

Fy * ь т "| Fo [3 ar 1—1; "| = 
— — 

__=— 1 в, B+ — 5, y+1—3; 2 х 

 в— 88 2—8, e+ 1—8 

x oF | — 3 ВН a Т, " -- произведение, 

получаемое перестановкой 8 и е. (10) 

Другие результаты, связанные с тождествами Кели и Орра, см. вп. 2.5.2 
и Burchnall, Chaundy, 1948. Большое число разложений гипергеометрических 
функций в ряды по другим гипергеометрическим функциям было получено 
Ченди (Т. W. Chaundy, 1942, 1943). Простейшими случаями являются: 

F(A, В; С; 2) = 

— (—1) (a), (6), ‚в B, с, — г; [2 Fi (atr, b+r; ctr 2) = 

= би a, b, C 

_\ Cy OO, СГА B& etr—l—nit, 
= prin Ff a, b, C |: (arr, (11) 

b-+-r; ¢-+ 2r; 2),
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со 

2” Lor Р 
оЁ (с; р2) of (C5 92) = Uo Fi еп, — т; 2), (12) 

n=0 

iF, (а; с; pz), FP, (а'; с’; 42) = 

У (Qn) (pz)” F q a 2 —__ ', | —C—n, —n —— ae Fy a c—n n DI, (13) 

n= n ce, l—a-—n 

oF; (а, 6; с; pz) oF; (a’, р’; с'; 42) = 

у (а) (8), (pz)” Db 9 а 2 1 hy —e— — м: + _ a G) Fy a’, 6’, | c— Nn, п; р |, (14) 

n= п ce’, l1—a—n, |— b—n 

of) (а, 6; pz) oFy(a', 6'; 42) = 

у р), (pz) q a 2 г р’ . 

n=0 l—a—n, 1—b—n 

Ряды в формуле (15) расходятся, за исключением случая, когда они состоят 
из конечного числа членов. Однако коэффициенты при соответствующих 
степенях 2 в обеих частях равенства совпадают. 

Две функции „Ро называются смежными, если их аргументы и параметры 
имеют одни и те же значения, за исключением одного параметра, значения 
которого могут отличаться на -+ 1. Существуют 2р -- 4 линейно независимых 
линейных соотношений между фиксированной функцией рРо и ее 2(р--4) 
смежными функциями. Коэффициенты этих соотношений являются линейными 
функциями переменного и многочленами от параметра. Эти соотношения 
были получены Е. Рейнвиллом (Е. Rainville, 1945) для случая, когда все 
параметры знаменателя отличны от 0, —1, —2,...и р=а- 1. 

4.4. Обобщенный гипергеометрический ряд; аргумент 
которого равен единице в случае p—q-+ 1 

Стандартные типы обобщенных гипергеометрических рядов. Если пара- 
метры д.1Ро (4p; рр 2) таковы, что 

аа +... ба == 1 +p +... tpg (1) 

то ряд называют рядом вида Заальшютца. Если 

Га; == py ==... = ра + ба, (2) 

то ряд называют вполне уравновешенным. Если все равенства в (2), за 
исключением одного, выполняются, то ряд называют почти уравновешенным. 
Тогда, не меняя самого ряда, можно упорядочить параметры так, чтобы 
нарушение равенства сумм пары параметров встретилось или для первой 
или для последней пары; соответственно этому ряд д.:ГРо называют почти 
уравновешенным первого или второго рода соответственно.
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Теорема Заальшютца 

Fel a, р, — 1, ити п = 0, 1, 2, . (3) 

ce, Lta+b—c—n]~ (¢)y(c—a—b),’ 

которая была доказана в п. 2.1.5 (см. 2.1 (30)), позволяет вычислить сумму 
любого конечного ряда jf, вида Заальшютца. Для бесконечных рядов 3Ё. 
вида Заальшютца имеем (Saalschiitz, 1891, Bailey, 1935, стр. 21) 

ве ев в TOT Rea ити —a—b) 5 
$32 c, f T(c —a) TP (c— b)T (f—a)T(f—D) 

(a+b—c)'T(c) (Sf) c—a, с — В, |; 
T R@P Ore f—a—b Flog p41 vp ao} 

Эта формула является частным случаем большого числа линейных соотноше- 
ний между тремя рядами 3/3 полное исследование таких соотношений 
имеется у Бейли (Bailey, 1935, гл. Ш). 

Каждый вполне уравновешенный ряд 3Р. при Z2==1 может быть просум- 
мирован с помощью гамма-функций. Результат имеет вид 

(4) 

а, 0, с; __ 
Felts gp ав = 

т + $)rd +a—rd+a—9r(1—o—et $) 

Pafayr(i—o44)r п +5 та+а-5—9 
(5) 

Это — теорема Диксона (cm. Dixon, 1903; Watson, 1924; Bailey, 1937: 
MacRobert, 1939). Кроме Toro 3/5 может быть вычислено при 2 == | в следую- 
щих случаях: 

а, в, с; 

Pay on, „|= 

тт (+) (чо) г +7-9-5) 
EASE a eta ras 

(теорема Ватсона, cm. Whipple, 1925) и 

ое] = 
al (f)T Qe + 1—1) 25 

a уч тете чот 
b 

(meopema Yunnaa, cm. Whipple, 1925).
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Теорема Дуголла позволяет просуммировать конечный вполне уравнове- 
шенный ряд „Рз при 2 =| и специальных значениях второго параметра: 

а = 

| a,it—, в, с, а, е, — п; 

iF, 2 — 

5, ав, та с, 1+a—d, 1+a—e, 1+a+n 
| = 

аа, (1+ a—b—o)n (1 -a—b—d)y (1+ a—ce—d)y @) 
(1+ a— b), (i + a— ¢)y (1 + a@— d), (1 + a—b—ce—a),’ 

где 14+ 2a=b+c+d+e—nu n=), 1, 2, ... (Dougall, 1907). 
Существует целое семейство преобразований ряда pag при z=1, то 

есть формул, позволяющих выразить один из таких рядов через один или 
несколько других (часто при других значениях 4). Простым примером 
является соотношение 

в, — п, 6, с, а; | 

ив, 1—n—c, м (9), 

п | n 
d,\—n—b—t, —5, yy l1—n— w; ] 

| L—n—b, [ —ип— с, 5 (i +d—w—n о-в) 

x 

x Fy (9) 

которое позволяет преобразовать обрывающийся почти уравновешенный 
ряд 4.Рз второго рода в „Ра. Об этом и других более сложных результатах 
см. Bailey, 1935, гл. Il — VI: Whipple, 1935, 1937; MacRobert, 1939; Mitra, 1942; 
Bose, 1944. 

4.5. Преобразования „..Р, при значениях аргумента, 
отличных от единицы 

В общем случае g>1 не известно никаких линейных преобразований 
ДЛЯ 941Ра› За исключением связи между обобщенными гипергеометрическими 
рядами от аргументов 2 и 2`!, которые являются решениями одного и того 
же дифференциального уравнения (см. Thomae, 1869; Е. С. Smith, 1938, 1939). 
В некоторых случаях существуют квадратичные и кубичные преобразова- 
ния для 3/5, например 

Е a, в, с; 2 |= 

7 Frita—b, |1+a—c] 

_—p—e 2 241. — 42 
даа, | + b—o, 2? aid (1) 

1+a—b, |+a—c 

(Whipple, 1927) u 
г 2 | 

а, 22 —а—1 2—2 а; — 
4 gf's = 3 

| D а >. . 

а ad ad ote =(I—a-4p,| 37 F797 373) 4—2, ey 
| ba—b+ 5 | 
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Эта формула была доказана Бейли (ВаПеу, 1929). Бейли указал также ли- 
нейное преобразование почти уравновешенной функции ,/, первого вида: 

г = 
2а—1, ats, a 5—5; 2 

(1 — 2)’ зР, | | = 
| а 5, ators | 

Г | | 2—1, b+5, b—a—s 32 
== (1 —z)??"! gf's 1 (3) 

й b— 5, atb+y 

Берчнелл (Burchnall, 1948) доказал, что вполне уравновешенная функция 
зРо аргумента x может быть выражена как сумма рядов КР. аргумента 

Xe 

= 

— 

4х 
В некоторых случаях guilg можно вычислить для аргумента, не равного 

единице, например 

а 7 | а, 1-5, 6, 6 —1 гаи а (4 Fs |=. и Та в ао || T(i+aridi+a—b—c) 

(cm. Bailey, 1935, стр. 28, а также Bailey, 1929). 
Некоторые частные случаи: формулы, выведенные в п. 4.4 и в этом 

пункте, содержат большое число результатов, которые трудно было бы уста- 
новить непосредственно и которые были уже давно отмечены в литературе. 
Например, 4.4(5) дает (при а=6 = с =— п) 

п cos 5 t(5)r(5+4] r+) gn 

р, (5) 

Если подставить в 4.4(8) D==1+a-+n и перейти к пределу при п -—+ со, 
Получим 

ао, с а, е 2 
fy a — 

~, |lta—c, |+a—d, 1+ а-е 
2 | 

_ Td+a—cl+a—d)T(l+a—e)TU+a—c—d—e) 6 = та таги та-а гига огата са‘ (6) 

Специальным случаем этого равенства является формула Дуголла — Ра- 
мануджана 

ох, Са, 
1-2 а Ex ibn @ 2) = 

ттт п 
To+e+hr@teLoTa@ty+l) ” 
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которая имеет место при Ве (ху 2—1) >0. Другим следствием фор- 
мулы (6) (при а=1, се =1 — х, 4=е==1) является 

(&— И (х— 2) _ 

(x + 1)(* + 2) 

Ряд в левой части равенства сходится, если Rex >I. Много результатов 
для других частных случаев указаны Бейли (ВаПеу, 1935, примеры на 
стр. 96, 97) и Харди (Hardy, 1923). 

Усеченный гипергеометрический ряд 

—0. (8) х— 1 

IL-3 57 +9 

х (4). Or or 
Yn (a, р, С, 2) = 1 r! (с), 

r= 

можно двумя различными способами выразить через 3F%: 

—n, a, by z)__ 2 —п a, D; z 
Эа, | |= 1 m 3f, 

—n, с e—n, с 
1 
0 

__ ил м 
(а) (D)n gn Peli n, | п с, 2 |. 

У" — (c), m! 1—n—a, 1—n—b 

Если z==1, имеем 

_T(a+a+iro+n+l) a,b, сп __ 

In(% В = та pa pl) Fel, на] = 

И [1 (Qnss (В) Е Вх = 
т — ОГ ска) (ПН—ПТ 2—c, n+2 JJ 

_ Ta@at+athrotna+t) Е ec—a,c—b c+n; 

~ mae (ato—e+1)T(c+n+1)? | c,c tnt] 

(cm. Bailey, 1935, стр. 93, 94). Соответствующие формулы существуют для 
усеченного ряда 3/, и для специальных усеченных рядов „РЁ, при z= | 
(см. Bailey, 1935, стр. 94, 95). 

4.6. Интегралы 

Интегралы, аналогичные интегральному представлению Эйлера в п. 2.1.3, 
были получены для случая общего гипергеометрического ряда „Ру Похгам- 
мером (Pochhammer, 18935), Эрцейи (Erdélyi, 1937) (см. также 5.2(2)) и 
Б. Г. Певным (1940) для интегральных соотношений вида 2.4(2). Распростра- 
нение интегрального представления Бернса 2.1(15) на случай общего ряда 
pig может быть выведено из результатов п. 5.3 и 5.6. 

Многие определенные интегралы могут быть выражены через один или 
несколько рядов „Ро. Например, преобразование Лапласа py, p<q, есть 

co 

... :{ 1, a4, ..., Ч 51 $ est F i » Яр, |= Е Ю 1) » р’ |. 

pq Pay cee, Pg preg Pir soe, Pg
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Формула Ченкера (Shanker, 1946) дает преобразование Ганкеля для ›Ко: 

00 1 —— __ 2 
\ 2° 2 F.| 0, отт. в т-- 1 ЬУ- 1 55 tee Vat at = 

2 ? 2 2 » 2 
0 

1 
P— 5 | — | yvtl 2? нат.” 3 отит. р Re ee | 

= (1)™z Fel о ’ о , о , о ’ 

где 

m==0, 1, 2,... и Re(opt+v+1)>0; Ве (р —ш-- 1) > 0, Вер. 

Другие частные результаты можно найти в п. 4.7 иу Эрцейи (Erdelyi, 1938). 

4.7. Некоторые частные результаты 

Г. Бейтмен (Н. Bateman, 1933, 1934) и Пастернак (Pasternack, 1939) иссле- 
довали многочлены от 2 вида 

Fy, (ФР, (п, 5+5; I; 1), n=O, 1, 2, ... 

Бейтмен (Bateman, 1936) изучил многочлены Z, (2) и Jp’? (2), определяемые 

равенствами 

Zn (2) = РВ. (— п, n +151, 1; 2), п=0,1,2,...; 

Plotatits) 

mT (a+ От [+15 

Результаты Бейтмена были обобщены Пастернаком (Pasternack, 1937) и 
Райсом (5. О. Rice, 1939). Последний ввел функцию 

Al, (5, р, 9) = зЁ» (— И, n+l, 5} 1, р, 9), 

iF, |" w+, oti +53), 2 “Л” (2) = 

где n==0, 1,2, ... и & р, о — комплексные переменные, причем р 5 —п— 1, 
—n—2,... Райс установил, что 

1 

Г (р) | =. 
Н Ю‚ К, = 1 — t)P 1 1 — , п (& р, 9) TOT = t-1 (1 — В P,, (1—2ut) dt 

Кер > Кеё > 0, Р;(2)=.Р, (—n, n-+ 1; 5-4) 

И 

Hn (6, р, YT pP— а) ТГ (9) Г ($) Г(р—&) = 
3-+ico 

=O | rer@—9TE—9P——4—E+9) Ha ©, 0) ds, 
o—f00 

0 < Кес< Кеа, 0< Бе (&— <) < Re (4 — р).
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Производящая функция для H, имеет вид. 

1 | 
{[—t Fla 53 р, аи) = у т Ни р, 9). 

Если Q, (2) определено равенством 3.6(24), то 

Уса, @н, (р, = hls р: 2 ). 

n=0 

Если п-—*+ со, то асимптотическое выражение для HH, (&, р, Г) имеет вид 

Т (р) и 2 Le tye Т (р) n25-2P 

T(p —§)T (1 — §) PE—p+ ire)” 

Рейнвилл (Rainville, 1945) дал рекуррентные соотношения для функций JO’? 

и показал, что функции HH, (&, р, 9) удовлетворяют рекуррентному COOTHO- 
шению, которое содержит четыре члена 

п (21 — 3)(p+n—1)H, = 

= (2n — 1) [(n —2)(p —n + 1) +2 (n— 1) @и—3)—2 (2n—8) (§ + 2—1)0] Hy _a— 
— (2n — 3) [2 (n— 1)? — n(p—n +1) +2n—1)G—2 +1) Ay — 

—(n—2) (2n—1)(p—n+1)Hy_«. 
Фазенмайер (М. С. Fasenmyer, 1947) доказала, что 

о Ha P+ Haak в, ЗН, © > На, р, Oh 
и изучила многочлены 

—n, N+ 1, a, ..., Ap, 2 

fn (az, 6; )= peal ges] ly By 2 | 
ix l,...,p, j=l,..., 9. 

Производящая функция для этих многочленов имеет вид 

—_ \-п ap) = у Хи (2) ", 

Ay, ..., Ay; У @ (у) = Е 1) »“p | 

Р 91| ф,,..., bg 

О рекуррентных соотношениях, рядах и интегралах, содержащих f,, 
см. Fasenmyer, 1947, а также Chaundy, 1943. Простым частным результатом 
является интегральное представление для функции Бейтмена Z, (2): 

где 

со _ 
Z,(2)= |. * Ln (tz) Ly (— tz) dt, 

0 

Va
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где Ги (2) означает п-й многочлен Лагерра (см. гл. 10), и 

(0--) | 

меру СО 7 у eins р, — +] dt, 

+ 
2 

Hy (& р, 9) = ей [и (& р; vt) dt. 

со 

JI, у=\ 
0 

Эрдейи (Erdelyi, 1938) доказал разложение 
& 
Ру co 

f—2 = ХА», pn, t)2" Fy (A+n+ 1; 24+ 2n; 2), 

n=0 

где 

п 

Ap (A, и, В) = У Суре Пт 

и r=0 

(—1Y , 
С), и г orp Ра [—r, 1—A; 2 (1 — в); 2]. 

Это разложение справедливо при || > 1, |2| < 20, = 1-2... 
Кралл и Фринк (Krall, Frink, 1949) изучили класс многочленов yy, (а, 2). 

Согласно Рейнвиллу, они могут быть записаны в виде 

Уп (а, 2) = oF (— п, а-п— 1; —2), 

где n=O, 1, 2,..и а—1-520, —1, —2,... Функции y, (а, 2) являются 
ортогональными многочленами на единичной окружности, соответствую- 
щими весовой функции 

(а—1).2, (1; а 1; —27). 

Они могут быть выражены через функции Уиттекера М», „(2) (см. 6.9 (5)) 
в виде 

1 je 
22 

Yn (a, 2) = е z | а 1 а (2 '). 

go эта 

О рекуррентных соотношениях, дифференциальном уравнении и других ре- 
зультатах для y, (а, 2) см. Krall, Frink, 1949. 

4.8. Базисные гипергеометрические ряды 

Приведенное ниже изложение теории базисных обобщенных гипергео- 
метрических рядов следует гл. 8 книги Бейли (Bailey, 1935). Пусть g— 
параметр, принадлежащий области |4| < 1. Введем для всех а и 4 обозна- 
чения 

(2) „п =(1— @) (1 — aq) (1 — aq’)... (1 — а4"1), n=1, 2,..., (1) 

(а) q, 9 = 1. (2)
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(В литературе более принято обозначение [a], для (2), „ Где явно не уча- 

ствует 4.) 
Тогда 

(oe) 

|” бо, see Ap, "| — (1), п (@)а, п --- (9+), п gn (3) 

revs б1, +... Pg = (Ч), п (Рада, п == (25), п 

является функцией от 2 иг-|- $-|-1 параметров ay, ..., а; py, «++ Ps} 4, KO- 
торая сводится к 

a a в... Ap, Z 
F 1) 2) ee a) |. 

_ Pi» s+) Ps 

если Г=$--1и 0—1. Функция ,M, была впервые изучена Гейне (Е. Heine, 
1878, стр. 97 — 125); ‚Ф; называют базисным гипергеометрическим рядом. 
По-видимому, представляет интерес лишь случай г = $ -- |. О базисных ги- 
пергеометрических рядах двух переменных см. п. 5.14. 

Простейшим случаем является ряд ,Ф. (а; 2), обобщающий биномиаль- 
ный ряд. Можно показать, что 

(oe) (oe) 

п, 

D(a; 2) = У Dan on | Saas (4) 
== (J)g.n Lh 1 — 072 

n=0 n=0 

и поэтому 

1D, (а; 2) Dy (6; az) = „Ф, (ad; 2) (5) 

(cm. Bailey, 1935, стр. 66). Другими элементарными случаями являются 

Фа ваанУ (6) 1—4 РА 1 q) Ч, Q; ~ Lia 

2 

914 —b—Ga=14+2 Va, 7) 
n=l 

р. — — < gn 
Tyg ФУ чу = 1° (8) 

1 mil—q 2 

Если разделить равенство (8) Ha Vz и заменить 4, 2 на 4?, g exp (21х), 
где х вещественно, то мнимая часть ряда дает 

1 

У 4’ 2 мии х КА (2Кх\ _ 
У | — 27+! 9 д 1 — 

n=0 

_— _ 
— и: > (1 — 242" cos 2x + gi”) (1 + 42" *}? (1 —q*”)? 

— (sin x) ° it 1 — 242" 1 cos 2x + git? —) ? 
i=
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где зпи означает эллинтическую функцию Якоби модуля Rk, а К, Кид свя- 

заны соотношениями 

4 = exp (— =), (9) 

То роте! 1 
K=5 Flo. ih, КУР (5,1. (10) 

Этот результат есть часть теории эллиптических тета-функций, см. гл. 11. 
Многие из результатов теории обобщенных гипергеометрических рядов 

имеют аналоги в теории базисных гипергеометрических рядов. Это справед- 
ливо, в частности, для теорем о вполне уравновешенных рядах. Аналогом 
теоремы Дуголла является теорема Джексона 

a,qV a4,—qV a, b,c, 4еа\; 4 
gD, N-+-1 Va,—Va,—,—*, 4, “1, ag 

c d 

aq aq occ (a0), к ( cd Jew | bd Jew \ be ) 

» (11) 

A) wh < ам а ) 

где bcde= atght! uN=1, 2, 3, ... Из-за присутствия в стоящей слева функ- 

ции четырех элементов 4 Va, —qV a, Va, —Уа общий член ряда со- 
—а 2n 

держит множитель —>—~-—, Другой важный результат (аналогичный тео- 

реме Уиппла) был доказан Ватсоном (Watson, 1929) 

а, qV a, —4 Va, С, а, е, У, 8; саде 

Ф — 827 _ — ag aq aq aq aq 

LE V8, Vas pe 

7 n n n - со) 7) = т) fg ge ef и 

=| (I=) (1-4) (1S) (1-9) m= е f g efg ] + 

а 7 
2d. е, i 8; q 

a’ c? a 

где ряд справа конечен, a слева сходится. Более общие результаты есть у 
Бейли (Bailey, 1935, 1936, 1947a, b, 1948a, b). Анализ состояния теории так- 
же дан Бейли (1947a, 1948b).
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Среди следствий равенства (11) отметим базисные аналоги теорем Зааль- 
шютца 4.4 (3), Гаусса 2.1(14) и 2.9 (2). Именно 

са “а. te (2) 
3Po i—_N «МС 

bcq d 

gq” 

а а <) a) 
@ | С, р |- II | ia? 3 

d n==0 (1 — dq” |1 —%— 

c с 2652 

oD, | 7 "|= 1D, = z|: P, | В’ “P| 
С 

Большое число тождеств может быть выведено из (12). Среди них ука- 
жем тождество Эйлера 

| +Yow а = I — 4"), 

тождества Роджерса — Рамануджана 

gr — г 1 — 21157) -1(1 — gttsnyt 

= ТИК my 0S 
n(nN+1) г 

q _ _ 1 у — | — g2+3")-1 (| — дз”) 
ааа Leer 

п==0 

и результат Гаусса 
со со on 

i+) grit — | | = . 
—4 

n=1| n==1 

Доказательства и другие результаты см. у Бейли (Bailey, 1935). 
Базисный аналог формулы Куммера 2.8(47) был доказан Даумом (Da- 

um, 1942). Результат имеет вид 

| eH] Shale) 98 8—5) 
21 аа — Ч 

| $ | 5090909091 yal ya) 
rye 

1 — grt} 

22) = 1 — 24а” 
n=0 



ГЛАВА 5 

ДАЛЬНЕЙШИЕ ОБОБЩЕНИЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 

ФУНКЦИИ 

5.1. Различные обобщения 

Изучение классического гипергеометрического ряда 

a a(a + 1 
F(a, 8; 1; х) = 1+ м. x as ТВ х-... (1) 

стимулировало изучение многих функций и рядов. Эта глава посвящена тем 
обобщениям, которые обычно рассматривают как гипергеометрические функ- 
ции. Другие обобщения, например функции Матье и Ламе, будут изучены 
в дальнейших главах. 

Обобщенный гипергеометрический ряд 

(ал)... (ар)р x” 
peg (@1, ++ ар; В... Ва; Х) = (в... (бд т › (2) 

n=0 

где 

(2), = т (a), = 1, (Qn =a(a+1)...(a4+n—1), (3) 
а параметры таковы, что по крайней мере одно из определений (3) имеет 
смысл, был изучен в гл. 4. Здесь будем рассматривать (2) как формальный 
степенной ряд, не обращая внимания на то, сходится он или нет. 

Обычно определяют наиболее общий (формальный) гипергеометрический 
ряд как формальный степевной ряд, такой, что отношение двух последова- 
тельных коэффициентов является (фиксированной) рациональной функцией 
индекса. Более точно 

V, „.._ P(n) 
y= ene “=O Gb) ) 

n=0 

где Ри О — многочлены; мы предполагаем, что 

Q (n+ 1)=(2+ 10, (2+ 1, 

где О, — такой многочлен, что P(n) и Q, (п-- 1) не имеют общих множите- 
лей. Степени многочленов Ри Q, равны соответственно р и 4. Разложение 
Ри Q, на линейные множители позволяет выразить (4) с помощью символа
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pig Так что, по сути дела, (2) является наиболее общим (формальным) ги- 
пергеометрическим рядом. 

Дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет ряд (4), может 
быть записано с помощью дифференциального оператора 

d 
=, 5 Ix (5) 

Мы имеем 8x” = пх", и поэтому для любого полиномиального оператора 
с постоянными коэффициентами }(5) х” = f(n) x", Таким образом, ряд (4) 
удовлетворяет дифференциальному уравнению 

| <P@)—Q@) ly =0 наи [PE 0: ®|у=0 (6) 
порядок которого равен max(p,g-+-1) и особыми точками при pq-+ 1 
являются 0 и CO, а при р=а--1! — точки 0, со и некоторая третья конеч- 
ная точка. 

Для обобщенной гипергеометрической функции возникают две задачи: 
1) интерпретировать (2), если р >а--Ти ряд расходится для любого х 520, 
и 2) найти фундаментальную систему решений уравнения (6) в окрестности 
каждой особой точки. 

Другие обобщения связаны с базисными гипергеометрическими функ- 
циями, о которых см. гл. 4. 

Гипергеометрические функции двух или большего числа переменных 
определяются точно так же (см. п. 5.7 

Е-ФУНКЦИЯ МАК-РОБЕРТА 

5.2. Определение Е-функции 

Е-функция Мак-Роберта возникла в связи с попыткой придать смысл 
символу „Ро при р > 4-- 1. Когда р <= 4--1, полагаем 

Г (a,) ... (ay) 
Е (р; а, : а: 06: xX) = 1 р Fy (a +. ар и. =), 1 (р re Ps ) T (61) ... (ра) р’ а 1 р Pi 64 x (1) 

где x60, если р< а, и |х| > 1, если p=q-+l. 
При p=q-+1 полагаем 

py, 

г, П Т (as —а,) 
=1 

E(p; a,:q; psixX) = = Г (а,) xr xX 
r=l II Г (oe, — а) 

t==1 

ар Op = Py Td, wey а, — Pg $I; 
р a ee vey By cee Op — Ay + |; pra х |* (2) 

где |x|<l, если р=а--1. Штрих у произведения означает, что опуска- 
ется множитель Г(а, —а,), звездочка в Р означает, что опускается пара- 
метр а, — а, -- 1; пустое произведение интерпретируется как ециница; нуле- 
вые и целые отрицательные значення а, исключаются. Будем предполагать
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на протяжении всей главы, что эти условия выполнены. Асимптотическое 
разложение для (2) при x — 00, 

1 
—5(p—q4t l)n<argx<i(p—q+l)e, 

дается правой частью равенства (1). Первоначально (MacRobert, 1937 — 
1938) Е-функция была определена с помощью кратного интеграла 

Т (a914) 
Е (р; 4: 4; 05: Х) = 

* 
(DP; 4,3 J; Pg: X) Г (py— a1) T (65 —ag)... Г (0g —4q) 

Pup —P | tote [ль \" 
тр . 

у=2 0 

(oe) 

—Ap \%p-1 Kase Лаз... Ap —б 41 

x | ‘ye а Я» 8) 

где |аго x[<n, p=q-+1 ua, и р; таковы, что интеграл сходится. Можно 
доказать эквивалентность определений (2) и (3) (MacRobert, 1937 — 1938). 

Родственными функциями являются Р-функция, которая получается, 
если записать (2) в виде 

р 

Е (р: а, : 4; = ) Par; p— Газ: Ч; py? X), (4) 
Г] 

а также две другие функции Q и Н, связанные соответственно с Ри Е 
(MacRobert, 1937—1938). Функцию Е(р;“,:4;05:х) обозначают также 
Е (а, ... ‚ар: ри, vee „Ва: Х). 

Многие частные случаи Е-функции возникают из ряда (1) с помощью 
формул, изученных или указанных в гл. 4. Из (2) и (3) также вытекают 
некоторые интересные частные случаи. Среди них наиболее важными 
являются выражение модифицированной функции Бесселя третьего рода 

—_— | | 
У 2тх К, (x) = e-* cos (vr) E (+. —\:: 2х) (5) 

(MacRobert, 1937—1938, формула (12)) и И-функции Уиттекера 

| 5 
г(5--в-ип)г [5-й + т )х е Wy (Хх) = 

| | 
= — — — —__ . о 6 Е (5 k —т, 5 в +m: ix] (6) 

(MacRobert,: 1941, формула (25)). Следует отметить, что функция Wem (ix) X 
х №, п (—1х) также может быть выражена через Е-функцию, равно как 
и другие комбинации (MacRobert, 1941, (15)). Cama Е-функция является 
частным случаем С-функции Мейера (см. 5. 6 (2)). 

5.2.1. Рекуррентные соотношения. Основная система рекуррентных 
формул была дана Мак-Робертом (MacRobert, 1941, равенства (20)—(24)).
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Тремя наиболее важными формулами являются 

0 ХЕ(а1,..., Api Pye, Ра: Хх) =ХЕ (a, + 1, 9,..., ар: 01,..., Pg ix) + 

Е (a, 4+ log 1... ар Flier На lix), (7) 

d EE (ay ooey 8p Pay ey Вах) ay В (а, + 1,. tp аи Lys pg + 11%), (8) 

(Pi— 1) HE (ay, 00, Яр: ра». ..› Pg i X) = KE (a4,-.-, Apt pr — 1, pa,..., Pg ix) + 

PE (а 1. рН: t+ Ъ. ва lix). (9) 

5.2.2. Интегралы. Многие интегралы, содержащие гипергеометрические 
функции, могут быть выражены через Е-функцию. Типичным примером 
(MacRobert, 1937—1938, формула (21)) является 

\ е-*^ 1-1 F (а, В: & —A) dA = Foyt Ele 8 13:2), Reve (10) 
0 

Эта формула может быть доказана путем подстановки 

) Г х | Fie, N= pers К 
0 

в левую часть равенства и применения равенства (3). 
Интеграл 

| 

|= „Ру (а, В; 1; §) dé 
0 

может быть вычислен с помощью интегрирования в комплексной области. 
Интегрирование ведется вдоль контура, ограничивающего прямоугольник 
с вершинами 0, 1, 1-+-ik, ik (Е >0). В этом контуре сделаны вырезы в точ- 
ках Ои 1, после чего радиусы вырезов устремляются к нулю, а — к бес- 
конечности и применяется равенство (10) (MacRobert, 1937—1938, (23), там 
же указаны многие другие интегралы). 

Интегралы, содержащие Ё-функцию, были изучены Мак-Робертом (Мас- 
Robert, 1941). Наиболее важными являются интегралы типа Эйлера и Лап- 
ласа, однако, кроме них, есть многие более общие интегралы. Типичными 
примерами являются 

(0--) 

>: \ е С° Е(ан,..., ар: Pty eee Ра: SX) OE = 

_ = E (а1,..., Apt 1,..., Pgy OX), — па т; (11) 

со 

\ eh Eason Api 1, ... > г) = Е (a) e+ бр, В: 61, -.. Pg: Х), (12) 

0 Re 8 > 0; 
(0-+) 

\ ЕР Е[аь.. Op о1,...) pg =) ae = eign Е (a4 «0 Op, В: ри „эра: Хей") — 

—со 

—е "Е (а... ар» В: рр. Ра: хе"). (13)
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Если р=а--1, то равенства верны при условии, что точка Ё=х лежит 
внутри петли; если р<4 или р=дилх >| правая часть сводится к 

2i sin (Bx) E (a4, зар В:рь +. ба: — XY; 
oe) 

\ REBATE? Е [а зар: Pay ин Pg (LA) x] = 
0 

= DT (5 — В) E (ав. зар BS Pty er Pg F2 X); Re (8) > 0, Re (s —8)>0. (14) 

Доказательство этих формул основано на определении Е-функции; фор- 
мулы (1), (2) или (3) применяются в зависимости от значений р и gq. 

G-PYHKLIMA МЕЙЕРА 

5.3. Определение С-функции 

С-функция Мейера, так же как и Е-функция Мак-Роберта, возникает при 
интерпретации символа „Ро, где р >а--Ъ и не противоречит интерпрета- 
ции, даваемой Ё-функцией. При этом все важные частные решения гипергео- 
метрического дифференциального уравнения 5.1 (6) могут быть выражены 
с помощью С@-функции. 

Первоначально (Meijer, 1936) С-функция была определена способом, Ha- 
поминающим 5.2 (2). Позже (Meijer, 19416, 1946) это определение было за- 
менено определением с помощью интеграла типа Меллина — Бернса (см. 1.19). 
Последнее опрецеление предпочтительнее, поскольку оно оставляет ббль- 
шую свободу выбора значений р и 4. Здесь мы дополним определение 
Мейера, так чтобы оно охватывало все значения р и 4 без каких-либо 
(нетривиальных) ограничений на т и 1. 

Определим 

I] r@;—s) I] rd —a;+s) 
]==1 j=l m Goo [x xSds, (1) 

ИР) = 1 \ 

р... Ва) 2, q р 
L ИП rd—o+s) ИП P(aj—s), 
j=m4i joni 

где пустое произведение интерпретируется как 1, O<m<q,0<n<p x па- 
раметры таковы, что полюсы Г(;— $), / =1,..., т, не совпадают ни с од- 
ним полюсом Г (1 — ар-| $), R=1,...,n. Будем предполагать, что эти огра- 
ничения всегда выполнены. В тех случаях, когда это не приведет к недо- 
разумению, будем для краткости писать 

т Goa [x м ‚ Goo (x) и даже G(x). 

Для пути интегрирования Ё возможны три различных варианта. 
Во-первых, путь Ё можно выбрать так, что он идет от 

—ioco до --[00, оставляя все полюсы функций Г (6; — $), 
j=l,...,m, справа, а все полюсы функций Г (1 — ар -| $), Е = (2) 
—1,....м, слева. Интеграл сходится, если p+q<2(m-+n) 

| | 
И jargx|<((m-+a—3p— 54)
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Во-вторых, в качестве L можно взять петлю, начинаю- 
щуюся и оканчивающуюся в точке ++ со и охватывающую все 
полюсы функций Г (6;— $), /=1,..., т, в отрицательном Ha- (3) 
правлении, но не охватывающую ни одного полюса функций 
ТГ (1 — а. + $), R=1,...,n. Интеграл сходится, если а 21 и 
либо р< 4, либо р=аи |х| < 1. 

Наконец, в-третьих, в качестве /, можно взять петлю, начина- ) 
ющуюся и оканчивающуюся в точке — со и охватывающую все 
полюсы функций Г(1 — а, - $), Е =1,..., n, в положительном (4) 
правлении, но не охватывающую ни одного полюса функций 
Г (6; — $), /=1,..., т. Интеграл сходится, если р 1 и либо 

р 4, либо р=аи |х| > 1. 

Мы будем в дальнейшем предполагать, что значения параметров и пере- 
менной х выбраны так, что хотя бы одно из трех определений (2), (3) и (4) 
имеет смысл. В случае, когда имеют смысл несколько определений, они 
приводят к одинаковым результатам, так что не может возникнуть никаких 
недоразумений. 

@-функция является аналитической функцией от x. Она симметрична 
относительно параметров Q,, ..., а, равно как и параметров ад. ,, .. 
Dy, ..., бт И Виза, oy Dg. 

В соответствии с (3) интеграл может быть вычислен как сумма вычетов. 
Если никакие два значения 0, /=1|, ..., m, не отличаются на целое число, 
то все полюсы являются полюсами первого порядка и 

.’ @р, 

т, n 

m Пт, — 6,) IL T+ 5, —a,) 
а;\ _ j=l j=! On 
„= q р хх 
 П T(l+o,—6) ЦП га) 

j=m-+l j=n+l 

1-0, — a4, ..., 14+ 02 — ар; 

Х ph qu ШВ, и, LE Dg — Do: р p-m-ny|> (5) 
p<q или р=аи|х| < 1. 

тп Goo [x 

Точно так же, если никакие два а,, R=1,..., п, не отличаются на целое 
число, то из (4) следует 

n 

n Пг фа) Пг, +1) 
j=l mn ar\ _ = I ав —1 Gog [x и) =» р 9 ый * h=1 JT D(a;—a,+1) II I (ay — Bj) 

1+ b,— ap, ..., 1+ бо — ав; 
x Fost sa — ay в...) Lf @р— ay; р-н | 

q<pumg=pulx{j>. 

В этих разложениях предполагается, что выполнены условия, соответству- 
ющие условиям для 9.2 (2).
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5.3.1. Простые тождества. Если одно из а, /=1,..., п, равно одному 
из b, j=m+, .... @ (или одно из bj, j==i, ..., m, равно одному из 
а, j=n+],..., р), то а-функция сводится к функции меньшего порядка: 
р, Чип (или р, 4 и т) могут быть уменьшены на единицу; 

а ..., ар Ay, ..., a — Gm, nl [x 2 ) 

Dy, ..., боры | p—l, 9—1 
р © 

п, р, 41, 

т ра [x 

является такой формулой приведения, остальные формулы ей подобны. 
Очевидно, что замена переменной в интеграле (1) дает 

хат (x i) = ann (x ort ey 8 

Pq bs Pq bs +S, (8) 

mn [1 |&r\ _ пт | — bs 
ра [x и) = ap [x пе, °) 

mn а, | __ 

Ope (= |) = 
р 9 р q Ped тп РЯ а... ay 48:4... $y 

— (2n) 2 9? 2 р х 

и ap yd 
Хх Gem, olson x2 2 , 2 +5 (10) 

Эр, 29 \ bs Ps 4 i | 
\ 2°’ 2° 2; 

В равенстве (10) была использована формула удвоения для Г-функции. 
Существует соответствующая формула, в которой используется теорема 
умножения 1.2 (11) для Г-функции. 

Наиболее важной из этих формул является формула (9), поскольку она 
позволяет преобразовать @-функцию, для которой р>а, в функцию, где 
р—< 49. Поэтому, не теряя общности, можно считать р = 4. Примерами дру- 
гих почти очевидных соотношений являются 

тп 1, +++ @р\ — Amn а, —1, а», ..., р 
(1—4, -+,)G,, [x р 1°) = On [x by, Boy ose, iP) + 

mn Qi, Agy very Ay 

ORC a ae) aD 
т, n=l; 

тп | „| 41 s+ @р| 
(ap — а) Ч, (х Dy wee, P| 

__pmn a,—1, as, аз, ... , \ mn ( а, ... ‚ р Ay — " 

= Gq ( Dy ,...) Dg + Gog \* BD, yee y bg /’ (12) 

l<n<p—}; 
mn ap __ 

хх Fg [x у) = 
__ отп и — 1, ay, ..., Ap —_ тп "| 

= Ч Dy yey iP) (as 1) Gog (x bs}? (13) 

n=l;
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Gm" (x р) = 

py bs} — 
__ 1 nid m+i,n mt! a, —nid m+l,n ; м] 

Tn E +1 Gag (xe | m +- Gag [cer 5 ‚ (14) 

т =9— 1; 
Gm | = 

pq Ds 

_ | т maki —ni | 1 и ni м] 
= Oni E Ga хе b —е Gao хе Sit 

п=р— 1. 

5.4. Дифференциальные уравнения 

Из 5.3(1) следует, что @(х) удовлетворяет линейному дифференциаль- 
ному уравнению 

9 р 

(apne ] { е—«-+0— ев) у=0 хо. (1) 
j=l j=l 

Ясно, что любое уравнение вида 5.2 (6) может быть сведено к этому виду 
путем замены переменной. Порядок уравнения (1) равен шах (р, 4), причем 
из 5. 3 (9) следует, что можно считать p<q. Решения уравнения (1) были 
изучены Мейером (Meijer, 1946). 

Если р< 4, то у уравнения (1) только две особые точки: х=0, со; 
х = 0 является правильной особой точкой, х = со — неправильной. Фунда- 
ментальная система 4 линейно независимых решений уравнения (1) в 
окрестности точки х =O состоит из функций 

\ 

71) 5”), h=1,..., а. (2) 1,р и . ... 
С , [его N-N—-1) TL 

ра Dn, р, eon yg Daas Вр, eee у Dg 

В окрестности неправильной особой точки переменную х надо рассматри- 
вать в секторе. Мейер определяет два целых числа Rk и g так, что 

jarg x + а-т—п— 28-4 In| < (3-51 (3) 

И 

[arg х- (9 —т—п— 21) "| < (9а—р-+:)п (4) 

при А =, &--1,.... & Ра—в—\1, re e= 5, если g=p+l, и е=1, 

если 4 —р--2. Тогда, если x лежит в секторе, определенном неравенст- 
вами (3) и (4), р функций 

Pq 

a a eee a _ а eee a и hy “1 »“h—-1) “A+ ’ р), й = 1, vee y DP, (5) р, eee 9 Dg 

и 4 —р функций 

0 С°’ | xe'g-m-n-shos 
Pq у), АЕБ ЕЬ.. ЕНЧ-РНЬ = © 

образуют фундаментальную систему решений уравнения (1).
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Если р=4, то точка х = со также является правильной особой точкой 
и, при условии (3), фундаментальная система определяется функциями 
(5). В этом случае х = (—1)Р-Т-" также является правильной особой точ- 
кой, однако в литературе не указано фундаментальной системы в окрестно- 
CTH этой точки. 

Если р > 4, то можно использовать 5.3 (9) для того, чтобы свести диффе- 
ренциальное уравнение к рассмотренным здесь случаям; х = 0 и х = со ме- 
няются ролями. 

Во всяком случае, из равенства (1) ясно, что при любых фиксированных 
р, 4, а, ... ар Oy, «04 Во все (р--1)(а--1) функций 

тЫ +тх], O<m<q, 0<n<p, (7) 
удовлетворяют одному и тому же дифференциальному уравнению. 

5.4.1. Асимптотические разложения. Будем предполагать, что р = а, 
результаты для р > 4 могут быть получены с помощью формулы 5.3 (9), ес- 
ли поменять ролями точки x =0 и x = со. Некоторые целые значения ком- 
бинаций параметров исключаются, равно как и некоторые другие случаи, 
например случай, когда коэффициент главного члена асимптотического раз- 
ложения равен нулю. 

Точка x =0 является особой точкой дифференциального уравнения (1), 
и поведение G(x) в окрестности этой точки следует из 5.3 (5). Имеем 

ту (x)= O(| x18) при x0, (8) 
где p<quGB=minRed, при h=1, 2,..., т. Точка х = со является непра- 
вильной особой точкой для уравнения (1), а потому поведение G(x) при 
х — со имеет значительно более сложный характер. Изучение этого поведе- 
ния было начато Бернсом (Barnes, 1907 и другие статьи), продолжено MEO- 
гими авторами (среди них Мак-Роберт (MacRobert, 1937—1938)) и закончено 
Мейером (С. S. Meijer, 1946). Детальные результаты слишком сложны, что- 
бы излагать их здесь, и мы ограничимся лишь кратким резюме (Meijer, 
1946, $ 18). 

Если х-> со, то @-функция растет, как степенная функция, если р< ди 

n=l,m+n>544 И jargx|<(m4+n—4— 9). (9) 

или если 
а=р-- 1, Е — некоторое целое и 

[ага х — (тп р-- 2—1 | <. (10) 

Если же при х-+ © ир< а будет 

Р q — fF _ 4 mM > 5-5, п = 0, Гага х1 < (и 5 5 )s (11) 

то G-yHKUMA экспоненциально убывает. При тех же условиях относительно 
x, риа О@-функция имеет экспоненциальный рост в следующих областях: 

Если g==p-+2, то следует взять либо 

(i) m+n>$-+ Fu |argx[>(m+n—4-—2) 5, (12) 

(ii) п-т = 5 + причем Ha arg х не накладывается ограничений.
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Если 4 =р--1, то пусть А — целое число, причем 

jarg x—(m-+n—p-+ 2%) | <>, 

В этом случае следует взять либо 

(i) m+n>p+iurkS0 или k<p—m—n, (13) 
либо 

(11) m+n<p, причем нет ограничений на целое число 4. 

Если р=4, то из 5.3(6) следует, что функция при х —+ со имеет степен- 
ной рост. 

Более полные и детальные результаты см. у Мейера (Meijer, 1946, $ 18). 

5.5. Ряды и интегралы 

Среди различных функциональных соотношений для @-функции наиболее 
важными являются ряды и интегралы. Изучено сравнительно мало рядов 
@-функций; число же известных интегралов весьма значительно. Здесь будет 
приведено лишь несколько примеров. Более детальные результаты имеются 
в оригинальных статьях, большей частью принадлежащих К. С. Мейеру. 

5.5.1. Ряды С-функций. Первую группу разложений по С-функциям обра- 
зуют четыре теоремы умножения (Meijer, 19415) 

тп @1,..., @р __ 

Gog te Diy eves Og} 

XY 1 — 1 У “(1 2 mn ( Qs, ...) P| 

РА АУ Gog \* |, tr, Bay vey Bgl 1) 

v1 — 229 рат ат, teeny ap 

| de "о “eq ь 1, ба-ь Ва rl? ) 

m<q, |A—1{/<1, 
ee) 

—_ да, —1 У т(1-т) ат | х а, — и, ао, ..., | (3) 

fe п Л Pq Diy very Dg]? 

n>, вех >, 

ла, -—!1 I 1 _ тп 1...) Apis, Ap Г 
= У; Gi у Gra | x Bye, bo? © 

n<p, Вел >, 

которые выражают G(Ax) в виде бесконечных рядов по G(x). Если р<аи 
m==1, то ограничение (A—1)<1 в равенстве (1) может быть опущено. 
Аналогичное замечание применимо к (3), если п=1, р>4. 

Вторую группу рядов образуют так называемые формулы разложения 
(Meijer, 1946). Они служат для того, чтобы выразить А-функции в виде ли-
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нейной комбинации С-функций с теми же значениями р и 4, но с другими т 
и п, и весьма полезны при изучении решений дифференциального уравнения 
5.4(1). Например, четыре формулы разложения (Meijer, 1946, теорема 5) выра- 
жают Сре в виде линейной комбинации у функций вида Срд, и функций 

1 вида Gh) и еще R—p—v функций того же типа при соответствующих 
ограничениях на К, [, т, п, р, (4, в, %. 

5.5.2. Интегралы, содержащие С-функции. Наиболее важными инте- 
гралами являются Te, которые выражают свойства @-функций отно- 
сительно интегральных преобразований. Преобразование Эйлера задается 
формулой 

а}, ...) Ap 

1 

\ ye yee Coq [xy Dy, ...) Dg 
0 

=T(a—8) Gm ntl | A, а,,..., а 
р--1, 9-1 | ar (5) 6»... > ба В 

Если 

р < т),  largx|<(mpn—5—4)s, (6) 

КеВ < Кеч < Red, - 1, й =1|,..., т; (7) 

то (5) следует из 5.3(1), а если р<а (или р=а и |х| <!) и выполнено 
условие (7), то из 5.3(5). Если а равно одному из чисел би-1,..., ба или В 
равно одному из чисел а,,..., аи, то (5) приводит к важному функциональ- 

ному уравнению для Goo’. 

Поведение Ср при преобразовании Лапласа вытекает из формулы 

4, ..., Ap — от, п 1 ‚ | % By, +.., Ap 

Play Dlg | ), (8) ae ба 

(oe) 

\ ey “Ge [xy 

справедливой, например, при условиях (6) и (7), причем часть, относящаяся 
к 8, может быть опущена. 

Поведение (-функции при преобразовании Меллина видно из 5.3(1) 
с условием 5.3(2). Некоторые интегралы от произведений @-функций могут 
быть вычислены с помощью теоремы о свертке для преобразований Мел- 
лина и Лапласа. Некоторые такие интегралы были вычислены Мейером 
(Meijer, 1936). Мейер указал также обобщение формулы (5). 

Преобразование Ганкеля задается формулой 

(oe) 

а а,..., а 

фуру Opp (9 [PP a= 
0 

. У У 

= anni (x[@— Fr HH 3), ©
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справедливой, например, при условиях (6) и 

Re |— +34 bn) >—1, h=l,..., m, 

| 
Ве [24| <, 1=1,..., И. (10) 

Во всех этих формулах введение контурных интегралов позволяет осла- 
бить ограничение на а (или на Вв (5)). Возможны и другие условия спра- 
вепливости преобразования Ганкеля, HO, за исключением некоторых случаев, 
рассмотренных в работах Мейера, полного исследования не проведено. 

Последний интеграл, содержащий (модифицированную) функцию Бесселя, 
имеет вид 

а, ..., | _— 

ь,,..., Bg dy = | x", 2 уу ape (xy 
0 

у У 
Ay ат, @ь..., ар ан 

В, ..., ба 

Эта формула справедлива, например, при условиях (6) и 

__ 1 am, n42 
= @р--2,4 | 

Re ежу) >-ь В =1,..., m. (12) 

Более слабые условия были даны в частном случае Мейером (Meijer, 1936, 
равенство (58)). 

5.6. Частные случаи С-функции 

Очевидно, что 
рРа (G1) .-., @р; бл, ..., ба; Х) = 

9 

Ито) , , 
j=l \,p —_ | — Ay, ++, == 

р Прав... 1—by) = 
T (aj) 

j=l 

9 

Ц то) 11 b __ j=! p, 1 о |) бы » ба 

р бо » =| as, a) (1) 

Сравнивая с 5.2(2) и 5.3(5), получаем 

С ty p(x 1, Bay wey a) р 
Ч..., “р 

Важность С@-функции в значительной степени связана с возможностью 
выразить через С@-символ большое число специальных функций, встречаю-
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щихся в прикладной математике. Поэтому каждая формула, выведенная для 
С-функции, является образцом, по которому можно получить большое число 
соотношений для функций Бесселя, Лежандра, Уиттекера, для их комбинаций 
и родственных им функций. Для этого можно использовать следующий список 
частных случаев С-функции, составленный на основе многочисленных работ 
Мейера: 

1 
= (a+b) _ 

G(x |a, =x? In QV) (9) 
1 
> (a+b) _ 

20 (x | a, 6) = 2x? Ka-v(2V Хх), (4) 

A 1 - 5  /x 
Gib | 2 — Ул е 7 Kp (+), (5) 

b, —b 

(b+e-1) —5 
в(х | е) р 2 в 2 Wr, m(X)s (6) 

1 b С 
= Ио — 4 in an 

1 __ х 
> Ул 2 х 

21 — _—_ 

оз] b > |- т. № (5), (7) 

а + o4e-1) 
aul x | ‚тела оте-ачох е? №, m(x) (8) 

b c 
В=а— 6-е, то, 

] 3 1 3 + 

би («| a, 6, 20-4 0 +5) = patil 12? x) Ian 2? x), 0 

ay | x a+-514, b, 2a—b) = 

; Boa aon 
=r [sin (a — В) at x4 Tea 2х”) Ie oa 2" х°) — Va 

3 1 3 1 

— ав (27x*) Льва (2х) (10) 
1 1 

1 1 3 (а--5) 4 

А =P nen Oe (11) 

80 1 — ха, —a, 0, 5 | = 

— ni nt т ni 8 1 
Va — 

sin (2a) Vea(ze® ) Joa (ze *)—Jea (ze*) J_2a (ze , у, z= 22 x4, (12)
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] Va th Ti 
TT . —_— > > 

о’ а, —a) = (ат) [е*ат1 Лза (2е *) Toa (ze*) — 

ni _ ni 31 
— 22а], (ze*)Jog(ze *),  2=22х%, 

— a5 a1 a aa 
= Ria (22 х*) [Ла (27-4) + Saag (22% 

1 31 31 31 

—=4у пх К. (2х) [Jog (22х*) cos am — Yoq (22х*) sin ar, 

1 1 1 30 _ АИ — 
в (х о} а о’ а 5,0) 

1 31 
4 с: 24 x*) sin ax-+ VYoq (2° x“) cos az], 

3 1 3 1 

1 3 1 3 

=—4Y nx * Kyg(2? x*) [Ла (2? 
1 __ — — — о — 

08; [< а, 5, р, 2b —a) = УК, ив (22%) Je apy (27 x *), 

5 @+5) + 
G8 (x |e, at 5), 05) = 4m” Rea a (4x, 

вх а, ats, В, 2—5) = 

3 #1 ti 3 1 ti 

= 2Y пхак, yo) (27 х“е ) Ke wo-ay (2 ate *), 

1 

ous 2 узлу, 
a 

1 

ан | 2 JAV RV HLH 
0, a, —a 

a a,b 1 

сн |= 2 fH 1(2V x); 
a, в a—= _p—— 

2 2 

/ a_i \ 
9 (а--5) 

ав | x Ту, „У Я, 

[Гл. 5 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23)
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G23 | 

G23 on 

ans) 2 }-: У */«(У х) К, (УХ), 
а, 0, —а 

5 

a+ t _. — __ 

2 |= —V RXV yg (VE) Vo_a(V *)s 
b, a, 2a—b 

= У e274 (тают [№ (V х-—л (Их 
7" 

sin (2ак) ons }- У =. а Ух—в (Ух 
a, —a, 0 

ats wy? Ot?) 

an | x _ Ley Pak. eV ET 
ат. ba] Ия а (2 Ух) —La» 2 Ух) 

Г | 
at- — 1 7 

Gi} Xx “ \ oa! ( ТР (2 Ух — Ш ь0 У ху 

a, as, р) 

“+5 \ к? — 
ав | x ath, а г) 08 Gar) Ме У х)— Уж У Vb 

а (ха) =2 9 PU —a—b) тара 2V 2) 

ats Va ~ = (31| x о ана) ЕН»), 

i b, 2a —b, J реа to alV ХНА (У) 

ав (х |" Hs 
— Р(а + ey) .P (а + eg) 

Таро Flaten ада в —x), 

1 а, а AVR eV Ine V %) 
b+-a,a—c,a+c,a—b 

1 
a, а—-= _ - — 5 |=: Иа а (У Я) Koc V 

р, с, 2a—c, 2a—b .. 

G2? | 

213 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36)
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=12° У [МУ x) He КУ х)— ИН УХ На (УХ (37) 

1 1 
—_ +- a, 5 — а x __ __ ав [|3 | = V2 Wa. @ VX) Wo V5) (38) 

\ 0, 9? b, —6 

1 
Gi) | , й ay aati Ky-c(V Хх), (39) 

а-- ‚ а ас a— x 

| 5. 

G3i| x oy _ x 1.b.—b. а isin (ax) sin (bz) 

ж [es HE (VX) HO, (Vi —einy, (Vx) AP (УЖ (40) 
| 5. i 22 

Git | x x? 2” x a,b, —b, —a cos (ax) sin (bx) 

x [er HY (Vx) НР (V x) +e HD (Vi x) He (Vix), (41) 

— у = т (s+ b — а) т (5 —b— a) Wa,p (21 VX) Wo,y (—2i V x), (42) 

4 

a— | С С с тени 
Gis ( x О a \= — a-1 

в — 61, —6,, — bs, —b, 3 * х 

[] tate) 
= | 

X «Е: (a+ в, a+ В, a+ 6:, a+b, ас, A+ Cy, aA+c¢;; —х). (43) 

Следующие комбинации специальных функций могут быть выражены через 
С-функцию: 

xBJ, (x) = 2808 ata eee 2 —3): (44) 
№ 1
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в \ 
ху, (x) = 208 ee eo (6) 

Rov Bay > 1] 
\ т, 9-979, 

_ 1 У У , -) — 9-190 [19| № УИ xK, (= 208 (Fx) S45, 5-5), (47) 

XK, (x) = 
4 gio (get ye | pool У в V pol ы ы 
=*— an (4 x ath аи, Ч, y-7t4) (48) 

I 
eK, (x) = Va G2 2x} 2 |, (49) 

у —vV 

1 
ехК, (x) =—— cos (vr) @ | 2х 2 (50) 

Vu У, —У 

1 У ы \ 

. Г. yrIT, 
XPUH, (x) = 2° Gil | — x? , (65) 

\f [tp eah BUD в а, 
\ PTET? от, gry, 

1 У 

fi. 515 \ 
Н, (x) — У, (х) = = cos (vm) аз |4” 1 у у у |’ (52) 

\ та, 2,2 
x® [1, (x) — Е, (х)] = 

и! 
nae | PTO, == — 2" GPL] — x? ‚ (53) г О в ву 

\ от отт, FF 

x* [[-, (x) — С, (х)] = 
1 У ы \ 

— ou G?! 1 os тт? 54 
У cos (v7) 13 4 1 У Г в _ у , У |’ ( ) 

тат, 9 5+5 
бр» у (Х) = 

Ц 

gp fi тэ \ 55 
т a “т 1 mi ав o * pee aay НИ RE 

] 1 
Л (x) =——= Gi} x? 2 (56) 

Vu 0, —v/; 
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| 1 — 
Л, (х) Jy (х) = — GY]? 2 (57) 

Ve ( 0, 2) 

хз, (X) Л, (х) = 

— 1 с с — 

ITE 2 
| 

= 5 x? 5 (и \-+ 9), 5 Ее — в), у и —%), 5 (@— в —) ’ 

(58) 
3p. 

— 2 X*T в Bo 
x], (x) J, (x) = Ут? an (Sle 45, Tay С, fs), (59) 

1 op 
ITZ A ey (60) 

Ya» 5, 9, 

| a 
I, (х) К, (х) = — @1| x? 2 61 (х) К, (х) у 2) (61) 

x К, (x) Jy (х) = 
3p 1 

_ 1 5272 (a ile У в lop py 
=e Goa 64 ~ Zo Era 4? У) (62) 

x91, (x) Ky (х) = 

— ‹ с | — 

2’ тэ 
1 | Тан жби, о-в) Те 5 9p), 

(63) 
I 4h \ 

xeH® (x) H2(x) = 2 can ай | x? 2 2 | (64) 
bts Boy 8] 
то 

_ 1 и \ 

UK? (x) = Ve G43 | x 2 2 (65) 
у 2 р и’ 

\ У + Dy » — V + о’ р»



5.6] ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ С-ФУНКЦИИ 217 

«°K, (x) К, (x) = 
— с сб l — 

2’ 279 
a 1 Тон | оби, 9), зы ев), уе), 

_ (66) 
me — =! D3p—3 1 

же К» (x0 °) Kay (же “= re ОНУ). (67) 

_ [Е 1 
хе ТУ, m(x) = G2 | 1) (68) 

ти, [—т-— 5 

Xx 

хе? Wr, т (Хх) = 

=— — ais (x 

| | Тиз 
—_^. y k-= 7 4 254.2 \ 

е == = + an! || m 1 шт т |’ 
\ 2 2° 2° 2 

e* Wr, т (2x) = 

_ 3 | k 3 R \ 

yar tin? on | x aT are 
| 7 m m т 1 т |’ 

г "вт ("п \ a a oe a) 

x! Wp, т (2X) Wr, т (— 21%) = 

— 
— 

1, / 1! 
x Тот той 

= ат, Г 1 

ban 
(72) 

Хх, т (x) W_p, т (Х) = 
[ l ‘te Ев 

4 l 1 1 l | 1 
5, эт, то, 57 ть 
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T(c) x —a, —В 
of; (а; b, с; —X)= FONT ais (х| 4 2.) (74) 

als (@, b, С, d; е, У, р — 2) = 

__ Terg”rd uf{,|—~% —% —6© —d 
=rarorerecle|—7 а Я <i) (о 

В работах Мейера можно найти много аналогичных формул, в частности, 
формулы для функций Лежандра и для многих обобщений гипергеометри- 
ческой функции. 

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

5.7. Гипергеометрические ряды двух переменных 

Большие успехи в изучении теории гипергеометрического ряда одного 
переменного стимулировали развитие соответствующих теорий для рядов от 
двух или многих переменных. Аппель определил в 1880 г. четыре ряда 
Г; — Fy (см. ниже равенства (6) — (9)), каждый из которых аналогичен ряду 
Гаусса F(a, В, 1; х). Пикар указал, что один из этих рядов тесно связан 
с функцией, изученной Похгаммером в 1870 г., а Пикар и Гурса построили 
теорию рядов Аппеля, которая аналогична теории Римана для гауссовского 
гипергеометрического ряда. Гумберт изучил вырожденный гипергеометриче- 
ский ряд двух переменных. Изложение этих результатов французской школы 
со ссылками на оригинальную литературу содержатся в монографии Аппеля 
и Кампе-де-Ферье (Appell, Kampé de Ferieét, 1926), которая является основ- 
ным трудом в этой области. Эта работа содержит также обширную библио- 
графию, содержащую все существенные работы до 1926 г. Список работ, 
данный в этой главе, в основном является дополнением к библиографии 
Аппеля и Кампе-де-Ферье. 

Горн (Horn, 1889) дал следующее общее определение: двойной степен- 
ной ряд 

oO 

У, Amnx™y" (1) 
т, п=0 

является гипергеометрическим рядом, если два отношения 

А А 

Apt == f (m,n) и При ет, п) (2) 
mn mn 

— рациональные функции от т и п. Горн изучил сходимость гипергеометри- 
ческих рядов от двух переменных и установил систему дифференциальных 
уравнений в частных производных, которым они удовлетворяют. 

Частным случаем гипергеометрического ряда, изученным многими авто- 
рами, в частности Меллином, является ряд, для которого Ат» есть гамма- 
произведение, то есть 

TP (a; + ujm + от) 
inn = | | и: T (a) — (3) 

i 

где а; — произвольные вещественные или комплексные постоянные и и; и 
9; — любые целые числа, которые могут быть положительными, отрицатель- 
ными или нулями. Возникает вопрос об описании наиболее общего типа 
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рядов, удовлетворяющих определению Горна. Очевидно, что f u g должны 
удовлетворять при всех т, п=0, |, 2, ... условию 

f(m, n)g (т ЕТ, п) =Л(т, n+ l)g(m, п). (4) 

Это условие должно выполняться тождественно по ти п, поскольку обе 

Ат 1 ЕЕ. части равенства (4) равны легко видеть, что любая пара рацио- 
mn 

нальных функций от Ши п, удовлетворяющая условию (4), порождает runep- 
геометрический ряд. 

Биркеланд (Birkeland, 1927) установил, что любое рациональное решение 
функционального уравнения (4) может быть разложено на линейные множи- 
тели, что приводит к выражению Ay, через произведение гамма-функций. 
Ope заметил (Ore, 1929), что теорема Биркеланда не обладает полной 
общностью, и дал (Ore, 1930) полное исследование рациональных решений 
уравнения (4). Из результатов Оре вытекает, что наиболее общей формой 
для Amy является 

Ama == А (т, п) %mna™b", 

где Ю — фиксированная рациональная функция от тип, аи В — постоян- 
ные и 1ил — произведение гамма-функций. Это эквивалентно тому, что 
наиболее общий гипергеометрический ряд от двух переменных получается 
путем применения рационального дифференциального оператора 

9 д 

Reap уз 
к гипергеометрическому ряду вида 

Da tmn (ax)™ (Бу). 

Поэтому достаточно рассматривать ряды типа Горна—Биркеланда. 
5.7.1. Список Горна. Горн положил 

fom, пурте, g(m, 1) = Ee (5) 
где F, Р’, а, СО’ — многочлены от ти п, имеющие соответственно степени 
р, р’, а, 9'. При этом предполагается, что Р’ имеет множитель m+ 1, а G— 
множитель n-+-1; Ри Г’ не имеют общих множителей, за исключением, 
быть может, m-+-1, a Си G' не имеют общих множителей, за исключением, 
быть может, n-+ 1. Наибольшее из четырех чисел р, р’, 4, gq’ называют 
порядком гипергеометрического ряда. Горн исследовал, в частности, гипер- 
геометрические ряды второго порядка. Он установил, что, кроме некоторых 
рядов, выражаемых через ряды от одного переменного или через произве- 
дения двух гипергеометрических рядов, каждый из которых зависит от 
одного переменного, существуют 34 существенно различных сходящихся 
ряда порядка 2 (Horn, 1931, исправления см. у Borngasser, 1933). 

Существуют 14 полных рядов, для которых р =р' =а==4' =2: 

F(a, 8 Bs т, х, у) = У та т а myn, (7) 
(Y)m (Yn т! п
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(2) m (#’)n (B)m (B')n xm 

(men ИИ п! 

(2)min (B)min xm 

(дат! "У 
(min (B)n—m (8 )m—n 

F, (a, a’, В, В’, 1, x; y=) 

Py, (a, В, 1 т’, x, У) = 

G, (a, В, В’, х, У) = "ТР хтуп, 

Gale, a, 8, 8, x, 9) = У a на лу 

G,(a, a’, x, y)= (ода и кт ул, 

H, (0,8, 13 4 yy = VY “aad men (On , 

Hy (a, 8, ¥, 3, & x, = У (2) тп аа (On | 

лини 
Нуб 8 ху У Semen nm дату, 

Нь (в, 8, 1, x, у) = один emy 

H, (а, 8, 1, 8, x, y)= ая Onn myn 

[5 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

и существуют 20 вырожденных рядов, которые являются предельными 
формами для полных рядов и для которых р=р’=2, 9=4'=2, причем 
ри q не могут одновременно равняться двум; 

р (2) m+n (B)n ов у = Уна mys, <i, 

ох N= Di gti ху, 

2.61% N= Yi oH ти, 

т, ty) = У Slaw Om mya, fe) <A, 
(Y)m (аи ni 

Ч, (а, 1, 1’, Х, y=) aos хтуп, (yn т п! 

Вх, у Уи omy, al <, 

в, ВБ yx, у=У- тб ту, ху 
(1)m+n m nl 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26)
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рых y= У О идти, |х< 07) 

г.в, в x, = У Они ия ymyn, (28) 

Ai (a, 8 8 x, y= nan Ait хтуп, |х| <Ъ (29) 

He(% 8 тьх = У ааа emyn, |< = 80) 

Н; (& В, 6, x, у) = Иа хтуп, |x| < (31) 

Н. (ть х, y= eee «myn, (32) 

H, (a, 8, x, y) = Beat хтул, (33) 

Не (a, % 4, у) = atm = xy”, 1х | < т, (34) 

нь х = J Semin — omy, <, (85) 

Hs (a, 8 x y)—= Samer Dam myn, fei ct, (86) 

нь & & x, = Semen On emyn |<,  @7) 

Hyo (а, 8, x, у) = on Jenn myn [%| <, (38) 

His Bt их = Уи о хтуп, i<h 9 
Во всех этих двойных рядах т и п изменяются от 0 до со. 
5.7.2. Сходимость рядов. Положительные числа Ги $ называют ассоци- 

Bo т.п ированными радиусами сходимости двойного степенного ряда У! Ашихту”, 
если этот степенной ряд абсолютно сходится при |х| < г, |y|<s и расхо- 
дится при |x|>r, |У|> 5$. Положим шахг= А, шах $ =5. Точки (и, $), 
где ги $ — ассоциированные радиусы сходимости данного ряда, лежат на 
кривой С, целиком расположенной в прямоугольнике O<r<k, O<s<S. 
Эта кривая делит прямоугольник на две части; часть, в которой лежит точка 
г —=$=0, является двумерным изображением области сходимости двойного 
степенного ряда. 

Изучая сходимость ряда (1), Горн ввел функции 

Фи = lim f(ut, , Ч, = lim (ut, v0 (40) 

и показал, что Ю =| Ф(1, 0), $ =| VO, П[гЁи что С имеет параметри- 
ческое представление г = |Ф (и, yj, э = | Ч (м, vit, в, У 0. 

Приложения этого результата к полным рядам второго порядка видны из 
таблицы на стр. 222. 

Области сходимости различных рядов изображены на рис. 3.
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Ф (в, v) W (в, v) Декартово уравнение кривой Ряды 

1 1 Fy (41) 

bry BY rts= Fo (42) 
W у 

W у 
__ Е 3 
в» pp a | (9 

ь Ну \? ь у \? оо (=) (=~) РИ F, | (44) 

— (Ш + у) — (p +) rts= в, (45) 
W у 

—1 —1 С (46) 

(2p. ~~ v)2 (2v — p.)? 27-2 58 pa ae r2s l8rs 4 (r —-s) —1=0 G 4 
р, (29 — в) у (2. —) т rs) 3 (47) 

p? — ve p + у __ _— 1)\2 
pa „у 47$ = ($ — 1) Н! (48) 

РУ ^ и H 49 
в Lv 5 _ 2 (49) 

(215, | v)2 2, у р ( | у 1 т 5) == Н 5 
№ (+ ›) py + 2 4 3 (50) 

2 у)2 2p. у (2p. =: ao 4r = (5 — 1)2 Hy (51) 

2 — 2. + zh (2p. ++ ve в) ) 14 16/2 — 3675 4 (8r—s-+27rst)—0 | Hg (52) 

(2. — v)? у— в 3 _ 
DOB) и —у 587$ —1=0 Hg (53) 

(20, — v)? у _f{1 2 
02 2% — у tr =| — 1) Hy (54) 
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(4.7) (17) = (6,7) (0,7) 

fy И? 

6 
2 995, 

(40) (10) (880) (10) (0,0) (10) 

(0, 1/4) (0,7) (G7) 

(7,472) 
(7, 9-2и2) 

И, #2 | 

(0,0) (4,0) (Go) (30) (0,7) (5,0) 

(G7) (G7) (0,7) 

iy \("/4, 72) 

Ms 

(G0) Ги) 

(37) 
(G2) (7%, 06) 

(V4, 2и8-2) 

Mg 

(0) (74,0) 

Рис. 3. 

(80) (Y%4,0) 

(0,7) 

(74, 72) 

(ga) (Ys, 0) 
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Для вырожденных рядов либо функция ®, либо функция VY тождественно 
равна нулю и область сходимости значительно проще. Неравенства, необхо- 
димые пля сходимости, указаны в формулах (20) — (39). 

5.8. Интегральные представления 

Гипергеометрические функции двух переменных, как и соответствующие 
функции одного переменного, могут быть выражены либо интегралами типа 
Эйлера — Лапласа, либо интегралами типа Меллина — Бернса. Эти интегралы 
являются в рассматриваемом случае двойными. Так как двойные интегралы 
менее удобны, чем обычные, и плохо приспособлены для интегрирования 
дифференциальных уравнений, представляется естественным найти простые 
интегралы, выражающие эти функции. Такие представления могут быть най- 
дены во всех случаях, но подынтегральная функция в большинстве из них 
содержит гипергеометрическую функцию одного переменного или произве- 
дение таких функций. 

Список Горна слишком обширен, и здесь невозможно привести полный 
перечень интегральных представлений. Мы укажем интегральные представле- 
ния лишь для функций Аппеля, но надо иметь в виду, что подобные прелд- 
ставления существуют для всех функций Горна. Многие из этих представле- 
ний даны в работах, имеющихся в списках литературы. Интегральные пред- 
ставления полезны для аналитического продолжения гипергеометрических 
рядов двух переменных, теории их преобразования, а также для интегриро- 
вания гипергеометрических систем дифференциальных уравнений в частных 
производных. 

5.8.1. Двойные интегралы типа Эйлера. Если использовать разложение 
в ряды и применить либо интеграл Эйлера первого рода для бета-функции 
или соответствующий двойной интеграл, то легко получаются интегральные 
представления 

‚ __ Г (7) 
Е! (а, В, У’, т, Xx, J=FTOTr ela —s—s) * 

x \ 18-1081 (1 —и— о) 8-81 (1 — их — иу)-* du dv, . (1) 

(" р!) 

Rep > 0, Ref’ >0, Re(y—8—8') > 0; 

авео — PFO) 
Be PB Vs D= TAT EEG — Bly eo) x 

1 
x ив 01 (1 — пт (1 — 9)" 81 1 — ux — vy) * dudv, (2) 

<
>
 
e
r
 e
n
 

Rep >0, Refi >0, Re(y—8)>0, Re(y'—8')>0, 
И 

ве .. — Г (т) 
тю M= Tere TG ew) * 
x тои от (1 их)" (1— vy) duds, — (3) 

x6] 

Vv 

u= 0, 0 
( и + i) 

Rep >0, Rep’>0, Re(y —6—8’) >0 

(Appell, Kampe de Fériet, 1926, гл. 2). 

IK
W
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Изучение функции РЁ, значительно сложнее, и, ио-видимому, для нее He 
существует достаточно простого интегрального представления. Из большого 
числа предложенных для нее двойных интегралов простейшим представляется 
интеграл Берчнелла и Ченди (Burchnall, Chaundy, 1940, равенство (68)) 

Fila В, 1, vs ХИ —У»У(—х)] = О * 
1 

x 

| 

1081 (1 — пт ° 1 (1 — о)’ 8"! du dv 4 
(1 — их) ттт 1 (1 — оу) Вт (1 — ux — ув ) ( ) 

0 © 
C
e
r
 

Rea>0, ReB>0, Re(y—a)>0, Re(y'’—8)>0. 

Во всех этих интегральных представлениях предполагается, что [|x| u |у | 
достаточно малы, чтобы как ряды, так и интегралы сходились. 

5.8.2. Обычные интегралы типа Эйлера. Пикар отметил, что функция 
fF’; может быть представлена с помощью обычного интеграла в виде 

1 

‚ _ ТРО ит (1 иг! 
Ру (a В, Ba т; Х, )=F@Prq—a) (1 — ux)8 (1 — иу)в' du, (5) 

0 

Rea>0, Re(y—a)>0. 

Это представление имеет то большое преимущество, что оно легко преоб- 
разуется в контурный интеграл, применимый для отрицательных значений Re « 
и Ке (7 —а), и что оно является наилучшим средством для полного интегри- 
рования связанной с функцией Fy системы дифференциальных уравнений 
в частных производных. Равенство (5) показывает, что преобразование 
Эйлера функции Р, является произведением функции от х на функцию от у. 
Применимость и полезность равенства (5) связаны с этим свойством. 

Существуют соответствующие соотношения для Fy и Е. (Erdélyi, 1848) 

Ps (a, В, 9’, Y> 15 x, у) = т — x 

«(ener вт РВ % © 
где p-+p'’=a-+ 1 и путь интегрирования является двойной петлей Похгам- 
мера (1--, 0--, 1 —, О—) такой, что вдоль нее [t|>|x| uw [1—tl> [У 
далее 

Ез (а, а’, В, BY, 1; х, у) = (20 *Т(1— p) T(1 — 9’) TQ) X 
(1+, 0--, 1—0—) 

x \ (— 1)?! (¢— ПР: F(a, В; р; tx) F(a’, В; р; (1— ВУ dt, (7) 

где р-- р’=у. Bo всех случаях путем специального выбора р можно выра- 
зить одну из гипергеометрических функций в подынтегральном выражении 
через элементарные функции, но при общих значениях параметров невоз- 
можно выразить все подынтегральное выражение через элементарные функ- 
ЦИИ. 

Функция Р,, как и выше, является более трудной для изучения: неизвестно 
ни одного обычного интеграла, позволяющего факторизовать Fy. С другой
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стороны, известно интегральное представление (Erdelyi, 1941, равенство (3)) 

Е (а, By ух, У) = (220i) PT (ГТГ (2 —y—1') X 
(1+,0+,1—,0—) 

x | сое вать © 

в котором вдоль контура выполняется неравенство Е |< Это 

представление сравнительно просто и является полезным для интегрирования 
системы дифференциальных уравнений в частных производных, связанной 
с функцией F,. 

5.8.3. Двойные интегралы типа Меллина — Бернса. Согласно Аппелю 
и Кампе-де-Ферье четыре интегральных представления могут быть записаны 
в едином виде 

ico 

Г тот ен» | | ОТС Г <) (5484, 9) 
—ico —ico 

где контуры интегрирования имеют вырезы обычного вида (cM. п. 2.1.3); Ф 
и Т в этих четырех случаях выражаются формулами 

Ф(х, у) ЧФ ($, ¢) 

hettnay Пет, ay 
hesruvas Пете LOT — Gy 
Рз (a, а", В, В, 1; х, У) aN О, (12) 

Вх У 1 rs a Sheree. (13) 

Интегралы такого типа были использованы Меллином при изучении гипер- 
геометрических функций. 

5.9. Системы дифференциальных уравнений в частных 
производных 

А Е(т, п) А а (т, п) Men тью п __ ’ ст, n+1 = Ряды › Amnx™y", где Amn Е'(т, п) ' Amn @’(т, п) 
FP, Е', G, G' являются такими же многочленами, как и в 5.7(5), удцовлетво- 
ряют системе линейных дифференциальных уравнений в частных производ- 
ных. Эту систему можно записать с помощью дифференциальных операторов 

_,9 Ц, 0 

в виде 

[F’ (8, 8’) xt — F (8, 8')] 2 = о} 

[4' (8, 8) у" — G(8, 8')] 2 =0. (2)
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В дальнейшем ограничимся рассмотрением гипергеометрических функций 
второго порядка. В этом случае получаем два дифференциальных уравнения 
в частных произвоцных второго порядка. 

Эти два уравнения совместны (так как гипергеометрическая функция 
уцовлетворяет обоим), и из общей теории таких систем (см., например, 
Appell, Kampé de Feériet, 1926, гл. 3) вытекает, что они имеют не более четы- 
pex, а может быть, и меньше, линейно независимых решений. Полное изу- 
чение показывает, что системы линейных дифференциальных уравнений в 
частных производных, связанные с восемью рядами 

Ру, Ci, а,, Ф,, Po, Ф,, Г, И Г. (3) 

из списка Горна, имеют лишь три линейно независимых решения, в то время 
как остальные 26 систем обладают четырьмя линейно независимыми решениями 
каждая. Для систем, связанных с функциями 

Gs, AAs, Нь, He, Hs (4) 

одно из решений является элементарной функцией вида xPy? со следующими 
значениями ри 5: 

Ряды 0 с 

1 | 
G3 = (a + 2a") — з (2a + a") (5) 

Hz, Не 1-а— 1 а— 2742 (6) 

Fg, Hg —a—B —a— 2p (7) 

В следующем списке дифференциальных уравнений в частных производ- 
ных 2 является искомой функцией OT XK HY 

__ 92 __ OZ __ Oz _ Oz _ Oz $ 
P= Fx? ~ Oy? Г — oye? ° = Ox Oy? ду’ (3) 

x(l—x)r+y(l—-*+)s+ [y—(¢+8-+ 1) x] p —Byq — авг =0 Е ©) 

yl—y)t+x(l—y)s+ly—-(e+8' +) ylq—8'xp —a8'z=0 J” 

x(1— x)r—xys + [y—(@ +8 + 1) x] p —Byq — 82 =0 Е 10) 

y(lL—y) t—xys + fy —(@+8' +) ylq—f'xp —o8'z=0 J” 

x(1—x)r+ys + ly—(@+8-+ 1) x] p — авг =0 уе 1) 

y(l—y)t+ хз НН — (@ 1) У] 9—8 2=0]) ” 

x (1 — хи — у — 2хуз + 1 — (a+ 8+ 1) x] p— 
—@+B+ 059 — 982 =0 | (42) 

y(l--y)t— Pr —2xys [1 —(@+8+ 1) yl 9-— 

—(& ЕВЕ хр — «82 =0 | 
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х (1-х) — уз — УЕНИ ВЕ @ 8+ 1)x] p+ 

+ В’ —a— 1) yq + af'z =0 

y(y-+ 1) é¢—xs—x?r + [1—8'+(@+8+) sl ¢+ 

+ (В —a— 1) xp + abz =0 | 

Gy, 

x(l+x)r—y(l+x)s+[1—8+(a+8' +1) x] p— 
— ayg +- a8'z = 0 G 

УЕ Ех (l+y)s+[1—8 +('+8+)ylq— ” 
—a'xp + a'Bz = 0 | 

x (1+ 4х) r— (4х + 2) ys + yt + [1 —a + (4a’ +6) x] р— 
— 2a'yq +a'(a’' + 1) 2=0 

y (1 + 4y) t— x (4y + 2) 8 + жк + [1 —a' + (4a + 6) у] 9— 
— 2axp--a(a+1)2=0) 

x(1—x) r+ y't-+ [8 —(a +8 +1) x] p—(a—8 — 1) yq— | 
— abz = 0 

—y(ity)t--x(l—y)s+fa—1—@4+74+) 9] ¢q— 
— yxp —Byz=0 | 

x(x — l)r—xys + [(a-+B8 + 1) x —e] p—8yq + аВё =0 | H 

y(y+ljt—xs+[l—2+q+8+1)y]q+2=0 ” 
n
e
o
n
,
 ae
s 

Нь 

c
m
,
 

= 

x (1 — 4х) r+ y (1 — 4x) s— yt + [y — (4a + 6) x] p— 
—2(a+ l)yqg—a(a+l)z=0 LH 

y(l—y)t+ x (1—2y)s + ly—-@ +8 + Dol g— ° 
— 2Bxp—abz=0 | 

x (1 — 4x) r— 4xys — yt + [y — (4a +4 x] p— 

ers неунчо | , 
у (1 — У) Е — 2хуз + [8 — (a +8) у] 9— 28хр — abe =0 

x(1+4x)r—y(1—4x)s+y%+[l—y+4(a+)x]p+ | 
+- (8a +- 2) yq —a (a + 1) z=0 H 

y (1 — У) Е— xys 4+ 2x?r? + [y—(0 +8 +1) y] g + у 
О — 29 хр— ве =0. 

x (1 + 4х) г — (1 + 4х) ys + УИ —B + (4a + 6) x] p — 
— 2ауа + a(a +1) 2=0 y 

yd+y)t—x2+y)s+[l—¢4+6+74+)ylq— 

— хр + Byz=0 

[Гл. 5 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21)
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x (1 — 4x) r+ 4xys — y*t + [8 — (44-6) x] p + 

+ 2ayg—a(a-+1)z=0 › Ни 
y(l + У) Е — Зхуз + ПП — «-- В 1 lylg—yxp + Не = 0 

х (Еф хи (1 — ху + — (@& В х|р—Ву4 — az =0 \ Ф 
yt + xs-+(y—y)q —xp—az=0 ° 

xr +- yS + (y— x) p—8z=0 \ Ф 
yt + xs+(y—y)q—Bz=0JS ” 
xr +- ys + (y¥— x) p — Bz = 0 } Ф 

yt + xs +19 —2=0 
И РО Bt OT op 
yt + (—1)4— хр— а =0 i. 

xr +- (y— x) p— 4 — a2 =0 \ т 

yt + (7 —y)q—xp—az=0 J * 
ОТ De 401 
УЕ-- хз +(y—y)q—a'z=0 
ТИ РОЖА 90] 
yt+ хз 14 —2=0 

x(x-+1)r—y(x+1)s+[1—8+ (+8 +1) «] p— 
—ayg + o8'z = 0 РГ, 

yt —as + (1—8' + y)q—xp + bz =0 

Oe ge peo yh 
yt —xs+-(y—8'+1)q—xp+he=0J © 

x(1—x)r+y*t + 8 — & +8 + 1) x] В—«- 1) 9q— г =0 } Н 
yt — хз + (1 —а--у)а-- xp +fz=0 ° 

x(1—x) r+ xyt + [3—(a +8 +1) x] p+ 9 — abe = 0) 
yt—xs+(l—a+y)q+y2=0 ” 
nA nae a: 
yt —xs+(l—a+y)q+2=0 ” 

xr +-(8 — x) р yq —az=0 } 

—yt-+xs—(l—a+y)q—y=0JS * 
xr +-(8— x) p + yq—22=0 | 
yt —xs+(l—a+y)q+z2=0f * 

х (1 — 4х) г + y (1 — 4x) $ —y*t + [1 — (4a +6) x] p — 
— (2a + 2) yq—a(a+1)z=0 г He 

yt + хз +(¥ —¥) ¥ — 2xp — az =0 
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(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37)
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x (1 — 4х) — 4xys— y*t + ly —4 (a+ 1) x] p — 
—(3a-+2)yg—a(a+l)z=0 +H, = (8) 

yt + (8 —y) g — 2xp — az = 0 

x (1+ 4x)r—y (1+ 4x)s-+y% + [1—B + (4a+ 6) x] p— 
— dayg +-a(a+-1)z=0 ¢ Hg, (39) 

yt —2xs+(1—a+y)q—xp + 8z=0 

x (1 — 4x) r+ 4xeys — y?t + [8 — (40 + 6) x] p + 

+-2ayq—a(a+tl)z=0 г Hy, (40) 

yt —2xs + (1—a+y)q + b2z=0 

x (1 — 4x) r + 4xys — y?t + [8 — (4a + 6) x] p+ 

+-2ayqg—a(a+l)z =0 } H,,, (41) 

yt —2xs+(1—a)q+z=—0 

xr +- (8 — x) p + yq — 2 =0 и 

УЕ хз Па -- +1 09-е о] 

В монографии Аппеля и Кампе-де-Ферье рассмотрены некоторые из этих 
систем дифференциальных уравнений в частных производных. Дальнейшие 
результаты принадлежат другим авторам, в частности Горну, Борнгессеру, 
Берчнеллу и Эрдейи. Для каждой системы известны отдельные решения, 
однако полной совокупности всех фундаментальных решений до сих пор 
не известно, за исключением систем Р, и G, (Эрдейи, не опубликовано), 
Е, (Burchnall, 1939; Erdélyi, 1941) и ®, Ф» Г, (Erdélyi, 1939, 1940). 

При работе с такими системами пцифференциальных уравнений в частных 
производных возникают трудности двух типов. Во-первых, общая аналити- 
ческая теория систем дифференциальных уравнений в частных производных 
находится в неудовлетворительном состоянии; в частности, очень мало из- 
вестно о поведении решений в окрестности точек, где пересекаются более 
чем две особые кривые или в которых две особые кривые касаются. 
Во-вторых, препятствием является слишком большое число возникающих 
различных систем. Вторая трудность может быть заметно уменьшена путем 
использования результатов теории преобразований (см. и. 5.11). Эта теория 
позволяет, за возможным исключением систем 

Fy Нь As, Нь (43) 

свести каждую систему для гипергеометрического ряда второго порядка 

к системе для Fy или к ее частным и предельным случаям. 

5.9.1. Исследования Айнса. Айнс (Ince, 1942) изучил систему уравнений 

В 

a,t + bcs + 4:4 + ep + 12 =0, 

в которой а, В, с, 4, е, Г— многочлены OT х иа,, Dy, Cy, dy, е., К — много- 
члены от у. Он сделал некоторые дополнительные предположения о коэф- 
фициентах а, 9,...,е,, f;, обеспечивающие, что система (44) имеет четыре 
линейно независимых решения, что эти решения симметричны по хиу 

(44)
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(с соответствующей перестановкой постоянных параметров) и что особые 
кривые определяются коэффициентами при вторых частных производных 
в (44). При этих предположениях он доказал, что система (44) сводится 
к системе для Р. или к частным и предельным случаям этой системы. 

5.10. Формулы приведения 

При некоторых исключительных обстоятельствах гипергеометрические 
функции двух переменных могут быть выражены через более простые функ- 
ции, например через гипергеометрические функции одного переменного или 
через элементарные функции. В этих случаях мы говорим о приводимых 
гипергеометрических функциях и о формулах приведения. Исключительные 
обстоятельства сводятся либо к тому, что параметры гипергеометрического 
ряда удовлетворяют одному или нескольким соотношениям, либо к тому, 
что два переменных связаны некоторым соотношением. В последнем случае 
соотношение является обычно уравнением особой кривой для системы диффе- 
ренциальных уравнений в частных производных, связанной с изучаемым рядом. 

Некоторые тривиальные формулы приведения очевидны. Если в функциях 
Е: и F,, или F;, или Ф. имеем В’ =0 или если у=0 в любом из рядов, то 
гипергеометрический ряд от двух переменных может быть выражен с по- 
мощью ряда одного переменного. Такие тривиальные приведения в дальней- 
шем не будут рассматриваться. 

Приводимость при частных значениях параметров. 
Следующие формулы приведения могут быть доказаны либо путем раз- 

ложения в бесконечные ряды и сравнения коэффициентов, либо с помощью 
интегральных представлений: 

Fy (2, 8 В, ВВ: х, =U УР ВВ FZ), 0) 

(а, 8, 8, 8 15% N= —-4y* F(a 85 15725), (2) 

Fe (a, В, BY, а, а; х, у) = (1 — xy B (1 — yy PP 6, aa а — >), (3) 

Ез (а, 1 — а, В, 1— В, 1; х, у) =(1 — УТ (а, В, 1; x+y —xy), (4) 

Ра [а ЕТ —а— т; х(— У), yd —х)| = 

= Е (а, тт фщ«— Вх) Ра 1+т—2—11;5) ©) 
—х — у — (1 — «PP (1 — у)" 

Ali У я) = То, 
2 , —х —У — 

р, | ’ В, В, В; (1—^) 1 — у)’ (1 —х) (1 — у) 

=( ас (a, 1+ а—8; В; xy), (7) 

У Ta) > 
=(1—y'F@, B1te—s 270), в) 

MN [1+8 1, 8% 2% © Tier |= + хуи х 

В xF(p+h—5, вм) ВЕ, УЕ: er). © 
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Относительно (1), (2) и (4) см. Appell, Kampé de Fériet, 1926, ra. [; от- 
носительно (3), (5), (6), (Т) и (8) см. Bailey, 1935, гл. 9 и примеры; относи- 
тельно (9) см. Ега@у1, 1948, стр. 384. В указанной литературе имеются не- 
которые другие случаи приводимости. 

Приводимость при частных значениях переменной 

Методы, используемые в этом случае, примерно те же, что и в преды- 
дущем случае. Однако известных результатов значительно меньше. Моно- 
графия Аппеля и Кампе-де-Ферье дает лишь 

РБ = те РВ 1-х, — 00 
Вы ря, )= Fle В G 2) (11 

Оба соотношения являются непосредственным следствием 5.8 (5). 

5.11. Преобразования 

Несмотря на то, что, по сути дела, есть лишь один гипергеометрический 
ряд второго порядка от одного переменного (именно, ряд Гаусса), теория 
его преобразований весьма обширна (см. п. 2.9 — 2.11). Поскольку число 
гипергеометрических рядов второго порядка от двух переменных велико, 
полное множество их преобразований исчисляется сотнями. Мы приведем 
лишь немногие из них. Лучшим средством для вывода этих (и других) пре- 
образований являются интегральные представления рассматриваемых функ- 
ций. С целью получения желаемых результатов применяются замена пере- 
менной интегрирования или деформация контура интегрирования. Для ин- 
тегральных представлений, таких, как 5.8 (6), в которых подынтегральная 
функция содержит гипергеометрическую функцию одного переменного, весьма 
полезно использование теории преобразований гипергеометрических функ- 
ций одного переменного. 

Приведем сначала преобразования рядов в ряды того же типа: 

F, (4, В, В, 7; х, у) = 

виа (т Be = 

=(1—xy* Fy (x, 1-8-8, 8", яя = (2) 

=(I—yy* Fy (4, B, Y—B— В, УГ) = (3) 

= (l= ха — у [тв Bs a P= 

=(1— xy FCI Утв F; (1-4, B, Y—B—B, т, 4, у), (5) 

FP, (а, В, 8; if т; х, у) =(1— x) Fy (4 1— В, BY, if т; =o ’ =) = (6) 

С Вт— В, т, т; [у = (7) 

= х— oF (4 1B Be ego gq). ®
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Все эти преобразования соответствуют преобразованиям Эйлера для обыч- 
ных гипергеометрических рядов 2.9(4). Ни для одного из других полных 
гипергеометрических рядов от двух переменных не известно простого пре- 
образования такого типа. 

Существуют также преобразования рядов в ряды того же типа, дающие 
аналитические продолжения, например 

Е (а, В, 1, т; x, y= 

ТТ vane ls gti—yv чара 1 
ти ale | У) Py [ +1 1, Т, +1 В; у ’ =| + 

ГГ — ^^ 1 

Наконец, при специальных значениях параметров встречаются квадратичные 
преобразования и преобразования высших степеней. Все эти преобразова- 
ния приведены в монографии Аппеля и Кампе-де-Ферье (гл. [и П). 

Далее, существуют преобразования гипергеометрических рядов от двух 
переменных в гипергеометрические ряды других типов. Есть два вида та- 
ких преобразований. Один служит для аналитического продолжения ряда 
с помощью ряда другого типа, а второй дает формулы приведения, показы- 
вающие, что при некоторых частных значениях параметров ряды выража- 
ются через более простые, например имеющие меньшее число параметров. 
Наиболее известным примером аналитического продолжения с помощью 
другого гипергеометрического ряда является преобразование 

P; (a, a’, В, В, YX, y= 

— ТГ (ога и 
=) T (0) P(s)r (y—A—B) (— x)“ (1—y) X 

11 [ых 1,5), (0 
где сумма состоит из четырех слагаемых, в которых A, ц, ©, 6 равны соот- 

ветственно а, a’, В, В'; а, BY, В, а’; В, a’, а, В, и В, В' а, а. Наиболее известным 
примером приведения является 

Рз = (а, a’, В, В’, a a’; x; y)=(1—yy? Е c В, В’, a a’; x; т. (11) 

В следующих двух таблицах дается сжатое изложение различных извест- 
ных преобразований полных рядов, то есть рядов, обозначенных в списке 
Горна через F, G, Н. Соответствующие формулы и подобные преобразования 
вырожденных рядов можно найти в следующих работах: монография Appell, 
Kampé de Feériet, 1926; Bailey, 1935, гл. IX и примеры; Burchnall, Chaundy, 
1940, 1941 (где преобразования не установлены в явном виде, а получены 
как вырожденные случаи разложений) и Erdeélyi, 1948. 

Аналитические продолжения 

Ряды Переменные Выражаются через функции С переменными 

Рз x,y Fy =. у 

Fs x,y Ag x —y 

Hp x,y Fy =, ed
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Преобразования и формулы приведения для частных 
значений параметра 

Ряды Ограничения Преобразуются в С ограничениями 
Г B+ y=atl F; B == y! 
Fo a= 1" Fy нет 
Ро ти: Со нет Е, риа ат 

2 28 = 1 4 нет 
2 y= 23 ит = 23" ; Е yy =a+l 

Fy Y= 238 un B+ i =ate F, B4+-yi=atl 

Fa В = 8" uyty=at+l Fy Yty=Het+l 
Ро В = В’ uyty=a+l Gy HeT 
Ро tray l==2—-68 =2— В’ G3 нет 
Ез аа’ = 1 нет 
Fs ие ива" —1 Hs HeT 

Е4 Bat 2. Al, § = 23 

Ps ВЕ! Hy B+y=a+l 
Но = —= 3 Hy HeT 

Hy Py uope=s Н1 а == 
2 y+ =1,d6+e=2 Нв нет 

Например, первая строка в этой таблице показывает, что если в ряде 
Е; (a, В, В’, 1; x, У) выполняется условие В’-|-1=а--1, то он может быть 
выражен через ряд Ff, (a, В, 1, 1’; x, У), где новые a, В, 1, 1 (в F,) зависят 
от параметров Р., так что в Р, B=y', a x иув Fy зависят от перемен- 
ных в Fy. 

Эта таблица показывает, что ряды Fy, F3, Gy, Go, Gs, Ho, Нь Hy, Hy u H, 
при любых значениях параметров могут быть выражены через Fy, и, следо- 
вательно, вырожденные ряды, которые являются их предельными случаями, 
могут быть выражены через предельные случаи Fy. Таким образом, полу- 
чен следующий результат: все гипергеометрические ряды второго порядка 

‚от двух переменных, за возможным исключением Р., Н‚, AH; и Ay, могут 
быть выражены через Fy или его частные и предельные формы. Это при- 
водит K соответствующей теореме для систем дифференциальных уравнений 
в частных производных, связанных с этими рядами (см. также п. 5. 9). До сих 
пор неизвестно, являются ли при произвольных значениях параметра ряды 
Е. H, иНь независимыми от Р. и, следовательно, от других. Однако это 
кажется правдоподобным. 

5.12. Символические формы и разложения 

Берчнелл и Ченди (Burchnall, Chaundy, 1940, 1941) ввели операторы 

_т®ге-+е- и) тег) 
(ТГ A) = Ty FEY hy’ 

bax SZ, ТУ. (1) 
С помощью этих операторов можно представить функции от Р, до Ру в виде 

F, (а, В, В, т; х, У) = (а) P(e В 1; х) Р(аВ; 1; У), (2) 

F, (a, о’, В, В, 1; х, у) = А()Р( Вт; Хх) Е (о, В; 1; У), (3) 

В; (а, В, BS 1; х, у) = у (а) А) ЕР (в, В т; x) PG BS 1; У), (4) 

Ру (а, В, т; х, У) = у (а) у (8) Р(& В; x) F(a В; Т; У). (5)
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Таким образом, с помощью операторов A иу функции Аппеля факторизу- 
ются, Берчнелл и Ченди получили также преобразования функций Аппеля, 
имеющие вид 

Е (в, В, В, 1; х, у) =У (а) Р (а, а, В, В', 1; Х, У), (6) 

Е; (а, В, В’, 1; x, У) =A (1) Fe (а, В, BY Т, 1}; ^, 5), (7) 

Ра (а, В, 1, 1; х, у) =У (В) Fe ( В, Вт, т; х, 9) (8) 

и некоторые другие. 
Эти символические формы были использованы для нахождения разложе- 

ний функций Аппеля по другим функциям, а также функций Аппеля по 
произведениям обычных гипергеометрических функций и обратно. Чтобы дать 
пример, заметим, что, в силу формулы Гаусса 2. 8 (46), для F(a, В; т; 1) 
имеем символическую запись 

ee) 

—8), (—8'), 
viny= a re 

rT 

Таким образом, 

НР Bi = SEO ре Be THK 2) 

и, следовательно, (2) приводит к разложению 

Е» (а, В, В, т; х, У) = 

= ян vy Patri вы тк Хх Раю f+ +n»). 9 
r=0 

Используя обращение (2) в виде 

Е (% В; 1; x) P(e BS Т; У) =А (а) РЬ (а В, В; 1, Т; Хх, У) 

и соответствующее разложение Д (а), наряду с (9) получаем формулу 

r (a), (В) (BY), 

и! (1); Or F(a, В 1; х) P(e, BY Т; y=) (—1) xy" Xx 
r=0 

Х Рь (а г, В-- г, Ви, 1-Е г, ТЕНИ; x, У). (10) 

Это разложение может быть доказано без использования символических ме- 
тодов, путем сравнения коэффициентов при одинаковых степенях хиув 
обеих частях. 

С помощью этого метода Берчнелл и Ченди получили 15 пар разложе- 
ний, содержащих функции Аппеля и обычные гипергеометрические функции, 
а также значительное число разложений, содержащих гипергеометрические 
ряды высшего порядка и вырожденные гипергеометрические ряды Гумберта 
Ф, ФУ и =. Полезны также методы интегральных представлений (таких, как 
5.8 (4)) и формул интегрирования. 

Существует много других разложений, содержащих функции Аппеля 
и обычную гипергеометрическую функцию. Особенно важной является
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билинейная производящая функция для многочленов Якоби 

т! (& РВ) пр 2 ©) P,\% со 24) = 
rine ain (2n+a+6- \)t п, 8? (С08 $) Ри’ ‚В ( 5 ) 

n=0 

_@+8+)(1—2) , [< ,8 ,,4,8 38 a” OF = Ore (Sth tS янь, В), 

где a=singsiny, b=cos¢cosh, Ё =5 МЕЧИ) (Bailey, 1935, стр. 102, 

пример 19). 

5.13. Частные случаи 

Обобщая многочлены Якоби на случай двух переменных, Аппель ИЗУЧИЛ 

следующие семейства многочленов (т и п — неотрицательные целые числа). у 
(1 —х —y tty a дтп (1 —х — утят” 

тп Dm nx УТ дхт ду" | хеттугтт JS 

— __ __. + ом __ _. —__ г. x У а хи, (талии ep ee) 
хеТугт отп _ _ | 

р — xeitm-1 yytn-1 (1 — ху) тт |= 

"т — (р) OFDM mes у 
= Fy (— т — п, y+ т, уп, 1 1; м, У), (2) 

Етв == Е. (1 тп, — т, — п, 1, Т; Х, У). (3) 

Последние два семейства образуют биортогональную систему в области 
х, y=), Хх у=—1 с весом x17) уг", 

Ряды 

—
,
 

op, (Mm mol om lt nS ee 8, 
xmy"P, | о, 999 ey) о, т n sta x ‚У (4) 

(которые могут быть выражены через Fy) и 

mntiemti пб 1 x? 7#—] x? 2] 
My" Fs —5,5,5 — 5,5 — 5,5 5} ry ’ ry (5) 2°2°?2 2°2 2°2 ° 2 x y 

встречаются в исследованиях по гиперсферическим гармоникам. 
Все эти частные случаи изучены в монографии Аппеля и Кампе-де-Ферье. 

5.14. Другие ряды 

Гипергеометрические ряды высшего порядка от двух переменных изуча- 
лись Меллином, Биркеландом, Кампе-де-Ферье (см. Appell, Kampé de Fériet, 
1926, гл. IX) и Берчнеллом и Ченди (Burchnall, Chaundy, 1941, Burchnall, 1942 
и Chaundy, 1942). Гипергеометрические ряды от трех переменных были изу- 
чены Горном (Horn, 1889); ряды от п переменных — Лауричелла (Appell, Kampé 
de Fériet, гл. УП) и Эрдейи (Erdeélyi, 1937, 1939 а). Частные случаи рядов 
Лауричелла встречаются в исследовании по гиперсферическим гармоникам. 

Обобщение базисных гипергеометрических рядов на случай двух пере- 
менных дано Джексоном (Jackson, 1942, 1944), 



ГЛАВА 6 

ВЫРОЖДЕННАЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

6.1. Предварительные замечания 

Положим в гипергеометрическом ряде Гаусса 

ab a(a-+ l)b(6+1) 
F(a, 6; с; 2) =1- ——z 2 -|... 1 ет Гость 7 be 

х 
2=--, и предположим, что ни а, ни с не являются ни нулем, ни отрица- 

тельным целым числом. Мы получим степенной ряд по х, радиус сходимо- 
сти которого равен |b] и который определяет аналитическую функцию с 
особыми точками х =0, ри co. Если В —+ со, то в пределе получаем целую 
функцию, для которой особая точка х == со возникает в результате слияния 

х 
двух особых точек для F(a, р; с; $). Таким образом, появляется ряд 

Куммера 

ax а(а-- 1х? 

Тепер ate (1) 

В обозначениях, используемых для обобщенных гипергеометрических рядов 
4.1(1) эта функция запишется как ,Р’, (а; с; х). Но в этой главе и в следу- 
ющих двух главах ряд (1) будет обозначаться символом Гумберта 

Ф (a, © Xx). 

Иногда также применяют обозначение М (а, с, х). 
Ряд (1) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

d*y dy 
x => +(¢— x) = —ay=0. (2) 

Подстановка 

С x 

92 2 l 
у=х @ %& a=z—k+p c=142p (3) 

ep 

422 1 Ё 4 
р (4)
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Каждое из этих уравнений называют вырожденным гипергеометрическим 
уравнением и любое решение их называют вырожденной гипергеомет- 
рической функцией; а и с (или Ки в) называют параметрами, x — пере- 
менной. 

В этой главе изучение вырожденной гипергеометрической функции бу- 
дет основано на уравнении (2), но некоторые наиболее важные результаты 
будут даны в обозначениях Уиттекера. 

6.2. Дифференциальные уравнения 

Уравнение 6.1(2) является однородным линейным дифференциальным 
‘уравнением второго порядка, коэффициенты которого линейно зависят от 
независимого переменного. Можно показать, что, обратно, любое такое диф- 
ференциальное уравнение может быть проинтегрировано с помощью выро- 
жденной гипергеометрической функции. Пусть 

(ay x + ,) S24 (a,x +0) 9 + (ay x +b) 9 =0 (1) 
является таким дифференциальным уравнением. Если a,=a,=a,=0, то 
уравнение имеет постоянные коэффициенты и может быть проинтегрировано 
в элементарных функциях. Исключим этот случай. Тогда преобразование 

yet 2, x=hitp (520) (2) 
приводит уравнение (1) к виду 

d? d (4% §-+ Bi) “Gee + (ЕН В) Se + (a2 + Bs) 2 =, (3) 
где 

до 56, а, == А" (1), y= А (1), 
|, А’ (h) + B'(h poh Pg RAO =p A+B Uh), 

A(h)=a,h?+a,hta, A'(h)=2a,h+q, 

B(h)=b),h? +b,h+b,, В’ (h)=26,h+- 0. (4) 

Если можно определить A, ми A так, что 

ayy + b, =0, ay + ЛА’ (h) = 0, А (1) =0, 

то уравнение (3) сводится к 6.1 (2). В других случаях замена независимой 
переменной сводит (3) к вырожденному гипергеометрическому уравнению 
или к уравнению Бесселя. Результаты указаны в таблице на следующей 
странице, где с7 (а, с, х) обозначает любое решение 6.1 (2) и С, (x) — любое 
решение уравнения Бесселя 

Фу dy 2 8 — ad — хх + (8 — м) y =. (5) 

Сведение уравнения (1) к вырожденному гипергеометрическому уравне- 
нию не является однозначно определенным, поскольку 6.1 (2) может быть 
различными методами преобразовано к уравнению того же типа. Если поло- 
ЖИТЬ 

X= = у== хрейха, (10)
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Приведение уравнения (2х +- Do) у” + (ах + D4) у’ + (ах + Do) у=0 

poe s, etn, А (В) = ай? ай tae, А’) = 49. 
ав 

В (h) =boh? + В: + bo, В’ (h) == a 

Предположения h A р, 2 Параметры 

ао 5 0, —a,;+D ao bo a = В (h)/A'(h) 

D? = aj —4aoa2£0| ~ 9a, | ATH | ~~ ao Far) сы — аа az? | 

аз ВП) 1 а == В (h)/(2a,), ay =0, a1 £0 Ри го [97,5 #9) = — a;/(2b9) | 

1 
b == -— — Brih)/(2 

ao 5 0, a? =4apde — тя ay —_— ae С (85/2) a 2 ( a (8) 

В = 2 [B(h)] 

ay = a1 = 0, by 46062 — 61 | ,1/s | _ 2 1/ 
аз 0 = 35 44560 : C1), ) k= 3 (@2/bo) 72 9) 

то дифференциальное уравнение 6.1 (2) преобразуется в 

pF + [e+ 2p — (1 — 2h) 28] at 
О a (a het p— 2g) EAHA E]D=O (0) 

Это есть дифференциальное уравнение для oe (a, 1, §), если 

р=0 или Г — с, h==0 или 1, A (1 — 2h) = 1, 

a==h(a—he)+p, y=e+ 2. (12) 
Таким образом, если считать тождественное преобразование, уравнение 
6.1 (2) может быть четырьмя различными путями преобразовано в уравнение 
того же самого вида. 

Вырожденное гипергеометрическое уравнение является однородным ли- 
нейным дифференциальным уравнением второго порядка с правильной осо- 
бой точкой х == 0, причем его коэффициенты регулярны при всех х 52 0 (вклю- 
чая Х == 00). Каждое такое уравнение может быть приведено (Tricomi, 1948) 
к виду 

Фу р \ dy В т\. — 
dx? fat) (а += (13) 

и легко показать, что (исключая тривиальный случай, когда уравнение (13) 
решается в элементарных функциях) интегрирование (13) приводит к выро- 
жденной гипергеометрической функции или функциям Бесселя. Будем раз- 
личать два случая уравнения (13). 

Если 42240, имеем 
ах b 

У=х 2¢ 6% w(x, p, &), (14)
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где 

% = ==, 

—= У а: —4ах, (15) 
и ®(х, и, х) является решением 6.1 (4); если a? = 4а, то 

y= Va ORB, 6), (16) 
rye 

‚=, 2 И - 5-х. (17) 

Уравнение 

xe 2) 4 (ax? 4 By x 9 + (рх% 4 Gx + Ry =0 (18) dX? ‘ ах OF 

в котором p3£0— любое число, сводится к уравнению (13) подстановкой 

х=Х`, aa p— Pry! 

У У 
) 

a=Dv?,  В=@Уъ КУ? (19) 
и, следовательно, сводится к вырожденному гипергеометрическому урав- 
нению. Более общая форма может быть получена из (18), если положить 

y=Yexp| | eS | (20) 

У удовлетворяет уравнению 

, 422 dz | ЖЕ 4 (ax +B +29) Х-Ч 4 
+| Dx" + ах K+ (AX? +B— ety +xX55| Y=, (21) 

Например, если ‹ (Х) = #Х$, то получаем, что уравнение 

Х? 
422 0 с dz ye + (AX! + BX? 4-0) X 

++ (DX"? +. EX?" 4. FX? +. @X? +. HX’ +. K)z=0, (22) 
при условии 

E=5 АВ, Е=Т В, H=5B(C+e—1) (23) 

может быть проинтегрировано с помощью вырожденной гипергеометричес- 
кой функции. 

Следует отметить, что сами функции Бесселя являются частным случаем 
вырожденной гипергеометрической функции (см. 6.9.1). Поэтому все нетри- 
виальные случаи дифференциальных уравнений этого пункта могут быть 
проинтегрированы с помощью вырожденной гипергеометрической функции.
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Основными линейными дифференциальными уравнениями второго поряд- 
ка, которые могут быть проинтегрированы с помощью вырожденной гипер- 
геометрической функции, являются (1), (13), (18), а также уравнение (22) при 
условиях (23). 

6.3. Общее решение вырожденного уравнения в окрестности 
начальной точки 

Будем изучать вырожденное гипергеометрическое уравнение в виде 

Фу dy — хе +-(c—x) Fx V= 0. (1) 

Одним из решений уравнения является 

У: =Ф (а, 6х) (2) 

и преобразования 6. 2. (10), 6. 2 (12) дают три других решения, а именно 

У = x M(a—c+1, 2—c; x), (3) 

Уз = e* M (c— a, с; —х), (4) 

а= xt eX MO (1 —a, 2—c; —x). (5) 

Из их поведения вблизи х =0 следует, что, если с не является целым 
числом, то решения у; и у. линейно независимы. Следовательно, в этом слу- 
чае общее решение может быть записано в виде 

у = Ау, + Ву,, (6) 

где Аи В — произвольные постоянные. Особый случай, когда с — целое 
число, будет изучен позже (см. 6. 7. 1). 

С другой стороны, как у;, так и у. являются решениями уравнения (1), 
причем оба они регулярны при х = 0 и у, (0) = у, (0) =1. Так как (при не- 
целом с) дифференциальное уравнение может иметь не более одного такого 
решения, то имеет место равенство у, =у. или 

Ф (а, с; x) = e*M (с — а, с; —X). (7) 

Это соотношение называется преобразованием Куммера. Точно так же, 
в силу преобразования Куммера, yo = yy. 

Преобразование Куммера есть предельный случай преобразования Эйлера 

F(a, 6; с; 2) =(1— 2) 8Е (c—a, D; с; aan 

для гипергеометрического ряда (см. 2.1(22)) и является весьма важным CO- 
отношением. При его выводе мы предположили, что число с — не целое, но 
преобразование справедливо (по непрерывности) и при целых положитель- 
НЫХ С. 

Если ур и Уд являются решениями уравнения (1), их определитель Врон- 
ского 

а а 

Ура =p ах 79 34 чер (8)
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должен иметь вид Kpge* x“, где постоянная Код может быть вычислена с 
помощью первых двух членов разложений функции у в ряд. Получаем 

Wi, = Wa, = Wy, =— М, = (1 —cerx. (9) 

Все другие определители Вронского для этих четырех решений тождествен- 
но равны нулю. 

6.4. Элементарные соотношения для функции Ф 

Как и в теории гипергеометрических рядов Гаусса, четыре функции 

Ф (а--) = Ф (а-+-1 сх) Ф(а—=Ф(а—1 c x), 

Ф(е--) = Ф (а 6-х), O(c—)=OD(a,c—1; x) (1) 

называются смежными с функциями Ф =Ф (а, с; х). Функция Ф и любые 
две смежные с ней функции связаны линейной зависимостью. Шесть фор- 
мул, описывающих эти зависимости, могут быть выведены из соотношений 
Гаусса между смежными функциями (см. 2.1.2); их также можно прове- 
рить путем сравнения коэффициентов при одинаковых степенях х. Они име- 
ют следующий вид: 

(с —а)Ф(а—)- 2a—c+x)hb—aP(a+)—0, (2) 

с (с — 1) Ф (8 —) — с (с —1+x)O+(c—a)xO(c+)=—0), (3) 

(a—ce+l)@—aP(a+)+(c— 1) P(c—)=9, (4) 
ch@—_cP(a —)— x P(c+)=—0, (5) 

c(a-+ х)Ф — (c— a) x O(c +)— ac Ф(а--) =0, (6) 

(a—1+x«)@+(c— a) P(a —)— (ec — 1) B(c —) = 0. (7) 

Эти соотношения не являются независимыми. Из любых двух соотношений, 
например (2) и (4), при помощи простых операций могут быть выведены 
все остальные. 

Любая функция Ф (а-- т, си; x), где т ип — целые числа, называ- 
ется ассоциированной с D(a, с; x). Путем последовательного применения 
соотношений между смежными функциями легко доказать, что любые две 
ассоциированные функции связаны однородным линейным соотношением, 
коэффициенты которого являются многочленами от х. 

С помощью почленного дифференцирования получаем 

a 
ax © (a, сх) =—B(a+1, e+ 1; 2), (8) 

a 
ИЛИ P'=— Pa +,c+). Применяя это соотношение повторно, получаем, 

что производные любого порядка функции Ф являются ассоциированными 
функциями и, следовательно, любые три производные связаны однородным 
линейным соотношением, коэффициенты которого являются многочленами 
от x. Дифференциальное уравнение 6.1 (2) является простейшим примером 
такого соотношения. Комбинируя (8) с соотношениями между смежными 
функциями, получаем 

ве —+|- (ве —с 

x 
|Ф-Ф(—1]|. ©)
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Дальнейшими полезными формулами являются 

(а) я Фа, вх) = с Paty etn +), (10) 

i E orn 1Ф (a, с; x) = (4) nx?" @ (a+ п, с; х), (11) 

т | xe (a, с; x) = (— 1" (Le) x? "® (a, c—n; x), (12) 
anf | ‚ С; | п ’ ’ ’ 

jax [#8 (a, 65 x) |= (— 1)" Ln ee (a, etm x), (13) 

ig | sxe (а, с; *)| = (с — a) ge *x° 91D (а —п, с; х). (14) 

Здесь 

(4), =1 (@),=a(atl)... (а-1— 1) = и, 

n=l, 2, 3, ... 

6.5. Основные интегральные представления 

Известно, что однородное линейное дифференциальное уравнение, коэф- 
фициенты которого являются линейными функциями независимого перемен- 
ного, может быть проинтегрировано с помощью интеграла Лапласа. Интег- 
ральное представление 

Г (с) 
Т (a) Г(е—а) ; 

Ф (а, с; x)= ети а-1 (1 — и) а 14ц, Кес > Веа > 0, (1) 

легко проверяется путем разложения e*4 по степеням х. Это представление 
позволяет найти решение уравнения 6.1(2) в виде интеграла следующей 
формы: 

у = \ е-х а! (1 + д <-а-14ь 

С 

что может быть получено также с помощью метода Лапласа. Подставим это 
выражение в 6.1(2) и используем тождество 

В + (¢— x) т. — a| [5-1 (1 4 zee] = — festa (1 -- £)e-2}, 

Мы получим, что если кривая С не проходит через особые точки подынтег- 
ральной функции и если начальное и конечное значения функции e224 (1 + 
-- <“ конечны и равны друг другу, то интеграл удовлетворяет уравнению 
6.1(2). Если Вес > Веа > 0, то в качестве С можно выбрать интервал (0, —1). 
Это показывает, что (1) удовлетворяет 6.1(2). Если Кеа > 0, то в качестве 
пути интегрирования можно выбрать луч, выходящий из начала координат.
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Положим 

W (а, с; x) а \ e~*f¢a-1(] 4 ра Веа>0. (2) 

0 

Это равенство определяет решение уравнения 6.1(2) в полуплоскости 
Re x > 0. Область определения может быть расширена путем поворота пути 
интегрирования. Таким образом, 

co el? 

W (a, ¢; J=—5 \ e~xtza-1 (1 + ¢)c-a-tqz, 

0 

TT TT 
Rea>0, —т<9<» 5 SP Tages. (3) 

Здесь предполагается, что функции @ Ти (1+ №“! принимают главные 
значения. Позже будет показано, что условия Re a >0, соответственно Вес > 
>> Веа > 0, могут быть опущены, если ввести в формулы 6.11(2) и 6.11(1) 
контурные интегралы. 

Другой тип интегральных представлений использует интегралы Мелли- 
на—Бернса (см. 1.19). Формула 

LT) ТЭГ) 
Ф (a, с; *) = a5 Ta) | Tet 

{—io 

(— x)§ ds, (4) 

a 
5 <atg(—x) <5, O>y>—Rea, с=20, 1, 2, ..., 

может быть проверена путем вычисления интеграла как суммы вычетов 
подынтегральной функции в полюсах Т (— $5). 

Соответствующее представление для ЧФ получается путем подстановки 

в (2) 
| т #00 

Гале Horas | re-syra—ets+ieas, 
Y— ito 

0 > y> Re (c — а). 

Перестановка порядка интегрирования допустима, если y-++Rea>O, и дает 

T(a)T(a—c+1)V (a, с; x)= 

Т-- 10 со 

= = \ dsT(—s)T(a—c+s+ 1) \ ex gats—1 gt, 

Y— too 0 

Вычисляя последний интеграл, получаем 

2 

atte® T(—s)T(a-+-s)T(a—c+1+5) 
\ T (a) T(a—e-+1) 

Ч (а, с; х) = x ds, 

—
. 

y—ta
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или, несколько изменяя обозначения, 

ге” тарэтгс-эга 5) 
® — 

— — ¢— Ф (а, с; x)= = \ ар х5 ds, (5) 
7—0 

— Кеа < 1< ши (0, |1 — Вес), = <argx< ae 

При выводе были сделаны более строгие ограничения, чем это необходимо. 
Ослабление условий, наложенных в (5), делается с помощью аналитического 
продолжения. Условия, наложенные на параметры в (4) и (5), могут быть 
ослаблены, если соответственно изменить путь интегрирования. В самом 
деле, равенство (4) (при любом 1) справедливо, если а не равно нулю или 
отрицательному целому числу, при условии, что контур интегрирования 
соответственно изогнут, если это необхоцимо, так, чтобы он отделял полю- 
сы Г(—$) от полюсов Г(а-— $). Точно так же равенство (5) справедливо 
(при любом 1), если ни a, HH а—с--1 не равны нулю или отрицательному 
целому числу, при условии, что путь интегрирования отделяет полюсы 
Т(а-- $) от полюсов ТГ (— $) Г(1 —с— $). Условия на arg х не могут быть 
ослаблены. 

Можно проверить, что функции (4) и (5) удовлетворяют уравнению 
6.1 (2) (Уиттекер и Ватсон, 1961—1962, 16.4). 

Из (5) имеем 

ЧФ (а, ух) = (а-с- 1 2—c; x). (6) 

Если с не является целым числом, то полюсы Г (— $) Г (1 —с — $) — прос- 
тые. Вычисление (5) как суммы вычетов подынтегральной функции в этих 
полюсах приводит к важному соотношению 

T(1—c) Т (© — 

P(a—c+1) Т (a) 

между функциями Фи W, 

W (а, с; x)= Ф (а, c; x) + И tre ®(a—c+1,2—e¢x) (7) 

6.6. Элементарные соотношения для функции ТФ 

Функция VY была введена Трикоми (1927), который обозначил ее через 
С. Она связана с функциями Р, (Meixner, 1933), E(a, В: : х) (MacRopert, 1941) 
и of, (а, В; x) (Erdélyi, 1939) соотношениями 

E(a, 81: x) =ТФТ® мо а ВЕ 0, (1) 
а _ ка_РО) . 

F(a, if x) =e Tq@—a (а, if x), (2) 

„ва, В) хе, а ВНЕ (3) 
W (a, с; x) является многозначной функцией от x, и обычно будет рассмат- 
риваться главная ветвь этой функции в плоскости, разрезанной вдоль отри- 

В им у" 
цательной вещественной полуоси. При —5 <?=5 она определяется ра- 

венством 6,5 (3).
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Многие элементарные соотношения для функции Ф непосредственно вы- 
текают из соответствующих соотношений 6.4 для Ф 

W(a—)—(2a—c + x)U+a(a—c+1)V(a+)=0, (4) 
(c—a—1)V(e—)—(e—-1 4+ Ех (-)=0, (5) 

Y—aWV(a+)—V(c—)=0, (6) 

(c—a)W—xV(c+)+V (a—)=0, (7) 
(atx) Wta(c—a—l)V(at+)—xV(c+)=0, (8) 
(a—14 x) UV—W(a—) 4+ (a—e +1) V(e—) =0, (9) 

wee—aV(at,co+)=U—V(e+)= 

=2[@—e+)vat)—v¥ |=5[@—e+)¥—va—)], (10) 

я (а, в; х)=(— 1)" (а), U(a+n, c+n; x), (11) 

Soler с. х)|=(— 1 (а е-+- 1), хо" Wa, с— п; х), (12) 

я хат -1 YF (а, с; x) | = (а), (асе 1), x? 1W(atn, c x), (13) 

soe [e*W (a, 6; x) | = (— I e* Wa, с х) (14) 

| —¥ xe atn—-l yy (а, с; x) |=(—1)ten# хе а-1 У (а—п, ce; x) (15) 

6.7. Фундаментальная система решений для вырожденного 
гипергеометрического уравнения 

В п. 6.3 были указаны четыре решения yy, ... у. вырожденного гипер- 
геометрического уравнения. Из результатов п. 6.5 и п. 6.3 вытекает, что 
четыре других решения определяются формулами 

Уь = Ч (а, с; x), (1) 

Ув = 6 (а—с--12—с;х), (2) 

у. = e* Ф (е— а, с; —х), (3) 

уз = ел CW (1—а 2— с; — x). (4) 

В п. 6.3 была изучена связь между четырьмя решениями уу, ..., уд. В частности, 
было показано, что если с не является целым числом, то у, =; и у. =у, 
образуют фундаментальную систему решений уравнений 6. | (2). Теперь оста- 
лось Изучить четыре решения у.,..., Уз. В этом пункте будем предполагать, 
что с не является целым числом. Особый случай будет изучен в следующем 
пункте. 

Из 6.5 (6) следует, что 

Ув = Ув И уз = —е "бу, (5) 

rye в == $191 (Пи х) = 1, если шх > 0, = —1, если Imx <0 (этим обозначе- 
нием будем пользоваться на протяжении данного пункта). Множитель ее" 1 - с)
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связан с условием, определяющим x!—°, Таким образом, остаются четыре, 
вообще говоря, различных решения у; = уз, Yo = Var V5 == Ув И ==" -П yy, 
Все эти решения определены, если с не является целым числом. Их опре- 
делители Вронского, см. 6.3 (8), имеют вид Иру = Кра е* х 5, где 

Т 
ig ==1— С, Kw = pay. 

Koz = eft 6-9, Ky= Tea elec 

_ T(2 — © _ __ Т@2— с) 

Kos =— О Kor = T(1 —a)’ (6) 

Вообще, то есть если с, а, с—а не являются целыми числами, любые 
два из этих четырех решений различны и образуют фундаментальную систему. 
Однако если п означает неотрицательное целое число иа = — п, то W,, тожде- 
ственно равно нулю, а потому у! и у; отличаются друг от друга лишь постоянным 
множителем; 6.5 (7) показывает, что это действительно так. Аналогично, если 
а =1-- п, то совпадают у и уз; если с — а = — п, совпадают у, и у, а если 
с —а=1-- п, то у» и у; отличаются друг от друга лишь постоянным множи- 
телем. Если с — целое число, то либо у, либо у, не определено и не может быть 
использовано. Значение W,, было выведено из W,, и 6.5 (7) при условии, что 
с не является целым числом. Однако, в силу непрерывности, оно справедливо 
и для целых значений с. Так как оно не обращается в нуль тождественно по 
X, TO у; И у; при всех обстоятельствах образуют фундаментальную систему 
решений уравнения 6. 1 (2). 

Выражение для Т через Ф дано формулой 6.5 (7). Обратное выражение 
Ф через Ф получается путем записи выражения, аналогичного выраже- 
нию 6.5 (7) для уз, и исключения одной из двух Ф-функций. Результат имеет вид 

Г (с) isan . Г (с) itm (A-C)E 9X . — Теа) ° F(a x) та e*~ W (c — a, с;—х). (7) 

Аналогичная формула имеет место для yo. Из (7) и 6.5 (Т) могут быть полу- 
чены следующие соотношения между решениями вырожденного гипергео- 
метрического уравнения: 

Ф (a, с; x)= 

У5 = о т Fay > и 

Y= Tat Tey ®) 

оч | тол aes} ay 
6.7.1. Логарифмический случай. Функция Ф (а, с; х) является целой 

функцией OT X, а также целой функцией от а. Рассматриваемая как функция 
от с, функция Ф имеет полюсы и соответственно этому He определена 
в точках c==0, —1, —2, ... Однако имеет место соотношение 

Ф(а сх) (Dn 
= +n —123..., 2 

c-l—n Г (с) n| xD (a -- п, | +7; x), ht 1, 2, 3, (1 ) 
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Ф (а, с; х) 
Т (с) 

от обоих параметров и от переменной. Эта функция и в других отношениях 
имеет более простое поведение, например, некоторые из формул дифферен- 
цирования в п. 6.4 упрощаются, если выразить их через Ф*. 

Отсюда следует, что если с является целым числом, то функция Ф дает 
лишь одно решение вырожденного уравнения. Если с =1, то у, и у, совпа- 

Уз 
т (2 — с) 

стремится к конечному пределу, когда с приближается к одному из целых 
чисел, больших |, равенство (12) показывает, что этот предел отличается 
оту, лишь числовым множителем и, следовательно, не приводит к новому 
решению. При с =0, —1, —2, ... ситуация аналогична, за исключением того, 
что у; И у. меняются ролями. Если с является целым числом, то у, или у» 
дают одно решение, а второе решение содержит логарифмические члены. 
Оно может быть получено с помощью обычного метода Фробениуса. 

Отправным пунктом другого подхода к особому случаю является функ- 
ция ФТ. Интегральное представление 6.5 (3) определяет функцию W для всех 
значений с и показывает, что она всегда удовлетворяет вырожденному ги- 
пергеометрическому уравнению. Если с не является целым числом, то 6.5 (7) 
дает разложение для Ф по возрастающим степеням х. Если с — целое число, 
то достаточно рассмотреть случай, когда с =1-- п, где п ==0, 1, 2, ... При 
с =1-- И оба члена в правой части 6.5 (7) обращаются в бесконечность и 
разложение по возрастающим степеням х может быть получено либо путем 
непосредственного предельного перехода с + п--1 в 6.5 (7), либо прямо с 
помощью 6.5 (5). Опишем кратко второй метод. 

Если c==n-+ 1, то подынтегральная функция в 6.5 (5) имеет простые по- 
люсы в точках S==—n, —п--|,..., —1 и двойные полюсы в точках 
$ =0, 1, 2, ... (если п =0, то имеются только двойные полюсы). Вычет функ- 
ции I(a-+s)P(—s)T(—n—s)x7~5 в простом полюсе s=r—n, г=0, 
1,..., #—1, равен 

показывающее, что функция Ф* = является целой функцией 

дают. Если с =2, 3,..., то у, не существует. Хотя выражение 

(у: ron ay Ta@—a-prjyt(n—r)x , 

вычет в двойном полюсе $ =, Г =0, 1, 2, ..., равен 

a ах аа О Фа), 
где 2) логарифмическая производная для Г (2) (см. 1.7). Вычисляя интег- 
рал 6.5 (5) как сумму вычетов подынтегральной функции в полюсах, лежа- 
щих справа от пути интегрирования, получаем 

(а, п 1; х) = Tey? (a, n+ 1; x) шх- 

+ Vai Wetn—¥d ned tet} + 
0 

n—\ 
(n— 1)! Q (@— п), x72 

+- A n=O, 1, 2, ... (13) 

2 ) 

Если n= 0, последняя сумма опускается. Соответствующее разложение для 
W (а, 1—n; x) получается из (13) и 6.5 (6).
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Некоторые формулы в логарифмическом случае упрощаются. Например, 
покажем, что функция 

о) 0, 6) (14) 
при целых значениях с может быть выражена через вырожденную гипер- 
геометрическую функцию. 

Так как 

7 (а), = а), а +n) — а) 
где $ (2) — логарифмическая производная в гамма-функции, то почленное 
дифференцирование 6.1 (1) дает 

r= ye a+) —¥@) —24 (0-7) +24 (OA 

Сравнивая с (13), при n=O получаем 

Х (1) = [2% (1) — 9 (а) — In x] D(a, 1; x) —T (a) (а 1; x). (15) 

Соответствующий результат для (Г -- п) при п =0, 1,2, ... может быть 
получен с помощью 6.4 (13). 

6.8. Дальнейшие свойства функции ФТ 

Подобно функции Ф функция Ф является предельным случаем гипергео- 
метрической функции Гаусса. Именно 

lim F(a, b; с; о =x W (a, a— 0+ 1; x) (1) 
С—> со x 

(Erdélyi, 1939). Доказательство основано Ha 6.5 (7) и разложении F(I = по 

возрастающим степеням X. 

Поведение функции W при малых х может быть изучено с помощью 
6.5 (7), 6.7 (13) и соответствующих формул, когда с равно нулю или является 
отрицательным целым числом. Результаты сведены в таблицу: 

W (а, с; x) при малых х 

С W 

Весы 1 Е 6 

Rec<! rae tR 6) 

Rec=l, c#1 Tet те ER (4) 

=I то ха -20+® | 6 
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Порядок остаточного члена виден из следующей таблицы: 

R= 0 (и) 

с и 

Вес>2, с-Ё2 xj REO? (6) 

C= 2 | In x | (7) 

1 < Вес<2 1 (8) 

Вес =1, с-Е1 | x | (9) 

с== 1 | xin x | (10) 

0<Rec<1 refi TREO | ay 

Rec = 0, c 0 | « | (12) 

c= 0 | xin x | (13) 

В соответствии с условием п. 6.6 отрицательная вещественная полуось 
является разрезом для функции W. Обозначим через f(—€-+ 0) предел 
F(—€+ И), когда 1—0, принимая положительные значения, и аналогично 
определим f (—€— 20). Из 6.5(7) следует 

а, с ОО 5 (a, «3 —9— 

a oF ere @(a—e +1, 2—¢, —f)= 

al C= 
бет ine 1-е (1 — а, 2— с |, (14) 

где §>0 и всюду надо брать верхние, либо нижние знаки. В частности, 

A=W (а, с; —§€+ 0) —Т (а, © —Е— 0) = 

_ Qt 

~ TP(a)TQ—c) 
ge MO (a—c+1, 2—c; —6&). (15) 

Так как вывод этой формулы основан Ha 6.5(7), то сначала приходится 
исключать целые значения с. По непрерывности формула остается спра- 
ведливой и при с=1|, 0, —1, —2, ... При с=2, 3, 4,... правая часть
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принимает неопределенный вид, но если записать ее в виде 

со 

__ ani > Гале eh) _ Туве 
Т(а) T(a— c+-1) T(2—c-+r) ’ 

r=0 

то с можно устремить к 1 п (n=1, 2, ...). Это приводит к равенству 

А = (— 17-1 и Ф (а, 1 п; —§), (16) 
(а— п) 

Е>0, е=1-и, п =0, 1,2, ... 

Функция ТФ (а, с; х) однозначна в следующих случаях: 1) если а=0, — 1, 
—2, ...; в этом случае Ч является многочленом от Хх и, в силу 6.5(7), 
кратно Ф и 2) если с=п--1, n=1, 2,..., и а является одним из целых 
‚2,.... 2% в этом случае 6.7(12) показывает, что Ф — многочлен от x7}. 

Поведение У, когда х обходит вокруг начала координат, видно из фор- 
мулы 

W (а, с; хетт!) — 

—2mcnri —I2mcni Г! — с) = ет W (а, с; x) + (1 — е тс") 
T(a—c+1) 

т=0 #1, *2,... 

Ф (а, с; x), (17) 

6.9. Функции Уиттекера 

Для некоторых целей удобнее использовать обозначения Уиттекера. Уит- 
текер записывает вырожденные уравнения в стандартной форме 6.1(4). Из 
6.2(13), где 

а=— 1, р — с, а —= 7 =0, В=— а, 

видно, Что 

я fe 
J (a,c; д=е?х 7 w(x, в Хх), 

где х=—фа-5, =. Двумя решениями уравнения Уиттекера 

являются функции Уиттекера 

-2 фас Me (1) М,, „(х)=е “x* O(a, с; x)= 2ь 

_~*% с ] 
Wis y (x) =e 2х2 Wa, с; X)=z,, ах = 1 (2) 

Следовательно, 

737? (3) Ф (а, с; x)=e*x 2 М,, в, (x); 

х 1 ~*~ фе -ь 1 
Wa, с x)me*x ? Ww (X); = 5—Gpea—s. (4) 

Имеем также в обозначениях 6.6(3) 

1 
x 

ay | 1 
Win ()=e ЭВ, [5 вы -я—ь — у). (5)
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Дальнейшие решения уравнения Уиттекера 6.1(14) могут быть получены из 
п. 6.3 и 6.7. Обозначая соответствующие решения 6.1(2) и 6.1(4) теми же 
самыми индексами, имеем 

2 — M,, UW (x), 23 — M_,, Lu (— x), 24 — М, = (— x), 

2в — W,., —p (x), 21 — У, —p (— x), 2: — W. в (— x). (6) 

Преобразование Куммера 6.3(7) показывает, что 

. 1 

тать (7) 
M,, vy (x) =e ( Mt, vy (— x); 

где e=1, если Im(x)>0, и e=—1, если Im(x)<0. Преобразование 6.5(6) 
показывает, что 

Wy, p (x) = W,, — (х). (8) 

Уиттекер определяет решение М равенством (1), а определение W ocuo- 
вывает на интегральном представлении, эквивалентном 6.5(2). 

Бухгольц (Buchholz, 1943 и дальнейшие работы) использует обозначения 

и" 

my?) (2) = Vz My (2), 
у, 2 

(—) (= м и” (2) = Vz р (2). 
у, 2 

6.9.1. Функции Бесселя. Если x = 0, уравнение Уиттекера 6.1(4) легко сво- 
дится к уравнению Бесселя 6.2(5). Результат выражается формулой 

и (0,,х) = Ух С, (= ix), 

В обозначениях 6.1(2) это соответствует случаю с = 2a. Связь между функция- 
ми Бесселя и вырожденной гипергеометрической функцией выражается сле- 
дующими формулами, в которых использованы обычные обозначения для 
функций Бесселя (см. Ватсон, 1949) 

Л, (х) = В 5) eX Ф [5 У 1+ 2% ых) , (9) 

1, т О rela + 1-2, 2x), (10) 

1 

Мь », (21x) = (9х). 2 A, (x) =P +1) i 
1 к 

9 (#5 "-т) 1 1 1 
(1) — F у — 

Hy “=o , (5 ry \ ых) 

21. 
уе" x) ры [+ 1 + 2y; —2ix) = 

\ 
\ 

У 1 
о] 

= Ve е | г) Wo, „(— 2ix). (12) 

1 1 
Be 2h 5. 

2 Ух In (x), (11)
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(Для H®?) изменить i на — i.) 

К, (^) =Уте* (2х) 9 [5 +y, 1+ 2s, 2x), (13) 

Wo, (4) = Vy: К, (5), (14) 

у, (х)=— У хх 

x Jerome w(t, 1+ 2v; Dix) + etm w (> +, 14-24 —2ix)]. (15) 

Функции Бесселя встречаются также как предельный случай вырожден- 
ных гипергеометрических функций. Выполняя почленно предельный переход, 
получаем 

lim Ф (a, с; — ~\ —T (ce) Vx" Jy, QV X). (16) 
а > со 

Соответствующий результат для функции ЧФ может быть получен при неце- 
лых с из 6.5(7). Из формулы Стирлинга или из 1.18(4), имеем 

PU +a—e)_ | 
аъ® a I (a) 

Этот результат вместе с формулами (16) и 6.5(7) показывает, что 

lim | |t(a—e+ wa, с; —=)|= 
а-— 

= OVE) +e, -<2V2) |= sin (пс) 

= — incite xi-e HY | (2V x) = (Im « > 0), 

= incite Yxi-e H®) | (2V' x) (Im « <0). (17) 

Аналогично доказательство paBeHCTB 

lim o(4, с; =) =го Ух Ух), (18) 
а > с 

lim | (a—c+1)Vv (a, с; =) =2Vxi-¢ K,_,(2V x). (19) 
a 

6.9.2. Другие частные случаи вырожденной гипергеометрической 
функции. Соотношение 

Ф (a, a; x)= e* (20) 

очевидно. Многие другие специальные функции также могут быть выражены 
через вырожденную гипергеометрическую функцию. Первую группу таких 
функций образует неполная гамма-функция и связанные с ней функции.
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В силу 6.5(2) и 6.5(6), а также 6.5(7) и 6.3(7), получаем 
оо 

Г (а, х) = \ га dt= e-* Ч (1 —а, 1—а; x), 

& 

1 (а, x) =T (а) —Г (а, x) =a'x* D(a, а-+- 1; —х. 

Для интеграла вероятностей имеем 

x 

Et (y= |e faa | x?) =x O(5 a), 

0 
со 

Bric (x)= оба = г(5, x?) = (5 1. я). 

x 

[Гл. 6 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

Для интегральной показательной функции, интегральной логарифми- 
ческой функции, интегральных синуса и косинуса и интегралов Френеля 
имеем 

О 
— 81 (—х) = \ Sat=e* (1, 1х), 

& 
& 

dt ; 
li(x) = сжав (in x) =— x (1, 1; —Шх), 

0 
& foe) 

$ (д = ( sine = |9 — 
i (x) \ me dt 5 => dt 

0 x 

=5—= е-1* Wl, 1; ix) + + iol Wi, 1; —ix), 

=F ew, 1; 1х) — 5-е WL, 1; — ix), 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30)
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Функции параболического цилиндра из гл. 8 также являются вырож- 
денными гипергеометрическими функциями: 

у 1 У 1 |1 
=~ —— x — __ ae 49| — 

Ь, (х)=22е 3 = ( 2’ 2? 5 =) = 

I~ Os 

_Их частным случаем являются многочлены Эрмита 

—22 2 4 ху (5—2 3 x), (31) 

—- x? 

ITD (32) 
п — 3 Щи 

Hy (=) = 278 Dn (x) =2 Ру n 3,1 ), 

где и — неотрицательное целое число. 
Далее Wa, 0; х)=х(а--1, 2; x) связана с функцией Бейтмена 
х а 

k, |5, где veg. Первоначально Бейтмен положил 

В, (х) = = cos (x tg 6 — v6) dé (33) 

Р
а
 

при вещественных значениях х и у. Тогда 

T(v + 1) Re, (х) =e * W (— vy, 0; 2х) ДлЯ x > 0. (34) 

Это равенство полезно рассматривать как определение функции Rk в разре- 
занной плоскости. По первоначальному определению Бейтмена А, (— x)= 
== k_, (x). Эта формула перестает быть справедливой, если использовать опре- 
деление (34). Вместо нее имеем 

hy, (— Е & 10) =», (6) —e* "Ч еЁ Ф (—ч, 0; — 28), Е>0. (35) 
Если а — отрицательное целое число, то Ф и W являются многочленами 

от х, связанными с обобщенными многочленами Лагерра из гл. 10 

L* (x) = Yn O(—n atl x)= ко W(—n, atl; x), (36) 

n=0, l, 2, ... 

Tak называемая функция Лагерра при произвольных значениях у является 
просто иной записью для вырожденных гипергеометрических функций (Pin- 
пеу, 1946) 

LY (x) = @O(—v, «+1, x). (37) 
| 

T(v+1) 

Если c—a—1—neotTpuuatenbHoe целое число, To xo! W (a, с; x) является 
многочленом и 

7 (а, ап Гл =х “т (—n, l1—a—n; x)= 

= (а)„х “п Ф (— п, L—a— п; x) = (a)gx ALF — (x), (38) 

п =0, 1, 2, cee
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Можно доказать (Erdélyi, 19371), что вырожденное уравнение тогда и только 
тогда имеет решение, являющееся конечной комбинацией элементарных функ- 
ций, когда либо а, либо с— а— целое число. 

Важное значение имеют многочлены Пуассона — Шарлье (Cere, 1962), 
встречающиеся в теории вероятностей. Они могут быть выражены с по- 
мощью вырожденной гипергеометрической функции в виде 

(х—п-- 1), O(—2n, x—n+1; 0). (39) Pn (х) = —— 
” V a’ n| 

Tak называемая функция Торонто (Heatley, 1943) определяется равен- 
CTBOM 

ri 1 

Следующая таблица дает информацию относительно наиболее важных 
частных и предельных случаев вырожденной гипергеометрической функции. 

Частные случай вырожденной гипергеометрической функции 

Параметры Функции 

a=1,2,... Неполная гамма-функция и ее частные случаи 
a=0,—1, —2, ... Многочлены Лагерра 
а-> с Функции Бесселя 
с =0, с=2 Е-функция Бейтмена 

1 3 
=, C= a5 Функции параболического цилиндра 

с =а Элементарные функции, неполная гамма-функция 
c —a=1, 2, 3, ... Ф — многочлены Лагерра 

W — неполная гамма-функция 
с =2a Функция Бесселя 
с =а=! Интегральная экспонента и связанные с ней функции 

1 3 ao 

a=>, C= Интеграл вероятностей и связанные с ним функции 

6.10. Преобразование Лапласа и вырожденная 
гипергеометрическая функция 

Для преобразования Лапласа функции Р (#) будем использовать обозна- 
чение 

со 

L{F(t);s} = \ e-st F (t) dt = f (8). (1) 
0 

Часто будем писать короче: L{F}. Из теории преобразования Лапласа 
известно, что если L{F,} и L{F,} абсолютно сходятся, то имеет место 
теорема умножения 

t 

L{\F,(@) Е, @@—4) du} =L{F,()} L {Fs O}. (2) 
0 

Далее известно, что комплексная формула обращения 

| t+ ico 

FO=55 + Ге (9) 
1—1 с0
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справедлива, например, если L {F} абсолютно сходится при Re sy, а функ- 
ция Р(х) имеет ограниченное изменение и непрерывна в некоторой окрест- 
ности точки ¢. Бесконечный интеграл понимается, вообще, в смысле главного 

1-м 
значения Коши, то есть как lim \ ‚ когда А -+ со. Однако если функция f(s) 

y¥—iA 
абсолютно интегрируема на прямой Кез =, можно просто писать в фор- 

7+1 
муле (3) \ 

y—ic 

Известно много пар преобразований Лапласа, в которые входит вырож- 
денная гипергеометрическая функция. Можно переписать формулу 6.5(2) в виде 

[1—1 (1 + 2)°%"} =Т (а) V (a, c; x), Rea>O0, Ве; > 0. (4) 

Далее, при Re d>0 и Res > шах (0, Rek), |s|>|k|, имеем 

L {t®" @ (a, с; kt)} =T (b)s-8 F(a, 6; с; ks“) = 

=T(b)(s—k)? F(e—a, р; с; =), |s—R|>[R|I. (5) 

Первая формула может быть получена либо путем почленного интегриро- 
вания степенного ряда для функции Ф, либо из формулы 6.5(1) и интеграла 
Эйлера для гипергеометрического ряда Гаусса. Вторая формула получается 
с помощью преобразования Эйлера первой формулы. Если k — отрицательное 
вещественное число, то при условии, что Rea >Re J, можно перейти в фор- 
муле (5) к пределу, когда $ —+ со. При р ==с (5) принимает более простой вид 

Е {t*" O(a, с; 6)} = Т (©) 5“ (1—8), (6) 
Rec>0, Res>l. 

Из (5), 6.5(7) и 2.9(33) вытекает, что 

Lit Ч (а, с; 8} = 

T(o)T(6—c+1) F(b, 6—c+1; at+b—c+1; 1—s)= ~ T(at+b—ce+T) 
Reb>0, Rec<Reb+1, |1—$|<Ь 

= ЕТ $8 F(a, 6; at+b—e-+1; 1—1, (7) 

Кез> 5. 

Этот результат может быть записан во многих эквивалентных формах и 
может быть распространен с помощью аналитического продолжения на полу- 
плоскость Ке $ >> 0. Если Кеа>Кеф, можно перейти в формуле (7) к пре- 
делу, когда s— -|- 0. 

Другие пары преобразований Лапласа вытекают из первого экспонен- 
циального интеграла Вебера 

У 
а — 1 _ 

Lit * ЛОУ в} = Fern s-? D(a, v-+ 1; — 51), (8) 

Rea>0, Res>0O. 
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Точно так же 

У 

Lit? КО ИБ} = тета +559, ©) 
Rea>0, Rea>Rev, Res>0O. 

Соотношение 

L {t@1 F(a, 6; с; —t)}=T(c)s*° V (a, a—b+-]; 8), (10) 

Rec>0, Res>0O, 

эквивалентно  интегральному представлению функции W,,, данному 
К. С. Мейером. 

Другая пара преобразований 

L fe" ¢"—? @ (a, с Ap =2 "1 e—1¥(e—s, a+—: real (11) 

В обозначениях Уиттекера основные формулы могут быть записаны сле- 
дующим образом: 

{ 

L {е?М,, , ()} = 
3 

—T (x ++ 5) $ ви ь я; ebb st), (12) 

Ке (att 5) >0 Res >> 0; 
1 

Lieve’? M,,(0)} = 
=TQx+1)(s—2—5) (sat) ”, (13) 

Вер =. Кез> Reh— 5; 

т 3\ т : 3 t atn+5)Ta—p+5) a —p—8 
L {e И, в, (#)} = Т(а—х--2) $ xX 

x Flatet 5, ия уз а я 43 los), (14) 

Ве (ежи +5 | >0, Res>0. 

Из теоремы умножения (2) и формулы (6) вытекает интегральная тео- 
рема сложения для функции Ф: 

1 
c-1 __ уси 

то о" Fe (a, cs tu) du 
0 

fe+er—1 

тео Pte +0; 0, Ree>0, Rec’ >0. (15) 
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Отметим особо частный случай а’ == 0; 

t 

\ и п-т (а, рии ФТ aa D 6 (a, сое (16) 
0 Rec >Re y>0. 

6.11. Интегральные представления 

В этом пункте основные интегральные представления будут обобщены 
путем введения контурных интегралов, а также будут получены дальнейшие 
интегральные представления. 

6.11.1. Функция Ф. Интегральное представление 6.5(1) основано на инте- 
грале Эйлера первого рода 1.5(1) для бета-функции. Ограничения, наложенные 
на параметры, могут быть сняты полностью или частично путем введения 
контурных интегралов, как это было сделано в п. 1.6. Применяя вместо 1.5(1) 
формулы 1.6(6), 1.6(7) или 1.6(8), приходим к интегральным представлениям 

Ф (а, с; x) = (2 ее" T (1 — a) T(c) T (1 + a—c)x 

(1+,0+, 1—,0—) 
x \ evt¢a-1 (1 — аа (1) 

1 T(c)T( ЧЕ И a—e tsa-1 (+ 1\c-a-1 Ф (а, с; х) = 55} Га) е* 14-1 (1—1) dt (2) 

+) 

Jetport,  @ 
1 

1 T(e)T(1— a) 

~ Oni ~T(e—a) 
Ф (а, с; x)= 

Re (с — а) > 0. 

В формуле (1) контур интегрирования является двойной петлей (рис. 4), 
начинающейся в точке А между О и 1 на вещественной оси ¢, обходящей 

(1+ 0+,1-0-) 
Рис. 4. Области сходимости. 

сначала точку Ё=1 в положительном направлении, потом Ё=0 в положи- 
тельном направлении, далее { =1| в отрицательном направлении и, наконец, 
2 —0 в отрицательном направлении и заканчивающейся в точке А. При этом 
в начальной точке полагают arg & = аге (1 — #) =0. 

В интеграле (2) контур является петлей, которая начинается и закан- 
чивается в Точке #=0 и обходит точку | в положительном направлении.
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Это же имеет место в формуле (3), где 0 и 1 меняются ролями. Все степени 
понимаются в формулах (2) и (3) в смысле главного значения. 

Функция Ф может быть также выражена через функции Бесселя. Из 
6.10(16), где 1=2а, и 6.9(10) имеем 

Т (a) T (ec — 2а)Ф (а, с; x)= 
| 1} 1 

_ -— — а = а-= 

= V xT (c) x? \ e? ” 2 (1 —# | 1 [5 xt) dt, (4) 

0 
Rec>2, Кеа>0, 

T (ec —a) Ф(а, © x) =T (6) etx? | tps Jes ([2V xt ] dt, (5) 

0 

Rec>Rea>0, Rex>0. 

Дальнейшие интегральные представления могут быть получены с помощью 
комплексной формулы обращения 6.10(3), преобразования Лапласа 6.10(5), 
где А =1, и 6.10(6) 

¥ +700 

P (a, ¢ th=5— = Г (6) ti-b + ests) F(a, 6; с; 5!) ds, (6) 
1 — too 

Red>0, y>l, 

| 1 + foo 

(a, с д=о Ге \ е51 5—6 (1 — $1) @ ds, (7) 
} — foo 

Вес > 0, 11. 

Если в формуле (6) b=n-+1, п=0, 1,..., то подынтегральная функция 
является однозначной функцией от $, и путь интегрирования может быть 
заменен замкнутым контуром, например кругом, 

P (a, с; ое" \ est F(a, п-- 1; ¢; s7) n=0, I, 2, ... (8) ae 

С 

6.11.2. Функция Т. Аналогичное исследование функции ФТ приводит к сле- 
дующим интегральным представлениям: 

(0+) 
(а, с; х) = 7 а" Т (1 —a) \ ext -1 (1 gyc-a-1 gy (9) 

coel? 
п п , 

—5 Зах < 5, arg $ = ф в начальной точке пути; 

T(a)T(a—c+1)V(q, с; ок? | ett АК, [2V XE | dt, (10) 

0 
Rea>0, Re(a—c)>—1;



6.11] ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 261 

со 

Г (6) (@, © х) = ха \ ео F(a, асе 1:8; —2) de, (11) 
0 

Reb>0, Rex >0; 

T(iatb—ce+1)V (a, с: Пт + ee x 

x { es's-9 F(a, 6; at+b—c+1; 1—5 43, (12) 

Reb>0, Re(b—c)>—1, — 

При х > 0 из формулы 6.5(2) вытекает следующее интегральное представ- 
ление. Предположим, что Кеа > 0, Кес<1 их>0. Тогда можно преобра- 
зовать путь интегрирования в отрезок вещественной оси от точки t=O до 

1 1 | . 1 
=—5 и луч от #=— 5 до = — tio. Вдоль (0, —5] положим 

t = ие", вдоль — — 5 +15] ПОЛОЖИМ 

ей т— 6) eif 

Тогда получим 
i 
2 

ге "а Т (a)W(a, с; x)= \ етих ца-* (] — и) аи — 

0 

Аналогичная формула получается, если путь интегрирования деформируется 

в отрезок (6, —s), вдоль которого теперь полагаем ¢t==ue!™, и луч 

1 1 ев—п› 
|->, 5—1), ВДОЛЬ которого f= 5. Вычитая вторую формулу 

из первой, получим 

у." 

x 2 

в (а, с; х) =2 ТТ (1 —a)e’ \ (cos 6) с cos | tg § + (2a —c) | 44, (18) 

0 
x>0, Rec<1l, afl, 2, ... 

Условие Rea>O0, использованное при выводе, может быть снято путем 
аналитического продолжения. Однако некоторое ограничение на а должно 
быть наложено для того, чтобы обойти полюсы гамма-функции. Формула (13) 
соответствует интегральному представлению 6,9(29) для -функции Бейтмена.
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Мейер (С. S. Meijer, 1938, 1941) дал два следующих интегральных пред- 
ставления: 

«-> ° — Sch 2 | 

Wa, с; x)= x |: РЁ (ch t) (2 sh t) "dt, (14) 

0 
| 3 

=е—2а-5, У=е—5, Кех > 0, ReaA<l, 

и 1 ~£4, “(ЦС 
Wa, с; x)=?” rT" ох 2х 

Va 

Pp —5(sh 62 _ 
x \ e De-2q(V 2х ch t) ch [(e —1)¢ dé], (15) 

0 Re x > 0. 

6.11.3. Функции Уиттекера. Основные интегральные представления для 
вырожденных гипергеометрических функций Уиттекера таковы: 

P (Fatt (5 +e +4) My = 
1 > yet pete и - 5 ~ parte ть +1) x о? (1 —2) (НО at, (16) 

Re (uty > ——; 

x 

Г (> tex -- 1] М», в (х) =T (Qn + lye? Vx ete “3 Joy (2V tx) dt, (17) 

2
,
 

Re (u +2) > — 5; 
| 

гв) Mn) = 

Xx 1 © 1 1 
—— 4+ — —---—х и о м 

=e 2х? \ ete aa or А (18) 

0 1 
Re (и —*) > —5, Рех >> 0, 

И 

ico | 

_х гота 8) т[у-ии- 

ny p(X) = е 2х xSds, (19) 
ый тт 

e/ 5 и] |2 |. 
— оо 

_3 <a coon FES age cyt,
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1 ] 
где ни = +-x+-u ни 5 -- х — в не являются целыми положительными, а путь 

интегрирования отделяет полюсы Г (5$) от полюсов 

г яв г уаз. 

6.12. Разложения по многочленам Лагерра и функциям Бесселя 

Для вырожденной гипергеометрической функции, помимо разложений 
в степенные ряды, бывают полезны другие разложения. 

Положим в формуле 6.11(9) 9 = 0, с=а- 1, = . Получим 

+) _ хи 
(а, a+; хот eT (1—a) \ е и пала (| — п) du. (1) 

1 

(шее Ги =» L(x) и", [ul <1, (2) 
n=0 

является хорошо известной производящей функцией для обобщенных много- 
членов Лагерра (Cere, 1962, (5.1.9)). Так как ряд сходится лишь внутри 

(0 +) (0 +) 
единичного круга [a] <1, пишем \ —= Ни \ , u-l—, и подставляем 

1 v 

(2). Так как 

(0 +) 

n 
, ета sin (ап) uta, 

Q 

то получаем 
пу (a) 

Г (4) WU (a, а 1; х) = limo ¥ a 

и, В силу теоремы Абеля о непрерывности степенных рядов, имеем 

о 1 (9) 

Гуа = У, т, (3) 
n=0 

n=0 

где бесконечные ряды сходятся. Из известной оценки для обобщенных 

многочленов Лагерра (Cere, 1962, теорема 7.6.4) видно, что если <5, 

то ряд сходится в любом конечном положительном отрезке для x. С другой 
стороны, используя преобразование 6.5(6), имеем 

10) 
Г (а —а) № (а, a+; х===“ У et (4) 

n=0 
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1 
где ряд сходится (для положительных X), если а > —>5. Вне положительной 

вещественной полуоси оба ряда расходятся. Разложения (2) и (4) принад- 
лежат Трикоми. Другое разложение по многочленам Лагерра 

Ф (4, С; aan 
„Х — )= day У бе, (6) 

n=0 

Ix|<l, у>0, 
1 

является обобщением разложения (2) и при X= дает разложение функ- 

ции Ф на отрицательной полуоси по многочленам Лагерра. Оно принадлежит 
Эрдейи (Erdelyi, 1937a, равенство (5.7)). 

Трикоми (Tricomi, 1947, 1949) дал два разложения функции Ф по функ- 
циям Бесселя. Эти разложения полезны для изучения поведения функции Ф 
при больших значениях параметра. Первое разложение имеет вид 

Фак юге (ах) Pete У Anit)(~)? /.иУае, — 6) 
m=0 

где а вещественно, 2==0 и коэффициенты A, определяются с помощью 
производящей функции 

\ n 22 + (h— Nz]? 
Уи 2 — (L-hgarett (7) 
m=0 

Из асимптотического представления функции Бесселя большого порядка 
видно, что бесконечный ряд (6) схоцится одновременно с рядом 

ee) 

Am (№) хт 

тет Fl 
и, следовательно, абсолютно и равномерно сходится в каждой ограниченной 
области комплексной плоскости х. Из (7) имеем 

A=1, А = (@ ИА Ap=(h— sats @+0@е-+2) (8) 
и рекуррентное соотношение 

(m+) Ава = —2h)m — h(a] An — 
—[(1—2h)a + A(h—1)(a-+ т] Ama + h(t —1) @Am-o (9) 

m= 2, 3, 4, ..., 

для вычисления остальных А. Поэтому 

Am (0) =(— 1)" 1 -") (а), Am (1) = ТТ“ (— а), (10) 
и если а=п=0, |, 2, ..., то 

п 

— _ k _ — (№ 1 а 
Ав (A) = h™ "cary oe TMT aE (5).
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Функции А являются многочленами от а, a, Й и степень Ам по @ равна 

|5], если ASA x ‚и |5 |, если = ([2] — наибольшее целое, меньшее 

| 
или равное 6). Наиболее удобным значением для A является 5. 

Второе разложение Трикоми имеет вид 

x 

e > @(aatl x)= 

=D (@-- 1) (xx)? у А (5 + 5) лы (2Vxx), (11) 
n=0 

где %= xt 5 — а является параметром Уиттекера и Ay (%, A) — коэффи- 

циенты в разложении 

eZ (1 — 2)*-Х (1 +z) = У An(s №) 27, |2|<1 (12) 
n=0 

Трикоми (Tricomi, 1950) показал с помощью рассуждений, похожих Ha при- 
мененные в связи с формулой (6), что бесконечный ряц в (11) сходится во 
всей плоскости х. Кроме того, разложение (11) может быть применено для 
приближенного вычисления функции Ф при больших значениях x. Из (12) 
имеем 

А, (*, ^)=1 А, (х №) =0, А. ( №) =), 

2 1 
А; (x, h) = 3 %, A, (x, A) =? (A)oy 

A; (* №) =— 2 5+3) %, Ag(%, №) = x As -- с 

"Анн (ty 0) == (tL 2k—1) Any (% №) -—2= Ава (% №), п==, 3... (13) 

3 mo х. Также где A, является многочленом степени 

An(—%, A)=(— 1)" An(% A). (14) 

Дальнейшие детали см. Tricomi, 1949. 

6.13. Асимптотическое поведение 

Асимптотическое поведение вырожденной гипергеометрической функции 
различно в зависимости от того, что принимает большее значение: перемен- 
ное, один из параметров, оба параметра или, наконец, все три величины. 
Полный список результатов пока еще не получен. 

Исследования основаны или на интегральных представлениях или же непо- 
средственно на дифференциальном уравнении, или на подходящем разложе- 
нии в бесконечный ряд. 

6.13.1. Поведение при больших значениях |x|. Поведение вырожден- 
ной гипергеометрической функции, когда х-+со, может быть изучено с
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помощью основных интегральных представлений. Если положить в 6.5(3) 

№ 

оо У ас + Ry 
n=0 

и оценить интеграл, содержащий Ал» то получим, что 

№ 

W (а, с; x)=) (—1)" (2)n ener 1) x22 1 O(| ха М1, (1) 

П==0 

N=0O, 1,2, ..., х — ©, —Sa<age<s. 

Этот же результат может быть получен из 6.5(5) путем сдвига пути инте- 
грирования влево, вычисления вычетов, когда мы проходим через полюсы 
Т (а-- 3), и оценки оставшегося интеграла. Заметим, что этот результат Ha- 
ходится в соответствии с 6.6(3). В самом деле (расходящийся) формальный 
степенной ряд „К, является асимптотическим разложением в соответствую- 
щем секторе для аналитической функции, определенной формулой 6.6(3). 

Поведение функции Ф может быть выведено из 6.7(7) 

Ф (а, с; х) = 

М 
Г (с) ep) (а)(а—е + 1)n (—xy® + 0х7“ М1) 4. 

—~ T (e—a) x т] 
n=0 

N 
T —@),(1—a)n п x .a-c-N-1 НЕО еле VCO Oe et откате, (2) 

n=0 

М, М=0, 1, 2, ..., 

e==1, если Imx>0, e=—1, если x <0, х-+ 0 —a<argu<n. 

В частности, если Кех -+ со, то 

Г (6) ха 7 
Ф (а, с; )= тах" “1-0 (| (3) 

а если Re x —+ — со, то 

Г (с) 
(c — a) 

Ф(а co x)= 5 (—+«)-?[1 + O(|x[7*)]. 

6.13.2, Большие значения параметров. Если c— со, в то время как аи 
х ограничены, то поведение функции Ф описывается формулой 6.1(1). 
В частности, 

Ф (а, с; х) =1--О(с[!), а, x ограничены, ¢ — со. (4) 

Если с — 0, в то время как с—аи х ограничены, то 6.3(7) дает требуе- 
мое описание. В частности, 

Ф (а, c; x) =еИ-НО(]с[!)|, c—a, x ограничены, с-—+ oo. (5)
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Поведение функции ФТ в этом случае может быть выведено с помощью 
6.5 (7), 1.18 (3) и 1.18 (4) 

W (а, с; х) = (—- И -НО (|1) + 

Ия вер [хе (е— 5 )ше|[1+0(2[')| (6) 

a, х ограничены, с — со, [arg с| <a—e, |аго (—с)| <п—в => 0. 

Соответствующие результаты, когда с — со, а с—а и xX остаются ограни- 
ченными, вытекают из 6.5 (6). 

Случай а — со более труден. Перрон (Реггоп, 1921) обосновал изучение это- 
го случая на интегральном представлении типа Лапласа и применил метод 
наискорейшего спуска. Среди дальнейших исследователей отметим Трикоми 
(Tricomi, 1947), который нашел, что при некоторых ограничениях его разло- 
жение 6.12 (11) является асимптотическим, а также Тейлора (Taylor, 1939), 
который использовал метод Лангера для асимптотического представления 
решений дифференциального уравнения. Результаты Тейлора будут описаны 
в 6.13.3. Если |x| и |x|"? ограничены, положение дел заметно упрощается. 
В следующих ниже формулах с, хи х ! ограничены, a— co. Более удобно 
выражать формулы через 

= — a. (7) 

Предполагается, что |arg х — argx|<7, Имеем тогда следующую таблицу, 
где = — некоторое положительное число: 

1 1 Cc x 

arg х между Ч ча 
x х е Ч (а, с; x)= 

_1 
—n+te,t—e УЗ cos( xx — 2Va% — = [1-0 (= "| (8) 

_1 
e, 8m —e = + i) exp (вия ЭРУ |1 +O (|x| 2 ] 9) 

_1 
Qn Ре, 4In—e VT cos (xx —2Vex + 4.) Г LO (* 2 ] (10) 

_1 
ее ORF | _ =i) exp (ит —24V ax ) E 40 (x)? ] i) 

Асимптотическая формула для Ф при тех же самых предположениях полу- 
чается из 6.7 (7) 

x 

Ф(а, © x)= V2 Tce? 4 2х 

х { с, 22 V xx 4 ce! V xx 4 

3 с 3 С 

2 

ya 
x 

exp [Im (2V%x) |} (12)
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При целом $ мы имеем 

1 in(s— 7) @e—1) 

= — @ 

У2= 

| in (s+ +) —1 
— @ 

У2= 

Для Ф Тейлор дал также асимптотическую формулу, справедливую рав- 
номерно в окрестности точки x ==0. Если хх ограничено, то 

1 

Ф (а, с; xX) =Г (с) (их)? — 2 е 

‚ (2s—22r+e <argVxx<(2s+1)x—e, (13) 
Cy 

» (2s—l)nte<argVuxr< (2s +2)n—e. (14) С — 

© x 

Ле, (2V%x) +0 (* 1), (15) 

с, %, х ограничены, х — оо. 

Случай, когда а, си с—а одновременно стремятся к бесконечности, не ис- 
следован полностью, однако известно, что если 

a=VvA +a, c—a=vB +-8, (16) 

где a, 8 — фиксированные, возможно комплексные, числа, а А и В — фикси- 
рованные положительные числа, причем у-—+со, пробегая положительные 
значения, то имеет место формула 

V 2x (c) —tx (__ да с-а —1 УВтаге-а. (-2° а П--О(")] (17) Ф (а, с; x)= 

Здесь использовано сокращенное обозначение #= — 

_ АВ 
— А-В. 

aap =Аа+9= 
См. также 6.13.3. 

6.13.3. Большие значения переменного и параметра. Если а ограни- 
чено, с» сои х— со так, что |х|<|6|, то поведение функции Ф может 
быть изучено с помощью формулы 6.1 (1). Положим х = 0 &|<1— 
—=(= > 0) и используем 1.18 (4). Тогда имеем при с -—+ со 

1 Г у 
ac rea 51-х и- с" +0 (Ио Г] 

oa, ¢ &)=0—ge]1— 2S (Е) +0(16[*)|, (9) 
а ограничено, |&|<1— а, e>0. 

Соответствующая формула при ограниченном с — а ис, х-—+ со может быть 
получена с помощью преобразования Куммера, формула для W—c по- 
мощью 6.5 (7). 

Если а и х неограниченно возрастают, поведение вырожденных гипергео- 
метрических функций более сложно. Тейлор (Taylor, 1939) применил метод
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Лангера, чтобы вывести асимптотические формулы для вырожденных гипер- 
геометрических функций из дифференциального уравнения. Положим снова 

С 
хо а. (19) 

Тейлор вводит вспомогательное переменное 

е- {ТУ их У, (20) 

Здесь аргументы чисел x, хи х— 4% равны нулю, если эти числа положи- 
тельны, а для других значений аргументы получаются с помощью аналити- 
ческого продолжения, при котором выполняется условие | arg х — аге х | < 
<. Тейлор изучил сначала асимптотическое поведение функции ЧФ при 
условии, что §— CO, причем существуют также постоянные ги М такие, 
что 0<г=—<1, М>0 и |х| > М] [ГИ ", когда х-+ оо. Его результаты в 
этом случае имеют следующий вид: 

Cc 1 1 х 

arg & между yey? 4 ое 2 W (а, с; x)= 

же, в ее био яг )toder и | en 

—n-fe, жа ei LOUx| М НОЦЕГ DI (22) 

пе Зе | (tie МП ОЦкр ОО | ea) 

оке, ба в ie toe) ОЕ (24) 

1 

При ограниченном § или х—4=0(|*| 3) Тейлор получил асимптотиче- 
скую формулу 

с 1 1 x 
—— — — — Хх —— 

wx? 4(~—4r)$ e 24а x)= 
т т 5 

(ел @—e бл®) +04 °, — @) 
3 

| 

3 
1 

x—4n=0(|%[2), х— 00. 
Для Ф Тейлор получил 

С 1 х 

(хх) 2 3. 2 oa, с; x)= 
5 3 

=P (Jos Уж +e xt 0(ар|ш Ух), 26) 
1_. 

[5 

с, arg x, ага х ограничены, х=0 (113 )) %— OO.
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Если хх велико, функция Бесселя может быть выражена через элементар- 
ные функции 

1 __ _ 
х 4 fc, 22 Vxx Ч се EV xx 4 |

 
- 

| — 1 
Ле (2 У xx) = V2 * 

4+ —— 0 [exp |1 Ух) |} 
V xx 

где с, и Cy такие же, как в (13) и (14). 
Далее, при больших а и х разложение Трикоми 6.12 (10) является асимп- 

тотическим представлением, если х —+ со и х=О(]*]Р) для некоторого p< 
1 

<a (Tricomi, 1949). 

Случай, когда оба параметра и переменные велики, не изучен еще си- 
стематически. Эрдейи (Erdelyi, 1938) применил метод наискорейшего спуска 
к интегральным представлениям типа Лапласа для того, чтобы исследовать 
поведение вырожденных гипергеометрических функций, когда 

X=VX-+6 а=уА а c—a=vB+6, А, В, Х — вещественные, (27) 

и либо 

A>0, X>0, (28) 

либо 

A>0, В>0. (29) 

Вещественные числа A, В, Х, а также числа а, В, & которые могут прини- 
мать и комплексные значения, считаются фиксированными, когда у-—+ со 
вдоль положительной полуоси. Квадратное уравнение по # 

ХЕ(Е-1)— А-П — ВЕ=0 (30) 

имеет в обоих рассматриваемых случаях два различных вещественных корня. 
В случае (28) обозначим через & (единственный) положительный корень, а 
в случае (29) — через fy (единственный) корень уравнения (30), лежащий 
между —1 и 0. Положим тогда 

ив =А(1-- ty)? + Ви = (1 +4,) (A+ Xth), h=1, 2,... (31) 

Эта величина положительна в обоих случаях. Тогда имеем 

Готье = Fe 04069, 8 
A>0, X>0, у-+ с, 

И 

Г (а) Г(е —а)Ф (а, с; x)= 

=Г (6) Vi e~ 2* (_4,)0 (1 + t5)°-2 [1 +0 (1), (33) 
A>0, B>0, yo. 

Эти формулы могут быть выведены соответственно из 6.5 (2) и 6.5 (1).
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6.14. Теоремы умножения 
Разложение Тейлора 

< A— txt gn 

год = YS At) 
ni 

n=0 

с одной стороны, и разложение 

1 Mf (hx) = У “hoy 2p У 
n=0 

являющееся частным случаем разложения Лагранжа (Уиттекер и Ватсон, 
1961, 7.32), с другой, являются источниками «теорем умножения» для функ- 

п п 

ций, для которых известны либо все ore) ‚ либо все а и Ft) . При- 

меняя формулы из п. 6.4 и 6.6, получаем следующие формулы умножения: 
(oe) 

Ф (а, с; Ах) = Ln (\ — 1)7хп @(a+n,c+n; x), (1) 
1 (C)n 

n=0 

—c © (a, блю У а (1 —r)"@ (a, c— п; х), (2) 
n=0 

(oe) 

Ф (a, с; Ax) =A? У On (| —^ 17 P(a+n, сх), Rei > 5; (3) 

n=0 

(oe) 

Ч (а, с; ›х)= » Dn (L—A)*x"?P (a+tn, ет; x), | — 11 < (4) 

n=0 

via gx are YOLEN aye w la, em my <b © 
0 

| 
W (а, с; Ax) = AT >) (Gn) (а — = ет ny — A)" BW (а-- п, с; x), (6) 

n=0 А — 11 <1, Reh>—. 

Все эти формулы могут быть переписаны как формулы сложения, если 

ПОЛОЖИТЬ h = | +2, Ax =х--у. Следующая формула умножения 

Ф (а, с; Ах) = 
со 

— (2) n 

— тп) 

принадлежит Эрдейи (Erdelyi, 1936с). Здесь = — любой параметр, который 
не может принимать лишь отрицательных нечетных значений. Ряд Гаусса Р, 
входящий в формулу (7), является многочленом Якоби и превращается 
В ультрасферический многочлен, если © =26 —|‚ и в многочлен Лежандра, 
если 8 —= с = 1. 

ХЕ +m 5 у Фаь в -ьх 0)
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6.15. Ряды и интегральные формулы 

За последние 20 лет было получено большое число соотношений, содер- 
жащих бесконечные ряды или интегралы вырожденных гипергеометрических 
функций. Здесь нет единой теории и полное изложение всех результатов 
было бы неосуществимо. Мы приведем некоторые примеры наиболее инте- 
ресных результатов и некоторые ссылки на литературу. Эти ссылки далеки 
от того, чтобы быть исчерпывающими, и дальнейшие работы могут быть 
найдены, в частности, в английской и индийской периодической литературе. 

6.15.1. Ряды. Многие из рядов, содержащих вырожденные гипергеометри- 
ческие функции, которые изучены в настоящее время, имеют одну из сле- 
дующих трех форм: 

(oe) 

У, a,P (а— п, с; x), (1) 
n=0 

oe) 

>) Вых" Ф (a +n, c+ 2n; x), (2) 
n=0 

(oe) 

SY) tn x" (a, ет; x). (3) 
n=0 

Некоторые из найденных результатов приведены в следующей таблице: 

Коэффициенты Сумма 

ии — с” T(c) с’—с 
Te’) Ра er») (4) 

Re (2c! —c) > 5 

п r 

a,=—(¢—C') (с cl-c 1-c 

nn п тре 4) * xX 
Вес >> Ве с'> 0 x (5) 

с'—1 c—c'-1 ,. (x —u)t 
12| < 1, larg х| < ря х\ (х— и) Ф(а, с’; пзехр|-- И | aw 

x 
2 

= A_ (t), t ec Bn nf) L¥l<lel 7x (6) 

(—1)" 
„— Qn} x 3 

X F(—n, a—c—n+1; е? (7) 

2— Cc; 2) 

ГОН) ye Я ИРУ e-y-t 
п п! T(e-+n) Tex \ eu (x—un) P(a,c—v;x—u)du | (8) 

Rec >Rev>0 с 9 
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Об этих и других связанных с ними результатах см. Erdélyi, 1936 в, с; 
1937 а, с. В (6) 

A, (t)= yous F(—m, a—c—n+1;2—0). (9) 
т ==0 

Дальнейшие ряды см. в 6.15.3. 
6.15.2. Интегралы. Неопределенные интегралы, содержащие вырожденные 

гипергеометрические функции, получают из формул дифференцирования 
п. 6.4 Hoe Многие определенные интегралы могут быть выведены из фор- 
мул п. 

Если А =—1 и Кеа > Кер > 0 в 6.10(5) или если Веа> Веб > 0 и 

Вес >> Кев-|- | в 6.10(7), то можно положить $ — со. Таким образом, 

(oe) 

\ to-1 h(a, с; —t)dt= 

0 

I (b) (ce) T (a— BD) 
T(a)T(e—b) ’ 

0< Кер<Кеа, (10) 

[(b) T (a— b)T (b—c +1) (11) 
Г (a) Г(а—с--1) , 

(oe) 

\ 12-11 (а, с; t)dt = 

0 

0 < Кер < КВеа, Rec<Red+1. 

Эти формулы являются формулами обращения Меллина для 6.5(4) и 6.5(5). 
Другие интегральные формулы таковы: 

co 

\ cos (2xy) ® (a, с; — у?) ау = 

0 

=" 7 «5, а +5; х), (12) а) 
с с 1 

Г (а) \ у? 1,2 Vey) ® (a, в —2 V¥) Ч (а, в 2 Ир dy = 

c 1 

=2=тгех 2 %14Vipeee—l_ (13) 
Ут-х 

Rec > 2, Re (¢ —2a) < 

(это — обращение преобразования Ганкеля для 6.15 (19)), взаимная формула 

rw | на 1 (а, с tx) dt= 

= Г(а’) | 11 (1 ++ ат (а, с; tx) dt, (14) 

Rea> 0, Reas Вес — 1, Веа’ > 0, Rea’ > Вес— |.
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Теорема сложения Магнуса (Magnus, 1946), имеющая вид 

+. ico 

= \ T (— a) TP (e— a) V (a, вх) У (с —а, с; у) аа = 

—ico 
= Г (6) Ч (с, 2; x+y), (15) 

формула И 
(oe) 

еее (x+y)? ® (a, 9 х)ах = 

° = (— "ГГ — а) yy? WU (c —a, с; у), (16) 
— Кес<п< 1 — Кеа, п=0, 1,2, ..., | argy| <x, 

тесно связаны с обращением преобразования Стильтьеса для 6.8(15). Отметим 
еще некоторые результаты Мейснера (Meixner, 1933). Интегралы по пара- 
метрам были также вычислены Эрдейи (Erdelyi, 1941) и Бухгольцем 
(Buchholz, 1947, 1948, 1949). 

Другие типы интегралов возникают при изучении нулей вырожденных 
гипергеометрических функций. Цветков, 1941, доказал, что для любых двух 
нулей & » функции Ф имеем 

1 1 
x 1 5+ х 

0 

Eso, Rec > 0, 

= |= e*(@(a +], с; 8, 6 =, Кес > 0, 

и для любых двух нулей & y» функции Ф имеем 

Cre 1 Ех 
|[Е- тен хе Ч (а, с; Ex) W (a, сх) ах ==0, 521, 
1 

=—f eS [Ф (а—1, с; 2,  Е=1. 
Отметим также формулу обращения с ядром 

Ех 

N(k, х) =е 2 Ф(5 +, с; ix), c> 0. 

Из 
(oe) 

(x)= \ м, x)g (h) dh 
— oO 

вытекает при некоторых предположениях 

тит = 
=®=- у tar ") as ума, 9) £0) ay, 

0 

6.15.3. Произведения вырожденных гипергеометрических функций. 
При изучении произведений вырожченных гипергеометрических функций 
часто используют обобщенные геометрические ряды (см гл. 5). В этом 
пункте будут рассмотрены некоторые случаи, в которых такое обобщение 
не нужно.
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Некоторые наиболее важные интегральные представления таковы: 

x oy 
е 2 2a, с; х)Ф(а', с; х) = 

_ i x , y\@ х у\ т 
= 77 \ (5-5 +5) (s+y-5) "x 

L 
er (+544 

где L— петля, Начинающаяся и заканчивающаяся в точке — хи обходящая 

F{a, а'; с; 4ху [43% — (х— у) 1} ds, (17) 

. 1 
особенности подынтегральной функции, то есть четыре точки == 

1 
= = У, в положительном направлении, а также 

Г (а) Г (с — а) Ф (а, с x) (а, 9 —х)= 
(ee) 

— 2 y-1—-C nal с | [Г (c)]2x \ (еее 1 at, (18) 
—00 

Rea>0, Re(c—a)>0; 

T (a) ® (a, сю (a, в x)= 2 (c) хе \ има (th =)" 4% (9 
0 

Веа > 0, Rex>0; 
к Ф (а, с; х) Ф (е—а, с; x)= 

—2х1сех \ К, * cos [(с — 2a) ¢] = dt; (20) 
cos ¢ 

м
ы
]
 

3 

т (1) У aa х)Т (а, с; 1) = 

(x + t) (y + 4) 
=a+ta—c+l, Rey>o, «yO. 

Можно добавить следующие интегральные формулы: 
(oe) 

— \ ew (ef ereyy+eyeP|a, а’; 7; f(xy rf) Jae (21) 
0 

\ e-Stte-1. Ф (a, с t) ®(a', c; Ad) dt = 

= (ce) (8 —1)-4 (3 — AJ“ ва -е Fla, a's в; ^ (8—0 (8— |, = (22) 
Кес> 0, Кез > Вех-- 1, 

с’ 

—-} 
co Cc 

= + 
Г(а-а') \ > Леа (2 Vxy) U (а, с; у)Ф(а', в; —y) dy = 

, ee, 
=T(c')x*? 2 We'—a',cte—a—a’ x) Pla, ata; —х), (23) 

Rec’ > 0, 1<Re (e+e) <2Re(a+a')+y,
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И 

г) \ ety? Ф(а, с; t) W(a’, 5 Mt) dt = CT (c) PQ) F(c ав 1—9, (4) 
0 

где либо 

p=c—l, o=—c, B=e—ce'+1, y=ec—a+a—c+], 

__ Г(а’— а) 

~~ Ta) ? 
либо 

p=ce+c’—2, cml—e—ec’, Вес’ — 1, 

о) _ T(a—a—c'+1) 
та ао C= P(a—e' +1) 

Эти и многие другие интегралы могут быть найдены в работах Эрдейи и 
особенно Мейера. Эрдейи (Erdélyi, 19364) выразил также интеграл 

(0+) 

eP29M, (042)... M n2) dz 
Xn? Pn (a 

со 

через гипергеометрическую функцию Лауричелла от п переменных. 
Некоторые бесконечные ряды, содержащие вырожденные гипергеометри- 

ческие функции, таковы: 

2 : om a P(a, еп; x) Pa’, ету = 
n= 

=e и ® (atm, си x—2z)@(a' +n, cn; y—2), (25) 
na п п 

\ (а) (с —a')y 

(C)n (c’)y п! 
P(a+n, сп x—z)P(a, c+n; y)z? = 

n= 

7 “Ch cheat Ф (а, с-- п; x) P(a' +n, c +n; y—2z) 2", (26) 
n= 

Ni (at! пе oN on 
Ре. 

0 (x) LY | (у) 2 — 

ву _@, | == (1 —2)-* aan? (+m e+ n; = x 

XYZ x Фи», ори; И (2), 21: 07) 
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[PT (¢ — ^)В У тои) Ф (a—n, с x) P(a—n, с; у) = 

п=0 

min(.+, у) 

2 (© (xy) an = [Г (©) (ху) _ Артем Х \ о 
хФ(а, c—h; x—1t) Ф(а c—d; y—t)dt, (28) 

Хон Ф(а-а— с с--2п; х)х:" =Ф(а, с; х)Ф(а, сх). (09) 

Эти ряды взяты из работ Эрдейи, где исследованы также другие ряды. См. 
также Burchnall, Chaundy, 1940, 1941. 

6.16. Вещественные нули для вещественных а и с 

Из 6.9 (1) иб.9 (2) вытекает, что нули функции M,,, совпадают с нулями 
функции Ф, а нули \,,, — с нулями W, исключая, быть может, х ==0, со. 

Если а и с вещественны, то Ф имеет лишь конечное число веществен- 
ных нулей, а YW — лишь конечное число положительных нулей. В самом деле, 
на любом конечном отрезке лежит лишь конечное число нулей, а, в силу 
6. 13 (1) и 6.9 (3), нет нулей при достаточно больших значениях |x|. Из 
дифференциального уравнения Уиттекера 6.1 (4) можно вывести, что при 
вецественных значениях @ и с каждая вырожденная гипергеометрическая 
функция имеет лишь конечное число нулей. 

Более детальное изучение числа вещественных нулей для Pla, с; x), 
где а ис вещественны (Kienast, 1921), основано Ha том обстоятельстве, что 
при некоторых предположениях либо функции Ф(а--1— с; x) G= 
=0,1,..,.m-+1), либо функции P(a+/, с x) (/=0,1,...п) образуют 
ряд Штурма. Результаты  Кинаста удобно изображать в виде 
диаграммы, где (вещественная) (а, с)-плоскость разцелена на области, внутри 
которых функция Ф имеет заданное число или положительных, или отри- 
цательных нулей (рис. 5, 6). В следующих диаграммах вертикальные линии 
отнесены к областям, расположенным справа от них, а наклонные линии — 
к областям, лежащим слева от них. Вдоль горизонтальных линий с == 
—=0, — |, —2,... функция Ф не определена. 

Положительные нули для Wa, с; x) могут быть изучены таким же 
образом. Однако для отрицательных вещественных x функция W, вообще 
говоря, принимает комплексные значения и отлична от нуля (см. 6. 8 (14)). 
Равенства 6.5 (2) и 6.5 (6) показывают, что функция У не может иметь по- 
ложительных нулей, если а и с вещественны и либо а>0, либо a—ct 
+1>0. Если —п<а<|1—п, n=1,2,..., функции (ар сх) j= 
=0,1,..., и, образуют ряд Штурма; все эти функции положительны при 
больших положительных значениях X, а их знак, когда х-—0, выясняется 
из формул 6.8 (2) и 6.8(5). Полученная отсюда информация может быть 
представлена в виде следующей ниже диаграммы (рис. 7). Эти результа- 
ты совпадают с результатами, полученными Милном (МПпе, 1915) и Цветко- 
вым, 1941 a. 

Приблнженные выражения для нулей были цданы Трикоми (Tricomi, 1947). 
Из 6. 12(11) вытекает, что если &—r-H положительный корень функ- 
ции Ф (а с; х) и с, —Г-Й положительный корень для Лс_, (х), то при
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Рис. 6. Отрицательные нули Ф (а, с; х\,
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больших значениях х 

ЕЛ, (| + 37a | 2e—2 +2, , +0629 (1) 

Шмидт (Schmidt, 1937) нашел аналогичный результат и показал, что ряц, 
первые два члена которого даются формулой (1), сходится при достаточно 

A‘ 

<
 

Ys
 

Рис. 7. Положительные нули W (a, с; x). 

больших значениях |а|; г-й положительный корень может быть приблизи- 
тельно выражен так: 

2с — 4a у (2) 

Дальнейшие детали относительно нулей содержатся в цитированных выше 
работах Трикоми и Цветкова. 

Комплексные корни (для вещественных аи с) были изучены Цветковым, 
19416, и Трикоми (Tricomi, 1950а). 

6.17. Дескриптивные свойства при вещественных а, с, Xx 

Результаты п. 6. 16 вместе с формулами дифференцирования, такими как 
6. 4 (10) и 6.6 (11), дают информацию относительно числа и приближенного 
положения нулей, точек экстремума и точек перегиба для вырожденных 
гипергеометрических функций, когда а, с, xX, а следовательно, Ф и Ф вещест- 
венны. Теорема Сонина — Пойя (Cere, 1962) определяет поведение вели- 
чин последовательных максимумов и минимумов. Запишем уравнение 6.1 (2) в
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самосопряженной форме 

_, dy a 

Ge (MO Gr) аку =O (1) 
и применим эту теорему. Мы получим, что экстремальные значения, или, 
точнее, их абсолютные значения, образуют возрастающую или убывающую 
последовательность, в зависимости от того, является ли 

—алхс! ех xe e-* — — ax2e-1 e 2% (2) 

убывающей или возрастающей функцией or x. Поэтому последовательные 
максимумы от |у| возрастают, если 

У} | | 
we а> 0, x<e——- ИЛИ а< 0, x>¢—->,(3) 

и убывают, если 

20 0 хе или a<0, х<с 1. 4 a>, $) ’ — 9) ( ) 

10 Рассмотрим функции Уиттекера М,, „и W,, pe 
Пусть ] 

> 2(p° — 7 
—— an — . e7 — отрезок | 0, > , 

aN 

= \ Применим к 6.1 (4) теорему Сонина — Пойя. 
\ Последовательные относительные максимумы 

-27|- \ |z| возрастают, если 
\ х>0илх лежит вне Jf 
\ ИЛИ (5) 

~79 | % <0 HW X лежит внутри C7, 

O(-45 ,7; 2) и убывают, если 
х >0илх лежит внутри с 

Рис. 8. ИЛИ | (6) 
х <0 H x лежит вне J. 

Величина дальнейших экстремальных значений может быть приближенно 
вычислена с помощью асимптотических представлений, развитых в п. 6. 13. 

В качестве примера изучим 

14. 

при вещественных x. В обозначениях Уиттекера * —= 5, м = 0. В силу 6.4 (10) 

1 1 5. у=—4-1$(-35, & x), (8) 

Ясно, что у(0)=1, у’ (0) = —4,5, и так как Г(— 4,5) <0, то из 6.13 (3) 
следует, что у (— co) = оо, у’ (— со) = оо, у (©) = — о°, у’ (05) = — со. В си- 
лу диаграммы п. 6.16, у имеет пять положительных нулей и не имеет отри- 
цательных нулей. В силу 6.16 (2), нули функции у имеют приближенные 
значения 0,3; 1,5; 3,7; 6,9; 10,6 и, в силу 6.16 (2) и (8), экстремальными точ- 
ками являются х== 0,9; 2,8; 5,8; 9,9. Кроме того, поскольку во всех этих 
точках выполнено условие (2), то максимумы [у| образуют возрастающую 
последовательность. Набросок графика для у, основанный на этой информа- 
ции, изображен на рис. 8. 
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185 О оеренциальные уравнения 183, 

— — для частного случая @-функции 210 
интегральные представления 192 

— —, квадратичные преобразования для 
зРо 190 
— —, конечность 183 
— —, кубичные преобразования для зРо 190 
— —, многочлены Бейтмена и Пастернака 
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—, обобщение биномиального ряда 196 
—, обозначения Похгаммера — Бернса 184 
—, почти уравновешенный 188, 190 
—, преобразование Ганкеля 193 
—, — Лапласа 192 
—, преобразования квадратичные и ку- 

ичные 190 
—, — линейные 188, 191 
—, рекуррентные соотношения 186, 187 
— смежный 188 
—, сходимость 183, 185 
—, теорема Ватсона 189 
—, — Диксона 189 
—, — Дуголла 190 
—, — Уиппла 189 
—, тождества 185 
—, формула Дуголла —Рамануджана 191 
—, — Ченкера 193 
—, 121(а, с; х) 237 
—, Частные случаи 191, 193 
преобразования квадратичные 76, 77, 

2, 118—121 
— кубичные 80, 102, 121—122 
— линейные 75, 76 

—, рекуррентная формула 71 
—, соотношения 119—111 
— усеченный 192 
—, формула Эйлера 72 
—, Частные случаи 92, 112—113 
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Гипергеометрическое дифференциальное урав- 
нение 69, 70, 71, 101 

— — — вырожденное 238, 239 
— — — —, общее решение 241 
— 6 —, фундаментальная система решений 

— — — обобщенное 183, 185 
Группа гипергеометрического дифференциаль- 

ного уравнения 104 
Гумберта символ 237 
Гурвица формула для &(5, v) 41 
Гурса таблица квадратичных преобразований 

—12 
— — кубичных преобразований 122 

С-функция Мейера — см. Мейера С-функ- 
ЦИЯ 

Дзета-функция обобщения 40 
— —, представление Эрмита 42 
— —, формула Гурвица 41 
— Римана — см. Римана дзета-функция 
Дирихле формула для $ (2) 33 
Пуголла разложение по функциям Лежандра 

6 
— формула 21 

Е-функция Мак-Роберта — см. Мак-Роберта 
Е-функция 

Жонкье соотношение для F (2, $) 46 

Заальшютца формула 78 

Инверсия относительно окружности 107 
Интеграл — см. соответствующее название 

Кели тождество 106 
Кнара формула 20 
Кольца функции 174, 175 
Конуса функции 176 
Крампа символ 67 
Кристоффеля формулы 
функций Лежандра 163 

Кси-функция Римана — см. Римана кси-функ- 
ЦИЯ 

Куммера ряды 102, 113—115, 237 
— — для In Г (2) 38, 39 

суммирования ДлЯ 

Лежандра многочлены 125, 126, 151 
— —, производящая функция 154 
— —, формула Родрига 151 
— уравнение 125, 126 
— формула для удвоения аргумента Г (2) 19 

функции 99, 126, 149 
—, асимптотические разложения 163 
—, интегралы 170—17 
rei интегральные представления 154, 155— 
60 
— на разрезе 143, 144, 145, 162, 163 
— первого и второго рода 127—139 
—, поведение вблизи особых точек 163—165 
— присоединенные 149, 182 
—, разложения 166—168 
— рекуррентные соотношения 140—141, 162 
—, связь с гипергеометрическим рядом 127, 
142, 143 
—, теоремы сложения 169—170 
—, тригонометрические разложения 146, 147 
—, формула Гейне 169 
—, — Уиппла 141 
—, формулы суммирования Кристоффеля 
163 
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—, частные случаи 148—155
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Лерха преобразование для Ф(а, s, v) 44 
— теорема 9 
Липшица формула для Ф(г, $5, 9) 43 
Логарифмическая производная Г-функции 30 

Мак-Роберта Е-функция 200, 201 
— —, интегральные представления 202—203 
— —, рекуррентные соотношения 202 
— —, Родственные функции 201 
— —, Частные случаи 201 
Мальмстена формула для In Г(2) 36 
Мейера С-функция 203, 204 
— —, асимптотические разложения 207 

дифференциальные уравнения 206 
интегральные преобразования 209 
преобразование Ганкеля 209 
пути интегрирования 203, 204 
ряды 208, 209 
свойства 207 
теоремы умножения 208 
тождества 205 
формулы разложения 209 

‚ частные случаи 201, 210—218 
Мелера — Дирихле формула 160 
Меллина — Бернса интегралы 63, 64, 65 
Меллина формула 20 
Многочлен — см. соответствующее название 
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Неймана интегральное представление для MHO- 
гочленов Лежандра 154 

Обобщенный гипергеометрический ряд — см. 
гипергеометрический ряд обобщенный 

Олбрихта решения уравнения Лежандра 140 

Папперитца дифференцизльное уравнение 100 
Параметры гипергеометрического уравнения 

69 
Плана формула суммирования 38 
Показатели, соответствующие особой точке 100 
Полигамма-функции 59 
Порядок гипергеометрического ряда 219 
Похгаммера символ 67 
Произведения гипергеометрических рядов 94— 

6 
Производная Шварца 105 

Разность показателей 100 
Рамануджана формула 26 
Решения гипергеометрического дифференци- 

ального уравнения 69, 70, 72,73, 81—85, 101 
— дифференциального уравнения Римана 101 
Римана дзета-функция 47, 49 
— —, интегральные представления 47, 48 
— —, контурные интегралы 47, 48 
— —, разложение в ряд 49 
— дифференциальное уравнение 100 
— кси-функция 
Ролрига формула для многочленов Лежандра 

Ряд — см. соответствующее название 

Стирлинга ряд 62 
5-функция Шварца 184 

Таблица — см. соответствующее название 
Тождество — см. соответствующее название 
Тороидальные координаты 174 
— функции 174, 175 

ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Тригонометрические функции, разложение в 
степенные ряды 65, 66 

Уиппла формула для функций Лежандра 141 
Уиттекера У-функция 201, 251, 262 

Факториал П(2) 67 
Формула — см. соответствующее название 
Функция F(z, s) 45 
— —, соотношение Жонкье 46 
— Ф(2, 5, v) 42 
— Е выражение через многочлены Бернулли 

—, интегральные формулы 43 
—, контурный интеграл 43 
—, преобразование Лерха 44 
-~, разложение в ряд 44 
—, формула Липшица 43 
Ц (г) 35 
—, функциональные уравнения 36 
L (5) 50 
—, функциональное уравнение 50 
In Г (z) 36 
—, выражения Бине 37 
—, интегральные формулы 39 
—, ряды Куммера 38, 39 
—. формула Мальмстена 36 

$ (2) 30 
—, бесконечные ряды 34 
—, выражение Бине 33, 34 

‚ интегральная формула Гаусса 32 
‚ интегральные представления 31 
‚ теорема Гаусса 34 
‚ формула Дирихле 33 
‚ функциональные уравнения 31 

см. также соответствующее название a 
ee
 

ee
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Число — см. соответствующее название 

Шварца производная 105 
— 5-функция 184 
— таблица 107 
— функция общая 106 
— — частная 106 

лера дилогарифм 46 
многочлены 55, 56 
—, интегральные формулы 58 
— порядка ти — т 57, 
—, рекуррентная формула 56 
—, ряд Фурье 56 
постоянная 15, 32, 60 
—, интегральная формула 32 
формула для гипергеометрического ряда 72 
числа 55, 56, 57, 6 
—, интегральное представление 57 
— порядка ти — т 5 

— —, рекуррентная формула 57 
Эллиптическая модулярная функция 108 
Эллиптические интегралы полные 99 
Эрмита представление для &(5, 9) 42 
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Якоби многочлены 92, 99 
— —, обобщение 236 
— —, производящая функция 93 
— —, — — билинейная 236 



УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

(2), nr (De. 9 [а], 1%, 196 
(a у x Hoxgammepa символ 67 

B,, — Бернулли числа 50 

п BW") 55 
В; (х) — Бернулли многочлены 51 

В) (x | 4, ..., ap) 55 
B(x, у) — бета-функция 23 
B (p,q) — бета-функция неполная 98 

а 

cb Крампа символ 67 
Ci (x) — интегральный косинус 254 
сп 96 

С Coy Cig, 108 
C(x) — Френеля интеграл 254 

ст — биномиальный коэффициент 67 

С, (z) — Гегенбауэра многочлен 177 

С” (г), Ра (2) — Гегенбауэра функции 190, 
181 

рт) 54 
р Ч — функция параболического цилиндра 

"955 р 7 

$6 =2 Wz ’ р = We 71 

& (5, v) — дзета-функция обобщенная 40 
$ (Ss) — Римана дзета-функция 47 

Е (р; « 9; Ps x) или E(a,,. .., Gy? Pyreee 

ees ° : х) — Мак-Роберта Е-функция 200, 201 

$ лера число 55 

fn) — Ey (ty ... On) Эйлера число порядка т 

57, 58 
E,(*)— Эйлера многочлен 55 

EMM) (x | Oi vee 0) — Эйлера многочлен по- 

рядка m 57, 58 
— Ei(— +.) — интегральная 

функция 254 
Erf (¥) — интеграл вероятностей 254 

показательная 

F(a, 6; с; 2) или Fy (а, 6; с; г) — гипергео- 
метрическая функция 70, 74 

Е (г, $5) 4 

а, 6; z 
oF; (а, 6; с; 2) =F ] — Гаусса  ги- 

пергеометрический ряд 183 

— гипергеометрический 

ряд обобщенный 183 
еее» 24 (..., ¥, WI гипергеометриче- 
ский "ряд двух переменных 219, 220 

© (а, с; x) 238 
res — гипергеометрический ряд базисный 196 

Ф (а, с; х) — гипергеометрическая функция 
p вырожденная 231 

п \*) — Бернулли многочлены 67 
ote v), У у) 221, 222 
Ф (2, 5, v) 4 

Ц (2) 35 

(п) (г) 59 
Gi, Go, (3 (...,х, 5) — гипергеометрический 

ряд двух переменных 220 
а r ‘ar r 

a eee a 

т, 1’ > р тп 

НЕ ПИ) бра [» 
Gog (*) G(x) — Мейера С-функция 203 

1 ’ 

Г (2) — гамма-функция 15 
} — постоянная Эйлера 15 

AT, (х) — Эрмита многочлен 255 
Н1,..., [7 (..., х, 5) — гипергеометриче- 

ские ряды двух переменных 220 
Н ‚С, р, v) 193 

1. (р, 4) 98 

pez) — Бейтмена многочлен 193 

К, (х) — Бейтмена функция 255, 261 

— ($) — Римана кси-функция 50 

L ($) 50 
Г { Pty 5 }, L{ F} — Лапласа преобразова- 

ние 
Lg (2) — т лера дилогарифм 46 
L, (2) — Jlareppa п-й многочлен 195 

li (х) — интегральный логарифм 255 

М (a, с; х) _— вырожденная гипергеометриче- 
ская функция 237 

Wy — Уиттекера функция 25] 
Hy и № ь



294 

у (A), 4 (№), 8, 8’ — Берчнелла и Ченди опера- 
торы 234 

21 22 23 

P| a, %3 ваз Z| — множество решений урав- 

Aj Oy OB 
нения Римана 100 

P,, (6) — Лежандра многочлены 125, 126 

PH (z) — Лежандра функция первого рода 127 

Qh (z) — Лежандра функция второго рода 127 

РЁ : (ch 9), Qi ; (ch 1) — тороидальные 
У — — у — — 

2 2 
функции 175 

р! ' (cos 8), Q® 
—э5-+® y+ Ip 
конуса 176 

(cos 9) — функции 

П (г) 67 

УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

Ф (=) — логарифмическая производная Г-функ- 
ции 80 

Ф( (2) 59 

$(х) — Френеля интеграл 254 
$ (№, v, A; г) — Шварца общая функция 106 
5 (в, v, a 2) — Шварца частная функция 106 
Si (х) — интегральный синус 254 

rT (x) — Лежандра присоединенные функции 

(обозначение по Феррари) 182 
т=5 (0, 0, 0; 2) — частный вид автоморфной 

функции 107 
x2 С — эллиптическая модулярная функция 

08 

И1, Us ., Ив — Куммера ряды 102 
(с, п) — Ганкеля символ 67 

от (x) — Уиттекера \У-фуикция 201 

5 (в z} — Шварца производная 105 
п (а, 2) 195 

an = 9 (A, №, у; 7) — автоморфная функция 107 
Zn (x) — Бейтмена многочлен 193
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