
ПРАВОЧНАЯ 

АТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ИБЛИОТЕКА 

ВЫСШИЕ 
ГРАНАЦЕНАДЕНТНЫЕ 

ФУЛКЦИИ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ 
И АВТОМОРФНЫЕ 

ФУНКЦИИ 
ФУНКЦИИ ЛАМЕ И МАТЬЕ 



Этот труд посвящен памяти 

ГАРРИ БЕЙТМЕНА, 

создавшего столь грандиозный 
проект и продвинувшего свой: 
замысел столь далеко по пути 

к завершению



HIGHER 

TRANSCENDENTAL 

FUNCTIONS 

Volume 3 

BASED, IN PART, ON NOTES LEFT BY 
HARRY BATEMAN 

AND COMPILED BY THE 

STAFF OF THE BATEMAN MANUSCRIPT PROJECT 

DIRECTOR ARTHUR ERDELYI 

NEW YORK TORONTO LONDON 
MC GRAW-HILL BOOK COMPANY, INC. 

1955



СПРАВОЧНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ БИБЛИОТЕКА 
EEE 

Г. БЕЙТМЕН и А. ЭРДЕЙИ 

ВЫСШИЕ 

ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ 

ФУНКЦИИ 

ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ 
И АВТОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ 
ФУПКЦИИ ЛАМЕ И МАТЬЕ 

Перевод с английского 
Н. Я. ВИЛЕНКИНА 

й 
[ии 

ИЗДАТЕЛЬСТВО «НАУКА» 

ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

МОСКВА 1967



517.2 (083) 
541 
УДК 517.5 (083) 

АННОТАЦИЯ 

. Эта книга является переводом завершающего третьего 
тома трехтомной монографии по теорни спецнальиых 
функций. Она содержит теорию эллнптических фуикций 
(которая в американском издании входнла в состав вто- 
рого тома), теорию автоморфных функций, а также 
теорию фуякций Ламе и Магье. Кроме того, подробио 
изложела теория сфероидальных и эллипсоидальных 
функций, даны сведення о функциях теории чисел. 
Весьма подробно изложена теория производящих функ- 
ций. Таблни 13, иллюстраций 15, библ. 531 назв. 

Настоящая книга, как и две предыдущие, явится 
настольной для фнзнков-теоретнков и экспериментаторов, 
инженеров-исследователей, — математиков-прикладников 
и др, 

ШТАБ ПО ОСУЩЕСТВЛЕНИЮ ПРОЕКТА БЕЙТМЕНА 

Директор 

АРТУР ЭРДЕЙИ 

Руководство штаба: 

ВИЛЬГЕЛЬМ МАГНУС, ФРИЦ ОБЕРХЕТТИНГЕР, 
ФРАНЦИСКО Г. ТРИКОМИ 

Ассистенты: 

Jl. Бертин, Д. Л. Томсон, 
В. Б. Danke, Мария А. Вебер, 
_A. Р. Харви, Е. Л. Уитией



14.1. 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

Глава 13 

ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ И ИНТЕГРАЛЫ 

. Введенае э @ @ @ @# @ ® ооо © 8 @ oeee8e¢ @e® @ 8 @ e@ #® оф фо ooeoe7 ef © © @ @ @ 

Часть первая. Эллиптические HHTECFPANMH. . . rece veces 

. Эллиитические ннтегралы ....... ооо оо ооо ово во 

.3. Приведение эллиптических интегралов ... 2. ee we pe we еее о оо 

. Периоды и особениости эллнитических ивтегралов. ооо оо ооо ооо 

. Приведение С (x) к нормальной форме .. 1... eee wee er cere ооо 

. Вычисление эллиптических иитегралов Лежандра. .. ee ee ee eee soe 
. Некоторые дальнейшие свойства нормальных эллиптических интегралов Ле. 

жандра........ ооо e @ @ et © e@ @ ce @ @© @ © © © &e © ee ee ee ee фо 

e Полные эллнптические иитегралы eo @ e e e e ® eo $ e td e e e e э о e 6 8 @ @ 

Часть вторая. Эллиптические функции . cern evoeceveee 
г @ @ @ Db 4 

Обращение эллиптнческих интегралов 2... tw wt ww te et et oe 
. Двояко-Периодические tyHKnHH ..... ооо ооо. ооо ооо ооо 

‚ Общие свойства эллинтнческих Функций 2. ww we eee eon ere oe eee 

‚ Функции Вейерштрасса......., Se ооо в 

. Дальнейшие свойства функций Вейерштрасса ........ еее 

. Выражение эллиптических функций и эллиптических” nintet patos через функ- 
цин Вейерштрасса .... 2 eee ee eee woos ce ee . cee е 

. Дескриптивные свойства и вырожденные случаи функций Вейерштрасса .. 

. Эллиптические функции Якоби..... ооо ооо ооо ооо 

. Дальиейшие свойства эллиптических фувкций Якоби еее 

. Дескриптивные свойства и вырожденные случаи эллиптических функций 

Я коби з @ e ee 8 fe @ 8 ооо ee «© @ @ @ @ e ee @ @ 8 eoeeee#etet#ee8eseee# fe ¢ @ 

ry Тета-фуикцин e e e e e e e e e e e Е] e e e e e e e e e e e e e e 6 e e в e » 6 e e 

. Выражение эллиптнческих функций н эллиптических интегралов через тета- 

функции. Проблема обращения . ..... ухо ово хаос ьво ео 

. Теорня преобразования эллиптических функций... еее 

. Уннмодуляриые преобрааования .......ъььоо ооо ово вово 

. Преобразования второго порядка .....ъььъозьь ооо ооо 
. Эллиптическне модуляриые фуикции 1.6 we wwe ewer eee eee ct ee 

. Коиформные OTOOPaKeHHA .„.... уу ко ооо ооо» 

Глава 14 

АВТОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ . 

Разрывные группы и дробно-лииейиые преобразования .... еее. 
14.1.1. Дробно-лннейиые преобразования... ........ со зоеь ео 
14.1.2. Неподвижные точки. Классификация преобразоваиий ......... 

73 

75



6 ОГЛАВЛЕНИЕ 

14.1.3. Разрывные группы ¢ e es e * 8 oeoeeece#eeces«5v5e##e»ee0uH#Heeecesees#eeee#eee®# 76 

14.1.4 Фундаментальная область „лее 76 

14.0. Определение автоморфных функций ....-- 2.2, ео .. 178 

14.3. Групла нкосаэдра ......- еее ео еее .... 79 
14.4. Параболнические преобразовання ............ съ ..... 81 

14.5. Бесконечиая циклическая группа с двумя иеподважиыми точками...... 83 

14.6. Эллиптические модулярные функции .... ес... se ee ee 84 

14.6.1. Модуляриая группа ...... ооо еее .. 84 

14.6.2. Модулярная функция У (2) ...,- еее оне $5 
14.6.3. Подгруппы модулярной группы ..... еее . 88 

14.6.4. Модулярные уравиения ... еее .... 90 

14.6.5. Прнложення к теории чисел.......... сое ee et ws 91 

14.7. Общая теория автоморфных фуикций ‚уе еее. .. 91 

14.7.1. Класснфикация групп... еее, .-..,. FI 
14.7.2. Общне теоремы об автоморфных функциях. .......-... ... 92 

14.8. Сущес:вованне и Конструкция автоморфиых функций....... cee ree 93 

14.8.1. Общие замечания .. 1 we ee ee ee ew es лее... 93 
14.8.2. Римановы поверхиости . еее... есь). 94 

14.8,3. Автоморфные формы. Тета-ряды Пуанкаре. .,......... ... 94 

14.9. Увиформизация еее уе ...... 96 
14.10. Некоторые частиые виды автоморфных функций... еее. . 97 

14.10.1. Функции треугольннка Римана — Шварца.......... oe eee 97 

14.10.2. Автоморфиые фуикции Берисайда.............. oe eee 98 

14.11. Модулярные группы Гнльберта .,.... ew ee ee te he ee . 98 

14.12. Функции Зителя . ww we we we ee we tw ee ewe we emer ооо eopeoere 99 

Глава 15 

ФУНКЦИИ ЛАМЕ - 

15.1. Введение .. ce vr ee srs eee ere cea tee tee вю ee eee eee а 103 

15.1.1. Координаты, связанные с коифокальнымн областями второго порядка 103 

15,}.2. Координаты конфокальных конусов ....,..6, 2050 e ees 106 

15.1.3. Координаты конфокальиых цнклид вращения ............ 107 

18.2. Урввнение Ламе............ ооо но о... 111 

15.3. Уравнение Гойна........ соо ое еее во ое ‚ 112 
15.4. Решения общего уравиеиня Ламе ... 2... 1 0 ee ee ew eee eee ee ee 116 

15.5. Функции Ламе..... иона хо те еее ое {17 

15.5.1. Веществениые периоды функции Ламе ..,.... еее ... 117 

15.5.2. Функции Ламе с чисто мнимым пернодом. Формулы преобразования 122 
15.5.3. Интегральные уравиения длин функций Ламе........... ... 124 

15.5.4, Вырождеиные случай .,.. еее еее еее 126 

15.6. Функции Ламе — Вангерииа ........... корь ... 126 
15.7. Эллилсеоидальные и сферо-коиические гармоиики....,....... ‚ 130 

15.8. Гармоннкн, свяааиные с циклидами вращения .. еее, о ° | . 193 

Глава 16 

ФУНКЦИИ MATbE, СФЕРОИДАЛЬНЫЕ И ЭЛЛИПООИДАЛЬНЫЕ 
ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ 

16.1. Введевие......... a rr 136 

16.1.1. Коордниаты зллиптического цилнндра ......... . 136 
16.1.2. Коордииаты зытянутого элляпсоида вращения (вытянутого сферонда) 138



17.1. 

17.2. 

17.3. 

17.4. 
17.5. 

17.6. 

17.7. 
17.8. 
17.9. 

17.10. 

17.11. 

18.1. 
18.2. 
18.3. 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

16.1.3. Координаты сжатого эллипсоида вращения (сжатого сферонда) ... 
16.1.4. Эллипсоидальные координаты... .... еее ово 

Функции Матье...... кое оное 

Общее уравнение Матье и его решенные ....- еее уе 

Прнближения, интегральиые соотиошения и иитегральные уравнения для 
решеннй общего уравнения Матье... ........ еее вое 

Пернодические функции Матье ............. ооо ооо 

Разложения функций Матъе и функций второго рода.............. 

Модифицированные функции Матье..... о ооо ооо осо о 

Приближения и аснмптотнческие формы .... еее 

Ряды, интегралы, задачи разложения.......... ооо. 

Сферондальиые волновые PYAKHHH ..... ee eee 

Днифференциальиое уравнение для сфероидальиых волновых функций и его 

решеиие .„......,. e we eo we wm we wo ww we ооо eo we ee ew tw ell o ee @ 

Дальнейшие разложеиия, приближения, ивтегральиые соотношения ..... 

Сферондальные волновые функции............. ср ооо ее 

Приближения и асимптотические формы для сфероидальниых волновых 
фуикций „..... еее еее на ооо 

Ряды и интегралы, содержащие сфероидальные волновые функция...... 

Эллипсоидальные волновые функции 2... ec eweer cen 

Волновое уравнение Ламе........... we tt tte we ree eee e tes 

Глава 17 

ВВЕДЕНИЕ В ФУНКЦИИ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 

Злементариые теоретико-чнсловые фуикции, порождаемые даета-фуикцией 
Римава ее ооо ооо рр ББ о > e eee ee &@ @ ос 8 о e e e e e e e » e e e e 

17.1.1. Обозначеиия и определения .......... ооо ооо 

17.1.2. Явные выражения и производящие функции .. 2... eee pe eee 

17.1.3. Соотношения и свойства (.....-....- ооо зоо 

Раабнения ...... кое wo еее соевое ео 

17.2.1. Обозначеиня и ONpemenmenHaA .. 1... 2+ ee eee seer ewe ses 

17.2.2. Разбиения н производящие фуикпии . 1. 1 ww ee th et te ew ew 

17.2.3. Свойства сравнений „еее соевое 

17.2.4. Аснмототическне формулы н родствеиные вопросы ..... ee eee 

Представления в внде суммы квадратов ...........- ко ооо 

17.3.1. Определения и обозначения ... ww et ee te ee we оно 
17.3.2. Формулы для гк (пл)... ww ee we ewe eee осо че ооо вое 

Функция Рамавуджана..... кое ооо ооо ооо ооо ооо 
Символ Лежандра - AkoGw .. 2... ..... соо ооо оно 
Тригонометрические суммы и связанные с ннми вопросы . .. 22 ee ee we 

Дзета-функция Римана и распределение простых чисел... уно 
Характеры и Ё-ряды „еее нь. rr eee ооо 
Дзета-функция Эпштейна ........ ee we ew te re ee tee wee ewes 

Целочисленные решетки ..... ооо ьоо ооо воров = 

Тождества для фуикций Бесселя ....,...ъ еее ee wee оне 

Глава 18 

РАЗЛИЧНЫЕ ФУНКЦИИ 

Функция Миттаг.Лефлера Е„ (2) и связаниые с ней функции ......... 
Тригоиометрическне я гнперболические фувкции порядка п ......... 

Функция V(x) и родствениые функции ............ соо 

194 

194 

196 

197 

200 

200 

201 
203 

204 

204 

204 
206 

207 
203 

210 
211 
215 
217 

218 
219 

221 

226 
229



8 ОГЛАВЛЕНИЕ 

Глава 19 

ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ 

Часть первая. Общий обзор........... сень о 236 

19.1. Введение... 0... ee eee See eee eee eee нее. . 236 
19.2. Типичные примеры примеиеиия провзводящих функций ........... 237 

19.3. Общне теоремы ..-. еее wwe ww ws eee ee # 242 
19.4. Символическне соотношения ...... сео ооо оао ново о о о 246 

19.5. Асимптотические представления ..... сое соо ооо оо о « « 249 

Часть вторая. Формулы......... еее нее eee ee ae 250 

19.6. Рациональные н алгебраические функции. Степени с произвольными показа- 

телями >. © © ЗИ ЗК ЗВ e e e cd e e o e » e e e e e es e .” a e e e e e e e ae e e e e e 250 

19.7. Показательные функции соевое ое ооо ово tw tw . 953 

19.8. Логарифмы, григонометрические ин обратные тригонометрические функцни. 

Другие элементарные функцни и их интегралы........ oe eee со. 261 

19.9. Функции Бесселя Вырождевиые гипергеометрические функции и их частиые 
случан (фуньцни параболического цилиндра HAP) ..... ..... 264 

19.10. Гамма-функция. Функции Лежавдра и гипергеометрическая функция Гаусса. 

Обобшенные гипергеометрические функцни........... ооо е о 266 

19.11. Производящие фуикцин для многих переменных...... сос о 269 
19.12. Некоторые производящие функции, связаиные с ортогональиыми многочле- 

иами „еее еее ...х 271 

19.13. Пронзводящне функкни для некоторых непрерывных ортогональных систем 274 

Цитированная лнтература ...... wee weer veers eevee oe eee 278 

Именной указатель ..... eee ee ewe ee ete ee es ооо cede 291 

Предметный указатель ........ еее cee ee ee о о 298 

Указатель важнейшнх обозначений .,. 1... ewe eee eo cee о 998 



ГЛАВА 13 

ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ И ИНТЕГРАЛЫ 

13.1. Введение 

Эллиптические интегралы встречаются впервые у Джона Валлиса 
в 1655—1659 гг. Они были известны Эйлеру, который в 1753 г. получил для 
них теорему сложения. Лежандр, чья работа над эллиптическими интегра- 
лами продолжалась многие десятилетия, ввел нормальные формы этих ин- 
тегралов, которые применяются и в настоящее время. Якоби в 1828 г. ввел 
эллиптические функции, получив их путем обращения (неопределенных) 
эллиптических интегралов; кроме того, он систематически изучил тета-функ- 
ции. Абель получил независимо от Якоби некоторые из его результатов. Он 
также изучил интегралы, называемые сейчас гиперэллиптическими или абе- 
левыми. Вейерштрасс показал, что теория эллиптических функций может 
быть основана на теории функинй комплексного переменного, и построил 
общую теорию двояко-пернодических функций. 

История эллиптических функций изложена в статье Р. Фрике (К. Fricke) 
в Encyklopadie (1913). Эта статья содержит список литературы вплоть до 
1913 г. Наиболее важные книги об эллиптических функциях, появившиеся 
позже 1913 г., указаны в конце этой главы. Относительно более старой ли- 
тературы отсылаем читателя к упомянутой статье Фрике. 

Эта глава состоит из двух частей, первая из которых посвящена эллип- 
тическим интегралам, а вторая —эллиптическим функциям. Во второй части 
рассматриваются как функции Якоби, так и функции Вейерштрасса. Первые 
весьма полезны при численных расчетах, а вторые важны ввиду их симмет- 
рии и простоты основных соотношений. Следует отметить, что Невиль (№- 
УШе; 1944) развил систематические обозначения для эллиптических функций 
Якоби, с помощью которых заметно упростил соответствующие формулы; 
в этой главе мы будем придерживаться традиционных обозначений. поскольку 
их часто употребляют в современных работах Тета-функции также включены 
во вторую часть, где, кроме того, есть небольшой раздел, касающийся эл- 
липтических модулярных функций. Относительно дальнейшей информации 
о модулярных функциях см. главу 14. 

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 

13.2. Эллиптические интегралы 

Простейшими (неопоеделенными} интегралами являются интегралы от 
рациональных функций. Следующим по простоте является тип интегралов 
вида 

[=> \ R (x, y) dx, (1)
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где Ю —рациональная функция от двух переменных, а у-—-алгебраическая 
финкция от х. Это означает, что у удовлетворяет уравнеиию вида 

P(x, y) =0, (2) 

rye Р—многочлен степени п от двух переменных. Такие интегралы назы- 
вают абелевыми интегралами. 

Замечательной особенностью теории абелевых интегралов является то, 
что поведение интеграла (1) зависит не столько от природы функции R, 
сколько от природы функции Р, или, точнее говоря, от алгебраической кри- 
80й C,, B (x, У)-плоскости, выражаемой уравнением (2). В теории абелевых 
интегралов алгебраические кривые степени п классифицируются по их роду 

р=(” 5.) а. 3) 
Род равен разности между наибольшим возможным числом ("5") двой- 

ных точек невырожденной кривой степени п и наличным числом двойных 
точек 4 рассматриваемой кривой. Род является бирациональным инвариан- 
том, т. е. он остается неизменным, если подвергнуть кривую бирациональ- 
ному преобразованию 

х=К, (6,1), — у==К» (6, 9), (4) 
где рациональные функции А, и Ю, таковы, что существуют две другие ра- 
циональные функции Юз и К, такие, что 

5=, (х, у), n=Ry (x, 8). (5) 
Кривые рода нуль называются уникургальными (или рациональными) 

кривыми. Известно, что для таких кривых х и у могут быть выражены как 
рациональные функции параметра. Так как рациональные функции одно- 
значны, этот параметр является униформизирующей переменной для кривой. 
Если принять этот параметр за новую переменную интегрирования в (1), то 
подынтегральная функция окажется рациональной функцией параметра и 
интеграл может быть вычислен в элементарных функциях (парамегра). Сам 
параметр является алгебраической функцией от х. Следовательно, абелевы 
интегралы рода нуль могут быть выражены через элементарные и алгебраи- 
ческие функции. 

Для алгебраических кривых рода один Клебш (Clebsch;, 1865) доказал, 
что хи умогут быть выражены как рациональные функции двух параметров 
Eu ny, где 12 является многочленом от & третьей или четвертой степени. 
Введем Ё как новое переменное интегрирования в интеграл (1), тогдл каж- 
дый интеграл рода один сводится к интегралу, для которого уравнение (2) 
MMeeT ВИД 

y? — Apx* -- да. хз + бах? + 4a5x + Qa, (6) 

где либо а, 2 0, либо ag=0 и a, 22 0. Интегралы, определяемые формулами 
(1), (6), называют эллиптическими интегралами, и мы показали, что абелевы 
интегралы рода один можно свести с помощью рациональной подстановки 
к эллиптическим интегралам. Ниже, в п. 13.14, мы увидим, что в уравне- 
нии (6), а следовательно, и для любой алгебраической кривой рода один, 
можно выразить переменные х и у рационально через однозчачную эллип- 
тическую функцию переменной 2, которая является униформизирующей пе- 
ременной для рассматриваемой кривой. 

При p22 ситуация значительно сложнее. Мы имеем здесь гиперэллил- 
тические интегралы, для которых уравнение (2) имеет вид 

= ax” + пах" 1... -а,, (7)
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Однако не все кривые можно преобразовать с помощью бнрационального 
преобразования к виду (7). Поэтому гиперэллиптических функций недоста- 
точно для униформнзации алгебраических кривых рода р? и для этого 
приходится использовать еще автоморфные функции, см. также п. 14.9. 

В этой главе мы ограничимся рассмотрением эллиптических интегралов, 
спределяемых равенствами (1), (6), и эллиптических функций, связанных 
с такими интегралами. Многочлен в правой части равенства (6) при ay 20 
будем обозначать через G, (x), а при а. =0, a, 2: О— через G, (x). Если много- 
член в правой части равенства (6) имеет двойной нуль, то интеграл Г может 
быть выражен через элементарные функции. Поэтому мы будем предпола- 
гать, что G, (или Gs) не имеет двойных нулей. 

13.3. Приведение эллиптических интегралов 

В п. 13.2 было указано, что свойства эллиптического интеграла 

1 =| R (x, у ах, y* =agx4 + 4a,x3 + 6a,x? + 4азх +a, (1) 

более зависят от многочлена аох* -{-... -- а, чем от рациональной функции R. 
Это утверждение оправдывается и значительно уточняется следующей Teo- 
ремой, принадлежащей Лежандру. 

Эллиптический интеграл (1) может быть выражен в виде линейной 
комбинации (с постоянными коэффициентами) интеграла от рациональной 
функции аргумента х и интегралов следующих видов: 

1 2 

dx 2 4% тая ах 
h=\S, 1.=| y 4, оу, (2} 

где с— постоянный параметр и 
* х ах 

в и 
интерпретируется как интеграл [,, соответствующий случаю с=0. Приве- 
дение выполняется в несколько щагов. 

Поскольку любая четная степень y может быть выражена в виде много- 
члена от x, то R можно представить в виде 

R(x y) = М ®- Ма (x) у __ (My (x) -+ М» (x) И] М! (*)— № &) уу (4) 
= М, у м, ФВ уу  ° 

где M,, М., №, Ng являются многочленами от х. Это выражение можно 
переписать так: 

Rz (x) R (x, y= Ry +, (5) 

где R, (x) и Ю. (х) —рациональные функции. Этим завершается первый шаг 
процесса приведения. 

Второй шаг заключается в том, что рациональная функция R, (x) раз- 
лагается на многочлен от х и сумму элементарных дробей. Таким образом, 

1=\ R (x, и | Ry (4, 0, | de + Ат, a) nae (6) 

и нам достаточно в дальнейшем рассмотреть интегралы 
x? 

Jn=\~ ds, n=O, 1, 2, с. зу 

г dx 

a= J 
(7) 

(c—oyrp’ r=1, 2, eee
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Третий шаг процесса приведения основаи на некоторых рекуррентных 
соотношениях для интегралов J, и Н;. Определим Bg, ..., 8, с ПОМОЩЬЮ 
тождества 

аох* 4- 4а1хз-| бах? -- 4азх На. = 

= by (х—с)* +46, (—с)8- ВВ, (6-46, (хфб--. (8) 
Мы имеем тогда следующие тождества: 

a т-— ‚_1 —1,,2 i m4 (у?) = a, (ey) = mx Ly ub. pM yt = у | mx y? + 5 x dx | — 

=F [о (agx*+ 4,9} бах? --4а.х--а:) + 

+ 7 x™ (4a9x8 +- 120,42-+ 12а.х- 1a,)| = 

хт +3 
хт+2 

та 

ет м у +2 @т- 3) в y +6 (m +-1) ay y + 
т т-1 

ето P+ mae +) 
чес)” Я=(т--2) by (х—сут+з 4.3(2m-+3) b, (x—c)m+2 и 

— Г 1711 — yn —_ 

+6 (m +1) by, отр FT mb A= (10) 
Полагая в (9) т=0, 1, 2, ..., ав (10) m=—1, —2, —3, ... и интегри- 
руя, последовательно получаем 

2а/з-—2.За:/а-|- 6+ 1agd + 2- lady =, 
За /а--2.541/ 36.245. -- 2-За. 1: + ваЛо ==хц, Ti 
bag] 5+ 2+ Tay) 4+ 6-Bdqd5-+2+ Sag y+ 2ogd, = x2y, (11) 

х—_ с)? x—C 9 ди--тьь, | "dy —21 byl 1-6 Н.И, | 

—2-1+b,Jo— 6-1 -byH,—2-3-BjHg—2-bHa= ag , ‚ (12) 

— bol y—2+3-byH 8-2 byHy — 2-5 +s g— 3-6. Нь Ас, 

* ee 8 e @ @ @# © #@ © © ee © © © © © e@ © ооо © &» © @ / 

Но 
_ — 7)\2 

Следовательно, равенства (11) и (12) позволяют выразить J, и H, через Jo, 
71, J3, H, и некоторые рациональные функции от хи у. Кроме того, срав- 
нивая (7) © (2) и (3), мы видим, это 

о =, =, OJ ,==21,—2a,13, H,=1s;. (14) 

Тем самым теорема Лежандра доказана. 
Если @&=0, а следовательно, и 5 =0, то описанный процесс несколько 

упрощается. В этом случае 
[=],  @=0 (15)
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и, следовательно, все интегралы сводятся к линейной комбинации интегра- 

лов [1, Г» 13 Из (11) и (12) видно, зто в этом случае все интегралы J, ий, 
могут быть выражены через интегралы Jo, 71, Hy и рациональные функции 
OT x HY. 

Иитегралы /,, Jy, [3 называются соответственно эллиптическими инте- 
гралами первого, второго и третьего рода. 

Если сделать в (1) дробно линейиое преобразование переменной интегри- 
рования, то многочлен у? изменится. Выбирая соответствующее преобразова- 
ние этого вида, можно свести многочлен к стандартной форме (см. п. 13.5). 
Обычно применяются две такие стандартные формы, и мы укажем в этом 
пункте наиболее важные результаты для каждой из этих двух стандартных 
форм, а также дадим краткие сведения относительно третьей формы. 

Форма Вейерштрасса. Здесь 

y? = 43 — pox — р. {16) 

Интегралами первого, второго и третьего рода являются соответственно 

dx ) 
1 = J — i ’ 

ue J (4x® —g,x—g,)"* 
x ах ==, = — 

oe \ ние 
d 

= H,= ( — — _ as. 
(x —c) (4x8 ~gox — gs) ) 

Первыми рекуррентными соотношениями являются 

x2 dx 

(17) w
e
 

1 1 } 
=-5 (4%°—8х — 8s) + 15 29» | 

x8 ах 1 ‚3 1 
I= a (448 — gy в) Bali ta Bolo» 

(4x8—g.x—g,)2 10 20 10 
dx (18) 

Ham (x—c)* (4x9—gax—ga)* — 

2 (I,—ole)— (6—5 в) Hi— (Ax? gat —e0)"" (2-0)? 
458 — poc— 8s 

Форма Лежандра. Здесь 
y? = (1—2) (1— 2х). (19) 

Принято определять соогветствующие эллиптические интегралы первого, 
второго и третьего рода соответственно формулами 

F=\ | 1/, ~~ . yf,’ 

[Ui —x%) 1—2) (1B? sin? @y'/* ., 

Е=\ Ges ae | пах | (1—2 sin? ф) /* dq, Х = Sin ф, (20) 

dx 
П = 5 — = 

\ (1—5) [(1 — x2) (1— вах) р/ 
£2 

=| dg i 9 Х= ШП Фф. 

. (1 —c7? sin? ф) (1—2 sin? p)/* 
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Основными интегралами общей теории являются 
пл 

(21) 

Ip= 3 (F—E), (22) 

—H. = (х-- с) dx _ 

ans ere — ри 
— dy 

=~ \ eal os (23) 
(x9—c2) [(1—x2) (1—9) 2 

= Jy= х ox (24) 
J 1 x) (eels 

Первый интеграл во второй строке формулы (23) и иитеграл {24) могут быть 
выражены через элементарные функции, а потому любой интеграл можно 
выразить через Е, Е, I]. Рекуррентиое соотношение для J, имеет вид 

281 s— (1-62) Jy = [(1— 2) (1—2), \ 
ЗА —2 (1-- #2) Jot dg =x [(1—х2) (1— #3х2)]"/з, 

Ak? J, —3 (1-12) Jg 4-20, = x2 [(1—x*) (1 — #258) №, 
ee «© @® ооо 8 ee @ 8 @ 8 о ф @ @ @ ® д @® Фо @ фо @ & 

(25) 

а рекуррентное соотношение для H,MoKer быть получено из равенства (12). 
Третий канонический вид 

yi=x (x—m) (*—1) (26) 

был ввзден Лау (A. В. Low; 1950). В некотором смысле он заиимает про- 
межуточное положение между формами Вейерштрасса и Лежандра и обла- 
дает некоторыми преимуществами, присущими и тому и другому. Он может 
быть получен из формы Вейерштрасса с помощью сдвига и нормализации, 
а из формы Лежандра с помощью подстановки x?=1/E, y?—= 12/23. Недав- 
ние исследования показали, что параметр т соответствует параметру #? 
в форме Лежандра. 

13.4. Периоды и особенности эллиптяческих интегралов 

Мы будем рассматривать 

16) = 8,1, (1) 

где 
n*=G (Е) =aeb*-+ 40,69 -+ 60.6% + 4235 аа, (2) 

и изучим /(x) как функцию от верхнего предела х, считая нижний предел а 
иксированиым и таким, что подынтегральная функция регулярна в точке 
==а. 

Под знаком интеграла стоит двузначная функция oT §, точки ветвления ко- 
торой совпадают с точками ветвления для NH; нам будет удобнее изучать поведе- 
une | (x) не на х-плоскости, а Ha римановой поверхности для функции [С (х)Г”.
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В случае, когда @ #0, обозначим через 01, Go, Og, My четыре (различ- 
ных) нуля функции С. (x); если же в =0 (Ha, 4 0), то через 9, Gs, A, обоз- 
начим три (различных) нуля С: (х} и положим o-oo. В обоих случаях 
соединим ©: и ©, дугою с, а и @.— дугою с’, ие пересекающейся сс. 
Разрежем два экземпляра комплексной х-плоскости вдоль кривых ¢ H Cc’ H 
склеим эти экземпляры крест-накрест вдоль разрезов. Мы получим тог- 
да модель римановой поверхности 5 yin r 
для функции [С (x)]'/*. Подынтегральиая 
функция R(x, у) мероморфна на поверх- 
ности &,T. е. R(x, и) является однознач- 
ной функцией от х на 54, всюду анали- 
тичной, за исключением конечного числа 
точек, где она может иметь полюсы. С дру- 
гой стороны, / (x) является многозначной 
функцией на 58, так как на поверхности 

существуют замкнутые кривые Г, которые 
нельзя деформировать в точку ина которых 

| Rd— 40. Примерами таких кривых яв- 

Г , 
ляются Py, и Pg Ha рис. I. (Кривая пересе- 
кает разрезы, и часть, изображенная пунк- 
тиром, лежит на «втором листе» римано- 73 
вой поверхности.) Кроме того, существуют — 
кривые, окружающие полюсы, в которых 
вычеты не равны иулю. Пусть 6, — один из Рис. |. 
полюсов функцни А н г, —вычет функции 
В в полюсе 6,. Пусть С—любая замкиутая кривая на римановой поверх- 
ности 5. Деформируя ее, получаем 

(RE 04 =т( Rat+n\ REL} рами 
С v1 Vs 1 

где т, п, р; — целые числа (положительные, отрицательные или равные нулю). 
Это показывает, что если [, (х)— одно из возможных значений | (x), то 

все остальные значения этой функции имеют вид 

I (x) = Го (х) | тв + ть. -Ё... Е тьЯь, (3) 

где fy, ..., Т„-— Любые целые числа, а Qy, ..., ®,— иекоторые комплекс- 
ные числа, не зависящие от х. Числа Oy,..., @ь иазывают Nepucdamu или 
модулями периодичности функции Г (х). 

Каждый эллиптический интеграл имеет по меньшей мере два периода 
(например, периоды, соответствующие кривым 1; и Yo). Подынтегральные 
функции интегралов J, и /, в 13.3 (2) не имеют отличных от нуля вычетов 
в разрезанной плоскости, следовательно, эллиптические интегралы первого 
и второго рода имеют ровно два (независимых) периода. С другой стороны, 
для подынтегральной функции Bl, х=с является простым полюсом с вычетом 

[ (с)]`'”*. Следовательно, эллиптические интегралы третьего рода имеют 
три (независимых) пернода. 

Мы можем теперь описать особые точки эллиптических интегралов пер- 
вого, второго и третьего рода. Все они имеют точки ветвления при x=, 
Qs, Os, и, H их значения в этих точках ветвления конечны, за единственным 
исключением —точки 0 = оо для J, в случае 2 =0. Кроме того, мы имеем 
следующие свойства этих интегралов. 

Эллиптические интегралы первого рода аналитичны на римановой поверх- 
ности GR, исключая точки X=, Ay, Ag, Ay. Они конечны в каждой точке
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римановой поверхности GQ. Это очевидно из свойств подынтегральной 
функции. 

Эллиптические интегралы второго рода аналитичны на римановой поверх- 
ности GR, исключая точки х=0, Ag, Az, A Uw. Если аз 2 0, mo при х = 
эти интегралы имеют полюг. (Если а= 0, то = и интеграл J, имеет 
здесь точку ветвления и принимает в ней бесконечное значение.) Если а 22 0, 
то мы имеем два полюса на бесконечности, по одному на каждом листе 
поверхиости , причем вычеты в этих полюсах равны нулю. 

Эллиптические интегралы третьего рода аналитичны на GQ, исключая 
точки X=Gy, Ay, Ag, ба и с. При х=с они имеют логарифмическую особен- 
ность. Мы имеем две точки х==с, по одной на каждом листе римаиовой 
поверхности 5 н /3 в этих точках имеет логарифмическую особенность вида 

+ [@ (с) "11 (x—c). 
Различие в свойствах эллиптических интегралов показывает, что, вообще 

говоря (т. е. за исключением некоторых специальных значений с или Хх), 
эллиптический интеграл третьего рода не может быть сведен к эллиптическим 
витегралам первого и второго рода. 

Другое любопытное свойство эллиптических интегралов третьего рода 
выражается теоремой перестановки. Пусть 

dk 
E—c) 7 

Is (x, o=( ( 

Тогда 

1 (х, с) 1ь (с, 4) = 1, (0) In (4) — 11 () Ta (0) + ©т-+ 1) п. 
Относительно доказательства сформулированных в этом пункте утверж- 

дений и дальнейших деталей см. Tricomi (1937). 

13.5. Приведение G(x) к пормальной форме 

При изучении эллиптических интегралов удобно приводить миогочлен 

С (х)=вх*-- 4a,x3 + бал? -- 4азх-|- аа == у (1) 

к одной из двух стандартных форм, указанных в п. 13.3. Это приведение 
выполняется с помощью дробно-линейного преобразования переменной х. 
Для формы Вейерштрасса один из нулей функции С (x) отображается в бес- 
конечно удаленную точку. а центр тяжести оставшихся грех нулей совмеща- 
ется с точкой х==0. Для приведения к форме Лежандра выбирают пару 
точек 21, 22, образующую ангармоническую четверку с двумя непересекаю- 
щимися парами нулей многочлена G(x), т. е. такую, что 

2—9. 287 1 | 2—3. 2—3 
21—09. ° 2—0 , 21—04  2Zg— Dy 

и точки 2), 22 ОТОбражаются в нуль и в бесконечно удаленную точку. Поскольку 
четыре корня многочлена G(x) можно тремя различными способами разбить 
на две пары, мы получаем три различных пути приведения данного многочлена 
G(x) к форме Лежандра. Форма Вейерштрасса более симметрична H поэтому 
более удобна для теоретических исследований; форма Лежандра более стан- 
дартизирована и поэтому более удобка в численных расчетах. Большинство 
H3 существующих Таблиц эллиптических интегралов вычислены для формы 
Лежандра. Мы опишем здесь кратко приведение к обеим стандартным формам.
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Приведение к нормальной форме Вейерштрасса. Если ау > 0, то мы сводим 
G(x) к кубическому миогочлену с помощью преобразования 

1 Y 

хех, Ик, 2) 
где @g—OZWH из нулей функции G(x). Это преобразование переводит много- 
член (1) в 

4A,X8+ 6A,X?24- 4A,X + А. =У?, (3) 
где 

| 
А, 7 G’ (0%) = ages + Зал + 9204 -+ аз, 

Аз = a G’ (а) = aot) + 2а104 -- аз, | 

] 711 

Аз —=54 GI" (ба) = аб | ат, | 

| тиииь 
Аа — 54 G (a) =. } 

Если @)=0, то многочлен (1) уже имеет форму (3) и поэтому не требуется 
выполнять предварительное преобразование. 

Далее, исключим член, содержащий квадрат независимого переменного. 
Для этого выполним преобразование 

1 Е As 
_ 2 1 

Х = Ai ’ =, ’ (5) 

которое преобразует (3) к форме Вейерштрасса 

re 458 — 9.6 —gg= 1’, (6) 
8 = ЗАЗ —4A 13» 3=24,А,Аз— Аз — А? Ач. (7) 

Из (4) и (7) видно, что 

Ao а! ay 

8a = @@8- Заз —4алаз, 83 —|а: A, Ag {8) 
Оз As Ay 

являются инвариантами кривой четвертой степени С (х) =0; см., например, 
Burnside и Panton (1892, п. 160), где даны выражения этих инвариантов в 
виде симметрических функций от корней многочлена G(x). Следует отметить, 
что окончательная форма (6) не зависит от того, какой именно нуль много- 
члена G(x) отображен в бесконечно удаленную точку, а также что коэффн- 
циенты многочлена (6) являются рациональными функциями (точнее говоря, 
многочленами) от коэффицниенгов (1). В частности, если а, ..., аз — вещест- 
венные числа, то Bo и Sq также вещестбениы. 
Приведение к нормальной форме Лежандра. Покажем сначала, что много- 

член G(x) может быть следующим образом разложен на миожители: 

С (x) =[В, (x—B)?+ С, (x—)?] [Be (х— В) -Н С (x—¥)*]. > (9) 
В самом деле, многочлен G(x) всегда можно представить в виде 

С (x) =Q1 (*) Qe (x), } 
@1 (х) = рах-- 29-7, — 92 (х) = рая -29.х-[ го. 

Если для некоторого А выполняется условие 

(Py—Ape) (71 — №) — (491—242): =0, (11) 

(10)
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то Q,—AQ, является точным квадратом. Пусть A,, А. —корни уравнения (11), 
тогда 

Q1—A1 92 = (P1— Arp) (x — B)?, } (12) 

9:—А-0: = (р, —^рз) (*—т): 

и, следовательно, 
91 == В: (х— В) - С! (x— yy), t (13) 

Ч. = В+ (x—B)? + Сз (x— 9)", 
где By, ..., P—HeKOTOpsie постоянные; TEM самым доказано равенство (9). 
Далее, пусть do, ..., @а—вещественные числа и G(x) имеет по крайней 
мере одну пару комплексных корней, скажем, пусть Q, (x) имеет комплекс- 
ные корни. Тогда левая часть равенства (11) положительна при А=0 и 
отрицательна или равна нулю при ^,=р1/р»; поэтому корни Ay и Ag уравне- 
ния (11) вещественны, а потому В и y B (12) вещественны. Следовательно, 
вещественны и By, ..., С. в формуле (13). Если же ay, ..., @ — вещест- 
венны и все корни многочлена G (x) вещественны, то разложение (10) можно 
выбрать так, чтобы нули многочлена O,(x) не перемежались с нулями 
многочлена Q,(x). Легко видеть, что в этом случае By, ..., у — веществен- 
ные числа. Таким образом, для вещественного многочлена G(x) всегда 
существует вещественное разложение вида (9). Это разложение имеет место 
как для (а, так и для С.. В последнем случае либо B,+C,=—0, либо 
Ва-- С. =0. 
*'Полагая в (9) 

х— В. \1/a 1/3 
= (- Е) 5, = ya = (Bi Bz) ut (14) 

получаем нормальную форму Лежандра 

(1—2) (1—4) = та, - (15) 
mae | B,C. _ “12 

=F Cs (16) 
Величииу Ё называют модулем. Не теряя общности, можно считать, что 
1#2|<1, причем в случае, когда |^?|=1, можно, изменив группировку 
нулей, сделать так, что | 2 | < 1. Единственным исключением является так 
называемый эквиангармонический случай, когда —k* является комплексным 
кубическим корнем из единицы. Этот исключительный случай встречается, 
когда корни многочлена {1 —&?) (1 —#22?) лежат на концах двух диаметров 
единичного круга, образующих друг с другом угол 71/6. В случае, когда 
коэффициекты в (1) вещественны и С (х) 0, на промежутке интегрирования 
можно указать иную формулу приведения. В этом случае приведение может 
быть выполнено с помощью вещественного преобразования так, чтобы имело 
место неравенство © < Rk? < 1. Мы выполним это приведение в тригономет- 
рической форме (переменная @ в равенстве 13.3 (20)) 

y? = cos? ф (1 — #2 sin? $). (17) 

Делением на положительиое число мы можем добиться того, чтобы коэффи- 
циент при старшем члене (& в С; или a, в Gs) равнялся +1. Поэтому 
можно считать, что многочлен С (х) имеет вид 

б (*) = i (x—a;), (18) 

где i=1, 2, 3, 4 или ix1, 2, 3 в зависимости от того, имеет ли многочлен G 
четвертую или третью степень. Мы будем использовать сокращенные обо-
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х 

значения 

Ups =Ag— Ep. (19) 
_a—y В—б 

(с, В, \, 9 = 2—5 B—y , (20) 

1— #2 sin? 1/2 4х 

n= ( G(x) 2) dg’ ео 
где и— постоянное и 

dx dp 
[G wpe © {1 — k? sin? g) ° (22) 

Таким образом, p связано с обращением эллиптических интегралов пер- 
вого рода. 

Табл. 1 дает формулы преобразования для случая, когда все корни 
многочлена G(x) вещественны, причем предполагается, что 

Oy > A, > Ay > Hy (23) 

{в случае многочлена G3 надо опустить G,). Для каждого из двух возмож- 
ных значений 1 или —1 коэффициента при старшем члене многочлена С (x) 
таблица дает перечень промежутков, в которых С (х) 0, формулы преоб- 
разования, некоторые соответстьующие значения хи ф, значения Rk? и р 

Табл. 2 дает соответствующие преобразования в случае, когда много- 
член имеет комплексные корни. В случае многочлена С; вещественным 
корнем является Oy, а комплексными 

b+ ic, с> 0. (24) 

В случае многочлена С., имеющего [Ba вещественных корня и пару комп- 
лексных корней, , > Gy являются вещественными корнями, а равенство (24) 
задает комплексные корни. В случае, когда Gg имеет две пары комплексно 
сопряженных корней, эти корни имеют вид 

5, + icy, 65 + а, $: — в. > с1 > 0, Cy > 0. (25) 

В этой таблице формулы преобразований, А? и и выражены зерез иекото- 
рые вспомогательные величины, определяемые равенствами 

ig, 4—", t g, =a? 

26) 
— 9,—0,,_ 6. -- 6, ( 

УЕ а, 
tg Q,== fit 4, tg 9, = Ca , 

6, — by b,— by о 

a 65 _ cos Bs (27) 
2 ~ cos 04° 

Формулы преобразования, данные в этих таблицах, остаются справед- 
ливыми и в случае, когда нули G(x) не удовлетворяют условиям, указаи- 
ным в первом столбце таблицы, и равенствам (23)—(25); однако в этом слу- 
чае преобразования и величина Rk? являются, вообще говоря, комплексными. 

Есть много таблиц интегралов, учебников и работ, где даны таблицы 
формул приведения эллиптических интегралов к нормальной форме, Мы 
укажем книгн Сгорпег, Hofreiter (1949, пп. 241—246, 1950, пп. 221—223); 
Янке—Эмде—Лёш (1964, стр. 96—98); Magnus и Oberhettinger (1949, гл. VID; 
Meyer zur Capellen (1950, п. 2.3); Cberhettinger и Magnus (1949, п. 2), Tricomi 
(1937, стр. 76, 77) и И. С. Градштейн и И. М. Рыжик (1963, стр. 233—295).
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Приведенные здесь таблицы заимствованы нз книги Tricomi. См. также книгу 
Byrd, Friedman (1954). 

Относительно вычисления эллиптических ичтегралов с помощью эллип- 
тических функций см. п. 13.14; отиосительно их выражения через тета- 
функции см. п. 13.20. 

13.6. Вычисление эллиптических интегралов Лежандра 

В пп. 13.3 и 13.5 было описано, как приводится любой эллиптический 
интеграл к эллиптическим интегралам первого, второго н третьего рода в нор- 
мальной форме. Выражение интегралов в нормальной форме Вейерштрасса 
церез эллиптические функции Вейерштрасса будет дано в п. 13.14; в этом 
пункте мы рассмотрим вычисление эллиптических интегралов Лежандра. 

Сначала уточним определение 13.3(20), положив 

Ф 

F(9, = \ (1 —k? sin? #) 71/3 de, (1) 

° 
Е (Ф, = \ (1 —R2 sin? £)1/? dt, (2) 

> 
Il(9, v, = ( (1-+--v sin? 1-1 (1 —&? sin? #)~1/? df. (3) 

0 

Напомним, что за исключением эквиангармонического случая приведение 
может быть выполнено так, чтобы удовлетворялось условие 

[ek] <1. (4) 
Иитегралы первого и второго рода могут быть вычислены путем разло- 

жения подынтегральной функции ло биномиальной формуле: 
Mm 

F (9, =», CMe ват, (9), < |sing|<l, (5) 
n=0 

Е ($, ну, о”, ©, [8] <1, |singi<l, (6) 
n=0 

где 

(@)o=1, (@),=a (a+) ... арт, (7) 
@ n . 

О и О @ 
0 m=1 

Таким образом, в вещественном случае мы получаем хорошо сходящиеся 
ряды для вычисления Ри Е Если модуль Ё близок к единице, то ряды 
сходятся медленно и в этом случае должны быть использованы другие, 
более сложные разложения Некоторые из таких разложений даны Радоиом: 
(Radon; 1950), который указал также разложения для Ри E в тригономет- 
рические ряды Есть много обширных численных таблиц для эллиптических 
интегралов первого и второго рода; см. Янке —Эмде—Лёш (1964, стр. 103—108), 
Fletcher, Miller и Rosenhead (1946, п. 21).
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Вычисление эллиптических интегралов третьего рода значительно более 
громоздко, поскольку они зависят от трех параметров. Аналогом равенств 
(5) и (6) является 

пе > H= >) wae (=) s,, (9), 9) 
n=0 

jej<i, |< |singl<i, 
rae ; 

Bo a= У, (42 (10) 
m= 

— усеченное биномнальное разложение. Условне |9] <1 в (9) ограничивает 
полезность этого разложения. Относительно другнх разложеиий см. Ra- 
don (1950). 

Относительно вычисления П ($, v, &) с помощью тета-фувкций и эллип- 
тических функций Якоби см. п. 13.20. 

Отметим, что 

П ($, 0, k) =F ($, &), (11) 

(1—1) П (Ф, —№, ВЕ (p, ®— (1-5 g)~"/* ат pcosq, (12) 
(—#) П(Ф, —1, A) =k») F(g, -Е Ф, &)+tg 9 (1A? sin? gq)". (19) 

13.7. Некоторые дальнейшие свойства нормальных 
эллиптических интегралов Лежандра 

Интегралы 
К=К (2) = F (п/2, R), E=E (k)=E (л/2, №) (1) 

являются соответственно полными эллиптическими интегралами первого и 
второго рода. Назовем- 

k! = (1—2) 1/9 (2) 
дополнительным модулем. Тогда 

К’==К’ (k) =F (n/2, К’), E’ = E’ (k)=E (2/2, k’). (3) 

Неполные эллиптические интегралы F(p, К) и Е(ф, &) являются мно- 
гозначными функциями на римановой поверхности 5 функини у, опреде- 
ленной равенством 133 (19) Точками ветвления являются х=зтф= + J, 
+#-1. Периоды можно выразить через полные эллиптические интегралы, 

Интегралы Периоды 

F (9, &), 4K, 2’, 
E(9, №), 4E, 2i (K’~E’). 

Первый из этих периодов называется вещественным, а второй — MAU MOLM 
периодом (поскольку они соответствеино вещественны или мнимы, когда 
<< |}. 

Хотя Е ($, Е) и Е ($, Е) являются многозиачными функциями от x= чп ф 
на римановой поверхности 9, функция Е, рассматриваемая как функция 
от F, однозначна на 25; разумеется, мы рассматриваем здесь лишь соответ- 
ствующие друг другу значения E и F, получаемые при интегрировании 
вдоль одного н того же пути. Это приводит к функции Якоби E (u), 
$м, п. 10,
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Эллиптнческие интегралы, как и эллиптические функции, обладают 
meopemamu сложения. Пусть заданы ф и tp. Определим Х из разенств 

(1 — 12 sin’ ф 5112 4) sin Х= 

= sin ф cos) (1 — #3 sin? р) 1/2 +- sin p с0зФ (1 — 23 sin? ф)1/3, 
(1 —&? 3112 ф sin? p) cos X= (4) 

= cos ф cos p— sin @ sin p (1-— #2 sin? g)1/2(1 — #2 sin? p)*/2. 

Обозначим через == соотношение (конгруэнтности) между двумя функциями, 
отличаошимися друг от друга лишь линейной комбинацией их периодов 
(с постоянными коэффициентами) Тогда 

Р(=Е(4)+Е2 ($), `` (5) 
F (Х)=Е (9) + Е (p)—? sin @ sin sin x (6) 

являются теоремами сложения для E (gp, k), Е (ф, &). 
Теорему перестановки, указанную в п 13.4, удобнее всего выражать 

для эллиптического иитеграла третьего рода 

@ 
23 cos ф sin p (1 — 22 sin? p)?/? sin? Е 

J (1 — 23 sin? tp sin? 2) (1 —£? sin? р 

==ctg p (1 — #2 sin? p)/? [Il ($, —2Е? sin? p, &)—F {q, #)]. (7) 

Ова имеет для него вид 

П* (ф, $)—П* ($, $) =F ($) E ($)—Р() Е (Ф) bani. (8) 

Здесь в символах всех эллиптических интегралов опускается А, и п является 
целым числом. 

Обе теоремы сложения и теорема перестановки зависят от связи между 
эллиптическимн интегралами и эллиптическими фуикциями 

В п. 135 было указано, что перегруппировка нулей для G(x) приводит 
к изменению модуля. Если # — первоначальное значение модуля, то путем 
такой перегруппировки мы можем получить одно из следующих значений 
модуля: 

ik ., 1 1 Rk 
ce a a Е. 9) 

nn" (9, ф, k} = 

Эллиптические иитегралы, принадлежащие любым двум из этих модулей, 
связаны друг с другом рациональными соотношениями (линейными преобра- 
зованиями). K выражениям, перечислеиным в (9), добавим 

1—2’ 
ТЕ. (10) 

Эллиптические интегралы от модулей k и (10) также связаны рациональными 
состношениями (преобразования Ландена) 

Табл. 3 дает для любого из модулей (9} или (10), обозначениого 
через k, преобразованное значение ф, выраженное через ф и Rk, а также 

Е (Ф, ЮиЕ (ф, Ё), выраженные через Р (ф, Е), Е (ф, Е), фи k. Мы исполь- 
зуем здесь, как и выше, обозначения (2) и сокращенные обозначения 

А (9, Ё) =(1—#2 3180) /з, Д(л/2, Е) =’. (11)
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Величина ф в этой таблице определена с точностью до кратного 2л заданием 

sin ф и созф. 
Отметим также формулы дифференцирования 

OF 1 тс 9Е_Е—Е 19 
dk pe | № Aw Е, |’ В ° (12) 

13.8. Полные эллилтические интегралы 

Мы будем использовать следующие обозначения для полных эллиптиче- 
ских интегралов первого, второго и третьего рода: 

л/а 

«ки \ ae А ($, ету ИВА" “ 

ЕЕ w= {a0 by dp= “(2 (Sr) ae. (2) 

3/9 ° 

ПВ, (у, = | (Fv “ai 9 А (Ф, 5-| (1 + vx?) [(1 a (1 —k2x2)]*/2 * ©) 
о 

Из 13.6 (8) следует 

San ( = )= | sin?" dp = =. > (4) 

Используя это в 13.6 (5), (6) и в, имеем 

кит ahi (2,3 ‚э;В a), lei <1, (5) 

Waa eh (5 5 1; м), [8] <1 (5) 

т, (v, k)= yy а — v)" вв (=). <, |v[<h (7) 
n=9 

В формулах (5) и (6) 

п (2) пп 
a's (2, 6; с; 2)= у on ott 

п=о0 

является гипергеометрическим рядом Гаусса, см. гл. 2. Трикоми (Trico; 
1935, 1936) указал также ̀ разложение 

(под я у feral sin [(4n-+1)@], O<a< > (8) 
R=0 

и неравенства 
In4d<K+ink’ < л/. (9) 

Из (5) видно, что K(k) является монотонно возрастающей функцией от # на
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промежутке (< A <1. К (0) =л/2, и из (9) видно, что К логарифмически 
стремится к бесконечности, когда Е —+1. Более точно, 

К=1л (4/k’)+ 0 (Е ink’), k’ —+ 0. (10) 

С другой стороны, (6) показывает, что фуикция Е убывает в промежутке 
О<Ё< Ти из (2) следует. что 

1<Е = л/2, 0==1. (11) 

Разложения, справедливые в окрестиости точки A= 1, были указаны многими 
авторами; см., например, Radon (1950). Отметим также формулу для инте- 
гралов третьего рода, выведенную Гамелем (Hamel; 1932). 

Относительно вычисления полных эллиптических интегралов первого 
и второго рода с помощью тета функций см. п. 13.20. 

Соответствеино преобразованиям табл. 3 имеют место преобразования 
полных эллиптических интегралов. Они указаны в табл, 4 (точки ветвления 
обходятся выше вещественной оси). 

Таблица 4 

Преобразования полных эллиттических интегралов 

k K (®) K’ (&) Е (#) Е” (#) 

+ В (K +iK) RK! + (ЕНЕ-ЕЙКАК,) >= er 

RI кг K Е, [- 

1 р 1 ть» 1 gr | № КЖ) BK a7 (ЕР -1E~ AK’ +" К) 7 Е 

tk RIK № (К^+К) Е at ce Е b8K! + ik'™K) Г Г Г 

a kK? # (K+iK’) se (ЕЕ КК”) ik Г: Г. 

t—k’ 1+ , E+k/K QE’—k2K? 
ize | 3K CLR) К Teh Г 

op /2 nas K 1+ к. 2Е— ВЗК E’-+RK’ 

1+# ) 27 ith 1+k 

Преобразования , 
- I1l—k 1— k’ 1+’ 
k=, 5} = IR (==) 2  K@®) (12) 

играют особо важную роль, поскольку их можно использовать для отыска- 
ния числеиных значений К. Первое равенство в (12) можно также записать 
в виде
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Здесь <<! при 0 < #2” < 1. Если повторить это преобразование не- 
сколько раз, то &’ быстро стремится к единице. Соответствующее значение 
К (0) равио л/2. Положим теперь 

Qh ls 
ту =k", р’ —-——; , 

0 a+EL I+k, 

Последовательно применяя преобразование (12), получаем 

K (i= П Е . (14) 
A= 9 

n=0, 1, 2,... (13) 

Для четырех полных эллиптических интегралов, принадлежащих допол- 
нительным модузям, мы имеем соотношения Лежандра 

КЕ’ К’Е—КК’ =л/2. (15) 

Для частных значений А укажем следующие соотношения: 

—1/ rot Г (1/4)]? 
К (27 /2)=K’ (27 = ——— (16) 

4n /s 

tl etn © \__ at/, on ou K (sin в)= 3 K (sin 4) , (17) 

K’ (2'/:—1) = 9'/2K (2'/2— 1), (18) 

Vf, 1 / —_ 

к (2) — к Ее (19) 
g'/st | 2"! -|-1 

2 

К (gia) = ен к её) = ТИ) им, (20) 
2.3°/*Г (2/3) 

Первое из этих соотношений соответствует лемнискатным функциям, которые 
возникают при обращении интеграла 

\ (1—4) -*/2 dex, 

а последние соотношеиия отвечают эквиангармоническому случаю для эллип- 
тических интегралов. 

Полные эллиптические интегралы третьего рода II, (v, #) могут быть 
выражены через неполные эллиптические интегралы первого и второго рода. 
При у> —1 это было отмечево Лежандром, а для v < —1 (когда надо 
брать главное значение интеграла в смысле Коши) доказано Трикоми. Пара- 
метр V выражается через вспомогательную величину 0; при этолх имеют 
место различные выражения в промежутках {— с, —1), (—1, —#?), (—№2, 0) 
и (0, ©). Результаты имеют вид 

ctg 8A (8, &) II, (- 
sin? 0’ 

sin 0 cos 0 , _ 

= /2—[E (k) —K (k)] F (0, &’)—K (k) E (0, &), (22) 
ctg@A (0, 2) [П, (—k* sin? 0, k)—K (k)]=—E F (0, &)+KE(8, #), — (3) 

sin 8 cos @ 2 te? _ sai 
A, =) (Tl, (22 tg? 8, &)—K (R) cos? 0] = 

== [E (hk) —K (hj] F (8, #)--К® ЕК, #'). (24) 

ь) —Е (k) F (0, КЕ, В, © 

Rk’ 
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Вместо К, Е, II, в некоторых случаях удобно ввести 

“ sin? ф т os? | с 

о | ae nt B=) 2. 9% 
0 0 

n/2 (si и (25) 

sin ф Cos Mp 

CH=) ТА, вв 9% | 
о 

При «=k? имеем следующие формулы дифференцирования и интегрирова- 
ния, а также соотношения между различными интегралами 

K—E E—k'K D—B_ 1 

dK B dE dD D—C 

dk 1—k’ 2 к =D 2 ак 1 к’ en 
dB adc B 

2a a =o 46, 
{как = 2x8, \ Е dx к (ЕВ) 

{ Ddk = — Е, | Bde =2(E-+x8), | Cdn = 28. и 

Разложения в ряды и другие формулы для этих иитегралов, а также 
краткие числогые теблицы см. Янке —Эмде—Лёш (1964, стр. 109—119). 

ЧАСТЬ ВТОРАЯ. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

13.9. Обращение эллиптических интегралов 

Исторически эллиптические функции впервые были введены путем обра- 
щения эллиптических интегралов. Чтобы получизь уллиптические функиии 
Якоби, рассмотрим соотношение 

@ 

и= ( (1—8 sin? 9-3 =Р(ф, &) (1) 
0 

межлу комплексными переменными ц и q. Мы уже знаем, что U является 
многозначной функцией от x=sing. Обратно, равенство (1) определяет ф 
или 311 ф как (быть может, многозначную) функцию от и. Якоби положил 

ф=ат и=ат (4, Е) (2) 

и принял в качестве осиовных функций 

$П И == (в, &)=sin (ат и), | > 
1). 

cnu=cn (и, №) = с0$ (ат и), 

dn u=dn(u, &)=Alamu, #) =[1-# sin? (ат
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Кроме них, часто используются следующие девять функций: 

1 1 1 ) 
ns u==——-, nc “== ——-, nd u=——— , 

sna спи dn u 

сви sf и Sti ut 
cs 8 = —— и=—- $4 и = , 

sia’ спи’ dnu’ { (4) 
dnu dn u спи 

4$и=-—, ==, cdu= . 
u dnu J 

Эти обозначения ввел Глешер. 
При и=0 положим 

sn 0-=0, en0=dn0=I. (5) 

Это, очевидно, определяет три осиовные функции, а следовательио, H девять 
фуикций (4), как однозначные аналнтические функции в некоторой окрест- 
ности точки и=—0 (исключая функции nsw, сзи, dsu, которые имеют про- 
стые полюсы при и=0 и аналитичны в «проколотой» окрестности 9TOA 
точки). Важнейшим фактом теории эллиптических функций является то, 
что аналитическое продолжение двенадцатн функций, определенных таким 
образом в окрестности и=0, приводит к однозначным функциям от и всюду 
аналитичным, за исключением бесконечного множества точек, где эти функ- 
ции имеют простые полюсы Этот результат может быть получеи путем нсследо- 
вания проблемы обращения для интеграла (1), см. Hancock (1917), 
Neville (1944). 

Эллиптические функции Вейерштрасса возникают аналогичным образом. 
Соотношение 

@ 

a=: | (44° —gyt—g,)7" dt (6) 

между двумя комплексными переменными 2 и ш может быть обращено и 
приводит к ®-функции Вейерштрасса 

w= (2) = (2; ga, Zs). (7) 
Эта функция однозначна и аналитична всюду, за исключением бесконечного 
множества полюсов (второго порядка). 

В обоих случаях задача обращения чрезвычайно громоздка (исключая 
случай иитеграла (1) в вещественной области при O< k < 1), причем есть 
разлнчные пути решения этой задачи, каждый из которых имеет свои пре- 
имущества. Вейерштрасс показал, Что изучение двояко-периодических анали- 
тических функций естествениым образом приводит к теории эллиптических 
функций. Поэтому обычно изложение теории эллиптических функций начи- 
нают с изучения общей теории двояко-периодических аналитических функций. 
Мы сделаем это в данной главе, а позже установим связь с эллиптическими 
интегралами, см. п. 13.14. 

13.10. Двояко-периодические функции 

Пусть [(2)— однозначная функция, аналитическая всюду, за исключе- 
нием изолированного множества особых точек. Периодом такой функции 
называют комплексное число р такое, что 

[(z)=[ (+?) (1) 
для всех значений 2, при которых f аиалитична. Функция, имеющая один 
(отличный от нуля) период, имеет бесконечное множество периодов (а именно
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пр для всех пелых п). Пусть ©@ — множество всех точек комплексной пло- 
скости, соответствующих периодам фиксированной функции } (2). Если } (2) 
постоянна, TO © совпадает со всей плоскостью. Если исключить этот случай, 
то можно доказать (cu, например, Tricom!, 1937, гл I, п. 2), что Q либо 
является системой равноудаленных точек, лежащих на проходящей через 
начало координат прямои линии, либо точечной решеткой, образованной 
путем пересечения двух семейств равноудаленных параллельных ливий 
(линейной решетки). В первом случае [(2) чазывают просто-периодической 
функцией, а во втором случае — двояко-периодической функцией 

Рассмотрим двояко-периодическую функцию f(z) и соответствующую 
точечную решетку ®. Эта решетка может быгь различными способами полу- 
чена путем пересечения двух семейств равноудаленных параллельных линий. 
Она состоит, таким образом, из бесконечного множества конгруэнтных парал- 
лелограммов. Возьмем один Из этих параллелограммов, одной из вершин 
которого является нуль, а тремя другими вершинами —точки 20, 20’, 
20-+ 2% ‚ Тогда 20 и 2%’ называют парой примитивных периодов f (2), а 
все остальные периоды имеют вид 

20 2, в=2то +2nw’, т, п— целые. (2) 

Очеви дно, что ®’/® не является вещестренным числом, и примитивные пери- 
оды можно выбрать так, чтобы выполнялось условие 

Im (@’/w) > 0. (3) 

Мы будем предполагать это условие выполнениым на протяжении всей этой 
главы. 

Как уже говорилось, точечная решетка может быть получена бесчислен- 
ным множ>ством способов путем пересечения двух семейств равноудаленных 
параллельных линий Поэтому можно бесчисленным множеством способов 
выбрать пару примитивных периодов. Пусть ©, &’ — примитивные полупе- 
риоды Q, и пусть а, В, у, 6— любые целые чнсла. Тогда 

o=a0+ Bo’, ©’ = yo + бо’ (4} 

являются парой полупернолоз. Если 

oh — py =I, (5) 
то низ (4) имеем ; ; , , - 

a= bo— pw’, o’=— yo+ao’, (6) 

так что @ и ®’, а следовательно, и все полупериоды f(z) являются линей- 
ными комбинациями с целыми коэффициентами ©, ow’. Поэтому (4) дает дру- 
гую пару примитивиых полупериодов. Эквивалентные пары примитивных 
полуперцодов связаны друг с другом унимодулярными преобразованиями 

Я. о 
Можно показать [см., например, Tricomi (1937, гл. I, п. 2)], что пару 

примитивных периодов всегда можно выбрать так, чтобы выполнялось условие 
7 У 

lof<|o’} и Im (= - (8) 
© 2 

Мы не будем, однако, требовать в этой главе выполнения условий (8). 
Две точки 2-плоскости назовем конгруэнтными, если они отличаются друг 

от друга на период Связное множество точек называется фундаяентальной 
областью, если каждая точка плоскости конгруэнтна в точности одной точке 
этого множества. Мы будем брать в качестве Sy ндаментальной области парал-
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лелограмм, и считать, что две стороны этого параллелограмма и вершина, 
в которой они пересекаются, рассматриваются как принадлежащие паралле- 
лограмму, а две другие стороны и три вершины не прииадлежат ему. При 
фиксированном Zp точки 

—=2-- 28% + 2’, O<§<1, O<y<!1 (9) 

образуют фундаментальный параллелограмм периодов. Любой параллело- 
грамм, полученный из него смешением на период, т. е. любое множество 
точек вида 

2= 25-2 (т-+ +2 (по, O<E<1, O<n<1 (0 
для фиксированиой пары целых чисел (т, п) является параллелограммом 
периодов. 

Поскольку двояко-пернодическая фуикция принимает одинаковые значе- 
ния в конгруэнтных точках, то достаточно описать свойства такой функции 
в любом параллелограмме периодов. Так как f(z} имеет лишь изолирован- 
ные особые точки и изолированные нули, то всегда можно выбрать фунда- 
ментальный параллелограмм периодов (т. е. точку 25.) так, чтобы Ha грани- 
це этого параллелограмма не было ни одной особой точки и ни одного нуля 
функции }(2). Это условие будет предполагаться выполненным в общих 
теоремах п. 13.11. Такой параллелограмм периодов мы будем для краткости 
называть ячейкой. 

13.11. Общие свойства эллиптических функций 

Двояко-перисдическая мероморфная функция называется эллиптической 
функцией. Иными словами, мы определяем эллиптическую функцию как 
однозначную двояко-периодическую аналитическую функцию, единственными 
особенностями которой в любой конечной части плоскости могут быть полюсы. 
Здесь мы будем обозначать такую функцию через f(z). Через © и ®’ обо- 
значим пару примитивных полупериодов f(z) и через © точечную решетку, 
связанную с f (2). 

Заметим, что часто сигма- и дзета-фуикции Вейерштрасса, тета-фувкции 
и другие функции, связаиные с эллиптическими функциями, также называют 
эллиптическими функциями (в обобщенном смысле). Однако в этой главе 
термин «эллиптическая функция» будет использоваться лишь в указанном 
выше смысле, 

Каждая эллиптическая функция, не являющаяся тождественной посто- 
янной, имеет полюсы. 

В самом деле, если бы }(2) не имела полюсов в параллелограмме пери- 
одов, то она была бы ограничена в нем, а тогда она была бы ограничена и 
во всей плоскости. По теореме Лиувилля она была бы постоянной. 

Любая аналитическая функция имеет в каждом параллелограмме пери- 
0д08 лишь конечное число полюсов и в случае, когда она не равна тождест- 
венно нулю, лишь конечное число нулей. 

В самом деле, если бы она имела в параллелограмме периодов бесконечно 
миого полюсов, TO тогда эти полюсы имели бы предельную точку, которая 
была бы существенно особой точкой. Аналогично, если бы в каком-нибудь 
параллелограмме периодов эллиптическая функция имела бесконечно много 
нулей и не обращалась тождественно в нуль, то она должна была бы иметь 
существенную особенность. , 

Число полюсов, лежащих в ячейке, причем каждый полюс считается 
столько раз, какова его кратность, называется порядком эллиптической функ- 
ции. Множество полюсов или иулей в заданной ячейке называется неприво- 
димым множеством.
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Сумма вычетов эллиптической функции во всех полюсах, принадлежащих 
любой ячейке, равна нулю. Пусть С —граиица ячейки. Сумма вычетов рав- 

на “7 \ f(z) dz, но эта сумма равна нулю, поскольку интегралы, взятые по 

С 
противоположным стороиам, взаимио уничтожаются. 

Нет эллиптических функций первого порядка. 
В самом деле, такая функция должна была бы иметь в каждой ячейке 

в точности один простой полюс, а тогда вычет в этом полюсе равнялся бы 
нулю в силу предыдущей теоремы. 

Эллиптическая функция порядка г принимает в любом параллелограмме 
периодов каждое значение в точности г раз (считая кратность). 

Для того чтобы доказать, что функция } (2) —с нмеет в точности г нулей 
виутри каждого параллелограмма периодов, возьмем этот параллелограмм 
таким, чтобы функция fj’ (2)Д{ (2) —с] была регулярной на его граннце. Раз- 
ность между числом полюсов и числом нулей функции f (2) —с равна 

1 Г (2) 
oni 1 (z)—c dz, 

но этот интеграл равен нулю, поскольку взносы по противоположным CTO- 
ронам параллелограмма взаимно уиичтожаются. 

Сумма неприводимого множества нулей конгруэнтна сумме неприводи- 
мого множества полюсов (каждый нуль и полюс берутся столько раз, какова 
их кратность). Пусть С—граница ячейки, и пусть @:, 0%, ..., я„— нули, а 
Вл, В», ..., В, — полюсы функции | (2), лежащие внутри С. Функция |” (z)/f (2) 
имеет простые полюсы с вычетом & в нулях порядка А и простые полюсы с 
вычетом —Ё в полюсах порядка & функции [ (2). Имеем 

Ре _х oni.) Fe) dz=)° (@з—В»). (1) 
С h=1 

Если вершинами ячейки являются 29, 29 +20, 29 +-20-+20', 29-20’, то ин- 
теграл (1) принимает вид 

J C (Zo +P (Zo+t) (qo +20' Е (29-20 + 2 dt— 
2 J i (29+ 2) Ё (29 +20’ ++ #) 

ab, { [eta ott) (Zo-+20+8 f' (@o+20+2) [и = 
ni J | Ред Пою 

= {2cof In (2-50 [2° —2e" [п (6-99. | 

Так как { (2) имеет периоды 20, 2%’, то In f (29), Inf (29-+ 20’) и In Ff (29 +20) 
отличаются друг от друга на целое, кратное 2ni, следовательно, интеграл 
в формуле (1) имеет значение вида 2то -2по’. 

Из этих фундаментальных теорем легко вытекают иекоторые следствия. 
Отметим лишь два из них. 

1. Две эллиптические функции, имеющие одинаковые периоды, одинако- 
вые полюсы и одинаковые главные части в каждом полюсе, отличаются друг 
от друга лишь постоянным слагаемым. 

9 т BaRewocac A Am wo Rae
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2. Отношение двух эллиптических функций, имеющих одинаковые пери- 
оды, полюсы и нули (и кратности полюсов и нулей}, является постоянным. 

Все эллиптические функции, имеющие одинаковые периоды (2H, 20’), 
образуют поле Я, т. е. сумма, разность, произведение и частиое двух таких 
функций имеют одинаковые периоды Очевидно, что любая рациональная 
функция (с постоянными коэффициентами) от таких функций принадлежит 
%. Кроме того, производная любой функции из Я также принадлежит %, 
т, е. Я является дифференциальным полем Интеграл от функции из Я может 
не принадлежать RK. Хотя (20, 20’) является парой примитивных периодов 
для некоторых функций из Я и парой периодов для любой фуикции из Я, 
она может не быть парой примитивных периодов для всех функций из Я. 

Из представления эллиптических функций через некоторые стандартные 
функции (см. п. 13 14) легко вывести дополнительные результаты. 

Любые две функции Риб из Я связаны друг с другом алгебраическим 
уравнением P(f, 8) =0, где P(x, у) — многочлен с постоянными коэффициен- 
тами и алгебраическая кривая P(x, у} =0 уникурсальна 

Любая эллиптическая функция удовлетворяет алгебраическому дифде- 
ренциальному уравнению первого порядка P(f, [’)=0. Здесь P(x, и) также 
является многочленом с постоянными коэффициентами рода нуль. 

Любая эллиптическая функция [(х) идовлетворяет алгебраической тео- 
реме сложения 

А [[ (№), §(@), В(и--0)]=0, (2) 
где A(x, у, 2) — многочлен с коэффициентами, не зависящими от и и о, и (2) 
выполняется тождественно по и и у. 

Обратно, можно показать, что однозначная аналитическая функция от 2, 
удовлетворяющая алгебраической теореме сложения вида (2), является либо 
рациональной функцией от z, либо рациональной функцией от г^2 при неко- 
тором Л, либо эллиптической функцией. 

Простейшими (не тривиальными) эллиптическими функциями являются 
функции рода два. Среди иих можно выбрать в качестве стандартных функ- 
ций либо функции, имеющие один двойной полюс (с нулевым вычетом) 
в каждой ячейке, либо функции, которые в каждой ячейке имеют два прос- 

THX полюса (с вычетами, равными По абсолютной величине, но противопо- 
ложными по знаку) Первая возможность использована в теории Вейер- 
штрасса, вторая—в теории Якоби. 

13.12. Функции Вейерштрасса 

Пусть 20, 2%’ —фиксированиая пара примитивных периодов 
c ® 

to р Im* > 0, (1) 

W= Wp, = 2m 4-2nw’. (2) 

Будем обозначать через > и И бесконечные суммы и произведения, взятые 
? 

по множеству всех пар целых чисел т, п, а через >) и | [’—суммы и про- 
изведения, взятые по множеству всех пар целых чисел т, п, за исключе- 
нием m=n=0 

Функция Вейерштрасса ® (2) =® (2 |, ®') является эллиптической функ- 
цией второго порядка с периодами 2, 20’, имеющей двойной полюс в точке 

z=0. Ее главная часть в этом полюсе равна 2—2, причем функция $ (2) —2_* 
обращается в нуль при 2=0 и аналитична в окрестности этой точки. OTH 

условия однозначно определяют @ (2). Для Toro чтобы получить аналитиче- 
ское выражение этой функции, построим мероморфную функцию, имеющую
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двойные полюсы в каждой точке W= Wy, C главной частью {2—и)-3. Раз- 
ложение такой функции на элементарные дроби имеет вид 

f (2)=272-+ У (ев) -*—ш-*. (3) 
Полученная функция такова, что }(2)—2_? обращается в нуль при г=0. 
Кроме того, меняя порядок членов ряда, убеждаемся, что f (2-25) =} (2) = 
==f (z+ 20’). Отсюда вытекает, что построенная функция | (2) =® (2) Таким 
образом, 

Фе (ее, о) = У, | о “mal @ (z—Imo—2nw’)? @то-- по” 
Функция ® (2) является четиой Поэтому 

9 (z) = — 22-8— 2) (2—1) “8 =— 2) (1) 8. (5) 

Интегрируя почленно, мы потучаем дзета-функцию Вейерштрасса, кото- 
рая является мероморфной фуикцией с простыми полюсами: 

5 =Е (а, o’)=2-9-+ У [(2—w) шт zw, (6) 
$ (:)=—6 (2). (7) 

Функция 6 (2) нечетиа. Она не является двояко-периодической и, следова- 
тельно, не есть эллиптическая функция. Обычно полагают 

6 (2-28) =5 (2) +24, = (24-20) = 6 (2) +27. (8) 
Так как 6 (2) нечетная функция от 2, то 

= (6), 1 =F @’). (9) 
Интегрируя 6 (2) по границе ячейки, получаем соотношение Лежандра 

? 7 1 

По’ — По = 5. (10) 

Сигма-функция Вейерштрасса является целой функцией, логарифмиче- 
ская производная которой равна дзета-функции 

в (2) =0 (z|0, в')=2 п 1-2) exp +2 (=) | (11) 

a’ (г 0’? (2)— с (2) 0” (2 0-0, pea Boe 8. (12) 
Используя сокращенные обозначения , 

2,=60 У! ш-@, gg 140 SY шв, (13) 
можно записать разложение o(z) в степенной ряд, а также лорановские 
разложения функций 6 (2), ® (2) ®' (2) в окрестности точки 2=0 в виде 

_ Bet 6” _ 232 аз 
6 (2)= 2— 545-8 28.3.5.7 26.38.57 0.32.57. °° (% 

_ 1 628 — 9528 2527 
5) =, —23.35 22.57 3.58777 (15) 

_ 1 2228 ‚ 324 2328 
(= 92.5 +92.7 ав. 58 tees (16) 

2 22, 6:28, gaz? 
(= — zs БЕЯ a "* (17)
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Радиус сходимости этих рядов равен наименьшему расстоянию между точ- 
ками решетки ©, т. е. наимеиьшему из чисел |20{, |2’ |, [20 + 207 |. 

Формулы для функций Вейерштрасса могут быть записаны в более сим- 
метричном виде с помощью обозначений 

©: =®, Фа —= —®— ©’, 93 =", (18) 

Т«==6 (Og); a=1, 2, 3. (19) 
Мы имеем тогда 

b (2-+20,) = (z)4+ 2m. at, 2, 3, (20) 
б (2+4-20,) = —o (2) exp [2n, (¢+0,)], a=1, 2, 3. (21) 

Удобио ввести три функции 

On (= EE exp (—2z7,), a=1, 2, 3. (22} 

Для них имеем 

Oy (2+ 20,) = — 06а (2) exp [21 „(2 ®.)], “=1, 2, 3, \ (23) 
в, (2+ 202) =o, (2) exp [24. (2+ s)], a, В=1, 2, 3, aX В. 

Функция ®’(2) является нечетной эллиптической функцией третьего 
порялка с периодами 20,, @=1, 2, 3; она имеет три нуля в каждой ячейке. 
Но ®' (—®,} = ®' (@,), так как ®’ имеет период 20, и ®'’(—®,)= —®' (@,), 
так Kak ®’ (2) является нечетной фуикцией от 2 Таким образом, z=@,, 
а=1, 2, 3 является неприводимым множеством нулей для &@’ (2). Обычио 
полагают 

е.= ® (@,), a=1, 2, 3. (24} 

Функция ® (2) —$(®.} является эллиптической функцией второго порядка. 
Она имеет полюсы второго порядка во всех точках, конгруэнтных точке 
2—0, и нули второго порядка в точках, конгруэнтных с ®, Поскольку ee 
порядок равен двум, она имеет лишь эти полюсы и нули. Следовательно, 
функция [® (2) —е„|/> является однозначной функциеи (но 2%, 2%’ не явля- 
ются ее периодами, см. пп, 13.13, 13 16). 

13.13. Дальнейшие свойства функций Вейерштрасса 

Мы будем указывать зависимость & (2) от полупериодов ®, w’ следующим 
образом.  (z|@, ©’), а зависимость от инвариантов Qo и Bg так: ® (2; Zo, 0.). 
Аналогичиые обозначения будут применяться для других функций Вейер- 
штрасса 

По определению при любом #20 имеют место соотношения однород- 
ности 

' (12 (tw, to’ }= Е 3’ (z] a, ©), 

P (tz| fo, to’) = 1729 (|, 0’), (1) C(iz\|tw, to’}=t- f(z, ©’), 
в (tz| to, to’)= to (2, ©’); 

@’ (#2; t~4gy, 6) = 2 30" (2; Ba, 83), 
® (tz, £7 4go, Г) = (2; Ba By), 
С (tz; “ge, Г в) = 1778 (2; Bar Bs), 
o (#2; t~ “gy, 693) = to (2, 8, Bs). 

Таким образом, функции Вейерштрасса зависят, по сути дела, от двух napa- 
метров, в качестве которых мы можем, например. выбрать отвошения р, w 
и ®’. Выражение инвариантов через периоды дано в 13.12(13). Обратно, из 

(2)
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13.9(6) и 13.12(24) имеем г 

о | (авы — в)" 
© 

Функции ®’? (2) и [® (z)—e,] ® (2)-е,] [® (z)—e,] являются эллиптиче- 
скими фуньциями шестого порядка C периодами 20,. a=1, 2, 3 Обе onn 
имеют неприводимое множество нулеи в точках W,, A=1, 9, 3 и полюе 
тиестого порядка в точке 2=0 В сит) общей теоремы п. 13.11 отношение 
этих двух функции является постоянной величиной Значение этой постоян- 
ной может быть вычислено из разпожений 13 12(4) и (5). Мы получаем, 
таким образом, алгебраическое дифференциальное уравнение для Ф-функций 
Веиерштрасса 

KP’? (z) =4[$ (2) —e,] ® (2) —е [P (2) —e3] (3) 
Иной вид этого дифференциального уравнения может быть получен из того, 
что ®Ф”? (z)— 43 (2) -+- 5.® (2) является эллиптической функцией не более чем 
шестого порядка и что все полюсы этой функции конгруэптны с точкой 2=0. 
Из разложений 13 12(16) и (17) вытекает, что эта функция регулярна при 
2=0 и, следовательно, в силу результатов п 1311, постоянна. Значение 
этой постоянной, полученное с помощью формул 13 12(16) и (17) равно —д., 
следовательно, мы получаем иной вид дифференциального уравнения: 

Pp” (2) = 49? (2) — go (2) — в (4) 
Сравнение правых частеи уравнений (3) и (4) показывает, что e,, a=t, 

2, 3, являются корнями алгебраического уравнения 4435— g,t—g,—0. Исполь- 
зуя формулы для симметрических функций корней алгебраических урав- 
неиий, получаем следующие соотношения: 

ее + ез = —4 (€g¢, + ее! + вез) =o,  Чее›ез — Bs: (5} 

её ез + == 8, eo beates= Tes ие ре=н аз (6) 
16 (е.— eg)? (2, —е1)? (2. —е2)? = 28 —9762 = А. (7) 

Последнее выражение является дискриминантом кубического уравнения. 
Используя дифференциальное уравнение (4) и замечая, что при г=0 

функция & (2) имеет полюс и, следовательно, обращается в бесконечиость, 
устанавливаем соотношения 13.9(6) и (7) Таким образом, мы получили связь 
между канонической формой Вейерштрасса для эллиптических интегралов 
первого рода и Ф-функцией Вейерштрасса. Из (4) имеем также 

"= Feo, "ОО", (8) 
отсюда по индукции следует, что pers (2 

(2% ~2) м 
® 2 2 (z) | ©’ (2) 

являются многочленами степени n от® (2). 
Теорема сложения для ®-функций может быть написана в различных видах: 

al Feo) _ ewtoy=z [SO |'-9 eo. 6 
1 § (u) 4" (м) 
1 (0) & (0) 
Г P(u+v) —8' (u-+v) 

тм | РШЕРО |955 РЫЕРО 1 

=0, (10) 

$ (u) —# (5) 5 $ (и) —8 (5) 

P (uv) + P (u—v) =29 (и — {In [F () —& 0}. (12)
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Эти теоремы сложеиия могут быть получены многими путями. Их можно 
доказать, например, если заметить, что функции в обеих частях равенств 
являются эллиптическими функциями с одинаковыми периодами, полюсами 
и главными частями, и прииимают одинаковые значения в некоторых фик- 
сированных точках. 

Из теорем сложения вытекают многие формулы для функций Вейер- 
штрасса. Отметим следующие: 

(е.— ев) (e,—e,) 
 (z-++ @,) = eg + — ® (z)—e, ’ a=, 2, 3, (13) 

и 3 

pey=— 9 e+ (FE O/" (14) 
@ (2/2) = (2) + 18 (2) —e5]"/* 8) ев + 1 @) eal? (фе 

+1 (2)—-e1)'* [8 (2) eg}, (15) 
В первой из них a, В, у—любая перестановка чисел 1, 2, 3. Равеиство (14) 
называется формулой удвоения. Квадратный корень в (15) выбирается в со- 
ответствии с формулой (22). 

Для дзета- и сигма-функций Вейерштрасса имеют место соответствующие 
формулы 

сыром, (16) 
0 (u-+-0) (w—2) = —o (u) o* (0) ФФ (17 

Эти формулы иногда называют теоремами сложения для дзета- и сигма-функ- 
ций, хотя они и He являются теоремами сложения в смысле, введенном 
в 13.11(2). Так как 6 (и) и o(u) не являются эллиптическими функциями, 
они не могут обладать алгебраическими теоремами сложения. Следующие 
формулы выводятся из (16) и (17): 

1_® (2) Бе в.) =f (2) tutgp@—oe “= 2% (18) 

(z+ 2mo-t enw’) =F (27) +2myn+2ny’, m, п-- целые, (19) 
б (z+ 2mo-+ 2nw’) = 

= (— 1+8 +75 (2) exp [{z4- то + nw’) (2my+2n7’)], т, п— целые. (20) 

Равенства (16)—(18} можио доказать, выражая эллиптические функцин 
[7 (м) —®’ (v)]/[@ (и) — © (v)] через дзета-функции, ® (и) — ® (9) через сигма- 
функции и " (z)/[ (2)—е,| через дзета-функции (см. следующие пункты). 

В п. в строке, следующей за формулой 13 12(24), было отмечено, 
что можно определить [® (2) ~e,] 1 2 как однозначную функцию от 2. Для 
этого надо выбрать квадратный корень так, чтобы при &=0 функция имела 
простои полюс с вычетом 1. Так как главная часть вблизи точки z=Q для 
функции $’ (2) равна —2278, это определение приводит к 

#" (2) = —2 (2) —е11? [® (2)—е411 [8 (2) 3]. (21) 
Чтобы получить явиую формулу для [® (2)—е,]!/?, положим в формуле (17) 
й==2, U=@, и применим формулы (20) и 13.12(21): 

ще —=— 90.) 7 (Z—O,) 0? (2+ Oe) —_ — 
# (=) Gq 0? (2) G2 (o,) ee oe (z) g3 (,) exp [ 2 (2-++-@,)] — 
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Извлекая квадратный корень в соответствии с даниым выше определением, 
получаем 

В частности, полагая Z=p, (0) 
0, (® 

(ев — ey" = о) ° (23) 

В соотношениях, содержащих квадратные корни, например таких, как (15) 
мы будем всегда предполагать. что квадратные корни определены так, как 
в (22) и (23). Из (23) и 13.12(22) имеем 

вы ехр (—Natds). с.) с (Wg) 
Это равенство вместе с соотношением Лежандра 13.12(10) показывает, что 

(ие = (е,—е)/?, (еле) = (ее), } (€g— eg) 1/? =i (е,—ез) М. 

/ 
(ев — e,) ° (24) 

(25) 

13.14. Выражение эллиптнческих функций 
и эллиптических интегралов через функции Вейерштрасса 

Рассмотрим задачу о выражении эллиптической функции через стандарт- 
ные функции либо в виде рациональной комбинации ® и &®’ (линейной по 
2’), либо в виде линейной комбинации дзета-функции и ее производных, 
либо в виде отношения двух произведений сигма-функций. Пусть [(2)— 
эллиптическая функция с периодами 20, 20’, и пусть ® (2), 6 (2), 0 (2)— 
функции Вейерштрасса, построенные по примитивным периодам 2%, 20’. 

Выражение через ® (2) и xP’ (2). Рассмотрим сначала случай, когда f (a) 
является четной функцией от 2. Если f(z) имеет нуль или полюс при 2=0, 
то этот нуль или полюс должен иметь четный порядок и, следовательно, 
при некотором целом значении $ функция f(z) [® (2)]’ должна быть анали- 
тической и отличиой от нуля при 2=0. Нули и полюсы четной функции 
Ё (2) [© (2) симметрично расположены относительно точки 2==0. Пусть 
Gr» «sey би, —Qy, ..., —Q,—HENPHBOAUMOe множество нулей и Ва, ..., В, 
—В., .... —В»— неприводимое множество полюсов, где каждый нуль и 
каждый полюс встречаются столько раз, какова их кратность, Тогда 

h 
. 5 Ф (2) —® (В,) (2) [8 (2)] oF At © (2) —# (@,) 

является эллиптической функцией, не имеющей нулей и полюсов и, следо- 
вательно, постоянна. Итак, любая четная вллиптическая функция может 
быть выражена как рациональная функция om ®{2). Пусть теперь f (z)— 
любая эллиптическая функция. Запишем ее в виде 

Le=5 bE) +i(—3)+0" РСЯ. 
Здесь [(=2)-- {(—2) и [f (z)—f (—z)]/' (2) —4eTHbIe эллиптические фуикции 
и, следовательно, являются рационзльными функциями от ®(2). Таким 
образом, любая эллиптическая функция может быть представлена в виде 

f (2} = К: [$ (2)] + Ra l® (2)1 & (2), (1) 
где РЮ; (№) и К. (и) —рациональные функции от w. 
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Из доказанного утверждения и из дифференциального уравнения и 
теоремы сложения для функции ® легко вытекает, что любая эллиптическая 
функция удовлетворяет алгебраическому дифференциальному уравнению и 
обладает алгебраической теоремой сложения, а также что любые две эллип- 
тические функции с одинаковыми периодами алгебраически зависимы (см. 
п. 13.11). 

 ырежание через дзета-функции. Функция C(z) не является эллипти- 
ческой функцией, но из 13.13(19) легко вывести, что функция 

В 

Derk (2—1) 
r=1 

является эллиптической тогда и только тогда, когда 

h 

х с; =0. 
r=1 

Кроме того, €’ (2) = — (2), так что пронзводная от функции С (2) является 
эллиптической функцией. 

Пусть B;, ..., В„—неприводимое множество различных полюсов функ* 
ции { (2), и пусть 

Me 

У by, $ (z— B,)~* 
s=1 

является главной частью (суммой отрицательных степеней в лорановском 
разложении) функции [(2} в окрестности точки г=В,, являющейся полюсом 
порядка ть. Рассмотрим функцию 

—1 уч (=I) Ф() = 2-х 6. £S-D(z—B). 

7=15=1 (s—1)! 5 (z—Br) 

Ho 
h 

Dor, 5 (@—B,) 
r=1 

является эллиптической функцией, поскольку сумма Sb, 1 Равна нулю как 
сумма вычетов для неприводимого множества полюсов (см. п. 13 11); С дру- гой стороны, 68-1 (2—В,) является при s=2, 3, ... эллиптической функ- 
цией, а потому Ф (2) —эллиптическая функция. Так как главная часть C(z—f,) при 2-=В, равна {2—В,)71, то Ф (2) не имеет полюсов в точках 2= Pi, ..,, Py Но тогда эта функция вообще не имеет полюсов и, следова- 
тельно, является постоянной, Итак, любая эллиптическая фуипкция может 
быть представлена в виде 

Е ть 5— 

а=ь-+ У, » ren. 5671 (2 —B,). (2) 
=1$=1 

Такое представление особо полезно при интегрировании эллиптических функ- ций. Из (2), 13.12(7) и 13.12(12) вытекает, что ey 
h 

| (и) du == ви с-- У, |, 1 1 [© (u—f,)}— 
r=1 

~b, af (u—B,)+ >) th b, пи} . (3) 

8=3
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Разложение (2) можно использовать для вывода формул 13.13(16) и 
18). 

} выравиение через сигма-функции. Хотя функция д (2) не является эллип- 
тической, легко показать с помощью 13.13(20), что функция 

h 
д (z—a,) 

2)= ох 4 

h 
является эллиптической тогда и только тогда, когда У (<, —В:)=0. Пусть 

r=1 

G1, «+.» 4; В ..., Ви-иеприводимые множества нулей и полюсов 
функции [(2), каждый из которых берется столько раз, какова его крат- 

h 
ность. Мы зиаем (см. 13.11), чо У(,—В,;) является периодом. По- 

r=1 ° 
этому, заменяя, если потребуется, некоторые из нулей конгруэнтными, мы 

h e 

можем добиться, чтобы У (%,—f,)=0. Образуем функцию Ч (2) по фор- 
r=1 

муле (4). Мы видим, что f(z)/¥(z) является эллиптической фуикцией, 
не имеющей нулей и полюсов, и, следовательно, постоянна. Итак, любая 
эллиптическая функция может быть представлена в виде 

Е д (z—a,) 
2) —=С р Saeed 9.4 $ 5 f{2) NE @—6,) (5) 

где Oy, ..., (»=— неприводимое множество нулей и B,, ..., В» — неприводи- 
мое множество полюсов функции f(z), причем каждый нуль и каждый полюс 
повторяются столько раз, какова их кратность, н множества эти выбраны 
так, что 

[С # 

>» op = > В... (6) 
r=) r=1 

Представление (5) можно использовать для доказательства формулы 13.13(17). 
Эллиптические интегралы. Пусть дан эллиптическнй интеграл в кано- 

нической форме Вейерштрасса 

Г (и, 4х, ив (7) 
Если положить 

x= (2; ва, Bs), y=" (2; в, &3), (8) 

то этот интеграл примет вид 

1=( RIP), © (218 (edz. ©) 
Подынтегральная функция является рациональной функцией от ® (2) uP (2) 
и, следовательно, эллиптической функцией, скажем, | (2). Эту функцию 

можно разложить по формуле (2), а тогда интеграл может быть вычислен 

в виде (3). 
Подстановка (8) представляет точки алгебраической кривой 

y? = 4х8 — pox— gs. (10) 

Координаты хи у выражаются как одиозначные функцин параметра 2, KOo- 

торый является униформизирующей переменной для (10) (см. также п. 13.2).
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Любой эллиптический интеграл 

= R(x, 9) dx. (11) 
y? = G (x) = agr4 4-401 x3 + бах? + 4agx +a, (12) 

может быть сведен к функциям Вейерштрасса. Сначала мы сводим (12) к ка- 
конической форме Вейерштрасса согласно п. 13.5 и далее поступаем, как 
указано выше. Громоздкость вычислений, указанных в п. 13.5, может быть 
устранена, если использовать выражения 13.5(8) для инвариантов, по кото- 
рым строятся функции Вейерштрасса. См., например, Bianchi (1916, 371—374), 
где проведено вычисление эллиптического ннтеграла первого рода вида (12). 

13.15. Дескринтивные свойства и вырожденные случаи 
функций Вейерштрасса 

Во многих приложениях коэффициенты многочлена G (x) вещественны. 
В этом случае 13.5(8) показываег, что инварианты 9. и Gz также вещественны. 
Мы опишем кратко свойства функций (Zz) для вещественных значений 
2 H gs. При этом рассмотрим раздельно случаи, когда дискриминант 
A= gS— 276? положителен, и когда он отрицателен. 

Пусть А > 0. Тогда существует такая пара примитивных периодов 2%, 
2%’, что ®«—вещественное число, а «’— чисто мнимое. В этом случае точеч- 
ная решетка, состоящая из всех периодов функции, получается путем пересе- 
чения двух взаимно перпендикулярных систем, состоящих из равноудаленных 
параллельных лнний. Параллелограмм периодов в этом случае является 
прямоугольником. Функция ® (2) вещественна на прямых этих систем 

Rez=2mo, ilmz=—2no’, т, п — целые, 

а также на прямых, соответствующих полупериодам 

Rez=(2m+l1l)e, ilImz=—(2n-+-1)a’, т, п— целые. 

Мы имеем следующие состношения симметрии, в которых 2, и г. —вещест- 

венные числа. 

(25 + 12.) =® (21—12) = F (—2,— izy) = @ (—2. +125). 

Здесь черта означает переход к сопряженному комплексному выражению. 
В этом случае величины @,, е›, ез--вещественны, 6, > Cy > 6%, 23 > 0, е.< 0. 
Когда 2 пробегает границу прямоугольника 0, ©, o+0’, wo’, 0, функция 
@ (2) убывает сначала от бесконечности до е, =® (®}, потом до eg = ® («+ ®’), 
затем до ез = ® (®’) и, наконец, до —oo. 

Пусть теперь А <0. Этот случай существенно отличается от рассмот- 
ренного выше. Здесь также существует пара периодов, первый из которых 
веществен, а второй — чисто мнимый, но В данном случае они не являются 
примитивными периодами. Однако существует пара комплексно сопряженных 
примитивных периодов, порождающая фундаментальный параллелограмм, 
который является ромбом. Если 2%, 2%’ — пара комплексно сопряженных 
примитивных периодов, то диагоналями параллелограмма пернодов являются 
линий 

Rez=m(o+o’), ilmz=n(@—o’), т, п— целые. 

На этих и только на этих линиях @® (2) вещественна. В данном случае 
только €, зещественно, числа же с: иг. комплексно сопряжены. Когда 2 
пробегает диагонали параллелограмма периодов от нуля до ®--®’и далее 
до 20 (или 20’), ® (2) убывает от +-0 до е., а потом до —o.
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Вырожденные случаи функции Вейерштрасса встречаются когда один или 
оба периода бесконечны или, что то же самое, два или все три из чисел 
е1, gy» ез совпадают. Мы имеем следующие три случая. 

1. Вещественный период бесконечен: 

е1 =@=@% eg — 24, (1) 
92 = 12a2, gg=—8a?, a=, of =(12a)7/* a, (2) 

® (2; 1202, —8a°)—a-+-3a {sh [(8a)'/2 2] }-*, (3) 
t(z; 1242, — 803) = —au + (8a)'/* cth [(3а)"/ 2], (4) 

o(z; 1242, — 803) = (3a)~'/* sh [(3a)'/* 2] exp(— az* . (5) 

2. Чисто мнимый период бесконечен: 

е. =2а, е=еа= — а, (6) 

9. =1243, 6з==848, w=(12a)~/*n, w! sie, (7) 

P (z; 1242, 828) = —а-- За {sin [(3а)"/? 2], (8) 
t (2; 1242, 8а3) = az-+- (3a)? ctg [(За) /2 2], (9) 

а (2; 1247, 8а3) = (3a)~*/2 sin [(3a)°/2 zjexp (5 аа) . (10) 

3. Оба периода бесконезны: 

е1 =е. =ез=0, 6.=0:=0, «= —®’ =o, (11) 
& (2; 0, 0)=27*, f(z; 0, 0) =271 o(z; 0, 0)=2. (12) 

Во всех трех случаях А =0. 

13.16. Эллиптические функции Якоби 

Функция Якоби 
==Siiu=sn(u, А) (1) 

может быть определена, как в п. 13.9, с помощью интеграла 

w 

“= \ [(1 — x2) (1— 252) ]-*/з ах, (2) 
0 

где квадратный корень принимает значение | при х=0. Поэтому sn (0, Е) =1. 
Интеграл можно вычислить через функции Вейерштрасса (см. п. 13.14). 
Оказывается, что 

@ 118513 = @— #3): (2—1): —(1--#?), 2—=(€,—eg)7 /4 и (3) 
и 

(1—3) зп (и, К) = —. 4) 
ее 

Для других двух основных функций Якоби имеем 

[Ф (2) —e] 
? Ё = 1 3 5 oat ор" ©) 

1/3 
dn (м, к) — (2) —е»] (6) 

[@ (2) —es]'/* |
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В (4), (5), (6} имеем 

— (ее. —е.) _ 2—6 и = (€;—é3) 22, = с." 

Все встречающиеся здесь квадратные корни однозначно определяются согласно 
13.13(22) и (23). Используя эти два соотношения, можно переписать соотно- 
шения (4) —(6) в виде 

(р р, © (2) _ (2) _ ба (2) зп (и, Е) == (е. —ез) Ge (2)’ en (и, Е) с, (2), dn (и, =, (2) ° (8) 

Девять вспомогательных функций 13.9 (4) могут быть аналогичным образом 
выражены через сигма-функции. В дальнейшем мы не будем указывать фор- 
мул для этих девяти функций, поскольку их легко получить из формул 
для трех основных функций (8). 

В п. 13.9 функции Якоби были определены в окрестности точки 2==0 
с помощью обращения эллиптического интеграла. Равенства (8) показывают, 
что аналитические продолжения этих функций призодят к однозначным ана- 
литическим функциям, полюсами когорых являются нулн функции 03 (2). 
Кроме того, из (8) и 13.12 (23) легко следует, что фучкиии Якоби — двояко- 
периодические. Положнм 

и= (е, —ез) 22, К-= (ее), = (ее) (9) 

и назовем К вещественной четвертью периода, а К’—чисто мчимой чет- 
вертью периода. Легко проверить, что (9) находится в соответствии с опре- 
делением К и К’ как полных эллиптических интегралов в 13.7 (1) и (2). При- 
митивные периоды функций зп, сп, dn могут быть теперь найдены с помощью 
13.12 (23). Нули функции с (2) являются простыми и могут быть определены 
из 13.12 (11), вули же рля 0.(2) находятся с помощью 13.12 (22). Это дает 
(простые) нули и полюсы для функций Якоби Наконец, нз 13.12 (14) к 
13.13 (23) легко найти вычеты всех трех функций (8). Результаты указаны 
в табл. 5. 

Таблица 5 

Перноды, полюсы и вычеты эллиптических функций Якоби 

т и п- целые 

Функции Примитивные Нули Полюсы Вычеты 

зп (и, Е) ок, am + 2ntK’ a 

сп (и, k) кк! (2т+1) K+ 2niK’ omK + (2n+1) к! (ems 

dn (4, k) ane (2т+1) K+(2n+1) Ж’ (- 1) #11 

Если 0< ЕЁ? <1, to K uw К’ вещественны. Выбирая и e, вещественными, 
можно в силу (3) сделать так, что е, > е. > és, а тогда ® принимает веще- 
ственное значенне и «’--чисто мнимое. Это —случай А>0 вп. 13.15. 

Для любого k?2(40, 1) возьмем параллелограмм, который является 
восьмой частью фундаментального параллелограмма для Sn или dn, н обозна-
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чим его вершины буквами 5, С, О, М, как на рис. 2. В этих обозначениях 
первая буква символа двенадцати функций Якоби указывает положение 
нуля, а вторая — положение полюса. Нули и полюсы повторяются через по- 
ловину периода. « 

С помощью табл. 5 легко проверить, что любая ячейка содержит два 
простых полюса (причем сумма вычетов в этих полюсах равна нулю) и два 
простых нуля любой эллиптической функции Яко- | 
би. Таким образом, фичкции Якоби зп, сп, ап яв- 9=К д=К+Е К! 
дяются эллиптическими функциями второго по- HW 7 
рядка. Если задан модуль №, то формулы 13.7 (1) 
и (2) определяют четверть-периоды К и К’ как 
функции от А, однозначные в А-плоскости, раз- 
резанной от — до —1 и от | до ®. Поэтому 
данные, указанные в табл. 5, однозначно опре- 5 C 
деляют функции Якоби. Мы выразили эти фувк- 
ции через сигма-функции, однако можно про- FF o=K 
вести конструкцию независимым образом так, как Puc. 2. 
это было проведено в п. 13.12. См. Neville 
(1944), где симметричным образом проведена 
конструкция всех двенадцати функций Якоби. (Читатель должен иметь, 
однако, в виду, что обозначения Невиля несколько отличаются от обычных 
обозначений, используемых в этой книге.) 

Полные эллиптические интегралы Лежандра второго рода также можно 
выразить через функции Вейерштрасса 

Bp! ’ 
Е = Е , Bei te amt . (10) 

(Е. —ез) "2 (ее, —ез) “? 

Модуль Ё и дополнительный модуль Ё’ однозначно определяются формуламя 

— 1. —_ 1/s 

в — {2 es) pi — (Crea)? (11) 
(e,—es) /* (ey; —e,)'/2 

Если задан модуль Rk. то равенство (3) определяет значение e, (с точ- 
востью до общего множителя), а тогда по формулам 13.13 (5) можно найти 
инварианты. Функции Вейерштрасса, построенные по этим инвариантам, 
полностью определяют фускции Якоби, их периоды и полные эллиптические 
интегралы. Обратно, функции Вейерштрасса, построенные по любым инва- 
риантам, определяюг функции Якоби, модуль которых задается формулой (11). 

п. 13.7 было указано, что (неполный) эллиптический интеграл второго 
рода является однозначной функцией от и. Он определяет функцию Якоби 
Е (и). Полагая в 13.6 (2) ф=ам (и, №), sing=sn(u, k) и sint=sn(x, В), 
получаем 

и 

Е (u)= \ dn? (x, В) ах. (12) 
9 

Функция Якоби Е (и) не является периодической, так как 

Е (и-- 2) =Е (u)-+2E, Е (u+2iK’)=E (u)+2i (К'-—Е'). (13) 

В некоторых случаях удобно использовать функцию 

Z(u) =E (u) — и, (14)
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которая является просто-периодической, так как 

2 (и--2К) =2 (и), Z (u+2iK’) = Z (и) м. (15) 

Хотя функции E (и), 2 (и) не являются эллиптическими, они обладают мно- 
гими свойствами, похожими на свойства эллиптических функций. См., на- 
пример, Уиттекер и Ватсон (1963, пп. 22.73—22.734). 

13.17. Дальнейшие свойства эллинтических 
функций Якоби 

Мы будем часто употреблять сокращенные обозначения 

s=sn(u, k), c=cn(u, k), d=dn(u, k). (1) 

Следующие основные формулы являются следствиями определений функций 
Якоби и свойств ®-функций Вейерштрасса. Дифференцирование по перемен- 
ной и обозначено штрихом. Таким образом, 

ву = (sy =F ит. д. 

52 --68=1, ks%+d*=1, 4 — Ас", (2) 
(s)’=cd,  (6)’= —84, (4)’= — #25, (3) 

(s)" = —s (42-225), (2)”= —c (4—5),  (d)" = — hd (8—9), (4) 
(s)'* = (1 —s®) (1— #252), (5) 

(c) * = (1—c?) (hc? +k”), (6) 

(d)'* = (1 —d?) (d2—k”), (7) 
5п (—и)= —5пи, en(~—a)=—cnu, dn(—u)=dnu, (8) 

sn(2K—n)=snu, сп 0К-—и)=—спи, 4(Ж—и)=9ти, (9) 

зп (2iK’—u)==—snu, en(2iK'—u)=—enu, dn (2iK’—uj=——dnu. (10) 

Разложения в степенные ряды 

us a 45 ) 
sn (d, k) = u—(1-p BR) + ме 5—2 

_, Ww us a #8 cn (и, #) =1— 3 +(1 44k?) 3 — (1+ 44k? + 16k4) +... МР
 (11) 

dn (uz, т а) ра 6-44... 
5 ra 61 J 

имеют радиус сходимости 

пит (К |, |2K--ik’|, | 2K—ik’ |}. (12) 

Теоремы сложения для функций Якоби могут быть получены из теорем 
сложения для Ю-функций с помошью преобразований (см. на стр. 64 
табл. il н. 13.22) 

зп (iu, k)=isc(u, k’), сп (и, k)=ne(u, А’), аи, В) ==9с(и, Rk’). (13) 

В теоремах сложения мы будем примеиять сокращенные обозначения 
5 = 1 (#,, А), Se=sn(tg, k), 8,==SM (Из, R’) (14)
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и аналогичные сокращенные обозначения для сп, 4п. Мы имеем 
' 

® én (ut; На, k) _— 8169 -+ с1@1 52 \ 

| — R25? 52 
С163 — $11554 

сп (u, +e, k)= te > р 2 

1—k*s7 so 

— p2 
dn (и. и», Е) — ida — F810 1820 . 

e
e
e
 <

 

1 — 252 52 ’; 

sida + 114159 сз 

cy FS se 
tie, — 51415. 4. 

SN (изм, К) = 

cn (Uy + tug, Е) == „3 

с. -- #251 83 
в . ? 

dic, d, — 17816134 

7 ‚а 
462 c, hs; s, 

dn (44 +} tig, Е) = 

2scd ) 
sn (2u, К) = 7 раза , 

сп (2и, = аа, | 

42-— 25203 
dn (24, byes 

sn (u/2, Е) =(1— 6) (1 а)", 

сп (u/2, k) = (4--5)*/* (1-54) 7", 

dn (u/2, Е) = (4-е к) (1-4) **. 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

В формулах (17) и (18) снова использованы обозначения (1). Равенства 
(16) показывают, что значения эллиптических функций Якоби для любого 
комплексного числа и могут быть вычислены, если известны значения этих 
функций и функций с дополнительным модулем на вещественной оси. 

Отметим также следующие разложения в ряды Фурье: 

где 

dn a= 

© 1 
25 9". ли 

И -к > i sin (28 —1) 5, 

n=l 

` 

— 0281 

On к ап ли 
спи У. Геи: 608 Qn—Nsr ¢ (19) 

rm=l 

2m 

, 

g =e! exp (- x) . 

ее) 
1 g® ли 

Let Dirfgwc |, | 
n=1 

(20)
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Таблица 6 
Частные значення эллиптнческнх функций Якоби 

зп (n (mK /2+niK’ je) 

mK /2 
0 К/2 К 3K/2 

niK’/2 

0 0 {1+27)- 1 (148) -ЧУа 

ак the |ою-Чаю\а-ьм а) к-т | 97а - 
2 . —1(1-В)М] 

[ 

iK’ a (1-2”) = &-1 (1-2) "/з 

3, Ща _а 1 wal as, | (2k) 7/2 [1 +8) ee 5 iK в \(oRy—*/2[(14+8)*/2-7(1 —8)'/2]| в tue] 

en (mK /2+niK’/2) 

о K/2 K 3K/2 

0 1 Е’ (1+) Иа 0 Hes Ras 

+ ik’ а (14k) ls | e/2(2k)—*/2 (1-2) | 7-8) - В (28) а (141) 

ik’ oo ik" /o1—R’)~*/s —ik—1th’ Ла (1—k'y—"/s 

> iK’ Изв)" |—R'/2(2k)—"/a (1 +-)] tk ав) Ri /2(2ky~*/2(1 —2) | 

dn (mK /2+niK’ /2) 

0 K/2 K 3K/2 

0 1 | pth, k’ 271 /з 

1 ; Ihe nt ( 1 2 ; 1/ 

к (14+h)'/s (+. ) late - ив |2 1+”) + 

~i (1-k’)'/2} +2 (L—k’)'/2] 

iK’ @ М 0 16" 

1 ,, ‘ls ri | р tts ot -(4») [sey let | _ pts (+e) [14/2 
= 1K’ —(L+k)'/s 

+21 —k’)'/2] —#(1-#7 1] 
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Разложения (19) справедливы в полосе комплексной плоскости, ограничен- 
ной прямыми линиями + Ж’--Ж, —® <A< о. 

Значения зп, cn, dn в точках вида мК-- п’ (т, п— целые) могут быть 
найдены с помощью 13.12 (24); после этого значения в точках 

1 1. 
5 MK +> nik’, т, п— целые, (21) 

могут быть найдены с помощью формул (18). Результаты для От, п=3 
указаны в табл. 6. В этой таблице в каждом случае взяты точки, принад- 
лежащие половине ячейки. Значения в точках вида (21), принадлежащих 
второй половине ячейки, могут быть найдены с помощью табл 7, а в осталь- 
ных точках (21) —с помощью свойств периодичности функций sn, cn, dn. Все 
квадратные корни в этой таблице взяты положительными при 0 < А < 1, адля 
остальных значений Ё определяются с помощью аналитического продолжения. 

Из теорем сложения и табл. 6 можно получить значения функций Якоби 
| 1. 

в точках вида “x ИК niK’-+-u через их значения в точке и. Табл. 7 дает 

результаты для точек вида mK -- niK’ + и. Для того чтобы выявить симметрию 

. Таблица 7 
Изменение аргумента эллиптических функций на четверть н половину периода. 

Симметрия 

sn (mK +ntK’ £u) 

-К 0 K 2K 3K 

—iK’ —d/(ke) +1/(#5} а/(Ес} $ 3/(ks) ~4/(ke) 

0 —с/а +$ с/4 FS —с/4 = « 

iK’ —а4/(#с) 41/425) а/(с) F 1/(ks) —&/ (Ас) 

К’ —c/d ts c/d 5 —с/4 

— сп (mK +niK’ +n) - 

mK 
nik’ -K 0 K 2K 3K 

1K’ —tk’/(ke) | x£1d/(Rs) tk’ /(ke) Fid/(ks) —ik’ (ke) 

0 + "5/4 с + Е’з/а —с +h’s/d 

К’ tk’ /( Ес) pid/(ks} | - tk Nba + id/(ks) 1’ (Ес) 

2iK’ FR’ s/d —с tk’s/d с Fk’s/d 
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Продолжение табл. 7 

dn (mK +a:K’ £2) 

тк 
mK! -K 0 K 2K 

— К” 411’ 3/с 16/5 Fth's/e 4 24/8 

0 | id d h’ jd a 

| 1K’ Не $8] и s/c $#/$ 

1K’ —k'/d —d —k'/d -d 

Sek’ rLk’ sie 4:6/5 Fthk’s/c +10/s 

функций Якоби относительно точек $, С, О, N, в таблицу включены значе- 
ния, выходящие за границы одной ячейки В таблице используются сокра- 
щения (1). В тех случаях, когда в ней встречаются двойные знаки, верхний 
знак относится к точке тК-- п К’--и, а нижний — к точке mK+-niK’ — и. 

Если заданы е1, е. и ез, TO эллиптические функции Якоби можно исполь- 
зовать для вычисления функций Вейерштрасса Модули функций Якоби 
и значения переменных для этих функций даются формулами 13 16 (7). 
Периоды функций Вейерштрасса вытекают из 13 16 (9), а значения величин 
ци’ —из 13.16 (10). Основной функцией Вейерштрасса является 

6; — és 
$ (2) =ез-- 518 (и, Е) e (22) 

Зеличины 6, нумеруются при этом так, чтобы выполнялось неравенство 
[|= 1. 

13.18. Дескриптивные свойства и вырожденные случаи 
эллиптических функций Якоби 

Во многих приложениях встречается случай, когда O<k <1 При этом 
выполняется также неравенство 0 < k’ < 1, и соотношение 13 8 (1) показывает, 
что Ки К’ вещественны. В этом случае точечная решетка мК-- ИЖ’ поро- 
ждается прямоугольной решеткой (последняя, однако, не обязана соответ- 
ствовать примитивным периодам) Укажем свойства, которыми в этом случае 
обладают функции snu, спи, dnu (рис 3—5) Обозначения вне фигуры 
указывают положение точек решетки К -- N/K’. Обозначения внутри фигуры 
дают значения рассматриваемой функции в точках рещеткн Вдоль сплошных 
прямых функции вещественны, причем они монотонны между двумя соседними 
точками решетки Вдоль пунктирных прямых функции принимают чисто 
мнимые значения, причем коэффициенты при: монотонно меняются между 
любыми двумя соседними точками решетки Вдоль прямых, соединяющих 
нуль данной функции с ее полюсом, знак мнимой части не всегда ясеи из 
рисунка, и мы его указываем знаками минус и плюс, .
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Из рис 3—5 видно, чго все три функции вещественны и периодичны на 
прямых Ипа =2иК’ Функции sn и сп имеют период 4K и колеблются от —1 
до -1. Функция dn имеет периол ЭК и колеблется от +1 до Ё’на прямых, 

К (2 7 р = 01 

- 
ЕК! oo ИА oo LA 

of.
 | 

+
 

sm 
+ 
Ш
 

7, 0 1 0 —7 

1/1 К aK ЗК 

Рис, 3. sn (и) для 0 < КеиАК OSImus 2K’. 

>
 

ww
 

соответствующих четным значениям л, и от —1 до —k’ на прямых, соответ- 
ствующих нечетным звачениям п 

Рисунки могут быть также использованы для определения знаков веще- 
ственных и мнимых частей функции Якоби в любом из прямоугольников. 
Возьмем, например, прямоугольник, вершинами которого являются К, 2K, 

2ik' (= [2 7 р — 

| | 
| | 
|_. TA 

к |= a ———-> ии 
| 
| | 
| | 

ви [2 -/ [2 7 

Q K 2K 3K 4K 
Рис 4 сп (и) для OS Reus 4K, OSI Imus 2K’. 

2K +- 1K’, К-Ж’. Из рис. 3—5 видно, что Ha границах этого прямоугольника 

Resn и > 0, Пи зп и <0, 
Recnu<0Q, Imcenu<0, 
Re dnu =0, Im dnu>0,; 

и в силу свойств конформного отображения эти равенсива остаются справед- 
ливыми и внутри прямоугольника 

Симметрии эллиптических функций Якоби также можно вывести из 
рис. 3—5. Пусть, скажем, #1 и и. симметричны относительно нуля или полюса 
одной из функций Якоби } (и), пусть uy и и. симметричиы относительно точки 
решетки, которая не является ни нулем, ни полюсом, и; и и. симметричны 
относительно прямой, на которой [(и) вещественна, и Wy и м5 симметричны 
относительно прямой, на которой f (и) принимает чисто мнимые зиачения 
(рис 6). Тогда 

f (41) = — (4s) = (us) =F (4a) = —F (Us).
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Отметим также, что 

[зпи| =”, Imu=(n+1/2)K’, (1) 
| б@пи|=#”"?, Reu=(n+1/2)K. (2) 

Поворот Ha прямой угол преобразует диаграмму для зпи (рис. 3) в диа- 
грамму для пи (рис. 5), вращение 

ГИ! = на прямой угол не изменяет диаграм- 
7 А’ 71| му для спи (рис. 4). 

, Более полное описание свойств 
эллиптических функций Якоби при 
O<k <1 содержится в изображении 
рельефа этих функций, данном в кни- 

sik’ oo СИ -—?] ге Янке — Эмде— Леш (1964, стр. 122, 
+ ~ 123). 

Эллиптисеские функции Якоби 
вырожбдаются, если один или оба их 
периода обрашаются в бесконеч- 

-f д! -7 ность, т е если Rk? равно нулю, еди- 
нице или не определено (последний 
случай тривиален). Как и для функ- 

| ции Вейерштрасса (см. п. 13 15), мы 
укажем три случая: 

21k’ 

> 1. Вещественный период беско- 
Lee _ jo} иечен: 

— + k=1, k’=0, K=o, К’=л/2, (3) 

5п (и, l)=tha, 

сп (и, 1)= дип (и pal. (4) д’ / , ch u 
o 

д К ЗК 2. Чисто мнимый период беско- 
нечен: 

Рис. 5. a ©) для OS Or ик, k=0, k= 1, K= 1/2, } 6) 

К = о, 

зп (м, O)=sinu, cn(u, 0)=cosu, du(u, 0) =1. (6) 

| 
| 
| 
} 

о | о 
us l u; , 

1 —— 
F(u)=0 wall oo f(u) 40, ео 

° о ° 

Us Uy uy 

Рис. 6. Симметрии эллиптических функций Якоби, 

3. Оба периода бесконечны: 

K=K’ = с, sn й=0, enu=dnu=1. (7)
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13.19. Тета-функции 

Хотя функции, тесно связанные с тета-функциями, изучалнсь Эйлером, 
Яковом Сернуллн и Фурье, их систематическое изучение и применение к теории 
эллиптических функций было проведено Якоби. Тета-функции Якоби соответ- 
ствуют сигма-функциям в теории Вейерштрасса. Подобно сигма-функциям, 
тета-функции являются целыми и, следовательно, не обладают двоякой пе- 
риодичностью. Однако они весьма просто преобразуются при сдвиге Ha пе- 
риод. Тета-функции более стандартизированы, чем сигма-функцни. Они пе- 
риодичны, могут быть представлены чрезвычайно быстро сходящимися рядами 
и являются наилучшим средством для вычисления значений эллиптических 
функций. 

Для функций Вейерштрасса с переменной 2 и полупериолами 6, ©’ мы 
положили т=®'’/ и ввели условие Нит > 0. Функции Якоби были выра- 
жены через и и четверти периодов К, К’, где 

u==(e,—es)/*2, К=(е—е) 0, Ж’=(е-в) 0’. (1) 

Тета-функции выражаются через переменную 

2 Ш 
930 OK" (2) 

а в качестве параметра выбирается либо 

0’ К” 
"в Ke Imt > 0, (3) 

либо , 

ит зв’ oxy (=) , lal<t. (4) 

Полупериодами являются | и т. Используя 13.10 (8), можно добиться того, 
чтобы выполнялось неравенство 

ig < ею (- №8 =). (5) 

Однако в дальнейшем не будет предполагаться, что примитивные периоды 
выбраны так, чтобы выполнялось это неравенство. 

Четыре тета-функции определяются следующим образом: 

0, (v) =6, (о, 4) =6, (0 | t) = 29° У, (—1)” 4" +) sin [(2n-+1) ло], (6) 
n=0 

6, (v) = 6 (о, 4) == 6, (v | t) = 29'/* У 9" +) cos [(2п -- 1) nv], (7) 
n=0 

0; (v) = 83 (о, 7) = 63 (0 | x4) =1-+2 У 47? cos (Qnnv), (8) 
n=0 

6; (0) = 4% (v, 9) = 8, (0 t) = 14-2 D (—1)" 9” cos (2nav). (9) 
n=0 

Последняя из этих функций обычно обозначается просто через 6, (9) или 
0 (5); эти ряды сходятся для всех (комплексиых} о и для „всех значений 4 
таких, что |9|<!1. Благодаря наличию множителя 40?” ряды сходятся
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презвычайно быстро. Эти четыре ряда можно переписать так: 

бор У (yr g/t oft neve, (10) 
n=-a 

6; (0) = У (АРУНУ ем (an) 0, (11) 
=—9 

9(0= У ei, (12) 
n=-@ 

йе a) 

0, (0)= У (—1)" g efter, (13) 
п= —0oo 

В этом виде они определяют лорановское разложение по переменной 
exp (fav) н сходятся для всех конечных значений этой переменной, отлич- 
ных от нуля. 

Все четыре тета-функции являются целыми функциями от 9. Все они 
периодичны, причем период 6, и ©. равен 2, а период 6; и 0, равен 1. Их 
свойства прн сдвиге на половину и четверть пернода видны из табл. 8, 
в которой приняты сокращения 

А (5) —е— 1 (294%), В (0) — ei (O+%/4) (14) 

Табл. 8 показывает также четность или нечетность тета-функций. 

Таблица 8 

Изменение аргумента тета-функцни на четверть и половину периода. Симметрия 

8 (2) | © (-2) 9+1) 6 (©+-%) 0 (vt) +) |@ (v+1/2) | @ (u+4/2) |9 (©+1/2+т/2) 

| 
Е 

9, (2) | —6, (2) 1—0, (2) | ~A (©) 6, (2) | А (5) 0, (2) 0, (©) |{В (5) 04(0)] В(5) 83 (9) 

leew) @,(v) 1-6. (5) | A (5) 0, (5) |-А (5) 0, (0) | -60, (2) | Bw) Os (2) | —2B (5) 0. (5) 

19, (©) 0: (+) | Ga(v) | A (5) 6: (vy | A (5) Os (5) 0, (9 |[8В(9)0, (5) | 2B (a) 6, (ч) 

0. (5) 1 64 (5) | 04 (5) | ~A (0) 6, (5) | -А (&) 0.0) | 6: Cv) fe (v) 0, (5)| В (v) & () 

Табл. 8 показывает также, что тета-функции могут порождаться любой 
из них путем прибавления четвертей периодов. Из этой таблицы видно, что 
функция 8, имеет нуль при о=0 и, следовательно, нули во всех точках 

/ 

т--пт, где т и п— целые. Можно доказать (путем интегрирования 01/0, по 

границе параллелограмма с вершинами +1/2 + т/2), что этим исчерпываются 
нули функции O,; табл. 8 может быть использована для того, чтобы опре- 
делять нули остальных трех тета-функций. В табл 9 т и п— целые числа. 

Поскольку мы знаем нули тета-функций, можно получить разложение 
этих функций в бесконечные произведения, а из эгих произведений — раз- 
зожения для ш0 (0) и 0’ {5)/0 (5) ва простые дроби. Из {17) вытекает также
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Нулн тета-функцин Таблица 9 

0 (=) |6, (5) 0, (5) 9: (v) @, (2) 

Нули | m+nt m+1/2+nt m+h/24+(n+1/2) т m+(n+1/2) t 

разложение (19). В этих произведениях мы используем обозначение 
cso) 

до = I (1—g?”). 
a=1 

Соответствующие формулы имеют вид 

n=1 
со 

Oe (0) =2qy 9'/* cos по И (1 +297” cos ло + 44"), 
n=] 

fee) 

83 (0) = 9 (1 4-29" * cos 2nv-+q*"-%), 
n=] 

0% (0) = 4 [J (1 — 297"? cos 2ло-- 944); 
n=1 

In| x £100) =n (sin ло) +4 x 9” sin? mao 
0, (5) | | 1—9 т ’ 

[Og (о) —_ 3118 тло п | -2 =] 4 —1)7 16-0) | =i (cos m0) + У. и, 

TOs (5,7 ~ g” sin? тло 
Inj 2 | =4 № (—1)® — , 
[6 (0) | УХ ) 1—9" т 

m=1 

oe 

Og (©) д" 512 тло 
1 4 —4 _ — . 

"LP, (0) | p> —9”" т ’ 

6, (©) де ло 4a x ~ sin 2mxv вт 1—9” 

9: Be (v) __ a tg xnv-+ 40 x (I) = Siti Этло, 

^ 
® 

0, (v) = 29, 9°/4 sin ло | F (1 —292” cos Эло-|- g”), 

‚ 9s (о) 

6: ‘Qs (©) _ во = «Ус 10° 

84 (0) q” TNC) am у. =7, Sin 2тло; 

= Sin 2msv, 

—-, 

ve
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(15) 

(16) 

(17) 

(18)
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1 0, (+) ]__ 

2" [о |= | 
1 sin x (v-+ w) 1 ge? . =F In kee Sl +2 > = т sin Зтло sin Этлш, 

1 9, («--и)] __ 

Ph Ec cole 
__}\m gm 

=> In Een wy | = 7 Sin 2mnv sin али, | (19) 

0; (v-+ м) (—1)" gq”, sin laos = > — [gee Sim amino sin тли, 

fo @) 

1 9, (0-+w)] _ 1 9”. 
> in & о] =2 › in ит sin Зтлозш тли. 

т= 

Равенства (16) справедливы во всей о-плоскости. Равенства (17) и (18) 
для функций 0, и Og справедливы в полосе |Imvu|<Imt, а для функций 

0; и 0, —в полосе | Imzv| < > Imt. Что касается равенств (19), то первые 

два из них справедлнвы, если | то|--|тш| < Ипт, а последние два — 

если |Шпо|--| по |< 5 пт. Из (18) вытекает, что 

9 (о-- т- пт) _ 0, (0) 
6,(0--m-Fnt) 6, (0) 

Между квадратамн тета-функций одного и того же переменного имеют 
место следующие соотношения: 

0} (0) 63 (0) =08 (v) 63 (0) —95 (v) 03 (0), 
01 (0) 68 (0) = 05 (v) 68 (0)—63 (о) 68 (0), 
0} (0) 82 (0) = 63 (0) 83 (0)—68 (v) 93 (0), 
03 (0) 6 (0) = 63 (0) 63 (0) —03 (v) 43 (0). 

ъ 

—2nni, a=1, 2, 3, 4; т, п целые. (20) 

(21) 

Каждое из этих соотношений может быть доказано следующим образом: мы 
показываем, что отношение обеих частей равенств является двояко-периоди- 
ческой функцией (с периодами | ит), не имеющей нулей и полюсов, а сле- 
довательно, постоянно, и вычисляем эту постоянную, используя специаль- 
ные значения и (полупериоды). 

Равенства (21) являются частными случаями так называемых формул 
сложения для тета-функций, которые выражают 

0. (2 w) 6, (o—w) 93 (0} 

через 1 квадраты тета-функций от v и w (см. Унттекер и Ватсон, 1963, 
п 

«Те. -функции нулевого аргумента» 

6; (0), 0:(0), 6 (0), 6% (0)
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имеют важное значение (см. п. 13.20). Они удовлетворяют многим тождест- 
вам, среди которых наиболее важными являются 

0: (0) =л6, (0) Os (0) 61 (0), (22) 
95 (0) + 04 (0) =6 (0). (23) 

Относительно графической иллюстрацин свойств тета-функций нулевого 
аргумента и относительно графического изображения н описания свойств 
9. (910; 1) при вещественных значениях о см. книгу Tricomi (1937, стр. 
157—140). 

Тета-функции встречаются, помимо теории эллиптических функций, 
в теории теплопроводностн и аналогичиых краевых задачах математической 

физики. Как видно из (10)—(13), функции 6, (ам , @=l, 2, 3, 4, 

удовлетворяют дифференциальному уравнению в частных производных 

дзу dy 
Ox? 0’ 

В этой связи следует отметить, что тета-функции Имеют чрезвычайно про- 
стое преобразование Лапласа. 

Существуют также нелинейные дифференциальные уравнения первого 
порядка (по переменной о), которым удовлетворяют отиошения тета-фуикций. 
Эти уравнения могут быть легко выведены из связи между эллиптическими 
функциями и отношениями тета-функций (см. п. 13.20). 

Эрмит изучал функцию 

9,,, „(о |=) = у ехр [т (n +5 в) +2 ( +5 в) + anv | (25) 
n=— oO 

(см. Гурвиц, 1933, стр. 260—263). Четыре тета-функции Якоби. являются 
частными случаями функции Эрмита. 

13.20. Выражение эллиптических функций и эллиптических 
интегралов через тета-функции. 

Проблема обращения 

Тета-функции тесно связаны с сигма-функциями Вейерштрасса. Поэтому 
функции Вейерштрасса можно выразить через тета-функции. Поскольку функ- 
ции Якоби выражаются через функции Вейерштрасса, их также можно вы- 
разить через тета-функции. Наконец, с помощью тета-функций можно по- 
лучить выражения для полных и неполных эллиптических интегралов 
третьего рода. Мы будем использовать обозначения 2 для переменной в функ- 
циях Вейерштрасса, и--для переменной в эллиптических функциях Якоби 
и о— для переменной в тета-функциях. Эти переменные связаны форму- 
лами 13.19 (2\. Связь между различными обозначениями периодов и других 
величин дается равенствами 13.19 (1)—(4). 

Функции Вейерштрасса: 

д {2) =20 exp (2) AC , (1) 

50, (0) 12 Г“ o_(2)=exp (3%) get, = a= 2 (2)
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( ) 
a 

с0= Mey mC (9) 
8, (0) 6, ° 

ея [EO К], aah eS @) 
1 6, (0) 6; (0) 6а (v) 8, (0) 

~ 40% 6, (0) 6: (0) 6, (0) 08 (0) | 
120%, = ла [ 08 (Q)+0 (0) |, 
120%¢, = ла |[ 63 (0) —8¢ (0) |, (6) 

1203, = —л? | 6% (0) +65 (0)], 

(¢.—e,)2/2 =| (€,—e,)2/3 a 6° (0) , ) 

Pp" (г) = (5) 

(ев) =i (ее) = = 02 (0), | () 

ев) = 95 OF 0, | 

w= 5 (se) [e+ +05 0], 
b= 5 (se) [ 04 (0) 00) [ 05 ore (0 [02 (0)—94 (0)], ®) 

Аз, = [2 (0) Bs (0) 8, (©) (9) 

ео ча, (10) 

Для доказательства равенства (1) заметим, что отношение функций, 
стоящих в обеих частях равенства, является двояко-периодической функцией, 

не имеющей полюсов и нулей, и стремится к единице, когда о и 2 стремятся 
х нулю Равенство (2) следует из 13.12 (22) и табл. 8 п. 13 19. Равенство (3) 
получается Па ae E дифференцированием (1), равенство (4) —из (2) 
и 13.13 (22), равенство (5)— из Q и 13.13 (21), равенства (6) и (7)—nH3 
13.13 (23), равенство (8) —из 13.13 (5) и (6), равенство (9)—из 13.13 (7) и 
равенство (10) —из (1) и (3). Все функции Вейерштрасса имеют периоды 
2%, 20’ н переменную 2. Переменные v и 4 для тета-функций даются соот 
ношениями 13 19 (2) и (4). 

Эллиптические функции Якоби. Следующие соотношения получаются 
из формул п. 13.16 с помощью равенств (1) — (10); 

ВИ — с 9, (0) Ь71/2 — 6. Ва (0) 

0, (0)’ ~ 3 (0) ’ т 
ее (1 по, км (-1 ©, (12) 

Oy (0) 0, (о) _ 9, (0) 6, (2) 
saat SOLA “1,0, (13) ny 

dn y= 920%) og yy E(w) — Lat 
9; (0) 84 (2) ° — Кб, (0) `
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Если дано т, то равенство (11) определяет модуль эллиптических функ- 
ций Якоби, равенство (12) — четверть перноды, а равенство (13) —сами функ- 
вии. В приложениях эллиптическнх функций обычио бывает задана величина 
Е? и задача состонт в том, существует ли число д такое, что |9 | <1и 

4222 (0,9, % (0,9) 

0% (0, 4) 0% (0, 9) 
Задача известна под названием проблемы обращения. Bo многих практичес- 
ких приложеннях мы имеем 0 < А? < 1. В этом случае по 13.19 (16) имеем 

0, (0, 9) _ T 1— 92771 

04 (0,9) аз 1-9". 
Когда 4 возрастает по вещественной оси от 0 до 1, то бесконечное произве- 
дение монотонно убывает от | до 0 и, следовательно, уравнение (14) имеет 
в точности одно решение 49, для которого O<g <1. Для других значений 
Е? изучение значительно более сложно (см., например, Уиттекер и Ватсон, 
1563, пп. 21.7—21.71) и приводит к комплексным значениям 4. Доказатель- 
ство единственности системы эллиптических функций Якоби для заданного 
2 40, | может быть основано на теории эллиптических модулярных 
функций. 

Эллиптические интегралы. Основные эллиптические интегралы в нор- 
мальной форме Лежандра 13.6 (1)—(3) можио вычислить с помощью тета- 
функций. Образуем эллиптические функции Якоби с модулем К, определим 
четверти периода К и К’ и положим параметр и аргумент тета-функций 
соответственно равиыми 

(14) 

д = ехр( Як), p= A) | (15) 

Тогда в силу (13) имеем 

и Е (ф aya a) ово, (16) 
, 2K 0, (5) 

Вычисление эллиптических интегралов третьего рода более сложно. Мы 
укажем результаты для случая, когда фи Vv вещественны и О<# <, вы- 
разив V через вспомогательный вещественный параметр ‘у, причем в проме- 
жутках (—®, --1), (--1, —k?), (—#№?2, 0), (0, 0) это выражение имеет 
различный вид. Используя (15) и полагая 

p=, (17) 

имеем (см. Tricomi, 1937, стр. 158—158) 

сп (у, #) @п(у, #) id — 
$1 (у, #) u [— $12 (у, &)° | — | 

т [1 0-81 94 №, 9 K 13 
~ 2 in| By 0, (8) < >В | ” 

1 [68+ 91 _ 94 (8) и] a, (8) ” O<y <K, |v] < В; 

pe sn (у, К’) cn (у, =’) П [Ф, — dn? (у, в’), Е] — 

dn(y, №) 
__ 1 | 622 8)] _ ; 038 к, (9 = ее lem 9<1<к, (9 
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cn (у, k) dn (y, Е) П [Ф, — 2 $12 (у, Е), Е] = 

зи (у, 2) , 

_ 1 [64 (0+ B)] , 9: В) =-—1 в +50“ 0<у<ю 0 
dn (у, k’) | ya 31 (у, №) в] _ 

5п (у, Ё’) сп (%, B’) Г Е) | 

ЩЕ, Го, (v--2B)] , 0. (В) = bee tiga 0<1<к. Ql) 

Во всех этих формулах берется главное значение логарифма В (18) и (20) 
оно вещественно, в (19) и (21) —-л=< п 11[ ]<ял Правые части равенств 
(19) и (21) вещественны Из 13 19 (18) и (19) следует 

9, (:В) ® д?" 
1 ав” 8—4 У. [gi sh 2n xB, (22) 

a=] 

9. (B) _ „ 9" 
be apy У, 1 igh 2nnB, (23) 

n=1 

ты 69 _ 
24 [0 (9—16)| — 

= —arctg (th лВ.4 0) +25 (—1)" _ git sin 2nsv-sh 2плВ 24 = —arcte (hap tga И, / 
1, [6 (©--:8)1] wri 9" | ~ Daw ря ие sh 2anp. - (25) 

Бесконечные ряды в (23) и (25) не всегда сходятся столь быстро, ках 
этого хотелось бы Если g не слишком мало, то для вычисления правых 
частей равенств (19) и (21) можно использовать разложения 

0. (© #8) =1--2 У (—1)"%q” cos (2пло) ch (2илВ) + 
n=1 

+1 у (—1)° 11" sin (пло) sh (2178), (26) 
n=] 

83 (В) =1-2 У! gch (2078), (27) 
п=1 

10, (<8) =4я У ng”’sh (2B). (28) 
n=1 

Эти разложения, равно как и некоторые другие полезные для вычисления 
формулы, вытекают из 13 19 (6) — (9) 

Выше уже было дано выражеиие полных эллиптических интегралов 
первого рода через тета-функции (см. (12)). Для полных эллиптических
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интегралов второго рода из формул (6), (7), (10) и 13 16 (10) следует 

OTH 168, 00) 
364 (0) 10, (0) (29) 

Полные эллиптические интегралы третьего рода были сведены в 13 8 (21)— 
— (24) к эллиптическим интегралам первого и второго рода Следовательно, 
их тоже можно вычислить с помощью тета функций 

Укажем, наконец, что когда тета функции применяются для вычислеиия 
эллиптических функции Якоби или элчиптических интегралов с заданиым 
модулем А, (< Е <1, их параметр g можно вычислять по формулам 

| —2/”1/2 

q=e-+2e5-+ 159 -{- 150e%-+ .., Me pil (30) 

13.21. Теория преобразования эллиптических функций 

Теория преобразования эллиптических функций дает соотношения между 
эллиптическими функциями, соответствующими различным парам примитив 
иых периодов Так как любая эллиптическая функция © периодами 20, 20’ 
может быть алгебраически выражена через ® (2|® ©’), то достаточно изучить 
соотношения между ®@ функциями Будем предполагать здесь, что выполнены 
условия 

Г. °и 

Im (=) > 0, 1m( > 0, (1j 
@ 

и кратко сформулируем результаты общей теории преобразований, отсылая 
читателя относительно доказательств и дальнейших деталей к книгам, ука 
занным в конце этой главы 

Скажем, что функции f(z) ис (2) алгебраически зависимы, если суще 
ствует многочлен P(x, и) от лвух переменных такой, что тождественно по 2 
выполняется равенство P [{ (2), & (2) =0 

Для того чтобы функции ® (u | w, o') и ® (и | ©, @') были алгебраически зави 
симы, необходимо и достаточно, чтобы существовали целые числа %, В, у, 6, о 
такие, что 

po=ao+po’, — ро’=уа- ба’, D=ad—fy > 0. (2) 

Ссли выполнено равенство (2), то как ®(и|®, ©’), так и ®(и|о, 6") 
являются четными эллиптическими функциями с периодами ро, pw’ и, 
следовательно, OHH являются рациональными функциями от &® (и]|о®, ро’) 
Таким образом, достаточно рассмотреть подстановку (2) при р=1. В этом 
случае ее можно записать в матричных обозначениях как 

6 — 1% Я | _|@ В 0 3 

a В] = |7 9) 

Тогда соотношение между 

x= (z| 0, 0’), y= (z ©, 0’) (4) 
имеет вид 

P (x, y)=0, (5) 

где РЫ—многочлен от хи у, линейный no x и имеющий степень D по 4 
(Степень по ¥ выясняется с помощью подсчета числа полюсов ) Мы назовем
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D степенью или порядком преобразования 

3 

г | J ©) 
и будем перемножать преобразования как матрицы 

Ё В] [а 68| _[Гоа--Вс ab-+fd 
y 59| [с а] [у 6 ва 

Преобразования (3) можно рассматривать как дробно-линейные преобра- 
зования верхней полуплоскости в себя 

a+ Вт” (7) 

Все преобразования первого порядка образуют группу (модулярную 
группу). Для того чтобы выполнялось равенство ® (и | в, в’) = ® (u| a, ©’), 
необходимо и достаточно, чтобы ©, @’ и ®, ®’ были связаны друг с другом 
преобрезованием первого порядка (унимодулярным преобразованием). 

Модиулярная группа порождается преобразованиями 

10 01 А = ‚ B= 1 1 —1, of” (8) 
иными словами, любое унимодулярное преобразование можно представить 
в виде произведения степеней преобразований А и В. Таким образом, при 
изучении унимодулярных преобразований можно ограничиться изучеиием 
преобразований A и В. 

Точно так же изучение преобразования второго порядка сводится к изу- 
чению преобразования Ландена 

20 
L= Ё ||, (9) 

так как любое преобразование $ второго порядка может быть представлено 
в виде S=ALK, где Н и К—унимодулярные преобразования. 

13.22. Унимодулярные преобразования 

Унимодулярные преобразования оставляют неизменной решетку О, со- 
стоящую из всех периодов (см. п. 13.10). Так как функции Вейерштрасса 

б (2), 5 (2), ® (2) и инварианты ga. gs, A= g>—27g5 зависят лишь от ©, они 
также остаются неизменными. Величииы €, могут лишь переставляться друг 
с другом. Из 13.12 (19) и 13.13 (19) следует, что 

= |, ©’) =F ® |, ©’) = Ею Во |o, o')=an+ Br, 
n =ynt bn’, 

и, таким образом, | и 1’ преобразуются с помощью того же преобразования, 
что @, ©’. Функции O, (2) подвергаются лишь перестановке. Прямое вычис- 
ление показывает, что преобразование А из 13.21 (8) переставляет в €1, ео, ез 
и о, (2), 02 (2), 03(2) индексы 2 и 3, а преобразование В— индексы 1 u 3. 

Более сложно поведение при унвимодулярных преобразованиях эллип- 
тических функций Якоби. Если в 1321 (6) & и 0 являются нечетными целыми 
числами, а Ви Y— четными целыми чнелами, то назовем Т А-преобразованием. 
Легко проверить, что совокупность всех А-преобразований образует nodepynny



13.22. YHUMONYASAPHHE ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 63 

модулярной группы. Ее называют А-группой. При А-преобразованиях имеем 

21 =® (о | ®, ©’) =® (ао Во’ [ ©, o’) = (@) =е.. 

В самом деле, Вю’ является при четном В периодом, а @& при нечетном 
@ отличается от M на период. Точно так же доказывается, что Cp = и ез=ез. 
Из 13.16 (4) —(6) следует, что функции Якоби зп, сп, dn инвариантны относи- 
тельно А-преобразований. Все остальные унимодулярные преобразования 
меняют эллиптические функции Якоби. 

Рассмотрим пять преобразований: 

ие: 2-2, с. on [Et =. 
Последние три из них выражаются через A и В: 

C=ABA, D=ABAB, E=BABA. (2) 

В табл. 10 преобразованиям И (тождественное), A,..., Е сопоставлены coor- 
ветствуюшие перестановки величин е„. Мы видим, что при этом встречаются 
все возможные перестановки 4%), 2, ез. Так как перестановка @, полностью 
определяет преобразование эллиптических функций Якоби, достаточно рас- 
смотреть преобразования (1) для того, чтобы получить все возможные уни- 
модулярные преобразования эллиптических фуикций Якоби. 

Таблица 10 

Перестановки 

seamen | © | O | & | || а || 

U @ ©’ 2: es 25 с 0+0)” ©’ es @, | es 

A @ 0+0’ | & és | 6 р -©-+0’| —® fs ез | в: 

В <’ _® es ег | & E 0’ |-0-=0“| 4 21 Bs 

Эта таблица в сочетании с 13.16 (4) — (6), (9) и (11) приводит к форму- 
лам преобразования, указанным в табл. 11. 

Относительно преобразований эллиптических интегралов см. табл. 3 п. 13.7 
(стр. 25) н табл. 4 п. 13.8 (стр. 27). 

Преобразования четырех тета-функций могут быть получены из выражения 

1/2 n*/s ’ © /2А 2 2 [0 ви вар (—E)o@, wee, 12%, @ 
которое следует из 13.20 (1), (9) и 13.19 (2), (3). Мы знаем уже, как преобра- 
зуется правая часть этого равенства при унимодулярном преобразовании 
13.21 (6), В частности, отметим, что в силу 13.12 (10) имеем 

® о © б-р Ow 200
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Таблица 11 
Унимодулярные преобразования эллиптических функций Якоби 

В 
ef o s e e > o ® e a a ® 

8“ | ., а ЕЕ К К! sn (2, Ё) сп (и, Е) | dn (u, &) 
8 | © 
о 

a tk|1 sn (и, R) cn (и, Е) 1 
А | оно | А ее МК | К-К BY a | рю | dnt &) 

©’ , .sn (1, k) | dn (и, #) 

B —@ -ш jk YR к’ K ~" en {&, k) cn (и, &) cn (и, А) 

с |” | м | | R(K+IK)| aK? Кап (и, | dn(u.k) | en(u, &) 

-O+@' |] . 1| zk . sn (и, А) | da (u, Rk) 1 

DY + [7 ler lige K+ EK) we спи, в | спи, | on (eB) 

a’ Rk’ | 1 . sn (u, k) 1 cn (1, k) Е | eran bale] BK) || ie ESE OO | зы 

a Takike jae 2 _ 0 oot 
2% 2(aoa+fo’) а Вт’ a+ Вх’ 

Таким образом, мы имеем в силу (3) общую формулу преобразований 8, (о |т) 
при унимодулярных преобразованиях 

о _ | у--0т\ _ inBv? 
9, Gs: т) в о-в *exp (ве) 9, (©| т), (4) 

где 28 =]. Множитель = связан с многозначностью дробных степеней в (3) 
и может быть определен путем деления (4) на ©, перехода к пределу при 
о —-0 и сравнения обеих частей. Тогда преобразования остальных трех 
тета-функпий следуют из табл. 8. п. 13.19 (стр. 54). 

Явная формула для преобразований А и В из (1), порождающих моду- 
лярную группу, имеет следующий вид. 

Преобразование А: 
=, 1=1--1, 9=-9, (5) 

во т-- = е 6, (© |1), 85 0] t-+ реа Oa (0%), } 6) 
0, (о |5) = 6% (211), O4(0]t-+1)=0s (0 |). 

Преобразование В: 
- og . 1 . 2 
— Хе — = = — —— 7 

eo $ “ 

0, -=) === м) /Зехр — 0, (© | 7), 

<>
 

ws (— ix)!/2 exp ae 0, (о т), 

(8) < 

2 

=(— М) ехр о, {#[<), 

a
j
 
a
l
m
a
 

S
n
 | 

fom
) 

o 
SP
 

al
e 

al
e 

al
e 

al
e 

a
l
 ) =(— in" exp 2 0, 019. 
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В этих формулах (—it)!/? имеет главное значение (лежащее в правой по- 
луплоскости). Преобразование В известно как мнимое преобразование Якоби. 

Преобразование В можно использовать для вычисления значений тета- 
функций, если 4 близко к единице или т очень мало, поскольку в этом 
случае ряд для Q,(v|t) сходится очень медленно, в то время как ряд 
9, (v/t | —1/t) сходится весьма быстро, В частности, этим способом может быть 
изучено асимптотическое поведение при д —1, и мы получаем 

1/3 

6, (0, 9) ~ 65 (0, (5) 9. (9) 

13.23. Преобразования второго порядка 

Изучение преобразований второго порядка сводится, по сути дела, 
к изучению одного такого преобразования; в самом деле, любое преобразо- 

вание второго порядка получается путем суперпозиции преобразования 

[5 9 у 
и двух унимодулярных преобразований. В указанных ниже формулах пре- 
образований мы считаем, что все функции Вейерштрасса, период которых 
явно не указан, образованы с помощью примитивных периодов в, ®’, а все 
величины €,, Ny, (не отмеченные точками) связаны с этими функциями. 

Преобразование Ландена. Функции Вейерштрасса: 

b= >, wo’ = 0’; (2) 

ey =е:-|-2 (е.—е,) (е\—ез) 3 , 

е=е.—2 (е1—ез)1/? (1 —ез)*!? , (3) 

ев = — 21; 
e e е e . 

= 1, h=t— Ms t> (03—03), Ng = 2 з-- 6103; (4) 

| 
с(: 5, a’) ехр (+ 2) о) ви, 

ое (|5 o')=exe($ A) бы, | | 
сы (2|$. 0”) exp ($ 22) tof ф-но чево, | 

08 (#|-5, ot ) =ехр ( п) Bg (2) 03 (2); ) 

(#5. 0 )=t@+te+e)tee—ms (6) 

® (|5, 0')-9@+9 ев) в О.  @ 

Так как преобразование Ландена фуикний Вейерштрасса затрагивает 
величины @,, Па, Которые не являются инвариантными относительно унимо- 

дулярных преобразований, укажем основные формулы для двух других пре- 

образований второго порядка. 

2 r TF. MH .-e = a Pe om Bon
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Преобразозание Гаусса. ®-функция Вейерштрасса: 

| 6 

г 

Ф (: [ в, >) = (2)-+® ев) ep = (2) 2") Ce 80) | 
$ (2) —ез 

Иррациональное преобразование. ®-функция Вейерштрасса: 

0 f= = 4 = ABLABAB, 

$ (2 | @, $+) = (z) ++ (z—o2)—e, = (22a) (ев —ез) | 

8 (2) —е 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

Преобразование Ландена. Эллиптические функции Якоби и тета-функции. 
В тх случаях, когда параметр тета-функции явно не указан, подразуме- 
вастся, что ок равен т: 

Що Opri/s 
1+ k’’ 1-Е’ 

sn (и, &) сп (и, Е) | 

и= (1-8) и, k= 
_ | 

о [и rd =O Ean, в) 
en | (1-м, oe joe ) sn? (и, #) 

—————— 

TR} dn (u, №) , 
1, Tk} 1’) sn fe, 8). 

dn Jute } и, P| = в 2 

9=90, т=9%, q= 47; 

1 606, 0 
2 (6; (0) 84 (0)]*/? 

6. (0 |2) =2-1/2 [65 (0)— 61 @0))/?, 
6 (0 | 2t) = 2~ 1? [63 (0)- 04 (O)]*”? , 
Bg (0 | 2t) = [6 (0) 8, (0)}1/? ; 

6, (6) 62 (0) 
0, (0|2*) ’ 

62 (v)—02 (&) 02 (0)—6, (2) 
8, (20 12°) = 9-2) = 29.09 

0? (v) +62 (v) 62 (0) +85 (0) 
8; (20 129) = 55 ajar) sO 2ty ' |] 

0 (0) 8 р ро 

1/2 , 

6 (0129) = 5 [08 (0) 8, (0 = 

0, (Qu |2) = 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(:6)
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Преобразование Гаусса. Эллиптические функции Якоби: 

аи, ртр, ИЕ a 
si (1+8, Е = ЕЕ — 7 k)’ | ее, | 
бо т | ею. | 

Преобразования высших порядков более сложны. Мы рассмотрим здесь 
лишь преобразование (ГВ), имеющее четвертый порядок, когорое приводит 
к слелующим формулам удвоения для тета-функций. Все тета-функции имеют 
один и тот же параметр 7: 

cn 

e
o
 

очеаОене. | 
0, (20) — 226195 = 8 OHO) 

0, (0) 0: (0) 

ь сд 208 +9109 | 9) 
82 (0) 6; (0) 

9, (22) 9 (0) — 8 (0) = 0. (0) — 95 (v) . 

% 0) One 

13.24. Эллинтические модулярные функции 

Эллиптической модулярной функцией f(t) называют функцию, регуляр- 
ную с точностью до полюсов в верхней полуплоскости [пт > 0 и обладающую 

тем свойством, что если т и т связаны друг с другом преобразованием моду- 
лярной группы 

at+ 
T= a , a, В, у, в — целые, 28 —Ву=1, (1) 

то f(t) и f(t) алгебраически зависимы. (Отметим, что &,..., ) имеют иной 
смысл по сравнению с 13 21 (7).) Если для любого преобразования модулярной 
группы имеем } (т) =[ (т), то f(s) называют автоморфной функцией моду- 
лярной группы. 

Первым примером такой модулярной функции является квадрат модуля 
для эллиптических фуикций Якоби. Из 13.16 (7) и 13.20 (14) следует, что 

бе 68019 _ 
&—es 6% (0|т) 

A (т) (2) 

является аналитической функцией от ¢t в полуплоскости Гтт > 0, причем, 
вещественная т-ось является естественной границей этой функции. Из инва- 
риантности @,, ез, ез относительно т-преобразований (a, 6 — нечетные, В, у — 
четные, см. п. 13.23) следует, что A(t) является автоморфной функцией для 

As
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\-груплы. В общем случае преобразование модулярной группы переставляет 
величины г, и, следовательно, преобразует X(t) в одно из шести значений: 

| 1 А. (+) 1 
A(t), 1—A(t), Ra)’ Tha)’ KT’ 1 Wot (3) 

Так Kak все эти значения алгебраически связаны © A(t), TO эта функция 
являетия эллиптической модулярной функцией. 

В cany 13.12 (13) ge, gg и A=gi — 2752 являются однородными функци- 
ямн отои ®'’, имеющими соответственно степени —4, —6, —12. Абсолют- 
ный инариант 3 3 

fo УЦ) (4) 
А 28—27? — 

зависит только от т и аналитичен в верхней полуплоскости. Преобразования 
модулярной группы оставляют неизменными gy и А (см. п. 13 22), откуда 
следует, что J (т) является автоморфной функцией модулярной группы. В си- 
лу 13.1? (6), (7) и 13.16 (3) J можно выразить через A, а в силу 13.20 (8), 
(9) — через тета-фу нкции 

4 (1—A+12)8 1 [05 (0| t)-+ 93 (0 | 1) 8§ (© [9 
19 => = 4 . © 27 №1) 5 60019001908 (| 1) 

Назовем две точки %, < в верхней полуплоскости комплексной т-плоско- 
CTH эквивалентными, если их можно перевести друг в друга с помощью пре- 
образования (1) модулярной группы. Фундаментальная область для моду- 
лярной группы определяется неравенствами 

|= [9541 |1]. 

Верхнюю т полуплоскость можно разбить на бесконечное множество областей. 
каждая из которых ограничена тремя дугами окружностей (одна или две из 
которых могут вырождаться в отрезки или прямолинейные лучи), причем 
каждая из этих областей эквивалентна фундаментальной области. В самом 
деле, каждая точка верхней полуплоскости эквивалентна в точности одной 
точке фундаментальной области. 

Если задана автоморфная функция для модулярной группы, то достаточ- 
но изучить свойства этой функции в фундаментальной области. Например, 
можно доказать, что J (т; принимает в фундаментальной области каждое 
конечное значение в точности одии раз. Это показывает, что каждому (конеч- 
ному) значению J отвечает в точности одна система функций Вейерштрасса. 

Фундаментальная область для А-группы ограничена прямыми линиями 
Ret= - 1 и окружностью |2 + 1|==1; граничные точки в Кет—>0 принадле- 
жат области, граничные же точки в Ret<Q не принадлежат ей. Можно 
доказать, что A(t) принимает в фундаментальной области для А-группы 
каждое конечное значение, отличное от нуля и единицы, в точности один 
раз. Это замечание является ключом к решению проблемы обращения (см. 
п. 13 20), можно использовать это замечание, чтобы доказать, что эллипти- 
ческие функции Якоби однозначно определяются заданием квадрата модуля, 
причем этот квадрат может быть любым числом, отличным от нуля и единицы. 

13.25. Конформные отображения 

Эллиптические интегралы, эллиптические функции и связанные с ними 
функции встречаются во многих важных конформных отображениях. Многие 
примеры таких конформных отображений и некоторые дальнейшие ссылки 
можно найти в книге: H. Kober, Dictionary of conformal representations,
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1952, ии В этом пункте мы опишем лишь наиболее важные из ажении. Па протяжении этого пункта будем pac «вещественный» случай у YAM Рассматривать лишь 
0<k<1,0<4 <1, о вещественно, w’ чисто мнимое, К, К’ вещественны и положим € >е; >. Мы полагаем Re z==z,, Im z=z, и аналогично для 

z~0 
7 @+Gs" 

® [5 @ 
7 H 

2-0 | B a 8 @ 00 A 

a oO  f @ 8 
Л / 

Я #1 
-@’ W-’ 

Рис. 7. Отображение w= {z). 

других комплексных переменных. Ha рис. 7—14, иллюстрирующих конфор- 
мное отображение из плоскости одного комплексного переменного в плос- 
кость другого комплексного переменного, соответствующие точки обозначают- 
ся одинаковыми буквами. 

Функция w= (2). Когда z пробегает границу прямоугольника © верши- 
нами 0, ©, ®- ®’, ©’ (рис. 7), переменная w веществениа и убывает от < 
до €1, затем оте, доео, отео до eg 
и оте; до —oo (см. п. 13 15). Эта т ий , 
функция отображает внузреннюю ~K+iK ik K+ik 
область прямоугольника Ha верх- é D 
нюю и-полуплоскость. В силу 6 uf 7 Hf а 
принципа симметрии Шварца пря- 
моугольник с вершинами — в’, W 7 
ю— ©’, ю@--®’, ©’ на г-плоскости Un=0 | р’ 3B 
отображается на всю &-плоскость, . 
разрезанную от —oo до ey. -К 0 К 

лемнискатическом случае 
5:=0, 5.>0 мы имеем е. =0, 
ез = —e,. Прямоугольник в 2-Пло- №,=0 
CKOCTH в этом случае является квад- 
ратом, диагональ AG, соединяю- 
mad 0 с Ф--®’, отображастся Ha от- 
рицательную мнимую полуось на 
и-плоскости, а диагональ 99 ото- 
бражается на нижнюю половину 
окружности в @-плоскости с цент- Z 
ом в точке е. =0 и радиусом ej. т т } 1 
При этом внутренняя область пря- ой ot эс 

моугольного равнобедренного тре- Рис. 8. Отображение w=sn (и, #). 
угольника с вершинами ©'2--®’,2, 
®, o’-+@ в 2-плоскости отображается на четвертый квадрант круга с радну- 
сом @; на и-плоскости. 

Функция w=sn(u, Е). Из п. 13.18 видио, что внутренняя область прямо- 
угольника с вершинами 0, К, К-- Ж’, Ж’ на и-плоскости отображается на 
первый квадраит м-плоскости (рнс. 8). Прямоугольник —К, К, K-+iK’, 

А nt 
Г г 
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—К--Ж’ отображается Ha верхнюю полуплоскость ш-плоскости, а прямо- 
угольник с вершинами + К + 1K’ отображается на всю W плоскость, разре- 
занную от —o до —Тиот 1 до ©. Можно доказать (см., например, Dixon, 
1894, прнложение А), что прямые и, =с01$, и. =со0пПз{ отображаются на 
дважды ортогональную систему конфокальных бициркулярных кривых 
четвертого порядка на и-плоскости, фокусами которых являются + |, + k7?. 
Эти кривые четвертого порядка симметричны как относительно оси и, так 
и относительно оси & Кривые чезвертого порядка, соответствующие прямым 
и =с01${, имеют две ветви, одна —охватывающая 8H, соответствует u, > 0, 
а другая, охватывающая 59, соответствует и, <0. Кривые четвертого 
порядка, соответствующие из=0 являются овалами, охватывающими 928. 
В частности, при и. =(п-2 1/2) К’ мы получаем окружность, см, 13.18 (1). 
Дальнейшие детали изображены на рис. 8 

Финкция ш=сп (и, Е) Внутренность прямоугольиика с вершинами 0, 
К, K-+7K’, К’ на и плоскости отображается на четвертый квацпант на 
ш-плоскости (рис. 9). Прямоугольник —К, К, К-|-:К’, —К-- <’ отображ к тся 

9 
/,=0 Ш 

ik’ К-Ж’ 2K+iK’ 
р. > D Ш &- АА i 

Ys т що ow, / a 
0 - == 

aK 

é| 2 i 
~iK' КК” 2К-К’ И fey 

Рис. 9. Отображение w=cn (ti, k). 

на правую =-полуплоскость, разрезанную от 0 до 1. Прямоугольник —iK’, 
K—iK’, К-Ж”, cK’ отображается на правую полуплоскость, разрезанную 
от 1 до o, а прямоугольник с вершинами + Ж’, 2K + К’ отображается на 

? 
. |2 

всю ш-плоскость, разрезанную от —oo до —1, от | до ©, от —i & до —> 

ik’ 
нот до ico. Прямые и, -=с01п5{, w,==-const отображаются на дважды 

ортогональную систему конфокальных бициркулярных кривых четвертого 
? 

tk 
порядка Ha W-NJOCKOCTH, фокусами которых являются точки + 1, Sarna . Оба 

семейства являются овалами, причем овалы, соответствующие u,==const, 
охватывают &$, а соответствующие и. =с01${ —охватывают AF. Оба семей- 
ства симметричны относительно осей #; =0, №. =0. 

Функция ш= ап (и, Е). Так как из табл. 7 (п. 13.17) и И (п.13.22) 
следует, что 

ап (и, =’ sn(K’—iK-+ia, k’), 
то отображение ш = 4п и может быть сведено к отображению w=snu. В част- 
ности, прямоугольник © вершинами 0, К, K+2:K’, 22K’ отображается на 
нижнюю W полуплоскость так, как изображено на рис. 10, а прямоугольнак 
с вершинами 0, 2K, 2К--2:К’, 2:K’ отображается на всю ш-плоскость, раз- 
резанную or — 0 до —[иот | до ©. Прямые и! ==соп${, из =const отобража- 
ются в дважды ортогональную систему конфокальных бициркулярных кривых
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четвертого порядка, фокусами которой являются точки +1, + А’. В частн ос- 
ти, прямые и, =(т-+-1/2)К отображаются в окружность с центром в точке 

w=0 и радиусом k/2/2, 
“Функции w=C(z)+e,2. Очевидно, € (2) вещественно, & (—iz,)— чисто 

MHAMOe; так как из 13.13 (18) 
и,=0 следует, что 

6 (@-+ 122) —6 (w)=€ (12.)-- eupl reel аж’ №2 1 9’ Gaz) 
Ш ly , 2 № (122) —е, 

KS @ | K+tK E(@' +2y)—€ (0) =F (21) + 

a | / ,=0 L Фе, 
"Ш “— 2 Ре) в 

TO первое из этих двух выра- 
. жений является чисто мни- 

мым, а второе — вещественным. 
Са é о 68 _ W,-0 Исследуя отображение прямо- 
Що уг р 9 угольника с вершинами 0, в, 

©’ со" 
ly / |: © 

ш | if | 
=) oft 58 

2 ag @ 
Pac. 10. Отображенне w=dn (4, &) Рис. 11. z-mnockocrp. 

o-+a’,o’ (рис. Il) на г-плоскостн, мы убеждаемся, что 43 и $Y отобража- 
ются на горизонтальные прямые, а BE и Д—на вертикальные прямые на 
и-плосиости (&=1, 2, 3). Кроме того, 

w(A)= 0, w(B)=n+e,0, 
w(@y=nt +e,(©+0'), o(D)=7’+e,0'. 

Рассмотрим, какие знаки имеют --e,0 и una . Из 13.16 (9), (19), (И) 

и 138(25), (26) следует, что 

(е, —ез} 1? (n+e,m)=E > 0, 

(e;—e) №? (H+ ег) =E—(e,—#,)~ 1/2 (е, —е.) a= E—k” К=#В > 0, 
(e, —~€,)7 1? (п-ов) =Е—(,—6) “У? о=Е—К = — #0 < 0, 

(ев) (n’ +40’) = —E’ <0, 
—1 (е, —ез)— 1/? (nf -+ eg") = —E’ — (1—6)? (е, — 05) im’ = —E’ ++ 2K! = 

= —k"B < 0, 

— 1 (е,—в)— "3 (’ +0’) = —E’—(e,—¢3)}'”” io’ = K’ —E’ =k’ > 0, 

На рис. 12—14, иллюстрирующих отображения w= 5 (z)-+-e,2 прямоугольяи- 
ка ABEYH, мы использовали сокращенные обозначения 

nteo=H,, т’ ею’ = Ног.
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Из доказанного выше следует, что 

H,>H,>0>H;, H,>0> Hi > Hy. 

В каждом из случаев часть плоскости, лежащая слева от линии 4 BEDA 
(в этом порядке), является образом прямоугольника. Путем отражений в сто- 

lb, =0 Ш,=0 

г 

2 8 |101, 

Иж W,=0 

Ae ye 

98 7 

2.512 Uyelt, 
б 

9) 

A of 

Рис. 12. Отображевие w= Рис. 13. Отображение w= 
= (2) +212. =6 (2) +222. 

ронах прямоугольника получаем следующие результаты. Функция и ==6 (г) -|- 
-Le.z (рис. 12) отображает внутреннюю область прямоугольника с вершинами 

+ @, +@+2w0’ на плоскости на об- 
ласть ш-плоскости, лежащую вне полу- 
бесконечной горизонтальной полосы с 

0,0 вершинами + Hy, + Hy+2:H,. Функ- 

[9 Я ция ш=6 (z)+-e,2 (рис. 13) отображает 
внутреннюю область прямоугольника 

LD, =H, с вершинами + ® -+@’ на 2-плоскостн 
на виешнюю область прямоугольника в 

6 ш-плоскости с вершинами + ЯН, + tH,. 
9 Функция w=—C(z)+egz (рис 14) ото- 

, бражает внутреинюю область прямо- 
0, =H, угольника Ha 2-плоскости с вершина- 

ми + ®’, 20 +@’ на область, лежа- 
W,=0 щую вне двух полубесконечных верти- 

кальных полос на ш-плоскости, верши- 
. H нами которых являются +.Н,, 2Нз-+ 

Рис. 14. Отображенне ш= (2) +ез (2). egy! 
+ iffy. 

Отображение w= € (z)+-e,2 можно скомбинировать с одним из рассмотреи- 
ных выше отображений для того, чтобы получить отображение внешней 
области прямоугольника на полуплоскость. 



ГЛАВА 14 

АВТОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ 

Эта глава содержит основные определения, касающиеся автоморфных 
функций, и некоторые легко полузающиеся примеры таких функций, в част- 
ности модулярных функций. Мы не будем рассматривать здесь мвогочислен- 
ные разветвления Теории, связанные с теорией групп, многимн ветвями 
геометрии, теории чисел и важными аспектами общей теории комплексного 
переменного. Мы лишь схематично изложим фундаментальные идеи Феликса 
Клайна, старательные исследования Фрикке, более современные открытия 
Гекке и К. Л. Зигеля и приложения их результатов к теории чисел, а крат- 
кие замечания относительно тета-рядов Пуанкаре далеки от того, чтобы дать 
адекватное изложение этой теории. 

В конце главы указана библиография. Наиболее важными книгами, 
касающимися содержания этой главы, являются Fricke (1901 — 1921), Fricke 
и Klemm (1897, 1912), Fubini (1908), Giraud (1920), Schlesinger (1924) и Форд 
(1936, с обширной библиографией). Относительно приложений к теории чисел 
читатель может посмотреть Reid (1910), а к алгебре — Ван дер Варден (1947). 

К отдельным пунктам существенны следующие ссылки: 
141 4— Форд (1936), 
14.3 — Klein (1884), 
14 4—Krazer и Wirtinger (1901, 1921). 
146 —Klein и Fricke (1890, 1892), 
14 6 4.—Fricke (1916, 1922). 
Другие ссылки будут сделаны в соответствующих местах. 

14.1. Разрывные группы и дробно-линейные преобразования 

14.1.1. Дробно-линейные преобразования. Пусть &— комплексное пере- 
менное, изображаемое либо точкой 2=х-Р1у Ha комплексной плоскости 
(дополненной бесконечно удаленной точкой), либо точкой (x1, хо, хз) трех- 
мерной сферы 

жж ха =1. (1) 

Мы будем обозначать эту сферу через 5% и называть ее римановой сферой. 
Соответствие между точками комплексной плоскости и точкой римановой 
сферы определяется равенствами 

__ № ___ №2 — iy, 
=’ Y= TER’ = (2) 

y= = Хз = Щи. (3) 1 T+ -у’ 8 Труа’ 8 ау 
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Отображение So на 2-плоскость является конформным и известно под назва- 
нием стереографической проекции Окружности на сфере отображаются при 
этой проекции в окружности или прямые линии на плоскости. В этой главе 
прямые линни будут рассмагриваться как частный случай окружностей 
(а именно как окружности, проходящие через точку z=oo), так что под 
словом «окружность» мы будем понимать обычную окружность или прямую 
линию, а под дугой окружности —часть окружности или отрезок прямой 
линии Если отрезок прямой линии содержит бесконечно удаленную точку, 
то его изображение на евклидовой плоскости может состоять из двух компо- 
нент. Тем не менее на комплексной плоскости этот отрезок является связ- 
ным множеством (поскольку обе компоненты соединяются в бесконечно уда- 
ленной точке) 

Пусть а, 6, с, 4—любы е комплексные числа такие, что 

ad—be=1. (4) 
Соотношение 

‚_ аг--0_ 
. 2 ad 9) (5) 

определяет отображение 2-плоскости, или, что то же сямое, 5, на себя; это 
отображение называется дробно-линейным преобразованием oO. При такои 
интерпретации мы рассматриваем 2’ как другую точку комплексной плоскости. 
При иной интерпретации 2’ рассматривают как новое переменное или как 
новую координату той же самой точки Однако в этой главе мы булем при- 
лерживаться первой интерпретации. Если ad—bc 20, то отображение (5) 
ие зырождено и, поскольку преобразование (5) однородно относительно а, В, 
с, 4, в этом случае можно добиться, чтобы выполнялось условие (4) Таким 
образом, {4), (5) определяют самое общее невырожденное преобразова- 
пие вида (5). (Для вырожденного преобразования (5) мы имеем ad—bc=0 
и отображение либо не определено, либо переводит всю плоскость в одну 
точку.) Соотношение между 2 и 2’ взаимно однозначно. Из (4} и (5) вытекает 

42' —5 
— ez’ +a" (6) 

Пусть 6’— другое дробно-линейное преобразование 

, __ @’2-- 5’ Al pl At — o =, a’d’ —6'c’ =1. (7) 

толя (“а b’c) z+-0'b--6'd , _ (a’a+b'c) 2+ а'5-- "4 
в [с (2)] = (c‘a--d'c)z+c'b- а’4 (8) 

определяет дробно-линейное преобразование, так как 

(ма -+-b'c) (c'b-++- dd) —(а’ъ-ь’а) (c'a-+-d’c) = (ad — be) (a'd’ —b’c") = 1. 

Преобразование (8) называют лроизведением преобразований o’ u oO (в этом 
порядке) и обозначают через o’o. Произведение любого (конечного) числа 
дробно-линейных преобразований определяется тем же способом Вообще 
говоря, преобразования &’0 и OO” различны. Обратным к O является дробно- 
линейное преобразование 

42—65 
2’ = ——__—_ =g7} ad—bc=1 9 ata (г), с=1, (9) 

которое мы будем обозиачать через o-*. Если J —тождественное преобразо- 
вание /[(2)==2, то, очевидно, имеем 

0071=0—ю=[ или o[o7? (z)]=o7* [6 (2)] =,
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Любое дробно-линейное преобразование переводит любую окружность 
на Sp в окружность, обратно, любое взаимно однозначное преобразование 
сферы Sy на себя, при котором окружности переходят в окружности, явля. 
ется дробно линейным преобразованием. 

14.1.2. Неподвижиые точки. Классификация преобразований. Точка 5 
называется неподвижной точкой преобразования с(2), если выполняется 
условие о (2) =6. Если с7 0, то неподвижными точками преобразования G, 
заданиого формулой (5) п. 14.1.1, являются 

ие}, bez fa—d—[la 4}; 
если же c=0 Hn a xd, то неподвижными точками являются 

b 

i= qa’ 
С: = 08. 

Если с-=0 и a=d, то обе неподвижные точки совпадают с бесконечно уда- 
ленной точкой, исключая случай, когла b=0, в котором все точки вепод- 
вижны В написанных вышз формулах для C, и Cy использовано условие (4}. 

Дробно линейные преобразования можно классифицировать по их непол; 
вижным точкам следующим образом. 

1. Гождественное преобразование. Все точки неподвижны 

а=а= +4 |, b=c=0. 

2. Параболические преобразования. Обе неподвижные точки созпадают 
друг с другом 

a+d= 2, си == ба==6. 

Преобразование можно записать в одном из видов: 

1 ! 
a er a 6%, 

2’=2-+8, Е —0. 

В первом случае 

—d 
(a+d)* =4, t=“, 6=tc0, 

а во втором случае 

a=d=-+ 1, с=0, 6=5 40. 

3 Преобразование с двумя различными фиксированными точками > <. 

УЕ ‘tb :3- 
Такие преобразования могут быть записаны в одном из видов: 

и 28 
ие -А a Cr Ce x oo, 

РА (2— 51}, Ця ®, (ь=о6, 
где 

№ = {0+9 —@+ 4—4} при c#0, A=a при c=0. 

Прн этом могут встретиться три возможности: 
За) | ^ |=1—эллиптическое преобразование; 
36) \, вещественно — гиперболическое преобразование; 
Зв) A ке является вещественным чнслом и [A] 7 1 — локеодромическое 

преобразование.
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Преобразования с и tot, где «— невырожденное лробчо-линейное пре- 
образование, называются подобными. Подобные преобразования имеют оди- 
наковый тип, т. е. либо оба являются эллиптическими, либо оба параболи- 
ческими ит, д. 

14.1.3. Разрывные группы. Множество С дробно-линейных преобразова- 
HHH O, 0’, ... называется группой, если оно обладает следующими свой- 
ствами: 

1. Тождествекное преобразование J принадлежит С. 
2. Если в принадлежит С, то 0—1 также принадлежит С. 
3 Если би 6’ принадлежит С, то Oo’ также принадлежит С. 

Преобразования 01, Oo, ... называются образующими группы С, если 
любое преобразование из С является произведеннем конечного числа поло- 
жительных или отрицательных степеней некоторых из преобразований G,. 

Две точки Pu P’ (на Sp или на комплексной плоскости) называются эквива- 
лентнами или конгруэнтными относительно G, если Р=Р’, и G содержит пре- 
образование, переводящее Р в P' 

Пусть Dp —фиксированная открытая область (открытое связное точечное 
множество) на Sy или на комплексной плоскости, и пусть @ —группа дробно- 
линейных преобразований, каждое из которых пергводит оэласть Ду в себя. 
Некоторые из преобразований грулпы С могут иметь в Ду неподвижные 
точки. Удалим из Оу все точки, которые либо являются неподвижными для 
некоторых преобразований групы @ (отличных от Г), либо предельными 
точками для множества неподвижных точек Предположим, что оставшееся 
множество D, (являющееся открытым) связно и, следовательно, является 
областью. Для любой точки P, из D, рассмотрим множесгво всех точек, 
эквивалентных P, относительно G. Если для всех точек P, из D, выпол- 
няется условие, что P, не является предельной для множества точек, экви- 
валентных с P, (т. е. если все точки, эквивалентные с P,, лежат вне неко- 
торой окрестности этой точки), то группа С называется разрызной группой 
в области Dy. Относительно простого доказательства критерия разрывности 
группы вешественных преобразований см. Siegel (1950). 

14.1.4. Фундаментальная область. Мы будем рассматривать группу С 
дробно-линейных преобразований, которым можно поставить в соответствие 
(замкнутое связное множество) F*, обладающее следующими свойствами. 

1. F* ограничено конечным числом окружностей или дуг окружностей 
(при этом могут встретиться несколько непересекающихся дуг одной и той 
же окружности). Мы будем обозначать эти окружности и дуги окружностей 
через A,, Ag, ..., А». Точки, в которых пересекаются две дуги, будем назы- 
вать вершинами и обозначать через Vy, Vo, ..., Им. 

2. Никакие две внутренние точки F* не являются эквивалентными OTHO- 
сительно G. 

3. Компоненты Ay, ..., A, границы можно разбить на пары A,, Ay, 
у 2%’, так что для каждого у существует в точности одно преобразова- 
ние 0, BG, отображающее А, в Ay. 

* 

4. Преобразования 6., в условии 3 являются образующими С, иными сло- 

вами, каждое преобразование в С является произведением конечного числа 
v ь * 

(положительных или отрицательных) степеней преобразований O,. 

Заметим сначала, что ни одно из преобразований С (отличных от Г) не 
имеет внутри F* неподвижных точек. Если точка Р является внутренней 
для F* и неподвижна при преобразовании с в С, то о отображает окрест- 
ность точки Р в некоторую окрестность той же точки, причем можно считать, 
что обе эти окрестности принадлежат F*, Но тогда мы получили бы в F* 
две эквивалентные внутренние точки, что противоречит условито 2. Рассмотрим 
теперь образы множества F* при всех преобразованиях С. Объединение всех
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этих образов является областью (OHO связно в силу условий 3 н 4). При 
этом ни одна точка не может быть прелставлена двумя способами, как образ 
внутренних точек Е*. В самом деле, пусть o(P)=—o'(P’), где Ри Р’—внут- 
ренние точки для F*. Тогда Р=о”15’(Р’). Если РР’, то это равенство 
противоречит условию 2. Если же РЫР’, но o #0", то оно противоречит 
условию отсутствия неподвижных точек. С другой стороны, точки, являю- 
щиеся образами граничных точек для Р*, могут встретиться несколько раз, 

® 

например 0,P,=—/P,,, где Р,— точка из A, и Р,, — соответствующая точка 
из A,,. Если удалить часть границы F*, то получится область F, которая 

не является ни открытой. ни замкнутой и образ которои при отображении от @ 
однократно покрывает область на Sy или на 2 плоскости. Эту область F мы 
будем называть фундаментальной областью для группы G. 

Чтобы построить F, возьмем окружности и дуги окружностей, состав- 
ляющие границу Ё“, разобъем их на пары Ay, A,,, как указано выше, и из 

каждой пары оставим одну и удалим вторую. Удалим также вершины, в ко- 
торых пересекается бесконечное число образов области Р“, разделим остав- 
шиеся вершииы на классы эквивалентных вершин, в каждом классе оставим 
одну вершину и удалим все остальные. Множество всех оставшихся точек 
(куда, в частности, входят все внутренние точки из Ё*) является фундамен- 
тальной областью Е для G: оно не содержит никаких двух эквивалентных 
точек. 

Пусть 01, бо, ... — преобразования из G, причем 0, —тождественное пре- 
образование. Преобразование с, отображает F на F, и Е, =Р. Объединение 
всех F, образует область D, (ве являющуюся, вообще говоря, ни открытой, 
ни замкнутой}, и множество внутренних точек Dy, нз D, является открытой 
областью, что было выяснено в п. 14.1.3. 

Пусть г— любая точка из F, и пусть 2,==0, (2}. Предельная точка после- 
довательности {z,} называется предельной точкой для С (бесконечно удален- 
ная точка также может быть предельной). Множество всех предельных точек 
при каждом преобразовании из G отображается само на себя, оно может 
быть использовано для определения границы Ду или Dy. 

Для данной группы фундаментальная область F не является однозначно 
определенной, и можно доказать (cM. Fricke и Кеш, 1897, гл. 2, стр. 128}, 
что F можно выбрать так, чтобы никакая из ее вершин не была неподвиж- 
ной точкой гиперболического или локсодромического преобразования. Для 
эллиптических вершин V области F* угол между двумя дугами, пересекаю- 

25 
щимися в У, имеет вид —Г › где [ — натуральное число. Если И —неподвижная 

точка эллиптического преобразования с из G, то 0'—тождественное преобра- 
зование, / называют порядком o или У. Вершина F*, являющаяся неподвиж- 
ной точкой параболического преобразования из С, называется параболиче- 
ским острием. 

Две группы С и С’ дробно-линейных преобразований называются лподоб- 
ними или эквивалентными, если существует фиксированное преобразование т 
такое, что G'=T~1Gt, т. е, такое, что для каждого преобразования o из С 
преобразование o’=Tt~ lot принадлежит С’, причем любое 0’ из С’ может 
быть получено, таким образом, из некоторого преобразования O, принадлежа- 
mero С. Если РЕ— фундаментальная область для С, то т 1Е=РЁ’ является 
фундаментальной областью для С’ (t~1F является множеством всех точек 
tv 1(z), где 2 пробегает область F), 

Данное нами определение фундаментальной области не является иаиболее 
общим, ради простоты мы ввелн некоторые дополнительные ограничения; 
относительно более общих рассмотрений см. Fricke и Klein (1897). Вообще 
говоря, для фундаментальной области не является существенным то обстоя- 
тельство, что она ограничеиа конечным числом окружностей и дуг окруж-
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ностей. Существенно лишь то, что фундаментальная обласгь содержит полное 
множество попарно неэквивалентных точек, что она связна и имеет ,OCTA- 
точно регулярную форму. Легко дать точную формулировку первым двум из 
этих условий. Однако весьма трудно сформулировать третье условие так, 
чтобы эта формулировка была простой, точной и достаточно общей. Предполо- 
жение о конечности числа вершин в Ё налагает некоторые ограничения на 
автоморфные функции, которые мы будем рассматривать. Эти огравичения 
ведут к сравнительно простым формулировкам некоторых общих теорем. 

Относительно определений фундаментальной области для автоморфных 
функций многих переменных см. литературу, указанную в пп. 14.11, 14.12. 

14.2. Определение автоморфных функций 

Пусть б —группа дробно-линейных преобразований 

a,z+b 
z= =o apd,—bcp=1,  г=0,12,... (1) 

Oo — тождественное преобразование 

@a=—d—+1, by = €) = 0. 

Пусть группа @ разрывна в области Dy, и пусть Р—фундаментальная область 
для G. Рассмотрим автоморфные функции ф(2)=$(2; 6), т.е. функции, 
удовлетворяющие тождеству 

ф (2) = [6; (2)]=$(),  г=0,1,2,... (2) 

Поведение этих функций в окрестности особой точки Zq описывается с по 

мощью униформизириющей переменной Г: 

ф (2) =" (щ& ай а -т...), (3) 

rie m—ueloe число и униформизирующая переменная опрегеляется по 
труппе С следующим образом. 

Вели zp не является неподвижной точкой какого-либо преобразования 
из С, мы полагаем 

1=2— 2%, Zp F ®, (4) 
(=, #0 — 9. (5) 

Если zo —фиксированная точка параболического преобразования 

] I 6 
ив 20 # се, ( } 

то полагаем 

24 1 7 веер (+), т 
выбирая зиак так, чтобы t+ 0, когда 2 +2 в F. Вели же 2% = 00 — непод- 
вижная точка параболического преобразования 

z’=2z+6, (8) 

то полагаем 

в-ехр (25 =), (9) 

снова выбирая знак так, чтобы ¢ +O, когда 2 -+ © в F. Если 29 — фиксиро- 

ванная точка эллиптического преобразоваиия порядка Ё И 2, другая
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A 

неподвижная точка этого преобразования, то Полагаем 

— l , 
= = “0 ) 9 20 # OO, Zo 7 ©, {10} 

2—25 

t=z74, 2) = ©, 2. >= 00, (11) 

t= (2—2), 202 ®, Z,= 00. (12) 

Назовем функцию ф{г) =ф (2; 6} авт^морфной функцией хля группы G 
(или принадлежащей к группе 6), если она удовлетворяет следующим ус- 
ловиям: 

1. Ф (2) является однозначной функцией в РЁ, аналитачной зо всех точ- 
ках из F, исключая, быть может, конечное число точек. 

2. Если ф(2) авалитична в точке Zo из F, то ее можно аналитически 
продолжить (внутри До) в точку 2-.=0. (20), причем все возможные анали- 
тические продолжения (внутри Do) приводят к одному H тому же значению 
ф (2.). и ф(2.)=Ф (20): 

3. В окрестности особой точки 2, функция ф (2) может быть представ- 
лена в виде (3). 

4. ф (2) не является постоянной. 
Напомним еще раз, что данное нами определение автоморфных функций 

(и фувдаментальных областей) не является самым общим. Для класса опре- 
леленных выше функций можно дать простые формулировки теорсм, о ко- 
торых будет идти речь в п. 14.7. Форд (1936, п. 86) называет автоморфные 
функции рассмотренного здесь вида простыми автоморфными функциями. 

Наиболее важным характеристическим свойством автоморфных функций 
является их инвариантность относительно преобразований из С. Это свой- 
ство выражено равенством (2). В более общем смысле термин автоморфная 
функция применяется для функций одного или нескольких переменных, 
инвариантных относительно группы преобразований этого персменного или 
переменных. Некоторые примеры таких обобщений будут рассмотрены 
в нп. п. 14.11, 14.12. 

14.3. Группа икосаэдра 

Вообще группа G, входящая в определение автоморфных функций, 
является бесконечной (т. е. состоит из бесконечного множества преобразо- 
ваний). В этом пункте мы рассмотрим автоморфные функции конечной группы 
(состоящей из конечного числа преобразований). Этот пример позволит рас- 
смотреть существенные принципы, связанные с конструкцией автоморфных 
функций, не входя в осложнения, возникающие в общем случае. Группа, 
которую мы рассмотрим здесь, является группой симметрии икосаэдра 
(правильного многогранника, состоящего из двадцати равносторонних тре- 
угольников}. Эта группа может рассматриваться как группа отображений 
икосаэдра в себя и известна как группа икосаздра. Овна тождественна с 
группой симметрии додекаэдра (правильного многогранника, состоящего из 
двенадцати правильных пятиугольников) и поэтому иногда называется 
группой додеказдра. Согласно Евклиду, с каждым додекаэдром связан 
куб, ребра которого являются диагоналями граней додекаэдра. При этом в 
любой додекаэлр можно вписать таким образом пять различных кубов, и 
вращения додекаэдра приводят к перестановкам этих кубов. Таким образом, 
нашу группу можно отождествить с группой перестановок пяти элементов, 
точнее говоря, с знакопеременной группой (состоящей из всех четных пере- 
становок). 

Пусть икосаэдр зписан в сферу $, из 14.11), и пусть ребра икосаэдра 
проектируются на $, из центра сферы. Мы получим тогда сеть из двадцати
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конгруэнтных равносторонних сферических треугольников, покрывающу ю So. 
Существует 60 вращений сферы, которые оставляют эту сеть инварчантьои, 
поскольку каждый центр тяжести треугольника может быть переведен в 
любое из 20 положений, после чего остается еще три вращения (на угол 
27/3), оставляющих инвариантной нашу сеть. 

Если отобразить сферу So на комплексную 2-плоскость с помощью сте- 
реографической проекции 14.1(2), то получим сеть из 20 криволинейных 
треугольников на 2-плоскости, каждый из которых ограничен дугами ок- 
ружностей (в смысле п. 14.1.1, так что некоторые из этих дуг окружностей 
могут быть прямолинейными отрезками). 60 вращений сферы индуцируют 
60 дробно-линейных преобразований. Мы получаем, таким образом, группу 
Gao — реализацию группы икосаэдра. Выберем начало координат на 2г-плос- 
кости в одной из вершин, а вещественную ось 2 направим по оси симметрии 
фундаментальной области. Тогда в группу Сзо входят три преобразования 

и (2) — — ? 
(1) 

$ фе = 2 , 2=е37/5, 
(2) 

_ (fe) 2-88 (eet) 5-12 — (88—28) 571 
тп“ ее 5- (3) 

Для преобразований $ н Т первая из двух записей является простейшей, а 
вторая удовлетворяет условию унимодулярности 14.1(4). Преобразования U, 
$, Т являются образующими для группы Св. Более точно, 60 преобразова- 
ний из С задаются в виде 

S*, s*TS, US*, US"TS', (4) 
где х, ^=0, 1, 2, 3, 4. Тождествениое преобразование в такой записи имеет 
вид 50. 

Группа Gey разрывна и Dy для нее совпадает со всей плоскостью. Фун- 

даментальная область Е имеет вершины в точках 2. =0, 2, и 21, где 

3 | 15 3 —\'/s 
2,83 [+3 У 5— (5+3 v3) | (5) 

UW 23, 2, —комплексно сопряжены. Граница области Е состоит из прямоли- 

нейных отрезков Ay, Аз, соединяющих 2 C 2, и 2, и дуги окружности Аз, 

соединяющей 2, и 2; и пересекающей вещественную ось в точке 

1 1 5 1 — \*/2 n= —y— 5 V 8+ (2+5 и 5) (6) 

Все преобразования из б эллиптичны, причем U, 5 и Т имеют соответст- 

венно порядки 2, 5, 2. Точки 2%, 2g, 2: являются соответственно неподвиж- 

ными точками для преобразований 5, T и TS. S отображает А, на А», a 

Т отображает часть Аз, соединяющую 2, и 2», на часть, соединяющую 

21 И 25. Таким образом, надо рассматривать две половины Аз как отдель- 

ные дуги, 2g считать вершиной, а поэтому полиое множество вершин для Е 

состоит из точек 25, 21, 22, 21. Если отбросить часть границы в соответст- 

вии сп. 14.1.4, то образ Ё относительно 60 преобразований (4) однократно 

покрывает всю 2-илоскость. Сеть треугольников на So или на 2-плоскости 

приведена в книге Forsyth (1900, рис. 104, стр. 660 и рис. 107, стр. 667), где шесть 

треугольников, попеременно окрашенных в белый и черный цвет, образуют 
фундаментальную область.
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В рассматриваемом случае все автоморфные функции являются рацио- 

нальными функциями от 2, и можно показать (см., например, Fricke, 1926, 

т. 2, гл. 3), что их можно выразить нижеследующим образом чергз функции 

и (2) =22 + 1 —228 (215 — 25) + 494210, (7) 

v (2) = 289+ 14-522 {225 —25) — 10 005 (220+ 219), (8) 
w (2) =2 (210-- 112—1). (9) 

Пусть k, 2, т, п-— целые числа, п>>0 (если л=0, то сумма в (10) может 

быть заменена нулем, а произведение в (11) —единиицей), пусть #,= + Ти 

a, и В, — отличные от нуля постоянные, У=1, ..., п; кроме зого, пусть 
выполняется соотношение 

п 

20k-+ 30/- 12m+60 У, e,=0. (10) 
v=1 

Тогда любая функция вида , 

Ф (2) = бош” ] ] (аи bo)” (11) 

У=1 

является автоморфной функцией для группы Gey и каждая автоморфвая 
функция этой группы может быть представлена в таком виде. Поскольку 
три функции и, 9, ш не являются независимыми другот друга, а удовлетво- 
ряют соотношению 

ue —y?+- 123m5 = 0, (12) 

представление (11) не является однозначно определеиным. 
Относительно описания положения нулей и полюсов автоморфной функ- 

ции, определенной равенством (11), и приложения теории автоморфных 
функций группы Geo К решению общего уравнення пятой степени см. Fricke 
(1926, т. 2, г. 2 из). 

Можно перечислить все конечные группы дробно-линейных преобразо- 
ваний. Относительно теории автоморфных функций» соответствующих этим 
группам, cm. Fricke (1926, т. 2, гл. 2). 

14.4. Параболические преобразования 

Если все преобразования группы С, за исключением тождественного, 
параболичны, то можно показать, что все параболические преобразовання 
группы имеют общую неподвижную точку. Не теряя общности, можно пред- 
положить, что этой общей неподвижной точкой является бесконечно уда- 
ленная точка. В этом случае Ву является конечной частью плоскости, T. е. 
множеством всех конечных комплексных чисел 2 (кочечную часть комплекс- 
ной плоскости называют также плоскостью с выколотой бесконечно удаленной 
точкой). Соответствующие разрызные группы принадлежат одному из сле- 
дующих двух типов. Либо существует вещественное или комплексное число @ 
такое, что 

0, (2) =2-Е 70, г=0, +1, +2, ..., (1) 
либо существуют два фиксированных вещественных или комплексных числа 
@ H ®’ такие, что @/@’ He является вещественным числом, и преобразова- 
ния групны имеют вид 

о, (г) =’, 7,7 =0, 1, £2 ... (2) 
В случае группы, состоящей из преобразоваиий (1), автоморфной функ- 

цией для группы С является 

t =ехр (=). (3)
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Любая меромогфная функция от ¢ (однозначная функция, аналитическая с 
точностью до полюсов) является автоморфной функцией и каждая автоморф- 
ная функция имеет такой вид. Таким образом, в этом случае автоморфными 
функциями группы @ являются мероморфные периодические Функции с перио- 
дом ©. 

Если С состоит из преобразований (2), то автоморфными функциями 
группы С являются мероморфные двояко-периодические (т е. эллиптичес- 
кие, см. п. 13.11) функции от С, имеющие периоды w, 0’. 

Группы параболических преобразований с тремя или большим числом 
периодов не представляют для нас интереса, поскольку можно показать 
(см. п. 13.10), что мероморфная Функция комплексного переменного, имею- 
щая более двух независимых периодов, постоянна. Таким образом, группы 
содержащие более двух независимых параллельных переносов, не обладают 
автоморфными Функциями. 

Обобщения. Кратно-периодические функции. Группы параллельных пе- 
реносов с несколькими независимыми образующими обладают автоморфными 
функциями, если вместо функций одного комплексного переменного рассмат- 
ривать мероморфные функции от р комплексных переменных, р=2, 3, 4 
Такие функции могут иметь 2р (или меньше) периодов. Они определяются 2p? 
постоявными | 

Ona и=1, 2, ..., р; =i, 2, ..., 2p, (4) 

которые называются периодами. Постоянные @,, He могут быть выбраны 
произвольно, а должны удовлетвооять некоторым условиям. Можно пока- 
зать, Что путем соответствующего преобразования переменных и периодов 
получаем 

те Фр, pty р — бу, №, У=1, ..., Р, (5) 

где 8,›—символ Кронекера, е„—натуральные числа, и для всех вешествен- 
ных х„, удовлетворяющих условию 

2 

> Xo > 0, 

(6) 

выполняется соотношение 
; 

> 

~ 

Re > pa Яр, < 0. 
(Г) 

== 

таковы, что по крайней мере для одного в 

2 

Пусть числа Ong 

Лара F 9 
Qa=1 

поя всех вещественных Nyy sees Me ps за исключенисм ЖЕ... == Аер==0, и 

пусть f (Uy, «++» & )- однозначная аналитическая функция от р комплекс- 

регулярная для всех конечных значений Ly, ..., Up, За 

исключением изолированного множества точек, не являющихся существен- 

ными особенностями, причем f (Uy, +. Ир) не может быть выражено как 

функция менее чем р линейных комбинаций переменных. Мы будем назы- 

валь f (ily, «++» Ир) 2Р-кратно периодической функцией OT Uy, +. +» Ир» если 

при любых целых Nyy и=1, ..., Р, и=1, .--, 2p, И 

НЫХ переменных, 

2р 

m= 2 Ano wa» = 1, ores р, 
(8)
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для всех конечных точек (и1, ..., и»), в которых [ регулярна, выполня- 
ется разенство 

К-т, ..., tot Пр)=| (ит, cee Uy). (9) 

Можно доказать, что для любого множества периодов Wye, удовлетво- 
ряющего условням (5), (7), существуют 2р-кратно периодические функции. 
При этом существуют р таких функций, которые алгебраически независимы 
друг от друга; любые p+1 такие функции связаны алгебраическим соот- 
ношением (см. п. 13.11 для случая р=1). Каждая 2р-кратно периодическая 
функция может быть выражена как рациональная функция соответственно 
выбранных тета-функций, определенных с помощью р-кратных бесконечных 
рядов 

9 (м1,‚..., ир)= У, ехр ( $ У Ay thin, +2 У ть, (10) 
ит У=1 ИЕ: Mr, ooops My=— © 

Здесь а,„—веществениые или мнимые числа такие, что Rea, образует 
отрицательно определенную симметрическую матрицу, т. е. а, = Ay, И 

р р 
Re( pap? cute) <0 (11) 

B=1V=1 

для всех вещественных х:,..., X р’ удовлетворяющих условию 

р 

У xi, > 0. 
p=1 

Относительно теории кратных периоднческих функций и их CBS3H 

с алгебраическими функциями одного переменного и с теорией абелевыя 
функций см. Baker (1907), Krazer и Wirtinger (1901—1921). 

14.5. Бесконечная циклическая группа с двумя 
неподвижными точками 

Пусть в —гиперболическое или локсодромическое преобразование. Если 
С. И С. неподвижные точки преобразования 0, TO это преобразование 

можно представить в виде 
у 

2 —С1 ing z—Cy — 
— 

2’ — о 2—6 

в зависимости OT того, нмеем ли мы Cy 2 ® или Cg=oo. В обоих случаях 
предполагается, что C, # o. Здесь р>0, 0 Al. Если ф является целым 

кратным 2л, то преобразование гиперболичио, в противном случае оно 
локсодромическое, 

Рассмотрим группу G, порожденную преобразованием ©. Элементами 
этой группы являются 0”. п=0, +1, +2, ... Преобразования 6” можно 
представигь в виде 

Р 

2 —ti __ 

2 — 

или 2’— 61 = ре! (2—1) 

ap 2—t 
о”е'"Ф — , С, Ce x co, (1) 

23 

или 

2’ — ба = рие"® (2—5), них, Co= Om, (2)
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где р, ф— введенные выше величины и п— любое (положительное HA 
отрицательное) целое число. 

Группа С разрывна в области Ду, состояшей из всех комплексных 
чисел, отличных от C, и Cy (т. ©. являющейся комплексной плоскостью 
с выколотыми точками (, и Cy). Для того чтобы получить фундаментальную 
область Ё, возьмем любую окружность Су, разделяющую точки fC, и Cy (так 
что любая непрерывная кривая, соединяющая C, и Cy, пересекает Су), обо- 
значим через С„ образ окружности Cy при отображении о". Последователь- 
ность окружностей C,, п=0, +1, +2, ..., инвариантна относительно G. 
При этом никакие две окружности этой последовательности не пересекаются 
друг с другом. Любая область, ограниченная двумя смежными окр) жно- 
стями C, 4 C,+4, (причем одна окружность является частью области, а дру- 
гая нет), может быть выбрана в качестве фундаментальной области F. 

Автоморфными функциями группы С являются эллиптические функции 
комплексного переменного 

#— 

ит, Ci Co # OO, 

u=In (2—6), C1 # ©, Ca = 00 

(3) 

с периодами 
@,=In p+ ig, Wy = 20%. (4) 

То, что в качестве автоморфных функций группы С появились двояко- 
лериодические функции, может быть объяснено следующим образом: 
группа С, по сути дела, совпадает с труппой, рассмотренной в 14.4 (1). 
Между этими группами с точки зрения алгебры нет никакого различия, 
они изоморфны. Однако области, относящиеся к этим группам, существенно 
различны. Область Ру (плоскость с выколотой бесконечно удаленной точ- 
кой) и фундаментальная область F (бесконечная полоса) в 14.4 (1) были 
односвязными областями; рассматриваемая здесь область Dy (плоскость 
с двумя выколотыми точками) и фундаментальная область F (ограниченная 
двумя непересекающимися окружностями) двусвязны. В двусвязной области 
(такой, Kak F) функция может быть всюду аналитична и многозначна, что 
нарушает условие 2 п. 14.2. Мы используем одну из периодичностей, чтобы 
сделать нашу функцию однозначной в Е, а другую —чтобы определить ее 
в образах области F в соответствни с 14.2 (2). 

Относительно приложений к краевым задачам электростатики см. Burn- 
side (1891, 1892), где изучен случай 2п ограничивающих окружностей. 

14.6. Эллиптические модулярные фупйкции 

14.6.1. Модулярная группа. Пусть M—rpynna всех дробно-линейных 
преобразований 

ad —bc== |} (1) 

с целыми а, 6, с, 4. М называется модулярной группой (см, также п. 13.24); 
она имеет бесконечный порядок и все ее преобразования отображают верх- 
нюю полуплоскость [т 2> 0 на себя. Пусть Вь—верхняя полуплоскость. 
Тогда М разрывна в Do. В качестве фундаментальной области F можио 
взять множество точек 2 таких, что 

Imz>0u либо |2|=1, —1/2=Вег=0, либо |2| >I, 

0 < Бег < 11/2. (2)
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Вершинами Ё являются точки 

1 t aps . 1 i 
2 a 57 Р5` УЗ, 20 =, 23= 5 TD Y 3, 2,4= 0, (3) 

Преобразование сб, соответствующее значениям параметра a=b=—d=1, 
c=0, т. е. 

2’ =5 (2) =2--1 (4) 

отображает отрезок (луч), соединяющий 2, и 24, на отрезок, соединяющий 
23 И 24а, причем 2, является параболической неподвижной точкой этого пре- 
образоваиия. Преобразование т, соответствующее значениям параметров 
а=@=0, b=—1, c=1, т.е. 

и=та=--, (5) 

отображает дугу верхней единичной полуокружности, соединяющую точки 21 
и 2., на дугу, соединяющую 23 с 22. Для этого преобразовання неподвижной 
точкой является 2g (другая неподвижная точка лежит в нижней полупло- 
CKOCTH). 

Группа М порождается преобразованиями с, т. Tak как t?=J, то любое 
преобразование из М можно представить в виде 

o70"87,..0%— 17078, 
rye 

1[=1, 2, 3, oes Ny, h,= 0, 1, 2, ово По, ets ni=l, 2, 3, ооо 

Образы области ЕР при всех этих преобразованиях однократно покрывают 
верхнюю полуплоскость. 

14.6.2. Молулярная функция /(2). Абсолютный инвариант J (2) моду- 
лярной группы М возникает в теории эллиптических функций (где пере- 
мениая обычно обозначается через т, см. п. 13.24). Он играет важную роль 
B этой теории и ее приложениях. Тесно связанная с ним функция лежит 
в основе первоначального доказательства теоремы Пикара. Основными свой- 
ствами J (2) являются следующие, 

1. Функция J (2) однозначна и аналитична в До (верхней полуплоскости} 
и для всех преобразований 14.6 (1) модулярной группы выполняется условие 

1 (2) = а) = J (2) в Do. (6) 

2. Функция w=ZJ (z) отображает фундаментальную область F (опреде- 
ляемую согласно 14.6 (2)) взаимно ознозначно на (полную) &-плоскость так, 
что граница F отображается на часть вещественной оси на плоскости & от 
— ® до |, причем 

1(-5+5 УЗ) = 0, I(@)=1, JI(e)=o. (7) 

3. В силу Ти 2 J (2) является автоморфной фуикцией от М, причем 
каждая автоморфная функция от М есть рациональная функция от J (2). 

Кроме того, отметим, что каждая точка вещественной оси на плоскости 2 
является особой для J (2), а потому вещественная ось есть натуральная 
граница для J (2). 

Выражение J (2) через ряды Эйзенштейна. Пусть ©, ®’— два веществен- 
ных или комплексных числа таких, что 1m (w’/w) > 0. Будем рассматривать 
® H @’ как полуперноды и образуем инварианты Вейерштрасса 

Bo (в, @’) =60 У, (мо-- по’) -4, — gg(w, ©’) =140 У, (то--по')-в (8) 
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(см 13 12 (13)), где > означает суммированне по всем парам целых чисел 
(ft, п), за исключением т=п=0 Мы полагаем также 

, — A (©, 0’) = g3— 27g? (9) 
(см 13.18 (7)). Очевидио, что g3/A—sto однородная функция нулевой степени 
от фи @ и, следовательно, она зависит только от 

z=’ /o, (10) 
где 2 рассматривается как комплексное переменное, пробегающее верхнюю 
полуплоскость, Мы имеем 

J (z)=g3/A (11) 
(см 13 24 (4)). 

Сгруппируем в рядах 

Eg (2) = 04g, (@, ®')= 60 У, (т--п2) 1, 

Ез(2) = w8gg (w, @’)= 140 У, (т-Еп2)-8 

все члены, для которых т и п имеют один и тот же наибольший общий 

(£2) 

делитель d, и пусть n=sd, т=— td, $>0, где s и ? взаимно просты. Если 
$=0, то $=1. Принимая во внимание соотношение 

© а © 1 6 

1 д x 

Tt ee а’ ue) 
d=1 d=1 

rLicKka.cmee из 1 13 (16), мы получаем, наконец, 

E, (jaan! | + У 9-4] 
($, $] =1, $5 > 0 

Бз = E +- У. (52 —5-* . 
(8, 1 =1 $ >05 

(14) 

В последних двух суммах $ пробегает все натуральные числа и для каждого 
$ переменная # пробегает все (положительные, отрицательные и H) левые) 
целые числа, взаимно простые с $. 

Ряды (14) являются примерами рядов Эйзениипейна Характеристическое 
свойство таких рялов состоит в том, что на индексы суммирования иалагают 
теоретико числовые условия 

Выражерия Zo и р. в (8) называют однородными модулярными формами 
(т е модулярными формами, которые выражаются через однородные пере: 
менные w, w@’) степени —4 и — 6 соответственно, а Е. и Е. в (14) называют 
неоднородными модузярнчыми формами (т. е. модулярными формами, выра- 
жаемыми через веоднородное переменное 2) Относительно определения моду- 
лярных форм cm Klein и Friche (1890, 1892) ип 1483. 

Пусть а, 6, с, 4— целые числа такие, что ad—bc=—1; тогда, если зи 
пробегают все множество пар взаимно простых целых чисел, TO 5’ =а$—сЬ 
р’ =04—65 пробегают это же самое множество При этом мы считаем, что 
множеству принадлежит лишь одна из пар s’, #’и — $’, —2’. Отеюда сле- 
дует, что для любого преобразования 14.6. (1} в М имеем 

Е, (а) = (cz-+d)* Е. (2), 
(15) 

Ey (Ра) = ее Ев (2),
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и потому 
_ [Е › (2)]° 
еб (16) 

удовлетворяет (6). 
Из (14) видно, что функции Е. (2) и Бз(2) являются однозначными ана- 

литическими функциями от Z в верхией полуплоскости Dg и что веществен- 
ная ось является множеством особенностей этих функций Более подробное 
ева показывает, что J (2) обладает этими же свойствами (см. выше, 

на стр 85 
Выражение J (2) через тета-функциии Положим 

g= eX, 19| <1. (17) 
Так как преобразовапие 2’=2-+1 прииадлежит М, то J (z) является в верх- 
ней полуплоскости периодической аналитической функцией с периодом 1. 
Следовательно, J (2) —это четная аналитическая функция OT 49 в единичном 
круге с выколотой точкой 4=0 и может быть разложена в ряд по четным 
степеням 4 

Это разложение можно вывести из формулы 

ла { 02 -- 03 --64}° 458 (08—03 04) 

вытекающей из 13.24 (5), 13.19 (12) и (23), где 

iv] 

@1=6; (0) = 2ng’* [] @—9?")в, | 
nm=1 

0. =0, (0)=24/^ ] [({1—9”)(1-+-92”)*], 
Rn=1 

to (19) 
0: = 63 (0)= [J] (¢—9?") (1-+93”- 13}, | 

a=i 

O4=8,(0)= | [(1—9?”) (1—93"-1)=] 
п-т 

(см. 13 19 (16)) являются тета-фувкциями нулевого аргумента. Из (18) и (19) 
мы имеем разложение 

ao 

1728 J(2)=q-?+ Yang", g=e™, (20) 
n=0 

схолящееся при 0<|4| <1. Очевидно, что коэффициенты a, — целые числа; 
отиосительно их значений при O<n<24, cm. Zuckerman (1539). Другое 
выражение, которое можно получить из (18), имеет вид 

со п \3 

(ни, 
(= ee, (21) 

1284? J [(1—9°") 
n=. 

Caa3b с гипергеометрическим рядом. Из свойства 2 функции J (z) сле- 
дует, согласно п. 272, что обратная функция для J (2) может быте 15) 

жена через гипергеометрическую фуньцию. См. также 13.2442) и (5) в 13.8( 
и (6},
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Положим 

=; Л. 
55 (22) Р-Р, (a> aps 3:7, 

где Е, —гипергеометрический ряд Гаусса, определенный в 2.1(2), и введем 

RON т(1)| г(3) (23) 

A= (2— V3) y. (24) 
Можно показать, что 

Ее Гор 
F—)e-"sy'/op* 

где положено J=J (2), F=F (J), F*=F* (J). Это равенство дает значение 
2 для любого J, принадлежащего единичному кругу. Вне единичного круга 
мы имеем 

2 — е271/3 , (25) 

в (5. с 1; 1) 
Эа = —In J —3 In 12--—— 

1 5 , ое 4-1 
зЁ1 (5 ‚ 19’ 1; J ) 

171> 1 |arg(l—J)| <x, (26) 

где ›Р:— снова ряд Гаусса и 

G (a, b; 1; = Dye А а 
фе, (27) 

ф—-логарифмическая производная гамма-функции {cm. Fricke, 1930). 
Относительно приложений модулярных инвариантов к теории чисел см. 

п. 14.6.5. Относительно приложений к теории функций комплексного пере- 
енот (для доказательства теоремы Пикара) см. например, Курант (1934, 
стр. 249). 

14.6.3. Нодгруппы модулярной группы. Мы рассмотрим здесь некоторые 
подгрулпы модулярной группы. Эти подгруппы определяются сравиениями, 
которым должны удовлетворять целые числа а, 6, с, 4, задающие дробно- 
линейиое преобразование 

get! ad —be=1. (28) 

Пусть т—натуральное число. Обозначим через M,, множество всех 
преобразований (28) из М таких. что 

at+1,6,c,dt+1 или a—l, b,c, d—1 (29) 

являются целыми числами, делящимися на т. Легко видеть, что М т CAMO 
является групиой, оно называется главной конгруэнц подгруппой т-й сту- 
пени молулярной группы М. Каждая подгруппа М» разрывва в полупло- 
скости Imz> 0, причем фундаментальная область для M,, может быть по- 
строена путем склеивания соответственным образом выбранных т «копий»
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фундаментальной области F группы М (определенной в (2)). Под «кочией» 
F мы поиимаем область, являющуюся образом F при некотором модулярном 
преобразовании. Если 

т = рр... .руи, (30) 

где Py, ..., РЕ — различные простые числа HO), ..., а, —натуральные числа, 

Pay т8 (1— ру *) I—py*).-.— pp”), m > 2. (31) 

Мы рассмотрим в дальнейшем случаи т=2, 5. Относительно других 
подгрупп Ми см. Fricke (1926), Кеш и Fricke (1890, 1892). 

При m=2 мы имеем преобразование (28), где а и 4— нечетные целые 
числа, Ь и с—четные целые числа. Таким образом, М. является А-группой 
(пп. 13.22, 13.24). Фундаментальная область Fy для М. определяется так: 

Imz>0, |2—1/2|> 1/2, jz+1/2[>1/2, —l1<Rez< 1. (32) 

Вершинами ЕЁ. являются точки 

= —], 22=0, zg=1, 24=0. (33) 

Граница F, состоит из лежащих в верхней полуплоскости частей прямых 
линий Кег= =! и окружностей |22 + 1|=1. Обозначим компоненты гра- 
ницы 41, ..., Ал: 

A, Imz>0, Re z= — 1, 

A,: Imz>0, [2-5 1/2] =112, 
Аз: 220, |212. (34) 
A, Imz>0, Re z= 1. 

Согласно (32) A, и A, принадлежат Ру, a Ази А. не принадлежат этой 
области. А-группа порождается (в смысле, указанном в п. 14.1.4) преобра- 
зованиями 

2’ =0 (2) =2+4+2, 2 = (2) == (35) 
2 

22-1 ° 

Мы уже видели в п. 13.24, что 2?=А(2) является автоморфной функ- 
цией группы М.. Эта функция однозначна и аналитична в верхней полу- 
плоскости, инвариантна относительно преобразований из М. и огображает 
F, на всю и-плоскость. Кроме того, каждая автоморфная функция для груп- 
пы Мо является рациональной функцией от Е? Так как М. — подгруппа 
М и J (2) —автоморфная функция для группы М, то J (2) является авто- 
морфной функцией и для М. и, следовательно, рациональной фуикцией от 
#2: Явное выражение имеет вид 

(= 4 1—2-- k4)8 

27 #1 (1—2)? ` 

Функцию A(z) легко выразить через тета-функции (см. 13.20(14)). Мы 
имеем 

(36) 

oO 4 

(772 +1/2)* 
9. (0, 9) hat 1— 9?” 8 >») q 

А (z) =k? = ——_——_ = 16 ( ) = 16 ‚ (37) 
9; (0, 4) m=1\1+ 9°"? т’ 8 i+2 > д” 

m=1 

где
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Разложение функции A(z) в ряды типа Эйзенштейна можно вывести из 
теории ®-функции Вейерштрасса. 

Функция 
w=h (2) (39) 

отображает область 
Imz=0, O<Rezaxt, [z—Ne] > *a (40) 

плоскости 2 на верхнюю полуплоскость &@-плоскости так, что точкам 2=0, 
1, оо соответствуют точки #==1, о, 0. Как и в случае J (2), отсюда сле- 
дует, что функция, обратная (39), может быть выражена через гипергеомет- 
рическую функцию. В силу 13.19(3) и 13.8(5) мы имеем 

2—2 (1, 1/2; 1; 1—A) 
зЕ1 (1/2, 1/2; 15%) ’ 

(41) 
где „Р,— ряд Гаусса. 

Другой подход к теории функций A(z) привадлежит Нехари (Nehari; 
1947), который раесматривал функциональное уравнение 

F(a) =4 LE (9%) * {1+ (а)? (42) 
и показал, что условие 

(0) =0, #Ё(0)>0, f(g) аиалитична ana |9[<1 (43) 

определяет единственное решение р (4) этого функционального уравнения. 
Мы имеем | (4) =A (z)=?, где 4 и 2 связаны соотношением (38), и (42) яв- 
ляется, по сути дела, преобразованием Ландена (см. п. 13.23). 

Перейдем теперь к рассмотрению подгруппы М5. Фундаментальная об- 
лаеть Рь для Мь состоит из \ь=63 «копий» фундаментальной области Е 
группы М, лежащих в верхней полуплоскости. 69 модулярных преобразо- 
ваний, отображающих Р на эти 6) копий, являются представителями шести- 
десяти смежных классов подгруппы М; в М. (Огносительно понятия смеж- 
ного класса подгруппы см. Ван дер Варден (1947).) 

Существует автоморфная функция A(z), таким же образом связанная с 
M, 4 Fy, как /(2) с МиЕ или A(z) с М.и Ро. Явное выражение для 
А (г) имеет вид 

со 

(—1)” gbmitam 

Ав = . (44) 
>» (—1)" gomttm 

т=- 

Каждая автоморфная функция для групны Мь является рациональной 
функцией от A(z); абсолютный инвариант J (2) является автоморфной функ- 
цией для любой подгруппы М и, в частности, для Ms. Поэтому его можно 
выразить как рациональную функцию от Л (2). Это выражение имеет вид 

J _ fu (Aji __ fu (А) 
ТТ ГАР’ 1728 [w (А) ' 

где и, 9, и—многочлены, определенные формулами 14 3(7), (8), (9). Формула 
(45} играет важную роль в знаменитом решении уравнения пятой степени, 
принадлежащем Ф. Клейну. , 

Для всех целых положительных чисел / функция [A (2)] 'И является ав- 
томорфной функцией некоторой подгруппы группы М. Тогда, и только тог- 
да, когда /[=1, 2 или 4. существует главная конгруэнц-подгрулпа (Ма, М; 

и My, соозветственно), для которой [4, (2)]` *—автоморфная функция. 
14.6.4. Модулярные уравнения. Если f(z) является либо функцией J (2), 

либо соответствующей автоморфной функцией главной конгруэнц-подгруппы 

= (45)
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{папример, A(z) в случае М, и A(z) в случае Ms), то для любого целого 
i> 1 фувкции f(z) и }(12} связаны алгебраическим уравнением. Такие урав- 
нения называют модулярными уравнениями. 

В случае абсолютного инварианта мы имеем следующее положение дел. 
Для любого целого [> 1 функция (12) удовлетворяет алгебраическому 
уравнению степени {--1. Коэффнциентами этого уравяения являются раци- 
ональные функции от J(z), причем коэффициенты, входящие в эти рацио- 
нальные функции, являются рациональными числами. Корни этого уравне- 
ния имеют вид 

и), (г). (=). - (=). 
Укажем явиое выражение модулярного уравнеиия, которому удовле- 

творяет J(2z). Оно имеет вид 

ав — (17-21-3311 (Jt J) — 24-36-58 (P+ P+ 
+ 34.58.4027) j* + 28.37.58 (j-+ j*)—219.39.5%=0, (46) 

где для краткости положено 
1=128/(2), *=198/(92). (47) 

14.6.5. Приложения к теории чисел. Эллиптические мотулярные фувчк- 
ции и связанные с ними функции (ряды Эйзенштейна, тета функции) играют 
важную роль в теории чисел. Относительно некоторых приложении см. пп. 
17.2, 17.3, 17.4 и Hardy (1940). Абсолютные инварианты J(z) обладают тем 
свойством, Что если @& имеет положительную мнимую часть и является кор- 
нем квадратного уравнения с целыми коэффициентами, то 4(%) является 
целым алгебраическим числом. Алгебраические уравнения с целыми козэф- 
фициентами, для которых одним из корней является 4(%), являются так 
называемыми уравнениями класса для мнимых квадратичных числовых по- 
лей (см. Fricke (1928), Fueter (1924, 1927)), см. также Schneider (1936), Нес- 
ke (1939). 

Новое и далеко идущее развитие этой теории было начато Гекке (Hecke; 
1935, 1937, 1939, 1940а, 19406), см. также Pelersson (1939) и, относительно 
некоторых числовых результатов, Zassenhaus (1941). 

Нэкоторые результаты, относящиеся к теме этого пункта, но значительно 
более общие, содержатся в статье Зигеля (Siegel; 1935). 

14.7. Общая теория автоморфных функций 

В этом пункте мы опишем кратко классификацию разрывиых групп 
дробно-линейных преобразований и сформулируем некоторые общие теоремы 
об автоморфных функциях одного переменного. Все результаты, о которых 
здесь будет идти речь, осговываются на определениях первых пунктов этой 
главы; мы хотим еще раз напомнить, что эти определения не являются наи- 
более общими. 

14.7.1. Классификация групп. Автоморфные функции часто классифици- 
руют в соответствии с группами, к которым они принадлежат. Классифика- 
ция всех разрывных групп дробно линеиных преобразований (см. п. 14 13) 
была дана Пуанкаре. Она была далее развита Фрикке, который примерно 
треть первого тома книги Fricke и Klem (1897) посвятил детальной класси: 
фикации. Ее результаты сформулированы на стр. 164, 165 этой книги (Fricke 
и Klein, 1897, т. I). 

Как и в иачале этой главы мы будем обозначать через @ группу дробно- 
линейных преобразований o, (г=0, 1, 2, 3, ...), где 

b 
0; (2) а , a,d,—bc-=1, (1)
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Если существует окружность Со, которая отображается на себя при всех 
преобразованиях ©,, то группу С называют фуксовой группой. Окружность 
Co называют главной окружностью группы С, а @ называют также группой, 
обладающей главной окружностью. Если группа С имеет главную окруж- 
ность, то с помощью дробно-линейного преобразования плоскости 2 можно 
преобразовать Cy в стандартную окружность. Применяются две такие стан- 
дартизации: 

1) С. —единичная окружность. Для того чтобы единичная окружность 
отображалась на себя при дробно-линейном преобразовании O,, необходимо 
и достаточио, чтобы 

4,=а» p= b,, Га, | #|5,|, r=0, 1, 2, sees (2) 

где черточка сверху обозначает комплексно сопряженную величину. 
2) С, —веществеиная ось. Для того чтобы вещественная ось отображалась 

на себя при всех преобразованиях ©,, необходимо и достаточно, чтобы вы- 
полнялись условия 

а», bp, cp, dp вещественны,  a,d,—b.c,4#0, г=0,1,2,... (3) 

Модулярная группа и ее подгруппы являются примерами разрывных групп, 
для которых вещественная ось есть главная окружность. 

В общем случае группа С имеет предельные точки (см. п. 14.1.4). Пусть 
их число равно [. Можно доказать, что / может принимать лишь значения 
0, 1, 2и ow. Если [=0, 10 очевидно, что группа С конечна (примеры таких 
групп даны в п. 14 3). Если /=1, то можно показать, что @ —группа пара- 
болических преобразований, причем все преобразования этой группы имеют 
одну и ту же неподвижную точку. Эти группы были изучены в п. 14.4. 
Если {=2, то мы имеем случай, изученный в п. 14.5, и несколько более 
общий случай, когда @ подобна группе, порожденной двумя преобразованиями 

в =а, 9 t(2)=—, (4) 

где е— корень из 1, т. е. в"-—=1 для некоторого натуральиога значения 17, 
см. Fricke и Klein (1897). Если [= 00, то предельные точки группы С odpa- 
зуют бесконечное точечное множество и легко показать, что это множество 
замкнуто. 

Если существует главная окружность Cy и каждая точка этой окруж- 
ности является предельной для группы С, то Co называют лпоедельной ок- 
ружностью группы G, а саму группу @ фуксовой группой первого рода. Если 
же предельные точки образуют нигде не плотное множество на Су, то С на- 
зывают фуксовой группой второго роде. Все остальные группы G, обладаю- 
щие бесконечным множеством предельных точек, называют клейновскими 
группами. Если [= © и группа не обладает главной окружностью, то можно 
доказать, что она содержит локсодромические преобразования. Модулярная 
группа и ее подгруппы, изученные в п. 14.6.3, являются примерами групп, 
для которых вещественная ось есть предельная окружность. 

14.7.2. Общие теоремы 06 автоморфных функциях. Пусть С — бесконеч- 
ная разрывная группа (см. п. 14.1.3) дробно-линейных преобразований, а 
Е—фундаментальная область (см. п. 14.1.4) иф (2), 9; (2), ... — автоморфные 
функции (в смысле п. 14.2) группы С Для автоморфных функций справед- 
ливы следующие общие теоремы, которые соответствуют общим теоремам 
п. 13.11 об эллиптических функциях (напомним, что эллиптические функции 
это автоморфные функции для группы 14.4 (2), порожденной двумя сдвигами). 

Каждая автоморфная функция имеет полюсы в F. Число нулей и полю- 
сов автоморфной функция в F одинаково. Автоморфная функция приннмает 
в Р каждое значение одно и то же число раз.



14.8. СУЩЕСТВОВАНИЕ И КОНСТРУКЦИЯ АВТОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 93 

Любые две автоморфные функции данной группы алгебраически зависимы, 
иными словами, для любых двух автоморфных функций Ф, (2) иф. (2) группы С 
существует многочлен P(u, 0) от двух переменных с постоянными коэффи- 
циентами, такой, что Р (py (2), фо {2)) =0 для всех значений 2, при которых 
определены ф, (2) и Gz (2). 

Для любой грлппы @ можно найти две автоморфные функции q, (2) и 
з (2), такие, что любая автоморфная функция от С является рациональной 
ункцией от Ф, (2) и ф. (2) с постоянными коэффициентами. Выражение лю- 

бой эллиптической функции через {7 (2) и ®’ (2) вп. 13.14 может служить 
примером для этой теоремы. 

Если существует автоморфная функция фо (2) группы G, имеющая един- 
ственный простой полюс в F и аналитическая во всех остальных точках, то 
каждая автоморфная функция от G является рациональной функцией от 
Фо (2). Примерами такой функции могут служить J (2) в п. 14.6.2 и A(z) и 
А (2) в п. 14.6.3. Можно доказать, что для существования такой функции 
Фо (2) необходимо и достаточно, чтобы «род» F равнялся нулю: относительно 
определения рода фундаментальной области см. п. 14.8.2, а также Fricke и 
Klein (1897) или Форд (1936, $ 92). 

Если сушествует автоморфная функция Фо (2), обладающая указанными 
выше свойствами, то она принимает каждое значение в точности один раз. 
Поэтому существует обратная фувкция z= (w) для ш = фо (2). Эту функцию 
можно представить в виде отношения и, /у» двух частных решений линейного 
дифференциального уравнення 

и (w) y, (6 
где и—рациональная функция от w. (В более общем случае и является ал- 
гебраической функцией, см. Форд (1936, $ 44)) Относительно частного слу- 
чая, когда (5) эквивалентно гилергеометрическому уравнению, см. п. 14.10. 
В случае функций J (2), А (2), A(z) дифференциальное уравнение, соответст- 
вующее (5), является частным случаем гипергеометрического уравнения. 

Каждая предельная точка (в смысле п. 14.1.4) является существенно 
особой точкой для любой автоморфной функции группы С. В частности, 
в случае фуксовой группы первого рода предельная окружность является 
натуральной границей для всех автоморфных функций группы G; эти функ- 
ции невозможно аналитически продолжить за эту окружность. 

14.8. Существование и конструкция автоморфных функций 

14.8.1. Общие замечания. В теории автоморфных функций есть две ос- 
новные проблемы. Первая состоит в перечислении всех возможных фунда- 
ментальных областей (или всех фундаментальных областей, удовлетворяющих 
некоторым условиям), и построении групп, соответствующих каждой из этих 
фундаментальных областей. Вторая проблема состоит в постраении всех ав- 

орфных функций, принадлежащих заданной группе. 
> Задача отыскания всех групп, обладающих фундаментальной областью, 
полностью решена в случае групп. имеющих предельную окружность: см. 
Fricke и Klein (1897). Решение опирается на некоторые положения неевкли- 
довой геометрии. Что касается более сложной проблемы об отыскании един- 
ственной сгандартной формы фундаментальной об ласти для заданной группы, 
то частичное решение ве известно в случае групп < предельной окружностью, 
порождаемых конечным числом преобразований. 

Что касается второй проблемы об отыскании всех автоморфных функций, 
принадлежащих задаиной группе с заданной фундаментальной областью, то 
общие теоремы п. 14.7.2 показывают, что основной проблемой здесь является
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следующая: найти две автоморфные функции, Через которые можно рацио- 
нально выразить все остальные функции, и найти алгебраические соо, ноше- 
ния между автоморфными функциями, принадлежащими одной и той же 
группе. Два мощных метода для решения этих проблем будут указаны 
вп. 14.82 и 14.8.3. 

В общем случае очень трудно получить явные формулы. Теории моду- 
лярных и эллиптических функций представляют в этом смысле исключение, 
В частности, для большинства групп коэффициенты преобразований, входя- 
щих в эти группы, не могут быть охарактеризованы явным и простым образом. 

14.8.2. Римановы поверхиости. Пусть заданы группа G и фундаменталь- 
ная область F. Тогда образующие группы С устанавливают соответствие 
между парами граничных точек фундаментальной области F (см. п. 14.1.4, 
условие 3). Если отождествить эквивалентные граничные точки, то полу- 
чится риманова поверхность S. Эта риманова поверхность может иметь гра- 
ничные точки, соответствующие неподвижным точкам поеобразозаний из G на 
границе fF. Род римановой поверхности является также родом фундамен- 
тальной области Е (см. Форд, 1936, $ 92). 

Однозначные аналитические функции на римановой поверхности $ сэот- 
ветствуют автоморфным функциям группы С, так что построение автоморф- 
ных функций для данной группы с заданной фундаментальной областью 
эквивалентно построению однозначных аналитических функций на (не обя- 
зательно открытой) римановой поверхности. Относительно эскиза этого ме- 
тода см. Курант (1934). Проблема униформизации (см. п. 14.9) играет важ- 
ную роль в этом подходе к теории автоморфных функций. 

В частных случаях конструкция может быть описана явным образом. 
Простейшим примером являются функции треугольника Римана — Шварца. 
Относительно этих функций и теорем O дифференциальиых уравнениях, ко- 
торым удовлетворяют функцин, обратные к автоморфным, см. п. 14.10. 

14.8.3. Автоморфные формы. Тета-ряды Пуанкаре. Пуанкаре, и, следуя 
ему, Риттер (Ritter; 1892, 1894) и Фрикке (Fricke, Klein; 1912) развили тео- 
рию автоморфных функций с помощью метода, похожего на конструкцию 
эллиптических функций Вейерштрасса. , 

Пусть @—разрывная группа дробно-линейных преобразований, как 
в п. 14.2, и фундаментальная область для G. 

Пусть $— постоянная, и пусть для каждого г=0, 1, 2, ... задано ве- 
щественное или комплексное число о (0,), модуль которого равен единице 
(так что 9 (6,) является функцией, заданной на группе С и принимающей 
значения на единичной окружности комплексной плоскости). Мы будем на- 
зывать функцию % (2) автоморфлой формой класса {G, —s, v}, если выпол- 
няются следующие условня (мы используем здесь обозначения и определе- 
ния п. 14.2). 

1. Функция $ (2) акалитична и однозначиа в Р, за исключением, быть 
может, конечного числа точек. 

2. Если функция ф(2) аналитична в точке 25 в F, то ее можно анали- 
тически продолжить (в Dy) в точку 2,0, (Zp), причем все возможные ана- 
литические продолжения в Ду приводят к тому же самому значению > (2,) 

" +b (2) =0 (6,) (сло) ap (2%). (1) 
3. В окрестности особой точки w(z) может быть представлена в виде 

14.2(3). 
4. ф (2} ие является постоянной. 
Функцию у (0,) называют системой множителей, и из соотношения (1) 

следует, что о является мультипликативной функцией на группе С, т. е. 

0 (9,07) = (ог) 0 (or). ©)
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При этом обычно предполагают |9 (в,)|=1. Автоморфные формы, удозлет- 
воряющие соотношению (1), называют формами размерности —3. Автоморф- 
ные функции являются автоморфными формами нулевой размерности, для 
которых система множителей имеет вид о (0,)==1. Автоморфные формы, при- 
надлежащие подгруппам модулярной группы, называются Также модуляр- 
ными формами. 

Конструкция автоморфных функций сводится к построению автоморф- 
ных форм. Если +p, (2) и фо (2) —автоморфные формы классов {G, — 51, и} и 
1G, —5», 02} соответственио и если 

[01 (0,)]*2 [оз (6,)]1 =1, r=0, 1,2, ..., 

— $ 5 
P (2) = [rz (2/2 фа (2)[: 

является либо постоянной, либо автоморфной функцией для С. 
Мож..о показать, что каждая автоморфная форма представима mem?2-pa- 

дом Пуанкаре. Мы построим сейчас такой ряд при условии, что бесколечно 
удаленная точка не является предельной точкой группы G. Этот ряд имеет 
тогда вид 

TO 

0 (2; G= У, в] (с, 4,)-= H (z,), (3) 
r=0 

rye z,, © (0,), с;, dp имеют смысл, указаиный в п. 14.2 и в этом пункте, 
[— натуральное число —>2 и Н (2) — рациональная фуякция о: 2, аналити- 
ческая во всех предельных точках группы @. Этот ряд равномерно и абсо- 
лютно сходится на каждом замкнутом подмножестве F, на котором функ- 
ция H(z) аналитична, и можно показать с помощью (2) и соотношения 

Op (2) =O [Orr (2) = Opn (2) = Zr, 
что тета-ряд Пуанкаре представляет автоморфную форму класса {G, — 21, vb. 

При построепии автоморфных форм с помощью тета-рядов в некоторых 
случаях, особенно если @ является группой с предельной окружностью, 
возникает осложнение, состоящее в том, что функция, представимая тета- 
рядом, может тождественно обращаться в нуль. В случае автоморфных 
функций, имеющих полюсы, это осложнение можно устранить путем пост- 
роения тега-ряда, имеющего единственный полюс в области Ё; очевидно, 
что этот ряд не может тождественно обращаться в нуль в области Р. С дру- 
гой стороны, при построении автоморфных форм, аналитических в Ёи 0б- 
ращающихся в нуль в параболических остриях F, функция A (2) аналитична 
в Ри могло бы случиться, что ряд (3) тождественно обращается в нуль. 
Это обстоятельство было наибольшей трудностью, которую пришлось пре- 
одолеть Пуанкаре при построении теории тета-рядов (3). 

Петерсон (Petersson; 1940) дал новое обосновапие теории автоморфных 
форм и тета-рядов Пуанкаре с помощью метризации автоморфных форм. 
Пусть С —фуксова группа первого рода, содержащая параболические пре- 
образования. Если предельной окружностью для группы является вещест- 
венная ось, то можно взять коэффициенты а,, В,, с,, 4, в преобразованиях 
этой грА пы вещественными. При этих прехположениях Петерсон полагает 
zax-t ly и определяет скалярное произведение двух форм равенством 

(We Фа) = (| $ (2) $ @ у’? 4, — #>2, (4) 
F 

где черточка сверху, как обычно, обозначает переход к комплексно сопря- 
женному выражению. Используя инвариантность гиперболической меры OT- 
носительно преобразований группы G, Петерсон вычислил в явном виде ин- 
теграл (4} для случая, когда 4. —автоморфная форма, аналитическая в.
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области F и обращающаяся в нуль во всех параболнческих остриях области F 
(«Spitzenform»), а 4ф, —тета-ряд Пуанкаре. Получившаяся формула исполь- 
зуется для описания тета-рядов и для доказательства фундаментальных тео- 
рем теорни этих рядов. Если Сб —конгруэнц-подгруппа модулярной группы, 
то теория справедлива при $=2, 9(6,)=1. Относительно расширеннй, обоб- 
щений и приложений этого метода см. Petersson (1941, 1944, 1949). 

Для случая фуксовых групи первого порядка, содержащих лишь гипер- 
болические преобразования Далцел (Dalzell; 1932, 1944, 1949а, 19495) развил 
новый метод для тета-рядов Пуанкаре и родственных им функций. 

Во многих случаях теория тета-рядов Пуанкаре может быть дополнена 
теорией функций, аналогичных сигма- и дзета-функциям Вейерштрасса (в то 
время как тета-ряды аналогичны ®-функции). См. Форд (1936), ссылки, дан- 
ные в п. 14.10.2, а также Ritter (1892), Stahl (1888), Dalzell (1932). 

В случае группы, не имеющей предельной окружности, тета-ряды Пуаи- 
каре могут абсолютно сходиться при /=1 и системе множителей о(о0,)=1 
(cm. п. 14.10.2). 

14.9. Униформизация 

Пусть @ —фуксова группа первого рода, такая, что замыкание фунда- 
ментальной области F целиком лежит вчутри предельной окружности (если 
в качестве предельной окружности выбрана вещественная ось, то мы считаем 
внутренней областью верхнюю полуплоскость). Предположим, что все преоб- 
разования в С (за исключением единичного, Oo) гиперболические. Мы знаем 
из п. 14.7.2, что любые две автоморфные функции GP, (2) иФ. (2) для группы G 
алгебраически зависимы, т. е. тождественно в Р удовлетворяют соотношению 

Р ($1 (2), Pa (2)) =0, (1) 

где Р (и, 9) —многочлен. Это озиачает, что переменные и, 9, связанные соот- 
ношением 

Р (и, 0) =0 (2) 

и, следовательно, такие, что каждая из них является алгебраической функ- 
цией другой, могут быть выражены как однозначные функции 

и = (2), U= фз (2) (3) 

вспомогательной переменной 2, называемой учиформизирующей пер`менной 
для алгебраического соотношения (2). С другой точки зрения (2) можно рас- 
сматривать как уравнение алегбраической кривой, а (3) как параметрическое 
представление этой кривой через однозначные функции. Весьма важным яв- 
ляется тот факт, что любое алгебраическое соотношение можно униформнзн- 
ровать таким способом, причем наиболее общими функциями, используемымн 
для этого, являются автоморфные функции (см. также п. 13.2). Этот резуль- 
тат можно более детально описать следующим образом. 

Пусть Р (и, о) —неприводимый многочлен от переменных и и и (т. е. 
многочлен, который нельзя разложить на произведение многочленов меньшей 
степени), и пусть переменные и и освязаны алгебраическнм соотношением (2). 
Тогда существуют две функции ф! (2) и P. (Zz) комплексного переменного 2 и 
область F* на плоскости 2 со следующими свойствами: для любой пары и, 
о комплексных чисел, удовлетворяющих (2), существует 2 в F*, такое, что 
и=Ф1 (2), Y= (2) и исключая конечное число пар (и, 9), это 2 в Р* одно- 
значно определено. Кроме того, функции фи: (2) и $›(2) можно выбрать так, 
что либо @,(z) и фо (2)— рациональные функции н Ё*— вся плоскость 2, 
либо $, (2) и фо (2) — эллиптические функции, имеющие общую пару пе- 
риодов и Р* —параллелограмм периолов для этих функций (при этом лишь 
одна вершина и две из сторон этого параллелограмма принадлежат F*),
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либо, наконец, ф. (г) и ф>› (2) — автоморфные функции для фуксовой группы 
первого рода, все преобразования которой (за исключением Oo) гиперболичны 
и Р*— фундаментальная область этой группы, 

Относительно теории и истории униформизации см., например, Курант 
(1934, гл. IX). 

14.10. Некоторые частные виды автоморфвых функций 

Некоторые автоморфные функции были уже описаны в п. 14.3— 14.6.3. 
14.10.1. Функции треугольника Римана — Шварца. В некоторых случаях 

дифференциальное уравнение 14.7(5) можно свести к гипергеометрическому 
уравнению 2.1(1). Получающиеся автоморфные функции обладают предельной 
окружностью. Они называются функциями треугольника Римана—Шварца; 
см. также п, 2.7.2, Klein и Fricke (1890—1892), Форд (1936, $ 114). 

Для того чтобы построить фундаментальную область для группы, свя- 
занной с функциями треугольника, и получить саму эту группу, возьмем три 
окружности C,, Cy, Сз и окружность Cy, ортогональную к C,, C,, C3. Мы 
возьмем в качестве С, вещественную ось, а в качестве C,, С», С. —окружно- 
сти, центры которых лежат на этой оси (одна или несколько из окружно- 
стей С;, 1=1, 2, 3, могут быть прямыми линиями, перпендикулярными к ве- 
щественной оси, в этом случае их центр лежит в бесконечно удаленной точке 
вещественной оси). Пусть А —треугольник, ограниченный дугами Ay, Ao, As 
окружностей C,, Co, Сз; мы предполагаем, что А лежит в верхней полупло- 
скости. Пусть My, По, Из—три нат) ральных числа, и пусть внутренние углы 
треугольника A равны 0, Ge, Gg, где 

п 
a — п; › i=l, 2, 3, (1) 

причем 
о 0 + 3 < д. (2) 

При этом допускаются углы, равные нулю (соответствующие бесконечному 
значению п). Занумеруем углы и вершины так, что ©, — угол, образованный 
A, и Аз ит. д., У, вершина, в которой пересекаются A, и А. ит. д. 
Пусть А’— треугольник, получающийся при инверсии А в окружности С.. 
Точки У, и И, являются тогда вершинами A’; обозначим третью вершину A’ 
через V,. Мы можем тогда принять область А-- А’ за область F* п. 14.1.4. 
Очевидно, что область F* удовлетворяет условию | п. 14.1.4, и мы построим 
труппу С так, чтобы выполнялись и условия 2—4. 

Существует единственная дробно-линейная подстановка ©, с веществен- 
ными коэффициентами, отображающая точку И, в себя и переводящая У. 
в Уа. Точно так же есть подстановка Of, которая оставляет точку У» непо- 

» é 

движной и переводит Уз в У.. Очевидно, что о, отображает Ay Ha А, ‚ ао. OTO- 
é 

бражает A, на Ay. Дуги А,, Ai, Ao, Ag ограничивают область F*, а по- 
тому выполнено условие 3 п. 14.1.4. Группа G, порожденная < и Og, удов- 
летворяет, очевидно, условиям Зи 4. Пусть Р--область, получающаяся из F* 
отбрасыванием У. и внутренних частей дуг A,, A,. Тогда С —фуксова 

группа первого рода, предельной окружностью которой является веществен- 
ная ось, и Р— фундаментальная область группы С. 

Группа С имеет автоморфную функцию фо (2), обратная функция к ко- 
торой является функцией Шварца (см. п. 2.7.2} и может быть выражена как 
отношение двух гипергеометрических функций. Функция Ффо(2) принимает 
каждое значение в области Е в точности один раз, и каждая автоморфная 
функция для группы С является рациональной функцией от Go (2). Простыми 
примерами таких функций являются абсолютный инвариант п. 14.6.2 или 

4 г. Бейтмен, А. Эрдейц
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соответствующие автоморфиые функции (в п. 14.6.3) для подгрупп модуляр- 
ной группы. Если 

л к qa, 06=0, m=z, (3) 
то С является модулярной группой М и мы можем положить Po (2) =. (2). 

сли 
O =A, = == 0, (4) 

то С является А-группой Mz, и можно положить фо (2) = #3 {2) =A (2). 
Е. Т. Уиттекер (Е. Т. Whittaker; 1899, 1902) изучил другой класс авто- 

морфных функций, обладающий тем свойством, что каждая функция этого 
класса является рациональной функцией от одной автоморфной фувкции. См. 
Форд (1936, 6 96). 

14.10.2. Автоморфные функции Бернсайда. Пусть C,, С», и=1, ..., Ш 
такие 2т окружностей, что никакие две из них не пересекаются и иикакая 
окружность не разделяет двух других. Из этих предположений следует, что 
среди окружностей есть не более одной прямой линии и что если среди них 
есть прямая линия, то все остальные окружности лежат от иее по одиу сторону; 
полуплоскость, ограниченная прямой линией и не содержащая окружностей, 
будет рассматриваться как внутренняя область. 

Пусть 11, ..., Ty такие т гиперболических или локсодромических пре- 
образований, что т, отображает внутреннюю область С, на внешнюю об- 
ласть С, и пусть G—rpynna, порожденная преобразованиями Ty, ..., Ли. 
Часть плоскости F, внешняя ко всем окружностям, является одной из фун- 
даментальных областей для этой группы. Группа С не имеет главной 
окружности. Если т > 1, то у группы С есть бесконечное множество пре- 
дельных точек; если отбросить все эти точки, то оставшаяся часть г-плоско- 
сти будет связной. 

Автоморфные функции для группы С можно выразить через тета-ряды 
Пуанкаре, в эгом случае ряды размерности —2 абсолютно сходятся. Теория 
автоморфных функций для группы G была развита Бернсайдом (Burnside; 1891, 
1892), применившим свои результаты к изучению граничных задач для урав- 
нения Лапласа. См. также Риман (1948) и, относительно похожей группы и 
ее автоморфных функций, Schottky (1887). 

14.11. Модулярвые группы Гильберта 

Теория модулярных и автоморфных функций различными способами 
обобщалась на функции нескольких перемеиных. Первые результаты принад- 
лежат Никару (Picard, 1882). В этом пункте мы кратко укажем на принад- 
лежащий Гильберту подход к этой теории, а в следующем пункте опишем 
исследование, ведущее начало от Зигеля. Относительно общей теории авто- 
морфных функций многих переменных см. также Hurwitz (1905), Fubini 
{1908, гл. 3). Sugawara (1940 а, b), Hua (1946). 

Пусть А— поле рациональных чисел, К, — конечное вещественное алге- 
браическое расширение КЮ, Ко, ..., К„--сопряженные с К, поля, и пусть 
все поля K,, p=1,..., п, вещественны. Для любого a) из К, обозначим 
через a), ..,, a) сопряженные с ним числа, где о?) принадлежит К; ана- 
логичные обозначения используются для В, 7, 6. Пусть 2, р=1, ..., п, — 
комплексные переменные, и пусть $ —область Imz, > 0, р=|,..., п, в про- 
странстве п комплексных переменных (это пространство имеет вещественную 
размерность 27). Пусть a), B®, у), 54} — любые алгебранческие цедые чи- 
сла в Ky, такие, что 

of) 6) — p(t) В) — 1. (1)
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Более общо, вместо единицы в (1) можно взять любую вполне полбжи- 
тельную единицу из K,. Определим модулярное преобразование © равенством 

©) 2 + В) 
? __ Pp _ 

“e yz, 58 , р=1, eve, По (2) 

Ясно, что © отображает множество $ na себя. Множество таких с образует 
группу, которую называют модулярной группой Гильберта поля Ку. 

Блюменталь (Blumenthal; 1903, 1904) доказал, что С имеет в $ фунда- 
ментальную область, а также что существуют автоморфные функции п KOM- 
плексных переменных 21,..., Z,, принадлежащие группе С. Если наложить 
условие регулярности, аналогичное условиям п. 14,2, то окажется, что любые 
п-- 1 автоморфные функции связаны друг с другом алгебраическим соотноше- 
нием и что можно так выбрать п--| автоморфную функцию, что любая 
автоморфная функция для группы Сб является рациональной функцией этих 
п--1 функций. 

Маас (Maass; 1941) изучил модулярную группу Гильберта для случая, 

когда К, =В (У 5), т. е. поле получается присоединением Убк^Р и, сле- 
довательно, n=2. Он применил теорию модулярных форм получающейся 
группы к задачам теории чисел (квадратичных форм). Относительно других 
исследований модулярной группы Гильберта и соответствующих автоморфных 
ункций и распространения на эту группу теории Петерсона тета-рядов 
уанкаре, см. Maass (1940а,Ь, 1942, 1948). Маас (Maass; 1940 а, 5) изучил 

также обобщения модулярной группы Гильберта. 
Относительно обобщения результатов Блюменталя в направлении теории 

Гекке модулярных форм одного переменного см. Bruijn (1943). 

14.12. Функции Зигеля 

Зигель (Siegel; 1935, 1936, 1937, 1939) развил теорию модулярных функ- 

ций от эй (n-+1) комплексных переменных, где п=|, 2,... Исходным 

пунктом для развития теории так называемых модилярных функций п-й сте- 
пени явилась для него арифметическая теория квадратичных форм. Многие 
общие теоремы той теории сводятся при п=! к известным результатам 
о модулярных функциях или модулярных формах одного переменного; дру- 
гие приводят даже в случае п=1| к новым результатам. Для теории Зигеля 
характерно то, что вместо неевклидовой (гиперболической) геометрии в полу- 
плоскости Пуанкаре, имеющей вещественную размерность 2, он использовал 
симплектическую геометрию в пространстве вещественной размерности n(n-+ 1} 
{Геометрию положительно определеиных матриц в пространстве симметриче- 
ских матриц). Это привело к теории автоморфных функций (Siegel, 1942, 1943). 
Другой характерной чертой этой теории является частое использование 
арифметических методов для доказательства результатов, которые в случае 
одного переменного обычио доказываются аналитически. Многие из групи 
автоморфных функций одного переменного обладают важнымн арифметиче- 
скими свойствами, однако обычно их изучают геометрнчески; в теории Зигеля 
арифметические методы играют центральную роль при определении разрыв- 
ных групп. 

В этом пункте мы дадим некоторые из основных определений и резуль- 
татов в простейшем случае, соответствующем для функции одного переменного 
теории модуляриой группы М и ее абсолютного инварнанта J (2). Рассмотре- 
ние дальнейших обобщений теории Зигеля и ее многочисленных важиых 
результатов и приложений останется вне рамок этого пункта. 

Модулярная группа степени п. Назовем целыми матрицами матрицы, 
элементы которых — целые числа. За исключением случаев, когда это будет
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явно оговорено, прописными буквами в этом пункте мы будем обозначать 
квадратные матрицы с # строками и п столбцами. Элемент, стоящий в [-й 
строке и Ё-м столбце матрицы A, мы будем обозначать a;, и писать 

A=[a,], t, k=l,...,0. (1) 

Через N обозначим нулевую матрицу, а через 1 —единичную матрнцу 1-го 
порядка, 

М —= [п], = [И] =, Ив=бь, [, В=1,..., И. (2) 

Транспонированную матрицу A обозначим через A’, так что а, =ан; обрат- 
ной матрицей для A является матрица A~!, так что AA~1=A7~1A=}. 

Пусть A, В, С, О— четыре (пхя)-матрицы с целыми коэффициен- 
тамг, и пусть 

АВ 

является (2и Ж2л)-клеточной матрицей, состоящей из клеток A, В, С, D, 
как указано в (3). Определим (21 х2п)-матрицу 

(1 м). (4) 

Предположим, что целые матрицы A,..., О таковы, что 

МУМ=.. (5) 
Необходимым и достаточиым условием для этого является 

АВ’=ВА', CD’=DC'," (6) 
АР’— ВС’ =1. (7) 

Если С и D удовлетворяют второму условию (6), т. е. если CD’ является 
симметрической матрицей, TO мы будем говорить, что С и О образуют сим- 
метрическую пари. Пусть C,, Оу u C,, р. — ве симметрические пары матриц. 
Назовем их ассоциированными, если существует такая матрица U, что как U, 
так и (-'— целые матрицы и 

С = UC, D,=UDg. (8) 

Все симметризеские пары матриц, ассоциированные с данной парой, обра- 
зуют класс. Пусть С, р—фиксированная симметрическая пара целых матриц, 
и пусть U пробегает множество всех невырожденных целых матриц. Матрицы 
Cu D называют взаимно простыми, если матрицы И71С и (71) являются 
целыми тогда и только тогда, когда (71 — целая матрица. 

Все (2п х2п)-матрицы с целыми элементами М, удовлетворяющие усло- 
вию (5), образуют группу. Два элемента 

+ (ит) @ 
этой группы образуют нормальный делитель второго порядка. Факторгруппа 
группы всех матриц М по подгруппе (9), т. е. группа, состоящая из матриц М, 
удовлетворяющих условию (5), rye отождествлены М, и М, = — M,, назы- 
вается модулярной группой степени п и обозиачается Я. Элементы Я мы 
будем называть преобразованиями. Каждое из них определяется четырьмя 
матрицами A, В, С, О, удовлетворяющими условиям (6), (7). Матрицы A, В, 
С, D u—A,—B,—C,—D определяют одно и то же преобразованне. 

Пусть 2 — комплексиая симметрическая матрица. Положим 

к = ЖЕ ly pps ЕЕ, ..., п (10)
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и соответственно 

Z=X-LiY, (11) 
где хр и у,‚ —веществеиные числа, а Х и У— вещественные матрицы. Мы 
будем рассматривать 2,» как комплексные переменные и ограничим их лишь 
условием, что У — положительно определенная матрица (т. е. квадратичная 
форма, коэффициентами которой являются элементы У, положительно опре- 
делена). Матрица Z может рассматриваться как точка пространства, в ко- 
тором координатами являются числа 2), либо Xj, И Ук; это пространство 

имеет комплексную размерность 5% (п--1) и вещественную размерность 

п (п {-1). Обозначим через © часть этого пространства, в которой У —поло- 
жительно определенная матрица. Матрица 2 пробегает пространство § (по- 
ложительный конус). 

Для любых целых матриц А, В, С, D, удовлетворяющих условиям 
(6) и (7), т. е. для любого элемента из St определено преобразование 

б (2)=(А2- В) (CZ-+D)~?. _ (2) 

Можно доказать, что каждое преобразование (12) определяет взаимно одио- 
значное отображение конуса на себя и что группа этих преобразований 
является гомоморфным образом группы Mt. Можно показать также, что 
группа Я рассматриваемая как группа отображений 5 на себя, имеет 
фундаментальную область $$, ограниченную конечным числом аналитических 
гиперповерхиостей. Относительно образующих WJ} см. Hua и Reiner (1949). 

Модулярные формы и модулярные фиункиции. Пусть Г — множество всех 
классов взаимно простых симметрических пар матриц. Выберем из каждого 
класса пару С, D и образуем обобщенные ряды Эйзенштейна 

1, (2) => [det (CZ+D)}-*". (13) 

Можно показать, что при достаточно больших натуральных г ряды в (13) 
абсолютно сходятся для любого Z из | и определяют в & аналитическую 

функцию от > п (п--1) комплексных переменных 22. Функция 1, (7), опре- 

делеииая таким образом, называется модулярной формой, соответствующей Vl. 
Если г и $ — достаточно большие целые числа, то существуют формы 

tp H Ps и 

фи" (14) 
является модулярной функцией NM < фундаментальной областью 8. Можно 

показать, что существует п (п-Е 1) алгебраически независимых модулярных 

функций вида (14) и что любые 5 n(atl)+i такнх функций связаны алге- 

браическим соотношением с рацноиальными коэффициентами. 
Модулярную форму (13) можио также разложить в тета-ряд. 
Теорня Петерсона (Petersson; 1940) тета-рядов Пуанкаре была обобщена 

Maacou (Мааз$; 1951). В этом обобщении гиперболическая метрика полу- 
плоскости Пуанкаре заменяется симплектической метрикой Зигеля в поло- 
жительном конусе %. 

Два тождества. Мы дадим в заключение нашего краткого изложения 
теории Зигеля два замечательных тождества, имеющих место при п=@. 

Первое из этих тождеств принадлежит Зигелю (Siegel; 1937) и выражает 
модулярную форму через двойные тета-ряды. Пусть Р— множество всех 
классов взаимно простых пар матриц второго порядка. Выберем из каждого
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класса пару С, О. Пусть Г. — подмножество всех таких пар, для которых 

CD’ ==М (mod 2), 

т. e. элементы CD’ являются четными числами (если это условие выполнено 
для одной пары, представляющей класс, то оно выполняется и для всех 
других пар из ЭТОРО класса). Положим 

цо , 
2 == (. - = X-+iY, 

rie и, о ню— комплексвые переменные, X, У— вещественные матрицы и У— 
положи-ельно определенная матрица, и пусть а, 6 пробегают множество всех 
целых чисел. Тождество Зигеля устанавливает, что 

> [det (С2-+-В)|-* = p> exp {és (ua? ++ 2006 + wb*)]}8, (15) 
4 

Второе из этих тождеств принадлежит Burry (Witt; 1941) и является 
тождеством, связывающим две модулярные формы второй степени Используя 
обозначения, приведенные в (13), можно записать это тождество следующим 
образом: 

ра (2) = [фз (2)]^. (16) 
Тождество Вятта аналогично хорошо известной формуле 

Dy (az-+0)-*=[ 9) (a2 0 (17) 

в теорин рядов Эйзенштейна одного комплексного переменного. В формуле 
(17) а и 6 пробегают все пары взаимно простых чисел такие, что а20 и 
b=1, если a=0. 



ГЛАВА 15 

ФУНКЦИИ ЛАМЕ 

15.1. Взедение 

Функции Ламе возникают при решении уравнения Лапласа в некоторых 
системах криволинейных координат. Разделение переменных для уравнения 
Лапласа в пространстве трех измерений полностью изучено в книге Бохера 
(Bocher; 1891) и в недавних работах Левинсона (Levinson), Богерта (Bogert) 
и Редеффера (Redhefier; 1949), Муна и Спенсера (Moon and Spencer; 1952 а, b, 
1953) относительно разделения переменных для более общих дифференциаль- 
ных уравнеиий см. Eisenhart (1934), где указаны ссылки на более ранние 
работы, М. Н. Олевский (1950). 

Монография Стретта (1935) содержит изложение результатов по теории 
функций Ламе, получениых до 1932 г., многие приложения и обширную 
библиографию. Относительно дальнейшей информации об этих функциях 
см. также Уиттекер и Ватсон (1963, гл. XXIII) и Гобсон (1952, гл. XI). 

15.1.1. Координаты, связанные с конфокальными областями второго по- 
рядка. Пусть a> > с > O— фиксированные числа, и пусть 6 — переменный 
параметр. Уравнение 

x2 у? 23 —1 | 

ape tReet ape” (в) 
где х, у, г— прямоугольные декартовы координаты, представляет конфокаль- 
ное семейство поверхностей второго порядка. Поверхность второго порядка, 
задаваемая уравнением (1), является: 

эллинсондом, если —c? < 6, 
однополостным гиперболоидом, если — 5% < 0 <—с3, 
двуполостным гиперболоидом, еслн— а? < 0 <—D5?, 
МНИМОЙ поверхностью второго порядка, если 0 < —a?, 
При 6—= — a’, —52, —c* получаем вырожденные поверхности. 
Так как (1) является кубическим Уравненнем относительно 9, то через 

каждую точку (x, у, 2), для которой хуг 2 0, проходят три поверхности 
второго порядка, принадлежащие конфокальным семействам (условие xyz 52 0 
исключает плоскости, в которых лежат вырожденные поверхности). Рас- 
сматривая знак левой части уравнения (1) при изменении 9, мы убеждаемся, 
что в каждом из промежутков (—¢?, ©), (— 92, —c%), (—a4, —52) лежит 
в точности один корень этого уравнения. Это показывает, что через 
каждую точку (не лежащую на одной из координатных плоскостей) прохо- 
дит однн эллипсоид, один однополостный гиперболонд и один двуполостный 
гиперболоид из конфокального семейства. 

усть A, ц, у—три кория уравнения {1) для заданных ненулевых 3Ha- 
чений x, И, 2, и пусть 

А>— > и >— > v>—a4. (2) 
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Мы можем считать A, и, у— новыми криволинейными координатами. Пре- 
нение Лапласа образуя урав ди 2 29 о 

дл? + ay? 022 ^^ (3) 

к этим криволинейным координатам, получаем 

Эт f(y) 9, 9 
Аша | (A) | м Gay op | () ды + 

4$ (v) д ow | _ оо Fev) ee 
где 

f (8) = [(а* + 0) (53-0) (с*--0)] 2. (5) 
Но А, и, у зависят лишь от x7, 17, 22 и, следовательно. принимают 

одинаковые значения для восьми точек (+ x, ти, £2). Для того чтобы 
получить взаимно однозначное соответствие между декартовыми и криволи- 
нейными координатами, введем иниформизирующие переменные, выразив A, 
и, *, а следовательно, х, у, 2 через эллиптические функции Якоби трех 
новых переменных ©, В, y. Положнм 

а? — 5? prea 
а? — с? * — 2—2’ 

k= О<Е, k’ <1. (6) 

В дальнейшем К будет модулем эллиптических функций. Положим далее 

А, = — (а спа) — (6 зп a)?, 
p= — (аси В)? — (В зп В)?, (7) 

v= — (@сп1)2— (6 sn ¥)?. 

В новых криволинейных координатах имеем 

x = k® (a? —c?)1/? sna sn В sn y, 

ya — № (a?-—c2)*/? сп & сп Вспу 
Ё' (8) 

= (8 — са) /? дп о 4п В dn y, 

и уравнение Лапласа (3) принимает вид 

а — с? } 

(a — 0) [вп а) —(5п В) (вл В) — (on WT [isn 1) (en ay 
x еп —(on у Go + Кто (п + 

вл) — па) т р =0. (9) 
Если @ изменяется от 1K’ до К-|- Ж’, B—or К до K+-2:iK’ n y—or 0 до 

4K, то легко проверить с помощью формул и рисунков, указанных в п 13 18, 
что выполняются неравенства (2) и, кроме того, что (8) определяет взаимно однозначное соответствие между декартовыми координатами x, у, 2 и криво- линейными координатами a, В, ~ Мы будем называть их эллилсоидальными 
координатами или координатами конфокальных поверхностей второго 
порядка 

Особо важную роль играют конечные точки отрезков, на которых меня- 
ются a, В, т. Они соответствуют бесконечно удаленной точке и вырожден- 
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ным поверхностям нашей системы и могут быть перечислены следующим 
образом 

a= И<’ — бесконечность, 
и =К--:К’— вырожденный эллипсоид, дважды покрывающий фокальный 

ЭЛЛИС, 
В=К и В =К-- 2’ — две половины вырожденного гиперболоида, дважды 

покрывающего область «между» двумя ветвями фокальной гиперболы; 
В=Кк--:К’—вырожденный гиперболоид (дважды), покрывающий область 

на (x, и) плоскости, лежащую вне фокального эллипса, 
у=0, К, 2K, ЗК, 4К —части вырожденного двуполостного гиперболоида, 

дважды покоывающего площадь «вне» фокальной гиперболы, }=0 и у=4Ж 
представляют одну и ту же поверхность. 

Вырожденные поверхности являются как бы сечениями ветвления и тре- 
бование непрерывности функции при переходе через эти сечения носит харак- 
тер граничных условий 

Отметим что @ соответствует сферической координате г, В — координате 
Фи у— координате ф 

Вместо униформизирующих переменных Якоби многие авторы используют 
переменные Вейерштрасса (см , например, Уиттекер и Ватсон, 1963, п. 23.31). 

Уравнение Лапласа (9) имеет нормальные решения 

W =A (<) В (В) С (1). (10) 
Подставляя в (9), получаем 

й 4 

[(sn 9)*—(sn В) 4+ (sn (on 7)" (во ВИ — (5109 = 0. (1 
Поскольку это равенство должно быть тождеством относительно ©, В, y, сущест- 
вуют такие постоянные A и 1, что 

A В” С" 

<=l(snayt—h, = ВФ, (ве Ьфй. (12) 
Положим [=Е?п (п-- 1). Ясно, что функции А, В, С удовлетворяют ypae- 

нению Ламе 
а? Л. (2) 
i +{h—n (n+1)[k sn (2, ре (13) 

для соответствующих переменных. 

Предположим, что (19) представляет решение уравнения Лапласа, непре- 
рывное и имеющее непрерывный градиент Ha эллипсоиде © =сопз. Так как 
y=0 и у=4К представляют одну и ту же кривую на этом эллипсоиде, то 

C (0) =C (4k), = (0) = (4K). (14) 

Поскольку коэффициенты уравнения Ламе имеют период 4K, то С (у) также 
должно иметь тот же период Если С (7) — любое решение уравнения Ламе, 
имеющее период 4K, то С (QK—y) и С (у) + С (QK—y) обладают теми же свой- 
ствами Поэтому можно ограничиться периодическими решениями, которые 
являются либо четными, либо нечетными функциями от у—К, мы будем 
называть такие решения четными или нечетными относительно К. 

Кривые В-—К и B=K-+-2:K’ являются сечениями ветвления Ha эллипсоиде; 
точки (К, y), (К, 2К —%) совпадают. Условие непрерывности имеет вид 

В (К) C (7) =В (К) С (К — т), ) 

ОВ _ 0B _ (15) в (K) C (= 5 IK) C (2K), |



106 гл. 15. ФУНКЦИИ ЛАМЕ 

Бели С (4) четно относительно К, то имеем 55 (К) =0, так что В (В) также чет- 

но относительно К, а если С (7) нечетно относительно К, то имеем В (К) =O, 
так что В (В) тоже нечетно отвосительно К. Аналогично обстоит дело при 
В=К--2Ю’. Таким образом, если С (у) четно (нечетно) относительно К, то 
В (В) четно (нечетно) как относительно К, так и относительно К -|- 2’. В обоих 
случаях В (В) — периодическая функция с периодом 4’ Кроме того, В (0) и 
С (0) имеют одинаковую четность при 9 ==К и удовлетворяют одному и тому 
же дифференциальному уравнению Отсюда следует, что они отличаются друг 
от друга лишь постоянным множителем. Мы пришли, таким образом, к воп- 
pocy о существовании 0вояко-периодических решений уравнения (13). Ниже 
мы увидим (см п. 15.5.2), что такне решения существуют лишь в случае, 
когда п— целое число и A принимает одно из счетного множества собственных 
значений. Надо отметить, что исследование решений в сферических полярных 
координатах н в декартовых координатах также приводит к условию, что п 
должно быть целым числом 

Выбор А (a) зависит от рассматриваемого типа эллипсоилальных гармони- 
ческих функций. Для внутренних гармонических функций мы требуем, что- 
бы (10) было регулярно внутри эллипсоида @=const. Но «=К-:К’ является 
сечением ветвления (фокальным эллипсом), точки (К--Ж’, В, у) и (К--к,, 
ж--2К’—В, 7) идентичны, а потому, как и выше, выводим, что А (0) иВ (0) 
должны иметь одинаковую четность относительно К-- К’ и, следовательно, 
отличаться друг от друга лишь постоянным множителем Для внешних гар- 
моник требуется, чтобы функция (10) была регулярна вне эллипсоида &==соп$4, 
в частности, на бесконечности, причем А (%) должно быть решением уравне- 
ния Ламе, обращающимся в нуль при © = Ж’ Наконец, для эллипсоидальных 
тармоник, регулярных между двумя эллипсоидами конфокального семейства, 
мы берем линейные комбинации этих двух решений 

15.1.2. Координаты конфокальиых коиусов. Введем координаты г, В, \, 
связанные с декарговыми коорлинатамн х, у, 2 и сферическими полярными 
координатами г, 9, ф соотношениями 

x==r sin 6 созф = #г sn В sn y, 

y=rsin6 sin —: гспВси ~ ии ъ (16) 
рт с080—=-уг dn В ап. 

Как и в п. 15.1.1, В меняется от К до К-- 2’, у от 0 до 4К и г > 0. Коорди- 
натными поверхностями являются коицентрические сферы r=const и конфо- 
кальные конусы 

x2 2 ga 

spetmpetapen? (17) 

' где 6 есть и илн v (см. (7)), и А определяется равенством (6). Эти координаты 
известны как сферо-конические координаты, см. Hobson, 1892 и Гобсон, 1952, 
гл. Х]. 

Уравненне Лапласа в этих координатах имеет вид 

19 ow || ey 9} 

яж ("р ) - Не PA ea ~Fr) =o 08) 
Нормальные рещеиия имеют вид 

W = Rv) ВВ) С(\) (19)
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и приводят к дифференциальному уравнению 

14 dR 
Rua G =) =n(n-+1). (20) 

Уравнение для В и С таково же, как в (12), где {= п (n+). 
Если (19) является функцией, непрерывной и имеющей непрерывный 

градиент на сфере r=const, то те же самые рассуждения, что и в п. 15.1 | 
приводят к выводу, что В (9) =С (8) должно быть двояко пернодическим реше- 
нием уравнения Ламе. Следовательно, п должно быть целым числом и А— 
одним из собственных значений. С другой стороны, соотношения (16) устана- 
вливают связь между сферическими и сферо коническими координатами, а 
это приводит к связи между сферическими н эллипсондальными гармоническими 
функциями Orciona следует, что если п целое число, то й принимает ровно 
2п-- 1 собственных значений. 

Ситуация меняется коренным образом, если (19) представляет функцию, 
регулярную внутри конуса B=const, где В лежит между К и К-- к’. Если 
функция (19) регулярна внутри половины конуса B=const, то должно выпол- 
няться соотношение n= —1/2--:р, где р вещественно и произвольно Если 
же функция (19) регулярна лишь внутри части конуса, заключенной между 
сферами r=ry и г=го и обращается в нуль на этих сферах, то должно выпол- 
няться соотношение п = —1/2-- гр, где p— корень трансцендентного уравнения 

r 
sin | p In “| = 0. В обоих случаях п комплексно и Кеп = —1/2. Поскольку 

2 

y=0 и y=4K являются одной ин той же поверхностью, то С (у) должно быть 
периодической функцией с периодом 4К и # должно принимать одно из счет- 
ного множества собственных значений. Непрерывность в точке В =К приводит 
к тому, что В (0) и С (0) имеют относительно К одиу и ту же четность и, 
следовательно, отличаются друг от друга лишь постоянным множнтелем, однако 
получающиеся здесь функции не являются уже двояко-периодическими. 

15.1.3. Координаты конфокальных циклид вращения. В цилиндрических 
координатах р, ф, г уравнение Лапласа принимает вид 

10 ow + 1 OW ‚9? _ 

p бр др / "ре дея * O22 — 
Введем теперь в меридиональной плоскости новые координаты и, о, положив 
2=2 (и, 9), о=о (и, 5). Вангерин (Wangerin; 1875) нашел наиболее общие 
системы ортогональных криволинейных координат и, VU, в которых уравнение 
Лапласа допускает разделение переменных, т. е. обладает нормальными реше- 
ниями вида 

У=ш(и, И (и) V (v) O (9), (22) 
где & {и, о) —фикснрованная функция, a U, У, Ф — решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений Исследование Вангерина было повторено Сноу 
(Snow, 1952), а также Р Лагранжем (К Lagrange, 1939, 1944). Мы изложим 
сейчас вкратце исследования Вангерина, после чего более детально расскажем 

о полученных нм системах криволинейных координат и о краевых задачах, 
с которыми они связаны 

Сиачала доказывают следующий результат. Если и и э— ортогональные 
_а 

координаты и уравнение Лапласа имеет решенне вида (22), TO ш=р и 
координаты и, о можно выбрать так, что отображение (2, р)-плоскости на 
{и, #)-плоскость конформно. В соответствии с этим положим 

2+-1ip=f (u-+10), (23) 

где {— аналитическая функция; положим также 

У ==р-*/4 (м, v) et? = p~*/2U (u) V (0) 9 (24) 

0. (21)
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в уравнении Лапласа (21). Функция ЧФ удовлетворяет дифференциальному 
уравнению в частных производных 

* 4 sa —(m—3) Fu, 0) ¥=0, (25) 
где 

F (u,v) = | 7’ (u+-iv) |? РВ. (26) 
Горе) №? 

Если Р имеет вид Р(и, 9) =Р, (и) + Е. (5), то уравнение (25) имеет решение 
вида U (и) У (5) При этом U и! удовлетворяют дифференциальным уравнениям 

И (м1) (и Ио, виз =0 dae + —( Mm ~F ‹ (и) — 9, 08 _ + т, ~ 7 F, (v) Y= . 

Доказано, что Р (и, и) =Р, (и)-- Е. (5) тогда и только тогда, когда [ удов- 
летворяет обыкновенному дифференцнальному уравнению 

f’? = ag-} ayf + Gof? аз о“ = Py (/), 

где а,, ..., &g—BellleCTBeHHbIe постоянные. Таким образом, { является либо 
элементарной, либо эллиптической функцией. Кроме того, вид дифференци- 

ального уравнения для } не изменяется при замене f Ha CRED’ где A, В, 

С, Рр—вещественные постояиные и AD—BC 2 0. С помощью этого преоб- 
разования можно привести уравнение к нормальному виду. 

Мы будем предполагать, что многочлен Р. имеет четыре различных 
нуля. В этом случае приведение к нормальиому виду выполняется с по- 
мошью процесса, описанного в п. 13.5. При этом возникают 1ри различных 
случая в зависимости от того, будут ли все нули этого многочлена вещест- 
венны, все нули комплексны или мы имеем два вещественных и два комплекс- 
ных нуля. Стандартными формами для } в этих трех случаях являются 

sn (ип, &), 281 (ии, Е), cn (ий, R). 

Изучим каждый из этих трех случаев отдельно Черта сверху обозна- 
чает переход к комплексно сопряжениому выражению. Кроме того, исполь- 
зуем следующие сокращенные обозначения: 

s=sn (и-- о, k), s;=sn(u, Ё), s.=sn (iz, №), s=sn (о, #’), | 

с==еп (u-+iv, k), cy=cn(u, Rk), са=си (iv, #)}, ¢,=cn (©, k’),} 

d=dn(u-+iv, k), 4, = дп (и, k), dg—dn (iv, №), d,=dn(v,k’),f (9) 

ПА (и) |? _ 1 
PO =m apie STEM 

Целью дальнейшего исследования является показать, что в каждом из 
этих случаев F (и, 9) имеет вид 

[а зп (bu+c, a/b)]?+-[a, sn (бло--сз, аа), 
так что уравнение (25) можно записать в виде 

ov | oY 
ди? Г Out — 

—п (п-+ 1) | Ё sn (Би-Ес, al "+ Ё sn Gam 3) “ wy =0. 

Для нормальных решений У =И (и)И (5) и U иУ удовлетворяют уравнениям,
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легко сводящимся к уравнению Ламе, причем переменными в уравнении 
Ламе являются фи--си бо--с, соответственно. Мы изучим далее кра- 
евые условия, которые должны быть наложены на U и И. 

Использованные выше координаты и, о нанболее естественным образом 
возникают из общей теории Однако они не обязательно являются наиболее 
удобными в той или иной конкретной задаче, и мы увидим в п. 15.8, как с 
помощью теории преобразований эллиптическнх функций можно перейти к 
новым более удобным координатам. 

Случай I Четыре вещественных фокуса на оси. Положим 

НЕ, А, В, С, D вещественны, АД— ВС £0 (28) 

и найдем с помощью прямого вычисления, использующего 13.17(16), 13.23(13) 
и табл. 7 из п. 13.18, 

Ft “ted са СН 42 
u == — = = 

2) (s—s)? с? а! 5.2 с? 

=—{a—asn [+в + {а-я [а+06-—Ю, FE] 
(29) 

Для дальнейшего исследования положим в (28) A=D=1, В=С=0. 
Отображение 2-+ {0 = п (и--19) было описано в п. 13.25. Мы видим из при- 
веденного там рис. 8, что полуплоскасть р > 0 отображается на прямоуголь- 
ник (и, 9)-плоскости, имеющий вершины (+ К, 0) и (+ К, 1K’). 

Таким образом —К и—<К и О<о=ж К’. Кривые z=const и v=const 
в (2, р)-плоскости являются конфокальными бициркулярными кривыми чет- 
вертого порядка, Чокусы которых лежаг в точках #= 51, 41/k, p=0. 
Отметим, что F обращается в бесконечпость pw и = К или о=0, К,’ так 
что концы промежутков для и и о соогветствуют особым точкам обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений для U u V. 

Для потенциала, регулярного внутри (или вне) поверхности и-==соп$, 
7" ›У (9) должно быть конечным в обеих концевых точках 0=0, К’. Мы 
увидим ниже, что это определяет некоторые собственные значения A, а также 
собствениые решения У (9). Для потенциалов, регулярных вне (внутри) по- 
верхиости и=с < 0, или внутри (вне) поверхностн и =с > 9, U (К) [0 (—К)| 
должно быть конечным, что определяет выбор U. Аналогичное утверждение 
справедливо для потенциалов, регулярных внутри или вне поверхности 
v=const. 

Случай П. На ocu нет вещественных фокусов. Здесь 

etip= Tete А, В, С, D вещественны, AD—BC 2 0, (30) 

_ 4 cdd edt Rss 

MG = pee sh hd? 1 2%, 

= -{ (1 —k) sn | (1--2)(и—К), = ofa —#) sn а, ЕЕ р 4 

(31) 
Для дальнейшего исследования мы снова положим А=р=1, В=С==0. 

Отображение квадранта z < 0, р > 0 на прямоугольник с вершинами (0, 0), 
(К, 0}, (К, K’), (0, К’) на (и, о)-плоскости описывается рис. 8 в п. 13.25. 
Чтобы дополнить отображение, отразим (2, 0) плоскость в прямой 2=0, a 

(и, плоскость либо в и=0, либо в u=K. Линии u=const, v=const в
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2, р)-плоскости являются конфокальными бициркулярными кривыми чет- 
вертого порядка с вещественными фокусами в 2=0, р=1, 1/k. 

Для потенциалов, регулярных внутри или вне поверхности u==const, 
отобразим полуплоскость 9 > 0 на прямоугольиик на (и, о)-плоскости 
с вершинами (0, + K’). (К,+ К’); v=K’ и v=—K’ -являются  обра- 
зами z=0, р> ПЕ. Рассуждения, аналогичиые проведенным в п. 15.1.1, 
показывают, что У (0) должно быть периодическим решением  соответ- 
ствующего дифференциального уравнення, имеющим период 2К’. Это 
условие определяет собственные значения Й и соответствующие собст- 
венные функции У (9). Для потенциалов, регулярных внутри u=const, 
условие непрерывности при и=К (т.е. 2=0,1<о < 1/k) приводит к 
тому, что U относительно К и У отиосительно 0 имеют  одинако- 
вую четность. Для потенциалов, регулярных вне и=сопз$, U должно 
оставаться конечным при и=0. Этот случай детально изучил Пуль (Poole; 
1929, 1930), который использовал несколько иное отображение. 

Для потенциалов, регулярных внутри или вне поверхности о=соп$, 
мы отображаем полуплоскость р > 0 на прямоугольннк с вершинами (0, 0), 

(2K, 0), (2K, К’, (0, К"). Здесь p 2U (м) должно оставаться конечным как 
при и=0, так и при и=2К, это условие определяет собственные значения ht 
и собственные функции U (и). Тогда У (5) определяется его четностью отно- 
сительно нуля (для потенциалов, регулярных внутри v==const) или отно- 
сительно К’ {для потенциалов, регулярных вне v=const). 

Случай Ш. Два вещественных фокуса на оси. Здесь 

Нор, A, В, С, D веществеииы, AD—BC x0, (32) 

Е 454 s d сз сз 

р-на Пя 1 4 a @2 

= { (ik!) an [+в Tk), т }- 
. ; ar, #—1'] (2 -{ (k—ik’) sn | (R-+ ik’) (u— ik), el} . (3) 

В этом случае модуль эллиптических функций, связанных с уравнением 
Ламе, является не вещественной правильной дробью, а комплексным числом, 
равным по модулю единице. С помощью теории преобразований эллипти- 
ческих функций (см. табл. 11 в п. 13.22) можно прнвести все функции к 
случаю вещественного модуля, лежащего между нулем и единицей. Поло- 
жим A=>D=1, B=C=0. Кривые u=const, v=const в (2, р)-плоскости 
являются конфокальными бициркулярными кривыми четвертого порядка, 
фокусы которых лежат в точках &= Е 1, о=0 и 2==0, о=#'/Ё. Дальнейшие 
детали относительно отображения можно усмотреть нз п. 13.95. 

Для потенциалов, регулярных внутри или вне поверхности и=соп$+, 
мы отображаем полуплоскость р > 0 на прямоугольник (и, и)-плоскостн с 
вершинами (0, —2K’), (К, —2K’), {К, 0), (0, 0). Условие, что p'"V (0) ос- 
тается конечным как в точке v=Q, таки при v= —2К’, определяет собствен- 
ные значения A и собственные функции У (с). Для потеициалов, регулярных 
внутри и=соп${, мы имеем разрез 2=0, о < #'/Ё или и=К. Условие не- 
прерывности при переходе через этот разрез показывает, что четность U от- 
носительно К совпадает с четностью У относительно—К’. Для потенциалов, 
регулярных вне u=const, о”"/20/ определяется условием, что OHO остается 
конечным при и=0 

Для потенциалов, регулярных внутри или вне поверхности v=const мы 
отображаем полуплоскость р > 0 на прямоугольник в (a, и)-плоскости с



15.2. УРАВНЕНИЕ ЛАМЕ 111 

вершинами (0, —K’), (2K, —K’), (2K, 0), (0, 0). При stom р U (и) долж- 
но оставаться конечным как при и=0, так и при и=2К. Это условие оп- 
ределяет собственные значения А и собственные функции И (и). Для потен- 

a_i 

циалов, регулярных внутри v—=const, р у (9) должно быть конечным при 
v=0, а для потенциалов, регулярных вне о=сопз+, четность И относительно 
—K’ должна совпадать с четностью U относительно К. 

15.2. Уравнение Ламе 

В предыдущих пунктах мы показали, что решение многих краевых за- 
дач сводится к решению дифференциального уравнення 

Sa {h—a (n+l) [Е sn (2, Е)]?} A=0, (1) 

которое мы будем называть якобиевой формой уравнения Ламе или, короче, 
уравнением Ламе. Эта форма уравнения использовалась Эрмитом, Унттекером, 
Айнсом и другими авторами и более удобна для численных расчетов, чем 
указанные ниже другие формы. 

В (1) Е обычно заключено между 0 и 1, но мы встретились в п. 15.1.3 
сб случаем, когда —комплексное число и |8 |=1; 2— комплексиое пере- 
менное, но в большинстве краевых задач 2 меняется вдоль линий Rez= МК, 
Imz=NK’, где N—wtenoe число. й— параметр, собственные значения 
которого определяются либо из свойств периодичности, либо из условий 
конечности. и—обычно целое число, нногда половииа нечетного числа 
(kak в п. 15.1.3), иногда (как в одной из задач п. 15.1.2) —комплексное 

число, вещественная часть которого равна— > . 

Мы встречались с различными типами решений. Во-первых, существуют 
решения, имеющие заданную четность относительно одной из точек МК-- 
+:NK’ (М, М—целые), либо решения, остающиеся конечными в одном из 
полюсов 2МК--: (2№М-- 1) К’(М, М№М— целые) функцни 5п 2. Такие решения 
существуют и определены с точностью до постоянного множителя для лю- 
бых заданных значений a, п, №. Далее существуют решения, имеющие за- 
данный период (Который является также периодом зп 2). Мы увидим ниже, 
что для заданных n и k существует бесконечное миожество собственных 
значений A, при которых существуют такие решения Brn 15.1.1 и 15.1.2 нам 
понадобились решения, имеющие два заданных периода Мы увидим ииже, что 
такие решения существуют лишь в случае, когда 2й — целое число. Наконец, в 
п. 15.1.3 мы ввели решение, которое остается конечным в двух полюсах. 
Мы увидим ниже, что при заданных Пи Rk есть бесконечная последователь- 
ность собственных значений A, для которых существуют такие функции. 

Помимо якобиевой формы (1) уравнения Ламе, встречаются другие 
важные формы атого уравнения. Если положить 

ya — 2s z=2iK'-+u(e,—e5) *, (©, —е) hn (n+1)es=H (2) @,—e,’ 1&3) “s 1 — 63 8 

и использовать 13.16(4) в сочетании с табл. 7 из п. 13.18, то получим форму 
Вейериитрасса для уравнения Ламе 

oF [Hn (1-04 A=0. (3) 

Эта форма была использована Альфаном и другими французскими матема- 
тиками и часто встречается в совремеиных теоретических работах,
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Тригонометрическая форма может быть получена с помощью подстановки 

3п2==с0$6, =л/2— ат 2, (4) 

которая приводит к уравнению 

ЧЕН (n+l) cos t)?] A=0. (5) 

Эта форма была использована Дж. Дарвином и Айнсом. 
Встречаются также миогочисленные алгебраические формы. С помощью 

подстановки 
(sn z)? =x (6) 

[1—(k cos C)?] a +k? cos 6 sin С 

мы получаем из (1) уравнение 

MPA 1/1 1 1 dA , hk™*—n(na+ljyx ,_ 
да Го (+344 НЕ) ах Г 4х (x—1) (x—k~?2) A=0, @) 

а полагая 
(Ш =Рр, (8) 

получаем из (3) 

А 1 | 1 1 di Н—п(п-- Пр —0 9 

ар? тэ (5==+ p—e, ы рЫ—ез ар Е: (Pp —e,) (p—ez) (pe) 7 © 

Другие алгебраические формы могут быть получены с помощью рациональ- 
ных преобразований этих форм. Алгебраические формы были использованы 
Стилтьесом, Ф. Клейном, Бохером и др. 

Алгебраические формы уравнення Ламе принадлежат к уравнениям типа 
Фукса, имеющим четыре регулярные особые точки. Они имеют три конечные 
регулярные особенности (в точках 0, 1,272 для (7) и е\, еь, eg для (9)) с индек- 
сами 0, 1/2 и регуляриую особую точку на бесконечности с индексами 

п atl —5, 

(1939, стр. 498 и далее) или Poole (1936, стр. 74 и далее). 
Существуют общие теории, содержащие как частный случай другие формы 

уравнения Ламе. Относительио теории дифференциальных уравнений с двояко- 
периодическими коэффициентами см. Айнс (1939, стр. 505 и далее) или Poole 
(1936, стр. 170 и далее). Относительно уравнений с периодическими коэффи- 
циентами см. Айнс (1939, стр. 513 и далее) или Poole (1936, стр. 178 и 
далее). 

В дальнейшем, если не оговорено противное, мы будем рассматривать 
й, Е, п как заданные (вещественные или комплексные) постоянные, а пере- 
менные как комплексные переменные. 

. Относительно теории уравиений Фукса см., например, Айнс 

15.3. Уравнение Гойна 

Можно доказать, что любое уравнение Фукса второго порядка с четырьмя 
особыми точками можно привести к виду 

aw } б = \ dw apx—q _ 
dx? +(4455+-55) dix tel esa? (1) 

где 

a+fp—y—d—e+1=0., (2) 
Здесь х=0, |, a, © —особые точки уравнения (1), причем индексы в этих 
особых точках зависят от &, ..., в, а постоянная g—TAaK называемый вспо- 
могательный параметр, наличие которого связано с тем, что уравнение
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Фукса второго порядка с четырьмя (или большим числом) особыми точками 
не определяется однозначно положением особых точек и индексами. (См. 
Айнс, 1939, стр. 498 и далее; Poole, 1936, стр. 77 и далее.) Приведение 
выполняется с помощью дробно-линейного преобразования независимого 
переменного и соответствующего преобразования зависимого переменного, 
соответственно (4) и (5). Уравнение (1} известно как уравнение Гойна (Нецп, 
1889, Уиттекер и Ватсон, 1963, п. 23.71). 

Уравнение Гойиа можно охарактеризовать с помощью Р-символа (см 
п. 2.6.1, нли Айнс, 1939, стр. 500): 

. 0 1 а © 
р) 0 0 0 ах,. (3) 

1—7 1—6 1-е В 

Следует отметить, что Р-символ не характеризует полностью уравнение и 
что при любом преобразовании уравнения надо отдельно с помощью непос- 
редственного вычисления установить, как преобразуется вспомогательный 
параметр. 

Для Р-символа с четырьмя столбцами мы имеем линейные преобразования 

abed Е) (5) Phe ar их} 
х—4 x—d x—d п AR ой би 

С b d \ а 

=P jae Ве ут 8&’—p—o—t at (4) 
a”-t+p В 

Р 

"tg y+ 8&"—p—a—tT 
М (a) М M (c) M (da) 

а В 1 бб ие ‚ (5) 
\ [о В" y" 6” . 

о Рав" уу" 56" =2, 

М) =: ть, AD— BC £0. 

где 

(6) 

Если две из разностей показателей равны 1/2, то имеем квадратичное 

преобразование. Например, если в (1), (3) мы имеем 

б=в=1/2, у=а- В, (7) 
то 

0 1 a 00 
0 1 а © _ 

Pt ооо "|=Р 0 а 0 9 tele 

l—y 1/2 1/2 
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где в последнем Р-символе 

1—@ 
Ее) ит (9) 

Если три разности показателей равны 1/2 (как в случае алгебраической 
формы уравнения Ламе), то имеем три различных квадратичный преобразо- 
ания. Делая после каждого из них еще одно квадратичное преобразование, 

Получаем биквадратные преобразования 
Перейдем к аналитическим представлениям решений уравнения (1). 
Пусть ay, ..., @ — особые точки, Р-символа с четырьмя столбцами, 

ри а, — показатели ва, и >) (a; -а,) =2. По аналогии с 24 рядами Кум- 
мера для Р-символа с четырьмя столбцами (п 2.9) имеем 192 ряда вида 

io) 

х—а, "(ey A ay— а! = 

(=) x—Qy У. П\а-а ха , (9) 
1 т=о Jo" 

Tae i, j, k, {— перестановки 1, 2, 3, 4, р есть @ или @”; о есть ©, или ©; 

и т есть ор или Op. Лишь 96 из 192 рядов различны. Эти ряды были изу- 
чены Гойном (Heun; 1889), Сноу (Snow, 1952, гл УП) н др В тех случаях, 
когда существуют квадратичные преобразования (как в случае уравнения (8)), 
они приводят к новым разложениям в степенные ряды. \ 

С другой стороны, решения уравнения (1) можно разложить в ряды по 
типергеометрическим функциям. Такие разложения были изучены Свартхоль- 
мом (Svartholm; 1939) и Эрдейи (Erdélyi; 1942, 1944). В качестве типичного 
разложения можно указать 

0 1 а © a 0 1 со 
| ‚0 0 ах =У 4 Py 0 0 Ам xf, (И) 

1—7 1—6 1-е В т=о l—y 1—6 p—m 
где 

A--p=y+5—l=a+B—s. (12) 
Оказывается (Erdélyi, 1944), есть две существенно различные возможности 
выбора А ий. Для рядов типа I (Erdelyi, 1942) A=a, и=В—е. Эти ряды 
сходятся вне эллипса с фокусами 0, 1, проходящего через точку а, и выра- 
жают ветвь (3), которая соответствует показателю & в бесконечно удаленвой 
точке. Существуют три различных разложения такого типа для каждой 
ветви (3). Для panos типа И (Svartholm; 1939) p=0, у—1, 6—1 или 
y+6—2. Они являются рядами по многочленам Якоби, но, вообще говоря, 
не сходятся; они сходятся в исключительном случае функций Гойна (см. 
ниже), когда вспомогательный параметр имеет одно из собстренных значений. 

Во всех рассмотренных выше разложениях коэффициенты Х, удовлетво- 
ряют трехчлениым рекуррентным соотношениям 

Во Хо \, Х, =0, \ (13) 

Op Xp FBXpt+ Vpt X41 = 0, г=Т, 2, ... 

где o,, B,, 7; имеют известные выражения через г и параметры, yy, 20и 

Ap—+ a, В, —В, у, —\, когда г— oo. (14) 

Если & и & являются корнями квадратного уравнения 

&-- ВЕ-у 0 (15)
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и 15| < fet, то существует lim (X,/X,_,), который, вообще говоря, 

равен №; если параметры задачи удовлетворяют иекоторым условиям, то 

Х 
lim —"--=f 

(Perron, 1929, п. 57). Рекуррентное соотношение можно записать в виде 

X, _ —Op 

Xpor Bet VetiXptalXp’ 
r=l1, 2,... 

Путем. повторного применения этой формулы приходим к бесконечной непре- 
рывной дроби 

Xp 
Ip = — 

— Яра +1 В, у 
в r+2Vr+2 (18) 

ret В Ar+sYr+s 

re Beta ... 

Можио показать, что эта непрерывная дробь расходикся; если | |=|В| в 
НУ Ь, и сходится, если [#1 | < | ¢t,| или Н=Ь, причем д, —+ В, когда г —+ ®. 

Если |&|<|Ь| и параметры удовлетворяют условию Ву=д1\:, то 
Х,/Х, 1 — ty, когда r—> oo и X, можно вычислить & помощью 4,; если 
|| < | to | И Во 5Ё д1\:, TO ХХ: 1 — to, a если lt, /=| te | , ty = ta, TO 

шт (Х,/Х,_1} He существует. 
В прнложении к уравнению Гойна (а следовательно, и к уравнению Ламе) 

Bo и 4, зависят от вспомогательного параметра (q или В). В общем случае 
№2 91V1, X7/Xp_1 —> fe, область сходимости степенных рядов и рядов 
типа [ по гипергеометрическим функциям ограничена и содержит лишь одну 
из четырех особых точек уравнения; ряды типа П по гипергеометрическим 
функциям в этом случае не существуют. Если вспомогательный параметр 
принимает одно из собственных значений, то В. =91\1, Xp/Xp_1 —> ty, ряды 
сходятся в более широкой области, содержащей по крайней мере две особые 
точки, соответствующие собственные решения имеют заданный характер 
в окрестности этих двух особых точек и называются функциями Гойна (или 
Ламе). В этом случае ряды типа П по гипергеометрическим функциям также 
сходятся и представляют функцию Гойна (или Ламе). 

Теоремы о существовании и распределении собственных значеннй вспо- 
могательного параметра вытекают из общей Теории (сингулярных) уравне- 
ний Штурма — Лиувилля 

Вообще, уравнение В, =41\: для вспомогательного параметра трансцен- 
дентно, однако случай, когда G@p=O0 для некоторого натурального значе- 
ння R представляет исключение. При r<QR, 4, является конечной непре- 
рывной дробью и В, =а1\,—алгебраическим уравнением для вспомогатель- 
ного параметра. Если Ро =91:ул, TO Ар=0 и из (13) следует, что Хр+1 = 
—=КХр-+.=. .=0. В этом случае разложення в ряды состоят из конечного 
числа членов И мы имеем многочлены Гойна (или Ламе) или алгебраические 
функции Гойна (или Ламе). С другой стороны, если ар=0, можио положить 
9=X,=...=Xp_1=0, определить вспомогательный параметр из уравне- 

ния Вр=‘\р+29 +: (которое является трансцендентным уравнением) и полу- 
чить трансцендентные функции Гойна (или Ламе).
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$ 15.4. Решения общего уравнения Ламе 

Применим теперь результаты п. :15.3 к уравнению Ламе, Положим 

S=snz, c=cnz, d=dnz. (1) 

На протяжении этого пункта п и В произвольны. 

1 #2 со \ 
2 A=Pi 0 0 0 —ni2 (2) 

11/2 1/2 1/2 n/2+1/2 

и различные преобразования атого выражения вытекают из 15.3 (4), (5), (8). 
В частности, из 15.3 (8) следует 

2 

о 1 (53 
АР 1-8 d+ke (3) 

=) фр 0 0 —п2 ТЕЧ | 
п/2--1/2 1/2 1/2 п/2- 1/2 

Дальнейшее квадратичное преобразование (2) приводит к 

—1 1 R7 —k-1 

| 0 0 7 —n/2 - (4) 

(1,2 1/2 n/2@+1/2 n/2-+1/2 

a eT —th 

A=P; 0 0 — —n/2 £ (5) 
1/2 1/2 n/2+1/2 n/2+1/2 

tk’ —tk’ t — 

A=P} 0 0 и —n/2 — (6) 

1/2 1/2 п/2-+-12 n/2+1/2 

Из (2), (4), (5), (6) и результатов п 15.3 следует много разложений 
для решений уравнения Ламе Неопубликованный список, составленный 
Эрдеви, даег 30 переменных, которые могут быть использованы в рядах, 
аналогичных 15 3(10), с четырьмя различными множителями для кажлого 
переменного Принимая во внимание, что для первых 18 ти из этих пере- 
менных р может равняться нулю или 1/2, мы получаем 192 различных ряда. 
Относительно некоторых из простейших степенных рядов и рекуррентных 
соотношений для их коэффициентов см Ince, 1940а, и указанную там лите- 
ратуру. Относительно разложений по функциям Лежандра см Erdelyi, 1942 а. 
Разложения по показательным и тригонометрическим функциям вытекают 
из 152(5) и других тригонометрических форм уравнения Ламе, с помощью 
теории дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами 
(Аинс, 1939, стр 513 и далее, Роо]е, 1936, стр 182 и далее) Эти разложе- 
ния были изучены Айнсом (Ince, 1940) и Эрдейи (Erdelyi, 1912а).
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$ 15.5. Функции Ламе 

Мы будем предполагать, что # и п—заданные числа такие, что O<&k < I 
и п(п--1) вещественно, так что либо й вещественно, либо n=—1/2+ip, 
где р— вещественное число. Мы изузим периодические решения уравнения 
Ламе и покажем, что такие решения существуют для некоторых (собствен- 
ных) значений fh; мы будем их называть периодическими функциями Ламе 
или, кратко, функциями Ламе. 

15.5.1. Веществеиные периоды функции Ламе. Так как 3022 имеет 
примитивный вещественный период 2K, то прнимнтивный вещественный период 
любой функции Ламе, обладающей вещественными периодами, должен иметь 
вид Р=20К, где р=1, 2, Но $122 является четной функциеи от z—K, 
и если А (2) —периодическое решение уравнения Ламе, то функции Л (2К — 2), 
A(z) Е A(2K—z) также являются периоцическими решениями этого урав- 
нения Мы можем поэтому ограничиться рассмотрением функций Ламе, 
которые являются четнымн или нечетными функциями от 2—К Если функ- 
ция Ламе с вещественным пернодом является четной функцией от &—К, мы 
будем обозначать ее Ec, (2, Ё?), а если она является нечетной функцией от 

z—K, то Es, (2, Ё?) Далее мы будем писать Есй (2, Е?) и Ез (2, Ё?) для 
функций с периодом Р=2рК, которые имеют т точности pm нулей Ha полу- 
открытом промежутке 0 < 2 < 2pK (или на любом полуоткрытом веществен- 

т HOM промежугке длины Р) Собственные значеиия h, соответствующие Ecy 
и Esp’, мы будем обозначать соответственно через an (#?) и 6% (Ё?). Эти обо- 
значения были введены Айнсом (Ince, 1940а) и модифицированы Эрдейи 
(Erdely1, 1941а) Поскольку для этих Функций нет общепризнанной иорми- 

ровки, мы будем считать функции Есд (2) и Es, (2) заданными с точностью 
до постоянного множителя Поэтому мы будем опускать постоянные множи- 
тели в таких соотношениях, как (31) (см ниже) 

Решения с nepuodams Жи 4 В каждом из этих случаев имеет место 
в силу периодичности равенство Ес (—К-- # = Ес (3К- ВР, а это выражение 
в силу четности равно Ес(—К—Ё) Таким образом, Ес (2) является четной 
функцией как от z—K, так и от 2--К. Мы имеем, таким образом, краевое 
условие 

A’ (—К) =A’ (К)=0 для A=Ec (Zz). (1) 

Обратно, если решение A(z) уравнения 15 2(1) удовлетворяет условию (1), 
то оно является четной функцией как от 2—К, так и от 2 К и поэтому 
должно иметь периот 4K. Аналогично, 

А (—K) = Л (К) =0 для A=Es (2) (2) 

Учитывая соотношения симметрии относительно +-К, достаточно изучить 
функции Ламе с периодами 2K и 4K на промежутке (—K, К). Мы покажем, 
что этот промежуток можно свести к (0, К) 

Пусть Е (2) означает либо Ес (2), либо Ез(2) Тогда E (2) и E (—2) удов- 
летворяют одному и тому же дифференциальному уравнению и, в силу (1) н 
(2), одному и тому же гравичному условию Поэтому они могут отличаться 
друг от друга лишь постоянным множителем Таким образом, В (2) является 
либо четной, либо нечетной функцией от 2, и мы имеем следующие четыре 
случая (т=6, 1, 2, ...): 

А (0)=A(K)=0, Л=Ез”" (2), — период 2K, (3) 
А’ (0) =Л(К)=0, Л=ЕзЗН (2), » АК, (4) 
A(0)=A’ (К)=0, A=Ech™* (2), » 4K, (5) 

А’ (0)=A’ (К)=0, A=Ec?” (2), » XK (6) 
с соответствующими соотношениями симмет рии.
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Наши функции можно определить также-как решения краевых задач на 
промежутке (0, Ж): 

А (0)=Л (Ж)=0 для Л=жЕзи (2) waa Есй"*1 2), (7) 
А’ (0) =Л' (Ж)=0 для ЛА=ЕЗН (2) пли Ес” (2). (8) 

Существование в точности одного решения для каждой из задач (3) — (6) 
при каждом т =0, |, 2, ... следует из теории уравнения Штурма—Лиувилля 
(см ‚ например, Айнс, 1939, п. 1061). Так как собственные чнсла для задачи 
турма—Лиувилля образуют возрастающую последовательность, имеем из (1), 

(2), (7), (8): 

а<а<а<..., ат + ©, когда т -+ oo, (9) 
bc ..., bf > oo, » то, (10) 

ached c<bhe<..., (11) 
acthhcadcbe<,.. (12) 

Таким образом, можно достаточно хорошо устаиовить взаимное расположение 
собственных значений, за исключеннем того, что мы не можем сделать ннка- 

ких утверждений относительно взаимного расположения али bp. Айнс (Ince; 
1940a, b) вычислил собственные значения для целых значений 2n, но надо 
отметить, что его обозначения несколько отличаются от использованных нами: 

чтобы согласовать обозначения Айнса с нашими, иадо переставить glint H 

| 

Айнс (Ince; 1940а) первым использовал для построения функции Ламе 
степенные ряды. Позже (1940) он открыл разложения в тригонометрические 
ряды, которые сходятся бысгрее, особенно если Ё близко к |. 

Разложения в тригонометрические ряды основаны на 15.2(5) и аналогич- 
2 

ном дифференциальном уравнении, которому удовлетворяет функция act . 

Для каждой функции Ламе с периодом 2К нли 4К мы имеем два разложення, 
указанных ниже. Здесь используются сокращенные обозначения 

= ат 2, H=«%h—kn(n+1) (13) 

и т является неогрицательным целым числом. 
Тригонометрические ряды для функций Ламе с периодами 2K, 4K: 

Ec?” (2) -> Ao +», Ag, cos (2х5) =dnz |. Co +>) Cy, COs ert) | » (14) 

r=1 r=1 

Bek (2) У Ан 108+) = виа $ Сино +0, (15) 
r=0 r=0 

Esa” (2) = У Вор sin (2r%) = dn 2 У Dar sin (25), (16) 
r=1 РЕК 

Esq"? (2) = У Взг-+1 Sin [(27 +1) C]=dnz У Ра +1311 [27+ 08]. (170) 
г=0 r=
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Рекуррентными формулами для коэффициентов В формулах (14) —(17) яв- 
ляются (г=1, 2, 3, ...): 

—Н А (п— i} (1-2) А, =0, 

т (4 —2r 4-2) (п-+- 2—1) А, _,[Н —4r? (2—№1)] А.,-- (18) 

+5 (2—1 (1+2) Ава, 
— Нов (n-+1) №, =0 

(t= 2r $1) (#27) ИС, gL —4r? @— №} Cay + 19 

+ 5dt—2r) (027+) Cop 40, и 

_ [2-е | 4.45") и+Э 84, =0, | 

5—2 $1) (+29 МА, _;[Н— (7+1 Ages + (20) 
F(t 2r—2) (nr 4-3) дань, 

_ [H—-2+H—5 nati | Cty (aI) (n +2) с, =0, | 

> (п— 2r) (n+ Or + 1) R2Cg,_ s — PA —(2r + 1)3 (2—F)] Capt $ (21) 

+5 (n—2r—1) (N27 +2) сво, | 

—(H—~8-4- 484) В, =. (п—3) (п-{-4) А? Ва =0, 

2) (n+ 2r 4-1) В, —[H —(2r +2)3 (2—#1)] Bap sat + (22) 
+5 (t—2r—3) (+2744) RBar 4, ; 

—(H—8-+ 4k) Dy +> (n—2) (14-9) MD =0, | 
ии —1) (n 4-27 4-2) ADyp—[H—(2r +2) B—E\Daras t+ | (23) 

+7 (n—2r—2) Он 0, | 

_ [аа (n+ ов | By +> (n—2) (n+ 3) В = 0, 

+ (n—~2r +1) (n-+2r) В, _1-(Н —(2r + 1)9(2—R)] Barat | 09 

+5 (n —2r —2) (п-- 27-3) В, ‚4-0, } 
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— Ни") | 21+ ®—1) (n-+2) HD,=0, ) 

о (n+ 2r+1) R°Dop_1—[H —(2r +1)? (2—1) Dapait № (25) 

+ (2—2r— I) (14-27 +2) Rap a9 =0. | 
Если каждое из этих восьми рекуррентных соотношений разделить на 4/2, 

они примут вид 15.3(13), где X, равно соответственно A>,, Apt, +--+» Оэг+1. 

Во всех восьми случаях ==, В=^2 —2 и корни квадратного урав- 

"\Q 
ha=(3* Е" ) . (26) 

Для периодических функций Ламе X,/X,_, стремится при г -+ © к меньшему 
корню и скорость сходимости рядов (14)—(17) при вещественных C сравнима 
со скоростью сходимости геометрической прогрессии со знаменателем 

(I—R') (1 +2’). 
Непрерывная дробь 15 3(16) дает в каждом случае уравнение для собст- 

венных значений й. Эти уравнения получены Айнсом (Ince; 1940 b). Вообще 
они являются трансцендентными, метод их численного решения дан Аинсом 
(Ince, 1932, стр. 359). Однако если п — целое число, то некоторые из непре- 
рывных дробей конечны, и мы получаем (для п=0, 1,2, ...) всего 2n+1 
функций Ламе, представимых конечными тригонометрическими рядами. Этн 
ряды являются, следовательно, многочленами от $, с, 4 Такие функции Ламе 
известны как многочлены Ламе. Отметим, что и в этих случаях существует 
бесконечная последовательность трансцендентных функций Ламе (Ince, 1940а). 

Функции Ламе с вещественным периодом можно также представить в виде 
рядов по функциям Лежандра (см. Erdélyi. 1948 и указанную там литературу). 
Мы пол) чаем конечные разложения в случае многочленов Ламе и бесконечные 
ряды для трансцендентных функций Ламе Коэффициенты в этих рядах яв- 
ляются кратными коэффициентам тригонометрических разложений. Разложе- 
ния по многочленам Лежандра весьма полезны для построения функций Ламе 
второго рода (см. ниже). 

Айнс (Ince; 1940b) изучил также вопрос о сосуществовании. Его резуль- 
таты могут быть сформулированы следующим образом. Если п не является 
целым числом, то не могут существовать два различных периодических ре- 
шения, соответствующих одному и тому же собственному значению A. Если 
й — целое и мы имеем многочлен Ламе, то второе решение никогда не является 
периодическим. С другой стороны, если п — целое н мы имеем трансцендентную 
функцию Ламе, то четное и нечетное решения соответствуют одному и тому 
же собственному значению hk. Таким образом, (9) —(12) могутбыть дополнены 
соотношениями 

нения 15.3(15) равны 

all % by для всех т-=0, 1, 2, ..., если п не является целым, 

или если п — целое и т=0, 1,..., |п--1/.|— 1/5; (27) 
т dn =by, если т и п— целыеи т > |в-+ 1. |—1). 

Айнс (Ince; 1940а) изучил также асимптотические свойства собственных 
значений при больших значениях п и доказал, что для больших веществен- 
ных ft 

an” ТН д, (ат --1) Е [п (atl, 
ОН т (Дт 3) k [п (п-- 1). (28)
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Решения с Opyeumu вещественными периодами. Решения с примитивным 
периодом 8К можно представить в виде ряда Фурье 

cos ХА нь (и) 
причем легко установить рекуррентные соотношения для коэффициентов н 
связанное с непрерывной дробью уравнение для определения собственных 
значений A Если 2п—нечетное целое число, то непрерывная дробь конечна 
и мы получаем алгебраическое уравнение для й. Функции Ламе с периодом ЗК, 
соответствующие корням этого алгебраического уравнения, являются алге- 
браическими функциями OT $, с, 4 и известны как алгебраические функции 
Ламе (Относительно алгебраических функций Ламе cm. Lambe, 1951, 1952 и 
указанную там литературу). Как для алгебраических, так и для трансцен- 

hd т-+1/, __ m+1/, —_— дентных функций Ламе мы имеем a, =b, при т=0, 1, 2, ... и всех 
значениях п. 

Решения с примитивным периодом 2рК можно представить в виде ряда 
Фурье 

cos 
A, e 2r — 1 С, 

У. sin р 

который приводит к соответствующим рекуррентным соотношениям ит. д. За 
исключением случаев р=1, 2 или 4, уравнение, определяющее h, является 
трансцендентным и ряд Фурье бесконечен. 

Функции второго рода. Пусть й равно одному из собственных значений 
оп или by Тогда одно из решений уравнения Ламе является (периодической) 
функцией Ламе, например & (2). Исключая случай, когда 21 — целое число и 
т > |п--1/. |--'/.›, уравнение Ламе имеет единственное периодическое реше- 
ние, и поэтому нам нужно построить функцию Ламе второго рода. Для мно- 
гих задач удобной фупкцией второго рода является решение уравнения Ламе, 
принадлежащее в бесконелно удаленной точке показателю ”/.--1/. (см. 
15.4(2)) Мы полагаем Rea =.—1/.. 

Существует много конструкций функций Ламе второго рода. Так, из ра- 
венства 15 4(2) можно получить разложение по убывающим степеням $, и тео- 
рия уравнений Гойна указывает многочисленные иные разложения в степен- 
ные ряды. Далее, если ЕЁ (2) (периодическая) функция Ламе первого рода, то 

Е (2) \ [В (u)|~2 du 
1K’ 

представляет собой функцию Ламе второго *рода. Это представление часто 
использовалось в прежнеи литературе (см., например, Уиттекер и Ватсон, 1963, 
п. 23 71) 

Если функции Ламе первого рода можно представить в виде ряда по 
функциям Лежандра первого рода, в когором переменная пропорциональна $5, 
с или 4, то соответствующую ф\нкцию Ламе второго рода можно получить, 
заменив каждую функцию Лежандра первого рода соответствующей функцией 
Лежандра второго рода. Это решение особенно важно, если 2n и 2т — целые 
числа, и О т=<|п--1|—1/, В этом случае функция Ламе первого рода 
является многочленом Ламе (если 2п четно) или алгебраической функцией 
Ламе (если 2n нечетно) В обоих случаях она может быть представлена ко- 
нечным рядом по функциям МЛежандра первого рода, и соответствующая 
функция Ламе второго рода может быть представлена в виде конечной ком- 
бинации функций Лежандра второго рода. Эти представления очень полезны 
при конструировании внешних эллипсоидальных гармонических функций 
(см. п. 15.1.1).
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15.5.2. Функции Ламе с чисто мнимым периодом. Формулы преобразова- 
ния. Так как sn?z имеет примитивный чисто мнимый период 214’, то прими- 
тивный период любой функции Ламе с мнимым периодом должен иметь BHA 

Q1pK', где р=1, 2, ... Существование и свойства таких функций могут быть 

установлены тем же способом, что был применен в п. 15.5.1, путем сведёния 

к некоторой задаче Штурма—Лиувилля, например, для промежутка (K, (+ iK’). 

Вместо этого мы выведем всю необходимую нам информацию из результатов 
п. 15.5.1 с помощью мнимого преобразования уравнения Ламе. 

Положим в 15.2 (1) 

2's i(¢—K—ikK’), —#й’=п(8в-+- [В (29) 

и используем табл. 7 п. 13.18 н табл. 11 п. 13.22. Получаем 

[k sn(z, ЮР E ee . * = [dn (=, k’'y}¥—=1—[k’ sn (2", в) 

H, следовательно, 

d7A ? t ? ? >. apr t (A! —п (a +1) fh’ за (2, А =0. (30) 

Очевидно, что каждое решение уравнения (30) удовлетворяет 15.2(1), и об- 
ратно. Кроме того, решения уравнения (30), имеющие как функции от 2’ 
вещественный период, будучи рассматриваемы как функции от2, имеют чисто 
мнимый период. Из результатов п. 15.5.1 получаем следующую информацию. 

Достаточно рассматривать функции Ламе с чисто мнимым периодом 2ipK’, 
p=1, 2, ..., Которые являются чегными или нечетными функциями от 
z—K=— i (2’ —K’). Если четные функции имеют в точности рт нулей, когда 
#=К--Йи # принадлежит промежутку О< < 2рК’ (или любому полуот- 

крытому промежутку длины 2pK’) мы будем обозначать их Ec,” (2, Ё?). Соот- 

ветствующие нечетные функции мы будем обозначать Es,” (2, №2). Собствен- 

ные значения fh’ =n (n+1)—hA для Ес" и Es,” мы будем обозначать соот- 

ветственно ад” (#2) и by” (№). 
Если О<&<1ип(п--1) вещественно, то для каждого т=0, 1, 2,... 

существует в точности одно Есп” и для каждого m==1, 9,... в ТОЧНОСТИ ОДНО 

Езп”. Эти функции имеют период 2’, если т четно, и 4’, если т нечетно. 
Эти функции и соответствующие им собственные значения h’ MOMHO выразнть 
следующим образом: 

Ee,” (2, №8) = Вс” (z’, №"), Es" (z, №) = Esl (27, №”), (31) 

an” (в) = от (2), Бу (Е). (32) 

Два различных решения с перидчами 2iK’ или 4iK’ принадлежат одному и 
тому же собственному значению hf’ (или A) тогда и только тогда, когда п — целое 
число и рассматриваемые функции являются транспендентными функциями 
Ламе чисто мнимого периода, т. е. т > |п-+1/. |—1"/. 

Информацию относительно взаимного расположения и асимптотических 
свойств собственных значений можно получить с помощью соотнощений (32) 
и (9)—(12), (27), (28). 

Многочлены Ламе, являясь многочленами поз, си 4, обладают как ве- 
щественным, так и чисто мнимым периодом. Исследование их нулей приводит
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к тождествам 

Ес” (2, k2)=mEc'®~™ (2, кз) = Ech ™(2’, &”), } 

Es” (2, 2) = В’ (2, kt) = Est 48 (2’, Е"), 

ат(Ё*) + a’2~™ (а) ==ат (#1) рай" (Е) =жп (n-+1), 

ет ды (а) рт" цы) п (2-1), мы 
которые справедливы прн условии, что п-— целое число, m=O, 1,... 
...› | П-- 1/2 | —1/2 и функции Ламе нормированы соответствующим образом 
(Erdélyi, 1941 a). В частности, при 22 =”? =1/2 имеем 

а" (1/2) ай" (1/2) =b™ (112) b2- +2 (1/2) =n (n+ 1), (35) 
ап, (1/2)=a(2n+1), Валу, (1/2) = (в 1) (2+1), m0, 1, 2,... (36) 

Похожие соотношения справедливы для алгебраических функций Ламе 
(Erdélyi, 1941 b) 

Ест+ 1/2 (2, 21) =Ec'"~™ (2, 3) = Койот (z’, Ё”), 
Es™+1/8 (2, #2) =Es't-m (2, R= Е; (2’, &"), | (37) 

ат+ 1/2 (2) + qin~™ (£3) =а"+ 1/2 (k2)-+-a"~™ (kh!) = n(n-+1), (38) 

am+2/8 (1 /2)+-an-™ (1/2) = п (n+1) (39) 
при условии, что п—1/2—целое uncno, т=0, ... , |п—1/2[ и функции 
Ламе нормированы соответствующим образом. Отметим, что соответствующие 
четные и нечетные алгебраические функции Ламе отвечают одному и тому же 
собственному значению и, следовательно, для этих функций 4==5, Из (39) 
мы имеем также 

1 | 1 3 
ан, (>) => (2"+-5) (2m++), m= (), 1,2, ... (40) 

Обсудим теперь проблему сосуществования для решений с периодами 
Ж, 4К, 2’, 4’ (см. Erdélyi, 1941 а). Мы знаем уже, что два решения с ве- 
щественными периодами сосуществуют (соответствуют одному собственному 
значенню) та и только тогда, когда и — целое и рассматриваемые функции 
являются транспендентными функциями Ламе с одним и тем же вещественным 
периодом. Аналогично два решения с чисто мнимым периодом существуют 
тогда и только тогда, когда п— целое число и рассматриваемы- функ- 
ции являются трансцендентными функциями Ламе с одннм и тем же чисто 
мнимым пернодом. Кроме того, в случае многочленов Ламе функции Ламе 
с вещественным периодом и функции Ламе с чисто мнимым периодом совпа- 
дают. Многочлены Ламе являются двояко-периодическими функциями Ламе, 
и можно показать, что они являются единственными двояко-плериодическими 
решениями уравнения Ламе с периодами 4K, 4’. Анализ информацин отно- 
сительно взаимного положення собственных значений показывает, что дре 
различные функции Ламе, одна из которых имеет вещественный период Ж 
или 4K, а другая —чисто мнимый период 2’ или 4’, никогда не могут 
принадлежать одному и тому же значению A, 

Суммируя сказанное выше, мы видим, что если Ё,„(2) функция Ламе 
с периодом 2K, 4K, 2Ж’ или 4’ и п ие является целым числом, то E, (2) 
имеет либо только вещественный, либо только чисто мнимый период и яв- 
ляется единственным периодическим решением уравнения Ламе. С другой 
стороны, если п — целое, то E,, (2) является либо миогочленом Ламе и в этом 

(33)
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случае двояко-периодично (в этом случае соответствующая функция Ламе 
второго рода ие периодична), либо Е; (2) —трансцендентная периодическая 
функция Ламе, сосуществующая с другой функцией Ламе, имеющей тот же 
самый период. 

15.5.3. Интегральные уравнения для функций Ламе. Интегральные урав- 
нения для функций Ламе были открыты Уиттекером (Whittaker; 1915 a, b) 
и изучены Айнсом (Ince; 1922, 1940 a,b), Эрдейи (Erdelyi; 1943) и др. Соот- 
ветствующие интегральные уравнения для функций Гойна были изучены 
Лэмбом, Уэрдом. (Lambe and Ward; 1934) и Эрдейи (Erdelyi; 1942 Ь). 

Пусть М (В, y) удовлетворяет уравнению в частных производных 

д? 0? G2 (И зп B, YPN=FE—n (nti lesa(y, MPM, = (Al 
и пусть Л (7) является решением уравнения Ламе 

aA th 1) [# sn (у, ЮР} A=0 9 ae tl —n(n-+t)[k sn (у, #)]2} A=0. (42) 

Тогда с помощью интегрирования по частям получаем 

4? 2) {д thet [Е sn (В, &)) Вы ¥) A (y) dp= 

b 

={ (Sa tin (nt 1) [ksn(y, 2) м) A(y) dy= 
a at 

=|" FP aw—v 60 |+ 
b 

(мо (Gettin оао, AA) dy 69 

Отсюда следует, что если проинтегрированиая часть [.. ay обращается в нуль, 
b 

TO \ М (В, У) Л ($) dy являбяся решением уравнения Ламе. 

а 

т, и пусть Л (7) =Е" (у) является решением 

с периодом 2K или 4K, соответствующим fh, предположим также, что М (В, y) — 
решение уравнения (41), являющееся периодической функцией с периодом 4K 
как по В, так и по у. Тогда из наших рассуждений следует, что 

2K 

М (В, y) En (у) dy 
-2K 

является решением уравнения Ламе, имеет период 4K и соответствует TOMY же 
самому собственному значению, что и Е” (у). Если п не является целым 

— „т т Пусть теперь й=а,„ или b 

числом или если п— целое и т=< п, так что ЕТ (у) — многочлен Ламе, To 

Е» (у) —единственное периодическое решение уравнения (42), и мы получаем
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интегральное уравнение для Е”, 

2К 

{ VG, дк" АЕ" В), (44) 
-2К 

п=0, 1,2,..., m=0, I,..., 2, 
или п He целое, т=0, 1, 2,... 

Если п-— неотрицательное целое число и т >> п, то уравнение Ламе имеет 
два различных периодических решения и интеграл должен быть линейной 

комбинацией Ес», (В) и Es’ (В). В этом случае мы получаем интегральные 
уравнения для двух различных периодических решений, которые, вообще 

говоря, не должны совпадать с Ес” и Es”. Однако можно получить инте- 

гральные уравнения для Ecr (Es?), выбирая в качестве WN (В, у) четную 

(нечетную) функцию от В—К. 
Построение соответствующего ядра М (В, y) облегчается с помощью сле- 

дующего замечания: если ввести новые независимые переменные 6, ф по 
формулам 

sin 6 cos ф =&sn В зп у, 
ла: JR 

sin 0 sin p =i 7 сп fen y, 

1 
В” 

(45) 

с0з 0 = -; ап В апу, 

то Из 15 1 (16) и 15.1 (18) видно, что дифференциальное уравнение в частных 
производных (41) превратится в дифференциальное уравнение в частных 
производных для сферических гармоник, поэтому М (В, y) является некоторым 
решением последнего уравнения, выраженным в сферо-котических координа- 
тах. Если п— целое число и М (В, у) —(регулярная) сферическая гармоника 
и, следовательно (в соответствии с п. 15.1 2), также и (рег) лярная) эллипсо- 
идальная гармоника, то все собственные функции, соответствующие ненуле- 

вым значениям № ядра №, являются многочленами Ламе. 

Перечислим некоторые простые ядра и соответствующие им собственные 
функции (определенные путем рассмотрения четности ядра как функции от 
B 2 B—K): 

N = P,, (cos 0)=P,, (в dn В dn у), (Ес2”'), (46) 

N =P? (соз0) созф = # зп Взпу P (> dn В dn 3) ‚ (6+1, (47) 

N = P* (cos 6) ФЕ сп Всп у P,, G dn B dn з) » (Est), (48) 

N = P? (cos 8) sin (29) = | 
2 и 

== sn В nycufeny P,, (> dn В dn v): (Es2™*1), (49) 

Бели п— целое число, то собственные функции ядер (46)—(49) являются 
многочленами Ламе: ядра, соответствующие трансцендентным функциям Ламе, 
выражаются через Q,. Следует отметить, что известны и другие простые ядра, 
выражающиеся через функции Лежандра от ksnfsny или #(Е{#') си В сиу,
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15.5.4, Вырожденные случаи. Если # =0, то уравнение Ламе принимает вид 
d?A aa + АА =0. (50) 

Мы имеем К=л/2, и решение уравнения (50), удовлетворяющее условиям 
(3) — (6), имеют вид 

Ec?” (2, 0) = соз [т (г —л/2)}, Es)’ (2, 0) = эт [т (2—л/2)]. (51) 

Оба эти решения соответствуют собственному значенню | 

Бели R=1, то из 13.18 (4) следует, что уравнение Ламе принимает вид 

dA 
aa tlh—a (n+l) (th z)?] A=0 (:3) 

и К= с, К’=л/2. В этом случае Айис (Ince; 1940 а) показал, что 

ат (1) =” +2 (1) = (4т-- 1) в —4т?, 
ат +1 (1) =52"*? (1) = (4m +3) п— @т + 1), (54) 

Ec?” (2, 1)==Es2™*! (2, 1) = РИ (th 2), } 

Ect™ +1 (2, 1) = Es2™*2(z, 1) = P2-*™-) (th 2). (55) 

Наконец, пусть п —+ © и одновременно с этим & —+ 0 таким образом, что 
п (n+ 1) #2 + —40. (56) 

В этом случае зп (2, 0)=—sinz и, в силу 15.2 (4), €=1/2—z. Уравнение 
15.2 (5) принимает форму 

2 

Gert Uh-+ 40 (cos 1 A=0, 67 
являющуюся одной из форм уравнения Матье. Функции Ламе с веществен- 
ным периодом переходят при этом в функции Матье. Чисто мнамый период 
К’ в этом случае равен бесконечности. 

15.6. Фувкции Ламе — Вангерина 

Мы видели в п. 15.1.3, что некоторые из задач теории потенциала, сфор- 
мулированные во введенной Вангерином системе координат, приводят к оты- 
сканию решений, которые конечны в двух особых точках уравнения Ламе. 
Покажем сейчас, что такие решения могут существовать лишь для некоторых 
собственных значений й: соответствующие собственные решения будем называть 
конечными функциями Ламе или функциями Ламе — Вангерина для того, чтобы 
отличить их от периодических функций Ламе, изученных в предыдущих 
пунктах. Относительио функций Ламе—Вангерина известно сравнительно мало, 
и основной материал, который сейчас будет изложен, содержится в заметке 
{1948 а) и в неопубликованных работах Эрдейи. 

Функция Ламе--Вангерина является решением уравнения Ламе 15.2 (1) 

и обладает тем свойством, что (sn И? А (2) ограничено в области, содержащей 
NO крайней мере два полюса $п2. Точнее говоря, мы будем обозначать через 
ЕТ (2, №?) функцию Ламе—Вангерина, для которой (sn z)!/? Е! (2, Е?) ограни- 
чено и нмеет в точности т нулей в открытом промежутке (Ж’, Ж-- К’);
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отсюда следует, что (зп 21/8 РТ (2, К?) ограничено также в области, содержащей 
этот промежуток, а фактнческй. в бесконечной полосе, содержащей линию 
2=Ж'-- 2Kt,—o < {< х. Собственные значения f, соответствующие F™, мы 

будем обозначать с" (k?). 
Будем предполагать, что Rk и п заданы и что для вещественных # вы- 

ражение 
п (п-+ 1) [RK sn (iK! ЖЕ, вр 

веществеино, так что дифференциальное уравиение Ламе 15.2 (1) после пере- 
хода к независимому переменному # является дифференциальным уравнением 
с вещественными коэффициентами. Не теряя общности, можно считать, что 
Вел —=— 1/2. Наше предположение заведомо выполнено, если О<Ё <1и 
п (п--1) — вещественное число, но из 15.1 (33) видно, что могут встретиться 
также и случаи комплексных значений А. Из 13.23 (13) и табл. 11 в п. 13.22 
легко получить, что функции, входящие в 15.1 (33), удовлетворяют нашему 
условию вешественности. 

Если Р (2) —фувкция Ламе—Вангерина, то такимн же будут и функции 

F(QK+2iK’—2z) и F(2) + F(2K-+2iK’—z). 

Поэтому мы можем ограничитьёя рассмотрением функций Ламе—Вангерина, 
являющихся четными или нечетными функциями от 2—К— ЖК’. Если 

Ен (2, К?) —такая функция, то она будет четной или нечетной функцией от 
z—K—iK’ в зависимости от того, четно или нечетно т. Мы получаем, таким 
9бразом, следующие краевые условия: 

(sn 2)'/2 A (2) ограиичено при 2==', A’ (К-+-Ж')-==0 для Лэ=Р?" (2), (1 

(sn 2)1/2 Л (2) ограничено при z=iK’, А(К--Ж’=0 для A=F2™+3, (2) 

Так как г=Ж'’ —особая точка уравнения Ламе, то существование и свой- 
ства функций Ламе — Вангерина связаны с теорией сингулярных уравнений 
ПШтурма—Лиувилля. Однако характер особенностей в точке 2 =’ и краевые 
условия позволяют нам использовать простейшую форму теории сингуляфных 
уравнений Штурма—Лиувилля, сводящуюся, по сути дела, к теории регуляр- 
ных уравнений Штурма—Лиувилля. Из работы Мак-Кри и Невиня (McCrea, 
Newing; 1933) вытекает, что для каждого т ==0,1,... существует в точности 
одна функция Ламе—Вангерина и что собственные значения K2h, соответствую- 
щие атой функции, образуют неограйичениую возрастающую последовательность 

Kigh <Kich Kitch... , К + ® mp m—> ow. (3) 

Если Ren>—1/2 или n=—1/2, то някакие две функции Ламе—Вангеряна 
ие принадлежат одному и тому же собствениому значению, и мы имеем строго 
возрастающую последовательность 

Кай < Kitch < КЖ? <..., Ren>—1/2 или n=— 1/2. (4) 

Если 0<k <1, так что К вещественно, то с" также вещественны, и мы 

имеем 

<< <..., сть, ОЗЕЗЬ В>— 1. (5) 

Функции Ламе—Вангерина могут быть представлены разложениями вида 
15.3 (10). Различные разложения этого вида описываются Р-символами, дан- 
ными в п. 15.4. Мы укажем здесь ряды по убывающим степеням $, которые 
сходятся при O< Rk < 1.
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Любая функция Ламе—Вангерина принадлежит в точке $ = о показателю 
n/2+1/2 в 15.4 (2), и 15.3 (10) дает разложение этой функции по степеням S~ 2, 
умноженное на $512? -72°с2742°, где р и о принимают значения 0 или 1/2, 
Очевидно, что для 22" имеем o=0, а для F274 имеем o=1/2. Мы полу- 
чаем, таким образом, степенные ряды 

(oa) @ 

Fem (2) = > А-В" = С » стога, (6) 
г= 0] r=0 

a 92 

РТТ (7) =4 >) 4,5718 = cd Ур". (7) 
r=0 7=0 

Рекуррентные соотношения для коэффициентов имеют вид (г =1, 2, 3, ...): 

(h—-(a +- 1)? (I+ 22)] А. +2 (224-3) Е2А, =0, 

(п--27—1) (1-27) Apa -Н[—@- 2r 4 01-9] А, (8) 
2 (-- 1) (2n-+2r +3) k2A,4,=0. 

(2) — (9-1 By $2 @n-+ 3) В, 0, | 
(a+ 2r) (n+ 27-1) Bp + [h—(a-++ 27-- 2)? —(в-Е 2r -- 1)? 27] В,-- 

4-2(r-+1) (2n-+2r-+3) #2 B,,,=0, J 
[и — (п - 1)? —("- 2)?h?] С. 2 (2п-- 3) КС, =0, 

(10) 

(9) 

(n+2r) (n+ 27-1) C,_y+ [h(a 4-27 + 1)8— (n+ 27 4-2)2h2] C+ 
+2 (r+ 1) (20+ 2r +3) #?С,+,=0, 

fh —(n-+ 2)? (L+ 3)] Dy +2 (2n +3) #0, =0, 
(a+ 2r-+1) (n+2r-+ 2) а FP [h—(a 2r + 2)? ао, -- (11) 

+2 (7-1) (Q2n+2r-+3) k2D,4,=0. 

Если разделить каждое из этих рекуррентных соотношений Ha 472, оно 
примет вид 15 3(13) Во всех четырех случаях @=1, В = — (1-- #2), у=Е? 
и корнями квадратного уравнения 15 3 (15) являются В -==1, %=й-—2. Есди В 
не &ляется собственным значением, то отношение двух последующих коэф- 

фициентов стремится к 7? и ряды (6), (7), где s~*=k?2, не сходятся при 
2—=К-- К’. Если fh равно одному из характеристических значений, то отно- 
шение двух последующих коэффициентов стремится к 1, и ряд сходится 
в области |$| > 1, содержащей всю прямую Imz=K’. 

Ряды ls, (7) неудобны, если |2|=1, T. e. в случае III п. 15.1.3. В этом 
случае удобнее применять аналогичные ряды по убывающим степеням с. 

Более удобные для численных расчетов ряды могут быть получены с по- 
мощью Р-символов 15.4 (4), (5), (6) При 2 =”, c/s=— + функции Ламе— Ван- 

РТ (см. 15.4 (6). Из 
2 

е-- 18 
15.3 (10) вытекает, что разложения имеют вид рядов по степеням ais 

герина принадлежат в точке с/3 = — 1 показателю 

= (c-+is)?, умноженных Ha 

t+ is\n/2+1/2 (c—ik’s\? Ге \° 

где рис принимают значения 0 или 1/2. Ясно, что для четных т надо брать 
p=o=0, а для нечетных т р=6=1/2. Кроме того, вводя C, как в 15.5 (13), 
имеем 

snz=cost, cnz=sint, c++is=-+ eT +b (12)
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Мы получаем, таким образом, иные разложения: 

FR" (2) = У, Арехр [— (и 27-1) 5, (13) 
r=0 

F2"*1 (g)=dnz У, B,exp[— (n+ 2r +2) Ci], (14) 
r=0 

коэффициенты которых удовлетворяют рекуррентным соотнощейиям 

[H —(n-+ 1)? (2—#?)] Ay + (2n-+ 3) А, =0, 
(2r—1) (a + r)R?A,_ +H — (a+ 1+ 2r)? (2—#2)] A, + 

+ (73-1) @a+ 2r +3) А, +1 =0, 

[H — (n+ 2)? (2—k?)} By + (2n + 3) #В: =0, 
(16) 

(15) 

(Qr 4-1) (n--er+1) #28, _1-4 [H—(n+-2r-+-2)? (2—k2)] Bp + 
+ (r-+ 1) (20+ 2r +3) k2B,4,=0, 

rae H=2h—n(n-l 1] и г=1, 2, 3, ... 
Если разделить эти рекургентные соотношения Ha 9/2, они примут вид 

15.3 (13), ге а=у=#?, В=—2(2—#?), и корнями квадратного уравнения 
15.3 (15) являются 

_1— А’ ; _ 14’ 
| -ЬЕ’? 2 1—k? * 

Если Rek’ > 0, то | & | <[f,|. Рассмотрим вопрос о сходимости рядов (13), 
{14) при О<А, k’ <1. Если 2=Ж'’--и, О<изжК, то из табл. Тп. 13.18 
видно, что 

21 

. ik sn u 
c+is Таля 

и, следовательно, |с--# |? = ны . Если A равно одному из характеристи- 

ческих значений, то отношение двух последовательных коэффициентов в (13) 

или (14) стремится к рр ‚ а потому ряды (13) и (14) сходятся na пря- 

мой Imz=K’ по меньшей мере столь же хорошо, как геометрическая про- 

грессия со знаменателем tesa . Отметим, что 

_ . Rsnu е 1+8 три 

вещественно на прямой Imz—K’. 
Другие разложения в степенные ряды, равно как н ряды по показатель- 

ным функциям и разложения по функциям Лежандра, могут быть получены 
способом, указанным в пп 153 u 15.4. 

Для функций Ламе— Вангерина можно получить много интегральных 
уравнений тем же способом, что и для периодических функций Ламе. Как и 
вп. 1553, обозначим через М (В, у) одно нз решений дифференциального 
уравнения в частных производных 15.5 (41) и рассмотрим интеграл 

2K +’ 

\ М (В. y) Fr (y) dy. 
гК’ 

5зг Бейтмен, А. Эрдейи
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Вычисление, намеченное в 15.5 (43), показывает, что если ядро выбрано 
так, что 

м AN (В, \) 
М (В, TEM 0 м 

когда y— Ж’ или y-> 2К--Ж’, то этот интеграл удовлетворяет уравнению 
Ламе прн А=с”. Если, кроме того, N (В, у) для всех y в области ннтегриро- 

ntl 

2 
ный выше интеграл отличается от функции Ламе— Вангерина лишь постоян- 
ным множителем, и мы имеем интегральное уравнение 

aK +iK’ 

М (В, 1) Fry) dy=A, Fr (В). (17) 

Fr (у —0, 

вання принадлежит при В=Ж’и В=Ж-- Ж’ к показателю ‚ то указан- 

ЕК? 

Построение соответствующего ядра № (В, ) основано на замечании, что 
замена переменных 15.5 (45) преобразует 15.5 (41) в дифференциальное урав- 
нение для сферических гармоник. Надо заметить (см. рис. 8—10 в п. 13.25), 
что на отрезке (Ж’, Ж--:К’”) $ положительно, с лежит на отрицательной 
мнимой полуоси и 4 вещественно, так что в 15.5 (45) 

cos@ вещественно, зш 0 созф > 0, isinOsing > 0. (18) 

Но для каждой достаточно регулярной функции f§ и каждого постоянного & 
функция 

E(x соза-- y sin a—iz) 

является решением уравнения Лапласа (в декартовых координатах х, у, 2). 
Если взять (и) =и-_”? и выбрать © так, чтобы выражение в скобках не 
обращалось в нуль, когда В и } пробегают промежуток (Ж’, Ж--Ж’), то 

(sin 0 cos ф cos@-} sin 0 sin ф sina—i с0$ 0)? 71 == , 

= ( sn В sn y cosa i Hon Ben ysina — dn Б any)" (19) 

является сферической гармоникой. Кроме того, N н = — 0, когда В nau y 

приближаются к одному из коннов промежутка, так что (19) представляет 
соогветствующее ядро. В частности, при “= + л/2 получаем интегральное 
уравнение 

2K+iK’ 

(+ dn B dn yp—k en Ben y)—?-1 FP (y) = Fr (8). (20) 
д 

Можно также построить интегральные уравнения на промежутке (iK’, K-+ iK’), 
которым удовлетворяют лишь четные или нечетные функции Ламе — Ванге- 
рина. Соответствующие ядра являются суммами или разностями двух ядер в (20). 

15.7. Эллинсоидальные и сферо-конические гармоники 

Опишем кратко приложение полученных выше результатов для построе- 
ния эллипсоидальных и сферо-конических гармоник. 

Введем вместо прямоугольных координат х, у, 2 эллипсоидальные коор- 
динаты a, В, 7. Формулы преобразования даны в 15.1 (8), а области измеие- 
ния a, В, y описаны в сгроках, следующих за формулой 15.1 (9). Мы будем
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называть В (В) С (у) эллипсоидальной поверхностной гармоникой, если Buc 
удовлетворяют уравненшо Ламе и ВС непрерывно и имеет непрерывный гра- 
диент на всем эллипсоиде @==const. Мы будем называть А (a) В (В) С (\) 
внутренней эллипсоидальной гармониксй, если А, В, С удовлетворяют урав- 
нению Ламе и АВС непрерывно и имеет непрерывную производную внутри 
эалинсоида © = сопз{. Наконец, мы будем называть А (x) В (В) С ($) внешней 
эллипсоидальной гармоникой, если выполнены условия, подобные указанным 
выше, вне эллипсоида н A (Ж’) =0. 

Мы видели в п. 15.1.1, что для поверхностной эллипсоидальной гармо- 
ники должно выполняться равенство В (6) =С (6) и что эти функции должны 
быть двояко-периодическими функциями Ламе с периодамч 4К и 4K’. В силу 
п. 15.5.2 единственными функциями Ламе с периодами 45 и 4’ являются 
многочлены Ламе, и для них п должно быть целым числом, которое можио 
выбрать неотрацательным, а т-<п. Таким образом, мы получаем 21 --} 
эллипсоидальных поверхностных гармоник степени п: 

Sc™ (В, y)=Ec™ (В) Ес” (у), п=0, 1, 2,..., т=0, 1, ..., 2, в 
Ss” (В. \)=Ез” (В) Es (у), п=1, 2, 3,..., m=1, 2, ..., п. ( 

В переменных 6, ф из 15.5 (45) эти функции являются сферическими поверх- 
ностными гармониками, и число 21--1 линейно независимых поверхностных 
гармоник может быть получено с помощью атой связи. 

Эллипсоидальные поверхностные гармоники образуют ортогональную 
систему, т. ег. 

(| Sev? (В, v) Sc (B, т) [(en Вел) dB dy= 

= (357 (В, 1) Sst (В, ¥) [(sn В)? — (вп 98] dB dy=0, = @) 
за исключением  учаев h=VH M=p, и 

| Scr (В, 17 Ss¥ (В, ¥) вп В) — (en ув dB dy=0. (9 

Здесь G обозначает поверхность эллипсоида, В изменяется от К до К-- 2’, 
а y—oT 0 до 4K. Равенство (3) вытекает из того, что функции Sc и $$ имеют 
различную четность при y=K. Для того чтобы доказать равенство (2) при 
п 22%, вспомним, что 

д? 02 $ = ] B р. k 2 5 (sea) aan (в-- Г зп В) — (В зп y)?] Sy, 

где S, равно Sc!” (В, y) или $$" (В, 7), и, следовательно, 

$ вв) _ (sa- a) _ 
» (ape ays) SS (бв--вн) = 

=[1 (a —1)—v (v—1)] #? [(sn В)? — (п y)*]S,,S,,. 
Интегрируя по @, имеем 

[n(n—1)—v(v—1)] | 60 8) — 605) 5» 3, dp 4у=0, 

и, следовательно, (2) выполняется при п72\. При п=\ ит заметим, 

что Ec? и Еси (и аналогично Ез" и Es") являются двумя собственными 
функциями одной и той же задачи Штурма— Лиувилля 15.5 (1) (или 15.5 (2)) 
и что в силу 15.5 (9) (и 15.5 (10)) они принадлежат различным собственным
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значениям Равенство (2) при n=, т 52 и вытекает из свойств ортогональ- 
ности функций Штурма--—Лиувилля 

Свойство ортогональности эллипсоидальных поверхностных гармоник по- 
зволяет определить коэффициенты разложений в ряды по эллипсоидальным 
поверхностным гармоникам для любои функции, заданной на эллипсонде &> 
Справедливость этих разложений может быть выведена из связей между эллип- 
соидальными и сферическими поверхностными гармониками 

Для внутренпих эллипсоидальных гармоник мы видели в п. 15.1.1, что 
А (0)=В (6)-=С (9), так что внутренние эллипсоидальные гармоники имеют 
одну из следующих форм 

Her (a, В, )=Есь (©) Еси (В) Ес» (7), 
п=0, 1,2,..., m=0, 1,2,..., п, 

Hs!” (a, В, 1) =Es,’ (a) Es” (В) Es? (9), (4) 

n=1, 2,3, ..., m=1, 2,3, .., п. 

ВЗстречающиеся здесь многочлены Ламе могут быть записаны в виде произве- 

дения $Рс°4 и многочлена степени > (n—p—o—t) or s®. Следовательно, Hey" 

н Hs” являются многочленами степени п OT декартовых координат x, у, 2 
(гармоническими многочленами). 

Уиттекер (Уиттекер ин Ватсон, 1963, п. 23 62) нашел изящное интеграль- 
ное представление для внутренних эллипсоидальных гармоник 

аК ) 

Pu (a) Bem (1) d=) Hel (a, В), 
0 = 

aK | (3) 

| Pr (a) Esf" (t) 4х = НЗ" (a, В, ¥), 
0 

где 
> 

Га e 

+ycnt—iz dnt exsnt-+y cnt — #2 зп < зп В зп ysnt— 
o= В’ (a2 — сз) 

oi dna dn B dn y dn (6) 

является сферическим расстоянием двух точек единичной сферы, декартовы 
координаты которых равны 

pa 
ya enacnBen ycnt-+ 

(# snasnf, tf cnacn В, ar dna dnp) (7) 

й | ] 
(езпузлт, рт спусй ty gr any dn) . (8) 

Чтобы доказать формулы (5), заметим, что Р„ (9) является решением 
Уравнения Лапласа, равно как и интегралы в левой части равенства (5). 
Кроме того, эти интегралы являются многочленами от sna, зп В, sn y, спа, ... 

‚ dny Наконец, Р’, (“), как функция от точки (8), является поверхностиой 
сферической гармоникой степени л, н в силу 155 (44) интегралы должны 
быть кратны Ес” (у), Est’ (у) Так как @, В, y входят в и симметрично, то 
равенство (5) доказано.
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Внешние эллипсоидальные гармоники отличаются от (4) тем, что Ec’ (a), 

Esp (©) заменяются соответствующими функциями Ламе второго рода (см коиец, 

п. 155.1) Такие гармоники можно также выразить с помощью ннтегралов 

ak ak 

С Q,(w) Bem (тат, (О, (8) Esl (x) de, 
0 о 

где 9„— функции Лежандра второго рода и w задается Фор tyson (6) 
В сферо копических координатах 15 1 (16) мы имеем поверхностные гармо- 

ники (1), Которые, если В и у— сферо-конические координаты, являются 
сферическими поверхностными гармониками. Внутренние и внешние сферо- 
конические гармоникн имеют соответственно вид 

гп Scl™(B, Y); гп5з" (В, у) (внутренние), 

гп 15ет (В, vy), г" 1557 (В, у) (внешние), 

где п — целое неотрицательное число и т< 1. 

15.8. Гармоники, связанные с циклидами вращения 

Для того чтобы показать приложение функции Ламе—Вангерина для по- 
строения гармонических функций, связанных с конфокальными системами 
цикли | вращения, изучим более детально случай In 1513 те случаи 
конфокальной системы циклид вращения с четырьмя (вещественными) фок)- 
сами на оси вращения В частности, построим гармонические функции, регу- 
лярные внутри поверхностей и == соп${ > 0 

Для того чтобы свести дифференциальное уравнение для } к нормальной 
форме, в этом случае целесообразно ввести криволинейные координаты и, о 
с помощью преобразования 

z+ip=s=—sn(u-+iv, R); (1) 

15.1 (29) показывает, что разделение переменных приводит к обыкновенным 
дифференциальным уравнениям 

а (9 [ph «о оо 
++) | ("*—т) | sn (+2) (v—1K), TEE) | ‘by =o. 

(2) 
В п 15.1.3 было показано, что граничные условия заключаются в TOM, что 
р ~1/2V должно оставаться конечным как при v=0 так и при и=К’ (где 
второе уравнение (2) имеет особенность) и что р 1/20 должно оставаться ко- 
нечным при #-=К (где имеет особенность первое уравнение) 

Но уравнение (2) имеет вид уравнения Ламе, и искомое решение может 
быть получено способом, указанным в п 156 Этот метод удовлетвори- 
телен, если & близко к | (когда два из фокусов конфокальной системы близки 
к двум другим). Для меньших значений k удобнее иметь дело с уравнением 

Ламе с модулем К, чем с модулем i 

используя криволинейные координаты и, о, отличающиеся от введенных в (1). 

Е ‚ как в (2). Этого можно достичь,
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Комбинируя преобразование В из табл. 11 п. 13.22 с преобразованием 
Ла идена в 13.23 (13), мы видим, что 

аи: 2; за (и, R) 
‚= —1 56 til, Ё) = — |=“ Fy $ 

за (и, Ё) (и) 1--Ё си (и, &)+dn(u, Е) 
где 

. , I—k 
u=i(i+k)u, k= р. 

Это подсказывает ввести криволинейные координаты и, о с помощью равенств 

. iak’s d—c 
2+ip=— ру =i pig h(a +iv), (3) 

где 
s=sn(u+iv, k), c=cn(utiv, Е), d=dn(u+iv, #) (4) 

и фокусы фоку ри 1—2] 1/2 а [ite 1/3 

ЕЕ , I—k 
конфокальной системы определяют a>Onk, О<Ё <1. Начиная отсюда, 
мы будем обозначать через и и о криволинейные координаты, введенные 
в (3), и применять сокращенные обозначения 15.1 (27). 

С помощью формул п. 13.17 получаем вещественную форму преобразо- 
вания (3) 

_ iak’ 52 _ _ ah'sy 5 

ас, , р са -- сад ®) 
и также - 

№ (и-- 29) |? 1—#28252 
Fu, y= РР = 

о 91 

1 at 
— a 25а — [зп (и--Ж’, А)? —[# зп (iv, #)]. (6) 

1 

Обыкновенные диффереицнальные уравиения для U и V имеют вид . 

Ч +" ( m——] [Е sn (u -- 2’, mp} U =0, (7) 

СИ Sn (me —1) fe sn iv, Eb v=o (8) фи? 4 | 

Преобразования (3) отображают прямоугольник с вершинами + iK’, 
Ж+Ж’ ва (и, 9) плоскости на полуплоскость р > 0. На рис. 15 соответ- 
ствующие точки обозначены одинаковыми буквами. Прямая v=v, > 0 отоб- 
ражается на часть бициркулярной кривой четвертого порядка, фокусы 
которой 4 и 8 лежат в точках 

os 

1—^ а 1-Е 
1-Е’ — 1—k ’ 

Мы построим гармоническую функцию, регулярную внутри этой бицирку- 
лярной кривой четвертого порядка. Условие, что p~2/2UV остается ограни- 
ченным на оси вращения внутри =, влечет за собой условие, что 
У зп (и--Ж’, 2) U(u) остается ограниченным на промежутке (0, 2K), а 
У зп (10, Е) У (9) остается ограниченным на промежутке (0%, К’), 

2=—@ p=0. 
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Но дифференциальное уравнение (7) является уравиеиием Ламе при 
nh=m—1/2 1 z—u-+ik’. Решения, для которых snz И (и) ограничено при 
2='’ и 2==2K-+ iK’, существуют тогда и только тогда, когда й = и Ц 1/2 (Е?) 8 

единственным таким решением является 

U (и) = РЕт-1/а (и Ж’, R?), r=0, 1, Que 

В уравнения (8) мы имеем #=0”._, в (#2), так что одним из решений этого 
уравнения является 

wel 

1K! авы’ У, (10 №. 
B ht Кроме того, это решение обладает тем 

свойством, что Y stv, РЁ) У (0) огра- 

2=% 2=0 AG х | 
=O 

К’ + + + { 
2K-iK’ _ Fa HE a g fe 

Рис. 15. Отображение (5). 

ничено при 9=К’ и определяется этим свойством с точностью до постоянного 
множителя. Равенство 15.1 (24) показывает, что единственными иормальными 
решениями уравнения Лапласа в криволинейных координатах, определенных 
формулой (3), являются 

(АМ VO pe salut HK’, в Рин (70, в), 
m=0, 1, 2, .., г=0, 1,2, ... (9) 

Другие задачи теории потенциала в коорлинатах конфокальных циклид 
вращения могут быть рассмотрены аналогнчным образом. Следует отметить, 
что ни одна из граничных задач, рассмотренных в п. 15.1.3, а иа самом деле 
ни одна из известных граничных задач во введенных Вангерином координа- 
тах, не приводит к алгебраическим функциям Ламе (хотя такие функции и 
существуют при некоторых значениях A, так как п--1/2—целое чиело). 
За исключением гармоник, связанных C плоским кольцом, которые были 
изучены Пулем (Poole; 1929, 1930) и, как показано им, приводят к периоди- 
ческим функциям Ламе, все другие граничные задачи п. 15.13 приводят 
к конечным функциям Ламе, т. е. к функциям Ламе-—Ваягерина. 



ГЛАВА 16 

ФУНКЦИИ MATbE, СФЕРОИДАЛЬНЫЕ И ЭЛЛИПСОИДАЛЬНЫЕ 

ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ 

16.1. Введение 

В этой главе мы изучим функции, которые возникают при решении вол- 
нового уравнения AW -|- 2 =—0 путем разделения переменных в некоторых 
системах криволинейных координат. Относительно общей задачи разделения 
переменных в волновом уравиении и родственных ему дифференциальных 
уравнениях в частных производных см. литературу, указанную в п. 15.1. 

Относительно функций Матье существует основная работа Мак-Лахлана 
(1953), которая содержит многочисленные приложения этих функций и биб- 
лиографию. Вышла также книга по теории и приложениям функций Матье и 
сфероидальных волновых функций, написанная Мейкснером и Шефке (Meixner 
and Schafke). Монография Стретта (1935) содержит теорию всех функций, 
изучаемых в этой главе, указывает их приложения и дает обширный список 
литературы. Дополнения к этому списку опубликованы Стреттом (1935). От- 
носительно функций Матье см. также Уиттекер и Ватсон (1963, гл. XIX). 

В этой главе мы дадим краткое описание основных свойств рассматрива- 
емых функций и ссылки на дальнейшую литературу. Относнтельно более де- 
тального изучения этих функций и прежней литературы см. указанные выше 
работы. В разделе о функциях Матье мы будем следовать книге Мак Лах- 
лана, а в разделах о сфероидальных волновых функциях — работам Мейкснера. 
Очень мало известно об эллипсоидальных волновых функциях. То, что из- 
вестно относительно них, изложено в монографии Стретта. 

16.1.1. Координаты эллиптического цилиндра. Введем вместо декартовых 
координат х, у криволинейные координаты и, о, связанные с ними соотноше- 
НИЯМИ 

x=cchucosv, y=cshusinv, (1) 

где с— положительная постоянная. Ha (x, и)-плоскости кривые u=const об- 
разуют конфокальное семейство эллипсов, а кривые v=const — конфокальное 
семейство гипербол. Фокусы конфокальных систем находятся в точках (- с, 0). 
Каждая кривая v=const является четвергью гиперболы, и мы получаем 
полную (х, у)-плоскость, еслн & HU изменяются в области О<и< о, 
O<v<2n. Кривые и-=0 и о=2л совпадают (они являются частью OCH х 
от л=с JO х= - 0). Кривая и=0 является вырожденным эллипсом (дваж- 
ды пробегаемым отрезком —с=<х<5с). Этот отрезок является разрезом, 
причем точки и=0, v=v, ни=0, о=2л— 9, совпадают. В пространстве 
x, У, Z мы имеем соответственно конфокальные семеиства эллиптических и 
гиперболических цилиндров.
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В координатах, определяемых равенством (1), имеем 

9-2 2 2 2 
AW -| ку = (4 ый ow’ + ‘бу =0. (2) ch (2u)— cos (20) \ диз "диз 

Если существуют нормальные решения вида 

W =U (и) У (0) Z (2), (3) 
то функции 0, У, Z должны удовлетворять обыкновенным дифференциаль- 
иым уравнениям 

aS —[h—20 ch (2u)] U=0, (4) 

ey 
doe -+ [h—29 cos (2v)] V=0, (5) 

ps + 12Z =0. (6) 

Здесь A, 9 и {— постоянные разделения, h произвольно, причем 

ка = 2-46-30. (7) 
Уравнение (5) называют уравнением Матье; (4) сводится к уравнению Матье 
путем замены ий на tv и известно как модифицированное уравчение Матье. 

Для того чтобы волновая фуньция W была непрерывна и имела непре- 
рывные производные на эллиптическом цилиндре и = Uy, должны выполняться 
условия У (2л) =У (0), У’ (2л) ==’ (0) Так как 2m являеся периодом коэф- 
фициентов уравнения (5), то отсюда следует, что У (0) должно быть перио- 
дическои фупкцией от © с периодом 2% Мы увидим, что для заданного 9 
имеется бесконечная последовательность собственных значений й, при кото- 
рых существуют такие периодические решения Эти решения называют MyAK- 
циями Мать Если У (9) является периодическим решением уравнения (5) 
с периодом 21, то такими же решениями являются V(—v) и У (5) + V(—Dd), 
поэтому мы можем ограничиться рассмотрением функций Матье, являющихся 
четными или нечетными функциями от 9. 

Предположим теперь, что  пепрерывно и имеет непрерывный градиент 
внутри эллиптического цилиндра и=и,. Так Kak и=0, o=v, и и=0, U= 
—=2п— 0, представляют одну и ту же точку на противоположных сторонах 
разреза, мы должны иметь 

U (OC) V (%) =U ФУ (2л—и), ИУ) = —U’ ФУ Qn—v,) 
при 0—0; =2л Если У (0) является четной функцией Матье, To V (2n—0,)= 
—=У (—v,)=V (v,) Первое из этих условий выполнено всегда, а второе вле- 
чет за собой U' (0) =0 Из (4) следует тогда, что U (и) является четной функ- 
цией от и и чго U (и) =У (tu) с точностью до постоянного множителя. Точно 
так же, еслн У (5) является нечетной функцией от о, то 0 (и) должно быть 
иечетной функцией оти, иснова U (и) =У (tu). Определенные таким образом 
решения уравнения (4) являются так называемыми модифицированными 
функциями Матье первэго рода. 

На непрерывные и имеющие непрерывный градиеит вне эллиптического 
цилиндра и=и, волновые функции W обычно налагаются условия на их 
поведение на бесконечности (например, зоммерфельдовские условия излуче- 
ния). Для больших значений и 

р = (х2- у?) /* = с [(ch wcosv)?+(sh и sin о) 

1 
приблизительно равно а Се’, и решения уравнения (4), которые асимптоти-
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1. , 1. 
чески подобны ехр 5 ixce™ ) или exp | —5 се" |, называют обычно #0- 

дифицированными функциями Матье третьего рода. 
16.1.2. Коордииаты вытянутого эллипсоида вращения (вытянутого сфе- 

роида). Введем теперь координаты вытянутого сфероида с помощью ра. 
венств. 

x=cshusinecosg, y=cshusinusing, z=cchucosy, (8) 

где с— положительная постоянная. Поверхности u—const образуют конфо- 
кальную систему вытянутых сфероидов, а поверхности v=const — конфо- 
кальную систему двуполостных гиперболоидов. Фокусы этих конфокальных 
систем находятся в точках х=у=0, 2= +- с. Соответствующие области из 
менения и, о и ф имеют вид О<зи< о, Oxv<n, О<ф<2л. Поверх- 
иости M=cONSt являются мериднональными плоскостями, причем ф=0 и 
ф=2л совпадают; и=0О— вырожденный эллипсоид, который сводится к от- 
pesky x=y=0, —C<z<c; а поверхности о=0 и о=л являются двумя 
половинами вырожденного гиперболоида системы, сводящимися соответствен- 
HO К x=y=0, #2Си х=у=0, z<—c. Таким образом, вся ось вращения 
является особой линией координатной системы. 

В координатах, введенных равенствами (8), имеем 

са OV . 9 ow ow 

(ch u)?—(cos 5) ( ua + Gee Ри Ново =) т 
1 озу 

+r (cshusin 9)? dg? Tew =O, 9) 

и если существуют нормальные решения вида 

W =U (u) V (0) е= "9, (10) 
то функции И, У должны удовлетворять обыкиовенным дифференциальным 
уравнениям 

AW + кз = 

a +eth u |A— (oo ah uye-+ ( т )’ И =0, (13) 

ay ay 27 
- +5 wo + |n-+ (wesine)*—( — } | V=0, (12) 

где й—снова постоянная разделения. Уравнение (12) называют тригономет- 
рической формой уравнения сфероидальных волновых функций; (11) сводится 
к (12) заменой переменной uw на tv. 

Для того чтобы волновая функция W была непрерывна внутри или вне 
сфероида и=и., W должна быть периодической фуикцией от ф с периодом 
2л, следовательно, т в равенстве (10) должно быть целым числом. Далее, W 
должна быть ограничена на эллипсоидах и==сопзё; иными словами, У (0) 
должна быть решением уравнения (12), ограниченным на отрезке О<о=л. 
Как и в случае уравнения Лежандра 3.1(2), к которому сводится (12) при 
к =0, такие решения существуют лишь для некоторых собственных значе- 
ний A: ограниченные решения (12) называются сфероидальными волновыми 
функциями. Если W непрерывна виутри сфероида и = Uy, TO Она должна быть 
ограничена на вырожденном сфероиде и=0; это определяет выбор решения 
Ои показывает, что И(и) должно отличаться от У (tv) лишь постоянным 
множителем, т. е. U (и) — модифицированная сфероидальная волновая фиунк- 
ция первого рода. С другой стороны, если W является волновой функ- 
цией, регулярной вие сфероида и=и,, то обычно требуют, чтобы ее пове- 
дение на бесконечности асимптотически совпадало с r~texp(+ кг). где 

r= (ху 22)" = с [(sh и sim 0)2 + (ch ucos 6]
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при большнх и приблизительно равно 5 et, Решение уравнения (11), об- 

ладающее таким поведением на бесконечности, называют модифицированной 
сфероидальной волновой функцией третьего рода. Решения уравнения (11), 
для которых Й имеет одно из собственных значений, более точно было бы 
называть модифицированными волновыми фуикциями вытянутого эллипсоида 
вращения (вытянутого сфероида). 

16.1.3. Координаты сжатого эллипсоида вращения (сжатого сфероида). 
Координаты сжатого сфердида и, 0, ф определяются равенствами 

x=cchusinvcosg, y=cchusinvsing, 2=cshucosy, (13) 

где с положительная постоянная. Поверхности u=const образуют конфо- 
кальное семейство сжатых эллипсоидов вращения, поверхности v—const— 
конфокальное семейство однополостных гиперболоидов и поверхности ф= 
= с01${ — семейство меридиональных плоскостей. Фокальными окружностями 
конфокальной системы являются х2-|-у2=62, 2=0. Областью изменения пе- 
ременных и, 9, ф являются Ou < ох, О<о< a, O< | < 2, причем ф=0 
и ф=2л являются одной и той же меридиональной плоскостью. и=0— вы- 
рожденный эллипсоид, дважды покрывающий область, лежащую внутри фо- 
кальной окружности, о=0 и о=л— две половины вырожденного гипербо- 
лоида, сводящнеся тождественно к положительнои и отрицательной полуоси 
2, а о=л/2 является вырожденным гиперболоидом, который лежнт на плос- 
кости 2=0 и дважды покрывает область, лежащую вне фокальной окруж- 
ности. Таким образом, вся (х, /-плоскость является особой поверхностью 
координатной системы. 

В координатах, определяемых равенством (13), имеем 

с- ev д aw aw 
(ch и) — (sin v2 ( Gua + Hea tthe a tele )+ 

| | eV 
+ (cchusinv)? dg? 

Если существуют нормальные решения вида 

W=U (щуфе=“"9, (15) 
то функцин U нИ должны удовлетворять обыкновенным  дифференциаль- 
ным уравнениям 

А- КУ = 

к =0. (14) 

aU dU т_\я 
ae tthe a [Ate chaye—( chu | v=" ” 
av dV m_\? до a + [икея ( ing | v=0, (17) 

где A—cHoOBa постоянная разделения. Уравнение (17) является дифференци- 
альным уравнением сфероидальных волновых функций, где к2с? замеиено на 
—x%c2; (16) сводится к (17) подстановкой и=Е(0—я/2). 

Как ивп. 16.1.2 т должно быть целым числом, И—сфероидальной 
волновой фуикцией и й—одним из собственных значений. Решения уравне- 
ния (16) можно назвать модифицированными волновыми функциями сжатого 
эллипсоида вращения (сжатого cpepouda), и надо отметить, что модификация, 

. д 
соответствующая сжатому сфероиду и=#—-5-1 отличается от модифнка- 

ции, соответствующей вытянутому сфероиду и= 0. Так как У (я— 0), V (v)+ 
{У (л— 9) также являются сфероидаЛьными волновыми функциями, можно
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выбрать У (0) так, чтобы оно было четной или нечетной функцией от о— 5/2. 
Для волновых функций, регулярных внутри сфероида и=и., рассмотрения, 
подобные проведенным в п. 16.1.1, показывают, что из непрерывности на 
вырожденном сферонде координатной системы (где точки и=0, v=s, ии==0, 
и=п— 0: совпадают) вытекает условие: U (и) должно быть четной или He- 
четной функцией от и в зависимости от того, является ли И (uv) четной или 

, . п Г. п, 
нечетной функцией от о— 3? т. е. что О (и =V ®— > г}; мы будем на- 

зывать такне решения уравнения (16) модифицированными сфероидальными 
волновыми функциями первого рода. Волновые функции во внешней области 
сжатого сфероида определяются их поведением при и=о, и эти функ- 
ции приводят к модифицированным сфероидальным функциям третьего рода. 

16.1.4. Эллипсоидальные координаты. Определим эллипсоидальные коор- 
динаты а, В, у равенствами 15.1(8), где а> > с > 0 и Е дается равенством 
15.1(6). Откосительно описания координатных поверхностей и области изме- 
нения ©, В, y см. п. 15.1.1. Мы видим из 15.1(9}, что в эллипсоидальных 
координатах я, В, }) дифференциальное уравнение в частных производных 
АУ -- к2У =0 принимает вид 

[вл — (en В Say + вод — (вп эт (тв) — (влад) 5+ 
+ (a? — 6?) кз [(sn a)? — (зп В)?] [(sn В)*— (вп 103] [(sn у) — (вп 28] W =0. 

(18) 

Если существуют нормальные решения этого уравнения вида 

W = A (a) В (В) С(у), (19) 
To фуикции A, В, С должны удовлетворять обыкновенным дифференциальным 
уравнениям . 

ры -- [A—1I (sn a)? + (a2 — 6?) Е2к? (sn %)*] А =0, (20) 

2 

i 4+ [h—1 (sn B)? + (a? —62) #2 x? (sn B)*] B=, (21) 
2 

Fait И — (sn 4) (8—5) Ae? (sn yh] C=O, (22) 
rae h uw [— постоянные разделения. Эти три уравнения имеют одинаковый 
вид н отличаются областью изменения независимых переменных. Уравнепия 
этого вида называются уравнениями эллипйсоидальных волновых функций или 
волновыми уравнениямч Ламг. Решения этих уравнений, которые удовлетво- 
ряют соответствующим граничным условиям, называются эллипсондальными 
волновыми функциямч или волновыми функциями Ламе. При к=0 эти урав- 
нения сводятся к уравнению Ламе (гл. 15) и волновые функции Ламе сво- 
дятся к функциям Ламе. 

Если У непрерывно и имеет непрерывные производные внутри или вне 
эллипсоида и=ио, то на В и С должны быть наложены граничные условия, 
установленные в п. 15.1.1. Эти грапичные условия определяют собственные 
значения Ри / и соответствующие волновые функции Ламе первого рода. 
Для волновых функций, регулярных внутри эллипсоида и=и,, граничносе 
условие на А совпадает с установленным в 15.1.1, так что А является вод- 
новой функцией Ламе первого рода. Для волновых функций, регулярных вне 
эллипсоида, задается асимптотическое поведение на бесконечности, т. е. 
вблизи @=iK’ и А можно выразить как волновую функцию Ламе третьего 
рода.
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18.2. Общее уравнение Матье и его решение 

Мы будем рассматривать 
2 

ot [kA—20 cos (22)] и=0 (1) 

как стандартный вид уравнения Матье. Этот вид применялся Айнсом (Ince; 
1932 и другие работы) и многими другимн авторами. Многие авторы приме- 
няют другие формы. Уиттекер и Ватсон (1963, гл. XIX) полагают h=a, 

9—— 84. Стреттон (Stretton; 1942) и др. полагают в=6-— c?, 46 — 8. 

Янке—Эмде—Лёш (1964) полагают й=4, 0=89, а в таблицах, составленных 
National Bureau of Standards (1951), положено h=b—s/2, 0=$/4. Айнс 
(Ince; 1923) изучал также уравнение 

и [Е 280s (22) nae #0, 

которое он называет присоединенным уравнением Матье. 
Подстановка и = (т 2)! 2y преобразует это уравнение в 

420 du | (v —1/2)2 . 
pt све. Ё — 78 cos (22) | v=0, 

т. е. в дифференциальное уравнение сфероидальных волновых функций, по- 
этому мы не будем здесь его изучать. 

В этой главе мы будем рассматривать h и 0 как заданные вещественные 
или комплексные постоянные. Уравнение (1) будет называться тогда общим 
уравнением Матье в отличие от уравнения для фуикций Матье, в котором 
задано лишь 0, в то время как A является одним из собственных значений. 
Для гораткости будем называть (1) уравнением Матье, 

ри 

x = (эп 2) (2) 
получаем 

41—59 2—2 + (h—28 + 46x) и=0 (3) 

и будем называть это уравнение алгебраическим уравнением Матье. Эта 
алгебраическая форма и связанные с ней уравнения были использованы в 
исследованиях Линдемана, Стилтьеса и др. Алгебраическое уравнение Матье 
имеет две регулярные особые точки при х=0 и х=1, обе с показателями 0 
и 1/2 и одну иррегулярную особую точку на бесконечности. Из-за этой ирре- 
гулярной особенности уравнение (3) сравнительно трудно для изучения. Тем 
не менее его можно использовать для вывода некоторых разложений решений 
как в ряды по степеням хи1—х, так и в ряды по гипергеометрическим фуик- 
циям. Эго уравнеиие является предельным случаем уравнения Гойна (п. 15.3). 

Уравнение Матье (1) является дифференциальным уравнением с перио- 
дическими коэффициентами. Из общей теории таких уравнений (Айнс, 1939, 
стр. 513 и далее, Poole, 1936, стр. 178 и далее) вытекает, чго уравнение (1) 
имеет решение вида 

eX? Р (2), (4) 
где Р (2) — периодическая функция с пернодом л, и и— постоянная, называе- 
мая характеристическим показателем, которая зависнт OT hk и В (теорема
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Флоке). Очевидно, что 

с Р (—2) (5) 

также является решением уравнения (1). Вообще, решения (4) и (5) линейно 
независимы и образуют фундаментальную систему решений уравнения (1). 
Единственным исключением является случай, когда Цл--целое число. Этот 
случай, когда функции Матье периодичны, будет изучен в пп. 16.4—16.8. 

Решения вида (4) и (5) иногда называют решениями первого рода. Дру- 
гими важными решениями уравнения Матье являются решения, обращаю- 
щиеся в нуль, когда 2——>i0 или 2—> 1%; такие решения называются 
решениями третьего рода. 

Существует много методов для определения д. Мы опишем здесь кратко 
некоторые из них и отошлем читателя к работам Blanch (1946) и гл. IV и 
У книги Мак-Лахлана относительно дальнейших деталей и описания числен- 
ных методов. 

Пуанкаре основывает определение д Ha двух решениях и: и и. уравее- 
ния (1), определяемых начальными условиями 

и: (0) =1,  4,(0) =0; из (0)=0, ци, (0)=1. (6) 

Эти два решения линейно независимы, HX вронскиан равен единице и Hy (ug) 
является четной (нечетной) функцией от 2. Если Р (0)40, то имеем 

ls =o ; 

а если P’ (0)-+-wP (0)40, то имеем 

2 Р (2) ~e7#4 P (--2) 

2[Р’ (0) +P (0)| 
По крайней мере одно из этих двух выражений имеет смысл. Продифферен- 
цируем из и положим 2=л вии и. Так какР (4-1) =Р (0), Р' (+л)=Р’ (0), 
получаем 

Ug (2) = 

ch (вп) == ии (п) =u, (2). (7) 
Из (7) очевидно, что и определяется с точностью до знака и целого крат- 
ного 2/. Соотношение (7) можно применить для вычисления п, если и: (п) 

, 

или и. (31) можно вычислить с достаточной точностью. (См. также п. 16.3.) 
Хилл разлагает решение (4) в ряд вида 

|) 

> cet + antyz, {8) 

Подстановка в (1) приводит к рекуррентным соотношениям 

— бен at {ht (2+2) с—бс,+1=0, 2=0, +1, 42, .. 9) 
для коэффициентов ¢,. Мы записываем (9) в виде 

с, Vn (в) (Cpa bent1) =0, n=0, +1, 42, ..., (10) 

0 
Vn = Vn (= Gah . (11) 

где 
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Бесконечный определитель системы (10} имеет вид 

... 1 V9 (и) 0 0 0 

... Ya (и) 1 1—1 (№) 0 0 ... 

... 0 Vo (и) 1 Yo (в) 0 .|=А (в), (12) 

.. 0 0 V1 (в) | 1 (в) 

... 0 0 0 Va (и) 1 

и и определяется из уравнения Л (р) =0. Бесконечиый определитель (12), 
очевидно, абсолютно сходится и представляет мероморфную функцию от LL. 
Эта функция имеет простые полюсы в точках и = +i(h1/2-+-2n), n=0, +1, 
12, ... Так как Y, (р--2®!) =У,+х (1), & целое и у, (— |) =7_„ (и), то ясно, 
что А (№) является четной периодической функцией с периодом 2i. Таким 
образом, С 

ch (ил) — со$ (лй1/?) А (р) (13) 

является четной периодической мероморфной функцией от р. Если С опре- 
делено так, что (13) не имеет полюса при и==:11/2, то (13) нигде не имеет 
полюсов и, следовательно, является постоянной. Так как A (№) —1, когда 
и —+ со, то значение постоянной равно единице. Для того чтобы опреде- 
лить С, полагаем и =0 и получаем 

[1-—А (0)] [1 —с03 (11/2 x)] ch (ил)—1--А (0) [1 —cos (#1125) 14 

ch (ил) — соз (#1/21) ch (st) —cos (1/2 п) . (14) 

Так как р определяется уравнением A (и) =0, получаем 

ch (их) =1--2А (0) [sin( 5 m7 =) | и (15) 

Относительно дальнейших работ о бесконечном определителе, встретив- 
шимся в связи с уравнением Матье и родственными дифференциальными 
уравнениями, см. Magnus (1953). 

Если В и 9 — вещественные числа, то из (7) или (15) видно, что ch (ил) 
также вещественно. Если —1 < св (ил) < 1, то и— чисто мнимое число, при- 
чем не является целым и из (4) и (5) вытекает, что каждое решение 
уравнения Матье ограничено на вещественной оси 2. Областями устойчи- 
вости являются те области Ha (й, 9)-плоскости, в которых —1 < ch (вп) <1. 
Если ch (ил) > 1, то в можно выбрать вещественным (и отличным от нуля), 
а если ch (ил) <—1, то вещественным (и отличным от нуля) можно выбрать 
число и—{; в любом случае из (4) и (5) видно, что уравнение Матье не 
имеет ограниченных решений на вещественной оси. Области на (A, 0)-пло- 
скости, в которых ch (ил) > 1 или св (ип) < —1 будем называть областями 
неустойчивости. Области устойчивости и неустойчивости разделяются кри- 
выми, вдоль которых ch (ип) = +1. На этих кривых одно из решений урав- 
нения Матье ограничено (и периодично), а общее решение неограничено: 
относительно этого исключительного случая см. пп. 16.4—16.8. Относительно 
карты устойчивости, показывающей области устойчивости и неустойчивости 
на (^, 9)-плоскости см. Стретт (1935, стр. 22),  Пак-Лахлан (1953, стр. 50, 51), 
а также стр. XLIV, XLV в NBS таблицах. Относительно вычисления карты 
устойчивости см. также Blanch (1946), Зе В Же (1950). 

Многие численные методы решения уравнения Матье при небольших 
значениях A и 0 основаны на рекуррентных соотношениях (9) или некоторых 

А =1— 
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видоизменениях этих соотношений. Из (9) следует, что 

Ch 9 — — 6 (2n —ip)~? 

бв-1 вип “ns |1—й (2n— 14) -* +6 (2и — ip)? 243 
n n 

Повторно применяя это соотношение, как в п. 15.3, мы получаем сходя- 
щуюся бесконечную непрерывиую дробь R,,, так что 

с 
с 4~ = R, (в). (16) 
n—1 

С другой стороны, из (9) мы имеем также 

Cy _ — 0 (28 — 1) 7? 

“ntl 1h (21—11) 723-{-0 (2n—ip)~2 “a3 
п 

Повторное применение этого соотношения приводит к 

в =L, (р) =В-„(—в), (17) 
Cat1 

где L, (№) снова является бесконечной непрерывной дробью. Для onpenene- 
ния и имеем уравнение 

Lo (в) Ri Ш=Ь (18) 
и при вычислении п из соотношения (18) все отношеиия (16) и (17) получа- 
ются автомазически, так что 

С,=б5Кз (р) Ro (HM) ... Ви (}, a=, 2, 3, ..., (19) 
б-в=6 1 (и) Ё_› (в)... Loy (в), n=l, 2, 3, ... (20) 

Из (16) и (17) следует 

time — Ци Me (21) 
п l,_4 п > — © Су: 4 

так что ряд {8) абсолютно и равномерно сходится в любой области, где г" 
ограничеио, например, в любой горизонтальной полосе комплексной 2-плос- 
кости. 

В области устойчивости д =ор, где о вещественно, и если с, выбрано 
вещественным числом все Cc, будут вещественны,. Из (8) мы получаем два 
линейно независимых веществеиных решения: 

> с, cos [(p-+2n)z], У c, sin{(p + 2n) 2]. (22) 

В области неустойчивости либо и либо p—i вещественно. В обоих случаях 
(8) является вещественным решением и два линейно независимых вещест- 
венных решения даются формулами 

00 o> _ 
I - niyz > cree +2792, Dene (фуапдг. (23) 

> 60 — © 

Хотя (8) является наилучшим разложением в случае, когда 2 вещественно, 
для комплексных значений 2 другие разложения дают быстрее сходящиеся 
ряды. Эти разложения удобны для представления решений третьего рода, 

Эрдейи (Erdelyi; 1942) положил 

@, (2) = G =< В "1,12 [0 cos (2—В) cos (2-5 ВР}, (24) 
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e 

где В—произвольное фиксированное вещественное или комплексное число. 
Непосредственное вычисление, использующее рекуррентные соотношения и 
формулы дифференцирования для бесселевых функций, показывает, что 

2 

“pat — 20, Cos (22) =— 04,_2-— 24, ON, +2 (25) 
Отсюда вытекает, что 

У on Pan—ip (2) (26) 

является формальиым решением уравнения Матье при условии, что коэф- 
фициенты с, удовлетворяют уравнению (9), т. е. совпадают с коэффициен- 
тами C, из (8). 

Из асимптотической формулы для функций Бесселя находим 

lim 727-й Ут Фаи-№ — —4 , 

п> 00 n? Pan— ip. n-> — Pen inte 0 [cos (2—B)}?? 

Соотношения (21) и (27) показывают, что ряд (26) сходится при условии 
|cos (2—В)| > 1 m представляет в этом случае решение. Область сходимости 
состоит из двух непересекающихся частей, одна из которых целиком лежит 
в полуплоскости Im(z—f) > 0, а другая—в полуплоскости Im (2—В) < 0. 
Из (24) мы видим, что Q, равно целой функции от 2, умноженной Ha 
{cos (2—8В)]”. При изменении 2 на 2--2л в полуплоскости Пи (2— В) > 0, 
cos (2—В) описывает линию, охватывающую начало координат и пробегае- 
мую по часовой стрелке. Отсюда следует, что в области сходимости в полу- 
плоскости Ш (2—В) > 0 ряд (26) представляет собой решение первого 
рода (5). Аналогичные рассмотрения показывают, чго в области сходимости 
в полуплоскости [т (2—8) < 0 ряд (26) представляет решение (4). 

При В=0 и В=л/2 получаем частные формы ряда (26). Это соответст- 
венно 

(27) 

|. 

У, (—1)" сл Лан iy, (261/2 соз 2), (28) 
— © 

ыы 1 

D cn вц (20/1 sin 2). (29) 

Ряд (8) является предельной формой (26), когда В — >10. 

Заменим теперь в (24) J, на HY, |=1,2, и обозначим получающиеся 

фуикции через р. Так как функции Бесселя первого и третьего рода 

удовлетворяют одним и тем же рекуррентным соотношениям и тем же самым 

формулам дифференцирования, TO 

У, cn in (30) 
= 0 . 

является формальным решением уравнения Матье, если коэффициенты с» те 

же, что ив (8). Исследование сходимости ряда (30) по признаку Даламбера 
показывает, что он сходится, если |с0$ (2—В) | > Ти | с0$(2-- В) | > 1. Это 

приводит к двум областям сходимости, расположенным в полуплоскостях 
ша> [шВ| и Imz <-—|ImB]. В обеих этих областях ряд (30) представ- 
ляет решение третьего рода, что можно устаповить, рассматривая асимитоти- 
ческое поведение этого ряда при z—> foo (cm. Meixner, 1949). Если | Пт р | 
достаточно велико, точнее, если sh |ImB|> 1, то существует третья область
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сходимости, содержащая всю вещественную ось 2 и расположенная в полосе 
12] < |1 В |. В этой области сходимости ряд (30) представляет решение 
первого рода, а именно (4) или (5) в зависимости от того, положительно или 
отрицательно Im В. 

Разложения решений уравнения Матье в ряды по произведениям функ- 
ций Бесселя были введены Зигером (Sieger; 1908) и Дуголлом (Dougall; 1916), 
В этом случае полагаем 

фу x (ela, (020%) J, ( 0*^*е -#) (31) 
и получаем путем непосредственного вычисления 

dp, 4 
дея —28$,, 1, 00s (22) = — Bpy_1,,~— (2 А)*ф,— 9%,+1,»; (32) 

Это соотношение показывает, что 
co 2] 

> Сапа, ~ip (33) 
= 9 

является формальным решением уравнения Матье, если коэффициенты ряда 
определены соотношением (9). Так как 

13 . . 

ПР 9, im Sm nie ета, (34) 
2+OM On, и 4 ne Физ, ~tp 

то из (21) следует, что ряд (33) сходится во всей 2-плоскости. Так как (33) 
равно целой функции от 2, умноженной на е*?, то оно представляет решение 
первого рода (4). 

Имеется много рядов по произведениям функций Бесселя, например, 

[< 

Dd cnt ,, (Oe) Jin (Oe), j=l, 2. (35) 

Другие ряды являются модификациями и комбинациями рядов (33) и (35). 
См. также пп. 16.5 и 16.6. 

16.3. Приближения, интегральные соотношения 
и интегральные уразнения для решений общего уравнения Матье 

Приближения для малых |9|. Если @==0, то двумя (вырожденными) 
решениями первого рода уравнения Матье 16.2 (1) являются exp (+ #12), 
так что в этом случае д=!/?. Для малых значений |9| определитель 
16.2 (15) может быть вычислен в виде 

82 sh’ /s 
А (0) =1 —7 ct (=) О (9%), 1 ить (=) +9 09 (1) 

так что уравнение 16.2 (15) принимает вид 

м0? 
ch (вл) ==cos (#2 л) + sin (A'/2x) +0 (0) (2) 

(1—1) В"? 

и может быть использовано для вычисления и. В свою очередь функцию и,
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определяемую формулами 16.2 (1) и 16.2 (6), можно разложить в степенной 
ряд по 

и, (2)= У, 0" Fn (2), 

где 
п= 5 

р (2) =соз (h'/22), = 

р (2) == 2h~"/s \ cos (24) sin [h'/#(z—#)] f,-1( dt,  n=1,2,..., 
0 

а тогда для вычисления характеристических показателей и можно использо- 
вать 16.2 (7). Еслн р нзвестно, то коэффициенты разложения 16.2 (8) можно 
вычислить с помощью непрерывной дроби или разложить функцию Р (2) из 
16.2 (1) ay степеням 0, а члены разложения рекуррентно определить 
H3 . 

Относительно других методов приближения при малых |0 | см. Уиттекер 
и Ватсон (1963, п. 19.7) или Стретт (1935, стр. 24). 

Асимптотические формы при больших ||, |9]. Будем предполагать, 
что как fA, так и @ вещественны. 

Если #>2|0 |, то преобразоваиие Лиувилля 

г 

t= \ [h—20 cos (22) 4, n= [h —20 cos (2z)]'/*u, (3) 
0 

преобразует уравнение Матье 16.2 (1) в 

t+ Oln=0, a) 

mu 402—210 sin (2z) -+-62[sin (22)]? — Sin (22 Sin (22 

’©= [(—26 cos (22) ©) 
Если A велико, To r(¢) мало по сравнению с единицей, a потому решение 
уравнения (4), соответствующее и1, аппроксимируется кратным cost, и ИЗ 
16.2 (7) получаем 

д 

ch (ип) = cos \ [#—20 cos (22) |" a| +0 (#-*^), 
0 

h— с, 2/60/<h—e, e>0. (6) 

Если h <—2|6|, мы применяем несколько иное преобразование 

2 

C= ([—h420c0s(24)]"" dt, y=[—h-+28 cos (22) чи 
0 

и снова получаем (C). Фактически формула (6) справедлива для любых 
комплексных значений A при условии 2|48|<|h|—e, => 0. 

Если fA и 0 вещественны и —20 < й< 20, то функция г (5), задаваемая 
формулой (5), уже не является ограниченной и для значений 2, близких
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K + arecos = ее нельзя отбрасывать. Поэтому интеграл в (6) не будет ни 

веществениым, ни мнимым. Стретт (1935, стр. 34) показал, что в этом случае 

ch (ил) = 
д д 

= cost Re [h—20 cos (28) и ch | Im ( [4 —20 cos (2#)]'/* ath +0(в-"^), 
0 0 

Е — oo. (7) 
Детальное нсследоваиие решения уравнения Матье 16.2(1) для больших 
вещественных й, 9 H комплексных значений 2 проведено Лангером (Lan- 
ger, 1934) 

Асимптотические формы для больших значений |sinz|. Точка x=o 
является иррегулярной особенностыо алгебраической формы 16.2 (3) уравне- 
ния Матье Существуют формальные ряды внда 

ехр (+ 20° 2х. 2) > Apt 4", 

удовлетворяющие 16 2 (3), они являются поднормальными решениями (Айис, 
1939, п 1753) Хотя эти ряды расходятся, из общей геории линейных диф- 
ференциальных уравненнй следует, что при х —= ® они асимптотически 
представляют некоторые решения 16 2 (3). 

Обращая преобразование 16 2 (2), видим, что существуют формальные ряды 

exp (+ 20’ sin z) ya, (sin 2)~ /27*, (8) 
удовлетворяющие уравнению Матье 16 2 (1), и существуют некоторые решения 
уравнения Матье (решения третьего рода), которые при Пиг— + © асимп- 
тотически представляются тем или иным из рядов (8) Любое решение урав- 
нения Матье можно представить в виде линейной комбинации двух рядов (8), 
но коэффициенты этих линейных комбинаций различны в различных верти- 
кальных потосах 2-плоскости См также Dougall (1916) и Уиттекер и Ват- 
сон (1963, п 19 8) 

Относительио асимптотических разложений решения первого рода по 
Убывающим степеням е? и sinz см Erdelyi (1936, 1938) Асимптотическое 
поведение решений уравнения Матье при Нпг—> + o может быть также 
Установлено при помощи рядов по бесселевым функциям, представляющих 
различные решения. Необходимые общие теоремы были доказаны Мейксне- 
ром (Meixner, 1949а). 

Интегральные соотношения и интегральные уравнения Пусть М (2, 0) — 
ядро, удовлетворяющее дифференциальному уравнению в частных произ- 
водных 

a2N 0?N " “358 — 20 cos (22) № = а — 20 cos (25) М, (9) 
и пусть b 

g (=| N(z, DFG at. (10) 
а 

Тогда, последовательно интегрируя по частям, устанавливаем, что 

b 
d2 

sat [h— 20 cos (2z)] g= | {бен cos enn } [45 = 
Ра 

b 

= [FE an Sey? Sw (и со een Fh ac. an



16.3. СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ РЕШЕНИЙ ОБЩЕГО УРАВНЕНИЯ МАТЬЕ 149 

Если ядро № и пределы интегрирования а и В выбраны так, что 

=b 
оо, (12) 

то из равенства (11) следует, что если f(z) является решением уравиеиия 
Матье, то 6 (2) является решением этого же уравнения. 

Случай ch(pt)=+ 1, приводящии к периодическим функциям Матье, 
будет изучен ниже (см. пп. 164, 168) В этом пункте мы будем предпола- 
гать, что ch (ил) = Ти что два решеиия первого рода 

Uy (2) =е*2Р (2), Ug (—z) =e ~**P (—2) (13) 

линейно независимы. Мы знаем из (8), что при z—> Lio 

ив (2) = с (sin z)~ exp (29/2 sin 2) [1--О (| sin z|74)J+ 

+c, (sin 2) зехр (—20'” sinz)[I1+0(\sinz|7)], (14) 

где постоянные Cy; и Co могут изменяться, когда мы переходим из одной 
вертикальной полосы в другую. 

Положим в (10) [(5) = (5) в 

№ (z, &) =exp [20°/* (sin zsin sin В-- cosz cos cos В] |, (15) 

где В —фиксированное вещественное или комплексное число; тогда (15) 
удовлетворяет уравиенню (9) Асимптотическое поведение выражения 
в квадратных скобках в формуле (12), когда пб —+ + ©, может быть 
изучено при помощи (14) и (15). Положим 

arg {07 [605 (2— В) =a, ат {9 сое) ПР |g 
arg {0'/ [соз (г В)-- Ш} =0, arg { 0/# [cos (2-Е В)— |} =. 

Оказывается, что если р=Ке ё удовлетворяет условиям 

sin (2—9) < 0, sin (р—%) < 0, (17) 
то 

ON ис 
Е ш— № a когда паб— oo, 

а если p’=ReC удовлетворяет условиям 

sin (p’ -+- 03) > 0, sin (9’-+a@,) > 0, (18) 

TO 
ON dug 
9Е ww —N at 7% когда Im{—->—o. 

Неравенства (17) совместны, если Im(z—f) 40, a неравенства (18) сов- 
местны, если 1 (2--В)=0 Если р является одним из решений системы 
неравенств (17), то при целом л и р--27л также является решением этих 
неравенств Анатогичное утверждение верно для р’. Это исследование пока- 
зывает, что пути интегрирования в (10) можно выбрать подобными путям, 
встречающимся в интегральных представлениях Зоммерфельда для функций 
Бесселя (см. п. 735) 

Пусть р удовлетворяет неравенствам (17). Рассмотрим интеграл 

Ot 27 +20 

«(= | Ме ша 
О-о
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где путь интегрирования подобен пути С. из п. 7.3.5. Тогда выполняется 
условие (12) и g(z) является решением уравнения Матье, а потому имеет 
ВИД 

Е (2) = Cyto (2) + Cao (—2). (19) 
При переходе oT z к 2-+2n в полуплоскости Im (z—B) < 0 величины © 
и @., а следовательно, и р, увеличиваются Ha 2л: 

0+ 4л--1 © 

g (2+ 2m) = Cye*uy (2) Сети (—2)=  \ N(z, би © 46. (20) 
0+ 2-1 

Заменяя в последнем интеграле & на &--2л, получаем 

оли 

g(e+2n)= \  N(z, Эш (6 + 20) бета (2). (21) 
О-о 

Сравнивая (20) и (21), убеждаемся, что С.=0. Следовательно, решение 
первого рода удовлетворяет сингулярному интегральному уравнению 

О-+ 2 + 10 

М (2, 5) из (5) ЧЕ = № (2), Im (2—B) < 0. (22) 
Q +200 

Тесная связь с интегральным представлением Зоммерфельда 7.3 (23) для 
функций Бесселя первого рода становится ясной, если положить в (22) 
В=0. При этом уравнение (22) принимает вид 

ол: 

из (2) = const | exp (2i0'/ cosz с036)} шо (©) dt, Imz<0, (23) 
O+ie 

Это интегральное уравнение можно использовать также для того, чтобы про- 
яснить связь между различными разложениями решений первого рода, дан- 
ными в п. 16.2. Если подставить под знак интеграла в (23) вместо мо выра- 
жение 16 2(8) и использовать затем соотношение 7.3(23), то получится 
16.2{28). Точно так же 16.2(26) получается из (22). Таким образом, интерес- 
ный факт, что все разложения в п. 16.2 имеют одинаковые коэффициенты, 
является прямым следствием интегрального уравнения, которому удовлетво- 
ряет Ug (2). 

Вместо пути интегрирования типа С. из п. 7.3.5 можно использовать 
пути С: и С... Пусть © up’ удовлетворяют неравенствам (17) и (18). Pac- 
смотрим 

ОЕ 

gz)= | Мощь 04%  Im(z + f) £0. (24) 
о’=#% 

Предположим сначала, что 2 иаходится в полосе ||т2| < | В|. Когда z 
увеличивается в этой полосе Ha 2л, то либо о и р’ увеличиваются на 20, 
либо ри р’ уменьшаются Ha 2% в зависимости от того, положительно или 
отрицательио Ип В. Таким образом, 

О 10 

(ме, Ош О —Aug (2), [Iz] <| IB), (25) 
0’—Е0 

является другим интегральным уравнением, которому удовлетворяет Uo (2). 

Это уравнение приводит к разложениям вида 16.2(30) для решений первого
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рода в полосе |Ип2| < |1 В| (см. также п. 162). С другой стороны, если 
imz>|Imf| или Imz<—|Imf], то при увеличении p ва 2л либо о’ уве- 
личивастся на 2%, а Z уменьшается на 27, либо наоборот, р’ уменьшается 
на 2%, а 2 увеличивается Ha 2п. В этом случае путь интегрирования в (24) 
меняет как свой вид, так и положение, и интеграл не представляет больше 
решения первого рода. Из поведения М при [п 2 -» oo следует, что 

ОЕ 

из (2) = \ М (2, 5) шо (2), Imz>|ImB], (26) 
©’ —10 

экспоненциально убывает, когда Пиё -> o и, следовательно, является реше- 
нием третьего рода. Интегральные соотношения этого вида между решениями 
первого и третьего рода приводят к разложениям вида 16.2(30) для решений 
третьего рода. 

Существуют также сингулярные интегральные уравнения для решений 
третьего рода, а также интегральные соотношения, выражающие решения 
первого рода в виде интеграла, содержащего и.. 

16.4. Периодические функции Матье 

Если 1 — целое число, то решение перзого рода 16 2(4) периодично: 
если гл — четное целое число, то период равен п, аесли Ил — нечетнос число, 
то л является полупериодом (т. е реиение меняет знак, когда 2 увеличи- 
вается на ct). В последнем случае период равен 2х Если не оговорено 
противоположное, мы будем называть рещение периодлческим, если его OCHOB- 
ной иериод равен л или полупериод равен л. Периодические решения BCIpe- 
чаются во многих приложениях уравнения Матье и мы посвятим пп. 16.4— 
—16.8 изучению периодических функции Матье и соответствующих им реше- 
ний второго и третьего рода 

Кривые на вещественной (A, 09)-плоскости, вдоль которых ИА является 

целым числом, будем называть характеристическими кривыми. Они разби- 
вают (й, 9)-плоскость на области устойчивости и неустойчивости (cm п. 16.2). 
Если задано 9, то значения A, при которых существуют периодические решения, 
называются собственными значениями, а соответствующие периодические реше- 
ния называются функциями Матье или же функциями Матье первого рода. 
Не существует общепризнанных определений и обозначений для функций 
Матье. Мы будем использовать обозначения Айнса ([псе; 1932), которые при- 
меняют также Мак-Лахлан (1953) и многие другие авторы Следует, однако, 
отметить, что ГР) многие старые авторы применяли нормализацию, отличную 
от предложенной Гольдштейном и использованной Аинсом и Мак-Лахланом, 
которой мы следуем здесь; 2) Стреттон (Stratton) wap (1941), а также авторы 
таблиц NBS использовали другие обозначения и другие нормализации. На 
стр. 38 таблиц NBS дано детальное сравнение трех видов обозначений. 

Мы будем считать в нашем исследовании, что 9 вещественно, так что и 
собственные значения fA и соответствущие им собственные функции веще- 
ственны. Случай комплексных параметров был изучен Струттом (Strutt; 1935, 
1948) 

Если и (2) является функцией Матье, то и 

u(—z), uw (z) + w(—2) 
также являются функциями Матье. Мы можем поэтому ограничиться изуче- 
нием функций Матье, являющихся четными или нечетными функциями от 2. 
Четную функцию Матье, имеющую fa нулей на промежутке 02 <л или 
на любом полуоткрытом промежутке вещественной OCH длины л мы обозна-
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чим через се, (2, 0), а нечетную фуикцию Матье с теми же свойствами — через 
se, (2, 9) Соответствующие собствеиные зиачения A будут обозначаться через 
а, (9) иб, (9) соответственно. Часто мы будем писать просто ce, (2), Sey (2), 
Ay, bn, опуская 0 

Функции Mabe являются собственными функциями задачи Штурма—Лиу- 
виляя для дифференциального уравнения 

ди 
Gi + И — 29 cos (22)] и=0 (1) 

и граничных условий 
и (0) =и(л)=0 — для se, (2, 9), (2) 

du du 
де (0) =а, m= для ce, (2, 9). (3) 

Из общей теории Штурма—Лиувилля (см ‚ например, Айнс, 1939, гл Х) сле- 
дует, что для любого n=1, 2, .. существует определенная с точностью до 
постоянного множителя собственная функция зе, (2, 9) и что для каждого 
n=0, 1,2,. . существует определенная с точностью до постоянного множи- 
теля функция Ce, (2, 9) Мы дополним определение функции Матье, выбрав 
произвольный постоянный множитель так, чтобы выполнялись условия 

\ 

2л 

ce, (0, 8) > 0, \ [ce, (2, 8) 42=л, 

° (4) 
р 

4 зе, — ~— (0, 8) > 0, \ (se, (2, 6)? 42=л. 
0 } 

Если е (2) означает либо ce, (2), либо se, (2), то е (2) и е(п— 2) удовлет- 
воряют одному и тому же дифференциальному уравнению и одинаковым гра- 
ничным условиям Поэтому эти функции отличаются друг от друга лишь 
постояииым множителем Следовательно, е(2) является либо четной, либо 
нечетной функпией от A/2—zZ и мы имеем следующие четыре случая: 

и (0) =и (>) =0, е=3ез те (2), период л, (5) 

и (0) =2 (>) =0, @=Som4,(Z), » 9, (6) 

~ (0) =u ( 5) =0, — е=сеи+: (2) » 29, (7) 

7 (0) =% (>) =0, е=сед (2), » л. (8) 

Для каждого т =0, 1, 2, ... существует в точности одна собственная функ- 
ция для каждой из четырех граничных задач и т равно числу нулей в про- 
межутке 0< z < 1/2 

Из (5)—(8) мы получаем также 

u ( -5) =u (> =0 для  Сезт+1(2) И Зезтча (2), (3) 

du / а 
кр \ -+) =F (+) =0 для Cop, (2) и S€gm41 (2), (19)
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и окончательно 

и (—л) =и (п), а (— п) =. (п) (11} 

для всех функций Матье. 
Испо 1b3\ я леорему сравнения для собственных значений задачи Штурма-— 

Лиувилля, получаем @,<Gn+, для (3), В, «В: для (2), Aom4i1< 
<Domto< ome, для (9) и dom < Dame, < Comte для (10). Таким образом, мы 
знаем взаимное расположение собственных значений, исключая взаимное рас- 

положение a, Hb, Айнс доказал, что если 9 50, TO a, 76,, и установил 

из таблиц, что если 9 <0, TO a, > 6, Таким образом, мы имеем 

a < а < В <. <a, <; <вВ <... 9>0, 

Oy <b, < а <. < 4 < dg < а: <..., 9 = 0. (12) 

а», —> ©, когда п». 

Относительно дальнейших исследований, оценок и асимптотических форм 
для собственных значений см. Strutt (1943). 

Соотношения симметрии для указанных выше граничных условий даны 
в табл. 12. 

a 

Таблица 12 

Соотисшения симметрии для функций Матье 

е (2) е (—2) е (1% —2) e (% +2) 

Cum сет сет сео 
> ; _—— 

565 m 4.1 — 522 2+1 522 +1 — 52 ж+1 

562 +2 — $62 1+-2 — SComte SCom+2 

Уравпение Матье остается инвариантным при преобразовании O= —0’, 
z=n 2—2'. Из (5) — (8) и (14) следует, что 

Am (—9) == @2т (9), бота (—9) = Бот (8), ата (—9) = 6+1 (9), (13) 

се (2, —9)=(—1)” 
cee, (л'2—2, 9), | SCom+2 (=, —6) = (— 1)” S€omt2 (m/‘2—z, 9), 

сета (2, —0) =(— 1)” зе т: (л/2—2, 0). 

(14) 

Так как функции Матье являются собственными функциями некоторой 

задачи Штурма—Лиувилля, для них имеют место следующие соотношения
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ортогональности: 
3/2 п/а 

\ сезь (2) сео (2) 42 = \ Сезр+1 (2) COg 944 (2) 42 = 

° л/з ° 1/28 

= \ 2244.1 (2) зе2т+1 (2) dz= ( S€2p 49 (2) Зет (2) dz=0, 
о 

k,m=0, 1,2, ...,k&m, (15) 
n л 

\ се, (2) ce, (2) 42 = \ Se,,+1 (2) Sez, (2) 42 =0, 

0 0 

1,n=0,1,2,...,l40, (16) 
anv 

| cen (2) seps (2) de =0, i,n=0,1,2,... (17) 
0 

Если if является рациональным числом, то 16.2(4) и 16 2(5) — периоди- 
ческие решения уравнения Матье, период которых кратен м. Такие решения 
иногда называют функциями Матее дробного порядка (см. Мак-Лахлан, 1953, 
гл. IV). Свойства ортогональности для таких решений были получены Шефке 
(Schafke; 1953). 

Интегральные уравнения для функций Матье могут быть получены из 
результатов п. 16.3. Если [— любая периодическая функция Матье и 
b=a-+2n, М — периодическое по & решение уравнения 16.3(9), то выполняется 
условие 16.3(12), и 16.3(10) является решением уравнения Матье. Если М 
является также периодической функцией от 2, то 16.3(10) является периоди- 
ческим решением (1) и, следовательно, кратно функции Матье. В качестве 
ядра можно выбрать 16.3(15) при произвольном значении В или при частных 
значениях В, комбинации ядер 15.3(15), частные производные этих ядер по В 

, Таблица 13 
Интегральные уравнения для функций Матье 

а | `6 М (2, 5) е (2) 

о| x exp (2101/2 cosz cos 6 cosf) ch (201/2 sin г sin sin) | се, (2) 

0 л exp (2101? cosz cost cos В) sh (207/? sinz sin{ sin) | se,+3 (2) 

О | x/2 cos (20%/3 cos 2 cost cos В) ch (20'/? sin 2 sin § sin В) | сезш (2) 

0 | л/2 sin (201/2 cos 2 cost cos В) ch (201/2 sinz эт Е зт В) — [сезш+а(2) 

‘\ 
0 | л/2 cos (29*/? cos 2 cost cos В) sh (207? зи 2 зп 5 зт В) — [ета (2) 

01 л/2 sin (20172 cos 2 cos€ cos 8) sh (201/2 зн 2 за Е sin) —|seam+0 ® 
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и тому подобное. Промежуток можно привести, используя соотношения сим- 
метрии для функций Матье. В табл. 13 перечислены промежуткн и ядра глав- 
ных интегральных уравнений вида 

b 

} ме, De) a= e(2) (18) 

для функции Матье. Другие ядра могут быть получены путем придания спе- 
циальных зиачений В (если В—=0 или В==п/2, то надо предварительно раз 
делить ядро на зш В или cos), или путем интегрирования по В. Таким путем 
могут быть получены ядра, содержащие функции Бесселя (Erdélyi, 1942a, 
Мак-Лахлан, 1953, гл. Х). 

16.5. Разложения функций Матье и функций второго рода 

Из периодичности функций Матье и указанных в табл. 12 свойств сим- 
метрии этих функций вытекает, что эти функции можно разложить в ряды 
Фурье следующего вида: 

сет (2, 6) = > Ag, cos (2r2), (1) 2 

cima (2 => Ав 1 008 ((2r-+1) 2]. 2) 

seams (2 = Виа [(2r-+1) 2] в) 

Seana (2 = Bays sin [(2r +2) 2]. ( 
Это — формы, к которым сводится 16.2(8) при целых значениях du. Если это 
окажется необходимым, мы будем указывать порядок функции Матье и зна- 

am чение @ и писать Az, (8) вместо Аз; ит. д. 
Подставляя разложения (1)—(4) в уравнение Матье 16.4(1), получаем 

следующие рекуррентные соотношения для определения коэффицнентов 
ors eer, Barta: 

hAyp—0A,=0, 
(#—4) A, —0 (24, — Ay) -=0, } (5) 

(h—4r2) Agp—9 (А at Agr+a)=0 Вади (0), г=9, 3,...., 
(h—-0 1) Ay —-6 Ау ==0, 

[h—(2r + 1)*] Asp 41-8 (А, _1- Aarts) =9, | (6) 
Пат: (6), г=1,9,..., 

(h-0—1) B,—9B3=0, 

[h—(2r + 1)?] Bop 1 —9 (Bap Вал) =0, | (7) 
В = бож-а (9), r=l, 2, eee, 

(h—4) В. —ВВ. =0, 

{h— (2r + 2)?] Bop+_—0 (Bop + Borsa) =0, (8) 
В == био (8), г=1,2,...
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Как и в случае 15.3(13), каждое из рекуррентных соотношений приводит 
к выражению отношения двух последовательных каэффициентов в виде бес- 
конечной непрерывной дроби, содержащей fh, а подстанозка в первое уравне- 
ние каждой из систем (5) —(8) приводит к трансцендентному уравнению для A, 
которое можно использовать для определения собственных значений. В случае 
(5), например, трансцендентное уравнение для В имеет вид 

h= т h — 62/64 h=dem (0) 

4 1 _ 92/576 

в 
36 

Если fh определено, то мы знаем отношение последовательных коэффициентов. 
Для определения самих этих коэффициентов надо дополнить (5)—(8) соотно- 
шениями 

У Aa >0, 2+ У [Awl =1, (9) 
r=9 r=0 

D>) Aarti > 0, D> [А+ =1, (10) 
r=0 r=0 

D>) (2r+1) Bara > 0, D>) (Bartil?=1, (11) 
r=0 r=0 

Dd (2r +2) Bap+a > 0, Dy [Виа =1, (12) 
T=0 Tr=0 

вытекающими из 16.4(4). Отиосительно более детального описания вычислений 
см. Ince (1932), Blanch (1946) и Мак-Лахлан (1953). Отиосительно списка чис- 
ловых таблиц см. Bickley (1945), а список литературы дан в таблицах NBS 
(1951). 

Из бесконечных непрерывных дробей следует 

litn PP Agr 9 _ lim Аз: lim Barty lim Berra 9. (13) 
r> oo ar r> @ 2r—1 r>o Bory го ог 4 

так что ряды (1) —(4) сходятся во всей комплексной плоскости. 
Разложеиия функций Матье в ряды функций Бесселя могут быть полу- 

чены нз 16.2(26), (28), (29), если положить Ць=0, | и использовать симмет- 
рию функций Матье, или же из интегральных уравиений, указанных в табл. 13, 
путем подстановки под знаком интеграла разложений Фурье (1) — (1). Сле- 
дующие разложения вытекают из интегральных уравнений, если использовать 
предельные формы ядер при В=0, В=л/2: 

Clam (2, 0) == cen У (1) ard or (28°! cos 2) — 
0 ( ) r=) 

cea (0, 8) х (—1) Aol, (26°/2 sin 2) (14) = — ar! р ? 
Ат (0) 2
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ce... (л/2, 6) 
Сеат 1(2, 9) = поаеято > у (1)? Agr + aS op+1 (201/2 cos 2) = 

ce 0, 8 
: 

7 Spor cig z у (—1/7 (2r +1) Aart 1Гг+1 (20/2 sin z), (15) 
r= 0 

se 1/2, 0 = Se о) tg 2S. (=I (2 +1) Bars sdap+ (90? совг) = 
1 r=0 

S€2m+1(Z, 9 

, 

(0, 6) = | = gifagamer gy Ха (1 Bare slar+s (20 sin 2), (16) 
1 r=0 

se 

Зета (11/2, 6) 
овзт+ 8 (8) 

—_ Sant (0, 9) 

фв2т та (0) 

Stom+2 (2, 9) = — 92» (—1/27--2)Выьа Гар (28%? cos 2) = 
r=0 

сиг». (—1/7 (27-2) Baye fora (204 sin z). (17) 
r=0 

В этих формулах положено e’ == . Постояниый множитель Ав 16.4(18) в каж- 

дом случае определяется путем подстановки 2 =0 или 2= 0/2 в само разло- 
жение или результат его почленного дифференцирования. Бесконечные ряды 
по функциям Бесселя сходятся при всех значениях 2. 

Имеется значительное число разложений функций Матье по произведениям 
функций Бесселя вида 16.2(33), (35). Наиболее важными среди них являются 

сезт (2, 0) = Ра. >> (—1)^ AgpJ, (0/2e"2) J, (01/2е-#), (18) 
Ay” r=0 

Cla m+1 (2, аа > (—1) Аз 
г=о 

x [Jp (OM 76") Fras (те) Леа (0120) Г, (OM е-В), (19) 

Stamti(Z, 9)= — та У (—1)/ Bep+1X 
iBs то 

х [У (0126!) У,..1 (01/2е-) —1,.., (01/3) J, (0 2е-")], (20) 

Stems (2, 6) = “ата. нае, (—1)’ Bop+aX 

XL, (ore, T pg (OM 807 #2) — 1. (02/22) J, (01/9е-)]. (2) 

Множители py и з„ были определены Мак-Лахланом (1953, стр. 438 н 
далее), который сравнил асимптотические формы обеих частей разложений
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(18) — (21). С помощью результатов п. 16.7 получаем 

Аз" Pam = C&am (0) сези (^/2), ) 

018A == — Clam ts (0) Camas (10/2), 
01/2 827 +14, = 9+1 (0) зева (20/2), (22) 

ее ино (0) Sain yg (7/2). | 

Ряды (18) — (21) сходятся при всех значениях 2. Эти ряды и разложения 
в ряды No произведениям функций Бесселя могут быть получены с помощью 
интегральных уравнений, ядра которых содержат функции Бесселя (Мак-Лах- 
лан, 1953, стр. 216 и далее). 

Айнс доказал (см., например, Мак Лахлан, 1953, гл. VII), что при 0 #0 
общее решение уравнения Матье никогда не является периодическим. Таким 
образом, если е (2) любая функция Матье первого рода, то второе решение 
уравнения Матье непериодично Так как функции Матье второго рода менее 
важны, мы не будем останавливаться на деталях, касающихся этих функций, 
и отошлем читателя к книге Мак-Лахлана или к аналогичным работам, свя- 
занным с модифицированным уравнением Матье, см п. 166. 

Есть много путей для построения функций Матье второго рода. Вырож- 
денная форма теоремы Флоке устанавливает, что в случае, когда ил — целое 
число и е(2) — соответствующая функция Матье первого рода, второе решение 
можно искать в виде 2е(2)1{(2). Здесь { (2) — периодическая функция, кото- 
рая разлагается в ряд Фурьё no синусам, если е(2) разлагается в ряд по 
косинусам и обратно. Другой метод основан на интегральных соотношениях 
вида 16.3(26). Простейший и зачастую наиболее эффекливный метод основан 
на том замечании, что ряды по функциям Бесселя, данные в этом пункте, 
остаются формальными решениями уравнения Матье, если заменить функции 
Бесселя первого рода функциями Бесселя второго или третьего родов. Полу- 
чающиеся таким путем из (14)—(17) ряды сходятся, если |cosz|> 1 или 
[512] > 1 соответственно, и неудобны для вычисления функций Матье вто- 
рого и третьего рода при вещественных 2. С другой стороны, ряды по произ- 
ведениям функций Бесселя, в которых один Множитель является функцией 
Бесселя первого рода, а второй множитель —функцниен Бесселя второго или 
третьего рода, такие, как 16 2(35), сходятся для всех значений 2. Эти ряды 
весьма удобны для вычислений. 

$ 16.6. Модифицированные функции Матье 

Дифферекциальное уравнение 

и 50 ch (22)] и=0 (1} 
dz? 

называют модифицированным уравнением Матье; оо отличается от уравне. 

ния 16.2(1) лишь тем, что 2 заменено в нём На 1%. ответстве x р у ты 

nn. 16.2 и 16.3 применяются, с небольшими изменениями, к omy урав: . 

нию. Часто уравнение (1) появляется в связи C уравиением an КОТ м 

принимает одно из собственных значений @ц или 5. Мы огран 

случаем.
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Модифицированные функции Матье nepeceo рода определяются форму- 
лами 

Се, (2, 0) ==ce, (iz, 8), h=a, (6), | 

Sen (2, 8)=—ise, (iz, 8), h=b, (0). © 
Разложения модифицированных функций Матье в ряды Фурье, ряды по бес- 
селевым функциям и в ряды по произведениям бесселевых функций вытекают 
из результатов п. 16.5 и перечислены в книге Мак-Лахлана (1953, пп. 2 30, 
2.31, гл. УПТи XIII). | 

Модифицированные фуикции Матье второго рода получаются путем замепы 
в 16.5(11) — (17) функций Бесселя первого рода функциями Бесселя второго 
рода. Аналогично функции Бесселя третьего рода входят в определение моди- 
фицированных функций Матье третьего рода. Мак-Лахлан использует следую- 
щие обозначения. Он обозначает через Fe функции, соответствующие Ce, а 
через Ge функции, соответствующие Se, и добавляет букву у для функций 
второго рода и букву К для функций третьего рома. 

Модифицированные функции Матье второго рода: 

Сет (п/ 2, 0) 

Ат (0) >. (—1)°A2,¥o, 
(2091/2 chz}= 

r=0 

Реут (=, 9) = 

oO 

— een (0, 9) у. А У., (202/ t sh 2) — 

А 0 (0) r=0 

= Pam S* (ды т, (0°/20~2) у, (08/202), пан (8), (3) Qin 
Ay r=0 

со 

д/2, 9 
Реузтч1 (2, 6) = — о у. (—1/ Аза ла (2942 ch 2) = 

1 r=0 

to 

__ C&am43 (0, 9) Va _ 

~ 91/2 д2т +2 (9) cth 7 p> (2r+ 1) Adopt аг +3 (20 sh z) = 

дз х. {—1)7 Ага (J, (02-2) У; (8/207) + 

HJ p41 (0/2е-2) У, (01/222), Вата (0), (4) 
Geyon+1(2, 6) = 

бана (1. бт (1 (2 $1) Bape ap 41 (201? ch 2) = 
1/2 р2т +1 

0 By r=0 

© 

>. Bop +s¥ г +1 (201? sh 2) = 
r=0 

_ Зезтчья (0, 8) 
> 91/2 3т +1 

1 

— Sam+1_ у, (—1/ Bap+1 [J, (81/22 -7) У: +1 (01/27) — 
87-1 

В; r=0 

— 1.1 (01/2е-2) У, (01/222), k= bamer(®), (5 
4
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Geyem+2 (2, 8) = 

Зета (7/2, 0) 
во 

ша», (—1/7 (27-2) BopraY arse (20/8 ch 2) = 
opm? ro 

Зета (0, 0) = 
=F maa othe У. (2r +2) Bort a¥ arta (29472 sh 2) = 

a =0 о г 

$ 

=” т» (—1)” Ва, lds (01-2) У, +4 (01/322) — 
2 r=0 

— 171+ (01/2е-2) У, (91/3е*)], = k= Bama (0). —(8) 

В каждой из этих четырех групп разложений первый ряд сходится, если 
[ch 2| > 1, а второй —если |shz|> 1, третий — для всех значений 2. В пер- 
вых двух рядах мы предполагаем также Кез > 0. 

Имеется много модифицированных функций Матье третьего рода. 
Фуньции, получающиеся путем замены в рядах для Fey, и Gey, функций 
У, на HY), |=1, 2, обозначаются обычио через Ме и Ne), j=1, 2. Функ- 
ции, получаемые путем замены У», (©) на (—1)”л-* К», (—1), а Уз: (@) 
на (—1)' м1 К.,+, (—10), в первых двух рядах, представляющих Fey, и 
Gey,, обозначаются соответственно Fek, и Gek,. Так как из 7.2(5) и 7.2(17) 
следует, что 

J, (0) +4Y,, (a) =H (@) = i-¥-2 К, (— 0, 
то различные модифицированные функции Матье получаются из соотношений 

Се (2, 8) 1 Feyon (2, 0) =Ме(!) (2, 0) = —21 Feko,, (2, 9), 

Ceamt1 (2, 8) t Ееузшча (2, 0) =Ме1) | (2, 0) = —2Fekem+1 (2, 9), 
(7) 

Зезшча (2, 6): GeYam+1(Z, 6) = №1) , , (2, 6) = —2Gekemae (2, 6), 

Sean +2 (2, 0): беузш-ча (2, 0) = Ne) (г, 0) = —2:Gekg +2 (2, 6). | 

Относительно разложений различных модифицироваиных функций Матье 
третьего рода см Мак-Лахлан (1953, пл 8 14, 8.30, 13 30, 13 40). 

Асимптотическое поведение модифицированных ф\нкций Матье при 2 > 0% 
может быть вырелено из их разложении в ряды по функциям Бесселя или 
в ряды по произведениям функцчй Бесселя (см. п. 16 7). 

Существует мпого интегральных соотношений между функциями Матье 
и модифицироваьными фуньциями Матье, а также между различиыми модн- 
фициро“анными ф)нкциями Матье. Если Х (2, €) является ядром на проме- 
жутке (а, 6), таким, как в 16.4(18), то 

а 

мы, He (de 
b 

отличается лишь постоянным множителем от модифицированной функции 

Матье первого роза Интегральные соотношения, возиикающие нз предельных 

случаев В=0, В=л/2 ядер в табл. 13 п. 16.4, перечислены в книге Мак-Лах- 

лана (1953, п. 1020).
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Пусть 9 > 0, 2> 0. Тогда сходятся интегралы 

со 

\ exp (2107/4 ch zch ©) Се, (t, 6) df, 
0 

со 

\ sh zsh бехр (2101/2 ch zch 5) Sena; (5, 0) 45. 
0 

Если подставить вместо модифицированных функций Матье первого рода 
их разложения в ряды Фурье и вычислить получающиеся интегралы с по- 
мощью формулы 7.12(21), то получаем следующие интегральные соотношения: 

tA®” Бекои (2, 0) = 
® 

— се,” (л/2, 6) \ exp (2101/2 ch zch &) Сем (Е, 6) 4, O>0, 2>0, (8) 
0 

лА une} Fekem+1 (2, 9) = 
iva) 

— — 61/2 сет. (л/2, 9) \ exp (2181/2 ch z ch &) Сеть! (©, 0) 4%, 
0 

0> 0, z2>0, (9) 
nBi™** Geko n+1 (2, 0) = 

= —2isesn +1 (0/2, 8) \ sh zsh бехр (2101/? ch zch 5) Зет: (5, 0) db, 

0 

0>0, 2> 0, (10) 

TBE” *? Geksm+a (2, 0) = 

= — 210-1? se. 4» (м/2, 0) \ sh zsh 6 exp (2:01/2 ch ась 8) Segm+o(, 0) dC, 
0 

9>0 z>0. (11) 

Отделим в соотношениях (8) — (11) вещественную и мннмую части с помощью 
равенства (7). Мы получим тогда следующую группу интегральных соотно- 
шений: 

лАз" Feyo, (2, 0) = 

= — es, (1/2, 0) \ cos (201/2 ch асВ 2) Се (&, 0) 4, 0>0, 2>0, (12) 
0 

tA?" +1 Fey, 41 (2, 0) = 
=. 

=20- HP cel и. (1, 0) | sin (21/2 св 266 ©) Ceam+s ( 6) db, 
0 

0>0, 2>0, — (13) 

6 Г. Бейтмен, А. Эрдейи
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лв" 1 Gey, (2, "= 

= 45е 41 (1/2, 6) \ sh 2 sh 6 cos (20*/? ch zch t) Seon+, (©, 6) dé, 
0 

0 > 0, z>0, (14) 
Bi"? Geyen+s (2, 0) = 

—1/ г < = 407 seamen (2, 0) { sh zsh Esin (20%/3 ch 2ch £) Seance (Cy 0) dt, 
0 

‘ 9>0, 2> 0, (15) 
а также интегральные уравнения 

AS” Cea, (2, 6) == 

= сер (2, 0) {sin (201/2 ch zcht)Ce,, (Е, 6) 4 @>0, 2>0, (16) 
0 

BAY" ** Ceam+y (2, 8) = 
® 

= 2971/2 CCom+y (2/2, 8) \ cos (20/2 ch 2 ch 2) Сет (6, 9) af, 

0 
89> 0, z> 0, (17) 

два Sens, (2, 0)= 

= —Ases 41 (7/2, 8) \ sh zsh 6 sin (201/2 снг ch£)Sean41 (Е, 0) dv, 
0 > 

6 > 0, z>0, (18) 

BS ето (2, 0) = 
с 

= —40-"/? se). (n/2, 8) \ sh 2 sh 60$ (201/2 ch 2 ch ()Зезтчьа (5,0) 45, 
0 

9>0, 2>0. (19) 

Относительно интегральных соотношений при отрицательном 8 см Мак-Лах- 
лан (1953, гл. Х). О!носительно интегральных соотношений с ядрами, содер- 
жащими фуикции Бесуеля, см. Мак-Лахлан (1953, гл. Х) и Ме!хпег (1951а). 
Мейксиер (Meixner; 1951а) вычислил также некоторые интегралы, содер- 
жащие произведения фуккций Матье. 

16.7. Приближения и асимптотические формы 

Приближения при малых |0]. Если 0—0, то уравнение Матье сводится 
к дифференциальному уравнению с постоянными коэффициентами, и мы 
имеем 

а» (0) = by (0) =, | 
сес (2, 0)=2713, ce, (2, 0) = cos (nz), se, (2, 0) = (12), п=1, 9, ...
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Отправляясь от соотношений (1), можно разложить собственные зиачения 
в собственные функции по степеням 6. Стретт (1935, стр. 42) доказал, что 

ав (9) =п2--О (|9 |"), 6, (6) =л2-- 0 (6 |"), 9—0. (2) 
Отсюда видно, что характеристические кривые, соответствующие Ce, и Sep» 
имеют в точке й=л?, 6—0 касание порядка п—1 Точка h=n?, 0=0 
является единственной общей точкой этих двух характеристических кривых. 
Стретт (1935, стр. 38 и далее) дал также разложение для a, (9) до 606 для 
ce, (2, 0)/А" до 6* и для некоторых коэффициентов АЙ/АЙ до 6% или 65. 
Числовыг границы для О-члена в (2) получены Вайнштейном (Weinstein; 1935). 

Асимптотические формы при больших значениях !\. Асимптотическое 
поведение функций Матье при п 2 —+ o нли модифицированных функций 
Матье при Кег — co можно вывести из разложений по функцням Бесселя 
с помощью доказанной Мейкснером (Meixner; 1949а) общей теоремы. Она 
Устанавливает при некоторых условиях, что можно получить асимптотические 
разложения рядов, подобных 16 6(3), путем подстановки в эти ряды асимпто- 
тических разложений функций Бесселя. 

Для того чтобы получить главный член асимптотизеских разложений 
модифицированных функций Матье при Кег-—+ ®, заметим, что 
в силу 7.13(3) 

J, (204/?ch 2) ~ 0-1/4 (a ch 2) 1 cos (20*/%ch z— tent x] nw 

1 -118 1/4 2/3 1/2. =_ 1 1 - (==) 0 е cos | 6 e— Vb —т п), 

Rez — ©, —au<imz2<n. 

Подставляя это в 16.5(14), получаем 

_ , сезиз (0) Cea rn (1/2) —2/ 1 
Ceo m (2, 8)=ceo (#2, 6) ~ Gayl? erage ° 2/3 cos (01Ре? — 1/4). 

С другой стороны, применяя 16.5(18} и замечая, что при больших значениях 
Rez первый влен ряда доминирует над остальными, имеем 

Ceo m (2, в) = сер (12, 0) ~ Pom (л/2)- 2/2 0-1 е-2/ cos (01/2е2 — 1/4). 

Сравнивая последние два равенства, получаем первое соотношение 16.5(22), 
остальные могут быть проверены аиалогично. Tens того чтобы получить 
асимптотические формы модифицированных функций Матье второго рода 
из 16 6(3) —(6), применим вместо 7.13(3) формулу 7.13(4), что сводится 
к замене 

1 a 1 л 
cos( 9 e* Vit г) иа sin ( 8 ef —-5. ул г). 

Этим путем получаются следующие результаты: 

Сезш (2, 8) > pom (р) 11 0-14 е-213 соз (01 е2—л/4),  \ 
Ces mts (2, 0) ~ рат. (1/2) -1/2 0-1 е—213 cos (0122 —Зл/А), 
Зета (2, 0) — ата (л/2) 8 6-1 е-2 cos (6127 —3л/4), | (3) 

Segm+2 (2, 0) ~ Sem+a (л/2)- 1/2 0-М 4 e- 4/3 cos (81/4e? — 2/4), 
1 

2 Rez—>o, —л< arg6-+Im2z <a, 

6"
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Feyzy (2, 0) ~ Pam (16/2) — 1/8 Q-1/4 е-2!2 sin (01/2 e2 3 /4), ) 

Feyamsi(2, 0) ~ раша (1/2) 1 0-1 е-2! sin (01/2e? 37/4), 
Geyo m1 (2, 8) ~ Sem+a (л/2) 1 0-11 e~7/? sin (01137 30/4), | 
Geom +2 (2, 8) + Sam+a (30/2)~ 2/2 0-1 e- 7/4 sin (01 е2—л/4), 

(4) 

Re z—> о, —n <5 argd+Imz < п. 
7 

Асимптотические ряды по убывающим степеням e* или chz могут быть 
получены из модифицированного уравнения Матье 16.6(1) (см. Мак-Лахлан 
(1953, гл. Х1). 

Асимптотические формы при больших значениях |0|. Асимптотическое 
поведение функций Матье и собственных значений fA при больших вещест- 
зенных значениях 0 было изучено Джеффрисом, Гольдштейном и Айнсом. 
Результаты этих исследований и ссылки на литературу приведены у Стретта 
(1935, стр. 42 и далее) и Мак-Лахлана (1953, пп. 11.40—11.44). 

Основными результатами являются: 

a, (0) ~ В+ (0) ~—20-+2 (21-1) gt (ant 20-4 1), 0 0, (5) 

се, (г, 0) ~ C, (cosz)~*-4 { [сов" +1 (2/2-+ л/4}] exp (2601/7 sinz)+ | 
4-[sin?”+1 (2/2-- л/4)] exp (— 201! sin 2) }, 

Sn+ (2: 0) + S_41 с08-"-1 2 {[cos?* +1 (2/2-- 1/4)Jexp (201 sinz)— г (8) 

— [31128 +1 [z/2-+ л/4)] exp (— 261? sin z) }, 
— 1/2 <2<л/2, 0-+о, J 

Ce, (z, 8) ~ 

mC, 2112-* (ch г)-1 cos [201/2 sh z—(2n-+ 1) arctg (th 2/2)], 
Se,+1(z, 9) ~ (7) 

m S41 2)/2-" (ch z) 1/2 sin [20112 sh z—(2n-+ 1) arctg (th z/2)j, 
z>0, 0—-+o., 

При больших значениях 5 сравнение (7) и (3) приводит к 

С,=(— 1)” 27-11 QUA KUNA pS =(—1) 27-31 0-14 5-15, (8) 
где m=[n/2], т. е. п=2т или п=2т-Р1 в зависимости от того, четно 
или нечетно п. 

Лангер (Langer; 1934) изучил асимптотическое поведение функций Матье 
при больших вещественных значениях 0, в то время как 2 может быть 
комплексным числом. 

Равенство (6) описывает поведение функций Матье, когда — | < cosz < [, 
и (7), когда cosz>1 Обе формулы теряют силу вблизи значений 2, для 
Которых с0з2=1. Для того чтобы получить формулы, справедливые в об- 
ластях, содержащих эту точку, Мейкснер (Meixner, 1948) и Сипс (Sips; 1949} 
разложили функции Матье в ряды по функциям параболического цилиндра. 
Эти разложения имеют вид 

|= = 

ce, (2, 6) = У aD, (201/? соз2), 

т о (9) 
3ел+1(2, 8)=sinz №, B,D, (201? cosz), 

r=0
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где г пробегает четные или нечетные целые числа в зависимости от того, 
четно или нечетно и, а %,„ и В, удовлетворяют рекуррентным соотношениям, 
содержаитим пять членов Если 0 велико, то доминирующий член разложений 
(9) соответстзует значению г=п, и мы получаем 

ce, (2, 0) ~a,,D,, (201/? соз2), 10 

зе (2, 0) ~ 6, sinz D, (201/? соз2), 9-ю. 

Коэффициенты я, и В, можно определить, положив 2=1/2 (если необхо- 
HMO, то после дифференцирования) и использовав значения D, (0), р, (0), 

полученные в 8.2(4). 

16.8. Ряды, интегралы, 3anaq разложения 

Многие из известных бесконечных рядов, содержащих функции Матье, 
можно интерпретировать как суперпозиции решений волнового уравнения. 
Как и в п. 16.1.1, обозначим через х, у декартовы координаты, через и, 
U— эллиптические координаты и через р, ф— полярные координаты, так что 

x +iy=c ch (u+ iv) = рей. (1) 

Типичными решениями двумерного волнового уравнения 

92 д 
oe t oye ТК =0 (2) 

в эллиптических координатах являются И (u)V(v), где У— функция Матье, 

U — присоединенная функция Матье и 

9—= (Аж \ —=| — кс (5 ) (3) 

в уравнении Матье. Типичными решениями в полярных координатах 
являются | 

2, (Kp) eve, 

где 7,—функция Бесселя порядка Vv. Замечание, что эллиптические цилиндри- 

ческие волны могут быть получены путем суперпозиции (круговых) цилиндри- 

ческих волн и обратно, приводит к большому числу важных бесконечных 

рядов. Эллиптические цилиндрические волны могут быть аналогичным путем 
связаны с плоскими волнами. 

Рассмотрим 

v= У (— 1/^А2” (0) НО (кр) cos (29), j=l, 2, (4) 

Kak функцию ив ои вспомним, что из (1) следует 

kp =2 [0 ch (и-- 10) ch (u—iv)]*/* , aie С a | (5) 

Таким образом, (4) является разложением вида 16.2(30) и при вещественных 

и ио (или, более общо, при | по] < | Кеи]| и фиксированном и сумма 

этого разложения кратна сс (и, 9). Так как 

W =U (м) ceem (о, 9), 

то Из 16.1.1 следует, что U (и) является присоединенной функцией Матье. 

Асимптотическое поведение ряда (4), когда и — © и, следовательно, P
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показывает, что U (и) должно быть присоединенной функцией Матье третьего 
рода, а именно 

W =const Me‘! (и, 8) ceom(v, 0), j=l, 2. 
Чтобы определить постоянный множитель, надо перейти к пределу при 
u—> 0, р-> 0, использовать формулы 7.13(1), (2) в левой части и 16.7(3), (4) 
в правой части. Это вычисление и аналогичные вычисления для Сета, 
SCom+ 1 SCem+tg Приводят к следующим разложениям, где для краткости 
в обозначениях функций Матье и в коэффициентах опущено переменное ©, 

© № 

Мей, (#) Ceom (0) = Pom > (— ПАЗ HY) (кр) cos (2rq), 
r=0 

Meg? a (р) сера (0) = ратча > (- РАЗ HY (ко) cos [(2r + 1) $], 
r=0 

(1) . m+1 гл ; (6) 
Мех (4) Seam+1 (0) =Sam+i У (— 1)? Bart НУ, (xe) sin [(27 +1) $}, | ` 

r=0 

Ме (м) Stam+2 (0) =— Sama 2) (— И’ BI HD, (кр) sin [(2r-+-2) $], 
r=0 

j=l, 2. )- 

Здесь ри $ имеют TOT же смысл, что и в 16.5(22). 
При v=0 и о=л/2 разложения (6) сводятся к 16 5(14) — (17), а при 

u—> oo (6) сводятся к 16.5(1)—(4), так что многие важные разложения 
функций Матье являются частными или предельными случаями разло- 
жений (6). 

Мейкснер (Meixner, [949a, см. также Schafke, 1953) обобщил разложе- 
чие (6) в двух направлениях. Он использовал систему полярных координат, 
полюс которой не совпадает с центром конфокального семейства эллипсов 
и гипербол, и разложил произведение U (м) У (5), где V (5) — решение первого 
рода общего уравнения Матье (т. е. с произвольно заданными 1 и 9), а 0 (и) — 
решение третьего рода соответствующего модифицироваииого уравнения. 
Его разложения имеют вид 

И (и) У (0)= > dp HL? в (кр) "№ №, 
ГЕ-О 

где 
кр=2 {6 [ch (и-+ го) —a] [ch (u—iv)—a] 11/2, 
gare СВ (ии) —“ 

ch (u—iv)—a@’ 

и и-характеристический показатель общего уравнения Матье. Коэффи- 
циенты d, представлены в статье Мейкснера в виде 

o> 

d= У (—1)"CyJanar (299), 
Ah=—-® 

rze с,„-—встречающиеся в 16.2(8) коэффициенты и V(z)—pemenue общего 
уравнения Матье, представляемое формулой 16.2(8). 

Представление эллиптических цилиндрических волн как суперпозиции 
плоских волн чаще приводит к интегралам, чем к рядам. Рассмотрим 

27 

V= \ exp [ix (x cos@-+y sin @)] ce, (©, 8) da (7) 

0 
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как функцию от и и. Мы видим из табл. 13 п. 16.4, что У при фиксиро- 
ванном и является кратным от се, (0), а при фиксированном о— кратно 
Се, (и). Таким образом, 

У — соп$ Ce, (и) ce, (о). 

Постоянный множитель можно найти, положив х==у=0, т. е. и=0, о=л/2 
в функциях У или OW/dv в зависимости от того, четно или нечетно п. 
Проводя аналогичную процедуру с se,4, и используя соотношения сим- 
метрии из табл. 12 п. 16.4, получаем 

Cam (и) Clam (0) = ) 
1/3 

= 214 pam \ cos (Kx cos @) cos (ку sin @) cg, (a) da, 

0 

Cegm+1 (и} сезт1 (0) = 
п/з 

=275 рот} \ sin (Kx cos a) COs (KY Sit &) Cegm +3 (0) da, 

° (8) 
S€am+1 (И) SCom+1 (0) = 

п/з 

2 1$ 44 \ cos (Kx cos @) sin (ку Sif &) Sez 4-1 (©) da, 

© 

Зезт-а (4) Stam+g (©) = 
1/2 

=— 20 18am 45 \ sin (Kx COS ©) sin (KY SID &) S€am+9 (©) da, 
о } 

где х и у даны формулами 16.1(1), В—формулой (3), a ри $—форму- 
лами 16.5(22). 

Аналогичные интегралы, использующие функции Бесселя вместо триго- 
нометрических функций, даны Сипсом (Sips; 1953, 1954). 

Обращение полученных выше соотношений приводит к суммам беско- 
нечных рядов произведений функций Матье. Равенства (8) можно рассматри- 
вать как выражения коэффициентов Фурье в разложениях функций 

cos 
sin 

cos 
sin (xy sin a) (xx с0$ 0) 

в ряды по функциям Матье. Это приводит к следующим разложениям: 

© 1 

cos (Kx cosa) cos (ку sila) =2 У ролсеат (4) Ceam (и} Cam (0), 
m=0 

[>= 

sin («x cos <) cos («Ky sin a) =2 > Pore 1 fam +1 (©) Сез 1 (И) CCam +1 (0), 

ры (9) © 

cos (Kx cosa) sin (ку зта} =2 У] Sony Зета (@) Seam+1 (и) зезтшча (0), 
т=о 

© 

sin (Kx cosa) sin (ky sina) = — 2 > 5214238203 (&) SC; m +3 (И) Sam-+s (0) 
m=0 р.
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Здесь снова x, y, к, ¢ и и, v, 0 связаны, как в 16.1(1) и 16.8(3). Кроме 
того, здесь в обозначениях функции Матье опущено 6, а о и $ заданы 
формулами 16.5(22). Из разложений (9) можно получить большое число 
новых разложений путем дифференцирования по параметрам @, и или ди 
выбора частных значений для некоторых из этих параметров. Некоторые 
из этих разложений перечислены в книге Мак-Лахлана (1953, пп. 10.60, 
10.61). 

Вращение разложений (6) приводит к разложениям функций 

HY (ко) Gn), = |=1 2 

в ряды по произведениям функций Матье и присоединенных функций Матье 
(см., например, $1рз, 1953, 1954). Этот результат можно интерпретировать 
как получение круговых цилиндрических волн путем суперпозиции эллип- 
тических цилиндрических волн. Сипс получил также разложения, содержа- 
щие произведение четырех функций Матье. Эти разложения связаны со 
случаем, когда ось кругового цилиндра отличается от оси эллиптического 
цилиндра. Обобщение на разложения, содержащие произведение решений 
общего уравнения Матье, дано Шефке (Schafke; 1953). 

Наконец, порождение эллиптических цилиндрических волн путем супер- 
позиции других эллиптическнх цилиндрических волн приводит к так назы- 
ваемой теореме сложения для функций Матье (Schafke, 1953), 

Несколько иной тип бесконечных рядов, составленных из функций 
Матье и произведений функций Матье, был изучен Айнсом (Ince; 1939). Исполь- 
зуя частные случаи разложений (9) и разложений, получаемых диф- 

Sensi) в ряды вида Уа,сез (2) и дал 

много других разложений, содержащих функции Матье и их производные 
в комбинации с тригонометрическими функциями. При @=0 разложения 
Айнса сводятся к теоремам сложения и формулам дифференцирования для 
тригонометрических функций и другим тригонометрическим тождествам. 

Относительно интегральных соотношений с  тригонометрическими 
ядрами см. пп. 16.4, 16.6 и (8), а также Мак-Лахлан (1953, гл. Х, XIV). 
Интегралы, содержащие функции Бесселя, даны в книгах: Мак-Лахлан 
(1953, гл. А), Sips (1949), Meixner (1951), Schafke (1953). Последний из этих 
авторов вычислил интеграл от произведения трех функций Матье. Как 
Мейкснер, так и Шефке распространили свои результаты на решения общего 
уравнения Матье. 

Свойства ортогональности функций Матье указаны в 16.4(15) — (17). 
Из общей теории уравнений Штурма— Лиувилля следует, что каждая из 
четырех систем функций - 

{ Clam \, { COom+1 }, { Samt+t }, { Sam+a } 

полна на промежутке (0, л/2), каждая из двух систем {ce, }, { зел+: } полна 
на (0, л), а система { се», se,+,} полна на (0, 2л), где т, п=0, 1,2, ... 
Любая функция, которую можно разложить в ряд Фурье, может быть 
также разложена в ряд по функциям Матье. Коэффициенты последнего 
разложения можно вычислить, используя свойства ортогональности функций 
Матье. Важными примерами таких разложений являются (9), а также раз- 
ложения (круговых} цилиндрических волн в ряды по функциям Матье. 

Задача о собственных значениях для (непериодических) решений общего 
уравнения Матье была изучена Стреттом (Strutt; 1943), который дал границы 
для собственных значений, асимптотические формы, формулы разложения 
и теоремы о разложениях. В работе Стретта с0$ (22) в формуле 16.21) 
заменяется любой вещественной периодической функцией (с периодом р), 

ференцированием (9), он разложил 
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которую можно разложить в сходящийся ряд Фурье; получающееся диф- 
ференциальное уравнение является уравнением Хилла, и поэтому Стретт 
назвал проблемой Хилла граничную задачу, состоящую из уравнения Хнлла 
и граничных условий 

и (20 -- р) = и (20), и’ (20-5 р)=6 и” (29), 
где с задано (в случае периодических функций Матье, б= + 1). 

Разложения в ряды по произведениям функций Матье и присоединеиных 
функций Матье встречаются в связи с (двумерным) волновым уравнением (2). 
редположним, что мы рассматриваем уравнение (2) внутри эллипса и = № 

и накладываем граничное условие W (uy, 9) =0 (это условие соответствует 
задаче о колебаниях эллиптической мембраны). Решение (2) имеет вид 

св (и, и) =Сер (и, 6) ce, (о, 6), 
ит (4, 0) =Se,4, (и, 8) sen 4, (о, 9), n=0, 1, ... 

Значения к, при которых Ce,, (и, 0)=0 или Se, 44 (№, 0) =0 являются соб- 
ственчыми значениями для уравнения (2) в области и=и,. Они соответст- 
вуют некоторым собственным значениям 0. Мы обозначим получающиеся соб- 
ственные функции через Hen, фа, п=0, 1,9, ..., т=1, 9, ... Элемент 
площади имеет вид [ch (2u)—cos (2v)] аи dv, н мы получаем следующие соот- 
ношения ортогональности: 
до 27 Ug 250 

\ \ ‘фетирс! [ch (2%) — с0$ (20)] du du = \ \ ps psf 41 [ch (2u)—cos (20)] du du=0, 

оо оо 

к, a=0, 1,...; т, 1[=12,...; Ёп или mF i, 
Ноэл 

\ \ apetrpst, +1 [СВ (2u) —cos (20)} du du=0, 

0 0 

k, n=0, 1, ...; 2, m=1, 2, ... 

Относительно вычислений интегралов, содержащих [фст]2и [rpsi]2, см. Мак- 
Лахлан (1953, п. 9.40). Из этих формул вытекает разложение произвольной 
функции в ряды по фуикциям Ye и tbs в области и= uy. Существуют соот- 
ветствующие разложения для других граничных условий. 

СФЕРОИДАЛЬНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ 

16.9. Дифференциальное уравнение для сфероидальных 
волновых функций и его решение 

В качестве стандартной формы дифференциального уравнения для сфе- 
роидальных волновых функций мы возьмем 

dy 5, 4 a ПРИ 

Здесь He существует общепринятой стандартной формы. Мейкснер в своих 
недавних работах (Meixner; 1950, 1951) использовал уравнение (1), где 40 =у2; 
Бувкамп, Стретт (Bouwkamp, Strutt; 1932) и Мейкснер в своих более ранних 
работах (Meixner, 1944, 1947, 1948) брали соответственно #222, — К2с22? и— 223 
вместо 46 (1 —22), так что их A соответствует /, -- 40 в уравнении (1). Стреттон 
и другие (Stratton; 1941) использовали дифференциальное уравнение, которому 
удовлетворяет (1—z?)" *у. Мы будем в этом пункте рассматривать 6, A, в
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как заданные вещественные или комплексные параметры, 2 как комплексное 
переменное, д можно назвать порядком сфероидальных волновых функций. 

Полагая 
2=COS 0, (2) 

получаем 
d2 d . 2 
о [А+-48 (sin ат у=0. (3) 

Это —- тригонометрическая форма дифференциального уравнения для сферон- 
дальных волновых функции (см также 16 1(11), (12), (16), (17). 

Мы будем рассматривать здесь многие специальные н предельные случаи 
уравнения (1), так как они облегчают поиск нужных решений. 

Если в волновом уравнении 16 1(9) и (14) 90=0, т. е. к=0, то уравне- 
ние (1) свочится к уравнению Лежандра 3 2(1) при = (»--1). Относительно 
решений в разрезанной 2 плоскости см. п. 3.2 и относительно соответствую- 
щих свойств решений на разрезе см п. 34. 

Если p=1/2, то простое вычисление показывает, что функция (sin 0)- И? и (5) 
переменного о удовлетворяет уравнению Матье, где 0 имеет тот же смысл, 
что ив 1621), nw R=A+1/4+20 

Если принять за независимое переменное 
= 991/ 2 2, (4) 

то уравнение (1) принимает вид 

К НИ (40-Е) y= 0. (5 
Если положить в уравнении (5) 0 =0, то его решения можно выразить через 
функции Бесселя. В частности, если 0 =0 в (5), то это уравнение имеет сле- 
дующие четыре решения: 

at д yO = ( x). ‘1 ©, y2O= (=) у ча ©), 

о (нь, (нь. 
где A=v(v-+1)=(v+1/2)2—1/4; относительно обозначений см также 7.2(44). 

Эти частные и предельные случаи важны не только потому, что они дают 
возможность установить связь сфероидальных волновых функций с другими 
специальными функциями, но и потому, что они указывают на поведение 
решений уравнения (1) вблизи особых точек и облегчают нахождение частных 
решений уравнения (1), равно как и разложение этих решений в ряды по 
функциям Лежандра и Бесселя Относительно связи уравнения (1) с диффе- 
ренциальными уравнениями для вырожденных гипергеометрических функций 
и функций параболического цилиндра cm Meixner (1948, 1951), Sips (1949}. 

Дифференциальное уравнение (1) имеет три особые точки, #=1, —1и 
oo. При этом 2= | | являются регулярными особыми точками, в каждой из 
которых показатель равен — 4/2, а == © — нерегулярная особая точка При 
этом (5) показывает, что существуют два решения уравнения (1), одно из 
которых ведет себя в бесконечно удаленной точке как 2” умноженное на 
однозначную функцию, а другое —как z ’~1, умноженное Ha однозначную 
функцию Встрезающийся здесь показатель V называется характеристическим 
показателем уравнения (1), он является функцией от 0, Лири, подобно 
характеристическому показателю уравнения Матье, определяется из COOTHO- 
шения внда со$ (21%) =[ (A, и?, 0) Часто более удобно представлять А как 
функцию от 6, дит и использовать обозначения Мейкснера Ai (6) Очевид- 

(6)
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HO, ЧТО 

№ (O)=v(v+1), A (O)=A,4 (0 =A28_, (0). (7) 

Относительно обсуждения функциональных связей между A, p, v HO cM. 
Schmid (1948, 1949), Schafke (1950), Meixner (1951). 

Мы будем предполагать, что в уравнении (1) ^=А! (6), и выражать pe- 
шение через ©, |, V. 

Первая группа решений может быть получена в виде разложений в ряды 
по функциям Бесселя. Уравнение (5) подсказывает искать разложения в виде 

SEO (2, 6) =(1—2-2) №351 (6) У at, (6) $ №--2г (201/22), 
r= —- @ 

j=1, 2, 3, 4, (8) 

где $‘) являются функциями, определенными в (6). Как правило, мы будем 
писать а, вместо a, , (6), а также упрощать таким же образом остальные 
обозначения. Подстановка разложения (8) в уравнение (1) приводит к рекур- 
рентным соотношениям для коэффициентов а,, которые были даны Мейксне- 
pom (Meixner, 1951). Они имеют вид 

И да, ИНЬ, 
(У 2r —3/2) (v+2r—1/2) 7-1 (v-+-2r 3/2) (v + 2r 4-5/2) r+t 

с (v+2r) (v+2r+1)+u?—1 _ 
+ | № (0) —(v + 2r) (v+2r +1)+ (v2 — 1/9) So aay | а, = 0, 

r=0, +1, +2, ... (9) 

Начиная отсюда, мы будем предполагать, что v-+1/2 не является целым чи- 
слом (По-видимому, исключаемый случай не исследован полностью в на- 
стоящее время ) 

Рекуррентное соотношение (9) подобно 16 2(9) После деления на соот- 
ветсгвующий множитель оно приводит к бесконечному определителю, обра- 
щение в нуль которого дает функциональные соотношения между 6, A, ц, V. 
С другой стороны, точно так же как в 16 2(16), (17), можно вывести беско- 
нетные непрерывные дроби R, и L,. Мы будем предполагать, что ал, о (6) вы- 

браны так, что 

ай о (8)=a",_, (0) =ay% (0). (10) 

Тогда мы имеем 

оо, ау (9 au) 
Из непрерывных дробей, как и в 16.2(21), имеем 

lim im 72% _ 8 (12) 
r->@ Ap, r+-wdpiy 4 

за исключением случая, когда последовательность коэффициентов ..., @_», 
а_1, A, @1, Gg, ... обрывается справа или слева. В этих случаях первый 
или второй предел в (12) теряет смысл. Это может произойти лишь в случае, 
когда v-+p или у— и — целое число. Из асимптотических формул для
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фуикций Бесселя имеем 
{1) (1) 

hm +978 _ im v+ar _ 4 (13) 
— "а ~~ 022 

О, г—>-® АТ orate 623° 
(7) (1) ф ф 4 п йе И, уаз 09 

уг Toor ага 

и из (12) —(11{) вытекает, что разложение (8) сходится, если |2| > 1. В этой 
области функция (l—z~2)~° 2 может быть однозначно определена с помощью 
биномиального разложения, имы будем полагать в (8) —п < argz<cn Вслу- 
Чаях, когда один или оба предела в (12) теряют смысл, ряды из коэффициентов 
обрываются в одном направлении и вопрос о сходимости в этом направлении 
теряет смысл 

Wun (A L Schmid, 1948, 1949) полностью изучил класс рекуррентных 
соотношений, включающих в себя соотношение (9) Его резу пьтаты устанав- 
ливают существование и единственность с точностью до постоянного множи- 

теля для а,, а также разпожение MY иау „в сходящиеся степенные ряды по 8. 
Асимптотичесьое поведение SY) при 2 —» © может быть получено с по- 

мощью результатов Мейкснера (Meixner, 1949). Если ;=1, 2и0>0, томы 
полагаем, что 2 —> с в верхнеи или нижней полуплоскости, а если ] =3, 4, 
TO Z—> 0 любым образом Тогда из 7 13(1) —(4) следует, что 

$ ar 1 г 

py 7 (TI при 2 — om 
Если положить в (8) “1 

#9 | У (-1/щ, -0| , (15) 
r=—-@ 

TO 

Tim [8 @, ey yl) (20"/22)]=1, uo) 
где в случаях f=1, 2 предполагается, что | (01/2 2) 20. Это соотношение 
можно записать также в виде 

SEO (2, 0) — pl) (201/2 2), j=l, 2, 3,4, д-+оь, | агв (61/2 2)| <л. (17) 

В этой форме не надо исключать случай положительного 61/22. Если j=3, 4, 

то область arg (9*/? 2) может быть расширена, как в 7.13(1), (2), до (—л, 27), 
(—2л, п) соответственно. Мы будем предполагать далее, что $» определено 
формулой (15). 

Из (6) вытекает, что фи MQ, а следовательно и su), равно г”, умножен- 
ному на функцию, однозначную в окрестности бесконечной точки, поэтому 
SH\) является решением первого рода 5%“? можно назвать решением вто- 

рого рода Из (16), (6) и 7 13(1), (2) видно, что SY 3) и 51 (@)  экспоненци- 
ально убывают при 2-> ® в полуплоскостях Im (01/2 2) > 0 и Im (91/22 <0 
соответственно Таким образом, 5,4?’ являются решениями третьего рода. 
Наряду с SH“) мы имеем также решения 55 И} и №, ;-=1, 2, 3, 4. 
Межту этими 16 решениями есть много соотношений, которые являются след- 
ствиями соотношений (16) или (11) и тождеств между функциями Бесселя.
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Укажем некоторые из этих соотношений, опуская 2 и 0, которые всюду яв- 
ляются одними и теми же: 

sua = SoH, 

SH (3). 540) + 158 (2) — ein (v +1/2) si (s) , a 

si (4) — $8 (1) _ jsp (2) — ptt (v+1/2) sits) , \ (19) 

SH 2) = — (cos vt)~2 [ 5 @) sin (ул) + SH], 

S# (9) = [i cos (ул) 1 [SH — 58 ем (1/8), (20) 

SH) = [i cos (ул) 1 [58 @) еб 580, 

Соотношение {18) вытекает из соотношения (17), так как асимптотические 
представления в секторе, угол которого больше л, однозначно определяют 
решение уравнения (1) Соотношения (19) и (20) вытекают из (6), (8), (11) и 
(15) в комбинации с 7.2(4), (5), (6), (9) Меикснер (Meixner; 1951) дал эти и 
другие соотношения, в частности формулы для аналитического продолжения 
значений arg (91/22) за пределы (—э, п) и формулы для вронскианов реше- 
HH si ), Оказывается, как и в случае функций Бесселя, что любые два 

нз наших четырех [епений линейно независимы, поскольку мы предположилн, 
что \--1/2 не является целым числом. 

Изученные здесь решения представлены рядами, которые сходятся при 
|2| > Ти особо полезны, когда 2 велико. Перейдем теперь к решениям, по- 
лезным вблизи + |, а также ua отрезке [—1, ||, и к разложениям, сходя- 
щимся внутри единичиого круга. Мейкснер обозначил эти решения следующим 
образом. 

Psi (2, 6) = У (—1) ab , (8) Ру.» (2), 
-— (21) 

05% (2, = У, (—1)r ab . (0) Она, (2), и 

РЗ (x, 0)= У (—1 ah „(0) Ру, (<), 
г (22) 

Qs} (x, = № (—1) ah , (0) +0, (*)- 

Здесь Ри @— функции Лежандра, определениые, как это сделано в п. 3 2, 

на разрезанной плоскости, а P, О— функции МЛежандра на разрезе, опреде- 
ленные в п. 3.4. Соответственно в (21) 2 лежит на комплексной плоскости, 
азрезанной вдоль вещественной оси от — © до 1, и мы полагаем в (21) 

fare (2+1)| <a, ав (22) x лежит на разрезе —1 <x <1, хотя сами реше- 
ния считаются аналитически продолженными в комплексную плоскость, раз- 
резанную вдоль действительной оси от — © до —1 иот | до о. 

Цодстановка разложений (21) и (22) в уравнение (1) приводит к рекур- 
рентному соотношению (9), так что а, являются теми же коэффициентами, 
что и ранее. Предположим теперь, что 

a , (0) =1, (23)
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а также, что справедливы соотношения (10) и (11), так что 

Ps (2, 0) =Р\ (2), — 054 (2, 0) = Q4 (2), 

(24) 
Ps) (x, 0) = Ри (х), — 03% (x, 0) = QH (x). 

Из (12) и п. 3.9.1 вытекает, что разложения (21) и (22) сходятся всюду, 3a 
исключением, быть может, точек +1 и ®. Из 8.2 (3), 3.6 (2) следует, что 
при и 720 функция Ps равна (2—1)-№?, умноженному на функцию, одно- 
зиачную в окрестности точки 2=1, а если p 0, 1, 2, ..., то Ps равно 

(z—1)"/2, умноженному на функцию, однозначную в окрестности 2=1. 
Из 3.2 (5) следует, что если p+ Vv не является отрицательным целым числом, 

то Qs равно 2 "71, умноженному на функцию, однозначную в окрестности 
бесконечно удаленной точки. Таким образом, Qs является решением первого 
рода. 

Между 16 решениями Pst, Qst¥, Pst? ., Qst ., РЖИ „ОЗЕР, 
= mor? 

РЕ! 1, Qstt, имеется ряд соотношений. Они вытекают из аналогичных 
соотношений для функций Бесселя, данных в п, 3.3.1 и 3.4 и напомннают HX. 
Примерами таких соотношеиий являются 

Psit = Psi Pst == Ps (25) —\-—1› —V~1? 

в итГ (v-t p+) Qs =e" HT w—p- 1) 958, (26) 
Ps (— x) == соз [(u-+v) п] Рз (x) — (1%) sin [(-+-v) 1} Qs? (x), (27) 

которые вытекают соответственно из 3.3 (1), 3.4 (7), 3.3 (2), 3.4(14) и фор- 
мулы (11). Относительно более подробного списка таких соотношений и пе- 
речня вронскианов см. Мухпег (1951). 

Укажем, наконец, соотношения между решениями, представляемыми 
рядами функций Бесселя и решениями представляемыми рядами функций 

Лежаидра. Как $58 (1), так и QsH,,_, являются решениями первого рода; 
кроме того, оба решения имеют один И тот же показатель V в бесконечно 
удалеиной точке. Следовательно, они могут отличаться друг от друга лишь 
постоянным множителем. Мейкснер (Meixner; 1951) положил 

1 ета ~(¥y SP (2, 0) =л-1 sin [(v—p) a} eo + +1 M KBB) Qs, (2, 0) (28) 

и установил ряд тождеств, которым удовлетворяет К! (0). Эти тождества 

вытекают из тождеств для 5 (1) и Qs. Явное выражение для КЁ основано 
на замечании, что из (8), (6) и 7.2 (2) вытекает 

2—* (1 —27 2) 1/25 (1) (2, 9) = 

gv/2 +r+s gal + as 
| @® @ 

=z 11/2 58 (0) У У (— 190 0) stT (9-97 88/9) , 
=> 5=0 

а из (21) и 3.2 (41) следует 

2-¥ (аа ет sh (2, 0) = 
2 8 ‚ агата ГИУ" --24) — пай Ром v—or—2t, —ar—ot 

о er ЕР,
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Умножая обе части формулы (28) на 2—* (1—2-2) №3, разлагая в ряд Ло- 
рана и сравнивая коэффициенты при 22, получаем после некоторых упро- 
щений 

К (=> (+ eer" Г (1 +-v—p-+2k) el +2) HQ) x 

< (—1/7а% , 0) 
Pa) T(v+k+r-+3/2) 

х р.) ги 29) 

У (—1/7а», , (8) 
НЕЕ 

Так как все функции SY) могут быть с помощью равенства (20) выра- 
жены через 5), а Ps могут быть выражены с помощью 3.3(8) через Qs, то 
ясно, что (28} достаточно для того, чтобы разложить любую функцию Бес- 
селя по функциям Лежандра и обратно. Все эти соотношения заметно упро- 
щаются, если и и у— целые числа, см. п. 16.11. 

16.10. Дальнелшие разложения, приближения, 
интегральные соотношения 

Разложения в степенные ряды. Разложения по степеням z или 2—1 
были даны Фишером (Fisher; 1937) и другими. Эти ряды представляются мало 
полезными как для аналитических исследований, так и для вычислений. 

Разложения в ряды по произведениям функций Бесселя, по видимому, 
неизвестны, за исключением случая сфероидальных волновых функций, CM. 
также п. 16 1]. 

Мейкснер (Meixner; 1950) дал разложения произведений решений 16.9(Г) 
в ряды по произведениям функций Бесселя и функций Лежандра. Его раз- 
ложения основаны на следующем замечании: в обозначениях, лишь слегка от- 
личающихся от использованных в п. 16.1.2, мы вводим, с одной стороны, 
сфероидальные координаты &, п, ф, а с другой стороны — сферические по- 
лярные координаты г, Х, ф, полюс которых лежит на оси вращения. Эти 
координаты связаны с декартовыми коордииатами соотнощениями 

x=c [(&?—1) (1—1)2] 1/2 созф=г sin x, с0$ф, 
у=с ((E2—1) (1—12)]1/2 sin p= r sin X sin ф, (1) 
2 — С ==х с0$Х- 66, 

H мы полагаем, что 49 =^2с2. Из п. 16.1.2 следует, что функции 

SED (Е, 0) Ps (п, Bet, se” (Е, 0) Qs" (n, 0) et 
являются решениями уравнения ДУ--к? У =0, равно как и функции 

“pl! (кг) РЁ (cosyyet™?, pl) (кг) ОР (cosy) 1$. 

Изучение поведения этих решений, когда & —> © и, следовательно, Г —> ©, 
а также когда —+ +], и потому Х—+0 или л, дает разложения вида 

SIO (Е, 0) РЕВ (п, A= У в (0, ФФ, (er) РЁ, (cosy), 
t=—o 

(2) 

SHO E, 8) 95 (п, 6) = DH (Oo) WP (or) а, (081 
=—0
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где 
ке 20"? (88 2 -- 92 — ап — 1)", (3) 

cos X= (E%-+ 42+ a2 — 2aEn —1)~ 1/2(Ey—a). 

Мейкснер показал, что коэффициенты by удовлетворяют рекуррентным 
соотношениям, содержащим пять членов (которые при %= + | или % == 0 сво- 
дятся к трехчленным рекуррентным соотношениям), доказал существование 
решений этих рекуррентных соотношений и сходимость в соответствующей 
области разложения (2) и дал явные представления для коэффициентов by 

через а, в 16 9(9) и некоторых других коэффициентов Of $, которые удовле- 

творяют сравнительно простым рекуррентным соотношениям Он изучил слу- 
чай, когда ци, Vv, № + V принимают целые значения, и показал, что все важные 
разложения решений 16 9(1) могут быть получены путем специального выбора 
нараметров в (2) Например, если «=0 и п —+1 в первом разложении (2), 
то получаем 16 9(8), а если a=0 и & —+ <, то получаем 16 9(21) 

Новые разложения для решений 1% 9(1) получатся, если положить в (2) 
a=+1, &—+ 0 или 4 —1 Эти разложения и их области сходимости имеют 
следующий вид: 

Ps¥ (г, 0) =ехр (+ 29а) > НЫ ,(0, 1) РЁ. ,(®), 

a (4) 
Qs (2, 6) exp (+ 203) У iol , (0, ПО, (2), 241, —1, ©, 

[=-Ф J 

1 \p/s < se) (2, = (т) sit ©) > № 48, 090 ‚12012 (#—1}, 
=- 

z--1 

Jz—1| > 2, j=l, 2, 3, 4, 

1\# ыы в, = (SEL) sue) Sok 1, —D 9/1204), 
f=-o 

[z--l]>2, h=1, 2, 3, 4, 

(5) 

Коэффициенты всех этих разложений удовлетворяют трехчленным рекуррент- 
ным соотношениям и в некоторых областях эти разложения более удобны, 

чем изученные в п. 16.9. Для Рэм (x, 0), Оз (x, 0) надо заменить в (4) 

Pose Wie на Ру, (я), yz (4). 

Мейксиер получил также более общие разложения, полагая в (2) § —+ © 
нли 1 —> 1 H не придавая специального значения параметру & Вытекающие 
разложения содержат произвольный параметр при частных значениях произ- 
вольного параметра они сводятся к 16 9(8) и 16 9(22) или (4) и (5) 

Разложения st и (2, 9) в ряды по функциям Бесселя аргумента 

201/? (22—1)1/2 могут быть получены, еслн положить в разложении (2) «= =0. 
Такие разложения были даны Фишером (Fisher, 1937), Мейксиером (Meixner; 
1944) и другими.
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Приближения при малом |09|. Полагая в 16.9(29) &=0, получаем из 
16 97), (9), (24), (28), (29) 

№, (0) =у(у--1), Psk(z, 0)=Ру (2), 9% (2, N= QE (2), 

Ps} (x, 0) =Ру(х), Qsh (x, 0) = (x), 

ay O)=syO=1, af (0=0, r=+1, £2, ..., 

eY™ Г (14+y—p) Г (1/2—V) 

. 

r (6) 
lim 07%/2 KH (6) = 
60 KO) 2+1 Py 4.3/9) у | 

: —V/2 op (1) _ 2-*-17 (1/2— 9) АЛЕ ОВ 

вх 9 TD C= 9-91. | 
Из последнего из этих соотношений и 16.9(20) легко вычислить 

jum Q—V/2 sh) (2, 6), j= 2, 3, 4. 
>0 

Относительно разложений AY (8) и а., , (0) по степеням @ см. Meixner (1944, 
п 63) 

Асимптотические формы при больших |z| Из 16.9(17), 16.9(6) и 7.13(1), (2) 
следует, что 

1 = = SH (8) (2, Q) = О 01-9, 
Z—+ 0, —п < arg (01/32) < Qn, (7) 

u/s — — ) 
sp (4) (z, => O-18z~ tert (29°/sz7 VR/2 —%/2 [1-50 (21-5), 

a—+0, —2n < arg (01/32 <л (8) 

и асимптотические формы 511), SH(2) вытекают с помощью 16 9(19). Мейкснер 
(Meixner, 1951) получил асимптотические разложения по убывающим степеням 
2—0, где & произвольно, и дал четырехчленные рекуррентные соотношения, 
которым удовлетворяют коэффициенты его разложений 

Асимптотическая форма для функции Qs получается из 16 9(28), а функ- 
ция Ps может быть в силу 3 3(3) представлена как комбинация функций Qs. 

Повебение вблизи ==! Если п не является целым положительным чис- 
лом, то из 16 9(21) и 3 2(14) следует, что 

© 
/ 

Pst ту е-07м° ХУ (у, @)[1+0e— 191 = 
— —pw/2 

= EAN 1402-1), 2 (9) 
Г (1—p) $1 (8) 

и, аналогично, 
—х9)-м Psi (a, в) = (1/2—х/2) №3 

Г (1— №) s& (8) 

Поведеиие функции Qs может быть выведено из (9), а поведение SY () выте- 

кает из 16 9(28) и 16 9(20). 
Интегральные соотнощения. Для того чтобы получить интегральные 

соотношения между решениями уравнения 16 9(1), заметим, что это уравнение 

[1+0(1—х)}, «x1. (10)
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возникает при решении волнового уравнения AW -- к \У =0 методом разделе- 
ния переменных в координатах Ё, п, P, введенных равенствами (1) Пусть 
М (5, n)e’*~ является решением уравнения AW -- к? —0, и пусть f (2/— реше- 
ние уравнения 16 9(1). Вычисления, подобные проведенным в п. 16.3, пока- 
зывают, что 

b 

== NE, ai man (11) 

является решением 16.9(1) (где E=z) при условин, что 

зу [Мм 4 \ |? 2 [6—9 ($y EN ат) | =° (2 
Мы выберем | (1) = Psy" (2, 0) и 

М (Е, п) = (82 —1)#/? (12— 1)№/3 exp (201/21). (13) 

Из (9) и асимптотического поведения Ps вытекает, что (12) удовлетворяется 

при а=0, b=10 и Ве (01/2) > | Ве0!/? |. При этих предположениях 
Im 

g (B= (9—1)"/? | (2 —1)"/? Ps (9, 8) exp (20°/2Ens) dy 
1 

является решением уравнеиия 16.9(1) с E=z. Кроме того, из (9) и теории 
интегралов Лапласа следует, что при & —> o в области Re (01/22) >| Ве 01/ 2| 
функция в (2) имеет асимптотическое выражение 

10 _ / 

i У 

ехр (20845 pi + nt 
= (201/23 +1 Es (0) , 

+ ev) i 

так что из {7) следует g(E)= st (3) (Е, 0). 
—е 

(201/251 (0) 
Таким образом, мы доказали первое из двух интегральных соотношений 

sh (3) (Е, 9) =—е-1/2(р+у) top 0/25 и (0) (&2— 1/2 x 

x | (n?—1)/2 Ps (п, B)exp (2028) dn, Re (0/8 >| Re O42, (14 
1 

sta) (E, 6) = —e1/2 (HY) горба фи (8) (£2 —1)#/2 x 

—1a 

x | 14/2 Ps# (п, в) exp (—20 221) dn, Ве (01/22) > | Re 01/2 |. (15) 
1 

Доказательство (15) проходит тсчно так же,
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16.11. Сфероидальные волновые функции 

В приложениях к решению волнового уравнения в координатах вытяну- 
того или сжатого сфероида (см п 1612 и 1613) параметр ш в 159(1) 
является целым, и=т. Кроме того, представляют интерес лишь те значевия V 
HA, для которых 16 9(1) обладает огравиченными на промежутке (—1, 1) 
решениями Не теряя общности, можно считать т=0, 1, 2, .. Мы видим 
из таблицы п392, что единственным решением 16 9(1), которое остается 
ограниченным при z=1, является Р3з, (x, 0) (или кратное этой функции) Из 
16 9(22) и 39(13) и (15) видно, что, за исключением случая, когда у также 
целое число, эти решения не ограничены при 2 = —! Поэтому, начииая отсюда, 
мы ограничимся рассмотрением дифференциального уравнения 

(1—2). — 22 oY stam (8) + 46 (1 —z®) — т? (1 — z?)—1] y=0, (1) 

где ти п— целые и 9 — вещественно. В силу 16.9(7) можно считать т, n= 
—=0, 1,9... ил>мт 

Большинсгво из прежних и многие из современных работ посвящены 
исключительно случаю целых [L HV A решения уравнения (1) обычно назы- 
вают сфероидачьчыми волновыми функциями, хотя некоторые авторы приме- 
HAIOT это же название для решений более общего уравнения 16 9(1) Числа 

a7 (8), т, n=O, 1, 2,... , называют собственными значениями А и ограни- 

ченные решения Psi (x, 6), которые являются соответствующими собственными 
функциями, называются сфероидальнь ми волновыми функциями первого рода. 
Существует очень обширная литература, посвященная сфероидальным волновым 
функциям Относительно библиографии и сводки результатов, полученных 
до 1932 г, см С-ретт (1935), относительно ссылок ча более новую литературу 
см Bouwkamp (1947) и Meixner (1951), последняя работа содержит тавже 
превосходную сводку всех результатов Невогорые из более новых работ 
указаны в библиографии (см Abramowitz, Bouwkamp, Eberlein, Hanson, 
Leitner и Spence, Meixner, Sips, Spence, Stratton и др Относительно таблиц 
значений функиий cm Stratton и др (1941), Bouwkamp (1941, 1947), Meixner 
{1944), Leitner и Spence (1950) Следует отметить, что для этих функций нет 
общепринятых обозначении, это следует иметь в виду при использовании 
результатов перечисленных выше статей 

Вычисление значений 4 (8) при небольших значениях 9 можно провести 
с помошью бесконечных непрерывных дробей, выведенных вп 169, этот 
метод имеет преимущесгво, поскольку) в ходе вычислений получаются значе- 
ния отношений а,/а, Относительно описания принятой системы вычислений 
см Bouwkamp (1941, 1947), Blanch (1946) Для малых значений 9 собствен- 
ные значения и коэффициенты могут быть выражены в виде рядов по воз- 
растающим степеиям 6 Бувкамп (Bouwkamp, 1950), а также Лейтнер и Спенс 

(Leitner and Spence, 1950) дали разложение A’ (0) по степеням 6 вплоть до 64. 
Численные значения коэффициентов в этих разложениях были протабулиро- 
ваны Бувьампом (Bouwkamp, 1911, 1947, 1950) Мейкснер (Meixner, 1944) прота- 
булировал коэффициенты разложений для А” (6) вплоть до 0° и дляа 

a” , (9) 

Gn о (6) 
Мы будем теперь предполагать, что т и п— целые и Omen. В этом 

случае в рекуррентных соотношениях 16.9(9), которым удовлетворяют коэффн- 

вплоть до 63.
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циенты разложения 16.9(22), множитель при а;+, обращается в нуль при 

2r=—m—n—l или 27=—т—п—2 

в зависимости от того, является ли т--п нечетным или четным числом Для 
бесконечных непрерывных дробей, представляющих коэффициенты, отсюда 
следует, зто 

an, (0)=0, 2reag—m—na—l. (2) 

Из 36 (3) и ©) вытекает, что 

Ра, (х)=0, —m—n—l < ar <cm—n, (3) 

и первое разложение (22) сводится к 

Psi (х,0)= УМ (1 a, (в) Pris ar (9) (4) 
ar>ma-n 

или 
© ) 

Psir+ak (% 9) = У ат sok r—k (Рича, (¥)» 
r=0 

r (5) 
Psi ok+1 ( 0) = у (—1)+" ат m+ak+1, rk (9) Ричагча (*)» 

r=0 

k, m=O, l, 2, cory 

Коэффициенты удовлетворяют 16.9 (9), где 

и=т, v=n и а,=0 при 2req—m—n—l. 

Мы нормируем (4) так, что 

т __ 1 (n+m)! ses (% dem Е. р 

В силу. 312 (19) и (1) это эквивалентно нормировке коэффициентов, при 
которой 

1 (n-+-2r-+m)! 2 1 (n+m)! 

oe EET Eom) Ol ити’ | 
и мы дополняем нормировку условием 

ат , (8) > 0. (8) 

Из 16 10 (6) видио, что эта нормировка совместима с 16.9 (23). Ряды 

Ps (2,0) = У (—1ат, ©) Pr rar (2) (9) 
а >т-п 

сходятся при всех конечных значениях 2 и функции (4) и (9) отличаются 
лишь множителем + 4) 

Из 33(7), (10) и 169 (11) вытекает 

Ps’ ™ (2, = Ps" (г, 8), (10) 

Ps™ (—2, 0) =(—1)"Рз” (z, 0)
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Многочисленные другие соотношения для Ps и Ps следуют из известных 
формул лля функций Лежандра Из 34(20) и 34(23) следует 

2 2k 

Pst ab (0, ет Р Ip Sat ak (0, 8)= 

—1)'ain +k, r(9) — 1/2 той, г | 11 

2" у PEAT um 

Рафа (0, 6) =0, ь о, 1, 2,.... р 

Р am 
“mt ah (0, 8) =0, | 

GP Sint 9h-+1 (Qm-+2k +1)! Рае на 
dx 9) =" АНИ dx = | (49) 

(— 17ат-. ава, г 8) — — 1/3 M+ak+1,F 

amen у. (a+r) 'P(—1/2—k—m—r)’ 
ra=—k 

Е, т —= 0, 1, 2,... ? 

Для решений 16 9 (8) мы имеем в этом случае 
sm (1) (2, 9)=$:" (г, 0) = 

= (1279/2 som (0) У 9. (8) pl), (207/42), ]=1,2,3,4. (13) 
n+ar 

г >т-п 

Функция Qs, обращается в бесконечность, если V—p является нулем 

или целым положительным числом, HO функция SIN в my Qst_, при 
этом стремитвя к конечному пределу. В силу 33(3) имеем при p> т, v~> 7 

sin [(У— и) л] Qs". _, (2, 6) + (—1)7 +7 +1 Рау, (2, 6) 

и 169(28) дает соотношение 

s™(1) (2, 0) = K™(6)Ps™ (г, 6) (14) 

между двумя решениями (9) и (13) Это показывает, что сфероидальные вол- 
новые функции первого рода могут быть представлены в виде рядов по 
функциям Бесселя первого рода, и эти ряды оказываются сходящимися для 
любого конечного 2, отличного от нуля Выражение для К” заметно упро- 
щается. Используя (9) и (13) и поступая так же, как и при выводе 16 9 (29) 

_т—п _m—nt+ 
при k= э—^ или k= 5 

m—n, получаем 

Г(т-- 3/2) К" (8) Ps” (0, 0) = 

=> (— 17/26/25 фт (9) a. men (6), п—т четно, (15) 

п, 
т а 

в зависимости от того, четно или нечетно 

Г (т-- 5/2) КТ 

m+1 
m 

=F (—1 tat 9 a s~™ (8) a 1 O n—m нечетно. (16)
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(a) 
Из (14), (15), (16) вытекает явное выражение для значений S™ и ры 

при z—0. 
Другими разложениями сфероидальных волновых функций первого рода 

Являются 
fos) 

Psi (2, 0) =exp (+ 2022) У РЕВ , (0) Р/" (2), (17) 
t=m 

которые вытекают из 16.10 (4); векоторые разложения можго вывести из 
16.10 (2), (5), а разложения по произведениям функций Бесселя были даны 
Мейкснером (Meixner; 1949). 

Сфероидальные волновые функции первого рода ортогональны на проме- 
жутке (— 1, 1). Относительно положения нулей этих функций см. Meixner (1944). 

Как 54?) (2, 0), так и Qs (2, 0) являются сфероидальными волновыми 
функциями второго рода. Если |2| > 1, то обе эти функции удовлетворяют 
функциональному Уравнению f (—2) =(—1)"+1] (2) и, следовательно, кратны 
друг другу. Мейкснер (Meixner; 1951) дал соотношение между ними вида 

29/2" (8) $7 (2) (2, 0) =(—1) +157 (6) 55" (8) дз" (г, 6). (18) 

Другими разложениями, следуощимн из 16.10 (2), (4), (5), являются разло- 
жения по произведениям функций Бесселя, которые дал Мейкснер (Meix- 
ner; 1949). Сфероидальными волчовыми функциями третьего рода являются 
$" (3, ): они могут быть выражены в виде рядов фупкций Лежандра с по- 
мощью 16.9{19), 16.11(14), (18). 

Мы можем теперь построить требуемые нормальные решення волнового 
уравнения в сфероидальных координатах. Сначала рассмотрим координаты 
вытянутого сфероида и, v, ф. В п. 16.1.2 было показано, что для волновых 
функций, регулярных ввутри сфероида и=и,, U является сфероидальиой 
волновой функцией первого рода, У — модифицированной сфероидальной 
волновой функцией первого рода. Таким образом, внутренние волновые 
финкции вытянутого сфгроида должны иметь вид 

1 1 : 
sm) (ch “ze с) Ps” (cos, qe ct et тФ, 

m=0,1,2,...,7 n=0,1,2..., (19) 
в то время как внешние волновые функции вытянутого сфероида имеют вид 

; 1 1 + imp Sr (ch и, к 2) Ри, (оз, 4 * ce me 

j=, 4; m=0, 1,..., п; n=0, 1,..., (20) 

где j=:3 или 4 в зависимости OT того, имеет ли асимптотическое поведение 
на бесконечности вид гиг или г\е7 г. 

Для волновых функций сжатого сфероида из п. 16.1.3 аналогичным 
путем получаем 

l 1 : ( : т + img sr ee sh u, Zz K2 с") Psi (cos., —Z K2 ce me 

j=1,3,4, m=0,1,..., №; n=0,1,..., (21) 

где j=l для волновых функций внутри и j=3, 4 вне эллипсоида “=p. 
В (21) надо положить 49 = —к2с?. При этом подразумевается, что в асимп- 

тотических формулах п. 16.10 положено 261/? = ixe.
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Разложение произвольных функций, заданных на (вытянутом или сжатом) 
сфероиде и==и., в ряды вида 

© в 

> У (Ат cosmp-+ Вт sin тф) Рэм (созо, 8) 
n=0 m=0 

справедливо при тех же условиях, что и для сферических поверхностных 
гармоник, а коэффициенты этих разложений могут быть вычислены путем 
использования свойств ортогональности тригонометрических фупкций н 
сфероидальных волновых функций. 

16.12. Приближения и асимнтотические формы 
для сфероидальных волновых функция 

Поведение вблизи точки + 1. Поведение сфероидальных волновых функ- 
ций вблизи точки + 1 может быть изучено путем подстановки приближений, 
данных в таблице п. 3.9.2, в разложения сферических волновых функций 
по функциям Лежанлра и последующего использования формул 16.11(2), 
16.9 (11) и 16.9 (15) для упрощения полученных формул. Результаты имеют 
ВИД 

Ps™ (г, 0) =[К" (6) 157 (2,0) = 
_(atm)! _ (2—1) __ ли 
(п-т)! ттт tote mes | (1) 

1(— 1)" ({ —xy/2 mie 

Ps™ (x, 0) = ana Sais = ©) +0 (1-х |+"), 

m=0,1,..., п; m=0, 1,..., J 

05а (г, 0) = —28*/[ sp (0)]~*Kp (8) Sp (в, 8) = 
Ат tn GF)- SY (=102, , (0) Into, +0 2—1, 

ат >2-п 

От (2, 0) =(—1)"+1207/8f si (8)s "(0) | 7K, (8)sq (2 (2, в) = ‚ (2) 
_1\m —1 | 97/8 —1 

И 4.0 (Jz, 
m=1,2,..., п; m=1, 2,3)...,/ 

где 

hy = 0, he=— tat ... +4, k=l, 2,... (3) 

Для Qs надо в формуле (2) заменить 2—1 на 1—x. 
Поведение этих функций вблизи точки —1 вытекает из формул 

Ps™ (—z, 6} = (—1)"Ps”” (2,8), Qs” (—2, 0) =(—1)" +105 (z, 6), 

Psl™(—x, )=(—1)"-"Ps%(x, 6), Qst™(—x, В) = (—1)7- +19" (x, 0). f 
Поведение на бесконечности. Для S™) см. 16.10(7), (8) и 16.9 (19). 

Ps и Qs можно выразить с помощью формул 16.11(14), (18) через $ (В.
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Приближения при молых |0 |. Относительно A, Ps, Qs, a,, и’ см. 16.10 (6). 
Из 16.10 (6) мы имеем также 

li —n/2ym 9) = (n—m)! 

pe ИСТ М 
5} lim 0-"/2K-"" (0 (ит)! ok ( 

aim 8 КЕ” ( = 5 (7): т=0, |,..., п; п=0, 1,... 

и тогда в силу 16.11(14), (18) 

Зо” © (,0)= (n—m)' рт (2), 
2” (1/2)„ (3/2) 2 

saa Qit/2+1/2.0Mn (2) — (—107 tte 3/1 3 т (6) Jin EO ит (F),(F), 28 O 
m= 0, 1,...,%; =0, 1... 

Асимптотические формы при больших значениях |0]. Рассмотрим сна- 
чала случай, когда @ положительно. Подстановка 

у= (1—23)"/3у, 20422 (7) 
преобразует 16.11(1) в 

22 \4У m+1dY 7? 
я —+/ A—* )У=0, 8 

( ян Japs 901/2 47 ( ,) ® 
где 

д=0 + вы (x — т-— та). (9) 

При больших значениях 9 дифференциальное уравнение (8) аппроксимируется 
дифференциальным уравнением 8.2 (1) для функций параболического цилиндра, 
а интервал —1 <2 < | соответствует при предельном переходе @0-+ с про- 
межутку —® <Z< oo. Ho Ps’ является ограниченным решением уравнения 

16.11(1), а функция (1—22)-"/2Р5" (2,9) также ограничена на —1 <2<1. 
С другой стороны, из п. 8.4 видно, что дифференциальное уравнение Вебера 
имеет решение, ограниченное на всей оси —® << o тогда и только тог- 
да, когда А—1/2—неотрицательное целое число. Кроме того, это целое 

число равно числу нулей ограниченного решения. Так как Ps” имеет в 
точности п—т нулей, мы выводим отсюда, что Л приблизительно равно 

п—т-- 1/2 и Рз„ приблизительно равно целому кратному функции 

(1— 22)"/*р„_ „ (201/*2). Таким образом, получаем 

№ (0) = —40-{- 201/? (21 —2т-+- 1) 0 (1), 0-о, 

Ps (x, 6) ~ of (уу Dy (24x), бо, } (о 
где 

с, =Рз" (0, 0)/Dn+m (0), п—т четно, 

1 ._.,, dPs™ dD, (11) 
Ch =- 9 (0, 0) —7“ (0), п—т нечетно. 

Явные выражения для сп’ вытекают из 8.2 (4) и 16.11(11), (12).
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Для того чтобы получить более высокую точность, надо заменить (10) 
формальным бесконечным рядом 

п, г 

и r=0 (12) 

Ps™ (x, 0) =(1—42)"/? У т Da mar (28742), 
nF 

r=—-% 

Mr (0) = —40 + 207/? (2и—2т--1)-+ У 0-7/2" 

подставить (12) в 16.11(1) и приравнять коэффициенты при одинаковых сте- 
пенях 6. В этом направлении приближения были получены Мейкснером 
{Meixner; 1944, 1947, 1948, 1951), Эберлейном (Eberlein; 1948), Cuncom (Sips; 

1949). В частности, Мейкснер (Meixner; 1951) дал разложения А» вплоть до 

члена, содержащего 0-5/2, и установил также значения некоторых из коэф- 

фициентов с’ ,. Полезность этих формул была проверена численными рас- 

четами. 
Если x находится вне некоторой окрестности нуля, то функция парабо- 

лического цилиндра в формуле (10) может быть заменена ее асимптотическим 
представлением 38. 4(1). В окрестности точки х=0 поведение функции 

PsP (x, 0) более сложно, так как около этой точки группируются все нули. 

Если @ отрицательно, то нули группируются около точек х= 1, и 

поэтому в окрестности этих точек поведение функции Ps’ (x, 0) более 

сложно. Для изучения поведения вблизи точки х=1 можно применить 
подстановку 

у=(1—22)"/зу, 4(—0) №? (1-2) =2, (13) 

которая преобразует уравнение 16.11(1) в 

2 d2y Z ay 
— _— lil— 2 E 7 | +(т-+ ›| . + — 6)? | 422 (— 6) 1/2 | az 

+{a-4 | 2 | (14) 
4 8 (— 6)1/? 

где 

8А = (— 6) 1/2 (A —т—т2). (15) 

При больших значениях —@ дифференциальное уравнение (14) аппроксими- 
руется дифференциальным уравнением вида 6.2 (1), где 

a=, a, =0, аз = — 1/4, by = 0, b,=m+l, bs =A. 

Общег решение этого аппроксимирующего уравнеиия было дано в 6.2 (6). 
Оно имеет вид 

- т--1 enZ/a 5 (2a, т-+1, 2). 

где $ (а, с, x) является общим решением 6.1(2). Так как У ограничено на 
0<2< 1, аэтот промежуток при 6 — — переходит в полуось 0 < 2 < ow, 
то решение должно быть ограничено на этой полуоси. Но единственным 
решением вырожденного гипергеометрического уравнения при c=m- +], 
которое ограничено в точке 2 =0, является Ф (а, с, 2), и из 6.13 (2) видно, 
что эта функция экспоненциально возрастает, когда 2 —+ 0, за исключением 
случая, когда а—нуль или отрицательное целое число. Таким образом,



186 гл. 16. ФУНКЦИИ МАТЬЕ 

+ (m-+1)—A=— М, re М=0, 1, 2, ..., и решение приближенно равно 

кратному функции 

e~2/29@ (— М, m+1, 2) 

или в силу 6.9 (36) кратному функции 

exp [2 (—6)*/* 2] [м [4 (— 6)*/2 (1—2). 

Но М является числом нулей решения на промежутке 6 <2< 1. Так как 
т n—m—l1 

2 2 
мости от того, четно или иечетно число п—т, мы имеем n=m+2M или 
n==m+2M-+1 в зависимости от TOTO, четно нли нечетно п-т. Кроме 

того, Ps” (г, 6) является четной или нечетной функцией от г в зависимости 
ог того, четно или нечегно п— т. Следовательно, мы получили такие pe- 
зультаты: 

Mn+ge (9) =4 (— 6)" (m-+2k+1)+0(1), @——®, 

Ps, (2, 90) имеет нулей на этом промежутке в зависи- 

\ 

Psi ав (х, 8) —-5 Cr зв (1 —*9)/? { ехр[2(— 6)1/2х] x 

x LE И (— 6)? (1—x)]+exp(—2(—6)'9x] х | (6) 

x LF (4 (—6)1/3 (1-+-)1}, 6 ——®, 

Cm+ak= PSs ee (0)/14 [4 (— 8)*/*], 
т poke (8) =4(— 6)1/2 (m+ 2k+1)+0(1), @——®, 

Ps naa (х, Oe 5 ть. (1— 4)” {exp [2 (— 6) 2х] x 

(17) x Ll [4(—6)'/2 (1—x)]—exp[—2(—0)/? x} x 
1 x Lt 4 (—8)2/2 (1-х), @—+—o. 

Коэффициенты co’ могут быть вычислены путем сравнения обеих частей 

прн малых значениях х. 
Как и в случае 0 —> 0, лучшую точность можно получить путем раз- 

ложения A” по убывающим степеням (— 6)1/2 и Ps? в ряды по многочле- 
нам Лагерра (комбинированным с зкспоненциальными функциями, как и 
выше), подстановкой этих разложений в 16.11(1) и последующим сравнением 
коэффициентов при одинаковых степенях 8. См. Svartholm (1938), Meixner 
(1944, 1947, 1948, 1951), Sips (1949). В частности, Мейкснер (Meixner; 1951) 
дал разложение для Ал вплоть до члена, содержащего (— 0)-5/2, а также 
дал некоторые коэффициенты разложений в ряды по многочленам Лагерра. 

Если х находится вне некоторых окрестностей точек +1, TO много- 
члены Лагерра в (16) и (17) можно заменить главными членами 

— 1) 
Ри ба.
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Вблизи точек +1 поведение Ps более сложно и не может быть описано 
с помощью элементарных функций. 

Другие асимптотические формы. Асимптотическое поведение А” (6) 

И а», ; (9) при я — wo было изучено Мейкснером (Meixner; 1944), который 
нашел, что непрерывные дроби приводят к разложениям по убывающим 

степеням 2n-+1. Он дал разложение для Ат вплоть до члена, содержащего 

(2п--1)75 и разложения для а,/а, вплоть до члена, содержащего (2n-+1)72. 
Абрамович (Abramowitz; 1949) изучил случай больших значений т и 

больших ти с помощью метода, похожего на использованный выше, 
при изучении больших значений |9]|. Он также проверил свои формулы 
численными расчетами. 

16.13. Ряды и интегралы, содержащие сфероидальные 

волновые функции 

Интегральные соотношения и интегральные уравнения. Интегральные 
соотношения, установленные выше, в конце п. 16.10, остаются справедливыми 
и для сфероидальных волновых функций. Кроме того, существуют интеграль- 

ные соотношения при а=— 1, b=1, так как Ps! ограничено на (—1, и 
имеет на этом промежутке ограниченную производную, а следовательно, 
16.10 (12) выполняется при а=— 1, b=1, если № и 0М№/0 ограничены. 
Используем ядра 16.10 (18) и рассмотрим 

1 

g (8) = (1—§2)"/* | (1 — 12)" Psi? (п, 6) exp (201/241) dy. (1) 
-1 

Из результатов п. 16.10 следует, что это—эллипсоидальная волновая функ- 
ция, и так как g(&) ограничено на промежутке -~1<§ <1, эта функция 
кратна Ps’ (5, 6). Для того чтобы определить коэффициент пропорциональ- 
ности, вычислим 

1 

(0) = | (—nsy”/? рам (п, 8) dr, | 
—1 

d 1 7 (2) 

Se (0) =20"/87 | ча)" ру (т, 0) dy | 
-1 / 

путем подстановки 16.11{4}. Ho 

1 

{ (1 —)"/? Pre ar (n) dn, (3) 

-1 

очевидно, обращается в нуль, если п-т — нечетное число, поскольку тогда 
подынтегральная фуикция является нечетной функцией от 1. В снлу 
3.12 (25) этот интеграл обращается также в нуль, если вп—т чегно, HO 
п--2г 4m. Наконец, при п-|-2"=т имеем в силу 3.12 (25) 

1 

ат" Pm (dn = 
-1 

(— 2)"m!) 
m+t1/2 ° 

(4)
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Аналогично интеграл 

( y(1—12)"/2 pm ar (n) dy 

1 

обращается в нуль, за исключением случая, когда n+-2r—=m-+-l, и 

1 

| na—my™* Pm, (a) dn = OE 6) 
так что i 

2” m! 
#(0)=(— erm Tam в (6), п-т, | 
g (0) =0, ПИ, 

Ч =0, ‚ петчж | © 
4 | пт! Е. (0) = 201/44 (— I ay в (8), пт. 

Используя эти результаты и четности Ps, получаем из (1) интегральные 
уравнения 

1 

(т-- 1/2) Ps (0, 6) (—#)"/ (1— 92)? cos (201/21) Ps™ (n, 0) dn= 
0 

=(— 1+7 27-11 ат _, (6) Ps (Е, 6), n=m+2k, (7) 
м 1 

d a (0, 6) (1 —£2)7/8 \ (1 —12)”°/2 sin (201/22) Ps” (п, 0) dn= 
0 

=(— 1)*+™ 2710178 a? _, (0) Рз (Е, 6), 9 n= m+2k+1. (8) 
Мейкснер (Meixner; 1951) дал также интегральные соотношения 

(т-- 3/2) 

( exp (210°/? 08m) J m { 2 [8 (1 —o) (1—1) (E2—1)}*/* } Ps? (т, 0) dn= 

_ =2i"-mEM(D) (Е, 6) ра" (о, 8), © 

51" (8) P=™ (cos x) wl? (кг) Ps™ (т, 0) dn= 

= 1)78-™/? (п-т) | 
— тии)! 

В (10) kr и cosX имеют тот же смысл, что ив 16.10 (3). При j=1 фор- 
мула (10) справедлива для всех €, а при | =2, 3, 4— лишь при достаточно 
больших значаниях &. Оба соотношения могут быть установлены, если за- 
метить, что их ядра как функции от Ё и yn удовлетворяют дифференциаль- 
ному уравнению в частных производных для М из п. 1610 и, следовательно, 
интегралы, как функции от & являются эллипсоидальными волновыми 
функциями. Для соотвошения (9) эта волиовая функция ограничена прн 
= | и, следовательно, кратна $" 9} (&). Коэффициент пропорциональности 

(и — 1)-"/2 Sm, OSM (а, 0). — (10)
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может быть здесь вычислен путем умножения обеих частей равенства (9) 

на (#2—1)-"'2, предельного перехода €—+1 и использования формул (7), 
(8) и 16.12(1). Для соотношения (10) используется асимитотическое поведе- 
ние правой части при & — oo. 

Другие интегральнье формулы могут быть получены из некоторых раз- 
ложений, выведенных в предыдущих пунктах, путем использования свойств 
ортогональности функций Лежандра. Например, из 16.11(4), 16.9 (11) и 
свойств ортогональности н нормировки 3.12 (19) и (21) для функций Лежандра 
вытекает, что 

1 ц` 

\ Реп (x, 6) Ру’ (x) 4х=0, если /—n отрицательно или нечетно, 
_1 

1 й (— 1 a™ , (вет 1 a {Pst и рт (11) 
—1 

_ (Буа (8) (n+)! 
8 @—т)!’ если [—-n=2r, r=0, 1, 2,... 

Другие интегральные формулы могут быть выведены из таких разложений, 
как 16.10 (2) и их различных частных и предельных случаев. Некоторые 
важные интегралы могут быть получены путем подстановки специальных 
значений для a, с, ё в (9) и (10), см. Meixner (1951). 

Из полученных выше рядов и интегралов вытекает много разложений 
в ряды по сфероидальным волновым функциям или по произведениям таких 
функций. Формулы (11) могут рассматриваться как определяющие коэф- 

фициенты Фурье в разложении Py (x) в ряды по сфероидальным волновым 

функциям. Они приводят к разложениям 

ри) = У, Ват, (0) Psi a(t, 0 
г=о0 

которые могут рассматриваться как обращения 16.11(4). Аналогично (7) — 
(10) можно интерпретировать как определение коэффициентов Фурье для 
разложения ядер этих интегральных соотношений в ряды по сфероидальным 
волновым функциям, cM. Meixner (1951) Разложения плоских, сферических 
и цилиндрических волн по сфероидальным волнам были даны Мейкснером 
(Meixner; 1944, 1951), Лейтнером и Спенсом (Leitner and Spence; 1950). 

ЭЛЛИПСОИДАЛЬНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ 

16.14. Волновое уравнение Ламе 

Дифференциальное уравнение 
2 
аи (г, ЮР-- оз [вп (г, Вр} ^=0 (1) 

(см. п. 1614) называют якобиевой формой волнового уравнения Tame; иногд1 
его называют обобщенным уравнением Ламе или дифференциальным уравне- 
нием эллипсоидальных волновых функций. Если ®=0, то уравнение (1) 
сводится к уравнению Ламе 15.1(6). В этом пункте мы будем рассматривать 
эллиптические функции с одним и тем же модулем №, причем из 15.1(6)
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видно, что O< Rk <1. Изп. 15.1.1 следует также, что в эллипсоидальных 
волновых функциях встречаются лншь такие значения 2, что Ци2=0 или 
Ип2=К’. либо, наконец, Rez=K. Однако сначала мы рассмотрим уравне- 
ние (1) ля произвольных комплексных значений 2. 

Алгебраическая форма волнового уравнения Ламе может быть получена 
путем замены переменных 

(sn 2) =x, (2) 
преобразующей уравнение (1) в 

ФА 1 [1 1 ] dN, hk~*2—Ik~ 2x + 2x? 

dxt Го ЕЕ) ах + 4x (x —1) (x —R- 2) A=0. (3) 

Форма Вейерштрасса уравнения (1) может быть получена путем под, 
становки 15.2 (2), тригонометрическая форма—с помощью 15.2 (4), комбини- 
рованной с A=f (г) М, где Кг) равно 1, snz, сп2, dnz, cnzdnz, shnzdnz, 
sizcnz или snzcnzdnz и другие алгебраические формы —c помощью 15.2 (8) 
и других рациональных преобразований уравнения (3). 

Уравнение (3) имеет четыре особые точки: х=-0, 1, R72 являются ре- 
гулярными особыми точками, каждая из которых имеет показатели 0 и 

za Х = —нерегулярной особой точкой. Относительно общей теории 

уравнений с нерегулярными особыми точками см. Айнс (1939, стр. 571 и 
далее). В окрестности любой регулярной особой точки существуют решеиия 
в виде степенных рядов, весьма напоминающих ряды для уравнения Гойна 
(см. 15.3), но в окрестности нерегулярной особой точки нет ни одного 
сходящегося разложения. Однако существуют формальные разложения вида 

et 105 У, с—3-п, (4) 
n=0 

где Ё=х1/2, (х—1)1/2 или (x—k-2)1/? (поднормальные решения, Айнс, 1939, 
п. 17.53). Хотя эти формальные ряды расходятся, они асимптоти 1ески пред- 
ставляют решения уравнения (3), когда х —+ ® в некоторых секторах. 

Уравнение (3) можно рассматривать многими способами как вырожден- 
ную форму уравнения Фукса. В качестве отправного пункта можно выбрать 
либо уравнение с пятью регулярными особыми точками (Айнс, 1939, п. 15.4), 
либо уравнение, имеющее шесть элементарных особых точек (Айнс, 1939, 
стр. 677). 

Из общей теорни дифференциальных уравнений с двояко-периогиескими 
коэффициентами (Айнс, 1939, стр. 505 и далее, Poole, 1936, стр. 170 и далее) 
вытекает, что уравнение (1) имеет решение вида 

2—4 6, (oc 
Uo (2) =e? 2K “(5) 

где аи и— постоянные, зависящие oT fh, #2, 1, wo, и Р(2) —двояко-периоди- 
ческая функция с периодами 2K, 2’. (Мы использовали здесь соогношение 
13.20 (1) между сигма-функцией и тета-функциями,) Очевидно, что 

а 6, (Fe 

(3x) 

P (2), (5) 

шо (— 2) =e7¥ P(—2) (6)
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также является решением, и из (5), (6) и табл. 8 п. 1319 видно, что а 
определяется с точностью до знака и целого кратного 2K и 2%’. Если 
выбрано одно из возможных значений а, то тем самым определено Ww. 

Вообще, и (2) и и, (—2) линейно независимы и общее решение уравне- 
ния (1) является линейной комбинацией функций (5) и (6). Единственное 
исключение возникает, если шо (2) = + и (— 2) или 

zt+a z—a 
e276, + = + 0, — . 

2K 2K 

Полагая z=a, получаем из табл. 9 п. 13.19, что в этом случае a/K яв- 
ляется нулем 0, (5) и, следовательно, в этом случае а= тк -- яК’!. Полагая 

z=K, получаем из табл. 8 п. 13.19, что е?йК = +1 и, следовательно, в этом 
случае 2Жи=л’ли;, простое вычисленве показывает, что п=п’ Во всяком 
случае, видно, что для исключительных значений Ug являегся либо четной, 
либо нечетной функцией ог 2, (2-2) = ио(2), Up (2-12) = | uy (2), 
так что 2K и 2K’: являются периодами или полупериодами ш (2). В этих 
исключительных случаях, для того чтобы получить общее решение уравне- 
ния (1), надо построить решение второго (или третьего} рода. 

В соответствии с п. 16.1.4 граничные условия для В (В) и С (%) в слу- 
чае эллипсоидальных волновых фучкций являются теми же самыми, что и 
в случае эллиисоидальных гармоник. В силу и. 15.11 это означает, что 

единственным случаем, представляющим интерес с точки зрення эллипсои- 
дальных волновых функций, является случай, когда (1) имеет решение, 
являющееся двояко-периодической функцией от с периодами 4К и 41K’. 
Это в точности исключительный случай прелыдущего абзаца. Двояко-перио- 
дическим решением является и, (2) и оно называется волновой функцией 
Ламе первого рода. Есть два условия для существования такого решения, 

одно является условием на a, а другое —на в. Если задано ® (= (22 — 52) 2х 
в случае волнового уравнения), TO эти два условия определяют собственные 
значения как для A, Tak и для [ 

Начиная отсюда, мы будем предполагать, что в уравнении (1) ® фикси- 
ровано, a Ли {/ принимают собственные значения. Если ® —> 0, то собствен- 
ные значения / стремятся к числам [„ =п (п- 1) 2%, где п=0, 1, ..., причем 
каждому числу [, соответствуют 9п + | собственные значения A, а именно 
собственные значения A, соответствующие многочлевам Ламе (см. п. 15.1 1). 
Это показывает, что при ®«==0 собственные значения для { вырождены (или 
кратны), это вырождение нарушается, если w 720 (см. также Стретт, 1935, 
стр. 67). 

Ссли Ни / принимают собственные значения, то Uy (2) является волновой 
функцией Ламе пгрвого рода. Мы видели выше, что в этом случас Ug (— 2) 
и № (2) линейно зависимы, т. е. Uy является либо четной, либо нечетной 
функцией от 2, и можно доказать, как в п. 15.5.1 и 16.4, что uy также 
является четной или нечетной функцией от 2—К и от 2 —К— К’. В соот- 
ветствии с четностью в точках 0, К, КК’, функции Ламе первого рола 
можно подразделить на восемь классов. Фуикцин, припадлежащие одному 
и тому же классу, можно охарактеризовать числом их нулей в промежут- 
ках (0, К), (К, K+K’). Для этих функций, однако, нет ни стандартных 

определений, ни хорошо развитой системы обозначений. 
Как ив п. 15.5 и 16.4, свойства волновых функций Ламе в точках 

z=0, К, К-Ж’ можно использовать для постановки ряда задач Штурма — 
Лиувилля на промежутках (0, К) и (К, K+K’/). Как и вп. 15.5, каждая 
волновая функция Ламе является общей собственной функцией для двух 
задач Штурма—Лиувилля, одна из которых ставится на промежутке (0, К}, 
а другая— на промежутке (К, K-+K’s). Для каждой из этих двух задач 
Штурма— Лиувилля мы получаем характеристические кривые, т. е. графики 
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собственных значений й как функций от J. Собственные значения A ul 
являются координатами точек пересечення этих кривых Ha (A, {)-плоскости. 
Свойства ортогональности волновых функций Ламе вытекают из свойств 
ортогональности функций Штурма—Лиувилля в сочетанин со свойствами 
симметрии в точках 0, К, К--Кт. 

По-видимому, для волновых функций Ламе неизвестно никаких ин- 
тегральных уравнений, однако Мёглих (Moglich; 1927) вывел интегральное 
уравнение для эллипсоидальных поверхностных волновых функций. Из 
16.1 (21), (22) видно, что функция 

$ (В, 1) =В (В) С (1) (7) 

удовлетворяет дифференциальному уравнению в частных производных 

[(sn В) — (sn y)2]~? (Sa 5») + { wh? [(зи B)*-++ (sn y)2]—1 } Ф-—0. (8) 

Регулярные на поверхности эллипсоида (см. п. 15.1.1) решения уравне- 
ния (8) мы будем называть эллипсоидальными поверхностными волновыми 
функциями. Через 

Le, 9 ¥ =0 (9) 
сокращенно обозначим уравнение (8), преобразованное к координатам ф, 
9, введенным в 15.5 (45). Рассмотрим теперь выражение 

exp [ix (x sin 8’ cos p’ +y sin 0’ sin ф’- 2 со$ 0')], (10) 

которое при фиксироваиных 0’, ф’ представляет плоскую волиу и, следова- 
тельно, является решением уравнения AW { к? =0. Используя 15.1 (8) и 
15.5 (45) и полагая ® = (@2—52)/?к, получаем для (10) 
К (6, ф; 9’, ф’) =ехр [iw (Е зп @ sin 0 sin 6’ cos ф созф'-- 

+i с сп а эт 0 sin 8’ sin ф sin p’-+i dnacos6cos@’)]. (11} 

Мёглих показал, что при любом фиксированном % функция К удовле- 
творяет уравнению 

(Le, g—Ler o) К=0, ‚ (12) 
и вывел с помощью процесса, использованного в пп. 15.5.3 и 16.3, что для 
каждого фиксированного % собственная функция иитегрального уравнения 

пал 

{| KO, 9; 8, o') ¥ 0’, ©’) sin 8’ do” dp’ =A¥ (6, 9) (13) 
о 

является эллипсоидальной поверхностной волновой функцией, выраженной 
в координатах 0, ф п. 15.5 (45). 

Весьма мало известно относительно конкретного построения волновых 
функций Ламе. Эллипсондальные поверхностные волновые функции при 0-0 
сводятся к эллипсоидальным поверхностным гармоникам, и это подсказы- 
вает искать разложения эллипсоидальных поверхностных волновых функций 
в ряды по произведениям функций Ламе (те. в ряды по произведениям 
эллипсоидальных поверхностных гармоник). Для малых значений ® эти раз- 
ложения сходятся достаточно быстро (Стретт, 1932, стр. 67 и далее). 

Мёглих (Moglich; 1927) получил много разложений волновых функций 
Ламе с помошью различных разложений ядра интегрального уравнения (13) 
и подстановки различных частных значений © (обычно 0, +К, 4+K + K’i). 
Наиболее существениыми из этих результатов являются разложения эл-
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липсоидальных поверхностных волновых функций в ряды по сферическим 
поверхностным гармоникам, разложения волновых функций Ламе в ряды 
по функциям Лежандра переменного k’~!dnz (другими возможными пере- 
менными являются snz, Азпг2, спа, tkk’~'enz и dnz) и разложения вод- 
новых функций Ламе в ряды по сферическим функциям Бесселя 16 9 (6). 
Эти последние ряды представляются наиболее удобными для нзучения асимп- 
тотического поведения волновых функций Ламе при z—> 1K’. 

Волновые функции Ламе второго и третьего рода могут быть получены, 
если заменить в разложениях Меглиха по функциям Бесселя p наф, j= 

=2, 3, 4 (Меглих рассматривал ряды с pir), которые называл интегралами BTO- 

рого рода}. Для эллипсоидальных волновых функций величины Ви Св 
п. 16 1.4 являются волновыми функциями Ламе первого рода, в то время как 

А является волновой функцией Ламе первого или третьего рода в зависи- 
мости от того, строится ли эллипсоидальная волновая функция внутри или 
вне эллипсоида. 

Относительно дальнейшей информации 06 эллипсойдальных волновых 
функциях см Malurkar (1935) и Moglich (1927). 



ГЛАВА 17 

ВВЕДЕНИЕ В ФУНКЦИИ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 

Предварительные замечания Целью этой главы является главным обра- 
зом дать первоначальную информацию относительно часто встречающихся 
ункций теории чисел н указать, гле можно найти дальнейшие результаты. 
bl не стремимся при этом к полному охвату материала, и, в частности, 

будет опущена вся теория алгебраических чисел, равно как и все вопросы, 
требующие определения группы, нормирования или других алгебраических 
понятий 

Для того чтобы не давать слишком много ссылок в тексте, мы приве- 
дем здесь список тех стандартных работ, к которым надо обращаться за 
информациея относительно вопросов, рассматриваемых в каждом индивиду- 
альном пункте Относительно всей главы 17 наиболее полным является труд 
Диксона (Dickson, 1919—1923) Относительно отдельных пунктов смотри: 

1. L Е. Dickson, 1919, т I, Hardy и Wright, 1938, 1945. 
172. Mac Mahon, 1915, 1916; Hardy и Wright, 1938, 1945. 
17.3 Г.Е Dickson, 1919—1923 
17.5. Landau, 1927, т, I. 
17.6 Landau, 1927, т. I; Hardy и Wright, 1938, 1945. 
17.7. Landau 1927, т. IJ; Титамарш, 1947, 1953; Maram, 1936. 
17.8. Landau, 1927, т. I, 1909, т I 
17.10 Landau, 1927, т. II. 

17.1. Элементарные теоретико-числовые фувкции, 
порождаемые дзета-функцией Римана 

17.1.1. Обозначения и определения. На протяжеиии этой главы будут 
использованы следующие обозиачения 
i, т, в обозначают натуральные числа (за исключением случая, когда 

даются другие обозначения) 
т| п означает, что т делит в 
myn означает, что т не является делителем п. 
(т, п) обозначает наибольший общий делитель т и п. 

Если (т, п) =1, то мы говорим, что т и П взаимно просты. 

У, II —CYyMMa или произведение, взятая по всем (положительным) дели- 
4п ап Team 4 |r. 

—CYMMa по всем т, взаимно простым с п 

р, Ра» Ра обозначают простые числа, т. е. числа > |, но не имеющие 
4, да» Ga делителей, за исключеинем единицы и самого числа.
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У, П сумма или произведение, взятые по всем простым числам p= 
р р =2, 3, 5, 7, ll, eee 

n= pT" pa. ad (1) 

является каноническим разложением числа п, т. е его записью в виде про- 
изведения степеней различиых простых чисел. За исключением случая п =, 
мы будем предполагать 

a, > 0, a, > 0, eons a, > 0. (2) 

4 (п) обозначает число различных простых делителей числа n; м(1) =0. 
ф (п) обозначает функцию Эйлера. Она равна числу положительных 

целых 0, взаимно простых и не превосходящих п. 

фи (п) = > тё; фо (n)=@ (п) 
(т, п)=1, 1<т<п 

J, (п) при k=1, 2, 3, ... ®бозначает функцию Жорданв. Она равна 
числу различных множеств из Ff (равных или различных) на 
туральных чисел <Q, наибольший общий делитель которых 
взаимно прост с п. Обычным обозначением для J,(n) является 

(п) 
4 (п) = >, 1— число делителей п. 

п 

а» (ft) при &=2, 3, 4, ... обозначает число способов представить п 
в виде произведения К различных миожителей. Разложения, 
отличающиеся порядком сомножителей, рассматриваются как 
различные 

Og (n) = pu (3) 

обозначает сумму Ё-х степеией делителей числа п (включая 1 и п). 

4 (п) =4, (п) = (п). (4) 
Вместо 6, (п) мы будем часто писать с (п). 

Следующие обозначения связаны с каноническим разложением (1) чис- 
ла п 
А. (п) обозначает функцию Лиувилля. Если п имеет каноническое разложе- 

ние (1), то A(I)=1 нА (п) =(—1)°* 1%, 
и (п) обозначает функцию Мебиуса, p (1) =1, и (п) =(—1)*, если 91 =; = 

—... =0,=1 В остальных случаях и (п) =0. 

А (п) равно нулю, за исключением случая, когда п=р”, где р— простое 
число. В этом случае 

А (n)=In p 

Мультипликативные функции. Функция {(п}), определенная для всех 
натуральных ft и такая, что 

(п) Е(т) =[Р(ат), если (п, т) ==1, (5) 

иазывается мультипликативной. Если f (a) f (m)=f (nai) для всех ти п, то 
f(n) называется вполне мультипликативной Применяются также термины 
факторизуемая и дистрибутивная 

Функцин, которые мы будем использовать в этой главе, называют также 
врифметическими функциями Это название связано с тем, что все указан- 
ные функции { (п) определены для всех натуральных значений п. 

73



196 гл. 17. ВВЕДЕНИЕ В ФУНКЦИИ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 

17.1.2. Явные выражения и производящие функции. Есля п записано 
в каноническом виде (1), то ф (1) =1, J,(1)=1 и при п > 1 

p(t) =n (1—py*)(1—py*)...(l—py*), (6) 

J, (n) =n" (1—p7")(1—pz*)...(l—p 5"), (7) 
4 (п) =(0,+1) (@+1)...(a,-+1), (8) 

(+1) | ре +1) — | 

ду (п) = — ы . (9) peo ... pe 

Для мультипликативной функции [ (п) справедливо фундаментальное тож- 
дество 

У п=Пп-+НР-+НрЭ+... 
1 р 

которое имеет место, если стоящий слева ряд абсолютно сходится. В этом 
случае произведение в правой части равенства также абсолютно сходится 
и называется произведением Эйлера для данного ряда. Если функция | (п) 
вполне мультипликативна, то 1-+f (p)-}-f (р)-+... является геометрической 
прогрессией, и мы имеем 

> i (n)=][T [1—f(p)]—~1, (nm) вполне мультипликативна. 
n=1 р 

Применяя фундаментальное тождество для вполне мультипликативной 
функции n-* и для некоторых евязанных с ней мультипликативных функ- 
цнй, получаем ряд тождеств для дзета-фуикции Римана. Дзета-функция бу- 
дет изучена вп 177, и многие из указанных ниже тождеств получаются 
описанным способом‘ 

59 = У-*=Па-р-5)-1. — Res >, 
n=1 p 

=5=У. ви) и-*, Ве; > 1, (10) 

=. ф(п)п7"*, Res>2, 
n=1 

£09) Ади, Res>Il1, г (11) 
п=1 

СО Уд fant Res> 1, 
п=1 } 

LOPS 204, Resa Е 
n=1 

[2 ($) = Уа, (п) п, Res> 1, &=2, 3, ... 13) 
|
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4 © 

ey У. 4 min, Res >I, вы n=1 

6 (s)E(s—k) = У/0, (п) п7°,  Res> max (1, Re&+1), (15) 
n=1 

— —b) (s—a—b) < EOL EM ODF 9 og as 
“ R=] 

Ке $ > тах [1, Rea+1, Reb+1, Re (a+ 5-1, (16) 

kTT p 1+p7* — = -5 СИ ke (ЕР) акр ‚ Кез > 1, #9, (17 
п 

где Р—многочлен Лежандра (определен в п. 3.6 2), 

_ = SA (a) n-s, (18) 
n=1 

где штрих означает дифференцирование по переменной $. Соотношения (14), 
(16) были открыты Рамануджаном, а (17) доказано Титчмаршем; (16) обоб- 
щено Чоула (Chowla; 1928). 

Функции в левой части равенств (10)—(18) могут рассматриваться как 
производящие функции для коэффициентов при N~* в правой части в силу 
следующей леммы. 

t co 

Лемма. Ecau S\cyn~* обращается в нуль для всех вещественных 
ПЕ1 

SIS, и если ряд абсолютно сходится при 3=8, TO с„=0 при n=1, 2, 
3, ... (см. Hardy, Wright, 1945, п. 17.1). 

17.1.3. Соотношения и свойства. Функции ф (п), и (п) и Г,(п) мульти. 
пликативны и 

Ул =шя. (19) 
ап 

Функции p(n) и и (п) связаны формулой обращения Мёбиуса (ге назы. 
вают также формулой Дедекинда — Лиувилля). Пусть [(1) определено для 
всех #=1, 2, 3, ..., И ПУСТЬ 

g (п) =УН@. (20) 
d\n 

Тогда 

f (п) = Ув (d) g (n/a) (21) 
а 

и обратно. В частности, г 
__ fi 

n=S\ 9, P=} ть. ‚ (22) 
d\n djn 

Формула обращения Мёбиуса является следствием формулы 

9 при п > 1, 93 

Яыо= |] при n=l. (23) 

г. Бейтмен* А. Эрдейи
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Ее можно записать также в виде 

f(x) = У, в (т) m-SF (mx), (24) 
если mes 

F (x)= m-5f (mx), (25) 
m=1 

где } (x) определено для всех x > 0, | ff (x) | =O (x), когда х-+ и Ве5> 5-9. 
Другая формула обращения (cm. Hardy и Wright, 1945, гл. 16) состоит 

в том, что следующие два равенства определяют взаимно обратные преобра- 
зования 

[x] [x} 

и-у. Е (=) Fo= > и (n)G (=) . 

Здесь х— вещественное положительное переменное, [х]— наибольшее целое 
<^, причем пустая сумма (например, первая при x < 1) интерпретируется 
как нуль. Если F (x)=1 для всех х, то это приводит к формуле 

у и (т) || =1. 
m=] 

Формула обращения Мебиуса была обобщена (cm. Сезаго, 1887; 
Н. Е. Baker, 1889, Gegenbauer, 1893, Bell, 1926) Она используется для 
определения арифметического интегрирования и дифференцирования. Функцию 
5 (п) в формуле (20) называют «интегралом» функции f(n) (см. L. Е Dickson, 
1919, т. I, гл 14). Другие связи между p и ф были установлены Радема- 
хером и доказаны Брауэром (К. Brauer; 1926): 

т У ощв(т)=в У & (1). 8 
dim, (4, n)=1 d\(m, п) 

Для функции ф имеем 
_ yy\n/d — 0, если п четно, 7 

Pe | yen ¢ @) и если п иечетно, (27) 

УФ) {porte FEY RV Etat, (28) 
f=1 

9 2, 3, 
где r= 1 ... и [x] обозначает иаибольшее целое < х; 

2 (nid) ge (=U tat. bt r=0, 1,2, ..., (29) 

фи (п) = пФ (и), пт, (20) 
pay (nd)? 5) = {Dy (nd) 9 \ (31) 

aim 1 [ (0-9 +. +909. (32) 

lim inf (26 In In ") —е-Т, (33) 
i> @
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где у— постоянная Эйлера. Девенпорт (Davenport; 1932) доказал, что при п-+ 9 
па 

Фа (п) = т {9 (1+0 (1)}, BO, 

и получил аналогичные результаты при a < 0. 
Функцию (п) можно представить в виде 

in) т я enn (34) 
Это показывает, что р (п) является суммой первообразных корней п-й степени 
из единицы, т. е. суммой таких чисел 0, что р"=|, но р” |, если 
| т < п. Эти числа р являются корнями многочлена 

ken =TT (xf — 1/9) (35) 

степени ф (п). 
Относительно слепующих ниже результатов см. Landau (1927, т. 2, гл. 7) 

и Титчмарщ (1953). Пусть 

М (п) = (в (2)... +p (м). (36) 
Тогда при п -+ © Al 

_ 1/2 nn 
M (п) =O E exp (м mr) | , (37) 

где А — вещественная положительная постоянная. Следствием этого резуль- 
тата является 

лв (м) _ 
У. ft =0. (38) 
n=1 

Гипотеза Римана (см. п. 17.7) вер sa тогда и только тогда, когда 
HA 

>) в (п) п-* (39) 
A=1 

сходится для всех $, принадлежащих полуплоскости Res > 1/2, 
Для Л (п) аналогом (38) является 

у A(n)—1_ oy, (40) 
ht 

n=1 

где y означает постоянную Эйлера, определенную B 1.1 (4). См. также Kie- 

+ (1926). 
me  носительно следующего ниже перечня свойств © (п) я 4 (п) см. Hardy, 

Wright (1945, гл. 18). Мы имеем 
с (п) =0 (пп шп), 

а (1) Ро (2)... (п) тб mtn +0 (п In пп). 

Существует положительная постоянная А такая, что 

0 (п п 

A< ( es ) = 1, 

lim sup {o, (п) п-*} =6 (в), a>, 
iv @ 

у lim sup _9(f) 6 
' n>~e ППШ
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(см. Gronwall, 1913). Относительно случая —1 < в < 0 см. Bellmann (1950). 
Вайдинатасвами (Vaidyanathaswamy; 1930, 1931} показал, что 

вь(т, n= У oy (+) с, (1) 4 (d), 
4 (т, п) 

и Ватсон (С. М. Watson; 1935) нашел, что для любого-фиксированного целого # 
Ozrm41(f) делится Ha Ё для почти всех значений п. Выражение «почти все» 
определено в начале п. 17.2. 

Если 2 > 0 произвольно и фиксировано, то для всех достаточно больших 
зиачений п 

а (п) < (1 +e) пп/ЛЛп шп 

и для бесконечного числа п 

4 (п) > 9(1—-e)In n/tn 1 п. 

При n— © 

4 (1)-+4(2) +... +4 (п) =п шв @у— Па -+0 (виз), 

где ‘у— постоянная Эйлера. Относительно 4 (4 (п)) H связанных с этим вопро- 
сов см. Ramanujan (1915). 

Асимптотическое поведение 

dy (1) +dy 2)+... +d, (п) 
при больших значениях п изучил Титчмарш (Titchmarsh; 1938). 

Если Q (л) означает число целых т, | “тп, которые не делятся на 
квадрат целого числа > 1, то при п -» © мы имеем 

@ (п) = 6п/л"-- 0 (пи). 
Общие теоремы относительно арифметических функций. Беллмаи и 

Шапиро (Bellmann and Shapiro; 1948) доказали, что функции ф (п), с (п), 
4 (п), 2” (п), и (п) алгебраически независимы. 

Шенберг изучил асимптотические свойства класса арифметических фуик- 
ций. Относительно изучения аддитивных арифметических функций см. Erdos 
и Winter (1939). Относительно других результатов см. Е. Т. Bell (1930), 
р. H. Lehmer (1931). 

17.2. Разбиения 

17.2.1, Обозначения и определения. Мы будем писать 

а =6 (то4 п), (1) 

если a—b является целым числом, делящимся Ha п. 
Пусть a,\, v=1, 2,3, ...,- некоторое множество S натуральных чисел, 

и пусть М (*}-— число тех а, которые не превосходят x. Предположим, что 
существует 

lim х-1М (х) =а. (2) 
х> @ 

Если а=0, то говорят, что почти все целые числа п не принадлежат $. 
Если a=1, говорят, что почти все целые числа п принадлежат $. 

Количество разложений 

п=т т. +... +p, k=l, 2, 3, oee yg (3) 

числа п в сумму любого количества натуральных чисел f1, Mg, ..., Mp, где 

My > My Soe == Mp, (4)
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называется числом разбиений п и обозначается р (п). Если Ё ограничено 
условием 

= 1, (5) 

то число разбиений п на не более чем { частей мы обозначаем через ру (п). 
Если m, также ограничено, т, < №, то мы обозначаем через ру, м (п) число 
разбиений п на не более чем / частей, каждая из которых не превосходит М. 
Число разбиений п на четное число неравных слагаемых будет обозначаться 
через E (п), а на нечетное число неравных слагаемых — через U (п). 

17.2.2. Разбиения и производящие функции. Если Р (п) —число разбие- 
ний f некоторого типа, и если для досгаточно малых |x| сходится ряд 

> P (2) x* = F(x), (6) 
n=1 

то производящая функция F(x) называется эниумератой для Р (п). Иногда 
удобно р2ссматривать и случай, когда Р (0) 52 0; тогда Р (0) определяется 
как F (0). Мы имеем 

У, р(п) "= ] 1-х} -1, xl <i, (7) 
n=0 Е=1 

> р» (п) "= Ц а—2)-1,  |х|<1. (8) 
n=0 k=1 

Соотношение (8) выражает TOT факт, что р„(п) является также числом раз- 
биений nm Ma части, каждая из которых не превосходит т. Можно показать, 
что число разбиений n на точно т равных частей, равно числу разбиений п 
на части, наибольшая из которых в точности равна т. 

Многие теоремы о разбиениях можно установить в виде некоторых тож- 
деств для энумеративной функции F(x). Эти тождества обычно имеют сле- 
дующий вид: F(x) выражается как бесконечное произведение и как ряд; 
как произведение, так и каждый член ряда могут быть разложены в степенной 
ряд по х. Примеры: ; 

ыы Е 1 = 
TI (+2 0== 3 д”, (9) 

п=о k=0 

Ц (15°) -П {1—x2k-1}-1, (10) 

Тождества Эйлера: 

Pra] fe a) 2 

#-1) =1 х | ПЦ (1-2 -1) ааа (11) 

had ы хе e+ 
1 #) =1 , 12 I‘ 4+ 2k) +h а и (12) 

fo 9) . x 
1—x*)-4=1 (13) 

Ц ") p> (1—x) (1—x?2)...(1—x*) 
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(1—^)-1=1+ 
Ц > {1 —х)? (1 —x2)2, . . (1 — x)? 4 (14) 

П (1 —x*) = 2. (—1)" x? 3 #1) (18) 

Тождества Якоби: 

II (1 —21) (1--х2п- 122) (1 + x2n—-12~2)\ — 

k=1 

14 > xn? (z2n 4. 2-2n) — > xm*zem, 220, (16} 
п=1 

I {(1—x2k—1)° (1—x2k)} = 5 (—1)” xm, (17) 
aa тат © 

I Ga} -5 ene (18) 

II a—= 5 (—1)” (2n + 1) г " men (19) 

П {{1—х564+1) (1—258+4) (1—х56+5)} = У age ome (20) 
=0 m= = 

1] [лава d—athes)—asien}= У, (1 ge "+, (21) 

Тождества Роджерса— Рамануджана: 

@ _ _ @ ym? 

Ц { (1—5 +1) 1 (1—5 +4) }=1+У) я а. (22) 

m= 1 

© _ _ = хт (тт) 
I {(1—x5k+2)-1 (1 —x5k+8) }=1+ У a) da) (23) 

= m=1 

Тождества (17)—(22), а также (15) получаются из формулы Якоби (16) 
при z=e'™, х=е"; при этом правая часть равенства (16) превращается 
в разложение Фурье фуикции 68. (и|т), а левая часть—в разложение 6; в 
бесконечное произведение, где 9, — одна из эллиптических тета-функций в обыч- 
ных обозначениях (см. гл. 13). Обзор связей между задачей разбиения и мо- 
дулярными формами дан Радемахером (Rademacher; 1940). 

Формулы (9) —(23) можно сформулировать как теоремы о разбиениях. 
Например, 

Формула (9) показывает, что любое натуральное число п можно пред- 
ставить в точности одиим способом как сумму различных степеней числа 2. 

Формула (10) устанавливает тот факт, что число разбиений п на неравные 
части равно числу разбиений на иечетные части,
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Формула (15) показывает, что 

Е (n)--U (п) =(—1, если nena (38 + 1), k=1, 2, 3, ..., т, 

E(n)—U(n)=0 для всех остальных п, 

здесь Е и U определены, как в п. 17.2.1. 
Общий член суммы в правой части равенства (22) позволяет иайтн число 

разбиений для п-—-1?* на не более чем т частей. Так как 

m2@=1+4+3+...+2m—1, 

то этот общий член позволяет также найти число разбиений п на не болве 
чем т слагаемых с наименьшей разностью 2. Таким образом, равенство (22) 
эквивалентно следующему утверждению: число разбиений п на части вида 
5т--] и 5т--4 равно числу разбиений п на части с наименьшей разностью 2. 

Относительно соответствующей теоремы о числе разбиений на части вида 
бт 1, 6m+5 см. Schur (1926); асимптотическая формула для этого числа 
была дана Нивеном (Niven; 1940). 

Относительно некоторых тождеств теории разбиений см. О. Н. Lehmer 
(1946) и Alder (1948). 

17.2.3. Свойства сравнений. Рамануджан (Ramanujan; 1919, 1921) вы- 
сказал предположение, а Дарлинг (Darling, 1921) и Морделл (Mordell, 1922) 
доказали, что 

р (5n-+4) =0 (mod 5), (24) 
р (7n-+5) ==0 (mod 7), (25) 

р (11n+ 6) =0 (mod 11). (26) 

Эти формулы могут быть выведены из некоторых тождеств, первые два 
из которых имеют вид 

= = (1—x8h)5 
5n-+ 4) х' =5 “ , (27 №2 +%х Ц Tas ) 

= na yy (1x7) “(1 —x7k)? 
риоя -7П три -49х I я. (28) 

Существует аналогичное тождество для энумеративной функции р (13в 6), 

которое было открыто Радемахером и Цукерманом (Rademacher and 

Zuckerman; 1939). Однако не все члены в правой части этого тождества 
делятся на 13. 

Ватсон (Watson; 1938) доказал, что если n=7n’, где in’, 7)=1 и 

b=2, 3, 4, ..., и если 24n == 1 (mod 724-2), TO 

р (п) =0 (mod 7). (29) 

Относительно обзора результатов этого типа см. Rademacher (1940). 
Лемер (р. H. Lehmer, 1936; 1938) доказал, что 

р (599) =0 (mod 54), (30) 
р (721) =0 (mod 118), (31) 

р (14.031) =0 (mod 114). (32) 

Это подтверждает, что некоторые предположения Рамануджана справедливы 

в отдельных частных случаях. Число р (14031) имеет 127 цифр и было вы- 

числено с помощью асимптотической формулы Харди и Рамануджаиа (см. 

п. 17.2.4) для р (п).
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17.2.4. Асимптотические формулы и родственные вопросы. Харди ни 
Рамануджан (Hardy and Ramanujan; 1916, 1918) показали, что 

Jim 413 \/р (п) exp [— п (2/3) 1/2 1. (33) 
Они получили также асимптотический ряд для р(п) вплоть до члеиов 
порядка О (п_*/4); так как р(п)—нелое число, то с помощью этого ре- 
зультата можно вычислять, пользуясь асимптотическим разложением. точ- 
ные значения р (п) для достаточно больших значений п (О. H. Lehmer; 1938). 
Относительно упрощенного доказательства см. также Knopp и Schur (1925). 
Лемер (О. Н. Lehmer; 1937) показал, что ряд Харди —Рамануджана расхо- 
дится. Радемахер (Rademacher; 1937 а, 1937 b, 1943} получил замечательный 
сходящийся ряд для р (п), а именно 

® 

1 1/3 d 1 

Pl) = Fre a A, (п) k вв (м), 

F,(2)=n- V2 sh E (2)"] . 

A, (п) = У. ехр | Роя ыы г. (- | 5) . 
(h, К) =1 
=А= i= — 

Где 

Формула суммирования для p(n) была дана Аткинсоном (Atkinson; 1939). 
Хусими (Husimi; 1938) изучил интегральные представления для ри (п). 
Трикоми (Tricomi; 1928) устаиовил асимптотическое поведеиие для 

р, м (п), а Бригем (Brigham; 1950) —общие асимптотические формулы для 
функций разбиения. 

Отпосительно вопросов, связанных с этим пунктом, см. также Rade- 
macher (1940). 

17.3. Представления в виде суммы квадратов 

Общие замечания. Задача представления целого числа в виде суммы 
квадратов является частным случаем задачи представления числа с помощью 
(положительно определенной) квадратичной формы. Относительно этой 
последнеи проблемы см. Siegel (1935, 1936, 1937) и Minkowski (1911). Пред- 
ставление п в виде суммы квадратов можно также рассматривать как 
частный случай задачи представления п в виде суммы фиксированного 
числа Ё-х степеней. Относительио результатов в этой области cM. Landau 
(1927, т. If). 

Вычисление (или приближенное вычисление) суммы У г» (п) являет- 
п x 

ся задачей подсчета числа точек целочисленной решетки внутри К-мерной 
сферы. Относительно случая R=2 и общего случая целочисленных решеток 
в двумерном пространстве см. Landau (1927, т. Il), а также п. 17.10. 

17.3.1. Определения и обозначения. Пусть Е > 2—фиксированное целое 
число. Обозначим через г„(п) число представлений п в виде суммы А квад- 
ратов целых чисел 

п=Р-й-... +23, (1)
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где [, ..., 2, не обязательно лолжны быть отличными друг от друга и 
могут быть отрицательными Числами или нулями. Два представления счи- 
таются различными, если они со-ержат одни и те же числа 11, ..., lp, HO 
в разном порядке. Например, мы имеем г. (2)=4, так как 2=13-|-12 = 
= (— 1)?+ 12 =12- (— 1)*-=(— 1)}?+(—1)2. Мы будем использовать суммы 
степеней некоторых делигелей п Пусть d*, 4*“, 4’, а”, d,, d_, dy, dy, dg, 
4.— любые (положительные) делители п, удовлетворяющие условиям 

4* =! (mod 4), d** =3 (mod 4), (2) 
n/d’=1 {mod 4), n/d’’ =3 (mod 4), (3) 
4+ =0 (mod 2), d_ =1 (mod 2), (4) 

41 =0 (1042),  n/d,=0 (mod 2), \ 6) 
d, =1 (mod 2), п/45 =1 (mod 2), 

4з =0 (mod 2), n/d;==1 (mod 2), (6) 
d,=1 (mod 2), n/d,=0 (mod 2). 

Положим 

Еь (п) = >) 4** — У, (7) 
Еь (п) = У 4" — Уд, (8) 

A, (п) = 14, (9) 
(п) =34—»,,4, (10) 
E,(n)= Did? + Mak— DV ak— Dai. (11) 

Мы используем также коэффициеиты разложений некоторых произведе- 
ний эллиптических тета-функцнй в степенные ряды. Пусть 0,(и, т) 
[v=1, 2, 3, 4; 0,(и, т=0, (и, т)] обозначает четыре эллиптические 
тета-функции (см. гл. 13). Мы будем писать 0, вместо 6, (0, т) и 9 вместо е""". 
Тогда имеем 

9, = ПД а-—929 (1—92-1}, (12) 
k=1 

0, = 21/4 Il (1 —q@22) (1+. 92^)?, (13) 

Е=1 

0; = [[(1—92^) (1—922-1}?. (14) 
Е=1 

Используя эти бесконечные произведения для 0,, 6., QO, определим 
функции © (т), W (т), @ (т), @ (т) с помощью их производящих функций: 

16 У 9 (т) 47" =60560304, (15) 
m=0 

ies) 

16 У W (m) 9” = 030503 , (16) 
m=0 

© у 

16 У! @ (m) 4" =6305°04 , (17) 
= 0 

16 У! G (m) а" =650808 (64—63). (18) 
т=о
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17.3.2. Формулы для г» (п). Представления в виде суммы четчого числа 
квадратов. Глешер (Glaisher; 1907) дал обзор известных формул для г.,(п), 
где 21—=2, 4, ..., 18. Его таблица была пополисна Рамануджаном (Ra- 
шапи}ап; 1918), который дал формулы для зд, Poo, fog. При 2/1 12 эти 
формулы содержат функнии © (п), № (п), 9 (п), С (п), которые не имеют теоре- 
тико-числового смысла. (Формулы, содержащие лишь выражения, имеющие 
теоретико-числовой смысл, были даны Булыгиным (см. Dickson, 1939, 
т. П, стр. 317). При 21=10 и 2/=18 формулы в таблице Глешера содержат 
также сумму степсней некоторых комплексных делителей n. При этом под 
комплексным делителем п мы понимаем число а-16, где a, Ь— целые, 
такое, что (а? -|-5?)| п Если опустить эти два случая, то таблица Глешера 
имеет вид (в обозначениях п. 17.3.1): 

го (п) =4Бо (п), (19) 
Га (п) =(— 1)” 71 85, (п), (20) 
rq(n) =4{ 4Es (п)— Е» (n)}, (21) 
гз (п) = (— 1)” 71 1663 (п), (22) 

Гл (2n) = — 86 (п), (23) 
гла (2n-+ 1) =8{ As (21-- 1) 29 (2n-+1)}, (24) 

«Е { BABY, (п) — Е (n) + 364 (п) } (25) 
3 rast) =(— "4 { 6, (n)-+-160 (n) }. (28) 

Относительно формулы ANA fog см. п. 17.4. Формула для r.(n) эквива- 
лентна тождеству в теории эллиптических тета-функций, а именно 

oo а © 

2 __ 2 __ q” _ a=) Ym} ary кии 
Л=1 т=-Ф> 

© 

=1--4 У увидя (27) 

1 п, т= 

Как следствие (19) получаем следующий критерий. Пусть k (р) —наи- 
высшая степень простого числа р, на которую делится п. Для того чтобы п 
можно было представить в виде суммы двух квадратов, необходимо и до- 
статочно, чтобы А (р) было четным при р-=3 (mod 4). 

Формула (20) эквивалентна знаменитому тождеству Якоби 

@ 

=1+8 У, {ngt™—4ngt"” }. (28) 
A, m= 

Это тождество можно сформулировать следующим образом’ число представ- 
лений п в виде суммы четырех квадратов в восемь раз больше суммы всех 
делителей п, которые не делятся на четыре. Для всех нечетных п опо 
в восемь раз больше (а для чегных м в 24 раза больше) суммы четных 
делителей п. Отсюда вытекает теорема Лагранжа: каждое целое п > 0 может 

быть представлено в виде суммы четырех квадратов. Отсюда следует также, 
что Г; (п) > 0 для всех в и А =4, 5, 6, ,..
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Представление в виде суммы ненетного числа квадратов. Эта задача 
более сложна, чем задача представления в виде суммы четного числа квад- 
ратов. Число п можно представить в виде суммы трех квадратов тогда и 

только тогда, когда п не имеет вида 

4° (85 +7), a, b=0, 1, 2, ... (29) 

Для нечетных значений п Эйзенштейн (Eisenstein; 1847) показал, что 

т 

| 
п (4т--1) = У) (=) , (30) 

{1 
2т-+1 1 

rs(om+3)=8 У, (aes), 81 
f=1 

| 
где (+ — символ Лежандра—Якоби, который будет определен в п. 17.5. 

сли т— нечетное число и не делится на квадрат простого числа, то 

гь (п) =—805,  — 800%, —1120, 80s, (32) 
соответственно 

п = 1, 3, 5, 7 (mod 8). 

Это утверждение было сформулировано Эйзенштейном (Eisenstein; 1847) и 
доказано Смитом (Smith; 1894) и Минковским (Minkowski; 1911). 

Применяя символ Лежандра—Якоби из п. 17.5, имеем 

п/2-—1/3 п/з—3/2 п 

. > $ —= У — 9 © = — ry » (=) в (= 
И=1 И=1 

Харди (Hardy; 1920) доказал, что число гь(п) примитивных представ- 
лений п в виде суммы пяти квадратов (т. е. представлений, для которых 
наибольший общий делитель пяти квадратов есть единица) равно 

© 

— с —3/2 В паи SY (т) +12, (33 
i= 

где ° 

c=80, 160, 112 
B COOTBETCTBHH C 

n=0, 1, 4, n==2, 3, 6, 7, П =5 (mod 8). 

Относительно более общих результатов, в частности, для г,(п) см. 
Mordell (1919 b), Stanley (1927), Hardy (1918, 1920, 1927). 

Харди и Рамануджан (Hardy and Ramanujan; 1918) нашли асимптоти- 
ческие разложения для г, (п), которые точны при k=3, 4, 5, 6, 7, 8. 

17.4. Функция Рамануджана 

Определим функцию Рамануджана т (п) для п=1, 2, 3, ... равенством 

>) t(n)x"=x Il (1 —x*)4, (i) 
n=1 k=1
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Функция Рамануджана связана с функцией г. (п) (определенной в п. 17.3.1) 
соотношениями 

газ (21) = 6:1 (2)— 96, , (п)—8 [259% (2n)-+ 512 (2), (2) 
тв аа (9-Е: (21+ 1)--2072 (20 + 1), (3) 

где 011 (m)—cyMMa одиннадцатых степеней делителей т и 6.1 (т) — сумма 

одпинадцатых степеней его нечетных делителей; см. Ramanujan (1916), 
Hardy (1927). 

Рамануджан высказал предположение, доказанное Морлеллом (Mordell; 
1919 b), что т(1) является мультипликативной функцией (в смысле п. 17.1 1) 
и что 

D < (п) "== ДИ -- (р) р + ри-з]-1, (4) 
n=1 p 

где Кез > 13/2 и произведеиие взято по всем простым числам р. Морделл 
доказал также, что для всех р 

т (р”) = (р) т (р 1) —рил (рт), = т=2, 3, 4, ... (5) 

Из формулы (5) вытекает, что т(р”) является многочленом от T(p) и ри; 
этот многочлен был определен Сенгупта (Sengupta; 1948). Относительно раз- 

ложения > + (п) (x—n)* в ряд, содержащий функции Бесселя, cm. Wilton 
п<х 

(1929) и п. 17.11 2; относительно других рядов, содержащих т(п), см. Vat 
дег Вил (1948) 

Рамануджан высказал предположение, доказанное Ватсоном (Watson; 
1935), что почти для всех п (в смысле, определенном в начале п. 17.2) т (п;} 
делится на 691. Это утверждение справедливо, однако, как показал Рама- 
нуджан, т (п) не делится на 691, если 

1 = П = 5000, n % 1381. 

Вальфиш (Walfisz; 1938) показал, что почтн для всех п =@® делится на 
25.32.52.7.691. Относительно свойств делимости т (п) см. также Wilton (1929), 
Bambah и Chowla (1947). Лемер показал, что если п < 214928 640, то 
(п) 0. 

Морделл (Mordell; 1917) доказал формулу, аналогичную формуле (4), 
для коэффициентов [ (п) ряда 

@ 4 o 

(—rgiane| — > Ё(п) g4n, (6) 

n=0 a=1 

Она имеет вид 

D> Ка) "= TT {1 —2f (р) р-°- ps-25}-2, (7) 
п=а р 

Этот результат также был сформулирован ранее Рамануджаном. Относи- 
тельно других результатов и обобщений см. Rankin (1939).
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17.5. Символ Лежандра — Якоби 

В этом пункте р, Py, Po «+. обозначают нечетные простые числа, а 
и, о— нечетные натуральные числа. 

Целое число Ё назовем квадратичным вычетом (mod п), если сравнение 

x? == k (mod п) (1) 
ke 

имеет целое рещение x. Определим символ Лежандра— Якоби “7 } для всех 

k=0, +1, +2, ... и всех и=1, 3, 5,7, ... следующим образом. Если 
и=р является нечетным простым числом, то 

& =1, если px ku является квадратичным вычетом (Mod р); (2) 

(=) = —1, если px Кий не является квадратичиым вычетом (mod р); (3) 

(=) =0, если р |Ё. (4) 

Если и=р. Po... Pp является произведением нечетных простых чисел 
(не обязательно различных между собой), то положим 

~ 

(a) =Car) Gee) + (ae) о 
Если и и о— нечетные натуральные числа и (и, 5) =1, то 

(= (=) —(— 1)(4/a-1/2) (0/a—1/2) | (6) 

(=) = (—1)4/9-2/2, (7) 

(=) =(—1)“*-1//з. (8) 

Равенства (6), (7), (8) называются соответственно квадратичным законом вза- 
имности и его первой и второй дополнительными теоремами. В частности, 
(7), (8) устанавливают, что —1 является квадратичным вычетом (mod р) 
тогда и только тогда, когда р==|1 (mod 4), а 2 является квадратичным вы- 
четом (mod p) тогда и только тогда, когда р==1 или р==7 vn 8). Лишь 

в случае, когда и— нечетное простое чнело, из равенства (= =1 следует, 

что # является квадратичным вычетом (mod 4). 
Символ Лежандра можно обобщить, если использовать теорию алгебраян- 

ческих полей. См. относительно этого, например, Hasse (1930). 
‚Суммы Якобсталя. Определим 4-ю сумму Якобсталя от $ формулой 

99-5 (2)(=*), q=2,3,..., s=1,2,3,... @Q 
m1 

Пусть простое число р имеет вид p=4f-+1, где [—иатуральное число. 
Тогда р=а?--53, где а, 8— целые. Якобсталь (Jacobsthal; 1907) доказал, что 

«=5, (7) b=-5 ®, (n), £0, (= (p—3) (mod 8), — (10
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где г обозначает любой квадратичный вычет, а п— любой квадратичный не- 
вычет по модулю р. Аналогичные результаты для p=—6f+1—a24+ 352 были 
получены Шрутка (Schrutka; 1911) и Чоула (Chowla; 1949). Относительно 
различных других результатов и обобщений см. Whiteman (1949, 1952); 
Е. Lehmer (1949). 

17.6. Тригонометрические суммы и связанные с ними вопросы 

Суммы Гаусса. Пусть п— натуральное число. Определим для любого 
целого т 

п-1 

3 (т, п) = У, ехр (2nir?m/n). (1) 
r=0 => 

Если (п, п’) =, то 
$ (т, пп’) =5 (тл’, п) $ (ти, п’). (2) 

При m=1 

(1-1) п1/2, если n=0, 
1/2 —_ $1. n)= nee, » m=si, (mod 4) (3) 

- » nse, - 
wil? >» П=3 

Если п= р—простое число и (т, p)==1, то 

ценю - (оу) ( за р 
r=1 

(=) pi/2, если р == | (под 4), (3) 

(=) pt ›  p==3 (mod 4), (5) 
m 

Где (2 обозначает символ Лежандра, определенный в п. 17.5. 

Суммы Рамануджана определяются формулой 

с; (т) = > exp (2лгт/п), (6) 
(r, n)=1 

The сумма берется по множеству таких чисел г=1,2,. .,n—1, что (г п)=1 
Испсльзуя функцию Me6uyea (см. п. 17.1), можно записать c,(m) в виде 

n 
Cy (т) = у. ар (+). (7) 

d\n, ат 

где сумма берется по всем натуральным числам d, которые являются общими 
делителями пи т. Если (п, п’) =1, то 

Cans (т) = с, (т) си, (т). (8) 

Справедливо равенство 
a 

> mate, (т) = —Л (п). (9) 
т=1
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Относительно доказательств см. Holder (1936). Относительно приложений 
см. Ramanujan (1918); суммы c, (#71) важны в вопросах представлений чисел 
В виде суммы квадратов. Относительно разложений в ряды см. Carmichael 
(1932); относительно статистики сумм Рамануджана см. Wintner (1942). 

Суммы Клостермана. Пусть п > О— целое число, и пусть г обозначает 
целое число 0 < r<in, взаимно простое с п. Тогда существует одновначно 
определенное г’ такое, что 

О< г’ и, rr’==1 (moda), | (19) 
Суммы Клостермана определяются для целых и, с, п формулой 

2 , 
$ (и, 9, n=)" exp E (ur -+-0r | . (11) 

Г 

Если (п, т) =1, то 

$ (и, v, n)S(u, w, m)=S (и, от? шп?, пт). (12) 

Относительно приложений см. Kloosterman (1926), Atkinson (1948). Относи- 
тельно обобщений см А. Weil (1948), а также Salié (1931), О. Н. Lehmer 
{1938), Whiteman (1945) 

Обобщения Суммы Гаусса можио обобщать в различных направлениях 
Относительно обобщений, связанных с теорней &вадратичных форм, см. 
Siegel (1935, 1936, 1937, 1941). Выражения вида _ 

п-1 9 

У. exp (FE), n=, (19) 
r=0 

при фиксированных значениях Rk > 2 были использованы Харди и Литтл- 
вудом для определеиия так называемых сингулярных рядов в нроблеме Ва- 
ринга (т. е. в задаче о представлении целых чисел в виде суммы фиксиро- 
ванного числа Ё x степеней), см Hardy и Littlewood (1920, 1921, 1922a, b, 4, 
1925) На эти работы обычно ссылаются под названием Partitio Numerorum. 
Относительно других типов тригонометрических сумм см И. M Виноградов 
(1939, 1940). 

° 

17.7. Дзета-фувкция Римана и распределение 
простых чисел 

Пусть з-комплексное переменное, Тогда при Кез > 1 дзета функция 
Римана 

> 

5 ($) = Sane? (1) 
n= 

является аналитической функцией от $ Как показал Эйлер, 

6 (5) = [а-р-°)-*, Кез> 1, (2) 
р 

где произведение распространено на все простые числа р==2, 3, 5, 7, ... 

Интегральное представление 

1 ¢ 7 r(i—s) (2) de = ~2 09) d (3) 
Ф 

G(s Тб). e*—1 e—y **
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показывает, что функцию 6 (5) можно аналитически продолжить, причем это 
продолжение однозначно и регулярно всюду, исключая точку $=1, где она 
имеет простой полюс с вычетом 1. Равенство (3) показывает также, что 

1 Вт C()=—=, 6(—2)=0, ба—2т=-—5м, (4) 

где m=1, 2, 3, ... и Ви есть т-е число Бернулли (см. п. 1.13). 
Ряд Лорана для & ($) в окрестности точки $=1 был получен Сзилтьесом. 

Мы имеем 
1 

G(s) = НУ 6 О 6—10%-..., 

где y обозначает постоянную Эйлера (см. 1.1(4)) и где при #=1, 2, 3, ... 

в 

т И р v ЕТ пу 
9—1 

(см. Hardy, 1912). 
Из (3) вытекают функциональные уравнения 

С (3) =2 1—1 sin (5) Г (i—s}¢ (1—3), (5) 

(1—5) =21 1-8 cos (5 ns | Г (s) € ($). (6) 

Нули функции C(s) в точках s=—2, —4, —6, ... являются ее единствен- 
ными вещественными нулями. 

Можно показать, что за исключением этих нулей функция 6 ($) не имеет 
нулей, лежащих вне полосы 0 < Res < 1, но что в этой полосе есть беско- 
нечно много комплексных нулей рф, причем 

obs 

г (5 +1) П [( '-5) “|, @ 

где произведение распространяется на все комплексные нули р и где 

b=1n 2—1 5-1. (8) 

Определение постоянной Эйлера y дано в 1.1(4). 
Если й—положительиая постоянная, S=0O-+- 12, 

0=09=1, 2яху=|#|, х>й> 0, у>Ё> 0, 

Х ($) =28 1-1 sin (> ns rl 9-Е 

то 

C(s)= У} п-*-+х() У 8-240 (*-9--0 (111-61). — (9) 
п<х п<у 

Это равенство называют приближенным функциональным иравнением для 
дзета-функции. О-член в (9) можно заменить асимптотическим рядом по сте- 

пеням |¢|~'/?, коэффициенты которого являются тригонометрическими функ- 
циями. См Siegel (1931) и Титчмарш (1935, 1953).
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Функция 1 \ 

5 (s) =5 s(s—I) a8? 7 (> :) 5) (10) 

удовлетворяет функциональному уравнению 

5(1—5)=8 ($), (11) 
и имеет интегральное представление 

zoom ysis {( Sy enw) ил dx. (12) 

0 =} 
Если положить 

1. в=т+й, E()=8(), (13) 

TO из уравнения (12) получаем 

© @ 
. 1 

2()=>-(e+7) | (У. e~” x ) x~ 3/2 ogg (3 x) dx. (14) 

р | ПТ 

Относительно других результатов, связанных с функцией 6 ($), cm. п. 1.12. 
Нули функции 6 ($). Риман высказал гипотезу, что вещественная часть 

всех комплексных нулей 6 ($) равна 1/2 (т. е. функция Я (1) имеет лишь 
вещественные нули). Гипотеза Римана до сих пор не доказана и не опро- 
вергнута, однако со времени появления работы Римана получено много от- 
иосящихся сюда результатов. Известно, что для справедливости гипотезы 

reo) 

Римана необходимо и достаточио, чтобы ряд > u(n)a~* сходилея в полупло- 
n=1 

скости Res > 1/2 (относительно и (п) см. пп 172 ик 17.3). 
Укажем некоторые известные в настоящее время результаты относительно 

комплексных нулеи 6 (5). Пусть з=6-- Сбозначим через № (Т) число тех 
нулей 6 {5), для которых с= 1/2 и O<t <T, через М (Т) — число тех нулей, 
для которых O<o<l1 и O<t<T, и через М (0’, Г) —число нулей, для 
которых 0<Ё<Т ибо’. Сельберг (Selberg; 1942) доказал существование 
такого положительного числа A, что для лостаточно болыних Т 

№ (Т) > AT nT. (15) 
При Т -» ® имеем 

OnN (T)=T In T—(1+1n 22) 7 +0 (In 7), (16) 
N(o, T) =O [TFGH BA2-%) (in TY), (17) 

Последний результат был получен Ингамом (Ingham; 1940), и он справед- 
лив для любого фиксированного а на отрезке 1/2<o0< 1. Выбирая o как 
функцию от Т такую, чтобы G—1/2 было достаточио мало, Сельберг (Sel- 
berg; 1946) получил улучшение формулы (17). 

Относительно некоторых вычислений, связаниых с проверкой гипотезы 
Римана, см Титчмарш (1935, 1936). Титчмарш использова. приближенное 
функциональное уравнение (9) и замевил О-члены количественными прибли- 
жениями Это позволило ему вычислить комплексные нули функции 6 (5--#) 
вплоть до #=1468, и он нашел, что все они дежат на прямой в=1/2, при- 
чем их число равно 1041.
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Болышное количество теорем было доказано относительно распределе- 
ния значений 6 (5). Относительно этих теорем см. Титчмарш (1947). Относи- 

|" 

тельио иулей >) (п--а)-* см. Davenport и Heilbronn (1936). 
ПТ 

Распределение простых чисеа Пусть (x) обозиачает число простых чи- 
сел, ие превосходящих x. Тогда при х-> с имеем 

st (x) =| ae O {x exp[—a (In x) 9}, (18) 
2 

где @—a6comoTHad положительная постоянная В частности, 
lim [x7 !n (x) In x] =1. (19) 
x7>@ 

Этот результат известен как теорема 0 распределении простых 
чисел. Функция 

л (x) —{ ft =P (x) (20) 

при х —> co бесконечно много раз меняет свой знак. В самом деле, сущест- 
вует постоянная @ такая, что как неравенство 

х1/3 

P (x) > a их In п пх, (21) 

так и иеравенство 
д? 

РИ <; nin Ing (22) 

справедливы для некоторых произвольно больших значений х и у Однако в 
пределах вычисленных до сих пор таблиц простых чисел для всех х> 10 
выполняется неравенство P (x) < 0. 

Все эти результаты относительно K(x) могут быть доказаны с помощью 
теорем, касающихся распределения нулей 6 (5). Если верна гипотеза Римана, 
то при x -—+ © имеем 

Р (х)=0 (х"® In x). (23) 

Однако это соотношение в настоящее время не доказано С другой стороны, 
если считать доказанным (23) или если считать доказанным, что для любого 
= > 0 мы имеем 

P(x)=0 (x1/2+8) 

при х-— ©, TO справедлива гипотеза Римана. 
Миллс (Mills; 1947) доказал существование вещественного числа А > | 

такого, что (43"] является простым для всех целых п—=1, он весьма прос- 
то вывел это утверждение из принадлежащего Ингаму (Ingham; 1937) ре- 
зультата, а именно Из Того, что для всех больших х существует простое 
число, лежашее между x3 и (v-+-1)8 См также Niven (1951) 

Обобщения Дзета функция Дедекинда является аналогом дзета-функции 
Римана для полей алгебраических чисел, 6 (5) можчъо рассматривать также 
как лэета функцию Дедекинда для поля рациональных чисел (Hasse, 1927, 
1930, Brauer, 1947). Относительно определения дзета функции в «полях X@-
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рактеристики р» и в «простых алгебрах» см Е К. Schmidt (1931), Hasse 
(1933), Deuring (1935) и Eichler (1949) Другими обобщениями дзета фуикции 
имана являются Г, ряды Дирихле и их обобщения, а также дзета-функция 

П Эпштейна Относительно этих обобщении см. пп 178и 179, 

17.8. Характеры и Г-ряды 

Пусть п > 1— фиксированное натуральное число, и пусть лё —любое це- 
jioe число. Будем рассматривать функции Х (т) такие, что 

1) Х(т)=Х(т’), если т==т’ (тод п), 

2) Х(1) =Ь 

3) Х (т) =0, если (т, п) 41, 

4) 4% (im) х(п’) = х (тт. 
Функции, обладающие этими четырьмя свойствами, называются характерами 
по модулю п. Функция 

Xa (m= 

называется главным характером по модулю п Значения X (7) отличны от 
нуля тогда H только тогда, когда (т, п) =1, и ее ф(п)-я степень тогда равна 
единице Здесь через ф (п) обозначена функция Эйлера из п 171! Характер 
называется вещественным, если все его значения вещественны. Вещественны- 
ми характерами по модулю п являются главный характер и символ Лежанд- 

1, если (т, п) =1, 

0 в остальиых случаях 
(1) 

ра — Якоби (= . Произведение X, (7) X, (т) двух характеров снова явля- 

ется характером по модулю п. Существует в точности ф(п) различных ха- 
рактеров по модулю п. Если мы обозначим ф (п) через Й и hk различных ха- 
рактеров через X,, ..., Xz, TO 

С — й, если v=p ` 
т = , Vv, =1,2,...,A4, 2 (7) Fe = 6 can yey, VP © 

m= 

где черта сверху обозначает переход к комплексно сопряженному значению. 
Бели (т, п) =1, (т’, п) =1, то 

У 1, (m) Hy (mt) № SoH mm’ se (той n), (3) 2 › (т) Х, =| 0 в остальных случаях. 

п 

Положив в равенстве (2) и-=1, получим >) Х (т) =0, где сумма распрост- 
m=1 

ранена Ha все неглавные характеры. 
Пусть п > 1 — фиксированное целое число, и пусть Х—характер по Mo- 

дулю п. Тогда ряд 

С ($, Х) = > Хх (т) т” Res> | (4) 
m=) 

называется L рядом. Г-ряды были введены Дирихле Многие свойства этих 
рядов являются общими с дзета-функцией Римана. Аналогом произведения



916 гл. 17. ВВЕДЕНИЕ В ФУНКЦИИ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 

Эйлера является 

($, )= И-хХ(р)р-°]71 Res >1, (5) 
p 

где произведение берется по всем простым числам р. Если Х, обозначает 
главный характер, то 

Г. (5, m=) Пир, (6) 
рп 

где произведение берется по конечному числу простых чисел, делящихся 
на п. Если X% 4X1, то Ё ($5, Х) является целой функцией от $, не обращаю- 
щейся в нуль при $=1. 

Пусть Х— характер по модулю п. Предположим, что для некоторого 
фиксированного делителя № числа п (N < п) и для всех т и т’, удовлетво- 
ряющих соотношению 

т ==т’ (mod М), (т, п) = (т’, n)=1, 
имеем 

Х (т) =X (m’). 

Тогда характер У называют импримитивным (тойл) В противном случае Х 
называют примитивным характером (modn). Если п > Т и мы берем М=1, 
то Х импримитивно (mod п), если Х (т) =х(т’) при (т, п)=(т”, п) =1. Так 
как (1, п) =1 их (1) =1, то такое Х должно быть главным характером (mod п}. 
Следовательно, главный характер (mod п) примитивеи тогда и только тогда, 
когда п =. 

Пусть Х— примитивный характер (то@ п). Тогда, если Х(—1)=1, то 
Г. ($, Х) обращается в нуль прн s=0, —2, —4, ..., а если Х(—1) = —1, то 
при $= —1, —3, —5, ... Положим 

1 | а=3—5%(—1. (7 
Тогда для каждого примитивного характера х при n> 2 

Е ($, x) =~ 512-912 15 +012 (5/2 +. 9/9) 1, (5, X) (8) 
является целой аналнтической функцией, которая ие обращается в нуль вне 
полосы 0 < Res < 1. Она допускает представление в виде бесконечного про- 
изведения, аналогичное 17.7 (7), и удовлетворяет функциональному уравнению 

$ (5, Х)=е (HE (i—s, x), (9) 
где 

г (Хх) = —т-1? Ух (м) cos (2тл/п). (10) 
moi 

Можно показать, что | в (xX) |[=1. 
[-ряды важны для изучення распределения простых чисел в арифмети- 

ческих прогрессиях. 
Относительно связей между (5) и (9) см. Hecke (1944), Petersson (1948). 
Нули функции ЕЁ ($, X) ведут себя примерно так же, как нули © ($). Су- 

ществует не доказанное до сих пор предположение, что их вещественная часть 

равна 5’. Относительно нижней грани для Г (1, Х) и приложений к теории 

чисел см. Siegel (1935, 1943), Page (1935), Rosser (1949).
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Г-рялы были обобщены (Артином Artin; 1924, 1931, 1932). Артин ввел в 
коэффициенты характеры групп. отличных от мультипликативной группы 
классов вычетов, взаимно простых с п. (Эти характеры являются коэффи- 
циентами в обычных Г[-рядах.) 

17.9. Дзета-функция Эпштейна 

Пусть р— положительное число, 

#=(5., ...у Ep); h=(Ay, ..ъу hy), m=(m,, eee, тр) 

— векторы с р вещественными компонентами (компоненты т должны быть 
целыми) и пусть 

р 

(g, = Sap, (1) 
v=] 

является скалярным произведением би Ни аналогично для пругих векто- 
ров Пусть [а„,]-— невырожденная симметричная pXp мазрица, [2.4] —-06- 
ратная (взаимная) матрица. Пусть 

р р 
ф(х)= УХ Naxx, (2) 

Ш=1\Е1 

является квадратичной формой, связанной с [ар], ф* (х)— квадратичной 
формои, связанной с [any ], и А —определителем матрицы а„,. Предположим, 
что вещественпая часть квадратичной формы ф (x) положительно определена. 
Наконек, пусть $— комплексное переменное. 

Дзета-функция Эпштейна порядка р, ассоциированная с квадратичиой 
формой ф, определяется равенством 

7 iF ()o= Ща |8: +++ Вр 
а, wees hy 

@ |. № ps 

= У... У ви * ера, в]. 
п=-о M y= —%m 

Штрих указывает, что суммирование ведется по всем целым числам 
т, .., Тр, Исключая случай, когда все компоненты g целые — в этом 
случае надо опустить член т= —5. Ряд абсолютно сходится и определяет 
аналитическую функцию ог $ в полуплоскости Ке $>1. 

Фундаментальнои теоремой в теории дзета-функций является фуякцио- 
нальное уравнение 

1 ——р$ 1 g 
л 2 r(5 ps) 2 h 

1 1 
А 25 2° (1-8) т E p и—) e 2m (Е, #) 7, 

т 

(5), = 
h 

—g (1—5)... (4) 

Функция, определенная равенством {3), и ее аналитическое продолжение 

являются целыми функциями от $, за исключением случая, когда все 

компоненты A целые, В этом случае дзета-функция имеет простой полюс
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в точке =1, причем вычет в этом полюсе равен 

дР/ АМТ (52+1) (5) 

Дзета-функция обращается в нуль в точках 

= —2k/p, k=1, 2,3, ... (6) 

Она также обращается в нуль при 5=0, за исключением случая, когда все 
компоненты &— целые. В этом случае ее значение при $==0 равно 

—ехр [—2л 1 (а, h)]. (7) 
Эти результаты принадлежат Эпштейну (P. Epstein; 1903, 1907). Эпштейн 

изучил также некоторые частные слузаи, например случай, когда р=1 и 
p=2 и все компоненты g и # равны нулю. В частности, он вычислил по- 
стоянную с, в разложении Лорана 

0 
2) 0 (y= а (s—i)+... (8) 

Он показал также, что результаты Герглотца (Herglotz; 1905) можно вывести 
из его формул. Герглотц изучил суммы вида 

2m . (a+ iby" (a2 сы (9) 

где л=0, 2, 4, ... Зигель (Siegel; 1943) изучил и обобщил дзета-функцию 
Эпштейна и доказал теоремы относительно нулей этой функции. | 

17.10. Целочисленные решетки 

Назовем цпелочисленной решеткой на (xX, и)-плоскости множество всех 
точек, обе координаты которых целые. Существуег общая теорема ван дер 
Kopnyia (van der Corput; 1919) относительно числа точек решетки в неко- 
торых областях. Частные случаи этой теоремы будут указаны ниже. Опре- 
делим область D на (x, у)-плоскости следующим образом. Пусть w—1/2— 
натуральное число, и пусть функция f (x) определена и имеет непрерывные 
положительные первую и вторую частные производные на отрезке 
1/2 <x <w. Пусть 

(112) >2, O<f(xy<1, РЫ>2 3, (1) 
где 2 > 1 не зависит от x. Пусть Э— замкнутая область 

12<х=<и, 1/2<y¥</(), (2) 
причем 

@ 

A(D)= | [F()—1/21 dx (3) 
1/2 

является ее площадью, и пусть Г(Р)—число точек решетки в области D. 
Тогда теорема ван дер Корпута утверждает, зто 

| L(D)—A (D) | <c24, (4)
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где с— постоянная. Ярник (Jarnik; 1926) доказал, что для некоторых кри- 
вых f (x) показатель 2 в правой части равенства (4) является наилучшим из 
возможных в том смысле, что его нельзя заменить никаким меньшим 
показателем. 

Более детальные результаты были получены для областей, ограниченных 
частными видами кривых, например окружностью. Пусть A {#) обозначает 
число точек решетки внутри замкнутой области 

2-1? = и. (5) 

Используя обозначения п. 17.3, можно написать 

А (ш)= >) г. (п). (6) 
пи 

Пусть J,(z) обозначает функцию Бесселя первого рода первого порядка 
{см. п. 7.2.1). Харди доказал, что для всех u > 0 . 

fo 0) 

tim | = Аи-+9 + Au—9| = mutual? У nV? ry (п) Л [20 (пд |. 
5 > 

(7) 
Если и не является целым, то левая часть равенства (7) просто равна А (и). 
Можно доказать, что равенство 

А (u)—nu=0 (и) 

справедливо для всех у —1/3 и неверно для любого % = 1/4. 
Существует большое число работ, посвященных теории целочисленных 

решеток; в частности, число целых точек в эллипсоиде было изучеко ван 
дер Корпутом. 

n=1 

17.11. Тождества для функций Бесселя 

Изучение порядка роста различных числовых функций привело к боль- 
шому числу тождеств, содержащих функции Бесселя. Два примера 

Уп (n)=nx pat? У ли (1) 
4 nox “=1 

У. ти = SY 2) ль ли] (2) 
nox n=1 

были уже указаны выше. Другими примерами являются 

у’ я yin one) + лилии, © 
п=х n=1 

“din yew! |2 ву х-+ (2—1 x4 7 

@ 

— x2 Ул 14 (п) {У, [4л (их) + 2л-1 K, [4л (пд, (4) 
п=1 

где )— постоянная Эйлера и штрих указывает, что если х— целое число, 
. 1 

то последний член суммы надо умножить на. Бесконечные ряды по 
=>
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функциям Бесселя можно рассматривать как точные выражения для ошибки, 
получающейся при замене левой части равенства стоящими справа элёмен- 
тарными функциями. 

Формула (1) была высказана без доказательства Вороным (1904), впер- 
вые ee строго доказал Харди (Hardy; 1915). Формула (3) принадлежит 
Вигерту (Wigert; 1917), и (4) — Вороному (1904). 

Тонкие вопросы сходимости могут быть обойдены путем рассмотрения 
«проинтегрированной формы» этих тождеств, в которых левые члены пред- 
полагаются имеющими вид 

Оппенгейм (Oppenheim; 1926) дал общий метод вывода многих из этих наи- 
более общих тождеств и изучил суммируемость бесконечных рядов справа 
с помощью средних Pucca. Апостол (Apostol; 1951) дал краткое доказатель- 
ство теоремы Ландау (Landau; 1915); эта теорема гласит, что если числа а (п) 
являются коэффициентами ряда Дирихле 

o()= 2 а (п) n=}, 
абсолютно сходящегося при Кез > &, сумма которого регулярна для всёх 
$, исключая возможный полюс при $=# с вычетом р, и обладает функцио- 
нальным уравнением вида 

(=). т (99(5)=1 (=) г(—$9(#—5), 
то имеет место тождество 

x 

1 т, (x—n)f =, 
n=0 

= (q+k) ® 

PR) eng 27 a(n) | из] . 65) 
ТИ +О” TY Garay Хх не РСА (ия) 

~ n 

Такие ряды Дирихле были детально изучены Гекке (Hecke; 1938). Приме- 

рами допустимых коэффициентов а (п) являются функция Рамануджана t (п} 

и функция г„(п) п. 17.3. Ряды функций Бесселя в правой части (5) а5со- 

лютно сходятся, если g>k—1/3, но в некоторых частных случаях они могут 

сходиться и при меньших значениях G.- | , 

Пример тождества иного типа был найден Харди (Hardy; 1940): 

” 1/2 25 у t (п) 
у. т п)е- 0s" — 91/2 вд7 28/2 (>) , 

— ( 2 aol (s8-+ n)25/2 

Оно может рассматриваться как частный случай тождества для функций 

Бесселя 
ie] 

ie] (п) 

—%/2 — у-Ее-У _ a 
25° а (п) K, (4nsn2/?) п = (21) -^ $ Г (kR—V) >. ЕЕ, 

n=0 
ans 

rue a(n) удовлетворяет тем же самым условиям, что и в (5). 

” О ельно результатов, связанных с формулой суммирования, 

см. Ferrar (1935, 1937). 
приона»



ГЛАВА 18 

РАЗЛИЧНЫЕ ФУНКЦИИ 

18.1. Функция Миттаг-Лефлера Е. (2) и связанные 
с ней функции 

Функция 

Е. @= do Tak +1) ) 

была введена Миттаг-Лефлером (Mittag-Leffler; 1903, 1904, 1905) и была 
изучена многими авторами, среди которых мы отметим Вимана (Wiman, 1905), 
Полларда (Pollard; 1948), Гумберга (Humbert; 1953). В этой главе символ Е 
мы будем использовать лишь для функции (1}; его не следует смешивать 
с обозначением, применяемым физиками для иеполной гамма-функции, о ко- 
торой шла речь в п. 9.2. 

Е. (2) при %>0 дает важные примеры целых функций любого конечного 
порядка. В некотором смысле каждая Е„(2) является простейшей целой 
функцией своего порядка (Phragmén; 1904). Функции Миттаг-Лефлера дают 
также примеры и контриримеры, касающиеся роста и других свойств целых 
функций конечного порядка, и имеют иные приложения (Buhl; 1925). 

Мы имеем ` 

E, (2) =е?, E,(z*)=chz, By j_ (2) = 217-28 Че (— 21/*), (2) 

и E,(2") при натуральном п является обобщенной гиперболнческой функ- 
цией (см. также п. 18.2). 

Миогие нз наиболее важных свойств Е„(2) вытекают из интегрального 
представлеиия Миттаг-Лефлера 

1 се 
E, (2) — Эл: | #—2 

С 

dt, (3) 

где путем интегрирования С является петля, начинающаяся и заканчияаю- 

щаяся в — oo и охватывающая круг | #|=<|2| */® в положительном направ- 
лений: —m<cargt<na. Для того чтобы доказать равенство (3), разложим 
подыитегральную функцию по степеням 2, почленно проинтегрируем и ис- 
пользуем интеграл Гаинкеля 1.6 (2) для функции 1/T (2). 

Подынтегральлая функция в (3) имеет точку ветвления при t=O. Раз- 
режем комплексную {-плоскость вдоль отрицательной вещественной полуоси. 
Тогда в разрезанной плоскости подынтегральная функция будет однозначной.
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Мы выберем в разрезанной плоскости главную ветвь для {. Подынтеграль- 
ная функция имеет полюсы в точках 

fg = 2i/e ет, т — целое. (4) 

Ho на разрезанной плоскости лежат лишь Te из этих полюсов, для которых 

— ол < агс2-- 2лт < ax. (5) 

Таким образом, число полюсов внутри С равно либо [a], либо [&-- 1] в зави- 
CHMOCTH от значения arg 2 

Феллер высказал предположение и Поллард (Pollard; 1948) доказал, что 
при Oxa<l функция Е„(—х) вполне монотонна на полуоси х >), т. е. 
что 

а"Е„ (— 

dx (1 “#950, х>0, Ocoal. ©) 
Доказательство основано на интегральном представлении (3). 

Для того чтобы изучить асимптотическое поведение F, (2), когда 2—» 0, 
предположим сначала, что 2 стремится к бесконечности вдоль луча, лежа- 
mero вне сектора |argz|<ca@n/2 (такие лучи существуют, если < ах 2). 
Если существуют полюсы #„, удовлетворяющие (5), то они должны лежать 
в полуплоскости Ret <0. Преобразуем путь С Так, чтобы получились два 
луча в полуплоскости Ret < 0 такие, это полюсы лежат слева от С. 
Положнм в (3) N 

-1 
4% na {= \-1 {№ 

i> ail Core ‘м 
e@ 

и отметим, что функция (1—f°z~4)—2 равномерно ограничена по }z} иь 
если argz постоянен и $ Лежит на контуре С. Снова применяя 1.6 (2), 
получаем 

М-1 

в.) =— У. porate!" 2+ ®, Jare(—a)| <a), 
n=1 

О-член равномерев по arg Zz, если 

{arg (—z|<c(l—a/2—e)n, => 0. 

Этот результат теряет смысл, если & >> 2. 
Теперь предположим, что 2—+ с вдоль луча и | агв 2 | < л/2. Тогда 

существует по крайней мере одно #„, удовлетворяющее условию 

— ал ат 2 2лт <5 ат, (8) 

причем таких ¢,, может быть много (если &—2); эти полюсы лежат в полу- 
плоскости Ве? 0. Контур С можно теперь деформировать, как выше, 
исключая то, что в ходе деформации С проходит через полюсы, удовлетво- 
ряющие (8), н они дают вклад в виде вычетов. В этом случае результат 
имеет вид 

N-1 

ви». > Tien tO 4217-м, Z—> 9%, 

larg2| <5 an, (9) 
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где tj, даиы формулой (4) и суммирование ведется по всем целым значе- 
ниям m, удовлетворяющим (8). В ‘частности, если 0<9<2, то т=0 
является единственным целым числом, удовдетворяющим условню (8), и мы 

имеем 

Е. = exp 21/--0 (12-1), 0<a <2, |argz|<5-an, 2—0. (10) 

Из (7), (9), (10) и определения порядка целой функции (см., например, 
Левин, 1956, стр 11) заключаем, что при &> 0 функция E, (2) является 
целой функцией порядка 1/% Асимптотическое разложение (7), (9) обобщено 
на комплексные значения & Виманом (Wiman, 1905). 

Нули функции E, (2) были изучены Виманом (Wiman, 1905). Он дока- 
зал, что если M@=>=2, то функция E, (z) имеет бесконечное множество нулей 
нг отрицательной вещественной полуоси и не имеет иных нулей. Обозначим 
через л (г) число нулей функции Е„(2) в круге |2| <г. Виман доказал, что 

7“ og re п 
| = sin] <и (< | = sin | 44, > 2, (11) 

где [х] — наибольшее целое число, не превосходящее x. При O< a@ < 2 pac- 
пределение нулей существенно отлично от этого случая. Виман доказал, что, 
за исключением случая &=1 (при котором нулей нет), нули асимптотически 
лежат на кривой 

Ве 2¥/% 4 In| z}+in|T (— a) [=0, (12) 
а также что 

[дима —1= 1 (г) = [две — та) +1,0<a<2,a41. (13) 

Кроме того, при 1<a@<2 мы имеем нечетное число отрицательных нулей. 
Виман также изучил нули функции E, (z) при комплексных значениях @. 

Из равенства (1) непосредственно вытекают функциональные соотношения 
= 

т-—1 

У. Е. (ет) = mE ть (=), (14) 
kh=0 } 

(4) Em e™)=En le”), (5) 
d\™ min © z7hmin m/ny (5) Emin @ > emt Emin ™ (16) 

где ти п—1 — положительные целые числа. Из (16) следует, что 
п-1 

akin 

a T(1—k/n) ° 
а, - - 
gle Ean mem 

Интегрируя это равенство с помощью 9.1 (1), получаем 

п-1 

E yin (2") =e? E> yC— Ein, |. п=9, 3, ... (1) 
k= 

T (lI—&/n)
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Явное выражение для Е тп Вытекает из (14) н (17). Третье равенство (2) 
вытекает из (17) при n=2 с помощью 9.9 (1), (2). 

Интеграл 
@ 

1 
\ e-tE, (U2) = , a => 0, (18) 
0 

был вычислен Миттаг-Лефлером, который показал, что область сходимости 

этого интеграла содержит единичный круг и ограничена линией Ве2!/% == |. 
С помощью (18) можно получить преобразование Лапласа для функции E, (Ё), 
это было использовано Гумбертом (Humbert, 1953) для получения различ- 
ных функциональных соотношении, которым удовлетворяет функция Е, (2). 

Функция * 

* k 
Е в(2)= 2 ; a, В> 0, 19 

а, В (2) 2a FETE В ( } 

обладает свойствами, весьма похожими на свойства функции Миттаг-Лефлера, 
см. Wiman (1905), Agarwal (1953), Humbert и Agarwal (1953). Следующие 
формулы выводятся точно так же, как полученные выше их частные слу- 
чаи при В=1: 

пов 
Ев =, и, (20) 

С 
N-1 п 

ив @=— La тва +0, 2, 
n=1 

| arg (— z)| < (l—@/2) a, (21) 

1 a, 27” 
— _В Ив — —> 

Вы du tm é py Foran) t Ole N), Е о, 

[ага 21 < QI, (22) 

Е, 1 (Z)=E, (2), 03) 

Fag =e + ate (2), 

т-1 

У. E 4,8 (хе?пт) — mE та, в (2"), (24) 

h=0 

(еее, 9, (25) 

\ e-tP—1E, (t%z) di= — », а B>O. (26) 

0 

В формуле (20) С—тот же самый путь, что и в формуле (3). В (22) tm 
задается формулой (4) и т пробегает все целые числа, удовлетворяющие
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неравенству (8) В (21) и (25) т может быть любым целым положительным 
числом. Область схолимости в (26) такая же, как и в (18). Преобразование 
Лапласа функции {’1ЁЕ,(ЁР) можно вычисли ь с помощью Фор\улы (26), 
это было использовано Агарватем (Agarwal, 1953) и Гумбертом и Агарвалем 
(Humbert and Agarwal, 1953) для получения дальнейших свойств E, з 

Функция от двух переменных, похожая на Е. „, была рассмотрена 
кратко Гумбертом и Делерю (Humbert and Deletue; 1953). 

Функции Е, и Е„, в стремятся к бескопечпосли, когда 2 — © в некото- 
ром секторе с углом ал, и стремятся к нулю, ьогда Z—> с вне этого сек- 
тора. Известны также целые функции, которые стремятся к бесконечности 
в единственном направлении и к нулю во всех остальных направлениях. 
Двумя такими функциями являются 

fo a] oh 

> ГИЕнА= |<<! 

г: 1 
у: ат , 0<&<1. 

k=0 

Они были соответственно изучены Мальмквистом (Malmquist; 1905) и Линлде- 
лефом (Lindelof, 1903). 

Бернс (Baines, 1906) изучил асимптотическое поведение E, (2) и многих 
аналогичных функций, в частности функций 

у ak у AT (1-Е о) у ZT (1-0) 
font (ЕН ФРГ (1-- а) ды № fond Г (Е Pa ak) 

С функцией Еа,в тесно связана целая функция 
@ zt 

ф (a, В; z= >" BF CREB’ a, B> 0. (27) 
k=0 

Райт (Wright; 1934) использовал ее для асимптотической теории разбие- 
ний. Связь с Ба, в дается формулой 

@ 

ео (@, В; t)dt=s"1B, 86-1),  а>ьВ>0. (28) 
0 e 

Функцию ф (2) можно представить интегралом (Wright, 1933) 

(0+) 

g(a, В; => \ и-Вехр (и 2ги-® 4и, @>0. (29) 
—@ 

Для Toro чтобы доказать равенство (29), разложим подынтегральную функ- 
цию по степеням 2 н используем 1.6 (2). Асимптотическое поведение ф при 

2 — © также было изучено Райтом (Wright, 1934a, 1940). Из (27) вытекают 
соотиошения 

229 (a а, 2)= (a, ВВ ЭВ (4 В; 5, (30) 
ее 8 (a, atB; 2), (3! 

a2 0% OTH 2) oa, B—1, 21-90 В 2. 89
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Так как 

= (5. 2)*® (в э+в 3), (33) 
то функцию Райта можно рассматривать как одно из обобщений функции 
Бесселя. Соотношение (30) является обобщением рекуррентного соотношения 
для функций Бесселя, а (31), (32) —обобщениями формул дифференцирования 
этой функции. Некоторые из свойств, которые являются у функции ф 
общими с функциями Бесселя, были перечислены Райтом. Обобщенное пре- 
обраэование Гаикеля с ядром 

(1/2)8-1 (xy)B- 2/2 («. B; = - | 

было изучево Агарвалем (Agarwal; 1950, 1951, 1953). 

18.2. Тригонометрические и гиперболические функции порядка п 

В этом пункте п будет положительным целым числом и 

2 
@=exp (=) . (1) 

п функций 
п 

_1 YY а-м п | h; (x, n)= = yo exp (® x), t ‚2, ..., В, (2) 

m=1 

иногда называют гиперболическими функциями порядка п. При п=2 они сво- 
дятся к гиперболическим функциям: 

hy (x, 1)=e*, h; (x, 2)=ch x, hg (x. 2)= sh x. (3) 

В общем случае п будет фиксированным положительным целым числом и, 
как правило. не будет указываться. Нам будет удобно распространить опре- 
д-ление (2) на все (положительные, отрицательные или равные нулю) целые 
числа i, чго равносильно тому, чтобы положить 

hy+,(x, п) =; (х, п), i— целое. (4) 

Это часто упрощает запись формул. 
Так как ©” =1, то все fh; удовлетворяют дифференциальному уравнению 

d"y 
qn 9 = 9% (5) 

и так как 
п О для целых г, которые ве делятся на п, 

>. | (6 
т=1 п для целых г, которые делятся на п, 

то h; удовлетворяет начальным условиям 

d/-th, 0, если i ¥ j, 
0)=6;,= i, j=l, 2, ..., п. (7) 

dx/-1 O= oi | 1, если i=], i 

Таким образом, функции fy, ..., h, образуют линейно независимую систему 
решений уравнения (5), и их определитель Вронского равен единице,
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Разложение в степениой ряд 

~ ХПРЁ-1 ; 

h; (x, n) = Это ’ i= 1, 2, ..., MR, (8) 

r=0 

получается путем разложения показательных функций в равенстве (2) и ис- 
пользования соотношения (6); интегральное представление 

1 p21 oxt 

h; (x, п) Fay 4: i=l, ..., n, (9) 

С 

где С— простая замкнутая кривая, охватывающая единичную окружность 
один раз в положительном направлении, получается, если вычислить интег- 
рал в виде суммы вычетов, что приводит к равенству (2); а соотношение 

в 

exp (wx) = > 0-1), (х, п), т— целое, (10) 

вытекает из (8). = 
Некоторыми из главных формул для гиперболических функций порядка п 

являются 

в; (o” x)= @- Dm h; (x), (11) 

ath; (x) 
ah his Ms (12) 

п 

h; (у) = 18%) вы, (13) 
j=1 

Ky К, eee а | n n 

eee фо bee mM=2i\t=1 

№. №... № 
© e 

— gta 
| 5 в: (04 = ит, Кез >1 i=I, 2,..., п. (15) 

Здесь i, |, т— любые целые числа (за исключением формулы (15}, где i при- 
нимает лишь значения 1, 2, ...); (11) и (12) вытекают из (2), (13) —из (5), 
так как f;(x-+a) является решением дифференциального уравнения (5), 
-я производная которого при х==0 равна h;_,;(a@); (14) является определите- 
лем Вронского от hy, ...,h,; этот определитель есть циркулянт (см. Д. К. Фад- 
деев и И. С. Соминский, 1964, пример 300) и может быть явно вычислен. На- 
конец, (15) является преобразованием Лапласа функции #,;(1) и получа- 
ется сходным образом из (2) или (8). 

Относительно этих и других формул см. Poli (1940, 1949а, в последней 
работе имеется детальная библиография), Oniga (1948), Bruwier (1949, 1949a) 
и Silverman (1953). Поли (Poli; 1949а) указал некоторые соотношения, имею- 
щие место в случае, когда п—сложное число, дал разложения по функциям 
h; и указал некоторые приложения. Брювье (Bruwier; 19495) рассмотрел 
1, @, 62, ..., 07-1 как единицы линейной алгебры, таблица умножения KOTO- 
рой имеет вид @'.07=0'+/ (гиперкомплексные числа). е“” является гипер- 
комплексным числом и (10) показывает, что fh; являются компонентами для
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e®*, Этот факт был использован Брювье для того, чтобы доказать свойства h; (x). Матрицы, элементами которых, стоящими на пересечении {1-й строки и ]-Го столбца, являются Osh 1 (x, n)/a;, где i, j=1,2,..., nna, ...,a,— заданное множество постоянных, были изучены Лерером (Lehrer; 1954) Г” Из (8) н 18.1(19) следует 
h; (x)=x'1E, i(*”), i=], 2,..., П, (16) 

и, в частности, . 

hy (x) =E,, (х") (£7) 
дает связь с функцией Миттаг-Лефлера. 

п функций 
© 

Ql) x8 +i-1 . kz (x, п) =>. РИ КЁ ный, (18) 

иногда называют тригонометрическими функциями порядка п. Они являются 
решениями дифференциального уравнения 

ап 

и ty=0 (19) 
и удовлетворяют начальным условиям 

4—1; _& _ ГО, если i Fj, oo == 1, если i=j, BPH 2 oy ео 

Здесь также мы распространим определение на все целые значения 7, положив 
Ritn (х, п) =, (x, п). (21) 

Эти функции были изучены указанными выше авторами, a также Микусин- 
ским (Mikusinski; 1948). Положим 

м 
А —ехр (=) (22) 

так что А является корнем п-й степени из —1. Мы имеем 

Е; (x) = М7, (Ax, п), (23) 

и свойства функций Rk; легко вытекают из свойств функции A; Основными 
формулами являются; 

k; Ах) = МЫ, (x), (24) 
k; (@” x) =a" U™R, (x), (25) 

a/k; НЫ) (25) 
в . 

k; (x) = = У. №1-12т+Пехр (2+1 x), (27) 

m=1 

я 

exp (427 +1 x) = > a= 1am +1) k, (x), (28) 

1=1 
w~l oxt в: (x)= 1 ¢i”~re 

ani) PET и
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п 

hy a+y= 2 ky (x) Rj ja) (30) 
=1 

ить fy) | = ПД (5 am ыы) L, (31) 
=1 

© 

-Я _ svi! — | миа, Res > 1 i=l, чп, (32) 
0 

hj (x, n)--R, (x, n)= 2h; (x, 2n), (33) 
h; (x, n)—k, (x, п) = 2hy+; (x, 2n). 

Из (27) можно вывести, что функция А; (x, п) He является периодической 
функцией, исключая случаи п=1, 2. Нули функции №; (x) были изучены” 
Поли (Poli; 1949а) для n=3 и Микусинским (Mikusinski; 1948) для любого 
п>1. Исследование Микусинского основано на системе линейных дифферен- 
циальных уравнений, которой удовлетворяют функции #, (x), ..., &, (x), B 
приводит к следующим выводам. Каждая функция k;(x, п} имеет беско- 
нечно много простых положительных нулей; нули функций А; (x, п) и А; (x, п}, 
152] (modn) перемежаются. Наименьший положительный нуль функций 
Е; (x, п) лежит между 

[ати ми , ae 

Большие положительные нули функции Е; (x, п) приближенно равноотстоят 
друг от друга;, расстояние между двумя последовательными нулями фуикция 

k; (x, п) стремится к или. 

Е; (x, п) 

R(x, п) 
tg x wn cig x; относительно этих обобщений см. Oniga (1948), Poli (1949). 

Совершенно иное обобщение тригонометрических фуикций было дано Грамн, 
мелем (Grammel; 1948, 1948a, 1950). 

Отношения вида можно рассматривать как обобщения функций 

18.3. Функция v(x) в родственные функции 

В этом пункте мы рассмогрим следующие функции: 

со со 
у Рено» °® 9= | pear # 

0 0 

ива; С 
в, = геогр, № В =) Гороте+г-о. @ 

0 0 

Первая из этих функций встретилась у Вольтерра в связи с его теорией 
свертки (Volterra, 1916, гл. VI; Volterra and Péres, 1924, гл. X); Вольтерра 
обозначил v(y—x) через A(x, у) и v(y—x, ©) через A(x, у; a) или 
A(x, у | &). Эти функции встречаются также в связи с операционным исчис- 
лением, входят в формулы обращения для преобразования Лапласа и инте 
ресны в связи с некоторыми интегральными уравнениямн. Надо отметить, 

8 г. Befirmen, А. Эрдейн
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что (2) является определением функции и, применяемым в современных ра- 
ботах; некоторые из более ранних работ используют символ р для функцин, 
отличающейся от нашей на множитель Г (B+ 1). 

Между четырьмя функциями, определяемыми равенствами (1), (2), суще- 
ствуют следующие соотношеиия: 

У (x) ==v (x, 0)=в(х, 0) = (х, 0, 0), 

v (x, a) = p (x, 0. @), в (x, В) =p (x, B, 0) = xp (x, В, —, —1), (3) 
xv (x, @—1)—avlx, а) == (х, 1, @), 

Все интегралы в (1), {2) сходятся, если x 4 0, & произвольно и Rep > —1. 
Все четыре функции являются аналитическими функциями OT x с точками 
ветвления прн х=0Ои © и не имеющими других особенностей; v(x, a) и 
p(x, В, &) являются целыми функциями от %. Определение функции р можно 
распространить на всю плоскость В путем последовательного интегрирования 
по частям. Из (2) вытекает, что 

хе 189+1 ] у а ха+# 

Е Е Е Е 
0 9 

@ о e e e ae e e e e eo о e e® @ @® ee © @ @® @®© @# 6 @ eS ) e e e e 6 @ 6 e e e Г] e 

a ed 
=rprmen) * rad tuceaeal ka (@) 

и последнее выражение можно рассматривать как определение p(x, В, a) 
при Re В > —тр—1. Так распространенные функцни p(x, В, &} и p(x, В)= 
= (х, В, 0) являются целыми функцнями от В и аналитическими функциями 
or x, a w(x, В, ©) является, кроме того, целой функцией от %. 

Из (4) вытекает, что 
т-1 a 

Bee, —m, = |p a] MA © 
x в 

и так как ге!) является хелои функцией от 4, имеем разложение в ряд 

Тейлора 
ха +1 bd (— 2)” 

Pettey Dub Al, що. (6) 
n=0 

Для того чтобы изучить поведеиие w(x, В, ©), когда х—+0, перепищем 

вторую формулу (2) следующим образом: 

( 1 Ва 
Гг{В-- Ши, РВ, духе (exp (1) ea. (7) 

0 

Из (6) имееы 
@ 

1 {—#)7 Farrel —a—l, a) , (8) 

и из леммы Ватсона (Copson, 1935, п 9.52) следует, что подстановка разложе- 
ния (8) в (Т) и почлеиное интегрирование дают асимптотическое разложение
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1 
интеграла по убывающим степеням In — . Таким образом, 

р (x, В, aw =a* (int) х 

Rep > —1, x— 0, arg (in=)| <=. (9) 

Асимптотические разложения других трех функций no убывающим степеиям 
1 

In вытекают из (3). Первые члены аснмптотических разложений для v (zx) 

И VG ©) были получены Вольтерра. 
оведение v(x) при Кех—> ® видно HS интеграла Рамануджава 

(Hardy, 1940, стр 196): 

С ея 
ve@)=er—( j т (в 2%’ Кех > 0. (10) 

0 

Полное исследование асимптотического поведения v(x) было проведено Фор- 
дом (Ford; 1936). Метод Форда вкратце заключается в следующем. Проин- 
тегрируем равенство 

@ 

1 xart dy 

НС, w= Foam) ГЕ) 
0 

по прямоугольнику на плоскости ш с вершинами —N—!/,—ic, k-}-1),—ie, 
k+'/,tic, —М№М—1.-:с, где В и № — целые числа, R4+-N>0 и с— поло- 
жительное число Функция Н (x, w) мероморфна и ее полюсами, лежащими 
внутри прямоугольника, являются W=N, == N+, vies R—I, Й. 

x 

Г (a+n-+1) 
интегралы вдоль горизонтальных сторон прямоугольника стремятся к иулю, 
и мы получаем 

Вычет функции Н в полюсе w=n равен Если с—+ ©, го 

k+1/, +1@ i ~N=—'/,+ im k 

at \ На \ н%= Ут 
п=-М 

л-ахе+п 

( oni Qni а--п-1)* 
РЕ = 10 ao М = 11 = 1 

Г oni Очевидно, что второй интеграл ects O(jx|(*"-"~'). В первом интеграле 
положим 

Rif, w rawonstegstn (Tf) о +, 
8*
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Можно показать, что 

ke'/,+ le + #4-1/.+ 10 
Г 1 о 

ni } 1: ) Fetish 
0 Е 19 

[sin (лы) 73 до = 

+‘ /, > fa 

k+-4/, 
- хе +! 41 

“a \ Feti+)’ 
Rist im 

Ori H,dw—+0 при # — ©, 

ц. следовательно, при # —» с получаем 

=> М 1, +10 

ха+в 1 
® 

==) (J x |e" ~"s), |x| ><. 

Комбннируя этот результат с 18.1 (21), (22), выводим, что 

е*-- 0 (1х [-^), хо», largxlan2, 
в, O (1х |*-), x—>o, n/2 <|argxj<inr 

для любого целого М. 
Для фувкции p(x, В, a) получаются иесколько менее полные резуль- 

хаты Из-за наличия точки ветвлення для функции 

1 res? dy 

{sin (ли) J) T (a+t+1)’ 
0 

H (x, в, В) = 

при w=0, приходится полагать М=— |, что, как и выше, приводит к 

60 и, 4-19 
9+8 пВ 1. 

в BO— > Ketagn 2 
a=! 

H (x, w, В) dw. 

i= i@ 

Дальиейший прогресс связан с нзучением асимптотического разложения 
аелой функции 

|. 

‚ ВВ 
Ге 

— 7 =] 
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Из (1) и (2) вытекают следующие рекуррентные формулы, формулы 
дифференцирования, ряды и интегралы: 

(x, ВЕТ, 9) =x (x, 8, a—1)—ap (x, В, а), (11) 
а" (x) dy (x, a) 

Teh =Vv(x, — п), я =v (x, @— п), (12) 

d He Pu i, в, п), 4 В. 9) = в (x, В, a—n), (13) 

Dy Ute (x, п)=е7 (еп), У uty (x, п, a) eT E+ Uy (дей, ax), 
n=0 n=0 

. (14) 
У. PE De up (x, B+n, а) =е- “+1 (xe, В, a), 
na=0 

\ ел = (хе7", В, a) du —! eens !) | (x, p—y, ©), 

0 

ВеВ > —1, Кеу>0. (15) 

Относительно многочисленных других формул, касающихся этих функций, 
см ‚в частносги, Barrucand (1951), Colombo (1950, 1953), Humbert и Рой (1944). 

Функции У и р встречаются в операционном исчислении. С одиой сто- 
роны, это связано с формулами 

( en" df= (e7 ( es di = e*y (e7* 16 

0 0 

+ 

С 182- 
\ earn ane. В), Rep > —1, 

ео ° | (17) 

_ tere di =e (е—5 R —1 Totti+l) — и (е ‚ В, @), ев > , 

0 J 

которые эквивалентны формулам (1), (2) и показывают, что V и и являются 
преобразованиями Лапласа фуикций простого вида, с другой стороны, это 
связано с формулами 

|. 

\ ensty (Е) dt=(s In s)~2, Кез > 1, 

0 с (9 [* 

\ ensty (t, a) di =з-ч-1 (п 5)-1,  Rea>—l, Res>1, 
0 

Versace, В) df =s~1(In $)-В-1, Res > I, | 

° , (19) 
(eo) 

О" (Е, В, a) dt =:7°71 (In $)-В-1, Rea>—l, Res>1l, 

0 

8* Г Rafewou A Annade
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которые можно вывести из формул (1), (2), (4) и которые показывают, что Уи и облздают весьма простыми преобразованиями Лапласа. Для вывода 
многих свойств Функций V и п применяется операционное исчисление. Отно- сительно приложезия этих функций в операциснном исчислении см. Barru- 
сапа u Сет бо (1950), Colombo (1943, 1943а, 1948), Humbert (1944, 1950), 
Humbert и Poli (1914). Parod: (1945, 1947. 1949) и Poli (1946). Кроме того, 
одна из многнх формул обращения для преобразования Лапласа 

© 

(в) = | emt (ae, (20) 
0 

а именно формула (Doetsch, 1937) 

= tim от: | FOS) [v (st, ~¥a-thij=-v (st, ам, (21) 
0 

содержит функцию V(X, &}. 
Формулы интегрирования 

| ехр (-%) u(x, В, а) вх = 2+1 "р (у, В, а), 

0 

Rea>—I1, Rey > 0, (22) 

| exp (-,,) и (x, 8, Ct) =a + зи" "р (9, В, ® —1/.}, 

0 

Rea>—2, КВеи> 0, (23) 

—
8
 

Ф 24
 

>)
 

—
 | 

ce
 

ws
 

! 
и
 S 

— OB +V/R41 57/2 у’ "ay (у, В, %/2—v/2), 

Rea>—l, Кеу>0, (24) 

могут быть получены путем подстановки в подынтегральную функцию выра- 
жения (4). В последнем случае (24) мы применяем формулу 8.3 (20). Эти 
формулы покатывзют, в частности, что функции V и к удовлетворяют сле- 
дующим иитегральным уравнениям: 

1 1 С. 2 5 до ley ~ | exp (45) у dem vy), 

0 

(25) 
Ln - ( x jdx => 28 
эй у | exp (-&) вв, в) = в (4, В), 

0
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fe a] 

1 —*/ —*/г —_ — = — к-р "he [ xexp(—F) ve, —ar=vy, — 1. 
0 р + (26) 

2 

О "| + exp (№) p(x, В, —1) dx = (у, В, —1), 

® 

-V/2-1-- -v/2- x x 
9 №/3 ly "lay v/2 "+ { exp (—3) Doe (тнт, a) dx = 

0 

=v(y,a), Rea>—l, 

w (27) 

29/2 —1д - Узу А ехр (-5) D_, (san) u(x, B,a)dx = | 
21} 2 

0 

=n(y,B,a), Rea>—l. 

В случае интегрального уравнения с ядром 

известно (Stankovi¢é, 1953), что (25) дает все собственные фуикции, имеющие, 
в некотором смысле, регулярный рост. Аналогичное утверждение, по-види- 
мому, справедливо в случаях (26) и (27). Относительно других интеграль- 
ных уравнений, рел.ения которых содержат функции v и p, см. Colombo 
(1943a, 1952} и Parodi (1948). 



ГЛАВА 19 

ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ $) 

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. ОБЩИЙ ОБЗОР 

19.1. Введение 

Если последовательность чисел 51, So, ... определяется как последова- 
тельность коэффициентов разложения некоторой функции в бесконечный 
ряд, то G называют производящей функцией для чисел &„. 

Чаще всего в качестве такого ряда берут степенной ряд 

6(0= Ув! 
n=0 

Часто g, являются функциями OT одного илн нескольких переменных 

© а 
G (xy, 26 5 Яр; N= 2b ва, Len y Яр). (1) 

Тогда (С называется производящей функцией для функций g,(%, ... , Хр) 
H х, ..., Xp, Ё рассматриваются как р--1 независимых переменных, 
На протяжений этой главы, за исключением нескольких важных случаев, мы 
будем считать, что р равно единице, и писать 

Ф 

G(x, )= У в.) 
n=0 

для пронзволящей функции G(x, #) функций g, (x) одного переменного. 
Как правило, степенные ряды, связанные с производящей функцией, 

имеют положительныи радиус сходимости Однако иногда бывает полезно 
рассматривать степенные ряды, радиус слодимости которых равен нулю, 
т. е. ряды, которые расходятся при всех значениях ft, за исключением 
—0. Если вопрос о сходимости не играет роли, мы говорим о формальных 

*) Эта глава основана на обширном списке производящих функций, со- 
ставленном покойным профессором Гарри Беитмевом. 

Профессор Е. Д. Рейнвилл любезно согласился дополнить этот список 
другими производящими функциями и помогал при подготовке этой главы 
весьма полезными советами и участием в обсуждениях.
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степенных рядах, пишем 

G (x, 8 > By (x) t” (2) 

м говорим, что G(x, Ё) эквивалентно или ассоциировано с формальным сте- 
пенным рядом, стоящим в правой части равенства (2). 

Иногда рассматривают ряды Лорана, т. е. разложения вида 

¢ 0^ 

G(x, = ХУ в (x)t”. (3) 
п--о 

Степенные ряды и ряды Лорана не являются единственными разложе- 
ниями, встречающимися в теории производящих функций. В п. 17.12 мы 
встретились с производящими функциями, приводящими к другим типам 
рядов Эти ряды часто встречаются в теории чисел. Отметим еще фактори- 
альные ряды, которые часто встречаются, например, в комбинаторном анализе. 

Название «производящая Функция» было введено Лапласом в 1812 г. 
Краткое изложение работы Лапласа о производящих функциях можно наити 
в книге Дёча (Doetsch, 1937). Лаплас использовал не только производящие 
ряды, но также и производящие интегралы. Наиболее важным интегралом 
такого рода является так называемый интеграл Лапласа, который записы- 
вают обычно в виде 

+] 

f(s) = |e g (u) du. 
0 

Связь с производящим степенным рядом легче всего усмотреть, если 
сделать замену переменной f=e7°. Как ряды, так и интегралы можно за- 
менить интегралом Лапласа — Стилтьеса 

© 

f(s) =| 279 dau), 4) 
0 

где %(и)—функция с ограниченным изменением и правая часть является 
интегралом Стилтьеса. Многие современные авторы, например Уиддер 
(Widder, 1996), применяют термин «производящая функция» в смысле (4). 
Легко видеть, что как производящие степенные ряды, так и ряды Дирихле, 
н интегралы Лапласа являются частными случаями (4) 

19.2. Типичные примеры применения производящих функций 

Производящая функция для последовательности чисел {g,} часто строится 
для того, чтобы изучить свойства чисел &,. Приведем типичный пример из 
комбинаторного анализа. 

В обычной алгебре умножение ассоциативно, т. е. (ab)c=a (6с), и ана- 
логично для любого числа множителей Произведение п сомножителей зависит 
от их порядка, но не зависит от того, как они сгруппированы, чтобы 
представить произвеление в виде последовательного умножения двух сомно- 
жителей. Даже в некоторых алгебрах, в которых не выполняется коммута- 
тивный закон умножения аб=фа, умиожение остается ассоциативным При- 
мером такой алгебры является алгебра матриц; однако существуют 
алгебры, в которых не выполняется ассоциативный закон } множения. Их 
называют неассоциативными алгебрами. В таких алгебрах может случиться, 
что (ab)c и a(be) различны, так что произведение abc может иметь рз=2
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различных значений в зависимости от того, умиожаем ли мы произвечение 
ab на с, или а на произведение bc. Заметим, что мы не изменяем порядок 
сомножителей и различие результатов связано лишь с неассоциативностью 
умножения. Если даны п сомножителей в заданном порядке, то мы можем 
различными способами расставить скобки для того, чтобы свести умножение 
п сомножителей к п—1| умножению двух множителей. Для четырех сомно- 
жителей а, 6, с, 4 имеем следующие возможности 

({ab) (с@)), (а (6 (са)}), (аб) с) d), (а ((bc) @)), ((а (b-)) а}. 
Пусть р,„— число способов расстановки скобок в произведении п сомножите- 
лей. Очевидно, что р; = р» =1, рз=2 и py=d у 

Последний шаг преобразования произведения п сомножителей закл'очается 
в умножении произведения первых т сомножителей на произведение послед- 
них п—т сомножителей. Первые т сомножителей можно перемножить рт 
способами, а последние пт сомножителей р„_т способами. При этом т 
может принимать любое из значеиий 1, 2, ..., п—1. Таким образом, 

Pa = Ра Py—1 + Pe Pa-at +++ + Py—1 Pr (1) 

При п=4 получаем ра =1.2--1.1--2.1=5; прин a=5 получаем рь=1.5-- 
-+1.2-2.1-5.1=14 ит. д 

Образуем теперь производящую функцию 

и заметим, что в силу равенства (1) коэффициент при 7” для п>2 в раз- 
ложении 

[@ (£)]? = p2t? (рорл + P1P2) 8+ (psp1 + PaP2-+ ар) t+ ..6 (3) 

снова равен p,. При этом в разложении (3) отсутствует линейный член, 
Таким образом, мы имеем 

[6 (ЭР-ЕР=С ($). (4) 

Это является квадратным уравнением для С (1), и С ({) —корень этого урав- 
нения, обращающийся в нуль при #=0. Положим |4#| <1 и обозначим 

через (1 —4t)!/ 2 значение квадратного корня, имеющее положительную веще- 

ственную часть. Мы получим тогда 

G (t)= 9-5 (1—4#) 1/3, (5) 

Разлагая правую часть равенства (5) в биномиальный ряд, находим, таким 
образом, 

® 
/ ви=-—тУ (-9" (2) =" 6) 

a=1 / 

н, следовательно, 

а 1/2) = (7?) = 2. ©) 

Это равенство дает, во первых, простую формулу для вычисления р», позро- 
ляющую найти значение р,, не вычисляя предварительно P,_1, Ра. .; 
кроме того, формулу (7) можно использовать ддя изучения асимптотического
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поведения р, при n—» ©. Из 1.18 (4} находим 

p,m И? 93" -8 п- 3/2 [11-0 (п-1]], h—> 0. (8) 

Производящие функции являются также полезным средством для изуче- 
ния систем многочленов. В качестве примера изучим многочлены Чебышева 
T, (x), определяемые производящей фуикцией 

|) 

— 1—2 “ Г: G(x, В = ржи. =>. &, Ги (x) t", (9) 

где ¢,==1 u 8,=2 при п-—1, 2, 3, 4, ... Свойства мчогочленов 7,,(x) были 
изучены в гл. 10. Разложение фуикции С в геометрическую прогрессию 

С (x, t)=(1—t4) у (—12-- 2xt)” (10) 
n=0 

показывает, что коэффициент mon 2” в правой части равенства является 
многочленом от х, что наивысшей показатель степеии xX в коэффициенте 
при ¢” в точности равен л и что коэффициент при x"t” равен 2”. Мы видим, 
таким образом, что Т,(х) должно быть многочленом OT х степени п и что 
коэффициент при 1” BT, (x) при nl равен 277%. 

Умножая равенство (9) на 1 —2х-Е?? и собирая в обеих частях равен- 
ства члены, содержащие {", получаем 

О при n> 2, 
&, Ть-— 2. 2—1 Т.е -Tra=| —1 и n=2. 

Так как из (10) следует, что Го.=1, Ту=х, то 

Ty, —2xT ,_ 1 +Ty_2=9, n=2, 3, 4, ... (11) 

Пусть x вещественно и —1<х<1. Так как особыми точками С (x, #), 
как функции от f, явтяются = и ==, где 

tex (8—1, яма, [tl =[tal=1, (12) 
TO ряды в правой части равенства (9) абсолютно сходягся для всех комп- 
лексных значений { таких, что |#| <1. Формула Коши дает поэтому 

=, Т, ат leon G (x, t) dt, (13) 
С 

где через С обозначен любой замкнутый простой путь, окружающий точку 
{=0, и такой, что [f| <1 вдоль этого пути С. Интегральные представления 
типа (13) могут быть использованы пля того, чтобы получить оценку пред- 
сгавляемых им функций, В частном случае, который мы сейчас рассматри- 
вали, интеграл в (13) можно вычислить в явном виде Мы полагаем 
х==с0$ф, #1 =е"", $, =е^", так что 

G(x, 1=(1— В (¢ —e™)71 f—e7*)7}, 

и из (13) выводим 

21 Г, (x)= (214) 71 \ 18-1 (1—1) ((—е")-1 (1 —e**) 7) 4, (14) 

С



940 ГЛ. 19. ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ 

Если п-—1, то бесконечно удаленная точка не является особой и вычисле- 
ние интегралов с помощью выче,ов в полюсах f, Ht, дает 

Ть (х) = сс$ np = ccs (п arccos x), (15) 

Это выражение справедливо и при п=0. 
Если положить в (9} 

х=5с05ф, Ее, (16) 
то получим 

6 (х, 1) =G* (9, в) = (1— ef +) -1-- (1 — 212-12) -1— | (17) 

Таким образом, @^ является функцией, зависящей только от g+o и 
ф—®, и нотому 

07G* 02G* 
‘ды? ~ Og? * (18) 

Ho 

д dx oO 1/2 9 
5g а ae I *) ay? (19) 

д д .,0 
jo de at 8 . (20) 

Подставляя {19), (20) в (18), находим из (17) 

” д д 9 д — ха]? — — %2)1/3 — all — ja x") =| i x*) #6] +(:5.) (#516) =0. (21) 

Разлагая левую часть (21) в степенной ряд по Ё получаем, что функция 
T,, (*)=y удовлетворяет дифференциальному уравнению 

(1 —x?) у’—ху’ + п?у=0. (22) 
Свойства сртогональности для Т„(х) могут быть получены путем вычис- 

ления интеграла 

1—2 1 — $2 

1 —2xt +. #2 1— 2х5 
“1 

ag (I x2)? 4х. (23) 

Этот интеграл является элементарным и может быть вычислен в явной 

форме. Результат имеет BHA 2л Разлагая по степеням $ иф 1-# 2 
и сравнивая коэффициенты в обеих частях при 5", находим 

0 при пЕм, 

л/е, при п=т. (24) 

1 

\ Та (%) Тв &) (lL — 2%?) 112 dy a 

~1 

Хотя этот вывод равенств (24) несколько трудоемок, описанный здесь метод 
полезно отмегить, поскольку он может быть применен во многих случаях. 

Доказательства фсрмул (13), (22), (24) являются типичвыми примерамн 
того, каким образом можно использовать производящую функцию, чтобы 
получать интегральные представления. дифференциальные уравнения или 
интегральные соотношения для производимых функция. Вообще, комбинации 
рекуррентных соотношений и дифференциальных уравнений получаются,
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если удается найти соотношенне между фуикцией @ и ee производными по 
iu x. Например, если в 

@ 

G(x, t)=(1—2tx В) 793 = УР, (x) м, (25) 
n=0 

где Р„(х)— многочлены Лежандра степени п (cM. гл. 3), то из тождества 

0G да 
tape) as (26) 

следует, что 

пР, (х)=хР, (x)—P,_, (x), (27) 
а соотношение 

1—24=-- 2) 59 — 6 
дает 

P,—2xP,_ t+ Pag = Pn (29) 
? 2 

Если исключить P,_,, применяя равенство (27) с заменой п Ha п—1, то 
получим 

a 7] 

nP,y=P,—*P as: (30) 
— 

Из (27) и (30) вытекает, что , 

(1 —x3) Ри = — ХР, -|- ПР _1. (31) 

Дифференцируя (31) по * и комбинируя полученный результат с равен- 
ством (27), получаем дифференциальное уравнение Лежандра 

(1—12) P” —2xP)-+-n(n+1) P,=0. (32) 
Во многих случаях, когда производящая функция содержит показатель- 

ную функцию, можно получить разностные уравнеиня. Производящая функ- 
ция для многочленов Бернулли B, (x) (см. гл. 1) 

ee —1)t= У в, = (33) 
дает u 

t(ef—1)-2 fete — Ув. = 4 
r=0 

Tak как левая часть в равенстве (34) равна te*’, то 

Ва (x-+1)—B,, (x) = nx"71, (35) 
Другие типы функциональных уравненнй для порождаемых функций могут 
быть получены аналогичным образом. 

Наконец, существование производящей функиии для последователь- 
ности g, чисел или функций может оказаться полезным для вычисления 

У в (36) 
n=0
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с помощью методов суммирования Абеля или Чезаро. Если 

6 (1) = » Ent" (37} 
n=0 

и если 

A (t)= >) А, (38) 
п=о0 

то 
& 

A (1)G()= У vats (39) 
n=0 

где 
- Va пбо-Р Ав 181... 8. (40) 

19.3. Общие теоремы 

Пусть для всех n=O, 1, 2, ... функция 2,(х) является миогочленом 
ет X, имеющим в точности степень п. Если выполняется равенство 

а ‚ 
ах т (x) =g,, (х) =&n_1 (), n=1, 2, 3, woe 

то говорят, что многочлены g(x) образуют множество Аппеля. В этом слу- 
чае существует такой формальный степенной ряд 

А (t)~ pa а", ay 2 0, (1) 
n=0 

что 

A (ре ~ У gn (x) 1". (2) 
A=0 

Торн (Thorne; 1945) показал: многочлены g, (x) образуют множество Аппеля 
тогда и только тогда, когда существует функция %(х), имеющая ограничен- 
ное изменение на луче (0, co), такая, что все интегралы Стилтьеса 

© 

йв — | x%da (+), n=0, I, 2, coop 

|7 
сходятся, Mo FOU 

fo) 

(7) _ ГО при п г, 
\ 25 (x) da (x) { 1 при n=r. 

Тогда формальный степенной ряд A (f) определяется так: 

a tn —1 -} 

atom Smee) -|\ свеса) ° 

n=0 

Шеффер (Scheffer, 1945) доказал, что {En (x)} является множеством Аплеля
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тогда и только тогда, когда существует функция B(x), имеющая ограничеи- 
ное изменение на луче (0, co) и такая, что ннтегрелы 

bn=\ 2748 (x),  п=О, 12, ..., 
0 

сходятся, 650 B 
хх 

п 

g,()= В, n=0,1, 2 0 3) 
$ 

Варма (Varma; 1951) показал, что тогда при том же самом В (#} многочлены 

g. = ( >. зЕз (— п, а, 5; с, 4; —t/x) dB (1) (4) 

0 

также образуют множество Аппеля. Здесь 3F, обозначает обобщенный 
гипергеометрический ряд (см. 4.1). Производящая функция, связан- 
ная с д’, имеет вид 

>, 

А* (u) ей к S° ot (x) и, (5) 
п=о 

где 

А* (и) > {Ра (a, 5; с, 9; ut) d3 (1. (6) 
0 

Относительно примеров множеств Аппеля см. формулы 19.7(1), 19.7 (2), 
19.7 (23) и 19.7 (34) 

Разложения вида 

FD № в" ` (7) 

были изучеиы Альфаном (Halphen; 1881) и Бердом (Bird; 1934). Шеффер 
(Scheffer, 1939) использовал понятие множества Аппеля как основу для клас- 
сификации множеств многочленов Пусть для каждого n=O, 1, 2, ... функ- 
ция &„(х) является многочленом OT X, имеющим в точности степень п. 
Тогда существует оператор J, однозначно определяемый функциями 2g, (х) 
и обладающий следующими свойствами 

J является линейным оператором. действующим на xX” (и, следовательно, 
на любой многочлен от x) Пусть y=y(x) является любым многочленом 
от x, и J [y] обозначает многочлен, в который переходит у при отображе- 
нии J. Пусть J таково, что при n=—1, 2, 3, ... многочлен J [x”] имеет 
в точности степень n—I и что J [х9] есть нуль. Можно показать, что тогда 
для любого у имеет место равенство 

Л = У Ln (x) y™ (x), (8) 
MmM=1 

где у”) обозначает m-10 производную OT у и где 

Ев (X)= lm, oF Lin, 8 lin, mae"? (9)
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является многочленом по x степени < тр—1 таким, что 

Am = mly, ot m(m—1) Ig yt... tml lp, m1 0, m==1, 2, 3, ... (10) 

Ho L,, (x) (a, следовательно, J) однозначно определяются условием 

J [|= 1, n=1, 2, 3, ... (11) 

Пусть #—наибольшая из степеней многочленов L, (x). (Если степени L, 
не ограничены в совокупности, то полагаем k= с.) Тогда говорят, что мно- 
жество многочленов 2, (x) имеет А-тип №. Аппелевы множества являются 
частным случаем множеств нулевого А-типа. Для них 

Ly(*)=Cm, 2170, т=], 2, 3, ..., 

и св— постоянные. Если сопоставить с J формальный степенной ряд 

J (t) ~ Cyt cat? + cgf8 + eeey 

TO можно определить другой формальный степенной ряд H {f) формулой 

7 [Н (#)]=&. (12) 

Тогда все множества gy,,(x), удовлетворяющие условию (11), могут быть 
построены следующим образом. Мы выбираем любое множество постоянных 
a, (п=0, 1, 2, ...), где ао 2 0, полагаем 

A(f)~ У ant” 
n=0 

Або g, (x) £. (13) 
n=0 

Мейксвер (Meixner; 1934) нащел все ортогоиальные множества gp (х), 
определяемые производящей функцией такого типа (см. п. 19.12). 

Случай, где 

QAP ® (exp (=) =P и (4 

и Ф(2 регулярно при | #| < 1, был изучен Райтом (Wright; 1939), который 
получил результаты об асимптотическом поведении си (x) при п —+ o. 

Хафф (Huff; 1947), а также Хафф и Рейнвилл (Huff and Rainville; 1952) 
доказали; если 

Lo= > т (15) 
и n=0 

$0 =>; bat”, (16) 
TO w= 

PAF x)=} а," (17) 
n=0



19.3. opuiHE ТЕОРЕМЫ 245 

определяет множество g,, (x), имеющее А-тип №, тогда и только тогда, когда 

Г (2) = ор (Bi, В», оу В»; 92), (18) 

где oF, обозначает обобщенный гипергеометрический ряд (см. гл. 4), и 
1, .... Bg, б-— произвольные постоянные. Относительно многочисленных 

других результатов о производящих функциях типа (17) см. Huff (1947), 
Brenke (1945). Рейнвилл (Rainville; 1947, не опубликовано) заметил, что 
B частном случае, когда функция p(t) в (16) равна exp?, функции g,, (x) 
в (17) удовлетворяют соотношению 

(more Уи (Fez) = Liege ot (19) 

Относительно приложений см. 19.10 (15) и 19.10 (16). 
Рейнвилл (КашуШе; 1945) доказал: если 

Н (x)= > On (20) 

H 

[=] tn 

G (x, t)=e'H (Ht) Qa) т (21) 
TO 7 

a fn 
En (х) = 2 ( в ав, (22) 

ха (X}=0 [Se (х) — 1-1 (*)], , BSI, (23) 

Sere (+) Bp (x)= (— 1)"a,x", (24) 
R=0 R г 

gn (= > (+) ии" вн. (25) 
k=0 

Фазенмайер (Fasenmyer; 1947) доказала: если 

H (x)= у a,x", (26) 
n=0 

TO » 

1 — 4tx __ n 97 

ЕЯ а! = Daf me. eo 
где р 

_ VS (Cente ap 28) 
En 9-2. ТР рт x”. ( 

В случае, когда H (x) является обобщенным гипергеометрическим рядом 
рРа (см. гл. 4), каждое g, является обобщенным гипергеометрическим 

рядом р+зРо+а.
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Вильямс (К.Р. Williams; 1924) изучил производящие функции вида 
Ф (2х --1?), где Ф (2) —степенной ряд от 2, и использовал свои результаты 
для Характеристики многочленов Лежандра и Эрмита. 

Тресделл (Truesdell, 1948) изучил производящие функции F {2, a), удовле- 
творяющие уравнению 

oF (2, a) =F (z, «+1. (29) 

В частности, Тресделл доказал следующую теорему. 
Если функция F(z+¢, a) разлагается в ряд Тейлора по степеням $, то 

Fe+t,a= >. Fe, ат): (30) 
a=9 

Пусть для фиксированного значения @ И 2=2, имеем 

Е (2, “®п--!) 1 . su —.-— 

H пусть существует такое вещественное число № < 1, что для некоторого 
зиачения W такого, что |w| < &, имеем 

[ЕР (2-Е во, а) | <, 1>Ь. (32) 
Тогда для того же самого значения W имеем 

У Е (2, ап) и" = { e-tr (2-+- tw, а) dt (33) 
n=0 0 

при условии, что ряд равномерно сходится по 2 в области, включающей 
фиксированную точку 2%. ` 

Другие теоремы Тресделла связаны с рядами 

‚У Е (2, a—n) и". (34) 
a=0 

Различиые приложения будут перечислены в таблице производящих 
функций, в частности, см. пи. 19.9 и 13.10. 

19.4. Символические соотношения 

В старых работах, для того, чтобы кратко выразить некоторые тожде- 
ства, а также для сокращенных доказательств, часто применялись символи- 
ческие соотношения. В современной литературе применение символических 
соотношений стало реже. Мы укажем два примера. 

Введем, следуя Рейнвиллу (Rainville: 1946), следующие обозначения. 
Мы будем писать == вместо =, если в правой части равенства надо заменить 
показатели индексами в любом символе, таком как В, Р, Н, L, не имеющем 
смысла без нндекса. Таким образом, если В„ обозначают числа Бернулли, 
которые можно определить с помощью производящей функции 

® 

в 

#(е'—1)-1= У. Вы, (i) 
n=@
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то будем писать 
Ви (x) = («+ BY {2) 

для тоге, чтобы указать, что многочлены Бернулли В„(х) из 19.2 (33) можно 
явно выразить в виде 

В» => (7) Brat" (3) 
Символический вывод этого выражения проводится следующим образом. 

Производящие функцин {1) и 19.2 (33) имеют символическую форму 

#(е!'—1}-1 = eBt, 40% (#й—1)-1 = eB, 
Путем сравнения получаем 

eBtx)t = exte pt +. p(X +В, 

и (2) вытекает из сравнения коэффициентов при ¢”, 
Аналогично, если Г, (x) является многочлеиом Лагерра степени в 

R 

_ (- Ел! of 
bn = du RT RI (a—kyl (4) 

и если Р,‚—многочлен Лежандра степени #, то соотношение 

27 Р (х)] == EL (x—1) +L (x +1)” (5) 
означает, что 

( (— 1) a! _< п _ т LY eaeaer 0 ( в) ina). © 

Соотношения (5) и (6) были доказаны Рейнвиллом (Rainville; 1946), который 
дал много других подобных соотношений между многочленами Эрмита, Ле- 
жандра и Лагерра. Доказательство использует производящие функции. 

В исчислении конечных разностей часто употребляют символ Ё для 
оператора сдвига, который увеличивает индексы (или другие отмеченные 
переменные) на единицу. Таким образом, 

Ев = бит, БВ ви+ь К, n=0, 1, 2, ... (7) 

Применяя этот оператор, можно записать производящую функцию для много- 
членов Эрмита 

oo 

txt—{2__ [46 
е = > На (x) al (8) 

R=9 

в виде 
erxt—t = eEtH о (x). (9) 

Определеиный выше оператор E действует на (дискретные) переменные п. 

Фридман (Friedman; 1952) распространил его определение так, что OH дей- 

ствует также на переменные х. Пусть дана любая функция от х. Разложим 

ее в ряд по многочленам Эрмита и применим E к миогочленам Эрмита. 

Таким образом, если 
f (x) =aoHo (®-ааН, (x)+..., (10) 

Ef (x) =a Hy (ха, Но (x)+... (11) 
то определяем
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Все другие переменные ($, #, у, ...) не изменяются при действии оператора Е 
H, следовательио, перестановочны с Е. Умножение на переменную x опреде- 
ляет оператор, действующий на любую функцию f(x). Из рекуррентных 
формул 

Hat (х) =2хНн (*) — 2 Ни (x) (12) 
получаем 

*Hy (1) 5 Has (2)-+ 1H ya (2). 

Следовательно, умножение Ha x отображает функцню f(x) в (10) на 

Чань + У, [у -.+@+а,+:| Hy). 09 
n=l 

Из (11) и (13) получаем 

xEf (x) — Exf (x) = (x). (14) 
Соотношения вида {14} между двумя операторами играют роль в квантовой 
теории. Равенство (14) показывает, что Е не коммутирует с х. Однако мы 
можем умножить любое выражение, содержащее ЕЁ, на величины, не содер- 
жащие x, и сложить. Например, из 

eH, (x)= Ут Ни (неее (15) 
nao п! 

И 

( 
{ exp (че) 4=2л Зуехр (— у252) (16) 

— © 

находим, путем подстановки Ё вместо $: 

fr 9] 

|. 
an 

дул е- "Но (x)= ул"! У (— 1)" Han (4) 9, (17) 
n=0 

( 
= \ ехр (2+ ву-*) dt, (18) 

~ © 

211/?2 y x2y2 
~~ дут) exp (— ая )- (19) 

Сравнивая {17) и (19), получаем 

= 
2 

weap (— х3учр-*) = >. (— 1)" Han (1), (20} 
a= 

где w?= 1 — 4y2,
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19.5. Асимитотические представления 

Производящие функции успешно примеияются для определения асимпто- 
тического поведения производимых чисел (или функций} при п —+ <. Если ряд 

G(t)= У (1 
п=о 

имеет конечный радиус сходимости, то функция С (Г) имеет одну или не- 
сколько особых точек на границе круга сходимости, и природа этих особых 
точек определяет поведение g, при больших л. Если ряд (1) всюду сходится, 
то С (#) является целой функцией и поведение G (Г) при больших значениях 
|2 | определяет поведение g, при больших п. 

Случай конечиого радиуса сходимости ряда (1) был впервые изучен Дарбу 
(Darboux; 1878), а позднее —многими авторами. Метод Дарбу приводит к сле- 
дующей общей теореме, сформулированной Сеге (1962, теорема 8.4). 

Пусть функция С (1) регулярна при |¢| <1, и пусть она имеет конечное 
число особых точек 

ef | es, eee el Vr (2) 

на единичной окружиости |#|=1. Пусть в окрестиости точки г“? имеем 

@ 

в = У Вены, = R= 1, 2..., г, (3) 
V=0 

где 6, > 0. Тогда выражение 

co) r 

ХУ (MHRA) (erie (4) 
V=0 kR=1 

дает асимптотическое выражение g, в следующем смысле: если О — любое 
положительное число, то взяв в (4) достаточно много члеиов, мы 
получаем приближенное выражение для 2„, причем ошибка является O (n- Q), 
когда ПВ —>› ©. 

Любой конечный радиус сходимости А можно привести к единице путем 
подстановки f= Аи. Метод Дарбу можно применить также для случая (изо- 
лированных) логарифмических особенносгей. Случай показательной особенно- 
сти на окружности сходимости более сложен. Он был изучен Перроном, 
Фабером и Гейслером и, сравнительно недавно, Райтом (Wright; 1932, 1933, 
1949), который дал ссылки на более раннюю литературу. 

Метод Дарбу был с успехом использован для изучения асимптотического 
поведения классических оргогоиальных многочленов и некоторых арифмети- 
ческих функций. Если производящая функция является целой, то во многих 
случаях можно найти другой производящий ряд, нмеющий конечный радиус 
сходимости. Многочлены Эрмита (четной степени), например, могут быть 
порождены либо 19.4(8), либо 19.4(20), и метод Дарбу применим ко второй 
производящей функции, но не применим к первой. 

Случай целой производящей функции был изучеи многими авторами, 
Среди более ранних авторов наиболее важные работы принадлежат Берису, 
Линделёфу и Ватсону. 

Форд (Ford; 1936) дал сводку результатов и ссылки на работы, появив- 
шиеся до 1936 г., а Райт (Wright; 1948) дал ссылки на более современную 
литературу.
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ЧАСТЬ ВТОРАЯ. ФОРМУЛЫ. 

Следующий ниже список производящих функций, разумеется, не претен- 
дует на полноту. Производящие функции приведены в порядке возрастания 
сложности. Выбранная нами «иерархия» функций ясна из заголовков следую- 
щих ниже функций. Каждая производящая функция указана в пункте, соот- 
ветствующем наивысшей из входящих в нее функций. Мы не использовали 
лексикографического порядка, но были приняты следующие принципы при 
составлении этого списка, которые могут облегчить отыскание требуемых 
результатов. Функции параметров рассматриваются как более элементарные, 
чем подобные функции главных переменных x и Р. Таким образом, (1-8 
встречается позже, чем (1—2xf-+ #)-*. Произведение алгебраической функции 
и показательной считается более элементарной, чем показательная функция 
от алгебраической функции. 

Почги все изложенные ниже результаты сопровождаются ссылками ва 
литературу. Эти ссылки были выбраны так, чтобы они были наиболее до- 
ступны, и далеко не всегда означают, что соответствующая производящая 
функция впервые появилась в данной работе. 

Мы не включили сюда производящие фуикции теории чисел. Относительно 
этих функций см. гл. 17. Производящие функции комбинаторного анализа 
точно так же исключены из данного списка. 

19.6. Рациональные и алгебраические функции. 
Степени с произвольными показателями 

с 

1—?? 

appa t2 >. Tae) И; (1) 
n=1 

T,, (x) — многочлены Чебышева гл. 10. 

a 

whe ~y 
(1 —é)""" (1 — x8) "= 218 (x)t?, k=O, 1,2,..., (2) 

п 

= У (1 (Po) x (3) 
m=0 

Здесь gi) (x) является R-M чезаровским средним первых п частичных сумм 
ряда 1+x+x?-+-.,. (Относительно приложений см. Obrechkoff, 1934.) 

(1—2 8) ^= У Ри; (4) 
nwo 

Р„(х)— многочлены Лежандра (см. гл. 10). 
1 ® 

(1 —x?) /s — 7 
Fare a Она № 6) 

n=O 

7’,+1— мвогочлены Чебышева второго рода (см. гл. 10). 

1—2 Иер. (1+0 Pr (x) £7; (8) ‚ (i atx 8)? x
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Р„(х) —многочлены Лежандра, см. гл. 10. 

(Зв = УФЕ. (7) 
n=0 

Рекуррентные соотношения и линейное однородное диффереициальное уравне- 
ние третьего порядка для g, было выведено Пинчерле. (Pincherle;, 1889). Мно- 
Гочлены, порожденные функцией (1—3х{-+ #8)”, были изучены Гумбертом 
(Humbert; 1920). eb 

1-5 _ р 

(1—0 (1 —2xt + В)! => и’, (8) 

< ГЕ 9-1) (vt) 
En = PRL) a—v+1) | Р, (x), (9) 

где Р,(х)— многочлен Лежантра степени у и Кей > —1. Приложения к за- 
даче суммироваиня рядов Лапласа и Лежандра были даны Гронуоллом (Gron- 
wall; 1914). 

“aa ack t= n t-1(1—2) Fees 1 = La ba), (10) 

п 

=D Ре РРР, + Por OL (11) 
v=9 

Отиосительно приложений см. Gronwall (1914); ср. также с (8). 

© 

(1—2xt + В) = У СР, (12) 
n=0 

CY’ — многочлены Гегеибаузра. См. гл. 10, п. 11.1.2, а также Gegenbauer 

(1874). 
Пусть w=(1—2xt+2)'/2, тогда 

@ 

2" — (1+), 11, + в 13 

хера = 2 (Qa+1), С” (*) (13) 

где СУ — многочлены Гегенбауэра из гл. 10; ср. также (12) и Szegd (1962). 
ce) 

(1 —3xt-+- 3yt?— В) *= > HY (х, y) #". (14) 
n=0 

Обыкновенные дифференциальные уравнеиия и дифференциальные ypaBHeHHA 

в частных производных для Ну были выведены Девизмом (Devisme; 1932, 

1933). 

Па — 07° У и). (15) 
n=0
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Относительно изучения бу см. Devisme (1936). 

(Р-Н xt) = SQ, F(—n, 85 6; ne. (16) 
n=0 

Обозначения Te же, что в п. 2.1. Относительно приложений (к физике) см. 
Gordon (1929). 

Пусть w==(1—2xt + #2)'/2, тогда 
505 

20-Е Ву 1 (1—t-+w)-* (1-18) В = У РВ (д), (17) 
n=0 

@ 

=») (1), Е (a+B+n+1, —n;, a+; 5-3) 27, (18) 
п! 2 2 

n=0 

где Pos В) многочлены Якоби (ср. гл. 10 ип. 2.5.1, где дано доказатель- 
ство). 

© 

(+= (#1), (19) 
n=0 п 

где 

(7-289 wae (X—n+1) n=1.23.... (20) 
n nl 9 , , ’ ? 

(9 =! (21) 

являются биномиальными многочленами OT x. Равенство (19) является хорошо 
известной биномиальной теоремой, которая была строго доказана Абелем 
B 1826 г. 

1 @ 

n=0 

gn (x)= F(—n, —x,; l—n—x; —1), (23) 

=9х F(l—n, 1—x; 2; 2), nol. (24} 

Обозначения даны вп. 2.1. Ссылки: Miitag-Leffler (1891), Bateman (1940). 
Производящая функция имеет обобщенный аппелев тип 19.3(13), c A (t)=1, 

G4;)"a Ot Be (x) =". (25) 

Явное выражение для g, (x) может быть получено из (22) и 19.2(37)— 19.2(40), 
где Л (t)=(t—t)7}. Относительно приложений см. Pidduck (1910, 1912). 

(2xt)-9 и ‘Ув, (к) (26) 
n=0
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(см. Mittag-Leffler (1891)). 
ie of 

[14 BE (Qo +-ayt+...bapt*)/P= У ag, (x) t*. (27) 
n=0 

Функции. g, (xz) удовлетворяют функциональному уравнению 

в. (ху) = УЕ, (*) pr 9), (28) 
r=0 

и любое решение уравнения (28), имеющее вид многочлена, может быть 
получено из производящей функции вида 

© x/B 
(148 > ont") 

m=0 

при соответствующем выборе постоянных В, dp, а1, ... Ссылки: René Lag- 
range (1928). Производящая функция является одной из функций обобщенного 
аппелева типа 19.3(13). 

Пусть G=G (x, #) является корнем уравнения 

1+ +«G—(1+ G)* =», (29) 

обладающим разложением 

G@, p= a, (30) 

Тогда ит 
_ | 9"? [1--х6—(С-1)* 1-7 

в, = ваты | xG2 | oo (31) 

и 1=2'/ (1—х)-**. Функции g,,(x) были использованы Берисом (Barnes; 
1906) для изучения асимптотического поведения (при 2 —> ©) ряда 

у Г) 14 
п! ° 

n=0 

19.7. Показательные функции 

[# =) 
п+т 

— t п — 1 ((— плед, (x) т! Gaal (1) 
п=-т 

Здесь L” — миогочлены Лагерра из гл. 10. См. также Truesdell (1948). 

exp (xt —19) =H, (=; (2) 
no 

Н,— многочлены Эрмита из ra. 10. 

(117 exp ея = Увы №, @) 
n=0 

2 An 

Ban (2) =H Fou (ate) 4)
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(см. Humbert, 1923); функции go, (x) обладают свойством 
| 0 

| en x5 ean (x) de = \ ебал (х) 4х=0, 5=0, 1,9, ..., п 1. 
0 — © 

© 

ехр E (17| -У пои; (5) 
h=ow@® 

функции J, (х) —функции Бесселя первого рода (см. гл. 7). 

xfutt—(t)- хх 
ехр } 5 = у. Jn, т (хи, (6) 

пт=- 
хПт 

Та, mt) = of, (т--1, n+1; —x*/27), (7) 
3°" Pr (a +1)T (m4 0 

где oF, — обобщенный гинергеометрический ряд (ср. п. 4.1). Для отрицатель- 
ных значений п, т правая часть равеиства (7) понимается как 

© 

ху сх 8 
(3) Da reer ea TER 8 

Относительно доказательств и приложений к решению уравнения 

930 aU OU 980 
ax8 t Oye + G28 — de dy a2 +U=° ©) 

см. Humbert (1930). 
ab 

2 

exp | @2—шо) 5 = У ПР, m (x); (10) 

i,m,n=0 

см. Devisme (1932, 1933). 
© 

(1-54) 3/2 (1 2xt-+ 449) exp (Еда я i) = => 1,095 г. (11) 
n=0 

n n—l 
где /[ =>, если п четно, и [= ‚ если п нечетно. H, — многочлены 

Эрмита из гл. 10; см. также (2) и Сеге (1962). 

(1a) Mexp (FOS) = УР (12) 
n=0 

Н„— миогочлеиы Эрмита из (2) (см. также гл. 10 и Чебышев (1889). 

xt г) =. (x) г. (13) (1—9 -1ехр (-
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Функции L? (х) — обобщенные многочлены Лагерра из ra. 10, См. также 
Сеге (1562). 

a_i] is exp E a 2 = >> 2, (x) 1”, (14) 

п=о0 

2 [1/3] yn! 

.=(->) (2—1)! p> ИЕ! (n—2—})! ’ (15) 

== (п!) 71 (~—x/2)” sF9 (—п, 1/2—n/2, 1 —п/2; — 4x7), (16) 

2 2’ 2 
щенный гипергеометрический ряд, значения те же, что в п. 4.1. Относи- 
тельно приложений к задаче теории электрона см. Мой (1932). 

п п п n—l 
rye |= =, если п четно и В =——— , если п нечетно, a ;3Ро —обоб- 

с 

-1/ - — #1 _х _ (уме. (1—2) -МЗехр {х-1[1—(1— 22)? “It a aFo( п, п--1; — 2/2); (1) 

здесь оРо— многочлены Бесселя. См. (18), (19) и Krall и Frink (1949), Bur- 
chnall (1951). 

1—2.) № lst 2,0 хр {3 bx-1[1—(1—24x)¥/2] } = 

-У (x, a, 0Ё i8 =) У, а, = (18) 
п=о 

Кролл и Фревк (Krall and Frink; 1949) называют функции y, (x, a, 6) обоб- 
щенными многочленами Бесселя; эти функции обладают свойствами ортого- 
нальности на единичном круге в комплексной х-плоскости. Относительно 
доказательсгва (18) cm. Burchnall (1951). Явное выражение имеет вид 

Yn, (% а, > (*) ("ча 2) 6 (== 

= Ро (— п, a—l+n; — x/b), (19) 
- 1 

у: (6х, а, b)=x'~7/ exp (5) sare n-i/e+a/2 (x~7). (20) 

Обозначения: oFy—xKak в гл. 4, У— как в гл. 6; см. также п. 4.7 и (17). 

—t)8 2 te (1—#P exp (| =z) = 2a eo! . (21) 

~ (m—B) — m— — -В-1(—х)- „9-2 а en (—+); (22) 

см. (13) и пп. 2.1 и 6.9.2 относительно обозначений. Функции Г, B-1_ обобщен-
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ные многочлены Лагерра. Ссылка: Wright (1932). 

text ы pn 
Ш га B,, (*) =e (23) 

(24) 
n=0 

Ви (x) — многочлены Бернулли и Е„(х)— многочлены Эйлера степени п. Пусть 

B, = В, (0), (25) 

E,,= 2"E,, (1/2); (26) 

В„—числа Бернулли (см. гл. 1) и B,—4ucaa Эйлера. 
n 

B, @= 2 ( и } Вх", (27) 

E = ( ) 2B, (x—1/2)"~¥, (28) 

Относительно отчета об обширной литературе и многочисленных результатах 
и приложениях см. Fort (1948) и Norlund (1924). Относительно обобщений 
ср. (30), (34)-—(37) и (57). 

УР. 29) 

Функции g,(x) тесно связаны с многочленамн Бернулли (cm. (23), а также 
Hermite (18 818) и Berger (1888) относительно обобщений и приложений). 

an De BME -_; (30) 

B(x) называются обобщенными многочленами Бернулли. Cp. (23) и см. 
также Norlund (1920, 1924). Частиыми случаями являются: 

X+1 

BM (x)= J (s—1) (s—2)...(s—n) ds, (31) 

But (5) = 7 —(x—1)(x—2)...Qx—n), Гъи, 

n (32) 

BY += 32 (7) #@—D..-Gert) ВР 9, 
r=0 

mets (BEF ot т) + Pope. (33) 
в
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Если p #0, то w'?) — многочлен or x степени п. Если р-+ ©, то 

wx? (x) > 2"B, (x/2), 
где В„(х) — многочлен Бернулли (см. 19.4 (3) и (23)). Функции wl?) (x) можно 
разложить в ряды по функциям sin ух, созщх, 1=1, 2, 3, ... , где py есть 
{-й вещественный корень уравнения 

cos и-Е р &п и =0. 

Относительно этого и НР гих результатов, а также приложений к задаче 
теплопроводности см. Н. С. Кошляков (1935). 

1. CP =D xt _ WS ВСВ (xh 0 Ее 34 ae. >» (*JO,...,0)—, = 89 

ое). ему E\-) (хе, ..., д), (35) 
п=о 

fe 

Oy. «iF ext =», BY!) (х|® о) & 36 = п | **. у Г) — >» ( } 

(er? — 1)... (2 —1) — п 
a 

2te* Е (x | @ ©) 1=1, 2,3 (37) 
(ef --1).. (ей --1) =F | г, > “1 Г’ ‚о oy os 

Функции ВО, BO — многочлены Бернулли порябка—[ и 1 соответственно. 

Функции Е‘, Е‘) — соответствующие многочлены Эйлера высшего порядка. 
Относительно результатов и приложений этих многочленов см. Мбогип@ 
(1920, 1924). 

@® 

"ПРЕ ХФ, na (2) , (38) 
n=0 

(et 1) 7-2 12 = SY, 1). (39) 
по 

Имшенецкий (1884) изучил фуикции Ф, пут, +1 при v=90, 1, 2, 
Они тесно связаны с обобшенными ани ’ Бернулли и Эйлера и с 
(34) — (37); см. также Norlund (1924). 

exp (1+ =e в. (9 = (40) 
Малер (Mahler; 1930) ввел функции g, (x) uaa изучения нулей неполиой гам- 
ма-функции (см. гл. 9, а также (41), (46 46)). 

exp [att x (1 —etyj= ух 2® (x) г. . (41) 

Функции g были изучены Тоскано (Toscano: 1950). Связанные с ними 
функции были также изучены Хилбом (Hilb; 1922), ср. (46), и Малером
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(Mahler; 1930), cp. (40). Тоскано (Toscano; 1950) дает ссылкн на более раинюю 
литературу, где функции git) были введены в связи с математическими 
задачами, возникающими в страховом деле. Одним из результатов Тоскано 
(Toscano; 1950) является 

а ав = eh” (2)- (42) 
Равенство (42) связывает функцию 8) с изученным Тресделлом (Truesdell; 

1948) функциональным уравиением. Функции g (x) являются многочленами 
степени п как по x, так и по ©. 

a 

gi?) (x) = x7 %e* Ga x"e~*, (43) 

Если А„— разностный оператор, определяемый формулой 

Аи! (@)=f(@+1)—f @), (44) 
TO 

n | n 

gn (x)=[exp (— xA,)] oe x” Aga”. (45) 

Тоскано дал разложение для gi) (x) в ряды по многочленам Jlareppa [В 

(см. гл. 10) и доказал следующее интегральное соотношение: 

фея Ло (шума (x) dae Пина (u), 
0 

Соотношение 
eo 

el) (—х)= n xe een (—4) Da etm ml 
m= 

было установлено Уиттекером и Ватсоном (1963; гл. 15, задача 48). 
© 

exp (e’ — #х) ( exp (sx—e*) ds = У Bn (х){". (46) 
$ n=0 

Функции g, (x) были использованы Хилбом (Hilb; 1922) для того, чтобы 
построить решение функционального уравнения 

и (Хх 1) —хи (х) = (x), (47) 

где № (х)— заданная функция. Хилб показал, что при некоторых условиях 
Ha h(x) решением уравнения (47) является 

a 

Dy Sn (x) A (x) =u (2). (48) 
fL=0 

Здвеь AO =2h(x) и A” есть п-я производная от fh (я). 

Е" 1-+а- и); = у a~ "/? (п) -1Изрь (x); (49) 
n=0
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Py (Хх) — многочлены Пуассона — Шарлье из гл. 10; см. также Cere (1962). 

(1 — #)~ *e"* == exp [a (2#--#/2-- 8/3...) = У gn () ; = (50) 
n=0 

5„ (х) — множество многочленов обобщенного аппелева типа 19.3 (13). В обоз- 
начениях п, 4.1 

Moyne п 

в УЕ В (-т, 5 — 1) (51) 
[=0 

Сильвестр (Sylvester; 1879) изучил многочлены g(x) и показал, что числа 
5, (1/4) можно использовать для подсчета количества различных членов в 
определителе кососимметрической матрицы порядка 2". Аналогично gy, (2/5) 
полезно при отыскании числа различных членов в определителе порядка 4п 
матрицы, кососимметрической отиосительно обеих диагоналей. 

_1 as © 

(1-++t)-*e (> и) кр [«(—#/3-+8/4—...)}= Хаб); (9) 
n=0 

g, (х) — обобщенное аппелево множество типа 19.3 (13), которое связано с MHO- 
гочленами Эрмита (см. гл. 10). Относительно применений к задаче об асим- 
птотическом поведении многочленов Эрмита cm. Veen (1931). 

(1 #2)-с/з (4+) ee 3xt = 

= (1—1) “exp [x(#2/24#/3-+...)J= Ма. . (69) 
n=0 

Функции gr (x) образуют обобщенное аппелево множество многочленов типа 
19.3(13). Они были введевы Трикоми (Tricomi; 1949) для изучения асимито- 
тического поведения многочленов Лагерра (см. гл. 10). Основным рекуррент- 
ным соотношением является 

(n+!) аа = (8—0 21-29, (54} 

e-* (it xt) = У (—1)* А). (58) 
r=0 ~ 

Функции A,, (x) иногда называют многочленами Аппеля. Oun сзязаны с част- 
ным случаем многочленов g,,(x), определенных в 19.3(13). Это можно ус- 
мотреть, если заметить, что 

e-* (1 + xt)?/t —exp {x [$71 1ш (1-+-s)— 1]}, s=xt. 

Мы имеем 

dA 
п ` 

Te =XA,,1+x*9A,_o+..., A, (x) =x"+1 > Рахт-1, 

met (56) 
fi 

lim > P,=e- 1, 

1 
NTO ne
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Числа Ри применяются MPH вычислении теоретнко-числовых функций (см. 
Appell; 1880). 

t e Bt) 

(= ) => art (57) 

BY) обобщают числа Бернулли (см. гл. 1 и cp. с (25)); B’) — многочлены от 

х степени п, которые являются частным случаем многочленов Р. Лагранжа 
(К. Lagrange, 1928) (см. 19.6 (27)). Относительно других производящих функ- 
ций см. 19.8 (6); теория и приложения даны в статьях Норлунд (Norlund; 
1920, 1924). Путем небольшого изменения (см. (58)) из B®) получаются мно- 
гочлены Стирлинга. 

(EV анну, enemy (58) 
n=0 

4, (x) — многочлены Стирлинга. Они связаны с числами Стирличга С и 

6 соотношениями 

со eI) 
n+1 Gort Pr-! (п), г=1, 2, 3, ..., (59) 

ОО, (и) (60) 
1 

Здесь Py по определению равно - и числа Стирлинга определяются неза- 
2 

висимым образом формулами: 
п-1 

(0), = У СЙм-, С°) =1, (61) 
Гг=0 

i © (1) 6 АСМ, pias « 
r=0 

n-1 

#? = — > 6” —t)p. (63) 

r=0 

Определение (Ё),„ такое же, как в п. 2.1. Ссылки: Nielsen (1906); Noriund 
(1924). См. также (57) и 19.8 (7). 

(L— 0)“ exp {x (1-2) #1} -> Sn (x) #" (64) 

вод во - xe" * | ma |" cate, (65) 

(1—#)~*/2 exp ыи—9- 0} (2n-+-1)! py (x) sia ‚ (66) 

ее Е.Л | ome (67 
Относительно приложений g,, p, в (65), (67) к теории гиперболических диф- 
ференциальных уравнений см. Курант и Гильберт (1951), гл. 6, § 5, п. 3.
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19.8. Логарифмы, тригонометрические и обратные 
тригонометрические функции. 

Другие элементарные функции и их интегралы 

—(l-)* © 
= an =D Seti (4), (1) 

R=0 

Ener (t)=(al)-? и (1-и)... ви) du. (2) 

См. Appell (1929), Jordan (1929) и ср. с 19.6 (19) н 19.10 (14). Приложения к 
вычислению У л-* 

[--ва-0“а-9-*=У ды -, к=Ь2,3,...  ® 
n=0 

Асимптотическое поведение AS) при я — oo было изучено Наруми (Narumi; 
Г (n+¢-+-x) 

Ги 
степеням #. Они имеют приложения к доказательству теорем о функциях, 
регулярных внутри единичного круга |2| <1н имеющих едннственную осо- 
бую точку фнксированного положения (2=1) н типа Ha |2] =1. 

1929). Здесь А) (х)— коэффициент при Ё/к! разложения по 

Иж (1+ 9]-*= У 8. (x), (1) 
n=0 

By (x)= a (=) е- М - 14%, Rev > 0. (5) 

Здесь (=) —биномиальный миогочлен 19.6 (19) степеин п от Ах (см. Lerch, 

1905). 
he Btn) 

f¢~2In(i-+ tax >) в = , (5) 
в=о 

где в) определено в 19.7 (57); см. Мбипа (1920, 1924). 

[—#-2 In (1—A)]}%=1+-2t У) , (хп); (7) 
rn=0 

1„— многочлены Стирлинга; см. 19.7 (58) и Nielsen (1906). 

xt 
kte =) 4 Zn (x, &) t?, (8) 

sin Rt 
n=0 

Пусть Л =, если п четио у 5 5 , to
l =

 

, || =“, если п нечетио. Пусть
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постоянные by, определены формулой 

= t 
Dd bat = a (9) 
n=0 

Тогда 

[в/2] р2туп-2т 

Balt, = Ут - (10) 
m=0 

Относительно этого результата и прнложений к задаче о приближении 
функции с заданными средними значениями самой функции и ее производ- 
ных cm. Léaute (1881). Аппель (Appell, 1897) показал, что при —kR<x<k 
имзем 

© 

Bam (x, #)=2 (—1)”ати-ат У) (— 172 cos (Inx/k), т > 0, 
[=1 

® 

Яатча (%, #) = 2(—1)"k*M +1 - 8-1 > (—1)?-1-2m-1 sin (ях). 
1=1 

Функцин 2, связаны с миогочленами Бернуллн из 19.7 (23): 

Разложение 
[+ 9) 

sh xt 

=». Ea (#) № (11) 
n=0 

можно свести к 19.7 (23) (многочлены Бернулли). Приложения к двуточечным 
разложениям аналитических функций см. Whittaker (1933). 

tomar [38 в. (5 
[> 

ch xt 
che =У, En (x) Е". (12) 

n=O 

(ea &, связаны с многочленами Эйлера [см. 19.7 (24), а также Whittaker 

| - / : . ай (> ns * cos (х2— 2х6) =У. Ува, м, (13) 
r=0 

1 -, . я ‘/ м #8 5: их sin (x?@—2xt)/* = У, et) —— (14) 
An=0 

где J, (*) — функция Бесселя первого рода порядка ^ (относительно обозначений
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см, ГЛ. 7). Ссылки. Glaisher (1873). 

(cos t)*¥ = 1 в, (x) #", - (15) 
n=0 

(t“1 sin ty* = Уж). (16) 
п=о 

Относительно приложений к теорий чисел Бернулли и других свойств 
функций с», S, см. Nielsen (1914) и ср. с Norlund (1920, 1924) и 19.7 (57). 

exp (x arctg Г) = (3) “+ a (17) 

См. 19.6 (22). 

exp (x arcsin t)= У gn (x) 2, (18) 
n=0 

5 (х)=Ьь = 8 (x) =, (19) 

Lap ет x2 (x22) (2-42)... (Qk D8], (20) 

Be O= BEET ETI +39. 8-1. = © 
Это —обобщенное аппелево множество типа 19 3 (13) с A (#) ==1. Явная форма 
для п, (х) может быть получена, если положить sINn@=7 и продифференци- 
ровать (18) по $. 

t < 

exp | 5—1 (1+5) и 9-е = Den (xt (22) 
n=0 t 

см Mittag-Leffler (1901) и ср. с 19.6 (22). 

t 

р" "| Е" | S}- Serer (23) 
0 n=ao 

em. Mittag-Leffler (1901). 

Е - @ 
e* \ e7*/t 1/8 Чи = — $ > Ln (x) th. (24) 

1-¢ по 
см. Rogowski (1932). 

Па+ыд- Ха т, 1% <1, (25) 

{=1 

En (x) ait eran "П (1 and, (26) 

Относнтельно результатов и приложений к теории вероятностей см. Oettin- 

ger (1867).
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19.9. Функции Бесселя. Вырожденные гипергеометрические 
функции и их частные случаи 

(функции параболического цилиндра и др.) 

В этом пункте будут применяться обозначения гл 7 для фуикций Бес- 
cena и гл. 6 и 8 для вырожденных гипергеометрических функций н их 
частных случаев. 

Ло {18—20 > Jn (ae ; (1) 

см. ra. 7 и Truesdell (1948). 7 

(xp APT, [р У, (x) cy (2) 

cm. Truesdell (1948). те 

НО лоу У у,  ); е 
см. Truesdell (1948). = 

eye) У (0, (a) 
m=0 

тов) = У ам), (5) 
nr=0 

алом = У, тт, 6) 

Ty [2t (x—1)¥/?] 5 (2t (X11? J= У, (0 1)78P py (x) 2" (7) 

P,, [„—многочлеиы Лежандра и Лагерра (см. гл 10). Ссылки и приложе- 
ния: для (4), (5), (6) Rainville (1945); для (7) Bateman (1905). 

г Ly (x) 
- ий = ——__- ,f. oF (1% —xt) 20 Tw, t (8) 

L* — обобщенные многочлены Лагерра из гл. 10; см. также Сеге (1962). 

© 

ty—-%/2 1/2 nye 1 t” 9 Хх — - e ett он) SLE) Peay: (9) 
n= § 

L%—muoroynentt Лагерра из гл. 10; см. также Truesdell (1948), стр. 2. 

2 OF, [1-5 + {3 (#1) == ext | 2 в] т. С (1—2) 1/3 ] == 

td 

— У (Qa Ng) IC2 42 (x) °, (10) 
п=о *
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где CX — многочлены Гегенбауэра из гл. 10; см. Truesdell (1948), 

@ Li (x) Ё 

ef (xt) “J, [2 (хи = p> Tatar’ (11) 

[% — многочлены Лагерра из гл. 10; см. Сеге (1962). 

oF, [14а нео] oF, [1+8 зе е+0] = 

= T etl) ГВ--П (> ) О y-ray yy -B *х 

> Pl BD (x) т 
XJ, (ах), {о 1/4} =>) ita, ato: (19) 

Aa=x6 

pt? В) многочлены Якоби. См. гл. 10, Ти 2 относительно обозначений и 
Bateman (1905) отиосительно доказательства. В случае &=В правая часть 
равенства содержит многочлены Гегенбауэра; при «=В=0 функции pi, В) 
сводятся к многочленам Лежандра (ср гл 10), и (12) переходит в (7). 

= 

т 

Dp, (x-+#) exp [+ cont +191 -У (") р, (x) #2; (13) 
n=0 

В» (т=0, 1, 2, „..)—фуикцни параболического цилиндра (cp. п. 8.2 и 
Prasad (1926)). 

(P)nkn 7) on АРА, (5 14% 1) = у Toast (14 

p—npoussonbHo, a L%—oG6o6menHwe многочлены Лагерра из гл. 10. Ссылки: 

Chaundy (1943). 

_ _ 1. 4x34 32ct3x8 4х2 12 
(1-+ 42) “Fi(« 9? can) ta Fy (rig 5 р а) + 

2xt (1 4-4t2 — 8ct?) 4342 (c) 

oan F(a 3 2’ пав) = =. mat (15) 

at 
где lee » если п четко, и 1=——, если п нечетно. Н„—многочлены 

Эрмнта из гл. 10, Ссылки: Brafman (1951). 

г” Fy (—6, a+-1; «+=», Е Fy (—9, a-+n-+-1; ior, (16) 

п=о0 

см Truesdell (1948).
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19.10. Гамма-функция. Функции Лежандра ~ 
и гипергеометрическая функция Гаусса. 

Обобщенные гипергеометрические функции 

В этом вункте мы ибпользуем следующие обозначения: для Ги (а) п 

см. гл. 1; для F, gFy см. гл. 2; для PY см. гл. 3; для РЁ см. гл. 4. 

Pmtet+h _ (п 
Ги В >> A т: ; (1) 

A") —функцин, определеиные в 19.8 (3); см. также Narumi (1929). 

a —2tx + £3) 1/38 —V/2 ра laz a aii = ane PE (x) ¢”, (2) 

n=0 

(1—2xt + 12)" PP [= И | =>. ("re ) Рив (*) (— 8", (3) 
по 

П— 2-2 (1—2) 78 xt 9 PM Ex tt (1 —x2)1/? J = > pits де ay @) 
n=0 

(1 —2¢ (1 — x2)1/2)~1/a—W/2 p | [>= air a b= PS ven = (5) 

R=0 

см. Truesdell (1948). 

R71P, (5) в, ("= х. Ри (cos x) F,(— 2n—1) 2”, (6) 

где 

R=(1—2t со х-- #)2, Е, (2) = Е. (—%, У 1/2--2/2; 1, 1; 12. (1% 

Здесь Р,— функции Лежандра, P, (п=0, 1, 2, ...)— многочлеиы Лежандра 
(см. гл. Зи 10), .— обобщенный гипергеометрический ряд (см. п. 4.1.1). 
Ссылки: Bateman (1934), Rice (1940) 

fo) 

— aF i ($, 1/2; р; —4xt(I—é)"J= У, „а (— п, a+], $, ps 22% (8) 
n=0 

F,, зРа— гипергеометрияеские и обобщениые гипергеометрнческие ряды. 
Ceninku: Rice (1940), Fasenmyer (1947); см также 19.3 (27), 19.3 (28) ип 4.7. 

(LA) TET OOP (1/2-+-a/2-+ 8/2, 1--@/2-4-B/2; 1a; 21 (х—1) (1—1 73] = 

= ree pi B) (x)#”, 0) 

(1-4) ВР, [1/2-На/2-- В/2, а м в 21 ene +97] = 

-у (ret By РР (х) 1"; (10) 
8=0 

(i+),
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Р@ В) (х) —многочлены Якоби; ›Е; —гипергеометрический ряд. Относительно 
обозначений см. гл. 2 и 10, а относительно доказательства — Watson (1939). 

(1—xt)? Fy [р/2, р/2- 1/2; la; #2 (х8—1) (1—4) 73] = 

(2%--1)„ ” 

где С7 —многочлены Гегенбауэра из гл. 10. Ссылки: Brafman (1951). Пара- 

метр р— произвольный. При &=0 С% переходят в многочлены Лежандра. 

зР1 (р,1--а-ЕВ--р; t+; 1/12—#/2—/2) sf; (,1--a+ Вр; 1-- В; 1/2+2/2—w/2)= 

—_ № Фа ВР) ро вла 
a (а, В, Paw 09 

=>) (р) Cer 1/3 (х) t? (11) 

в=0 

где w= (1 —2et + 22)!/2, РВ) — многочлены Якоби из гл. 10 н р— произволь- 
ный параметр. Ссылки: Brafman (1951). Частные случаи & =Ви “= В -=0 при- 
зодят к функциям, являющимся кратными ультрасферическнх многочленов 
алн многочлеиов Гегенбауэра и многочленов Лежандра (см. гл. 10). 

[F (a, 6; в —)Pet = У а, п! feet с, %—1; 
г] 7; (13) 

Е —гипергеометрический ряд, как в п. 2.1; «Е. — обобщениый гинергеометри- 
ческий ряд, как в п. 4.1. Ссылки: Humbert (1924). 

Wn 

Е —гипергеометрический ряд. См. п.2.1 относительно обозиачений и Appell (1929) 
относнтельно прнложений; 5„-+: являются функциями из 19.8 (2). Пусть 

—X a 

F (a, В; ¥; t) da = > Snes (x) Pda gn, (14) 
0 n=0 

ыы п 

её Fs (а; by, 5a; —xit)=)° Bn (x) =. (15) 

п =0 

Тогда для любого с имеем 

(1—t)-¢ sFafc/2, c/2-+1/2, а; 1/2, в, 6; —х2 (1—7 = 
fe) 

=У Oe ge 06) 
см. Rainville (1947). Ср. с 19.3 (19). 

1 1 1 m,1 Mm 1 
e*! (1 — х2)"/ 3, [mts Mos ye pty ath ева) = 

отт! = m ef 

Гете Ри oa? min) шир: OD
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pr — функции Лежандра из гл. 3; см. Truesdell (1948). 

{1—t)?- "Ра/2—1/2;4/2, 4xtb~ (1—zt)— 3] ~ У, Чл (х, а, 6) (a— 1), (18) 

r=0 

уз (х, а, 9) —обобщеиные миогочлены Бесселя. Cp. 19.7 (18) (Rainville, ие 
опубликовано). Равенство (18) является частным случаем равенства (23). 

х 

(1—2xt)~1,F5[1, 1/2; —4t? (1 —2xt)~2] ~»> H,, (x) #* (19) 
n=0 

H,—Msoroweun Эрмита из гл. 10. Ссылки: Rainville (1947). 

fe) 

(1—2xf)~* „Ро [а/2, a/24 1/2; —42(1—2tx)-4J~ J. Gan, (yim, = 00 
n=0 

Н„— многочлены Эрмита из гл. 10. Ссылки: Brafman (1951). 

Е [Ate wee М | 
1— Pq b,, cons bg; (1—1)? 

—п, n-+-1, а, eet, Eps 
$ 

=», pte 9+2 | «|e (21) 

art 1/2, 1, By 6.5 ба; 

Обозначения, как в п. 4.1.1 См. также 19.3 (27), 19.3 (28) и Fasenmyer (1947). 
ГА, Oa, ee eg Ay i 

(1—1) -^ +9 ~~ = 

| Ba Be, core Ва; J 

© —п, (1, wees 6 р’ | 

А =e ры, хм, (02) 
mee Pi» Ва» ---» аз - 

Chaundy (1943). 
ет, 9 7 Ay» 

1—(1—4xt)¥/? | _ 5: — 

| Bi, ooey By: — 

пет, 1— В —п, ..., 1 Во— п; 

(1—4 712261 [1-- (1—4? 76 „Ро 

@ 

= ++ Рр 
n=0 

где 

l—a,—n, ..., 1—a,—n; 

(1 )п (93)... pn 1 

— (Bia (В), ... Фа м 
An (24) 

Rainville (1947). 
т, зову р, 7 гп, Чт», o 6» & > 7 

в oF 4 —xt | me)? над x Г. @) 
Bi, veos Bo: . вс L Bi, oo og Ва od 
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Rainville (1947). 

| 
Ра | 6; 1-е, 1-Е В; 5—1) 2+1 | — 

. (у), (5) (©, В = — > В) 
> (1-На), (1-8), Parl ee", (26) 

где Ра — гипергеометрическая функция Аппеля от двух переменных (см. гл. 5); 
p(B) — многочлены Якобн из гл. 5. 

19.11. Производящие функции для многих переменных 

(1—xt)-*(1—yt)“P=S* a, (x, 9) #5 (1) 
n=0 

8» (х, у)—так называемые многочлены Лагранжа: 

gn (x, у) = — вые (с) (Ри yr ху? г. (2) 

“ri(a—rpl_ 

Приложения к статистике и общие ссылки: Lagrange (1868). 

® 

(+O -afh tu = > (7) Риби, № Dnt я, м, 8 
— 
—_ 

где ЁР, —гипергеометрический ряд Аппеля oT двух переменных (см. гл. 5). 
Ссылки: Devisme (1932, 1933). 

ехр (1-84) >> U,, (x, y) г. (4) 
n=0 

Явиое (но сложное) выражеине для многочленов О„ было дано Девизмом 
{Реу1зте; 1932, 1933), который указал также приложения к уравнению 

080 BU . OU 080 
axe Г диз Где — Ox Oy Oz =0, 

и к родственным дифференциальным уравиенням в частных производных. 

exp {i [x(1-+#9)'/4—yt}} = >) gn (es 9) (5) 
n=0 

tn/ay (_*_ \? H® (x) 
1 / 2y3 k-1/2 

выд" (5 me) De | ap) Ma y 
Е=о 
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п |=, если пч и [2] 27! n HO) где 2 | -э5, JI етно, 5. —=—5— » если нечетно, и М, — 

первая функция Ганкеля порядка #— 1/2. См. Hall (1936), а относительно 
приложений к задачам теплопроводности см. Green (1934). 

[(l—xt —ys)? + (#52) (1—8 — 9) УТ аи, д". (7) 
т, R=0 

Пусть p=1—x?—y? и a > —1/2. Тогда 

— (—12+® T@AYEQat+mtntl) _, д”+прачтчт (8) 
enn ттт! TQa+l)l @tmtntl)? ^ ox®ay ' 

em. Koschmieder (1924). 
Положим 

@(x, y)=ax?+ 2bxy-+-cy?, a>0, A=ac—b?> 0, 

Arp (x, y)=cx®—2bxy-+-ay?, E=ax+by, n=bx-+cy. “) 

Многочлены, порожденные 

| 1х 8 gh 
ехр [B+ > oUt.) = У, Нти (Ур: (10) 

т п=0 

1 Jo т бп exp [tx-+sy—> 991 = У, Saal Mar are (1) 
m,n=0 

являются многочленами Эрмита от двух переменных. Относительно их свойств 
и обобщений на случай многих переменных см. Appell и Kampe de Fériet (1926). 
Относительно пройзводящей функции для произведения таких многочленов см. 
Koschmieder (1937, 1938) и Erdélyi (1938). 

Некоторые производящие фуикции для многих пере- 
менных. Пусть xy, ..., Х;— переменные, и пусть 

1 1 

6 (9 =Паё-ыд=У, (—1"з,#. (12) 
Г=1 r=0 

Тогда Sg=1, Sy=%,+%g+...-+-%, и $; является г-й элементарной симметри- 
ческой функцией от перемениых хи, .. , x, Пусть #=0, 1, 2, ..., и пусть 

proxt xk... xt (13) 

является суммой Ё-х степеней переменных. Мы имеем тогда 

@ 

д — k-1 —+ (ln Go=>* рый -1. (14) 
k=1 

Умиожая обе части равенства (14) на Gg и сравиивая коэффициенты при одииа- 
новых стененях Ё в обеих частях равенства, получаем рекуррентные формулы 
Ньютона, которые позволяют выразить рь Через s,. Пусть их (#=1, 2,3, ...)
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являются переменными, и пусть 

фе фе 

exp |. ве | =1+ )) Bat”. (15) 
Е=1 n=1 у 

Тогда — 

Вбр. УИ 
nie wen т Gy! Gg! ... Gf 1% 2%... пт 

где сумма берется по всем неотрицательным целым числам Oy ,... , 0, таким, что 

y+ 20 --...--па,= п. (17) 

Пусть теперь Gp и S, определеиы равенством (12) и р,— равенством (13). 
Тогда 

(16) 

[бо (4-2 = Doha ar...» xt", (18) 
n=0 

где 
fy, 1, «+++ 1) == By (Pr Par ---, Pa)» (19) 

Sp (ль... 41) =(—1]7 By (— ра, — Ра» .- +» —Pr)- (20) 

Если г > р, то левая часть равеиства (20) тождественно равна нулю. Это пока- 
зывает, что правая часть лает алгебраическое соотношение между суммами 
степеней x1, ..., х;. Справедливость этих формул вытекает из того, что 

exp (У #) exp (— = (21) 
k=l 

exp (-Le п) = G, (2). (29) 

Функции В. применяются к теории групповых характеров. См. Littlewood 
(1940) для некоторых явных выражений функции В„. При небольшом изме- 
нении определения В„ были подробно изучены Бетлом (Bell; 1934). 

Относительно производящих функций многих переменных см. также пп. 
11.5, 11.6 и 118, где давы производящие функции для сферических и гипер: 
сферических гармонических многочленов См. Appell и Kampe de Feriet (1926) 
относительно гармоннческих многочленов, изученных этими авторами. 

19.12. Некоторые производящие функция, связанные 
с ортогональными многочленами 

a 
В этом пункте мы опишем два множества производящих фуикций, кото- 

рые были построены, исходя из точки зрения теории ортогональных много- 
членов. 

Пусть g, (х) (п=0, 1, 2, ...)— последовательность многочленов такая, что 
2, (x) имеет степень п, и пусть @(х) —фувкция с ограниченным нзменением 
такая, что интегралы Стилтьеса 

\ Bn (%) &m (x) da (4) =), т (1) 
_-® 

9
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сходятся при п, т=0, 1, 2, ... Если Ay ,=0 при nm, то функции g, (x) 
образуют ортогональную систему; если, кроме того, A,,=1 при п==0, 1, 
2, ..., TO эта снстема называется ортонормальной (см. гл. 10). Если сущест- 

0, . 
вует 7 =u (x), то w(x) называют весовой функцией, ассоциированной с систе- 

мой g,. Если w равна нулю вне отрезка а х< в, мы будем в (1) писать 
интеграл от @ до 6 и говорить, что система 5„ ортоиормальна на отрезке 
[а, 6]. Ватсон (Watson; 1933, 1934) нашел явное выражение для билинейных 
пронзводящих функций 

У, 21 (*) Bn (И), (2) 
R=0 

rye с„—ортонормальные системы, получаемые из многочленов Лежандра, 
Гегенбауэра, Якоби, Лагерра и Эрмита (см. гл. 10). Используя обозначения 
гл. 10, можно выразить результаты Ватсона следующим образом: 

> (2+ 1/2) Pn (2) Pay) = 
R=0 

_ 1 f (1 — £2) dw _ ‚© 

~ Bat) {12-я (1— и совой 

Относительно явного выражения для 

У Py (x) Pa (у) (4) 
n=0 

см. Watson (1933). 

. tt! Av) ey OO) (Лт = 
2-1 [Г (v)]2 (1— xayv/2 (1 угу x Cee) сс 

(yy t 

С — in 0) 2* 1 dw 1—2) (1—8) 91—12) (510) 6) 
“aS x } 11—21 [xy -+-(L—x2)2/2 (1 —92)1 cosw) - 24)" +? 

0 

nen T(n--a+B+1) п! пт“ -a-B- 6 

6,=(2n-+-a+B+ 1) Fatabiratpri- `, (6) 

т.е 

1 

ast 2)" ЕР р ae 7) 
—} 

Пусть 

w= (1a)! (1—y)/, => 1+0 atu), (8) 

jean (g1/2 4 4-1/2, (9) 
2
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В \2 2 / 

‚| | (ces) = — мя} : (10) 
р 2 

a= (==) и? — 5-9, (If) 
kb 2 

Тогда 

дар ааа” Убери” РЕВ (y) = 
=0 

_ peop fie a/ Ok * cs e=B) a] da} 
ees 2 (35) (=) y cos? w ’ 13) 

© 
n 

nna? ели SY 9-22) Had) = 
n=0 

== ~ 2/2 (1 — ¢2)~1/2 exp Е i— ee + ~|. (14) 

Эта формула была выведена Menepom (Mehler; 1866); см. также Erdélyi (1938). 

- хо -— п! n 
(xy)°/? e~*!8 ” Lirapapy Oot = 

1/2 
=# “1 (]__ #}~1 exp etna I ly Ea |, (15) 

тде /|„—модифицнрованная функция Бесселя из гл. 7. Это—формула Хил- 
ле— Харди (см. также Миллер-Лебедева, 1907). 

Мейкснер (Meixner, 1934} определил все ортогональные многочлены gy (*), 
обладающие производящей функцией вида 

НО кри M=S вн. (16) 
nr=0 

Он показал. что возможиы лншь пять случаев: 
1) Многочлены, выражаемые через многочлены Эрмита 

Ко=ек (—95#"), и=ь чек (Si). un 

2) Многочлены, выражаемые через oem) многочлены Лагерра 

Fi) = — My exp | ор wt At w=, (18) 

== врун Bt то << ИА (20)
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3) Многочлены, выражаемые через многочлены Пуассона — Шарлье 

f= —aty/™ ем, (21) 
и (1) = —А- На (1—№). (22) 

Здесь @& (x) постоянно, за исключением точек 

х=хв=А \— Ам, n=0, 1,2, ..., (23) 
где a (x) имеет скачок, определяемый формулой 

% 

a (х„-- 0) —@ (“От € . (24) 

4) Гипергеометрические многочлены; дискретное перемениое 

B= pay ид уме, \ (25) u (t)=(A—p)—? [In (1—pt)—In (1—A4)], 
где A Hp вещественвы и %(х) постоянно, за нсключением точек вида 

х=хт=/А—(А—и)п, п=0, 1,2, ..., (26) 

где @\х) имеет скачок, определяемый формулой 

а (0) —а (x,— 9=(-%)" =) , 

—
 27) 

5) Гипергеометрические многочлены; непрерывное переменное; мы имеем 
снова равенство (25), где AH п комплексно сопряжены и 

п 

ША > Imp. (28) 

Тогда при —® <*¥< © 

de, x/(L—A) Ea (-к rere, (29) 

ve k k x x 

ы рб’ или —Ю (30) 
и 

arg (-№) | < т. (31) 

Во всех случаях можно устаиовить для g, (x) дифференциальные или раз- 
ностные уравнения. 

Относительно ссылок на другне случаи, когда производящая функцня 
содержит ортогональные функции, ср. конец п. 19.11. 

19.13. Производящие функции для некоторых непрерывных 
ортогональных систем 

Многочлены Эрмита, Лагерра, Лежандра, Гегенбауэра и Якоби возникают 
при изучении некоторых линейных дифференциальных уравнений типа Штур- 
ма-Лиувилля. После умножения на весовую функцию получаемые таким обра- 
зом ортогональные функции являются собственными функциями задачи Штур- 
ма-Лиувилля, имеющей в этих случаях дискретный спектр. Относительно ли- 
нейных и билинейных производящих функций для таких систем см. п. 19.12.
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Для других областей изменення переменных этн же дифференциальные 
уравнения могут иметь непрерывный спектр. Пусть f, (х) — соответствующая 

система собственных функций. Тогда интегралы 

(Pima, (РЮО | 
взятые по соответствующей области значений V, могут называться линейными 
и билинейными производящими функциями для [, (х). Это евязано с перво- 
начальным определением Лапласа производящих функций (см. п. 19.1). 

В этом пункте будут даны линейные и билинейные производящие функции 
для функций параболического цилиндра D, из гл. 8, вырожденных гипер- 
геометрических функций M, „и\,,, из гл. 6, функций Гегенбауэра бу и гипер- 

геометрической функции, соответствующей многочленам Якоби (см. гл. Зи 10). 
Относительно доказательств и ссылок о приложениях непрерывных орто- 

гональных систем к краевым задачам см. Erdélyi (1941). 
C+I@ 

. ехр (Ея п) = (2177 | ВТ (—v) D, (x) dv, (1) 

с—{ 0 

1? cut c<0, larg tl<x/4, 

а exp | тран | = 
с > 

1/2 -У- 

a | fav) D,(—9D_,a(—dv, © 
c-ia 

—l<c<0, largt|<x/2, 

Г (2p-+ 11-09-88 -1 9+ ехр (3 rat) 
| i) 

C+IM 

= (2ni)~1 \ КИ Г (112-- к + )Г(/2—к-- р) My „ 6) 4к, (3) 
с 

[ce] < 1/2 Вер, |261, <a, 

1/2 _ 1/2 (ху) exp (ЕН я |2 
a 

itt 2 1-Е i+ 
te rd/2— Г (1/2 

= fife ГЕ M,C) Mende, © 
L | ав << п, 

где /.,— функция Бесселя первого рода порядка 2 Oe гл. 7}, и [ — путь, 

ведущий из —io Bio и отделяющий полюсы Г(!/2—к--р) от полюсов 

Г (i/2+ +p). и 
Заменив в равенстве (4) фуикции Jy, функцией Ганкеля Н ‚и первого 

рода, получим 

/ кр НИТ) не) [ну : _ 
1-2 ОЕ Иа | {fe |~ 

= (oni)~2 | tele 6-891 (8) We (2) We, + 
L 

+0(—9 gu (—2)W_g (de, ©) 
где U (к) =Г (1/2—к— в) Г (1/12—к- и).
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Функции Гегенбауэра С, можио определить формулой 

Г 2 ОР в; 9+2; 2—1, 6 
где Е—гипергеометрический ряд из 2.1. При p=0, 1, 2,... CY является 
многочленом Гегенбауэра или ультрасферическим многочленом из п. 11.1.2. 
Линейная производящая функция имеет вид 

C+io C¥ (x) 

~y_ ol 
(1+ 2tx + x?2)"* = 3; | aan —2Rev<c<0. (7) 

C—-t[@ 

Вычнеление интеграла (7} с помощью вычетов дает 11.1 (16). 
Наиболее важным случаем, когда в математической физике возникают 

функции Гегенбаузра с нецелым индексом и, является p= —1/2+10, б веще- 

ственно. В этом случае Ci nh ' входит в выражение присоединенных сфери- 

ческих гармоник.  Нормированная форма для них дана Вейлем (Weyl; 1910), 
она нмеет вид 

— 1/2 pel, фам a F(i—p, I+ p+; +1; 1/2—x/2) ей, 

i=0, l, 2, ooo 9 (8) 

где 

—(—1 _ ye tet) 
(—1) (u-+ 1/2) ctg { Pa)" (9) 

Пусть 

@=ху— (x2 — 1)1/? (уз — 1)1/2 соз(ф— 0). (10) 
Тогда 

(2—1) (1--2ю-- £2)7 8/2 = 

CHEM р 

сов х Hi Фр ФО —-1<e<0. (Ш 
с 

Для обобщения миогочленов Якоби мы имеем следующие результаты. 
Пусть 

$=[1--2(1—2х} ut?/? + из Ц, (12) 
T =[1-+2(1—2y) и - 48-93, (13) 

= [1+2 (1—2х)#+ #]У?, (14) 
Тогда 

Г (У) (V—t—1\ 9-1 (V—#+ в | 
Saal a m=) (SS ) 

с--Ё > 

= (211) \ Г(—у) г (y+ ^) РР (—*, а--\; №; x) dv, (15) 

C—l@ 

0<—c< Rey
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и \ 
© 

_ S—uat/? —1 Тб —1 1-1 / _ ova | ys ( те ay ) 4 

0 
> (‘su +1 aaa) 2 

2 2 ST ~ 
+i 

=(2ni)—? \ D (v) OF (—v, а--у; 1; x) F(—v, a+; 1; y)dv, (16) 

со 

0<—с < Веа Re(a—y) <—с< Rey, 
где 

Ф (v) =T (—v) Г (a+) T (y+v) PF (y—a—v). (17) 

Если параметр v в (7) или параметры ©, y в (15), (16) He удовлетворяют 
соответствующим неравенствам, то путь интегрирования надо изменить так, 
нтобы он отделял различные группы полюсов интегральной функции. Этот 
искривленный путь можно деформировать так, чтобы он совпал с прямой 
линней, идущей от с—10 к с--:5. Еели мы поступим так, то пересечем 
некоторое количество полюсов, которые внесут сумму вычетов. Наша произ- 
водящая функция будет тогда суммой вычетов и интеграла и представляет 
собственные функции «смешанного» спектра. 
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преобразований 76 
— подобные 76 
Проблема Варинга 211 
— обращения 59 
— Хилла 169 
Произведение дробво-линейных преобра- 

зований 74 
— Эйлера 196 
Производящая функция 236, 237 

билинейная 271 
— - для гипереометрнческого ряда от 

двух переменных 26 
— — для многочлеиов Аппеля 259 
— — — — Бериулли 241, 256, 257 

— — — Бесселя 255 
— — — Гегенбауэра 251, 265 
— — — Лагерра 253, 264 
— — — Лагранжа 269 
— —-— Лежандра 250, 264 
— — — Пуассоиа — Шарлье 259 
— — — Стирлинга 260, 261 
— — — Чебышева 239, 250 
— — — Эйлера 256, 257 

— — — — Эрмнта 247, 253, 265, 270 
— — — — Якоби 252, 265 

Щ BW) 260, 261 
— — для обобщеиного 

ского ряда 254 
— — для обобщениых многочленов Бернул- 

ли 256 
— — ——— Бесселя 255 

Лагерра 254, 255, 264 
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Производящая функция для функций Бес- 
селя 254, 264 

— — — — Гавхеля 269 
— — — -- параболического цилиндра 265 
— — — — gy (%) 261, 262 

———— #0) 257 

—--- ФФ», „+1 Oe Ч, дд, © 257 
— 7 линейная для функцнй Гегенбауэра 

— — ‚ примеры примеиения 937 
Производящне функции для ортогональных 

миогочленов 273 
— — для функций миогих перемениых 

269—271 

Распределение простых чисел 214 
Решения нормальные уравнения Лапласа 

105, 106 
— первого, второго, третеего рода уравне- 

т ия для сфероидальных волновых функ- 
ций 172 

Решетка лииейиая 31 
— точечная 31 
— целочисленная 218 
Риманова поверхиость 15, 94 
— сфера 73 
Род алгебраической кривой 10 
— фундаментальной области 94 
Ряд гипергеометрнческий обобщенный 254 
— Лорана 237 
— степениой 236 
— — формальный 237 
— Эйзеиштейна 86 
— — обобщенный 101 
— L(L-pan) 215, 216 
Ряды, по произведениям функций Бесселя 

—, содержащре функцин Матье и прнсоеди- 
иенные функции Матье 165—167 

Свгма-фуикция Вейерштрасса 35 
— — , теорема сложения 38 
Символ Лежаидра — Якоби 209 
— P 113 
— —, Преобразования биквадратные 114 
— —, — квадратные 113, 11 
— —, — лнгейные 113 
Симметрическая пара матриц 100 
Симметрические пары матриц ассоцииро- 

ванные 100 
Системы множителей 94 
Собственные значения 151, 179 
Соотношение Лежандра 35 
Соотношечия Лежандра для полных эллип- 
ти`еских интегралов 28 

Степеигь пгеобразования 62 
Стегеографическая проекция 74 
Сумма Гзусса 210 
— —, обобщения 211 
— Клостермана 211 
— Рамануджана 210 
— Якобсталя 209 

Теорема биножиальная 252 
— Ваи дер Корпута 218 
— Лагранжа 206 
— Лзидау 220 
— ежандра об эллиптическом интегра- 

пе 

Теоремао распределенин простых чисел 2 14 
— перестановки для эллиптического интег- 

рала 16, 24 
— сложения см. соответствующее название 

y HKILWH 
— Гресделла 246 
— Флоке 142 
Теоремы допотнительные квадратичного 

закона взаимности первая, вторая 209 
— о разбиениях 201, 202 
— 06 автоморфных функциях 92, 93 
— общие об арифметических функциях 200 
Тета-ряд двойной 102 
— Пуанкаре 95 
Тета-функции 53, 57 
— дискриптивные свойства 54 
— нулевого аргумента 56 
—, Н\ли 55 
—, преобразоваине Ландеина 66 
—, теорема сложення 56 
—, формула удвоения 67 
—, формулы сложения 56 
Тождеслва Роджерса — Рамзнуджаиа 202 
— Эилера 201 
— Якобн 202, 206 
Тождество Витта 102 
— Зн:еля 102 
Точка дробчо-лииейного преобразовання 

„еподвижная 7 
— предельная для группы дробно-лнней- 

ных преобразований 77 
Точки коигруэнтные 31 
— — огносительно группы дробно-лнией- 

ных преобразований 76 
— эквивалентные 68 
— -- отвосительно группы дробна-линей- 

ных преобразований 76 

Умножение преобразований 62 
Уиннформизнрующая переменная 78, 96 
Уравнение волновое 136 
— — в координатах эллиптического цн- 

линдра 137 
— Гойна 112, 113 
— для сфероидальных волиовых функций 

Ламе 105, 111 
— волновое 140 

поднормальные решения 190 
— —, форма алгебранческая 190 
— —, — Вейерштрасса 190 
— —, — тригонометрическая 190 
— — — якобиева 189 
—, вырожденные случаи 126 
—, двояко-лериодические решеиия 106 
—, MHHMOe преобразование 122 
— обобщенное 189 
—, форма алгебранческая 112 
—, — BedepmtTpacca 111 
—, — тригонометрическая 112 
—, — якобиева 111 
Лаптаса в сферо коническнх коордииа- 
тах 106 

— — в цилиндрических координатах 107 
— —. нормал: ные решеиия 105, 
— —, — — в о; гогональеных криволинейных 

координагах 107 
— Матье 126. 137, 141 
— — алгебсанческое 141 
— па симитотические формы решений 147, 
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— —, интегральные соотношения между 
решениями 149, 150 . 

— —, — уравнения для ретений 150
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Уравнение Матье, карта устойчивости ре- 
шения 143 

— — модифицнрованное 137, 158 
— —, области неустойчивости, устойчивости 

решения 143 
— — общее 141 
— —, поднормальные решения 148 
—.— присоедииенное 141 
— —, разложение решений в ряды по произ- 

ведениям фуикцний Бесселя 146 
— —, решения первого, третьего рода 142 
— —, численные методы решения 142 
— сфероидальиых волновых функций, три- 

гоиометрическая форма 138 
— Фукса 112 
— Хилла 169 
Уравнения эллнпсоидальных 

функций 140 
волновых. 

Формула Дедекинда — Лнувилля 197 
— Мелера 273 
— обращения Мебиуса 197, 198 
— Хилла — Харди 273 
Функции алгебраически зависимые 61 
— Бериуллн обобщениые 260 

Бесселя первого рода 254 
—, тождества 219, 220 
Вейерштрасса 34, 35 
—, выражеиие через тета-функциин 57 
—, вырожденные случаи 43 
—, дескриптивиые свойства 42 
—, Преобразование Ландена 65, 66 
—, соотношеиия однородности 36 
волновые 137 

— — вытяиутого сфероида внешиие, внут- 
ренние 182 

— — — — модифицированные 139 
— — сжатого сфероида виешнне, внутрен- 

ние 182 
— — — — модифицированные 139 
— — сфероидальные 138, 179, 183 
— — — второго рода 182 
———. епральные соотношення 187 
— — — модифицированные первого рода 

138, 140 р ы 
— — — — третьего рода 139, 140 
— — — первого рода 179, 18 
— — — третьего рода 182 
— — эллнпсоидальные 140, 191 
— — — поверхностные 192 
— Гегенбауэра 275 
— гиперболическне 226 
— — порядка л 226, 227 
— Гойина 115 
— — алгебраические 115 
— — трансцеидеитиые 115 
— Знгеля 99 
— Иишенецкого 257 
— Ламе 115, 117 
— — алгебраические 115, 191, 123 
— —, вещественные периоды 117, 120 
— — волновые 140 
— — — второго рода 193 
— — — Первого рода 191 
— — — третьего рода 193 
— — второго рода 121 
— —, интегральиые уравиения 124 
— — конечные 126 
— — иечетные, четные 117 
— — первого рода 121 
— — Периодические 117 
— —, проблема сосуществования 1 0 
— — с периодами 2K, 4K 117, 118 
— — с периодом 8К 121 

ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Функции Ламе с чисто миимым периодом 

— трансцеидентные 115 
Ламе — Вангернна 126 
Матье 137, 151, 152 
—, асимптотические формы 163, 164 
— второго рода 158 
— дробного порядка 154 
—, интегральные представления 167 
—, — Уравнения 154 
— модифицированные, асимптотические 
формы 163, 164 
— — второго рода 159 
— — первого рода 137, 159 
— — третьего рода 138, 159, 160 
— нечетные, четные 152 
— первого рода 151 

П
Р
Е
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1 

периоднческне 151 
‚ разложенне в ряды н по пронзведе- 

ниям 155—157, 164 
— —, соэтношения ортогональноств 154 
— —, — симметрии 153 
— —, теорема сложеиия 168 

А 
ВА

А 
Тоскано 257 
треугольника Римана — Шварца 97 

— три: онометрические порядка п 228 

— &n (x) 261 
Функция автоморфная сы. Автоморфная 

функция 
— алгебраическая 10 
— арифметическая 195 
— Вейерштрасса ® 34 
— — —, алгебранческое диффереициальное 

уравнение 37 
— — —, преобразование Гаусса 66 
— — —, — иррациональиое 66 
— — —, теорема сложення 37 
— — —, формула удвоения 38 
— весовая 271 
— вполие м\ льтнпликативная 195 
— двояко-периодическая 31 
— дистоибутивная 195 
— Жордана 195 
— кратио-периодическая 82 

— —, интегральиое представление 221 
— —, нути 223 
— модулярная см. Модулярная функция 
— мультиптикатнвиая 195 
— пронзводящая см Производящая функ- 

ЦИЯ 
— просто-периодическая 31 
—, разложение по функциям Матье 168 
— Райта 225 
— Рамануджана 207 
— факторизуемая 195 
— Эйлера 195 
— эллиптическая см. Эллиптические фуик- 

ЦИИ 
— Эрмита 57 
— w(x, В) 229 — 235 
— в (+, В, &) 229—235 
— v(x) 229—235 
— V(x, ©) 229—235 

Характер 215 
— вещественный 215 
— главный 215 
— импримитивный 216 
-- примитивный 216
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Циркулянт 227 

Числа Бернулли 256 
— гиперкомплексные 227 
— Стирлинга 260 
— Эйлера 256 
Число, каноническое разложение 1956 
— разбиений 201 

Эквивалентность функцни с формальным 
степенным рядом 237 

Эллиптические функции 32 
— — Вейерштрасса 30 
— —, выражение через дзета-функцню 40 

—, — — сигма-функцию 41 
—, — — Q(z) и ©’ (2) 39 
—, конформные отображения 68—72 
— модулярные 67, 84 
—, общие свойства 32 
— порядкаг 33 
— рода два 34 
—, теорема сложения 34 
—, теория преобразований 61 
—, унимодулярные преобразования 

65 
— Якоби 99, 43, 44 
— —, выражение через тета-фуикции 58 

вырожденные случаи 52 
дескриптивные свойства 50, 51 
периоды, полюсы, вычеты 44 
преобразование Гаусса 67 
— Ландена 66 
разложенне в ряды 46, 47 
теоремы сложения 46 
частные значения 48 
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Эллиптический интеграл 10 
— — Вейерштрасса 13, 17 

— второго рода 13 
—, выражение через тета-фуикиии 59, 60 
—, — — функцин Вейерштрасса 41 
— Лежандра 13, 17 
— —, вычисление 22 
— — неполный 23 
— — —, вещественный н миимый пери- 
оды 23 
— — нормальный, свойства 23 
— — полный второго рода 23, 45 
— — — первого рода 23 
29, формулы дифферевнцирования 23, ПР

Е]
 

—, модули периодичности 15 
—, особые точки 15 
— первого рода 13 
—, периоды 15 
— полный 26 
— —, соотношения Лежандра 28 
—, приведение к каноннческому виду 11 
—, — K нормальной форме Вейерштрас- 
са, Лежандра 17, 20, 21 
—, свойства 15, 16 
—, теорема перестановки 16 
—, — сложения 24 
— третьего рода 13 
—, форма Вейершграсса 13, 17 

— —, — Лау 14 
— —, — Лежандра 13, 17 
— —, формулы преобразований 20, 21, 25 
— —, характер особых точек 15 
Энумерата 201 
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Латинский и готический алфавиты 

A=; i в 0% 259 

а" (42), bY (k2) — собственные значения 
для функций Ламе 117, 122 

В, — числа Бернулан 256 

Вр (x), Bi), B().. многочлены Бериулли 

256, 257 

BC) (х) —-обобщенные многочлены Бернул- 

ли 256 

Bi) — обобщенные функции Бериулли 260 

С” (х) — миогочлеиы Гегеибауэра 251 

ct”) 67) - числа Стирлиига 260 

сп (т) — сумма Рамануджана 210 

ст (>?) — собственные значения для фуик- 

ций Ламе—Ваигерииа 126 
Ce, (2, 9), $е„ (2, 09)-модифвцироваииые 

функции Матье первого рода 159 
сев (2, 9), ce, (2) — четная фуикция Матье 152 

т (х)-— функцни параболического цилинд- 
ра 

р -степеиь (порядок) преобразования 62 

4 (п) = 2) -число делителей п 195 
ft 

дь (п) — число способов представить п в 
внде произведения & различных MHOMH- 
те ег! 195 

Е-опсратор сдвига 247 
Е=С\(ф, #} — эллиптический интеграл Ле- 

жандра второго рода 13, 22 
Ел-—числа Эйлера 256 
En (x) — многочлеиы Эйлера 256 

ЕО, E() — многочлены Эйлера высшего 

порядка 257 
ЕЕ (А), Е’=Е’ (№), В (2) —- полный эллип- 

тнческий интеграл Лежандра второго 
рода 23, 26, 29 

ра 221, 224 
е (2) — функция Матье 152 
Ec, (2, Ё*)-функцня Ламе четная 117 

Ect (2, №}, Es (2, &2)—yHKuun Ламе с 

периодом P=2pK 117 

Ec’, Es’) — функции Ламе с чисто мин- 
мым периодом 122 

Es, (2, Е?) -функция Ламе иечетная 117 
Р-— область группы С 77 
Р=Р\{ф, 2?2)-зллиптическнй иитеграл Де- 

жандра первого рода 13, 22 
of; — обобщенный — гипергеометрический 

ряд 254 
2РГо-—миогочлеиы Бесселя 255 

Fr (2, #2) -функдни Ламе--Вангерииа 126 

Бек, (2, 0), Geka (2, 0), Me) (z, 6), 
Ne)(z, @)-модифицированиые функцин 

Матье третьего рода 159, 160 
Реур, (2, 9), Gey (2, 0) — модифицированные 

функции Матье второго рода 159 
С — группа дробио линейных преобразова- 

HH 
_110 в=|0 2] 62 

Geo — реализация группы икосаэдра 80 
ъ-— «Интеграл» функцни } (п) 198 
(¢), G (x, д-степенной ряд 236 

ice) 

G(x, t)~ У, Bn (x) $ -— функция G(x, й 
n=9 

эквивалентиа, ассоциироваиа с фор- 
мальиым степеииьм рядом 237 

8 (х, у) -многочлены Лагранжа 269 

gi —фуякцин Тоскано 257 

Hy (x) — многочлены Эрмита 253 

Ней (a, В, у), Hs? (©, В, \)- ввутрен- 

ние эллипсондальные гармоники 132 
hy (x, п) -гиперболнческие фуикции поряд- 

ка п 226 
>-положительный конус 101 
1-тождественное преобразование 74 
I,, Io, {[з-— эллиптические интегралы 8B 

форме Вейерштрасса соответственно лер- 
вого, второго, третьего рода 13 

I, — модифнцированиая функция Becce- 

ля 273 
J (/}] - многозлен, в который переходит у 

при отображенни J 243 
Jy (x) -функции Бесселя первого рода 254



УКАЗАТЕЛЬ ВАЖНЕЙШИХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

4(2)—модулярная фуикцня 85 
J, (п), te (п)-фуикция Жордана 195 
К — вещественная четверть псриода 44 
Ke K(k), К’(е), О (Ё)-полвый эллипти- 

ческий интеграл ДЛежаидра первого рода 
23, 26, 29 

К (8, ф, 9’, po’) — эллипсондальиая поверх- 
ностная волиовая функция 192 

К’-— чисто мнимая четверть периода 44 
R=—MOA\Ib эллкитического интеграла Ле- 

жандра 18 
&’— модуль эллиптического интеграла Ле- 

жандра дополинтельиый 23 
&j (x, п) -тригонометрические фуикции по- 

рядка п 228 

mn ) —символ Лежандра—Якоби 209 

= о —преобразоваине Ландена 62 

Г. ($, x) - Г-ряд 215 

Lt (x)~MHoroqwieHH Лагерра 253 

Le (х) -обобщеиные миогочлены Лагер- 
ра 255 

тп — т делнт п 194 
ту п-т не делит л 194 

{т, п) нанбольний общнй делитель т и 
п 

Ж—модуляриая группа степеии n 100 
Р-символ 113 
Р»„(х)-многочлены Лежаидра 250 

p(B) (x) — многочлеиы Якоби 262 

Pa (x) — многочлен ы Пуассона _Шарлье 259 
р (п), р. (п), Pog ln), F(a), U (п)-число 

разбиеивй п 201 

Ps» Pos Ds } — 91, 9, 4s простые числа 194 

— риманова поверхиость 15 
®- поле 34 
гк (п) -число представлений п в виде сум- 

мы А квадратов целых чрсел 204 
s=sn (и, Rk), с=сп (и, К), d=dn(u, Е)-эл- 

липтические функции Якобн 46 
5 (т, п) сумма Галсса 210 
$ (и, о, п)-сумма Клостермана 211 

SH) (2, 0), Ps (2,0), Qs (=, 0), 
psi (=, 0), Qs" (z, 0)-сфероидальные вол- 

новые функции 173 

Sc™ (В, %), $3 (В, \)—эллипсондальные 
поверхностные гармоинки 131 

зев (2, ©), Sey (2) -нечетиая функция OTZ 152 
зпи, спи, dna, 
ns u, csu, ds u, 
neu, scu, dex, 
ndu, sdu,cdu 
sn (и, Ё). сп (и, Е), dn (и, Ё)- эллиптические 

функции Якоби 43 

— [© В 
T=([% 5] © 
Tn (<) — многочлены Чебышева 250 
И (2), $ (2), Т (2) -преобразования обра- 

зующие для группы Gey 80 
в+1 (5) — многочлены Чебышева второго 
рода 

—эллиптическне функ- 
ции Якоби 29, 30 
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Uo (2) волновая фуикция Ламе первого 
рода 191 

\У-—волновая функция 137 
Yn (x, а, 6) — обобщенные миогочлены Бес- 

селя 255 

Греческий алфавит 

Z | Я | $т — дзета-функция Эпштейна 217 

$ (2)=6 (26, &’) -дзета-функция Вейершт- 
расса 35 

9, (»=98, (и, 5), @;(о)=60, (vu, а), OAs (v= 
~ 9s С Е), 94 (2) =04 (0, Е) - тета функ- 
Ц 

9, y (v[t)-hyHKuHs Эрмита 57 

A(ny= {i Oe 195 
А (n)-byuKuua Лиувилля 195 
и (п) -функция Мебиуса 195 
Vv (п)-9чнсло различных простых делителей 

числа п 195 

% (x), (+, а), B(x, В), U(x, В, а) -229—935 
== П (Ф, v, Е) — эллиптический интеграл 
Лежандра третьего рода 13, 22 

II,=II, (v, 2), С (#)-полный эллиптический 
ин1еграл Лежандра третье! о рода 26, 29 

к (<) — число простых чисел, че превосхо- 
дящих х 214 

® (>) = © (216, ©’) —функцня Вейерштрас- 
са 30 

У, lI —сумма илн произведение по 
, всем простым числам 195 

р р 

р П — сумма или произведеиие, взя. 
, тые по всем положительным де. 

п dna лителям din 194 
=1-сумма по всем т, взаимио про- 
стым сп 194 

(т, п) 
©-—дробио линейное преобразоваиие 74 
@ (2) =6 (2 ®, 0’) — CHLMa функция Вейер- 

штрасса 35 

0, (п)= \' di-cymma #-х степеней делите- 
ain лей числа п 135 

т (п) — функция Рамануджана 207 
Фо (5) —сумма Якобсталя 209 

v ner Фу, gy (9 Функции 
шенецкого 257 

ф (п), Ф, (2) — функция Эйлера 125 
@ (2) =Ф (2. С) -автоморфные фуикции 77 
Х (т) — характер 215 

yor. ps) собственные функции 169 
ty (x) — мнгсчлены Стирлннга 260 
4+. (2) — модуляриая форма 101 
pl! )(&) — сфероидальные волновые функ- 

Им- 4 

ции 170 
Я — ятейка 32 
8, 22, ,„0-—перводы или модули пери- 

одичности эллнптического интеграла 15 
®, ©/—napa примитивных полупериодов 32 

Математические знаки 

= соотношение конгруэитности 24 

= 246 
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