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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Линейпая алгебра со свонм математическим аппаратом и чис- 
лепными методами исключительно активно проникает в самые 
различные области, в особепности связанные с вычислениямл. 
Построение процесса решения сложной проблемы на основе 
сведения к последовательности решений задач пинейпой алгеб- 
ры является в пастоящее время одним из важнейших направ- 
‘лепий развития вычислительной математики. 

Как правило, в прикладных задачах линейная алгебра игра- 
ет вспомогательпую роль. С точки зрения специалиста, решаю- 
цего осповную проблему, едипственпое, что требуется от липей- 
ной алгебры, — это предложить подходящий способ решения его 

частной задачи. Довольно часто такой способ можно выбрать из 
уже пмеющегося обширпого багажа теоретических и практиче- 
ских зпапий в области линейпой алгебры. Однако не менее ча- 
сто это сделать пе удается. Оказывается, что существующие зна- 
иия пе учитывают специфику основной проблемы, и поэтому пе- 
BO3MOsKNO решить задачу даже с использовапием ЭВМ с нужной 
степетью эффективности из-за недостаточной скорости, точностн 
или пехватки ресурсов вычислительной техпики. Шосле этого 
пачнпается утомительпый поиск пеобходимых фактов с целью 
копструироваипя подходящего числеппого метода. 

Настоящая книга предпазначена для оказапия помощи чита- 
телю в осуществлении такого поиска. Опа представляет собой 
мопографию справочпого характера. Главная ее отличительная 
черта заключается в полпом отсутствпи каких-либо доказа- 
тельств. Изложепы только факты, определення и вычислителт- 
ные схемы. B пеобходимых случаях приведепы краткие поясне- 
ния. Матерпал систематизпровани пи описан таким образом, что 
каждый MORIN факт является, в основпом, следствием предыду- 
цих. Поэтому даппую кпигу можно рассматривать и как коп- 
спективпое пзложение основ теорни матриц и численных мето- 
дов. Порядок расположепия определений н.фактов в целом соот- 
ветствует порядку их изложения в курсах линейпой алгебры и 
числеппых методов, читаемых в высших учебных заведепиях. 

Весь материал книги разбит на две главы. Первая глава по- 
свящепа основам теорип, вторая — численным методам. Содер-
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жание отдельпых параграфов приведепо в оглавлепии после их 
названия. Для указапия расположения утверждений принята 
двойпая нумерация: левые цифры означают номер параграфа, 
правые — порядковый помер утверждения в данном параграфе. 
Все необходимые пояснения выделены петитом и не’ отмечены 
нумерацией. В случае необходимости ссылок на факты из тек- 
ста пояснений они даются по ближайшему утверждению с HO- 
мером. 

Обилие теоретического. и вычислительного материала в `об- 
ласти линейной алгебры не позволило дать достаточно полное 
изложение всех ее разделов в одной книге. Поэтому авторы огра- 
ничились описанием лишь тех из них, знание которых особенио 
пеобходимо широкому ‘кругу читателей. В случае имеющейся 
неодпозначности в определениях, терминологии и. классифика- 
ции, как правило, излагается наиболее распространенная точка 
зрепия. | 

В этой кпиге §§ 1—17. 20—33 паписаны В. В. Воеводиным, 
$$ 18, 19, 51—40 —Ю. A. Вузпецовым. 

В. В. Воеводин, Ю. А. Кузнецов



ГЛАВА 1 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ 

$ 1. Множества, элементы, операции 

В этой книге мы будем рассматривать те или иные совокупности объек- 
тов, объединенных некоторым общим признаком. Число различных видов 
объектов будет невелико. В осповном это матрицы и векторы. Одпако боль- 
шое число признаков, связывающих объекты, порождает огромное разно- 
образие их совокупностей. 

Совокупность объектов, об уъединенных общим призпаком. припято на- 
зывать множеством, а сами объекты — элементами мпожества. Как прави- 
10, мы будем обозпачать множества прописными латипскими буквами: 

, ..„ а HX элементы — малыми: a, 6,... Мы будем писать 5 = A, если 
элемент т принадлежит множеству A, и zé@A, если элемент x не принад- 
лежит множеству А. Иногда для ‘удобства мы будем вводить в рассмотре- 
пие так называемое пустое множество (т. е. множество, которое не содер- 
‚кит ни одного элемента) и обозначать его 5. 

Среди всевозможных множеств особый интерес вызывают те, над оле- 
ментами которых допускается выполнение некоторых операций. Пусть за- 
дано некоторое множество A, содержащее хотя бы один элемент. 

1.1. Будем говорить, что в множестве A определена алгеб- 
раическая операция, эсли указан закон, по которому любой паре 
элементов а, 6, взятых из этого множества в определенном по- 
рядке, однозначным образом ставится в соответствие некоторый 
третий элемент с, также принадлежащий этому множеству. 

Эта операция может быть названа сложением, и тогда с будет пазы- 
ваться суммой элементов а и 6 и обозначаться символом с = а-- 6; эта 
операция может быть названа. умножением, и тогда с будет называться 
произведением элементов а и b и обозначаться символом с = ab. 
‚ Вообще терминология и символика для операции, определенной в мно- 
mecTBe A, не будет играть в дальнейшем какой-либо существенпой роли, 
Как правило, мы будем пользоваться символикой суммы и произведения 
независимо от того, каким образом определена операция в действительно- 
сти. Если же нам потребуется подчеркнуть некоторые общие свойства ал- 
гебраической операции, то будем обозначать операцию символом +#. 

1.2. Алгебраическая операция называется коммутативной, ес- 
ли результат ее применения ‘не зависит OT порядка выбора эле- 
ментов, т. е. для любых двух’ элементов а и 6 из заданного мно- 
‚кества. имеет место равенство a * b= b * a.
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1.3. Алгебраическая операция иазывается ассоциативной, ес- 
ли для любых трех элементов а, b, с исходпого мпоижества 
а * (Б*с) = (а* в) + с. 

Ассоциативность операции позволяет говорить OO однозначно опреде- 
ленном результате лрименения алгебраической операции к трем элементам 
a, 6, с, понимая под ним любое из выражений а* (6 *с). (a 4b) + с, ипи- 
сатьажб ас без скобок. 

1.4. Результат вычисления выражения а*а.*...*а, для 
неассоциативной операции в общем случае при 2> 2 зависит от 
расстановки скобок. 

1.5. Результат вычисления выражения а*а.*...*а, для 
ассоциативной операции не зависит OT расстаповки скобок при 
всех п. 

1.6. Результат вычислепия выражепия а, *а.*...*а,; для 
ассоциативпой и KOMMYTATHBIION операции при.всех п пе зависит 
ни от расстановки скобок, ни от порядка элемеитов. 

При обсуждении свойств ‘алгебраической операции мы неявно предпо- 
лагали возможность проверки любых двух элементов множества на их сов- 
падение или несовнадение между собой. Мы нигде не предполагали, что 
совпадающие элементы действительно представляют собой один элемеит, 
а не являются различными объектами. По существу зке мы лиить исполь- 
зовали то, что некоторая групиа элементов, которые мы называли равными, 
в определенных ситуациях проявляет себя одинаково. 

В самых различных вопросах мы будем сталкиваться с необходимостью 
разбиения того или иного множества на группы оэлементев, объединенных 
по лекоторому признаку. Если при этом пи одии элемепт не принадлежит 
двум различным группам, то будем говорить о разбиении ‘множества Ha He- 
пересекающиеся группы, или на классы. 

Пусть задан некоторый признак. Будем считать, что в отношении лю- 
бой нары элементов a, b из множества А можно сказать. что либо элемент 
а связан с элементом 6 данным признаком, либо не связан C ним. Гели эле- 
мент а связан с 6, то будем писать а ~ b и говорить, что а эквивалентен 6. 

1.7. Признак называется отношением эквивалентности, если 
он удовлетворяет следующим условиям: 

— рефлексивность: a~ a для всех аЕА;. 
— симметричность: если a~ b, то b~ a; 
— транзитивность: елиа- би - с, тта- с. 
1.8. Множество можио разбить на классы по любому отпо- 

шению эквивалентности. 

Любые два элемента с точки. зрения рассматриваемого признака могут 
быть либо эквивалентными, либо не эквивалентными. Ничто не ‘изменится, 
если эквивалентные элементы мы пазовем равными (в отношении дапного 
признака), а не эквивалентные — не равными (в отношении того же приз- 
нака). Введение отношения равенства позволяет разбить все множество на 
классы элементов, которые по тем или иным причинам мы решили считать 
равными. Это означает, что различие между элементами, входящими в один 
класс, не имеет для нас никакого значения. Следовательно, во: всех ситуа- 
циях, которые мы будем в дальнейшем рассматривать, элементы, названяые 
равными, должны проявлять себя одинаково. 

Вернемся снова‘к изучению операций. Пусть в множестве А определе- 
на алгебраическая ойерадия. Предиоложим, что она обладает тем свойст- 

`
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вом, что уравнения 

аж t= = b, yea = b 

имеют, H притом единственные, решения при любых а, В. Тогда каждой 
упорядоченной паре элементов а, 6 из А мы можем поставить в соответст- 
вие однозначно определенные элементы х, у из A, т. е. ввести две алгебран- 
ческие операции. 

1.9. Описанные операции называются правой и левой обрат- 
ными операциями по отношению к основной операции. 

1.10. Если существует правая и левая обратные операции, 
то говорят, что основная операция имеет обратную операцию. 

1.11. Не каждая алгебраическая операция, даже коммутатив- 
ая и ассоциативная, имеет правую и левую обратные операции. 

1.12. Если алгебранческая операция коммутативна и обрат- 
пая операция для пее существует, то правая и левая обратные 
операции совпадают. 

1.13. Из ассоциативности или коммутативности алгебраиче- 
ской операции не обязательно следует ассоциативность или ком- 
мутатнвность обратной операции, даже если обратпая операция 
существует. | 

1.14. Если правая и левая обратные операции совпадают, то 
исходная алгебраическая операция коммутативна. 

1.15. Если алгебраическая операция имеет обратную, то пра- 
вая и левая обратные операции также имеют обратные. 

1.16. Операция, обратная к левой или правой обратной, не 
обязательно совпадает с исходной алгебраической операцией. 

Множества с одной алгебраической операцией в некотором смысле яв- 
ляются самыми простыми, и поэтому естественно начать наши исследова- 

ния именно с таких множеств. Мы будем считать свойства`операции аксио- 
мами и затем выводить из них следствия. Это позволит в дальнейшем сра- 

зу применить результаты исследований ко всем множествам, в которых 
онерации имеют аналогичные свойства, независимо от конкретных особен- 
ностей. 

1.17. Группой называется множество С с одной алгебраиче- 
ской операцией, ассоциативной (хотя He обязательшо коммута- 
тивной)}, причем для этой операции должна существовать обрат- 
мая операция. Группа, состоящая из конечного числа элемептов, 
пазывается конечной группой. 

Заметим, что обратную операцию нельзя считать второй пезависимой 
операцией в группе, так как она определяется через основную. Назовем, 
зак это принято в теории групп, операцию, заданную в С, умножением и 
условимся употреблять соответствующую символику. 

1.18. Во всякой группе С существует, и притом едипствеп- 
пый, элемент е, удовлетворяющий равенствам ае == еа =а для 
всех а.из С. Этот элемент называется единицей группы С. 

1.19. Во всякой rpynne С любой элемент @ обладает едип- 
ственным обратным элементом aq’, для которого аа‘ =а ‘а =е. 

1.20. Имеет место соотпошение e~' =e.
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1.21. Для любых элемептов a), а», .... а, из групиы С имеет 
— —1_-1 —1 место соотпошение (4,0... Qn) “= ал ny... 4, . 

> 

Нроверка того факта, является ли группой множество с одной ассоци- 
ативной операцией, облегчается тем, что в определении группы требование 
о выполнимости обратной операцни мояно заменить предположением о су- 
ществовании единицы и обратных элементов, причем лишь с одпой сторо- 
ны (например, правой) и без предположения OO их единственпости. 

1.22. Мпохество G с одпой ассоцпативпой операцией будет 
группой, если в G существует хотя бы одни элемеит е, обладатю- 
щий свойством ае =а для всех а низ G, п по отпошепию к пему 

всякий элемепт а из С обладает хотя бы одпим правым обрат- 
ным элемептом a‘, т. е. аа! =e. 

‘1.23. Группа называется коммутативной или абелевой, если 
групповая операция коммутативна. 

В этом случае операцию, как правило, называют сложением и вместо 
символа произведения аб пишут символ суммы а | 6. Единицу абелевой 
группы называют нулевым элементом и обозначают символом 0. Обратную 
онерацию называют вычитанием, а обратный элемент — противоположным. 
Обозначают его символом —a. Мы будем считать, что по определению сим- 
вол разности a — 6 означает сумму а + (—65) 

Если все же по каким-либо причинам операцию в коммутативной груп- 
Tle Mat будем называть умножением, то обратную операцию будем считать 
делением. Равные в этом случае произведения a—'b и фа! будем обозна- 
чать через b/a и называть частным ог деления 6 на a. у 

Рассмотрим множество К, в котором введены две операции. Назовем 
одну из них сложением, а другую — умножением и будем иснользовать со- 
ответствующую символику. Будем предполагать, что обе операции связаны 
законом дистрибутивности, т. ве. для любых трех элементов а, 6, с из & 
имеют место соотношения 

(atb)c=actbe, a(b+c) = аб + ас. 

1.24. Мпожество К пазывается кольцом, если в пем опреде- 
левы две операции — сложение и умножение, обе ассоциативные, 
а также связанпые закопом дистрибутивпостн, причем сложеписе 
коммутативно п обладает обратной операцией. 

1.25. Кольцо называется коммутативным, если умпожение 
KOMMYTATABIIO, и некоммутативным — в противном случае. 

1.26. Любое кольцо является абелевой группой по сложению. 
1.27. В любом кольце существует единственный пулевой эле- 

мент 0. При этом для всякого элемепта а из кольца имеют Me- 
сто равенства 

О а=аЕ0=а, 0О:а=а:0=0. 

1.28. Ненулевые элемепты кольца, произведеппе которых есть 
пулевой элемент, называются делителями нуля. 

1.23. Коммутативное кольцо, в котором есть единичный ‘эле- 
мепт и каждый непулевой элемепт имеет обратный, называет- 
сл полем. 

1.39. Поле пе имеет делителей пуля.
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Ислользуя запись частного a/b в виде произведения аб-', легко пока- 
naTb, что во всяком поле сохрапяются все обычные правила обращения с 

дробями с точки зрения операций сложепия, вычитания, умножения и де- 

ления, а имепио: 

а с ad + be а ас —а а 
+ — — 9 —_— ° == woe. — 

Cc 

d bd а bd’ 5b р 

Кроме того, a/b = с/4 тогда и только тогда, когда ad = be, ссли, копечно, 

b «0 un 4520. Цоэтому все поля с точки зрения обычных правил обраще- 

мия с дробями неотличимы от мпожества чисел. По этой причипе элементы 
поля часто называются числами. 

Рассмотрим теперь множество К и поле Р произвольной природы. 
Предположим. что для всех элементов из К определены операции сложе- 
ия H умпожепия па числа из Р. Будем иазывать элементы из К векторами, 
независимо от их конкретной природы. | 

1.31. Множество К ‘называется линейным или векторным про- 
странством пад полем Р, если для всех векторов из К определе- 
пы операции сложения и умпожения па.числа из P, причем вы- 
золнепы следующие аксиомы: 

А. Каждой паре векторов .z, у отвечает вектор х`Гу, пназы- 
гаемый суммой т и у, причем: 

— сложение коммутативпо: хту=у т; 
— сложение ассоциативно: x + (у +z) = (у) 2; 
— существует едииствепный пулевой вектор 0 такой, что 

т+0=х для любого вектора т; 
о — ДЛЯ ‘каждого вектора т существует единственпый противо- 
полоятый вектор —х такой, что х-+ (—z) = 0. 

В. Каждой паре a, х, где & — число, а X— вектор, отвечает 
вектор ах, называемый произведением а и х, причем: | 

— умпожепие па ‘число ассоциативно: &(Вх) = (аВ)х; 
— 1.-5х=х для любого вектора 2. 
С. Операции сложепия H умпожепия связаны между собой 

следующими соотпошепиями: “ 

— умпожение па число дистрибутивпе отпосительто сложе- 
ция векторов: &(х + у) = ах Т ау; ‘ 

— умпожение има вектор дистрибутивно отпосительно сложе- 
‘ния чисел: (a+ В)х = ах + Вх. | 

Неречисленные аксиомы не претендуют на логическую независимость. 
Свойства А описывают мпожество векторов с точки зрения операции сло- 
жения и говорят о том, что оно по отношению к этой операции является 
абелевой группой. Свойства В описывают множество векторов -< точки зре- 
ния операции умпожения вектора на. число. Свойства. С описывают связь 
двух операций между собой. 

1.32. В любом липейном простраистве для каждого вектора т 
имеет место’ равенство 0-5 = 0, где ‘в правой части 0 озпачает 
нулевой вектор, а в левой 09 — число нуль. ; 

1.33. В любом линейном пространстве для любого ‘вектора. x 
справедливо соотпошение —х = (—1)х.



1.34. В любом линейпом пространстве ггмеет место равенство 
a:-Q=0 для любого числа ©. 

С точки зрения операций умножения, сложения и вычитания формаль- 
но имеют место все правила эквивалентных преобразований алгебраических 
выражений в л1обом линейном пространстве. В дальнейшем эти правила мы 
уже не будем оговаривать особо. 

1.35. Множество L липейпого иространства А пазывается ero. 
линейным подпространством, если при тех же операциях, что ин 
в пространстве К, оно само является линейным пространством. 

1.36. Множество, состоящее из одного нулевого вектора, яв- 
ляется линейным подпрострапством. Это подпространство назы- 
вается нулевым. 

Наименьшим подпространством является нулевое, наибольшим — само 
исходное линейное пространство. Эти два пространства называются триви- 
альными, остальные — нетривиальными. 

1.37. Для того чтобы ‹ множество векторов линейпого прост- 
ранства было его подпрострапством, ' необходимо и достаточпо, 
чтобы это множество вместе с каждой парой элемептов х, у со- 
держало и все их линейные комбипации ах - Ву. 

Мы будем называть линейное пространство рациональным, веществен- 
ным или комплексным в зависимости OT того, является ли поле Р полем 
рациональных, вещественных или комплексных чисел, и обозначать соот- 
ветственно буквами Р, В и С. Тот факт, что в названии и в обозначений 
отсутствует какая-либо ссылка на элементы самого пространства, имеет 
глубокий смысл, HO‘O6 этом мы будем говорить позднее. 

Важнейшим моментом в создании основ математического анализа яв- 
ляется введение понятия функции. Это понятие можно распространить на 
произвольные множества. Правило, по которому каждому элементу x HekO- 
торого непустого множества Х ставится в соответствие единственный эле- 
мент у некоторого множеетва У, называется оператором. Результат приме- 
нения оператора А K элементу х обозначают у = A(z) HIM у = Ах и го- 
ворят, что оператор А действует’ из Х в У, или отображает Х в У. 

'Множество Х называется областью определения сператора А. Элемент 
у называется образом элемента т, а т — прообразом элемента у. Совокуп- 
ность всех образов называется. областью значений оператора А. В том слу- 
чае, когда каждый элемент уе У имеет, и притом только один, продбраз, 
оператор называется взаимно однозначным. Оператор называется также 
отображением, преобразованием или операцией. 

В дальненишем мы будем рассматривать лишь так называемые линей- 
ные операторы. Их отличительные особенности заключаются в следующем. 
Во-первых, областью определения линейного оператора всегда является не- 
которое линейное пространство или его подпространство. Во-вторых, свой- 
ства линейного оператора тесно связаны с операциями над векторами ли- 
нейного пространства. В общей. теории операторов линейпые операторы иг- 
рают столь же важную роль, как и линейные функции в математическом 
анализе. ` 

1.38. Пусть заданы линейные пространства Х, У над одним 
и тем це полем Р. Рассмотрим оператор A, областью определе- 
ния. которого является пространство Х, а областью значепий — 
некоторое миожество из У. Оператор А называется линейным,
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если 
А (аи + Ву) = aAu.t BAv 

для любых векторов и, ve X и любых чисел a, ВЕР. 
1.39. Область значений любого линейного оператора есть под- 

пространство пространсява У. 

Оператор, который каждому вектору хе Х ставит в соответствие ну- 
левой вектор из У, является, очевидно, линейным. Он называется нулевым 
оператором ‘и обозиачается символом’ 0. Оператор В, построенный по пред- 
писавию . Br — —Ат, где A есть линейный оператор из Х в Y, также явля- 
CTCH линейным оператором из Х в У. Он называется оператором, противо- 
положным оператору А. Зафиксируем произвольное число A и калдому 
вектору z @ Х поставим в соответствие вектор az = Х. Построенный таким 
cuocobom оператор будет линейным оператором, действующим из Х в Х. 
Он называется скалярным. При © = 0 мы получаем нулевой онератор, при 
© = 1— так называемый тождественный онератор. Тождественный опери- 
тор обозначается символом E или Г По определению всегда Er = т 
(Iz = 2). 

1.40. Два оператора A, В, действующие из Х в У, пазыва- 
ются равными, если Ах = Bx для всех теХ. Равенство onepato- 
ров обозначается А = В. 

1.414. Оператор С называется. суммой операторов A, В, деи- 
ствующих из XB У, если Сх = Ат-+ Вх для всех r= X. Сумму 
операторов обозначают С = А +В. 

1.42. Оператор С называется произведением оператора A; 
действующего из Х в У, на число A из поля Р, если выполняет- 
ся равенство Ст=А.Ах для всех теХ. Это произведение обо- 
зпачают С =ЛА. 

1.43. Для линейпых операторов А, В операторы A+B и AA 
являются линейными, 

1.44. Операция сложения липейных операторов является ал- 
гебраической, ассоциативной и коммутативной. 

1.45. Множество всех липейпых операторов, действующих из 
линейного пространства Х в линейное прострапство У, есть ли- 
пейпое пространство. 

% 

Рассмотрим три линейных нространства Х, У, Z над одним и тем же 
полем Р. Пусть А — оператор, действующий из Х в У, В — оператор, дей- 
«твующий из Ув Z. 

1.46. Оператор С, действующий из Х в Z, называется произ- 
ведением оператора `В на оператор А, если Cz = B(Az) для всех 
хеЕХ. Произведение операторов В и ‘A обозначают С = ВА. 

1.47. Произведение линейных операторов есть снова линей- 
ный оператор. 

1.48. Произведение операторов обладает следующими свой- 
ствами: 

(AB)C = A(BC), A(BA) = (AB)A = B(AA), 
(A+B)C=AC+BC, A(B+0)=ABt AC.
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1.49. Множество всех линейпых операторов, действующих в 
линейном пространстве X, вообще говоря, есть пекоммутативпое 
кольцо. 

$ 2. Сиетемы векторов 

Рассмотрим множество всех линейных пространств, заданных над од- 
ним и тем же полем Р. Естественно спросить, чем же похожи и чем разли- 
чаются между собой все эти пространства. 

Каждое линейпое прострапство в своем описапии содержит двё суще- 
ственно различные части. Во-первых, линейное пространство есть совокуп- 
пость конкретных ‘объектов, называемых векторами. Во-вторых, нац этими 
конкретными объектами определены операции сложения и умножения за 
число. Ноэтому можно интересоваться либо природой векторов и их свой- 
ствами, либо свойствами указанных операций независимо от природы элс- 
ментов. 

Во всех практически иптереспых случаях ‘построепие и исследование 
линейных пространств осуществляется в два этапа: сначала, учитывая при- 
роду векторов, определяют операции сложения и умножения на число, 
a затем на основе свойств этих операций изучают сами ‘пространства. Ноэ- 
тому два пространства, устроенные одинаково по отношению к операциям 
сложения и умножения на чисно, можно считать обладающими одинаковы- 
ми свойствами. 

2.1. Два липейпых прострапства, задаппых wag одпим и тем 
же полем, называются изоморфными, если между ‘их векторами 
можно установить такое взаимно однозначпое соответствие, при 
котором сумме любых двух векторов первого пространства будет 
отвечать сумма соответствующих векторов второго прострапства, 
а произведению какого-либо числа на вектор первого простран- 
ства будет ‘отвечать ‘произведение того же числа на соответствую- 
щий вектор второго прострапства. 

2.2. С точки зрения всех следствий, вытекающих из аксиом 
линейпого пространства, изоморфные пространства неотличимы 
друг от друга. :. 

2.3. Отношение ‘изоморфизма есть отношение эквивалепт- 
ности. 

Согласно ‘утверзкдению 1.8 ‘множество всех ‘линейных пространств, 3a- 
данных над одним и тем же полем, может быть разбито на классы. При 
этом в каждый класс будут входить изоморфные пространства, и только 
они. Так как изоморфные пространства неотличимы друг от друга, то вме- 
CTO изучения всех ‘линейных пространств. заданных над одним полем, мож- 
но изучать лишь представителей из каждого класса. К ‘описанию этих 
представителей мы и переходим. 

2.4. Вектором размерности п (или п-мерным вектором) назы- 

зается упорядоченная совокупность из п чисел поля Р. Если 

1 — вектор, определяемый числами 'O;, Az, --., An, TO будем ПИ- 

€aTb 

т — (a1, C2, - + 29 An). 

2.5. Числа a, ..., On называются координатами вектора т.
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.:- 2.6. Если векторы Z, у размерпостн п заданы своймп KOOp- 
дпвнатами: х = (ay, ..., On), y=(Bi, ... Ba), TO суммой ‘этих век- 
торов пазывается вектор 

ху = (о, +В,, as + Bo, (д On + Bn). 

‚. 2.7. Если вектор т задан своими координатами 2.4, то произ- 
ведением вектора на число А из поля Р называется вектор 

Ах = (Ло, Ам, ..., An). 

2.8. Нулевым вектором называется вектор, все коордипаты 
которого равны пулю, т. е. 0 = (0, ..., 0). 

2.9. Вектором, противоположным вектору 2.4, пазывается 
вектор 

—л = (—qM, ..., —Gn). 

2.10. Множество векторов 2.4 с операциями 2.6, 2.7 есть ли- 
пейное пространство. Это ‘прострапство называется арифметиче- 
ским пространством размерности п и обозначается P,. Размер- 
‘ность пространства P, обозначается dim P,. 

2.11. Линейное пространство, изоморфное пространству P,, 
пазывается конечномерным: , 

2.12. Линейное пространство, не изоморфное пикакому про- 
странству P,, называется ‘бесконечномерным. 

Таким образом, все линейные пространства, заданные над одним и тем 
же полем P, разбиваются на два класса — конечномерные и бескопечпомер- 
пые. Типичным примером бесконечномерного пространства является 
‘множество всех вещественных функций, заданных на одпом и том же 
отрезке, с естественными операциями сложения функций и умножения 
функции на вещественное число. Различные пространства получаются при 
наложении на допустимые функции различных условиН гладкости. Вообще 
говоря, бесконечномерные пространства в большинстве случаев оказывают- 
ся связанными с пространствами типа Р», которые определяются аналогич- 
HO 2.4—2.7, но с бесконечным числом координат каждого вектора. Однако 
мы не будем изучать такие пространства. | 
`` Мы будем иметь дело в дальнейшем только с веществеппыми и ком- 
плексиыми арифметическими пространствами 'Вл, С; и с изоморфными им 
пространствами. При этом под размерностью произвольного копечномерного 
пространства будем понимать размерпость изоморфного ему арифметиче- 
ского пространства. Если ‘при формулировке` какого-либо определения или 
утверждения не подчеркивается, о. каком. пространстве идет речь, то это 
означает, каз правило, что рассматриваются сразу и вещественное и ком- 
плексное простраиства, причем слово «арифметическое» чаще всего будет 
опускаться. 

2.13. Вектор е пазывается единичным, если одпа его ‘коорди- 
пата равпа единице, ‘а остальные равпы: нулю. 

444. В п-мерпом арифметическом ‚пространстве совокуппость 
едипичных векторов 

= (1, 0, 0, sg 0), р» = (0, 1, 0, v9 0), ...’ р» = (0, 0, 0, sey 1) 
цу 

пазывается естественным базисом прострапства.. 
^— 

2 В. В. Воеводин, Ю. А. Кузнецов к КАЛ АЯ БЕРУ
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2.15. Для лпобого вектора х= (©, oO, ..... Qn) справедливо 
следующее представление: 

L = ор: + ар, +... апр». 

2.16. Пусть задапы система векторов е,, €2, ..., €, и вектор х. 
сли при пекоторых числах 1, G2, .... An выполпяется равенство 

1 = aye, | а.е. +...- aren, 

то говорят, что вектор х линейно выражается через векторы 
е:,..., €n, или представлен в виде разложения по этим векторам. 

2.17. Правая часть равенства 2.16 пазывается линейной ком- 
бинацией векторов €,, ..., е», Числа GQ, ..., An — коэффициента- 
ми линейной комбинации. | 

2.18. Пусть задана система векторов е., ..., @n. Мпожество 
всех липейных комбинаций векторов е., ..., е, называется ли- 
нейной оболочкой этой системы векторов и обозначается Д(е,, ... 
wees Cn). 

2.19. Линейная оболочка любой системы векторов из любого 
линейного пространства является липейным подпрострапством. 

2.20. Линейная оболочка векторов е,, ..., е, есть «паимень- 
шее» липейное подпрострапство, водержащее эти векторы, т. е. 
любое липейпое подпространство, содержащее какую-либо систе- 
му векторов, содеря:ит и ее линейную оболочку. 

Интерес к линейным ‘оболочкам определяется несколькими обстоятель- 
ствами. Во-первых, любая линейпая оболочка устроена очень просто — это 
совокупность ‘всех лниейных комбинаций векторов заданной системы. Во- 
вторых, любая линейная оболочка является линейным пространством. 
И накопец, согласно представлению 2.15 любое арифметическое прострап- 
ство есть линейная оболочка векторов своего естественного базиса. В об- 
щем случае каждое линейное пространство содержит в себе бесчисленное 
мпожество других линейных пространств — линейных оболочек всевозмож- 
ных своих систем векторов. В основе исследования связи линейных прост- 
ранств, линейных оболочек и порождающих их систем векторов лежит од- 
но из самых фундаментальных понятий — попятие ливейной зависимости 
системы векторов. 

2.21. Система векторов е!, е.; ..., е, называется линейно за- 
висимой, если один из векторов е; линейно выражается через 
остальные векторы системы или эта система состоит из одного 
нулевого вектора. 

2.22. Система векторов, не являющаяся липейпо зависимой, 
называется линейно независимой. 

2.23. Система векторов еи, €2, ..., €n линейпо независима тог- 
да и только тогда, когда из равенства 

О: 6: + Aro + eee + nen = 0 

следует равенство пулю всех коэффициептов липейпой комби- 
нации.
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2.24. Система, содержащая пулевой вектор, липейно зависима. 
2.25. Система, состоящая из одпого пепулевого вектора, ли- 

цейпо независима. 
2.26. Если в системе векторов пекоторая подсистема линейно 

зависима, то и вся система линейно зависима. 
2.27. Система векторов линейпо пезависима тогда и только 

тогда, когда лннейно пезависима любая ее подсистема. 
2.28. Пусть система векторов е., ..., €, линейно независима, 

а система е.,..., En, х липейно зависима. Тогда вектор х линей- 
HO выражается через векторы е!, ..., Cn. 

2.29. Система векторов е., е›, ..., е, линейно зависима тогда 
и только тогда, когда либо е, =0, либо некоторый вектор е,, 
2<k<n, линейно выражается через предшествующие векторы. 

2.30. Система векторов е., ..., €n линейно зависима тогда н 
только тогда, когда либо е„= 0, либо некоторый вектор é;, 
1 = Е=<п-— 1, линейно выражается через последующие векторы. 

2.31. Если какой-либо вектор. линейного пространства един- 
ственным образом представляется в виде линейпой комбинации 
векторов е., ..., €n, то эта система векторов.линейпо независима. 

2.32. Если система векторов линейно независима, то любой 
вектор ее линейной оболочки единственным образом представля- 
ется в виде линейной комбинации векторов системы. 

2.33. Если система векторов липейно зависима, то для любо- 
го вектора ее линейной оболочки существует бесконечно много 
разложений NO векторам системы. 

2.34. Если каждый из векторов линейно независимой системы 
€;, .... @n Линейно выражается через векторы Yi, ..., Ym, TO 
nam. 

Липейная оболочка может порождаться различными системами векто- 
ров — как зависимыми, так и независимыми. Естественно предположить, 
что все эти системы должны обладать некоторыми общими свойствами. 

2.35. Две системы векторов е,, ..., е, и р, .... fm называются 
эквивалентными, если каждый из векторов одной системы ли- 
пейно выражается через векторы другой системы. 

2.36. Эквивалентпость систем векторов есть отпошение экви- 
ралентности (см. 1.7). 

2.37. Две системы векторов эквивалентны тогда и только тог- 
да, когда Ux линейные оболочки совпадают. ‘ 

2.38. Эквивалентные линейно независимые системы векторов 
содержат одинаковое число векторов. 

2.39. Любые п-+1 векторов из линейной оболочки системы, 
содержащей п векторов, линейно зависимы. 

2.40. Если не все векторы системы нулевые, то в этой систе- 
ме можно выбрать эквивалентную ей линейно независимую под- 
систему. Всякая такая подсистема называется базой данной 
системы. 

2*
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2.41. Все базы одпой н той же системы векторов состоят из 
одинакового чнсла векторов. Это число называется рангом си- 
стемы. Если все векторы системы пулевые, то ее рапг считается 
равным пулю. 

2.42. Пусть рапг системы векторов равен г. Если некоторая 
ее подсистема содержит более г векторов, то опа линейно за- 
висима. 

2.43. Любая лннейпо пезависимая подсистема, содерязащая г 
векторов, является базой системы. 

2.44. Любую лппейпо пезависимую подсистему дапной си- 
стемы векторов можно достроить до базы этой системы. 

2.49. Если векторы одной системы линейно выражаются че- 
рез векторы другой системы, то рапг первой системы не больше 
ранга второй. 

2.46. Если две системы векторов имеют одипаковый ранг и 
векторы одной системы липеино выражаются через векторы дру- 
гой, то 3TH системы эквивалептны. 

Эквивалентные системы векторов нозволятот дать полное описание 

строения линейных пространств Kak линейных оболочег некоторых систем 

векторов и указать свойства этих систем. 

2.47. Система из векторов естественного базиса арифметиче- 
ского пространства линейно пезависима. 

2.48. В арифметическом пространстве размерности п пе мо- 
жет существовать линейно пезависимая система, содержащая 
более п векторов. 

2.49. В арифметическом ‚пространстве размерности п любая 
линейпо независимая система, содержащая п векторов, эквива- 
лентна естественному базису. . 

2.50. Любое арифметнческое прострапство размерности п яв- 
ляется липейпой оболочкой любой своей липейпо пезависимой 
системы из п векторов. 

.2.91. Никакое арифметическое пространство размерности п 
пе может являться линейной оболочкой системы, содержащей 
менее 72 векторов. 

2.52. Линейно независимая система ‘из п векторов арифме- 
тического пространства размерпости п пазывается базисом про- 
странства.. 

Базис имеет огромное значение при изучении линейных пространств и 
постоянно иснользуется в самых различных исследовапиях. Имепно сущест- 
вовапие базисов в произвольных конечномерных пространствах позволяет 
создавать конструктивные методы изучения хак самих пространств, так и 
Функций в этих простраиствах. Базис позволяет легко описать строепие 
любого линейного пространства, причем простота описания в значительной 
мере определяется конхретным выбором базиса. Конечно, естественный базис 
является самым простым и удобным, одпако им можно воспользоваться 
очень редко. да и то только в арифметическом пространстве. Например, 
любая линейная оболочка является линейпым пространством. Ho’ среди 
векторов, образующих ее базисы и рассматриваемых как векторы основно-
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то арифметического пространства, может просто не быть ни одного единич- 
ного вектора. 

В произвольном конечпомерном линейном пространстве, вообще говоря, 
все базисы равноправны. 11х неравноправие начинается лишь тогда, когда 
мы рассматриваем базисы по отношению к каким-либо другим объектам 
линейного пространства, папример по отношению Kk какому-нибудь фиксиро- 
ванному базису или системе векторов или по отношению к каким-либо 
фупкциям, введенным в линейпом простраистве, и т. п. Как уже отмеча- 
лось, любой вектор может быть нредставлен своим разложением по любому 
базису. . 

2.53. Если имеет место равенство 2.16, где е., ..., е, являют- 
ся векторами базиса, то оно называется разложением вектора т 
no базису, а числа @., ..., Ap называются координатами векто- 
ра относительшо этого базиса. 

‚2.54. Разложепие любого вектора по любому базису едии- 
ственно. 

2.00. Все координаты нулевого вектора отпосительно любого 
базиса равпы вулю. 

2.56. При сложении двух векторов их координаты относи- 
тельно любого базиса складываются. 

2.57. При умножении вектора на число его координаты от- 
посительно любого базиса умножаются на это число. 

Аналогичные утверждения можно было бы продолжить, однако в этом 
пет никакой пеобходимости. Предположим, что задано пекоторое конечпо- 

мерное линейное пространство А размерности п. В мастпости, это может 
быть и арифметнческое пространство. Выберем в К какой-либо базис 
е,.... €n И каждому вектору z пз К поставим в соответствие вектор Ze, со- 
ставленный из координат вектора х в выбранном базисе. Это соответствио 
не только отображает пространство К взаимпо однозначно на арифметиче- 

ское пространство, по и отображает изоморфпо. Поэтому при таком отобра- 
жении любая линейно зависимая система переходит в линейно зависимую, 
ранг системы не изменяется, базис переходит в базис и т. д. 

Установленная связь между произвольными конечномерпыми п ариф- 

метическими прострапствами позволяет ограничиться исследованиями, свя- 

занными только C арифметическими пространствами. Но чтобы не потерять 
общности исследований, мы время .OT времепи будем обращаться к произ- 
зольным линейным прострапствам. 

$ 3. Матрицы и операторы 

Как уже отмечалось ранее, множество всех линейных операторов, дей- 
ствующих из одного линейного пространства в другое, есть липейное про- 
странство (см. 1.45). Исследование этого пространства с помощью базиса 
является эффективным п приводит к возникповению исключительно вал:- 
пого матричного аппарата. 

3.1. Аля любого базпса е., ..., е» т-мерного пространства Х 
п любой системы векторов }, ..., fm П-мерного пространства У 
существует такой липейный оператор A, что }, = Ae, для всех k. 
Если r= Eye, +... Emem, то 

т 

Ах = У быв. 
k=1
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3.2. Линейный оператор, действующий пз прострапства Х в 
пространство У, одпозначно определяется совокуппостью обра- 
зов какого-либо базиса пространства Х. 

3.3. Линейное пространство операторов, действующих из т- 
мерпого прострапства Х в п-мерное пространство У, есть конеч- 
номерное пространство размерности тп. 

Если в прострапстве линейных операторов выбрать искоторый базис, 
то тем самым устанавливается изоморфное соответствие пространства опе- 
раторов арифметическому пространству векторов. При этом операция про- 
изведения операторов порождает соответствующую операцию пад вектора- 
ми. Однако прямой подход в данном случае оказывается пе самым лучшим. 
Зпачительно более интересные результаты можно получить, если базис в 
пространстве операторов выбрать связанным определенным образом с ба- 
зисами тех прострапств, в которых заданы сами операторы. К Tomy же 
оказывается, что вектор арифметического простраиства, соответствующий 
оператору, удобнее записывать не в виде строки 2.4, а в виде пекоторой 
прямоугольной таблицы. 

3.4. Матрицей называется совокупность вещественных илн 
комплексных чисел а;, расположепных в виде прямоугольной 
таблицы: 

Ay, Aye ° Aim 

Ax @5> ° Gam 
р e e e e 

Qni ano ° Anm 

3.5. Числа а; называются элементами матрицы. Ипдексы i, 7 
озпачают, что элемент а. расположен на пересечении #{-й строки 
и j-ro столбца матрицы. Если т или п равпо едипице, то соот- 
ветствующий индекс может отсутствовать. 

3.6. Если матрица имеет п строк и т столбцов, то она пазы- 
вается матрицей размера п Х т. 

‚ 3.7. Матрица пазывается квадратной матрицей порядка п; ес- 
ли п=т. В общем случае матрица называется прямоугольной. 

3.8. Прямоугольпая матрица размера п X 1, состоящая из од- 
ного столбца 

Oy 

Qe 

an 

пазывается столбцевой и обозначается (©, G2, ...) On). 
3.9. Прямоугольная матрица размера 1 Х т, состоящая из од- 

you строки [В, В2...В=|, называется строчной и обозначается 
(В, Bo, ey Bm). 

3.10. Столбцевая матрица “называется также -6eKTOp-cTOLOYOM, 
строчпая матрица пазывается вектор-строкой. Если не возникает
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цаких-либо педоразумепний, TO оба вида матриц называются про- 

сто векторами. 

Для обозначения. матрицы используются различпые символы, папри- 
мер: A, А(пХ м), А (a;;), А = (a;;) ит. п., или же она указывается явно 
B виде таблицы, в зависимости от того, какие характеристики матрицы 
нужпо отметить. В случае пеобходимости указать элемент, расположенный 
на пересечении iH строжи и ]-го столбца матрицы, или Ё-й элемент векто- 
ра, заданные выражепием {.}, используются символы соответственно {.};, 
или {-},. В пекоторых случаях один или оба ипдекса ставятся вверху. По 
отношению к векторам, заданным своим разложением по какому-либо ба- 
зису, символ {-}, означает не что иное, Kak А-ю координату этого разло- 
копия. 

3.11. Пусть в т-мерном пространстве Х задап базнс e4,..., Em, 
в п-мерпом простраистве У — базис qi, ..., Qn. Линейный one- 
ратор A, действующий uz Х в У, одпозпачио определяется па- 
бором чисел {Ae}; для 1 << т, 1 <j<n. 

3.12. При фиксировапных базисах &€;, ..., Cm И Qi, .. Qn В 
пространствах Х, У матрица размера п Xm с элемептами аз; на- 
зывается матрицей оператора А в выбраппых базисах, если аз == 
= {Ae,;}; для всех i, j. 

3.13. При введенпых выше обозпачениях выполняются соот- 
иошения 

Tr 

Ae; = У, 454. 
8==1 

3.14. Пусть у= Ах, где А есть липейпый оператор, действу- 
щий из прострапства Х в прострапство У. Если векторы х, у 
заданы своими разложениями 

т я 

ь1 ® 

r= Dee, y= D nig 
j=I1 i==I 

по базисам, то при введеппых выше обозпачепиях выполпяются 

соотношепия 

Hi = а + @1>Ё> ...- @: тт, 

Hho = ан 1 + A2.Es -... + а`тёт, 

Tr — @п151 + Qn2&2 + eee + AnmEm- 

Мея:ду липейными операторами, действующими из т-мерного простран- 
ства Х в п-мерное пространство У пад общим полем Р, и прямоугольными 
матрицами размера п Ж т с элемептами из того же поля Р установлено 
взаимно одпозначное соответствие. Но существу, матрица оператора ест:. 
вектор того арифметического пространства размерности тп, которому изо- 
морфно пространство линейных ̀ операторов. Все различие заключается лиии, 
в том, что этот вектор удобно записывать не строкой своих координат, а мат- 
рицей. 

Базис простраиства линейных операторов, с помощью которого устанав- 
ливается отображение дапного пространства па арифметическое, устроен
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очень просто. Это есть совокупность ‘из тп линейных операторов E;;, у ко- 
торых при выбранных базисах в пространствах Х, У все элементы матриц, 
за исключением одного, являются нулевыми. Ненулевой элемент находится. 
в.позиции (1 }) и равен единице. Координаты образа, прообраза и линей- 
oro оператора в своих базисах связаны между собой соотношениями 3.14. 

Чтобы говорить об изоморфизме множества линейных операторов измат- 
PUL, необходимо определить для матриц понятие равенства и ввести соот- 
ветствующие операции сложения, произведепия и умножения на число... 

3.15. Матрицы А и В пазываются равными, если они имеют 
одинаковые размеры и {А}; =“В}:; ‘для всех i, 7. Равепство’ мат- 
риц А и В обозначается А =В. 

3.16. Отношение равенства матриц есть отпошеппе эквива- 
лентности. 

3.17. Суммой матриц А и В размеров т Х п пазывается мат- 
рица С размера т Xn, если {С}; = {А}, + {В}; для всех i, j.: 97a 
операция обозначается С = А-В. 

.3.18. Произведением. матрицы А размера mXn на число & 
называется матрица С размера тХЖм, если {С}; = АА} для 
всех i, 7}. Эта операция обозначается С = aA. 

3.19. Разностью матриц А и В размеров mXn пазывается 
матрица С размера mXn, если {С}, = {А}, — {В}‚; для всех i, j. 
Эта операция обозначается С = A — B. 

3.20. Произведением матрицы А размера m Xn и матрицы В 
размера пХр называется матрица С размера т Xp, если 

{С}; = Dy Qindn; 
h=1 

для всех i, }. Эта операция обозначается С = АВ. 
3.21. Операция сложепия матриц коммутативпа и ассоциа- 

тивна, т. е. 

A+B=B+A, (A+B)+C=A+(Bt+O). 

3.22. Всегда выполняется соотношепие A—B=A-+ (—1)B. 
3.23. Для выполнимости операции произведения двух матриц 

необходимо и достаточно, чтобы число столбцов левого сомпожи- 
теля равнялось числу строк правого сомножителя. 

3.24. Операция произведения матриц пе является в общем 
случае коммутативной. 

3.25. Если для каких-либо матриц А и В выполияется равен- 
ство АВ =ВА, то матрицы называются воммутирующими‘ или 
перестановочными. | | 

°’ 3.26. Если операция произведения матриц выполнима, то опа 
ассоциативна, т, е. (АВ)С = A(BC). 

3.27. Для выполнимости ‚операции троизведепия: нескольких 
матриц, ‘заданных в определенном порядке, необходимо и доста- 
точпо, чтобы число столбцов каждой матрицы равнялось Числу 
строк соседней матрицы справа,`В этом случае произведение ‚мах-
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риц определяется однозначно и может быть вычислено при про- 
извольпом порядке расстановки скобок. 

3.28. Если операция произведения матриц выполнима, то опа 
дистрибутивпа по отношению к операции сложения, т. е. 

(А+ В)С = АС+ ВС, D(A+B)=DA+DB. 

3.29. В терминах введенных операций соотношения 3.14 мо- 
тут быть записапы следующим образом: 

с 

11 41 @ 5... бт 51 

No | 4 %2 - Tom bo 

Ц any @ по оо anm Em 

Правая часть равенства есть произведение матрицы на вектор. 
3.30. Множества линейных операторов и матриц с соответ- 

ствующими операциями изоморфны. 
3.31. Множество прямоугольных матриц одинаковых разме- 

ров т Xn образует линейное пространство размерности тп. 
3.32. Множество квадратных матриц одного ‘порядка, вообще 

говоря, образует некоммутативное кольцо. 

Важно подчеркнуть, что все операторные и соответствующие матрич- 
пые равепства будут выглядеть совершенно одинаково, если символ Ах по- 
нимать как произведение оператора A на вектор г. Так как символика и 
свойства операций пад матрицами и операторами в этом случае полностью 
совпадают, то любое преобразование операторного равенства приводит к 
аналогичпому преобразованию матричного равенства. Поэтому с формаль- 
ной точки зрения безразлично, иметь ли дело с матричными или оператор- 
пыми соотношепиями. Использовапие матричного аппарата позволяет соз- 
давать копструктивные методы исследования, и в этом заключается оспов- 
ное его достоинство. Операторный аппарат оказывается более удобным, на- 
пример, в тех случаях, когда нужно подчеркнуть общие свойства или когда 
по каким-либо причинам приходится отказываться от рассмотрения конк- 
ретпых базисов. 

В дальнейшем мы не будем делать различия между операторными и 
матричпыми соотпомениями. Более того, все повые понятия и факты, имею- 
щие место в отношении операторов (матриц), мы, как иравило, без особой 
оговорки будем распространять и на матрацы (операторы). 

3.33. Матрица А’ размера 2 Жт называется транспонирован- 
HOW TO отношению к матрице А размера т Xn, если {A’},;= {Ahi 
для всех 1, J. 

3.34. Имеют место соотношения 

(аА)’=аА’, (А+В)’=А’+ В’, (ABY =B'A’, (A) =A 

3.35. Матрица А размера mXn называется комплексно со- 
пряженной по отношепию к матрице А размера тЖп, если 
{А}.; = {А}; для всех i, }. Здесь черта означает комплексное сон- 
ряжение.
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3.36. Имеют место соотношения 

(«А)=аА, (А+В) = А-В, 

(AB) =А.В. (A)=A. 
3.37. Матрица А* размера n Xm пазывается сопряженной по. 

отношению K матрице А размера mXn, если {A*};,={A}, для 
всех 1, ]. по 

3.38. Имеют место соотношепия 

(«А)*-=аА* (А+В)*= А*- В*, 

(АВ)* = В*А* (A*)*=A, (А)’=(А’). 

3.39. Совокупность элементов а; матрицы, для которых i =j, 
называется главной диагональю; соответствующие элементы Gi; 
называются диагональными. Все остальные элемепты называются 
внедиагональными. 

/ 3.40. Сумма диагональных элементов матрицы А пазывается 
следом матрицы А и обозначается tr А. 

3.41. Имеют место соотношения 

trA=trA’ trA*=trA, tr(aA)=atrA, 

tr(A+B)=trAt+trB, tr(BA)=tr (AB). 

/ 3.42. Bee элементы матрицы A равны пулю тогда и только 
тогда, когда tr (AA*) =0 

3.43. Матрица, все элементы которой равны пулю, пазыва- 
ется нулевой и обозначается символом 0. 

3.44. Для любой матрицы A и нулевых матриц соответствую- 
щих размеров справедливы равенства 

A+0=0+4A=A, 0-A=A-0=0. 

3.45. Матрица A пазывается диагональной, осли все ee впеди- 
аговальные элемепты равны нулю. Диагопальпая матрица с 
элементами 4:1, ..., Amm обозначается diag (ан, 422, ....„ ат). 

3.46. Диагопальная квадратная матрица с равпыми диагопаль- 
ными элемептамн называется скалярной. 

3.47. Диагональная квадратная матрица с диагональными 
элемептами, равными едипице, называется матрицеи тождествен- 
ного преобразования или единичной и обозначается F или Г. 

3.18. При умпожепии прямоугольной матрицы А справа (сле- 
ва) па диагональпую матрицу diag (4,, 4.,...) все столбцы 
(строки) матрицы А ‘умпожаются ‘как векторы па числа 
d,, 4», ... 

3.49. Если квадратпая матрица А перестаповочпа с квадрат- 
ной днагопальной матрицей D, имеющей попарпо различные 
диагопальпые элемепты, то матрица А — днагопальпая.
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3.50. Если квадратная матрица A перестаповочна со всеми 
квадратными матрицами того же порядка, то матрица A — ска- 
лярная. 

3.51. Мпожество матриц, перестановочпых с любой фикси- 
рбвапной матрицей A, является подпрострапством. 

3:52. Множество матриц, перестановочных с любой фиксиро- 
вапной матрицеи 4, является кольцом. 

3.53. Если матрицы A, В перестаповочные, то имеют место 

соотношения 

(A + В)? = A? + 2АВ + В?, 
A? — В = (А+ B)(A—B), 

(A+ BY =A" 4 CAB +. CAB? + В", 
A” __ р" — (А __ B) (A™—" 4 A” 2B + o. + АВ”? -|- В”. 

3.54. Матрицей перестановок называется квадратная матрица, 
у которой в каждой строке и в каждом столбце только один эле- 
мент отличен от нуля и равен единице. 

3.55. При умножении прямоугольной матрицы А справа (сле- 
ва) на матрицу перестановок переставляются столбцы (строки) 
матрицы А. 

3.06. Для любой матрицы перестановок Р всегда выполпяются 
соотношения Р’Р = PP’ =E. 

3.57. Произведение матриц перестаповок одного порядка 

есть снова матрица перестановок. 
3.58. Множество всех матриц перестановок одного порядка 

есть конечная группа по умножению. При этом единичным эле- 
ментом группы является единичная матрица, а элементом, обрат- 
ным для матрицы перестановок P,— матрица Р”. 

3.09. Матрица А с элементами aj; пазывается правой или 
верхней (левой или нижней) треугольной, если а,=0 при i>j 
(i<j). 

3.60. Матрица А с элементами а; пазывается строго правой 
или строго верхней (строго левой или строго нижней) треуголь- 
ной, если а; =0 при i=j (i<j). 

3.61. Сумма и произведение любых двух треугольных матриц 
одпого наимепования есть треугольная матрица того же наиме- 
зовапия. 

3.62. Множество треугольных матриц одного размера и одпо- 
го наименовапия есть линейное пространство. 
_ 3.63. Множество квадратных треугольных матриц одного по- 
рядка и одного наименования есть кольцо. 

3.64. Мпожество квадратных треугольных матриц © пепуле- 
выми диагопальными элементами одного порядка и одиого паи- 
менования есть группа по умпожению.
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$ 4. Определителн, миноры, дополнения 

4.1. Совокупность чисел ji, jo, ... ]», среди которых пет paB- 
пых и каждое из которых есть одно из чисел 1, 2, ..., п, назы- 
вается перестановкой этих чисел. Перестановка 1, 2, ..., п назы- 
вается нормальной. 

4.2. В множестве из п чисел общее количество ‘перестановок 
равно п!. 

4.3. Говорят, что в данной перестановке числа i, j образуют 
инверсию, если I> }, но 1 стоит в перестаповке раньше 7. 

4.4. Перестаповка называется четной, если ее числа состав- 
ляют четное количество инверсий, н нечетной — в противном 
случае. | 

4.5. Транспозицией называется преобразование перестаповки, 
при котором меияются местами какие-либо два числа, пе обяза- 
тельно стоящие рядом. 

4.6. Всякая транспозиция меняет четность перестановки. 
4.7. Все п! перестановок из п чисел можно расположить в 

таком порядке, что. каждая следующая будет получаться из пре- 
дыдущей при помощи одной транспозиции, причем начннать мож;- 
но с любой перестаповки. 

4.8. Число четных перестановок равно числу нечетпых и 

А равно —7!. 

4.9. Определителем п-го порядка, соответствующим квадрат- 
ной матрице порядка п, пазывается алгебраическая сумма п! 
членов, составленпая следующим образом. Члепами определителя 
служат всевозможные произведепия по п элементов матрицы, 
взятых по одному в каждой строке и каждом столбце. Член бе- 
рется со знаком плюс, если индексы столбцов его элементов об- 
разуют четную перестановку при условии, что сами элементы 
расположены в порядке возрастания номеров строк, и со знаком 
минус — в противном случае. 

4.10. Если необходимо указать явный вид элементов матри- 
цы А, то для ее определителя употребляется обозначение 

а а а 
11 12 17 

751, 799 Zan 

an ano ° ann 

Если же явный вид не нужен, то используется обозпачепие det A 
или |А|. 

4.11. Определитель не меняется при транспопировапии мат- 
рицы. Это утверждение означает, что все свойства определителя, 
которые имеют место по отношению к строкам матрицы, будут 
справедливы также и по отношению к столбцам. Поэтому в даль- 
нейшем мы будем указывать только свойства, касающиеся строк.
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4.12. Определитель равен нулю тогда и только тогда, когда. 
строки матрицы образуют лннейно зависимую систему. 

4.13. Если какую-либо строку матрицы умпожить на число 

и, то и определитель умножится на число ©. 
4.14. Если все элементы матрицы порядка п умпожить па 

число ©, то определитель умножится па a”. 
4.15. Определитель меняет знак, если любые две различные 

строки матрицы поменять местами. 
4.16. Определитель не меняется, если к какой-пибудь строке 

матрицы прибавить любую линейную комбинацию остальных 
строк. . 

4.47. Если все элементы [-й строки представлепы в виде сум- 

мы Qi; = ai; + а: то определитель равен сумме двух определите- 
лей, у которых все строки, кроме 1-й, такие же, как в исходном 
определителе, ‘а {-я строка в одном из слагаемых состоит из эле- 
ментов @;;, в другом — из элемеитов Q;;. 

4.18. Определитель р-го порядка, составленный из элементов 
матрицы A, стоящих на пересечении строк с номерами iy, 1, ... 
.... tp И столбцов с померами fi, Jo, ..., Jp, называется минором 
р-го порядка (матрицы или определителя) и обозпачается 

(i ine. ay 

Я №... In 

При этом совпадепие каких-либо ипдексов в верхней (нижней) 
строке в обозпачении минора озпачает, что совпадают между 
собой соответствующие строки (столбцы) самого минора. 

°_ 4.419. Мипор, расположенный в первых р строках и первых 
р столбцах, пазывается ведущим или угловым мипором. Минор, 
расноложенпый в столбцах и строках с одинаковыми номерами, 
пазывается главным. 

4.20. (Формула Bune — Kowu.) Пусть квадратпая матрица С 
порядка п равпа произведению двух прямоугольных матриц А и 

В соответственно размеров 2Xm и mxXn, причем т > п. Тогда 

2 ky A, ww К С 12 п) __ У А 1 n \p п}. 

12 п} 1éhy<...<ky<m К... КЖ 12 ...97 

4.21. Пусть квадратная матрица С порядка п равна mpons- 
ведепию двух прямоугольных матриц А и В соответственпо раз- 
меров 2 XmumxXn, причем т < п. Тогда 4её С = 0. 

4.22. Определитель произведепия двух квадратных матриц 
равен произведению определителей сомножителей. 

| 4.23. Пусть в строках i, ..., i, и столбцах jy, ..., м опреде- 
лителя расположен минор М порядка А. Минор N порядка п — К, 
расположенный в строках и столбцах матрицы, оставшихся после 
вычеркивапия строк iy, ..., i, и столбцов fy, ..., jx, называется
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дополнительным минором для минора М. Число 

называется алгебраическим дополнением мипора М. Алгебраи- 
ческое дополнение элемента а; (минор 1-го порядка) матрицы 
A обозначается А... 

4.24. (Теорема Лапласа.) Пусть в определителе 4 порядка п 
произвольно выбраны k строк (столбцов), где 1 < Е<п—1. Тог- 
да сумма произведений всех миноров А-го порядка, содержащихся 
в выбранных строках (столбцах), на их алгебраические дополне- 
ния равна определителю 4. 

4.25. Пусть в онределителе 4 порядка п произвольно выбра- 
ны две различные группы по & строк (столбцов), где 1 < А<п- 1. 
Тогда сумма произведений всех миноров А-го порядка, содер- 
жащихся в строках (столбцах) одной группы, на алгебраические 
дополнения соответствующих миноров другой группы равпа нулто. 

4.26. Для любой квадратной матрицы А(а;) порядка п всегда 
выполняются следующие соотношения: 

п, ° . Tt . 
| Че А, k=i, detA, k =i, 

У а», А: — | > а, Аз; =| | 
= 0, k si; a 0, hi ЕТ. 

4.27. Определитель диагональной матрицы равен произведе- 

пию диагональных элементов. , 
4.28. Определитель едипичной матрицы равен единице. 
4.29. Определитель треугольной матрицы равеп произведению 

диагональных элементов. 

“Прежде чем переходить к дальнейшим исследовапиям различных ас- 
пектов, связанных C определителем, заметим следующее. Сузцествует мпого 
эквивалентных определений этого понятия. Мы рассмотрели одно из них, 
‹амое распространенное, но, пожалуй, и самое формальпое. За этим опре- 
делением трудпо «разглядеть», что ке представляет собой эта функция, 
если отвлечься от использовапия ‘конкретных базисов в линейных прост- 
ранствах. 

Иногда ‘определитель вводится как некоторая рекуррентпиая (по поряд- 
ку матрицы) ‘фупкция, вычисляемая на освове теоремы Лапласа. Навернос, 
наиболее наглядно определитель можно было бы ввести как ориентирован- 
ный объем системы векторов, о чем речь пойдет дальше. Одпако, чем про- 
ще выглядит определение определителя, тем сложнее доказать свойство 
4.11. Для установления этого свойства неизбежно приходится в той или иной 
мере переходить к определению 4.9. 

В действительтости определитель есть некоторая скалярная функция, 
являющаяся не чем иным, как числовой мерой степепи линейной зависи- 
мости или независимости системы векторов. Оказывается, что при вполне 
естественных ограничениях существует только одна фупкция, обладающая 
свойствами определителя. 

4.30. На мпожестве ивадратпых матриц существует едипст- 
зенная фупкция Ф, обладающая следующими свойствами:
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— Ф есть липейная функция но каждой вектор-строке мат- 

рицы; 
— Ф равна пулю па всех матрицах с липейпо зависимыми 

вектор-строками; 
— Ф равна единице на единичной матрице. , 
4.31. Функция Ф совпадает с определителем. 
4.32. Наивысший порядок отличных от нуля миноров прямо- 

угольной матрицы А называется ее рангом и обозначается сим- 
волом rank А. По определению rank 0 = 0. 

4.33. Любой отличный от нуля минор порядка rank А назы- 
вается базисным минором матрицы А. 

4.34. Строки и столбцы, на которых расположен базисный ми- 
пор, называются базисными. 

4.35. Любые базисные строки (столбцы) матрицы образуют 
базу ее вектор-строк (вектор-столбцов). 

4.36. Для любой прямоугольной матрицы ранги ее систем век- 
тор-строк и вектор-столбцов совпадают и равны рангу матрицы. 

4.37. На пересечении любых базисных строк и базисных столб- 
цов матрицы находится базисный минор. 

4.38.. В любых г линейно независимых строках (столбцах) 
матрицы найдется ненулевой минор порядка г. 

4.39. Перестановками строк и столбцов прямоугольной мат- 
рицы можно добиться того, что все ведущие миноры, порядок 
которых не превосходит ранга матрицы, будут отличны от нуля. 

4.40. Перестановками строк (столбцов) квадратной матрицы 
€ пенулевым определителем можно добиться того, что все веду- 
щие мипоры будут отличны от нуля. 

4.41. Прямоугольная матрица А размера mXn пазывается 
матрицей полного ранга, если rank А =min{m, п}. 

4.42. Для любой квадратной матрицы А полного ранга все 
ведущие миноры матрац A*A и AA* неотрицательны, а ведущие 
миноры, порядок которых не превосходит rank А, строго `поло-- 
жительны. 

4.43. Матрица размера пЖт имеет ранг 1 тогда и только 
тсгда, когда опа может быть представлена в виде произведения 
явух ненулевых ‚матриц размеров ПХ 1 и1Хт. | 

4.44. Любую матрицу ранга г можно представить в виде сум- 
мы г матриц ранга 1 и пельзя представить в виде суммы менр- 
отего числа матриц ранга 1. | 

4.45. (Перавенство Фробениуса.) Если А, В, С — прямоуголь- 
ные матрицы и произведенне ABC существует, то 

rank AB+rank ВС < rank B+ гапЕ АВС. 

4.46. (Неравенство Сильвестра.) Если прямоугольные матри- 
пы A и В имеют соответственно ” столбцов и строк, то 

rank А + rank В — п < гарК АВ < min {rank A, rank В}.
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4.47. Имеют место соотношепия 

rank(aA) =rank А, @ = 0, 

rank А = rank AA* = rank А*А, mu 

rank A =rank A’ = rank A*, 

rank АВ < min {rank A, rank B}, 

rank (А + В) <rank A + rank B. 

4.48. От yMUO?KeHHA слева или справа на матрицы, определи- 
тель которых отличен от нуля, рапг не мепяется. i 

4.49. Матрица называется невырожденной (неособенной), ec- 
ли ее определитель не равен нулю; и вырожденной (особен- 
ной) — в противном случае. 

4.50. Матрица является невырожденной тогда и только тогда, 
когда ее строки (столбцы) липейпо независимы. 

4.51. Произведение невырожденных матриц одпого порядка 
есть невырождепная матрица. 

4.52. Произведение любой квадратной матрицы и вырожден- 
ной матрицы есть вырожденная матрица. ` 

4.53. Матрица А с элементами ау называется присоединен- 

ной для квадратной матрицы А с элементами а:;, если а; = Ах, TIS 
А; есть алгебраическое дополнение aj. 

4.54. Согласпо 4.26 матрица и присоединенпая к ней связа- 
ты между собой соотношепием 

AA =AA=detA-E. 

4.55. Определитель матрицы, присоединепной для квадратной 
матрицы порядка п, равен (det А)”-*. 

4.06. Для любой невырожденпой матрицы А существует един- 
ствеппая матрица 4-' такая, что АА! = А”'А =Е. Матрица А”! 
называется обратной к матрице А. 

4.51. Обратная матрица связапа с присоедипениой соотноше- 

пием А-! = (det A)~'A, и ее элементы таковы: 

An A, 1 Any 

det A det A det. A 

Ay» Ay, Ans 

Avi — | det A deta det A 

Ain Agn .. , Ann 

det A det «4 det A 

4.58. Мпожество всех невырожденных матриц одного поряд- 
жа есть группа по умпожепию. ~
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4.99. Имеют место соотношения 

(A)-! = (4-'),  (A’)-t = (А-')’, (Д*)- = (A719, 

(АВ)! = В-'А-"!. 

4.60. Всегда выполняется равенство det А-' = (det-A)~*. 
4.61. Пусть матрица A — невырожденная и матрица В ранга 

1 представлена в виде В =ху’, где х, у — столбцевые матрицы. 
Torna 

(A+ B)-*=A-'—BA'BAM, 

где В = (1+a)"', а = у’ А”. 
4.62. Еслн к матрице А прибавить матрицу ранга 1, то и к 

обратной матрице A-* прибавляется матрица ранга 1. 
4.63. Ввадратпая матрица А называется вполне неотрицатель- 

ной (вполне положительной), если все миноры любых порядков 
этой матрицы ‘неотрицательны (положительпы). 

4.64. Произведение вполне неотрицательных (вполне положи- 
тельных) матриц есть матрица вполне неотрицательная (вполне 
положительная). 

4.65. Пусть А — квадратная матрица порядка п. Для задан- 

пого числа р, 1<p<n, упорядочим все N=Ch сочетаний из 
п чисел 1,2,... п по.р чисел К <Ё <... < kp в лексикографи- 
ческом порядке. Это означает, что сочетание А, < К, <...< А, 

? , a Га 

предшествует. сочетанию К <, <... <k,, если ky =Ё,, ... 
! ! 

.... Ky = Ёрл, НО К, < ky, 1<l<p. Составим квадратную мат- 
рицу Ар с элементами 

a= Al 1 ? о ? ) 
iy dg... Tp 

если номер сочетания й <&<...<Ъ равен $, а номер сочетания 
ji: < <...<} равен 7. Полученная матрица A, пазывается р-й 
ассоциированной с А матрицей. 

4.66. Ассоциированная матрица для единичной есть единич- 
пая. 

4.67. Ассоциированная матрица для диагональной есть диа- 
тональзая. 

4.68. Ассоциированная матрица для треугольной есть тре- 
угольная того же наименования. 

4.69. Имеют место соотношения 

A,=A, A,=detA, (AB),p=ApBz, (А-), = (Ар). 

4.70. Мипоры матрицы и обратной к ней связаны между со- 
бой соотношениями 

p . ou 

ри ( a ) ! A a ee 
— Ts et — {)s=1 ‚ 

. . d t A ( 4 OS 

a № ° ty tage ee б-р 

3 в. В. Воеводин, JO. А. Кувиецоо
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. . . id of, of Здесь iy<ig<...<ip BMecte c iy <Cig<t--- Cin_pnkh <h< ... 
7 7 / 

.-. ЗЕ, вместе с А, < Ё, < +++ <«Ё_р составляют полную си- 
стему индексов 1, 2,..., 7. 

Среди других числовых функций от матриц отметим перманент мат- 
рицы. Перманент отличается от определителя тем, что в определении 4.9 
каждый член всегда берется со знаком плюс. Для этой функции справед- 
ливы многие свойства определителя, например 4.11, 4.43, 4.17, имеют место 
аналоги ‘теоремы Лапласа 4.24, формулы Бине — Коши 4.20 и т. п. Однако 
перманент не меняется при перестановке строк матрицы. Он пе может слу- 
жить мерой линейной зависимости или независимости системы векторов. 
Легко построить примеры, показывающие, что перманент может быть от- 
личен от нуля, Даже если строки матрицы линейно зависимы, и равен пу- 
лю для матрицы © линейно независимыми строками. Мы не будем более 
детально касаться свойств перманента. 

$ 5. Скалярное произведение 

Абстрактные линейные пространства в некотором смысле беднее’ свои- 
ми понятиями и, свойствами, чем множества направленных отрезков па 
плоскости и в пространстве. Беднее прежде всего потому, что в них не на- 
шли отражения важнейшие факты, связанные с измерениями длин, углов, 
площадей, объемов и т. д. Распространять метрические попятия на абст- 
рактные линейные пространства можно различным образом. Однако самым 
эффективным способом задания возможности измерепий является аксиома- 
тическое введение скалярного произведения векторов. 

9.1. Вещественное линейное пространство Ё называется ев- 
клидовым, если каждой паре векторов х, у из .Ё поставлено в со- 
ответствие вещественное число (xz, у), называемое скалярным или 
внутренним произведением, причем выполнены следующие аксн- 

омы: 

\ (т, у) = (y, x), 

(Az, у) =A(z,-y), » 

(x+y, =) = (2, 8) + (4, 2), 

(т, х) >0 при х=0, (0, 0) =0 

для произвольных векторов х, у, 2 из Е и произвольного вещест- 
венного числа AK. 

5.2. Комплексное линейное пространство U называется уни- 
тарным, если каждой паре векторов х, у из О поставлепо в соот- 
ветствие комплексное число (zr, у), называемое скалярным или 
внутренним произведением, причем выполнены следующие ак- 

сиомы: 

(т, у) = (у, 2), 

(Az, у) =A(z, у), 

(x+y, 2) =(z, +0, 2), 

(z, т) >0 при х=-0, (0, 0) =0
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для произвольных векторов Z, у, 2 и произвольного комплексного 

числа A. Черта в первой аксиоме означает комплексное сопря- 
жение. . 

Сравнение аксиом евклидова и унитарного пространств показывает, что 
OHH различаются «всего лишь» комплексным сопряжением в первой аксио- 
ме. Однако это пебольшое отличие исключительно важно, и его нельзя 
забывать. Если бы в комплексном пространстве аксиомы скалярного произ- 
ведепия полпостью совпадали с аксиомами евклидова пространства, то та- 
кое пространство имело бы совсем другие свойства, чем унитарное. 

При указанных выше аксиомах большинство фактов евклидова и уни- 
тарного прострапств оказываются либо одинаковыми, либо очень похожи- 
ми. Если какие-либо определения или факты в обоих типах пространств 
совпадают полностью или с точностью до замены комплексных чисел веще- 
ственными, мы будем приводить соответствующие формулировки только для 
унитарпых пространств без дополнительной оговорки. 

Естественно, что любое подпространство евклидова (унитарного) про- 
страпства само становится евклидовым (унитарным) пространством, @сли 
в нем сохрапить скалярное произведение. 

9.3. Со скалярным произведением можно выполнять формаль- 
пые злгебраические преобразования, т. е. 

/ 

(Baw pu) — я > asB; (2, yi) 
1—1 91 

для любых векторов Zi, у, чисел а, В; и любого числа г, $ сла- 
таемых. 

5.4. Пусть е., ... ©, — базис линейного пространства и для 
произвольных векторов х, у имеют место разложения 

t= Её + Ее + eee + Enen, 

у = N61 Р Nroe2 +... + nen | 

Скалярное произведение всегда можно ввести следующим образом: 

(т, у) = Е: + Eat + ese + Ел. 

5.5. (Неравенство Коши — Буняковского.) Для любых векто- 
ров 5х, у справедливо неравенство ‘ 

l(z, wl? < (5х, х)(у, у). 

Это перавенство иногда называют неравенством Шварца. 

Мы пе будем сейчас обращать внимание на исследование арифметиче- 
ских прострапств CO скалярным произведением. Наличие естественного ба- 
зиса в этих пространствах делает соответствующие иллюстрации почти 
очевидиыми. Tak, если векторы заданы своими координатами, то формула 
5.4 представляет собой наиболее распространенный способ задания скаляр- 
пого произведения через координаты векторов, неравенство Коши — Буня- 
ковского превращается в известное неравенство | 

п. 3 п. nr 

МЕЛ, | < УЕ > мл 
| 4=1 i=1 j=1 

для Двух последовательпостей комплексных чисел и т. д. 

3*



36 ОСНОВЫ ТЕОРИИ (ГЛ. & 

Однако в арифметическом пространстве скалярное произведение далеко 
пе всегда вводится через естественный базис, и к тому же в форме` 5.4. 
Чтобы не потерять в дальнейшем общности, мы будем использовать в на- 
ших исследованиях только сформулировапные выше аксиоматические сво!!- 
ства скалярного произведения. Естественно, что при этом все утверждения 
остаются в силе и в том случае, когда скалярное произведепие задано в. 
виде 5.4. 

5.6. Неравенство Коши — Буняковского обращается в равен- 
ство тогда и только тогда, когда векторы х, у коллинеарны, т. е. 
либо х = “у, либо у = ох для некоторого числа <. 

5.7. Вектор х называется нормированным, если (т, г) =1. 
5.8. Система векторов называется нормированной, если пор- 

мированы все ее векторы. 
5.9. Любой ненулевой вектор у можно нормировать, если ум- 

ножить ‘его на число А, = (у, у)-*”. 
5.10. Векторы х, у называются ортогональными, если (x, у) = 

= 0. 
5.11. Система векторов называется ортогональной, если либо 

она состоит из одного вектора, либо ее векторы попарно: ортого- 
нальны. 

5.12. Нормированная ортогональная система векторов назы- 
вается ортонормированной. 

5.13. Ортогональная система ненулевых векторов всегда ли- 
нейно независима. | 

5.14. Единственный вектор, который ортогонален ко всем век- 
торам пространства, есть нулевой вектор. 

5.15. Если е., ... @n — ортонормировапная система векторов 
и для векторов х, у имеют место разложения 

X=aye,+ бе» + ... т Onen, 

у = Ве, + Ве. +... 1 Bren, 

то справедливы равенства 

а: = (х, е;), В: = (у, е;), 

(т, у) = си В + с В. +... Вл 

(д, д) = [а lal? +...+ [и 

9.16. В любом конечномерном пространстве со скалярным про- 
изведением существует ортонормированный базис. 

5.17. Если для какого-либо базиса одно из равенств 5.15 вы- 
полняется для всех векторов, то этот базис по отпошению к дан- 
ному скалярному произведению является ортонормированным. 

5.18. Любую ортонормированную систему векторов можно до- 
полнить до ортонормированного базиса. 

5.19. Два множества векторов называются ортогональными, 
если каждый вектор одного множества ортегонален каждому век- 
тору другого множества. Ортогональцость множеств Ё и С 0боз- 
начается f+ С.
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3.20. Для того чтобы вектор х был ортогопалеп к подирост- 
рапству L, необходимо и достаточно, чтобы оп был ортогопален 
ко всем векторам какого-либо базиса подпростраиства 2. 

5.21. Для того чтобы два подпространства были ортогопальпы, 

необходимо и достаточно, чтобы каждый вектор какого-либо ба- 

зиса очного подпространства был ортогопалеп ко всем векторам 
какого-либо базпса другого подпространства. 

5.22. Совокупность всех векторов, ортогопальных мпожеству 
Г. пазывается ортогональным дополнением мпиожества Г ин 06003- 
зачается F+, 

5.23. Ортогопальное дополиепие любого мпожества есть под- 
прострапетво. 

5.24. Мвожество К векторов пекоторого линейного прострач- 
ства называется суммой мпозкеств L,, Lo, ..., Ln этого прострап- 
ства п обозначается K=fL,+L,+...+2Lm, если опо состоит из 
всех векторов вида 2=—2,1TxX,+... + rm, где х.Е L; для всех i. 

5.25. Сумма подпростраиств есть подиростраиство. 
2.26. Говорят, что липейпое пространство К есть прямая сум- 

мо своих подпространств L,, Lo, ..., Lm, и обозпачают 

К =. ++... Ри, 

если любой вектор хе К едипственным образом представляется в 
виде суммы х=х, тт, +...Рх„, где х.е Г, для всех i. Если 
m=, то вектор x, (x2) называется проекцией вектора xX на под- 
простраиство L, (£2) вдоль подпространства L, (Ly). 

2.27. Для того чтобы пространство К было прямой суммой сво- 
их подоространств, необходимо и достаточно, чтобы объедине- 
пие базисов этих подпространств составляло базис всего прост- 
раиства. 

2.28. Для Toro чтобы сумма подпрострапств была прямой, пе- 
обходимо и достаточно, чтобы нулевой вектор единствеппым об- 
разом был разложим по векторам базисов подпространств. 

9.29. Множество Ff некоторого линейного пространства пазы- 
вается пересечением множеств Ly, L, этого пространства и обоз- 
зачается Р=Д,ПЛ,, если оно состоит из векторов, одповре- 
Meuno припадлежащих как L,, так и Lp. 

5.30. Пересечение подпростраиств есть подпространство. 
5.51. Для любых подпространств L,, [, имеет место равепство 

dim ([. ПД, ) + dim (С, + 2.) = дла Г. + dim Ll. 

2.32. Размерность суммы любого числа подпрострапств ue 
меньше, чем максимальная из размерностей этих подпрострапств. 

5.33. Для того чтобы сумма подпространств была прямой, пеоб- 
ходимо и достаточно, чтобы пересечепие каждого из подпрост- 
ранетв с суммой остальных содержало лишь нулевой вектор.
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2.34. Сумма К подпространств L,, L., ... Lm называется ор- 
тогональной и обозначается 

K=L,09L,9,..9L,, 

если подпространства попарно ортогональны. 
5.35. Ортогональная сумма ненулевых подпространств всегда 

является прямой суммой. 
0.36. Евклидово или упитарное пространство есть ортогональ- 

пая сумма любого своего липейного подпространства и его орто- 
гопального дополнепия. 

5.37. Для того чтобы ранг какой-либо системы векторов рав- 
нялся размерности пространства, пеобходимо и достаточно, чтобы 
единственным вектором пространства, ортогональным всем век- 
торам системы, был нулевой вектор. 

5.38. Пусть К=Г,+...-+Г» и для векторов Zz, у имеют ме- 
сто разложения х=л: Т...Тх», y= yr +... РУ». Для того что- 
бы сумма К была ортогопальной, .пеобходимо и достаточно, чтобы 
для всех 5, у` выполнялось равенство (2, у) = (х, у)+.. 
weet (т, Ут). — 

2.39. Для любых двух подпрострапств L, М`евклидова или 
унитариого пространства К справедливы соотпоптения 

dim Ё-+ dim L+ = dim K; 

(L+)+=L, K+=0, 0'=K; 

(L+M)+=I*+1 M+, (LN M)+=L++ М"; 
если DCM, то M+ cL, 

5.40. Длиной |x| вектора x пазывается величина +(x, zx) 
5.441. Для любого вектора x и числа A выполняется равенство 

Аж = IAI tel. 
5.42. Если векторы 2X1, ..-, 2, попарно ортогональны, то 
|... + 1,2 = le, +...+ 1. 

5.43. Для произвольных векторов х, у имеют место соотноше- 
ния [i2zl—lyll<lz—yl<lIzl+tyl. 

5.44. Для любых векторов x, у имеет место тождество парал- 
лелограмма [т — yl? + lat yl? = 2 +1). 

5.45. Углом {т, у} между ненулевыми векторами х, у евклидо- 
ва прострапства пазывается угол, определяемый соотношениями 

4/2. 

cos {х, y=, O< {z, у} <л. 

[сли среди векторов 5х, у есть хотя бы один пулевой, то угол 
между такими векторами считается не определенным. В унитар- 
ном пространстве понятие угла между векторами обычно пе 
вводится. 

2.46. Угол между ненулевыми векторами равен 0 или л тогда 
и только тогда, когда векторы коллинеарны.
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5.47. Пусть е., ... @n — ортопормированпый базис евклидова 
прострапства, х — произвольный вектор. Всегда выполняется ра- 
вепство 

cos’ {x, e,} + cos’ {z, e.} +... - cos’ {z, e,} = 1. 

5.48. Расстоянием р(х, у) между векторами x, у называется 

величипа |x — yl. 
5.49. Расстояпие между векторами удовлетворяет следую- 

цим свойствам: 

p(x, у) = ply, 2); 
о(х, у) > 0, если ry, plz, у) =0, если z= у: 

0(х, у) < р(х, 2) + plz, у) (неравенство треугольника). 

5.50. Расстоянием р(А, В) между мпожествами A, В векторов 
одного и того зке прострапства пазывается величипа 

о(А, В) =inf plz, у), reA, уеВ. 

5.51. Углом {х, L} между пенулевыми вектором х и подпро- 
страпством L евклидова прострапства пазывается наименьший из 
углов, которые x образует с векторами из ГЛ. 

5.52. Если евклидово пространство разложепо в ортогопаль- 
пую сумму подпространств L,, ..., Lp, To 

cos’? {z, Гл} + cos’ {z, DL.) +...+ cos? {z, Lp} = 1. 

5.53. Каковы бы ни были вектор { и подпростраиство Г, всег- 
да существует, и притом едииственпое, разложение f—gth, где 
ЕЁ, В - Г. Вектор # называется ортогональной проекцией век- 
тора. f па подпрострапство Г, вектор hk — перпендикуляром, 
опущенным из f па L. Нроекция обозначается рг,/, перпепди- 
куляр — ortz/. , 

2.94. Для любых векторов х, у и числа A всегда выполняются 
соотпошения 

ргьх = ort,*x, отт = pris, 

pr.(z + у) = prix + ргьу, pri(Ar) = А, ргьх, 

ort, (2 + у) = огых + ort.y, ort, (Az) =A ort. 2, 

pri(priz) = ргьх, ort, (ort,z) = огл. 

2.55. Для того чтобы сумма Г, Г, wogmpocrpaucts L,, L, 
была ортогональной, необходимо и Ддостаточпо, чтобы для любого 
вектора х выполнялось равенство 

рег. +г,т = ргг.х + ргг т. 

9.56. Если подпростраиства Ги, Г., ..., Lm попарпо ортогопаль- 
пы, то для любого вектора х справедливо неравенство 

т 

|x ? z= 2 ргг.. т р, 
j=
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причем равенство достигается тогда и только тогда, когда х при- 
надлежит ортогональной сумме этих подпространств. 

9.57. Расстояние между вектором и подпространством рав- 
по длипе перпепдикуляра, опущениого из вектора на подпирост- 
рапство. 

5.58. Ближайшим вектором подпространства к задаппому век- 
тору является его проекция па это подпространство. 

2.59. Угол между вектором пи подпространством совпадает с 
углом меязду этнм вектором ип его проекцией па полпрострапство. 

2.60. Пусть е., ..., е, — ортопормироваппый базие подпро- 
страпства С. Для любого вектора х имет место соотпошения 

$ $ 

Pree = > (т, е;) е:, ort; zr = $ — > (т, €;) е:, 
4 || a 

=>
. | = 

| priz [P= (x, edP, lortrz] =| 2)? — a (z, е,)Ё. tw
: 

| 
e
o
 

2.61. Две системы векторов 21, ..., Te и У... Ук пазываются 
биортогональными или двойственными, если 

| =), 

0, 1-52}. 

5.62. ЦПаждая из биортогональпых систем линейно незави- 
спма. 

5.63. Для любого базиса существует единственный биортого- 
нальный базис. 

0.64. Пусть е,, ..., en W fi, .... |, — пара биортогональных ба- 
зисов. Для любого А, 1 < < п, ортогопальное дополнение к ли- 
ненной оболочке векторов @, ..., Cx совпадает с липейной оболоч- 
кой векторов fii, .. 4 [n- 

5.65. Пусть в пространстве со скалярпым произведением за- 
дана система векторов 1., ..., х,. Обозначим через L, нулевое. 
подпрострапство, через Л; — линейпую оболочку векторов т,, ... 

. 1. Объемом Т(х,..., Ln) системы векторов 21, ..., Л, назы- 
вается величипа 

(Zi, Yi) — 

п 1 

V (т), oe eg Ln) — LP | orte,zi44|.- 
i=0 

0.66. Для любой системы векторов 1, ..., Tr справедливо не- 
равенство Л1дамара 

п—1 

V (2, ee ey tn) < [J | zis], 
1=0 

причем pawRelcTBO имеет место тогда и только тогда, когда систе- 
ма Xi, ... т, ортогональна ‘или содержит пулевой вектор.
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5.67. Если система 24, ..., 2, пормировапа и ee объем равен 
единице, то она ортопормировапа. | 

5.68. Среди пормированных систем ортопормировапиая си- 
стема имеет макснмальный объем. 

5.69. Для любых двух ортогональных мпожеств векторов 
Ту, ...Лр И Ys, ..., Yr справедливо равепство 

V(ay, 20 Lpy У. Yr) = Via, ..., ХРТ(У, «4 Yr). 

2.70. Разложим векторы 2, ... La по какому-нибудь ортопор- 
мироваппому базису е:,...,е,„ и U3 коордипат этого разложения, 
расположенных по строкам или столбцам, составим квадратпую 
матрицу. Модуль определителя дапиой матрицы всегла совпада- 
ет © объемом системы векторов хи, ..., Zn. 

2.71. Пусть es, ..., е» — ортопормнированиая система векторов. 
Если для системы £1, ..., En выполпяется перавеиство 

n 

mle? < 1, 
1==1 

то система векторов е, + &.,....е,-+ En липейпо независима. 
5.72. Евклидовы (упитарпые) пространства К и K’ пазыва- 

ются евклидово (унитарно) изоморфными, если опи изоморфпы 
как воществепные (комплексные) линейвые простраиства и, кро- 
ме того, для любой пары векторов х, у из К и соответствующих 
векторов т, У’ из К’ выполияется равенство (2, у) = (z’, у’). 

5.73. Для того чтобы два евклидовых (упитарных) пространст- 
ва были ‘евклидово (упитарпо) изоморфны, необходимо и доста- 
точпо, чтобы были равны их размерности. 

5.74. Пусть дапы два евклидовых (упитарпых) простраиства 
одной размерности. Выберем в каждом пространстве по ‘какому- 
пибудь ортонормированному базису пи установим соответствие 
между теми векторами, которые имеют одипаковые координаты 
соответствеппо в своих базисах. Это соответствие есть евклидов 
(упитарпый) изоморфизм. 

Устаповление изоморфизма между двумя пространствами со скаляр- 
вым произведением позволяст в TCOPCTHYCCKOM плане ограпичиться иссле- 
довапием арифметических прострапств со скалярным произведемием 5.4 по 
отношению к естественному базису. В реальных ситуациях не всегда мож- 
NO указать ортонормированный базис, нозволяющий установить изоморфиое 
соответствие арифметическому пространству. Имеино этим, в основном, If 
объяспяется наше стремлепие сохранить большую общлость. Кроме того, 
ne всегда за определенными фактами в арифметических пространствах лег- 
ко увидеть существениые моменты. В качестве примера приведем следую- 
щее утверя‹дение. 

5.15. Пусть в арифметических прострапствах скалярпые про- 
изведепия введены согласно 5.4 по отношению к естественным 
базисам. Для любой нрямоугольной матрицы А и любых векто-
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ров Z, У соответствующих размеров всегда выполняется равенство 

(Az, у) = (х, А*у). 

Рассматривая это равенство с точки зрепия формальных матричных 
определений и естественного скаляриого произведения, трудпо увидёть что- 
нибудь большее, чем то, что написано. 

В заключение мы хотели бы обратить впимание на утверждение 5.74. 
Из него вытекает, что при малых изменениях ортопормированных ‘систем 
сохраняется их линейная независимость. В других системах это свойстяо 
уже не проявляется в столь четком виде, так как малость измепения зави- 
сит в общем случае от меры липейпой пезависимости исходной системы. 
Эта особеппость ортопормированпых систем определила их широкое ис- 
пользование при построении самых различпых вычислительных алгоритмов. 

$ 6. Системы линейных алгебраических. уравнений 

6.1. Системой линейных алгебраических уравнений относитель- 
по неизвестных 21, 212, „.., Lm Пазывается совокуппость уравнепий 
вида 

(11.21 + Ay2L> + eee + Отт = Ui, 

(2.11 + (1..2 52 +, . + Ayla = Yo, 

Ста. + Anote + ... + Qnamlm = Уп. 

Числа a; пазываются коэффициентами системы, числа у; — ее 
правыми частями. 

6.2. Упорядоченпая совокупность неизвестных, удовлетворяю- 
щая каждому из уравнелий, называется решением системы. 

6.3. Если система имеет хотя бы одно решепие,`то опа назы- 
вается совместной; в противпом случае система называется не- 
совместной. 

6.4. Если система совместна, то каждое ее решение называет- 
ся частным; совокупность BCeX частных решений пазывается 0б- 
щим решением. 

6.5. Система называется неоднородной, если среди ее правых 
тастей есть хотя бы одна отличная от пуля; в противпом случае 
система пазывается однородной. 

6.6. Система, полученпая путем замены всех правых частей 
пулями, называется приведенной однородпой системой. 

6.7. Однородная система всегда совместна, так`как одним из 
ее частпых решений является пулевое решение. ̀ 

6.8. Две совместные системы линейных алгебраических урав- 
пепийи относительно одних и тех же неизвестных называются эк- 

вивалентными, если каждое решение одпой системы является ре- 
‚непием другой системы.
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6.3. В термипах матричных операций система линейных алгеб- 
раических уравнепий может быть записана следующим образом: 

a, “ye Gm р т Уз 

Ч 492 + + + Fam Fo _ Yo 
e e e e 

Oni ао . ° - anm Im Yn 

6.10. Матрица A с элементами а; называется матрицей систе- 
мы, вектор т с неизвестными Z,, ..., ТФ» — вектором неизвестных, 
вектор у, составленный из чисел Ys, ..., Yn,— вектором правых 
частей системы или просто правой частью. 

В этих обозвачениях система линейных алгебраических уравнепий вы- 
глядит так: Ar = у. 

Решение систем линейпых алгебраических уравнений является одной 
из самых важпых задач линейпой алгебры. Как вытекает пз соотношепий 
3.14, к ней сводится пахождение по заданному образу при линейном ото- 
бражепии одпого пространства в другое всех или. части ero прообразов. 
К решепию липейных систем сводится также определение координат век- 
торов при их разложении по заданному базису, установление принадлеж- 
ности вектора задаплой линейной оболочке и многое другое. Все эти задачи 
особенпо наглядны в арифметических пространствах, если к тому же под 
линейным преобразованием понимать умножение матрицы на вектор. 

Совпадение символической записи для линейного преобразовапия и 
системы липейпых алгебраических уравнений, конечно, не случайно. если 
припять во впимание изоморфизм линейных операторов и матриц. Задача 
решевия систем, по существу, полностью совпадает с задачей исследования 
мпожества прообразов по заданному образу при фиксированных базисах в 
пространствах. Поэтому снова, вводя новые понятия и получая вовые факты 
в отношении матриц, мы будем распространять их, как правило, и па опе- 
раторы без специальных оговорок. 

6.11. В терминах векторных олераций (точнее, операций пад 
столбцевыми матрицами) система линейпых алгебраических урав- 
нений может быть залисана следующим образом: 

a ‘10 aim Wy 

a a y 21 22 om р) 
Ly -- Do —~|- eee = Im — . 

anf ane _ Inm Уп 

6.12. Система липейных алгебраических уравнений совместна 
тогда и только тогда, когда вектор правой части принадлежит 
линейной оболочке вектор-столбцов матрицы системы. 

6.13. Матрица, полученная приписыванием справа к матрице 
системы столбца правых частей, пазывается расширенной мат- 
рицей системы. 

6.14. (Теорема Кронекера — Капелли.) Для того чтобы систе- 
ма линейных алгебраических уравнений была совместна, необхо- 
димо и достаточно, чтобы ранг расширенной матрицы системы 
равнялся рангу. матрицы системы.
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6.15. Общее решепие приведепиой одпородной системы обра- 
зует в т-мерном арифметическом простраистве подирострапство 
размерности mt — г, где г — раиг матрицы системы. 

6.16. Любой базис подпрострапства решений приведепиой од- 
породпой системы пазывается фундаментальной систвмой ре- 
шений. 

6.17. Общее решецие пеодпородпой системы получается пу- 
тем прибавления к общему регшепию приведеппой одпородпой си- 
стемы любого частного решепия неоднородной системы. 

6.18. Разность любых двух частпых решений неодпородной си- 
стемы есть частное решение приведеппой одпородпой системы. 

6.19. Для того чтобы совместная система имела единственное 
решение, пеобходимо п ‘достаточно, чтобы ранг матрицы системы 
был равеи числу неизвестных. | | 

6.20. Для того чтобы одпородная система имела пепулевое ре- 
шение, пеобходимо IL достаточно, чтобы ранг матрицы системы 
был меныше числа неизвестпых. 

6.21. Однородная система с квадратной матрицей имеет нену- 
левое решение тогда и только тогда, когда матрица снстемы вы- 
роя‹деппая. 

6.22. Система липейных алгебраических уравпений Ах=у 
с квадратной матрицей A имеет единствепное решепие тогда и 
TOMbKO тогда, когда матрица А певырождеппая. В этом случае 
решение задается формулой z= A~*y. 

6.23. (Формулы Крамера.) Рассмотрим систему линейных ал- 
гебраических уравиепий с певырожденной матрицей. Обозначим 
через d определитель матрицы системы, через 4; — определитель, 
отличающийся от 4 лишь тем, что в пем 7-й столбец замепеп 
столбцом правых частей. Тогда едииствепное решение системы 
может быть вычислепо по формулам z; = 4/4 для всех fj. 

Несмотря па то, что формулы. Крамера дают ясное представлепие ре- 
шепия системы с пневырождепнойи матрицеи, они редко используются в 

практических расчетах. Осповпые причины этого заключаются в большой 
трудоемкости процесса вычнслепия всех определителеи и в численнои его 

неустойчивости. Одпако в теоретическом отпошении формулы Крамера пе- 
редко оказыватотся полезпыми, так Kak ‚Позволяют исследовать зависимость 

решепия от элементов матрицы и правои части. 

Теорема Кронекера — Капелли формулирует необходимое и достаточпое 
условие разрешимости системы в термипах ранга матрицы. Это не очепь 

удобпо, так как пе позволяет заметить той глубокой связи, которая сущест- 
вует между липейными системами и уравнепиями других типов. В даль- 

иейших исследовапиях существенно используется соотношение 5.75, поэто- 
му будем считать, что скалярное произведение введено согласно 5.4, через 

сстествеппый базис. 

6.24. Пусть Х, У — арифметические пространства размерности 
соответственпо т, пп А — матрица размера п Xm. Множество 
векторов хе А, для которых Ах = 0, называется ядром матри- 
цы A и обозначается ker А. Размерпость ядра матрицы А иногда 
называется ее дефектом. Мпожество векторов уЕ У, для которых
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у= Ах хотя бы для одного вектора LEX, называется образом 
матрицы А и обозначается im A. 

6.25. Образ н ядро любой матрицы суть подпространства, при 
этом всегда имеют место равенства 

dim (im A) =rank.A, dim (ker А) = т — гапК А. 

6.26. Для любой матрицы А п сопряженной к ней матрицы 
A* всегда выполняются соотпошепия 

rank A = rank А*, 

dim (ker А) = dim (ker A*), 

ker A* = (im A)+, ker A = (im A*)+, 

ker (A*A)=kerA, im(A*A)=im A*, 

ker (AA*) = ker A*, im (AA*) = im A. 

6.27. Для арифметических пространств A, У co скалярным про- 
изведением при любой матрице A справедливы разложения 

Х = Кег А Фи А* = ker (A*A) Ф im (А*А), 

У == Кег А* © im A = ker (AA*) © im (AA*). 

5.28. Или неодпородная система AX=—y имеет решение при 
любой правой части, или сопряженная однородная система 
.i*u =0 пмеет по крайней мере одно ненулевое решение. 

6.29. (Альтернатива Фредгольма.) Или неоднородная система 
с квадратпон матрицей всегда имеет, и притом единственное, ре- 
ление при любой правой части, или сопряженпая однородная си- 
стема имеет по крайпей мере одно ненулевое решение. 

6.30. (Теорема Фредгольма.) Для того чтобы неоднородная си- 
стема с квадратной матрицей была разрешима, необходимо и до- 
статочпо, чтобы правая часть была ортогональна ко всем реше- 
пиям сопряженной однородной системы. 

6.31. Если система Ах = у совместна, то среди ее решений су- 
ществует только одно, принадлежащее пи A*, Это решение назы- 
вается нормальным. 

6.32. Среди всех решений системы Ах = у нормальное реше- 
ине является единственным, которое ортогонально ядру матри- 
цы А. 

6.33. Среди всех решений системы Аз = у нормальное реше- 
пие имеет минимальпую длину [1|. 

6.34. Для того чтобы система линейных алгебраических урав- 
пепий Ах == у была совместна, необходимо и достаточно, чтобы 
правая часть у была ортогональна ядру матрицы А*. 

6.35. Система А*Ах = А*у совместна при любой матрице A и 
любой правой части у. 

6.56. Если система Ах = у совместна, TO она эквивалентна си- 
creme А*Ах = А*у
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6.37. Псевдорешением или обобщенным решением системы 
Ах = у называется решепие системы А*Ах = А*у. 

6.38. Среди всех. векторов пространства Х псевдорешения, и 
только они, обеспечивают: 

— ортогональность вектора невязки AX—y образу матри- 
цы A; 

— минимальность длины вектора невязки |Ax — yl, 

6.39. Пусть задана система Ах = у. Рассмотрим вектор у. рав- 

ный проекции вектора у на образ матрицы А. Система Ах =у 
всегда совместна, и множество ее решений совпадает с множест- 
вом псевдорешений исходной системы. 

6.40. Для любой системы линейных алгебраических уравпений 
всегда существует, и притом единственное, нормальное псевдо- 
решение. | 

6.41. Среди всех псевдорешений системы Ах=у нормальтое 
псевдорешение, и только оно, ортогопально ядру матрицы A. 

Таким образом, если разрешимость Az = у не гарантируется, то мы 
всегда можем заменить решение этой системы решением системы A*Az — 
— А*у. При этом обеспечивается минимизация длины невязки Az — у. 

В случае системы с невырожденной матрицей ее решепие находится с 
помощью обратной матрицы. Обратная матрица играет существенную роль 
при выполнении многих исследований. Однако она была определена лишь 
для невырожденных матриц, и пока мы не имеем соответствующего апало- 
га для вырожденных и тем более для прямоугольных матриц. Этот аналог 
может быть построен на основе псевдорешений. 

Пусть задана произвольная прямоугольная матрица A. Каждому Bek- 
тору у= Y поставим в соответствие вектор хо © A, являющийся нормальным 
псевдорешением системы AZT —= у. Это соответствие порождает отображение 
хо = Aty пространства У в прострапство X с помощью ипекоторого операто- 
pa At, Принимая BO внимание, что псевдорешения липейно зависят OT пра- 
вой части, а нормальное псевдорешение к тому же ортогопально ядру мат- 
рицы A, легко. показать, что оператор А+ — линейный. Матрица оператора 
А+ и есть аналог обратной матрицы. 

6.42. Пусть А — прямоугольная матрица размера п Xm и ран- 
га г> 0. Существуют матрицы В, С размеров соответственно п Ж г, 
rXm и ранга г такие, что 

b ее би te 
Cin (19 “Ст | 

А ВС 21 bo, 

e e e e e e e | С 

rl) “72 °° ° = 
bn оо bn, 

Это разложение матрицы A называется скелетным. 
6.43. В скелетном разложении в качестве столбцов матрицы В 

можно взять любые базисные столбцы матрицы А. Тогда столб- 
цы матрицы С состоят из коэффициентов линейных комбинаций, 
с помощью которых выражаются все столбцы матрицы А через 
базисные.
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6.44. Матрица At размера m Xn называется псевдообратной 
нли обобщенной обратной для матрицы А размера пЖт, если 
выполпяются условия 

AAtA=A, А+=О0А* — АФУ, 

тде U, Г — некоторые матрицы. 
6.45. Для любой матрицы А не может существовать двух раз- 

личных исевдообратных матриц. 
6.46. Если матрица А размера пХ т есть матрица полного 

рапга, то матрица At имеет вид 

at (A*A)*A*; nom, 

_ {A*(AA*), n< т. 

6.47. Если матрица А представлена своим скелетным разложе- 
пием 6.42, то матрица А* имеет вид j 

А+ = С+В+ = С*(СС*)-(В*В)-—В*. 

6.48.. Матрица, псевдообратная для нулевой, также является 
нулевой. 

6.49. Матрицы A, A+, А* связаны между собой соотношениями 

(А*)+ = (At)*, (А+)+ = 

(АА*)* = АА*, (AAT)? = АА+, 

(А+А)* = А+А, (АТА)? = А*А, 

AtAAt = А+. 

6.50. {Уравнения Пенроуза.} Псевдообратная матрица единст- 
веппым образом определяется уравнениями 

АА+А = А, A*AAt = А+, 

`(АТА)* = А+А, (AAt)*¥ = АА+. 

6.51. Для псевдообратной матрицы At и сопряженной матри- 
цы А* совпадают ядро и образ. 

6.52. Всегда имеют место соотношения 

ргивлу = ААТу, primast = A*Az. 

6.53. Псевдорешения системы Ах = у, и только они, являют- 
ся решениями системы Ах = AA*y. 

6.54. Для нормального псевдорешения Lo любой системы ли- 
пейпых алгебраических уравнений Ат = у справедливо равеп- 
CTBO % = Aty. 

6.55. Рассмотрим систему Ах=у и сопряженную систему 
A*u =v. Нормальные решения 2X, и, этих систем связаны меж- 
ду собой соотношением (2, v) = (у, ш).. 
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Наряду с системой Ах = у в формулировках приведенных фактов не- 
однократно встречалась и сопряженная система A*u =v, т. е. система с 
матрицей 4*. Это не является случайным, о чем свидетельствует утвержде- 
ние 6.55. 

Мы хотим обратить внимание на следующее обстоятельство. В практн- 
ческих задачах довольно часто приходится решать системы с одной и той 
me матрицей A, но с различными правыми частями у. При этом нередко 
интерес представляют пе сами решения, а некоторые линейные функцио- 
налы от них. Известно, что линейный функционал может быть представлен 
как скалярное произведение с фиксированным вектором. Поэтому вместо 
того, чтобы каждый раз решать систему и затем вычислять линейный функ- 
цнонал, согласно 6.55 можно один раз решить сопряженную систему, 
а каждый раз вычислять только линейный функционал. Принимая BO BIIII- 
манне, что решение системы является исключительно трудоемкой задачей, 
нетрудно понять преимущество второго подхода. 

Остановимся теперь на геометрической интерпретации системы липей- 
пых алгебраических уравнений и ее решения. Выражения, которыми за- 
даются отдельные уравнения системы, представляют в декартовых коорди- 
натах на плоскости и в пространстве соответственно уравпения прямой 
липии и плоскости. Ноэтому -решение системы можно трактовать как на- 
хождение общих точек пересечения прямых и плоскостей. Заметим, что как 
уравнение прямой на плоскости, так и уравнение плоскости в пространстве 
описываются через скалярные произведепия. Все эти факты имеют прямую 
аналогию и в случае систем общего вида. 

6.56. Пусть С — некоторое подпространство линейного про- 
странства К и хх. — некоторый вектор из К. Множество Я век- 
торов х = т. + у, где у — любой вектор из Г, называется плоско- 
стью в линейном пространстве. Вектор 2х. называется вектором 
сдвига, подпространство Ё — направляющим подпространством. 
Размерностью плоскости называется размерность ее направляю- 
шего подпространства. 

6.57. Каждая плоскость однозначно определяет свое папраз- 
ляющее подпространство и неоднозначно — вектор сдвига. 

6.58. Для каяздой плоскости существует единственный’ век- 
тор сдвига, ортогональный направляющему подпространству. 

6.29. Если пересечение плоскостей содержит вектор Zp, TO 
оно представляет собой плоскость, образованную сдвигом пере- 
сечения направляющих подпрострапств на вектор Io. 

6.60. В линейном пространстве размерности т любая плос- 
кость размерности тб— 1 называется гиперплоскостью. 

6.61. В пространстве со скалярным произведением любая ги- 
перплоскость может быть задана уравнением (х, а) =у, где а — 
ненулевой вектор, называемый нормальным, у — число. 

6.62. Систему линейных алгебраических уравнений 6.1 мож- 
но рассматривать как систему гиперплоскостей 

(т, ал) = Yi, (т, a>) = Yo, ..., (т, а») = Un 

в арифметическом пространстве, а решение системы — как пе- 
ресечение этих гиперплоскостей. 

6.63. Общее решение системы линейных алгебраических 
уравнений представляет собой либо пустое множество, либо плос-
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кость. Размерпость этой плоскости равпа разности между раз- 
мерностью прострапства и рапгом липейной ‘оболочки векторов 
Qs,» 20, An. 

6.64. Расстояние между вектором и и гиперплоскостью И, 3a- 
дапной уравнепием (zx, а) = у, равпо 

o(v, H) = |(v, а) — yl/Ial. 

6.65. Пусть снстема уравпепий 6.1 задана системой гипер- 
плоскостей 6.62, причем векторы ai, ..., а» пормировапные. Тог- 
да множество псевдорешений системы 6.1 совпадает с множест- 
вом векторов пространства, для которых сумма квадратов рас- 
стояпий до всех гиперплоскостей 6.62 является мипимальной. 

6.66. Любой вектор f пространства может быть едииствен- 
пым образом представлен в впде суммы {= 8-Й, где g припад- 
лежит гиперплоскости H, а hk ортогонале! направляющему под- 
пространству. Вектор g пазывается проекцией вектора f па 
гиперплоскость Я и. обозначается ргн f. 

_ 6.67. Если гиперплоскость H задапа уравиепием (5, а) =у, 
то имеет место равенство 

praf =f— (7, а) —y 

[a]? 
6.68. Если совместная система уравпений 6.4 задапа снсте- 

мой гиперплоскостей 6.62, то проекция любого вектора f, не яв- 
ляющегося решением, па любую из гиперплоскостей ближе к 
любому решепию, чем вектор ], в смысле расстояния 5.48. 

В связи с геометрической иптерпретацией системы липейпых алгебраи- 
ческих уравиенийи полезным являстся введепие понятия прямой липил и 

исследование ее взаимпого расположения с гиперплоскостью. 

6.69. Плоскость размерности 1 пазывается прямой линией. 
6.70. Любая прямая липия есть множество векторов вида 

z=2,+tq, где t— числа, т, 9 — заданные векторы. Вектор 4 

называется направляющим вектором прямой. 
6.71. Пусть заданы прямая липия и гиперплоскость. Возмоя‹- 

ны три ситуации: 
— прямая пмеет одну общую точку с гиперплоскостыью; 
— прямая целиком припадлежит гиперплоскости; 
— прямая не имеет общих точек с гиперплоскостью. 
В первом случае говорят, что прямая пересекает гиперплос- 

кость, во втором — принадлежит гииерплоскости, в третьем — 
параллельна гиперплоскости. 

В заключение отметим, что проведепные исследования систем линец- 
пых алгебраических уравпепий позволяют Дать конструктивное решение 
задачи проектирования всктора па подпрострапство. 

6.72. Пусть заданы вектор 6 и подпространство 2. Выберем 
в подпрострапстве L любую систему векторов 41, а», ..., Am, ли- 
пейная оболочка которых совпадает с подпрострапством L. 

4 В. В. Воеводин, JO. А. Кузнецов
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Предположим, что векторы 6 и а; заданы своими коордипатами 
в каком-либо ортонормированном базисе. Обозпачим через А 
матрицу, столбцами которой являются векторы а:. Тогда ортого- 
нальная проекция вектора 6 на подпространство Д задается 
формулой 

pr. b = AAtD. 
Матрица AAt называется матрицей ортогонального проектиро- 
вания или проектором па подпрострапство С. ‘ 

6.73. Если векторы as, ..., а» в 6.72 образуют базис подпро- 
странства £, то матрица А(А*А)-'А* есть проектор на подпро- 
странство Д. 

Нет необходимости подробпо обсуждать проекторы, так как о них, HO 
существу, уже говорилось выше. 

$ 7. Матрицы простой структуры 

Выбор базисов в линейпых прострапствах одпозначпо определяет мат- 
рицу липейного оператора. Это позволяет свести исследование различных 
свойств оператора и операторпых соотношений к исследовапию апалогич- 
пых матричных свойств. Очевидпо, что это исследовапие осуществляется тем 
эффективнее, чем проще вид матрицы онератора. В общем случае матрица 
оператора зависит от базисов. 

7.1. Пусть e;, ..., em u fi, ... т- два базиса одного и того 
же пространства, причем 

р = рРие: + рае. +... + Pmi€m, 

fo = ре, + Pore +... Pms@my 

fm = Pim + Prm€2 +... + Dmm€m. 

Матрицей преобразования координат при переходе от базиса, 
Cy, oe ey Cm К базису fy, ..., fm называется матрица 

Р11 Р12 + + + Pim 

Pa Ра Pee + + + Рт [р 

Pm Ртз + * + Pmm_ 

7.2. Пусть в обозначениях 7.1 т. и 2X; озпачают вектор-столб- 
цы, составлепные из коордипат вектора т в соответствующих 
базисах. Всегда выполняется равепство т. = Рх;. 

7.3. Для того чтобы матрица Р была матрицей пекоторого 
преобразования координат, необходимо и достаточно, чтобы она 
была невырождепной. 

7.4. Если Р есть матрица преобразования координат при пе- 
реходе от базиса е,, -.., Cm к базису fi, ..., fm, то P~* есть мат- 
рица преобразовапия коордипат при переходе от базиса р, ... 
..о т К базису е., ..., ел.



5 7] МАТРИПЫ ПРОСТОЙ СТРУКТУРЫ ot 

7.5. Пусть Р, А, 5 — матрицы преобразовапия координат при 
переходе от базисов {е:, ..., emi, №, ..-, fmt, {е, .. emt соот- 
зетствепно к базисам {f,,..., {м}, {r1, ..., Tmt, Га, .. Tm. Всегда 
выполняется равепство S = PR, 

7.6. Два базиса одного вещественного пространства называ- 
ются одноименными, если определитель их матрицы преобразо- 
вапия координат положительный. 

7.7. Все базисы вещественного пространства можно разбить. 
за два класса одноименных базисов. Один из классов пазывается 
лееым, второй — правым. 

7.8. Пусть линейный оператор действует из пространства Х 
в пространство У. Выберем в пространстве Х базис é1, ..., em, 
в пространстве У — базис q, ..., Gn и обозначим через А матри- 
цу оператора в этих базисах. Предиоложим, что в пространствах 
Х, У выбраны также другие базисы fi, ..., fm WU ty, ..-, fn COOT- 
зетственпо и В есть матрица оператора в новых базисах. Пусть 
P и О — матрицы преобразования координат при переходе от 
Cy, eee, Cm K fi, «+ fm WM ОТт09.,... Gn КЫ, --„ В. Всегда выпол- 
useTcH равенство B= QAP. 

Описанная связь матриц оператора указывает паправление поиска тех 
базисов, в которых матрица оператора имеет простейший вид. Решение этой 
задачи существенио зависит OT того, совпадают или не совпадают прост- 
рапства, задающие область определения и область значений операто\. Ес- 
ии пространства, в которых действует оператор, различны, то простейший 
вид матрицы оператора находится очень легко. Так же легко он паходится 
и в тех случаях, когда пространства совпадают, по но тем или иным при- 
чинам предоставляется возможность выбирать различные базисы для обра- 
зов и прообразов оператора. 

7.9. Две прямоугольные матрицы А и В одипаковых разме- 
ров называются эквивалентными, если существуют такие две пе- 
вырождепные матрицы Р и О, что В = О-'АР. 

7.10. Признак эквивалентпости матриц есть отношение эк- 
вивалентности. 

1.11. Две матрицы эквивалептны тогда и только тогда, когда 
опи соответствуют одному и TOMY же линейному оператору в 
одходящим образом выбранных базисах. 

7.12. Для того чтобы две прямоугольные матрицы одинако- 
вых размеров были эквивалентны, пеобходимо и достаточно, что- 
бы они имели одип и тот же ранг. 

7.13. Все эквивалентные матрицы ранга г эквивалентны 
матрице вида 

40 00 0! 
04 00 .. & 

Ae =10 0 10 01. 
00.. 00 0 

0 () 00 0 
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Столь простой вид матрицы оператора можпо получить, в осповпом, 
при раздельном выборе базисов для образов и прообразов. Если оператор 
действуст в одпом прострапстве, то раздельный выбор базпсов допускается 
довольпо редко. Совпадепне же базисов приводит к совпадению матриц Р 
п О в 7.8. В этом случае пахождение матрицы оператора простейзшего вида 
<таповится сложпой н трудоемкой задачей. 

7.14. Две квадратные матрицы А и В одпиаковых размеров 
называются подобными, если существует такая невыроя;депная 
матрица Р, что В =Р-'АР. 

7.15. Призиак подобия матриц есть отпошение эквива- 
лентпости. 

7.16. Две матрицы подобны тогда н только тогда, когда опи 
в разпых базисах соответствуют одному и тому же линейному 
оператору, действующему в одпом прострапстве. 

7.17. Подобные матрицы имеют одипаковые след я определи- 
тель. 

7.18. Если хотя бы одна из двух квадратных матриц А, В 
одппакового размера певырождена, то матрицы АВ и ВА по- 
добны. 

‚ Копезно, подобпые матрицы всегда эквивалептпы. Но если для уста- 
овления эквивалептности матриц достаточпо проверить равенство их pali- 
гов, то при исследовапии мпожества подобных матриц приходится привле- 
‹ать значительно более топкий аппарат. Осповвым ипструмептом теперь 
являются собствепные векторы и собствеппые зпаченпия матрицы. 

7.19. Число А называется собственным значением (собствен- 
ным числом) матрицы А, если существует такой ненулевой век- 
тор т, что 

Дух = Ах. 

„Любой вектор z 5= 0; удовлетворяющий этому уравпепию, назы- 
вается собственным вектором матрицы А, соответствующим соб- 
ствеппому зпачепию А. Совокупиость всех собственных зпачений 
называется спектром матрицы. 

7.20. Мпожество собствеппых векторов матрицы А, соответ- 
ствующих одпому и тому яке собственпому зпачепию А, стапо- 
вится подпрострапством, если п пему добавить пулевой вектор. 
Это подпрострапство пазывается собственным подпространством 
матрицы A, соответствующим собствеппому значепию A, 

7.21. Для того чтобы пепулевой вектор x был собствепиым 
BEKTOPOM матрицы A, соответствующим собствепному значению 
A, пеобходимо и достаточпо, чтобы Ol являлся решением одпо- 
редпой системы липейпых алгебранческих уравнений (—A + 
tAE)c =0 с матрицей —А + Az. 

1.22. Для того чтобы число А было собственным значением 
матрицы A, пеобходимо и достаточно, чтобы выполнялось равеп- 
ство det (—A +AF) = 0,
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7.23. Функция ве (ЛЕ — А) относительно параметра А есть 
мпогочлен, степень которого равна порядку матрицы А: 

det (ЛЕ — А) =" — а” Ра”... + (—1)" an. 

Этот мпогочлен пазывается хтарактеристическим многочленом 
матрицы А: | 

7.24. Коэффициент ar, 1<г< т, характеристического мпо- 
гочлена матрицы A равен сумме всех главных миноров поряд- 
ка Г этой матрицы. | 

7.25. Ноэффициент a равен trA, коэффициент am равен 
det А. ` 

7.26. Корни характеристического многочлепа, и только опи, 
образуют спектр матрицы A. 

Относительно последпего утверждения следует сделать небольптое за- 
мечание. Если матрица А комплексная, то в общем случае комплексепыми 
будут как коэффициенты характеристического многочлена, так и его кор- 
пи. Если же матрица А вещественная, То характеристический многочлен 
может He 'MMeTb ни одного вещественного корня. В этом случае говорят, 

что матрица пе имеет собственных значений, подразумевая под этим, что 
опа не имеет веществециых собствепных значений. Такое положепие 
часто возникает тогда, когда матрица описывает оператор, действующий в 
вещественпом пространстве. Характерным примером является матрица по- 
ворота на плоскости вокруг начала координат. Однако если рассматривать 
элемепты матрицы как комплексные числа, то она. всегда будет иметь соб- 
ственпые значения, вообще говоря, комплексные. 

7.21. Для любых квадратных матриц А и В матрицы АВ и 
ВА имеют одинаковые характеристические многочлены. 

7.28. Любая матрица порядка т имеет т собственных зна- 
чепий, в общем случае комплекспых; при этом каждое собст- 
всппое значение считается столько раз, какова его кратность 
как корня характеристического многочлена. 

7.29. Кратность собственного значения как корня характе- 
ристического мпогочлена называется алгебраической кратностью 
собственного значения или просто его кратностью. 

7.30. Максимальное число линейпо независимых собственных 
векторов, отпосящихся к данному собственпому значению, назы- 
вается геометрической кратностью собствепного значения. 

7.31. Геометрическая кратность собственного значения А 
матрицы A порядка m равпа m-—rank (AE — А). 

7.32. Геометрическая кратность любого собственного зпаче- 
ния не превосходит его алгебраической кратности. 

7.33. Для любой треугольной (нулевой, единичной, скаляр- 
пой, днагональной) матрицы ее собственные значения совпада- 
ют с диагональными элементами. 

7.34. Для нулевой, единичной и скалярной матриц любой не- 
нулевой вектор является собствепным. 

7.35. Для диагональной матрицы любой единичный вектор 
является собственным.
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1.36. Пусть Ay, ..., Am— собственные значения матрицы А. 
Имеют место соотношения 

т пт 

trA= УМА, detA = J] A. 
i=1 i=l 

7.37. Все подобные матрицы имеют одни и Te же собствеп- 
ные значения. 

7.38. Для того чтобы матрица была певырожденной, необхо- 
димо и достаточно, чтобы она не имела вулевого собственного 
значения. 

7.39. Ядро любой матрицы есть собственное подпространство, 
соответствующее нулевому собственному значению. 

7.40. Пусть А. , А, ..., Ai,— некоторая совокупность попар- 

но различпых собственных значений. Для каждого из собственпых 
зпачений данной совокупности обязательно существует хотя бы 
одип собственный вектор, и вся система этих собственных -BeK- 
торов линейно независима. 

7.41. Матрица А порядка т называется матрицей простой 
структуры, если она имсет т линейпо ‘независимых собственных 
векторов. В противном случае матрица называется дефектной. 

7.42. Матрица имеет простую структуру тогда и только тог- 
да, когда она подобна диагональной матрице. 

7.43. Матрица имеет простую структуру тогда и только тог- 
да, когда для каждого ее собственного значения алгебраическая 
и геометрическая кратности совпадают. 

7.44. Если все собственные значения матрицы попарно раз- 
личны, то опа нмеет простую структуру. 

7.45, Пусть матрица В имеет попарно различные собствеппые 
зпачения. Любая матрица А, ` перестановочная с матрицей В, 
имеет простую структуру. 

7.46. Если матрица А имеет простую структуру, то простую 
структуру будут иметь матрицы А-'!, А’, A*, а также присоеди- 
пенная матрица и все ассоциированные матрицы. 

7.47. Для матрицы простой структуры образ есть линейная 
оболочка собственпых векторов, соответствующих ненулевым 
еобственпым зпачениям. — 

7.48. Пересечение образа и ядра матрицы простой структуры 
состоит только из нулевого вектора. 

7.49. Сумма собственных подпространств любой матрицы яв- 
ляется прямой суммой. 

7.50. Для матрицы простой структуры, и только для нее, все 
пространство может быть представлено как прямая сумма ее 
собственных подпространств. 

7.51. Пусть матрица А невырожденная и ее собственные -3Ha- 
чения суть At, ..з Am Тогда собственные значения матрицы 4”! 

равны М...) Ams а соответствующие собственные векторы 
совпадают.
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7.52. Собственные значения (характеристические многочле- 
ны) матриц A и А’ совпадают. 

7.53. Собственные значения (коэффициенты характеристиче- 
ских многочленов) матриц А и А* комплексно сопряжены. 

7.04. Геометрические (алгебраические) кратности соответст- 
вующих собственных значений матриц A и A* совпадают. 

Формулировки некоторых из следующих утверждений связаны с орто- 
гональностью векторов. Ортогональность в них вонимается в смысле скаляр- 
ного произведения вида 5.4 относительно естественного базиса. 

7.09. Пусть х есть собственный вектор матрицы A, соответ- 
ствующий собственному значению A, у— собственный вектор 
матрицы А*, соответствующий собственному значению |4. Если 

А 5- в, то. векторы т и у ортогональны. 
7.56. Пусть х есть собственный вектор матрицы A, соответ- 

ствующий собственному значению A. Существует такой собст- 
венный вектор у матрицы A*, соответствующий собственному 

значению A, что (xz, у) = 1. 
7.57. Для любой системы т, ..., Z, линейно независимых 

собственных векторов матрицы А существует биортогональная 
система Y;, .... И, собственных векторов матрицы 4*. 

7.08. Пусть А — произвольная матрица простой структуры 
порядка т. Всегда существуют биортогональные базисы Ty, ... 
...„ Im И Yt, «++ Ym В WPOCTpaNcTBe, состоящие из собственных 
векторов матриц А и A*, относящихся соответственно к соб- 

ствепным значениям Ay, ..-, Ати Ам, о. Am 
7.53. Если при переходе к некоторому базису матрица А пре- 

образуется в подобную ей матрицу В, то при переходе к биорто- 
гональному базису матрица А* преобразуется в подобную ей 
матрицу В*. 

_ 7.60. В биортогональных базисах утверждения 7.58 матрицы 

А и A* имеют диагональный вид А и Л соответственно. 

7.61. В обозначениях 7.58 матрица С: — ry; ранга 1 на- 

зывается матрицей, соответствующей собственному значению Ay 
(сопутствующей). 

7.62. Соответствующие матрицы обладают следующими свой- 
ствами: 

` 0, t= k, 

AG= EF GG, = м i =k. 

7.63. Для любой матрицы A простой структуры имеет место 
разложение 

А = a NG. 

1—1
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7.64. Пусть А — любое число, не являющееся собственпым 
зпачением матрицы А простой структуры. Справедливо равен- 
CTBO 

(AE — А) * = У va 
1—1 

7.65. В условиях и обозначениях 7.58 построим сопутствую- 
щие матрицы G,, ..., G,. Предположим, что собствепные значе- 
ния Ay, 2, А» Аз+1, -.- Am УПорядочены таким образом, что 
Ai, 1 <1= $, соответствуег zx; Матрица 

A— У МС: 
i=1 

имзет coOciBeHHbie значения 0, ..., 0, Asai, -- +) Am 
7.66. Собственные векторы 2%, ..., т, матрицы А являются 

собственными векторами матрицы 7.69 и соответствуют нулево- 
му собственному значению. 

7.67. Любой собственный вектор матрицы A, ортогональный 
векторам Yi, ..., Ys, является собственпым вектором матрицы 
1.65, и наоборот. Каждый из этих собственных векторов соот- 
ветствуег одному из собственных значений Assi, «++, Am. 

7.68, Пусть матрица А имеет простую структуру. Это озпа- 
чает, что существуют невырожденная матрица P и диагональная 
матрица Л такие, что Л =Р-'АР. В этом случае`втолбцы матри- 
цы Р(Р-*) образуют полную систему собственных векторов 

матрицы A(A*), диагональные элементы матрицы A(A) совна- 
дают с соответствующими собственными значениями. 

Тот факт, что среди всех матриц выделятотся матрицы простой струк- 
туры, объясняется очень просто. Эти, и только эти, матрицы в некотором 
базисе имеют диагональные матрицы. Такой базис может быть составлен 
лишь из собственных векторов матрицы. Действие любой матрицы простой 
структуры всегда сводится к «растяжению». координат. вектора в данпом 
базпсе. Коэффициентами «растяжения» являются соответствующие собствеп- 
ные значения. Если бы все матрицы имели простую структуру, то вопрос 
о выборе базиса, в котором матрица приводится к простейшему виду, был 
бы полпостью решен. Одпако матрицами простой структуры пе исчерпы- 
ваются все матрицы. 

$ 8. Инварнантные подпространства 

8.1. Подпространство СЁ линейного пространства X называет- 
ся инвариантным относительно квадратной матрицы А, еслн 
для каждого вектора x из С его образ Ах также принадлежит L. 

8.2. Нулевое подпространство и все прострапство являются 
ипвариантными. Они называются тривиальными инвариантными 
иодпространствами. |
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8.3. Любое собствепное подпространство является инвариапт- 
1ILIM. | 

8.4. Образ и ядро матрицы являются ее инвариантными под- 
прострапствами. | 

8.2. Если матрицы А и В перестановочны, то образ и ядро 
матрнцы В инвариантны относительно матрицы A. 

8.6. Если матрица A невырожденная, To А и А-' имеют од- 
пи и те же инвариантные подпространства. 

8.7. Если матрица А вырожденная, то любое подпространст- 
во, содержащее ее образ, является инвариантным. 

8.8. Сумма и пересечение любого числа инвариантных под- 
пространств являются инвариантными подпространствами. 

8.9. В любом инвариантном подпространстве комплексной 
матрицы содержится хотя бы один ее собственный вектор, соот- 
зетствующий, в общем случае, комплексному собственпому зна- 
чепию. 

Инвариатные подпростраиства широко используются при выборе бази- 
COB, в которых матрица приобретает в каком-либо смысле более простой 
вил. Вид этих матриц удобно описывать в терминах так называемых блоч- 
ных или клеточных матриц. Пусть дана некоторая, вообще говоря, прямо- 

угольная матрица А. Рассечем при помощи горизонтальных и вертикальпых 
липий эту матрицу на прямоугольные блоки: 

Ay Ay, so. Ai; 

A= Ay, Ay» . 9 8 Ag; 

Аз A 5 ° Аз 

каждый из которых представляет собой матрицу Асв размера та Х тв. Про 
матрицу А будем говорить, что она разбита на блоки (или клетки). Важно 
подчеркнуть, что в блочном представлении матрицы все блоки в каждом 
столбце (строке) имеют одинаковое число столбцов (строк). Наиболее часто 
пспользуется такое блочное разбиение, при’ котором диагональные блоки 
оказываются квадратными. Действия над блочными матрицами производят- 
ся по тем же формальным правилам, как и в случае численных матриц. 
Определенную осторожность пеобходимо лишь. соблюдать из-за некоммута- 
тивности перемножения блоков. 

Мы будем называть матрицу блочно диагональной, блочно треугольной 
и т. п., если опа приобретает соответствующий вид при замене ее блоков 
числами. 

8.10. Если матрица имеет блочно треугольный (блочно диа- 
гопальпый) вид, то характеристический многочлен матрицы ра- 
вен произведепию характеристических многочленов всех диаго- 
нальных блоков. 

8.11. Если матрица имеет блочно треугольный (блочно диаго- 
нальный) вид, то собственные значения матрицы совпадают с 
мпожеством собственных зпачений всех диагопальных блоков. 

8.12. Представим пространство Х размерпости т в виде пря- 
мой суммы своих подпространств L и М размерностей k u m— k. 
Пусть базис е.,... @ в Х выбран таким образом, что векторы
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е,..., е принадлежат Г, а векторы €,41, ...; €m принадлежат М. 
При переходе к этому базису матрица А преобразуется в подоб- 
ную ей матрицу В, которую представим в блочном виде: 

где By, B.. — квадратные блоки размеров А, т — Ё. Справедливы 
следующие утверждения: | 

— блок В». — нулевой тогда и только тогда, когда подпрост- 
ранство [ инвариантно относительно матрицы A; 

блок B,,— нулевой тогда и только тогда, когда подпрост- 
pauctso М инвариантно относительно матрицы A. 

8.13. Для того чтобы в базисе е., ..., Cm матрица имела верх- 
пий блочно треугольный вид с блоками на диагопали размеров 
К, ..., k,, Необходимо и достаточно, чтобы линейные оболочки 
векторов е., ..., е› образовывали инвариантные подпространства 
Ly WA всех p=k,+...t+ ky, {4<t<s. 

8.14. Для того чтобы в базисе е.,..., Cm матрица имела блоч- 
но диагональный вид с блоками на диагонали размеров key, 2.0, Ka, 
необходимо и достаточно, чтобы линейные оболочкн векторов 
Cr, Craig ..„ Cp образовывали инвариантные подпространства Ly 
для всех г, р таких, что р= А, +...Е А, г=р— ЕЁ, 11, 1155. 

8.15. В условиях 8.13 инвариантные подпространетва Ly удов- 
летворяют соотношениям вложения 

ее... с 1, =Х. 

8.16. В условиях 8.14 инвариантные подпространства Ly 
обеспечивают разложение пространства-в прямую сумму: 

[y+ L,+...4+.0,= X. 

8.17. Если хотя бы для одного нетривиального инвариантного 
подпространства L матрицы A не. существует инвариантного под- 
пространства М такого, что Х = L+M, то матрица A не имеет 
простой структуры. 

’ 8.18. Для любого А образ матрицы AK — А является ипвари- 
антным подпространством матрицы A. 

8.19. Любая комплексная матрица порядка т имеет инвари- 
антное подпространство размерности т — 1. 

8.20. Любая комплексная матрица порядка т имеет вложенп- 
ные друг в друга инвариантные подпространства Ly размерности 
р для всех OX р= т, т. е. 

Lc kL, CL,¢C...C Lm = X. 

8.21. Пусть задана произвольная комплексная матрица A по- 
рядка т. В соответствии с инвариантными подпространствами 
8.20 выберем базис е.,..., ет так, чтобы Cp ] Ly для всех р. Тог-
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да в этом базисе матрица А будет иметь правую треугольную 
форму. 

8.22. Любая комнлексная матрица подобна треугольной мат- 
рице. 

8.23, Если вещественная матрица А имеет комплексное соб- 
ственное зпачение A, то она имеет два комплексно сопряженных 
собственных вектора z, д, соответствующих собственным значе- 

ниям А, А. 
8.24. В условиях и обозначениях 8.23 множество векторов ви- 

да ах - ах, где © — произвольное комплексное число, есть веще- 
ственное ипвариантное подпространство размерности 2 для мат- 
рицы А. 

8.25. Для любой вещественной матрицы А и любого комплекс- 

ного А образ матрицы (AE — A)(XE— А) является вещественным 
инвариантным подпространством матрицы А. 

8.26. Если вещественная матрица порядка т имеет веществен- 
ное собственное значение, то. она имеет веществепные инвариант- 
ные подпространства размерностей 1 ит- 1. 

8.27. Если. вещественная матрица порядка т имеет комплекс- 
ное значение, то она имеет вещественные инвариантные подпро- 
страиства размерностей 2um— 2. 

8.28. В любом вещественном инвариантном подпространстве 
вещественной матрицы содержится либо одномерное, либо ‘дву- 
мерное вещественное инвариантное подпространство. 

‚8.29. Любая вещественная матрица порядка т имеет вложен- 
пые друг в друга вещественные инвариантные подпространства 
Ly, размерности Pi: 

Ly oly < р, = =, =X; 

при этом разность размерностей соседних подпространств равна 1 
или 2. 

8.30. Любая вещественная матрица вещественно подобна блоч- 
но треугольной матрице с диагональными блоками первого и вто- 
рого порядков. Блоки второго порядка соответствуют парам комп- 
лекспо сопряженных собственных значений. 

8.31. Если вещественная матрица не имеет комплексных соб- 
ствепных значений, то она вещественно подобна треугольной мат- 
рице. 

Дальнейшее упрощение вида, к которому можно привести произволь- 
пую матрицу подобным преобразованием, связано со специальным выбором 
инвариантных подпространств. Одним из важнейших способов построения 
инвариантных подпространств матрицы является использование матричных 
многочленов. 

8.32. Пусть р — натуральное число. Тогда р-й степенью А? 
квадратной матрицы А называется р-кратное ее произведение.
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Если —р есть натуральное число, то А? = (А-?)-'. По определе- 
нию 4‘’=Ё. 

8.33. Пусть А — произвольная квадратпая матрица и gia) — 
произвольный многочлен 

А.) = QAP +... ap At ар 

с комплекспымп или веществеппыми коэффициептами. Матрица 
вида | 

Ф(А) = @аА?+...Та,_.А +a,E 

пазывается матричным многочленом или многочленом от мат- 
рицы А. 

8.34. Пад матричными многочлепами от одной и той же мат- 
рицы можно выполиять алгебраические операции, апалогичные 
операдиям над скалярными многочлепами. 

8.35. Любые два многочлена от одной матрицы перестапо- 
вочны. 

8.36. Мпожество всех многочленов от одной. матрицы есть ком- 
мутативное кольцо. 

8.37. Образ и ядро любого матричного мпогочлена ф(А) яв- 
ляются пнварнантными подпространствами матрицы A. 

8.38. Пусть Ay, ... Am — собствепные значения матрицы A, 
выписаппые подряд. с учетом кратпости. С учетом кратности соб- 
ственпымн зпачениями матрицы @(A) при любом многочлепе @(A) 
являются числа Ф(/:),..., PlAm). 

8.39. Любой собственный вектор матрицы A, соответствующий 
собствеппому значению A;, является собственпым вектором мат- 
pugs @(A), соответствующим собственному зпачению ф(%.). 

8.40. Если собственное значение матрицы А является (пе яв- 
ляется) корнем многочлена iA), то все собственные векторы 
матрицы A, соответствующне этому собственному значенио, при- 
вадлежат ядру (образу) матрицы @(A). 

8.41. Предположим, что для некоторого миогочлена ф(А) про- 
страпство Х может быть разложено в прямую сумму ипварнапнт- 
ных подпространств Кег Ф(А) и im@g(A). Пусть базпе в Х вы- 
брап как объединепие базиса ker ф(А) и базиса im ф( 4). Обозпа- 
чим через Р матрицу преобразования координат при переходе к 
этому базису. Матрица B= P-'AP будет блочно диаговальпой: 

B,, 0 
O B,, 

причем матрица ф(В,.) нулевая, a матрица p(B.) певырождепиаял. 
8.42. Пусть характеристический многочлен f(A) матрицы A 

разложепн в произведение мпогочленов g(a) и pla), пе имеюцих 
общих корпей. Имеют место равенства 

ker Ф(А) = пп pA), Кегф(А) = шо g(A).
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ao 

8.43. В обозпачениях 8.42 для upoctpanctsa Х справедливо 
разложение | 

Х = ker p(A) + ker (A). 

8.44. Представим характеристический muorounen /(A) матри- 
цы А порядка т в виде капопического разложения 

f(A) =(A—Aq) (AA)? 2 6 А), 
где Ay, ..., А; Попарио различные собствеппые значения и 

| . 

к. +... tk, = т. Обозпачим› ф; (A) = (A — A,) "4 тогда 

Х = ker g,(A) + ker ф.(А) +... - ker $, (4). 

8.15. Ипварнаптное подпростраиство ker @;(A) называется кор- 
невым подпространством матрицы А, соответствующим собствеп- 
ному зпачению. Векторы корпевых подпрострапств пазываются 
корневыми векторами. 

8.46. Размерпость корпевого подпрострапиства, соответствую- 
цего пекоторому собствеппому зпачепню A;, равпа алгебраической 
кратпости этого собствепного зпачения. 

8.47. Корпевые векторы, соответствующие попарпо различпым 
собственным зпачепнпям, липейпо пезавиеимы. 

8.48. Базис прострапства X, составлеппый как последователъ- 
ное объедипепие базисов всех корпевых подирострапств ker g;(A), 
пазывается корневым базисом. 

8.49. Обозпачим через Р матрицу преобразования коордииат 
при переходе к какому-пибудь кориевому базису. Матрица 
В =Р-'АР будет блочпо диагональной: 

By 0 

В = . 

0 `В 
rr 

При этом выполпяются следующие свойства: 

— совокупиость порядков диагопальпых блоков совпадает с 
совокуппостью чисел А, К., ..., Ke; 

— совокуппость характеристических мпогочлепов. диагопаль- 
пых блоков совпадает с совокуппостью мпогочленов ф:(^.); 

— если характеристический мпогочлеп диагопальнлого блока 
В.; равеп.ф:;(А.), то матрица @,(B;,) — пулевая. 

8.50. Любая комплекспая матрица подобна блочпо диагональ-. 
ной матрице с размерами диагональных блоков, совпадающими 
с алгебранческими кратпостями собственных значепий. 

8.51. Любая веществепная матрица вещественпо подобпа блоч- 
по диагональпой матрице. Размер диагопальпого блока, соответ- 
ствующего вещественному собствепиому зпачепию A, равем ал- 
гебраической кратности A; если блок соответствует паре цомп-
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лексно сопряженных собствепных зпачепий A, A, то его размер ра- 
вен удвоепной алгебраической кратности A. 

8.52. (Теорема Кели — Гамильтона.) Если К») есть характе- 
ристический многочлен матрицы А, то матрица (А) — пулевая. 

8.53. Если матрица А невырождеппая, то А-' = ф(А) для пе- 
которого многочлена @()). 

8.54. Матрица А называется нильпотентной ипдекса р, если 
существует такое целое число $>2, что А?=0, по АР! 50. 

8.55. Нильпотентная матрица не имеет простую структуру. 
8.56. Для того чтобы матрица пе простой структуры была 

нильпотентной; необходимо и достаточпо, чтобы все ее собствеп- 
ные значения были нулевыми. 

8.57. Ненулевая треугольпая матрица`с нулевыми диагопаль- 
ными элементами является пильпотептпой. 

Получение простеишего вида матрицы при подобном преобразовапии 
может осуществляться теперь лишь за счет специального построения бази- 

сов каждого из корневых подпрострапств. Конечно, корисвые базисы мох:- 
‘но выбрать таким образом, что каждый из диагональных блоков в матрице 
8.49 будет треугольным. Однако этот вид матрицы не является самым 
простым. 

8.58. Высотой корпевого вектора x, соответствующего собст- 
‘зенному значепию A матрицы А, называется паимепьшее целое 
неотрицательное число т, для которого (AK — А)"х = 0. 

8.59. Все корневые векторы, соответствующие одпому собст- 
венному значению, имеют высоты, пе превосходящие алгебраи- 
ческой кратпости собственного значения, 

8.60. Корневой вектор высоты 1 является собственным векто- 
ром. 

8.61. Высоты всех корневых векторов матрицы простой струк- 
туры равны 1. 

8.62. Если корневой вектор x, соответствующий собствеппому 
значению 7 матрицы А, имеет высоту К, то вектор (AE — А)°х, 
s<k, будет корневым вектором высоты k — $, соответствующим 
тому же собственному зпачению A. 

8.63. Если корневой вектор x, соответствующий собственпому 
зпачению A матрицы A, имеет высоту К, то система векторов 

x, ДЕ-—А)т,..., (AE — Ах 
является линейно независимой. 

8.64. Линейная оболочка корневых векторов 8.63 пазывается 
циклическим подпространством, порожкдеппым вектором т. 

8.65. Любое циклическое подпространство является ипвари- 
антным. 

8.66. Корпевое подпространство разложимо в прямую сумму 
циклических подпространств. 

8.67. Корпевой базис, составленный как последовательное объ- 
единение базисов 8.63 циклических подпространств, называется 
корневым базисом Жордана.
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8.68. Каноническим ящиком  Жордана пазывается матрица 
вида 

иль -_ 

А 1 
А1 0 

0 A 

pe
r 

Диагональпые элемепты этой матрицы равны A; элементы, расно- 
ложепные рядом с диагопальными справа, равны 1; все осталь- 
ные элемепты равны 0. 

8.69. При переходе к корпевому базису Жордана матрица при- 
обретает так называемую каноническую форму Щордана. Это 
есть блочпо диагональпая матрица, составленная из ящиков Жор- 
дапа. 

8.70. С точностью до перестановки ящиков УКордана любая 
матрица может быть приведепа подобным преобразованием к ка- 
'опической форме Жордапа единственпого вида. 

8.71. Существует подобпое преобразование, приводящее мат- 
рицу к кановической форме Жордапа с любым заданным поряд- 
ком расположения ящиков Жордапа па диагопали. 

| 8.72. Матрицы A и A’ подобпы. 
8.73. Если матрица A блочпо диатопальная, с блоками Ay, ..- 

..„ Arr Па диагопали, то говорят, что матрица А есть прямая 
сумма матриц Ay, ..., Arr, и пишут А =А,®...9 A,,. 

8.74. Процесс преобразования матрицы к блочпо диагонально- 
му виду пазывается разложением матрицы в прямую сумму мат- 
риц мепьшего размера. 

Формулировки следующих утверждепий связаны C ортогональностью 
вскторов. Слова ортогопальцость з пих понимается в смысле скалярного 
произведепия вида 5.4 относительно естественного базиса. 

8.75. Если некоторое подпространство ипвариаптно- относитель- 
по матрицы A, то его `ортогональное дополнение инвариантно от- 
посительпо матрицы A*, 

8.76. (Теорема Шура.) Для любой матрицы существует орто- 
пормированный базис, в общем случае комплекспый, при перехо-- 
де к которому матрица будет иметь правую треугольную форму. 

8.77. Для любых перестановозных матриц A, В существует op- 
топормированпый базис, в общем случае комплексный, при пере- 
ходе к которому обе матрицы будут иметь одноименные треуголь-. 
вые формы. 

8.78. Корпевое подпространство матрицы A, соответствующее 
собствепиому значению А, ортогонально корневому подпростран- 
схву матрицы A*, соответствующему собственному значепию, не 

авпому A. ,
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8.79. Для. любого мпогочлепа ф(^.). в обозпачениях и условиях 
1.63 имеет место разложение 

(A) = 2 ф (Ai) С. 

$ 9. ^-матрицы 

9.1. Квадратная матрица, элементами которой являются MIIO- 
гочлены от A, пазывается А-матрицей и обозначается A(A). 

9.2. Степенью ^-матрицы `пазывается максимальная из степе- 
ней мпогочленов, образующих элементы матрицы. 

9.3. ^-матрица A(A) степени [ может быть записана в виде 

A(X) = NA, АА, + ооо + АА, + A,, 

где A, #0. 
9.4. ^-матрица A(A) называется регулярной, если det А, = 0. 
9.5. Сумма \-матриц есть А-матрица, степепь которой пе пре- 

восходит максимальной из степеней слагаемых. 
9.6. Произведение )-матриц есть А-матрица, степепь которой 

не превосходит еуммы степепей сомпожителей и равпа этой сум- 
ме, если, например, одип ‘из сомпожителей есть регулярная А-мат- 
рица. 

9.7. Произведепие регулярпых А-матриц есть регулярная А-мат- 
рица, степепь которой равпа сумме степепей сомпожителей. 

9.8. Множество А-матриц одпого порядка, вообще говоря, есть 
пекоммутативпое кольце. 

Рассматривая далее любые вопросы, касаютциеся А-матриц, мы будем 
предполагать, что все A- -матрицы не только квадратные, по и имеют одип и 

тот же порядок. Тем пе менее отметим, что мпогие утвержделия остаются 

в силе и для прямоугольных матриц. 

9.9. Пусть A(X) — произвольная А-матрица, B(A) — регулярная 
Л-матрица. Тогда существуют единственные А-матрицы Q(A) и 
Д(^) такие, что 

А(^,) = 0(\)В (А) + RA), 

и при этом либо степень AR(A) мепыше crenenu В(%.), либо RCA) = 
= (0. Здесь О0(\) пазывается правым частным A(X) при делепии 
па Bla), ВО.) — правым остатком A(X) при делении на BCA). 

9.10. Пусть A(A) — произвольпая ^-матрипа, B(A) — регуляр- 
пая А-матрица. Тогда существуют единствепные /-матрицы 

OlA) и Во.) такпе, что 
A(X) — BIO A) + ROA), 

т при этом либо степепь R(X) меньше степени B(A), либо RO) = 
= 0. Здесь O(n) пазывается левым частным A(X) при делении на 

Bia), ВО.) — левым остатком A(X) при делепии на BA).
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9.11. Если остаток R(A) .(В().)) равеп нулю, то говорят, что 
^-матрица A(A) делится справа (слева) па \-матрицу BCA). 

9.12. Правым значением А(В) \-матрицы A(X) на числовой 
матрице В называется матрица 

А(В) = A,B’ + А.В +... А, 

Левым значением А(В)`)-матрицы А(^) па В называется матрица 

А(В) = B'A, + ВА, +...-+А, 

9.13. Для любой числовой матрицы В матрица AL — В есть ре- 
гулярная матрица степени 1. 

9.14. Правым и левым остатками А-матрицы A(A) при делении: 

па. AE — В являются матрицы А(В) нп А(В) соответственно. 
9.15. ^-матрица A(A) делится справа (слева) на AL — В тогда u 

только тогда, когда А(В) (A(B)) есть пулевая матрица. 
9.16. Пусть А — квадратпая. матрица’ порядка т. Матрица 

В(^.), присоединенпая для: А-матрицы: ЛЕ — А, есть А-матрица сте- 
пени т — 1. 

9.17. Если /[(^.) есть характеристический многочлен матрицы: A, 
то имеют место равенства 

(ЛЕ — А)В\),) = В) ЦЕ — A) = КЕ. 

9.18. ^-матрица /(^)ЁЕ делится справа п слева на А-матрнцу 
ЛЕ — А. 

9,19., (Теорема Кели — Гамильтона.) Ecan f(X) есть характери- 
стический многочлен матрицы A, то матрица (А) — нулевая. 

9.20. Пусть задапы произвольпая квадратпая матрица A по- 
рядка п и произвольный многочлен @(A). Либо существует много- 
член 1ф().) степени,. меньшей п, для которого Ф(А) = (А), либо 
ф(А) == 0. 

9.21. Скалярный мпогочлен (A) называется аннулирующим 
мпогочленом для матрицы А, если (А) = 

9.22. Характерпстический многочлен  Вазяется аннулирующим. 
9.23. Многочлен пазывается приведенным, если коэффициент 

прн старшей степени переменной равеп 1. 
9.24. Приведенный апнулнрующий для матрицы А многочлен 

наименьшей степени называется минимальным многочленом мат- 
рицы А. 

9.25, Тюбой аннулирующий многочлен матрицы. А делится на 
ее минимальный многочлен. 

9:26.’ Для любой матрицы ее минимальный многочлен 
единствен. _ 

9.27. Подобные матрнцы имеют один и TOT же минимальный 
многочлен. 

эв. В. Воеводин, ТО. А. Кузнецов
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9.28. Если все собственные значения матрицы различны, то ее 
характеристический и мипимальный многочлены совпадают. 

9.29. Минимальный многочлен блочпо диагональной матрицы 
равеп наименьшему общему кратному мппимальных многочленов 
ее диагональных блоков. 

9.30. Пусть А — квадратная матрица порядка т. Обозначим 
через 4„»_,(^) наибольший общий дёлитель всех мипоров порядка 
т—1 ^-матрицы AL — А. Многочлен dn_,()) является делителем. 
характеристического многочлена. 

3.31. Мипимальный многочлен матрицы А равен частному от 
деления ее- характеристического мпогочлепа f(A) на многочлен 
4»: (А). 

9.32. Пусть задапа матрица А. Скалярный многочлен (A) па- 
зывается аннулирующим вектор т многочленом, если $(А)5 = 0. 

9.33. Приведенный анпулирующий вектор x многочлен ‘‘наи- 
меныпей степени называется минимальным аннулирующим век- 
тор т многочленом.. 

3.34. Степень минимального апнулирующего вектор х_много- 
члена равна размерности линейной оболочки векторов 1, Ат, 
A’z,... 

9.35. Для любого вектора х минимальный многочлен матрицы 
А делится на минимальный анпулирующий вектор т многочлен. 

9.36. Для любого делителя минимального многочлена матрн- 
цы A найдется вектор х, для которого этот делитель будет мипи- 
мальным аннулирующим вектор г многочленом. 

3.37. Пусть Ay, ...,A4,— попарпо различные собственные зпа- 
чения матрицы A, S,, ..., 5; — максимальные высоты соответству- 
ющих им корпевых векторов. Тогда минимальный мпогочлен мат- 
рицы A имеет вид | 

(A — ^^.) . (A— Ar)”, 

причем $; < k, для всех i (см. 8.44). 
9.38. Разложим вектор x по векторам корневого. `-базиса, и 

пусть [, ..., l,— высоты соответствующих корневых векторов, 
определяющих это разложение’ Тогда мннимальный аннулирую- 
щий вектор х многочлен имеет вид 

(АА) 1 (A— 2)... фм)" 
причем 1;< $: для всех i. 

Приведение матрицы А подобным преобразованием к тому или иному 
простейшему виду, вообще говоря, связано с разложением минимального 
многочлена матрицы А на множители. Однако эта же задача оказывается 
тесно связанной с приведением А-матрицы AK — А к некоторому простому 
виду с помощью так называемых ‘элементарных преобразований. При. этом 
многие факты для произвольных А-матриц устапавливаются так же легко, 
как и для матриц AE — A. .
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9.39. Элементарными операциями над А-матрицами называот- 
ся следующие операции пад ее строками и .столбцами: 

— умножение любой {-й строки (столбца) па ненулевое чис- 
ло d;; 

— прибавление к любой i-ii строке (столбцу) любой другой }-й 
строки (столбца), умноженной на произвольный многочлен. а.;(^,); 

— перестановка любых двух 1-й и ]-Й строк (столбцов). 
9.40. Реализация любой из описанных элементарных опера- 

ций над строками (столбцами) А-матрицы равносильна умноже- 
пию А-матрицы слева (справа) на некоторую матрицу 5, также 
называемую элементарной. Все элементарные А-матрицы лишь 
несколькими элементами $„ отличаются от единичной матрицы. 
Для соответствующих операций 9.39 эти элемепты таковы: 

j Si — Gi (Sis = a); $4; = aij(A) ($; — а ;(^.)); 

$н = 5; = 0, $i Sh = 4 (Si; = $= 0, $;; = $; = 1). 

3.41. Определитель любой элементарной ^-матрицы. не зави- 
CUT от A и не равен нулю. 

9.42. \-матрица, определитель которой не зависит от A и не 
равен нулю, называется унимодулярной. 

9.43. Унимодулярные /-матрицы, и только они, могут быть 
представлены в виде произведения конечного числа элементар- 
ных А-матриц. 

° 9.44. Если А-матрица,. Q(A) является унимодулярной, TO мат- 
рица О-'(А) также будет унимодулярпой А-матрицей. 

9.45. Две /-матрицы называются эквивалентными, если одна 
из них может быть получена из другой с помощью последова- 
тельности элементарных операций. | 

9.46. Признак эквивалептности ^-матриц. есть отношение эк- 
вивалентности. 

9.47. ^-матрицы A(A) и В\().) эквивалентны тогда и только 
тогда; когда существуют такие унимодулярные )-матрицы P(r) и 
и O(a), что BA) = QU (A)A(A) RIA). 

9.48. Порядок наибольшего минора, не равного нулевому мно- 
гочлену, называется рангом А-матрицы. 

9.49. Эквивалентные А-матрицы имеют один и тот же ранг. 
9.50. Пусть А-матрица A(A) имеет paur г. Обозначим через 

ЧА), 1 <r, приведенный наибольший общий делитель всех мино- 
ров j-ro порядка матрицы A(A). Будем считать, что 4.(^,) = 1. Тог- 
да многочлен 4)(А) делится на d;-,(A) для всех } < г. 

9.54. Эквивалентные ^-матрицы имеют одни и те же много- 
члены d;(A) для всех j < г. 

9.52. Инвариантными многочленами )-матрицы A(A) ранга г 
называются приведенные многочлены 

d, (A) d, 3a . а, (A) 
i, (A) = Ty (Л): = cosy Ly (A) = d,_, (A) 7 ay



68 ОСНОВЫ ТЕОРИИ (Ta. 1 

9.53. Степени инвариантных многочленов не убывают с ро- 
стом их номеров. 

‚ 9.04. Каждый из инварнантных многочлепов делится на пре- 
дыдущий инвариантный многочлен. 

9.55. Для того чтобы Х-матрицы были эквивалентны, необхо- 
димо и достаточно, чтобы они имели одни и те ‘эке ‘инвариантпые 
многочлены. 

9.56. Любая Л-матрица A(A) ранга г эквивалентна диагональ- 
пой матрице с элементами i,(A), ..., i-(A), 0, 0. Эта диаго- 
нальная матрица называется канонической, бормой - Смита для 
А(^.). 

9.57. Пусть А-матрица A(A) эквивалентна диагональной мат- 
рице.с элементами €,(A), ..., е,(^.), 0, ..., 0, где многочлены е; 
приведенные и каждый из многочленов `е, делится на многочлел 

_.. Тогда e;(A) = 5(),) для всех j. 
9.58. Для унимодулярных А-матриц, и только для ‘них, кано- 

ническая форма Смита совпадает с единичной матрицей. 
9.59. Для любой матрицы А порядка т ранг А-матрицы 

ЛЕ —А равен т. 
9.60. Для любой матрицы А порядка т сумма степеней ин- 

вариантных многочленов А-матрицы AL — A равна т. 
9.61. Характеристический многочлен матрицы A порядка т 

равен произведению всех инвариантных многочленов A- матрицы 
KE — A, 

9.62. Минимальный многочлен матрицы А порядка т совпа- 
дает с инвариаптным многочленом &#„()) А-матрицы 'ЛЕ — А. 

9.63. Матрицы А и В подобны тотда и только тогда, когда 
А-матрицы AE — A и AK — В эквивалентны. | 

9.64. Пусть / — канонический ящик Жордана порядка т с 
диагональнымн элементами и. Инвариантные многочлены ^- -мат- 
рицы AL.—J равны 1,..., 14, (A— в)". 

9.65. Пусть №(^,) — диагональная ^-матрица с  абментами 
т. (^,), ..., п.(А), представляющими собой попарно взаимно про- 
стые приведенные. многочлены. Инвариаптные многочлены этой 

матрицы равны f,:..., 1, Ц п; (A). 

9.66. Рассмотрим произвольный скалярный многочлен. 

КА) SA" Fant Fans + ат 

и построим по его коэффициентам квадратную матрицу 

— а — а —a 
1 о m—l1 “т 

0 0 0 
= о 4 0 о |. 

оо 4 0 

Эта матрица называется матрицей Фробениуса.
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9.67. Если Г есть матрица Фробениуса для многочлена f(A), 
то она обладает следующими свойствами: | 

— характеристический многочлен матрицы Р равен f(A); 

— минимальный многочлен матрицы РЁ равен {(A); 
— инвариантные многочлены А-матрицы AL —F равны 1, 

weeny 1, (А); 
— если Л. есть корень мноточлена f(A), то независимо от крат- 

ности ‘ему соответствует только" один собственный вектор, и его 

координаты равны 1, Aj, Aj, ..., we. 
9.68. Пусть А-матрица ЛЕ — А имеет ипвариантвые многочле- 

ны #0), ..., im(A) непулевой `степепи. Тогда матрица А полобна 
блочно диагональной матрице с блоками /., .:., РЕ», где fj; — мат- 
рица Фробениуса для многочлена if’) при г<}< т. Эта блочно 
диагональная матрица называется канонической формой Фробе- 
ниуса для матрицы А. 3 

9.69. Пусть hi, А:, ..„ № — попарно различные собственные 
значения. матрицы А. Представим инвариантные многочлены 
7.-матрицы AK — А в внде их канонических разлол‹ений: 

by (A) = (A — Ag)" (A — №.) 7... (A A), 

ly 0) = (A — Ay) "21 (A — ^,) 28... (A — м), 

im (A) = (А — А, тута (A — я ok. (A _ А.) тг. 

Имеют место соотношения 

т 

OSs За: <. ... За Shs, Фа =k, 
jms 

для всех 1<s<r (см. 8.44). 

9.70. Любой множитель (A — ^:)"2, входящий в разложения 
9.69 при a; >0, называется: элементарным делителем матрицы 
А. Элементарный делитель, для которого &, = 1, называется ли- 
нейным; в противном случае он`называется нелинейным. 

9.71. Пусть J — канонический ящик Жордана порядка т с 
диагональными ‘элементами ц. Совокуцность элементарных де- 

лителей этой матрицы состоит из ‘одного многочлена (A — п)”, 

равного ее характеристическому многочлепу. 
9.72. Канонический ящик Жордана порядка т с диагональ- 

ными элементами и подобен матрице Фробениуса для многочле- 
на (A— п)”. 

9.73. Матрицы А и В подобны ‘тогда ‘и только‘ тогда, когда 
они имеют одни и те же элементарные делители: 

9.74. Пусть e,(A), ..., е»(\,) — элементарные делители: матри- 
цы А. Тогда матрица A ‘подобна блочно диагональной матрице 
с диагональными блоками F’,, ...., Е» где Ё, — матрица Фробени- 
уса для многочлена e,(A) при 1<s <p.
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9.75. Обозначим через J, ящик Жордана с характеристиче- 
ским многочленом e,(A). Матрица А подобна блочно диагональ- 
ной матрице с диагональными: блоками Jy, ..., Jp. Эта блочно диа- 
гональная матрица называется канонической "Формой Жордана 
(см. 8.68—8.71). — 

9.76. Матрица А имеет простую структуру тогда и только 
тогда, когда. все ее элементарные делители линейные. 

9.77. Матрица А имеет простую структуру тогда и только 
тогда, когда ее минимальный многочлен имеет лишь простые 
корни. 

9.78. Пусть (A) — минимальный многочлен матрицы А, 
А.) — любой многочлен. Матрица КА) будет. невырожденной 
в том и только в том случае, когда (A) и f(A) взаимно просты. 

$ 10. Нормальные матрицы 

10.1. Матрица. А называется нормальной, если’ она переста- 
новочна со своей сопряженной матрицей A*, т. е.. AA* = A*A, 

10.2. Блочно треугольная нормальная матрица является блоч- 
но диагональной. 

10.3. Диагональная матрица, является пормальной. 
10.4. Пусть А — произвольная матрица, a, В — равные по 

модулю комплексные числа. Тогда матрица аА + ВА* будет нор- 
мальной. 

10.5. Пусть А — нормальная матрица. Для любого многочле- 
па @(A) матрица @(A) будет нормальной. 

Мы уже неоднократно отмечали ортогональность различных векторов, 
связанных с' матрицами Аи А*. Эта ортогональность особенно характерна 

для нормальных матриц. Опять будем понимать. ее в смысле скалярного 
произведения вида 5.4 относительно естественного базиса, если не..сделано 
какой-либо специальной оговорки. Начиная изучение нормальных матриц, 
полезно вспомнить утверждения 8.76 и 5.15. 

10.6. Для того чтобы матрица была нормальной, необходимо 
и достаточно, чтобы она имела базисную систему ортонормиро- 
ванных собственных векторов. 

’ 40.7. Если матрица А нормальная, то матрицы А и ’А* име. 
ют одинаковые. системы собственных векторов. 

10.8. Если матрица А нормальная, то собственные. значения: 
матриц А и 4*; соответствующие общему собственному вектору, 
комплексно сопряжены. 

10.9. Если матрица А нормальная, то в ортонормированнем 
базисе из ее собственных векторов матрицы А и _А*`одновремен- 

но принимают диагональный вид Л и Л соответственно. 
10.10. Нормальная матрица всегда имеет простую ‘структуру. 
10.41. Пусть. матрица А — нормальная и х., ..., Im — ее орто- 

нормированные собственные векторы, соответствующие собствен- 
ным значениям Ay, ..., А». Построим сопутствующие матрицы
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. * .. ie: Gy 140; (см. 7.61) для всех 1. Имеют место разложения 

У Ni iG, A* = > NG. 
i==1 $—1 

10.12. Если матрица А пормальная, то в обозпачениях 10.14 
при 1 < $ < т будет нормальной матрица (см. 7.65) 

А— У AiG). 
=! 

10.13. Матрица А является нормальной тогда и только тогда, 
когда для любого инвариантного подпространства L ортогональ- 
ное дополнение L+ также инвариантное. 

10.14. Любое подпространство, ‘° инвариантное относительно 
нормальной матрицы А, пнвариантно относительно A*: 

10.15. Для любой пормальной матрицы А в упитарном про- 
странстве Х имеют место разложения 

в Х = Кег А ® im A = Кег А ® (ker A*)+. 
10.16. Перестановочные нормальные матрицы имеют общую 

базиспую систему ортонормированных собственных векторов. 
10.17. Еслн А — пормальпая матрица’ порядка т ‹с собствен- 

ными значениями: Ay, ..., Am, то существуют такие многочлены 
pla), g(r), что 

A*=p(A), A=q(A*); 

при`этом р(А;) =Ai, 9(^.:) = Ai для всех i. 
10.18. Если существует хотя бы один из многочленов p(A), 

q(X), для которого выполняется соответствующее равенство 10.17, 
то матрица А — нормальная. 

10.19. Комплексная матрица U называется унитарной, если 
сспряженная матрица U* совпадает с обратной U-',. т. е. 

UU* = 0*0 = Е. 

10.20. Унитарная матрица является нормальной. 
10.21. Среди нормальных матриц Унитарная матрица выделя- 

ется тем и только тем, что все ее собственные значения по моду- 
лю ‘равны 1. 

10.22. Матрица U является унитарной в том и только в. TOM 
случае, когда. выполняется хотя бы одно (следовательно, все) из 

следующих условий: 
— столбцы матрицы U, рассматриваемые как векторы уни- 

тарного арифметического пространства, образуют ортонормиро- 
ванную систему; 

— строки матрицы О, рассматриваемые ‘как векторы унитар- 
oro арифметического пространства, образуют ортонормирован- 
пую систему;
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— для любых двух векторов их скалярное ‘произведение pas- 
но скалярному произведению их образов; 

— для любых двух ортогональных векторов их образы орто- 
гональны, и хотя бы для одного ненулевого вектора его длина 
равна длине его образа; 

— для любого вектора его длина равна длине его образа; 
— для любых двух векторов какого-нибудь базиса их ска- 

лярное произведенне равно скалярному произведению пх 
образов; | 

— образы векторов любого ортонормированного базиса обра- 
зуют также ортонормированный базис; 

— образы векторов хотя бы одного ортонормированного ба- 
зиса образуют ортонормированный базис: 

— матрица U является матрицей преобразования координат 
при переходе от ортонормированного базиса к ортонормирован- 
ному; 

— матрица U* является матрицей преобразования координат 
при переходе от ортонормированного базиса к ортонормиро- 
ванному. 

10.23. Любая матрица перестановок — унитарная. 
10.24. Унитарные матрицы одного порядка ббразуют группу 

по умножению. 
10.25. Определитель унитарной матрицы по модулю равен 1. 
10.26. Любой элемент унитарной матрицы равен по модулю 

своему дополнительному минору. 
10.27. Сумма квадратов модулей всех миноров порядка Е, вы- 

бранных из произвольных А строк ̀ (столбцов) унитарной матри- 
цы, равна 1. 

10.28. Пусть ведущий минор порядка A унитарной матрицы 
порядка т по модулю равен 1. Тогда матрица является блочно 
диагональной с блоками порядков Кит — А. 

10.29. Матрицы A н В называются унитарно подобными, если 
существует такая уннтарная матрица U, что В = 0О*АО. 

10.30. Признак унитарного подобия на множестве квадрат- 
ных матриц одного порядка есть отношение эквивалентности. 

10.31. Любая. комплексная матрица унитарно подобна тре- 
Угольной матрице (см. 8.76). 

10.32. Правая (левая) треугольная матрица унитарно подоб- 
на левой (правой) треугольной матрице. 

10.33. При унитарно подобном преобразовании нормальная 
матрица переходит в нормальную. 

10.34. При унитарно подобном преобразовании увитарная 
матрица переходит в унитарную. | 

10.35. Комплексные нормальные матрицы, и только они, уни- 
тарно подобны диагональным матрицам. 

10.36.. Вещественная унитарная матрица называется ортого- 
нальной.
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Tak как ортогональная матрица является унитарной, TO почти все свой- 
ства унитарной матрицы переносятся на ортогопальную матрицу. фи этом 
меняется лишь термпнология: «унитарное пространство» заменяется на 
«евклидово пространство», а слова «комплекспый», «унптарный» и символ 
А*— соответственно на слова «вещественный», «ортогональный» и символ 
А’. Некоторое отличие в формулировках утверждепий может появиться 
только в тех случаях, когда по тем пли ипым причинам необходимо исполь- 
зовать лишь вещественпые величпны п преобразования. 

10.37. Пусть U=P+iQ— комплексная унитарпая матрица 
порядка т с вещественными матрицами Р, О. Вещественная 

блочная матрица Д = 0 р порядка 2т является ортого- 
4 

HaJIbHOH. 

10.38. Пусть -A = B+iC — комплексная пормальная матрица 
порядка т с вещественпыми матрицами В, С. Вещественная 

—C ‘ ; .. 
блочная матрица Ё = | | порядка 2m является нормальной. 

В 
10.39. Любая еще твенная матрица ортогопально подобна 

блочно треугольной матрице с диагональными блоками первого 
и второго порядков. | 

10.40. Вещественные нормальные матрицы ортогонально по- 
добны блочно диагональным матрицам с диагональпыми блоками 
первого и второго порядков. 

10.41. Комплексная матрица H называется эрмитовой’ или 
самосопряженной, если она совпадает со своей сопряженной: мат- 
рицей Н*. 

10.42. `Эрмитова матрица является нормальной. 
10.43. Среди нормальных матриц эрмитова матрица выделя- 

ется тем и только тем, что все ее собственные значения — ве- 
щественные. 

10.44. Матрица И является эрмитовой в том и только. в том 
случае, когда выполняется хотя бы одно (следовательно, все) из 
следующих условий: 

— элементы h,; матрицы Н удовлетворяют равенствам. h,; = h;; 
для. всех i, j (диагональные элементы вещественные!); 

— для любых комплексных векторов х, у справедливо равен- 
ство (Hz, у) = (х, Hy); 

— для любого комплексного вектора х скалярное произведе- 
ние (Hz, т) есть вещественное число; 

— матрица H унитарно подобна: вещественной диагональной 
матрице. 

10.45. Определитель эрмитовой матрицы есть. вещественное 
число. 

10.46. Произведение эрмитовых матриц есть эрмитова матрица 
тогда. и только тогда, когда эти матрицы перестановочны.. 

10.47.. Матрица, . обратная к ‘невырожденной эрмитовой MaT- 
рице, есть эрмитова матрица. |
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` 10:48. При унитарно подобном преобразовании эрмитова „мат- 
рица переходит в эрмитову. 

` 10.49. Произвольную квадратную матрицу А всегда можно 
представить в виде суммы, называемой эрмитовым разложением: 

| A=H,+iH., 

где матрицы П., H, эрмитовы. Эти матрицы называются эрмито- 
выми компонентами матрицы А. Они определяются однозначно, 
причем 

Н, =5 (А+ А*), H,=+(A—A?).- 
` 

10.50. Если матрица А нормальная, то собственные значения 
матрицы Hf, (Н.) из разложения 10.49 являются вещественными 
(мнимыми) частями собственных значений матрицы А. 

10.51. Матрица А является нормальной тогда и только тогда, ̀ 
когда ее эрмитовы компоненты перестановочны. 

10.52. Комплексная матрица 5 называется косоэрмитовой или 
кососамосопряженной, если она совпадает с матрицей —S*, 

10.53. Косоэрмитова матрица является нормальной. 
10.54. Среди нормальных матриц косоэрмитова`матрица вы- 

деляется тем и только тем, что все ее собственные значения — 
чисто мнимые. 

10.55. Матрица 5 является косоэрмитовой тогда и только тог- 
да, когда матрица iS эрмитова. | 

10.56. . Вещественная эрмитова (косоэрмитова) матрица назы- 
вается симметричной (кососимметричной). | 

Спова есть очень много общего между этими вещественными матрица- 
ми и соответствующими комплексными ‘матринами. Копечно, здесь также 
могут появитьея пекоторые отличия в формулировках утверждепий, если 
необходимо использовать лишь вещественпые величины и преобразовапия. 

10.57. Элементы симметричной (кососимметричной) матрицы 
А удовлетворяют соотношениям а;=ая (а, =— ах) для всех i, }. 
В частности, все диагональные элементы кососимметричной мат- 
рицы равны нулю. 

10.58. Симметричвая матрица ортогонально подобна вещест- 
ренпой диагональной матрице. 

10.59. Кососимметричная матрица ортогонально подобна ве- 
'цественной блочно диагональной матрице c блоками первого и 
второго порядков. Все блоки первого порядка — нулевые, все бло- 
ки второго порядка — кососимметричные. 

10.60. Определитель кососимметричной матрицы нечетного 
порядка равен ` нулю. 

16.61. Кососимметричные матрицы Н, и только они, обладают 
тем свойством, что для любого вещественного вектора х скаляр- 
ное произведение (Hx, x) равно пулю.
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10.62. `Вещественную квадратную матрицу A всегда можно 
представить в виде суммы 

A=BtC, 

где матрица В — симметричная, С — коеосимметричная. Это раз- 
ложение одинотвенно, причем 

1 

Компонента В называется симметричной составляющей матри- 
цы А, компонента С — кососимметричной составляющей. 

16.63. Для любой матрицы А и разложения 10.49 справедливо 
равенство 

| (Az, xz) =(Н.т, x) + КНох, т). 

10.64. Для любой вещественной матрицы A, любого вещест- 
венного вектора х и разложения 10.62 справедливо равенство 

(Ах, х) = (Вт, т). 

10.65. Пусть А — произвольная прямоугольная комплексная 
матрица, О, В — унитарные матрицы. Имеет место равенство 

(ОАВ)+ = В*А+0*. 
\ 

$ 11. Мультинликативные представления матриц 

11.1. Если прямоугольная. матрица А представлена в клеточ- 
ном виде: 

=| | В Г 

где В — квадратная невырожденная. матрица порядка г,`то рапг 
матрицы А равен Г`в том и только в том случае, когда T= АВ-:0. 

11.2. Если А — прямоугольная: матрица ранга г, то существу- 
ют такие матрицы перестановок P, H, что у матрицы РАН or- 
личны от нуля ведущие миноры всех порядков от 1 до г, 

11.3. Если матрица А имеет вид 11.1, то (см. 6.44) 9 
4 

At = [. | [в8* + 00°]? В [BB + ROR] [В", В", 
11.4. Если ранг прямоугольной матрицы А равен числу строк 

(столбцов), то существует. такая матрица перестаповок Р(П), что 
у матрицы РА (АН) отличны от нуля ведущие миноры всех воз- 
можных порядков. | 

11.5. Любую квадратную матрицу А порядка“`т, у которой 
отличны от нуля ведущие миноры всех порядков от 1 ло т—1, 
можно нредставить в виде произведения левой треугольной мат-
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рицы СД на правую треугольпую. матрицу О. Если 

Oy Uy Ио Ч тт 

A=LU = Pr 29, () 0“ Чт 

“ Lint 1 то 7 Liam Umm 

to (см. 4.18) 

42 12 --- т 
| д( | (1 >] A(T 1 п] 
11211 — 1)» 2% М оо — 4 ’ > (ттИтт = 12-*»m—14 

А (i) 415.111) 
12---k—I1s 12 k—1k 

A(t > Ша 4(1 5 Шт | 
Len = Lin tz... А ‚ НЦ Ин 12 ie , 

А: > .. x). (42 .. В 

где $5 =А-+1,..., т, k=1,2, ..., m—1. 
11.6. Разложение 11.5 единствензо, если зафиксировать диа- 

гональные элементы матрицы 4 или матрицы U. ` 
11.7. Разложение 11.5 с диагональными элементами матрицы 

Г, равными 1, пазывается` 2.7-разложением матрицы A. 
11.8. Если имеет место разложепие 11.5, то для всех Ё cupa- 

ведливо равенство | 

412: Tp tas. 
i=1 

11.9. Если матрица A имеет положительные ведущие мино- 
ры, то ее .И-разложение существует и матрица U имеет поло- 
жительные диагональные элементы. 

11.10.`Если матрица А эрмитова и имеет положительные ве- 
дущие миноры, то. существует разложение `А = LL*, rye L — ле- 
вая треугольная матрица. 

11.11. Разложение 11.10 единственпо, если зафиксировать ар- 
гументы диагональных элементов матрицы L. 

11.12. Если для некоторого j (i) элементы матрицы A удов- 
летворяют условиям 

м 

aj=0, ti=1,2,.., рФр ]=1,2,...т<ь 

то. будут: равны пулю. и элементы. матрицы U (Г) с соответст- 
вующими номерами... 

‚ Во многих прикладных задачах приходится иметь дело с разреженными 
матрицами, т. е. матрицами, имеющими много пулевых элементов. Утверж- 
дение 11:12 позволяет описать целый класс разреженных матриц. треуголь- 
ные сомножители. которых сохранятот специфику. разреженности исходпой.
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матрицы. Пусть матрица А удовлетворяет условиям 11.5 и имеет вид 

тде все ее ненулевые элементы находятся в заштрихованной области. Гра- 
uma этей области может быть произвольной. Требуется лишь, чтобы лю- 
Фая вертикальная (горизонтальная) прямая линия имела с правой (левой) 
частью границы односвязпое множество общих точек. Как следует из 11.12, 
треугольные .сомножители С и 0. будут иметь апалогичный вид, а именно: 

aed — 

Все пенулевые элементы матриц L и U находятся в заштриховаиных обла- 
стях, границы которых такие же, как у матрицы А. 

11.13. Если для матрицы В из 11.1 имеет место разложение 
В = LU, то справедливо разложение 

Е о г 0 В L—'@ 

в Г] |801 Е бд 0 |’ 

11.14. Пусть у ‘матрицы А порядка т отличны от нуля ве- 
дущие миноры порядков А, <, <...< Е, = т. Тогда существу- 
ет разложение A = СО, где L (U) — левая (правая) блочно тре- 
угольная матрица. с невырожденными диагональными блоками 
размеров ky, К, —Ё,, ..., К, —k.-;. Это разложение называется 
блочным Г.О-разложением. 

11.15. Блочное РО-разложение единственно, если зафиксиро- 
вать диагональные блоки матрицы L или матрицы 0. 

11.16. Пусть у эрмитовой матрицы A порядка т отличны 
от нуля. ведущие миноры порядков #, < Ё, <...<Ё, = т. Torna 
существует разложение A—LDL*, где Ё (О) — левая блочно 
треугольная (блочно Диагональная} матрица с невырожденными 
диагональными блоками размеров k,, А. — ky, ..., ks — Ke-1. 

11.17. Все диагональные. блоки матрицы О разложения 11.16 
являются эрмитовыми матрицами. 

11.18. Все ведущие миноры порядков fy, №, ..., ks матриц 
А и D разложения 11.16. имеют одинаковые знаки.
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11.19. Разложение 11.16 единственно, если зафиксировать D 
как эрмитову матрицу указанного в 11.16 строения co знаками 
ведущих миноров, удовлетворяющими условиям 11.18. 

11.20. Если А — невырожденная эрмитова матрица, то су- 
ществует ‘такая` матрица перестановок ЛП, что у эрмитовой мат- 
рицы HAH’ каждый нулевой ведущий минор имеет ненулевые 
соседние ведущие миноры. ` 

11.21. Если для матрицы HAZ’ из 14.20 выполнить разло- 
жение 11.16, то ‘днагональные блоки матрицы D будут первого 
и второго порядков. 

11.22. Любую квадратную матрицу А можно представить в 
виде произведения А =@ОА, где Q— упитарная матрица, А — 
правая треугольная. 

11.23. Разложение 11.22 называется ОЁ-разложением матри- 
цы А. 

11.24. Для матрицы R из 11.22 имеет место равенство А*А = 
= А*Н. 

11.25. Пусть матрица А — невырожденпая порядка т. Тогда 
для элементов г, матрицы R справедливы формулы 

* 4 DBD «ee т \ 1/2 

А*А(То 1Ф _ (Ax (1\\1/2 „$ — т ifm т em 4 2 -+- m—14 

* 12 ` k—1 k 

a APA(T > bois 
ks — "kr . . ? e,(1 2 -.- k 

А*А (15...) 

где s=kA+1,..., т, k=1,2, ..., m—1, Qi, ..., Фп — произволь- 
ные вещественные числа. 

11.26. ОВ-разложение невырожденной матрицы единственно, 
если зафиксировать аргументы диагональных элементов матри- 
цы А. 

11.27. Любую квадратную матрицу А можно представить в 
виде произведения A= HU, где Н — эрмитова матрица ‘с неот- 
рицательными ведущими минорами, U — унитарная матрица. 

11.28. Разложение 11.27 называется полярным разложением 
матрицы А. 

11.29. В полярном разложении А =НО матрицы А эрмитова 
матрица Н определяется единственным образом. 

11.30. Невырожденная матрица имеет единственное полярное 

разложение. 
11.31. Каково бы пи было полярное разложение А = НИ мат- 

рицы А, унитарная матрица U переводит ортонормированный ба- 
зис из собственных векторов матрицы А*А ‘в ортонормированный 
базис `из собственных векторов матрицы AA*,



§ 11] МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МАТРИЦ 79 

14.32. Для любого полярного. разложения A= HU унитарная 
матрица U переводит пп A* в 11 4, a Кег А — в ker А*. 

44.33. Матрица А является нормальной тогда и только тогда, 
когда в ее полярном разложении А = НО матрицы Я и U пере- 
становочны. 

11.34. Если матрица А нормальная, то собственные. значения 
матрицы H (аргументы собственпых значений матрицы U) по- 
лярного разложения А =НО являются модулями собственных 
значений (apryM@ntamu ненулевых собственных значений) 
матрицы A. 

11.35. (Формулы Кели.) Между ‘произвольными эрмитовыми 
матрицами Н и унитарными матрицами U, не имеющими собст- 
веппых значений, равных —1, существует взаимно однозначное 
соответствие, определяемое формулами 

О = (ЕЕ —- Ш)‘, И =цЕ-ОХКЕ-+О)-. 

11.36. Для вещественной матрицы существует вещественное 
полярное разложение. 

11.37. Какова бы ни была прямоугольная матрица A, матри- 
цы.А4*А и AA* эрмитовы и имеют неотрицательные ведущие ми- 
поры. 

11.38. Ненулевые собственные значения матриц А*А и AA* 
всегда совпадают. | 

11.39. Арифметические значения квадратных корней из `об- 
щих собственных значений матриц А*А и АА* называются син- 
гулярными (главными) числами матрицы -А. 

Всюду в дальнейшем будем обозпачать ненулевые сингулярпые числа 
матрицы A через р, .... о; и предполагать, что они занумерованы в поряд- 
ne убывания. ‘т. е. р = Po... 2 р: > 0. Сингулярные числа о! ... 
будем считать нулевыми. 

11.40. Сингулярные числа матрицы не меняются от ее умно- 
кения слева и справа на любые унитарные матрицы. 

11.41. Квадратная матрица является невырожденной тотда и 
только тогда, когда все ее сингулярные числа отличны от нуля. 

11.42. Модуль определителя матрицы равен произведению 
всех сингулярных чисел. 

11.43. Квадратная матрица является пормальной тогда и 
только, тогда, ‘когда все ее собственные значения равны по мо- 
хулю сингулярным числам. 

11.44. Пусть А — прямоугольная матрица размера m Xn. 
Обозначим через XX, ..., Tz ортонормированные собственные век- 
торы матрицы A*A. Тогда: 

— система векторов Ат,,..., AZ, является ортогональной; 
— ненулевой вектор Az, является собственным вектором 

. 2 
матрицы AA* и соответствует собственному значению 0;; 

— для всех Ё выполняется равенство |Az,| = py.
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11.45. Пусть А — прямоугольная матрица размера т Xn. 
Всегда существуют ортопормнрованные системы векторов Xj, ... 
... In WY, ..., Ym такне, что | 

А В» Ул, k => 1, A* __ О, Е => 1, 
Lp = . # — 

0 k>& 0, ЕЕ. 

11.46. Ортонормпрованные системы т,, ..., La И Ys, ..., Ym ИЗ 
11.45 называются сингулярными базисами матвицы А. 

11.47. Какова бы ни была прямоугольная Матрица А размера 
тп, всегда существует разложение А = ОЛИ, где 0, V — уви- 
тарные матрицы, A — прямоугольная диагональная матрица раз- 
мера mXn с невозрастающими пеотрицательными элементами 
на диагонали. | | 

11.48. Разложение 11.47 называется сингулярным разложе- 
нием матрицы А. 

11.49. Если задано сингулярное разложение А = ЛУ матри- 
цы A, то: 

— диагональные элементы матрицы Л являются сингуляр- 
ными числами матрицы A; | 

— столбцы матрицы U образуют ортопормированный базис 
из собственных векторов матрицы AA*; 

— столбцы матрицы У* образуют ортонормированный базис 
из собственных векторов матрицы А*А; 

— столбцы матриц V*, U ‘образуют в совокупности сингу- 
лярные базисы матрицы А. | `` 

11.50. Для вещественной матрицы существует вещественное 
сингулярное разложение. 

11.21. Пусть А и В — прямоугольные матрицы размеров m X 
<n и ржа соответственпо. Аронекеровым или тензорным про- 
изведением АЖВ матриц А п В называется матрица С размера 
тр X nq следующего блочного строения: 

а. В а, В an 

C= a,,8 a,,B a,,B8 

An B Amol . Bann 

11.52. Следующие. соотношения справедливы при любом чис- 
ле © и любых матрицах, для которых соответствующие операции 
имеют смысл: 

(«А) хВ =Ах(аВ) = a (АХВ), 
(A+ B)xC=AxC+BxC, 

Ах(В + С)= АхВ + АХС, 
Ax(BxC) = (АхВ)хС, 

(AB) x (CD) = (AxC)(BxD),
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(Ax B)* = A* x B*, 

(Ax B)* = AtxB", 

11.53. Для квадратных матриц A, В порядков т, п справед- 
ливы соотношения 

{г (Ах В) = (tr A) - (tr B), 

det (Ах В) = (det A)" (det В)", 

(Ax В)" = Ах В", 

11.54. Матрицу A Ж В перестановками строк и столбцов мож- 
но привести к матрице BX A. Если матрицы A, В квадратные, 
то строки и столбцы переставляются одинаково. 

11.55. Кронекерово произведение ‘квадратных матриц A, В 
любых порядков является диагональной (треугольной того же 

паименования, нормальной, эрмитовой, унитарной) матрицей, ес- 
ли матрицы А, В диагональные (треугольные одного наименова- 
ния, нормальные, эрмитовы, унитарные). 

11 06. Если матрицы А, В порядков т, п подобны соответ- 

ственно матрицам С, D, то: 
— матрица А X В подобна матрице С X D; 
— матрица AXE,+E, XB подобна матрице СХЕ, +E, XD. 
11.57. Если матрицы A, В порядков т, п имеют простую 

структуру, то имеют простую структуру матрицы АХВ и АХ 
ХЕ, ЕЕ, ХВ 

11.58. Пусть A и x — собственное значелие и собственный век- 
тор матрицы: A порядка т; ци и у— собственное значение и соб- 
ственный вектор матрицы В порядка п. Тогда: 

— кронекерово произведение хЖу является собственным 
вектором матрицы A XB и соответствует собственному значе- 
нию Ли; 

— кронекерово произведение x Ху является собственным век- 
тором матрицы A XE, + LE, ХВ и соответствует собственному зна- 
чению A+ ц. 

11.59. Все mn собственных значений п соответствующие им 
собственные векторы матриц АХВ и АХЕ, Е Е„ ЖВ имеют вид, 
указанный в 11.08. 

11.60. Пусть для матриц А, В определены: ЁО-разложения, 
ОВ-разложения, полярные разложения, сингулярные разложения, 
скелетные разложения, т. e. 

А — L,U,, B — L,U,, A = UA, У,, В = О.А. Т,, 

A=Q,R,, В =0.Н., A=C-D, B=F.-G,. 

A=H,U,, B=H,_U,, 

6 В. В. Воеводин, Ю. A. Кузнецов
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Тогда соответствующие разложения для матрицы АЖВ имезот 
вид 

(A X B) = (LZ, ЖЕ.) (0, Х 0.), 

(A X B)=(Q, ХО.) (В; Х В,), 

(A XB) = (A, ЖН,) (0, Х 0,), 

(A XB) = (0, X 0.) (Л, ХЛ.) (У, Х V2), 

‘AX B)=(CXF)(DXG). 

$ 12. Билинейные формы 

12.1. Пусть задано комплексное (вещественное) линейное про- 
<транство. Числовая функция Q(z, у) называется билинейной фор- 
мой в этом пространстве, если для любых векторов х, у, 5 и любо- 
то комплексного (вещественного) числа < она принимает комп- 
лексное (вещественное) значение, и при’этом выполняются соот- 
пошения 

ф(т + 2, у) =ф(х, у) + plz, у), ф(ах, у) = оф(х, у), 

plz, у+ 2) =©(х, у) +ф(, 2), lz, ay) = аф(х, у). 

Мы уже встречались ранее с функцией такого вида. Сравнивая 5.1 и 
12.1, легко заметить, что скалярпое произведение в евклидовом простран- 
стве является билинейной формой. Однако не каждая билинейная форма 
даже в вещественпом пространстве будет скалярным произведением, так 
как могут оказаться невыполненными важные свойства симметричности 
скалярного произведения и его положительной определенности. Вспоминая, 
какую важную роль играло скалярное произведение при изучении евкли- 
довых прострапств: и действующих в пих линейпых операторов; нетрудно 
понять и важность изучения билинейных форм, которые можно рассмат- 
рнвать как скалярные. произведения с расширенными свойствами. 

Многие свойства билинейных форм в *жомплекспых ‘п вещественных 
пространствах совпадают, хотя в ряде случаев имеются, и очень существен- 
ные, различия. В тех случаях, когда свойства билинейных форм совпадают, 
мы не будем указывать тип пространств. 

12.2. С билинейной формой можно выполнять формальные ал- 
гебранческие преобразования, т. е. 

(3 9:5; , = Ув = > YS a:B,0 ( Lis Yj). 
1—1 i=1 j=1 

12.3. Для любой билинейной формы выполпяются соотноше- 
ния Ф(0, у) = (lz, 0) =0 

12.4. Билинейная форма называется нулевой, если она прини- 
мает нулевое значение для всех пар векторов. . 

12.5. Множество всех билинейных форм, заданных над одним 
и тем же линейным пространством, есть линейное пространство. 

12.6. Билинейная форма $(х, у) называется симметричной, 
если для любых векторов Z, у выполняется равенство Q(z, у) = 
= ф(у, x).
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12.7. Билинейная форма g(z, у) называется кососимметрич- 
ной, если для любых векторов х, у выполняется равенство 
ф(т, у) =—gly, 2). 

12.8. Множества симметричных и кососимметричных билиней- 
пых форм образуют подпространства в линейном пространстве 
всех билинейных форм. 

12.9. Любая билинейная форма однозначно разложима B сум-, 
му симметричной‘ и кососимметричной билинейпых форм, а имен- 
110: 

g(t, У) = {olt, +0, D+ y(t, Y—EW, 2}. 

Первые два слагаемых в правой части дают симметричную били- 
нейную форму, последние два — кососимметричную. 

12.10. Для’ любой билинейной формы имеет место тождество 

plz, у) + oly, 2) = ф(х у, Ну) — ф(т, 2) — gly, у). 

12.11. Кососимметричные билинейные формы, и, только они, 
принимают нулевые значения при всех совтадающих аргументах. 

12.12. Симметричная билинейная форма однозначно определя- 
ется своими значениями при совпадающих аргументах. 

12.13. Для несимметричной билинейной формы ее симметрич- 
ная часть однозначно определяется значениями формы при совпа- 
дающих аргументах. 

12.14. Квадратичной формой в линейном пространстве К на- 
зывается числовая функция g(z, x) oT одного векторного аргу- 
мента хе К, которая получается из билинейной формы g(z, у) 
заменой вектора у на вектор Z. 

Вообще говоря, нельзя однозначно восстановить по квадратичной фор- 
ме породившую ее билинейную форму. Но, как вытекает из 12.10, сущест- 
нует, и притом только одна, симметричная билинейная форма, из которой 
можег быть получена исходная квадратичная форма. Эта билинейная фор- 
ма называется полярной по отношению к заданной квадратичной форме. 
Множество всех билинейных форм, порождающих одну и ту же квадратич- 
ную форму, может быть получено путем сложения полярной билинейной 
формы и произвольной кососимметричной формы. Поэтому при использо- 
вании билинейных форм для изучения свойств квадратичных форм доста- 
точно ограничиться рассмотрением симметричных билинейных форм. Не- 
возможность восстановления билинейной формы по квадратичной объясня- 
стся тем, что согласно 12.7 квадратичная форма не дает никакой информа- 
ции о кососимметричной части любой билинейной формы. 

12.15. Вектор & называется изотропным_ для квадратичной 
формы ф(х, x), если lz, 5) =0. 

Как вытекает из свойств линейности билинейных форм по каждому 
аргументу, ф(0, 0) = 0 для любой билинейной формы. Однако в общем слу- 
чае могут существовать и ненулевые векторы, на которых квадратичная 
форма принимает нулевое значение. Понятие изотропности связано только 
с квадратичной формой. Поэтому векторы, изотропные для одной цвадра- 
6*



34 ОСНОВЫ ТЕОРИИ гл. 1 

тичной формы, могут быть не изотропными для другой квадратичной фор- 
мы, и наоборот. Множество изотропных векторов, вообще говоря, образует 
некоторую поверхность второго порядка в линейпом пространстве, но в ряде 
важных случаев оказывается линейным подпространством. 

12.16. Для квадратичной формы, порожденной кососимметрич- 
ной билинейной формой, все векторы пространства являются 
изотропными. 

12.17. Любая квадратичная форма в комплексном прострап- 
стве размерности больше 1 всегда имеет ненулевые изотропные 
векторы. | . 

12.18. Для квадратичной формы в комплексном пространстве 
множество изотропных векторов является подпространством в том 
и только в том случае, когда эта форма порождена кососиммет- 
ричной билинейной формой. 

12.19. Квадратичная форма называется вещественной, если 
для любых векторов пространства она принимает вещественные 
значения. 

12.20. Квадратичная форма в комплексном пространстве яв- 
ляется вещественной тогда и только тогда, когда эта форма по- 
рождева кососимметричной билинейной формой. 

12.21. Вещественная квадратичная форма называется положи- 
тельно (отрицательно, неположительно, неотрицательно) опреде- 
ленной, если plz, т) > 0. (<0, <0, 20) для всех х == 0. 

Как правило, только положительно и отрицательно определенные квад- 
ратичные формы называются знакопостоянными. Но иногда знакопостоян- 
ными называются также неотрицательные и ненположительные квадратичные 
формы. Во избежание появления недоразумений в нужных случаях поло- 
жительно и’ отрицательно определенные квадратичные формы мы будем 
называть строго знакопостоянными, а неположительно и неотрицательно оп- 
ределенные — нестрого знаконостоянными. 

12.22. Вещественная квадратичная Форма является строго 
знакопостоянной тогда и только тогда, когда она не имеет нену- 
левых изотропных векторов. | 

12.23. Вещественная квадратичная Ффоэма является нестрого 
знакопостоянной тогда и только тогда, когда множество ее изо- 
тропных векторов есть нетривиальное линейное пространство. 

Сравнение свойств скалярного произведения 5.2 mM соотношений 12.1 по- 
казывает, что в комплексном пространстве скалярное произведение. строго 
говоря, не является билинейнон формой. В комплексном пространстве со 
<скалярным произведением тесно связаны эрмитовы билинейные формы. 

12.24. Пусть задано комплексное (вещественное) линейное 
пространство. Числовая функция plz, У) называется эрмитовой 
билинейной формой в этом пространстве, если для любых векто- 
ров x, у, 2 и комплексного (вещественного) числа © она. прини- 
мает комплексное (вещественное) зпачение, и. при этом выполня-
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тел соотношения 

ф(т +2, у) = ф(х, у) Тф(, у), plaz, у) = аф(т, у), 
ф<(х, у + 2) = ф(х, у) + ф(х, 2), ls, ay) = ag(z, y)., 

Здесь черта озпачает комплексное сопряжение. 
12.25. Эрмитова билинейная форма в вещественном простран- 

стве является обыкновепной билинейной формой. 
12.26. Если эрмитова билинейная форма в комплексном про- 

странстве является обыкновенной билинейной формой, то эта 
форма — нулевая. 

12.27. С эрмитовой билинейной формой можно выполнять фор- 
мальные алгебраические преобразования, т. е. 

о (Хань 3 Bw) = BE abso (av. 
j=3 i=1j=1 

12.28. Эрмитова билинейная. форма называется эрмитовой сим- 
метричной (эрмитовой кососимметричной), если для любых век: 
торов ZX, у 

ф(т, у) =‹(у, 1х) (gla, у) = -Ф(9, z)). 

12.29. Если ф(т, у)`— эрмитова симметричная (кососимметрич- 
ная) билинейная форма, то ig(z, у) будет эрмитовой кососиммет- 
ричпой (симметричной) билинейной формой. 

`12.30. Любая эрмитова ‘билинейная форма однозначно разло- 
жима‘ в сумму эрмитовой симметричной и эрмитовой кососим- 
метричной nme форм. Именно: 

ф(х, у) = + tole, У) + Фу, < ey )} + 5 ~ {ф(т, у) — Ф(и, 2}. 

Первые два слагаемых в правой части дают эрмитову симметрич- 
пую билинейную форму, последние два — эрмитову кососиммет- 
ричную. — 

12.31. Для любой эрмитовой билинейной формы имеет место 
то7кдество 

м 4 
ф(т, у) = zlee@+yzrt+y—gt—y,x—y)+ 

+ ip (xz + ty, z+ ty) — i (x — iy, x — iy)}. 

12.32. Любая эрмитова билинейная форма однозначно опре- 
деляется своими значениями при совпадающих аргументах. 

12.33. Среди эрмитовых билинейных форм нулевая форма, 
и только она, принимает нулевые значения при всех совпадаю- 
щих аргументах. 

12.34. Эрмитовой квадратичной формой в комплексном про- 
страистве называется числовая фупкция $(х, x) от одного век-
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торного аргумента х, которая получается из эрмитовой билипей- 
ной формы ¢(z, у) заменой вектора у на вектор Z., 

В отличие от квадратичных форм, по эрмитовой квадратичной форме 
однозначно восстанавливается порождающая ее эрмитова билинейная фор- 
ма. Это восстановление осуществляется согласно 12.34, и соответствующая 
билинейная форма также называется полярной по отношению K искодяон 
квадратичной форме. Возможность однозначного восстановления объясняет- 
ся тесной связью между эрмитовыми симметричными и эрмитовыми косо- 
симметричными билинейными формами. 

Несмотря на имеющиеся ‘различия в свойствах билинейных и ормито- 
вых билинейных форм, для обоих типов форм многие понятия вводятся 
одинаково. В частности, аналогично вводятся вещественные и знакоопре- 
деленные квадратичные формы, изотропные. векторы и т. п. 

12.35. Среди эрмитовых билинейных форм симметричпые (ко- 
сосимметричные) формы, и только они, порождают вещественпые 
(чисто мнимые) эрмитовы квадратичные формы. 

12.36. Никакая эрмитова несимметричная билинейная форма 
не может порождать вещественную эрмитову квадратичпую 
форму 

12. 37. Вещественная эрмитова квадратичная форма ‘является 
строго знакопостоянной тогда и только тогда, когда она не имеег 
ненулевых изотропных векторов. 

12.38. Вещественная эрмитова квадратичная форма является 
нестрого знакопостоянной тогда и только тогда, когда множество 
ее изотропных векторов есть нетривиальное линейное про- 
странство. | 

12.39. Для того чтобы эрмитова квадратичная форма не имела. 
ненулевых изотропных векторов, достаточно, чтобы ее веществеп- 
ная или мнимая часть была строго знакопостоянной. 

_ 12.40. Симметричные эрмитовы билинейные формы, порожда- 
ющие положительно определенные квадратичные формы, и толь- 
ко они, задают скалярное произведение как в вещественном, так 
и в комплексном пространстве. 

Если в линейном пространстве задан какой-либо базис, то билинейная 
и эрмитова билинейная формы являются функциями координат векторов. 
По существу, вид этнх функций полностью определяется `формулами 12.2, 
12.27. Особенно просто билинейные формы записываются в том случае, ког- 
да при заданном базисе в линенном пространстве согласно 5.4 4 введено cha- 
лярное произведение. 

12.41. Пусть e;, ..., @n Tl Qt, .... Gn — Два базиса пространства. 
и для векторов Z, у заданы разложения 

nN Tr 

r= pa fii, Y= 2 1;9;- S = 

Тогда имеет место представление 

п 

(т, у) = хх >» 1 Of Cis q3)5; UF 
1==1 72—=
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для билинейной формы и представление 

— Хх У @ (ei, 9) т; 
i=1j—1 

для эрмитовой бплинейной формы. 
12.42. Матрица Ф.. с элементами Фф.;= ф(е‚, g;) называется 

матрицей билинейной (эрмитовой билинейной) формы glx, y) 
в выбранной паре базисов. 

12.43. Если те, yg — вектор-столбцы арифметического простран- 
ства, составленные из координат векторов т, у в разложениях 

12.41, то p(t, у) = х.Фиуа для билинейной формы и ф(х, и) = 
= =: Фи для эрмитовой билинейной формы. 

12.44. В евклидовом и унитарном пространствах любая били» 
лейная (эрмитова билинейная) форма имеет вид 

`ф(х, у) = (Фх, у) (plz, у) = (Фу, у). 

Здесь Ф — матрица формы в паре совпадающих естественных 
базисов. | 

Заметим, что матрица билинейной формы однозначно определяется упо- 
рядоченной парой базисов. Поэтому при перемене базисов местами матрица 
формы меняется. 

12.45. Между линейными пространствами билинейных и эр- 
митовых билииейных форм в комплексном (вещественном) п-мер- 
ном пространстве и линейным пространством квадратных матриц 
порядка 2 с комплексными (вещественными) элементами суще- 
ствуют изоморфные ‘соответствия. 

12.46. В изоморфизме 12.45 симметричной и кососимметричной 
(эрмитовой. симметричной и эрмитовой кососимметричной) били- 
нейной форме соответствуют симметричная и кососимметричная 
(эрмитова и косоэрмитова) матрица. 

Итак, если в пространстве введено скалярное произведение, то изучение 
билинейных и эрмитовых билинейных форм означает изучение ‘функций 
вида (Az, у), (Вх, у). и ничего другого. Поэтому все рассмотренные свойст- 
ви форм сразу же переносятся на их матрицы, и наоборот. 

12.47. Матрица А называется положительно определенной и 
обозначается символом А >> 0, если (Ах, х) > 0 для всех векторов 
х == 0. Аналогично вводятся отрицательно, неотрицательно и не- 
положительно определенные матрицы. Неотрицательно определеп- 
пая матрица пазывается также положительно полуопределенной. 

12.48. Если матрица положительно определенная, то: 
— все главные миноры положительные; | 
— все коэффициенты характеристического многочлена отлич- 

пы от нуля. и имеют чередующиеся знаки; 
— все собственные значения имеют положительные веществен- 

ные части.
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12.49. Для того чтобы комплексная матрица была определен- 
ной в каком-либо смыселе` 12.47, необходимо. и достатожно, чтобы 
она была эрмитовой и определенной в том ке смысле. 

12.50. Для того чтобы вещественная матрица была определен- 
ной в каком-либо смысле 12.47, необходимо и достаточно, чтобы 
ее симметричная составляющая в разложении 10.62 была опре- 
деленной в том же смысле. 

12.51. (Критерий Сильвестра.) Для того чтобы эрмитова мат- 
рица была положительно определенной, необходимо и достаточно, 
чтобы все ведущие миноры этой матрицы были положительными. 

12.52. Для того чтобы эрмитова матрица была ‘отрицательно 
определенной, необходимо и достаточно, чтобы все ведущие ми- 
норы нечетного порядка были отрицательными, четного — поло- 
жительными. 

12.53. (Критерий Якоби.) Для того чтобы  эрмитова матрица 
была положительно определенной, необходимо и достаточно, что- 
бы все коэффициенты характеристического многочлена были от- 
личны от нуля и имели чередующиеся знаки. 

12.54. Для того чтобы эрмитова матрица была отрицательно. 
определенной, необходимо и достаточно, чтобы все коэффициенты 
ее характеристического многочлена были положительны. 

12.55. Для того чтобы эрмитова матрица А удовлетворяла ус- 
ловию А>0 (2, <, <), необходимо и достаточно, чтобы ее соб- 
ственные значения A; удовлетворяли условию A; > 0 (>, <, S) 
при всех i. 

Заметим, что критерпи знакоопределенности 12.51—12.55 в целом спра- 
всдливы только для эрмитовых матриц. Для вещественных несимметрич- 
ных матриц достаточность уже не обязательно будет иметь место. Поэтому, 
например, вещественная несимметричная матрица с положительными соб- 
ственными значениями может не быть положительно определенной. 

12.56. Неравенство А > В или A—B>O (2, <, <) для мат- 
риц А и В означает, что (Ах, x) > (Вт, (a) (>, <, '<) для ‘всех 
тэ 0. 

12.57. Для любой матрицы А существуют числа a, В, завися- 
щие только от A и такие, что 

aE < АЗ ВЕ. 

12.58. Если A>O (20), то число а в неравенствах 12.57 мо- 
жет быть выбрано положительным (неотрицательным). 

“412.59. Если A>O (<0), то матрица А — невырожденная п 
А->0 (<0). 

12.60. Пусть А, В — положительно определенные матрицы. 
Существуют положительные числа 6, |, зависящнё только от A, 
В и такие, что 

6В = А= УВ.
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12.61. Если A>O (2, <, <), то для любой невырожденнай 
матрицы В имеем В*АВ> 0 (>, <, =). 

12.62. Если A>O (>, <, =), то для любой матрицы В име- 
ем В*АВ>0 (>, <, S). 

12.63. Если А, В>0 (>, <, <), то для любых неотрицатель- 
ных чисел ©, В, He равпых нулю одновременно, имеем aA ВВ > 
>0 (2, <, <). 

12.64. Если A>O (>, <, SX), To такому же условию удов- 
летворяет матрица любого главного минора матрицы А. 

12.65. Если А.В > 0. то АХВ-> 0. 
12.66. Для любой эрмитовой положительно (неотрицательно) 

определенной матрицы А существует, и притом единственная, 
эрмнтова положительно (неотрицательпо) определенная матрица 
5 такая, что 5*= А. Матрица 5 называется (арифметическим) 
квадратным корнем из матрицы А и обозначается А”. 

12.67. Собственные векторы матриц A и А!” совпадают, а соб- 
ственные значения матрицы А равны квадратам собственных 
значений матрицы A*’’. 

12.68. Пусть A, В — эрмитовы положительно определенные 
матрицы. Тогда для любых вещественных чисел a, В неравенства 
аА > ВВ и 2B > ВА-' эквивалентны. 

12.69. Пусть А, В — эрмитовы матрицы, причем В — положи- 
тельно определенная. Тогда матрица АВ имеет простую структу- 
ру и все ее собственные зпачения вещественные. 

12.70. В условиях 12.69 собственные значения матрицы АВ 
положительны (Неотрицательны) тогда и только тогда, когда мат- 
рица А положительно (неотрицательно) определенная. 

12.71. Пусть А =5 НЗ — эрмитова положительно определен- 
пая матрица порядка т с вещественными матрицами 5, К. Ве- 
зцествепная блочная матрица 

8-5 
порядка 2т является симметричной и положительно опреде- 

ленной. 

При переходе. от одной пары базисов к другой матрица билинейной фор- 
мы меняется. Характер ‘этого изменения полностью определяется видом 
формы: 12.44 и соотношением 7.2, описывающим связь координат векторов 
в разных базисах. | 

12.72. Пусть Р— матрица преобразования координат при пе- 
реходё от базиса е!,..., Cn к базису fi, ..., fra, а О — матрица пре- 
образования координат при переходе от qi, ..., Qn к №, ..., bn. 
Тогда для матриц билинейной (эрмитовой билинейной) формы 
o(a, у) выполняются соотношения 

Ф, =Р’Ф..0 (Ф,„=Р’Ф.0).
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12.73. Множество матриц. одной и той же формы g(z, У) в 
различных парах базисов есть множество эквивалентных. матриц. 

12.74. Для. любой билинейной (эрмнтовой билинейной) формы 
всегда существует такая пара базисов, в которых матрица формы 
является диагональной, с элементами Он 1 на. днагонали. 

12.75. Ранг матрицы билинейной формы не зависит oT выбран- 
ных базнсов. Он называется рангом билинейной формы. 

12.76. Разность между размерностью пространства и рангоз: 
билинейпой формы называется дефектом билинейной. формы. 

12.77. Билинейная форма пазывается. невырожденной, если ее: 
дефект равен 0. 

Раздельный выбор базисов для каждой переменной билинейной формы 
применяется довольно редко. Значительно чаще используется общий базис. 

12.78. Пусть Р — матрица преобразования координат при пе- 
реходе от.базиса е|, ..., €n к базису |1, ..., fn. Тогда для матриц 
билинейной (эрмитовой билинейной) формы $(5, у) выполняются 
соотношения | | 

Ф,, —=Р’Ф..Р (Ф,, = P’®,.P). 

12.79. Матрицы, связанные соотношением 12.78, называются 
конгруэнтными (эрмитово конгруэнтными.). “ 

12.80. Отношение конгруэнтности есть отпошение `эквивалент- 
ности. 

12.81. Правая (левая) треугольная матрица рапга г с первыми 
г ненулевыми диагональными элементамп называется правой. 
(левой) трапециевидной матрицей. 

12.82. Трапециевидная матрица с диагональными элементами, 
равными 1 или '0, называется канонической. 

‚12.83. В правой (левой) трапециевидной матрице ранга Tr все 
строки (столбцы), начиная с г + 1-й (r+ 1-го), являются нулевыми. 

12.84. Любая некососимметричная матрица конгруэнтна пра- 
вой трапециевидной матрице. | 

12.85. Любая кососимметричная матрица копгруэнтна блочно 
диагональной матрице с блоками 2-го и 1-го порядков. При этом 
все блоки 2-го порядка являются невырожденными кососиммет- 
ричными матрицамн, блоки 1-го порядка — нулевые. 

12.86. Любая матрица эрмитово конгруэнтна правой трапецие- 
видной матрице. 

12.87. Симметричная матрица конгруэптпа диагональной мат- 
wire. 

12.88. Эрмитова матрица эрмитово копгруэптна вещественной 
диагональной матрице. 

В общем случае не всегда можно сказать заранее, какой вид будег 
иметь матрица конгруэнтного преобразования при переходе к трапециевид- 
ной матрице. Однако при некоторых дополнительных ограничениях. нахла- 
дываемых на исходную матрицу, на этот вопрос можно дать: вполне опре- 

деленный ответ. При этом, широко ИСПОЛЬЗУЮТСЯ. различные мультиплика- 

тивные разложения -матрицы.
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12.89. Для того чтобы некососимметричная (произвольная] 
матрица А могла быть приведена к правой трапециевидной с по- 
мощью конгруэнтного (эрмитово конгруэнтного) преобразования 
с правой треугольной матрицей, необходимо и ‘достаточно, чтобы 
число первых ненулевых ведущих миноров матрицы А равнялось 
ее рангу. | 

12.90. Для того. чтобы кососимметричная матрица А ранга г. 
могла быть приведена к правой трапециевидной с помощью кон- 
груэнтного преобразования с правой треугольной матрицей, не- 
обходимо и достаточно, чтобы число первых ненулевых ведущих 
мпноров четного порядка матрицы А равнялось Г/2. 

12.91. Любая нормальная матрица приводится к диагональной 
эрмитово конгруэнтным преобразованием с унитарной матрицей. 

12.92. (Закон инерции квадратичных форм.) Если веществен- 
ная симметричная (эрмитова) матрица приводится вещественным 
конгруэнтным (эрмитово конгруэнтным) преобразованием к диа- 
гональному виду, то число положительных, отрицательных и ну- 
левых элементов на диагонали не зависит от способа приведения. 

12.93. Число положительных (отрицательных) элементов на 
днагонали в утверждении 12.92 называется положительным (от- 
рицательным) индексом инерции. Разность между положитель- 
ным и отрицательным индексами называется сигнатурой. 

12.94. Если матрица А имеет вид 11.1, то ее индексы инерции 
совпадают с индексами инерции матрицы 'В из 14.4. 

12.95. Пусть для эрмитовой матрицы А существует LU-pasno- 
жение. Тогда число нулевых, положительных и отрицательных 
диагональных элементов матрицы U совпадает с числом нулевых, 
положительных и отрицательных собственных значений мат- 
рицы А. 

$ 13. Билинейно метрические пространства 

Изучение евклидовых и унитарных пространств сводилось. к исследо- 
ванию дополнительных свойств ‘как самих пространств, так‘и матриц по 
отношению к билинейным формам, определяющим скалярные произведе- 
ния. Как уже отмечалось, далеко. не всегда возникает необходимость вве- 
дения именно скалярного произведения. Для решения многих задач доста- 
точно задать в пространстве билинейную или эрмитову билинейную фор- 
му, причем не обязательно симметричную и положительно определенную. 

13.1. Линейное пространство называется билинейно метриче- 
ским (эрмитовым билинейно метрическим).. если в нем задана би- 
линейная (эрмитова билинейная) форма. 

Многие определения и факты будут одинаковыми как для билинейных, 
так и дяя эрмитовых билинейных пространств. Поэтому всюду, где это не 
вызывает недоразумений, слово «эрмитово» в данном параграфе мы будем 
опускать и ‘Oy em проводить соответствующие выкладки только для били- 
нейных пространств, подразумевая, что для эрмитовых пространств они 
проводятся аналогично. Желая подчеркнуть общность между билинейными
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‘формами и скалярными произведениями, мы будем оба вида форм вазывать 
также скалярным произведением и обозначать соответствующим символом. 

13.2. Если для заданной системы векторов 2, ..., Im и векто- 
ра х имеет место разложевие 

х=ох +. т Am£ my 

то ‚коэффициенты этого разложения удовлетворяют системе ли- 
‘нейных алгебраических уравнений 

(21, Ly) + el Xo, Xy) +... ат(хт, т) = (х, х,), 

(24, Lo) + а.(т., т.) +... Om Lm, 22) = (2, x), 

O3(2y, Lm) + а2(1., 2m) +... Fm Lng Lm) = (2, Lm). 

13.3. Матрица С, являющаяся транспонированной матрицей 
системы 13.2, имеет вид 

(11,2) (y+) -.. (т.т) 

Ga] 2) бе oy Creo) 
(Zim т) (Zin? т >. > (Tm? Tm) 

и называется матрицей Грама системы векторов Z,, Zo, ..., Lm- 
Ее определитель G(2,, ..., 2m) называется определитем Грама. 

13.4. Если векторы 2,, ..., Xm образуют базис пространства, то. 
матрица Грама для них является матрицей основной билинейной 
формы (z, у) в этом базисе. 

` 13.5. Матрицы Грама для различных базисов копгруэптны. 
13.6. Ранг матриц Грама является инвариантом бплипейпо 

метрического пространства и называется его рангом. 
13.7. Разность между размерностью п рангом пространства 

называется дефектом пространства. 
13.8. Билинейно метрическое прострапство называется вырож- 

денным (невырожденным), если его дефект отличен от нуля (ра- 
вен нулю). 

13.9. Для невырожденного пространства система 13.2, ‚ где 
т,... Im — базис, всегда имеет, и притом единственное, решение. 

13.10. Если для двух векторов Zz, у билинейно метрического- 
пространства выполняется равенство (х, у) =0, то вектор у назы- 
вается' ортогональным справа к вектору т, а вектор ZL — ортого- 
нальным слева к вектору у. | 

13.11. Если (xz, у) =(у, x) =0, то векторы Zz, у называтотся. 
ортогональными. 

13.12. Для того чтобы вектор пространства ‘был ортогопален 
в каком-либо смысле ко всем векторам линейного подпростран- 
ства, необходимо и достаточно, чтобы этот вектор был ортогона- 
лен в том же: смысле к векторам какого-нибудь его базиса.
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13.13. Множество векторов F билинейно метрического про- 
странства ортогонально справа, слева или ‘просто ортогонально 
множеству векторов С того же пространства, если аналогичное 
отношение ортогональности выполняется для каждой пары век- 
торов z, у, где хЕР, ye, 

13.14. Множество векторов пространства, ортогональных. 
справа (слева) каждому из векторов множества ЁР, называется 
ортогональным дополнением Е справа (слева) и обозначается: 
F+(+F), 

‘13.15. Ортогональное дополнение есть подпространство. 
13.16. Для любого множества К имеют место включения А = 

= (Ат), Ё = (1). 
13.17. Если скалярное произведение задано симметричной или: 

кососимметричной биливейной формой, то для любого множества. 
Е выполняется равенство Ft =+F. 

13.18. Если матрица Грама системы векторов х,, ..., Lm вы- 
рожденная, то существуют такие векторы и, #, являющиеся не- 
тривиальными линейными комбинациями векторов х,, ..., Imp 
что и ортогонален справа, а и — слева ко всем векторам линей- 
пой оболочки векторов Xi, ..., Im. 

13.19. Если матрица Грама для линейно независимой систе- 
мы векторов вырожденная, то квадратичная форма (zx, 1) имеет 
ненулевой изотропный вектор, принадлежащий линейной оболоч- 
ке заданной системы. и ортогональный справа (слева) ко всем 
векторам этой оболочки. 

13.20. Для любой лннейно зависимой системы векторов опре- 
делитель Грама равен нулю. 

13.21. Если квадратичная форма (1, x) He имеет ненулевых 
изотроппых векторов, то определитель Грама не равен нулю тогда 
и только тогда, когда его система векторов линейно независима. 

13.22. Если квадратичпая форма (z, x) строго зпакопостояп- 
пая, то определитель Грама равен нулю тогда и только тогда, 
когда система векторов -линейпо зависима. 

13.23. Если билинейная форма (5, у) симметричпая, а квадра- 
тичная форма (z, x) строго знакопостеянная, то для любых двух 
peKTOpO® х, у выполпяется перавенство Коши — Буняковского. 

(х, у) = (т, х)(у, у), причем равенство достигается тогда и толь- 
ко тогда, когда векторы х, у линейно зависимы. 

13.24. Определитель Грама не изменяется при перемене места- 
ми любых двух векторов в системе ти, ...., Хи. 

13.25. Определитель Грама не изменяется от прибавления 
к любому вектору системы т,,..., Xm любой линейной комбинации. 
остальных векторов. 

13.26. Если. какой-либо вектор системы х., ..., Im умножить 
на число a, то определитель Грама умножается на @’, если били- 
нейная форма (т, у) обыкповепная, и на lal’, если форма (5, y) 
эрмитова.
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13.27. Если каждый из векторов хт., ..., Х» ортогонален слева 
{справа) ко всем предшествующим векторам, то для определи- 
теля Грама справедливо равенство 

т . 

С (т. ...,2m) = Il (т;, 2;)- 
i=1 

13.28. В евклидовом и унитарном пространствах определитель 
Грама для любой линейно независимой системы векторов явля- 
ется положительным. 

13.29. В евклидовом и унитарном пространствах определитель 
Грама системы векторов равея квадрату. модуля определителя 
матрицы, столбцы которой составлены из координат этих векто- 
ров в любом ортонормированном базисе. 

13.30. Для любой системы векторов 2, ..., Xm евклидова или 
унитарного пространства справедливы неравенства 

О<С (21, ... т) < П (ть 2), 
1—1 

причем равенство слева достигается тогда и только тогда, когда 
система векторов линейно зависима, а равенство справа — тогда 
и только тогда, когда система векторов либо ортогональна, либо 
содержит нулевой вектор. | 

13.31. Для любой системы векторов 2, ..., Im евклидова или 
унитарного пространства справедливо неравенство ‘ 

С (т, 603 Liy Linsy .. Lm) < GlAy, ..., LIG(Hi44, ..., Im), 

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда либо 
множества векторов т., ..., Zi H X44, .... Lm ортогенальны, либо 
одно из этих множеств представляет собой линейно зависимую 
систему. 

13.32. Для любой матрицы А в евклидовом или унитарном 
пространстве отпонтение 

С (Ат, 5 оо Az,,) 

k(A) =—2 
(Z,> wee tm) 

не зависит от векторов 2, ..., Lm, если они образуют базис, и рав- 
но произведению квадратов модулей собственных значений мат- 
рицы A. 

13.33. Для любой линейно независимой системы векторов 
21; ... Lm @евклидова или унитарного пространства и любого век- 
тора 2 выполняется неравенство 

С (zy) eee Tan) 2) С (1., eee? Lm— 112) 

С (21, -. тт) > С (21, Ты) ° 

Любое линейное подпространство можно рассматривать Kak билинейно 
метрическое простванство относительно того же скалярного произведения.
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При этом па подпространства переносится вся введенпая ранее термино- 

логия. 

13.34. Для того чтобы в пространстве были невырожденными 
все его подпространства, необходимо и достаточно, чтобы квадра- 
тичная форма (z, z) не имела ненулевых изотропных векторов. 

13.35. Подпространства -К и К" билинейно метрического про- 
странства К называются соответственно левым и правым нуле- 
выми подпространствами в К. 

13.36. Имеют место соотношения “(K+) = (+K)+ — К. 
13.37. Для любого множества векторов ЁР всегда справедливы 

включения Ат = т, +K +f, 
13.38. Для любых систем векторов из “А или А“ матрицы 

Грама являются нулевыми. 
13.39. Размерности левого и правого нулевых подпространств: 

совпадают и равны дефекту билинейной формы (z, у). 
13.40. Для того чтобы пространство было невырожденным, не- 

обходимо и достаточно, чтобы правое и левое нулевые подпро- 
странства состояли только из нулевого вектора. 

13.41. Пусть Ё — подпространство в К. Для того чтобы суще- 
ствовали разложения 

K=L+F+=L4+L, 

необходимо и достаточно, чтобы . подпространство L было невы- 
рожденным. 

13.42. Если невырожденное подпространство С имеет размер- 
ность т, то размерность подпространств £+ и +L равна п— т, 
где п — размерность всего пространства. 

13.43. Если невырожденное подпространство Г имеет макси- 
мально возможную размерность, то L+ = A+, ТЁ =-К. 

13.44. Пусть СЁ — певырожденное -подпространство максималь- 
зой размерности. Разложения 13.44 будут ортогональными тогда. 
и только тогда, когда левое и правое нулевые подпространства 
совпадают. | 

13.45. Если Г — невырождепное подпространство максималь- 
ной размерности, то подпространства “LL uw L+ состоят только из 
изотропных векторов. | 

13.46. Пусть векторы 2, ..., 2m образуют базис невырожден- 
ного подпространства L и г — произвольный вектор. Тогда вектор 

Z=Q,2, +... апт, 

где коэффициенты Q,, ..., Am удовлетворяют системе линейных 
алгебраических уравнений 

(Xs, 21) + а2(т.,.1,) +... а„(т, 11) = (2, 2), 

(т, 12) + ae(z,, т.) + ...+ ат(ти, 2.) = (x, 22), 

Ots(1y-Lm) + аа (ть, и) +... ат (Lm, Lm) = (2, Lm),
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есть проекция вектора х на подпространство С параллельно под- 
пространству ~L, 

13.47. Если коэффициенты ©, ..., а» удовлетворяют системе 
< матрицей, транспонированной по отношению к’ матрице систе- 
мы 13.46, и с правой частью 13.46, то вектор 2 из 13.46 есть 
проекция вектора х на подпространство С параллельно подпро- 
странству L+. 

13.48. Для эрмитова билинейно метрического пространства 
утверждение 13.47 остается в силе, если в системе заменить ко- 

эффициенты G;, ..., Am На 54, ..., Am и (XZ, 2.), ..., (1, т) на 
(x1, x), ..+, (Хи, 2). 

В билинейно метрических пространствах базисы‘ неравноправны. Среди 
них имеются такие, для которых системы 13.46—13.48 решаются и иссле- 
дуются особенно просто. Так будет, например, в случае, когда значитель- 
ная часть матрицы Грама состоит из нулевых элементов. Соответственно 
TOMY, какой вид имеют матрицы Грама, мы будем рассматривать рарличные 
‹лассье базисов в билинейно метрических пространствах. Класс базисов оп- 
ределяется, коцечно, простейшим видом матриц, задающих основную фор- 
му (т, у). Напомним, что все эти матрицы конгруэнтны. 

13.49. Базис называется ортогональным, если его матрица 
Грама диагональная. 

13.50. Среди билинейно метрических пространств имеют орто- 
тональные базисы те и только те пространства, в которых били- 
нейная форма (т, у} симметричная. 

13.51. Среди эрмитовых билинейно метрических пространств 
имеют ортогональные базисы пространства с эрмитовой симмет- 
ричной и эрмитовой кососимметричной формой (т, у), а также 
< формой (xz, у), имеющей знакопостояпную’' вещественную или 
мнимую часть квадратичной формы (z, 1). 

Отметим сразу одно принципиальное различие между обыкновепными 
м эрмитовыми билинейно метрическими пространствами с ортогональными 
базисами. В обыкновенном билинейно метрическом пространстве наличие 
сртогонального базиса влечет за собой симметрию скалярного произведе- 
ния (xz, у), а это, в свою очередь, обеспечивает существование ортогональ- 
ного базиса в любом подпространстве. В эрмитовом билинейно метричесг:ом 
пространстве в общем случае из существования ортогонального базиса в 
самом пространстве не вытекает автоматически существование бртогональ- 
Horo 6asnca в любом его подпространстве. Однако если скалярное произве- 
дение задано эрмитовой симметричной или эрмитовой кососимметричной 

Филинейной формой, то существование ортогонального базиса в любом под- 
пространстве снова имеет место. 

13.52. Если в пространстве существует ортогональный базис, 
то правое и левое нулевые подпространства совпадают. 

13.53. В любом ортогональном базисе изотропные векторы, 
п только они, образуют базис общего нулевого подпространства. 

Ортогональные базисы. существуют не во’ всяком билинейно метриче- 
ском и эрмитовом билинейно метрическом пространстве. Это обстоятельст- 
BO заставляет искать другие классы базисов, более удобные с точки зре-
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ния заданного в пространстве скалярного произведения. Решепие подсека- 
зывается каноническим видом матрицы билинейной формы. 

13.54. Базис называется исевдоортогональным, если его мат- 
рица Грама правая трапециевидная. 

13.55. Псевдоортогональный базис существует в любом эрми- 
товом билинейно метрическом пространстве, а также в любом 
обыкновенном билинейпо метрическом прострапстве, кроме про- 
странств с кососимметричной билинейной формой (т, у). 

13.56. Для того чтобы базис был псевдоортогопальным, пеоб- 
ходимо и достаточно, чтобы каждый из его неизотропных векто- 
ров был, ортогонален слева ко всем предшествующим векторам 
базиса, а каждый из его изотропных векторов был ортогопален 
слева ко всем векторам базиса. 

13.57. Изотропные векторы псевдоортогональпого базиса обра- 
зуют базис левого нулевого подпространства. 

13.58. Существуют пространства, в которых имеются Kak ор- 
тогональный, так и псевдоортогональный базис, пе являющийся 
ортогональным. 

13.59. Система векторов, образующих псевдоортогопальный 
базис в своей линейной оболочке, называется псевдоортогональной. 

Псевдоортоговальный базис является достаточно общим тнпом базиса, 
так как существует почти во всех пространствах. Как мы уже отмечали, 
он не существует только в обыкновенных билинейно метрических простран- 
ствах с кососимметричной формой (х, у). Вообще говоря, можно ввести тип 
базиса, покрывающий все рассмотренные типы базисов и существующий 
во всяком пространстве со скалярным произведением. Однако его введение 
дает мало новых фактов, и мы не будем на нем останавливаться. 

13.60. Пусть в паре базисов матрица билинейпой формы явля- 
ется диагональной с элементами 1 или 0 на диагонали. Первый 
(второй) из этих базисов называется левым (правым) двойствен- 
ным для второго (первого) базиса. 

13.61. Пусть в паре базисов матрица бнилинейпой формы (7, у) 
является канонической правой (левой) трапециевидной с элемен- 
тами 1 или 0 на диагонали. Первый (второй) из этих базисов 
называется левым (правым) псевдодвойственным для второго 
{первого) базиса. 

13.62. В любом невырождеппом пространстве каждый базис 
имеет правый и левый двойственные базисы, и притом едип- 
ственные. 

13.63. В любом невырожденном прострапстве каждый базис 
имеет левый и правый псевдодвойственные базпсы. 

13.64. В невырожденном пространстве матрица преобразова- 
ния координат при переходе от одпого базиса, псевдодвойствеи- 
ного к заданному, к любому другому псевдодвойственному базису 
того же наименования является левой треугольной. 

13.65. Пусть А — некоторая квадратная матрица в евклидо- 
вом или унитарном прострапстве. Системы векторов, ортогопаль- 

7 В. В. Воеводин, Ю. A. Кузнецов
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пые (псевдоортогональные, двойственные, псевдодвойствеппые) 
относительно формы (Az, у), называются А-ортогональнылие 
(А-псевдоортогональными, А-двойственными, А-псевдодвойствен- 
ными). 

13.66. А-ортогональные (А-псевдоортогональные) системы век- 
торов называются также системами, сопряженными (псевдосо- 
пряженными) относительно матрицы А. 

$ 14. Векторные и матричные нормы 

Одним из основных понятИй математического анализа является поня- 
тие предела. Основано оно на том, что для точек числовой оси определено 
понятие «близости» или, точнее, расстояния между точками. 

Сравнение на «близость» можно ввести и в множествах совсем иной 
природы. Мы уже определили в $ 5 расстояние между ‘векторами линей- 
ных пространств со скалярным произведением. При arom было обнаружено, 
что оно обладает теми же свойствами 5.49, что и расстояние между точка- 
ми числовой оси. Мы рассмотрим теперь другой, более общий способ вве- 
дения расстояния между векторами и распространим его Talt#Ke HA матри- 
цы. Однако вначале целесообразно привести некоторые общие определс- 
ния и факты, касающиеся измерений в различных множествах. 

14.1. Множество называется метрическим пространством, ес- 
ли каждой паре его элементов поставлено в соответствие неот- 
рицательное вещественное число, называемое расстоянием, при- 
чем выполнены следующие аксиомы: 

р(х, у) = р(у, г), 

o(z, у) > 0, если ry, plz, у) =0, если r= y, 

р(х, у) < р(х, z)+ plz, у) 

для любых элементов x, у, 2. Эти аксиомы называются аксиома- 
ми метрики, причем первая из них называется аксиомой симмет- 
рии, третья — аксиомой треугольника (неравенством треуголь- 
ника). | 

14.2. Элемент х, метрического пространства Х называется пре- 
делом последовательности {5} элементов Zi, ..., Ti, ... из Х, 
если последовательность расстояний p(x, 1:), ... P(X, Xi), ... 
сходится к нулю. Последовательность {z,;} называется сходящейся 
в Х или просто сходящейся. Для указания сходимости последо- 
вательности используется символика 

Li Z или limz,=— 2. 
47 00. 

14.3. В зависимости от введенной метрики одпа п та же 

последовательность может быть и сходящейся, и несходящейся. 
14.4. Если последовательность сходится, то сходится (и имеет 

тот же предел) любая ее подпоследовательность. 
14.5. Последовательность не может иметь более одного пре- 

дела,
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14.6. Шаром 5(а, г) в метрическом пространстве Х называется 
множество элементов -х = Х, удовлетворяющих условию pla, т) < 
<r. Элемент а называется центром шара, число г — радиусом 
зпара. 

14.7. Любой шар с центром в а называется окрестностью эле- 
мента а. 

14.8. Множество элементов называется ограниченным, если 
оно целиком принадлежит некоторому шару. 

14.9. Элемент Zo является пределом последовательности {т„} 
тогда и только тогда, когда любая окрестность элемента Xp со- 
держит все элементы рассматриваемой последовательности, на- 
иная с некоторого номера. 

14.10. Элемент т называется предельной точкой множества 
M, если любая окрестность элемента х содержит хотя бы один 
элемент множества М, He совпадающий сх. 

14.11. Множество, полученное присоединением к М всех его 
зтредельных точек, называется замыканием множества М и обо- 
зпачается М. = 

14.12. Мпожество М называется замкнутым, если М =М. 
14.13. Замкнутым шаром S(a, г) называется множество эле- 

ментов д, удовлетворяющих условию р(а, т) < г. 
14.14. Последовательность {z,} элементов метрического про- 

странства пазывается фундаментальной. или стодящейся в себе, 
если для любого числа = > 0 найдется такое N, что Olan, Im) <е 
при п, т > №. 

14. 15. Если последовательность — сходящаяся, то она — фун- 
дДамептальная. 

14.16. Любая фундаментальная последовательность ограни- 
yea. 

14.17. Метрическое пространство называется полным, если 
любая фундаментальная последовательность в нем является схо- 
дящейся. 

14.18. Пусть дана некоторая последовательность шаров. Эти 
шары называются вложенными друг в друга, если каждый по- 
следующий шар содержится внутри предыдущего. 

14.19. Пусть в полном метрическом простанстве Х задана по- 
следовательпость {5(а„, г„)} замкнутых шаров, вложенных ‘друг 
в друга. Если ‘последовательность радиусов стремится к нулю, 
то существует единственный элемент из X, принадлежащий всем 
этим шарам. 

При исследовании метрического пространства основное внимание со- 
средоточивается лишь на одном свойстве множества — наличии в нем рас- 
«тояния. При исследовании линейного пространства изучаются лишь опе- 
рации в множестве. Теперь мы. рассмотрим линейные пространства с мет- 
рикой. 

Очевидно, что если понятие расстояния никак не связано`с операция- 
ми над элементами, то нельзя построить содержательной теории, факты ко- 
торой соединяли бы вместе алгебраические и метрические понятия. Поэто- 
1%
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му мы будем пакладывать на метрику, введенную в линейном пространст- 
ве, дополнительные условия. 

В доиствительности мы уже встречались с метрическими линейными 
пространствами. Таковы, например. евклидово и унитарное пространства 
с метрикой 5.48. Одпако необходимость в такой метрике возникает далеко 
не всегда. Введевие скалярного произведения означает, по существу, вве- 
дение не только расстояпия между элементами, но и углов между ними. 
Чаще же всего в линейчиом пространстве требуется дать приемлемое опре- 
деление лишь расстояния. Важнейшими линейными пространствами такого 
рода являются так называемые нормированные пространства. 

`’ Мы снова не акцентируем внимание на арифметических пространствах, 
так как соответствующие иллтострации почти очевидны. Единственное, что 
существенно, — это предположение о конечномерности линейного простран- 
ства. 

14.20. Вещественное или комплексное линейное пространство. 
К называется нормированным пространством, если каждому век- 
тору хеК поставлено в соответствие вещественное число (51. 
называемое нормой вектора т, причем выполнены следующие 
аксиомы: 

151 >> 0, если x* 0, №Ю=0, 

all = А, 
le + yll < + 

лля любых векторов xz, y и любого чиела A. Вторая аксиома 
называется аксиомой абсолютной однородности нормы, третья 
аксиома — аксиомой треугольника (неравенством треугольника). 

14.21. Нормированное пространство становится метрическим, 
если положить o(z, у) = 1х — |. При этом метрика будет обла- 
дать двумя дополнительными к 7.1 свойствами: 

(т 2, у 2) =р(х, у), р(Ах, Ху) = [nlp(z, y) 

дяя любых векторов х, у и любого числа A. 
14.22. Если в метрическом линейном пространстве К какая- 

либо метрика обладает дополнительными свойствами 14.21, то К 
можно рассматривать как нормированное пространство, если 
определить норму равенством [51 = р(х, 0) для всех rE K. 

14.23. Любое линейное пространство со скалярным произве- 
лением становится нормированным, если под нормой вектора 
повимать его длипу. 

14.24. Если в пространстве со скалярным произведепием за- 
лан положительно определенный оператор L, то функция 

llall, = (Lax, x)” 

является нормой. Норма этого типа называется энергетической 
нормой, порожденной оператором L, если оператор ZL самосопря- 
женный. 

14.25. Пусть в линейном пространстве векторы заданы своими 
коорлипатами относительно некоторого базиса. Если х == (ay, ..-
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:.. Qn), TO фупкция 

== [$ an У 
при любом p=1 является нормой. Норма этого типа называется 
пормой Гельдера с показателем р. 

14.26. Наиболее распространенными среди гельдеровых норм 
являются следующие: 

п п 1/2 

Izh = Xen, = (Зав) } 21ы= max | ae | 
k=1 

Вторая из этих норм часто называется евклидовой нормой и 0бо0- 
значается [х1.. 

14.27. Вектор, норма которого равна единице, называется 
нормированным. 

14.28. Любой ненулевой вектор х можно нормировать, умно- 
жив его на число А, = |х1-\. 

' 14.29. Для любых векторов х, у, 2, и выполняются пера- 
венства 

Hall — Пур <lla—yll, We — yl —Ilz— alll <x --Н1\ — all, 

14.30. Для любых чисел A; и векторов 7; выполняется нера- 
венство 

. Tr 

№ Ах; 
i=1 

14.31. Если в метрике 14.21 для последовательностей векторов 
{x}, {у} и чисел {^.} справедливы предельные соотношения 

< ры 

LiL, Yir Y, А: > А, 

то имеют место предельные соотношения 

Nall Vall, Ну Ру, Ад Az. 

14.32. Сходимость последовательности векторов в метрике 
14.21 называется сходимостью по норме, ограниченность множе- 
ства векторов — ограниченностью по норме, и т. д. 

14.33. Пусть посяедовательность векторов 2; = (а, wees al?) 
и вектор x= (ay, ..., Qn) заданы своими координатами в негото- 
ром базисе. Если для всех j выполняются предельные соотноше- 

НИЯ ай > а, то говорят, что последовательность векторов JZ; 
сходится покоординатно к вектору т. 

_ 14.34. Если 2;—> x покоординатно в каком-нибудь одном ба- 
зисе, то сходимость имеет место-и в любом другом базисе. 

14.35. Если в нормированном пространстве последователь- 
ность векторов ограничена по норме, то ограничены и числовые
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последовательности всех координат в разложении векторов по 

лтобому базису. 
14.36. В нормнрованном пространстве из сходимости по нор- 

ме вытекает координатная сходимость, и паоборот. 

Координатная сходимость эффективно используется в теоретических 
исследованиях; в практических же приложениях удобнее пользоваться схо- 
димостью по норме. Это объясняется, в основном, тем, что при исследова- 
нин линейных пространств большой размерности трудно иметь дело с боль- 
шим числом координатных последовательностей. К тому же не всегда быва- 
ет известен хотя бы один базис. Но даже если базис известен, его исполь- 
зование чаще всего приводит K неоправданно громоздким вычислениям. 

14.37. Из всякой ограниченной по порме последовательности 
векторов нормированного пространства можно выбрать подпосле- 
довательность, сходящуюся по норме в этом пространстве. 

14.38. Любое нормированное пространство является полным. 
14.39. Любое подпространство нормированного простраиства 

является замкнутым множеством. 
14.40. Пусть К — нормпрованное пространство н Ё — его под- 

пространство, пе совпадающее с A. Существует нормироваппый 
вектор т Г такой, что |х— у! >1 для любого вектора уе L, 

14.41. Если в пронзвольном пормироваппом прострапстве из 
всякой ограниченной по норме последовательностн векторов мож- 
но выбрать сходящулося последовательность, TO прострапство ко- 
печномерно. 

14.42. В пормированном прострапстве любые две пормы экви- 
валентны. Это озпачает, что для любых порм 1-1, 1-Й. существу- 
ют такие положительные числа ©; В, пе зависящие от векторов 
пространства, что 

о < ally < Ва 

для всех векторов Z. 

14.43. В замкнутом, ограниченном по какой-либо норме мпо- 
жестве векторов существуют векторы, на которых достигаются 

как нижняя, так и верхняя грани значений любой пормы. | 

Множество матриц одинаковых размеров является линейным прострап- 
ством. Его можно сделать нормнрованным, если ввести норму. любым из 
описанных слособов. При этом. конечно, нормированное прострапство мат- 
риц будет полным, и имеют место все вытекающие отсюда следствия. Од- 
нако по отношению Kk матричным операциям эти метрические факты. оказы- 
ваются несколько обедненными, так как не отражают мультипликативных 
свойств матриц. Вводя матричные пормы и проводя метрические исследо- 
вания, обычно в той или иной форме принимают во влимание операции 
умножения матриц, умножения матрицы на вектор и т. ц. 

14.44. Пусть каждой матрице А поставлено в соответствие 
вещественное число |А1. Это число называется нормой матрицы, 
если выполнены следующие аксиомы: 

А! > 0, если А 520, 10!=0, 

1. АН = JALAL,
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A + ВИ <All ВИ, 
ACI < ANIC! 

для любого числа А и любых матриц А, В, С, для которых соот- 
зетствующине операции имеют смысл. | 

14.45. Норма матрицы называется мультипликативной, если 
она удовлетворяет всем четырем аксиомам 14.44. 

14.46. Норма матрицы называется аддитивной или обобщен- 
ной матричной нормой, если опа удовлетворяет первым трем ак- 
сномам 14.44. 

14.47. Умножением на достаточпо большую положительную 
константу всякую аддитивную матричную норму можно превра- 
лить в мультипликативную. Наименьшей из таких конетант 
является 

м 
WN 

q= max |AC|. 
WAI=C]=1 

Последнее утверждение означает. что при изучении матричных норм 
моя‹но ограничиться рассмотрением лишь одного вида норм, например муль- 
тилликативных. Поэтому в дальнейшем, если не сделано специальной ого- 
ворки, под пормой матрицы будет пониматься, как правило, мультиплика- 
тивная норма. 

14.48. Пусть матрица А с элемептами а. имеет размер п Х т. 
Наиболее употребительными явияются следующие нормы: 

JA, = max 2 |455]; 
1<у<т 1=1 

| Allo = max У | ai; | 
1<1<п q=1 . _ 

1/2 . М (A) = (nm)? max| ai; |; 
1,7 

| Al, = максимальному сингулярному числу матрицы; 

ние = (3 Blast) 
17—1 

Первые три пормы пазывазются, соответственно 1-, co- и М-нормой, чет- 
вертая порма называется спектральной, последняя — ‘евклидовой. Однаго 
иногда всем этим нормам даются и другие названия. Например, евклидова 
норма называется также сферической, спектральная — нижней гранью MaT- 
рицы, 1-норма — второй, со-норма — первой и т. п. 

14.49. Имеют место следующие соотношения эквивалентности: 

(ит) М (АА <” М(А), 
1/2 

(nm)? М (А) ЗА < (7) M (A),
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(nm)? М (A) ЗАь < М (A), 
(пт) № М (А) <|Ale< М (A), 

(min {m, п) АЕ АА, 

т | Alle <A, <n? Alle, 

nV? | Ale <I) Allo <m™? | A fp, 
т ААА, 
АА ти Ар, 
т АА < п A flo. 

11.50. Для евклидовой пормы матрицы справедливы пред- 
ставления 

t 1/2 

АВ = tr Ad* = tr dtd — (> ot) . 
i=1 

где Pi, ..., 0; — ненулевые сингулярные числа матрицы A. 
14.51. Евклидова и спектральная нормы не меняются. при 

умпожении матрицы справа и слева на любые унитарные 
матрицы. 

14.52. Для евклидовой нормы произведения матриц имеют 
место более точные оценки: 

WAC < ПАЫСИь, ACI, < ПАС, 

14.53. Евклидова и спектральная нормы матрицы совпадают 
гогда п только тогда, когда ранг матрицы равен 1. 

14.54. Аддитивная или мультипликативная норма матрицы 
называется согласованной с векторными нормами, если ИА = 
< ПАН! для всех векторов т. 

14.55. Всякая норма матриц согласована с какими-нибудь 
нормами векторов. | 

14.56. Пусть заданы любые векторные нормы. Числовая 
функция 

|= 

является, по крайней мере, аддитивной матричной нормой и на- 
зывается нормой матрицы, подчиненной заданным векторным 
нормам. 

14.57. Среди всех норм, согласованных с заданными вектор- 
ными нормами, подчиненная норма является минимальной. 

14.58. 1-, ©- и спектральная нормы из 14.48 являются под- 
чиненными по отношению, соответственно, к 1-, ~©- и 2-нормам 

векторов.
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14.59. М-норма из 14.48 является согласованной по отношепию 
к 1-, co- и 2-нормам векторов. 

_ 14.60. Евклидова норма из 14.48 согласована только с 2-нор- 
мами векторов. 

14.61. Для квадратных матриц и одинаковых HOPM в прост- 
ранствах векторов образов и прообразов подчиненная норма 
14.56 всегда будет мультипликативной. 

14.62. Для любой мультипликативной нормы 1 > 4. 
14.63. В условиях 14.56 всегда ПЕЙ = 1. 

$ 15. Функционалы в евклидовом пространстве 

15.1. Функционалом в линейном пространстве называется 
числовая функция, аргументы которой суть векторы пространства. 

Функционалы очень широко используются в линейной алгебре. Так, 
функционалами являются норма, скалярное произведение, объем системы 
векторов, определитель Грама, билинейная и квадратичная формы и т. п. 
Мы рассмотрим сейчас более подробно некоторые специальные функциопа- 
лы от одного векторного аргумента. При этом ограничимся изучением функ- 
ционалов, в основном, в евклидовом пространстве. Наличие скалярпого про- 
изведения даст возможность задавать многие функционалы в простой фор- 
ме, а вещественность функционалов и пространств позволяет упростить 
исследования. Комплексные функционалы применяются значительно реже 
вещественных, вещественные же функционалы в унитарном пространстве 
довольно часто сводятся к вещественным функционалам в евклидовом про- 
странстве. | 

15.2. Функционал f(r) называется линейным, если для любых 
векторов х, у и любого числа хи выполняются соотношения 

{(х Ну) = Кх) + Ку), flar) =аКа). 

Функционал, не являющийся линейным, называется нелинейным. 
15.3. В пространстве со скалярным произведением любой ли- 

нейный функционал f(z) может быть представлен в виде скаляр- 
ного произведения (xz, f) для некоторого вектора ], однозначно 
определяемого функционалом. 

15.4. Среди нелинейных функционалов наиболее употреби- 
тельными являются следующие: 

(Ах, х) — 2(6, т) +e (функционал ошибки); 

(Ах, т) 
(x, x) 

(Az, x) 

(Вх, x) 

(Acr—b, Ar—b) (функционал невязки). 

(отношение Релея); 

(обобщенное отношение Релея); 

Здесь A, В — квадратные матрицы, 6 — вектор, с — число. 
15.5. ЧПервые три функционала из 15.4 не изменятся, если 

к матрицам А и В прибавить любые ‘кососимметричные матрицы...
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Последнее утверждение означает, что без ограничения общности можно 
считать, что матрицы Аи BB первых трех функционалах из 15.4 симмет- 
ричпые. Поэтому всюду в дальнейшем мы будем предполагать выполнен- 
ным это условие, если не сделано какон-либо оговорки. 

15.6. Производной фупкционала F (x) в точке х по паправле- 
нию у называется выражение 

OF (1) — lim F (xz +ty)— F (1) 

Oy t ’ 
1->0 

если предел существует. 
15.7. Для функционалов F(z) из 10.4 в каждой точке х, 

где этн функционалы определены, существует производная но 
любому нанравлению у. Как функция от у, опа является линей- 
ным функционалом, т. е. 

as 

—— = (у, 2). 

Соответствующий вектор 2 называется градиентом фуикциопала 
F(x) в точке x и обозначается grad F(z). 

15.8. Для того чтобы производная функционала в пекоторой 
точке ‘по направлению у равнялась нулю, необходимо и доста- 
точно, чтобы градиент в этой точке был ортогонален вектору у. 

15.9. Для ‘того чтобы градиент фупкционала в некоторой точке 
равнялся нулю, необходимо и достаточно, чтобы он был ортого- 
налеп ко всем:векторам какого-пибудь базиса. 

15.16. В окрестности точки x функционал F(z) рабтет (убы- 
вает) быстрее всего в направленин grad F(x) (—grad Р(х)). 

15.11. Имеют место следующие формулы: 

grad (х, }) =}, grad (Ах, т) = 2Ах, 

отад ((Az, 2) — 2(b, xz) + с) = 2 (Ax — 65), 

(Ar,z) _ 2 __ (Az. 2) 

Brae) ea) (4 CES г) 
(Ах, х) 2 __ (Az, 2) 

grad (Вх, x) (Bx, z) (Az (Bx, <) Вх), 

отад (Ах — b, Ax — b) =2А* (Ax — b). 
Один из эффективных способов. изучения нелинейных функционалов 

состоит в исследовании их поведения на прямых линиях в пространстве. 

15.12. Если (Al, 1) >0 (<0) для некоторого вектора [, то на 
любой прямой с направляющим вектором [ функционал ошибки 
достигает минимума (максимума). 

15.13. Если (Al, 1) #0, то множество экстремальных точек x 
функционала ошибки на прямых ЛИНИЯХ с направляющим век- 
тором [ есть гиперплоскость (Ах — 6,0) = 

15.14. Для гиперплоскости (Ar — b, 1 ~ вектор. Al является 
нормальным,
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15.15. Прямая линия с направляющим вектором [ пересекает 
гиперплоскость (Az—b, 1)=0 в одной точке тогда и только 
тогда, когда (Al, 1) #0. 

15.16. Если (Al, 1) =0, то прямая с направляющим вектором l 
принадлежит гиперплоскости (Ах —6, 1) =0 в том и только в том 
случае, Kora функционал ошибки остается постоянным на этой 
прямой. = 

15.17. Если (Al, 1) =0, то прямая с направляющим вектором 
] параллельга гиперплоскости (Ах — В, 1) =0 в том и только в том 
случае, когда функционал ошибки изменяется линейно на этой 
прямон. 

15.18. Мпожество точек, в которых градиент функционала 
ошибок 15.4 равеп пулю, совпадает с множеством решений сп- 
стемы Ax = b. 

40.19. Ecru матрица А является неотрицательно (неположн- 
тельго) определенной, то множество точек х минимума (макси- 
мума) функционала ошибок 15.4 совпадает с миожеством реше- 
ний системы Ах = b. 

15.20. Функционал ошибок 15.4 имеет единственную точку 
минимума (максимума) в том и только в том случае, когда мат» 
рица А положительно (отрицательно) определена. 

15.21. Пусть [,.... 1, — произвольный А-ортогональный базис 
пространства. Число его векторов, на которых квадратичная фор- 
ма (Al, 1) принимает положительное (отрицательное, нулевое) 
значение, ‘не зависит от выбора базиса и совпадает с числом 
положительных (отрицательных, пулевых) собствепных значений 
матрицы А. 

15.22. Предположим, что задан А-ортогональный базис [, ... 
..„ ln, Причем на векторах J,, ..., [, квадратичная форма (Al, 1) 
ие равна нулю, на остальных —равна нулю. Рассмотрим типер- 
плоскости | 

(Ar—b, 1) =0, (Ar—b, lh) =0,..., (Ar—b, l,) =0 

Пересечение этих гиперплоскостей есть плоскость, размерность 
которой равна размерности ядра матрицы А. 

15.23. Пересечение гиперплескостей 15.22 совпадает © MIIO- 
жеством псевдорешений системы Ах ==ф тогда и только тогда, 
когда векторы [1, ..., d; принадлежат образу матрицы А, 

15.24. Нусть в условиях и обозначениях 15.22 вектор х. при- 
надлежит первым $ гиперплоскостям, где 0 < $ < г. Проведем че- 
рез т. прямую с направляющим вектором /[,+: и на этой прямой 
найдем экстремальную точку 2X4, функционала ошибки 15.4. 
Вектор 2.4: принадлежит первым $ +4 гиперплоскостям 15.22. 

15.25. При любом векторе x, процесс 15.24 после г шагов 
для $ =0, 1,...г— 1 приводит к какому-нибудь вектору, при- 
надлежащему пересечению гиперплоскостей 15.22. Число «сну- 
CKOB) и «подъемов» по функциопалу ошибки не зависит от век-
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тора ZX и совпадает. соответственно с числом положительных и 
отрнцательных собственных значений матрицы А. 

15.26. Нерпендикуляр, опущенный из вектора, полученного 
согласно 15.25, на линейную оболочку векторов 1,,,, ..., 1, из 
15.22, есть нормальное псевдорешение системы Az = b, если вы- 
полнено условие 15.23. 

15.27. Для любого вектора x* справедливо тождество 

(Ах, т) —2(6, т) + с= (А(х—2*), д 1*) + 

+ 2(Ах* — b, х— х*) + (Ах*, х*) —2(b, х*) с. 
9 

15.28. Вектор x* называется центром симметрии функционала 
F(x), если F(x* + y) = F(x* — y) для любого вектора и. 

15.29. Решения системы Ax = 6, и только они, являются цент- 
рами симметрии функционала ошибки 15.4. 

15.30. Если (Al, 1) #0 для некоторого вектора [, то на любой 
прямой с направляющим. вектором [| функционал ошибки есть 
симметричная функция. Множество центров симметрии на таких 
прямых линиях принадлежит гиперплоскости (Ах -—Ь, 1) =0. Эта 
гиперплоскость называется диаметральной гиперплоскостью, со- 
пряженной вектору [ относительно функционала ошибки 15.4 

15.31. Если матрица А невырожденная, то А- -ортогональный 
базис называется также системой сопряженных диаметров функ- 
ционала ошибки 15.4. 

Если матрица А положительно определенная, то согласно 15.20, 15.27 
минимизация отклонения вектора x от решения системы Ах = 6 равносиль- 
на минимизации функционала ошибки. Собственно говоря, только данным 
обстоятельством и объясняется название рассмотренного функционала как 
Функционала ошибки. Этот функционал в ряде случаев называется также 
функционалом энергии. 

15.32. Каковы бы ни были матрица A и вектор х, минималь- 
woe значение ПАх— \л|, достигается на числе A, равном отноше- 
нию Релея, т. е. 

(т, т) |= 
для любого числа A. 

Если вектор х и число А являются собственным вектором и собствен- 
ным значением матрицы A, то выполняется равенство Ах — Ах = 0. Если 
вектор х и число А или одно из них не является таковым, то норма не- 
вязки 45 — Ах есть мера того, насколько вектор x и число A близки сов- 
местно к собственному вектору и собственному значению матрицы А. Ут- 
верждение 15.32 говорит о том, что если вектор х считается «приближени- 
ем» к собственному вектору, то отношение Релея.оказывается лучшим «при- 
ближением» к соответствующему собственному значению в смысле малости 
евхлидовой нормы невязки | Ах — Лх|›, чем любые другие числа. 

Многие свойства отношения Релея в значительной мере связаны с соб- 
ственными векторами и собственными значениями матрицы. Далее в этом 
параграфе мы будем считать, что собственные значения Ay, ..., An симмет- 
ричной матрицы A упорядочены по алгебраическому возрастанию. Именно: 

М = А2 —< <=... < А». 

2], < [Аз — №,
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15.33. Градиент Е отношения Релея в точке x обладает следу- 
ющимип свойствами: 

(Е, 2) =0, (Е, Е) = (Е, Az). 

15.34. Как функция векторов x отношение Релея есть одпо- 
родная функция нулевой степени. 

15.35. Градиент отношения Релея 15.4 обращается в нуль 
на собственных векторах матрицы А. Значение отношения Ре- 
лея в этих точках равно соответствующему собственному значс- 
нию матрицы А. 

15.36. На любой прямой линни, направляющий вектор KOTO- 
рой не является собственным вектором матрицы A, отпошение 
Релея имеет два экстремума. . 

15.37. Для любого пенулевого вектора х справедливы нера- 
венства 

(Az, т) 

(т, т) 
Ay <= < Ап. 

15.38. Для минимального и максимального собственных зна- 
чений имеют место следующие представления: 

. Ах, т Ах, т 
A, = min (Ат). An = max ЦА) 

хо (2, $) хо (т) х) 

15.39. Для линейного подпространства L, натянутого па соб- 
ственнные векторы 27, ..., Ti, (11<... 4) матрицы A, вы- 

полняются соотношения 

. Ах, т) Ат, х 
Nis = min oo Nip = Шах ee, 

xx ? ca) у 
x=L xSL 

15.40. (Теорема Куранта — Фишера.) Для собственного зпа- 
чения A, симметричной матрицы А имеют место представления 

(Ах, т) (Ах. т) 
“(z, a)” AR = min Max (z, 2) 

Lp, x0 
xs Dp, 

Ак = max min 
In—p41_ 70 

Здесь Ly, Ln-n+;— произвольные подпространства размерностей 
соответственно ku n—k+ 1. , 

15.41. Если матрица В положительно определенная, то обоб- 
щенное отношение Релея сводится к обычному отношению Ре- 
лея, так как - 

(Ax, 1) (В-/АВ-Иу, у) 
(Вх, =) — (ys у) ’ 

где y= Bz. 
15.42. Для любой матрицы А функционал невязки сводится 

к функционалу ошибки, так как - 

(Ах—6, Ax— 6) = (А*Ах, x) — 2(A*b, x) + ($, 0),
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15.43. Но отношению к функционалу ошибки общего вида 
функционал невязки обладает следующими свойствами: | 

— система линейных алгебраических уравнений 4*Ах = Д*В 
всегда имеет решение; | 

— матрица A*A неотрицательно определенная; 
— если векторы [, ..., 2 образуют А*А-ортогональную cu- 

стему, то векторы Ай, ..., Al, образуют ортогональную систему. 

Все изложенные здесь факты без существенного изменения переносят- 
ся на функционалы с комплексными эрмитовыми матрицами. Несколько 
меняется лишь вид функционала ошибки. Теперь он выглядит так: 
(Az, х) — 2Ве(6,х) {+ с. Естественно, что в функционале невязки матрица 
А может быть произвольной. 

$ 16. Возмущения и локализация 

Различные объекты линейной алгебры, Takhe, как решение системы ли- 
нейных алгебраических уравнений, собственные и сингулярные числа и век- 
торы, определитель, функционалы и т. п. можно рассматривать как неко- 
торые функции от определяющих их матриц и векторов. При изменении 
матриц и векторов изменяются и сами объекты. Теория возмущений ак- 
центирует внимание на исследовании взаимосвязи этих изменении, или, 
как их называют иначе, возмущений. Как правило, изучение больших BO3- 
мущений связывается с. локализацией объектов, малых возмущений — 
с асимптотическими разложениями. Всюду в данном параграфе мы рас- 
сматриваем только согласованные нормы матриц. 

16.1. Если для квадратной матрицы H имеем ПИ! < 1 для ка- 
кой-либо нормы, то матрица Е + Н — невырожденная, и при этом 

(E+ HY*=E+ Х(—Н). 
h=1 

16.2. В условиях 16.1 выполняются следующие перавепства: 
1 1 —1 | А | 

1-1 16.3. Пусть матрица A — невырожденная и Ill < ПА 
возмущения ©. Тогда матрица A+ & — невырожденная. . 

16.4. Для невырожденной матрицы А ‘выражение AIA‘! па- 
зывается числом обусловленности матрицы А и обозначается 
cond A. 

16.5. Всегда cond A = 1. 
16.6. Для любой матрицы А и любого числа & выполняется 

равенство cond А = cond (%4). 
- 16.7. Для спектральной нормы равенство cond А = 1 имвет ме- 
сто тогда и только тогда, когда A=GaU, где U — унитарная 
матрица, @ — ненулевое число. 

16.8. Для спектральной и евклидовой норм число обусловлеп- 
ности не меняется от умножения матрицы слева и справа на лю- 
бые унитарные матрицы, 

для



16.9. Для 1-, 2-, ®-норм и евклидовой нормы число обуслов- 
лениости пе мепяется при перестановке строк и столбцов. 

16.10. Для спектральной нормы число обусловленности любой 
пормальпой матрицы равно отношению максимального модуля 
собствепных значений к их минимальному модулю. 

16.11. Для спектральной нормы число обусловленности любой 
матрицы равпо отношению максимального сингулярного числа к 
минимальному. 

16.12. Имеют место неравенства 

d A С д В = 

cond B? “cond ad < cond (АВ) <cond A cond В. пах 
16.13. Пусть А — положительно определенная матрица, В — 

любая ее главная подматрица. Тогда для спектральной нормы 
cond В = cond А. 

16.14. Если матрица А невырожденная, а матрица A+B звы- 
рожденная, то condA > ПАВ. 

16.25. Для любых невырожденных матриц A, В справедливо 
перавеиство 

|| B-4— a7} | | B— Al 
в=| SOOM A р - 

16.15. Пусть дана последовательность матриц A, фиксирован- 
мого порядка, причем 14,|=1. „Тогда условия cond A,>© и 
4 А’ - 0 при Ё -> © эквивалентны. 

16.17. Существуют последовательности матриц A, возрастаю- 
зцего порядка, для которых ПА! =1 и сопд А, -— © при k> <, 
но det А, =1 для всех К. 

16.18. Пусть в условиях и обозначениях 16.3 

_ 191 —1 _ IG + #)-1— А-1\ 
А = | АП’ 6am ‘47 | . 

Имеет место неравенство 

ВА * < 
cond А.6А 

> 1 — сопа A-§A ° 

16.19. Предположим, что решаются системы линейных алге- 

браических уравнений Ax=—b u (А+&)т=Ь в. Обозпачим 
[5 

бт = teal 5 = def 

al you 

В условиях и обозначениях 16.3, 16.18 имеет место неравенство 

cond A 
80 < T—cona aba (4 + 08). 

Неравенства 16.18, 46.19 дают количественные оценки возмущения 06- 
ратной матрицы и решения системы линейных алгебраических уравнений
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при возмущении матрицы и правой части. Из них вытекает, что в окрест- 
ности любой невырожденной матрицы обратная матрица и решение систе- 
мы являются непрерывными функциями входных данных. Непрерывность 
решения по правой части имеет место всюду. При этом величина возму- 
щения как обратной матрицы, так и решения системы существенно зави- 
сит от числа обусловленности матрицы. 

‚ 16.20. Спектральным радиусом р(А) квадратной матрицы A 
азывается максимальный из модулей ее собственных значений. 

16.21. Для нормальной матрицы А порядка п с элементами а.; 
n 

1 e A 

= > aij <p (A) =max | aD 
j=l |= 

16.22. Для любой согласованной нормы и любой матрицы А 

ldet A]*’" < p(A) < min {IlAll, 1А*}. 

16.23. По крайпей мере одно собственное значение матрицы A 
находится в круге |^,| < Idet А |”. 

16.24. Для любой матрицы А порядка П справедливы неравен- 
ства 

nr n n 

хм Рем В DB] ImaP<ic le, 
i=1 i=1 i=1 

где B=05(A+A*), C=0,5(4—A*), причем равенства дости- 
гаются тогда и только тогда, когда матрица А нормальная. 

16.25. Рассмотрим нормальную матрицу A, нормированный 
вектор v, Ш, =4, и пусть Av—pv=n, МИ, = 8, для некоторого 
числа uw. Предположим, что одно из собственных значений, на- 
пример Ay, изолировапо и близко к ц, т..е. существует такая KOH- 
стапта а, что |A; pl 2а>0 для 1=2,..., п. Если 2, — норми- 
рованный собственный вектор, соответствующий A,, то найдется 
такое вещественное число 0, что 

, 2 2 

мо (1+5). 
а а 

16.26. Если в условиях и обозначениях 16.25 число ц есть 
отпошение Релея, вычисленное для вектора Vv, то 

52 =2 —1 

| — ^, |< — 1—= . 

Общий принцип построения областей, локализующих собственные зна- 
чения, основан на следующей идее. Пусть А — произвольная матрица и 
В(А) — некоторое арифметическое условие, выполнение которого достаточ- 
но для невырожденности матрицы А. Если А является собственным значе- 
нием, то матрица А — AE — вырожденная. Поэтому для Toro, чтобы А было 
собственным значением матрицы A, необходимо невыполнение условия 
В(А— ЛЕ). Это и определяет некоторую область, в которой должны нахо- 
диться все собственные значения.
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16.27. Для того чтобы матрица A была певырожденной, до- 
статочпо выполнепия неравенств 

[аи| > Хан; 
75-4 

для всех i. Матрица, элементы которой удовлетворятот. этим нера- 
венствам, называется матрицей с доминирующей диагональю. 

16.28. Эрмитова матрица с положительпой домипирующей дна- 
гональю является положительно определенпой. 

16.29. Любое собственное значение матрицы А лежит по край- 
пей мере в одном из кругов 

|^ — а: | < > | a; | 
77-1 

для всех i, Эти круги называются кругами Гершгорина. 
16.30. Если $ кругов Гершгорина образуют область @, изоли- 

ровапную от остальных кругов, то в @ находится ровно $ соб- 
ственных значений матрицы А. 

16.31. Если какой-либо круг Гершторипа изолирован, то оп 
содержит точно одно собственное значение. 

16.32. Если при некотором i для всех А #i выполпяются нера- 
венства 

| nn — ан | > № | @nj| + У [ав |, 
1-й j#i 

то круг Гершгорина 

| — ail < D | ai; 
ji 

содержит точно одно собственное значение. 
16.33. Пусть у матрицы А элементы главной диагопали и ко- 

эффициенты характеристического: многочлена — веществеппые. 
Если круги Гершгорина попарно не пересекаются, то все ‘собст- 
венные значения матрицы А — вещественные. 

16.34. Если Л — собственное значение матрицы A и дефект 
матрицы A — AE равен т, то A лежит по крайней мере в т кру- 
гах Гершгорина. 

16.35. Пусть А =В- С, где В — диагопальная матрица с эле- 
ментами 6:, .... b,, С — матрица с элемептами Cy. Если порядок 
матриц равен п и для некоторого 7 имеем 

В 
min |b; —6,| =В; > 0, тах | си | =e<s, 
Aj nef 

‘TO существует собственное значение A матрицы Ав круге 

|, — b; — C,4| = 2n(n — 1)e7/B;. 

16.36. Пусть для элементов матрицы A известны оценки 
la;;| <b и ц есть максимальное собственное значепие матрицы 

8 В. В. Вееводин, Ю. А. Кузнецов
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Б с элементами -b,;. Тогда любое собственное зпаченпие матрицы A 
лежнт по крайней мере в одном из кругов 

|, — al <p— di 

для всех $. 
16.37. Любое собственпое значепие матрицы А лежит по край- 

ней мере в одпом из кругов 

|1, — а | < (> aij | (> | ал |“ 

для всех { при О <а = 1. . , 
‚16.38. Матрица, которая перестановкой одпонменпых строк и 

столбцов не может быть приведепа к блочпо треугольпому виду, 
называется неразложимой. 

16.39. Пусть для неразложимой матрнцы А выполпяпотся нера- 
венства 

[а | > dy | 445 | 
17% 

для всех i, причем хотя бы для одного i пмеет место строгое пе- 

равенство. Тогда матрица А — невырожденная. 
16.40. Все собственные значения неразложимой матрицы `ле- 

жат внутри объедипепия кругов Гершгорина, за исключением TO- 
го случая, когда собственное значение является общей грапнчпой 
точкой всех кругов, 

16.41. Для того чтобы матрица А была певырождеппой,’ до- 
таточно выполнезия неравенств 

lai; |а;;|> х | aan | > | аук | 
ki #7] 

для всех tj. 
’ 16.42. Любое собственное значение матрицы А лежит по край- 
ней мере в одпой из областей 

[A — ai; ДА — а; | < У lain | > | ад | 
ki #5 

для всех 15-7. Эти области пазываются овалами Кассини. 
16.43. Любое собственное зпачепие матрицы А лежит по край- 

ней мере в одном из овалов 

[A — aaj [|^—а;;| < (= [аль | 2 [ал (>; | ал: | 2 ан; |“ 
$7) 

для всех #5} при О<а=< 1. 

Мы рассмотрели различные способы локализации собственных значе- 
ний матрицы А. Естественно, что аналогично можно локализовать и со1- 
ственные значения транспонированной матрицы А’. Во многих случаях со- 
вместное рассмотрение обеих матриц позволяет получить лучшие оценки. 

Локализация, вообще говоря, позволяет одинаковым образом исследо- 
вать как большие, так и малые возмущения, Однако, как показывают ут*
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верждения 16.26, 16.35, в случае малых возмущений можно ожидать полу- 
чения более точных оценок. Поэтому мы приведем сейчас некоторые pe- 
зультаты, касающиеся асимптотически малых возмущений. Ilo существу, 
они связаны с разложениями в ряды по малым возмущениям и выделением. 
тлавных членов этих разложении. Асимптотически верные соотношения Oy- 

дем отмечать символами ==, < ит. п., возмущенные объекты — символом 
Л вверху. 

16.44. Если А; — простое собственное значение матрицы A, ть, 
у: — соответствующие собственные векторы матриц A и A*, 
величина 

_ бе 
Tay) 

пазывается коэффициентом перекоса матрицы A, соответствую- 
щим собствепному значению Ai. 

16.45. В вещественном случае коэффициент перекоса с; равен 
обратной величипе косинуса угла между т; и Yi. 

16.46. Всегда c:21, причем равенство достигается тогда и 
только тогда, когда вектор 2; ортогонален корневому базису, со- 
ответствующему собственным значениям, не равпым Ai. 

16.47. Пусть матрица A имеет только простые собственные 
зпачепня. Все коэффициенты перекоса равны единице тогда и 
только тогда, когда матрица А нормальная. 

16.48. Обозпачим через Х ‘матрицу, составленную из собствен- 
пых векторов матрицы A. Число обусловленности матрицы X, вы- 
ражепное в спектральной норме, пе меныпе любого из коэффи- 
циептов перекоса. 

16.49. Матрицу Х из 16.48 за счет умножения собственпых 
векторов па подходящие множители всегда можно выбрать такой, 
что ее число обусловленности, выраженное в евклидовой норме, 
равно сумме всех коэффициентов перекоса. 

_ 16.50. Пусть матрица А имеет только простые собственные 

зпачепия п матрица A=A+A близка к ней. Предположим, что 
собствеппые векторы матриц A и А* нормированы по 2-норме. 
С точпостью до члепов второго порядка имеют место следующие 
соотпошепия: 

~ Az, у; A ~ hy ta ee EN), a Zeal 
$ Уз 

a (Аза у.) 
т — 2; = т}, 

Ш^ с; а Аль У pT 
j#il 2 J 

При исследовании влияния малого возмущения удобно’ предваритель- 
но привести задачу к некоторому простейшему виду с помощью специаль- 
ных преобразований. Такими простейшими задачами почти веегда оказы- 

&*
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BalOTCA задачи с диагопальными матрицами и лишь иногда с двухдиаго- 
нальными. В большинстве случаев подобные преобразования можно счи- 
тать унитарными. Тогда спектральная и евклидова нормы возмущений ис- 
ходной задачи и приведенной будут одинаковыми. Мы не будем специаль- 
но останавливаться на способах сведения задач к простейшему виду в силу 
их очевидпости, но рассмотрим асимптотическое влияние малых возмуще- 
HUH в некоторых задачах с простыми матрицами. 

16.51. Пусть даны матрицы А, В, С размеров соответственпо 
пхп, тхт, пхт. Матричное уравнение Ай — ZB =С относи- 
тельно матрицы Z размера п Xm имеет единственное решение 
тогда п только тогда, когда матрицы А и В пе имеют общих соб- 
<твепных значепий. 

16.52. Пусть Л — блочпо дпагопальная матрица с блоками 
Ay, ..., Ar и A+ Q— возмущеппая матрица. Обозначим 

am AN — 
1 / 

A, 0 31 Я: eee Mar 
А = , О — 8204 22 2, | 

| 0 А, | QQ. Qo ... QL 

Tye днагопальные блоки матриц A и © имеют одипаковые разме- 
ры. Предположим, что попарно блоки матрицы A не имет об- 
щих собствеппых зпачепий. Тогда матрица A+ Q асимптотически 
подобпа блочпо днагопальпой матрице 

— .^ — 

A, 0 

A» 

>)
 

| 

| O А, _ 

где блоки Л и Л имеют одинаковые размеры и с точностью до 
члепов второго порядка A, = А, + Q,, для всех К. 

16.53. Пусть в условиях и обозначепиях 16.52 выполняется со- 
отпошепие 

A=(E+N)-(A+QVE+ A), 

Представим матрицу Л в блочпом виде, аналогично ©. Тогда для 
ее блоков Ни © точпостью до’ членов второго порядка выполняют- 
ся соотношения 

a» = 0, НА» — AA, = О 

для всех Ки l#k.



16.54. В условиях и обозначениях 16.52 с точностью до чле- 
нов третьего порядка 

F 

Ay = An + Эл + Quit in 
as 

для всех К. 
16.55. Пусть матрица Л — диагопальная, с элементами Ay, ... 

...) Ат. Обозначим через Vv собственные зпачепия матрицы A+ Q, 
через i, п, — элементы матриц 92, Н. Тогда с точностью до чяе- 
нов второго порядка 

м А: = Аз, 

ПР вы — м), ме». 
16.56. В условиях и обозначениях 16.52, 16.55 

> № — А: = 2 | an fe. 

Для нормальпой матрицы асимптотическое неравепство переходит 
в асимптотическое равепство. 

16.57. Если Ap — простое собственное зпачепие матрицы A, то 
с точностью до членов третьего порядка 

При этом формулы 16.55 при j=p, #5=р дают асимптотические 
выражения для координат нормированного собствепного вектора 

матрицы A + ©, соответствующего Ap. 
16.58. Если собственное, значение Ap соответствует жордаповой 

клетке порядка $ матрицы A, а все элементы матрицы © — вели- 
чипы порядка @, то асимитотически может достигаться равепст- 

BO Ap =Ap + О(®!*). 
16.59. Пусть даны матрицы A, В, С, О размеров соответствен- 

по хи, тхт, пхХт, m Xn, Система матричных уравнений 

AU—VB=C, UB*—A*V=D 

отпосительно матриц U, У размеров n Xm имеет едипствептое 
решение тогда и только тогда, когда матрицы A-u В не имеют 
общих сипгулярных чисел. 

16.60. Пусть Р — блочпо диагональная матрица с блоками 
P,, ..., P, и Р-О-— возмущенная матрица. Обозпачим Р п Q 
авалогично 16.52. Предположим, что попарпо блоки матрицы P 
не имеют общих сингулярных чисел. Тогда существуют упитар- 
ные матрицы ЕЁ + Ни Е - Т такие, что матрица 

Б=(Е+Т)*(Р-+О)(Е+П)
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асимптотически является блочно диагональной с блоками 

Р,, ..., Pr, размеры которых совпадают с размерами блоков 

Р,, ...Р», и с точностью до членов второго порядка РА = Р, + Qn 
для всех К. 

16.61. Если матрицы Я и Т разбить на блоки Ai; и Ti; ана- 
логично 42, то с точностью до членов второго порядка 

Ник = Тв, =0, РьНы— ТыР =— Он, НыР; — РьТы = Qt 

для всех k и 13-Е. | 
16.62. Пусть матрица Р — диагональная, с неотрицательными 

элементами р:, ..., р». Обозначим через о; сингулярные числа 
матрицы P+ Q, через ®.;, Yu, т, — элементы матриц Q, Я, 7. Тог- 
да с точностью до членов второго порядка 

0, 0; = Pj, 

Nj 0.9, + @;.0; 

"7 I ar eS ical OS 
р; — Pj 

0, Pi = P;, 

т:; > @.);-+ ®..0: 

4 as _—, 0; F Pj. э 

о; — Pj 

16.63. В условиях и обозначениях 16.60, 16.62 

2 [pi — pi P= 2 Qn le. 

$ 17. Матрицы типа теплицевых 

Во многих приложениях нередко приходится решать задачи линейной 
алгебры с матрицами, все элементы которых хотя и отличны, в основном, 
от нуля, но определяются небольшим‘ числом независимых параметров. 'Га- 
кие матрицы имеют существенные особенности в своем строении, использо- 
вание которых дает возможность строить эффективные численные методы. 

В этом параграфе будут рассмотрены так называемые теплицевы мат- 
рицы и некоторые похожие на них матрицы. Будем считать, что элементы 
матриц принадлежат некоторому кольцу © с единицей Г. 

От кольца будем требовать выполнение следующего условия: из един- 
ственности решений уравнений Ах = уи 2'А = у’ для матрицы А и век- 
тора у с элементами из ® должно вытекать существование решений систе- 
мы при любой правой части и, следовательно, обратимость матрицы А. 
Дальнейшие свойства кольца конкретизируются по мере необходимости. 

17.1. Матрица A, порядка n+ 1, элементы а; которой зависят 
только от разности индексов i—j, называется теплицевой. Такая 
матрица и ее элементы обозначаются следующим образом: 

° Га, 4_4.,..4%_n | 

а а а_ 
' A, = a п" 

Ley Gy _1...% —
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17.2. Множество теплицевых матриц одного порядка с элемеп- 
тами из одного кольца ® замкнуто’ относительно операций сло- 
жения матриц, а также левого и правого умножения на скаляр- 
ные множители из 02. 

Произведение теплицевых матриц уже не является теплицевой матри- 
цей. Однако матрица, обратная к теплицевой, выражается через сумму 
произведений теплицевых матриц специального вида. Это представление 
обратной матрицы не однозначно и зависит от различных дополнительных 
условий, накладываемых на теплицеву матрицу. 

17.3. Пусть A, — теплицева матрица. Рассмотрим величины 
a:, В, |, 5: Е, удовлетворяющие уравнениям 

Ап (Gq, ..., An)’ = (Фо, ..., Qn) 

An (Bo, ..., Pn) = U,...., D7, 

(Yo. «+++ т) А» =U, ..., J), 

(5), .. ., бп) An = (ро, . .., Wn), 

где фо = ф = 0, ф=а, +...Та, ф=а-, +... Та и теплицевы 
матрицы 

1 0 r —10 

a= ff mp yf 
—Г1 0 I 

An ++ By Вл --. Во 

a= | -f, B= oe, , 

о‘ 0 8, 
» 0 6, 0 

._|:: a | 

Yo -.- Vn 6, ... бы 

Если уравнения, определяющие а: Bi, |. 6. разрешимы, то 
—1 

матрица A, — невырожденная и А» имеет вид 

Аз“ = Qu [Вау + ay + BS] Q:. 

17.4. Если A, — невырожденная теплицева матрица с элемен- 

тами из кольца 42, то матрица An — также невырожденная теп- 
лицева.
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17.5. Пусть A, — теплицева матрица и величины a, 6; удов- 
летворяют уравнепиям 

An (м...) = (ny oe oy Wo)’ 

(6,, ee es én) A, =— (Qn, eeeyg Фо). 

Если уравпеппя, определяющие а, 6,, Bi, |: разрешимы, то мат- 
—1 

рица A, — невырожденная и Ap имеет вид 

А," — О [Вау + ay + Вб] Qu, 

a, 0 B, 0 
где 

hn ee a, В» ° B, 

Yo e+ Vn 5, 5, 

т = : у ’ 6 = | ° , ’ 

Представления 17.3, 17.5 для А» 1 легко преобразуются к виду, содер- 

экащему суммы двух произведений треугольных теплицевых матриц, при- 
чем в 17.3 левые и правые сомножители являются соответственно правыми 
и левыми треугольными матрицами, а в 17.5 — левыми и правыми. Эти пред- 
ставления матрицы, обратной к теплицевой, являюгся самыми общими. Они 
полностью определяются через решения некоторых систем с матрицами A 
и A’ при специальном выборе правых частей, при одном лишь предполо- 
жении о разрешимости этих систем. Если же на матрицу А наложить до- 

полнительные ограничения, то для представления A, 1 в качестве решений 

таких систем можно взять некоторые строки и столбцы А» 1. 

17.6. Пусть А, — теплицева матрица и величины 2, Yi, 2:1, Ws 
удовлетворятот уравпепиям 

А» (10, ..., 2) = (1,0,...,0)’, 

Ар (Уи, -.., Уп) = (0,...,0, Г, 

(209...,2н) An = (1,0,..., 0)’, 

(9, ..-;Wn) An =(0,...,0, Г). 

—1 ,-1 
Если эти уравпепия разрешимы и существуют элемепты 2, ул’, 

—1 
то матрица A, — певырождепная и An имеет вид 

2х, 0 20 eee 2 

—1 e s —1 

А; — ° Ly . — 

тр т, 0 Zo
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20 0 | 

и Ош... 1 

— | ® у e : =z 

. ® 0 e и. 

° 0 
| Yn Yo O_ 

... -0 
Yn Yo “nr QO у “n "1 24° 0 

— . ° Yn’ e ° — ° . ° x | e - 

0 Ут шо... Wy 0 тп | 0 0 Zy oes 2, 0 

. Заметим, что Zi, Yi, Zi, Wi — элементы соответственно первого и послед- 

него столбцов, а также первой и последней строк матрицы Aj’. Аналогич- 

ble представления можно получить с привлечением элементов второго и 
предпоследнего столбцов,.а также второй и предпоследней строк матрицы 

A; Необходимость исследования других представлений связана тольхо с 

тем, что не всегда для невырожденной матрицы Ay существуют элементы 

Ly am Уп 1 Однако мы не будем останавливаться на этих представлениях 

обратной матрицы. Все они в конечном счете аналогичны представлениям 
17.3, 17.5, 47.6. 

17.7. Элементы 2, Yn и ведущий минор порядка п обратимой 
матрицы A, обратимы или не обратимы все одновременпо. 

17.8. Если невырожденная теплицева Матрица является тре- 
угольной, то обратная к ней матрица теплицева. 

17.9. Теплицева матрица С„ называется циркулянтной или 
циркулянтом, если при всех iO для ее элементов выполняются 
соотношения С-1 = Сл-41. 

Если цниркулянтная матрица — невырожденная, то. обратная 
к ней матрица — циркуляптная. 

17.10. Матрица А называется ленточной, если ее элементы ay 
удовлетворятот соотношепиям 

а; = 0, L<i-—j,j—i>m, 

для некоторых неотрицательных чисел [, т. В случае т = 0 матри- 
ца называется левой ленточной, в случае [=0 — правой ленточ- 
ной; величина ГР т + 1 пазывается шириной ленты. Если l=m= 
= 41, матрица называется трехдуагональной. 

17.11. Пусть A, — невырожденная ленточная теплицева матри- 
—1 vw 

ца. При условии n>l+m матрица An будет теплицевой тогда и 
только тогда, когда A, — треугольная. 

17.12. М А A;* . 12. Матрицы Ал и An, отличающиеся от треугольтых, AB- 
ляются одновременно теплицевыми тогда и только тогда, когда 

. —1 
для некоторого @ #0 при всех i>O для элементов а;-; иа(-? 
этих матриц выполняются соотпошения 

—1 (—1) . 
а; = Фап-:+1, AG = PAn—-it+1-
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Для практических вычислений особое значение имеют случаи, когда 
$2 — поле комплексных чисел или кольцо числовых матриц. В первом слу- 
чае формулы упрощаются за счет того, что между параметрами соответ- 
ствующих описаний существует простая зависимость, порожденная свой- 
ством персимметричности рассматриваемых матриц. 

17.13. Матрица А называется персимметричной, если она сим- 
метрична относительно второй диагонали. 

17.14. Матрица А персимметрична тогда и только тогда, ког- 
да A’ = PAP, где Р есть матрица перестановок вида 

Го... ог 
- PH—|9.-.. ГО . 

r...00 

17.15. Теплицева матрица является персимметричной для лю- 
бого кольца 22. 

17.16. Если элементы невырожденной теплицевой матрицы 
принадлежат полю комплексных чисел, то обратная матрица яв- 
ляется персимметричной. В этом случае для элементов Zi, Yi, Zi, 
w, из 17.6 для всех i выполняются соотношения 2; = Wari, У: = 

= Zn-1. 

В случае произвольного кольца @ свойство персимметричности He обя- 
зательно переносится на обратную матрицу. К сокращению параметров, 
описывающих обратную матрицу, приводят и другие дополнительные свой- 
ства теплицевой матрицы, например симметричность. 

17.17. Если @ есть поле комплексных чисел, то в условиях и 
—1 «р 

обозначениях 17.6 матрица An имеет следующий вид: 

4in = Ly ° — 

t,t HO 
0 0 0 Zn т 

о ® e 

. x 
п 

Yn-1 Yo 0 0 0 

От ... 2 0 
Yn +--+ Yo | 70 0 ” в Yo 0 

=“ У | ВВ — 1... ° 
e e e e xr . 

0 Yn Ти +... 1 0 0. Yn—1 +++ Ио 0 

Таким образом, если элементы невырожденной теплицевой матрицы 
являются комплексными числами, то элементы обратной матрицы в случае 
zo 5 0 полностью определяются. ее первым и последним столбцом.
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17.18. Если © есть поле комплескных чисел, то: 
— множество треугольных теплицевых матриц одного наиме- 

нования есть коммутативное кольцо; 
— множество невырожденных треугольных теплицевых мат- 

риц есть коммутативная группа; 
— множество циркулянтных матриц есть коммутативное 

кольцо; 
— множество невырожденых циркулянтньх матриц есть ком- 

мутативная группа по умножению; 
— между параметрами a, Bi, yi, 6: утверждения 17.3 для 

всех i существует следующая зависимость: 

Y= Вл 6:=1-—a,-:- В -:@о. 

Дополнительные свойства, которые приобретают различные виды теп- 
лицевых матриц в поле комплексных чисел, очень важны. Поэтому всюду 
в дальнейшем, если не сделано особой оговорки, мы будем считать выпол- 
ненным это условие. | 

17.19. Пусть ¢, =ехр {2ni/n} (i — мнимая единица). Матрица 
Г, порядка п с элементами 

ие UY, 15, I<n, 

называется матрицей дискретного преобразования Фурье. 
17.20. Матрица дискретного преобразования Фурье, умножен- 

—1/2 ная Ha скалярный множитель п”, является комплексной сим- 
метричной унитарной матрицей. 

F* 

17.21. Вектор у = Fnx (x = Fry) называется прямым (обрат- 
ным) дискретным преобразованием Фурье вектора х (у). 

17.22. Имеет место соотношение Fay = Fry, где черта озна- 
чает комплексное сопряжение. 

17.23. Пусть y(k), (1) — периодические функции целочислен- 
ных переменных k, 1. Функция у(Ё) называется дискретным. пре- 
образованием Фурье функции х(), если эти функции имеют об- 
щий период п и (y(0), ..., ут- 1)) =(2(0),..., a(n —14)) Fa. 
В этом случае будем писать ylk)=([F,zl(k) или ylk) = 
= [F,2(1)](k). 

17.24, Функция у(К): 
— является четной; 

— является нечетной; 
— принимает вещественные значения; 
— принимает чисто мнимые значения 
тогда и только тогда, когда функция 2(]): 
— является четной; 
— является нечетной; 

— z(l)=2(—l) =2(n— 1): 

— 2) = —2z(-l) = —2z(n— 1), 
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17.25. Функция у(й) принимает: 
— вещественные (чисто мпимые) зпачепия и является четпой 

(печетной) 
— чисто мпимые (вещественпые) зпачения и является четной 

(печетной) 
тогда и только тогда, когда функция x(J) принимает: 
— веществепные значения и является четной (нечетной); 
— чисто мпимые зпачения и является четной (печетной). 
17.26. Имегот место соотношения 

[Fx (l + т)| (А) = г.у (k), 

[Е (ena (1))| (k) =y (k + т). 
17.27. Пусть задапа последовательность 2(j), O<j<n. Про- 

должим ее периодически и предположим, что x (1) — такие функ- 
ции с пернодом п, что х (1) = (1-10, 0=1=< п. Тогда 

[Fna?t (1)] (®) = а ^ ([ЕР их? (1) (®) + 2 (7 + n)—2(/)). 
17.28. Обозпачим через х„(Р) и у»(А) такие функции с перио- 

дом пт, что 
tml) = х(Ит), yl) = ут), 

если [ делится па т, и 

(0 = ynl(l) = 0 

если 1 ne делится на т. Тогда 

(ОКЕ) = ylk), (Е.Е) = ту). 

17.29. Если n= 76, где п, |, 6 — целые, то имеют место соот- 
пошепия 

” 6—1 

(16) К) = 5" 2 y (e+ Л, 
6—1 

|; (х x(l + in) (k) = y (K8). 

Если y(k) = 0 при yXk<n—‘, то 
}—1 

x (1) = 2 x (76) G (1— 15), 

где С (7) =1, если j кратпо п, и G(j)= 5 К1— =2)(1 — e}) в дру- 
гих случаях. 

Прямое умпожение матрицы Г, преобразования Фурье на вектор 
требует выполнения п? операций комплексного умножения н п? операций 
комплексного сложения. Однако громадная практическая значимость пре- 
образования Фурье и специальный вид его матрицы стимулировали много- 
числеппые исследовалия, паправленпые па создание более быстрых 
алгоритмов. В копечпом счете различные варианты этих алгоритмов связаны
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с различными представлениями матрицы преобразования Фурье. Мы рассмот- 
рим здесь два вида представления. Одна из основных идей связана со свой- 
ством 17.29, 

17.30. Пусть введены следующие обозпачепия: 
F,— матрица дискретного преобразования Фурье порядка 1; 
Е. — единичиая матрица порядка \; 

. 0. (y—1)0 
W% — диагональная матрица W? = Фасо (#50, ..., 2% 2, ..- 
.0-(5—1) (16-1), 

oy 86 о...) 25 ’ 

Ру —матрица перестановок порядка 6, в которой едпиицы 
находятся в тех позициях (А, [), где выполпияются соотпошения 

[= мую 1, k=ré6+r,+1, Ox<r<6, Ок <. 

Гогда, если п = 16, то 

Fy = P}(EsXFy) W3 (Fox Ey). 
17.31. Пусть п = 16 и требуется выполнить дискретное преоб- 

разование Фурье у=Р,х порядка п. Запишем коордипаты векто- 
ра х по столбцам прямоугольной матрицы размера Y Х 6 подряд 
сверху вниз и слева направо; координаты вектора у запигием 
аналогично по столбцам матрицы размера 6 X y. Тогда преобразо- 
вание вектора х в вектор у сводится к следующим операциям: 

— вычисление преобразований Фурье порядка 6 вектор-строк 
матрицы, содержащей т; 

умножение .элементов полученной матрицы с индексами 1, 

7 на так называемые поворачивающие множители eg DUD. 
— вычисление преобразований Фурье порядка \ вектор-столб- 

цов новой матрицы; 
— транспонирование матрицы. 
17.32. Пусть n=n, ... Пр. Обозпачим 

1—1 р 

a= П п, Ву = Il Ni. 

Если верхний индекс меньше пижпего, то будем считать произ- 
ведения равными 1. Тогда в обозпачепиях 17.30 

Гл =P(Eq ХИ” (Е, ХР „ЖЕЁв,).. (Ea, XWr, (Е. X Fn, XEp,)= 

= (Eu,XFn,XEp,) (Ea, ЖИ»)... (Lay X Fin, XEp,) (Lay ЖИ”), 
где 

Р= (Eu, жР» se (Ea, Px’). 

17.33. Если п = 2°, то умножение матрицы Г, преобразования 
Фурье на вектор может быть выполпено за (1/2)п log, п операций 
комплексного умножения и Nlog.n операций комплекспого сло- 
кения.
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17.34. Если п = 4*, то умножение матрицы Г, преобразовапия 
Фурье на вектор может быть выполнено за (3/8)п 105. п операций 
комплексного умпожепия и niog,n операций комплекспого сло- 

жения. 

Утверждения 17.29 — 17.34 связаны со случаем составного п и зависят 
OT вида сомножителей. Однако существует способ сведения преобразования 
Фурье любого порядка к преобразованию Фурье, порядок которого равен, 
например, степени двойки. 

17.35. Пусть с = (co, ..., Cn-1)’ — первый столбец циркуляит- 
ной матрицы C,-, Имеет место разложение 

Cay = nF) diag (Fac) Fn, 

Tye diag (Fc) означает диагональную матрицу, элемепты которой 
совпадалот с элементами вектора Fc. 

17.36. Умножение вектора на циркулянтную матрицу сводится 
к трехкратному выполнению преобразования Фурье и двукратпо- 
му умножению на диагональную матрицу. 

17.37. Для матрицы преобразовапия Фурье любого порядка 
имеет место разложение F,,—G,N,G,, где №, — теплицева матри- 
ца вида 

—02 —13 в—(п-1)7 
2n an эп. 

en 12 —02 en (n—2)" 

№, =] "en on an 

—(n~1)2 .—(n—2)? —02 
fon fon vee Eon 

9 02 in 
G, — днагопальная матрица: Gp, = diag (en, w+ ey Eon 

17.38. Любая теплицева матрица A,-, вида 17.1 может быть 

представлепа в виде пропзведепия 

Ел An1= [En 0}, С=о"| 
rye С„— циркулянтная матрица порядка тг 2п—1, первый 
столбец которой имеет элемепты 

Qo, Qs, ee 69 Qn—1, 0, ee 9 0, -п-+1, ee 69 1—1. 

17.39. В обозначениях 17.38 матрица A,-; есть матрица веду- 
mero минора порядка п матрицы С». 

17.40. Число т в 17.38 всегда можпо выбрать равпым степе- 
ни двойки и удовлетворяющим неравенствам 2п < т < 4n, 

17.41. Умпожение вектора на теплицеву матрицу любого по- 
рядка п па основе представлений 17.35, 17.38 может быть выпол- 
нено за 6nlog.n операций комплексного умножения и 12nlog.n 

операций комплексного сложения. 
17.42. Преобразование Фурье любого порядка п па основе 

представлений 17.37, 17.38, 147.35 может быть выполнепо за
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Gnrlog.n операций комплекспого умножения и 12nlog.n опера- 
ций комплексного сложения. 

В различпых задачах приходится иметь дело с блочными матрицами, 
устроенными по типу теплицевых. Блоки этих матриц, в свою очередь, мо- 
гут быть разбить на более мелкие блоки и также устроены по типу тепли- 
цевых, и т. д. При некоторых условиях на такие многоуровневые разбиения 
задачи с подобными матрицами мегут решаться весьма эффективно. Снова 
будем считать, что элементы матриц принадлежат произвольному кольцу 
© с единицей. 

17.43. Пусть квадратная матрица А разбита на п. Xm квад- 
ратпых блоков A;,;,-_ Предположим, что уже определено разбие- 

wie матрицы A на блоки Ах... Инь, лв > 1 и пусть снова 

каждый из этих блоков разбит на п» Xn, квадратпых блоков 
Ан л:..и,. Тогда k-m уровнем разбиения матрицы А называ- 

ется мпожество блоков Aj jyseecttgins а число п, называется поряд- 

ком k-ro уровня. 
17.44. Будем говорить, что матрица А имеет р уровней, еслж 

пл;..Ир+ир-ча Представляют собой элементы из Q и пр, = 

17.45. Пусть зафиксированы элементы al?, BY? y EQ, 
4=1,... ©, i,j=1,..., 2, и рассматриваются равепства 

(а) BS? (q) > о. BP =. 

п . ‘ = 

Говорят, что блочпая матрийа А = {A;;};;-1 имеет блочный TUR 
Г, если равеиства выполняются при 2, = Ay. 

Рассмотрим важные для нас примеры. Пусть А = {А:;}, А;; = O,— тен. 
лицева матрипа порядка п. Тогда равенства 17.45 имеют вид Aisi, 3+1 — 
—Д;; = 01] =1,..., n—1. Тин этой матрицы обозначим ТГ». Если мат- 
puna A ляется циркулянтной, то к выписанным равенствам добавляются 
и такие: Ал — А; п =O, i= 2, 3,... п. Тип этой матрицы обозначим 
Cz. Можно ‘было бы ввести обозначения для типов матриц, являющихся 
симметричными, треугольными, трехдиагональными, разрежкеннымп, с ка- 
кой-либо определенной структурой нулевых элементов и ‘т. д. Мы будем 
использоват:, в основном лишь обозначения Да, Гл, Cn, Gn соответствепно 
для типов диагональной, теплицевой, циркулянтной и общего вида матрицы 
блочного порядка п. Кроме того, полезным оказывается введение блочной 
матрицы типа On, у которой все блоки являются скалярными матрицами 
с e(k— VU) в блоке Фин, где Em = ехр {2л/т{ (: — мнимая единица). 

17.46. Матрица А имеет композиционный тип а. ... Ap, CCA 
опа является р-уровневой и блоки А-го уровня удовлетворяют при 
1 <= А=р соотношепиям 17.45, определяющим тип о. 

17.47. Операция композиции типов ассоциативна. 
17.48. Пусть задапы типы ©, #=1,2,... р, и их композиции 

Г = а... лба +. . Ир, Г. = Gy... Any yh, ..- Ap. 

Существует такая матрица перестановок P, определяемая лишь 
порядками типов ©; что для любой матрицы A типа Г, матрица
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В=РАР’ имеет тина Г, и для любой матрицы В типа Г. матрица 
A = P’BP имеет тип Г.. 

17.49. Всякая мпогоуровневая матрица, содержащая разбиепия 
типов D, Г, С и С в любом числе и любом порядке, путем пере- 
становки строк н столбцов может быть преобразована в подобную 
ей матрицу tuna D...D7...7C..:CG...G, ‘где sce разбиения 
одипакового тппа стоят подряд. 

17.50. Всегда выполняются равенства 

Dy, ... Dn. = Dn Gn, ... Gn, — Ст, пр 

т. е. всегда все уровни типа D или С можно объединить в один 
уровепь, причем блочный порядок объединенного уровня равен 
произведению блочиых порядков отдельных уровней. 

р Losey? 

Заметим, что если матрица А имеет тип DI, то это означает, что она 
является блочно диагональной с блоками типа Г на диагонали. В этом слу- 
чае решение всех основных задач линейной алгебры с матрицей типа ОГ 
сводится K решению нескольких аналогичных задач с матрицей типа Г. 
Число таких Задач совпадает с блочным порядком матрицы D. Поэтому 
в композиции типов, вообще говоря, можно опускать все типы вида ПД. 
Объединение уровней типа С в конце композиции типов можно трактовать 
как переход к другому кольцу 2. 

17.51. Пусть кольцо @ содержит He менее п разлнчных эле- 
ментов. Путем перестаповок соответствующих строк и столбцов 
уровни тнпов Cay ...) Стр объединяются в один уровень тина С», 

The п =1,...Пр, тогда и только тогда, когда числа Mm, ..., Пр НО- 
парно взанмпо простые. 

Далее будем опять считать, что 6 есть поле комплексных чисел или 

кольцо числовых матриц. Рассмотрим матрицу типа Cn, --- СтоГ- Основой 

решения задач с такими матрицами служит следующее утверждение. 

17.52. Пусть А — матрица tuna С„Г„, где Г, означает тип 
матрицы порядка п, заданный соотношениями 17.45 при 1? = 0. 

Тогда матрица В = ФиАФи имеет тип Dan. 
17.53. Для всякой матрицы A типа Cr, ...-'Сь,Г матрица 

В = U*AU имеет тип Dny...nps где U является произведением 

упитарных матриц типов Фь, РВ» Фи, ... „Он... пр 1Фпр. 

В заключение укажем сще один тип матрицы, тесно связанный с теп- 

лицевыми матрицами. 

17.54. Матрица J//,, элементы fh; которой зависят только от 
суммы ипдексов i + j, называется ганкелевой. 

17.55. Гапкелева матрица является симметричной. 
17.56. Если H, — ганпкелева матрнца, то А, =Р,Н, = H,P,— 

теплицева матрица, еслн Р,„ — матрица перестановок 17.14. 

Иногда приходится рассматривать матрицы, представленные суммой 
парных произведений теплицевых матриц. Отметим некоторые свойства 
таких представлений, при этом матрицы будем считать вещественными или 

комплексными. |
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17.57. Наименьшее число слагаемых во всевозможных пред- 
ставлениях матрицы суммой парных произведений теплицевых 
левых и правых (правых и левых) треугольных матриц называет- 
ся ее левым (правым) теплицевым рангом. 

17.58. Левый (правый) теплицев ранг квадратной матрицы по- 
рядка п с элементами а., совпадает с обычным рангом матрицы 
такого же порядка, которая строится по исходной матрице сле- 
дующим образом: первые (последние) строка и столбец берутся 
без изменений, а при всех i,j > 1 (i,j < п) соответствующий эле- 

мент заменяется разностью а.;— G;-, (а, — аа, +1). 
17.59. Матрица выражается суммой парных произведений теп- 

лицевых левых и правых (правых и левых) треугольных матриц 
5:Г: тогда и только тогда, когда матрица, построенная в 17.58 при 
рассмотрении левого (правого) теплицева ранга, разлагается в 
сумму матриц 5:Ё, где 5; — первый (последний) столбец матрицы 
5, а t; — первая (последняя) строка матрицы Х:. 

’ 17.60. Для любой матрицы левый и правый теплицевы ранги 
не превосходят ее порядка и отличаются между собой не более 
чем на 2. 

17.61. Левый и правый теплицевы ранги, вычисленные для 
произвольной теплицевой матрицы, всегда равны и не превосхо- 
дят 2. 

17.62. Для всякой невырожденной матрицы левый (правый) 
теплицев ранг равен правому (левому) теплицеву рангу обратной 
матрицы. 

17.63. В невырожденной матрице левые теплицевы ранги мат- 
риц любых ненулевых ведущих миноров не превосходят левого 
теплицевого ранга исходной матрицы. 

$ 18. Матрицы c неотрицательными элементами 

18.1. Вещественную квадратную матрицу А будем называть 
неотрицательной (положительной), если все ее элементы неотри- 
цательны (положительны). Для неотрицательных матриц исполь- 
зуется обозначение A >0, которое не нужно путать с обозначе- 
нием A > 0 для положительно полуопределенных матриц. 

При изучении свойств неотрицательных матриц большую роль играют 
понятия разложимости и неразложимости, вместо которых часто исполь- 

зуются соответственно ‘термипы приводимая и неприводимая матрицы. 
Интересная и удобная на практике характеризация неразложимых матриц 
дается с помощью ее направленного графа. 

18.2. Пусть P,, ..., Px — различные точки двумерной плоско- 
сти и А — матрица порядка п. Для каждого ненулевого элемента 
а; матрицы А соединим точку Р; с точкой Р; направленной ли- 

—_> 

нией Р.Р. Получающаяся в результате фигура называется на- 
правленным (ориентированным) графом матрицы А. 

Э в. В. Воеводин, Ю. А. Кузнецов
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18.3. Направлепный граф матрицы A сильно связен, если для 
любых двух точек Р: иР, существует связывающий их ориентиро- 

ванный путь P, iP, pee Pi Pj. Целая величина 1+ 1 называется 

длиной этого путн. 
18.4. Матрица А перазложима тогда п только тогда, . когда 

ее направленный граф сильно связен. 
18.5. Матрица A, все элементы которой отличны от нуля, 

неразлоя‹ има. 
18.6. Если А > 0 — перазложимая квадратная матрица поряд- 

ка п, то (Е + А)" ' — положительная матрица. 
18.7. Веществепный вектор х пазывается неотрицательны.ле 

(положительным), если все его координаты неотрицательны (ро- 
ложительпы). Аналогично матрицам, для неотрицательного век- 
тора x пепользуется обозначение т >> 0. 

18.8. (Теорема Перрона — Фробениуса.) Пусть А > 0 — нераз- 
ложимая матрица. Тогда: 

— А имеет положительное собственное число, равное ее спект- 
ральному раднусу o(A); 

о(А) соответствует положительный собственный вектор; 
— p(A) возрастает при возрастании любого из элементов А; 

(А) имеет кратность 1. 
18.9. Если квадратная матрица A = (a,;)= 0 порядка п нераз- 

ложима, то либо 

А) = У @:) 
7—1 

для всех =1,..., 7, либо 

min У а;; < 6©(А)< max > а;;- 
1<1<п j=1 1<i<n 7-= 

18.10. Пусть А > 0 — неразложимая квадратная матрица по- 
рядка п и К — множество векторов размерности 72 с положитель- 
ными коордипатами. Тогда для любого вектора d= (4,, ....`а„} е 
= А выполняются перавепства 

11. n 

. 1 

min 7 2 aut) <0(A)< max [Lauds ‚ 

1<i<n 1 jon] 1<1<1 1 jay 

более того, 

sup min = > aia; = © (А) = inf max -- > а: 
аЕек 1<i<n i j=1 аЕК 1<1<п “i j=1 

‘Равенства достигаются, когда d — собственный вектор A, соответ- 

ствующий 0(4).
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18.11. Если А >-0 — перазложимая квадратпая матрица, то 

о‹ А + В) > (A) 

для любой ненулевой матрицы В > 0 того же порядка. 
18.12. Если A> 0 — церазложимая матрица, то для любой не- 

нулевой матрицы В >> 0 справедливо соотношение 

о (А + В) — 4 0. 
t++cc 

18.13. Пусть неразлохимая квадратная матрица A>> 0 имеет 
собственных чисел, равных по модулю р(А). Тогда, если Ё > 1, 

то. матрица A называется циклической нндекса Г. В противном 
случае (k = 1) матрнца А называется примитивной. Циклическая 
индекса К матрица пазывается также импримитивной матрицей, 
а соответствующее число А — ее индексом импримитивности. 

18.14. Если А > 0 — перазложимая циклическая индекса k 
матрица, то существует такая матрица перестаповок Р, что 

‘ 
А; Ayo ... Aint 

PAP’ — Any Avo os Any | 

Any Ano .’. А, - 

rye А, — блоки размеров п: Жп, (п, tm+...+n,=n), причем 
имеется только А ненулевых блоков: А:›, Дьз, ..., Ака Ав, Te е. 

[T° 4n 0 

pap =| Q- 
” An p—1 

A, 

18.15. Если A>O— перазложимая циклическая индекса А 
матрица, то множество ее собственных чисел инвариантно OTHO- 
сительно вращения комплексной плоскости на углы 2nl/k, [= 
—=1,2, ..., К, т. е. для любого собствепного числа A матрицы A 
величины /е””"”*, [=1,.... А-—1, также являются собственными 
числами A; в частностн, ее собственными‘ числами являются ве- 

личины 0(4)е"?”“^, 1=0,..., k—-1. 
18.16. Если А > 0 — перазложимая‘ циклическая ‘индекса k 

матрица, то существуют такое целое положительное число r= 1 
и такие величины 0, =1, 0,, ..., 0;, удовлетворяющие неравен- 
ствам' [6:1 < |в,-,| <... < ц,, что - 

det (tE — A) = г П (t” — a,0" (A)). 

18.17. (Критерий цикличности.) Пусть С — направленный граф 
неразложимой матрицы А >>0, 5 — множество всех замкнутых 
<) $
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— — 

путей Р;.Р;,..., Р.Р; этого графа и k — наибольший общий дели- 

тель соответствующих величин 1+ 1, являющихся длинами замк- 
нутых путей. Тогда, если k > 1, то матрица A является цикличе- 
ской индекса А; если же k =1, то А — примитивная матрица. 

18.18. Если все элементы матрицы A> 0 положительны, то 
А — примитивная матрица. 

18.19. Если матрица А > 0 неразложима и хотя бы один ее 
диагональный элемент положителеп, то А — примитивная мат- 
рица. 

18.20. Если А > 0 — неразложимая примитивная матрица, то 
матрица 44° неразложима и примитивна для любого $ =.1, причем, 
начиная с некоторого значения $, все элементы матрицы A* по- 
ложительны. 

18.21. Квадратная матрица: А >> 0 примитивна тогда и только 
тогда, когда некоторая ее степень является положительной мат- 
рицей. , 

18.22. Если А > 0 — неразложимая циклическая индекса Ё 
матрица, приведенная к виду 18.14, то матрица В = 4*^ является 
блочно диагональной матрицей вида 

В=В,ФВ,®...ФВ, 

с квадратными матрицами 

В: = А; +1 = А,-.. «Ан eee Ais, fe 

Эти матрицы неразложимы, примитивны, и множества их непу- 
левых собственных чисел (вплоть до кратностей) совпадают; 
в частности, их спектральные радиусы равны рф“(А). 

18.23. Для любой разложимой матрицы A существует такая 
матрица перестановок Р, что 

PAP’ — 0 | Aas Ay , 

о 0... 4 

где A;;— матрицы размеров п; Жи; пт... Тп, =п, a А, — либо 
неразложимые матрицы, либо нулевые матрицы порядка едини- 
ца. Построенное представление называется нормальной формой. 
разложимой матрицы A. | 

18.24. Пусть А > 0 — некоторая квадратпая матрица. Тогдг: 
_ — A имеет неотрицательное собственное число, равное ее 
спектральному радиусу p(A), причем p(A) =O только в том слу- 
чае, если ее нормальная форма является строго верхней треуголь- 
ной матрицей; 

— о(А) соответствует неотрицательный собственный вектор; 
— 0(4) не убывает при возрастании любого из элементов 

матрицы A.
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18.25. Пусть А и’ В — квадратные матрицы с пеотрицательпы- 
ми элементами, причем матрица А +B неразложима. Тогда 

(А) < (А+ В). 

18.26. Пусть A = (а) — произвольная квадратная матрица по- 
рядка п. Тогда матрица В порядка п с элементами 5, = |a,;| на- 
зывается модулем матрицы А и обозначается В = |А|. 

18.27. Для любой квадратной матрицы А выполняется нера- 
венство 

(А) = (14|). 

18.28. Матрица В>0 называется стохастической, если сумма 
элементов каждой ее строки равна единице. 

18.29. Матрица переходных вероятностей однородной цепи 
Маркова с конечным числом состояний является стохастической 
матрицей. = 

18.30. Любая матрица перестановок, в том числе единичная, 
является стохастической матрицей. 

18.31. Матрица В >0 тогда и только тогда является стоха- 
стической, когда она имеет единицу своим собственным числом 
и ему соответствует собственный вектор, все координаты KOTO- 
рого равны единице. Это. собственное число является спектраль- 
ным радиусом стохастической матрицы. 

18.32. Матрица А > 0, имеющая положительное собственное 
число, которому соответствует положительный собственный век- 
тор, всегда подобна некоторой стохастической матрице, умно- 
женной на это собственное число. Точнее говоря, если Аз =)з, 
где ^, = Вед > 0, 2= (21, ..., 2.) — положительный вектор и Z = 
4 1 и . 

= diag {z,, ..., Zn}, то матрица — Z AZ является стохастической. 9 А, - 

18.33. Собственному числу 1 стохастической матрицы соответ- 
CTBYIOT элементарные делители только первой степёни. 

18.34. Матрица В >> 0 называется двоякостохастической, если 
сумма ` элементов каждой ее строки и сумма элементов каждого 
ее столбца равны единице. 

18.35. Любая матрица перестановок является двоякостохасти- 
ческой матрицей. 

18.36. Симметричная стохастическая матрица является двояко- 
стохастической. 

18.37. Множество всех двоякостохастических матриц порядка 
п представляет собой в п-мерном вещественном пространстве вы- 
пуклый 'многогранник с матрицами перестановок в качестве его 
вершин. 

‘18.38. Если двоякостохастическая матрица В порядка п нераз- 
ложима, то индекс ее цикличности является делителем п. 

18.39. Если В> 0 — вещественная симметричная положитель- 
но полуопределениая матрица, то существует вещественная диа-
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гональная матрица D такая, что DBD является двоякостохастиче- 
ско" матрицей. 

18.40. Квадратная матрица А называется осцилляционной, 
если A> 0 и существует такое целое $ >> 0, что А? является впол- 
не положительной матрицей (см. 4.63). 

18.41. Трехднагональная матрица 
Hb с _ 

| 0 

является осцилляциопном в TOM п только в том случае, если все 

числа a; и с; и все ее главные миноры — положительпые. 

18.42. Осцилляционная матрица А порядка п всегда имеет п 
различных положительных собственных чисел Ai, т. е. 

O<A, < ^.<...<4.. 

18.43. Наибольшему характеристическому собственному числу 
An = (A) осцилляционной матрицы А соответствует собственный 
вектор, все координаты которого — только положительные (или 
только отрицательные) числа, а у каждого собственного вектора, 
соответствующего собственному числу A, (s>1) в ряду коорди- 
нат, упорядоченных по возрастанию индексов, имеется точно 
$5 —1 перемен знака. 

$ 19. Матрицы епециального вида 

19.1. Трехдиагональная вещественная матрица 

О с 
1 1 

a, ‹ 0 

А = `. 
Cc 

0 n—1 

= an by, _! 

порядка п называется якобиевой, если а:с;-, > 0 для i=2, ..., п. 
19.2. Любая якобиева матрица является неразложимой. 
19.3. Для любой якобиевой матриды А и диагональной невы- 

рожденной матрицы D матрица DAD является якобиевой. 
19.4. Для любой якобиевой матрицы A существует такая ди- 

агональная невырожденпая матрица Д= ар (4., ..., da), что 
матрица ДАД-! — симметричная. В частности, для якобиевой 
матрицы А из 19.1 необходимо и достаточно, чтобы элемепты 4;
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матрицы D были связаны равенствами 
С. 2 —1 ad; = dj_, Е , 1=2,...,Н, 

i 

при произвольтом 4; ~ 0. 
19.5. Все собственные числа якобиевой матрицы вещественны 

и она обладает полной 0О*-ортонормированной системой собствен- 
ных векторов, где D — диагональная матрица из 19.4. 

19.6. Для любой якобиевой матрицы A существуют такая 
диагональная невырожденная матрица Д и такое вещественное 
число а, что матрица РАБ! --аЁЕ является осцилляционной мат- 
рицей. В обозначениях 19.1 диагональные элементы 4; такой мат- 
рицы D вычисляются по формулам 

С: . 3—1 . ы 

dy = sign (a) dia aE ay ee My 
3 

при произвольном 4, 7 0, а в качестве величины а может быть 
взято любое число, удовлетворяющее неравенству 

a> max (|а;| + |6;:| + |с; |), 
1<i<n 

где a, = с, = 0. 
19.7. Все собственные числа якобиевой матрицы A различны, 

т. е. д < А. <...< An, и если все элементы а; положительны 
(отрицательны), то для любого А > 1 число перемен знака в ряду 
коррдинат собственного вектора и” матрицы A, соответствующего 
собственному числу A, (нулевые значения координат собствен- 
ного вектора не учитываются), в точности равно п— А (равно 
Е 1). 

19.8. Произведение якобиевой матрицы и диагональной мат- 
рицы с положительными диагональными элементами является 
якобиевой матрицей. 

19.9. Пусть А и В- некоторые квадратные матрицы. Тогда 
задача нахождения чисел A и ненулевых векторов и (вообще го- 
воря, комплексных), являющихся решениями уравнения 

Аи = АВи, 

пазывается обобщенной проблемой собственных значений. Иско- 
мые числа A называются собственными числами обобщенной про- 
блемы, а ненулевые векторы и — собственными векторами, соот- 
ветствующими этим собственным числам A. 

19.10. Если матрица В невырожденная, то обобщенная про- 
блема собственных значений 19.9 эквивалентна стандартной про- 
блеме собственных значений 

Au = ли, 
rue А = ВА.
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19.11. Если’матрица В симметричная и положительно опреде- 
лениая, то обобщенная проблема собственных значений 19.9 экви- 
валентна. стандартной проблеме собственных значений 

Av = А, 

где А = В-'”?АВ-!”*, р = Bu, 
19.12. Если В — симметричная и положительно определенная 

матрица, A — симметричная матрица, то все собственные числа 
обобщенной проблемы собственных значений 19.9 вещественны 
и она обладает полной В-ортонормированной системой собствен- 
ных векторов. 

19.13. Если матрица В удовлетворяет условиям 19.11, а А — 
симметричная и положительно определенная (полуопределенная) 
матрица, To все собственные числа обобщенной проблемы соб- 
ственных значений 19.9 положительны (неотрицательны). 

19.14. Пусть А — симметричная якобиева матрица, В — диаго- 
нальная матрица с положительными диагональными элементами. 
Тогда все собственные числа обобщенной проблемы собственных 
значений Ай =АВи вещественны и различны, и им соответствует 
полная В-ортонормированная система собственных векторов. 

Дальнейший материал настоящего параграфа будет связан с симмет- 
ричными ноложительно определенными и полуопределенными матрицами 
специального вида, с которыми очень часто приходится иметь дело на прак- 
тике. Выпишем эти матрицы: 

аа _ 

2 —1 —1 2 0 
4 0 

1 . A 1 . 

А; =} 27 ho ° у 
1 0 . —1 2 

_ —i1 1 

1—1 - 2—4 — 14 

—1 2 0 —1 0 РЕ , и 
3h. . ah, у 

3 0 (4 4 0 . —1 
— 4 2 — 1 —1 

а также введём в рассмотрение следующие матрицы: 

B, = ВЕ, By = ho diag (1/2, 1, ..., 1, 1/2), 
B; = hg diag (1/2, 1, eee 1), B, = h,E, 

4 — 
| 

& 1 0 14 0 

—^ h 1. h ® 

В. =_1 ’ В. = —] 
1 6 ° 4 2 6 ’ 

0 . . 

44 0 41 

= 12_ 
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. ~4 | 47 
21 

44 0 4. 0 
7 п. , А h, . 

Въ e ’ Въ e 9 

1 4 4 12. 

где hy = X/(n +1), № = Х/(п—1), hg = hy = X/n (RA — порядок всех вы- 
писанных матриц). 

Перечисленные матрицы возникают, например, в связи с решением раз- 
ностным методом (матрицы Ag и Ва, a = 1, 2, 3, 4) или методом конечных 
элементов со стандартными кусочно линейными базисными функциями 

(матрицы Ag и Ва, а = 1, 2, 3, 4) одномерной задачи Штурма — Лиувилля 

— 425/41? = pv, <<, 

при граничных условиях следующего типа: 

р (0) = v (X) =0 (условия Дирихле, a = 1); 

dv dv .. 
dz nap = dz шх = 0 (условия Неймана, a = 2); 

dv x) — . аз [ко = г (Х) =0 (смешанные условия, © = 3); 

dv | dv 
v(0) =v(X), FF | о = ах (периодические условия, a@ = 4). 

При этом величина йа, © = 1, 2, 3, 4 является шагом равномерной сетки, 
а величина п — размерностью ‘алгебраической задачи для конкретных гра- 
ничных условий. 

Для удобства интерпретации некоторых излагаемых далее фактов. нуж- 
но заметить, что собственные числа ил (м < И2 =... Wa > OO при # — 00) 
и соответствующие им ортонормированные (в смысле нормы пространства 
[2(0, Х) собственные функции сформулированной задачи Штурма — Лиу- 
вилля при перечисленных граничных условиях, @ = 1, 2, 3, 4, легко вы- 
пибсываются в явном виде: 

kn\? __ 2. Клх. 

(k—1) 0 1 V2 (к — 4) a2 
2) и =| xy] =X v, = ¥ cos X для k > 1; 

2 — 

m= (SVB), oy У 
ГЕ. 2 
(<"* ‚ К — нечетное; 

4) м, = 
kn\2 
(| ’ A — четное; 

ЧАЛУХ, к = 14; 

__ sin > & — четное; 
Un 4 У Zsa ral 

У? cos | we, k — нечетное, k>i, 
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19.15. Матрицы A,, А,, Ba, Ba, а =1, 2, 3, 4, — симметричные 
и положительпо определенные. 

19.16. Матрицы. А, и А, симметричные и положительно по- 
луопределенные. 

19.17. Все собственные числа обобщенных проблем собствен- 
ных зпачений 

Agu = AB,u, Aqu =) Bu 

для а = 1, 3 положительны. | 
19.18. Все собственные числа обобщенных проблем собствен- 

ных значений 

A,u=AB,u, Али =АВои 

для а = 2, 4 неотрицательны. 
19.19. Все собственные числа обобщенных проблем собствен- 

ных значений Аи = /Вои, а =1, 2, 3, различны. 
19.20. Обобщенные проблемы собственных значений 19.17 

(19.18) обладают полными В„-ортонормировапными (соответствен- 
но В.-ортонормированными) системами собственных векторов. 

19.21. Собственные числа Л, <. <...< А, обобщенных про- 
блем собственных значений 

Аи =АВой 

и компопенты соответствующих им Б.-ортонормированных соб- 
ственных векторов для a=1, 2, 3 вычисляются но формулам 
(k=1,..., п): 

a=: № =F SIND D(n 4-4) ~ 2x 5 

2 si _ ЕП) _ . | 
mi=V тт’ j=1,...,7; 

4. g(k —i)an 

да И 2(n—1)’ 

Ик, = 11/2 (k -- 1) 1—0 ; 

4. . (24k—1)n _ 9. __ 2 a= 3: hy =, 

ing =V 2 cos Ия, j=1,...,7. 
п 

19.22. Собственные числа`й, < А. <. < А,=<...< А, обобщеп- 
ной проблемы собственных значений 

Аш = АВ
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и компоненты соответствующих им В,-ортонормированных соб- 
ственных векторов вычисляются по формулам: 

Аа (k— 
sa sin’ uk о ^, К— нечетное, 

bs - 

Ak = ' , 
4 гой 
—sin*—, А — четное; 
he 2n 

2. kaj . | 
и у sin—, Е — четное, К< п; 

ЧЕ, = } > ; 
2 k—1 
+ cos ( ) п) , Е— нечетное, > 1; 

\((— 1)’/ УХ, К — четное, k=n; 

j=1,...,n. 

19.23. Трехдиагональпая матрица 

0 с 0 

a 
2 

C= 
® Cn-1 

0 a, 0 

с положительными элементами Qi, Ci-1, i= 2, ..., п, является неот- 
рицательной якобиевой циклической индекса 2 матрицей и, сле- 

довательно, если V — собственное число С, то величина —v также 
является собственным числом С. 

19.24. Собственные числа Vv, матриц Са = 2Е — #5Бь Ах вы- 
числяются по формулам (К =1,2,..., п): 

АП 
Vv, = 2C0S nT? a= 1; 

k—1 
Nh 2 cos! ут, = 2; 

— 1/2 
Vv; = 2cos (F = Е 3. 

2p-l 
19.25. Матрица С. =2Е — 1.6. A, является неотрицатель- 

ной неразложимой циклической индекса 2 матрицей, собствен- 
ные числа V, которой вычисляются по формулам: 

ki) 
2cos ( — ) , A— нечетное; 

Va = kn. . 
203 —, k — четное; 

т. е., если У является собственным числом матрицы (., TO вели- 
чина —v также является ее собственным числом.



19.26. Справедливы-равенства 

> РИ 
Во = Ba Е — 5 Ва A, |, a= 1,2,3, 4. 

19.27. Собственные числа обобщенных проблем собственных 
значений 

вычисляются по формулам 

д h? 
An = ы/ (1— “a, k=1,...,7, 

a соответствующие им В.-ортонормированные собственные векто- 
ры вычисляются по формулам: 

~ 1 
Ик = ра ie 

(1 — 5M 
» 

где A, и и, — соответствующие собственные числа и B.-opToHop- 
мированные собственные векторы обобщенных проблем собствен- 
ных значений A,u = AB,u из 19.20, 19.21, a= 1, 2, 3, 4. 

19.28. Пусть и — собственные числа, и о = vi (5) — соот- 
ветствующие им собственные функции одномерных задач ШЩтур- 
ма' — Лиувилля, © = 1, 2, 3, 4, Тогда для всех значений a= 1, 2, 

a 

3,4 uk 21, для которых ms = 0, выполняются неравенства 

a a 19 ин < AO, 

причем для любого фиксированного А выполняются соотношения 

lim Ay” = р — 0, lim 4K? = p + 0, 
П-> со 33 > со 

где MO и rio — собственные числа обобщенных проблем соб- 
ственных значений 

Аи“ — 1 Вои ©, A,u™ — MOB W a) 

Кроме того, для. всех k>1 компоненты Во-ортонормированных 
(а 

собственных векторов И» ’ вычисляются по формулам 

uw, = v (Л, ul?) = vp” (Ay (j — 1), 

uf? =v (в. (1 — 1)), uh = (Ral), FH 1, ey,
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19.29. Для любой симметричной трехдиагональной матрицы 
(6,,..., 6, — некоторые вещественные числа) 

41 0 

главные миноры которой отличны от нуля, справедливо разло- 
жение 

A =LDL’, 
где 

1 0 
_—_ В ° 

D = diag {1/B,,...,4/Bn}, Г= , 

0 _ Bri 1 

и величины В; вычисляются по формулам 

|= | i= 1, 

В — lbs — В), 2—2, 
19.30. Для матрицы A, имеем В; = thy */(é +1), i=1,..., п. 
19.31. Для матрицы A, имеем Bi = Из", i=1,...,n. 

19.32. Элементы as? матриц Ах’, a@=1,3, вычисляются по 
формулам: (nit) 

а ео Ji I< ~ (3) |" iti1)h,, j<i, 

7 ~~ (п—7+ 14: j di, 

$ 20. Неравенства и оценки 

20.1. Положительные числа р, 4 называются сопряженными, 
если р" -# 47! =1. 

20.2. (Неравенство Гельдера.) Для любых неотрицательных 
чисел 21; :..) Ly и Ys, eo ey Yr 

х | 1/р / п 1/4 

Уши < | >= 3 (3 и) , = 1=1 

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда векто- 
ры с координатами Ty, ..., La и Ys, ..., У, Коллинеарны. 

20.3. (Неравенство Коши — Буняковского.) При p=q=2 не- 
равенство Гельдера называется неравенством Коши — Буняков- 
ского.
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20.4. (Неравенство Минковского.) Для любой матрицы А раз- 
мера m Xn с пеотрицательными элемептами а; и любого числа 
p21 

< т п 1/p 

(3 (Be) ) <Я) 
причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда рапг 
‘матрицы A не превышает 1 или p= 1. 

20.5. Для любых неотрицательных чисел х,,..., Tn И И.,...) Уп 

(TT (2; + vw) > (II xij J" + (I „|“ 
1==1 2—1 

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда векто- 
ры с координатами т.,..., Irn WU И,,..., Yn коллинеарны. 

20.6. (Тождество Лагранжа.) Для любых чисел аи, 
b,, ov eg bn 

(3 и) > i) > abi) = У У (a;bj — аз. 
1=1 1—1 JH=1 i<j 

oo 09 an Н 

20.7. Пусть А, <А. <... А, — собственпые значения эрмито- 
вой матрицы -А. Тогда для любой ортонормированной системы 
векторов. Y1, ..., Lr 

MiSs < SA, 2 Liy<s <У Ап— 1-1. 

i=l1 i=1 ib
a 

7 

20.8. Пусть А, SA.<... <A, — собственные значения пеотри- 
цательной эрмитовой матрицы А. Тогда для любой ортонормиро- 
ванной системы векторов 2, ..., Lp 

k hk h А 
1 

Ш» < |] (ат, ) < a х An—iti | - 

20.9. (Теорема Виландта — Гофмана.) Пусть A, В, С — nop- 
мальные матрицы порядка п, причем С = т В. Обозначим через 
Ai, В, Ye их собственные значения, занумерованные в порядке 
неубывания модулей. Тогда 

Хи P< < УВЕ. 

20.10. Пусть А, В, С — эрмитовы матрицы порядка п, причем 
С=А-В. Обозначим через Ai, Bi, Yi UX собственные значения, 
занумерованные в порядке неубывания. Тогда для любого набо-
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ра т натуральных чисел 1<в<...<ы=<п 

р Yi, <> Ni, + > Br—r4i- 

При т = п достигается равенство. 
20.11. В обозначенпях 20.10 для любого т, 1 <= т<п 

Ym < Ал + Bing Ym SAn + Ba, 

Ym = Ay + Вт, Ym = Am + By. 

9 

20.12. Если матрицы A, В, С эрмитовы, C=A+Bu B>O, 
то при нумерации в порядке неубывания каждое собственное зна- 
чение матрицы С больше соответствующего собственного значе- 
MA матрицы A. 

20.13. Пусть A, В, С — квадратные матрицы порядка п, при- 
чем С = А-В. Обозначим через р., в, Vi их сингулярные числа, 
занумереванные в порядке неубывания. Тогда для любого набо- 
ра т натуральных чисел 1Si,<...<i,=7n 

т т т 

2 Vip 21 Pin + 2 Un—k+i- 

20.14. В обозначениях 20.13 для любого т, 1 < т <п 

= Dn + Lb, Vim = От + Un, 

Vin = —Pn + Ит, Ут = От — Ha. 

9 

20.15. В условнях п обозначениях 20.13 

m т 

Хх | Yip — 0: | < > рии. 
I=} k=] 

20.16. Пусть A, В, С — квадратные матрицы порядка п, при- 
чем С = АВ. Обозначим через fi, Wi, т; их сингулярные числа, за- 
нумерованные в порядке пеубывания. Тогда для любого набора 
т натуральных чисел 1<i,;<...<i,< 7 

т т m т т, 

U Tip > < If Pi, Ul Un—h+2> П Ti, > Ul Pn—rk+1 Il Ui,- 
h=1 R=1 k=1 h=1 h=1 k=1 

20.17. В обозначениях 20.16 при любом т, 1 < т<=ж п, 

< Dnflm, Tm => — OmUn, 

Tn = Dillm, Tm = Dm. 

20.48. Пусть A, B--apMuToBbI положительно определенные 
матрицы порядка п и С = АВ. Обозначим через Ai, Bi, 6; их соб- 
ственные значения, занумерованные в порядке неубывания. Тог-
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да для любого набора т натуральных чисел 1<&<...<ы <п 

т т т т т т 

П&, < Пл, ПВ,-ь-. ПШ 8, < ПВ Ц anaes. 
k=1 k=1 k=1 h=1 k=1 k=1 

20.19. В обозначениях 20.18 при любом т, 1 <m<n, 

бт SAnBm, бт <AmBn, 

En = AsBms бт = AmB. 

20.20. (Неравенства Г. Вейля.) Пусть собственные значения 
матрицы А порядка п занумерованы так, что || < ИА, <. 
... ЗА, |, И р: < р. <... < р, — ее сингулярные числа. Тогда прн 
любом т < пи при в>0 

т 

I | An-i+1 | => Н Оп —1--1, 

20.21. Рассмотрим две неубывающие последовательности по В 
неотрицательных чисел: 

он < а. =...=< а, В ==... < В.. 

Говорят, что последовательность fy, ..., Ba мажорируется после- 
довательностью Gy, ..., An, если 

т‘ 

х Ba k+1 S&S <2 On—k+1 

при 1<m<n, причем при т = п выполняется ‘равенство. Если 
через au В обозначить векторы с соответствующими координата- 
ми, то в этом случае пишут В <a 

20.22. Последовательность В мажорируется последователь- 
ностью @ тогда и только тогда, когда существует двоякостохасти- 
ческая матрица A такая, что В = Аа. 

20.23. Пусть g(t) — непрерывная выпуклая монотонно возра- 
стающая функция. Если для последовательностей 20.21 нестрогие 
неравенства имеют место при всех т, включая т = п, то 

п n 

9 x)< DG (ar). 
h=1 h=1 ; | 

20.24. Если последовательность В мажорируется последова- 
тельностью ©, то требование монотонности g(t) в 20.23 является 
излишним.
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20.25. Пусть A — эрмитова матрица порядка п, представлен- 
ная в блочном виде: 

A H al 
ва 

где Н — эрмитова матрица порядка т. Обозначим через A, < 
<A2.<... <A, собственные значения A, через 0, = 9, =... < 9» — 
собственные значения матрицы Н и будем для удобства считать, 
что 0; = —< для {< 0 и 0. =+® для {> т. Для всех ] имеют 
место неравенства 

20.26. Пусть А — эрмитова матрица, представленная в блоч- 
ном виде: 

Н c* 0* Н: тжт, 

A=|c v ae}. Т: ЕЖЕ, 

0 2 W А: nXn. 

Наряду с обозначениями 20.25, обозначим через и: = ьКХ) соб- 
ственные значения эрмитовой матрицы 

м (X) =|" "|. 

Если для некоторой матрицы Х, такой, что матрица Г — X невы- 
рожденная, известны собственные значения, то: 

— каждый интервал [и; из», j=1,..., т, содержит соб- 
ственное значение A, матрицы A; 

— между интервалами и числами А, можно установить вза- 
имно однозначное соответствие; 

— во внешности каждого открытого интервала (Ui, ц:+т), &= 
—=1,..., К, имеется собственное значение Ay; 

— между интервалами и числами A; можно устаповить взаим- 
по однозначное соответствие. 

. 20.27. Пусть € — произвольное число, удовлетворяющее нера- 
венствам 0; <&< 9,... Рассмотрим матрицу 

X, = Е + С(Н — 6 Е)-=*. 

Каждый из интервалов [ц;(Х;), 6] и [6, и.ь-.(ХО] содержит по 
крайней мере одно собственное значение матрицы А. Кроме того, 
существует матрица А, собственными значениями которой явля- 
ются только концевые точки этих интервалов, помимо собствеп- 
ных значений, лежащих вне обоих интервалов. 

20.28. Пусть матрица А вида 20.26 такова, что отрезок [a’,a” ] 
содержит то же число собственных. значений A матрицы А, что и 

10 В. B. Воеводин, Ю. А. Кузнецов
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t 

coOcTBeHHBIX зпачений 0 матрицы Л, т. e. для индексов л, А, 1 

Ал За’ ЗА <... SAng SA” «Ади, 

9, < а’ =—< 6... <... < 9: <а” < 0,4; 

тогда хули для 1 <}=<] 

Ну; (Хоа) S Ansty < Мучь+; (Xa). 

20.29. Пусть С! настолько мала, что в обозначениях 20.28 
зыполняется перавепство ©’ + ПСП; < 6..:. Тогда для 1<]<[ 

0.-.; < пачь+; (Хо) < ба; + С ва; — а).



ГЛАВА 2 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 

$ 21. Математические особенности машинной арифметики 

Общий эффект от решения задачи и даже возможность ее решения во 
многом определяются тем, как в действительности выполняются операции 
над числами. Это. в свою очередь, зависит от принятой системы записи 
чисел, или, как говорят, системы счисления. 

21.1. Пусть заданы целое число р > 1 и целые числа ©, A, ... 
... @р-:. Если любое число x может быть представлено в впде 
ряда 

х = +(Ь,р" Нор... РР НЬ,р*-+...), 

где каждый из коэффициентов 6; может принимать одно из зна- 
чений Qo, Ay, ..., Hp-1, ТО запись вида 

xz=+b,b,-,. oe bo, b_, bb... 

пазывается позиционной системой счислепия. 

Название этих систем связано с тем, что роль. которую играет каждый 
оэффициент в записи 21.1, зависит от занимаемой им позиции. Отсчет по- 
зиции определяется положением запятой или. что то же самое, положением 
‘коэффициента bo. Число р в 21.1. называется основанием системы счисле- 
ния, числа Qo, 0..... бр, — базисными, правая часть записи числа т — 
р-ичной дробью, коэффициенты 6; — разрядами. Дробь называется бесконеч- 
ной. если в ее записи содержится бесконечно много ненулевых разрядов. 
н конечной — в противном случае. Если для разрядов в записи 21.1 исполь- 
зуется единая нумерация, то они нумеруотся справа налево и им припи- 
сываются номера, соответствующие степеням р ряда 21.1. 

Обычно в записи 24.1 опускаются все первые и последние нулевые раз- 
ряды. Опускается и запятая, если разряды после пее являются нулевыми. 

21.2. Если базисные числа образуют совокупность a, =, то 
любое вещественное число может быть представлено в виде р-ич- 
ной дроби. | 

21.3. Если р — нечетное и базисные числа образуют совокуп- 
ность © = (4 +2 —р)/2, то любое вещественное число может 
быть представлено в виде р-ичной дроби. 

21.4. Позиционные системы 21.3 пазываются сокращенными. 
21.5. В сокращенной позиционной системе базисные числа 

симметричны относительно нуля. 

10*



448 ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ (TIL. 2 

21.6. В сокращенной позиционной системе знак числа совпа- 
дает со знаком старшего разряда. 

Арифметические операции над числами, заданными в любой позицион- 
ной системе-счисления, производятся по таким же правилам, что и в деся- 
тичной системе. Это объясняется тем, что все операции основаны на пра- 
вилах выполнения действий над соответствующими полиномами. Позицион- 
ные системы счисления широко применяются для представления чисел в 
современной вычислительной технике. Наиболее часто используется прос- 
тейшая из них — двоичная система счисления. Среди сокращенных систем 
более употребительна троичная система. 

21.7. Округлением числа до $ разрядов в заданной системе 
счисления вазывается операция замены этого числа таким чис- 

лом, все разряды которого в той же системе счисления, начиная 

© $— 1-го, являются нулевыми. Разность между округленным и 

округляемым числами называется ошибкой округления. 

Заметим, что в данном определении ничего не говорится ни о способе 
выполнения операции округления, ни о том, насколько округленное число 
близко к округляемому. Это не случайно. В практике конструировавия ЭВМ 
операции округления реализуются различными способами. Единственное, 
что их объединяет, — это малость опибки округления по крайней мере для 
большинства чисел. 

21.8. Каков бы ни был способ округления чисел х до $-раз- 
рядных чисел х,, всегда найдутся такие числа х, что |1. —2| > 
= 0,5р* в любой системе с базисными числами la,! < р. 

21.9. Усечением числа х до $ разрядов называется такое его 
округление до $ разрядов, при котором сохраняются все разряды 
слева до 5-го включительно. 

21.10. Если =z, есть усечение числа x до $ разрядов’ то 
11. —2|< р’ в любой системе с базисными числами. а, =, 
и |т.—2| < 0,5р' в любой сокращенной системе. 

Хотя усечение чисел не является`в общем случае лучшим способом 
округления, тем не менее именно с ним тесно связаны все другие спосо- 
бы. В самом деле, как бы ни выполнялась операция округления, ее резуль- 
татом будет число. все разряды которого, начиная с $ — 1-го, являются ну- 
левыми. Следовательно, операцию округления всегда можно практиковать 
как отбрасывание всех разрядов, начиная с $ — 1-го, и последующее добав- 
ление или вычитание некоторого числа, кратного рз. Для того чтобы ошиб- 
ha округления была малой, необходимо, чтобы было малым и это число. 

21.11. Округление до $ разрядов называется правильным, если 
для любого числа xX и округленного числа z, имеем |z,—z| < 
< 0,5р". 

21.12. В любой сокращенной системе счисления усечение чи- 
сел обеспечивает правильное округление. 

21.13. В любой р-ичвой системе счисления с базисными чис- 
лами @а, = A возможна реализация правильного округления. 

21.14. В условиях 21.13 правильное округление обеспечивает 
минимальную величину модуля ошибки округления среди всех 
способов округления. |
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Правильное округление есть не что иное, как обычное школьное пра- 
зило округления чисел, перенесенное на другие позиционные системы счис- 
зения. Конечно, оно несколько сложнее, чем усечение чисел, так как при- 
ходится анализировать отбрасываемую часть числа и дополнительно при- 
Фавлять или вычитать единицу последнего оставляемого разряда. Однако 
усечение чисел обладает серьезными недостатками. Они связаны не столько 
с большей величиной ошибки округления, сколько с тем фактом, что ошиб- 
Ka округления всегда имеет один и тот же знак, противоположный знаку 
‘округляемого числа. Это явление нежелательно, так как приводит во мно- 
гих случаях к быстрому накоплению ошибок в вычислительных процессах. 
Правильное охругление таких недостатков не имеет. Всюду в дальнейшем 
в этой книге, где придется иметь дело с ошибками округления, будем пред- 
полагать, без дополнительного пояснения, что округление является пра- 
ВИЛЬНЫмМ. 

21.15. При любом целом р >1 любое ненулевое число ZF мож- 
но представить в виде х = р», где b — целое число и 1/р < |а| < 
< 1. Число а называется мантиссой числа z, число 6 — его no- 
рядком: 

21.16. Представление числа х в виде записи 24.1 называется 
представлением с фиксированной запятой, если фиксирована по- 
зиция нулевого разряда. 

21.17.. Представление числа zx в виде 21.15, где мантисса пред- 
ставлена с фиксированной запятой, называется представлением 
с плавающей запятой. 

В любой вычислительной машине на представление каждого числа от- 
водится одно и то же количество базисных элементов, моделирующих чис- 
ловой разряд р-ичной системы счисления. Пусть число таких элементов рав- 
но т. Этими элементами можно распорядиться по-разному. Можно, напри- 
мер, воспользоваться представлением с фиксированной запятой и отвести 
r элементов на разряды слева от запятой и т—г элементов на разряды 
справа от запятой. Но можно воспользоваться представлением с плавающей 
запятой и отвести г элементов на порядок и т— г элементов на мантиссу. 
Естественно спросить, какой из этих вариантов лучше? Ответ на этот во- 
прос не однозначен. 

Если числа, с которыми приходится иметь дело, имеют приблизитель- 
о одинаковые порядки, то нет необходимости использовать представле- 
ние с плавающей запятой с болыпим диапазоном изменения порядка. 
В этом случае гораздо выгоднее использовать представление с фиксирован- 
ной запятой, так как можно обеспечить бблыпую точность. Если же числа 
могут иметь очень большой разброс своих величин, то представление с фик- 
сированной запятой невыгодно, так как малые числа будут представлены 
с очень малой точность1о. В целом для представления с фиксированной за- 
нятой характерна высокая абсолютная точность, с плавающей запятой — 
высокая относительная точность. 

Для фиксированной и нлавающей запятой разряды нумеруются не- 
сколько иначе, чем указано ранее.’ Именно, для фиксированной запятой 
разряды слева от запятой нумеруются подряд справа налево, начиная с ну- 
левого, справа от запятой — подряд слева направо, пачипая с первого. Для 
плавающей запятой нумеруются только разряды мантиссы. Если говорят, 
что число представлено с { разрядами, TO, как правило, имеют в виду либо 
$ разрядов справа от запятой, либо { разрядов мантиссы. 

21.18. Через filz) обозначается конечная дробь, которая по- 
лучается после округления числа х с фиксированной запятой до 
1-го разряда справа от запятой.
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21.19. Через (5) обозначается конечная дробь, которая полу- 
чается после округления маптиссы числа LF с .плавазюццей. запятой 
до 1-го разряда. 

Для фиксированной запятой округление до 1-го разряда обеспечивает 
равномерную малость абсолютной опибки для всех чисел. Для плавающей 
запятой положение несколько сложнее. Если числа могут быть представле- 
ны в ЭВМ, то для пих округлепие мантиссы до {-го разряда обеспечиваег 
равномерную малость относительной ошибки. Если же числа настоль‹о 
малы, что их порядок не может быть изображен с помощью отведенного. 
числа разрядов, то такие числа представляются в ЭВМ нулем. В этом слу- 
чае относительная ошибка будет по модулю равна единице. Минимальное 
полоя‹ительное число W, которое может быть представлено с плавающей 
запятой, иногда называется машинным нулем. 

Для современных JBM величина р-! обычно находится в пределах. 
10-10 — 40-20, величина © — в пределах 10-18 — 10°. Вообще говоря, p—! и 
« не связаны между собой. Однако на всех JBM, за исключением ЭВМ с 
переменной длиной мантиссы, выполняется соотношение w < р7!5'. Не- 
смотря на «малость» ©, вычисления со столь малыми числами приходится 
проводить значительно чаще, чем может показаться на первый взгляд. 

Ha JBM, работающен с фиксированной запятой. обычно цопускаются 
числа, не превосходящие по модулю единицы, на ЭВМ с плавающей запя- 
той,— не превосходящие w-'. Если в процессе вычислений появляются чис- 
ла, выходящие за эти границы, то в большинстве случаев вычислительный 
процесс останавливается. Это явление принято называть переполнением. 
Конечно, его надо учитывать при реализации алгоритмов на ЭВМ. 

Отмечепные особепности представления чисел не могут: быть устране- 
ны какими-либо техническими средствами. Можно сконструировать ЭВМ 
со сколь угодно малым числом ©. Но все равно оно будет отлично от нуля, 
Можно построить ЭВМ, у которой операция округления будет реализована. 
самым лучшим способом. Но все равно ошибки округления останутся. Нель- 
зя, по существу, избежать и переполнения. 

Чтобы не заниматься излишними деталями, связанными с особенностя-- 
ми представления чисел на конкретных ЭВМ, мы предположим выполне- 
ние двух основных гипотез, хасающихся операции округления. Отклонения 
от этих гипотез в большинстве случаев приводят лишь к небольшому из- 
менению числовых гоэффициентов в итоговых оценках. 

21.20. (Гипотеза.} Если числа округляются до # разрядов, 
то выполняются следующие соотношения: 

. 1 + 
Е (2) =х+\, [|< 5Р , 

Я] (5) = (1+ 8), || р i, если |x| >, = — 1, 

1,51 если |Z|<0,@ <p 

21.21. (Гипотеза.) Выполнение любой отдельной арифметп- 

ческой операции (+, —, Х, :, Г) эквивалентно точному выполне- 
нию этой операции и последующему округлению согласно 21.20. 
Операции с нулевым аргументом выполняются точно. 

Символы fi и fl используются не только для указания способов пред- 
ставления и округления чисел, но и для указания режимов вычисления 
сложных выражений.
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21.22. Если под символом' fi или fl стоит сложное выражение, 
TO это означает следующее: выражение каким-либо способом пред- 
ставляется в виде последовахельности алгебраических операций, 
и каждая операция выполняется согласно 21.21. 

При реализации некоторых алгоритмов возникает необходимость вы- 
полнять отдельные промежуточные вычисления с существенно большей 
точностью, чем допускается принятой системой представления чисел. На 
большинстве современных ЭВМ такие вычисления организуются следую- 
щим образом. Во-первых, имеется техническая возможность получать ре- 
зультаты выполнения основных арифметических операций над {-разрядны- 
ми числами не с # разрядами, а с 3+ разрядами. При этом ошибка округле- 
‘ния обычно искажает лишь последние из этих разрядов. Во-вторых, имеет- 
ся возможность программного доступа как к старшим ¢ разрядам резуль- 
тата, так и к младшим его Е разрядам. Используя эту возможность, можно 
программным лутем осуществлять любые вычисления со сколь угодно 
большой точностью. 

21.23. Пусть требуется вычислить некоторое сложное выра- 
жение, аргументами которого являются {-разрядные числа. Ре- 
КИМ вычислений, при котором все промежуточные вычисления 

‘осуществляются с 2{ разрядами и лишь результат округляется до 
{ разрядов, называется режимом накопления. Он обозначается 
‘соответственно символом fi, или fly. 

Какими бы малыми ни были ошибки округления, возникающие при 
выполпевии арифметических операций, их появление существенно меняет 
математические свойства самих операций. Точные операции умножения и 
сложения, например, являются коммутативными, ассоциативными и связа- 
ны между собой законом дистрибутивности. Эти операции на ЭВМ, вообще 
говоря, He являотся таковыми. 

21.24. При любом способе округления на ЭВМ с нлавающей 
запятой операции сложения и умножения не являются ассоциа- 
тивными и не связаны ‘между собой законом дистрибутив- 
ности. 

21.25. Коммутативность операций сложения и умножения мо- 
кет быть достигнута в том случае, если ошибка округления од- 
нозначно определяется результатом точного выполнения опе- 
раций. 

21.26. Операция сложения на ЭВМ с фиксированной запятой 
коммутативна, но не связана с операцией умножения законом 
дистрибутивпости. 

_ С точки зрения точного выполнения онераций расстановка скобок обыч- 
0 не бывает однозначной. Но при реализации в условиях ошибок округле- 
ния разяичные расстановки скобок в одном и том же арифметическом вы- 
разкении будут приводить к различным результатам. Поэтому всякая зада- 
ча при постановке Ha ЭВМ определяет в действительности целую совокуп- 
ность вычислительных алгоритмов, отличающихся друг от друга порядком 
выполнения операций. Несмотря на математическую эквивалентность всех 
этих модификацин в точном смысле, различие в вычислительном эффекте 
может быть огромным, в особенности с точки зревия численной устойчи- 
вости. 

Какой бы ни была эта совокупность «приближенно эквивалентных» ал- 
горитмов, среди них находится алгоритм, обеспечивающий наибольшую точ-
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ность. Найти его или близкий к нему — трудная задача, особенно в ‹слож- 
ных вычислениях. Тем не менее о ‘принципиальной возможности оптимиза- 
ции алгоритмов в отношении точности по порядку выполнения операций 
забывать не следует. 

За исключением редких случаев, ошибка округления появляется в каж- 
дой арифметической операции. При реализации на ЭВМ сложного вычис- 
лительного алгоритма на его огончательный результат будет оказывать 
влияние очень большое число ошибок округления результатов промежуточ- 
ных вычислений. Общий эффект влияния ошибок обычно описывается од- 
ним из следующих двух способов. 

Обозначим через А входные данные задачи, через В = ф(А) — резуль- 
тат их обработки по некоторому точному алгоритму ф. При реализации на 
ЭВМ алгоритм ф будет заменен другим, «близким» алгоритмом Q;, в силу 
неизбежных отличий машинной арифметики от точной. Следовательно, 
вместо В будет получен результат В: = ф.:(А). 

21.27. Исследование отклонения приближенно вычисленного 
решения В: от точного решения В называется прямым анализом 
ошибок. 

Во многих задачах реально вычисленное решение В, можно рассмат- 
ривать как результат обработки некоторых возмущенных входных данных 
A; по точному алгбритму ф, т. е. В; = ©(А,:). В этом случае ошибку вычис- 
ленного решения характеризует также отклонение A; от А. 

21.28. Если точное решение В есть результат реализации не- 
которого алгоритма над входными данными А, а приближенно 
вычисленное решение В, можно рассматривать как результат 
реализации того же точного алгоритма над входными данны- 
ми A;, то отклонение A, от A называется эквивалентным возму- 
щением. 

21.29. Исследование эквивалентного возмущения называется 
обратным анализом ошибок. 

Заметим, что эквивалентное возмущение, вообще говоря, определяется 
не единственным образом. Поэтому в обратном анализе ошибок исключи- 
тельно важным и самым трудным моментом является доказательство су- 
ществования эквивалентного возмущения, соответствующего той или иной 
оценке. Конечно, при этом необходимо стремиться к тому, чтобы устано- 
вить по возможности существование наименьшего эквивалентного возму- 
щения. 

Оценивая в Дальнейшем эффект влияния ошибок округления, мы бу- 
дем указывать лишь главные члены оценок по малости величины р‘. Для 
главных членов соотношений снова будем использовать символы =, < 
и т. д. Всюду предполагаем, что при осуществлении вычислений выполня“ 
ются гипотезы 21.20, 21.21. 

$ 22. Элементарные матрицы и преобразования 

22.1. Вещественные матрицы, отличающиеся от единичной 
матрицы четырьмя элементами, расположенными на пересечении 
строк и столбцов с номерами i, j, и имеющие вид
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0 { 

где c’+s*=1, называются матрицами вращения (простого no- 
ворота, Гивенса). 

22.2. Матрицы вращения с элементами с, с(с, —с) на диаго- 
нали называются правыми (левыми) матрицами вращения. 

22.3. При любых с, $, где с*+ $5 =1, матрицы вращения яв- 
ляются ортогональными. 

22.4. При умножении вектору на матрицу вращения Г. Me- 
няются только 1-я и j-A координаты вектора. 

Как правые, Tak и левые матрицы вращения с одинаковым успехом 
‘могут быть использованы в самых различных вычислительных процессах. 
Различие между нимп проявляется лишь при гомпактном хранении инфор- 
мации о выполненном преобразовании. Как правило, если не сделано спе- 
циальной оговорки, в дальнейшем под матрицами вращения будут пони- 
маться правые матрицы вращения. Прежде чем приступать к исследова- 
нию последовательностей матриц вращения общего вида, изучим подробнее 
вещественное преобразование второго порядка. 

22.5. При любых с и $, не равных нулю одновременно, веще- 
ственная матрица 

Н a 4 + 

т | =: 

|5 с bud ip. 

становится ортогональной после деления на множитель T= 
= (c? 52) 1/2 

22.6. Каков бы ни был вектор $ с координатами х, у, суще- 
ствует ортогональная матрица 7, для которой вторая координата 
вектора 7b равна нулю, например: 

1, a=0, 0, а—0, 
c= x $ = y 

ye OOO парит" CF” 
22.7. В условиях 22.6 первая координата вектора 7b равна 

(9, a=Q0, 
Я = 

(ое + yy”, a0. 



154 ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ (rst, 2 

Из условия c*-+ 5? = 1 следует, что величины си $ можно рассматри- 
вать как соза и SiNn@ для некоторого угла @. В этом случае матрицу Г 
можно трактовать как матрицу преобразования, заключающегося в пово- 
роте плоскости вокруг начала координат на угол ©. Название матрицы 
объясняется именно этим фактом. Как вытекает из 22.6, всегда можно по- 
добрать такой поворот, при котором любой заданный вектор перейдет в 
вектор, коллинеарный координатному. 

22.8. Пусть Т — реально заданная или реально вычисленпая 
по некоторому вектору 0 согласно 22.6 матрица вращения. Возь- 

~w 

MeM любой вещественный вектор a. Если т и Па; мпого больше 
машинного пуля, то при умножепии матрицы 7 на вектор а вы- 
полняются соотношения 

п (Та) =Та+у ИЕ ЗУмр “Ча, 
fl(fa)=T(a+e), |< V2p ‘Vale. 

22.3. Для матрицы 7, реальпо вычисленной согласно 22.6, 
матрица 77’ является скалярной, и при этом выполняются сле- 
дующие оценки: 

kod — 5. _ > ~ — ЕН, тар, 
t=(c?+ 52) Ау, || р, 

22.10. Пусть по вектору 6 реально вычисляется матрица Г 
(согласно 22.6) и согласно 22.7 вычисляется единственная нену- 
левая координата вектора Г; тогда 

1(75=Т%+е), | |< pt ole. 

Приведенные оценки говорят о TOM, что реально вычисленная матрица: 
вращения 7 с высокой степенью точности He тользо вообще близка к ка- 
KOH-TO ортогональной матрице, но даже близка к ортогональной матрице, 
получаемой при точных вычислениях. При этом оказываются малыми и 
эквивалентные возмущения преобразуемых векторов. 

Если llblle по своей величине соизмерима с машинным нулем, то мат- 

рица ТГ уже может не быть близкой к ортогональной матрице 7, получаю- 
щейся при точных вычислениях. Однако вычисления всегда можно органи- 
зовать так, что Г будет близка к некоторой ортогональной матрице. Собст- 
венно говоря, только это мы и будем использовать в дальнейшем. 

В связи со сказанным мы хотим еще раз подчеркнуть одно исключи- 
тельно важное обстоятельство. Приведенные оценки имеют место только 
в том случае, когда при выполнении каждой операции обеспечивается от- 
посительная погрешность результата не более 0,5 р-!! в соответствии с 
21.24, 21.25. Для достижения этих оценок формулы 22.6, 22.7 приходится 
преобразовывать. Необходимость подобных преобразований связана, напри- 
мер, с возможностью появления очень малых чисел т, у. В этом случае 
нужно быть особенно осторожным при вычислении величины (1? 4- y*)!/2_ 
Если 2, у находятся вблизи машинного нуля, то эта величина может ока- 
заться равной нулю или иметь очень малую относительную точность. Тогда. 
реально вычисленная матрица Т может оказаться далекой от любой ор-
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тогональной матрицы. Такие ситуации часто встречаются в практических 
зычислениях. 

Конечно, было бы наиболее правильно точно описывать ту последова- 
тельность операций. для которой имеют место приводимые оценки. Но это, 
по существу, означает, что нужно приводить программы алгоритмов на од- 
ном из алгоритмических машинно-независимых языков. Такая задача не 
ставится в данной книге. Приводя эти и все последующие оценки, мы хо- 
тим в первую очередь показать, какого эффекта в отношении точности мой- 
но добиться при правильной реализации алгоритмов. 

22.11. Пусть п-мерный вектор 2 умножается Ha последова- 
тельпость из N матриц вращения ТГ; ;,.... Г.ууу. Предположим, 

что Vij) ees Tinjy — реально заданные или реально вычислен- 

ные матрицы вращения с соответствующими матрицами второго 
торядка, удовлетворяющими 22.9. Тогда для любой последова- 
тельности пар индексов iyji, ..., м]х имеют место соотношения 

fl (Ti nin cee 7. 12) = (Тик eee Тая ) (2 +- Co), 

|F le < V2Np "| 2 Iz. 

22.12. Последовательность матриц вращения называется силь- 
HO связанной, если любые две соседние матрицы имеют хотя бы 
один общий индекс. 

22.13. Оценка эквивалентного возмущения 22.11 для произ- 
вольных векторов 2 достигается на множестве сильно связанных 
последовательностей матриц вращения. 

22.14. Последовательность матриц вращения называется не- 
связанной, если все индексы матриц различны. 

22.15. Для того чтобы последовательность f';,;,, ---, Tixjy 
была .несвязанной, необходимо, чтобы N не превосходило 1/2. 

22.16. Результат выполнения несвязанпой последовательности 

преобразований с матрицами вращения, включая всю 'совокуп- 
ность ошибок округления, не зависит от порядка выполнения 
самих преобразований. 

22.14. В условиях и обозначениях 22.11 при любой несвязан- 
ной последовательности матриц вращения для эквивалентного 
возмущения @&’ справедлива оценка 

IF le< Уз“ 2. 

22.18. Оценка эквивалентного возмущения 22.17 для произ- 
вольных векторов 2 достигается на множестве несвязанных по- 
следовательностей матриц вращения. 

22:19. Если последовательность матриц вращения можно раз- 
бить на А групп так, что внутри каждой группы матрицы Bpa- 
щения не имеют одинаковых индексов, то в условиях и обозна- 
чениях 22.11 справедлива оцепка 

18 == V2kp**" | 2 Ip.
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Выполнение любой последовательности из № преобразований враще- 
ния можно трактовать как выполнение М несвязанных последовательностей, 
каждая из которых содержит лишь одно преобразование. При этом для 
суммарного эквивалентного возмущения & справедливы как неравенство. 
22.41, так и неравенство 22.19. В данном случае обе оценки, конечно, сов- 
падают. 

В общем случае выполнение преобразований вращения можно сводить 
к несвязанным последовательностям не единственным способом, что видно 
на примере самбй несвязанной последовательности. Чтобы на основе фор- 
мулы 22.19 получить наилучшую оценку эквивалентного возмущения, не- 
обходимо определить минимальное число несвязанных последовательно- 
стей, к которым сводится исходная последовательность. 

22.20. Две последовательности матриц вращения называются 
эквивалентными, если одну последовательность можно получить 
из другой с помощью перестановок соседних матриц, не ‘имею- 
щих общих индексов. 

22.21. Признак эквивалентности последовательностей матриц, 
вращения есть ‘отношение эквивалентности. 

22.22. Результат выполнения эквивалентных преобразований 
вращения будет одним и тем же, включая всю совокупность 
ошибок округления. 

22.23. Минимальное число несвязанных групп, на. которые 
распадается последовательность матриц вращения ‘при. экви- 
валентном преобразовании, называется индексом эквивалент- 
ности. 

22.24. Рассмотрим две последовательности матриц вращения, 
индексы которых описываются одной и той же совокупностью 
пар: 

2 

3; 2, 3; 
‚4; 2, 4; 3, 4; 

5: 2,5; 3, 5; 4, 5; 

1, т-+1; 2, т+1; 3, m+4; ...; т m+14; 

~~
 

1 

1 

1 

1 ) 9 

e ° e e e e e e e ® e e e 

1,n—1; 2,n—1; 3,n—1;...; т п-1; 

1, п; 2, п; 3, п;...; т, п, 

где т < п. Для первой последовательности совокупность пар ин- 
дексов упорядочивается по строкам, для второй — по столбцам, 
причем сами строки и столбцы упорядочиваются сверху вниз и. 
слева направо. Обе последовательности называются цикличе- 
скими. 

22.25. Циклические последовательности состоят из 0,5 - т(2п — 
— т — 1) матриц вращения. 

22.26. Каждая из циклических последовательностей эквива- 
лентна последовательности, индексы которой задаются строкамт
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таблицы 

: 2,3; 

‚5; 2, 4; 
‚ 6; 2, 5; 3, 4; 

1, п; 2,n—1; 31п-2;..: тп-т-1[; 

2, п; 3, m—1; ...; т n—m+ 2; 

3, п; 20) Mm n—mt+3; 

m, n. 

‘22.27, Циклические последовательности эквивалентны между 
собой, и их индекс эквивалентности равен m+ п — 2. 

22.28. В условиях и обозначениях 22.11 при обеих цикличе- 
ских последовательностях для эквивалентного возмущения 6’ 

справедлива оценка | & [+ —< V 2(m + n— 2) p tz ip. 
22.29. Пусть А есть точное произведение реально вычис- 

ленных матриц вращения, соответствующих любой из цикличе- 
ских последовательностей.` Существует такая ортогональная мат- 
рица КВ, что ` 

Pio 9 = —t+1 JR-Rlg<Z(m+ n— 2) Vnp™. 

22.30. В условиях и обозначениях 22.11, 22.28 при т=п-—Ё 

имеет место оценка | & |+ < У 2 (2 —3З) р "|2. 
Полученные оценки говорят о том, что общий эффект влияния ошибок 

округления зависит не только от числа выполненных преобразований вра- 
щения, но и от того, в какой последовательности осуществляются преоб- 
разования. В некоторых задачах мы сможем в известной мере выбирать 
эту последовательность И, следовательно, строить лучшие по точности ме- 

тоды. 

22.31. Для любого п-мерного вектора 2 существуют такие по- 
следовательности матриц вращения Гил,..., Тамм, М<п-1, 

что их произведение U переводит вектор 2 в вектор, коллинеар- 
ный вектору е = (1, 0, ..., 0)’, т. е. Uz=ae для некоторого 
числа а. 

22.32. Пусть ji, jo, ..„ №—— Любая перестановка из чисел 
2, 3,... п. Возьмем любые целые положительные числа i, &,..- 
...) in-1, HE превосходящие п и такие, что для всех 1 < Ё<=п-—1 
число j, не входит в совокупность чисел iy. in, ..., iy. Рассмотрим 
последовательность векторов 2, = Г; 2-1, 2 =2, и подберем 

согласно 22.6, 22.7 параметры матриц J%j,;, так, чтобы при 

всех k в векторе 2, обращалась в нуль j,-A координата. Тогда 

матрицы Г;;, удовлетворяют условию 22.31.
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22.33. Если j,=k+1, i, =1, TO пОоследовательность будет 
сильно связанной и для эквивалентного возмущения &’из 22.11 
‹праведлива оценка 

12|&< ИУ? п—1р "|2. 

22.34. Построим последовательность матриц вращения из 
22.32 с наимепьшим ипдексом эквивалентности. Для этого возь- 
мем индексы j,, равные 2, 4, 6, ..., затем 3, 7, 11, ..., далее 
о, 13, 21,...и т. д.; индексы i, — соответственно равные 1, 3, 
3, ..., затем 1, 5, 9, ..., далее 1, 9, 17, ... ит. д. Число несвя- 
занных групи в этой последовательности ‘будет не более log, (2п), 
поэтому 

| Fle = И 21юв, (2n) р "Чак. 
22.35. Предположим, что при каждом умножении на матрицу 

вращения исключается наименьшая по модулю координата век- 
тора. Пусть вторая преобразуемая координата является наимень- 
шей по модулю из оставшихся ненулевых координат. В этом 
случае 

|= <2 V2m—Dp "|2. 
22.36. Пусть при каждом умножении на матрицу вращения 

исключается наибольшая по модулю координата. Тогда снова 
имеет место оцепка 22.33. 

22.37. Пусть ш — произвольный вещественный вектор еди- 
ничной длины, т. е. |, =1. Вещественная матрица U =Е— 
— 2ww’ называется матрицей отражения (матрицей Хаустолдера). 

Название этой матрицы объясняется следующим обстоятельством. Если 
в трехмерном пространстве рассмотреть зеркальную плоскость с нормаль- 

ным вектором WW, проходящуо через начало координат, то преобразование 

зеркального отражения от такой плоскости задается именно матрицен OT- 

ражения. Аналогичное свойство сохраняется и в п-мерном пространстве. 
Некоторые свойства матрицы отражения и преобразования с такой мат- 

рицей удобно описывать через скалярное произведение. заданное ках сум- 
ма попарных произведении координат. Всюду, где встречается скалярное 
произведение при использовании матриц отражения, имеется в виду имен- 

но это скалярное произведение. 

22.38. Матрица отражения является симметричной и ортого- 
иальной. 

22.39. Одно собственное зпачение матрицы отражения равно 
—1, остальные равны +1. 

22.40. Для любых матриц’ отражения U и вектора 2 выпол- 
няются соотношения 

Uz = (Е — 2ww’)z=2— 2(2, w)w. 

22.41. Вектор 2, коллнпеарный вектору ш, переводится мат- 
рицеи отражения в вектор —2.
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22.42. Вектор 2, ортогональный вектору W, оставляется мат- 
рицей отражения без изменения. 

22.43. Пусть заданы любые ненулевые векторы 4, $. Суще- 
ствует единственный, с точностью до множителя +1, вектор и’ 
единичной длины такой, что ‘определяемая им матрица отраже- 
ния переводит вектор 4 в вектор Gs для некоторого числа a. 

22.44. В качестве вектора ш из 22.43 можио взять любой пз 
векторов, определяемых соотпошеннями 

w= (4—5), =2(,4—а5), а= ав 5. 
22.45. Большая точность и ббльшее зпаченне р в 22.44 обес- 

печиваются в том случае, когда знак a выбирается противопо- 
ложным знаку скалярного произведения (4, $5). 

22.46. Пусть $ = (1, 0, ..., 0)’. Для повышения устойчивости 
реальные вычисления, соответствующие 22.44, выполняются по 
следующей схеме. Предположим, что 14: 5-0. Обозначим. через 

—1 
U1, ... Un Координаты вектора ЧЕ 4 и определим координаты 
Ui, ... Un вектора и: 

Если и, =0, то будем считать, что u,/lu,| есть любое из чисел 
—1. Теперь матрицу отражения можно представить в виде 

U=E—+w', 
У 

где y=1+|u,|. Если 19: =0, то берем v=e, ч= 0,5. 
22.47. Для любых матрицы отражения U вида 22.46 и векто- 

ра 2 выполняются соотношения 

ба = (ЕЛ) =2— Аа, в. 
У У 

22.48. Пусть |, и— реально вычисленные параметры матри- 
цы отражения из 22.46, причем 14! вычисляется в режиме Ha- 
копления. Тогда реально вычисленная матрица U удовлетворяег 
соотношению 

|100’ —Еь=Ар и". 

22.49. Пусть W есть точное произведение № реально вычислен- 
ных матриц отражения. Существует такая ортогональная матри- 
ца W, что 

1 — Wp S2Np 
Обращаем внимание на то, что в 22.48, 22.49 ничего He говорится о бли- 

зости реально вычисленных матриц к матрицам, полученным при точных 
вычислениях. Такой близости может не быть. Однако подчеркнем еще раз,
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что в дальнейшем используется лишь близость этих матриц к некоторым 
ортогональным матрицам и малость эквивалентных возмущений при преоб- 
разованиях C реально вычисленными матрицами. 

22.50. Пусть выполняется преобразование 22.47 с ‘матрицей 
{, определяемой реально вычисленными параметрами 1, 0, при- 

чем скалярное произведение (2, 5) вычисляется в режиме на- 

копления. Имеют место соотношения 

1 (0) =0 (z+), |plze<2,5-p “21. 
22.51. Пусть параметры матрицы 0 вычисляются согласно 

22.46 и образ as вектора 4 задается реально вычисленным век- 

тором as. Если 14! вычисляется в режиме накопления, то име- 
ют место соотношения 

= (9 +0), lple<2,5-V2p "" |ч|к. 

22.52. Пусть с помощью преобразования отражения меняют- 
CH только последние г координат вектора 2. Такое преобразова- 
ние может быть задано матрицей вида 

+28? оорлооооо ооо о ооо оо 

Tye клетка в пижнем правом углу имеет порядок г. Матрицу U 

можно представить в виде матрицы отражения U = Е 7, 

где последние г координат вектора V совпадают с координатами 

вектора V, а остальные его координаты нулевые. 

Мы рассмотрели вещественные матрицы вращения и отражения. Без 
особого изменения они переносятся на комплексный случай, при этом в 
приведенных оценках ошибох округления в 2—3. раза увеличиваются чис- 
ловые множители. Свойства устойчивости вычислений с этими матрицами 
объясняются Довольно просто. Евклидова норма и 2-норма инвариантны k 
унитарным преобразованиям, поэтому не может происходить существенно- 
го увеличения в целом элементов преобразуемых векторов и матриц. Это 
‘очень важно, так как на каждом шаге ошибки округления в основном про- 
порциовальны величинам элементов. 

Неунитарные преобразования не обладают естественной устойчивостью, 
однако иногда вычисления можно организовать так, что в некоторой огра- 
ниченной форме устойчивость все же будет иметь место. `Вопросами гло- 
бальной устойчивости этих преобразований мы будем заниматься только 
при изучении конкретных методов. Сейчас же ограничимся описанием не- 
хоторых свойств двух основных типов элементарных неунитарных матриц. 
Снова будем изучать лишь вещественные матрицы. 

22.53. Элементарными неунитарными матрицами называются 
матрицы вида У =Е + аб’, где а, 6 — векторы размерности п. 

22.54. Вещественная элементарная матрица E+ab’ является 
унитарной тогда и только тогда, когда либо один из векторов
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a, 6 является нулевым, либо эти векторы’ коллинеарпы и а6’ = 
= —2ww’ для некоторого вектора и единичной длины. 

22.05. Для того ‘чтобы ‚элементарная неунитарпая матрица 
была невырожденной, необходимо и достаточно, чтобы (а, 6) == 
== —1, при этом 

n—-1 1 , 
(Е наб) `=Е— ГЕ. аб’. 

22.56. Для любого вектора $ имеем Уз =$- ($, Ба. 

Среди матриц 22.53 паиболее часто используются те, в которых либо 
лектор а, либо вектор 6 является координатным. Второй из векторов опре- 
деляется условиями задачи. 

22.07. Матрицы 22.53, в которых в качестве вектора В взят 
коордипатный вектор е;, а первые г координат вектора а пуле- 
вые, называются матрицами типа N,. 

22.58. Матрицы типа №, отличаются от единичных лишь под- 
диагональными элементами в г-м столбце, т. е. 

-4 07 

М, ~
 

~
 

22.59. Для матриц типа М, матрица №; " имеет вид. 
— 0- 

— п 4 

—4 O71 

Noy 1 

Na, Пл 1 

N,N, e М, — 3 

4 

’, 

A ny Rng Mygire-s Rap | 1 

11 в. в. Воеводин, 10. Л. Кузнецов
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т. е. пепулевые поддиагональные элементы расположены лишь 
в первых г столбцах и они совпадают с поддиагональными эле- 
мептами матриц N,, №, ..., Nr. 

22.61. Для матриц типа №, при Е < п выполпяются соотно- 
шения 

ММ... М =М + М. +... + М - (УЕ, 

МАМЕ... М =(K+1DE—N,—N,—...—Ny. 

22.62. Пусть задан вектор 2 размерности п и паходится по- 
следовательность векторов 

Zn = Мл». 20 — 4, к =1, 2,... 

Предположим, что в реальных вычислепиях получаются векторы 

Zp = fl (N Zn-1) == М + Ur—-1ty 

где М, означает реально заданную или реальпо вычисленпую 
матрицу, и„_, — вектор ошибок, возникающий из-за неточного 
вычислепия произведения М№,7,-.. Не ограничивая общности, 
можно считать, что первые А координат векторов 2,-н:, 2ь совпа- 
дают и, следовательпо, первые k координат вектора ошибок |,_, 
являются нулевыми. Тогда 

‘Zr — N,N 1 ... N, (2+1), b= ps Un—1- 

Эквивалентное возмущение процесса 22.62 не зависит явно от матриц 
№. Поэтому опасность неустойчивости может возникнуть лишь в том слу- 
чае, если велики сами векторы ошибок и»к_1. Мы‘уже отмечали, что ошибки, 
сделанные на отдельных шагах, в целом пропорциональны величинам ко- 
ординат векторов. Поэтому и важно, чтобы эти координаты были по воз- 
можности меньше. Такую задачу часто выполняет подходящий выбор мат- 
риц перестановок. ` 

22.63. Пусть в процессе 22.62 вместо матриц М, стоят про- 
изведения N Py, где Ppp, k’ Sk, есть матрица перестаповок 
столбцов с номерами А и К’. Тогда 

p= a Py ... Pan pri. 

22.64. Матрицы 22.53, в которых в качестве вектора а взят 
коордипатпый вектор €,, а первые г коордипат вектора 6 пуле- 
вые, называются матрицами типа M,.
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22.65. Матрицы типа M, отличаются от единичных лиии, эле- 
ментами в г-й строке, паходящимися левее диагонали, т. е. 

-4 0 

|| : M, 

0 { 

22.66. Для матриц типа M, матрица М; "имеет вид 
1 0 

—1 ; 

M, == Wo. My -.- — My r—1 1 

0 4 

22.67. Произведение матриц М,М....М, имеет вид 
1 0 _ 

М.М: ... М, = т 

0 1 

т. е. ненулевые впедиагональные элементы расположены лишь 
в первых г строках и они совпадают с виедиагональными эле- 
ментами матриц M., M;, ..., M,. 

` 22.68. Пусть задан вектор 2 размерпости п, и пусть нахо- 
дится последовательность векторов 

2, = М2, 21=2 k=2,3,...,r<Rn. 

Предположим, что в реальных вычислениях получаются векторы 

Zp = {] (M,Zz,-1) == M,Z,-1 + Va-1y 

где М, означает реально задавпую или реально вычисленную 
матрицу, Va-1— вектор ошибок, возникающих из-за петочного 
вычисления произведения M,7Z,-,. Ile ограничивая общпости, 
можно считать, что векторы Z,-, и 2» различазотся только й-ми 
координатами и, следовательно, только Х-я координата вектора- 

11*
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онтибок \„_, является ненулевой. Тогда 
т 

Zo = M,M,_,... M,(z+ v), v= Ум. 

k=2 

Несмотря на то, что процессы 22.62 и 22.68 внешне очепь похожи, про- 
цесс 22.68 представляет болыпой интерес с. точки зрения устойчивости, так 
как строение векторов V,—1 значительно проще, чем дк. 

Это дает основание надеяться, что в вычислительных алгоритмах, ис-. 
пользующих преобразования с матрицами типа M,, можно достичь высокой 
точности. 

Заметим, что простой вид суммарного эквивалентного возмущения в 
22.62, 22.68 связан только с указанным выше поряджом выполнения элемен- 
тарных преобразований. Если хотя бы одно преобразование с матрицей, 
имеющей больший номер, выполпяется раньше преобразования, имеющего 
меньший помер, то суммарное эквивалептное возмущение будет уже зави- 
сеть от матриц преобразования. 

Элемептарные неунитарные матрицы можно использовать в задачах 
преобразования векторов так же, как и матрицы вращения и отражения. 

22.69. Пусть задан вектор $ с координатами $1, ..., Sn И $, 520 
для некоторого г. Существует единственная матрица N, такая, 
что у вектора N,s последние r—1 коордипат нулевые, a осталь- 
ные координаты совпадают с соответствующими координатами 
вектора $. При этом ноддиагональные элементы п... матрицы №, 
равны —$:/$, для всех # > г. 

Матрицы типа М; также можно использовать для исключения каких- 
либо элемейтов векторов, но значительно чаще они применяются для дру- 
тих целей. 

$ 23. Ортогонализация 

Одним из важнейших понятий, связанных с линейным пространством, 
является понятие ортогональности. Мы уже неоднократно убеждались в 
том, какую важную роль играют ортогональные и. псевдоортогональные 
системы векторов и особенно базисные системы такого тина. До сих пор 
большииство наших рассуждений:было связано с доказательством существо- 
вапия подобных систем, HO не с. процессами их построения. Ввиду важно-. 
сти ортогональных, псевдоортогональных и других аналогичных систем для 
конструирования самых различных вычислительных алгоритмов рассмот- 
рим ‘сейчас общий процесс построения`этих систем, называемый процессом 
ортогонализации. - 

23.4. Пусть в линейном пространстве задано скалярное про- 
изведение (5х, у) с помощью невырожденной эрмитовой билиней- 
ной формы. ̀ 

Пусть для базиса е., ..., €n существует базис |, ..., fr, обла- 
дающий следующими свойствами: 

— для любого >41 линейные оболочки Д, векторов е!, ... 
woey Cn И |, .... № совпадают; 

базис fi, ..., fa нсевдоортогопальный. 
Тогда этот базис — едипственпый, с точностью. до нормиров-. 

ки векторов,
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23.2. Предположим, что (е,, е,) #0, и положим р =e,. Пусть 
уже построена система псевдоортогональных векторов fi, ..., [№ 
причем линейные оболочки этих векторов и векторов е!, ..., ex 
совпадают. Будем искать вектор +: в виде 

k 

fata = eCrti t+ № ВАЛА 9 
i=1 

ГДе Os, ь+1, .... Oa, ati — Неизвестные коэффициенты. Условия ор- 
тогональности вектора ]„,, слева к векторам fi, ..., fp дают для 
определения C1 411, +--+) On ngs следующую систему уравнений: 

ил (1, f1) = — (€n+1, Л), 

Oy ,k+1 (fis fo) + G%e,n+a (fos fo) = — (€g41- fo), 

Oyrti (fis fr) + Conti (fos fe) +... + бл ва Pes fe) = — (Cnt, fr). 

Матрица этой системы — треугольная. Если (|, })5=0 для 1< 
<i<n, то после п шагов будет построева система векторов 
fi, ---) №, Удовлетворяющая обоим свойствам 23.1. 

3.3. Процесс ортогонализации 23.2 осуществим на всех ша- 
гах тогда и только тогда, когда матрица билинейной формы 
(x, у) в базисе &, ..., е, или, что то же самое, матрица Грама 
этой системы имеет ненулевые ведущие миноры. 

23.4. Если процесс ортогонализации 23.2 применить к липей- 
но зависимой системе е., ..., en, то f, =O для некоторого kn. 

23.0. Процесс ортогонализации 23.2 позволяет получить раз- 
ложения векторов е»., по’ векторам fi, ..., +. Если согласно 
23.2 

h 

Cri1 = (- Seca + ла, 
i=1 

то вектор в скобках принадлежит линейной оболочке Г, векто- 
ров е., ..., @еь вектор f+, принадлежит ~L,. Поэтому решение 
систем 23.2 дает разложение каждого вектора е„.. на проекцию 
и левый перпендикуляр по отношению к подпространству Г». 

23.6. Если скалярное произведение (х, у) задано симметрич- 
ной формой, то система 23. 2 становится системой с диагональной 
матрицей и 

Оч, k+1 — — (ева, fid/ Gi, fi) 

для всех i. Построенный базис fi, ..., » будет не только псевдо- 
ортогональным, но и ортогональным. 

23.7. В евклидовом и унитарном пространствах процесс ор- 
тогонализации 23.2, 23.6 называется ортогонализацией Грама — 
Шмидта. о 

23.8. При реализацни процесса ортогонализации Грама — 
Шмидта для всех k выполпяется неравенство Иа < Пек, при:
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чем равенство Достигается тогда и только тогда, когда вектор е» 

орторонален векторам €y, ..., е»-и. 

Вс многих задачах нет необходимости сохранять связь нового базиса 
fi, ... fn © исходным базисом е!,..., ел», Так как требуется построить лишь 
какой-нибудь псевдоортогональный базис в пространстве. В этом случае нри 
каждом появлении равенства (f;, f:) =0 нужно заменить вектор е; другим 
и снова вычислить вектор f;, повторяя эту процедуру до тех пор, пока не 
выполнится условие (fi, fi) 5-0. При этом векторы fi, ..., fi-1 не изменя- 
ются. Необходимый для замены вектор е; обязательно найдется. 

Процессы, аналогичные описанным, позволяют строить не только орто- 
гональные и псевдоортогональные базисы, но и базисы, псевдодвойствен- 
ные для заданного. Независимо от их конкретного содержания все они на- 
зываются процессами ортогонализации. 

23.9. Пусть е., ..., @n — заданный базис, и пусть нужно по- 
строить какой-нибудь псевдодвойственный для него базис, напри- 
мер левый. Возьмем еще один базис qi, ..., Gn. Предположим, 
что (qi, е.) #0, и положим ¢t,— q,. Допустим, что уже построе- 
на система векторов #&, ..., & так, что их линейная оболочка 
совпадает с линейной оболочкой векторов 4., ..., Gx H выполня- 
ются условия (Ё, е;) ~AO для 1<1<Ёи (t, е;) =0 для j <i. 
Будем искать вектор &.: в виде 

h 
thor = Чина + Di Binsiti, 

1—1 

где By nis, ---) Вл az: — неизвестные коэффициенты. Условия орто- 
гональности вектора $,., слева к векторам е., ..., е, дают для 
определения В, nasi, .... Ва. следующую систему уравнений с 
треугольной матрицей: | 

Bi и-на (ti, е1) = — (9x41, е1), 

By nti (t1, 2) + Вз,вча (№, €2) = — (Gr+11 ©), 

Banta (#1, ев) + Bota (bos en) + .-- + Banta (Фь, Cn) = — (Ants ep). . 

сли при всех Ё будет выполнено неравенство (t;, e,) = 0, TO ба- 
зис #, ... В © точностью до нормировки будет левым псевдо- 
двойственным для базиса е/, ..., en. 

23.10. Для того чтобы процесс 23.9 был осуществим при 
всех А, необходимо и достаточно, чтобы матрица билинейной 
формы (5, у) в базисах 0:,.... Gn иИе., ..., Cn Имела непулевые 
ведущие мипоры. 

23.11. В процессе 23.9 система векторов &, ..., ft, пе изме- 
нится, если к каждому вектору е, (4.) прибавить линейную ком- 
бинацию векторов 1, ..., ен (Gi, ..., 9—1). | 

23.12. Предположим, что после выполнения процесса 23.9 
аналогичный процесс проводится над векторами е,, 2, ..., Cn с 
целью получить из них базис Pi, ..., Pn, правый псевдодвой- 
ственный для базиса t,, ..., t,. С точностью до нормировки ба-
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BHC Py, ... Da (ty, ..-, tr) будет правым (левым) двойственным 
для базиса ty, ..., tn (Di, .. 4 Dn)» 

Процессы 23.9, 23.12 можно выполнять не только последовательно, но и 
параллельно, строя новые последовательности векторов pi, ¢; одновременно. 
Гакое объединение процессов приводит к эффективному методу биортого- 
нализации построения двойственных базисов. 

23.13. Пусть заданы базисы €;, ..., @n и Gi, ..., 9». Предпо- 
ложим, что из этих базисов строится пара двойственных базисов 

Ро... Pn MW Uy, ... tp. Будем искать векторы Pasi, +: в следую- 
щем виде: 

h h 
7 

Patt =Cntit Ж\ьыРь theta = dati + У бьыН- 

Условия (1, р;) =O для #5] позволяют определить неизвестные 
коэффициенты: 

Pinta = — (4, ек+1) (НН, РЗ), быв: = — (Чьи, РА, р). 

С точностью до нормировки базис Py, ..., Dn (ty, ..., ta) будет 
правым (левым) двойственным базисом для базиса В, ..., & 
(Diy. 00 Dad. ° | 

23.14. Во всех описанных процессах ортогонализации матри- 
ца преобразования координат при переходе от старого базиса к 
новому является треугольной. 

23.15. Если в евклидовом или унитарном пространствах эр- 
митова билинейная форма задается с помощью скалярного про- 
изведения вида (Az, у), то с помощью ‘описанных процессов 
можно строить А-ортогональные, А-пнсевдоортогональные, А-двой- 
ственные и А-псевдодвойственные системы векторов. 

Согласно формулам, определяющим изменение векторов в процессе ор- 
тогонализации, в общем случае нельзя надеяться на более простой вид 
матрицы преобразования координат, чем треугольный. Однако если исход- 
пый базис выбрать согласованным с билинейной формой, порождающей 
скалярное произведение, то можно получить более простые представления 
UIA этой матрицы. | 

23.16. Пусть А — квадратная матрица, x — вектор. Последо- 
вательность векторов 51, Ах, ..., 4^х, ... называется степенной 
последовательностью, норожденной вектором х. 

23.17. Приведенный многочлен (A) минимальной степени, 
для которого выполняетея равенство ф(А)х =0, называется ми- 
нимальным аннулирующим вектор.х многочленом. 

23.18. Минимальный аннулирующий вектор x многочлен 
единствен. 

23.19. Минимальный аннулирующий вектор х многочлен яв- 
ляется делителем характеристического многочлена. 

23.20. Степень минимального аннулирующего вектор х MHO- 
гочлена равна максимальному числу первых векторов степенной 
последовательности, образующих линейно независимую систему.
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23.21. Степень минимального апнулирующего вектор x мно- 
гочлена равна сумме максимальных высот корневых векторов 
матрицы A, присутствующих в разложении вектора ZT по корне- 
вому базису и соответствующих попарно различным собствен- 
ным значениям. 

23.22. Пусть в унитарном пространстве скалярное произве- 
дение введено согласно 5.4 через естественный базис и задана 
невырожденная билинейная форма (Cz, у). Предположим, что 
матрица А удовлетворяет условию 

(САС-!)* = «ЕВА 

для некоторых чисел a, 8. Пусть векторы е; = Ах линейно не- 
зависимы для 1 <i<k и векторы fi, ..., f, получены из векто- 
ров е!, ..., е с помощью процесса псевдоортогонализации по от- 
ношению к форме (Cz, у). Тогда имеют место следующие соот- 
ношения; 

h — т, > 

fe = Af, — Л, 

fier = Afi—aifi—Biafia, i>, 

где 

_ (СА, 7) В 1 = (САН, 1—1) 

(С) (Chea fina)’ 
а. = (Chey) 4—1) (САР, Fi) — (САБ, 1-1) (Chien Fi) 

, (СИ Ма) (Cha Fi) 

23.23. Если А =А* пи C=E, то для коэффициентов из 23.22 
имеем | 

i>, Ay 

i >> 1, 

(АЛ: , 73) (Afi fia) (Fir АН) (74974) 
=, . i = = =— > 0. 

и (11, 7;) Pi-a (11) (Ла бер) 

23.24. В условиях и обозначениях 23.22 в базисе |, ..., fn 
матрица А имеет трехдиагональный вид: 

-a, В, 0 _ 

1 a, В 
A; = 1 a, В 

1 On—-1 Виа 
0 4 a, 

— —_ 

— 

23.25. В условиях 23.23 существует такая диагональная мат- 
puna D, что для матрицы A; из 23.24 матрица D-'A;D будет ве- 
щественной симметричной трехдиагональной.
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23.26. Пусть А — произвольная матрица и заданы два век- 
тора 5, у в унитарном пространстве. Предположим, что системы 
векторов е; = А"'х, 4: =(А*) у линейно независимы -и двой- 
ственные системы векторов Py, ..., Day ti, ..., & получены из них 
с помощью процесса биортогонализации 23.13. Тогда имеют ме- 
сто соотношения 

P=, i= у | 

Pin = Ap: — ар: р 1 = A*t; он — В: 1:1, #1, 

где 

(АР, 1) — Ey) FAP A) (PB) 

(P;>#;) ' Ру’ tsa) (Pye 2: т) (Pj;—y> 1) 

23.27. В условиях и обозначеипях 23,26. в базисе pi, ..., Dn. 
(#,..., &) матрица А (A*) имеет трехдиагопальпый вид. 

Qa, = 

Заметим, что з общем случае в процессах ортоговализации для построе- 
WHA каждого последующего вектора необходимо привлекать все ‘ранее пост- 
роенные векторы. В процессах 23.22, 23.26 ситуация. существенно проще, 
так как нужно привлекать лишь два последних вектора из строящихся сис- 
тем. Однако при этом приходится на каждом шаге процесса выполнять одну 
или две операции умножения матрицы на вектор. К: процессам этого типа 
мы будем обращаться неоднократно.. 

Процессы ортогонализации очень чувствительны K ошибкам округле- 
nus. Мы исследуем подробно. их влияние в процессе 23.2 для случая 23.6. 

~ ~ . . | . 

23.28. Пусть fi, Gin: — реально вычисленные зеличины про-. 
цесса ортогонализации 23.2, 23.6. Если для А + 1-го итага выпол- 
цяется неравенство ; 

9 У, Qi, n+al i 
i=1 

|| Cntile <= 

то вектор Froi = €r+'1 + У, i ва]: имеет относительную оптибку 
i=1 

больше единицы. — 
23.29. Пусть на всех’ шагах процесса выполняются нера- 

вепства ” 

<| Chi le 
A 
> ва 
i=1 E 

п правые части. paBeHCTB, определяющих векторы fxrs, вычисля- 
ются в режиме накопления. Тогда, независимо от точности вы- 
числения коэффициентов си, „,!, линейные оболочки реально вы- 
численных векторов f,, fz, ..., fx Для веех Ё совпадают. © линей-
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ными оболочками векторов е,, €2+€&2, .... €,+&,, где =, < 
< р “Чей. 

В любом процессе ортогонализации для построенных систем векторов 
должны иметь место как совпадение линейных оболочек соответствующих 
подсистем, так и ортогональность векторов. Утверждение 23.29 означает, 
что независимо от того, насколько реально вычисленные векторы ортого- 
нальны, линейные оболочки этих векторов при небольших ограничениях на 
вычислительный процесс совпадают с линейными оболочками слабо возму- 
щенных исходных векторов. Эти возмущения настолько малы, что их: оцеп- 
ки волько в два раза превосходят оценки ошибок округления векторов при 
их вводе в память ЭВМ. Поэтому 8 отношении выполнения первого условия 
23.1 процессы ортогонализации ведут себя исключительно устойчиво. Заме- 
тим, что в данном случае оценки эквивалентных возмущений &, не зависят 
ни от размерности векторов, ни от числа выполняемых над ннми арифме- 
тических операций. 

23.30. Пусть выполнено К шагов процесса ортогонализации 
23.2, 23.6 и реально вычисленные векторы fi, fo, ..., f, Незна- 
чительно отличаются от точно вычислепных векторов fy, fo, ... 
.... fx. Предположим, что 

ПИ = A+ зн), Fs, Fj) = «АН 

для i, ] < Е и все числа Ti, т; являются малыми порядка т. 
Пусть, далее, точно вычисляются коэффициенты Gi p+, согласно 
23.6 по реально вычисленным векторам }: и по этим коэффици- 
ентам и векторам }: точно вычисляется вектор },.:. Если анало- 
гично Ti; определить 1+, ;, ] < К, то в этом случае 

Е 1/2] —1 
ера. ey .4+f:)* 

TRt15 — _ Убе TAPS Dei, ers lle — > (ree о. + О (т?). 
A (Wale im. [ill 

23.31. Пусть линейное пространство — вещественное. Обозна- 
чим через {е,.., Г»} угол между вектором é,,; и линейной обо- 
лочкой Г, векторов е., ..., е, или, что то же самое, векторов 
fi, ..-, fx. Справедливо равенство 

С 7 h 
° Cy »f;)? Ona .f;)° ctg? {en41, Ly} -> (Cyt : ) [ев — B (Cn 44 | ) 

1 [ile mm Wille 

Формула для ть+1,; из 23.30 показывает, как неортогональность векто- 
ров f;, реально вычисленных на первых k шагах процесса ортогонализации, 
влпяет на неортогональность к ним вектора fay, в том-слузае, когда..все 
вычисления на Ё-+ 1-м шаге осуществляются точпо. Ясно, что в реаль- 
ных условиях Ta+1,5 будет, как правило, не меньше. Если ctg? {enai, Ln} 
явллется большим, то будут большими: по модулю и некоторые коэффици- 
енты при Ti; в формуле ДЛЯ Ти, ;. Следовательно, даже при точном выполне- 
нии операций на &-- 1-м шаге процесса величины ошибок т»+1,; могут 
стать значительными по сравнению с ошибками т;:;, полученными Ha пре- 
дыдущих шагах: | 

Если мы проследим распространение ошибок на несколько последую- 
щих шагов, то положение окажется еще более серьезным, Для того чтобы 
‘нарушиладбь ‘ортотбнальность системы векторов fi, f2, .--,; fn, Совсем He обя- 
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зательно, чтобы для какого-нибудь & был большим ctg? {ex4;, Ly}. Доста- 
точно, чтобы большим было произведение ctg? {e,41, La} для разных 
В реальных задачах, как правило, имеет место именно эта ситуация. По- 
этому в отношении второго условия 23.1 можно утверждать, что формаль- 
ное выполнение процессов ортогонализации согласно описанным схемам в 
большинстве случаев должно приводить к значительному нарушению орто- 
гональности строящихся систем векторов. Этот вывод полностью подтверж- 
дается на практике. 

Для устранения указанной неортогональности используются различные 
приемы, основанные на следующей идее. Пусть на каком-то шаге вектор 
frx4i1 не ортогонален векторам fi, f2, ..., fr, но все же более ортогонален, 
чем исходный вектор ек+1. Тогда берем вектор Гь+: в качестве ек-:1 и CHO- 
ва проводим процесс его ортогонализации к векторам, построенным ранее. 
После нескольких таких итераций почти всегда можно достичь нужной 
степени ортогопальности и сохранения линейпой оболочки соответственно 
условиям 23.1. 

23.32. Пусть fi, ..., f,— линейно независимая система векто- 
ров. Рассмотрим последовательпость векторов 

h 

И = re + а 1 а = Cr+, 

где коэффициенты ар определяются в соответствии с 23.6, 

псходя из 92 вместо е,.!. Обозначим через Ё, матрицу Грама 
для системы, полученной после нормировки векторов. fi, ..., fr 

Если |E—F,|l<q<1, то последовательность векторов fi, схо- 
дится при $ > © к некоторому вектору frii1, причём: 

— скорость сходимости не меньше, чем скорость сходимости 
геометрической прогрессии со знаменателем 4; 

— вектор f,4; ортогонален векторам fi, ..., №; _ 
— линейные оболочки векторов fi, ..., fry Cres HW р, № frags 

совпадают. | 
23.33. Итерационные процессы типа 23.32 называются про- 

цессами переортогонализации. 

На первых шагах процесса ортогонализации реально вычисленные век- 
торы fi, f2, ..„7к близки к ортогональным, и мы находимся в условиях при- 
менимости процесса переортогонализации. Если переортогонализацию делать 
па каждом шаге, то для Достижения максимально возможной ортогональ- 
ности векторов приходится делать 1—2 итерации. При этом оценки экви- 
валентных возмущений из 23.23 увеличиваются не более чем в два раза. 

При реализации процесса переортогонализации необходимо иметь до- 
CTY ко всем построенным ранее векторам ортогональной системы. Если 
переортогопализацию применять к процессам 23.22, 23,26, то эти процессы 
потеряют главное свое достоинство — необходимость доступа лишь к двум 
последним векторам. . 

$ 24. Основные разложения матрицы на множители 

Элемептарные унитарные и неунитарные преобразования широко ис- 
пользуются для получения самых различных разложений матрицы на мно- 
жители. Среди этих разложений наиболее важными являются разложения 
на два треугольных множителя и на треугольный и унитарный множители.
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Снова для простоты будем рассматривать вещественные матрицы и пре- 
образования. Теоретические основы этих разложений даны в § 11. 

24.1. Пусть А — произвольная квадратная или прямоугольная 
матрица. При ее умножении слева (справа) на любую последова- 
тельность матриц типа N, (транспонированных матриц типа М№,) 
все ведущие миноры не изменяются. 

24.2. Пусть матрица А ранга г имеет ненулевые ведущие мн- 
норы до г-го порядка включительно. Рассмотрим последователь- 
ность матриц А, == №,А,-., AA=A, для 1=<Ё < г. Предположим, 
что «аждая из матриц NV, строится согласно 22.69 по k-my столб-. 
цу матрицы A,-,;. Все шаги этого процесса могут быть реализова- 
ны, И матрица A, будет правой трапециевидной матрицей. Опи- 
санный процесс называется методом Гаусса разложения матрицы 
на множители. 

Вообще говоря, название «метод Гаусса» является собирательным. ДлЯ 
большой группы алгоритмов, связанных с решением систем линейных 
алгебраических уравнений, вычислением определителей, разложением мат- 
рицы на множители и т. д. Процесс 24.2 — это то общее, что в той или ипой 
мере присутствует в каждом из таких алгоритмов. Аналогичная ситуация 
имеет место и в.отношении других методов. 

24.3. Процесс 24.2 дает следующее разложение матрицы А 
на множители: 

A=(N;"...N;")A,. 

Здесь матрица, стоящая в скобках, есть левая треугольная матри- 
ца с единичными диагональными ‘элементами, структура которой 
полностью определяется утверждениями 22.59, 22.60; матрица 
А, — правая трапециевидная ранга г. 

24.4. Для любой квадратной матрицы А порядка п, у которой 
отличны от нуля ведущие миноры всех порядков от 1 до п-1, 
пронесе 24.2 позволяет получить ее СО-разложение (см. 11. 5). 
При этом в соответствии с 24.3 

° 

L=Nyj"... N; т) U = Ал. 

24.5. Пусть №, ..., Ми As, ..., А, -— реально вычислен- 
ные матрицы в процессе 24.2 при условиях 24.4. Предположим, 
что 

(№,*... Na) An ~=A+M. 

Обозначим. через и. элементы матрицы эквивалентного возмуще- 
h ния М, через a — элементы матрицы А,. Если 

Q = max в. A= max | as ay?) , 
O<k<n-1l i>k 

jok
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TO Имеют место оцепки 

0, i=1, 

[ug |= 1,5. — р, fDi, 
[1,50 Пра, 1<& 

24.6. В условиях и обозначениях 24.5 выполняется перавенство 

~ V6 _ [Mp SY ры. 
‚® Оценки 24.5, 24.6 получены без каких-либо предположений относительно 
величины ведущих миноров матрицы A, кроме, конечно, предположения об 
осуществимости процесса. Опи подтвердили высказанное ранее мнение 
о том, что существенным источником неустойчивости в процессах с пеуни- 
тарными преобразованиями может быть лишь значительный рост элемен- 
тов промежуточных. матриц Ax. 

Если не менять припципиально общую` схему вычислений, то едип- 
ственной возможностью в какой-то мере регулировать рост элементов яв- 
ляется использование перестановок при реализации процесса 24.2. , 

24.7. Пусть A — произвольная прямоугольная матрица ‘ранга 
г. Рассмотрим последовательность матриц A, = NV М, (Pri, Ан-1Вь;,), 

А. =A, для 1<k<r, где Ри, Raj, — матрицы перестановок, 
причем &, j, > К. Предположим, что при всех Ё матрицы пере-. 

становок таковы, что в позициях (Ё, К). матриц.Рь:, А, В hip 

паходятся ненулевые элементы и каждая из матриц М№, строится 

согласно 22.69 по Ё-му столбцу матрицы Ри, An—Rrj,. После 

г шагов этого’ процесса матрица A, будет правой трапециевидпой. 
Описанный процесс называется методом Гаусса с перестановками 
для разложения матрицы на множители или методом Гаусса с 
выбором ведущего элемента. 

Заметим, что в позиции (А, k) матрицы Р А Выу, стоит тот же 
Rip 

элемент, который находится в позиции (in, jx) матрицы A,—;. Поэтому для 
озуществимости процесса 24.7 необходимо брать такие перестановки Pri, , 

у t 

В), ипдексы (in, jn) которых соответетвуют позиции ненулевого элемен- 

та матрицы А» --1. 

24.8. Процесс 24.7 дает следующее разложение матрицы А па 
множители. 

А= (Р.М... Ри, М1) (А, Ry, ... Ваз). 

Матрицы, стоящие в скобках 24.8, уже не ABNAIOTCA треугольпыми. По- 
этому может показаться, что анализ ошибок для процесса 24.2 ne перено- 
сится па процесс 24.7. Однако B действительности между обоими процесса 
ми имеется очень тесная связь.
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24.9. Матрицы 

М. = Pi... Prin Pai, ... Pyi, 

“a~—} 

ABIAIOTCA матрицами типа М, и отличаются от матриц Л»-: лишь 
перестановкой поддиагональпых элементов в k — 1-м столбце. 

24.10. Равенство 24.8 эквивалентно равенству 

А=(М№,:...М№М;1) А, 

где 

A= (Pri, +» Pry) A( Rai ... В»). 

Сравнивая 24.3, 24.10, можио заключить, что процесс 24.7 определяет 

разложение на треугольные множители матрицы A, которая получается из 
матрицы А путем перестаповок ее строк и столбцов. Так как перестановки 
не впосят никаких дополнительных ошибок, то оценки 24.5, 24.6 для про- 

< 

цесса 24.2 без изменения переносятся на матрицу А и процесс 24.7. Теперь 

рост элементов матриц A, полностью определяется стратегией выбора пере- 
становок или ведущих элементов. 

24.11. Элементы матриц A, в позициях (i,, р) процесса 24.7 
пазываются ведущими элементами метода Гаусса. 

24.12. Существуют три паиболее распрострапенные стратегии 
выбора ведущих элементов: 

— в качестве ведущего eevee k-ro mara выбирается мак- 
—} 

симальный. по модулю элемент as; ) матрицы A A,-,; При условиях 

i2k, j=k; если имеется несколько максимальных по модулю 
элемептов, то ведущим берется любой из них; эта стратегия на- 
зывается выбором ведущего элемепта по столбцу; 

— в качестве ведущего aera k- To mara выбирается мак- 
—} 

симальпый по модулю элемент а у матрицы А, при условиях 
+=, j2k; если имеется несколько максимальных по модулю 
олемептов, то ведущим берется любой из них; эта стратегия на- 
зывается выбором ведущего элемента по строке; 

— в качестве ведущего элемента k-ro шага выбирается мак- 

симальный по модулю элемепт a») матрицы A,-1 при услови- 
ях th, j 2k; если имеется песколько максимальных по модулю 
элементов, то ведущим берется любой из них; эта стратегия 
называется выбором ведущего элемента по всей матрице. 

24.13. Применение стратегий выбора ведущих элементов по 
столбцу и по всей матрице обеспечивает выполнение неравенств 

| 4 <i для элементов матриц N,. 
24.14. Существуют матрицы, для которых применение страте- 

гии выбора ведущего элемента по столбцу в обозначениях 24.5 
приводит к выполнению соотношений a, = 2°a при всех k. 

24.15. Какова бы ни была матрица А, применение стратегии 
выбора ведущего элемента по всей матрице в обозначениях 24.5
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приводит к выполнепию соотношезтий о, < КЁ)аь при всех k, где 
КЕ) < 11/2 (9131/2413 1Е4/ (и 1) 4/2 

Рост элементов, указанный в 24.14, достигается на матрнцах очень спе- 
циального вида. В практических вычислениях он оказывается, как правило, 
пе-очень большим. Оценка роста 24.15, по-видимому, сильно завышена, так 
как до сих пор не найдено ни одной матрицы, для которой f(k) > k. В ря- 
де случаев можно гарантировать отсутствие роста элементов. 

24.16. Если матрица имеет доминирующую диагональ и пе 
осуществляется выбор ведущих элементов, то при получении тре- 
угольного разложения не происходит рост элементов. 

Мы уже неоднократпо подчеркивали, что применение режима накопле- 
ния при реализации операций позволяет спизить общий уровепь ошибок. 
3 рассмотренных вариантах метода Гаусса, по существу, нет возможности 
для применения такого режима, так как нет больших групп явно выписан- 
ных операций. Однако это связано лишь с выбором вычислительпой схемы 
для получения разложения матрицы на треугольные множители. 

24.17. Предположим, что для матрицы А порядка п с элемеп- 
тами а. существует СО-разложевие. Обозначим через 1;;, u;; эле- 
менты матриц С, U. Для всех i, } имеют место равенства 

min(i,j) 

ay = Li pUp;. 

p=1 

24.18. Если ведущие миноры матрицы A отличны OT нуля, TO 
уравнения 24.17 рекуррентно разрешимы относительно элемептов 
матриц С, U, при этом 

Ил: = 44), 

и;=а:) Ly = —— 

—1 

1—1 [Ув 
У jp pz 

Wig = G53 — 2 Прил = 
=1 12 

ix=2,3,...,7, j=i4+i1,i+2,...,n. 

Приведенные формулы для определения треугольных сомножите- 
лей Г, U называются компактной схемой метода Гаусса для раз- 
ложения матрицы на множители. 

24.19. Пусть все элементы ЁИ-разложения в компактной схе- 
ме вычисляются в режиме накопления. Обозначим через L, 0 
реально вычисленные: матрицы в процессе 24.18 и предположим, 
что О =А- М. Тогда для элемептов -р.; эквивалентного возму-
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щения М имеот место оценки 

.( 0, i— 1, 

о: ~ 
~J> Ui; ПР мы 

+ ия п, 71<4 

721, 

\ 

24.20. Если матрица А имеет разреженный вид 11.12, то та- 
кой же вид имеет и матрица эквивалентного возмущения М в 
24.19. | 

24.21. Если матрица А является трехдиагональной, то форму- 
лы 24.18 приобретают вид 

Uy = @11, Ил = Ajo; ly = а (Ил, 

Ui, = ан — [141.8 И; , 1-41 = @; 1+1) +1: = а: +1. 4/ Илл, 

=2,3,..., п. 

Компактная схема более приспособлена к применению режима накоп-. 
ления, особенно скалярного произведения. Поэтому ее использование дает 
возможность снизить уровень влияния ошибок округления. Однако в ней 
тесколько сложнее выполнять перестаповки. Наиболее эффективно компакт- 
ная схема примепяется для получения треугольпого раззожения ‘`симмет- 
ричпых положительно определенных матриц. 

24.22. Для любой симметричной положительно определенпой 
матрицы А существует разложение А = СГ’, где Г, — левая тре- 
угольцая матрица с положительными диагональчнымн элемептами. 

24.23. В условиях и обозпачениях 24.22 справедливы соотно- 
шения 

=, Аким АЕ. 

24.24. В условиях и обозпачениях 24.21 компактная схема 
для определения элементов [,; матрицы Г, имеет вид 

Ly = ay)’, [1 = Ajy/liy, j>1, 

3—1 1/2 

1;; = (as —>)> i a) Й > 1, 

i-1 

[1 — (as — 2 вы» fl J> i. 

® 

Вычисления. по этой схеме пазываются методом квадратного кор-. 
ня (метод Холецкого) для разложения матрицы па множители. 

24.25. Пусть все. элементы. матрицы Ё разложения А = РЁ" 
вычисляются в режиме пакопления согласно. 24.24. Обозначим. 
через Ё реально вычисленную матрицу и предположим, что 
LE’ = АМ. Тогда для элементов :; эквивалентного возмуще-
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пия М имеют место omens 

—t+1 ~ г: 
Jp [с ci || сн |, j>t, 

Lis =: + ple |leg|, 1<Ь 

—t4+1/— [2 : ; 
| В [сн | ’ J =. 

24.26. В условиях и обозначениях 24.24 выполняется нера- 
‘зенство | М |g<p "| Alle. 

Обратим внимание на исключительную малость эквивалентного возму- 
щения в методе квадратного корня. Согласно 24.26 его оценка лишь вдвое 
больше оценки возмущения, вносимого при вводе матрицы в память ЭВМ. 
Подобная малость эквивалентного возмущения объясняется отсутствием ро- 
ста элементов, что является характерной чертой для симметричных положи- 
тельпо определенных матриц. Если матрица симметричная, но не положи- 
тельно определенная, то для нее существует авалог метода квадратного кор- 
пя, основанный на разложении 11.16. Однако в этом случае уже нельзя 
гарантировать существование оценок типа 24.26 для эквивалентного возму- 
щения. 

24.27. Пусть А — произвольная прямоугольная матрица раз- 
мера mXn. Умножим ее слева на циклическую по столбцам 
(см. 22.24) последовательность матриц вращения. Пусть в соот- 
ветствии с 22.31, 22.33 каждая из матриц вращения выбирается 
из условия обращения в нуль после умножения на нее поддиаго- 
лального элемепта, индексы которого совпадают с индексами 
матрицы вращепия. Все шаги этого процесса могут быть реали- 
зованы, и после их выполнения исходпая матрица А будет пре- 
образована в правую треугольную матрицу Ах. Описанный про- 
цесс называется методом вращений (методом Гивенса) для раз- 
ложения матрицы на мно’кители. 

24.28. Процесс 24.27 определяет соотпошение Ay =RyA, где 
Ry = (...Г„з3Гт... Тез Г?) есть произведение всех участвующих 
в процессе матриц вращения. 

24.29. Пусть Т., Ак- реально вычисленные матрицы, Ry — 
точное произведение реально вычисленных матриц 7Т.;. Если Ах = 
= Ак(А + М), то для эквивалентного возмущения М выполняют- 
ся перавенства 

мы |2” — Эр “А, — m<n, 
V2(m+n—2)p АЕ, m>n. 

Несмотря Ha TO, что процесс 24.27 связывается с разложением матрицы 
А на множители, утверждения 24.28, 24.29 представлены в несколько иной 
форме. С точки зрения точных вычислений равенство Ам —RyA эквива- 

лентно равепству A=R wan? которое и означает разложение матрицы A 

па ортогональный множитель _Ам и треугольный множитель Ак. Однако 

если мы от равенства Ay = = Ry(A+M) перейдем к равенству А-- М = 

= — RyAy, то с учетом 22.29 оценка для № будет больше, чем оценка для 

12 в. в. Воеводин, IO. А. Цузнецов
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М. Как правило, в таком переходе нет особой иеобходимости, так как для 
большинства практических целей необходимо не разложение на множите- 
ли, а именно представления вида 24.28. В методе Гаусса мы делали этот 
переход только по той причине, что он осуществляется точно и без изме- 
нения эквивалентных возмущений. 

24.30. Пусть А — произвольная прямоугольная матрица раз- 
мера т Xn. Умножим ее слева на последовательность матриц OT- 
ражепия U,, ..., Un. вида 22.52. Пусть каждая из матриц отра- 
жения U, выбирается из условия обращения в пуль поддиаго- 
гальпых элементов k-ro столбца. Все шаги этого процесса могут 
быть реализованы, и после их выполнения исходная „матрица А 

будет преобразована в правую треугольную матрицу Ах. Описан- 
пый процесс называется методом отражений (методом Хаустол- 
дера) для разложения матрицы на множители. 

24.31. Процесс 24.30 определяет соотношение Ак = OwA, rye 
Ov =(U,-,...U,) есть произведение всех участвующих в про- 
цессе матриц отражения. 

24.32. Пусть U,, Ах — реально вычисленные матрицы, Ох — 
точпое произведение реально вычисленпых матриц U,, причем 
вычисление скалярных произведений всюду осуществляется в 

режиме накопления. Если Ах = Ок(А- М), To для эквивалентно- 
го возмущения М выполняется неравенство 

2.5-VY2+5 _ В pty Alp, 
4 

24.33. Пусть А — произвольная’ прямоугольная матрица раз- 
мера т Жп. Переставим ее строки таким образом, чтобы Ha ме- 
сте первой строки находилась строка наибольшей длины. Умно- 
жим далее справа эту матрицу на последовательность матриц 
вращения Г›., Гзи, ..., Г,. исключая при этом внедиагональные 
элементы первой строки. Нереставим теперь строки матрицы, 
кроме первой, так, чтобы на месте второй строки находилась 
строка, имеющая напбольшую длину, без учета элементов пер- 
вого столбца. Умножим справа матрицу на последовательность 
матриц Т:2, Го, ..., Г,» Исключая внедиагопальные элементы 
второй строки, и т. д. Все шаги этого процесса могут быть реа- 
лизованы, и после их выполнения исходная матрица А будет 

преобразована в левую трапециевидную матрицу Ay. Описанный 
процесс называется нормализованным методом вращения для раз- 
ложения матрицы на множители. 

24.34. Процесс 24.33 определяет соотношение Ay =Р,„АТь, 
где Р„ есть матрица перестановок, а Ty = (Г Га... Tarts...) 
есть произведение всех участвующих в процессе матриц вра- 
щения. |
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24.35. Пусть 7;;, An — реальпо вычисленные матрицы, Тк — 

точное произведение реально вычисленных матриц Г... Если Ан = 
=Р„(А-+М)Ть, то для эквивалентного возмущения М выполня- 
ются неравенства 

V2(2n—3)p А спот, 
Miex 
[Mle V2(m+n—2)p Ale, пт. 

24.36. Обозпачим через ат ) элементы матрицы Ах процесса 
24.33. Для всех 1 &<п справедливы соотношения 

| > 
| ann 

>| ahs An+1 wah + Та ыы > 

2 | и р + | P+ + | a Р2 Zz 

Slo P + LaMar + lethal +... +14. 
Матрица, удовлетворяющая этим соотношениям, называется 
левой нормализованной трапециевидной матрицей. 

24.37. Процесс, аналогичный 24.33, но с использованием мат- 
риц отражения, называется нормализованным методом отраже- 
ний для разложения матрицы на мпожители. 

24.38. Пусть А — произвольная квадратная или прямоуголь- 
ная матрица размера mxXn. Будем рассматривать ее столбцы 
слева направо как векторы и подвергнем их процессу ортогона- 
лизации Грама — Шмидта. Это означает, что строится последо- 
зательность матриц S,=.S,.R,, S)=A, где матрицы А, являют- 
ся транспонированными матрицами типа M,, внедиагональные 
элементы которых составлены из коэффициентов линейных ком- 
бинаций ортогонализуемых векторов. Если ранг матрицы А сов- 
падает с чиелом ее столбцов, то все шаги этого процесса могут 
быть реализованы, и матрица S, будет иметь ортогональпые век- 
тор-столбцы. Описанный процесс называется методом ортогонали- 
зации для разложения матрицы Ha ‘множители. | 

24.39. Процесс 24.38 дает следующее разложение матрицы A 
на мпойители: 

А=5,(В;!... Ry’). 

Здесь матрица, стоящая в скобках, есть левая треугольная с еди- 
ничными диагональными элементами, структура которой с точ- 
ноетью до транепонирования полностью определяется утвержде- 
пиями 22.66, 22.67, матрица S, имеет ортогональные вектор-столб- 
цы. 
12*
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24.40. Пусть R,,..., KR, a 8, ..., 5, — реальто вычислеппые 
матрицы в процессе 24.38. Предположим, что 

5, (В; ... В. )=А+М. 

Тогда для эквивалентного возмущения М выполпяется неравен- 
~ он ство [МЕР Аж. 

4.41. Методы вращений, отражений и ортогонализации позво- 
ляют получить ОВ-разложение любой матрицы, при этом эквива- 
лентное возмущение увеличивается не более чем в 2—3 раза по 
сравнению с оценками, приведенными выше для этих методов. 

‘С формальной точки зрения последнее утверждение почти очевидно, и 
требуется сделать совсем немного дополнительных вычислений, чтобы по- 
лучить именно ОБ-разложение и дать для него оценку эквивалентного воз- 
мущения. 

Разложение матрицы на множители является основой построения боль- 
шипства численных методов линейной алгебры. Чем эффективнее осуществ- 
ляется разложение, тем лучшими характеристиками обычно обладает и со- 
ответствующий метод. Нельзя дать однозначный ответ на вопрос «Какое из 
разложений лучше?», так как разные задачи предъявляют к разложениям 
различные требования. Тем не менее по: некоторым характеристикам пе 
только можно, но и нужно проводить сравнение. Для описапных разложе- 
ний такие характеристики приведены в табл. 24.1. Предполагается, что все 

Таблица 24.1 

Сравнительная характеристика разложений 

Способ получения Режим ` число Дополнитсль- 
сомножителей вычислений операций Точность ная 

° ; память 

Метод Гаусса fl (2/3) n3 an 0 
Компактная схема fl, (2/3) пз В 0 
Метод квадратного кор- 

HA fl, (1/3) пз 1,0 0 
Метод вращений fl 2n3 2.9-п 0 
Метод отражений fl, (4/3) пз 2,9-n 2n 
Нормализованный метод 

отражений flo (4/3) пз 2,9-n an’ 
Метод ортогонализации fl. 2пз 1,0 0,5-n? 
Нормализованный метод 

вращений f} 2n3 2,9-n n 

¢ 

матрицы квадратные и имеют один ‘и тот же порядок, равный п. Данпые 
для процесса ортогонализации указаны при отсутствии дополнительной пе- 
реортогонализации. 

Общее время, затрачиваемое на получение разложения, йо существу, 
определяется числом арифметических операций. которые пеобходнмо.` при 
этом выполнить. В графе «Число операций» табл. 24.1 приведепы главпые 
члены числа арифметических операций для всех разложепий. В случае нс- 
пользования преобразований вращения одну треть от общего числа опера- 
ций составляют операции сложения, две трети — операции умпоженпия. Для 
остальных разложений число операций сложепия и умножения примерпо 
одинаково. Операции деления и извлечения квадратпого корня главный 
член не определяют. Самое медленное из рассмотреппых разложепий вы- 
полняется в 6 раз дольше, чем самое быстрое.
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Алгебраические задачи, особенно с матрицами большого порядка, тре- 
буют для своего решения значительных ресурсов памяти ЭВМ. Один из пу- 
тей экономии памяти — размещение информации о сомножителях на месте 
исходпой матрицы, в основном на местах получаемых нулевых элементов. 
Не всегда бывает достаточно этого места, нередко требуется дополнитель- 
ная память. В графе «Дополнительная память» табл. 24.1 приведены глав- 
ные члены числа полных слов памяти ЭВМ, которые необходимо добавить 
для размещения сомножителей. При этом предполагается, что вся память, 
отведенная для исходной матрицы, также используется для хранения со- 
множителей. 

Со. всех точек зрения невыгодно хранить ортогональный . множитель 
разложения как одну квадратную матрицу. Поэтому его всегда запоминают 
в факторизованном виде — через параметры определяющих его матриц вра- 
щения или отражения. Хранение параметров матриц отражения не вызы- 
вает особых вопросов. Относительно 2ке параметров матриц вращения стоит 
сказать несколько слов. Можно хранить оба параметра с, $. Однако это 
приводит к большому объему дополнительно требуемой памяти. Принимая 
во внимание соотношение с? + $2 = 1, любую матрицу вращения можно 
задавать несколькими способами и одним параметром. В целях обеспечения 
высокой точности используют, например, представления с и $ через тангенс 
половинного угла с указанием того, является ли соответствующая матрица 
вращения правой или левой. Первоначальный вид матрицы вращения вос- 
станавливается при каждом случае ее использования. Обычно такое вос- 
становление не приводит к изменению главного члена общего числа вы- 
полняемых операций. Именно эта ситуация отражена в табл. 24.1. 

Точность является одной из важнейших, а чаще всего решающих ха- 
рактеристик любого численного метода, в том числе и разложения матрицы 
на множители. Для любого из рассмотренных разложений матрицы А эк- 
вивалентное возмущение М удовлетворяет неравенству |МП=—< 
<f(n)p-'** "Alle, где функция {(п) зависит только от п HoT способа полу- 
чения разложения. В графе «Точность» табл. 24.1 приведены главные члены 
функции. f(z). Если имеется рост элементов, то он определяется парамет- 
рами a, 

Оценки точности, приведенные в табл. 24.1, гарантируются лишь в том 
случае, когда разложения во всех деталях осуществляются по рассмотрен- 
ным выше вычислительным схемам. Любое изменение вычислительной схе- 
мы должно обосновываться соответствующим анализом ошибок, так как 
иначе возможна катастрофическая потеря точности. Символ fl в графе 
«Режим вычислений» табл. 24.1 озпачает, что для достижения соответствую- 
щен точпости можно ограничиться вычислениями с одинарной точностью. 
Символ fle означает, что необходимо использование операций накопления. 

Выводы относительно точности касаются только величин эквивалент- 
ных возмущений, а не выполненных условий, определяющих вид множите- 
лей. Напомним, что ОВ-разложение матрицы в основном единственно. По- 
этому в теоретическом плане ортогональный множитель в методе ортогона- 
лизации с точностью до нормировок должен совпадать с ортогональными 
мнокителями в методах вращений и отражений. На практике между ними 
нет ничего общего. В методе ортогонализации меньше эквивалентное воз- 
мушепие, но плохо выполняются условия ортогональности. В методах вра- 
щений и отражений эквивалентное возмущение больше, но условия орто- 
гопальпости выполняются с высокой точностью. 

$ 25. Решение систем е невырожденными матрицами 

Решение систем линейных алгебраических уравнений Ах = В общего 
вида, основанное на разло?кении матрицы ‘на множители, сводится к после- 
довательному решепию одной или нескольких систем с матрицами специ- 
ального вида. Поэтому, прежде чем переходить к изучению общих систем, 
рассмотрим некоторые специальные системы Си = [.
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25.1. Пусть матрица системы Си = | — треугольная, папример 
правая, и сама система имеет вид 

Bis, + 8:21 + eee + 2inln = р, 

8222 + ... + ZonUn = р, 

в EnnUn = ly. 

Для нахождения решения этой системы поступаем следующим 
образом. Определяем и„ = [,/8„„. Предположим, что уже вычис- 
лены Wa, И,-1, .... Иа: ИЗ последних m—t уравнений. Из i-ro 
уравнепия находим 

ue = 1: — Вит > Вали. 
т _ . ° 

51: 

Таким образом последовательно определяем все координаты 
Un, ... Uy Вектора и. Этот способ решения систем линейных алге- 
браических уравнений с невырожденной треугольной матрицей 
пазывается обратной подстановкой. 

Иногда обратной подстаповкой называется описанный способ решения 

системы только с правой треугольной матрицей. Аналогичный способ реше- 
ния системы с левой треугольной матрицей в этом случае называется пря- 
мой подстановкой. 

25.2. Пусть & — реально вычисленное решение системы Gu = | 
с невырожденной треугольной матрицей. Предположим, что при 
определении каждой из координат вектора Йй используется ре- 
жим накопления. Тогда вектор й есть точное решение возмущен- 
ной системы (G+ А)й =1-+ у, причем возмущения Л, у обладают 
следующими свойствами: 

— эквивалентное возмущение Л есть диагональная матрица 

с элементами 6;;, удовлетворяющими перавенствам |6;:| < 

< 0,5 - [| р-*!; 
— координаты вектора эквивалентного возмущения У УДОВ- 

летворяют неравенствам |v;\<|gi|@, где ow — машинный 
нуль; 

— выполняется равенство Av = 0. 

Решение систем линейных алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей редко бывает самостоятельной задачей. Как правило, оно пред- 
ставляет собой лишь вспомогательную задачу в общем процессе решепия 
систем. Поэтому очень важно обеспечить режим вычислений, при котором 
процесс не может остановиться из-за возникновения какой-либо ненредви- 
денной ситуации, связанной с невозможностью выполнить ту или иную 
операцию. В обратной подстановке остановка процесса может произойти, в 
основном, из-за переполнения при делении на диагональный элемент. Для 
устранения таких ситуаций эффективным является введение в решепие 
нормирующих множителей. 

25.3. Пусть задана система 25.1 с треугольной матрицей; ста- 
вится задача найти вектор и. и число ©, удовлетворяющие усло-
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виям Пи!» =1, lal <1 и такие, что Си. = о]. Если 1, И gan не 
обращаются 1 В tyne одновременно, то находим 

ие — |" если | nn|> ||, 
1, если | Znn|<| ln |; 

(n) |. если | Znn | > | dnl, 
od = 

Enn/ln, если | бт |< |. 

Если l, = Zann =0, то положим us”) — т) — 4, Предположим, что . 
уже вычислены числа ust ) oesy yt) aft) Вычисляем 

y= о, — У ви +. 
s=i+1 

Если |; и gi не обращаются в нуль одновременно, TO паходим 

Vil Ен, если | gii|> | Pi |, s=i, 

(i) __ | ust) если | gui | > 1%; |, 5 > 8, 

" =, если |gul<|yil $1 
[ (ен) us? ”, если | giil<lyil, 5>й 

a М, если =| gil > |7: |, 
(FI) ~ Цен/у:) а если |[Ен|< |7. 

Если у; = ри = 0, то, считаем gi/¥i=1. Вектор и» с координатами 
J us). и@) и число @a=a' являются искомыми. Этот способ 

решения систем с треугольной матрицей называется обратной 
подстановкой с нормировкой. 

25.4. Пусть и, a? — реально вычисленные величины процес- 
са 25.3. Если при вычислении \; используется режим накопления, 

то имеет место равенство (G + А) и =a(l+v), где 

\AlzSnp Gz, [Ув =р ИЕ. 

Число a совпадает с a", если a’? #0. Если а? =0, но все диаго- 

нальные элементы матрицы С отличны от нуля, TO & по модулю 
меныне машинного нуля. Всегда ИП.» = 1. 

25.5. После выполнепия процесса 25.3 можно оценить снизу 
чисяо обусловленности матрицы С, выраженное в со-норме. 'Имен- 
но: 

cond А > ПА./ (а Ш). 

Процесс 25.3 имеет значительные преимущества перед процессом 25.1. 
Он может применяться к любой системе с невырожденной или вырожден- 
ной матрицей без предварительного анализа ситуации. Если после его вы- 

полнения окажется, что @ 0, то это означает, что с точностью до множи- 
ow 

теля @~! получено точное решение слабо возмущенной системы. Если же
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дих 

а — 0, то это говорит о том, что в пределах задапной точности выполпения 
операций даже при использовании режима накопления в решении системы 
нельзя гарантировать ни одного верного знака из-за чрезвычайно плохой 
обусловлепности матрицы системы. В дальнейшем мы увидим, что полез- 

пая информация в векторе йо содержится и в том случае, когда a — 0. Ko- 
нечно, процесс 25.3 логически несколько сложнее процесса 25.1, во этот 
фактор имеет какое-то значение только для ручного счета. 

25.6. Пусть матрица системы Си =| имеет пенулевые ортого- 
пальные строки. Для нахождения решения такой системы можно 
разделить каждую координату вектора / на квадрат евклидовой 
нормы соответствующей строки матрицы С, а затем умножить по- 
лученный вектор на матрицу С”. 

25.7. Пусть й — реально вычисленное решение системы Си =] 
согласно 25.6. Если при вычислении скалярных произведепий 
используется режим накопления, то Й является точным реше- 
нием возмущенной системы Gi =1-+%, где |vilz = ( Vn+0 5) х 

ХР "ИЕ. 
Значительная часть ‘наиболее пзвестных числеппых методов решения 

систем линейпых алгебраических уравнений Az = b оспована на разложе- 
пии матрицы А на множители. В зависимости от того, как связаны COMHG- 
жители с матрицей А, различают две схемы построения методов. 

25.8. Пусть матрица А разложепа на множители, например: 
А =ВС. Тогда решение системы Ax—b сводится к решению 
двух систем: By =b, Сх==у | 

25.9. Пусть найдены матрицы L, 9, С, для которых выполня- 
ется соотношение LAS=G. Тогда решение системы Ax =O сво- 
дится к решению системы Си=|[ с правой частью [= и вы-. 
числению вектора х = Su. 

‚Все рассмотренные ранее разложения матрицы на множители имеют 
вид либо 25.8, либо 25.9. Первый вид имеют треугольные разложения, полу- 
чаемые по компактной схеме и по методу квадратных корней. Разложения, 
осуществляемые по методу Гаусса и по методу ортогонализации. могут 
быть отнесены к обеим схемам. Все разложения, использующие преобразо- 
вания вращения и отражения, представлены по второй схеме: Характерной 
особенностью второй схемы является TO, что матрицы С и 5 задаются, как 
правило, в факторизованном виде, причем именно через те’ элементарные 
матрицы и матрицы перестановок, которые получаются в процессе нахож- 
дения представления 25.9. 

Численные методы решения систем линейных алгебраических уравне- 
ний можно строить на основе любых исследованных разложений, решая 
вспомогательные системы с треугольной или .ортогональной матрицей од- 
ним ‘из описанных выше способов. Эти методы в отношении скорости и 
объема требуемой памяти ЭВМ обладают такими же характеристиками, что 
и соответствующие разложения матрицы. Главный член числа арифметиче- 
ских операций остается без изменения, так как при наличии разложений 
25.8, 25.9 для решения вспомогательных систем с треугольной или ортого- 
нальной матрицей и на перестановку координат векторов нужно выполнить 
па порядок меньше вычислительной работы, чем для нолучения самих ‘pas- 
ложений. При этом, по существу, He требуется никакой дополнительной. 
памяти ЭВМ по сравнению с той, которая уже была ‘использована при раз-.
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ложении матрицы. Поэтому выбор вида разложения матрицы для построе- 
ния численного метода решения систем линейных алгебраических уравне: 
ний, обладающего нужными характеристиками скорости и объема памяти 
ЭВМ, можно осуществлять, используя табл. 24.1. Опишем некоторые из та- 
ких методов. 

25.10. (Метод Гаусса.) Метод. основан на разложении 25.9. 
Матрица С — правая треугольная, матрица Г представлена как 
произведение матриц типа /,. Если используется стратегия вы- 
бора ведущего элемента, связанная с изменением порядка про- 
смотра столбцов, то матрица 5 будет матрицей перестановок. При 
изменении порядка просмотра строк матрица L будет представ- 
лена как произведение матриц типа N, и матриц перестановок. 
Матрица 5 будет единичной, если ведущий элемент не выбира- 
ется. 

25.11. (Компактная схема метода Гаусса.) Метод основан на 
разложении 25.8. Матрица В — левая треугольная, матрица С — 
правая треугольная. 

25.12. (Метод квадратного корня.) Метод основан на разложе- 
нии 25.8 для положительно определенной матрицы А. Матрица 
С — правая треугольная, В = С”. 

25.13. (Метод отражений.) Метод основан на разложении 25.9. 
Матрица С — правая треугольная, матрица С представлена как 
произведение матриц отражения, матрица 5 — единичная. . 

25.14. (Нормализованный метод отражений.) Метод основап 
на разложении 25.9. Матрица С — нормализованпая левая тре- 
угольная, матрица 5 представлена как произведение матриц от- 
ражения, матрица L является матрицей перестановок. 

25.15. (Метод вращений.) Метод основан на разложении 25.9. 
Матрнца С — правая треугольная, матрица Ё представлена как 
произведение матриц вращения, матрица S.— единичная. 

25.16. (Нормализованный метод вращений.) Метод. основан на 
разложении 25.9. Матрица С — нормализованная левая треуголь- 
ная, матрица 5 представлена как произведение матриц враще- 
ния, матрица L является матрицей перестановок. 

‚ 25.17. (Метод ортогонализации.) Метод основан на разложе- 
НИИ 25.9. Матрица С имеет ортогональные строки, матрица L 
представлена как произведение матриц типа M,, матрица S — 
единичная. 

Все рассмотрепные методы особенно удобны для решения систем ли- 
нейных алгебраических уравнений с многими правыми частями и одной и 
той же матрицей. В этом случае соответствующие разложения 25.8, 25.9 на- 
ходятся лишь один раз. Многократно приходится решать только простые 
системы с треугольными и ортогональными матрицами и умножать векто- 
ры на последовательности элементарных матриц. Важно отметить, что если 
разложение матрицы на множители требует выполнения порядка п3 опера- 
ций. то решение системы, основанное на этом разложении, дополнительпо 
требует вынолнепия только порядка п?. операций на каждую повую правую 
часть.



186 ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ (I'l. 2 

25.18. Пусть для эквивалентного возмущения М при разложе- 
нии матрицы на множители имеет место оценка |M |r=< 

< (п) р" Alle. Предположим, что системы с треугольной и 
ортогональной матрицами решаются в соответствии с 20.2, 25.4 
или 25.6, а умножение вектора на последовательность элемептар- 
ных матриц осуществляется так же, как при получении разложе- 
ния. Тогда реально вычисленное по любому из методов 25.10— 
25.16 решение 2 системы Ax = является точным решением воз- 
мущенной системы (A+&)% =Ь-+ г. При этом 

IFle<e@p "Ale, вр, 
где p(n) + w(n)<2f(n), если только в пределах таких возмуще- 
ний матрица системы остается невырожденной. 

25.19. В условиях и обозначениях 25.18 выполняется неравеп- 
ство 

lz — x le /\\ тк < 2cond f (п) ptt, 

25.20. В условиях и обозначениях 25.18 выполняется нера- 
венство 

| Az — ble = 2f (x) р Ale ze. 
Согласно 25.19 точность любого метода полностью определяется точ- 

ностью разложения матрицы на множители. Но, как видно из табл. 24.1, в 
этом отношении различные разложения отличаются друг от друга не так 
уж сильно. 

25.21. Если при правильной реализации какой-либо из мето- 
дов не обеспечивает нужной точности решения системы липей- 
ных алгебраических уравнений, то нет никаких оснований паде- 
яться на то, что другой метод будет давать для этой же системы 
существенно лучшие результаты. 

Если при правильной реализации не удается получить в решении сис- 
темы ни одного верного знака хотя бы одним из рассмотренных методов, 
то такую систему скорее всего следует рассматривать как неустойчивую, 
а не пытаться получить подходящее решение каким-нибудь другим анало- 
гичным методом. Если же в решении. имеются верные знаки, то в пекото- 
рых случаях можно увеличить точность приближенного решения. 

Все рассмотренные численные методы решения сисгем линейных алгеб- 
раических уравнений обладают одним общим свойством. Именно, реально 
вычисленное решение является точным для некоторой возмущенной зада- 
чи. Выполненные исследования показывают, что эти возмущения весьма 
малы и нередко соизмеримы с ошибками округления входных данных. 
Если входные данные получены посредством каких-либо измерений или 
предварительных расчетов, то обычно они уже содержат значительно ббль- 
шие ошибки. В этом случае всякая попытка улучшить приближенное реше- 
ние без привлечения дополнительных сведений о точной задаче или ошиб- 
ках входных данных окажется несостоятельной, ибо нет никакого критерия 
предпочтения одного приближенного решения другому. 

Положение существенно изменяется, если входные данные задапы точ- 
но. Теперь среди всех приближенных решений, соответствующих опреде- 
ленному уровню эквивалентных возмущений, можно выбрать то, которое



$ 25] РЕШЕНИЕ СИСТЕМ С НЕВЫРОЖДЕННЫМИ МАТРИЦАМИ 187 

наиболее близко к точному. Как правило, это будет правильно округленное 
точное решение. 

25.22. Пусть х — точное решение системы Ах = b, д) — пеко- 
торое приближение к нему, полученное любым способом. Если 
x=z™+A™, то поправка Л“ удовлетворяет системе AA“) = г, 
с той же матрицей А и правой частью, совпадающей с невязкой 
= — Ах”. 

25.23. Возьмем произвольный вектор XZ) и построим последо- 

вательность векторов xt! = fl (1% +A™), где А есть поправ- 
ка, реально вычисленная в соответствии с 25.22. Будем считать, 
что способ вычисления невязки и численный метод решепия 
системы AA“) = г, таковы, что 

IA® — 1/1, = 0—1. 

В этом случае выполпяется следующее предельное соотпошение: 

— |z—2 |, ptt 

р SS 

где х есть точное решение системы Ax =. Описанный процесс 
называется процессом уточнения решения. 

Осповная трудность в удовлетворении условия 0 < 1 связана с выбо- 
ром соответствующего способа вычисления невязки. Если х(®) близко к 
точному ренению, то невязка становится малой и прямое ее вычисление 
с одинарной точностью будет приводить к большим относительным ошиб- 
кам. Кроме того, абсолютная малость невязки может быть причиной значи- 
тельпых ошибок в поправке A(*) из-за нерегулярности поведения ошибок 
округления вблизи машинного нуля. 

25.24. Пусть процесс уточнения 25.22 осуществляется по сле- 
дующему предписанию: 

— вычисляется невязка в режиме накопления; 
— невязка нормируется; 
— решается система АЛ“ =r, одним из методов, удовлетво- 

ряющих условию 25.18; 
— вычисленная поправка умножается на обратную величину 

нормирующего множителя невязки. 
В этом случае процесс уточнения реализуется на всех этапах 

и выполняется неравенство 0= (2} (п) + 3/2) cond Ар". 

Таким образом, если входные данные системы с. невырожденной матри- 
цей заданы точно, то можно построить последовательность векторов {т(*)}, 
определяющую исключительно точное приближение к точному решению. 
Процесс уточнения решения тем эффективнее, чем меньше 6. Обычно доста- 
точно взять 2—3 приближения, чтобы получить вектор, который отличается 
от точного решения так же, как отличается от него правильно округлёенное 
точное решение. Но и построение большого числа векторов практически 
не приводит к заметному увеличению общего времени решения системы. 
Многократное решение систем AA(*) —r, может быть осуществлено весьма 
быстро, если разложенне матрицы А на множители, выполненное при pe-
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шении первой системы, использовать при решении всех последующих сис- 
тем с другими правыми частями. 

С процессом уточнения решения связан один интересный факт. Напом- 
ним, что уже первое приближение к решению является точным решением 
возмущенной системы. При этом возмущения не только малы, но и не зави- 
CAT практически от обусловленности матрицы. Правильно округленное точ- 
ное решение также является точным решением некоторой возмущенной 
системы. И снова возмущения малы и не зависят от обусловленности мат- 
рицы. Для наиболее точных методов решения систем эти возмущения соиз- 
меримы по величине. Поэтому нет никакого основания ожидать существен- 
ного уменьшения норм невязок при последовательном выполнении процесса 
уточнения региения. Более того, на некоторых шагах нормы невязок могут 
даже несколько увеличиться. Описанный процесс уточнения связан не с 
уменьшением эквивалентных возмущений или невязок, а с уменьшением 
влияния обусловленности матрицы исходной системы на погрешность в ре- 
шении. 

$ 26. Особенности решения неустойчивых систем 

Формулы 16.19 показывают, что для матрицы, близкой к вырождепной, 
возможны большие возмущения в решении системы линейных алгебраиче- 
ских уравнений даже при малых возмущениях в матрице и правой части. 
Если фиксированы уровень ошибок входных данных и точность вычисле- 
ний, то всегда найдутся системы с настолько большими значениями чисел 
обусловленности, что для них нельзя гарантировать в решении никакой 
точности. Такие системы принято называть неустойчивыми или плохо обу- 
словленными. Это понятие, в основном, отражает качественную сторону 
задачи, связанную с нарушением непрерывности решения системы в ок- 
рестности вырожденной матрицы или, в более общем случае, матрицы не- 
полного ранга. Явление разрывности характерно не только для классиче- 
ского решения системы линейных алгебраических уравнений, но и для лю- 
бого его обобщения, например нормального псевдорешения. 

26.1. Если матрица системы имеет полный ранг, то в некото- 
рой окрестности изменения коэффициентов матрицы нормальное 
псевдорешение непрерывно. 

`° 26.2. Какова бы. ни была матрица системы, нормальное псев- 
дорептение непрерывно по правой части всюду. 

26.3. Если матрица системы не имеет полного ранга, то в лю- 
бой окрестности изменения коэффициентов матрицы нормальное 
псевдорешение разрывно. | | | 

26.4. Если входные данные системы с матрицей неполного 
ранга заданы с ошибками, то никакое повышение. точности вы- 
числений и никакие преобразования системы не могут обеспе- 
чить гарантированной точности нормального псевдорешения без 
привлечения дополнительной информации о точной задаче или 
ошибках входных данных. 

Факт разрывности псевдорешения настолько важен, что заставляет C4dH- 

тать исследование зависимости погрешности псевдорешения от возмущения 

входных данных и ошибок округления неотъемлемой и обязательной частыо 
любого численного метода решения систем с матрицами неполного ранга. 

Тем не менее такое исследование проводится не так уж часто. По-видимо- 
му, немалую роль в этом играет тот гипноз легкости, с которой математика
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точпых вычислепий предлагает «эффективные» методы решения систем 
линейных алгебраических уравнений. 

Согласно многочисленным рецептам можно решать любую систему, на- 
пример, методом Гаусса с выбором главного элемента по всей матрице. Ес- 
ии матрица имеет неполный ранг, то после выполнения определенного чис- 
ла преобразований будет получена система с трапециевидной матрицей. 
Решение системы с такой матрицей не вызывает особых трудностей. В про- 
цессе преобразований легко устанавливается и факт совместности исход- 
пой системы. 

‘Подобные рецепты выглядят весьма. привлекательно. Особенно инте- 
ресными они кажутся для методов, основанных на унитарных преобразо- 
ваниях, так как в случаях, когда используются модификации, приводящие 
к левой нормализованпой трапециевидной матрице, нормальное псевдоре- 
шение находится особенно просто. Почти не возникает сомнений в том, что 
требуется лишь незначительное изменение уже известных численных ме- 
тодов и можно будет решать системы общего вида, по крайпей мере сов- 
местные системы. Кажется ясным и то, как нужно модифицировать методы. 

3 основе большинства модификаций лежит следующая идея. Ошибки 
округления малы. Как правило, малы и ошибки входных данных. Будем ре- 
шать систему каким-либо подходящим прямым методом. Если точная мат- 
рица имеет неполный ранг, то в процессе реальных преобразований, по-ви- 
димому, получится простая матрица, у которой все элементы последних 
строк будут малы. Отбросим соответствующие уравнения и найдем реше- 
ния полученной системы. Они будут служить достаточно хорошим прибли- 
жением к решениям точной системы. Однако в действительности дело об- 

стоит пе так просто. 

26.5. Если матрица точной системы имеет неполный. ранг, то 
малость возмущений входных данных и’ ошибок округления сов- 
сем не обязательно приведет к появлению в процессе преобразо-- 
вания: системы каких-либо строк или столбцов, пеликом состоя- 
щих из таких же малых элементов. 

В этом заключается основная, но не единственная трудность построе- 
ния численных методов решения систем с матрицами неполного ранга, ос- 
повапных на эквивалентных преобразованиях исходной системы. Еще одна: 
трудность связана с обоснованием дальнейших преобразований тех систем, 
матрицы которых имеют строки или столбцы с малыми элементами. 

Необходимость использования дополнительной информации при реше- 
пии .неустойчивых систем вызывает определенные трудности при конструи- 
ровании соответствующих вычислительных алгоритмов. Эта информация 
весьма разнородна по своей природе. Наиболее простая возможность учесть 
ее для сколько-пибудь широкого класса задач состоит в параметризации 
вычислительного алгоритма. В этом случае получение достоверного прибли- 
жения к нужному решению исходной задачи будет заключаться в много- 
кратном решении параметризованной задачи с целью подбора совокупно- 
сти параметров согласно дополнительной информации. 

Мы рассмотрим два вида параметризации — дискретную и, непрерыв- 
пую. Всюду в этом параграфе будем считать, что сингулярные числа р; 
матрицы А занумерованы в порядке невозрастания. 

26.6. Пусть А =UAV — сингулярное разложение произволь- 
пой прямоугольной матрицы A, причем сингулярные числа 0; 
расположены на диагонали матрицы Л в порядке невозрастания. 
Обозначим через A, матрицу UA,V, где A, — диагональная матри- 
ца, первые Ё диагональных элементов которой ненулевые и сов- 
падают с соответствующими диагональными элементами матрицы
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А, а остальные равны нулю. Эти матрицы обладают следующими 
свойствами: 

— матрицы A, имеют ранг, равный К; 
— для любой матрипы А и любого числа К справедливы ра- 

вепства |А— A, |p = Pasi, [А — Ак [в = (> pi); 

— на множестве матриц В, ранг которых равен k, величина 
|А — ВИ; достигает минимума на матрице А,; 

— на множестве матриц В, удовлетворяющих неравенству 
lA — В. = 6, величина 1А — Ble достигает максимума на одной 
из матриц A,, причем # таково, что 1А — А: <6, но IA — А, He> 

26.7. Пусть А = UAV — сингулярное разложение матрицы A 
с упорядоченными сингулярными числами на диагонали Л. Под- 
пространство, совпадающее с линейной оболочкой первых № 
столбцов матрицы V* (0), называется главным правым. (левым) 
сингулярным подпространством матрицы А. 

26.8. Нормальное псевдорешение x, системы A,r = есть ор- 
тогональная проекция нормального псевдорешения 5х системы 
Ат = на главное правое сингулярное подпространство размер- 
ности A для матрицы А. 

26.9. Пусть 6, есть ортотональная проекция правой части 6 
системы Ах =6ф на главное левое сингулярное подпространство 
для матрицы А размерности К. Система A,r = В, является сов- 
местной, и ее нормальное решение есть Zp. 

26.10. В обозначениях 26.8, 26.9 выполняется равенство 
1 Ах, — bli, = lb — b,|le. . 

26.11. Для любой матрицы А величина |All llA*l называется 
числом обусловленности матрицы А и обозначается condtA. 

26.12. Рассмотрим систему Ar=—b и возмущенную систему 

(A+&)x=b+e. Пусть 

2, — 12| hel sx) Рыба д Nels 
а Гы, ГЫ 

Предположим, что система Ах = б совместна, матрица А имеет 
ранг г и величины ба, 66 малы по сравпению с р;. Тогда спра- 

ведлива оценка 62° y= ‘сопа+ A (5A + 56). 
26.13. Пусть в обозначениях 26.10—26.12 система Ax=b 

песовместна, матрица А имеет ранг г и величины OA, 66 малы 
по сравнению с р;. Имеет место оценка 

—b 
bc" < condt A (6А + 6b) + condt A(cond*A-5A +55) и r в. 

rE 

Величина |6 — b,|| определяет меру несовместности системы Az = 6. 
Если система Az = b совместна или почти совместна, т. е. |6 —Ь,|| равна 
нулю или MOUTH paBHa нулю, то согласно 26.13 нормальное решение Zo точ- 
ной системы можно определить с помощью проекции £, возмущенной сис- 
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темы с такой же точностью, как и для системы с невырожденной матрицей. 
В общем случае точность нормального псевдорешения зависит от степени 
согласования матрицы и правой части исходной системы. 

В сеязи со сказанпым обратим внимание на следующее обстоятельство. 
Пусть входные данные системы заданы точно и сама система является сов- 
местной. Предположим, что эта система с помощью некоторых эквивалент- 
ных преобразований приводится к некоторой системе простого вида. За 
счет влияния ошибок округления новая система в точном смысле будет 
почти наверпяка несовместной. Однако мера возникшей песовместниости 
будет соизмерима с величиной ошибок округления и, следовательно, в со- 
ответствии с 26.13 не будет играть существенной роли. 

Оценки 26.12, 26.13 получены для возмущений, достаточно малых по 
сравнению с минимальным ненулевым сингулярным числом. Такое предпо- 
ложение хотя и позволяет решать задачу и даже гарантировать оценку точ- 
ности, но, по существу, требует, кроме малости ошибок, знания ранга точ-, 
ной матрицы. Совокупность условий, сформулированных в 26.12, 26.13,— это 
и есть в конкретном частном случае та дополнительная информация 06 ис- 
ходной системе, которая позволяет по возмущенной системе высказать ка- 
кое-то суждение о решении точной системы. Эти условия можно ослабить 
даже в случае систем самого общего вида. 

26.14. Пусть входные данные системы Ах = заданы с абсо- 
лютной ошибкой порядка =. Имеет место оценка 

6x5” < a ( + Phe] 
Рь — Рича 

в случае совместности точной системы. и оценка 

ды +) 
в противном случае. Коэффициенты a, В зависят только от па- 
раметров точной системы и способа измерения ошибок. 

26.15. Для 0 <= < (4п)-' и любого набора чисел 4,„, где 4 = 
=: 21, =>... 1, > „+, =O, справедливы соотноптения 

-+ Уна) <3 (ney, min ( 
1<k<n\ YR VYrt+ 

e 
min 
1<k<n (on — Vr+1) Vr 

+ vies] < 4 (ne), 

26.16. Пусть входные данные произвольной системы линей- 

ных алгебраических уравнений с прямоугольной матрицей зада- 
ны с точностью порядка =. Существует такое А, что проекция 

т, возмущенной системы приближает нормальное псевдорешение 
Zo точной системы с точностью порядка =“. Ёсли исходная систе- 
ма севместна, то @ = 2/3, и a > 1/2 — в противном случае. 

Заметим, что наличие малых сингулярных чисел матрицы не обязатель- 
но свидетельствует о невозможности вычислить псевдорешение с достаточ- 
но хорошей точностью. Если матрица имеет группу больших сингулярных 
чисел, а остальные сингулярные числа соизмеримы с точностью входных 
данных, TO из 16.14 следует, что одна из проекций Х, приближает нормаль- 
ное псевдорешение Tp C точностью порядка е как для совместной, так и для 
несовместной системы. Этот факт имеет исключительное значение для обос-
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нования большинства численных методов решения систем липейпых алгеб- 
‘раических уравнений с вырожденной матрицей. 

Таким образом, в зависимости от свойств исходной системы ее нормаль- 
ное псевдорешение можно определить по реально задапной системе с точ- 
ностью порядка 5%, где 1/2 < а = 1. Единственное, чего нам теперь пе хва- 
TaeT,— это критерия выбора. нужной проекции £,. Такой критерий может 
быть разработан на основе привлечения дополнительной пнформации о за- 
даче. Номер проекции определяет дискретную параметризацию вычисли- 
тельного алгоритма, о которой. говорилось выше. Непрерывпая параметри- 
зация устроена иначе. 

26.17. Функционал Фа (2) =a 2 -1-| 42—61, гле &20, па- 

зывается регуляризирующим функционалом системы Ах = 6. 
26.18. При © > 0 регуляризирующий функциопал имеет едил-. 

ственную точку минимума Zo. 
26.19. Точка минимума х. является решение: м системы липей- 

ных алгебраических уравнений ({А*А-- “«Е)т. = А*б и называ- 
ется регуляризованным решением системы Ах =. 

26.20. Матрица А*А + аЁ при a>O0 является эрмитовой по- 
ложительно определенной. 

26.21. Для любой матрицы А ис > 0 справедливы перавепства 

1(А*А Н аЕ)- Аж, в = ПА+И, в, 
1(А*А + аЕ)- Аж в < Ш, =/ (а). 

26.22. Разность ta — Zp удовлетворяет уравнению 

(A*A + аЕ)(А*А + ВЕ) (хе — ть) = (В — а) А*6. 

26.23. Если‘ x. есть нормальное псевдорешениеё системы Ах = 
= 6, то всегда выполняется предельное соотношение 

lim хо, = Zp. 
_2>+0 

26.24. Имеют место оценки 

| Za [Е < [< | < [Е + 2an*, |5 — то [> < а^\”, 

rie.) и Y— евклидовы нормы нормальных решений соответст- 
венно уравнений (А*А)3/^5х = A*O и (А*А)?х = А*ф. 

26.25. Для любых матрицы A, вектора 6 и а > 0 справедливо 
перавенство 

iCA*A + aE )A*ylle = Иа"? 
“oO ^^ 

26.26. Пусть Ax = b— точная система, Ac = b— возмущеп- 

ная. Предположим, что 1А — 41, <e,, lb — 1; < въ; тогда 

ол Е 
[о — пор <ay +A (| At, — ble + 29) + (ва tole +20), 

где параметры 1, Y определены в 26.24 a ть есть ренепие си- 

темы (A*A + aF) La = A*b.
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Правая часть перавенства 26.26 пе содержит никакой ипформации, свя- 
заппой с возмущенной системой. Поэтому существует такое @, при котором 
опа достигает своего мппимума. Это зпачение @а обеспечивает ночти наилуч- 
шее приближение Хо к точному пормальпому псевдорешепию Zo. 

26.27. Пусть входные дапные системы Ax = b -заданы с абсо- 
лютпой ошибкой порядка =. Имеет место оценка 

Izy — alle < 6a + в e/a”) 

в случае Ах. — 6 =0, т. е. совместности точной системы, и оцен- 
ка 

150 — Zalle<tlatet в/а + e/a’) 

в случае Ах — 65-0, т. е. несовместпости точной системы. Ко- 
эффициенты 6, т зависят только от параметров точной системы 
и меры измерения ошибок. 

26.28. Пусть входные данпые произвольной системы линей- 
пых алгебраических уравпепий с прямоугольной матрицей зада- 
ны с точностью порядка €. Существует такое ©, что регуляризо- 

ванное решение то возмущенной системы приближает нормаль- 

ное псевдорешение х. точной системы с точностью порядка 5°. 

Если исходная система совместна, то 0 2 2/3, и 0 > 1/2 — в про- 
тивном случае. 

Параметр а, обеспечивающий необходимое приближепие #х, снова ие 
может быть найдеп лишь по возмущенной системе, и для его определения 

опять пеобходимо привлекать дополпительную информацию о задаче. 
В пекоторых случаях в регуляризирующем функционале бывает пеоб- 

ходимо брать не евклпдовы пормы вектора x и невязки Ат — 6, a какие-ли- 
бо другие нормы. В общем случае решепие соответствующей задачи оказы- 

вается очень сложпым. Но еслн взять пормы впда 121 = (Dz, 2) для эрми- 

товых Положительно определеппых матриц D, то эта задача сводится к ис- 
следованной. 

26.29. Имеет место тождество 

от 5 Ах — 65 = ау [51 АР- у — 51, 

где у=0*”?х, при любых эрмитовых положительно определенных 
матрипцах Д,. 

26.30. Определение нормального псевдорешения с помощью 
регуляризованных решепий пазывается методом регуляризации. 

$ 27. Тактика решения сиетем общего вида 

Приступая к решению систем лииейных алгебраических уравпепий, 
приходится отвечать на вопрос, какой численпый метод взять за оспову. 
Сложность ситуации заключается в том, что одпозначный выбор метода 
удается осуществить довольпо редко. Ёсли матрица не симметричная, по 
имеет доминирующую диагональ, TO пет пикаких веских доводов против 
применения компактной схемы пли метода Гаусса без выбора ведущих 
элементов. В случае спимметричпой положительно определенной матрицы 
вне всякой копкуренции паходпится метод квадратного кория. А дальше 

43 в. В. Воеводин, 10. А. Кузнецов
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желанне эффективно *решить систему вступает в противоречие с желанием 
обеспечить регулярность вычислительного процесса. Если, папример, извест- 
но, что матрица системы не очепь плохо обусловлена, то можно примепить. 
метод Гаусса с выбором ведущего элемента по столбцу. Однако при этом 
есть риск, связанный с ростом элементов и потерей точпости. Momo ис- 
пользовать метод вращений, в котором такого риска нет, по он более тру-- 
доемкий, и т. д. Если же в процессе решепия выясняется, что матрица сис-` 
темы очень плохо обусловлена, To вся работа, затрачеппая на выяснеппе: 
этого факта, может оказаться бесполезной для дальнейшего анализа задачи... 

Опираясь па изложепные методы и факты, мы можем теперь разрабо-- 
тать некоторую тактику действий по решению систем линейных алгебран-- 
ческих уравнений общего вида. Применепие этой тактики целесообразио в: 
тех случаях, когда имеющихся сведений о системе педостаточпо для того. 
чтобы сделать выбор численного метода .и гарантировать его устойчивость. 

Мы пе будем накладывать сейчас какие-либо ограничения на исходпую. 
систему. Она может быть как совместной, так и песовместной, как хорошо. 
так и плохо обусловленной: Ранг. матрицы системы и ее размеры могут 
быть произвольными. Вычислительный процесс будет устроеп таким oOpa- 
зом, что чем «лучше» исходная система, тем раньше оп прекратится, давая: 
приближенное решение. Оценка точности будет зависеть от свойств систе- 
мы, обнаруживаемых по ходу процесса, и от некоторой информации, допол-- 
нительно привлекаемой по мере необходимости. 

Описываемая совокупность действий легко реализуется на ЭБМ и, по- 
видимому, является оптимальной как по объему вычислительной работы... 
так и по использованию памяти ЭВМ. В целом процесс состоит из следую- 
щих этапов: 

— предварительное преобразование системы к простому виду с помощью 
унитарных преобразований; . 

— решепие системы простого вида; 
— оценка числа обусловленности и точности решения; 
— уточнение решения; 
— вычисление устойчивых проекций пормальпого псевдорешепия; 
— вычисление регуляризовапных решений; 
— общий анализ задачи. 
Конечно, не все этапы обязательно присутствуют при решепии каждой’ 

системы и не все этапы четко различаются друг от друга. 

27.1. Матрица С называется правой (левой) двухдиагональ- 
ной, если для ее элементов gi; выполняются соотпошепия 

в,=0, fj<i, ix<j-1 QG>i, i>j+ 1). 

Двухдиагональные матрицы обладают всеми свойствами треугольных 
матриц. Дополнительно для квадратных двухдиагональных матриц отметим. 
что теперь можно указать ‘простые формулы для элементов обратной 
матрицы. 

27.2. Пусть, например, С — квадратная правая двухдиаго- 
1 _ . 

нальная матрица и gs; ) — элементы С-; тогда 
7 1 

gi; » = [I (— авл+1) I Ank- 
—1 h=i 

27.3. Пусть А — прямоугольная матрица размера m Xn, m = 
=n. Умножим ее ‘слева на последовательность матриц враще- 

ния Ty, Ty3, ..., Fim, исключая при этом внедиагональные эле- 
менты первого столбца. Умножим, далее, полученную матрипу
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‘справа на последовательность матриц вращения Г», Гу», ..., Г», 
исключая внедиагональпые элементы первой строки, лежащие 
правее элемепта в позиции (1.2). Будем умножать поочередно па 
труппы матриц вращения слева и справа и исключать элементы 

в таком порядке: 

(2.1), (3.4), (4.1), ..., (m4), 

(1.3), (1.4), ..., Cin), 

(3.2), (4.2), ..., (т.2), 

(2.4), ..., (2.п), 

® 

Все шаги этого процесса могут быть реализованы, и после их 
выполнепия исходная матрица А будет преобразована в правую 
двухдиагональную матрицу С. 

27.4. Процесс 27.3 определяет соотношение G=LAS, где Ё и 
5 — произведения соответствующих матриц вращения, участвую- 
щих в процессе. 

27.5. Пусть Т., С — реально вычисленные матрицы и L, $ — 
точные произведения соответствующих реально вычисленпых 
матриц Т.. Если @ = (А+ М)5, то для Эквивалентного возму- 
щепия М справедлива ‹ оценка 

| M le<2,9- (т + пр "А. 
27.6. Если А — прямоугольная матрица размера тхп, m< 

< п, то, примепяя процесс 27.3 к матрице A‘, можно преобра- 
зовать матрицу А в левую двухдиагональную матрицу. При этом 
оцепка 27.5 снова имеет место. 

27.7. Пусть в зависимости от выполнения условия т > п пли 
7 < п матрица С. имеет блочный вид 

= или С = [@ 07, 

> 

где матрицы С, С квадратные и двухдиагональные; тогда 

~ Gt 

*=|GT 0] или Gt =|‘ | 

27.8. Если известно разложение 27.4, то нормальное ̀ псевдо- 
решение системы Ar=—b равно x)= SG*Lb и может быть вы- 
числепо в соответствии с предписанием: 

| 1=Lb, u=Gtl, = бщ. 
Итак, при наличии разложепия 27.4 решение системы Az = Ь с любой 

правой частью 6, в том числе определение ее нормального псевдорешения, 
‘сводится к решению аналогичной задачи с квадратной двухдиагональной 
матрицей. Поэтому в дальнепшем мы будем заниматься в основном только 
такими задачами. Не ограничивая общности, можно считать, что двухдна- 
гопальгая матрица является правой. 

'43*
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Решение систем с двухдпагопальными матрицами можно осуществлять. 
многими способами. Однако, по-видимому, проще всего попытаться сначала. 
применить процесс 25.3 обратной подстаповки с пормпровкой. Этот процесс 
практически не ‘вносит сколько-нибудь заметного вклада‘в общие затраты, 
по дает полезную цополинтельную ипформацию. 

27.9. Пусть С — реально вычисленпая матрица разложения 
27.4, ТГ — реально вычисленный вектор из ` -27.8. Предположим, 
что система би ={ с двухдиагопальтой матрицей С решается с 
помощью обратной подстановки с пормировкой 25.3. Если ре- 

ально вычисленный нормирующий множитель © равен нулю, TO 
в пределах возмущений 27.5 матрица A меняет ранг, и исходную 
систему следует рассматривать как пеустойчивую. 

27.10. Если в условиях 21.9 реально вычисленный нормирую- 

щий множитель & пе равен нулю, то реально ‘вычисленное нор- 
мированное решение & удовлетворяет возмущенной системе 

(G+A)i =а(Т-+ в), где 

|Ale<p бы, вар 
> . 

Если a=£0, то отстода не обязательно следует, что матрица исходпой 
системы является матрицей полного рапга в пределах допустимых возму- 

щепий: Этот факт в общем случае говорит только о TOM, что a !u есть какое- 
то решение слабо возмущенпой системы. Возможность находить такие pc- 
шения в какой-то мере оказывается полезпон, и об этом мы будем говорить. 
дальше, Для проверки матрицы на полпоту раига необходимо оценить чис- 

ло обусловленпости. Если а = 0, то эту оцеику заведомо не надо делать. 

27.11. Если имеет место разложение 27.4, то для евклидовой и 
спектральной норм выполняются равепства 

ПАЙ = ИС, ТА = 16+1, cond+A = сора* С. 

Евклидова норма матрицы С вычислястся без особого труда. Для вычис- 
ления евклидовой нормы матрицы G~! можио воспользоваться формулами 
27.2. Однако для оценки |С-'|= оказывается удобпым примепение процес- 
са 25.3. 

27.12. Пусть задана‘ произвольная невырожденная треуголь- 
ная матрица А. Рассмотрим множество треугольных ‘матриц, у 
которых модули всех элементов совпадают с модулями соответ- 
ствующих элемептов матрицы В. Максимальное значение евклн- 
довой пормы обратной матрицы на дапном множестве достига- 

ется на ‘матрице В с положительными диатональными и отрица- 
тельными внедиагональными элементами. 

27.13. Пусть заданы согласно 27.12 матрицы А и В порядка 
. Возьмем вектор 4, все координаты которого равны единице, и 

решим две системы: 

Rz=d, Rv=d, 
7: 

Имеют место неравенства 

lizll./¥n < IIR = Ilvll,.
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27.14. Если А — двухдиагональная матрица, TO в обозпачепи- 

ях 27.12 всегда ПА-"» = ПА-ЧЕ. 
27.15. Пусть В — двухдиагональная матрица порядка п с дпа- 

гональными элементами, представимыми в ЭВМ ненулевыми 4IIC- 
лами. Решим в соответствии с обозпачениями 27.12, 27.13 си- 

стему Ар=ас помощью процесса 25.3 обратной подстановки с 

нормировкой. Если a, v — реально вычисленные нормирующий 

множитель и нормированное решение, sh a #0, To 

lp р р арт) ри "В + ap) 
Полученные оценки свклидовой нормы матрицы, обратной к Двухдна- 

тональной, исключительно точны, так как правая часть отличается от левой 
пе более чем в п раз. Аналогичные оценки имет место и в случае тре- 
угольпой матрицы. При выводе оценок 27.15 учитывается топкая структура 
ошибок процесса, а не только мажорантные оценки норм эквивалептных 
возмущений. Заметим, что для вычнсления границ требуется выполипть пе 
более 9n операций. Используя оценки 27.15, легко получить хорошие оцеп- 
ки числа обусловленности матрицы. Теперь спова вернемся к решению ис- 
ходной системы липейных алгебраических уравнений. 

27.16. Если для реально вычисленной матрицы С разложения 
27.4 выполняется ‘неравенство 

2 9В(ть + n)p—tGlleliGtlle <A, 

то в пределах В-кратного возмущения 27.5 матрица А является 
матрицей полного ранга. 

27.17. Пусть неравенство 27.16 выполняется при В =3. Пред- 
положим, что в соответствии с 27.5—27.8 пормальное псевдоре- 
шение системы Ax = 6 вычисляется в следующем порядке: 

[= (6), й=Н(С*), #,=—fl(Su,), 

причем нормальное псевдорешение й, находится с помощью об- 

ратной подстановки. Тогда ошибка реально вычисленного нор- 
мального псевдорешения %& имеет оценки 

|520 — 20 [в 
№ < 
5,8. (т + п) ptt cond* С, т = п, 

9,8 - (т +n) р "сора" б, m<n, 
{9,8 .(т + п)р "1 cond? G + 4,9-(m + пр Ч! (сопа* 6) + IN

 

+ 4,9-(m + п) an cond* G, m>n, 
E 

В последней оценке Г’ есть вектор, содержащий первые п коор- 
динат вектора Г, Г” есть вектор, содержащий последние т— п 
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координат Г. Число обусловленности матрицы G выражено в ев- 
клидовой порме. 

Если известио, что входпые даппые системы задапы точио, по оцепки 
27.17 пе гарантируют пужный уровепь погрешности, то пормальное псев- 
дорешение можио уточпить. Уточпепие осуществляется апалогичио тому, 
Kak это было описано для систем с квадратными матрицами. На особенпо- 
стях итерациониого процесса для систем с прямоугольпыми матрицами мы 
остапавливаться пе будем. Если входные даипые системы заданы с ошибка- 
MH, то оцепками 27.17 можно воспользоваться для оценки полной погрешпо- 
сти пормальиого иссвдорешения. Для этого достаточпо в оцепках 27.47 к 
каждому мпожителю, стоящему перед числом обусловлепиости или cro 
квадратом. добавить сумму относительных ошибок в матрице и правой 
части, выражеппых в евклидовой вормс. 

27.13. Если матрица псходной системы не является патологи- 
чески плохо обусловленной, т. е. ее число обусловлеппостн пе есть 
величипа порядка р’, то с помощью упитарпого преобразовапия 
Kk двухдиагопальпому виду такую спстему можно не только pe- 
шить, по и достоверно оценить потрешпость ee решепия, а в случае 
необходимости и уточнить найденное решение. При этом досто- 
верно устапавливается, что матрица системы в пределах допу- 
стимых возмущений является матрицей полпого рапга. 

Вообще говоря, все эти задачи можно решить, пе прибогая к преобра- 
зовавню матрицы к двухдиагональному впду, а воспользоваться, папример, 
обычпым или пормализованным методом враиепий или отражений. Хотя 
при этом и потребуется выполнить примерно вдвое мепьше вычислитель- 
ной работы, трудно будет получить хорошне оценки числа обусловлеппости. 
К тому же, если в процессе решения системы выяснится ее пеустойчивость, 
то в этом случае имеющееся разложение матрицы па множители оказыва- 
ется почти бесполезным для дальпейшего анализа задачн. Разложение ›ке 
27.4 можно эффективно использовать и при решении неустойчивых систем. 

Предположим, что каким-либо образом установлено, что матрица A си- 
стемы Az = В является матрицей пеполного рапга или очень близка к та- 
кой матрице. Будем считать также, что. известио разложение 27.4. Любое 
суждение о решении системы теперь невозможно без привлечения допол- 
иительной ипформации oO исходной задаче. Нростейшее предположепие 
может заключаться в априорном зпапни того. что система Ах = b совмест- 
па, матрица A имеет пеполпый рапг и CC мипимальное пепулевое сингу- 
лярпое число велико по сравнепию с р !. 

Спова для определения пормальпого псевдорешения системы Ах = b 
пужпо находить пормальпое псевдорешенне системы би =1 с двухднаго- 
пальной матрицей, и опять полезным оказывается процесс 25.3 обратной 
подстановки с нормировкой. Не ограничивая общности, будем ‘считать, что 

дпагопальцые элементы матрицы С отличны от пуля. В противном случае 
сделасм их такими, добавив к ним величипы порядка p—tt!, Это возмуще- 
пие He приведет к потере ипформацни, так Kak такие возмущения уже мо- 
гут быть в этих элементах. Кроме того, предиоложим, что при реализации 

ироцесса 25.3 всегда а >20. Этого всегда можно добиться, если хравить G 
ие как одно число, а как произведение пенулевых чисел. 

27.19. Шусть матрица А совместпой системы Ах=ф имеет 
неполный рапг и ее мипимальпое пепулевое сивгулярное число 
равпо р. Предположим, что 1. есть решепие слабо возмущенной 
системы и нормы относительных возмущений в матрице и пра-
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вой части суть величипы порядка €. Б этом случае вектор % мо- 
жет быть представлей в виде суммы & = 2+ 2(е, 0), где Lo 
есть нормальное решение исходной системы, вектор Z принадле- 
жит ядру матрицы А, а вектор 2(e, р) имеет длину ‘порядка e/p. 

27.20. Пусть в условиях и обозначениях 27.19 известны два 
решения X,, 1, двух ‘различных слабо возмущеиных систем. 
С точпостью до вектора длиной порядка в/р вектор 1, — 2, при“ 
надлежит ядру матрицы A. 

27.21. Пусть размерность ядра матрицы А равна г. ИМредполо- 
жим, что выполнены условия 27.19 и найдепы такне решепия 
п, Xi, ... Z, слабо возмущенпиых систем, что ‘векторы 2; = 
=£,—),, 1<i<r, с точностью до ‘векторов длиной порядка e/o 
являются липейно независимыми. Тогда перпепдикуляр, опущен- 
ный 13 любого вектора ZX; ва липейпую оболочку векторов 21, ... 
... Zr, © точностью до вектора длиной порядка =/р совпадает с 
пормальпым решением 2X) системы Ах = 6. 

Последпес утверукдепие лежит в основе следующего способа опреде- 
лепия пормального псевдорешепия при сформулироваппых ранее предпо- 
локепиях отпосительно исходной системы. Пусть система приведена к двух- 
диагопальпому виду. Будем возмущать случайным образом элементы обеих 
диагопалей и правой части па величины порядка p~! и решать получато- 
щиеся системы с помощью процесса обратпой подстановки с нормировкой. 
Построим согласно 27.21 разпости решений и ортонормируем эту последо- 
вательность с помощью процесса ортогопализации Грама — Шмидта. Устой- 
чивое появление малых векторов при ортогопализации говорит о том, что 
иостроеппые ортопормированиые векторы образуют базис ядра. Перпепдп- 
куляр па ядро при наличии ортопормированпого базиса определяется до- 
вольпо просто. . 

° Описаппый процесс реализуется очень быстро, так как приходится ре- 
мать только двухдиагопальпые системы. Однако при этом требуется допол- 
пительпая память для храпепия' разпостой решений слабо возмущециых 
систем. Можно обойтись хранением лишь 3—4 дополнительных векторов 
и даже меньше. Действительно, пусть № — искоторое решение слабо воз- 
мущепной системы. Если получено другое решение х;, то образуем раз- 
ость 1; — Zo, замепим Xp перпепдикуляром, опущепным из Xo ва т; — Xo, 

и повторим процесс. Вычисления прекрапкаются, как только вектор Xo CTa- 
билизируется с пужной точвостью. , у 

Процесс особенпо эффективен, когда размерность ядра равпа 1. В этом 
случае два решения слабо возмущенпых систем позволяют с высокой точ- 
постыо определить собствеппый вектор матрицы A, соответствующий пулс- 
вому собствепному зпачепию. Pemenna слабо возмущенных систем можно 
получать п другими способами, папример, решая одну и ту же систему 
припципиальпо разлячпыми числеппыми методами. 

сли отпосительпо исходпой системы известно, что ес матрица имест 
«оторрапную» группу малых сипгулярных чисел, то мы опять находимся 
в условиях применения описанных процессов. Теперь с € связывается вели- 
чипа малых сипгулярпых чисел, с величзипой р — значепие минимальпого 
из остальных сипгулярпых чисел. Конечно, вместо нормальшого псевдоре- 
INCHHA можно определить только его проекцию. на правое сипгулярное про- 
‚странство, соответствующее большим сингуйярпым числам. =~ 

Ииформация о существовапии разделепия сингулярных чисел матрицы 
системы на большие и малые пастолько важна, что, если опа отсутствует, 
целесообразпо попытаться выяспить, имеет ли место такая ситуация.
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27.22. Пусть С — правая двухдиагональная матрица порядка 
п. Построим последовательность двухдиагональных матриц Gy = 
= С, G,, Go, ..., где матрицы С, с четными индексами k — пра- 
вые, с нечетными — левые. Если / — четное, то 

hk) m(hk) kh), 
Gray — G,Ts Г ... Tea 

при нечетном А 
1 1 

Gri. = — TO п... TOTO GE); 

в обоих случаях матрицы Г?’ находятся из условия исключе- 
ния элемента G, в позиции (j, i). Для любой матрицы С последо- 
вательность G, сходится к диагональной матрице, составленной 
из сингулярных чисел матрицы С. 

27.23. Для процесса 27.22 исключения элементов в матрицах 
С, выполняются следующие свойства: 

— если все элементы обеих диагоналей матрицы Со отличны 
от нуля, то будут отличны от нуля все элементы обеих диагона- 
лей у каждой из матриц С»; 

— если среди элементов обеих диагоналей матрицы С. име- 
ются нулевые, то матрица С. будет квазидиагональной, клетки 
которой либо диагональные, либо двухдиагональные с ненулевы- 
ми элементами па обеих диагоналях; матрицы С, имеют анало- 
гичное с G, строенне при всех k = 2. 

Эти свойства позволяют без’ уменышепия общности считать, что BCC 
элемепты па обеих диагоналях матриц С» являю7тся ненулевымн. 

27.24. Пусть С — двухдиагональная матрица порядка п с не- 
нулевыми элементами на обеих диагоналях. Обозначим циаго- 

А 
нальные элементы матрицы С, через ре, wey eo? ‚ внедиагональ- 

I 
ные — через eM), ol. Предположим, что сингулярные числа 
о; матрицы G упорядочены в порядке невозрастания, т. е. р, = 
= р.>... р». Имеют место соотношения для всех й: 

о; \" Pia, \" 
lim pf” = рь, of =p, +0 ( Jy) +0((22] } 

2:1 Py #— со 

AN 

lim ef” = 0, о (244 ] . 
> со 0; 

27.25. Реально вычисленная матрица (С, унитарно эквива- 
лентна матрице G+&,, при этом 

12. |Е = 2 АУ? +5 Кр Glle. 

27.26. Матрицы Go, Ц.,... построенные согласно 27.22, удоз- 
летворяют соотношениям 

Соб, — GiG,, GG; = С.С», ...)
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прячем произведения матриц по обеим сторонам всех равепств 

являются эрмитовыми трехдиагональными положительно опре- 

Ллелепными матрицами. 
4 

Если нет информации о разделении сингулярпых чисел матрицы A, TO 

проведем песколько шагов процесса 27.22 с матрицей С в качестве началь- 
пой. Предположим. что матрица точной системы имеет «оторвапную» груп- 
у пз г малых сивгулярпых чисел. Тогда носле выполнения небольшого чис- 
ла шагов последиие г строк и столбцов матрицы G;, становятся малыми. 
Обпаружив этот факт, мы сможем определить как величину малых сингу- 
лярных чисел, так и UX число. После этого в соответствии с вышеизложен- 
пымн рекомендациями можно определить главпуто проекцию пормального 
псевдорешения. 

]‹сли расщепление матрицы G, па «большую» и «малую» не наступило 
после 8—10 шагов, то, скорее всего. это говорит 0. том. что сингулярпые чис- 
ла матрицы пе имеют достаточного разделения. В этом случае приходится 
прибегать к построепию регуляризованных решений при различных зна- 
чепиях регуляризпрующего параметра. Опять наличие разложепия 27.4 по- 
зволяет эффективно его использовать. 

21.27. При наличии разложения 27.4 для всех © уравнения 

(А*А-аЕ)х. = A*b, (GFG+ak)y. =G*Lb, 

re La = SYa, эквивалентны; при этом 

Пак = llyallz, Are — Ы = Су. — ГЫ. 

Заметим, что если прин каждом значепии параметра а для решения пер- 
вого уравнения падо выполнить порядка 23 операций, то для решения урав- 
пения с обратпым преобразованнем пеизвестпых — только порядка 2? опе- 
раций. Если же нужно определить пе само решение хо, а его евклидову нор- 
му п норму певязки, то обратпое преобразование пеизвестпых пе нужно 
делать. В этой ситуации один шаг по а для второго уравпения осуществля- 
стся по порядку в 1? раз быстрее, чем один шаг по &а для первого 
уравнения. . 

‚ Прн малых значениях. а оба уравнения будут плохо обусловлепными. 
Для решения второго уравнения целесообразно ирименять метод квадрат- 
пых корпей и обратную подстановку с нормировкой. 

$ 28. Методы сопряженных направлений 

Построение ортогональных, псевдоортогональных и т. п. систем векто- 
ров, особеппо на оспове использавания степенных последовательпостей, да- 
ст большие возможности для создания различных численпых методов ре- 
шения систем линейных алгебраических уравпений Ах = b 

Мы уже неоднократно касались различных аспектов этой задачи. Те- 
перь опишем большую группу численных методов решения систем, кото- 
рые получили общее название методов сопряженных направлений. Все они 
основаны на ортогопализации степенных последовательпостей. Будем пред- 
цолагать, что матрица системы невырожденная, а пространство унитарпое. 

28.1. Пусть задана певырожденная матрица А порядка п. 
Возьмем любые невырожденные матрицы В, С и построим каким- 
пибудь способом САВ- -поевдоортогональную систему векторов 
$1... Sn, т. е. для нее | 

(САВ Si, $;) == 0, (САВ Si, $.) — 0, k< i,
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при всех #. Пусть задан пекоторый вектор x. Для любого векто- 
pa x существует едипствепное представлепие вида 7 

/ 

n 

4=I,+ В a QS}, 
1-1 

где а; — числовые коэффицнеиты. 
28.2. Обозначим в соответствии с 28.1 

i 

tj = ty + В Мал; 
j=! 

Тогда для векторов т; и певязок г; = AZ;— b системы Ах = В име- 
ют место следующие рекуррептные соотпошения: 

=41.. +a Bs, п=г_. + а АВе.. 

28.3. В условиях и обозначепиях 28.1, 28.2 справедливы ра- 
вепства (Ст; 5) = 0, 1<k <i. 

28.1. Пусть система векторов Sy, ..., 5, строится параллельно 
с системой г, ..., Tn-1 © ПОМОЩЬЮ процесса ее САВ-псевдоорто- 
гопализации. Положим $, =г. п для всех i будем иметь 

i 

Sig, = Г; 2 Ba ita8n- 
==] 

B этом случае справедливы равенства (Cr;;r,) =0, k <i. 
28.5. Если в условиях 28.4 (Ст; r;) #0 для всех i, то последо- 

вательность векторов Jo, ..., Tn-1 является С-псевдоортогональной. 
°_ 28.6. В п-мерном простраистве С-псевдоортогопальная система 
пе может содержать более п непулевых векторов. 

28.7. В условиях 28.1—28.5 па пекотором шаге процесса вы- 
числения векторов 7; одна из певязок г, i <n, станет пулевой и 

будет получено точное решепие системы Ах = dD. 
28.8. Для. коэффициептов a; справедливы формулы 

(OTR i=) _ (Ст. $1) 
(CABS, т) (CAB3,. 5.) Я; = 

В общем случае коэффициепты В», iz; определятотся как решение 
некоторой системы линпейпых алгебраических уравнепий с тре- 
угольной матрицей. Эта система стронтся из условий САВ-орто- 

тональности вектора Siz; слева к векторам $1, ..., Si. 
28.9. В условнях и обозпачепиях 28.2—28.5 последовательно- 

CTH $1... Sn И Mo, «+, Ги © ТОЧНОСТЬЮ ДО Пормировок векторов 
являются ‘результатами выполпеппия процессов соответственпо 
САВ- и С-псевдоортогонализации одпой HW TOW же степенной пос- 
ледовательпости го, ABro, (АВ), ... . 

28.10. Начальный вектор 2, обеспечивающий выполнепие `ус- 
ловий (САВ$,, $:) == 0, (Ст. го = 0 при всех i таких, что г; 2 0, на-
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зывается подходящим. Подходящие пачальпые векторы, и только 
они, дают возмолжпость пайти решение системы. 

28.11. Для того чтобы любой вектор х, был подходящим, пе- 
обходимо и достаточно, чтобы квадратичпые формы (CABz, x) и 
(Cx, x) не имели пенулевых изотроппых векторов. 

28.12. Для того чтобы любой вектор Zo был подходящим, до- 
статочно, чтобы матрицы CAB и С были строго зпакоопределеи- 
1IbIMH, 

28.13. Для того › чтобы вектор Zo был подходящим, пеобходи- 
мо и достаточно, чтобы в матрицах Грама степепиой последо- 
вательности г’, ABro, (АВ), ..., составленных ло отношению 
к билинейпым формам (САВх, у) и (Ст, у), все пепулевые веду- 
щие мипоры были первыми, а пулевые — последпими. 

28.14. При певырождепных матрицах A, В, С для обепх мат- 
риц Грама пз 28.13 число пепулевых ведущих миноров одинаково 
и на единнцу мепыце степени мипимального аннулирующего век- 
тор Го многочлена для матрицы АВ. 

28.15. Если вектор Xo является подходящим и миппмальный 
анпулирующий вектор Г, мпогочлен для матрицы АВ имеет сте- 
пень р, то решение системы будет найдепо на р-м шаге, и не 
рапьше. 

Описапиый процесс вполпе приголен для нахождения решения системы 
линейных алгебраических уравнении Ах = Ь. В качестве начального векто- 
ра то может быть взят почти любой вектор, причем утверждение 28.15 
указывает припцип ero выбора с целью получепия решения за меньшее чис- 

ло шагов. В этом процессе, по сущесгву. не накладывается. никаких ограни- 

челий па матрицу системы, ‘кроме ее певырождевности. Tem He MeHee обра- 

тим внимание на следу ющее обстоятельство. 

Есяи матрицы 2, С пикак не связапы с матрицей А, то почти для всех 
векторов хо все коэффициепты By, :+, из 28.4 будут отличны от пуля. Это 
озпачает, что Для реализации’ процесса необходимо хранить все 3209 Pe 

$1, ... Sn И иметь к ним оперативный доступ. Однако утверждение 23.22 пб- 
казываст, что, по-видимому, при некоторых соотношениях между матридца- 

ми А, В. С можпо надеяться на более простой вид рекурреитного соотпо- 
шения 28.4 длл векторов 5:41. 

28.16. Пусть матрицы А, В, С — певырожденпиые и удовлетво- 
ряют уравпепию 

(CABC™')* = -> a, (АВ)! 

при некотором {> 0. Тогда для коэффициентов By, i+; из 28.4 вы- 
полняются соотношения By +, =0 при А <i—t для любого подхо- 
дящего начального вектора Zo, 

28.17. Пусть для всех подходящих начальных векторов Xo вы- 
полняются соотпошепия By iss =O при А Si~t, где Ё> 0, и хотя 
бы для одного пачального приближения процессе 28.1—28.5 закап- 
чивается точпо па п-м шаге. Предположим, что матрицы. 4, В, С 
певырожденпые и п > 21+ 3. Тогда матрицы A, В, С удовлетго- 
ряют уравпению 28.16.
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Если матрицы А, В, С связаны соотношением 28.16, то процесс 28.1— 
28.) стаповится проще в части вычислепия векторов $1, ... Sn- Наиболре 
простым и содержательным он оказывается при # = 1. 

28.18. Пусть решается система ‘линейных алгебраических урав- 
непий Ах =Ь. Предположим, что матрицы А, В, С невырожден- 
ные порядка П и связаны между собой соотношением 

(САВС-')* = «Е - АВ 
— 

для некоторых чисел A, ©. Возьмем любой подходящий началь- 
пый вектор Xo и будем осуществлять процесс по следующему 
предписанию: 

$1 = То = Ах, —6, Si, =: Dis, 

r; = Г + a:ABs,, A — Li, + a;Bs,, 

где 

а: — (Ст rina) = (Cry $$) _ (Ср) 
"(СА т)  (бАВз,з) — (CABs,, s;) 

a _ (CABr 5) = (er ABS) 
¢ (CABs, , s;) “1 (CABs,, si)" 

тогда при некотором {< п будем иметь г; =0, и, следовательно, 
‚ будет решением системы Az =. Вычислительные процессы 

этого типа называются. методами сопряженных направлений. 
* 28.19. Векторы s;, Г; из 28.18`связапы трехчленными‘ собтноше- 

инями. Именно, в обозначениях 28.18 . 

Si41 = a, ABs; + (1 + b;) $: — В: — 1511, i> 1, 

a; 

ba, b.a, 

rita = G41 ABr, + (1 + “ee | г, i>. 

28.20. Векторы z; из 28.18 связаны между собой соотношением 

Ling — Ил + ©; 1 (В,Вт; + т. — тн), 

где ®;.:, Bi — соответствующим образом выбранные числа. 
28.21. Если в ‘соотношении 28.18, связывающем матрицы А, В, 

С, матрица АВ имеет хотя бы два различных собственпых значе- 
ния, то la,t = 4. 

28.22. Пусть матрица АВ имеет простую структуру. Если в 
разложении вектора Г, по собственным векторам‘ матрицы АВ пе- 
нулевые составляющие соответствуют т попарно различным ‘соб- 

ственным значениям, то невязка Tm в методе сопряженных. па- 
правлений окажется равной нулю, a вектор tm будет решением 
системы. : 

28.23, Матрица АВ при переходе к базису из векторов $1; ... 
„..) Sn ИЛИ Го,... Tn-1 Становится трехдиагональной.
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28.24. Если матрицы CAB и С эрмитовы, то 

b; = (Ст, г) (Crips, Ti-1). 

28.25. Если матрицы CAB и С эрмитовы и положительно оп- 
ределенпые, то а; < 0, 6; > 0 для всех i. 

Для последовательпостей векторов, участвующих в реализации методов 
хопря;«епных направлении, выпол нятотся мпогочислеппые условия ортого- 

пальпости в отношении билннейпых форм (Ст, у) и (САВт, у). Эти условия 
могут быть указаны видом. матриц билинейных форм в различных базисах. 

28.26. Матрица А называется правой (левой) почти треуголь- 
ной или матрицей Хессенберга, если для ее элементов а; выпол- 
няются соотношения 

28.27. Матрица билинейпой формы (САВх, у) является: 
— правой треугольной в базпсе $1,..., Snj 
— правой почти треугольпой в базисе 7, ..., Гл; 
— правой треугольной в базисах $1, ..., Sn И То, ..., Tn—1- 
28.28. Если матрица САВ эрмитова, то матрица билипейной 

формы (CABx, у) является: 
— диагопальной в базисе $;, ..., $; 
— трехдиагопальной эрмнитовой в базисе То, ..., Tn—13 
— днагональной в базисах $1, ...) Sn И To, «+, Ги. 
28. 29, Матрица билипейпой формы (Cz, у) является: 
— правой треугольной в базисе То, «+ +) Ги; 
— правой треугольной в базисах Mo, ..., Гл М $1, в. Sa} 
— правой треугольной в базисах ABs,, ..., ABS, п 81, ..., $} 
— правой почти треугольной в базисах АБть,..., АВт.-, и 

То, . Га. 
28. 30. Если матрица С эрмитова, то матрица билипейной фор- 

мы (Ст, у) является: 
— диагональной в базисе Г,, ..., Гл: 
— днагональной в базисах То, ..., Tn-1 Il $1, .- +, Sn} 
— правой двухднагопальпой в базисах ABs, ..., ABs, и 

$1... Sn} 
— трехдиагональной в базисах ABr, ..., АВТа-1 И Го, 2.0) Ги. 

До сих пор построение и апалнз методов сопряжеппых паправлепий 
осуществлялись только па оспове идей, связанпых с использованием послс- 

повательностей, ортогональных в специальной метрике. Однако, как отмеча- 

лось в 15.18— 15.26, имеется очень тесная связь между такими последова- 
тельностями и процессом мипимизации квадратичного функционала. . 

28.31. Если матрица САВ эрмитова п положительно опреде- 
ленпая, то на каждом шаге метода сопряженных паправлепий Mit- 
пимизируется фупкциопал ошибок 

wlae) = ((В-')*САх, т) — 2Ве((В-')*СЬ, т). 

28.32. В условиях 28.31 вектор 1; из 28.18 при любом подхо- 
дящем векторе x дает минимум функционала (2) среди всех
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векторов вида х = х, + Bs, где $ принадлежит линейной оболочке 
векторов S;, ..., 5; или, что то же самое, векторов Г, ABr, ... 
..„ (АВ). 

28.33. В условиях 28.31 функционал p(x) достигает глобально- 
го минимума на решении системы Ах = 6. 

Несмотря на то, что уже исследованы мпогие свойства методов сопря- 
женных направлепий, не было ничего сказано о TOM, насколько содержа- 
тельным является класс матриц A, В, С, связанпых соотношением 28.18. 

28.34. Соотношению 28.18 удовлетворяют, например, невыроя:- 
депиые матрицы А, В, С с такими свойствами: 

— матрицы А, В, С эрмитовы, при этом В =С; 
— матрицы САВ, С эрмитовы; 
— матрица С перестановочна с матрицей АВ, матрица АВ 

пормальная, и ее спектр лежит на прямой линии; 
— матрицы 2(A + 4*)-*, В и С совпадают; 
— матрицы 2(4 — A*)-', В, С совпадают. 

Существует очень много эквивалентных форм методов сопряжепных па- 
правлений. В основе построения любого из них лежит либо минимизация 
функционала ошибок, либо ортогонализация степенной последовательно- 
сти. Первый принцип характерен для методов, возникающих как средство 
решения задач математической физики, второй — для методов решения 0об- 
щих задач. В конкретных методах оба принципа нередко в значительной 
мере смешиваются. Одпако можно показать, что любой метод сопряженных 
направлений, основанный па минимизации функционала ошибок, в мате- 
матическом отношенин эквивалентен ортогонализации степенной последо- 

вательности в подходящим образом выбранной метрике. В конечном счете 
любой из вариантов метода сопряженных направлений эквивалентеп 28.18. 
Мы рассмотрим здесь только основные варианты. 

28.35. (Метод сопряженных градиентов.) В этом методе матри- 
ца А эрмитова положительно определенная, В =С =Е, условие 
28.18 выполняется при a = 0, a, =1. Положительная определен- 
пость матриц САВ =А и С =Е гарантирует отсутствие вырожде- 
пий в вычислительном процессе. На каждом шаге минимизирует- 
ся функционал ошибок с матрицей А. Вычислительпая схема ме- 
тода имеет вид 

$1 — Го, 

Г +aiAs,, 

$141 == Г; T 6:5, 

Li =, + asi, 

где 

а: = — (Ts. rina) (Vira i) — 0, b= (г. 4з;) __ (гр г;) 0. 

(Ау 75-1) (5+, 5;) (45, 5;) (риа) 

В методе сопряженных градиентов векторы г; образуют ортого- 
нальную систему, $; — А-ортогональпую. 

28.36. (Метод АА*-минимальных итераций.) В этом методе 
матрица А — произвольная невырожденная, B= A*, С =Ё, усло-
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Bue 28.18 выполняется при a = 0, a, = 1. Положительная опреде- 
леипость матриц CAB =АА* и С = Е. гарантирует отсутствие вы- 
рождений в вычислительном процессе. На каждом шаге метода 
мипимизируется фупкционал ошибок с матрицей EL, т. е. квадрат 
евклидовой пормы самой ошибки. Вычислительная схема метода 
имеет вид 

= А*т., 

Г; = Ty-; + а:А их, 

и: = А*т; + бац, 

д: = т. + аш, 

где 

_ Сыр i-t) _ бей 

м щи) ey SO 
b, = — (Ty Avi) (TT) _ ~ 0. 

(Has u;) (г 1—1, ri) 

В методе 4АА*-мипимальных итераций векторы А*т; и Au; образу- 
ют ортогональпые системы. 

28.37. (Метод А*А-минимальных итераций.) В этом методе 
матрица А — произвольная невырожденная, В = А*, С = АА*, ус- 
ловие 28.18 выполняется при @ = 0, a, = 1. Положительная опре- 
делепность матриц CAB = (AA*)? и С=АА* гарантирует отсут- 
ствие вырождений в вычислительном процессе. На. каждом шаге 
метода мипимизируется функционал ошибок с матрицей A*A, 
т. е. квадрат евклидовой нормы вектора невязки. Вычислительная 
схема метода имеет вид 

= А*г., 

Г: = Г + a;Au,, 

Uj = Afr; + bi, 

X= 1. ТР Au, 

где 

(A*r;_ > Аг, 1) 
(Аи; Au,) 

(А*г., А*г;) 

(А*г А*т;_}) 
а; = — > 0. < 0, b; = 

i-1? 

В методе 4А*А-минимальных итераций векторы A*r; и Au; образу- 
ют ортогопальные системы. - 

28.38. (Метод эрмитова разложения.) В этом методе матрипа 
А — произвольная невырожденная. Представим ее согласно 10.62 
в виде суммы А = М-М№, где М=М*, М=—М№*. В случае не- 
вырожденпости матрицы М или N положим соответственно В = 
=C=M" или В=С= М". Условие 28.18 выполняется при 
о, = 2, а! = —1. Если матрица М или iN является положительно 
определенной, процесс протекает без вырождения. Для В =С = 
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— —1 я 
= М вычислительпая схема метода пмеет впд 

Ми, = г, 

г: = г: + aAu,, 

Ме; = т... 

Н:41 =U, + Oy, 

=; Таш, 

где 
п, — — (г; cm) b. — (г; , Аи.) 

to (Au,, и;)` ь (Au ;, и;) ‚и: i) 

Если B=C=N", то вычислительная схема п формулы для ко- 
эффициептов a:, 6; остаются такими же, кроме замены, копечпо, 
М на №. В случае вещественпой матрицы А пельзя брать В = С = 
= №‘, так как (Ст, г) =0, и для даппого набора матриц А, В, С 
пе существует ни одного подходящего пачальпого вектора. Одна- 
ко можно взять B=C=iN-' и перейти к комплексным вы- 
числениям. 

28.39. (Метод неполного разложения.) В этом методе матри- 
ца A эрмитова н положительно определенпая. Представим ее в 
виде 4 = М №, где М =М*, N=N*. Если М певыро’кденная, то 
"оложим В =С= М-'. Условие 28.18 выполняется при % = 0, 
a,=1. Если матрица М положительно определенная, процесс 
протекает без вырождения. На каждом шаге метода минимизиру- 
ется функционал ошибок с матрицей А. Вычислительная схема 
метода остается такой же, как в случае метода эрмитова разло- 
жения. 

Как мы уже отмечали, методы сопряженных направлений позволяют 
определять ремение особепно быстро, если матрица АВ имеет простую 
структуру и мало попарно различных собственных значений. На использо- 
вании этой особенпости построепы различные приемы ускорения процесса 
решения системы Ах = $, в основе которых лежит следующая идея. 

Предположим, что матрицу А можно представить в виде суммы А = 
== M+ №, где матрица М определяет «главпую» часть матрицы А и при 
этом возможно простое решение системы с матрицей М. Теперь вместо си- 
стемы Ах = $ будем решать систему (Е + ММ у = 6, где Mz = у. Если 
в каком-либо разумном смысле матрица Jf близка к матрице A, то боль- 
шинство собственных значений матрицы М и, следовательно, матрицы ММ-* 
будут близки к нулю или равны нулю. Применение методов сопряженных 
чаправлений к новому уравнению в данном случае приводит к быстрому 
ивхождению решения. Именно эта идея лежит в основе создания метода 
иеполного разложения, который во многих случаях оказывается более эф- 
фективным, чем метод сопряженных градиентов в классическом варианте. 
Все зависит от того, насколько удачно осуществлено разложение мат- 
рицы A. 

Методы сопряженных направлений являются не единственными мето- 
дами решения системы линейных алгебраических уравнений Ar — 6, ос- 
новапными на использовании билинейных форм. Огромные возможности 
для создания методов дает построение систем векторов, двойственных или 
псевдодвойствепных по отношению к некоторой билинейной форме, свя- 
запиой с матрицей системы.
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28.40, Пусть задапа: невырожденная матрица А порядка п. 
Предположим, что для нее каким-либо способом построены 
А-псевдодвойственные с точностыо до нормировки системы векто- 
ров Wy, ..., Un HM Ui, ..., Un, Т. е. 

(Аш, в.) £0, (Au; v,)=0, k<i, 

при всех $= п. Пусть задан произвольный вектор To. Для любого 
вектора г существует единственное представление вида 

т= У Ajj. \ 

j= 1 | 

28.41. Обозначим в соответствии © 28.40 ‘ 

Li = Ig + » Q;U};. 
j= 1 

Тогда ‘для векторов 2; и невязок г; = Ax;— В системы Ax = име- 
ют место следующие рекуррентные соотношения: 

=. тай, г.=г фа, Аи,, 

28.42. В условиях и обозпачениях 28.40, 28.41 справедливы 
равенства (7;, v,) =0 при k <i, причем для всех i 

а; == — (Ti-1, 0: )/(Аи;, Vi). 

28.43. В условиях 28.40 — 28.42 повязка г, ортогональна N ли- 
нейно независимым ‘векторам UW, ..., И». Поэтому одна из невязок 
г, 15° 1, станет нулевой и будет Получено точное решение си- 
стемы Az =b. Вычислительные процессы типа 28.44 — 28.43 на- 
зываются методами двойственных направлений. 

Число различных двойственных методов бесконечпо в полном смысле 
этого слова, так как существует бесконечное число различных А-псевдо- 
двойственных пар систем векторов. Рассмотренные методы сопряженных 
паправлений, очевидно, входят в эту группу. Для методов двойственных на- 
правлений не существует в общем случае какого-либо аналога утверждения 
28.31 даже при положительно определенпой матрице A. Поведение оши- 

бок е, = х— 1, в этих методах характеризуется лишь слабыми, но все же 
полезпыми следующими свойствами. 

28.44. Пусть P, — матрица проектирования на линейную 060- 
лочку векторов Uy, ..., и» параллельно линейной оболочке векто- 
ров И,..,.... Из. Тогда e, = (Е — Р‚)ео. 

28.45. В. методах двойственных направлений последователь- 
пые ошибки связапы друг © другом соотпошением e, = (Ё — S,)e,-4, 

где 5, = (Ац,, Ux)~!(u,v, A). 
28.46. Матрицы 5, из 28.45 удовлетворяют равенствам 

би =S,, SiS, = 0, 
5(Е— 5.) (Е — 5,1)... (Е- §,) = 0, 1<К. 

14 BB. Воеводии, IO. А. Кузпецов
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28.47. Матрицы проектирования Рь из 28.44 и матрицы S, из 
28.45 связаны между собой соотношением 

P,= (BE —S,)(E—S,- 1)... (HE — 8,). 

Интереспые результаты, связапные с А-псевдодвойствениыми система- 
ми, можпо получить, рассматривая матричпую` трактовку описаппых 
методов. - 

28.48. Обозначим через U (У). матрицу, столбцами которой 
являются векторы и, .... Un (U4, ..., Ua). Тот факт, что эти век- 
торы являются А-псевдодвойственными, т. е. удовлетворяют со- 
отношениям 28.40, озпачает, что матрица С = V*AU является ue- 
вырожденной левой треугольной. 

28.49. В соответствии с 28.48 любая пара А-пбевдодвойствен- 
ных систем векторов определяет разложение матрицы А на мно- 
э‹ители А = (У-')*СИ-*, среди которых матрица С — певырожден- 
ная левая треугольпая. 

28.50. Если каким-либо способом получено разложение А = 
= ОСА матрицы А па певырожденпиые мпоители, причем матри- 
ца С — левая треугольная, то это разложепне определяет пару 
А-псевдодвойственных систем векторов. В обозцачениях 28.48 
нмеем U=R-', У = (0')*. 

Большинство рассмотренных ранее численных методов решения систем 
липейпых алгебраических уравнепий осповапо’ па получеппи разложения 
матрицы системы па множители, среди которых обязательно есть лнбо ле- 
вый, либо правый треугольный мпожитель, Поэтому существует очепь тес- 
пая связь между разложепием матрицы па множители, решением систем 
прямыми методами и построенлем А- и А’исевдодвойственпых систем век- 
торов. Заметим, что А’-псевдодвойственная система получается пз А-псевдо- 
двойствепной системы, и наоборот, с помощью всего лишь перестановки 
векторов в обратпом порядке. ° 

28.51. Прямые методы решепия системы липейпых anreOpar- 
ческих уравиеиии Ах = 6, оспованпые па разложепии мат рицы па 
множители, являются методами построения А-псевдодвойствен- 
пых систем векторов, и наоборот. Несмотря па разпообразие кон- 
кретных форм самих методов, все онн могут быть исследованы 
с общих позиций на основе утверждения 28.44. 

Основпая трудпость, связапная с практической реализацией описанных 
методов, вызвана их зпачительной неустойчивостью К ошибкам округления 
результатов промежуточных вычислений. 

В общем случае явление пеустойчивости в методах двойствеппых па- 
правлепий . выражепо слабее, чем в методах. сопряженпых паиравлепий. 
Объясняется это, в OCHOBIIOM, тем, что двойствеппые системы векторов стро- 
ятся почти пезависимо и, что более важно, строятся па оспове использова- 
пия всех предварительто построеппых векторов, а пе только последпих ия 
иих, как в методах сопряженпых паправлений. Этот вывод вполие согласу- 
ется с отпосительно хорошей устойчивостью всех прямых методов решения: 
систем, оспованных па предварительном разложении матрицы па 
мпожители. 

Неустойчивость к ошибкам округлепия в методах сопряжепиых па- 
правлений, как правило, оказывается Достаточио большой, и вызвапа опа 
темп же причинами, которые порождают песортогопальпость реально вычи-
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слепных векторов в процессе ортогопализации Грама — Шмидта. К сожале- 
ии, в этих методах пельзл ориентироваться на использование переорто- 
гопализации всей системы векторов, так как это приведет к потере оспов- 
пых преимуществ методов сопряженпых направлений, касающихся скоро- 
сти и объема памяти. 

„Несмотря на пеустойчивость, методы сопряженных направлений исклпо- 
чительно активно примепяются при решепии самых различных задач. Осо- 
бенпо часто опи применяются при решении очень больших систем с спль- 
по разрежеппыми. матрицами. Такие системы практически певозможно 
решать прямыми методами, основапвыми па разложении матрицы на мпожи- 
тели, так как при этом разрушается структура матрицы. Разрушение crpyx- 
туры разрежепиой матрицы приводит, в свою очередь, к резкому увеличе- 
нию объема вычислепнй и требуемой намлтн. В методах сопряжепвых па- 
правлепий осповпой операцией является умпожепие матрицы па вектор. 
При этом, копечно, могут быть эффективно учтены структуры всех исполь- 
зуемых в процессе вычислепий матриц. 

Исследовапию устойчивости H влияпия ошибок округлепия в методах 
сопряжевнпых направлепий уделяется очепь мпого внимапия. Тем ие мепее 
в пастоящее время нельзя утверждать, что решение даиной проблемы су- 
зцественпо продвипулось вперед. Одпако придумаиы различпые приемы, 
нозволяющие в той или иной мере умепьшить и даже почти совсем исклю- 
чить влияние ошибок округления в этих методах. Опишем один из таких 
нриемов. 

28.52. Пусть решается система липейных алгебраических урав- 
пений Az —b одним из методов сопряжепиых паправлепий. Вы- 
берем пекоторое число 0 <а<1 и предположим, что имеется 

вектор Xo, который берется в качестве приближепия к решепию 
системы. Для получения лучшего приближения поступаем сле- 
дующим образом: 

— вычисляем невязку Го = 6 — Ат, в режнме пакопления; 

— вычисляем нормировавнну!о невязку Го, 

— для системы АА =г%, с помощью выбрапного метода прово- 
дим процесс до тех пор, пока порма певязки пе сгапег мепьше 

allr,ll- 

— вычисляем поправку к 2, умножая найдеппое приблия‹е- 

лие к решению системы АА = ть на нормирующий мпожитель; 
— ‘прибавляем вычисленную поправку К Zo; 

— повторяем процесс до тех пор, пока не получится решепие 

с заданной точностью. | 

‚ Вообще говоря, число а нельзя брать не очень малым, так как придется 
часто прибегать к исиользованию режима накопления. Пельзя его брать и 
очень малым, так как из-за влияния ошибок округлевия можно пе достичь 
пужного уровпя уменьшения невязки. Из опытных расчетов известно, что 
хороцпие результаты дает число а в пределах р-!/3 < а < р\“/6. При этом 
общее время решения системы почти не зависит от а, а само решение мож- 
но пайти с отпосительпой ошибкой существенно меньшей, чем р-'. 

$. 29. Другие методы 
’ 

Гассмотренными методами, конечпо, пе ограничивается все многообразие 
приемов, связаппых с разложением матрицы“ на множители и © решением 
систем линейных алгебраических уравиепия. Желание эффективнее решить 

14*
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задачу приводит к необходимости более полно учитывать ее специфику, 
что, в свою очередь, порождает новые модификации методов. Мы опишем 
здесь кратко основные идеи построения пекоторых других методов, доволь- 
но часто применяемых на практике и относящихся в основном к решению 
систем и обращению матриц. Все эти методы обладают какими-нибудь до- 
стоииствами (и педостатками тоже) по сравнению с ранее рассмотренными. 

29.1. Пусть матрица А порядка п системы Ах = 6 — невырож- 
денная и имеет пенулевые ведущие миноры. Разделим все коэф- 
фицненты первого уравнения на элемент, стоящий в позиции 

(1.1). Это дает эквивалентную систему A,z—6,, у которой мат- 
рица в позиции (1.4) имеет 1 и все уравнения, начиная со второго, 
остаются пеизменными. Пусть для k = 2 мы построим эквивалент- 

ную систему A,-12=b,-1, у которой матрица ведущего минора 
порядка А —1 является единичной и все’ уравнения, начиная с 

k-ro, остаются неизменными. Переход от системы А,_.х =, -, 
к системе A,x = В, состоит из следующих этапов: 

— для 1<s<k—1 умножим S-e уравнение на элемент в по- 
зицни (Ё, $) и вычтем его из Ё-го уравнения; после выполнения 
этого этапа все поддиагональные элементы в Ё-й строке матрицы 

будут нулевыми; | 
_ — разделим k-e уравнение на диагональный элемент; после 

выполнения этого этапа сохрапяются все нулевые элементы k-it 

строки матрицы и €e диагональный элемеит равен 1; 

— для 1 <s<k—1 умножим Ё-е уравнение на элемент в по- 
знции (s, А) и вычтем из 5-го уравнения; после выполнения этого 

этапа матрица ведущего MHHOpa порядка А является единичной 

и все уравнения, начиная с А- 1-го, остаются неизменными. 
Вектор 6, является решением системы Ax = 6. Оплисапный 

процесс его нахождения называется методом оптимального ис- 

ключения. 

Изложенный варнант метода исключения по своей математической 
структуре близок к методу Гаусса. Однако по сравнепию с ним метод оп- 
тимальпого исключения позволяет более эффективно использовать память 
машины. Как видно из самого процесса, после реализации k-ro шага по- 
следние п — К уравнений исходной системы остаются без изменения. Поэ- 
тому нет никакой необходимости держать их в памяти ЭВМ до тех пор, по- 
ка опи не потребуются. Будем вводить в память ЭВМ коэффициенты 
уравяений не все сразу, а последовательно, по одной строке перед каж- 
дым шагом. Тогда легко показать, что для решения системы п-го порядка 
достаточно иметь память порядка п?/4 слов. Это означает, что при одной и 
той зе памяти ЭВМ метод оптимального исключения позволяет решать Cu 
стемы вдвое большего порядка, чем метод Гаусса. 

Пнтереспо отметить, что для своей реализации метод оптимального ис- 
ключения требует выполнепия такого же числа операций, как и метод Га- 
усса. Почти одинаково ведут себя оба метода и с точки зрения ‘устойчиво- 
стп к ошибкам округлепия. В методе оптимального исключения достаточно 
просто организовать выбор ведущего элемепта по строке. При этом общая 
схема метода сохраняется, меняется лишь порядок исключения неизвестных. 

Пожалуй, единственным серьезным недостатком метода оптимального 
исключения по сравнению с методом Гаусса являегся то, что он не позво- 
ляет решать системы: с многими правыми частями, так как пельзя запом- 
нить все преобразования с матрицей системы в памяти объемом п?/4. Если
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Ke для реализации метода отводится достаточно большой объем памяти, TO 
этот недостаток устраняется, по пропадает и основное преимущоство. 

29.2. Пусть А — певырождеппая матрица. Обозначим А, =А, 
В. =Е и построим последовательности матриц 

А, = «А, В, — LB 1, ke = 1, 

для пекоторых невырождеппых матриц L,. Еслн A,= FE, то В, = 
= An 

Па формулах 29.2 построен одип из самых эффективных методов вычи- 
слепия обратпой матрицы. Ясно, что последовательпости матриц A, и PB, 
преобразуются одинаково. Будем выбнрать L, так, чтобы в матрицах A, 
появлялось все больше и больше нулевых элементов, и будем размещать 
пазих месте певулевые элементы матрицы В. Тогда па каждом шаге, пачя- 
пая с матрицы A, придется преобразовывать пекоторую «сводпую» мат- 
pany С», содержащую A, и By. В конце процесса получим на месте мат- 
рицы А матрицу Aq. 

29.3. Пусть Г» — элемептарная пеунитарная ‘матрица вида 
22.53, в которой в качестве вектора 6 взят координатный вектор 

'Гогда матрица Г, отличается от едипичной не более. чем эле- 
мептами А-го столбца. 

29.4. Для матрицы L, из 29.3 матрица Ги’ отличается от еди- 
пичной пе более чем элемептами k-ro столбца. 

29.5. Пусть L, — матрицы вида 29.3. Тогда в матрице и... 
только первые k столбцов могут отличаться от столбцов еднпич- 
пой матрицы. 

29.6. Пусть р... lan i) yee i) — элемепты k-x crox6- 
—1 

цов матриц L, и С, .Псели Ly, #0,‘ ‘ro 

(—1) [о t= k, 

ah . . 

— инь. L = К. 

29.7. Пусть задап вектор 2 с коордипатамн 2%, ..., 2n. Если 
2, 2= 0, то существует матрица Г» такая, что -L,.2 = е,; при этом 

| [i i= К, 

и — 21/2, i == К. 

. 29.8. Пусть певырождеппая матрица А порядка п имеет пе- 
пулевые ведущие мипоры. Положим С, =А, и пусть построе- 
па матрица С,-,, к > 1. Переход от C,-; к С, состоит из следую- 
щих этапов: 

— по элементам k-ro столбца матрицы С,-, вычисляются. со- 
гласпо 29.7 элемеиты k-ro столбца матрицы Ёь; 

&-й столбец матрицы C,-, замепяется столбцом едипичпоей 
матрицы; 

— получеппая матрица умпожается слева па матрицу Ly. 
Матрица C, есть А-'. Описанный процесс ее нахождения назы- 
вается методом Жордана.
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Для реализации описанной схемы необходимо отличие от нуля веду- 
max миноров. Если этот факт ие известен заранее, то целесообразно при- 
менить схему с каким-либо выбором ведущего элемента. Нужпый элемент 
выбирается как достаточно большой из последних п — # - 1 строк и столб- 
цоз матрицы С»: и с помощью перестановки ее строк и столбцов помеща-- 
ется на место А-го диагонального элемента. Чтобы получить матрицу AW‘, 
необходимо выполнить в С» все обратпые перестановки. Метод Жордапа 
может применяться для разложения матрицы на множители и решепия си- 
стем. В целом он обладает такой же степенью устойчивости, как и метод 
Гаусса, но в три раза более трудоемкий. 

29.9. Пусть А — невырожденная матрица порядка п, U, И’ — 
прямоугольные матрицы размеров п Х т. Тогда 

(A+ UV)" = А-! — А-ЧАЕ + УА- 0)" УА-", 
если существуют все выписанные обратные матрицы. Матрица в 
левой части равенства называется модифицированной. 

29.10. Пусть А,-, — произвольная пневырожденная матрица. 
Рассмотрим окаймленную матрицу 

A, = Any Uy 
й — в a, |? 

R Г 

где и, — вектор-столбец, г, — вектор-строка, @, — число. Если мат- 
рица A, невырожденная, то 

—1 , ani —1 
ATT 4. Aye Py Ав __ А = Up 

h-1l B В 
А! __ р R 

= — ’ 
MRA, 1 

Вы р 

где By = &, — г, Алик. 

‚29.11. Если матрица A,-, в 29.10 эрмитова, Ил = вк иа, — Be- 
щественное число, то матрица A, также эрмитова. 

29.12. Пусть невырожденная матрица А порядка`п имеет пе- 
нулевые ведущие миноры. Обратпая матрица ведущего минора 
первого порядка имеет единственный элемент, равный обратпой 
величине элемента в позиции (1.1). Предположим, что для К > 2 
вычислена обратная матрица A,-, ведущего минора порядка А — 1. 
Переход от Е — 1-го шага к Ё-му состоит в вычислении матрицы 
A, в соответствии с 29.10. Матрица A, есть А-'. Описанпый про- 
цесс ее нахождения называется методом окаймления. 

В случае произвольной матрицы А метод окаймлепия обладает пример- 
но такими же характеристиками, как и метод Жордана. Если же матрица А 
эрмитова, то он оказывается вдвое эффективнее по объему вычислений и 
требуемой памяти, так как можпо ограпичиться нахождением лишь поло- 

випы всех элементов A~!. Метод окаймлепия позволяет эффективпо обра- 
щать треугольные матрицы. 

29.13. Пусть А — невырожденпая эрмитова матрица и для 
нее известно разложепие А = LDL*, где О — эрмитова, а L — ле-
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вая треугольная с единичпыми диагональными элементами. Рас- 
смотрим эрмитову окаймлеппую матрицу В порядка п-+ т: 

А U 
В — E z | 

Имеет место блочное разложение 

- г 0] 0]1[1* У РНЕ Я 
mre У = (20)-'0, О =Z-- У*БУ. 

29.14. Пусть А — произвольная. невырожденная эрмитова мат- 
рица. Если наиболыпий по модулю ее диагональный элемент не 
равен пулю, то одноименной перестановкой строк и столбцов пе- 
реставляем его в позицию (1.4). Предположим, что он равен ну- 
лю. Тогда существуют ненулевые внедиагональные элементы и 
любой из них одноименной перестановкой строк и столбцов мож- 
но переставить B позицию (2.1). Следовательно, всегда можно до- 
биться того, что матрица ведущего минора 1-го или 2-го порядка 
будет певырожденпой. Пусть для матрицы A, ведущего минора 

порядка k > 1 известно разложение A, = LDL, где матрица 
D, эрмитова блочно диагональная, с блоками 1-го или 2-го поряд- 
ка. Переход к следующему шагу состоит в одпоименной переста- 
повке последних строк и столбцов с целью добиться невырожден- 
пости матрицы О первого или второго порядка из 29.13 и вычис- 
ления согласно 29.13 комнонепт треугольного разложения окайм- 
ленппой матрицы. Этот способ получения разложения эрмитовой 
матрицы на множители называется блочным методом квадратного 
корня и осуществляет разложение 11.20, 11.24. 

Описанный метод требует для своей реализации примерно таких же 
затрат по памяти и числу арифметических операций, как обычный метод 

квадратлпого корпя. Что же касается устойчивости, то В этом отношении он 

сравиим с методом Гаусса с перестановками. 

29.15. Пусть А — теплицева матрица с комплексными или ве- 
ществепными элементами: 

 @ а_п 

А — a, a, ... ап: , 

аа а... @, 

Обозначим через и, Vz, соответственно первый и последний столб- 

цы обратной матрицы Ак + ведущего минора порядка А- 1. 
Пусть опи имеют вид. 

Ик = as Op, Vv, = "LR \,.
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Если так же представлепы векторы Wp-;, и,-!, то 

[> = — — \ ly nd Q 

Ul R—-1 Voh—-1 

Ин = ~ + a Tr 0,, 

И 1-1 байт 

{1 — 0 — — би, 1—1 
—^ — — — ) 

uy h—-4 0 

Ur 1 1 

Vv, = 2 8 5: ee НЫ Vig 
“o v 

у: Le 0 _ — "k—-1,k-1_] J 
где. 

Th = — М-1Фь, bi, = — 9, ур», 

—1 —1 
0, — (1 — бить) 9,1, №: = (1 a Тиба) У —1) 

1 R 
__ —^ __ NI “os 

Qr = >» QUn—tn—1y We = 2a @-tVi-1,n-1- 
г t=k t=1 

29.16. Пусть A — теплицева матрица порядка п + 1 с пепуле- 
выми ведущими мипорами. В обозначениях 29.15 первый и по- 

следпий столбцы матрицы Аз“ совпадают и содержат один эле- 

мепт ау“. Пусть для К >1 вычислепы столбцы и», и,-, матрицы 

A,,. Тогда столбцы и», г, матрицы A, определяются согласно 
29.15. При A=n будут вычислены первый и последпий столбцы 
матрицы А-' и, следовательно, будут найдепы представлепия 
17.17 обратной матрицы A~*, 
"” 29.17. Если ‘при реализации процесса 29.16 умпожение векто- 
ров па @,, v, в 29.15 осуществить лишь в конце, то представле- 
nua 17.17 обратной матрицы могут быть найдены за 47” операций 
умножения н сложения. 

29.18. Пусть решается система линейных алгебраических урав- 
пепий Ах =ф с теплицевой матрицей A. Рассмотрим усечеппые 
системы A,x, =6,, где A, есть матрица углового мипора порядка 
Е +1, 6, — вектор, содержащий первые А 1 координат вектора 
Ь. Если т, ..., Ce,» — координаты вектора т», то в обозпачениях 
29.15 для.всех Ё выполняется соотпошепие 

—^ 

и 
uh Ty h—-1 0,k 

TR—1,h —~ | Fa-1,h-1 + о (Vien), 

ых. 0 Uhh 
k 

а; = b, — » Ч и—гв—1- 
1=1
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29.19. Если па оспове соотпошепий 29:18`решать систему с 
теплицевой матрицей порядка п, то с учетом 29.15 — 29.17 рете- 
ние может быть найдено за бп’ операций умножения и сложепия. 

В случае, когда решается одна система с тсплицевой матрицей, алго- 
ритм 29.18 является одним из самых эффективных. Если же приходится ре- 
тать много систем с одной и той же матрицей, по с различными правыми 
частями, то целесообразно сначала получить представление 17.17 для об- 
ратлой матрицы. Умпожение матрицы 17.47 па вектор при больших по- 
рядках согласио 17.41 можно осуществлять.с малыми затратами. Как будет 
показано в $ 30, этот прием позволяет довольшо быстро паходать собствен- 
UbIC зиачения и собственные векторы теплидевых матриц. 

29.20. Если матрица А является блочио теплицевой, все бло- 
ки которой являются комплексными или вещественными матри- 
цами, то алгоритм 29.15, 29.18 решепия системы сохрапяется. 
При этом в формулах 29.15 пеобходимо число 1 замепить на еди- 
иичную матрицу Ё соответствующего порядка. 

Для матриц, обратпых к блочно теплицевым, в общем случае имеют 
место представления 17.6. Для того чтобы получить первую и последнюю 
блочные &троки обратной матрицы, пужпо примепить алгоритм 29.15 к 
чтранепопирозанной матрице. 

29.21. Пусть с теплицевой матрицей А решается регуляризо- 
ваипая система (A*A +ak)z, = А*б. Рассмотрим систему 

ak А*]| | 25 Д*Ь 

y —E We РО 

вдвое большего порядка. Всегда то = 2a. 
29.22. Матрица второй системы 29.21 обладает следующими`‘ 

свойствами: 
— с помощью одноимеппой перестановки строк п столбцов 

опа может быть преобразовапа в блочио теплицеву матрицу с 
блоками второго порядка; 

— при а > 0 все ведущие блочпые подматрицы преобразован- 
пой матрицы являются певырояденными; 

— при малых а мипимальпые сингулярпые числа преобразо- 
вапиой матрицы н матрицы регуляризованпой системы асимпто- 
гическн совпадают. 

Пример теилицевых матриц показывает, что возможен формальный пс- 
‘репос алгоритмов с числовых матриц па блочпые. Такой перенос правомо- 
чеп далеко це всегда. Одпако для многих методов, папример, Гаусса. Жор- 
дана, квадратных корней, ортогонализации, окаймления, отражепия и ряда 
других, блочные аналоги построспы. Om с успехом применяются для pe- 
шепия задач болышой размерпости.
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$ 30. Прямые и обратные итерации 

При изложении методов решения проблемы собственных значений про- 
извольной матрицы А порядка п мы будем предполагать, что ее собствеи- 
пые значения занумеровапы в порядке неубывапия модулей, т. е. 

= А, < Ана = №, |<... 

Ааа =. = [№ п 

Модуль собственных значений 5-й группы будем обозначать через т.. 
Вычисление собственных значений и собственных векторов матрицы 

являетея одной из самых сложных задач линейной алгебры. Численные мс- 
тоды решения проблемы собственных значепий должны быть итерациоппы- 
ми 10 существу, так как в конечном счете они связаны с определением 
корней алгебраического мпогозчлепа. 

В этих методах собственные значения вычисляются как пределы пеко- 
торых числовых последовательностей, без предварительного определения 
коэффициентов характеристического многочлена. Как правило, одновремси- 
по находятся и собственные векторы или другие векторы, связанпые с пи- 
ми простыми соотношениями. Если же собственные векторы по каким-либо: 
причинам не находятся в нроцессе отыскания собственных значений, то опи 
могут быть легко определены после вычисления собственных значений (с 
помощью описываемых ниже методов). 

30.1. Пусть А — произвольная матрица. Возьмем любой вектор 
Uy и построим последовательность векторов ‘и„ = а„Аи,_, для 
Е > 1 при некоторых пенулевых числах а». Этот процесс пазыва- 
ется прямыми итерациями вектора Uo. 

39.2. Для прямых итераций выполняются соотношения 
k 

Up, = B, A"uy, В» — Ш Ak. 
l=] 

Если A = 0, то возможны два случая: либо A* 0 при всех k, либо 
Л* — 0, начиная с некоторого А. Второй случай означает, что матрица A 
нильпотентная, все ее собствепные значения равны пулю, а все coOcTBell- 
ные векторы являются решениями однородной системы линейных алгебра- 
ических уравпений Ах = 0. В дальнейшем будем считать, что матрица A 
не является нильпотентиой. 

30.3. Представим матрицу А в виде А = QAQ™, где Л — капо- 
пическая матрица Жордана, диагональтые элемепты которой упо- 
рядочены по невозрастанию модулей, и пусть D = diag (Aq, ..., Ay) — 
соответствующая диагональная матрица собственных ‘значений. 
Предположим, что максимальный порядок канонического ящика 
ТЖордана матрицы Л равен $. Тогда при Ё > $ имеет место сле- 
дующее представление: 

и, = BxQ(AMD*)*)D*Q-'ny. 
30.4. Корневое подпространство L матрицы A, соответствую- 

щее максимальным по модулю собственным значениям, совпадает 
с линейной оболочкой первых Г» — Г„-_. вектор-столбцов матрицы 
О из 30.3. Корневое подпространство А, соответствующее осталь-
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ным собственным зпачепиям, совпадает с линейной оболочкой 

остальных вектор- столбцов матрицы Q. 

30.5. Пусть u, = u' — uh) где и EL, ul н)—= В. Если uy 
L 

== (0, то ш 20 при всех А. 

30.6. В условиях п обозначепиях 30.5 выполняется COOTIO- 
шение 

uf? le _ _; \* 

О 
Таким образом, при больших значепиях А вектор их оказывается сколь 

угодно близким к корневому подпространству матрицы А, соответствующе- 
му максимальным по модулю собственным зпачениям. Скорость этого при- 
Флижения зависит как от степепи оторванности старших собственпых зна- 

чений, ‘TAK и OT соотпошения между | ш le H | uf uF) |. Предельное пове- 

депие вектора и» определяется величипой соответствующих ящиков Жор- 
дана матрицы А и арифметическими свойствами -совокупности аргументов 
максимальных по модулю собствепных значений. Это поведение удобное 
изучать на нормированных векторах. 

30.7. Для любого вектора и, 2-0 существует единственный 
вектор и, 0 такой, что: 

— евклидова порма вектора UL, равна единице; 
`_ векторы и» и и, коллинеарны, т. е; и, =», для пекоторо- 

го числа т, 5=0; 
— среди всех максимальных по модулю координат вектора 

UV, коордипата с минимальным номером. положительлта. 
30.8. Пусть все максимальпые по модулю собствеппые значе- 

пия матрицы А совпадают и ни одно из них не входит в канони- 
ческий ящик Жордапа выше первого порядка. Тогда со скоростью 
30.6 при $ =1: 

— последовательность нормированных векторов и» сходится 
к одному из собственных векторов, соответствующих максималь- 
пому по модулю собственному значению; 

— последовательность отношений Y,%, ‘сходится к максималь- 
пому по модулю собственному ‘значению. 

Положение существенно мепяется, если максимальные по модулто соб- 
ствепиые зпачепия совпадают, по входят в жордановы ящики выше перво- 
To порядка. Сходимость последовательностей из 30.8 снова будет иметь MCC- 
т0. одпако практического значепия она уже не имеет, так как скорость схо- 
димости оказывается всего лишь порядка k~!, Конечно, предельное соотно- 
шение 30.6 сохраняется и в этом случае. 

30.9. Пусть все максимальные по модулю собственные значе- 
пия матрицы A различаются только знаками и ни одно из пих 
пе входит в капонический ящик Жордана выше первого порядка. 
Torga со скоростью 30.6 при $ =1: 

— последовательность нормированных векторов VY, с четвыми 
померами сходится к вектору, равному сумме некоторых двух
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собственных векторов, соответствующих собствеппым зпачениям 
с противоположными знаками; 

— последовательпость пормировапиых векторов и» с печетпы- 
ми померами сходится к вектору, равпому разпости тех же соб- 
ствеппых векторов; 

— последовательность отношений y,(O,%,—1Y,-2)7' для четпых 
и печетных А сходятся к квадрату максимального по модулю соб- 
ственного зпачения. 

30.10. Пусть матрица А имеет два различных, но равпых по 
модулю максимальных собственных значення. Если отпошепие 
пазпости аргументов этпх собствеппых значений к числу п есть 
иррациопальное число, то почти для всех векторов Vo He сходит- 
ся никакая подпоследовательпость векторов Vz_;, у которой сово- 

куппость ипдексов А; образует арифметическую прогрессию. 
30.11. Пусть в условиях 30.10 и есть любой нормироваппый 

согласпо 30.7 вектор корневого подпространства, соответствующе- 
го максимальным по модулю собствепным значениям. Для любого 
ё > 0 найдется такое k, что №, — и] <e. 

Ситуации, описанные в утверждениях 30.3, 30.9, папболее просты с тоз- 
ки зрення организации вычислительного процесса. Они часто встречаются 
па практике, например в случае эрмитовой матрицы А. Одпако в случае 
произвольной матрицы A пе мепее типичпой является ситуация, описаппая 
в утверждепиях 30.10, 30.11. Сложность ес анализа заключается в том, что 

предельные точки последовательности векторов yb равномерно NOKPbIBAa- 

от некоторую область корневого подпространства, соответствующего мак- 
симальпым по модулю собствепным зпачениям. Это существеппо затруд- 
HACT выделение ипформации о спектральных компонентах матрицы A из 
моследовательности векторов г». 

В пекоторых простых ситуациях, когда, например, веществеппая матри- 
па имеет изолироваппую пару максимальных по модулю комплексно со- 
пряжепных собствеппых зпачепий, по векторам и, можпо определить со- 
ответствующие собственпые зпачения и собственные векторы. В болес 
сложпых случаях, особенно при паличии жордановых клеток, их опреде- 
лепие становится очепь громоздким. Во всех ситуациях осповой исследо- 
вания последовательности векторов Vz является представлепие 30.3. Мы 
пе будем более детальпо описывать простые итерации, так ка`: определение 
любых собствепных зпачений и собственных векторов, как правило, может 
быть сведено к случаям, апалогичным 30.8. 

30.12. Рассмотрим последовательтость чисел Oo, Oi, ..., сходя- 
шуюся к некоторому числу 0. Возьмем любой вектор ‘и. и пост- 
роим последовательпость векторов и» = a,(A —o,-,F)u,-, для k > 1 
при каких-то пенулевых числах о». Этот процесс пазывается пря- 
мыми итерациями вектора и. CO сдвигами. 

Прямые итерации примепятотся в OCHOBIIOM для определения корпевого 
базиса, соответствующего максимальным по модулю собственным зпаче- 
ИИЯМ. Используя сдвиги, можно песколько увеличить скорость сходимости. 
Значительного же ускорения пельзя получить, так как обычно невозможно. 
с помощью сдвигов сделать достаточно малым отношение Tm-1/Tm в 30.6. 
Если же матрица А имест группу равпых по модулю, но различных собст- 
веппых значепий, то с помощью сдвигов можпо добиться разделения их 
модулей.
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„Прямые итерации можно использовать и для определения корпевых 
векторов, соответствующих мипимальным по модулю собствеппым зпачо- 
ззиям, если матрицу А в 30.1 замепить матрицей А-’. Реальный процесс 

осуществляется по песколько иной схеме. 

‚ 30.13. Пусть А — произвольная матрнца. Возьмем любой век- 
TOP Uy и построим последовательность векторов и», удовлетворяю- 
щих равенствам Ди, = O,U,-, для Е >1 при некоторых. ненуле- 
вых числах о». Этот процесс называется обратными итерациями 
вектора Up.” 

30.14. Обозначим через S корпевое подпространство; соответ- 
ствующее минимальным но модулю собствепным значениям мат- 
рицы А, через О — корпевое подпространство, соответствующее 
остальным собственным значениям. Тогда, апалогичпо 30.5, 30.6, 
имеем 

(Q) 
[ee в. |=. — O ke 1 "1 А 

S e 

14° le % 
‚ 30.15. Рассмотрим последовательность чисел Oo, O14, ..., сходя- 
щуюся к некоторому числу 0. Процесс вида (А —д,—Е)и, = 
= Opn», kK > 1, пазывается обратными итерациями вектора и CO 
сдвигами. 

С точки зрения скорости сходимости обэатные итерации принципнпаль- 
но отличаются от прямых итераций. Теперь с помощью сдвигов отпотиспие 
T;/Te можно сделать сколь угодно малым и даже нулем, если взять сдвиг, 

равный одному из собственных значепий матрицы А. К сожалепию, за 
это Достоинство приходится платить, так как па каждом шаге обратных 

итераций надо решать систему линейных алгебраических уравпепий с мат- 
рицей А, а не умпожать матрицу на вектор, как в прямых итерациях. Од- 
нако, как будет показано, в действительности эта плата не так высока. 

30.16. Пусть ^ — собственное значение матрицы..4А. Предпо- 
ложим, что A не входит ни в одну жорданову клетку и расстоя- 
ime между 4 и’другими не равными ему собствепными значения- 

ми равно а. Пусть известно приближенное значение ли |A—Al = 
—= <а. Выберем вектор и, и рассмотрим обратные итерации 
(A — NE)Up, = оли, ‚. Тогда почти для всех векторов Uy со CKO- 
ростыо (¢/a)*: | 

— последовательность нормированных векторов Vv, сходится 
K одному из собственных векторов, соответствующих собственному 
значепию /,; 

es —1 

— носледовательпость отношении YVrR&R сходится к числу 

(А А)". 
Если € мало по сравнению с а, то скорость сходимости обратных птера- 

ций оказывается исключительно большой. Такая ситуация` возникает, когда 
собствепиое значепие А вычислепо каким-то другим способом и пеобходи- 
мо уточнить его, а также определить принадлежащие ему корпевые векто- 
ры. В этом случае обратные итерации являпотся одним из самых эффек- 
тивных численных методов. Выбирая различным образом начальные векто- 
ры ио, можно быстро определить весь корневой базис.
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Реализация обратвых итераций с востояпным сдвигом сводится к мио- 
TOKpaTHOMY решению систем линейных алгебраических уравнений с одной 
и той же матрицей, но с различными правыми частями. Как уже отмеча- 
лось раньше, решение таких систем осуществляется с небольшими времеп- 
ными затратами. Необходимо один раз разложить матрицу па множители 
и использовать данное разложение при решении каждой системы. сли 
сдвиг близок к одпому из собственных зпачений, то во избежание перспол- 
нений прим решении треугольных систем целесообразно использовать про- 
цесс 25.3 обратной подстановки с пормировкой. 

На первый взгляд кажется, что влияние ошибок округлепия в реаль- 
ных вычислениях должно существепяо изменить свойства обратных итера- 
ций при наличии сдвигов, близких к собствепным значениям. Опасепия 
обычно. связывазотся с тем, что в этом случае системы оказываются плохо 
обусловлеппыми и, следовательно, решения содержат большие’ ошибки. Од- 
нако в целом правильные аргумепты приводят здесь к неправильному вы- 

воду. Гели pemenwe системы (A — АЕ)и» = али, _, содержит большую 
ошибку, то вектор ошибок будет в основном припадлежать нмепио TOMY 
модпространству, которое мы пытасмся определить. Чем больше ошибка 
в вычислительном векторе, тем с большей TOTIOCTLIO этот вектор ярипад- 
лежит нужиому подпространству. Ситуация почти упикальная в числеп- 
пых методах. 

30.17. Пусть собствениое зпачепие 4 из 30.16 определяется с 
помощью обратпых итераций с переменпым сдвигом. Предиоло- 
жим, что уже пайден сдвиг O,-1, и выполпим следующие действия: 

— решим систему (A — 0,-,E)u, = @ли и; 
— вычислим пормированпый вектор и»; 

— вычислим следующий сдвиг Обь = 0): + Vi, Oy. 

[сли 0,-, достаточно близко к A, то с квадратичной скоростью 
почти для всех векторов Up: 

— последовательпость пормироваппых векторов 1, сходится 
к одпому из собственных векторов, соответствующих собствеипо- 
му зпачецию i; 

— последовательность о, сходится к A. 

При перемепных сдвигах па каждом шаге процесса приходится решать 
системы с различными матрицами. В этом случае предварительное разлозкс- 
ние матрицы Wa мпожители We дает никаких преимуществ. сли ве пред- 
принимать дополнительных мер, то выигрыш во времени, получаемый за 
«чет. квадратичпой сходимости, может быть зпачительно меньше, чем про- 
игрыш за счет решения систем. Одии из путей устранения этого педостат- 
ka осповап па предварительном преобразовании исходной матрицы к по- 
добпой cH матрице, имеющей болес простой вид. 

30.18. Матрица А называется правой (левой) почти треуголь- 
ной или правой (левой) матрицей Хессенберга, если для ее эле- 
мептов а; выполпяются соотпошепия 

30.19. Мпожество одпоименпых почти треугольпых матриц 
одного порядка есть линейпое прострапство. 

Почти треугольпые матрицы широко используются при решении раз- 
личных спектральных задач. Объясняется это тем, что любая матрица упи- 
тарпо подобна почти треугольной, и это преобразование эффективио pca-
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лизуется. К тому же, почти треугольная матрица значительно проце рас- 
кладывается па мпожители, чем матрица общего вида, и с матрицами этого 
типа легко решаются системы липейпых алгебраических уравпепий. 

30.20. Пусть А — произвольная квадратпая матрица порядка 
п. Умпожким ее слева Ha матрицы вращепия f'25, Га, ..., Lan, ВЫ- 
бирая их так, чтобы последовательно нсключить все .элементы 
первого столбца, кроме верхпих двух. Умпожим, далее, получеп- 

пую матрицу справа па вычисленные матрицы Г aa, Га»... Г any 
при этом пулевые элементы первого столбца остатотся пулевыми. 
Подберем Т.., Г, ..., Гз„ так, чтобы после умпожепия слева 
па эти матрицы были исключены все поддиагональпые элементы. 
второго столбца, кроме верхиего, и умпожим справа па матрицы 
т + + 
Гза, Гзь, .-.,Гзп. Переходим к исключепию элемеитов третьего. 
столбца и т. д. Все шаги этого процесса могут быть реализованы, 
и после их выполнения исходная матрица A будет преобразовапа 
в правую треугольпую матрицу Ay, унитарпо подобпую матрице 
Л. Описаппый процесс пазывается методом вращений для уни- 
тарно подобпого преобразования матрицы к почти треугольпо- 
му виду. 

30.21. Процесс 30.20 определяет соотношепие Ay = RyARy, 
где Ry = (...Т.,Га... T2723) есть произведение всех участвующих 
в процессе матриц вращепия. 

30.22. Если матрица А эрмитова, то матрица Ay эрмитова 
трехдиагопальпая. 

В случае эрмитовой матрицы А в процессе 30.20 возпикают пекоторые 
особеппости. Влияпие ошибок округлепия приводит к тому, что матрица 
Ах, вообще говоря, пе будет эрмитовой. Для восстановлепия эрмитовости 
обычпо. вычисляют половипу элементов матрицы, а остальным приписывают 
припудительные зпачения. 

Хотя такая процедура песколько измепяст распределение ошибок по 
сравнению с процессами, рассмотрепиыми ранее, обиий их уровень оста- 
стся малым. 

30.23. Пусть Т., Ах — реально вычисленные матрицы, Ry — 
точиое произведепие реальпо вычислеипых матриц Т,. Если 
ow ° + 

Ay = Ry (A+ М) fn, то для эквивалептиого возмущения М вы- 
полияются перавенства 

[4 Упр Ale, если А произвольная, 
\Mle< | АТЦ | | 

&np | Alle, если A симметричная. 

Отметим, что процесс 30.20 осуществляется весьма эффективно. Ben 
информация о сомпожителях может быть размещена на месте матрицы A. 
Что касаетсл трудоемкости, то в случае эрмитовой матрицы опа такая уе, 
как при получсиии разложения матрицы па треугольпый и упитарпый мпо- 
жители методом врашенпий; в случае произвольной матрицы опа вдвое 
больше. Копечпо, Bee выводы остаются в силе, если исходпая матрица при- 
водитсл к левой почти треугольной матрице.
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30:24. Пусть А — правая почти треугольная матрица. Умно- 
я‹им ‘ее'’слева на матрицы вращения Ty, Г.з,... Pn-1,n, выбирая 
их так, чтобы' последовательно исключить все поддиагональные 
элементы. Полученная матрица Ay будет правой треугольной. 
Если Ry = (Ти... ГозГ.2), то равенство А’ = АьА определяет 
разложение почти треугольной матрицы на ортогональный и 
треугольный множители. 

30.25. Обозначим через Т;, Ах реально вычисленные матрицы, 
через А» — точное произведение реально вычисленных матриц 
Т.. Если. Ан =R к(А-+М), то для эквивалентного возмущения М 

процесса 30.24 выполняется неравенство ЛМ < У2пр-' + АЙ». 

Предварительное преобразавание.к унитарно подобной почти треуголь- 
ной матрице, по существу, снимает проблему потери времени при использо- 
вании обратных итераций с переменными сдвигами. Теперь на каждом шаге 
придется решать системы с почти треугольными матрицами. 

Особенно ‘эффективно описапное преобразование в случае ‘эрмитовой 
матрицы. В этом случае и сами обратные итерации приобретают исключи- 
тельно важные дополнительные свойства. Именно, оказывается возможным 
разработать сгратегню сдвигов, обеспечивающую сходимость с кубической 
скоростью почти для всех начальных векторов. 

30.26. Для любой эрмнтовой матрицы A, любого числа ос и лю- 
бого вектора и == 0 найдется такое собственное значение A мат- 
рицы А, что 

| и [= 
| —о| < 

30.27. Среди всех чисел с отношение Релея, вычисленное для 
матрицы A и вектора и, минимизирует правую часть неравенства 
30.26. 

30.28. Если o есть отпошение Релея для матрицы А и вектора 
и, г есть вектор вевязки Ай— ой, то пара 0, и является точным 
собственным зпачением и точным собственным вектором для мат- 
рицы А - М, где М = ule’ (иг* + ru*). 

30.29. Матрица М из 30.28 либо нулевая, либо обладает сле- 
дующими свойствами: 

— эрмитова; 
— имеет par 2; 
— ненулевые собственные значения равны tllr'l,/llull,; 
— собственными являются векторы "и + llullr п любой вектор, 

ортогональный и и Г. 
30.30. Пусть обратные итерации (A — 0,-1.2) ик = авик осущест- 

вляются со сдвигами O,-1, равными отношениям Релея векторов 
U,-1. В этом случае последоватёльность пормированных согласно 
30.7 векторов Up, Ui, ... называется последовательностью Релея. 

30.31. Обозначим г, = Аи, - 0в,0,. При любом векторе и, для 
невязок векторов последовательности Релея при всех Ё выполия- 
ется неравенство те < 1, Ш, причем равенство достигается
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тогда и только тогда, когда 0, = O,-1, а вектор и, — собственпый 

для матрицы (A — 0,_.Ё)“. 
30.32. Почти для всех векторов Vy) последовательность Релея 

сходится асимптотнчески с кубической скоростью к пекоторому 
собственному вектору матрицы А. 

30.33. Если 8, — реальпо вычисленные векторы последователь 
пости Релея, то найдется пормироваппый собствепный вектор и 
матрицы А, для которого | 

lim |v, — vj <O(np "| Ale). 
Rh~00 

Мы ничего пс говорим о параметре GQ, в прямых и обратных итераци- 
ях. Во. всех алгоритмах он играет чисто служебную роль и появляется ли- 
бо как нормирующий множитель вектора u,, либо в процессе решепия тре- 
угольпых систем с помощыьо обратной подстановки с нормировкой. 

$ 31. ОЕ-и ОЁ-алгоритмы 

Прямые и обратные итерации в большей мере приспособлены для опре- 
деления отдельшых собственных значений и собственных векторов, чем для 
решения спектральной проблемы в целом. Конечно, можно проводить одно- 
временные итерации с несколькими векторами и пытаться с помощью та- 
ких процессов выделять пеобходимую информацию. Собственно говоря, 
именно эта идся и лежит в освове рассматриваемых в дапном параграфе 
методов решепия полной проблемы собственных значений. Снова будем 
предполагать, что собственпые зпачения матрицы занумерованы в порядке 
неубывания их модулей. Для простоты изложепия будем всюду считать, что 
матрица А певырожденная- 

31.1. Пусть А — произвольная матрипа. Построим последова- 
тельность упитарных матриц О, и правых треугольных матриц 
Д, по следующим рекурреитпым формулам: 

A =f, A,=&,Q,, 

A, = QR), A, = RQ», 

А, — OR, A, — В,Оь, 

Процесс построения по матрице A последовательпостей матриц 
Q,, НВ», называется ОВ-алгоритмом. . 

31.2. Матрицы A, упитарпо подобны матрице А. Если обозпа- 
чить P,=Q,...Q,. то Ак. = Р,АР,. 

31.3. Обозпачим 0, =А,...В.. Для матриц 4” имеет место 
разложение A" = P,U,. В соответствии с введенными обозначения- 
ми матрица Р, — упитарпая, матрица О, — правая треугольная. 

31.4. Рассмотрим произвольную певырожденную матрицу A 
порядка п. Представим ее в виде А = ОЛО-'!, где Л — капониче- 
ская матрица Жордана, диагональные элемепты которой распо- 
ложепы в порядке певозрастания модулей. Пусть В = diag (Aq,.,. 
..., Ai) — диагопальная матрица соответствующих собственных 

15 В. В. Боесводии, Ю. А. Кузнецов
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| 
зпачений. Предположим, что существует разложение Q-' = LU, 
где L— левая треугольпая матрица с едипичпыми элементами, 
(’ — невырол‹деппая правая треугольпая’ матрица. Имеет место 
'редставлепие 

A, = A, {D' (LAL) D™"} Ау, 
где A, = U,UD-* — правая треугольная матрица, причем 

A, = РН Q(A"LD™"), Ay* =(D"L*A")Q™*P,. 

31.5. Разобьем матрицы С, = D'(L-'AL)D- на блоки таким 
образом, чтобы диагопальные блоки были квадратпыми п имели 
те ske размеры, что и группы равпых по модулю собственных зпа- 
чений. При таком разбиенип матрицы С, будут блочными левы- 
MIL треугольпыми. Если 

с) 

C, =} С? ay 

can) on) . Ch) 
mI m2 ° THAN 

то из представления матрицы С, следует, что элементы поддиато- 

нальных блоков С“? ij убывают де нуля, как величины 

(п) Тт— 1-1 " 
ij =o (== 1 } > |. 

m—j+1 

Таким образом, при всех А элементы С» остаются ограпиченными, а са- 
ми матрицы С» с ростом А приближаются к блочно диагональной матрице. 

Скорость этого приближения указана в 31.5. Если бы элементы A, и А, I 

оставались ограниченными при всех К, To из представления 31.4 матрицы 
A, и вида матриц С» сразу вытекало бы, что при неограниченном увеличе- 
‚нии А матрицы A, со скоростью 31.5 будут приближаться к блочпой правой 
треугольной матрице с диагональными блоками таких же размеров, как 
y матриц Cy. 

31.6. Если матрица А имеет простую структуру, то элемепты 

матриц A, и Aj” ограпичепы. 
31.7. Если порядок кордановых ящиков матрицы A пе превос- 

—1 
ходит $, TO элемепты матриц A, и А, по порядку роста ие пре- 
восходят k*~* 

31.8. Представим матрицы A, в блочпом виде: 

(А) (11) (№) 
Ain Ady vee Aim 

(k) (В) (i) 

A, = Ant Aye >” Ат ; 

(в (hk) hk) 

ace Ато ... AM 

В -  ¢ 
где дпагопальпые блоки Aw? Квадратпые и имеют Te же размеры, 

что и группы равных по модулю собствеппых зпачепий, начипая



$ 31] ОВ- И ОГ-^ЛГОРИТМЫ 227 

со старших. Элемепты матриц A, всегда равпомерно по k ограпп- 
(k) 

чены, а элемеиты поддиагопальных блоков Aj; почти всегда убы- 
вают до нуля, как величипы 

| | 1 k 
vi) —O [ave ( a ) 

m—j+1 

если порядок жордановых ящиков матрицы A пе превосходит 5. 
О последовательности матриц А, говорят, что она стодится по 
форме к блочной правой треугольной матрице. 

31.9. Для того чтобы последовательпость матриц A, из 31.8 
сходилась но форме к блочпой правой треугольной матрице, до- 
статочпо, ‚чтобы в разложении А = ОЛО-' при упорядочепии 
Диагопальных элементов матрицы Л по невозрастанию модулей 
в матрице Q- были отличиы от пуля все ведущие миноры. . 

- 31.10. Если все собственные значения матрицы A различпы 
по модулю, то в условиях 31.9 последовательность матриц A, 
сходится по форме к правой треугольной матрице. 

31.41. В условиях 31.10 диагональные элемепты матриц А» 
сходятся к собственным значениям матрицы А. 

31.12. Если матрица А вещественная и только комплексно 
сопряженные собственные зпачения могут иметь равные модули, 
то в условиях 31.9 последовательность матриц A, сходится к блоч-' 
лой правой треугольной матрице с блоками первого и второго 
порядков па диагонали. 

31.13. Обозпачим через 1(),) мпогочлеп, кориями которого ‘яв- 
ляются все собственпые зпачения матрицы A из Гй но старшип- 

ству группы равпых по ‚модулю, через 1? (1) — характернстиче- 

ский многочлеп блока As} ) матрицы A, из 31.8. Имеют. место co- 
отпошения 

/ h ~ 

1 (A) = 1, (A) + O Gan [== | 
| Е № 

i (a) = 1, (A) + O ео [тень | o (amen ( tm 
(A) (A) + Um—i+a + Um—it1 

= 1, т, 

4 В ® 

1) (1) = Im (A) + О [к |=) } 
2 

31.14. Если матрица А нормальпая, то в условиях 31.9 носле- 
довательпость матриц A, сходится по форме к блочно диагональ- 
ной матрице. 

31.15. Если А — нормальная матрица и все ее собствепные 
значения различпы по модулто, то последовательность матриц A, 
сходится к диагопальной матрице из собственных значений. 

15*
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31.16. B условиях 31.14 и обозпачепиях 31.13 иметот место со- 
отпошения 

\ 

i” (A) = L(A) + O (=). 
Tn 

т т. 2h у «о. \?* 

оно (1) ) +0((==-]”), into, 
M—i+2 \ m—i+l 

\R 

tn’ (A) = Lm ay + 0((=) } 
2, 

31.17. Если последовательпости 

$1 (А), So(A), ..., $4(^),..; НА), 2.00), ... О), ... 

многочлепов одниаковых степепей co стариими коэффициептами, 
равными едипице, сходятся к взаимпо простым мпогочленам s(A) 
и i(X), то скорость их сходимости пе мепьше, чем скорость сходи- 
мости последовательпости 

Мы), #0), М, ... 
ee h) 

31.18. Если последовательность kopuelk многочленов is (A) 
сходится к простому собственному значению матрицы A, TO CKO- 
рость этой сходимости не меньше, чем скорость сходимости после- 

(k) довательности 2; (A) к 1; (A). 
® 

Проведем QR-anropuTm 31.1 настолько Далеко, чтобы все элементы под- 

диагональных клеток А матрицы A, стали малыми. Заменив эти эле- 

менты нулями, мы получим блочную правую треугольпую матрицу. Для 
wee резение проблемы собственных значений осуществляется значительно 
проще, чем для матрицы A, так как обычно группы равпых по модулю соб- 
ственных зпачений не бывают большими. Утверждения 31.13, 31.16—31.18 
„оказывают. какой при этом можно достичь точности. Особенно выгодно 
применять ОА-алгоритм для нормальных матриц. Однако в таком виде ОВ- 
алгоритм применяется относительно редко из-за своей слабой сходимости. 
Обычно под ОВ-алгоритмом понимают нечто большее, включая в пего всю 
совокупность приемов ускорения. 

31.19. Если матрица А правая почти треугольпая, то все мат- 
рнцы A, также будут правыми почти треугольпыми. 

31.29. Если матрица А эрмитова трехднагопальная, то все мат- 
рицы A, также будут эрмитовыми трехдиагональными. 

Это утверждение характеризует одпо из самых важпых свойств ОВ- 
алгоритма — его инвариантность к правой. почти треугольной форме. Пред- 
варительное преобразование матрицы A к почти треугольвому виду. . де- 
лается только один раз, что требует выполиения порядка п3 операций. За- 
тем каждый шаг ОВ-алгоритма осуществляется с правой почти треугольной 
матрицей, что требует выполнения уже порядка п? операций. Как приве- 
дение матрицы к почти треугольпому виду, так и разложение почти тре- 
угольной матрицы на мпожители легко. реализустся с помощью методов,
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оппсаппых в 30.20, 30.24. При большом числе шагов этот прием дает уско- 
репие примерпо в п/2 раз. Если же матрица A эрмнтова, то общее уско- 
рение увеличивается сще па одпи порядок по п. 

31.21. Предположим, что элемепт а;.,.; правой почти треуголь- 
ной матрицы А равеп пулю. Разобъем А ва такие четыре блока, 
чтобы дпагональпые блоки были квадратными и блок в левом 
верхнем углу имел порядок j. При этом блок в нижием левом 
углу будет пулевым, т. е. 

22 

QR-anropuTM ипивариантен к даниой форме матрицы, и па всех 

его шагах диагональные блоки преобразуются цезависимо друг 

от друга. 

Цри нализии пулевых ноддиагопальтых элемептов правой. почти тре- 
угольной матрицы А задачу отыскапия всех ее собствепиых значений мож- 
по свести к аналогичным задачам меньшего размера. Этот прием так- 

же позволяет достичь определеЕпого ускорепия. 

31.22. Пусть матрица A — правая почти треугольная и все ее 
поддиагопальные элемепты отличпы от нуля. Если какое-пибудь 
собственное зпачепие такой матрицы является кратным, то оно 
должно входить только в один канонический ящик Жордана. 

31.23. Если правая почти треугольная матрица с ненулевыми 
поддиагональными элементами имеет простую структуру, то все 
ее собственные значения различны. 

К сожалению, мы не можем реально надеяться на то. что наличие близ- 

ких собствеппых значений обязательно приведет к появлению малых под- 
диагональных элемептов. Существуют эрмитовы трехдиагональные матри- 
цы порядка п, элементы которых заключены в пределах от 1 до п/2, по у 
которых BMeIOTCA собствепные зпачения, отличающиеся от ближайших па 
величину порядка (п!)-?. Тем we мепее, если по каким-либо причинам все 
зке появился пулевой или очепь малый поддиагональный элемент, полезпо 
иметь в виду возможпость сведепия исходной задачи к двум задачам мепь- 
шего размера. 

31.24. Рассмотрим любую последовательность чисел Oy, 0», ... 
Спова построим унитарные матрицы О, и правые треугольные мат- 
рицы А, по рекуррептнпым формулам 

А —с.Е = О,В,, A, = 4,0, + 06,2, 

А, — в. =0.В., A, = = 2. Op + ok, 

Ц 

Awa с, = OR, A, = RQ, + о,Ё 

Этот процесс ностроепия по матрице А последовательпостей мат- 
pun О», A, пазывается ОА-алгоритмом со сдвигами. 

31.25. ОП-алгоритм со сдвигами пиварнаптен правой почти 
треугольной форме.
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31.26. Матрицы A, упитарно подобпы исходпой матрице А. 
Нри этом 

A, =(0,...0,)*А(О,...О,), 

(О, ose Q,)(R,. . .В,) — (A — 0,E)(A — oof) ... (А — о,й). 

31.27. Пусть матрица А — правая почти треугольнпая порядка 
п и ее элемент в позпции (] +41, ]) равен по модулю малому чис- 
лу ¢. Разобьем, апалогично 31.21, матрицу А па блоки: 

21 22 . 

где. блог 2; имеет лишь один ненулевой элемент величины & 
в верхнем правом углу. Предположим, что вычислепы каким-либо 
образом собственные зпачения O14, ..., @,-; блока G22. Тогда в мат- 
рице A,-;, полученной согласпо 31.24 с помощью таких сдвигов, 
элемент в позиции (7-1, j) будет иметь величину порядка =” 
или меньше. 

31.28. Циклическое повторение процесса 31.27 асимптотиче- 
ски обеспечивает пе менее чем квадратичную скорость уменьше- 
NMA одного из поддиагональных элементов. 

По существу, все известные стратегии выбора сдвигов в общем случае 
состоят из двух различных этапов. На первом этапе обеспечивается замет- 
ное уменьшение одного из поддиагопальных элемептов матрицы А». На вто- 
ром этапе малость подднагонального элемепта позволяет пачать целенанрав- 
ленный выбор сдвигов, например, в соответствии с 31.27. Это позволяет 
очень быстро осуществить разбиение матрицы A, па две матрицы мепъ- 
ших размеров. ‘ 

Очень редко первый этап осуществляется в точном соответствии с про- 
цессом 31.1 даже для почти треугольпой матрицы A. Основная причина — 
малая скорость убываппя подднагональных элементов в данном процессе. 
Как правило, па первом этапе пыталотся сразу же применять сдвиги, па- 
деясь на получение малого поддиагональзого элемента либо в позиции 
(п, п— 1), либо в позиции (п — 1, п 2). Теоретическое обоснование этого 
этапа для матриц общей структуры, как правило, отсутствует, по прово- 
дится экснериментальное подтверждение ero эффективпости. 

Если удалось получить малый элемент в позициях (п, п— 1) или 
(п —1, п 2), то определение дальпейших сдвигов становится простой 
задачей. | 

Практическая реализация описаппого процесса ускорения не всегда 
оказывается эффектйвной. Предположим, что вещественная матрица А име- 
ет комплексные собственные значения. В этом случае для обеспечения квад- 
ратичной сходимости в соответствии со схёмой 31.24 необходимо использо- 
вать комплексные сдвнги. Появление комплексных матриц весьма нежела- 
тельно как с точки зрения времепи счета, так и с точки зрения памяти 
ЭВМ. Заметим, что если в обозначениях 31.27 матрица А являетсл вещест- 
вепной, то вещественной будет и матрица A,—;, песмотря Ha то что промс- 
жуточнпые матрицы будут комплексными. Поэтому покажем, как можно 
вычислять матрицу А„-;, мипуя полученне промежуточных матриц. 

31.29. Пусть для матрицы А выполнепы упитарпо подобпые 
. * * 

преобразования Су = Г АТ., С. = ТГ, АТ., причем матрицы 
C,, С, — правые почти треугольные, с пепулевыми поддиагональ-
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ными элементами. Если первые” столбцы матриц Т,, Г. совпада- 
10T, то существует такая дпагогальная матрица S с элементами, 
равпыми по модулю единице, что Г. = Г,5, С, = S*C,S. 

31.30. В условиях и обозпачениях 31.27 выполняются соотно- 
шегия 

An-j; = Tr-jAT nj; Гат -j — = fr— —j (A). 

Здесь 7,-;— упитариая матрица, L,-;—- правая треугольная, 
[„_/А) — характеристический многочлеп ` блока G2. матрицы A. 

Предположим, что мы каким-либо способом нашли такую ортогональ- 
ную матрицу 7, у которой первый столбец совпадает с первым столбцом 

n-j и при этом матрица С = Т*АТ является правой почти треугольной. 
Возможны две ситуации. Есин все поддиагональные элемепты матрицы С 
отличны от нуля, то согласно 31.29 Т = Т,_;5, С = S*A,_;S, где 5 — диа- 
гональная матрица с элементами, равными по модулю единице. Безразлич- 
HO, с какой из матриц: А„-; пли С — продолжать ОВ-алгоритм. Мы будем 
продолжать его с матрицей С. Если же какие-то поддиагональные элементы 
матрицы С равны пулю. TO это более благоприятный случай, так как можно 
продолжать ОВ-алгоритм с матрицами меньших размеров. 

31.31. Если матрица А правая почти треугольная, то в первом 
столбце матрицы f,-;(A) могут быть непулевыми только первые 
п — 7-1 элементов. 

31.32. Если матрица: £,-; получена в результате исключепия 
поддиагональных элемептов матрицы [„-ХА) с помощью умнпоже- 
пия слева на матрицы вращепия Ty, ..., Гут, .. о: Ln-1,n, TO Пер- 
вый столбец, матрицы T,,-; из 31.30 совпадает с иервым столбцом 

матрицы Tr .. „тт п. 
31.33. Вычислим первый столбец матрицы КА) и определим 

110 нему соответствующне матрнцы вращения Г\-, ..., Г а-я 1. По- 
лучим, далее, матрицу 

* 

В = Py n-j+1 ... Т»АТ1> ee Гат 

и приведем ее с помощью алгоритма 30.20 к правой почти тре- 
угольной матрице С. Тогда либо матрица С имеет нулевой под- 
диагональный элемепт, либо С = S*A,_;S, где S — диагональпая 
матрица с элемептами, равными по модулю едипице. 

Матрица В из 31.33 имеет много нулевых элементов и отличается от 
правой почти треугольной тем, что почти все элемепты ведущего мипора 
порядка п —7--2 могут быть отличвы от пуля. Специальный вид матри- 
цы В легко учесть при ее приведепии к почти треугольной форме. На всех 
этапах приведения промежуточные матрицы будут отличаться от правой 
ночти Треугольной тем, что почти все элементы некоторого минора поряд- 
Ka п—}-- 2, опирающегося на главпую дпагональ, могут быть отличны OT 
пуля. По мере выполпения процесса этот минор будет перемещаться по 
диагонали вниз. 

В целом прямое получепие матрицы С из матрицы А согласно 31.33 
требует выполнения примерно такого ке объема вычислений, как и после- 
довательное ее получение за п—} шагов процесса 31.24 с вещественными 
сдвигами.
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Описалпое ускорепие сходимости ©В-алгоритма особенло эффективна, 
когда j = п — 1. В этом случае очередной сдвиг совпадает с последним диа- 
гональным элементом и заведомо будет веществепнпым. а квадратичное убы- 
вание последнего поддиагонального элемепта будет. происходить па каждом 
шаге процесса 30.24. Если же вещественпая матрица А имеет комплексные 
собственные зпачения. то нрямое получепис матрицы С согласпо 34.33 наи- 
более эффективно при j =п—_ 2. Обязательное появление малых поддиа- 
гональных элементов связапо в основном с паличием у матрицы А капони- 
ческих ящиков Жордана больших размеров. 

31.34. Следующие приемы ускорепня зпачительно повышают 
эффективность ОА-алгоритма: 

— предварительное приведение матрицы к правой почти тре- 
угольной форме; без этого приведения ОД-алгоритм обычпо не 
применяется; 

— использование сдвигов для повышения скорости убывания 
поддиагональных элементов; при паличии комплексных собствен- 
пых значений у вещественной матрицы паиболее эффективно 
прямое получение матриц A, из 31.24; 

— замена малых поддиагональных элемеитов нулями; это 
позволяет продолжать применение ОА-алгоритма с матрицами 
мепьших размеров. 

В приемах ускорения остается неяспым только один вопрос: как на- 
чинать выбор сдвигов, чтобы достаточно быстро получить малый поддиа- 
гональпый элемент в позиции (j + 1, 7) с наибольшим по возможности зна- 
чением j? За исключением пекоторых специальпых классов матриц, пока 
на него не получено убедительпого ответа. Мы опишем сейчас одну из прак- 
тических процедур выбора сдвигов. Она эффективна, хотя ее применепие 
также связано с пекоторым риском. 

31.35. Пусть процесс 31.24 начинается с вычислепия матрицы 
A, при 0, =0. Предположим, что уже получепы матрицы А»-: 
и А,. Проверяем выполпение моравопотва 

(k) —TI) | < (k—1) | 
| ann — an mn 

k) 
Если опо справедливо, TO находим матрицу Api, беря би: = а®. 
Нели ке это неравенство пе имеет места, то проверяем выполне- 
ние другого перавенства: 

Ja? або <A fa 
где a!) а — блоки второго порядка матриц A,-,, A,, паходя- 
щиеся в пижнем правом углу. Если это перавенство справедливо, 
TO вычисляем характеристический многочлен матрицы a” и па- 
ходим матрицу А,.›, используя прямой способ ее получепия. Если 
же и последнее неравенство пе имеет места, то находим матрицу 
‘Any, беря би! = 0. 

Применение этой процедуры показывает, что средпее число итераций 

па каждое собственное зпачение, как правило, пе превосходит 5
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31.36. Если считать. что па каждое собственпое значепие 
матрицы A требуется пе более пяти птераций, го вычисленные 
собственные значения будут точными для некоторой возмущен- 
ной матрицы 4 + 6, где 

[@ |= 

ОЕ-алгоритм лучше приспособлен для определепия собствепных зпа- 
чепий, чем собствеппых векторов. При нахождении собственных векторов 
необходимо дополнительно вычислять’ и запоминать матрицу результирую- 
щего преобразования подобия. Эта операция оказывается очепь певыгодной, 
если пужно определить лишь песколько векторов. К тому же вычисление 
матрицы преобразования усложняет численный метод, особеппо в тех слу- 
таях, когда приходится переходить к матрицам меньших размеров при по- 
явлении нулевых поддиагональных элементов. 

Нет пикакой необходимости находить собственные векторы. используя 
ОК-алгоритм. Значительно проще и быстрее определить с помотдью ОВ-ал- 
горитма только собственные зпачепия, а собственные векторы вычислить, 
применив обратные итерации с постоянным сдвигом. 

р |. 

31.37. Пусть А — произвольная матрица. Построим последова- 
тельность унпитарпых матриц О, и левых треугольных матриц Гл 
по следующим рекуррептным формулам: 

й — 0, Ги; А; — LQ, 

=» A, — LQ», 

‘A, h-1 = OWL ky А, — [-О,, 

Процесс построения по матрице А последовательностей матриц 
О», L, называется ОГ-алгоритмом. 

В теоретическом отпошении QL- и ОВ-алгоритмы почти совпадают. Ос- 
новное их различие состоит в том, что матрицы A, в ОГ-алгоритме сходят- 
ся по форме к блочпой левой треугольпой матрице и собственные значе- 
ния в диагональных блоках упорядочиваются по неубыванию их модулей. 
Для ОГ-алгоритма могут быть применены все те ‚приемы ускорения, кото- 
рые были описаны для ОВ-алгоритма, с замепой, конечно, правой почти. 
треугольной формы па левую почти треугольную. ОЁ-алгоритм выгодпее 
применять в тех случаях, когда большие элементы матрицы А сосредото- 
чены в ее левом верхнем углу, ОГ-алгоритм — когда в нижнём правом. 

o 

$ 32. Эрмитовы матрицы 

32.1. Если некоторые впедиагональные элементы эрмитовой 
трехдиагональной матрицы равны нулю, то эта матрица может 
быть представлена в виде прямой суммы диагональчых матриц 
и эрмитовых трехдиагональцых матриц с ненулевыми впедиаго- 
нальными элементами. 

32.2. Эрмитова трехдиагональная матрица с ненулевымн вне- 
диагональными элементами является якобиевой матрицей.



32.3. Обозначим через Ay, ..., An ведущие мипоры эрмитовой 
якобиевой матрицы 

6; а, 0 
a, b, a, 

0 Чл Dany a, 

a, й 

порядка п. Выполняются рекуррептпые соотпошепия 

2 
А, = 1, A, = bi, er eg А, = 6,А,— — агА,—о, 2 <= r <= п. 

32.4. В условнях п обозначениях 32.3 нмеют место следующие 
свойства: 

— никакие два соседпих ведущих минора матрнцы A пе мо- 
гут одновремеппо равняться пулю; | 

— если мипор A,, 1 <г< п, равеп нулю, то соседпие миноры 
A,-1, -Ar4,; отличпы от пуля п имеют противополоязные зпаки; 

— все собствецные значепия матрицы А простые. 
32.5. Вычислим каким-либо способом ведущие мпноры’ мат- 

рицы A из 32.3 и припишем любые знаки пулевым мпнорам, если 
таковые имеются. Число перемен зпаков в последовательности 
Ao, Ay, ..., An равно числу отрицательных собствепных зпачепин 
матрицы 4; число пулевых собственпых зпачепий совпадает с 

числом пулевых мппоров; число полоязительпых собственных зна- 
чений равпо разности медзду порядком матрицы и суммой отри- 
цательных и пулевых собственпых зпачепий. 

При реальных вычислениях можио. надеяться TONLKO па то, что будут 
правильно определены знаки ведущих мпноров пекоторой возмущенной. 
матрицы А-- &. Конечно, вычислительный процесс должен обеспечивать 
малость возмущения &. Но чтобы по знакам ведущих мипоров матрицы 
А -- © правильно определить число ее нулевых, положительных и отрица- 
тельных собственных зпачений, необходимо быть уверенпым, что А + & яп- 
ляется матрицей Якоби. Не каждый вычислительный процесс гарантирует 
вынолнение обоих условий одновременно. | 

Формулы 32.3 в прямом виде пельзя использовать для вычислений па 
ЭВМ по многим причинам. Даже для самых простых матриц вычислитель- 
ный процесс 32.3 может привести либо к переполнению, либо к неправиль- 
ным выводам из-за появления машинных нулей. Последнее, например, эк- 

вивалентпо замене пекоторых внедиагональных элементов пулями, что, Ko- 
нечно, в общем случае недопустимо. Машинный нуль заставляет преодоле- 
вать гораздо больше трудпостей при реализации формул 32.3, чем это мо- 
жет показаться на первый взгляд. Связано это прежде всего с тем, что мы 
должны гарантировать правильность знаков вычисляемых величин. Такая 
задача непроста, если сами величины близки к машинпому нулю. 

Соотношения 32.3 для г > 2 являются линейными и однородными по 
А,...., An. Чоэтому, если перед вычислепием А; мы умножим А,-1, А;_› па 
любое положительное число 1, то вместо A;-4, A,, ..., An получим в даль- 
нейшем YA;-1,.... YAn. Знаки новых величин будут такими же, как у ве- 
дущих миноров. Следовательно, число нулевых положительных и отрица- 
тельных собственных зпачений исходной матрицы будет определенно пра- 
вильпо, CCI Wa каждом шаге процесса 32.3 правые части при г > 2 умио-
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MATL иа произвольные положительные числа. Мы будем выбирать эти 
пормирующие числа таким образом, чтобы гараптировать выполнепие пе- 
обходимых требований в отношении точности. 

32.6. Пусть М = (4ро)-'. Рассмотрим типичный шаг процесса 
32.3 с нормировкой, состоящий в нахождении величии 

—\(Вх — оу), v= yz 

и замене х`на UV; Здесь числа х, у пе равны пулю одповремегиио, 
параметр у выбирается по ходу вычислений. Если д = 0, To по- 
ложим 

u=—signy, v=0. 

Если x *Q, To вычисления осуществляются в такой последова- 

тельпости: 

s=By, z=fs, 0 = шах {|2|,[ 2}, 
M/9, 9—1, 

— 0 М, 0<1, 
qg=av, г= МВ, m=, 

=e m<i1, 0<1 mm moi, 0>1, 

(y/0)m, т<1, O0>1 или т>1, <1, 

u=q—l, 

32.7. Если [81% 1, 2ро < lal < 1/4, где р есть оспование си- 
стемы счисления, на которой построена работа ЭВМ, ow — машип- 
пый пуль, то при реализации формул 32.6 пикогда пе происхо- 
дит переполнение. | 

32.8. Пусть коэффициенты матрицы А из 32.3 удовлетворяют 
условиям |5:| <1, 2ро < |а.| < 1/4. Процесс 32.6 позволяет по 
знакам реально вычисленных величин и, = 1, й., ..., й, точно оп- 
ределить число нулевых, положительных и отрицательных собст- 
венных значений некоторой эрмитовой якобиевой матрицы А -+ ©. 
При этом модуль каждого диагонального (внедиагонального) эле- 
мента матрицы & не превосходит модуля соответствующего диа- 
онального (внедиагональйого) элемента матрицы A, умпожепно- 
го на p7'*"((7/4)p-'*"). 

Заметим, что в 32.8 гарантируется не только малость пормы эквивалент- 
ного возмущения, но Даже малость относительного возмущения в каждом 
элементе матрицы. 

~ 

32.9. С помощью нормировки матрицы A из 32.3 и замены ее 
нулевых внедиагональных элементов. малыми числами всегда 
можно добиться выполнения условий 

lol < 1/4, 2pa< ай < 1/4.
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32.10. Замена любой пары симметричио расположенных нуле- 
вых впедиагональных элемептов числами = измепяет собствентые 
значения матрицы пе более чем па lel. | 

32.11. Если матрица А удовлетворяет условиям 32.9, то все 
ее собствепные зпачения He превосходят по модулю 3/4. 

32.12. Пусть |A| < 3/4 и матрица А удовлетворяет условиям 
32.9. Тогда матрица А —ЛЁ удовлетворяет условиям 32.8. 

32.13. Предположим, что в условнях 32.12 для матрицы А — AE 
согласно, 32.6 реальпо вычисляются величины и, =1, й,, ..., An. 
По знакам этих величии можно точно определить число собствен- 
пых зпачений, равных A, ббльших A и меньших A, для пекоторой 
эрмитовой якобиевой матрицы А + &, где |® |, < (19/8) р '**. 

32.14. Пусть эрмитова якобнева матрица А удовлетворяет ус- 
ловиям 32.9. Предположим, что ее собственные зпачепия запу- 
мерованы в порядке алгебраического неубывания, т. е. Л, < А. <... 
.. ЗАЛ», И ставится задача отыскания А-го по померу собствепно- 

го зпачепия A, независимо от остальных. Пусть известно, что № 
принадлежит полуинтервалу (а., 6.1. Возьмем А, = (В. — а.)/2 и в 
соответствии с 32.13 определим, в каком 113 полуннтервалов, 
(а,, A] или. (А, 6,|, паходится К-е собственное значение слабо воз- 
мущеппной матрицы A+ &. Это позволяет локализовать A, в полу- 
иптервале (а..,, 6..:| вдвое меньшей длины, чем (a,, 6.]. Описан- 
пый процесс последовательного сужения полуиптервала, содеряа- 
mero нужное собственное значепие эрмитовой якобиевой матрн- 
цы, называется методом бисекций. 

32.15. В условиях 32.9 в качестве начального полуиптервала 
fay, bo] для метода бисекций всегда можно взять полупитервал 
(—3/4, +3/4]. | | 

32.16. Если в условиях 32.9, 32.14, 32.15 в качестве приближе- 
тия к A, брать середину с, полупитервала (а., 6.], то 

| cs — An | < fp + = 2°. 

32.17. В условиях 32.9 каждое собствепное значение можно 
определить методом бисекций с абсолютной точностью (25/8)р-'"! 
‘пе’ более чем за #105, р птагов. 

Рассмотренный метод определепия собственных значений матрицы Яко- 
би обладает исключительной упиверсальностью. Его можно использовать ие 
только для пахождепия задапного по номеру собственного значения, по и 
для вычислевия всех (или части) собственпых значепий, принадлежащих 
любой области. для исследовапия общего распределепия собственных зпа- 
чепий н т. п. На его реализацию не оказывает никакого влияпия наличие 
близких и кратных собствеппых значепий, и даже очень большое их скоп- 
ление. При этом достижимая точность 32.16 пе зависит от размеров 
матрицы. | 

Все эти свойства кажутся особенно удивительными, если’ вспомнить, что 
в конечном счете метод связап с распознавапием пулевых и пепулевых чи- 
сел. причем распозпавапие осуществляется в условиях влияпия ошибок 
округления. | ..
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Если необходимо определить собственные ‘значения полной эрмитовой 
матрицы, то целесообразно впачале привести ее к трехдиагональному виду 
с помощью алгоритма 30.20. Все дальнейшие вычисления с трехдиагоналр- 
пой матрицей при больших порядках не вносят существенного вклада в об- - 
щий объем вычислений даже при относительно сложном алгоритме 32.5. 
Если же исходная эрмитова матрица с самого начала является трехдиаго- 
нальной, то в Этом случае приходится думать о выборе более экономичного 
метода, чем метод бисекций. если пужно отыскать много собственных зиа- 
чений. В случае, когда необходимо определить лишь несколько собствеп- 
ых зпачений с заданпыми померами, метод бисекций исключительно эф- 
ективен. 

32.18. Пусть А — эрмитова матрица. Предположим, что, исхо- 
дя из координатного вектора е„, для Wee выполняются обратные 
итерации со сдвигами, вычисляемыми по отношёнию Релея. Пусть 
также для матрицы А с этими же сдвигами проводится ОВ-алго- 
putm. Если пи одип из сдвигов не совпадает с собственным зпа- 
чепием матрицы A, то сдвиг, вычисляемый по отношению Релея 
па А-м шаге в обратпых нтерациях, совпадает с последним днаго- 
вальным элементом матрицы А,_, в ОД-алгоритме. 

Таким образом, ссли матрица A эрмитова, то, проводя для нее ОВ-алго- 
ритм, MOJKIIO использовать сдвиги, начиная с первого шага. При этом почти 
всегда будет иметь место сходимость с кубической скоростью. Маловеролт- 
ную возможность. связанную с’парушением сходимости, па практике мож- 
но просто игнорировать. Конечно. прежде чем примепять ОВ-алгоритм, не- 
обходимо псходную матрицу привести к трехднагональному виду. 

Сдвиги. вычисляемые по отпошению Релея, оказывалотся исключитель- 
но эффективными. Тем пе мепес существуют другие стратсгин выбора сдви- 
гов, обеспечивающие более быструю сходимость. 

32:19: Пусть для эрмитовой матрицы А проводится ОВ-алго- 
ритм со сдвигами. Если вычислена матрица A,-;, то очередной 
сдвиг о, можно определять следующим образом. Вычисляются 
собственные зпачепия матрицы второго порядка, стоящей в пия:- 
eM правом углу матрицы А,_,, и в качестве с, берется то из них, 
которое ближе к последнему диагопальному элементу матрицы 
A,-,. Если ‘оба собственных зпачепия находятся Ha одипаковом 
расстоянии от этого элемента, то в качестве о, берется меньшее 
из собственных значений. 

32.20. Для любой эрмитовой трехдиагоналеной матрицы А с 
непулевыми внедиагональными элементами ОД-алгоритм со сдви- 
гами 32.19 ‘всегда сходится. При этом скорость сходимости всегда 
це хуже квадратичной и почти всегда лучше кубической. 

32.21. В условиях 32.20 все собственные значения матрицы: А 
обычно можно вычислить C максимальной точпостью в среднем 
приблизитердьно за 1—7 ОД-преобразований на одно собственное 
зпачение. 

32.22. Пусть собственные значения Aj, ..., An эрмитовой мат: 
рпицы А паходятся с помощью унитарпо подобпого ее преобразе- 
вапия к трехдиагопальпой форме и последующего _ примепепия 

ОВ-алгоритма со сдвигами 32.19. Обозпачим через Ai, ..., An ре-
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ально вычисленные собствепные значепия. Если каждое из собст- 

венных значений вычислялось с максимально возможной точ- 

постью, TO 

п /2 п. 1 

>И zt Dla} <10n%p- 
i=1 1—1 

Если находятся собственные значения эрмитовой трехдиагональной мат- 
рицы, то трудно построить какой-либо численный метод, обладающий су- 
щественно лучшими характеристиками, чем ОВ-алгоритм со сдвигами 32.19. 
Многочисленные его усовершенствования связаны только с уменьшением 
времени выполнения отдельных шагов и не носят принципиального харак- 
тера: В частности, довольно много усилий было затрачено на то, чтобы раз- 
работать схему метода, не требующую вычисления квадратных корней 
ри реализации преобразований вращения. Если же находятся собственные 
зпачения полной эрмитовой матрицы с помощью ее приведения к трехдиа- 
гональному виду, то все эти усовершенствования оказываются малозначи- 
мыми Ha фоне общего объема вычислений. 

Эффективность ОЁВ-алгоритма существенно изменяется, CCUM нужно на- 
ходить не только собственные значения, но`и собственные векторы. Основ- 
пая трудность связана с тем, что теперь необходимо по мере выполнения 
ОВ-алгоритма накапливагь произведение всех матриц О». Это требует зна- 
чительного увеличения числа выполняемых операций и объема требуемой 
памяти. Однако вычисленные собственные векторы всегда будут ортогональ- 
пы с высокой точностью, даже если имеются очень близкие собственные 
значения. Выполпения данного условия трудно добиться, если, например, 
для определения собственных векторов использовать обратные итерации. 

32.23. Пусть А — эрмитова матрица порядка п с элементами 
а;. Обозначим через w(A) сумму квадратов модулей ее внедиаго- 
пальных элементов. Существует такое упорядочение Ар, --., Апр 

собственных значепий матрицы. А, что 

У | Ap; — Bia |? < (A). 
1=1 

* . 

32.24. Пусть B= Г„АГ.;, где Г‚; некоторая матрица .враще- 
тия. Обозначим через 6.; элементы матрицы В. Имеет место co- 
отпошение 

w(B) = w(A) — 2({a;;l? — 16.12). 

32.25. Для любой матрицы А и любой пары ипдексов i, j, где 
1), всегда можно найти такую матрицу вращения Г., что 6.; = 
= 0 в обозначениях 32.24. 

32.26. В условиях 32.25 выполняется равенство ®(В) = w(A)— 
— 21а; |? 3 

32.27. Если a; есть максимальный по модулю впедиагональ- 
лый элемент матрицы A, то в условиях 32.25 справедливо .нера- 
зепство 

0 (В) < (1 — a т ) « (A). 
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32.28. Пусть матрицы — вещественные и в представлении: 22.4 
матрицы Г.; имеем с = с0$Ф,;, 5 = зш ф.. Для выполнения утверк- 
дения 32.25 достаточно взять угол ф‚, удовлетворяющий условиям: 

2а п 

tg 2945 =——_,_ loul <=. 
Fai ji 

32.29. Пусть А — произвольная Эрмитова матрица. Построим 
последовательность матриц 

А, =А, Ay, ..., Ay oes 

каждая из которых получается из предыдущей с помощью выпол- 
пения преобразования подобия, содержащего лишь одну матрицу 
вращения. Пусть Ay = T АТГ iyjy и параметры матрицы вра- 

щения выбираются в соответствии с 32.25. Тогда на каждом шаге 
процесса сумма квадратов модулей внедиагональпых элементов 
будет убывать, если только элемепты матриц А,_., стоящие в по- 
зициях (1, jy), отличны от нуля. Этот процесс называется мето- 
дом. в ращений пли методом Якоби для решения полпой проблемы 
собственных значепий эрмитовой матрицы. 

Если последовательность матриц Ay сходится к диагональной матрице, 
то диагональные элементы матрипы А, являются приближениями к собст-. 
венпым значениям матрицы A, а столбцы произведепия Ds it ... Ту, — 

приближениями к соответствующим собственным векторам. Для того чтобы 
гарантировать эту сходимость. необходимо добиться выполнения двух ус- 
ловий. Во-первых, нужно обеспечить. чтобы ®(А.) не просто убывала. а убы- 
вала до нуля: и, во-вторых, нельзя допускать появления матриц вращения, 
близких к матрицам перестановок. Если матрица А вещественная, то зторое 
условие выполпяется при введении ограничения па величипу угла, напри- 
мер, согласно 32.28. Аналогичное ограничение нетрудпо получить и в слу- 
чае комплексных матриц. Что касается первого условия, то его выполнепие 
зависит от величипы элемептов, усключаемых на каждом шаге. 

32.30. Если матрица А вещественпиая и симметричная, ннде- 
ксы 1, jy соответствуют на каждом шаге максимальному по мо- 
дулю внедпагональному элементу матрицы A, и параметры мат- 
рицы вращения Г;,;, выбираются: в соответствии с 32.28, то, не- 

зависимо от наличия кратных собственных значений, метод вра- 
нений обеспечивает сходимость последовательности матриц A, 
К диагопальной матрице из собственных значений, причем асимп- 
тотически с Квадратичной ‘скоростью. | 

Реализация данного варианта метода вращений требует ‘выбора макси- 
мального но модулю виедиагонального элемента матрицы на каждом шаге. 
При выполпении этой операции на ЭВМ требуется значительная затрата ма- 
ииниого времени. Поэтому необходимость указанного выбора является су- 
ществеппым недостатком метода с точки зрения удобства его реализа- 
ции на ЭВМ. 

Более удобными оказываются циклические процессы и, в частности, цитс- 
лические процессы с барьерами. При циклическом процессе выбирается 
определенная. нумерация внедиагональтых элементов матрицы, и их исклю- 
чение происходит по циклам. В течение каждого цикла исключаются по оче-
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реди все внедиагопальные элементы в порядке их нумерации. Чаще всего 
элементы нумеруются подряд по строкам слева паправо и сверху вниз илн 
по етолбцам сверху вниз и слева паправо. При этом, конечно, нумеруются 
только наддиагональные или поддиагональные элементы. 

Недостатком такого процесса является то, что приходится исключать 
малые внедиагональные элементы, в то время как в матрице еще нрисутст- 
Bylot большие. Это обстоятельство приводит к значительному уменьшению 
скорости сходимости. 

Отмеченный недостаток частично устраняется введением барьеров. Вво- 
лится монотонно убывающая к нулю последовательность положительных 
чисел, называемых барьерами, и при циклическом просмотре иеключаются 
лишь те из внедиагональных элементов, которые по модулю не меньше а. 
После того, как все внедиагональные элементы станут по модулю мепьше 
а., барьер @, заменяется на Qo, и процесс продолжается. | 

Этот процесс позволяет решать полную проблему собственных значе- 
пий быстрее, чем процесс ¢ выбором максимального элемепта. Однако Прак- 
тическое его использование встречает ряд трудностей, связанпых с опти- 
мальным выбором барьеров. Если барьер выбрать очень большим, то будет 
затрачено много времени на просмотр малых элементов. Если же его. вы- 
орать очепь малым, то будет затрачено много времени па исключение ма- 
ALIX элементов. которые, но существу, не влияют на скорость сходимости. 

Особого внимания заслуживает следующий способ выбора элемента, под- 
лежащего исключению. Если в матрице Ay исключается элемент, стоящий в 
позиции (iy, jy), то суммы квадратов модулей внедиагопальпых элементов 
в каждой строке матрицы А.., будут такие же, как у матрицы Ay, кроме 
строк с померами iv, jx. Поэтому, если в начале процесса вычислить суммы 
квадратов модулей внедиагональных элемептов строк, то в Дальнейшем в 
полученной последовательности из п чисел пужно пересчитать на каждом 
Idare только два числа. Оптимальным исключаемым элементом будет мак- 
симальный по модулю элемент, находящийся в строке с максимальной 
суммой квадратов модулей внедиагональных элементов. Его можно найти 
путем просмотра всего лишь 2n —1 чисел, при этом выполняется неравеп- 
ство 32.27. 

32.31. В различных вариантах метода вращений для макси- 
мального уменьшения суммы квадратов модулей внедиагональ- 
ных элементов в пересчете на циклы обычно требуется выпол: 
пить 2—7 полных циклов, независимо от порядка матрицы. 

32.32. Для циклических вариантов метода вращепий точные 
и реальзо вычисленные собственные значения матрицы A свя- 
заны между собой соотношением | 

n n 1/2 _. 

ХА: — МЕ a Jas?) < 48ир "". 
1—1 i=I 

Для других вариантов метода вращений оценка примерно в п раз ху- 
же. Это связано лишь с трудностью получепия хорошей оцепки, а пе с тем, 
что другие варианты менее точны. 

$ 33. Метод .Ланцоша 

Рассмотренные ‘методы определения собственных значений и собст- 
венных векторов предполагают, что в процессе их реализации допустимы 
различпые преобразовакия исходной матрицы. Такие преобразования широ- 
ко используются с целью уменьшения общего объема вычислеций. Однако 
они оказываются пряемлемыми только`в тех’‘случаях, когда при этом су-



IW€CTBeEHHO не возрастают размеры требуемой памяти ЭВМ. Подобная ситуа- 
ция будет иметь место; если, например, решается проблема собственных 
значений для плотной матрицы, все элементы которой отличны от нуля и не 
связаны друг с другом большим числом соотношений. В этом случае вся 
ипформация о преобразовании матрицы к более простому виду может быть 
размещена, в основном, на месте исходной матрицы. 

Решепие проблемы собственных значений существенно усложняется, 

если матрица имеет ‘очень большие размеры и либо является сильно раз- 
реженпой, либо ее элементы определяются небольшим числом параметров. 
Jenepb, Kak нравило, нельзя применять преобразования матрицы, так как 
ири этом нарушается ее структура и резко возрастает как объем вычисле- 
пий, так и объем требуемой памяти ЭВМ. Единственной возможной опе- 
рацией с магрицей остается операция умножения на вектор. 

С такими трудностями мы уже встречались при решении систем ли- 
пейных алгебраических уравнений, и с точки зрения их преодоления эф- 
фсктивными оказались методы сопряженных направлений. Подобные ме- 
тоды полезны и при решении спектральных задач. Как уже отмечалось в 
23.22—23.27, на основе процессов ортогонализации степенных последова- 
тельностей, или, как их называют иначе, последовательностей Крылова, 
матрица А может быть приведена`к подобной трехдиагональной матрице. 
Если это преобразование осуществлено, то решение спектральных задач для 
трехдиагональных матриц является вполне реализуемым делом, несмотря 
Ha то, что приходится преодолевать трудности, связанные с неустойчивостью 
нроцессов ортогонализации. 

Метод Ланцоша — это совокупность аналогичных преобразований и раз- 
личных вспомогательных приемов, предназначенных Для решения спект- 
ральных задач эрмитовой матрицы. Интерес к нему в настоящее время оп- 
ределяется тем, что методы такого типа являются единственными среди 
известных, которые дают хотя бы какую-то возможность решать спектраль- 
пые задачи для очень больших разреженных матриц. 

Для простоты изложения мы будем здесь предполагать, если не сдела- 
но специальной оговорки, что матрица А порядка п вещественпая, симмет- 
ричпая, все ее собственные значения A; различные и занумерованы в по- 
рядке алгебраического возрастания. 

33.1. Пусть вектор х не ортогонален ни одному из собствен- 
ных векторов матрицы А.. Тогда последовательность векторов т, 
Ах,..., A®~'x линейно независима. 

33.2. Пусть векторы степенной последовательности 33.4 под- 
вергаются процессу ортогонализации Грама — Шмидта с норми- 
ровкой получаемых векторов по евклидовой норме. Построенные 
таким способом ортонормированные векторы qi, -.., Qn удовлет- 
воряют соотношениям 

Bog: = 2 ==Х,, 

В:4. = А 9, — ih HN, 

В! = 449; — @;4; — В; =т„ > 4, 

где а; = (Ад» 4;), В; = (4;+., 44). 
33.3. В условиях и обозначениях 33.2 для всех j выполняется 

равенство |В;| = Ле. 

Сравпивая соотношения 22.22 и 33.2, можно заметить определенное раз- 
личие между ними. Рекуррентные формулы 22.22 содержат два независи- 
мых коэффициента ©:, В;_1. Это вполне естёственно, так как требуется удов- 
летворить‘ два условия ортогопальности вектора ];+-: к векторам f;, f;-1- 

16 В. в. Росводин, Ю. Л. Кузнецов
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Формулы 33.2 также содержат два коэффициента, хотя к двум условиям ‚ор- 
тогональности добавлено третье условие нормировки. Эта ситуация в дейст- 
вительности не противоречива. Более того, нормирующие коэффициенты В; 
всегда можно брать положительными. 

33.4. Пусть имеются векторы 4;-:, Г;-, и коэффициент B;-, > 0. 
Тогда в соответствии с 33.2 процесс можно осуществлять по сле- 
дующему предписанию: 

9} = г;—1/Ву—1, и; = Aq;, 

5; = И; — Bj-19j-1, Ay = (95, S;), 

г; = $; — ар В; = 75 lle. 

Чтобы пачать вычисления, нужно положить gg =0, M=T, В = 

= |7. 

33.5. В базисе qi, ..., 9, матрица А имеет симметричнуг трех- 
диагональную форму: 

а By 0 

в а, B, 
T = oo, , . 

0 B,—2 Any Boa 

В. Ч 

33.6. Если О есть матрица, столбцы которой совпадают с век- 
торами 4:,..., Qn, TO АО = 

33.7. Обозначим через 7, матрицу ведущего минора порядка 
т матрицы T из 33.5, через Qn — прямоугольную матрицу раз- 
мера д Х т, столбцы которой совпадают с векторами qi, ..., 4". 
Для всех 4 < тзэжп имеет место соотношение АО» = О„Г„ + В», 

где R,, = reel, и е„ есть коордипатный вектор размерности т, 
© единицей па последнем месте. 

33.8. Всегда ИА „Их = Bm. 
33.9. В условиях и обозначениях 33.5—33.7 выполняются ра- 

вепства 

Q'AQ=T, QnwAQn'= Tm. 
33.10. Пусть 0,, ..., 09» — собственные значения матрицы Г». 

Найдутся такие собственные значения Am,, г Fong ATP Г, 

что для всех 1 < } < т справедливы неравенства 10; — Ат; \<Bm. 

33.11. Пусть Ти5; = 0,5; для вектора $; и числа Qj. 7 Пайдетея 
такое собствеппое число A матрицы A, что 

| |0 — AI <= Bimj/IIsjle, 

где В»; = BmlSmjl И Smj есть последняя координата вектора S;. 
33.12. Пусть в`разложепии вектора х по собственным векто- 

рам матрицы A только т координат отличны от нуля. Тогда.
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процессы 33.2, 33.4 заканчиваются на т-м шаге и В„ =0. При 
этом оценки 33.10, 33.14 остаются справедливыми. 

33.13. Предположим, что в условиях 33.12 определены соб- 
ственные значения 0, ..., 9» и соответствующие собственные век- 
торы $5., ..., Sm матрицы Г». Тогда числа 0,, ..., On являются 
точными собственными значениями матрицы A, а векторы 
0.51, ...„ QmSm — ее точными собственными векторами. 

33.14. Процесс нахождения собственных значений и собствен- 
пых векторов матрицы A, основанный на сведении этой матрицы 
‹ трехдиагональной форме согласно 33.2, 33.4, пазывается ме- 
тодом Ланцоша. 

Прежде чем переходить к обсуждению метода Ланцоша, остаповимся 
па его геометрической интерпретации. Пусть задано некоторое подпростран- 
ство Г размерности т. Если `[, инвариантно но отношению к эрмитовой мат- 
рице A, то в подпространстве L обязательно имеется ровно т собственных 
векторов матрицы А. Если же Ё не является инвариантным, то можно по- 
пытаться найти в этом подпространстве т векторов, в том или ином смысле 
близких к собственпым векторам матрицы A. 

Одна из форм близости может быть определена из следующих сообра- 
жений. Если A, х являются точными собственным значением и собствен- 
ным вектором матрицы A, то выполняется равенство Ат = Ах. Следователь- 
10, в данном случае певязка r(A, x) = Ах — Ах ортогональна ко всем век- 
торам любого подпространства. Поэтому, если задано подпространство J, 
и мы хотим найти такие вектор y @ L и число 0, чтобы они «приближали» 
вектор < и число A, то можем потребовать, чтобы невязка г(0, у) = Ay — ду 
была ортогональна ко всем векторам подпространства L, Эта идея является 
всего лишь реализацией частного случая общего метода решения самых 
различных уравнений, называемого методом Ритца. 

33.15. Пусть qi, .... Ym — произвольный ортопормированный 
базис подпространства Ё размерности т. Обозначим через О» 
прямоугольную матрицу размера п Х т, столбцы которой совпа- 
дают с векторами qi, :.., 4». Если невязка г(9, у) = Ay — Oy 
ортогональна подпространству L, то: 

— число 0 — собственное значение матрицы Н = О„АОш; 
— вектор у равен Q,,S, где $ есть собственный вектор мат- 

puns 7, соответствующий. собственному значению 0. 
33. 16. Пусть Qn — любая матрица размера п Xm с ортонор- 

мированными столбцамн, Н = "АО. Для любой матрицы В 

IAQ — ОН! < ПАО — ОР... 

33.17. Если в обозначениях 33.16 0,, ..., 0„ — собственные 
значения матрицы H, то найдутся т собственных значений 
ту sees Am» матрицы A таких, что для всех 1 < } < т справед- 

ливы перавенства 

|9; — 2, | < [40 — Ок. 

33.18. Пусть 0,,..., On и Si, ..., Sm — соответствующие друг 
другу` собственные зпачения и собствеппые векторы матрицы Н 

16*
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цз 33.16. Тогда aaa всех 1<)]= т число 0; равпо отпошепию 
Релея для вектора Q,,5,. 

33.19. При вумерация COOCTBCULBIX значепий в порядке пе- 
убывания для всех 1<)] < т выполняются перавепства 

33.20. Для каждого 9; пайдется такое собственное значение 
Л»; матрицы A, что 

|9; — Am ; | <1(А — 62) От $ ДЕЛ: (в. 

33.21. В обозначениях 33.16 спектральная задача IIs = Bs, 
у = 0.5, пазывается задачей, редуцированной на подпространст- 
во Г, по отношению к исходной спектральной задаче Ах = Ах. 
Вектор О„5 и число @ пазываются соответственно вектором Ритца 
и числом Ритца. 

Возвращаясь снова к методу Лавцоша. мы можем теперь дать геомет- 
рическую иптерпретацию связи спектральных задач с матрицами А и Гм. 

33.22. Линейпая оболочка векторов x, Az, ..., A” *x называ- 
ется подпространством Крылова. 

33.23. В обозначениях 33.7 спектральная задача Ts == 6$, 
у = О„$, является редуцироваипой па подпространство Крылова 
размерности т по отношению к исходной спектральной задаче 
Дт = Ат. 

Таким образом, осуществляя метод Лапцоша. МЫ В действительности 

строим ортонормированные базисы вложенпых друг в друга подпространств 

Крылова и получаем последовательность редуцировапных па эти подпрост- 
ранства спектральных задач с симметричными тррхдиагопальными матри- 

цами. Принимая во впимание, что редуцировапные задачи аппроксимируют 
в смысле Ритца исходнуо спектральнуо задачу, мы можем надеяться па 

то, что при т <n решевие задачи 7,,s = Os даст полезную информацию 
о задаче Ах = Ах. Об этом говорят н оцепки 33.10, 33.41. Если при каком- 
либо т окажется, что мало В» Или Smj, TO это озпачает, что все или неко- 
торые из собственных чисел матрицы Г„ являются хорошими приближс- 
ниями к части собственных значений матрицы A. 

Изящная теоретическая картина метода Ланцоша основательпо : пару- 
пгается при его практической реализации. Реальный процесс пе обладаст 
некоторыми свойствами, указаппыми точной теориси, но приобретает дру- 
гие, не предсказанные ею. 

33.24. Основные качествепные черты практической реализации 
метода Ланцопа следующие: 

— векторы 4; рано или поздно теряют даже приблизитель- 
ную ортогональность к ранее вычисленным векторам; матрица 
О; практически стаповится вырожденной; | 

— среди чисел Ритца появляются повторпые копии, не со- 
ответствующие кратным собственным зпачениям матрицы A; со- 
ответствующие векторы Ритца почти коллинеарпы; 

— чем дальше от краев спектра, тем медленнее сходимость 
чисел Ритца к собственпым значепиям матрицы А; обычно. вна-
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yale сходятся крайние числа Ритца; один раз сошедшись к.ка- 
кому-нибудь собствепному значенню, числа Ритца, как. правило, 
стабилизпруются н в дальпеишем меняются мало; 

— коэффнцниеиты В; редко бывают малыми; появляется воз- 
можность продолжать процесс пеограниченно долго, пе натал- 
киваясь па. нулевые или очень малые коэффициенты B;; 

— в течение п шагов метода Ланцоша хотя бы одпо число 
Ритца сойдется к собственному значению матрицы A; 

— с ростом числа шагов т № п в спектре трехдиагональной 
матрицы 7, появляются приближепия ко всем собственным зна- 
чепиям матрицы A. 

Не все перечисленные характеристики получили объяснепие, подкреп- 
ленпое хотя бы каким-нибудь теоретическим обоснованием. Поэтому схе- 
ма практической реализации метода Ланцоша остается очень сложной. Тем 
не менее в большинстве случаев удается получить вполпе приемлемый 
результат счета. 

В конечном счете метод Лапцоша представляет собой некоторую разно- 
видпость процесса ортогонализации Грама — Шмидта. Все особенности, при- 
сущие методу ортогопализации, остались и в методе Ланцоша, в том числе 
главная из них — потеря ортогопальности. В $ 23 мы подробно рассмотрели 
как причины потери ортогопальности, так и способ ее восстановления, CBA- 
занпый с полной переортогопализацией векторов. К сожалени!о, в отноше- 
пии метода Ланцоша полпая переортогопализация представляет только тео- 
ретический интерес, так как приводит к огромному росту объема вычисле- 
ний и требуемой памяти ЭВМ. Предложены различные варианты выбороч- 
пой переортогонализации. Установлено, что парушение ортогональности 
связапо во многом с появлением малых чисел Smi, т. е. с факторами, сви- 
детельствующими о сходимости чиссел Ритца к собственным значениям 
матрицы A. 

Однако в этом методе пока еще слишком много пеясного, и cro практи- 
ческое использование скорее похоже на искусство, чем на обоспованные 
вычисления. Мы не можем здесь останавливаться на описании мпогочис- 
ленных деталей, которыми обросла вычислительная схема метода Ланцоша. 

$ 34. Общие вопросы теории итерациенных методов 
решения систем линейных уравнений | 

В этом и в последующих параграфах будут рассмотрены итерацион- 
пые методы решения совместных систем липейных алгебраических урав- 
нений Au = f;G квадратными матрицами A и векторами } —im А. При этом 
всюду, кроме $ 40, будет предполагаться, что матрица А невырожденная 
н. следовательно. система имеет ‘единственное решение и = 471} при про- 
"звольпом векторе f= R,. В паиболее общей форме итерационный метод 
Тешения системы Аи = } мы запишем в виде вычислительной процедуры 

= А» (А, f, ий, ..., Ш), к =1,2,...4 

где Рь — пекоторая последовательность операторов, действующих для за- 
данных A и } из пространсгва. В, Х ... XR, в пространство R,. Ниже 
мы отравичиваемся только теми итерационными методами, которые остав- 
ляют инвариаптным решепие и исходной системы, т. с. UF, (А, f, u,..., U) 

для всех A > 1. 1
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34.1. Вектор u° `итерационного метода называется начальным. 
34.2. Векторы 2’ = и" — и, где и = А7!}, пазываются вектора- 

ми ошибок итерациопного метода. 
34.3. Векторы & = Au* — } назызаются векторами невязок UTC- 

рационного метода. 
34.4. Если для некоторого k >1, используя соотношения 

2. = РКА, Аи, 2 Ни... 2 +u)—u, 

выразить вектор ошибки 2“ через вектор начальной ошибки 2° 
но формуле 

“= (Л, и, 2°), 

то возпикающий в результате оператор Z, называется разреша- 
ющим оператором А-го шага итерациоппого метода. 

В дальнейшем вслоду предполагается, что 

Zr (A, и, 5) = Zi (A, 2) 

для всех k > 1. 

34.5. Пусть р — некоторое положительное целое. Тогда итс- 
рационный метод называется р-шаговым (p+ 1-слойным), если 

PAA, f, ил... w) = FAA, fw, и) 
для всех k = р. 

_ 34.6. р-шаговый итерациопный метод называется стационар- 
ным, если для всех k= р операторы А, не зависят от помера 
итерации К; т. е. 

FAA, f, и... Шт) = FA, ри... Ш), 

где Р — некоторый заданный оператор. 
34.7. Пусть $ — некоторое положительное целое. Тогда ите- 

рационный метод пазывается циклическим с периодом $, если 
Г, =ЕР,_, для всех К > 5. 

34.8. Циклический с периодом $ 1 итерационный метод мо- 
жет быть записан в виде 

и^ — ЕКА, р, ut eo 8 09 ur"), 

где 1=k — stk/s] ([Н — целая часть \ числа t). 
34.9. Циклический с периодом $ 21 итерационный метод всег- 

да может быть записан`в виде стационарного одпошагового ите- 
‚‘рационного метода 

” ь = F(A, р, u*~*), 

каждый шаг которого реализуется по формулам 
ИА — РИА, р О, ut), 11 2, ..., $. 

34.10. Итерационный метод называется линейным, если опе- 

раторы: F’, являются линейными по отношению к перемепиым 
векторам f, и! ..., uw’.
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34.11. Линейный птерациоппый метод всегда представим 
в виле 

% k-1 

и’ — У Рлаи + Pinf, 
1—0 

где А, i=0, 1, ..., К, — некоторые постоянные (т. е. зависящие 
только от зпачений ипдексов & wi) матрицы. 

34.12. В силу ипвариаптности решепия системы относительно 
птерационного метода имеем 

k—-1 

Fin = ( — 2 Fas] A™, 
i=0 

34.13. Разрешающие операторы линейного итерационпого Me- 
TOMA являются матрицами и представимы в виде 

(=Е- М,А, 

rie М, — некоторая последовательпость матриц. 
34.14. Линейный итерационпый метод для всех k 21 может 

быть записап в виде | 
h-1 

I k-1 h—-1 i 
u' = и — H,,( Au —f)+ Dy Spi’, 

10° 

где Я,, 9, i=0, 1, ..., k —1,— некоторые последовательности 
матриц, причем и 

‚— 

>, 5; = 0. 

1==0 

34.15. Липейный двухшаговый итерациоиный метод может 
быть записан в виде | 

u® = и" — НА — f) — 5, (ий — u*-*), 

rie H,, S, — некоторые последовательпости матриц. 
34.16. Линейный одпошаговый итерационпый метод всегда 

может быть записан в виде 

uk = 1 — ИА ий! — f), 

где ff, — некоторая последовательность матриц. Если матрицы 
HA, невырожденные, то метод часто записывают в другом, экви- 
валептном, универсальном виде: 

Вим — м") = фт, (Аш — f), 

где т, — пекоторая последовательпость пенулевых чисел (лара- 
—1 

метров птерационпого метода), B, = Trl), . 
34.17. Липейный стационарпый одпошаговый итерационпый 

метод всегда может быть записан либо в виде 

u* = ui"! — H( Au" — f),
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где Н — некоторая постоянпая матрица, либо, если матрица H 
невырожденная, в внде 

В(и^ — и) = —1(Au** = f), 

где т — некоторый итерациопный параметр, В =тН“*. 
34.18. Итерационный метод называется сходящимся, если для 

любого начального приближения и’ е В, последовательность век- 
горов м^ этого метода сходится к решению и исходной систе- 
мы Au = f. 

Здесь и Далее в определениях и формулировках различпых результа- 
тов (неявно или явно) часто используется свойство эквивалентпости норм 
в конечномерных пространствах. Более конкретно, если последовательность 
векторов (матриц) сходится к какому-либо вектору (матрице) в одной вы- 
бранной норме, то она сходится и в любой другой норме. Ноэтому при изу- 
чении сходимости пет необходимости фиксировать вид используемой пормы. 
3 то же время, если нас интересует вопрос о близости векторов (матриц) 
или о скорости сходимости последовательности за конечное число шагов, 
то способ задания нормы может уже играть очень важную роль. 

? 

34.19. Пусть #.! — некоторая векторная норма и 2 — некото- 
рый оператор, действующий из К, в R,. Тогда величина 

'Z (vr) | L(Z) = sup ON 
0-0 v 1 

называется константой Линшица оператора Z. 
34.20. Если 2 — матрица порядка п и !-! — некоторая вектор- 

пая норма, то 
L(Z) = ИЛ, 

где !-! — матричная норма, подчиненная соответствующей исход- 
пой векторпой норме. 

34.21. Для любой векториой нормы условие 

В» сю 

достаточно для сходимости итерационного метода. 
34.22. Для любой матричной нормы !-! условие 

lim | Z, || = 0 
kh 00 

необходимо и достаточпо для сходимости липейного итерациоп- 
ного метода. | 

34.23. Для любого k > 1 оператор Ть, определяемый соотно- 
шением 

T(z) = Т-(А, 2) =F, (А, Аи, Ни) - и, 

называется оператором перехода k-ro шага соответствующего од- 
ношагового итерационного метода. 

34.24. Для линейных одношаговых методов матрицы 

T,=E-H,A 

as
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называются матрицами перехода Ё-го шага, а в случае стацио- 
парпых методов, когда 7, = Г = — НА, матрица Т пазывается 
просто матрицей перехода. 

34.25. Для произвольной векторпой пормы условие 

sup (Т,) < 1 
й >21 

достаточно для сходимости одношагового нтерационпого метода. 
34.26. Пусть {-| — некоторая матричная норма. Тогда условие 

71 < 4 

достаточно для сходимости линеиного стационарного одношаго- 

вого итерациоппого метода. о 7 
34.27. Пусть оператор перехода Г стационарпого' одношагового 

итерациоппого метода определяется формулой 

T(z) =2— ЖА Az, 

где #6 — некоторый оператор, действующий из прострапства В, 
в пространство матриц порядка п и удовлетворяющий следую- 
щим условиям: 

— 6 определеи и пепрерывен па всех пепулевых векторах 
из R,; 

— ZG является однородпым оператором пулевой стелепи, т.. с, 

FE(KE) = 26(Е) 

для всех пепулевых векторов Ё и чисел 2. 
Тогда, если существует такая векторная порма 1-1, что для 

любого пепулевого 2 = В, выполняется перавенство 
< 

< lal, ‚1 
TO 

(2) = sup | 7 (2) <1, 
Tt 

и, следовательно, соответствующий итерациоппый метод 

wt = ий — KOE) (Auk! __ D 

сходится. 
34.28. Пусть Л — пекоторое отличиое от пуля число и 

да 0- 

J = ] 

т | 
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— матрица порядка $. Тогда 

. 1 А 
lim = А „ие —_ 440% h— оо ah $105 1 

s 

где A, =е, & és, es = (0,...,0,1)' HRs, и, следовательно, для л!о- 
бой матричпой пормы !.! выполняется равенство 

lim [Л = Ja}. 
h- 00 

34.29. Пусть Г = QJQ-' — uexoTropan квадратпая матрица, где 
J — ее пормальная жорданова форма, а О — матрица, столбцами 
которой являются собственные и корневые векторы 7’, и пусть 
$ — максимальный порядок жордаповых клеток, соответствую- 
щих собственным числам Г, равным по модулю p(T) > 0. Тогца 
существует такая упитарная диагопальная матрица U, что 

. 1 
lim $ Ь 5—1 
hoo [р (Т)]" °С 

НОО — A, 

где A — блочно диагональная матрица, ‘диагопальные блоки KOTO- 
рой либо являются пулевыми матрицами, либо имеют порядок $ 
и совпадают с матрицей Л, из 34.28. 

34.30. Для любой матрицы Т и любой матричной нормы 1-1 
выполпяется равепство 

lim | 7" [= p(7). 
h— oo 

34.31. Условие ' 

lim | 7"| = 0 
Во + 

пеобходимо и достаточно для сходимости липеипого стационар- 
ного однопгагового итерациоппого метода. , 

34.32. Условие 

o(T) <1 

зеобходимо и достаточно для сходимости линейпого стационар- 
ного одношагового итерационного метода. 

34.33. Пусть 1-1 — заданная векторная порма. Тогда, если 
для копкретного А = 1 константа. Линшица С разрешающего опс- 
ратора Z, соответствующего итерационного метода меньше еди- 
пицы, то величина 

r (Z,) = — тт L (Zh) 
называется средней скоростью слодимости этого итерациопного 
метода за К шагов в заданпой порме 1-1.
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34.34. Пусть в заданной векторной порме, начипая с некото- 
рого помера k, = 1, для разрешающих операторов Z, соответству- 
ющего итерациоппого метода выполняются перавенства 

[АЁ,) < 1, k=k, №1... 

Тогда величипа 

r (Zoo) = lim г (2,) = — lim + In L (24) 
It— Co h- сю 

называется асимптотической скоростью сходимости этого итера- 
циоппого метода. 

34.35. ЛАсимптотическая скорость сходимости итерационного 
метода не зависит от способа задания векторпой нормы. 

34.36. Средпяя за Ё шагов скорость сходимости линейного ите- 
рационного метода по отпошепию к заданной векторной порме 
вычисляется по формуле 

1 
r (Zp) = — = In[Z, |, 

где !.| — некоторая произвольная матричпая порма, подчиненная 
соответствующей векторпой порме. 

34.37. Асимптотическая скорость сходимости липейпого ите- 
рационного метода вычисляется по формуле 

ig ° 4 г 

г (2) = — lim = In | 2,1. 
. В со 

34.38. Средпяя за Ё шагов скорость сходимости стационарпого 
одпошагового итерациониого метода с оператором перехода 7 
вычисляется по формуле 

r, (Т)==г(Т) = — TnL (T"), 
а в случае липейлого оператора Г (постояниой матрицы) — по 
формуле 

т) = — вт 7"| rp ( ) = —* ПЦ . 

“ 34.39. Пусть Г — оператор перехода стационарпого одпошаго- 
вого итерациолптого метода, и пусть для некоторой векторной 
пормы L(7)<1. Тогда для асимптотической скорости сходимо- 
сти этого метода справедлива оцепка 

Го (Г) == ша г, (Г) > — Ш 2 (7). 
В >00 

34.40. ЛАсимитотическая скорость сходимости стациопарпого 
липейного одпошагового итерационпого метода `с матрицей пере- 
хода Г, для которой о(Т) < 1, вычисляется по формуле 

ro(T) = —ш o(7).
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34.41. Пусть оператор перехода T стациопарпого одпошагово- 
го итерационного метода ограничен, т. е. L(T) < +o, п суще- 
ствует такая векторная норма I-ll, по отношению к которой для 
некоторого целого $ = 1 выполняется перавепство 

I(T’) < 1. 

Тогда асимптотическая скорость сходимости этого метода по- 
ложительпа и 

rT) > ГГ) 

для всех k, для которых определена ero средняя за А шагов ско- 
рость сходимости. 

Последнее утверждепие может показаться читателю песколько неожи- 
данным и даже противоречащим здравому смыслу, поскольку па практике 
обычно встречается обратная ситуация: наблюдаемая на первых шагах ско- 
рость сходимости итерационного метода значительно выше, чем па последу- 
ющих шагах. Фактически же пикакого противоречия нет. Дело в том, что 
троведенные теоретические рассуждения относятся, так как мы имеем дело 
© константами Липшица или вормами операторов, к самым плохим из воз- 
можных ситуаций. Для стациопарных линейных однотаговых итерационных 
методов эта плохая ситуация соответствует, например, случато, когда порма 
матрицы перехода очень сильно превосходит ее спектральный радиус, а век- 
тор начальной ошибки почти совпадает с вектором, на котором достигается 
максимум отношения: ||72||/||51]. 

34.42. Пусть для стационарного одмошагового итерацпопного 
метода с оператором перехода Г по отношению к заданной век- 
торной норме L(T) < 1, и пусть существуют такое целое поло- 
жительное $ и такая величина а, равная по! модулю L(T), что 
для некоторого ‘пенулевого вектора 2 выполняется равенство 

T'z = az. 

'Гогда 

r.(T) = гь(Т) = —ш L(T) 

WIA всех целых [> 1. 
34.43. Пусть по отношению к некоторой задапной векторной 

порме [.! копстапты Липшица разрешающих операторов 4, ите- 
рационного’ метода для всех k > ky, где К, — некоторое полоя\- 
тельное целое, удовлетворят неравенствам 

LZ) < 2 (2,-1)<... KL (2) < 1. 

Тогда для любого положительного = < 1 паимепьшее целое число 
к =k, > ke, удовлетворяющее перавепству 

й > |In €|/r(Z,), 

задает число шагов этого итерационпого метода, достаточное для 
уменьшения задапной нормы вектора начальной ошибки 2° B 1/
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раз, т. е. для выполпення перавепства 

| 2° = 
34.44. Пусть для стационарного одношагового итерационпого 

метода с оператором (матрицей) перехода.Г по отношению к за- 
ланной векторпой порме выполняется неравенство L(T) < 1. 
(171 < 4). Тогда величина 

1 1 
ви! |— вр +t (k= |— ви + 4) 

где lt] — целая часть числа К задает число шагов этого метода, 
достаточное для умепьшепия нормы начальной ошибки 2’ве раз 
(е — основание патуральных логарифмов). Соответствеппо для 
июбого положительного = < 1 величина 

[Пт] 

ее |+ 
задает число шагов метода, достаточное для уменынения задал- 
ной пормы вектора ошибкн 2° в 1/5 раз, т. е. достаточиое (при 
условии 12°! = 1) для решения исходной системы Au =} в этой 
норме с точностью 5. 

Эффективность примепения конкретного итерационного метода для ре- 
шения ‘TOTO или ипого класса систем определяется многими факторами. 
Осповпыми из пих являются: 

— минимальность количества арифметических действий, требуемых для 
ренения системы с заданной точностью; 

— минимальность объема памяти ЭВМ, требуемой для хранения всех 
используемых величин; 

— устойчивость реализации метода в условиях приближенного выпол- 
пения различных, в том числе арифметических, онераций; 

— логическая простота метода с точки зрения составлепия програм- 
мы, реализующей его па ЭВМ. 

Создание метода, удовлетворяющего наилучшим образом перечислен- 
иым требованиям для копкретной системы, которую требуется решить,— 
мёчта каждого математика. Даже при самых идеальных условиях она, как 
правило, оказывается пеосуществимой. Поэтому задачу о выборе из задан- 
ого множества методов паиболее эффективпого метода решалот при раз- 
личных, часто весьма жестких, ограничениях. В пастоящей книге в каче- 
стве основной Характеристики итерационного метода будет использоваться 
(весьма условпо) величина We, равная количеству арифметических действий, 
достаточному для уменьшения заданной нормы вектора начальной ошибки 
в 1/5 раз (= < 1). При этом неявно предполагается, что имеется устойчи- 
вый алгоритм реализации рассматриваемого метода. 

аким образом, пр сделанном предположении под проблемой оптими- 
зации конкретного итерационного метода мы будем понимать задачу выбо- 
ра операторов (или матриц), определяющих этот метод, из некоторого за- 
дапного мпожества с целью минимизации либо самой величины we, либо ве- 
личицы, достаточно хорошо ee приближающей. Конечно, при более полном 
теоретическом или практическом анализе проблемы оптимизации все сде- 
лапные замечания пуждаются в серьезном уточнении. Заметим также, что 
hee дальнейшие рассуждения будут связапы только с р-шаговыми итера- 
циоппыми методами при пексторых зпачепиях р=1.
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34.45. Пусть относительно’ р-шагового итерационного метода 
{р — некоторое положительное ‘целое) выполнены следующие 
предположения: = 

— операторы F,, определяющие итерациоппый метод, выби- 
раются из некоторого множества операторов Gy, (разрешающие 
операторы Z, припадлежат соответствующему множеству опера- 
торов Gz); 

— для любого оператора Ре С, для нахождения по произ- 
вольным векторам f, #1, ..., Ир Е В, (при заданпой фиксировап- 
ной матрице А) вектора и = Г(А, f, ь., ..., Up) требуется одно 
и то же (пе зависящее от f, Ui, ..., Up) количество и» арифмс- 
тических действий; 

— последовательность операторов Z, удовлетворяет усло- 
виям 34.43. 

Тогда ш, = В.!,, где №, определено в 34.43, и проблема оп- 
тимизации этого итерационного метода по отношению к множе- 
ству операторов Gr одновременно для всех значений # < 1 за- 
ключается для каждого k > 1 в выборе такой последовательности 
операторов А; Е С, (оператора Z, <= Gz), &=1,..., № чтобы Kon- 
станта Липшица оператора Z, была` минимальна, или, эквива- 
лентно, средняя за Ё шагов скорость сходимости была макси- 
мальна. 

34.46. Пусть матрица перехода 7 лннейпого стационарного 
одношагового итерационного метода зависит (как от параметров) 
от компонепт вектора Y = (41, ..., Yr)’ В, при некотором р > 1, 
т. е. Г= (1). Тогда, если |-il — некоторая норма и GER, 
множество таких векторов \, для которых ИТ (4)! < 1, то задача 
оптимизации этого итерационного мегода за один ‘шаг (в данной 
норме) заключается в нахождении такого вектора Your Е С; чтобы 

|7 (Yous) | = 

34.47. Пусть выполнено предположение 34.46 и GSR, — мно- 
жество векторов “Е В,, для которых p(T)< 1. Тогда задача 
асимптотической оптимизации соответствующего итерационного 
метода эквивалентна максимизации его асимптотической скоро- 
сти сходимости и заключается в нахождении такого вектора 
Your Е С, чтобы 

р (Т (Your)) = min р (T (7)). 
yeG % 

34.48. Множество из п собственных чисел матрицы 7 поряд- 
ка-п (каждое отличное от других собственное число берется 
столько раз, какова его кратность) называется ее спектром и 
обозначается через o(7). 

34.49. Задача асимптотической оптимизации линейпого ста- 
ционарпого одношагового итерациопного метода из 34.47 явля-
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ется минимаксной задачей вида 

тах |A| = шт 
AGO(T(Y)) yeG 

На практике вывод явной формулы для нормы или‘ спектрального ра- 
‘диуса матрицы перехода линейного стационарного одношагового итераци- 
опиого метода как функции параметров jj, ..., “р из 34.47, 34.49 возможен 
лишь в искллочительиых случаях. Как правило, это связано с тем, что ис- 
ходной информацией о матрицах, участвующих в данном итерационном 
методе, являются только некоторые Достаточно общие сведения, ‚например, 
00 областях комплексной ‘плоскости, которым принадлежат их спектры. По- 
отому с практической точки зрения реальпо говорить лишь о приближен- 
NOH оптимизации конкретных итерационных. методов. В дальнейшем, если 
задача оптимизации итерационного метода будет заключаться в миними- 
зации какой-то функции 2(1), ЕС = Вр, To, как правило, мы будем пе- 

реходить к некоторому множеству GCG и к некоторой функции #(%\) та- 
am —^ . ° e 

кой, что g(Y) > g(Y) для | е С, а вместо исходной задачи минимизации — 

решать задачу нахождения такого “опт, чтобы 

8 (Your) — min 8 (7). 

уЕС 

mom 

Компоненты вектора “опт мы и будем принимать за приближенное реше- 
пие исходной задачи оптимизации. Конечно, всегда возможны ситуации, 
когда пайденные значения параметров весьма далеки OT искомых опти- 
мальных значений. 

34.50. Итерационный метод 

u* =u! — 7,(Au*" — f), 

тде т, — некоторая иоследовательность параметров, называется 
одношаговым методом Ричардсона (методом Ричардсона: первого: 
порядка), а в случае, когда т, = т, т. е. параметры ирипимают 
постоянпое значение т, он называется стационарным одношаго- 
вым методом Ричардсона или методом простой итерации. 

34.51. Пусть t>0 (т<0). Тогда выполнение условия 

Вел > 0 (<0) Улеб(А) 

пеобходимо для сходимости метода простой итерации. 
34.52. Пусть ВА > 0 Улеоб(А). Тогда существует такое 

т > 0, что метод простой итерации сходится для всех те (0, 7). 

34.53. Пусть все собственные числа матрицы A положитель- 
ные и m= min А<М = max dX. Тогда 

2.=9( А) ASO A) 

р (Е — tA) = max |1 — тА | = max{|1—tm|,|1—7tM]}, 
- 2.€E0(A) 

соответствующий метод простой итерации сходится для любого 
положительного т.< 2/М, а задача его асимптотической оптими- 
зации решается выбором 

т = т: = 2/(т - М).
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34.54. Пусть o(A) < 16, AJ, где 6< A — положительпые числа. 
Тогда 

о (ЕЁ —тА) < max |1 — tA| = шах {|1 — т6|, |1 — tA}, 
6<A<A 

соответствующий метод простой итерации сходится для любого 
положительного т < 2/А, а задача его приближенной асимпто- 
тической оптимизации рептается выбором 

T= Tor = 2/(6 + A). 

Таким образом, поскольку д < т < М <, в случае метода 
простой итерации имеем 

g(t) = шах { |1 — тт |, |1 — 111 | } < g(t) = тах { |1—т6 |, | 1— 64 |}, 

G = (0, 2/A) = С = (0, 2/М). 

34.05. Пусть все собственные числа матрицы А положитель- 
ные и она является матрицей простой структуры (т. е. суще- 
ствует такая вещественная матрица Q, что QAQ-* — диагональная 
матрица с положительными диагональными элемептами). Тогда 
существует такая норма li-i (например, D — норма, порождаемая 
матрицей D = Q*Q), что 

ИЕ — tAll = о(Ё — tA) 

для всех положительных значений т, и, следовательно, задача 
асимптотической оптимизации соответствующего метода простой 
итерации совпадает с задачей его оптимизации за один шаг.в 
этой норме. , 

34.56. Пусть НЯ — пекоторая постояппая матрица. Тогда ите- 
рациопный метод 

их = uw'-! — т, (Аи _ fp, 

где т, — некоторая последовательность параметров, называется 
обобщенным одношаговым методом Ричардсона (обобщенным ме- 
тодом Ричардсона первого порядка), а в случае, когда т, = т (по- 
стоянному параметру), он называется обобщенным стационарным 
одношаговым методом Ричардсона или обобщениым методом про- 
стой итерации. 

34.57. Обобщенный одношаговый метод Ричардсона является 
обычным одношаговым методом Ричардсона, применеппым к 
системе 

Au =f, 

где a HA, f = Нр т. e. получепиой из исходной системы Au = 
= f путем ‘ее умножения на-соответствующую матрицу ‘Я: 

34.08. Процедура умпожения исходной системы па некоторую 
матрицу пазывается преобусловливанием этой системы. 

—
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34.59. Условие 
ker НПшА = 

необходимо для сходимости обобщеппого одпошагового метода 
Ричардсона. | 

34.60. Пусть выполнено условие 34.59. Тогда все утвержде- 
ния 34.51—34.55 переносятся ua обобщенный метол простой 
итерации с соответствующей заменой матрицы А па мат- 
рицу НА. 

34.61. Пусть матрица Й — симметричная и положительно оп- 
ределенная,. а матрица A — положительно определенная. _Тогла 
Вел > 0 Vice с(НА), и, следовательно, существует такое т, что 
соответствующий обобщенный метод простой итерации сходится 

для всех те (0, т). 
34.62. Пусть матрицы А и НЯ — симметричные п положительно 

определенные. Тогда соответствующий обобщепный метод про- 
стой итерацни сходится для всех положительных т, для которых 

АВ, 

т. е. при те (0, 2/М), rae В=Н- и М=р(НА). Кроме того, 
задача асимптотической оптимизации этого метода совпадает с 
задачей его оптимизации за один шаг в В-норме, и их решение 
достигается выбором т = т: = 2/(т - М), где 

т = min А< М = max id. 
^=о(НА) 1G0( HA) 

$ 35. Методы релаксации 

35.1. Пусть А = (а) — некоторая матрица с ненулевыми дил- 
гопальными элементами и Л = diag (ay, ..., Gon). Тогда итераци- 
онный метод 

Au* = (A — A)u** + f ° 

или, эквивалентно, 

A(u*® и) = —(Au*t — f). 

называется точечным методом Якоби или методом одновремен- 
ных смещений. 

35.2. Пусть 

— блочная матрица с квадратными певырожденными блоками 
Ai, i=, .... 9, A 

А =, ® A,, © eee ФД... 

17 В. в. Воеводин, Ю. А. Кузнецов
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Тогда итерациопный метод из 35.1 называется блочным методом 
Якоби или блочным методом последовательных смещений. 

35.3. Если A — матрица со строгим диагональным преобла- 
данием, т. e. 

nN 

lail> D ail, i=1,...,2, 
1==1 
iF 

то точечпый и любой блочный методы Якоби сходятся. 
35.4. Матрица А пазывается матрицей со слабым диагональ- 

ным преобладанием; если 

7 

[а] > 2 | ais 
pei 

для всех i=1, ..., п, причем хотя бы для одного значения # 
имеет место строгое неравенство. 

35.5. Пусть А — неразложимая матрица со слабым диагональ- 
тым преобладапием. Тогда точечный и любой блочный методы 
Якоби сходятся. 

35.6. Пусть А — матрица какого-либо из вариантов метода 
Якоби и ®х — некоторый числовой параметр. Тогда итерациопный 
метод 

Aut? = (A = A)ut-1 + j. ut = wut? + ({—@)u*-! 

или, IKBUBAIEITIO, 

A(u* — u**) = —@(Au*" — f) 

пазывается экстраполированным методом Якоби. 
35.7. Экстраполированный метод Якоби является частпым 

случаем обобщенного стационарпого одношагового метода Pu- 
чардсона. 

35.8. Пусть А — симметричная положительно определенная 
матрица. Экстраполированный метод Якоби сходится тогда и 
TOILKO тогда, когда ®е (0, 2/р(Л-'А)). При этом оптимальпое 
значение пяраметра (в смысле максимума асимптотической ско- 
рости сходимости или средней за один шаг в соответствующей: 
Л-норме) вычисляется по формуле | 

от == 2/(т + М), 

re т = 1/o(A-*A) — минимальное собственное число матрицы 
Л-'А и M = p(A7'A). 

35.9. Пусть А = (a;;) — некоторая матрица с ненулевыми диа- 
гопальными элементами, Л = diag (4.1, ..., а»), С — строго ниж-
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HAA треугольная ‘матрица, U — строго верхпяя треугольная мат- 
рица и А =А-— 2 — 0. Тогда итерациоппый метод 

CA — D)u*® = Uu*-'+ 7 

или, эквивалентно, 

(А— С) (ши и) = —(Au* — f) 

называется точечным методом Гаусса — Зейделя, или точечным 
методом Зейделя, или точечным методом последовательных 
смещений. 

35.10. Пусть 

Ay, oes 1s 

A — s ® ® e ® 

А А siz "°° 35 

— некоторая блочная матрица с квадратпыми невырождеппыми 
диагональными блоками А; i= 1, ..., $ и Л=А,®А.,,®... 
...ФА,ь. Тогда итерационный метод из 35.9 называется блочным 
‘методом Гаусса — Зейделя, или блочным методом Зейделя, или 
блочным методом последовательных смещений. 

35.11. Если А — некоторая матрица со строгим диагональным 
преобладанием или неразложимая матрица со слабым диагональ- 
ным преобладанием, то соответствующие точечпый и любой блоч- 
ный методы Гаусса — Зейделя сходятся. 

35.12. Пусть выполнепы предположения из 35.10, векторы ‘и 
и f системы Аи = { разбиты на блоки в соответствии с разбиепи- 
ем на блоки матрицы A (т. е. и’ =[u}, Us, tees Us| uf’ =f, 

for eves fel, где размерности векторов и; и f; совпадают 
с порядками блоков Ai, #=1,..., $) и ® — пекоторый отличный 
от нуля числовой парамётр. Тогда итерациопный метод 

_ h— Аи” №2 — - BA, ui -2 __ У Аи; 1 4 fis 

j=it+1 

|: R— h— . ut = oul" + ош а 
или, эквивалентно, 

(54-9 — w= (Au*-*— f) 

пазывается методом  послебовательной верхней релаксации (в за- 
рубежной литературе для метода, последовательной верхней ре- 
лаксации принято обозначение SOR — successive overrelaxation 
method), a параметр @ -- релаксационным параметром. Иногда, 
если все блоки матрицы имеют порядок едипица, метод последо- 
вательной верхней релаксации пазывается точечным, в против- 
ном случае — блочным. 

17*
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Метод Гаусса — Зейделя является частным случаем метода последова- 
тельной верхнёй релаксации при w = 1. В свою очередь, метод последова- 
тельной верхней ‘релаксации иногда называли экстраполированным методом 
Гаусса — Зейделя (или экстраполированным методом Зейделя). 

39.13. Пусть А — матрица со строгим диагональным преобла- 
данием или неразложимая матрица со слабым диагональным 

преобладанием. Тогда существует такое w > 1, что метод после- 

довательной верхней релаксации сходится для любого w е (0, ow). 

Раныше в литёратуре метод 35.12 для положительных значений пара- 
метра ® < 1! пазывали методом нижней релаксации, для значений ® > 1 — 
методом верхней релаксации, а для зпачения ® = 1 — методом полной ре- 
лаксации. Однако впоследствии, так как для подавляющего числа практи- 
чески важных задач оказалось (B фяде случаев это строго доказано), что 
для определенных значений в >» 1.метод сходится быстрее, чем для любого 
из значений ® < 1, за методом для любых значений W закрепилось назва- 
ние метода последовательной верхней релаксации. 

39.14. Пусть А — симметричная положительно определенная 
матрица. Тогда векторы ошибок 2" метода последовательной верх- 
чей релаксации удовлетворяют соотношениям 

В (2 -1)|(ta—z) "ae 
35.15. Если матрица А симметричная и положительно’ опре- 

деленная, то согласно 34.27 и 35.14 соответствующий метод по- 
следовательной верхней релаксации из 35.12 сходится тогда и 
только тогда, когда w & (0, 2). 

35.16. Пусть симметричная матрица А представлена в виде 

A=A-L-T, 

где A — симметричная положительно определенная матрица, L — 
некоторая, вообще говоря, произвольная матрица, и нусть ® — 

/ 

2 

e 

A 

o .. .. 1 
некоторый пепулевой числовой параметр, det lo —L} -~ 0. 

Torna итерациойный метод | 

(> А — E(u И) = — (А 

пазывается обобщенным гметодом последовательной верхней pe- 
лаксации (соответственно при & = 1 он называется обобщенным 
методом Гаусса — Зейделя). 

35.17. Векторы ошибок 2’ обобщенного метода последователь- 
ной верхней релаксации удовлетворяют соотношениям 

| | —1 9 
(дат, ct) = (422) (1 (Far) ae 

Ww 1\ м il. 

35.18. Согласпо 34.27 и 35.17 обобщенный метод последова- 
тельной верхней релаксации сходится тогда и только тогда, когда
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либо матрица А положительно определена и ше (0, 2), либо 
матрина А отрицательно определена и w 92 [0, 21. 

35.19. В обоих случаях, когда выполняются условия схопимо- 
сти обобщениого метода иоследовательной верхней релаксации 

из 35.18, det A— L)\ 40. 

35.20. Если матрица A отрицательно определепная и oF 
9 |0, 2], то обобщенный метод ‘последовательной верхней релак- 
сации может быть переписаи в виде 

(5 A — й (u* —u"?) = — (Аш? — Ff), 
п 

где А =-А, f=fu = А - Ё, а релаксациоппый параметр © 
связан с релаксационцым параметром @ соотпошепием 1/® = 

= 1 — 1/o, и, следовательто, © = (0, 2). 
Таким образом, обобщенный ‘метод последовательной верхней 

релаксации с параметром в # [0. 2] для системы Au =f с отри- 
цательно определенной матрицей А эквивалентен обобщениому 
методу последовательной верхней релаксации с параметром © = 
= (0, 2) применительно к преобразованной системе, по уже с 
положительно определениой матрицей А = . 

39.21. Матрица перехода 7 = Ть, обобщениого метода носле- 
довательной верхпен релаксации может быть записана в виде 

ГР, = (Е — оЁ)-'| (1 - ®)Е + of), 

где Д=л-'Г, б =л 1:0, И =Г,. Соответственио матрица пере- 
хода 7 = Г, обобщенного метода Гаусса — Зейделя имеет вид 

ТГ: = (А-Р)-:0 =(E- БС. 

35.22. Пусть матрицы Ё и UO из 35.21 являются соответствен- 
но строго пижней треугольной и строго верхиен треугольной ип 
A; = Aim) — собственные числа матрицы 74. Тогда 

П A; (©) = det Гь = (1 — о)", 

и, следовательно, для любого w € (0, 2) выполняется неравенство 

о(7Ть) > М -— al. 

35.23. Если матрицы Ё и 0 из 35.21 являются соответствепио 
строго нижней треугольной и строго верхпей треугольпой, то 
обобщенный метод последовательной верхпей релаксации не схо- 
дится для зпачепий в € (0, 2). 

35.24. Если матрица А симметричная и отрицательно опре- 
‚ деленная, TO, поскольку выводы из 35.18 и 35.23 вступают в 
противоречие, для нее невозможно построить разложепие 

A=A-—L-TL’
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с симметричной и положнтельно определенной матрицей A так, 
чтобы матрицы A-'L и А!” были соответственно строго нижней 
и строго верхней треугольными. 

35.25. Матрица перехода обобщенного метода последователь- 
пой верхней релаксации при ® = 2 является матрицей простой 
структуры, и все ее собственные числа равны по модулю единице. 

35.26. Пусть Ё и'С — соответственно строго нижняя и строго 
верхняя треугольные матрицы. Тогда матрица 

7,=L+0 

называется согласованно упорядоченной, если собственные числа 
матрицы | 

Та = ab + oT 

не зависят от числового Параметра а, т. е. 

для любого a ¥ 0. 
35.27. Пусть Г — блочно трехдиагональная матрица вида ($ — 

некоторое положительное целое) 

и, 0 

5—1 

О 1,6, 

где 6; — квадратные матрицы порядка п;, &=1,..., $, [ии Ui, — 
соответственно матрицы. размеров Mi X и: и п, XN, t= 2,.... 
... 5 ип Г...Ё п, = п. Тогда матрица 7 является согласованпо 
упорядоченной. 

35.28. Пусть Т — циклическая индекса 2 матрица. Тогда су- 
ществует такая матрица перестановок Р, что матрица РТР’ яв- 
ляется согласовапно упорядоченной. `— 

35.29. Говорят, что матрица В обладает свойством «А» Янга, 
если существует такая матрица перестановок Р, что матрица 
РВР’ является блочно трехдиагональной матрицей вида (5 — He- 
которое положительное целое) 

в —U, 0 
1 1 

—L, - 
РВР’ = | ° ’ 

Ш 

О г в 

где В; — диагональные матрицы порядка пП., а размеры матриц 
[14 U; те же, что и в 35.271, i=1,..., 5.
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35.30. Пусть 2 — некоторое множество п различных пар ип- 
дексов (i, ]) и задана система пятиточечных уравнений 

Wis — бу. — бий, — Фан, — ели, =] @ Лео, 

причем и. ==0 для (i, jf) €Q. Тогда, если объединить в первую 
группу ‚неизвестпые, сумма индексов которых четна, а BO вто- 
рую — сумма индексов которых нечетна, то мы приходим к си- 
стеме Аи =} с блочной матрицей 

которая обладает свойством «A» Янга. Здесь Ё, — единичная 
матрица порядка п, (п, равно числу пар (i, j) = Q с четной сум- 
мой i+ j) и Е, — единичная матрица порядка п, =п—п, а А,» 
И А, — некоторые матрицы соответственно размеров п, Жп, и 
п, XM, имеющие в каждой строке и каждом столбце не более 
четырех ненулевых элементов. 

35.31. Пусть выполнены предположения 35.30. Тогда, если 
распределить все неизвестные по $ группам ($ — некоторое поло- 
жительное целое) так, чтобы в каждую группу входили неизве- 
стные только с одной и той же суммой индексов (для разных 
групп различной), а группы расположить в порядке возрастания 
значений этих сумм, то мы придем к системе Аи =} с блочпо 
трехдиагональной матрицей 

А=Е-Т 

(rae 7 — матрица из 35.27), обладающей свойством «A» Янга. 
35.32. Если А — блочно трехдиагональная матрица C невы- 

рожденными диагональными блоками, то матрица перехода То 
соответствующего блочного метода Якоби является согласованпо 
‘упорядоченной. 

35.33. Пусть матрицы Г = ЛГ и O =A !0 обобщенного ме- 
тода последовательной верхней релаксации являются соответ- 
ственно строго нижней и строго верхней треугольными и Г. = 
= [ + U — согласованно упорядоченная матрица. Тогда 

det (7, + ЛЕ) = 4её [(1 —- о + ЛЕ — о! +0), 

и, следовательно, 

А: —@+ i= on} ui, 

где pi— собствепные числа матрицы 7, а A; —A,(w@) — соответ- 
ствующие собственные числа матрицы Г., i=1,..., П. 

35.34. Если величина и является собственным числом согла- 
сованно упорядоченной матрицы Г, то величина —ц также яз- 
ляется собственным числом Г. | 

35.35. При выполнении предположений 35.33 собственные чис- 
ла ц матрицы Г. и собственные числа A матрицы Г. связапы
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соотношением 

(1 ®— А)? = Аи? о’, 

причем еслн и является собствеппиым числом матрицы То, TO оба 

зпачения А, удовлетворяющие этому соотношению, являются соб- 

ственными числами Po, а еслн А является собственпым ЧИСЛоОМ 

1 — @ — А, 

АЕ 
Гь, то величины п = + являются собствеппыми числа- 

ми матрицы 7.. 
35.36. Если матрица перехода 7, блочпого метода Якоби со- 

гласованно упорядоченная, то 

o(7T,) = р(Х,), 

где ТГ, — матрица перехода соответствующего блочного метода 
Гаусса — Зейделя, т. е. оба метода сходятся только одповремея- 
но. Более того, в данном случае 

, Г (Г) — г. (То), 

т. е. метод Гаусса — Зейделя сходится в два раза аснмитотически 
быстрее, чем метод Якобн. 

35.37. Пусть выполнепы предположения 35.33, все собствен- 
ные числа матрицы 7, вещественны пи р(Г,) < 1. Тотда значе- 
une w, мипимизирующее o(7.) и, следовательно, являющееся 
оптимальным с точки зрения максимальности асимптотической 
скоростн сходимости метода последовательной верхней’ релакса- 
цип, вычисляется по формуле 

Фот = 2/(1 VA — p*(7)). 
me 

При этом р (7 our) = Wont — 1 и, соответственпо, 

oo (Doone) =.— In (nrc 1). 

35.38. Пусть выполнепы предположения 35.33, о(Г.) <1 и 
(шт ВЫЧТИСЛЯетТСя ПО формуле 35.37. Тогда НР 

= р (Т w) < 0, of (0, Wont), 

d 

oP (Го) = 1, Фе (Фит, 2), 
п, следовательно, для любых ®. H Wi, удовлетворяющих либо не- 
равенствам 0 < 04 < ®. = Wonr, AHOO Wonr < ©, < ®, < 2, выполня- 
ется перавепство 

re ( Те.) <» (Teg): 

35.39. Пусть выполнены предположения 35.33 и p(7,) =1—A, 
где 0 < й< 1. Тогда 

P(Poour) =1-2V2R + O(n*/*).
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В частности, 

то (Poon) _ 9 У? 

hoo ro (Го) 

35.40. Пусть А — симметричиая положительно определенная 
блочно трехдиагональпая матрица. Тогда дчя соответствующего 
блочпого метода последовательной верхней релаксации справед- 
ливы все утверждения 35.33—35.39. 

35.41. Пусть задана система уравпепий 

Г Ани: + A yolle — his 

AU, + Alle = jo, 

re <A,— матрицы размеров ni Xn, a Ui, 7: Е Ri, i=, 2, 

(mn, +n,) =n, и задапы JICKOTOPble веществепиые параметры & п 

©’. Тогда, если матрицы Ay, U Ave невырождеппые, TO итерацп- 

онный метод 

h. 1 
Ayu = o(— Aus + 11) + ( (1 — W) A,ui? ; 

#—1 

Agolt3 =! (— Аи + fo) + (1—o’) Аи». 

или, эквивалентно, 

= Ai (ut — ui *) = —(A nly + Азиз | =. fi), 

5, Aaa (uh <ul?) = — (Agi? + Anat — В) 
называется модифицированным методом последовательной BepT- 
ней релаксации. 

35.42. Матрица перехода T= Т,.’ модифицированного мето- 

да последовательной верхпеи релаксации имеет вид 

a 0 i. [а — 0) Е, aU, 

@,@ —oLl, Е} | 0 (1 — 0’) Е. |’ 

1 
где L, = = Aj, Аз и С, = Ат А,., a E, и Е, — едипичные матрицы 
`соответственпо порядков пи и fe. 

35.43. Собственные числа матрицы Г.’ из 30.42 и собствен- 

ные числа д матрицы перехода 

ой в" 
т, 0 

соответетвующего блочного метода Якоби связаны соотношением 

(A+ @ —1)(A+ 0’ —1) = oo pn. 

Более того, если »*O является собствепным числом матрицы 

Те, то оба корил А этого ‘уравнепия являются собствениыми чис-
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лами Г,’ (для p=O0 либо одна из величин «1 и w’ —1 

является собственным числом Г,’ ‘Либо обе величины); если 

же Л является собственным числом матрицы Г’, то величины 
6,0) 

Убе Da oD 
@ w’ 

B= + 

одновременно являются собственными числами матрицы То. 
35.44. Если все собственные числа матрицы 7, из 35.43 ве- 

щественные и p(7,) <1, то модифицированный метод последо- 
вательной верхней релаксации сходится для любых значений ®, 

wo’ = (0, 2). 
35.45. Если матрица 

A= Ay, Aj, 

A A 

ИЗ 30.41 симметричпая и положительно определенная, то соот- 
ветствующий модифицированный метод ‚последовательной верх- 
ней релаксации сходится для любых ®, w’ & (0, 2). 

35.46. Если собственные числа матрицы То вещественные и 
o(T,) < 1, то 

р (Тоь’) => р (Topas) 

для любых значений ® и ®’, где Г — матрица перехода соот- 
ветствующего блочного метода последовательной верхней релак- 
сации, а Monr вычисляется по формуле из 35.37. 

В этом случае оптимальным (в смысле максимума асимптоти- 
ческой скорости сходимости) вариантом молифицированного ме- 
тода последовательной верхней релаксации является выбор ® = 
=’ — Wont, И, следовательно, нет смысла вводить в метод по- 
следовательной верхней релаксации различные параметры. 

35.47. Путь A =A—L—L’ — симметричная положительпо 
определенная матрица, где A также’ симметричпая и положитель- 
но определенная. Тогда итерациопный метод 

(ta _ г) (им — y®-1) — — (Ант р, 

[РА —__ Г (м —__ yt 12) _ (Au*-¥? __ Г 

или, эквивалентно, 

(+ A— г) AW? (+A — г) (и — им) = — (= — 1} (Аш — f) 

называется методом симметричной последовательной вертней pe- 

лаксации (в зарубежной литературе для него используется 060- 

значение SSOR).
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35.48. Если ввести обозначения 4, = 5A—L, А, = Ayn t= 

= 26/(2 — &), то метод симметричной последовательной верхпей 
релаксации можно переписать в виде 

(A — tA, АКА -+тА,) (м — и) = —24( А — f), 

35.49. Для векторов ошибок 2 метода симметричной последо- 
вательной верхней релаксации справедливо соотношение 

2 

В [В — (2 — 1 (AL) Ady — 

_ (2 — 1) (+ A— Ly ди] 
w w 

и, следовательно, метод сходится тогда и только тогда, когда 

w Е (0, 2). Соответственно метод из 35.48 сходится тогда и толь- 
ко тогда, когда т > 0. 

35.50. Матрица перехода T(m@) = E— H(w)A метода’ симмет- 
ричной последовательной верхней релаксации, где 

Не) = (2—1) (РА) (Аи 

— симметричная матрица, подобна симметричной матрице 
Tio) =Е-— А"*Н(%)А!?, т. е. является самосопряженной в смыс- 
ле скалярного произведения, порождаемого матрицей А. Следо- 
вательно, при сделапных ранее предположениях 

(ФИ, = p(To)). 

A 

—1 

35.51. Все собственные числа матрицы Т(®) из 35.50 веще- 
ственные, и она обладает ‘нолной А-ортонормированной системой 
собственных векторов. 

35.52. Так как матрица 

Т(® |6 = (АД) АА — ЕДА 

подобна симметричной положительно полуопределенной (или по- 
ложительно определенной, если det L == 0) матрице 

А" (А — LO LATE’ (A — Г) А+, 

‘то все ее собственные числа неотрицательны (положительны). 
Соответственно собственные числа матрицы Н(®)А при ® =1 
положительны и не превосходят единицы. 

35.53. Асимптотическая оптимизация метода симметричной 
последовательной верхней релаксации экзивалентна минимиза- 
ции А-нормы его матрицы перехода Г(®). 

35.54. Пусть
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— симметричная положительно определепная матрица с квал- 
ратными блоками Ay, п Д.., A= Ay, 8 Ao и 

0 0 [9 S) —A,, 9 

Тогда ‘для соответствующего метода симметричной последова- 
тельной верхней` релаксации | 

min ИТ (а = 12 CAIs, 
OE (0,2) 

т. с. оптимальное зпачепие параметра @ равпо едипице. 

Таким образом, для матриц А из 35.54 оптимальный метод симметрич- 
‘пой последовательной верхней релаксации имеет скорость сходимости 
(правда, среднюю за один шаг), совпадающую с асимптотической скоростью 
сходимости блочного метода Гаусса — Зейделя, В то же время он требует 
па каждый шаг в Два раза больше арифметических действий, чем метод 
Гаусса — Зейделя. 

35.55. Пусть выполнены предположения. 35.47, 

L=A'TL, б=л т, 7T,=(A—LD)'U, 

у = р(Т,) < 1, у= тах (p(ZO), 1/4), 

п пусть 
-9 

© = = - = (0, 2). 
1 -|- (1 — 2 -- 4)" " 

Тогда для соответствующего. метода симметричной последователь- 
пой верхней релаксации справедлива оцепка 

(т С < 1 — qi/? 

w 7? О )) = 1 4 gi? 

где g = (4 — v)?/(1 — 2v + 4y) <1. 
35.56. Пусть выполнепы предположения 35. 55 и р(ЁО) < 1/4. 

Torna 

2 1—v 
1/2 b qd = и ° 

1-21 —%) 

Кроме того, если у = 1-Й, тде OX h < 1, то 

‚ть (Т (@)) 
lim ————. 
A—0 V 2 Ai/2 

_ 35.57. Пусть выполнепы все предположения 35.56, матрица 
7,=£+0 согласовацно упорядоченная и параметр our COOT- 
ветствующего обобщенного метода’ последовательной верхней ре- 
лаксации вычисляется по формуле из 35.37, т. е. Wonr = 

= 2/(1+ У1—*). Тогда 

© = 
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$ 36. Итерационные методы для сиетем 
с монотонными матрицами 

36.1. Матрица А называется монотонной, если любой вектор 
т, для которого Ах >0, является неотрицательным. 

36.2. Квадратная матрица А мопотонна тогда и только тогда, 
когда` опа невырожденная и А-!> 0. 

36:3. Пусть А — некоторая монотонная матрица и для нее 
имеет место расщепление А =В-— С, где Б — неособенная мат- 
рица, В-! >00 и С>0. Тогда это расщепление матрицы А на- 
зывается регулярным. 

56.4. Пусть А — монотонная матрица и A = B—C — ее регу- 
лярное расщепление. Тогда 

o(BC) = р(А-*С)/(4 + в(А-*С)) < 1. 
36.0. Пусть выполнены предположения 36.4. Тогда итераци- 

опный метод 
Вш = Cu""' + f 

или, эквивалептно, 
Blu" — u*-") = —(Au*! — f), 

премепяемый для репепия системы Au = р}, сходится. 
36.6. Пусть A = B,—C, и A = B,—C,— два регулярных рас- 

щеплепия монотонной матрицы 4, причем С, <C,. Тогда 

о(В; С!) <р(В, 'С.) < 1, 
и, следовательно, метод из 36.5 сходится для перзого расщепления 
асимптотически не медленпее, чем для второго. 

36.7. Пусть выполнены предположения 36.4 и матрицы А и 
С симметричны. Тогда 

(BC) < в(А-)р(С)/(4 + р(А-)р(С)) < 1. 
36.8. Матрица . А == (а,) называется М-матрицей, если она пе- 

выро;кденная, a; < 0 для всех i*~j и A~* >0. 
36.9. М-матрица является монотонной матрицей. 
36.10. Все диагопальные элементы М-матрицы положительны. 
36.11. Треугольная матрица, у которой все диагональные эло- 

менты положительные, а недиагональные элементы неположи- 
тельные, является М-матрицей. 

36.12. Пусть А — разложимая матрица и 

An Ао . A,, 7 

рАР’ — А.» ... Ang 

0 A. | 

— ее нормальная форма из 18.23, причем 0 < А; для всех i = }. 
Тогда А в том и только в том случае является М-матрицей, если 
блоки Ay, i= 1,..., $, являются М-матрицами. -



270 ЧИСЛЕПНЫЕ МЕТОДЫ [TUL p 

36.13. Пусть А = ak —S, rae 5>0 иа>р(5), Тогда 

ам ol 

и, следовательно, А является М-матрицей. 
36.14. Пусть A =аЕ—5, где 5>0 и а некоторое положи- 

тельное число. Тогда А в том и только в том случае является 
М-матрицей, если a> p(S). 

36.15. Пусть недиагональные элементы матрицы А — неполо- 
жительные. Тогда любые два из следующих утверждений эквп- 
валентны: 

а) А является М-матрицей; 
6) для А существует представление А =аЁ — 5, где S >0 

ипа>р(5); 
в) Вей > 0 для любого А < o(A); 
r) все главные миноры матрицы А положительные; 
д) все ведущие миноры матрицы А положительные; 
е) существует такой положительный вектор и, что вектор 47! 

положительный; 
ж) существуют такие пижпияя треугольная матрица L и верх- 

AA треугольная матрица U, являющиеся ЛМ-матрицами, что 
А = ГД. NL 

36.16. Матрица A co строгим диагональным преобладанием 
и неположительными недиагональными элементами является 
М-матрицей. 

36.17. Неразложимая матрица А со слабым диагональным 
преобладанием и неположительными недиагональными элемента- 
ми является М-матрицей. Более того, все элементы матрицы 7! 
положительные. 

36.18. Пусть A является перазложимой ЛМ-матрицей. Тогда, 
если A= B,—C, и А=В,- С, — два регулярных разложения A 
и С, < С., причем С. 5 С., то 

р (В: С, } < р(В,*С,) < 1, 
т. е. итсрационный метод из 36.5 для первого расщепления 
асимптотнчески сходится быстрее, чем для второго. 

36.19. Пусть A, — некоторая М-матрица, матрица A,> А, и 
ее педиагональные элементы неположительны. Тогда Az также яв- 

ляется М-матрицей и A,*< Aj’. 
36.20. Пусть А — пекоторая М-матрица п матрица В получена 

из А путем замены некоторых ее ненулевых недиагональных. 
элементов нулями. Тогда В также является М-матрицей и 

В < А! 
36.21. Пусть матрица В получепа из М-матрицы А путем за- 

мены пекоторых ее недиагональных элементов нулями и С = 
—=В- Л. Тогда расщепление A=B—C матрицы А является.
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рёгулярным и, следовательно, соответствующий итерациоппый 
nee из 26.5 сходится. 

' 36.22. Точечные и любые блочные методы Якоби и Гаусса — 
Зейделя для систем с М-матрицами А сходятся. При этом асимп- 
тотические скорости сходимости методов Якоби не выше, а в 
лучае, когда матрица А неразложима, ниже, чем асимптотиче- 

ские скорости сходимости соответствующих методов Гаусса — 
Зеийделя. 

36.23. Пусть матрица А =Е-— РЁ -— О является М-матрицей, 
где L и О — строго нижняя и строго верхняя треугольные мат- 
рицы соответственно. Тогда расщепление A = Вь — С», где 

Bo = ТЕ, С. = (Е: ПЕЧИ, 
@ @ 

матрицы А является регулярным для любого w & (0, 1], и, сле- 
довательно, для этих зпачений © 

р(Вь*Сь) < 1. 
36.24. Пусть выполнены предположепия 36.23. Тогда суще- 

ствует такое значение w >> 1, что соответствующий метод после- 
довательной верхней релаксации сходится для всех значений 

w Е (0, ©). Кроме того, если 0<о, < о, < 1, то, поскольку 
—1 —1 

Со, >> Co,, имеем р (А Си) > о (А Се), и, следовательно, 

р (Вой Сы, <p (Вы1Сь, <1, 

т. е. метод для значения ® = W, асимптотически сходится быст- 
рее, чем для значения © = a). 

36.25. Пусть выполнены предположения 36.23 и матрица А 
неразложимая. Тогда 

9 (Bau) < 0, 
и, следовательно, зпачение Wenz, которое максимизирует асимпто- 
тическую скорость сходимости соответствующего метода последо- 
вательной верхней релаксации, больше единицы. 

36.26. Пусть A = B—C — регулярное расщепление М-матри- 
цы A. Тогда матрица | 

Д=В-А=Е- В-:С 
также является М-матрицей. 

36.27. Пусть A = A —C — регулярное расщепление М-матри- 
цы A,C=L+t+U0,a L=A‘*Lu 0 =A'U являются строго пиж- 
ней и строго верхней треугольными матрицами соответственно. 
Тогда обобщенные методы Якоби 

Аи^ = (L + U)u*' + f
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и Гаусса — Зейделя | 

(A — Lu" = бл + f | 
сходятся, причем обобщенный метод Гаусса — Зейделя сходится 
не медленнее, а. в случае неразложимости матрицы А-'С — бы- 
стрее, чем обобщенный метод Якоби. 

36.28. Пусть выполнены предположения 36.27. Тогда суще- 

ствует такое w > 1, что соответствующий обобщеппый метод по- 
следовательной верхней релаксации 

Ви = Си + f, 

, 1 
где By = +A —L, Со —(+— | А — О, сходится для лпобого 

о (0, ©). Кроме того, если w; < @, < 1, то 

р (Bat o,) > (Ba; v2) 

и, следовательно, при ® = ®, метод асимптотически сходится бы- 
стрее, чем при ® = ®,, а значение параметра Won; больше или 
равно единице. 

36.29. Если выполнены предположения 36.27 и матрица Л-!'С 
неразложимая, то зпачение параметра Wonr, максимизирующего 
асимптотическую скорость сходимости соответствующего обоб- 
ценного метода последовательной верхней релаксации, больше 
СДИНИЦЫ. | 

36.30. Пусть А — блочная М-матрица из 35.2. Тогда для со- 
ответствующего блочного метода последовательной верхпей ре- 
лаксации справедливы все выводы 36.27 и 36.28, а если матрн- 
ца А неразложимая, то — п вывод предыдущего пункта. 

36.31. Симметричная ЛМ-матрица Л называется матрицей 
Стилтьеса. 

36.32. Симметричная матрица, у которой недиагональные эле- 
менты неположительные, тогда и только тогда является матри- 
цей Стилтьеса, когда она положительно определенная. 

36.33. Если симметричная матрица В получена из матрицы 
Стилтьеса А путем замены нулями некоторых ее недиагональпых 
элеменхов, то она тоже является матрицей Стилтьеса. 

_/ 

$ 37. Методы расщепления 
(методы переменкых направлений) 

37.1. Пусть А = SA, где p = 2, A; — некоторые квадратпые 
i=] 

матрицы, i= 1,..., р. Тогда итерационный метод 

B,, (u* —u**) = — a (Аш — /)
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с матрицей В, = ПЕ 4 7 А;) и последовательностями пара- 

метров т, i=1,...,P, oO, называется методом расщепления, 
(методом переменных направлений). 

Методы переменных направлений были предложены в пяти- 
десятые годы для решения систем линейных уравнений, вознн- 
кающих при дискретизации уравнений математической физики 
методом сеток (в зарубежной литературе для них используется 
обозначепие ADI — Alternating Direction Implicite). В дальней- 
шем эти методы интенсивно развивались применительно K самым 
различным задачам. При этом мпогие авторы стали использовать 
термин «методы расщепления», отталкиваясь от идеи, что матрн- 
цы В. этих методов представляются в виде произведения более 
простых матриц (расщеиляются), например, ленточных или блоч- 
по треугольных. 

37.2. Пусть выполнены предположения 37.1, т; ск =O, 
где т; — некоторые неотрицательпые числа, 1—4, wey г, а, — не- 
которое положительное число. Тогда, если 

Ве) >0 VWaAeo(A), 

(1) = т,, 

то существуют такие положительные числа т, а, что соответ- 

ствующий стационарный метод расщеплепия 

But — и) = -alAu** — f) 

сходится для любых зпачепий параметров т: = (0, т), i=1,..., Г, 
a = (0, a). 

‚ 37.3. Пусть t= 1 и а = Вт, где т, В — некоторые положитель- 
пые числа, причем | фиксировано. Тогда, если Rea >O 

МЛ еЕ С (А), то существует такое т> 0, что соответствующий ста- 
ционарный метод расщеплепия из 37. 2 сходится для произволь- 

пого те (0, т). 
37.4. Метод расщеплепия пазывается коммутативным (комму- 

тативный случай), когда матрицы A,, ..., А, иопарно перестано- 

вочны между собой. 
37.0. Если матрицы простой структуры 4., ..., А; попарно 

г 

перестаповочны между собой, то они и матрица А = > A; обла- 
i=1 

дают обзней полной в В, системой собственных векторов, т. с. 

существует матрица WY, столбцами которой являются векторы 
i, ..., Wa, образующие полпую в R, общую систему ‘собственных 
векторов матриц A,,..., Ar, A: 

, 
Ар, f—4,...,7, A; = А, 

i=1 
Ash = 3 pj, t= 1,-2.7, Ay = 

18 В. В. Восводии, FO. A. Цузиецов
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37.6. Если симметричные матрицы Ay, ..., A, попарно перо- ; 

становочны между собой, то они и матрица А = ») A; обладают 
i=1 | 

общей полцой в R, ортонормированной системой собственных 
векторов. 

—1 
37.7. Пусть тс —F — В.А — матрица перехода и Z,= 

== Г тр +: Г та) — разрешающий оператор метода расщепления 

из 37.1, и выполнены условия из 37.5. Тогда, используя обозпа- 
чения нз 37.5, имеем 

т , —1 

е (чи) = max |1 — pA; Па + «ар 
1<)<п 

k r — 

р (2) = max [J |1— ал TT (1 + 4) 
1<j<nt=1 

Более того, существует такая норма Il-llx(aampumep, норма -llp, 
порождаемая матрицей D = Q*Q), что 

| Трои, | =( Гуль» }} | б |x =0(2»)- 

37.8. Пусть выполнены предположения 37.7. Тогда 

Р(2») < <I р(Тчна ) < [шах e(Tx,,a,)]*). 

37.9. Пусть выполнены предположения из 37.3 и 37.7, Вей; = 
=O для всех 1 = o(A,), 1—1, ... Г, И Вел > 0 для всех лео(А). 
Тогда существует такое 6 >0, что соответствующий стационар- 

ный метод расщепления сходится для любых значений Ве (0, 8) 
ит> 0. 

(k) 37.10. Пусть выполнены предположения из 37.7, Ti = Th, 
i=1,..., Г, где т, — последовательность параметров, для которой 

0 < Tmin = MINT, < шахт, < + о, 
h h 

и а, =Вт,. Тогда существует такое B >O, что соответствующий 
метод расщепления сходится для любой последовательности па- 

раметров В» = (0, В), удовлетворяющих неравенству 

inf Bp > 0. 

Е 

} 
37.11. При r=2 и a, = т 4 10? метод расщепления из 37.1 

называется методом Писмана — Рэкфорда и может быть записан 
в виде 

(Е А, 1 = (Е — ri? А.) и 1 + aff, 
(Е 18A,)u" = (Е А) ит + wf,
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| 37.12. Матрица перехода k-ro шага метода Писмана — Рэк- 
да может быть записана в виде 

= (Е +1” А,) 1 (Е — 1274, ) (Е + А.) (2 — М А,). 

"Последующие несколько пунктов настоящего параграфа пос- 
вящены коммутативному случаю метода Шисмана — Рэкфорда- 
При этом мы будем предполагать, что A, и A, являются матрица- 
МИ простой структуры с вещественными и пеотрицательными. 

h А 
собственными числами, а параметры т) и wi) для всех k>1 
положительны. 

37.13. При сделанных предположениях для коммутативного. 
случая метода Писмана — Рэкфорда: (в обозпачепиях из 37.7) 

1— 1,242) A 1, A) 
Г.) = max 7 

pd 1<7<п| 1 -- tM) 1 T At 

При этом, если ввести величипы т; = min wi, М; = max №2, 
l<j<n 1<)<п 

i=41, 2, To 

o(7,;)< max | D, (A. ы) |, 

— А 1— тр. 
где Фх (A, в) = 1 _ ТА 4+ To 

37.14. Существуют дробно-линейные преобразования 

ах —b ар — b 

1— сл’ и 1 — си 

где а, b, с — пекоторые вещественные числа, отображающие для 
любых положительных т < М квадрат [m, Mx [т, М] на пря- 
моугольник [т., M,] X[m., М.], где т < М, и т, < Mp, при ко- 
тором функция Ф из 37.13 не изменяет своего вида, т. с. 

®,(4, в) = @,(A, в), где 

1 — bt, 1-Е bt, 

Va тс’ Ve ил, с" 

В дальнейшем без потери общности мы будем предполагать, 
что т, =т. =т и М, =М, =М для некоторых положительных 
т < М. Заметим, что случай т, =М, (или т, = М.) для нас пе 
представляет никакого теоретического интереса, так как прп 
т = 4/т, (или т, = 1/m2) о(Т.) =0 ‚и соответствующий метод 
расщепления сходится за одну итерацию. Этот случай пе пред- 

ставляет. и практического интереса, поскольку матрица A, (или 
A.) будет скалярной матрицей, и примепять здесь метод расщен- 
ления просто. пе имеет смысла. 

18*
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37.15. Пусть относнтельно матриц A, и A, коммутативнфго 
случая метода расщепления выполнены все сделанные ранее 
предположения и существует такая норма 1-1», что 12» = p(Z,) 
для всех k >1. Тогда проблема приближенной оптимизацин это- 
го метода за любые Ё шагов в указанной норме !-|] заключается 

(t) _(t) 
в нахождении последовательности параметров T,,T,, t=—1,... 
..., A, являющихся решепием задачи 

А 
max ПФ. = ша. 

мрт, М] +1 (И (ЕЯ, Ty vty ‘ ’ 

37.16. Проблема приближенной асимптотической оптимизации 
циклического с периодом k= 1 коммутативного метода расщеп- 

(t) (9 
ления заключается в нахожденни параметров TT; ,т5’, #=1, ... 

... Е, являющихся решением мипимаксной задачи 37.15. ~~” 
37.17. Сформулированная в 37.15—37.16 задача приближен- 

ной оптимизации метода расщепления пмеет точное рошенне при 
помощи эллиптических функций Якоби. 

Мы He приводим, в силу громоздкости, явпое решение задачи из 97.15 
(опо содержится в ряде хорошо известпых мопографий по вычислительным 
методам), а ограпичимся только одпим приближенпым способом ec решения. 

37.18. Решепие задачи 

шах |Ф.(^, и)| = шт 
] А Ш=[т, М ТТ. 

достигается выбором т, = т, = Torr = 1/7 mM, причем. 

{—t, A |? WM — Иж? 
шах |@, (4, и) | = max | | Vim 

нЕт, М] m<x<cM|i—t А Ум + Vm | 

37.19. Путь т=т<т.<...<т.=М — некоторые поло- 
ut t) , 

жительные числа и Ty = т =T, для {=1,..., Е. Тогда 

ОПТ 

Я. 

шах [Фо (1%, р) | Se (т, ey Tey ть, ... Mea) = 
dy pel[m, М] 1—1 

1-Е TA 

и решение проблемы приближенпой оптимизации соответствую- 
mero метода расщепления из 37.15 н 37.16 заключается в мини- 

мизации функции # по перемеппым т,, ..., Try Ти, ..) Mas. 
37.20. Решение задачи приближенной оптимизации 37.19 до- 

стигается выбором 

= max max 

1<t<hk [тт 
у 

—t/l . 
т: = mh a t=1,...,k—1, 

1 1 , #t—1)/(2k) 
Tt ont — —— = = А , t=1,...,hk, 

V m_ т, 

где h = т/М. При этом p(Z,) <0 — h")/(1 + в. 
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37.21. Для асимптотической скорости сходимости циклическо- 
то ¢ фиксированным периодом $ 21 коммутативного метода при 

сделанных ранее предположениях и й<1 справедлива оценка 

г (Zoo) > 4 In [1 — 2h > hr’? , 

37.22. При s=I(Inkl/In2 правая часть неравенства 37.21 
постигает наибольшего значения, а само неравенство принима- 
ет вид 

r(Z..) = 21n? 2/ Па hl. 

37.23. Для асимптотической скорости сходимости стационар- 
ного коммутативного метода расщепления при сделанных ранее 

предположениях и т, = т, = 1/ Vh при h<1 справедлива оценка 

г.(Т.) > 4h'”, 

37.24. Пусть n=1 Xs, где l, s — положительные числа, А, == 
—=А, ХЕ. и А, =Е,Х К.,, где К, и К, — матрицы простой струг- 
туры порядка [и $ соответственно, все собственные числа кото- 
рых неотрицательны, через FH, обозначается единичная матрица 
порядка & А =А, + А,. Тогда соответствующий метод Писмана — 
Рэкфорда является коммутативным и 

1—t,A 1 — ты 
Г.) = . 

p (Fy) ав 1+t,A 1 т.м 

weO( Ky) 

37.25. Пусть В — положительно определенпая (полуопреде- 
ленная) матрица, т — положительный параметр 5. = (Ё + 71B)-'X 
Х (Е тВ) u D=(E+4+ тВ)/(Е + тВ). Тогда 

|(Е — тВ) v IP а 12 —2т(Вь, в) 2 | Вы <1 

n (Е + В) off Nol +2t(Be, v) + т] Bol 
Sa sup 

лля любого т > 0, где 1.1 — обычная сферическая норма. 
В остальной части параграфа будут рассматриваться методы 

расщепления при сохранении следующих предположений: г=2; 
А А ипей of) — т ет, >> 0: матрицы A, п Az, по крайпей мере, положитель- 

HO п полуопределенные. матрица А положительно определенная. 
Перестановочность матриц A, и А, нигде больше предполагаться 
не будет. 

37.26. При сделанном предположении положительной полу- 
определенности матриц А, и A, матрицы Ё + тА, i=1, 2, невы- 
рожденные для любого т > 0. 

37.27. Пусть 2“ — векторы ошибок метода расщепления, 1’ = 
—= (Е +т4,)2^, хотя бы одна из матриц А; i=1, 2 положительно 

определенная (например, 4,) и SY = (Е +1A;) “(Е — TA;).
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Тогда для нюбого p*-' #0 

p= SPSPY, [35 НЧ | 
и, следовательно, метод расщепления сходится для любого t> 0, 
причем справедлива оценка 

Гы (T's) > — In| S? |. 
37.28. Пусть матрицы А; i=1, 2, симметричные и положн- 

тельно полуопределенные. Тогда метод растцепления сходится 
для любого т > 0. 

37.29. Пусть В — симметричная положительно определенная 
матрица и 5; = (Е + тВ)-"(Е —тВ). Тогда 

__ —_ 1 — тА 1! _/ 15-9459 = шах |7 

37.30. Пусть А; — симметричные положительно определенные 
матрицы и 0(А;)=[т, М], где m< М — положительные числа, 
i=1, 2. Тогда (в обозначениях 37.27) 

(1) с(2) м 
|| sf Sx |< а м1 {+H 

37.31. Пусть выполнены предположения 37.30. Тогда для при- 
ближенной. оптимизации соответствующего стационарного метода 
растцепления достаточно минимизировать правую часть неравен- 

ства из 37.30, что достигается выбором Tour = 1/УтМ. При этом 
для асимптотической скорости сходимости в случае й = т/М < 1 

будет справедлива оценка 

г. (Т.) 2Ah'”, 

37.32. Пусть матрица В положительно определенная 

| ВЕР А(Вь,ь) ЧЕЙ, 

и 5. = (Е РтВ)-'(Е —тВ), где Л и т— положительные числа. 
Тогда р 

< — (4 — 14/2) 
[15% — < max ° Ета АЛ) <" 

для любого т > 0. 
37.33. Пусть А. — положительно определенные матрицы, 

NA vl? < А(Аш, v) и 6(v, v) < (Аш, v) для любого vER,, где 

5 <A — положительные числа, и $ = (Е + tA;) * (Е — tA)). 
Тогда для любого t > 0 | 

(1) (2) 1 —2% (1 — tA/2) A 
155252] < 1 {2 (4 Е tA/2) A 6, А] 

37.34. Нусть выполнены предположения 37,33. Тогда для при- 
ближенной оптимизации соответствующего стационарного метода
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расщепления достаточно минимизировать правую часть неравен- 

ства из 37.33, что достпгается выбором: тп: = 1/V6A. При этом 
] 50258) |= ( Ул — У5)/ Ул + V 8), H Для асимптотической 
скорости сходимости метода при й = 6/Л < 1 справедлива оцепка 

Г. (Т.) > 2h”, 

37.35. Пусть А — симметричная положительно определенная 

матрица, A=A,+A, н А, = As. Тогда матрицы A, и А, поло- 
жительно определенные. 

37.36. Пусть выполнены предположения 37.35. Тогда соответ- 
ствующий вариант метода расщепления пазывается попеременно 
треугольным методом. | 

37.37. Матрица В. = (Е + тА,)(Е + тА,) поперемеппо треу- 
тольпого метода является симметричной и положительпо опреде- 
ленной. 

37.38. Матрица. В:'А поперемепно треугольного метода явля- 
ется А-самосопряженной и А-положительно определенпой матри- 
‘цей. В частпости, она является матрицей простой структуры и 
все ее собственные числа положительны. 

37.39. Пусть А =A, + A, и О — некоторая симметритпая по- 
ложительно определенная матрица. Тогда итерациопиый метод 

(D + A,) D7 (D + WA,) (u® — ии) = Фа, (Аи) 
в) _(k 

т, т и а, эквивалептел € последовательностямп параметров 
методу расщепления 

(Е+104,) (Е + 189, (17) = — и (7, 

примененному к преобразованной системе Ай =f, где либо 
А =р-А, i=u, f=D"f, A;=D-'A;, i=1, 2, либо A= 
— р-*”Ар-!”?, &€=DPu, f=D fF, A;= DNA D, i= 1, 2. 

$ 38. Чебышевские итерацнонные методы 

В пастоящем параграфе будут рассматриваться линейные итерацион- 
лые методы с разрешающими операторами Й,, являющимися для каждого 
Е > 1 многочленами степени не выше А от матрицы НА (Н — пекоторая 
невырожденная матрица): 

R 
__ — i Z, = Z, (HA) = E— У 9; (HA) 

i=1 

с пекоторыми вещественпымн коэффициентами Yin, #=1,..., #. Ha протя- 
жении всего параграфа (за исключением последних пунктов) мы будем 
предполагать, что матрица ЛА обладает полной системой собствепных Bex- 
торов, т. е. является матрицей простой структуры, и все ее собствеиные 
числа А; #=1,... п, веществепны и положительпы. Кроме того, будем 
‚обозначать через D симметричную положительно определенную матрицу, 
дяя которой матрица НА является О-самосопряжепным и О-положительто 
определенным оператором в прострапстве R, или, эквивалентно; (DHA)! =:
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= DHA > 0. В качестве D всегда можно выбрать матрицу [Q-']’Q-', где 
Q — матрица порядка п, столбцы которой образуют полную систему собст- 
венных векторов матрицы НА, т. е. НА = ОЛО-\, где A = diag (As, ..., Ал). 

38.1. Пусть @ — некоторое замкнутое множество веществен- 
пой положительной полуоси, содержащее спектр о(НА) матрицы 
ПА. Тогда для рассматриваемых итерационных методов 

|: 

1— > Vind . [2 [р = © (7+) < шах 
AG Q 

38.2. Для множества Q из 38.1 задача приближенной опти- 
мизации рассматриваемых итерационных методов в D-HopMe за 
k шагов заключается в построении метода с такими значениями 

Viz = Vi, hy Чтобы выполнялось равенство 

им 
2—1 

max 
AE 

= min max 1— У va 
i=l 

т. е. задача эквивалентна нахождению многочлена степени 
не выше А, наименее уклоняющегося от нуля на множестве ®. 
Итерационные методы с такими разрешающими операторами мы 
будем называть чебышевскими. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что Q = [а, 6], где а, b, а < в — 
положительные числа. 

38.3. При сделанном предположении задача из 38.2 о постро- 
ении чебышевского итерационного метода с разрешающими опе- 
раторами 

* А = . 

2, (HA) =Е — > у (НА) i= 

принимает вид 

№ 

тах |Z, (A) | = min max 
а <. <ь 1». .-› PR а<^<ь 

k 

1— > va] k=1,2,.... 

38.4. Многочлены 

Cit) => [(t + VP —1f + (t-— VP —1)4] 
или, эквивалентно, 

cos (Ё агссоз #), |1|<1 
Cr (1) = | ch(karcch #, |t\>4, 

называются многочленами Чебышева k-ro порядка первого рода; 
К =0, 1, ....
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38.5. Корни многочлена Чебышева C(t) вычисляются по 
формуле 

(2i— 1х 

2k , 
1; = cos 

максимальное по модулю значение на отрезке [—1, 1], равное 

единице, C(t) достигает в точках & = с0$ (in/k), #=0, 1, ..., k. 
Более точно, 

СВ) = (—1% 1=0,1,... 6. 

38.6. Многочлены Чебышева C,(t) удовлетворяют рекуррент- 
ным соотношениям 

С. (Е) — 2tC,,(t) — С, (ВЮ, k = 1, 2, ene о 

38.7. Пусть И, — множество многочленов P,(t) crenenu kk 
(с ненулевыми коэффициентами при Ё), удовлетворяющих усло- 
вию Р,(0) =1. Тогда многочлен Чебышева C,(t)=V,(t) является 
единственным решением минимаксной задачи 

шах |Рь (|= min , 
te[—1,1] PpEV, 

т. e. C,(t) наименее отклоняется OT нуля на отрезке [—1, 1] 
среди всех многочленов заданной степени k = 1. 

38.8. Задача из 38.3 о построении чебышевского итерацион- 
ного метода имеет единственное решение 

* b ‚\|-1 b | А 
in, (0) = [== се 2} 

для любого А = 1. . - 
38.9.. Разрешающие операторы Z,(HA) чебышевского итераци- 

онного метода связаны для k > 1 соотношениями 

7, = Е — „НАЯ, + By (Za — Zn-2), 

rye 

0, Е = 1, 

Со (1) 

C, (п) ’ 

n= (b+ а)/6 — а). 

38.10. Чебышевский итерационный метод для k>1 может 
быть реализован по формулам 

a, Н (Аи? — f), k=1, 

— a, (Аи! — f) — В» (u" — и 1), Е >И, 

где ©, и В, определены в 38.9. 

4 С 1 (1) В __ 

b—a C,(m) > "о (бк = 
k>1, 

#—1 
wu” =U
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38.11. Линейный итерацмонный метод вида 

a, (Au? ~— 1), k= 1, 

o,f (Aw** — 1) — Ви (и — и"), k>14, 
© некоторой невырожденной матрицей Я и некоторыми последо- 

вательностями параметров @,, В, называется обобщенным двут- 
шаговым методом Ричардсона или обобщенным методом Ричард- 
сона второго порядка. В случае Н=Е он соответственно назы- 
вается двухшаговым методом Ричардсона пли методом Ричард- 
сона второго порядка. 

38.12. Рассматриваемый чебышевский итерационный _ метод. 
является двухшаговым методом Ричардсона со специальными 
последовательностями параметров Gy и By. 

38.13. Для чебышевского итерационного метода при k>t 
справедлива оценка 

у lb, 
или, с учетом предотаваения 

Сы (п) => (n+ И — 1) + (4 + VP — 1) I, 
оценка 

ам И = 2| EVE | ayy, 
38.14. Для любого фиксированного k2>1 па классе матрнтЕ 

ПА, удовлетворяющих наложенным выше требованиям, первая 
оцепка из. 38.43 неулучшаема. Более конкретно, для любого А > 4 
существует матрица простой структуры НА со спектром, принад- 
лежащим отрезку [а, 6], для которой 

* 

17.15 = 1/€,,(y). у 

Для нахождепия такой матрицы достаточно потребовать, чтобы 
> 1 ist e a 

величины (см. 38.5) Е + a— (6 — а) соз in| t=0,1,...,4, 
= № v 

принадлежали спектру матрицы НА. 
38.15. Для асимитотической скорости сходимости чебышев- 

ского итерационного метода имеет место оценка 

г (Zoo) > > lim 11 С, (1) = In(y + У -— 1) = nee 

38.16. Для уменьшения Р-нормы вектора начальной ошибки 
в 4/e раз (в < 1) достаточно А. шагов чебышевского итерацион- 
ного метода из 38.10, где А. — минимальное целое, удовлетворя- 
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| 

ющее неравенству 

1 __ 29 
’ nN) 2 

Re. 

< 8, q=n+ Ут — 4, 

или эквивалептному . неравенству 

in (4/e + Уи — 1) 

ш (n+ Vn? —1) 

или упрощенпому неравенству 

№ т [1т(п + У№—1). 

38.17. Пусть А, В — симметричные положительно определен- 
ные матрицы. Torna для решения системы Au =} применим че- 
Фышевский итерационный метод из 38.10 с матрицей H=— Bb, 
причем в качестве матрицы D можно выбрать либо матрицу А. 
либо матрицу В. 

38.18. Пусть А, Л — симметричные положительпо определеп- 
ные матрицы блочногс метода Якоби из 35.2. Тогда для решения 
<спстемы Аи=)] применим чебышевский итерационный метод с 
матрицей Я = A~'. 

Из 38.18 видно, что для построепия конкретного варианта чебышевско- 
TO итерационного ‘метода, а именно, для выбора матрицы НЯ мы обратились 

к идее построения блочных методов Якоби. Аналогичная ситуация будет 
возникать и в Дальнейшем, когда мы обратимся к блочпому методу Гаус- 
ca — Зейделя и методу переменных направлений. Поэтому в ряде случаев 
представляется целесообразным рассматривать чебышевские итерационные 

методы как способ ускорения сходимости (оптимизации) соответствующих 

одно- или двухшаговых линейных стационарных итерационных методов за 

счет использовапня последовательностей параметров. 

ke > 

38.19. Пусть A=A—L—L’' и Л — симметричпые положитель- 
по определенные матрицы п матрица ZL такова, что матрицы 
Г=лА-Ё и О =А"!Т” являются строго нижней и строго верхней 
треугольными соответственно. Тотда, если матрица 7,=L+0 
является согласованно упорядоченной (отсюда согласно 35.36 
следует, что р(Т.) < 1), то для чебышевского итерационного ме- 
тода с матрицей =A‘ выполняются равенства а = 1 — р(Т,), 
6 =1-р(Т,), а для его асимптотической скорости сходимости 
имеет место оценка 

by ~ 1 Ут) 

у 1—V 1—° (74) 

Отсюда, учитывая, что для соответствующего обобщениого метода 
последовательной верхней релаксации 

(+A — L)(u" — и" 1) = — (Аш р) 
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с параметром © = Wonr = 2/(1 + 71 — р?(Т,)) асимптотическая ско- 
рость сходимости вычисляется по формулам 

1+V/1—.'(7,) 

Иа» 
Го (Toor) = — In (@ony — 1) = In 

получаем неравенство 

г (Zoo) | ть (Тот) 21/2, 

38.20. Пусть 

где A — симметричная положительно определенная блочная мат- 
puna, А. — матрица порядка п.Жп, i, ]=14, 2; mtn=n, 
и пусть С =В— А. Тогда матрица перехода 

—1 

Г. — Вс — — | Ay A, | 

—1 —1 

0 А. А Ат Ay, 

блочного метода Гаусса — Зейделя 

Ви = Си +f 

является матрицей простой структуры, все ее собственные числа. 
вещественны и принадлежат отрезку Г0, р(Т,)], где р(Т,) = 
— 0*(Т.) < 1, а Г. — матрица перехода соответствующего блоч- 
ного метода Якоби. Ноэтому для решения системы Ац =} при- 
меним - чебышевский итерационный метод из 38.10 с матрицей 
Н = 6B, для которого а = 1 — р(Т,), b=1, ч= (2—9°(T,))/p?(Ts) 
и для асимптотической скорости сходимости которого выполня- 
ется оценка 

где Гот: — матрица перехода соответствующего блочного метода. 

последовательной верхней релаксации с оптимальным значением. 
параметра. 

Таким образом, сравнительная оценка скоростей сходимости оптималь- 
ного обобщенного метода последовательной верхней релаксации с соответ- 
ствующим чебышевским итерационным методом не дает ‘нам четкого отве- 
та, какой же из методов асимптотически быстрее, она лишь указывает, что 
первый не может быть более чем в два раза асимптотически быстрее по 
сравнению со вторым методом. В то же время, оценка последнего пункта 
показывает, что чебышевский итерационный метод, основанный на блочном.
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методе Гаусса — Зейделл с циклической индекса 2 матрицей 

—1 | А A,, 

о— —1 АА 0 

всегда асимптотически быстрее соответствующего оптимального блочпого 

мстода последовательпои верхипеи релаксации. 

38.21. Для чебышевского итерационного метода 

4 . 1 2 \2 
a=lima, = =| - } 

h-» co b—a 1 -|- Ут — 4 Vo -- Иа 

1 Vb—Va\? 
= lim В, = = = = 

p= lim B= ey = (УРАЙ) 
38.22. Для двухшагового метода Рияардсона второго порядка 

H (Au — f), k=, 

aH (Au'} А-В (ии), ko 14, 

= | k #—1 | и 1 b a 

с параметрами a и В из 38.21 разрешающие операторы Z, для 
всех k = 1 представлены в виде 

— — \k—- 
2 2 ib b — + 1 2, =2, (HA) = 23 (V2 Vs `сь (23 “2 НА]; 

ora \VVo+Va — a 
ДлЯ Д-порм этих операторов справедлива оценка 

b—a (Ve — Иа } 

та \Vb+Va 
и, следовательно, для его асимптотической скорости сходимости 
имеет место оцейка 

38.23. Пусть A=B—C, В — симметричные положительно 
определенные матрицы порядка п и о(В- 'С) < 1. Тогда для ре- 
шення системы Ли = с симметричной положительно определен- 

B —C 
с С порядка 2п и вектором пой блочпой матрицей A= 

f= И = R., применим соответствующий блочный метод после- 

довательнош верхней релаксации с оптимальным значенпем pc- 

лаксациопного параметра, для которого 

г (Тот) = IN — oe (Bo tC) 
1-Vi—p (Bc) 
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При этом для итерационного метода из 38.22 с матрицей H = В- 
имеем 

а= 1 — р(В-'С), в = 1+ р(В-'С), 

О — 1 + В = 2/(4 + 71 — о*(В-!С)) = Wont, 

2 4 
г (Loo) ZF То (Toone) 

Нужно заметить, что реализация каждого шага блочного метода после- 
довательной верхней релаксации из 38.23 требует ровно вдвое больше ариф- 
метических операций, чем для соответствующего чебышевеского итерацион- 
ного метода из 38.22. 

38.24. В случае, когда для чебышевского итерационного ме- 
тода h=a/b <1, имеем оценку 

r(Zen) => 2hi”? 

а для величины А. из 38.15 может быть использовано неравенство 
1. - 2 ke >= ho? In — 

38.25. Пусть A — симметричная положительно определенная 

матрица, для которой имеет место представление A=A, + А, 
< некоторой матрицей A,. Тогда для решения системы Au=f 
может быть применен чебышевский итерационный метод с мат- 

рицей Н = В: ', где т— некоторое, вообще товоря, произвольное 

положительное число и В+ = (Е + *А,) (Е + tA,) — симметрич- 
ная положительно определенная матрица попеременнотреуголь- 
‘пого метода из 37.36—37.40. Нри этом, если для любого vER, 
одновременно выполняются неравенства | 

S(u, и) < (Аи, и), ПАьР < A(A,v, v), 

тде 6, Л, 6<A,— некоторые положительные числа, и параметр 

т выбирается по формуле т = 1/76 Л, то для соответствующего 

чебышевского итерационного метода имеем а = бУЛ/(УД + 75), 
b=AV6/(VA+Y6) и, следовательно, справедлива оценка 

4 A 5 

Ги) > >: a 

38.26. Если в 38.25 h=6/A<1, то для соответствующего 
чебышевского итерационного метода справедлива оценка 

(Ze. ) > ho, 
® 

38.27. Для любого Ё = 1 разрешающий оператор Z, чебышев- 
<кого итерациопного метода представим в виде 

£ А 1 
i, = П(Е- я HA), 

i=1 hyt 
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| 1 2—1 
где Api 1 + а— (6 — а) соз (ai > = :=1,..., k. Следова- 

тельно, каждые заданные k шагов чебышевского итерациопного 
метода могут быть реализованы по двучленным формулам 

ui =u * — т, Н(Аи — f), 

где ty, = 1/\ лм, t=1, .... К и x=(%, .:. и) — некоторая 
перестановка чисел 1, 2, ..., Ё. 

При практической реализации чебышевских итерационпых методов по 
двучленным формулам оказалось, что Далеко не каждая перестановка х 
обеспечивает устойчивость процесса вычислений. К пастоящему времени 
нроблема определения перестановок, обеспечивающих вычислительнуто ус- 
тойчивость, решена как для конечных значений А, так и для бесконечно про- 
должаемых значений. Здесь мы укажем алгоритм построспия таких пере-- 
становок только для конечных значений А, являющихся целой степепьо 
двойки, т. е. А = 2* для некоторого целого $ >> 1. 

38.28. Пусть нам известна перестановка % = (%,...,Ж) 

для значения К, = 2°-*, обеспечивающая устойчивую реализацию 
k, шагов одношагового чебышевского итерацпонного метода 38.27. 
Тогда аналогичная перестановка для значения КА, = 2° определя- 
ется формулой 

х = (Hy, hy +1 — my, Hoy oy Ка + 1 — Жь). 

38.29. Нусть р — некоторое положительное целое, Я — пеко- 
торая невырожденпая матрица и o(HA)eEla, В], где a, 6, 
а < 6,— некоторые положительные числа. Тогда итерацпонпный 
метод с разрешающими операторами 

пн, (2ь)°, i= 1, ...) р, $=0, A, ...’ 

называется циклическим с периодом р чебышевским итерацион- 
ным методом. Здесь 

% + i + : 

Z;=2Z;(HA) =Е— Ут: (HA)’ 

— многочлены oT матрицы НА, коэффициенты которых являются 
решениями мипимаксных задач 

t t 
* . . 

max 1—Ж y; |= min max |1— У т! 
ле[а,5} i=1 У»... AELO,0} i~1 

для значений t= 1, ..., р. Заметим, что матрица HA, вообще. 
говоря, не является матрицей простой структуры.
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38.30. Решение минимаксной задачи предыдущего пункта 
всегда существует, одинотвенно и имеет BU — 

BI 2 
Z; (A) = С < С eer: __ i) 

a b—a 

где п = (b+a)/(b—a). 
38.31. Для асимптотической скорости сходимости циклического 

с периодом р чебышевского итерациопного метода выполняется 
оценка 

‘ * 

r (Ze) = —— In p (25) = = In€ р (1), 

которая при фиксированном задапном р>1 и kh=a/b<1 при- 
нимает вид 

r(Z.)= 2ph. 

38.32. Пусть р — минимальное целое, для которого выполия- 
ется неравенство 

c,(2+2) >. 
где е — основание Натуральных логарифмов, пли эквивалептпое 

ему неравенство 

"(++ И-!)/1 In УР, 
е е“ "7 — 

или упрощеппое перавенстзо 

Тогда для асимптотической скорости сходимости COOTBCTCTBYIO- 
его циклического с периодом р чебышевского итерационного 
метода справедлива оценка 

r(Z..) > 1/р. 

38.33. Пусть р — минимальное целое, удовлетворяющее нера- 
вепству 

№? Va 

ИУ 

и h=a/b < 1. Тогда для соответствующего циклического с перио- 
дом р чебышевского итерацпонного метода выполпяется оценка 

r(Z.) > 2h)”. 

38.34. Циклический с периодом p=2° (5 — положительное 
целое) чебышевский .нтерациоппый метод из 38.29 допускает 
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устойчивую реализацию по двучленным формулам. 

ПА = и! — +,H(Au*'— f). 

Здесь ть = Tx, для k=ilmod р), х= (жи, ... Хр) — перестановка 

из 38.28 w= 3/0 + a — (6 — а) cos a} j=1,...,k, 
2 

Ь -|- а 2 
— корни многочлена Ср г + и » 

$ 39. Нелинейные итерационные методы 

В этом параграфе мы рассмотрим один класс нелинейных итерациоп- 
пых методов, в оспову которых положены идеи методов спуска для мини- 
мизации квадратичиых функционалов. В формировании таких методов уча- 
ствуют либо в качестве разрешающих операторов, либо в качестве опера- 
торов перехода определяемые ниже нелинейные операторы К, где $ — неко- 
торое положительное целое число. 

39.1. Пусть заданы симметричная положительно определенная 
матрица D и невырожденная матрица Hf. Тогда для любого 
ЕЁ, оператор A,:R,>R, определяется с помощью  равеп- 
ства. 

| AA, (2)]ь = min 
1, ---›У$ 

| А2— » (AH! 4 . 
i=l D 

39.9. Для любого 2 ЕВ, вектор 7—K,(z) определяется одно- 
зпачно, т. е. оператор A, из предыдущего пункта определен одно- 
значно. 

39.3. Если система векторов 2, HAz, ..., (HA)*z линейпо за- 
висима, то А,(2) = 0. 

39.4. Если для заданного 5 В, система векторов 2, HAz, ... 
... (HA)*-'z линейпо независима, TO 

K,(2)=2— У (НА, 
i=1 

= = 

где вектор 4 = (Чи, ..., Yo)” является решением системы Gy = g 
с певырожденной матрицей —= (2.) порядка $, являющейся 
матрицей Грама системы veto pop AHE, ..., (AH)°’E, где ЕЁ = Az, 
в скалярном произведении, порождаемом матрицей D, т. e. 

8 = ((АНУ’Е, (АН) ь, р, = 1, ..., 5, 
a 

и вектором g © В, с компонентами 

= (АН), Въ, i=i,..., 5. 

19 В. В. Воеводин, 10. А. Кузнецов
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39.5. Если для ‘заданноро 2 Е В, система векторов 2, HAz, ... 
..., (НА)-*2 линейно 8ависима, то 

$ 

к, (2) =2— Ут (НА), 
* = = 

где вектор Y= (7, ... Ys)’ является некоторым, вообще говоря, 
произвольным решением системы Gy=b с вырожденной матри- 
цей С и вектором ЕВ, из 39.4, которая всегда совместна, т. е. 
вещ С. 

39.6. Оператор А, является пепрерывным и однородным пер- 
вой степени, т. e. K,(Az) =АА,(2) для любого 2 = Ry. 

39.7. Если вектор g=—g(z) из 39.4 является пенулевым для 
любого пенулевого 5 Е R,, то 

L (Ks) = sup | АК, (2) р < 1. 
Ар ры 

Величина L(K,) называется константой Липшица оператора K,. 
39.8. Если для некоторого положительного целого # < $ матри- 

ца D(AH)' является положительно определенной, то L(K,) < 4. 
39.9. Пусть DAH — симметричпая положительно определенная 

матрица. Тогда M 
. —1 

дива < (С, (мт) , 

| x 

тде т = p(HA),.M = 1/p(H-'A-'), Z, — разрешающий оператор co- 
‚ответствующего чебышевского итерационного метода при @ = т и 
6 —=М. Здесь и всюду в дальнейшем предполагается, что матрица 
HA пе является скалярной и, следовательно, т < М. 

39.10. Пусть” выполнены предположения 39.9 и величины 

(К) <|Z,| 

Л: -=|м + m—(M-—m) cos Sli 0, 1,..., $, принадлежат спект- 

ру матрицы НА. Тогда 

Е (Ко) = ара = (с. (ron) m 

т. е. оценка 39.9 является неулучшаемой для класса матриц, 
спектр которых принадлежит заданному отрезку [т, М1. Если 
ввести положительные величины 

1... 1..4 
А wee As, A, . А 

w;"= det _ ce м вый rt . о .°. ’ i= 0,14, +. 9 Sy 

= с —t 48-1 —1 ° ash А МТ... as 

являющиеся определителями Вандермонда, то для любого векто- 
5 

ра 2 = > сир, rae 1; — ортонормированные (в смысле скаляр- 
i=0 ;
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ного произведения, порождаемого матрицей A’DA) собствеппые 
векторы матрицы НА, соответствующие ee ‘собственпым числам 
А, t=, ..., 8, коэффициент со, отличен от. нуля, а остальные 

№ Yi 
коэффициенты связаны соотношениями C4 == Co, i= 1, 

i бо 
выполняется равенство 

6) 
2 

т. е. вектор 2 является собственным вектором оператора K;, соот- 

ветствующим его собственному числу L(K?) = L*(K,). 
39.11. Пусть DAH — симметричная матрица. Тогда имеет мес- 

то оценка 
7? ™~?2 —1 

L(Ks)< (Cu [5 я Е }} , 
—т 

где [5/2] — целая часть числа s/2 и 9 < й = (р(Н-!А-=))-! < М = 

= о(НА), причем эта оценка неулучшаема в смысле замечапия 
предыдущего пункта. 

39.12. Пусть DAH — симметричная положительно определеп- 
ная матрица. Тогда 

М -- 1 M— 

L(K\) = (с, (мт)) — Mom 

Кроме того, для векторов 

< 

где р. и фм являются A’DA — ортонормированными собствепиы- 
ми векторами матрицы НА, соответствующими ее собственпым 
числам ти М, имеем 

* М — 
K, (zt) = gt — »,HAz* = (мт) zr 

(здесь у, = 2/(М`- т)) и, следовательно, 
— 2 

K?(2*) = (a i) =, 

т. е. 2+ и 2` являются собственными векторами оператора Ki, 
соответствующими его собственному числу 4 (Ki) = L2(K,) = 

= ((M— m)M + т): 
39.13. Пусть выполнены предположения 39.12. Тогда для лю- 

Goro 2е В, такого, что (2°, фи) ~O и (2°, фм) #0, подпоследова- 
тельности 2^ и zt! Е =0, 1, ..., итерационного процесса. 

y=K,(2*), 2“ = у/ИАУ 
19*
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сходятся соответственно к векторам у” и и”, каждый из которых 
пропорциопален либо вектору zt из 39.12 либо вектору Zz. 

39.14. Пусть DAH — симметричная положительпо определеп- 
ная матрица. Тогда 

— т lim [In L (Kj )=nL(K,) = Inv и 

39.15. Пусть s= 1. Тогда для любого ненулевого ЕВ, имеем 

(AHE, Е) __ И р 
К, (2) = К, (2) = 2 НЕ, НЕЁ, 

где Е = Az. 
39.16. Стационарный одношаговый итерациоппый метод 

ии +,H (Аш 1—7), т, =(АНЕ", г ЛДАНЕ“ lb 

тогда и только тогда сходится в пространстве Ray, т. e. для любого 

u° КВ,, когда матрица DAH положительно (или отрицательно) 
определенная. 

Действительно, если матрица ДАН не является положительно или от- 
рицательно определенной, то существует такой вектор начальной ошибки 
a ATO (AHE®, Еб)р =O, и, следовательно, т, = 0, 21! = 20, т. =0, 2? — 

Тит. д. 

39.17. Если матрица ДАН положительно определенная и 
7, =[К,]* — разрешающие операторы итерациопного метода пре- 
дыдущего пункта, то 

r(Z.) = — In L(K,) > 0. 

39.18. Пусть А — симметричпая положительпо определенная 
матрица, Я =ЕиРр=А`*'. Тогда соответствующий итерациовный 
метод из 39.16: 

ии" * — (Aut — 7), te = PE P/ Si, 
пазывается методом наискорейшего спуска. 

39.19. Метод наискорейшего спуска осуществляет последова- 
тельную минимизацию функционала ошибок Ф(и) = (Au, и) — 
— 2(и, ]) в паправлении его ваискорейшего убывания: 

— grad Ф (и) | _ и = — 2( Au"? — f) 

110 формуле | 

@(u") = (и) Jee. 
39.20. Пусть A, Н — симметричные положительно определеп- 

р=А-'. Тогда DAH =H iTe- пые матрицы и . Тогда и, следовательно, ите
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рационный метод 

ww о (Au), ъ = НЕ, 
частным случаем которого при Н =Е является метод наискорей- 
шего спуска, сходится, и его асимитотическая скорость сходимо- 
сти вычисляется по формуле 

М -Ет 
г (Zo) = In —— 

(Zco) M—m’ 

где М =p(HA) и 1/т = р(Н-'А”'). 
39.21. Итерационный метод из 39.20 является методом наиско- 

рейшего спуска, примененным к преобразованной системе Av =} 
с матрицей А = Н"*АН"? и векторами г = Hu, f = Hf, 

39.22. Пусть H=D=E. Тогда соответствующий итерацион- 
ный метод из 39.16: 

и^ — yr __ ть (Аи 1 __ 1), ть — ( АЕ 1, Е 1)/| АЕ [?, 

называется методом минимальных невязок. 
39.23. Метод минимальных невязок сходится тогда и только 

тогда, когда матрица A является положительно (или отрицатель- 
но) определенной. 

39.24, Пусть Н — симметричная ̀ положительно определенная 
матрица и D=#H. Тогда итерационный метод 

uh = ul — (Aut? — f), ть = (AMEE) AE ff 
сходится тогда и только тогда, когда матрица А положительно 
(или отрицательно) определенная. 

39.25. Пусть А и H — симметричные положительно определен- 
ные матрицы и О =Н. Тогда итерационный метод из 39.24 

и =u) — tH (Au! — 1), = |НА ДАН "|e, 
частным случаем которого при Н = Е является метод минималь- 
ных невязок, сходится, и для его асимптотической скорости сходи- 
мости справедлива (поскольку ДАН =НАН = (РАН)’) формула 

(в) = (М — т)/(М + т), 

где величины М и т определены в 39.20. 
39.26. Итерационный метод из 39.25 является методом наи- 

скорейшего спуска, примененным к преобразованной системе 
Av=f с матрицей А =А*?НА*? и векторами v=A'?u, f = 
= Ai’ Hy, ; 

39.27. Пусть H = A’, р=(АА’)-'. Тогда соответствующий ите- 
рационный метод из 39.16: 

wt — yea __ tA’ (Au*~? __ Г), тк = | Л А’Е-ТР, 

называется методом минимальных ошибок.
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39.28. Метод мипнмальных ошибок осуществляет последова- 
тельную минимизацию квадрата нормы вектора ошибки z= и — 
— и* по формуле 

[2"P = [27 о ЗОВ И ЗВ 
39.29. Пусть H,, H,— симметричные положительно определен- 

пые матрицы, H = H,A’H,., р=(АН,А’)-*. Тогда еоответствую- 
ций итерационный метод из 39.16 

ий — и" 1 __ ух AH oO __ Г), 

Та — | aa 5 

частным случаем которого при Я, = Ш Е является метод мини- 
мальных ошибок, сходится и его асимптотическая скорость сходи- 
мости (поскольку DAH =H.) вычисляется по формуле 

г (Zoo) = и, 

где величины М, т определены в 39.20 при указанном выборе 
матрицы Я. В частности, для метода минимальных невязок имеем 

М=о(А’ А), 1/т = р (А’А)-'). 

33.30. Итерационный метод из 39.29 является методом наи- 
скорейшего спуска, примененным к преобразованной системе 

Av=f с матрицей. A = Hy AH,A'H}? °и векторами v= 
= Hy? [А] "НТ? и f=Hy"f. 

39.31. Стационарный итерационный метод 

и — yr} _Н У Ve i (АН) ТЕ" 

3—1 

a * 

с операторами перехода К, из 39.1, т. е. параметрами 1, i= 
=1,..., $, выбираемыми из условия 

Е |p = min 1__ Py у: (АН 

1»... Ve 

сходится тогда и только тогда, когда для любого ненулевого 
EER, величины g;= ((AA)'E, Е), &=1, ..., $, не равны одиовре- 
менно нулю. Если последнее требование выполнено, то для асимн- 
тотической скорости сходимости этого метода справедлива оценка 

r(Z..) > — ш L(K,) > 0. 

39.32. Если для некоторого положительного целого t < $ матри- 
ца О(АН) положительно определенная, TO итерационный метод 
из 39.31 сходится.
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Начиная с данного момента, мы будем рассматривать вместо стацио- 
нарных сдношаговых итерационных методов C операторами перехода К, 
итерационные методы с разрешающими онераторами Z, = К, для всех $ > 
= 1. Число шагов этих методов не превосходит порядка п матрицы A и, 
следовательно, они могут быть отнесены и к прямым методам решения ли- 
нейных систем (см. $ 28). 

‘ 

39.33. Пусть векторы £1, ..., 2x-1 образуют 'А’РА-ортогональ- 
ный базис ‘в подпространстве, являющемся линейной оболочкой 
системы векторов НЕ’ ..., Н(АН)^-?Е‘. Тогда Ё-й шаг итераци- 
онного метода, порождаемого разрешающими операторами 
Ky, Ko, ..., К», может быть реализован по формулам 

НЕ’, k= 1, 

| _ h h-1 
gn = Ret и = uw” — Ва», 

HAg,-,— > On iki, K>1, 
а “ 

оц, = (АН Ав, 1, Ag) p/| Ag; |, i=1,...,k—4, 

в = (Е^ 1, Age )р/| Age р. 

При этом система векторов #., ..., 2, образует A’DA — ортого- 
нальный базис в подпространстве, натянутом на векторы HE’, ... 
..„ Я(АН)^-* Е’. 

39.34, Вычислительный процесс из 39.33 заканчивается нахож: 
дением точного решения системы Au=f не более чем через п 
птагов. 

39.35. Пусть DAH — симметричная матрица, п: — число раз- 
`личных собственных чисел матрицы НА. Тогда L(K,,)=0 и, 
следовательно, вычислительный процесс из 39.33 заканчивается 
нахождением точного решения системы Ай -—} не более чем че- 
рез п, шагов. 

39.36. Пусть А — симметричная положительно определенная 
матрица, H=E, D=A~*. Тогда для вычислительного процесса 
из 39.33 имеем а; =0, i=1,..., Е —1, а вычислительный про- 
цесс реализуется по формулам 

20, К =1, 

Ba = | Авт — O81, k=2, ub =u"! — Bren, 
Agy—1 — On8r—1 — ТАк, КО, 

a, = | Agn—1P/| Ва» Вы = (ЕТ, вы) вы las 

Ук [8-1 [а/ Вк-2 Йа, . 

и называется методом минимальных итераций Ланцоша. 
39.37. Пусть DAH — симметричная матрица. Тогда для вычис- 

лительного процесса из 39.33 имеем а, ;=0, i=1, ..., k—2,
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а вычислительный процесс реализуется но формулам 

НЕ, k —=1, 

в = РУ — 42815 k = 2, ии" — BrBas 

HAgy— 1 — On8n—-1 — вк, > 2, 

a, = (АН Ag,_1, Agn—1)/\ Agn—ilb, В = (АНТ, Agn)p/| Ag, lib, 

Vr = |481 [6/1 Ав |, 

и называется обобщенным методом минимальных итераций Лан- 
цоша. 

39.38. Для последовательности О-норм векторов невязок обоб- 
щенного метода минимальных итераций Ланцоша справедлива 
оценка 

Tre ~2 —1 

ПЕ < (Со (бета) ПЕ 
M* — m? 

где [k/2] — целая часть числа k/2, М =р(НА) и 1/m = о(Н-'А-*). 
39.39. Пусть А — симметричная матрица, Н — симметричная 

положительно определенная матрица и D= dH. Тогда, поскольку 
РАН =НАН — симметричная матрица, то для решения системы 
„Аи =} применим соответствующий обобщенный метод минималь- 
ных итераций Ланцоша, коэффициенты которого будут вычис- 
ляться по формулам 

Lh = (AH Ag,_1, H Ag,_,)/| Ag,—1 li, Вь — (E87), Ag, )x/| Ag» li, 

Ve = | Авиа liz /| Ages в. 

39.40. Если A и H — симметричные положительно определен- 
ные матрицы и D = А"', то коэффициенты соответствующего обоб- 
щенного метода минимальных итераций Ланцоша вычисляются 
по формулам 

Op, = || Age-1 li /\ Er—-1 Ve B, = (Ee? Bn)/|\| Ek ve 

Vn = [вара [А / | Ао А. 

33.41. Пусть РАН — симметричная положительно определен- 
ная матрица. Тогда вычислительный процесс из 39.33 может быть 
реализован по двучленным формулам 

НЕ®, k= 1, А 

= и 

de tae — Ar8r, k> 1, 

(к = (AHE*? ’ Agn—1)p/| Аб, 1 (fb, В» — (gro? Ag i )o/\\ Ag, Ip. | 

Оп называется обобщенным методом сопряженных градиентов. 
39.42. Обобщенный метод сопряженных храдиентов является 

частпым случаем метода сопряженных направлевий из 28.18 при 
Н =В-' и р= В-!А-'С*. 

— us? — Вы»,
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39.43. Для любого ЕЕ В, векторы g:, Ё' = Ай! — } обобщенного 
метода сопряженных градиентов удовлетворяют следующим соот- 
ношениям ортогональности (i= 1, ..., 5): 

(Ag;, Agj)p = 61 Ав: р, ]=1,....6 

(1, Ag;)p — 0, 1 — 1, eo eg $, (1, Е?) РАН — 0, 1 — 0, 1, coeg i—1, 

где $ — минимальзое целое, для которого K,_,(A~*E’) #0. 
39.44. Коэффициенты двучленного обобщенного метода соп- 

ряженных градиентов 0710 вычислять по формулам 

a, = — | АН] Ан, Ba =|" Цран/\ Ава Ip. 

‘39.45. Обобщенный метод сопряжеипых градиентов может 
быть реализован по следующим трехчленпым формулам: 

ИР yk — -- [НЕ —e,_,(u* —u*?)], 
Rk 

где e-, = 0, 

Че = | АН А АН — @-1, xn = Qh | Зо lban/| = ban: 

39.46. Пусть А и Н — симметричные положительно определен- 
ные матрицы и О = А-'. Тогда коэффициенты двучленного и трех- 
членного вариантов соответствующего обобщенного метода соп- 
ряженных градиентов вычисляются по формулам 

a, = ЛЕ, = Bh = HE" UA вЫ, 
gn =) HE BNE ie — ena, ee = ЧЕН. 

39.47. Для последовательности Э-норм векторов ошибок 0606- 
щценпого метода сопряженных градиентов справедлива оценка 

(с, per po, 
т 

где М =р(НА), 1/m = о(Н-'А-*). 
39.48. Обобщенный метод сопряженных градиентов из 39.46 

является методом сопряженных градиентов: 

~ о, Е =1, kh тр 

on | — On 2n—1) k>1, oo" Pe a 

on, =— Je PAE PP, Bp, = EOP enh, 
, 

- . l 

где Е = Av'— jf, примененным к преобразованной системе Av = 
=f ce матрицей А = Н'^*АН*? и векторами: и = Ни, } = Hf.



298 ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ [ГЛ. 2 

/ 

$ 40. Итерационные методы решения систем 
с вырожденными матрицами 

40.1. Пусть задана система линейных алгебраических уравне- 
ний Аи=] с квадратной вырожденной матрицей А порядка П и 
некоторым вектором {Е В,. Тогда применяемый. для ее решения 
итерационный метод 

w=F,(A, f, и"... и) 
из $ 34 называется сходящимся, если для любого начального век- 
тора u° В, последовательность векторов и^ сходится к некоторо- 

му обобщенному решению этой системы. 

На протяжении всего. параграфа, за исключением последних пунктов 
40.33—40.37, мы будем предполагать, что исходная, система Аи = } совмест- 
на, т. е. Г = 11 А, и, следовательно, любоё обобщенное ре-пение этой систе- 
мы является ее обычным решением. 

40.2. Пусть Т — некоторая матрица. Тогда выполнение ус- 
ловий 

р* (7) = шах |A|<1, rank(# — Т) = rank (Е — TY 
ASO(T) 
AL 

необходимо и достаточно для существования матрицы Ге = 
. . k 

— lim 7", Если эти условия выполнены, TO матрица Г. является 
В> со 

проектором со следующими свойствами: 

1т Г. = Еег (Е — Г), Кег Г. =1щ (Е - 7). 

40.3. Каждое из следующих условий: 

1) собственному числу А =1 матрицы Т (если такое существу- 
ет) соответствует столько линейно независимых собственных век- 
торов, какова его кратность; 

2) ker (Е — Г) Nim (Е —T) = 0; 
3) В, =im (E — T) © ker (Е — T) 

эквивалентно второму условию из 40.2. 
° 40.4. Пусть относительно матрицы T= Е — НА, где А — матри- 
ца исходной системы и H — некоторая, вообще говоря, произволь- 
ная матрица, выполнены оба условия из 40.2. Тогда Кег А = 
= пи Г., а для выполнения равенства Кег А =1щ Г. необходимо 
и достаточно, чтобы было выполнено дополнительное условие 
Кег Я Пл 4 =0. 

40.5. Для сходимости (как уже отмечалось, мы везде предпо- 
лагаем совместность исходной системы) линейного стационарно- 
го одношагового итерационного метода | 

u*® = w*-! — H(Au*" — f)
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с некоторой заданной матрицей Н пеобходимо и достаточно, что- 
. mR 

бы существовала матрица Г» = lim Г’, где Г=Е- НА, и выпол- 
#—> осо 

нялось включение iNT. = ker A. , 
40.6. Для сходимости итерационного метода из 40.5 необходи- 

мо и достаточно выполнение следующих трех условий: 
1) р*(Т) = тах |Al <1; 

A=0(T) 

2) rank (HA) = rank (НА)?; 
3) ker НП 4 = 0. 

Если эти условия выполняются, то матрица Г. является проекто- 

ром со следующими свойствами: 

ип Г. = Кег (НА) = Кег А, ker7, = п" (ЛА). 

В частности, пространство В, является прямон суммой своих под- 
пространств im (НА) и ker А, т. e. 

В, = im (НА) © ker A. 

40.7. Если итерационный метод из 40.5 сходится, то для лю- 

бого начального приближения 

и — и + № ЕВ,, ujcim(HA), ше КетА, 

. Е | . 
вектор и” = limu” является решением исходной системы Au =] 

В> со 
. oo co oo 

и представим в видеи =и! + Ue, где 

oo ; о 
uy = У(Е— НА)' Н!= im(HA), uf =ше ker А. 

i=0 

Таким образом, для сходящегося линейного стационарного итерацион- 
ного метода из 40.5 предельный вектор и” зависит от начального прибли- 
жения и? или, точнее говоря, от второй составляющей этого вектора в раз- 
ложении по подпространствам im(HA) и Кег А. Если же и? = (НА), то 
эта составляющая равна нулю, и, следовательно, предельный вектор и® 

всегда равен вектору #1” из 40.6. 

40.8. Пусть итерационный метод из 40.1 сходится, и, следова- 
тельно, для каждого ие Ё, однозначно определен вектор 

oo U Е e <» eo 

и” = Пти", являющийся решением исходной системы. Тогда век- 
R- сю 

торы 2“ = и" — и” называются векторами ошибок этого итерацион- 
ного метода, а величина - 

. 1 zk 
To = Ши Ш = sup | a: 

йо ER, |= | 

называется его асимптотической скоростью сходимости. 

Таким образом, в отличие от итерационвых методов решения систем 
с невырожденпыми матрицамн, такие понятия, как векторы ошибок, раз-
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решающие операторы, операторы перехода, средние и асимптотические ско- 
рости сходимости и другие, которые используют при своем определении 
векторы и”, в случае вырожденной матрицы А могут быть введены (для 
произвольного итерационного метода) только после того, как установлен 
факт сходимости этого метода. В частном случае, когда, например, итера- 
цнонный метод имеет вид 

uk — ий-* — Hy (Е*-1), 

где —*-! = Ац!-1 — } — векторы невязок и Я»: а А —- В, — некоторая по- 
следовательность операторов, действующих только на векторы невязок, для 
любого решения u* системы Au = } имеем 

pe = prt — Hy (Ape), 

где y* = u*® — и*. Поэтому перечисленные понятия можно определять сразу 
и затем использовать их при изучении различных вопросов, связанных со 
сходимостью итерационного метода. 

40.9. Для линейного стационарного одношагового итерацион- 
ного метода из 40.5 

Г =To(T) = — шр*(Т), 

где величина p*(7) определена в 40.6. 
40.10. Пусть А, Н — симметричные положительно полуопреде- 

ленные матрицы, Кег НП т А =Ои 

O<m m= min A<M= пах 
A=0(HA) A€0(HA) 

250 

Тогда итерационный метод‘ 
uu" — yr-! _ cH(Au'-! —^ р 

сходится для любого положительного т< 2/М. Кроме того, опти- 
мальное значение параметра т, максимизирующего асимптотиче- 
скую скорость сходимости этого метода и соответствующее зна- 
чение скорости, находится по формулам 

Топт = 2/(M + т), Го (Leone) = (М — т)/(М + т). 

40.11. Пусть для решения системы Ай =] применяется ста- 
ционарный одношаговый итерационный метод 

nt — yt! — H(&*-') 

с непрерывным и однородным первой степени оператором H: 
im А — В,. Тогда; если в подпространстве im А может быть зада- 
на такая норма |-|, что для любого ненулевого Е = im А выпоя- 
няется неравенство ` 

|5— АН (5) № 15, 
то этот итерационный метод сходится. Более того, существует та- 
кое положительное 4 < 1, что 

: шине,
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и, следовательно, 

48|, 

где L( 7) — константа Липшица оператора Я по отношепию к век- 

40.12. Пусть А=лЛ-Е-РЕ”— симметричная положительно 
полуопределепная матрица, где Л — симметричная положительпо 
определенная матрица, -ЁР — некоторая, вообще говоря, произволь- 
вая матрица. Тогда, задавая в подпространстве пп А норму 

в 4 1/2 . 
tel, = (АТЕ, Е)", Ее im A, для любого ®, при котором матрица 

By = Л — Е невырожденная, и любого вектора § = пп А имеем 

15 — АВЕ ЕВ — (2—4) ВВ. 
Далее, для любого в Е (0, 2) матрица В. невырожденная и вы- 
полняется неравенство (E = 0) 

[Е — ИВ" |, < Ele. 
40.13. Пусть выполнены предположения предыдущего пункта. 

Тогда обобщенпый метод последовательной верхней релаксации 

B,(u*® — u**) = — (А — f) 

сходится тогда и только тогда, когда w = (0, 2). 
40.14. Пусть А — симметричная положительно полуопределен- 

пая матрица. Тогда любой блочный и точечпый методы Гаусса — 
Зейделя сходятся. 

40.15. Пусть выполняются предположения из 40.12, матрицы 
[=Л-\Г и О = ЛЕ” являются строго нижней и верхней тре- 
угольными и матрица S=L£+0 согласованно упорядоченная. 
Тогда оптимальное значение параметра релаксации ®, максими- 
зирующее асимптотическую скорость сходимости соответствую- 
щего обобщенного метода последовательной верхней релаксации, 
находится по формуле 

опт = 2 (4 + V 1— р*(5*)) *, 

где o* (5?) = max А?. При этом Го (Теопт) == Wonr — 1, где Го = 
A=a(S) 
[AI #1 

— FE — B,'A. 
40.16. Если выполнены предположения из 40.15, то 

р*(5?) < [р*(5)] = 

а соответствующий итерационный метод 

Ли’ = (FA F‘)u*‘ }
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с матрицей перехода 5 сходится не для любого и’еВ,. В то же 
время он сходится для всех начальных приближепий, для кото- 
рых векторы невязок —° = Аи’ —f ортогональны к собственным 
векторам матрицы (f+ Р’)А-*, соответствующим ее собственному 
числу А = — 1. 

20.17. Пусть А — вырожденная блочная матрица из 30.2, та- 
кая, что для любого @ > 0 матрица А + аЁ является М-матрицей, 
и пусть Л = Ay ®...8A,,. Тогда, если матрица 5 = A*(A— A) 
примитивпая, то соответствующий блочный метод Якоби 

A(u® — u*-') = — (Ал — f) 

сходится. 
40.18. Пусть выполняются предположения предыдущего пПунк- 

ta, А=А-—Ё-О0, где Ё и О — строго нижняя и верхняя тре- 
угольпые матрицы, и 7 = (Л — L)-'U — блочная матрица вида 

от, ... Tas 
от... Ty, 

т... М 
от T 

s2 °°" $5 — 

который согласован с блочным видом матрицы А из 35.2. Тог- 
Да, если матрица 

примитивпая, то блочный метод Гаусса — Зейделя 

(A — L)(u* — u*-*) = —(Au*-* — f) 
( 

сходится. 
40.19. Пусть А=А, ТА,, где Ai, А, — симметричные поло- 

жительно полуопределенные матрицы. Тогда соответствующий 
метод расщепления 

(E+ тА,) (Е + tA,)(u® — u®-!) = —27(Au* — f) 

сходится для любого положительного значения параметра т. 
40.20. Если выполняются предположения из 40.19 и Кег А, = 

= Кег А», то при т = (64)-*/?, где 

6 = min | min =e = me max a 
i=1,2 нао(44) i=1,2 | AE0(Aj) 

для асимптотической скорости сходимости метода расщепления 
выполняется оценка 

от Уд Уз 

Ул-— У 
Го (Г) >
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' 40.21. Пусть A= A, + A, — положительно полуопределеп- 

ная матрица и В, = (Е + *А,) (Е + тА1), . где т — положитель- 
ный параметр. Тогда существует отрицательное a > -—1 такое, 
что 

o(E — 2tBz"A) <= [a, 1]. 

.40.22. Попеременно треугольный метод 

(E + тА.) (Е + tA; ) (м — ит) = — 21 (Аш — 7), 

где А= А. + A, — положительно полуопределенная матрица, схо- 
дится для любого т > 0. 

40.23. Пусть А=А, + А, где А,, А, — кососимметрические 
матрицы, т. е. (А, v) =0 для любого vER,, i=1, 2. Тогда 
для метода раснепления из 40.19 для любого Е ' = В, имеем 

ME +A)! = E+ тА,) "Е, 

и, следовательно, он пе сходится пи для какого значения па- 

раметра т. 
40.24. Пусть для. заданпой матрицы Т в пространстве В, 

можно определить. такую норму. ||»; Go. P(T)=|T le. Тогда 
любому собственному числу A, равному по модулю’ p(T), соот- 
ветствует столько линейно независимых собственных векторов, 
какова его кратность. 

40.25. Пусть для матрицы перехода Г=Е- НА итерацион- 
ного метода из 40.5 в пространстве В, может быть определена 
такая норма ||,, что | Г\, < 1. Тогда матрица 

h-1l 

я . 4 | 

7 — Ни QT 

существует и является проектором со следующими свойствами: 

о 7 = Кег (НА), ker —=im (НА). 

40.26. Пусть выполнены предположения из 40.25 и kerf 
NimA=0O. Тогда для любого и’е В, последовательность век- 

торов 

e 

‘итерацпонного метода из 40.0 сходится’к некоторому решению 
w” системы Aw = f. 

40.27. Пусть A=A,+A., где A, и А, — положительно по- 
луопределенные матрицы. ‘Тогда матрица перехода метода
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расщепления 

(Е+тА,) (Е + тА,)(и^ — и^-*) = —24(Au*-! — f) 

при любом т>0 удовлетворяет требованиям из 40.27, причем 
I-ls = |1, где р = (Е + 1A,)’(E + tA). 

0.28. Пусть А, — заданная симметричная положительно по- 
луопределенная матрица порядка m, Н — заданная симметрич- 
ная положительно определенная матрица порядка п>п., А, — 
некоторая симметричная положительно полуопределенная матри- 
ца порядка п, =п-— п: и 

А 0 A, 0 

A= A, ФА, = в 1 | = 4 

— блочно диагональные матрицы порядка п. Тогда 

тах (| min А] = min А=мт, 
Ар \AGO(HA) л=о(НАу) 

A#0 A#0 

min p(H A) = p (HA,). 
Ao 

40.29. Пусть относительно матриц A,, А, Н, A и А, выпол- 
няются предположения из 40.28 и задана система Аи: =} 
вектором /f,=imA,. Тогда для нахождения решепия этой си- 

стемы может быть применен, например, итерационный метод 

u* = и^-* — 7,H(A,u*-' — f) 

с вектором f/=| | и параметром ‘%o — т, +? (HA,) (пк опре- 

делено в 40,28), который асимптотически не медленнее итера- 

ционного метода 

u* =u"! — tH (Аи — f) 

2 . 
с параметром т = где m= min A, при любой 

Р р т -- р (HA) ’ д лев НА), AO P 

матрице А,. Изложенная процедура перехода к системе с матри- 
цей большого порядка называется методом фиктивных KOM- 
понент. 

Из 40.28 и 40.29 следует, что при сделанных относительно матриц Aj, 
A, и Н предположениях оптимальным вариантом метода фиктивных компо- 
нент является случай А. = 0. В последние годы метод фиктивных компо- 
нент широко используется для решения систем уравнений с большими раз- 
реженными матрицами, возникающими при дискретизации уравнений мате- 
матической физики. Его использование открывает хорошие возможности 
для выбора легко обратимых матриц В = И`\ порядок которых является 
произведением целых чисел. Развиваются и другие способы построепил 
матриц A, например, типа 

A= A, Ay, 
=|о д |. 
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40.30. Пусть НА является матрицей простой структуры, все 
ее собственные числа пеотрицательны и Кег Н Пти А =0. Тогда 
для решения системы Аи =} применим любой из чебышевских 
итерационных методов § 38 и имеют место соответствующие 
оцепки для порм векторов ошибок. При этом в качестве вели- 
чин а и 6 могут быть выбраны произвольные положительные 
числа, удовлетворяющие неравенствам 

ax min А, b>p (HA). 
AGO(H A) 

А5=0 

40.31. Пусть А, Н — симметричные положительно полуопре- 
деленные матрицы, удовлетворяющие условию ker П 1 А = 0. 
Тогда для решения системы Аи=] может быть применен обоб- 
щенный метод сопряженных градиентов, двучленные формулы 
которого имеют вид 

HE?®, k=, bh h-1 

2 — _ u=tU& — ’ 

5 | ERT) aig, 4; k>A, Pro 

(НЕР-1, gR-1) (НЕЙ, Е*-1) 
Ч = — k= 

(HER~2, ER-2)’ (Ag,,> В») 

40.32. Пусть задавы вырожденная матрица А ‘и некоторая 
матрица Н, удовлетворяющая условию ker Н П1т А =0. Тогда 
системы Au=f un ПАр= ПЕ эквивалентны, т. е. множества их 
обобщенных решений совпадают при любом f= В, в том и толь- 
ко том случае, если подпространство ker А’ инвариантно относи- 
тельно матрицы Н’Н. 

40.33. Пусть A, Н — симметричные положительно полуопре- 
делепные матрицы, удовлетворяющие условиям 0*(Е — НА) < 1, 
Кег НП1а А =0 и НКе А<КегА. Тогда последовательность 
векторов 

k— y*® — k(y* — y*-) 

итерациопного метода 

u® = us! — И(Аи^-1 — f) 

сходится при любом начальном приближении и’ при k>o к 
лекоторому обобщенному решению системы Av =f. 

40.34. Пусть А, Н — симметричные положительно полуопре- 
деленные матрицы, удовлетворяющие условиям р*(Ё — НА) < 1 
и Кег НПт А = 0. Тогда в случае впесовместности сиетемы 
Au=f,t. е. f#imA, ее обобщенное нормальное решение может 
быть найдено с помощью следующего вычислительного процесса, 

где используется обозначение Р = lim (Е —Н А)^. 
h~oo 

1. Сведение исходной системы к эквивалентной COBMECT- 
ной системе путем ортогопализации правой части f к ядру 

20 В. В. Воеводин, Ю. А. Нузнецов
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матрицы A: 
? k = 1, 

— k-1 k р” 1 

5 Pf ~ > Gnifis k> 1, _ — Pres 
i=1 

(Pf ?, g;) 
$ — , i=1,.. ,k—4, 

" | g, IF 

— > k=1,...,s<dim ker А, 

где г =f. 
2. Нахождение обобщенного решения и* системы Au =f, яв- 

ляющегося решением совместной системы Av =f, где f= f°: 
|. — — . 
ии A (А), и* = limv*. 

k- со 

3. Нахождение обобщенного нормального решения исходной 
системы путем ортогонализации зектора и* к ядру матрицы A: 

Ри*, Е —=1, 

8в = hol и Ваз», 
Pu"*— Хан, k> 1, 

i=1 
` P R-1 . 

eo Ре i) aa 4, 
tak 

h-1 

B, = es) ‚ A=1,...,0<dimker А, 
|8 

где и’=и* и и=и будет искомым обобщенным пормальным 
решением системы Au =f, 

Заметим, что значения s и [{ процесса из 40.34 являются минимальными 

пелыми, для которых соответственно векторы g*t! и git! оказываются 
нулевыми. 

40.35. В случае, когда выполнены предположения из 40.34 

и dimkerA =41, метод нахождения обобщенного нормального ре- 
шения u системы Au =] принимает следующий вид: 

> __ (Pf, ЛР. 

) f= I— WPF IP РУ, 
h Ш 

2) и* = Ри? + lim >) (Е — HA)'Hf, We В,; 
h->00 :—0 

3) wut — 4) ру, 
| Purif : 
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40.36. Пусть выполнены предположения из 40.34 и последо- 

вательность векторов he сходится при e+>O0 к вектору 7 Тогда 
последовательпость векторов 

* . 

и = limut, 
h- со 

В 
где Us И С помощью птерационного метода 

В h- в—1 7 k —1 
Ve = Ue — H (Ах — fe), us = — ve — k (ve — vt ), 

сходится upn & > Ok вектору и*.
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Адамара неравенство 5.66 
Аксиомы метрики 14.1 
Алгоритм QL 31.37 
— QR 31.1 
— — co сдвигами 31.24 
Алгебраическая операция 1.1 
— — ассоциативная 1.3 
— — коммутативная 1.2 
Алгебраическое дополнение 4.23 
Альтернатива Фредгольма 6.29 
Анализ ошибок обратный 21.29 
— — прямой 21.27 
Аннулирующий многочлен матрицы 

9.21, 9.33, 23.17 

База системы векторов 2.39 
Базис Жордана 8.63 
— ортогональный 13.49 
— пространства 2.51, 7.7 
— — естественный 2.14 
— псевдоортогональный 13.54 
— сингулярный 11.46 
Базисные столбцы 4.34 
— строки 4.34 
Базисный минор 4.33 
Базисы двойственные 13.60 
— одноименные 7.6 
— псевдодвойственные 13.61 
Билинейная форма 12.1, 12.34 
— —, дефект 12.76 
— — кососимметричная 12.7, 12.28 
— —, матрица 12.42 
— — невырожденная 12.77 
— —, ранг 12.75 
— — симметричная 12.6, 12.28 
— — эрмитова 12.24 
Билинеино-метрическое 

ство 13.1 
— — — вырожденное 13.8 
— — —, дефект 13.7 
— — — невырожденное 13.8 

— — —, ранг 13.6 
Бине — Коши формула 4.20 
Биортогональные системы 5.61 

простран- 

Ведущий элемент 24.11 
— —, стратегии выбора 24.12 
Вейля Г. неравенство 20.20 
Вектор 1.31, 2.4, 3.10 
—, высота 8.58 
—, длина 9.40 
— единичный 2.13. 
— изотропный 12.15 
—, координата 2.5 
— корневой 8.45 
— направляющий 6.70 
— певязок 34.3 
— неотрицательный 18.7 
—, норма 14.20 
— нормальный 6.61 
— нормированный 5.7, 14.27 
— нулевой 2.8 
— ошибок 34.2 
— подходящий 28.10 
— положительный 18.7 
—, проекция 5.26 
—, — на гиперплоскость 6.66 
—, — ортогональная 5.53 
—, произведение на число 1.31, 2.7 
— противоположный 2.9 
—, разложение по базису 2.52 
— Ритца 33.21 
— сдвига 6.56 \ 
— — столбец 3.10 
— — строка 3.10 
Векторное пространство 1.34 
Векторы, база системы 2.39 
—, биортогональные системы 5.61 
—, двойственные системы 5.61 
— коллинеарные 5.6 
—, линейная комбинация 2.17 
—, — оболочка 2.18 
—, линейно зависимая система 2.20 
—, — независимая система 2.21 
—, нормированная система 5.8 
—, объем системы 5.65 
—, ортогональная система 5.11 
— ортегональные 5.10 
—, ортонормированная система 5.12 
—, 3 псевдоортогональная система 

13.
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Векторы, ранг системы 2.39 
—, расстояние 5.48 
—, скалярное произведение 5.1, 5.2 
—, сопряженные системы 13.66 
—, сумма 1.31, 2.6 
—, угол 5.45 
—, эквивалентные системы 2.34 
Виландта — Гофмана теорема 20.9 
Возмущение 16.1 ` 
— эквивалентное 21.28 

Ганкелева матрица 17.54 
Гельдера неравенство 20.2 
Гершгорина круг 16.29 
Гиперплоскость 6.60 
— диаметральная 15.30 
—, проекция вектора 6.66 
Группа 1.17 
— абелева 1.23 
—, единичный элемент 1.18 
— коммутативная 1.23 
— конечная 1.17 
—, нулевой элемент 1.23 
—, обратный элемент 1.19 
—, противоположный элемент 1.23 

Двойственные системы векторов 5.61 
Делитель нуля 1.28 
Дефект билинейной формы 12.76 
— матрицы 6.24 
Дискретпое преобразование 

17.21, 17.23 
Фурье 

Жордана каноническая форма $8.69, 
8.75 

— канопический ящик 8.68 
Закон инерции квадратических форм 

2 ade 

Изоморфные пространства 2.1 
— — евклидовы 9.72 
— — унитарные 5.72 
Инвариантное подпространство 8.1 
Инверсия 4.3 
Ипдекс импримитивности 18.13 
— инерции квадратичной формы 

12.93 
— цикличности 18.13 
— эквивалентности 22.23 
Инерции квадратичных форм закон 

12.9 | 

Капоническая форма Жордана 8.69, 
18.7 

+ — Смита 9.56 
— — Фробениуса 9.68 
Цанонический ящик Жордана 8.68 
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Квадратичная форма 12.14, 12.34 
— — вещественная 12.19 
— —, закон инерции 12.92 
— — знакопостоянная 12.22 
— —, индекс инерции 12.93 
— — положительно определенная 

12.21 
— —, сигнатура 12.93 
— — эрмитова 12.34 

`Класс 1.6. 
Кольцо 1.24 
— коммутативное 1.25 
Композиционный тип матрицы 17.48 
Конгруэнтные матрицы 12.79 
Коши — Буняковского  перавенство 

5.0, 20.3 
Коэффициент перекоса 16.44 
Крамера формулы 6.23 
Критерий Сильвестра 12.51 
— цикличности 18.17 
— Якоби 12.53 
Кронекера — Капелли теоремы 6.14 
Кронекерово произведение матрица 

1.51 
Круг 'Гершгорина 16.29 
Куранта — Фишера теорема 15.40 
Кели формулы 11.35 

Лагранжа тождество 20.6 
Лапласа теорема 4.24 
Линейная комбинация 2.17 
— оболочка 2.18 
Липейно зависимая система 2.20 
— независимая система 2.22 
Линейное пространство 1.31 

Мажорирующая последовательность 
20.24 

Матрица 3.4 
—, апнулирующий многочлен 9.21 
— ассоциативная 4.65 
—, базисные столбцы 4.34 
— билинейной формы 12.42 
—, блок 8.9 
— блочная 8.9 
—, внедиагональные элементы 3.39 
— вполне неотрицательная 4.63 
— — положительная 4,63 
— вращения 22.1 
— вырожденная 4.49 
— ганкелева 17.54 
—, главная Диагональ 3.39 
—, главное ° сингулярное поднро- 

странство 26.7 
— Грама 13.3 
—, граф направленный 18.2 
—, — сильно связанный 18.3 
— двоякостохастическая 18.34 
— двухдиагональная 27.1,
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Матрица, дефект 6.24 
—, дефектная 7.41 
— диагональная 3.45 
—, диагональные элементы 3.39 
—, Доминирующая диагональ 16.27, 

35.3, 35.4 
— единичная 3.47 
— импримитивная 18.13 
— квадратная 3.7. ‹ 
—, квадратный корень 12.66 
—, клетка 8.9 
— комплексно-сопряженная 3.35 
— композиционного типа’ 17.46 
— кососамосопряженная 10.52 
— кососимметричная 10.56 
— косоэрмитова 10.52 
—, коэффициент перекоса 16.44 
— ленточная 17.10 
—, минимальный многочлен 9.24 
—, — —, аннулирующий вектор 9.33, 

23.17 
— модифицированная 29.9 
—, модуль 18.26 
—монотонная 36.4 
— невырожденная 4.49 
— неотрицательная 18.1 
— неразложимая 16.38 
—, нижняя грань 14.48 
— нильпотентная 8.54 
—, норма 14.4 
—, — аддитивная 14.46 
—, —мультипликативная 14.45. 
— —, обобщенная 14.46 
—, — подчиненная 14.56 
—, — согласованная 14.54 
—, — спектральная 14.48 
— нормальная 10.1 
— нулевая 3.43 
—, образ 6.24 
— обратная 4.06 
— — обобщенная 6.44 
— ортогональная 10.36 
— ортогонального — проектирования 

6.72 
— осциляционная 18.40 
— отражения 22.37 
— перестановок. 3.54 
— перехода 34.24 
—, перманент 4.70 
— персимметричная 17.13 
— положительная 18.1 
— положительно определенная 12.47 
— — полуопределенная 12.47. 
— полного ранга 4.41 
—, полярное разложение 11.28 
— почти треугольная 28.26,. 30.18. 
— преобразования координат 7.1 
— преобразования Фурье 17.19 
— примитивная 18.3 

Матрица присоединенная 4.53 
—, произведение на число 3.18 
— простого поворота 22.1 
— простой структуры 7.44 
— прямоугольная 3.7. 
— псевдообратная 6.44 
—, размер 3.6 
— разреженная 11.73 
—, ранг 4.32 
—, регулярное расщепление 36.3 
— самосопряженная 10.41 
—, свойство 4A» 35.29 
— симметричная 10.56 
—, сингулярНое разложение 11.48 
—, — число 11.39 
—, сингулярный базис 11.46 
— 'скалярная 3.46 
—, скелетное разложение 6.42 
—, след 3.40 
—, собственное значение 7.19 
—, собственный вектор 7.19 

. — согласованно упорядоченная 35.26 
— соответствующая 7.61 
— сопряженная 3.37 
—, спектр 7.19, 34.48 
—, спектральный радиус 16.20 
—, степень 8.32 
— Стилтьеса 36.31 
— столбцевая 3.8 
— стохастическая 18.28 
— строго треугольная 3.60 
— строчная 3.9 
—, теплицев ранг 47.57 
— теплицева 17.1 
— типа М; 22.57 
—.— М, 22.67 
— тождественного 

3.47 
— транспонирования 3.33 
— трапецевидная 12.81 
— — каноническая 12.82 
— —нормализованная 24.36 
— треугольная 3.59 
— трехдиагональная 17.10 
— унитарная 10.19 
—, уровень разбиения 17.43 
— Фробениуса 9.66 
—, характеристический 

7.23 

преобразования 

`многочлен 

— циклическая 18.13 
— циркулянтная 17.9 
—, число обусловленности 16.4, 26.11 
—, элемент 3.5 
— ‘элементарная ‚неунитарная 22.53 
—, элементарный делитель 9.70 
—, — — линейный 9.70 
—, — — нелинейный 9.70 
— эрмитова 10.41 
—, эрмитово разложение 10.49
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Матрица, ядро 6.24 
— якобиева .19.1 
—, 20-разложение 11.7 
—, — блочное 11.14 
—, ОВ-разложение 11.23 
М-матрица 9.1 
А-матрица 9.1 
—, инвариантный многочлен 9.02 
—, ранг 9.48 
— регулярная 9.4 
—, степень 9.2 
— унимодулярная 9.42 
—, элементарные операции 9.39 
Матрицы вращения, индекс эквива- 

лентности 22.23 
несвязанная 

ность 22.14 
— —, сильно связанная последова- 

тельность 22.12 
— —, циклические последовательно- 

сти 22.24 
— —, эквивалентные последователь- 

пости 22.20 .; 
— коммутирующие 3.25 ' 
— конгруэнтные 12.79 
—, кронекерово произведение 11.51 
— перестановочные 3.25 
— подобные 7.14 
—, произведение. 3.20 
— равные 3.15 
—, разность 3.19 
—, сумма 3.17 
—, — прямая 8.73 
—, тензорное произведение 11.51 
— эквивалентные 7.9 
А-матрицы, остаток 9.9, 9.10 
—, произведение 9.6 
—, сумма 9.5 
—, частное 9.9, 9.10 
— эквивалентные 9.45 
Mantucca 21.15 
Матричный многочлен 8.33 
Машилный нуль 24.19 
Метод бисекций 32.14 
— вращений 24.27, 25.15, 
— — нормализованный 24. 
— — с оптимальный 32.30 
— — с барьерами 32.30 
— — циклический 32.30 
— Гаусса 24.2, 25.10 
— —, компактная схема 24.18, 55. 14. 
— Гаусса — Зейделя блочный 35.10 
— — — обобщенный 35.16 
— — — точечный 35.9 
— двойственных направлепий 28.43 

— Жордана 29.8 
— квадратного корня 24.24, 25.12 
— — — блочный 29.14 
— Ланцоша 33.14 

инк. последователь- 

.20, 32.29 
‚ 25.16 
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‚Метод линейный 34.10 
— минимальных 28.36, 

28.37, 39.34 
— — — обобщенный 39.35 
— — невязок 39.22 
— — ошибок 39.27 
— наискорейшего спуска 39.18 
— неполного разложения 28.39 
— одновременных смещений 35.1 
— — — блочный 35.2 
— окаймления 29.12 
— оптимального исключения 29.1 
— ортогонализации 24.38, 25.17 
— отражений 24.30, 25. 13 
— — нормализованный 24.37, 25.14 
— переменных направлений 37.1 
— Писмана — Рэкфорда 37.11 
— попеременно-треугольный 37.36 
— последовательной верхней релак- 

сации 35.12 
— — — — модифицированный 35.41 
— — — — обобщенный 35.16 
— — — — симметричный 35.47 
— последовательных смещений 35.10 
— — — блочный 35.10 
— простой итерации 34.50 
— — — обобщенный 34.06 
— расщепления 37.1 
— — коммутАтивный 37.4 
— регуляризации 26:30 
— Ритца 33.14 
— Ричардсона 34.50 
— — обобщенный 34.56 
—, скорость сходимости асимптоти- 

ческая 34.34 
—, — — средняя 34.33 
— сопряженных градиентов 28.35 
— — — обобщенный 39.39 
— — направлений 28.18 
— стационарный 34,6 
— сходящийся 34.18 
— циклический 34.7 
— чебышевский 38.1 
— — циклический 38.29 
— эрмитова разложения 28.38 
— Якоби 32.29 
— — блочный 35.2 
— — точечный 35.1 
— — экстраполяционный 35.6 
— р-шаговый 34.5 

Метрики аксиомы 14.1 
Метрическое пространство 14.1 
Минковского неравенство 20.4 
Минор 4.18 
—, алгебраическое дополнение 4.23 
— базисный 4.33 
— ведущий 4.19 
— главный 4.19 
— дополнительный 4.23 

итераций.
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Минор угловой 4.19 
Множества векторов, 

5.29 
— —, расстояние 5.50 
— —, сумма 5.24 
Множество 1.1 
— замкнутое 14.11 
—, замыкание 14.11 
— ограниченное 14.8 
— предельная точка 14.10 
—, элемент 1.1 

пересечение 

Накопление 21.23 
Невязка 6.38 
Невязок вектор 34.3 
Неравенство Адамара 5.66 
— Вейля Г. 20.20 
—- Гельдера 20.2 
— Коши — Буняковского 5.5, 20.3 
— Минковского 20.4 \ 
— Сильвестра 4.46 
— Фробениуса 4.45 
Норма вектора 14.20 
— РГельдера 14.26 
— евклидова 14.26, 14.48 
— матрицы 14.44 
— — аддитивная 14:46 
— — мультипликативная 14.45 
— — обобщенная 14.46 
— — подчиненная 14.56 
— — согласованная 14.54 
— — спектральная 14.48 
— энергетическая 14.24 
Нормальная форма разложимой мат- 

рицы 18.23 
Нормированное пространство 14.20 
Нормы эквивалептные 14.42 

Обобщенная `проблема собственных 
значений 19.8 

Образ 1.38 
— матрицы 6.24 
Обратная подстановка 25.1 
— — с нормировкой 25.3 
Обратные итерации 30.13 
— —co сдвигами 30.15 
Обусловленности число 16.4, 26.11 
Объем системы векторов 5.65 
Овал Кассини 16.42 
Округление числа 21.7, 21.20, 21.21 
— —, ошибка 21.7 
— — правильное 21.11 
— —, усечение 21.9 
Оператор 1.38 
— линейный 1.38 
—, область значений 1.38 
—, — определения 1.38 
— перехода 34.23 
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Оператор, произведение на число 1.42 
— противоположный 1.40 
— разрешающий 34.4 
— тождественный 1.40 
Операторы, произведение 1.46 
— равные 1.40 
—, сумма 1.41 
Операция алгебраическая 1.1 
— — ассоциативная 1.3 
— — коммутативная 1.2. 
— обратная 1.9, 1.10 
Определитель 4.9 
— Грама 13.3 И 

(Ортогонализация Грама — Шмидта 
3.7 a _ 

Ортогональная проекция вектора 
5.53 

— сумма подпространств 5.34 
Ортогональное дополнение 5.22, 13.14 
Ортогональные векторы 5.10, 13.10, 

13.11 ` 
\ — множества векторов 5.12 
`Ортогональный базис 13.49 
Ортонормированная система векто- 

ров 5.12 
Отношение Релея 15.4 
— — обобщение 15.4 
— эквивалентности 1.7 
Ошибок анализ обратный 21.29 
— — прямой 21.27 
Ошибок вектор 34.2 

Пенроуза уравнения 6.50 
Переортогонализация 23.33 
Переполнение 21.19 
Пересечение множеств векторов 5.29 
Перестановка чисел 4.1 
— — четная 4.4 
— — нормальная 4.1 
— — четная 4.4 
Перманент 4.70 
Перпендикуляр 5.53 
Перрона — Фробениуса теорема 18.8 
Плавающфя запятая 21.17 
Плоскости размерность 6.06 
Плоскость 6.56 
Подпространств` прямая сумма 5.26 
Подпространство 1.35 
— инвариантное 8.1 
— корневое 8.45 
— Крылова 33.22 
— направляющее 6.56 
— нетривиальное 1.36 
— нулевое 1.35, 13.35 
— циклическое 8.64 
Поле 1.29 
Полярное разложение 11.28 
Порядок числа 21.15
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Последовательность мажорирующая 
20.21 

— Релея 30.30 
— сходящаяся 14.2 
— — в себе 14.14 
— фундаментальная 14.14 
Предел последовательпости 14.2 
Предельная точка 14.10 
Преобразование Фурье 17.19, 12.21, 

17.23 
Проектор 6.72 
Проекция вектора 5.26 
— — гиперплоскость 6.66 
— — ортогональная 5.53 
Приведенный многочлеп 9.23 
Нроизведепие матриц 3.20 
— па число вектора 1.31, 2.7 
— — — матрицы 3.18 
— — — операторов 1.42 
—- операторов 1.46 
— скалярное 5.1, 5.2, 12.1 
Прообраз 1.38 
Пространства изоморфные 2.1 
— — евклидовы 5.72 
— — унитарные 5.72 
Пространство арифметическое 2.10 
—, базис 2.51 
— бесконечномерное 2.12 
— билипейно-метрическое 13.1 
— — — вырожденное 13.8 
— — —, дефект 13.7 
— — — невырожденное 13.8 
— — —, раш 13.6 
— векторное 1.31 
—— вещественное 1.37 
—- евклидово 9.1 
—, естественный базис 2.14 
— комплексное 1.37 
— копечномерное 2.11 
— линейпое 1.31 
— метрическое 14.1. 
— нормированное 14.20 
— полпое 14.17 
—, размерность 2.10 
— рациопальное: 1.37 
Прямая липия 6.69 
— подстановка 25.1 
Прямые итерации 30.1 
— — со сдвигами 30.12 
Псевдоортогональный базис 13.54 

Равные матрицы 3.15 
— операторы 1.40 
— элементы 1.8 
Размер матрицы 3.6 
Размерность плоскости 6.56 
— пространства 2.10 
Разность матриц 3.19 

Рапг билинейной формы 12.75 
— матрицы 4.32 
— — теплицев 17.57 
— системы векторов 2.40 
Расстояние между векторами 5.48 
— — множествами векторов 5.50 
Регуляризирующий функционал 

26.17 

Сигнатура  квадратичпой формы 
12.93 

Сильвестра критерий 12.51 
— перавенство 4.46 
Сипгулярное разложение 11.48 
— число 11.39 
Спигулярный базис 11.46 
Система ‘линейных алгебраических 

уравнений 6.1 
— — — — вектор неизвестных 6.10 
— — ——, — правых частей 6.10 
— — — —, коэффициенты 65.1 
— — —--, матрица 6.10 
— — — —, — расширенная 6.13 
— — — — неоднородная 6.5 
— — — — несовместная 6.3 
— — — — неустойчивая 25.21 
— — — — однородная 6.5 
— — — —, правая часть 6.1 
— -- — — приведепная 6.6 
— — — —, Псевдорешение 6.37 
— — — —, решение 6.2 
— — — —, —, нормальное 6.34 
— — — — ‚ — обобщенное 6.37 
— — — —, — общее 6.4 
— — — —, — частпое 6.4 
— — — — совместная 6.3 
— — — —, угочнение решения 25.23 
— — — —, фундаментальная система 
решений 6.16 

— — — — эквивалептная 6.8 
— счисления 21.1 
— —, основание 24.1 
— — позиционная 21.1 
— —, разряд 21.1 
— — сокращепная 21.4 
Скалярное произведение 5.1, 5.2, 12.1 
Скелетное разложение 6.42 
Смита каноническая форма 9.56 
Собственпое зпачение 7.19 
— —, кратпость алгебраическая 7.29 
— —, — геометрическая 7.23 
— —, обобщенная проблема 19.8 
Сопряженные числа 20.1 
Спектр матрицы 7.19, 34.48 
Спектральный радиус 16.20 
Степепная последовательность 23.16 
Степень матрицы 8.32 
Сумма векторов 1.31, 2.6 
— матриц 3.47
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Сумма прямая 8.73 
— множеств вбкторов 5.24 
— операторов 1.41 
— подпространств ортогональная 5.34 
— — прямая 5.26 
Сходимость по координатам 14.33 
— — норме 14.32 
— — форме 31.8 
Сходящаяся последовательность 14.2 

Теизорное произведение 11.51 
Теорема Виландта — Гофмана 20.9 
— Кронекера — Капелли 6.14 
— Куранта — Фишера 15.40 
— Лапласа 4.24 
— Перрона — Фробениуса 18.8 
— Фредгольма 6.30 
— Шура 8.75 
Теплицева матрица 17.1 
Тождество Лагранжа 20.6 
'Гранспозиция 4.5 

Угол между векторами 5.45 
— — вектором и подпрострапством 

5.51 
Уравнения Пенроуза 6.50 
Уровень разбиения матрицы 17.43 
Уточнение решения 25.23 

Фиксированная запятая 21.17 
Формула Бине — Коши 4.20 
— Крамера 6.23 
— Кели 11.35 
Фредгольма альтернатива 6.29 
— теорема 6.30 
Фробениуса каноническая 

9.68 
— неравенство 4.45 

форма 

Функционал 15.1 
—, градиент 15.7 
— линейный 15.2 
— невязки 15.4 
— нелинейный 15.2 
— ошибки 15.4 
—, производная по направлению 15. 6 
— 'регуляризирующий 26.17 
—, центр симметрии 15.28 
— энергии 15.31 

Характеристический многочлен 7.23 

Циркулянт 17.9 

Число обусловленпости 16.4, 26. 14. 
— Ритца 33.21 

Шар 14.6 
— замкнутый 14.13 
—, окрестность 14.7 
—, радиус 14.6 
—, центр 14.6 
Шары вложенные 14.18 
Ширина ленты 17.10 
Шура теорема 8.75 

Эквивалентное возмущение 21.28 
Эквивалентности отпошепие 1.7 
Эквивалентнее пормы 14.42 
— системы векторов 2.34 
Элемент ведущий 24.11 
— —, стратегии выбора 24.12 
— матрицы 3.5 
— множества 1.1. 
Элементы равные 1.8 
Эрмитово разложение 10.49 

Ядро матрицы 6.24 
Якоби критерий 12.53
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