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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящее руководство адресовано тем матема-

математикам, которые хотят ознакомиться с основами теории

структур, хотя еще (или уже!) не избрали эту ветвь алгеб-

алгебры своей специальностью. Поэтому при отборе резуль-

ihtdb предпочтение отдавалось тем из них, которые или

способствуют выработке теоретико-структурного мышле-

мышлении, или находят применение в других областях матема-

математики. Для более полного знакомства с теорией структур
следует обратиться к монографиям Биркгофа и Сикор-
iKoi'o. Последние достижения теории структур освещены

и соответствующих статьях сборника «Итоги науки».
11 «обходимые библиографические указания имеются в

кшще книги. Там же перечислены известные автору учеб-
учебники по теории структур. Некоторые из них сопровож-

дшотся обширными списками журнальной литературы.
Пистоящее же руководство ограничивается указанием ав-

авторов некоторых из включенных в него результатов.

От читателя не требуется никаких предварительных

цинний. Достаточно владеть основами элементарной тео-

теории множеств. Хотя в тексте неоднократно говорится о

группах, кольцах и универсальных алгебрах, эти выска-

нынания носят характер «лирических отступлений».

Г.имнолы теоретико-множественных объединения U и пе-

росочения П употребляются в обычном смысле. Допол-
Дополнение множества В в множестве А обозначается через

Л \ В. В обычном смысле используются символы с: и &.



4 ПРЕДИСЛОВИЕ

Под прямым произведением А X В понимается множест-

множество пар (а, Ь), где «е4, ЬееВ. Это понятие естествен-

естественным образом обобщается на произвольное множество сла-

слагаемых. Возникающие при этом логические трудности

обсуждаются в § 2. Запись

{х | х обладает свойством &}
обозначает множество всех элементов х, обладающих
свойством ё. Символ = заменяет слова «равно по опре-

def

делению». Ссылка на теорему 5.3 означает, что имеется

в виду теорема 3 из § 5. Наличие только одной цифры

указывает, что нужная теорема находится в том же пара-

параграфе.

Рукопись книги была прочитана А. X. Лившицем,

сделавшим ряд ценных замечаний. Существенному улуч
шению изложения способствовали и замечания Т. С. Ф<>-

фановой, прорешавшей, кроме того, все упражнении.
Автор глубоко благодарен этим математикам.



§ 1. ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ
МНОЖЕСТВА

Пусть Р — произвольное непустое множество. От-

Отношением на множестве Р называется подмножество р

прямого произведения Р X Р. Если пара (а, Ь) ?Е р, то будем
говорить, что элементы а и Ъ находятся в отношении р,
и писать apb. Отношение, состоящее из всех пар (а, а), где
а (ЕЕ Р, назовем диагональю и будем обозначать через Д.

Единичным называется отношение, совпадающее со всем

множеством Р X Р.

Если Р' — подмножество множества Р, на котором за-

задано отношение р, то про отношение р' на Р', задаваемое

условием

ap'b = apb,
def

будем говорить, что оно индуцировано отношением р.
Отношение р называется рефлексивным, если ара для

всякого а ЕЕ Р. Другими словами, отношение р рефлек-
рефлексивно, если A cz р. Если apb влечет Ьра, то отношение р
называется симметричным. Если же apb и Ьра влечет а =

'=' Ь, то р называется антисимметричным отношением.

Отношение р называется транзитивным, если apb и

Ърс влечет аре. Нетрудно убедиться, что диагональ обла-

обладает всеми четырьмя перечисленными свойствами, а еди-

единичное отношение — всеми, кроме антисимметричности.

Впрочем, если'/' состоит только из одного элемента, то

единичное отношение совпадает с диагональным.

Рефлексивное, симметричное и транзитивное отноше-

отношение называется отношением эквивалентности или просто

эквивалентностью. Эквивалентности играют важнейшую
роль почти во всех отделах математики, так как они свя-

связаны с разбиениями множества Р, т. е. с представлениями
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его в виде объединения попарно непересекающихся

подмножеств. Для выяснения этой связи назовем смежным

классом отношения р, определяемым элементом а ЕЕ Р,
множество всех таких х из Р, что хра. Понятно, что Р сов-

совпадает с объединением всех смежных классов любого реф-
рефлексивного отношения. Систему подмножеств множества

Р назовем разбиением, если эти подмножества попарно

но поросекнются, а их объединение совпадает с Р.

Теорема 1. Совокупность смежных классов экви-

эквивалентности р на множестве Р является разбиением.
Доказательство. Ввиду рефлексивности

каждый элемент множества Р содержится в определяемом
им смежном классе. Рассмотрим теперь смежные классы

/I и В, определяемые элементами а и Ъ соответственно.

Коли а; сЕ Л, у ЕЕ В и z ?Е А П В, то имеем хра, zpa,

zpb м ypb. Симметричность отношения р поаврляет за-

замигать цгшочки

хра, apz, zpb
it

урЪ, bpz, zpa,

n;i которых, в силу транзитивности, вытекает, что xpb и

щ\и, т. е. А с В С А. Таким образом, несовпадающие
смежные классы не пересекаются.

Множество смежных классов эквивалентности р, опре-
определенной на множестве Р, называется фактор-множеством
множсотни Р по эквивалентности р и обозначается через
/'/('¦ Отображение Р на Р / р, ставящее в соответствие

каждому элементу из Р определяемый им смежный класс,
iiitiiiiiiincTCH естественным.

Наоборот, каждое разбиение множества Р определяет
mi /' икиинплонтность, ибо непосредственяо из определе-
определений иытекиет справедливость следующего утверждения:

Г г» о |> о м а 2. Если 2 — разбиение множества Р,
inn нттнш'ние

а и Ь принадлежат одному и

тому же подмножеству из S

эквивалентностью, смежными классами кото-

которой являются подмножества системы 2! и только они.
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Заметим, что если, имея эквивалентность р, построить
с помощью теоремы 1 разбиение 2, а затем рассмотреть
отношение, описанное в теореме 2, то снова получится от-

отношение р. Точно так же, если, исходя из некоторого раз-
разбиения 2, последовательно осуществить построения, опи-

описанные в теоремах 2 и 1, то опять возникнет 2. Таким об-

образом, между эквивалентностями на данном множестве

и его разбиениями существует взаимно однозначное соот-

соответствие.

Предметом дальнейшего изучения явится порядок,
т. е. рефлексивное, антисимметричное и транзитивное от-

отношение. Порядком, разумеется, является диагональ.

Отношение, включения на множестве ф(ЗК) всех подмно-

подмножеств множества Ш также является порядком.
Теорема 3. Если <^

— рефлексивное и транзи-
транзитивное отношение на множестве Р, то отношение р:

apb =
def

Ъ ж

является эквивалентностью. Отношение -^ на фактор-
фактормножестве Р = Р / р, определяемое условием

def

(через а обозначается смежный класс отношения р, опре-
определяемый элементом а), оказывается порядком.
Доказательство. Рефлексивность и тран-

митивность отношения р сразу следует из соответствую-

соответствующих свойств отношения <С. Симметричность отношения

1> является непосредственным следствием определения.
Ксли а = с, Ъ = d и a <J 5, то

_

с < а < Ъ < d,
т. е. Цйи отношение -^ на множестве Р определено

корректно. Его рефлексивность и транзитивность легко

иыводятся из соответствующих свойств отношения ^ на

множестве Р. Если а ^ Ь и Ь ^ а, то

а < &< я,

¦г. о. а = Ь. Так что отношение ^ оказывается и антисим-

антисимметричным.

Множество Р называется частично упорядоченным,
т'ли на нем зафиксирован некоторый порядок, которътй
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будем обычно обозначать символом ^, а запись а ^ Ъ бу-
будем читать «а меньше или равно Ь». Если а <^ Ъ и a =f= Ъ,
то будем писать а <^Ъ. Разумеется, на одном и том же

множестве можно зафиксировать различные порядки.
Возникающие при этом частично упорядоченные множест-

множества считаются различными. Множество, на котором за-

зафиксирована диагональ, называется тривиальным час-

частично упорядоченным множеством. Важными частично

упорядоченными множествами являются множества

ф (Зй), упорядоченные по включению. Всякое подмножест-
подмножество частично упорядоченного множества, очевидно, явля-
является частично упорядоченным множеством относительно

индуцированного порядка.
Частично упорядоченные множества Р и Р' называ-

называются изоморфными, если существует взаимно однознач-

однозначное отображение ф множества Р на множество Р* такое,
что а <^ Ь имеет место тогда и только тогда, когда ф(а) «С
•«С ф(Ь)- Заметим, что взаимная однозначность отобра-
отображения ф может быть выведена из последнего условия.

Отображение ф частично упорядоченного множества Р в

частично упорядоченное множество Р' называется изотоп-

изотопным, если а <? Ъ влечет ф(а) <J ф(&).
Элементы а и Ь частично упорядоченного множества Р

называются сравнимыми, если имеет место а <Г Ьилиб <^ а.

Два элемента тривиального частично упорядоченного
множества, очевидно, сравнимы тогда и только тогда,

когда они совпадают. Элемент v частично упорядоченного
множества Р называется наибольшим, если v ^ x для

всех х ?Е Р- Если же х !> и для всех жбЕ-Р, то элемент

и называется наименьшим. Наибольший элемент часто

называют единицей, а наименьший — нулем. Конечно,

частично упорядоченное множество может не содержать
ни нуля, ни единицы. Таким, в частности, будет неодно-

неодноэлементное тривиальноечастично упорядоченное уножество.

Пломент Щ частично упорядо энного множества Р называ-

называется максимальным, если из а>М для некоторого аЕЕР

нмтскяпт а -= М. Если из a <J т для некоторого а(Е Р

••лодуот, что а = т, то т называется минимальным эле-

миптим. Jlt't'iu) проверяется, что всякий наибольший эле-

м«ит нпляотси максимальным, а всякий наименьший —

минимальным, Обратное, вообще говоря, места не имеет.
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Так, например, в тривиальном частично упорядоченном
множестве всякий элемент является как максимальным,

так и минимальным. Другой пример минимальных, но не

наименьших элементов доставляют простые числа в мно-

множестве целых положительных чисел, отличных от 1, упо-

упорядоченном по делимости (т. е. т ^ п = т делит п).
def

Заметим, что определение наименьшего элемента по-

получается из определения наибольшего элемента простой
заменой символа <^ на !>. Точно таким же образом свя-

связаны понятия минимального и максимального элементов.

Вообще, имея какое-либо высказывание о частично упо-

упорядоченном множестве и заменяя -"^ на ^>, получаем
новое высказывание. Высказывания, связанные таким об-

образом, называются двойственными.

Пусть Р — частично упорядоченное множество. Опре-
Определим на множестве Р отношение ^Э, полагая

g = b^. а.

def

Легко проверить, что отношение =?3 оказывается порядком.
Таким образом, множество Р становится частично упо-

упорядоченным множеством Р*. Ясно, что Р** .= Р. Частич-
Частично упорядоченные множества Р и Р* называются двойст-

двойственными друг другу.
Принцип двойственное ти. Если справед-

справедлива какая-то теорема о частично упорядоченных мно-

множествах, сформулированная в общелогических терминах
и терминах порядка, то справедлива и двойственная ей

теорема.

Действительно, пусть справедлива пекоторая теорема
Т. Допустим, что условия двойственной теоремы Т* вы-

выполнены в некотором частично упорядоченном множестве

/'. Но тогда в двойственном частично упорядоченном мно-

множестве Р* выполняются условия теоремы Т** = Т и,

следовательно, справедливо заключение этой теоремы.
Но тогда в частично упорядоченном множестве Р** =* Р

справедливо заключение теоремы Т*, что и требовалось.
Еще раз подчеркнем, что при применении принципа

двойственности необходимо заменить двойственными все

шлсказывания и все понятия, имеющиеся в формулировке
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и относящиеся к порядку, оставляя без изменения обще-
общелогические термины. В сомнительных случаях надлежит

или воспроизвести доказательство принципа двойствен-?
ности, или провести рассуждения, заменяя каждый шаг

доказательства теоремы на двойственный.
Если А — непустое подмножество частично упорядо-

упорядоченного множества Р, то элемент аЕЕР называется точной

верхней гранью множества А, если а !> х для всех j?i
и если из справедливости соотношения v > x для всех

x(EiA вытекает, что v ~^* а. Двойственным образом опре-

определяется точная нижняя грань множества А: элемент

а е' Р называется точной нижней гранью множества А,
если а^х для всех хееА vi если из условия и ^ х для
всех х ?Е А вытекает, что и ^ а. Точные верхнюю и ниж-

нижнюю грани множества А тв частично упорядоченном мно-

множестве Р будем обозначать символами supP А и infp A
соответственно. Впрочем, индекс Р часто будет опу-
опускаться. Непосредственно из определений вытекает спра-

справедливость следующих утверждений:
(а) Если а «С Ь, то sup {а, Ь) ~ Ь и inf {а, Ь) = а.

¦ (б) Пусть А сг В сг Р. Если существуют sup А и

sup В [inf А и inf В], то sup A <Csup В [inf A > inf В].

(в) Если А сг ф(ЗЛ), то sup А совпадает с объедине-
объединением подмножеств, входящих в A, a inl A — с их пересече-
пересечением.

Эти факты будут использоваться1 без специальных ссы-

ссылок.

Немного сложнее доказывается

Теорема 4. Если {Аа} — некоторое множество

подмножеств частично упорядоченного множества Р,
А = UАа и если существуют sup А и sup АЛ [inf А и inf Аа]
для всех а, то

sup A = sup {sup Aa} [inf A = inf {inf Aa}].

Доказательство. Положим а = sup А и

<i, mip Ла. Так как а^>д:а для всех хаЕгАа, то а~^аа
им каждого «. Если v > аа для всех а, то » > жа для
mi и» ,г„ t Аа и, следовательно, v ~> х для всех х €Е Л.

Пниюму <» > а и, вспоминая определение, получаем

¦tip 4 — а — пир оа -¦ sup {sup Ла}.
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Второе утверждение доказывается двойственным рас-
рассуждением.

Теорема 5, Пусть ф — изотопное отображение
частично упорядоченного множества Р в частично упоря-

упорядоченное множество Р" и А — подмножество множества
Р. Если а = supP Аи а* — supP. ф (А) существуют,
то ф(а) > а'. Если существуют Ъ = vaipA и Ь' —
= iniP'(p(A), mq ф(&) < Ь'.

Доказательство. Так как а >. х для всех

х ?Е А, то ф(а) > ф(я) для всех х 6= А. Поэтому ф(а) > х'
для всех х' S ф(^4), откуда ф(а) > а'. Второе утверждение
доказывается двойственным рассуждением.

Снова рассмотрим непустое подмножество частично

упорядоченного множества А. Верхним конусом мно-

множества А назовем множество всех таких элементов х ?Е .Р,
что х !> а для всех sgi. Двойственным образом опре-
определяется нижний конус. Верхний и нижний конусы мно-

множества А будем обозначать символами 44 h4v соответст-

соответственно.

Теорема 6. Верхний и нижний конусы обладают

следующими свойствами:

(i) Если А^В,то АА => ВА и Av => Bv;

(Hi) ЛЛ

(iv) A? = 4vAv;

Доказательство. Свойство (i) вытекает не-

непосредственно из определения. Так как для любых х еЕ А
и jg ЛЛ справедливо х ^ у, тоЛ С ЛЛ^. Аналогично

дроверяется,.что A Civ\ Из (i) и (И), учитывая ассо-

ассоциативность умножения отображений, получаем

(IiioRctbo (iv) доказывается аналогично. Включение (А {]
UflL?4A П -Вдвытекаетиз(!).Еслижеа;е^4д П -Вд, то
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х !> у для всех у ?5 А [) В, что устанавливает справедли-
справедливость свойства (v). Свойство (vi) проверяется аналогично.

Теорема 7. Если sup А или inf AA существует, то

sup A = inf A*.

Доказательство. Если а = sup A, то х <J a

для всех leij, Кроме того, а «С у для всех у ?Е ЛЛ.
Если же и <J у для всех г/ €Е ЛЛ, то, поскольку а ?Е ЛЛ,
имеем м <Г а, чем и доказывается равенство а = inl Лд.
Если же существует Ъ = inf Лд, то, поскольку для каж-

каждого zgi справедливо соотношение х^ у для всех

г/ 6Е 4Л, имеем х <^ Ь для всех а; е Л. Если жев>х для
всех i?i, то ?ё -4Л и, следовательно, v > 6. Таким об-
образом, & = sup A.

В силу принципа двойственности справедлива

Теорема 8. Если inf А или sup Лv существует, то

inf Л = sup Av.

Если а и b — элементы частично упорядоченного мно-

множества Р, причем а ^ Ь, то множество

[а, 6] = {я | а < а: < Ь}
def

называется интервалом. Конечно, a, b ЕЕ Ы, Ь]. Интер-
Интервал, содержащий в точности два различных элемента,
называется простым.

Пусть Q — подмножество частично упорядоченного
множества Р. Как уже отмечалось, Q является частично

упорядоченным множеством. Если A cz Q и существует
а = supP^4 g Q, то легко проверить, что а = эир^Л.
Аналогично из существования а = infp 4e? вытекает,
что а = infQ^. Напротив, из существования suj)qA, во-

вообще говоря, не вытекает существования supP А (рис. 1)*).

*) При изображении частично упорядоченного множества ри-

рисунками, подобными рис. 1, точками обозначаются элементы этого

множества, которые соединяются в том случае, если оии являются

концами простого интервала. При этом больший элемент распола-
располагается выше меньшего. Таким образом, рис. 1 показывает, что а <[ с,

а< d, 6<cH6<d,
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Полее того, точные верхние грани supP4 и supQ4 могут
существовать, но не совпадать друг с другом. С такой си-

ситуацией придется встретиться в § 3.
Частично упорядоченное множество Р называется

цепью, если любые два элемента из Р сравнимы. Легко

Р = {а, Ь, с, <*},

Q = {а, Ъ, с),

supQ{a, Ъ) = с,

supP {a, b} не

существует

убедиться, что всякий максимальный элемент цепи явля-

является наибольшим, а всякий минимальный — наимень-

наименьшим. Без труда проверяется, что объединение возраста-
возрастающей последовательности вложенных друг в друга цепей

некоторого частично упорядоченного множества являет-

oi цепью. Цепь а0 <; ах<;... <^ап, принадлежащая частич-

частично упорядоченному множеству с нулем 0 и единицей 1, на-

наливается композиционным рядом, если а0 = 0, ап = 1 и все

интервалы [а^^а^ (i = 1,...,«) —простые. Разумеется,
композиционный ряд существует не всегда. Число п на-

щ.тается длиной композиционного ряда.
Рассмотрим теперь систему {Ра | a Ei L} частично

упорядоченных множеств, предполагая, что множество

/- также является частично упорядоченным. Будем счи-

\i\ru, что различные множества рассматриваемой системы

не имеют общих точек. Это, впрочем, не мешает тому, что

некоторые из них являются различными экземплярами
• •диого и того же множества. Пусть Р — теоретико-мно-
«ыч'твенное объединение множеств системы {Ра}- Если
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a, 6E?i то положим

def
a

a,

e=

frEE

Pa, I

Pa И

ИЛИ

и a<

ft

Ясно, что <; — рефлексивное отношение. Если а <^ Ъ
и Ь^а, то очевидно, что а, Ъ^Ра для некоторого а и,

следовательно, а — Ъ. Если а <^ Ъ и 6 -^ с, то а ЕЕ Ра,
feELPp, с ее •?•<• и неравенство а «^ с устанавливается не-

несложным рассмотрением следующих четырех случаев:
а) а = Р, p = v; б)а = р, Р < у; в) а < р, р < у;
г) а <^ Р, Р = V- Так что Р оказывается частично упо-
упорядоченным множеством, которое называется упорядо-
упорядоченной суммой множеств Ра. Важнейшими частными слу-
случаями этой конструкции являются кардинальная и орди-
ординальная суммы. Первая из них получается, если L —

тривиальное частично упорядоченное множество, а вто-

вторая — если L — цепь.

Вернемся к рассмотренной выше системе {Ра | а ЕГL}.
Пусть Р — прямое произведение множеств этой системы,
т. е. множество функций а, ставящих в соответствие каж-

каждому множеству Ра элемент аа е= Ра. Функцию а можно

воспринимать как строку (аа), где а пробегает множество

L. Вопрос о существовании множества Р в случае беско-

бесконечного множества L будет обсужден в следующем пара-

параграфе. На множестве Р (если оно существует) определим
отношение -5^, положив

= |Лл<Ьа для всех а.|
del

""

Легко проверяется, что <С — порядок. Полученное ча-

частично 'упорядоченное множество называется прямым

произведением множеств РЛ. Порядок, имевшийся на мно-

множестве L, при определении прямого произведения ника-

никакой роли не играет. Однако он окажется важным при дру-

*) Индекс Ра в символе «^ ра показывает частично упорядочен-
упорядоченное множество, в котором рассматривается это отношение.
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гом определении порядка на множестве Р, о котором бу-
будет идти речь в следующем параграфе.

Упорядоченная сумма Р естественным образом содержит
свои слагаемые в качестве подмножеств. Это позволяет

говорить, что Р разлагается в упорядоченную сумму

своих подмножеств. Частично упорядоченное множество,
не представимое в виде ординальной [кардинальной] сум-
суммы своих подмножеств, называется ординально [карди-
[кардинально] неразложимым. _

Напротив, сомножители Ра прямого произведения Ш

не допускают столь естественного истолкования как

его подмножества. Правда, если рассмотреть множество
всех строк из Р, у которых на всех местах, кроме некото-

некоторого ао, стоят фиксированные элементы, то возникнет

частично упорядоченное множество, изоморфное Ра0.
Так что Ра0 вкладывается в Р. Однако таких вложений
много и все они равноправны между собой. .

Теорема 9. Всякое частично упорядоченное мно-

множество является кардинальной суммой своих кардинально
неразложимых подмножеств.

Доказательство. Определим на данном ча-

частично упорядоченном множестве Р отношение р, полот

жив

apb =
(Ш

I [етрудно сообразить, что р
— эквивалентность. Ввиду

тооремы 1, Р = [)Ра, где Ра — смежные классы отноше-

отношения р, причем при а ф Р пересечение Ра ("| Р$ пусто, a

элементы х ?Е Ра и ;/ ?Е Р$ несравнимы. Следовательно,
/' — кардинальная сумма подмножеств Ра. Если для ка-

какого-либо а частично упорядоченное множество Ра яв-

ляется кардинальной суммой своих непустых подмножеств

1 и В, то выберем aei и ЪеЕВ. По определению Ра най-
найдется цепочка j :

а!= ах, а2,..., ат-.х, ат = Ь

существует

а — ui

такая конечная

а2,..

элементов из

сравнимы при

.,а

Р,
i =

m-i. ат --

что ai

= 1,2,...

цепочка
= Ъ

и аи1
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со сравнимыми соседними элементами. Однако для неко^

торого номера i имеем а-г Ег А и ai+1 6Е В, что, в силу опре-

определения кардинальной суммы, несовместимо со сравни-

сравнимостью элементов а^ и ai+1.
Аналогичная теорема для ординальной суммы также

верна. Она будет доказана в § 3.

Упражнения

1. Если диагональ и единичное отношение на множестве Р

совпадащт, то Р — одноэлементное множество.
2. Если j отношение является симметричным и антисимметрич-

антисимметричным, то это — диагональ.
3. Рассматриваются следующие отношения:

п/п

1

2

3

4

5

Множество

Все подмножества некоторо-
некоторого множества

Все конечные подмножества

некоторого множества

Все подмножества некоторого
множества

Все положительные целые

числа

Все положительные целые

числа

Отношение АрВ

А лежит в В

А в В содержат одинаковое

число элементов

А Г) В не пусто

Наибольший общий делитель
А и В есть 1

А — В или А = гв

Проверить правильность заполнения таблицы («+» означает,

что соответствующее свойство выполнено, «—» — не выполнено):

№
п/п

1

2

3

4

5

Рефлек-
Рефлексивность

+

.
,

+

Симметрич-
Симметричность

_|_
_|_

i

Антисиммет-
Антисимметричность

+
—.

,

+

Транзитив-
Транзитивность

+
+
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4. Пусть транзитивное отношение р на множестве Р обла-

обладает следующими свойствами: а) хрх не выполняется ни для
какого 1Ё?; б) если хру, то уfix (т. е. урх не справедливо).
Положим

= х
—

у или хру.
def

Доказать, что < — порядок.
5. Если <J — порядок и

der

то отношение р транзитивно и обладает свойствами а) и б) из преды-
предыдущего упражнения.

6. Если ф — изоморфизм, а а — наибольший (соответствен-
(соответственно, наименьший, максимальный, минимальный) элемент, то ф (а)
также является наибольшим (соответственно, наименьшим, макси-

максимальным, минимальным) элементом. Построить примеры, показы-

пающие, что это неверно для произвольного изотонного отобра-
отображения.

7. Существуют в точности два неизоморфных двухэлементных
частично упорядоченных множества.

8. В конечном частично упорядоченном множестве всегда су-
существуют как максимальные, так и минимальные элементы.

9. Элемент, являющийся минимальным и максимальным

одновременно, не сравним ни с каким отличным от него эле-
элементом.

10. Бели а и Ь — максимальные элементы, то sup {а, Ь) суще-
существует тогда и только тогда, когда а = Ь.

11. Бели подмножество А частично упорядоченного множества
/' содержит два различных максимальных элемента множества Р,
то sup А не существует.

12. Построить пример, показывающий, что sup А может не

существовать, если даже А содержит в точности один максимальный

элемент.

13. Сформулировать и доказать утверждения, двойственные
указанным в упражнениях 9—11.

14. Доказать, что inf (sup {хц}) ^> sup (inf {^j}), предпола-
i j i г

г»я, что обе части этого неравенства существуют.
15. Определить на некотором множестве Р отношение р, не

ннляющееся эквивалентностью, смежные классы которого образуют
разбиение.

16. Каждое частично упорядоченное множество является упо-
ридоченной суммой одноэлементных множеств.

17. Частично упорядоченное множество является кардинальной
I ординальной] суммой одноэлементных множеств тогда и только
i огда, когда оно тривиально [является цепью].
I Л. А. Скорняков
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18. Если каждое слагаемое кардинальной {ординальдой] суммы

разложить в кардинальную [ординальную] сумму, то получается
новое разложение исходного частично упорядоченного множества
в кардинальную [ординальную] сумму (оно называется продолжени-
продолжением данного разложения).

19. Любые два разложения частично упорядоченного множест-

множества в кардинальную [ординальную] сумму имеют общее продол-
продолжение.

20. Ординальная сумма является цепью тогда и только тогда,
когда цепью является каждое слагаемое.

21. Конечное частично упорядоченное множество с нулем и

единицей всегда имеет композиционный ряд.
22. Построить пример бесконечного частично упорядоченного

множества, имеющего композиционный ряд.



§ 2. ТРАНСФЩИТЫ

В теоретико-множественной математике широко

используется трансфинитная индукция. Возможность
ее применения базируется на следующем факте:

Теорема 1. Следующие свойства частично упоря-
упорядоченного множества Р эквивалентны:

A) (условие минимальности). Всякое непустое подмно-
подмножество множества Р является частично упорядоченным
множествам, содержащим минимальные элементы.

B) (условие индуктивности). Если все минимальные

элементы множества Р обладают некоторым свойством
& и из того, что все элементы х из Р, удовлетворяющие
условию х <^ а, обладают свойством $, вытекает, что

элемент а также обладает свойством Ш, то свойством

Щ обладают все элемента множества Р.

C) (условие обрыва убывающих цепей). Для всякой

цепочки

%> «2 > ••¦ >ah > •••

элементов из Р найдется такой номер п, что

Доказательство A) =4- B). Допустим, что вы-

выполнены посылки условия индуктивности, и рассмотрим
множество М всех элементов из Р, не обладающих свойст-
иом Щ. Если заключение условия B) места не имеет, то

М не пусто. Ввиду A) в М имеется минимальный элемент а.

Но условию этот элемент не может быть минимальным

элементом частично упорядоченного множества Р. Если
х <^ а, то хф М, и, следовательно, обладает свойством Ш.
Но тогда а обладает свойством Щ по условию. Противо-
Противоречие.

'
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B) =4-C). Условимся считать, что элемент аЕЕР об-

обладает свойством Щ, если всякая убывающая цепочка,

начинающаяся с элемента а, обрывается, т. е. удовлетво-

удовлетворяет условию C). Всякий минимальный элемент т ЕЕ Р

обладает свойством <$, так как для соответствующей це-
цепочки необходимо имеем

т — а-у = а2 = •••

Если а ЕЕ Р таков, что все х <^ а обладают свойством Ш, то

рассмотрим цепочку

а = % > а2 > ...

Если знаки равенства стоят не всюду, то найдем такой

номер i, что %
=

...= аг_х и аг_х ^> at. Но тогда элемент

a,i обладает свойством Щ, т. е. цепочка

а значит, и цепочка

обрывается. Таким образом, элемент а обладает свойст-
свойством $. Ввиду B) все элементы из Р обладают свойством Щ, а

это и означает, что Р удовлетворяет условию C).
C) =Ф- A). Допустим, что подмножество М множества

Р является частично упорядоченным множеством без ми-

минимальных элементов. Выберем в качестве ах произволь-
произвольный элемент из М и допустим, что построена цепочка

Й1 > «2 > ••• !> ап

элементов из М. Так как ап не минимален в М, то в М су-

существует элемент аПц <^ #п. Таким образом, возникает

бесконечная цепочка

не удовлетворяющая условию C).
Цепь, удовлетворяющая условию минимальности (а

значит, и остальным условиям теоремы 1), называется

вполне упорядоченным множеством. Элементы вполне упо-

упорядоченного множества носят название трансфинитов
или трансфинитных чисел. Вполне упорядоченным мно-

множеством является всяцая конечная цепь. Естественным об-
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разом упорядоченное множество натуральных чисел так-

также вполне упорядочено. Множество всех целых чисел

не является вполне упорядоченным относительно естест-

естественного порядка, так как оно не имеет наименьшего эле-

элемента. Однако оно становится вполне упорядоченным,
если установить порядок следующим образом:

Другим примером не вполне упорядоченной цепи служит

отрезок [0, 1], ибо, например, интервал A/2, 1) не содер-

содержит минимального элемента.

Из определения вполне упорядоченного множества

вытекает, что оно всегда содержит наименьший элемент 0.

Последующие элементы естественно обозначать через 1,
2,... и т. д. Если а —некоторыйтрансфинит, то нижний

конус av, из которого удален элемент а, называется на-
начальным отрезком и обозначается через [0, а). Символ

[0, 0) понимается как пустое множество. Если а ф 0 и

начальный отрезок [0, а) не содержит наибольшего эле-

элемента, то трансфинит а называется предельным.
Примером предельного трансфинита может служить чис-

число 0 в рассмотренном выше вполне упорядоченном мно-

множестве целых чисел. Для всякого трансфинита а среди

трансфинитов верхнего конуса аЛ, отличных от а, суще-

существует наименьший, который будем обозначать через
a +1.

Т е о р е м а 2. Если a — предельный трансфинит, то

[0,a)= U [0, Р).
Р<а

Доказательство. Если y €= Ю, а)> т0> по~

скольку между у is. у -\- i элементов нет, у -\- 1 <J a.

Однако равенство, в силу предельности а, невозможно.

Таким образом, y е [0, y + 1) Q U [0, Р), т. е. [0,a)Q
P<a

^ U [0, Р). Обратное включение очевидно.

Цепь С частично упорядоченного множества Р назы-

нается максимальной цепью, если для всякого элемента

.*; из Р, не принадлежащего С, подмножество С \J x уже не

нвляется цепью.
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Теорема 3, Следующие утверждения эквивалентны:

A) (аксиома выбора). Для всякого непустого множества
Ш существует такое отображение ф множества ф CR)
в множество 3R, что ф (А) ЕЕ А для всех А ЕЕ ф(ЗК).

B) (теорема Цермело). На всяком непустом множестве

можно задать порядок, превращающий его во вполне упо-
упорядоченное множество.

C) (теорема Хаусдорфа). Всякая цепь любого частично

упорядоченного множества может быть вложена в макси-

максимальную цепь.

D) (лемма Куратовского — Цорна). Если верхний ко-

конус любой цепи частично упорядоченного множества Р не

пуст, то Р содержит максимальные элементы.

E) Если любая цепь частично упорядоченного множе-

множества Р имеет точную верхнюю грань, то Р содержит мак-

максимальные элементы.

Доказательство. A) =Ф- E). Пусть частично

упорядоченное множество Р таково, что sup С существу-
существует для всякой цепи С из Р, а ф — отображение множества

ф(Р) в множество Р, существующее в силу аксиомы выбо-

выбора. Допустим, что Р не содержит максимальных злемен-

тов. Тогда {ял \ х} — непустое множество для всяко-

всякого х ЕЕ Р и можно положить/(а:) = ф (жд \ х). Отметим
def

некоторый элемент а0ЕЕР- Подмножество Н множества

Р назовем цорновским, если: а) ай ЕЕ Н; б) если х ЕЕ Н,
то f(x) (ЕЕ Н; в) если цепь С лежит в Н, то sup С е: Н. Не-

Нетрудно понять, что пересечение Но всех цорновских мно-

множеств является цорновским множеством. Легко проверя-
проверяется также, что верхний конус а? является цорновским

множеством. Поэтому Но Cjj,
Элемент а Ег Но назовем отмеченным, если из нера-

неравенства z <^ а для некоторого z ЕЕ Но вытекает, что f(z) ^ а.

Лемма 1. Если а — отмеченный элемент, то множе-
множество

В(а) = {z | z е Но, z <С.а или f(a) < z}
является цорновским.

Действительно, а0 ЕЕ В(а), ибо а ЕЕ Н9 cz at- Если,
далее, х ЕЕ В(а), то имеет место х <[ а, х = а или f{a) €^x.
В первом случае имеем f(x) <^ а, что влечет f(x) ЕЕ В(а).
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Если х = а, то имеем f(a)^f(x), что опять влечет /(я) ЕЕ

ЕЕ fi(a). Наконец, в третьем случае имеем f(a) <| ж < /(ж),
откуда снова вытекает, что /(ж) ЕЕ -В(а). Если, наконец, С—

цепь иСс В(а), то при Ссо" имеем sup С <Ez аУ О #0 ?
cz 5(а). Если же с ^ а для некоторого с е С, то /(а) <^ с,
ибо с ЕЕ В(а). Но тогда /(а) <^ sup С и, следовательно,

яир С Е? В(а)-
Л е м м а 2. Множество Л всех отмеченных элементов

является цорновским.
В самом деле, а0 — отмеченный элемент, ибо z <^ а0 не

имеет места ни для какогоz ее #„. Пусть aei и z <" /(а)
для некоторого z?EH0. В силу леммы 1, имеем z Е: Яо с:

<^ В(а). Следовательно,/^) ^ z или z <; а. Однако первое
неравенство невозможно. Если же выполнено второе, то

при z = а имеем /(z) = f(a), а при z <^ а, вспоминая, что

а ЕЕ -4, получаем

/(z) < а < /(а).

'Гак что f(a) —. отмеченный элемент. Пусть, наконец, цепь
С лежит ь А, w = sup С и z < w для некоторого z E: Но-
Ксли z <^ с для некоторого с ?Е С, то, поскольку с — отме-

отмеченный элемент, имеем / (z) «^ с <^ w. Если z <? с, то об-

обратим внимание на соотношение z ЕЕ Hocz B(c), вытекаю-

вытекающее из леммы 1. Из него следует, что z = с или с <^ /(с) ^
<^ z. Таким образом, если z <? с для всех с ЕЕ С, то z ]> с

для всех с ЕЕ С Но тогда z ^ w, что невозможно. Так что

w — отмеченный элемент.

Л е м м а 3. На
— цепь.

Действительно, все элементы из Но, в силу леммы 2,
являются.отмеченными. Если а, Ъ ЕЕ Но, то, согласно лем-

лемме 1, 6е В(а). Следовательно, имеет место b <^. а или

а < f(a) < Ъ.
Теперь заметим, что, в силу леммы 3 и условия, су-

существует w = sup Ha. Но тогда из определения цорнов-
ского множества вытекает, что w ЕЕ Но, f(w) ЕЕ Нд и,

следовательно,

w <^ /(ш) <! w.

Противоречие.
B) =4 C). Пусть С — некоторая цепь в частично упо-

упорядоченном множестве Р. Если С = Р, то все доказано.
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В противном случае рассмотрим множество L = Р \ С
и зададим на нем порядок ^2, превращающий его во

вполне упорядоченное множество. Будем говорить, что

трансфинит aEi обладает свойством ё, если для всех

Р =53 а существуют цепи Cpcz L,обладающие следующими
свойствами: а) С cz С$', б) если y <1 Р <1 a« то CY с: Ср;
в) если Р ф Ср, то Р не сравним с каким-либо 1 ЕЕ Су для

Y <3 Р- Для наименьшего трансфинита 0е? положим

С, если 0 несравним с каким-либо с EEC;

U 0 в противном случае.

Так что 0 обладает свойством $. Допустим, что все транс-

финиты, меньшие а, обладают свойством $. Ввиду б) мно-

множество 0 = U Ср является цепью. Положим

¦-{
О, если а несравним с каким-либо

р U a в противном случае.

Этим, как легко видеть, показано, что трансфинит а об-

обладает свойством g\ Так как, в силу теоремы 1, мно-

множество L удовлетворяет условию индуктивности, то свой-

свойством Ш обладают все трансфиниты из L. Другими сло-

словами, цепи С% существуют для всех а ЕЕ Ь. Положим

<?=[)СЛ.
«el

Ясно, что Q — цепь. Если она не максимальная, то для

некоторого | ф. Q множество Q {] % также является

цепью. Однако ?^Си, следовательно, является некото-

некоторым трансфинитом из L, причем | (=? С-|. Из условия
в) вытекает, что | несравним с некоторым элементом из Q.
Это, однако, противоречит тому, что Q \] 5 — цепь.

C) =Ф D). Пусть частично упорядоченное множество Р

удовлетворяет посылкам леммы Куратовского — Цорна.
Одноэлементное множество а, где а €Е Р, является цепью.

Ввиду C) зта цепь может быть вложена в максимальную

цепь С. По условию существует элемент с ЕЕ Сд. Если с

не является максимальным элементом частично упорядо-
упорядоченного множества Р, то с <^х для некоторого х Е; Р~
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Конечно, х ЕЕ Сл \ С и, следовательно, С \} х — цепь,
что противоречит максимальности цепи С.

D) =ф E). Очевидно.
E) =ф B). Пусть S0J — некоторое непустое множество.

Рассмотрим все подмножества множества S0i, на кото-

которых можно определить порядок, превращающий их во впол-

вполне упорядоченные множества, и обозначим через ф сово-

совокупность всех таких множеств вместе с соответствующи-

соответствующими порядками. Разумеется, одно и то же подмножество
может попасть в ф несколько раз, но с различными по-

порядками. Множество ф не пусто, ибо содержит все одно-

одноэлементные подмножества. Определим на ф порядок ^3,
положив

fief
влечет х^ву для любых ж, у ЕЕ А;

а <^в Ъ, если а е-Л и Ъ ЕЕ В \ А.

Нетрудно убедиться, что отношение ^ оказывается по-

порядком. Если © — некоторая цепь из ф и С — объеди-
объединение всех подмножеств, принадлежащих @, то опреде-
определим на С отношение <С, положив

для некоторого
def

Ясно, что <^ — рефлексивное отношение. Если х <J у и

у <С х, то х <^А у и у <^в х для некоторых А, В ЕЕ ©• По-

Поскольку © — цепь, имеем, например, А ^ В. Следова-
Следовательно, справедливо х <^в У и У <Св х, откуда х = у. Та-

Таким образом, < — антисимметричное отношение. Если

х <[ушу < z, то, как и выше, можно считать, что х <в У
и У ^в z для некоторого В ЕЕ ©. Следовательно, х <в z,
а значит, х «ц z. Этим доказано, что < — порядок. Если

'', I/ ЕЕ С, то а: ЕЕ ^4 иг/ ЕЕ jB для некоторых А, 5 ЕЕ S. Од-
Однако, имеем, например, А ^ В. Следовательно, х и у срав-
сравнимы в смысле порядка <СВ, а значит, и в смысле порядка
< '. Таким образом, С — цепь. Если, наконец, имеется

цепочка
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TO

для некоторых Alt Аг,... ЕЕ ©• Допустим, что для всех к <^
<^ т доказано, что xh ^Alxhll. Тогда имеем хт ЕЕ Ах и

^т >Ат*т+1- ЕСЛИ Ат ^ Jx, TO, ОЧвВИДНО, Хт >Л1«пИ1-
Допустим, что Jx «^ Лт. Если ят+1 б= Ах, то а:т41 >лт^т,
что невозможно. Если же хт+1 GE А\ и жтН1 ^д^т, то

опять получаем хт+1 У-Дтхт- Так что хт >^i^m+i- Таким

образом, получаем цепочку

Так как Лх — вполне упорядоченное множество, то, со-

согласно теореме 1, имеем

Хп = Хп+1
=

...

для некоторого п. Этим доказано, что С — вполне упоря-

упорядоченное множество, т. е. что С ЕЕ $Р- Если^1 S ©, то4сС
и ? <^4 г/ влечет х <s^. у. Если з:?Е^1,а1/6ЕС\.4,тог/€Е
6S\i для некоторого В ЕЕ ©• Конечно, А ^ В и, следо-

следовательно, х <^в у, откуда х <| у. Таким образом, А ^ С

для всех Л е ©, т. е. Се КА. Если/) е SA, то icfl

для всех А ЕЕ ©, и, следовательно, С CZ D. Если х, у ЕЕ: С

и ж *Сс у,тох <^д г/, для некоторого i е?и, следователь-

следовательно, х <Гл г/. Если се Сийе^)\С,тосе^1 для некото-

некоторого i eSb, следовательно, с <^D d. Таким образом,
С ^Q D и, следовательно, С = sup ©. Тем самым уста-

установлено, что частично упорядоченное множество $р удов-

удовлетворяет условиям свойства E). Отсюда следует, что ф
содержит максимальный элемент Q. Если Q = Ш, то все

доказано. В противном случае возьмем элемент q (jE Q и

поставим его после всех элементов множества Q. Легко

понять, что возникшее вполне упорядоченное множество

Q является элементом частично упорядоченного множества

ф. При этом Q <] @гчто противоречит максимальности Q.
B) =4- A). Если Ш — некоторое непустое множество,

то, согласно B), его можно считать вполне упорядоченным.
Если А — непустое подмножество множества 3R, то, обо-

обозначив через ф(^1) наименьший элемент множества А, убе-
убедимся в справедливости свойства A).
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Подчеркнем, что в теореме 3 доказана эквивалентность

перечисленных там свойств, а не справедливость какого-

либо из них. Аксиома выбора действительно является ак-

гиомой и не может быть выведена из остальных аксиом

теории множеств. Во всем дальнейшем изложении аксио-

аксиома выбора будет предполагаться справедливой. Остано-
нимся на некоторых фактах, доказательство которых тре-

пует применения этой аксиомы.

Подцепь С" цепи С называется конфиналъной, если для

иеякого же С найдется такой элемент у ЕЕ С, что х <^ у.

Теорема 4. Всякая цепь содержит конфиналъное
чполне упорядоченное подмножество.

Доказательство. Пусть ф — множество всех

шголне упорядоченных подмножеств данной цепи С.
Оно не пусто, так как содержит все одноэлементные под-

подмножества. Если А, В ЕЕ ф, то положим

ВжЬееА* для всякого

def

.Погко проверяется, что отношение =53 является порядком.

Ксли

-

цепь из ф, то рассмотрим объединение А = [} Аа.
Для всякой цепи

% > а2 > ...

элементов из А имеем aiEEAa, для такого индекса а, что

"i €Е Аа. В силу теоремы 1 эта цепь обрывается, и вто-

вторичное применение теоремы 1 дает, что А ? ф. Ясно, что

. 1а с: А для всех а. Если xgi\ Aa, то х ЕВ А$ \ А*,
где А„. ^ А^ т. е. x<=At. Так что 4а ^ А. Таким обра-
1ом, А е= Кд- Поэтому из леммы Куратовского — Цорна
ш.гтекает существование максимального элемента С" ЕЕ ф'.
Убедимся, что С" является искомым конфинальным под-
мггожеством. Действительно, если хЕЕС и х ЕЕ С"л, то по-

с'гавив элемент х вслед за всеми элементами множества С",

получим вполне упорядоченное множество С При этом

"?, что противоречит максимальности элемента С.
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Следовательно, х{?С'А, а значит, х<Су для некоторого

Напомним, что прямым произведением множеств

{Р%\ I ?= L) называется множество всех функций а, ставя-

ставящих в соответствие каждому множеству Р% элемент щ е

ЕЕ ?*?• Существование таких функций вытекает из примене-
применения аксиомы выбора к объединению (J Р*. Таким об-

разом, справедлива
Теорема 5. Прямое произведение любой системы

непустых множеств не пусто.

Рассмотрим теперь прямое произведение Р семейства

{Р%,\\ЕЕ.Ь} частично упорядоченпых множеств. Множест-
Множество L также будем ^читать частично упорядоченным. Эле-
Элементы множества Р будем изображать в виде строк (аа).
Зададим на Р отношение О, положив

def

.
.,

.

_

если аа ц^ Ьа для некоторого а,

то ар <^ Ьр для некоторого

Теорема 6. Если частично упорядоченное множе-

множество L удовлетворяет условию минимальности, то отно-

отношение =s3 на Р, задаваемое условием

def

а = Ь или а <] Ъ

является порядком. ,

Доказательство. Рефлексивность отношения

г?3 очевидна. Непосредственно из соответствующих опре^

делений вытекает .- )
Лемма. Если (a?) ^ (b%) и и. — минимальный эле]

мент множества L, то а^ ^3 Ьр..
Если, далее, (аа) «^ (Ьа) и фа) ^ (аа), то ввиду лемм1

имеем Яц = Ъ^ для всякого минимального элемента

множества L. Допустим, что равенство ар = 6р справед
jtHno для всех р <^ а. Если аа Ф Ьа, то справедливо аа «

•| Ьп или 6a ^ аа. Учитывая неравенства (a|) ^ (Ь|)
С';) "J (я^)' приходим к неравенствам ag <^ Ьр ил

''и "и Для некоторого |3<^а. Противоречие. Следова
|Aльио, «„ Ьа, откуда ввиду теоремы 1 следует, что а%

1>1 дли нг.ох | r^ L, т. е. (аЕ) = (Ь%). Таким образом, от
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ношение «S3 оказывается антисимметричным. Допустим,
наконец, что (og) ^ (Ь{) и Fg) ^ (с5). Если имеем (&6) =

(be) или (Ь5) = (%), то сразу ясно, что (ag)^(C|). Если
но (а^) < F?) и (Ьг) <] (сг), но (аг) «Й (сг), то найдется
i акой индекс а ЕЕ L, что аа ^ са и а$ <? eg для всех Р <[ а.

Положим ах
= а и допустим, что выбраны индексы

<*1 !> «2 ^> ••• ^> On

1 ак, что для каждого a j(i = 1,..., п) имеет место ац ^ 6aj
или Ъ<ц ^ cai> Если, например, аап ^ 6an, то для некото-

некоторого р <^ а» должно быть ар <^ Ъ$. В силу выбора а име-

i м 6р ^ Ср, что позволяет положить an+!
= Р- Таким об-

p.iiioM, возникает бесконечная последовательность

«1 >а2 > ¦••

ншментов из L, что противоречит теореме 1. Тем самым до-

ivii;iaHo, что (а|) ^(с|), т. е. установлена транзитивность
hi ношения ^3.

_

Прямое произведение Р, снабженное порядком, опи-

i и иным в теореме 6, называется упорядоченным произве-
произведшем частично упорядоченных множеств Р$. Если L —

чжвиальное частично упорядоченное множество, то воз-

возникает прямое произведение, описанное в § 1. Упоря-
Упорядоченное произведение в случае, когда L — вполне упо-

рпдоченное множество, называется лексикографическим.
Теорема 7 (теорема о сравнении). Для двух вполне

упорядоченных множеств Р и Р" существует одна и толь-

*" т)на из следующих возможностей:

A) Р изоморфно Р';
B). Р изоморфно начальному отрезку множества Р'\
(Л) Р" изоморфно начальному отрезку множества Р.

Доказательство. Рассмотрим вполне упо-

рндоченное множество Р, полученное добавлением к Р не-

•шгпрого нового элемента й, стоящего после всех элемен-

»нм из Р. Аналогичным добавлением элемента й" к мно-

нчттиу Р' получим вполне упорядоченное множество Р'.
М

,
что Р = [О, Q) и Р" = [О, Q').

Лемма 1. Если 6 — изоморфизм вполне упорядо-
чпта.'о множества Q в себя, то %(х) > х для всех х ЕЕ Q-
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Действительно, полошим S = {s | ^ ?Е Q, G(s) <^ s}i
Если лемма неверна, то множество S не пусто. Если а —

наименьший элемент множества S, то 6(а) <^ а и, сле-

следовательно, 6(а) §Ё S. Отсюда

еF(а)) < 6(а) < еF(а)),

т. е. 6(а) = 8F(а)), что ввиду а ф 6(а) противоречит вза-<

имной однозначности отображения 6. '¦

Л е м м а 2. Вполне упорядоченное множество не может

быть изоморфно своему начальному отрезку.
В самом деле, если G — изоморфизм вполне упорядо-

упорядоченного множества Q на его начальный отрезок [0, а), та

6(а) <^ а, вопреки лемме 1.

Лемма 3. Пусть Q — вполне упорядоченное мно*

жество, аЕ^иф — изоморфизм множества Q на началь-

начальный отрезок [0, Ъ') вполне упорядоченного множества Q".]
Если г|) —изоморфизм начального отрезка [0, а) на на-\
чальный отрезок [0, а') множестваQ', то а' <^Ъ' и tp(a:)=i
= ф(ж) для всех х ЕЕ [0, а). :

В самом деле, если а' ;> Ь', то последовательное при-
применение отображений гр и ф осуществляет изоморфизм
вполне упорядоченного множества [0, а') на свой'началь-^
ный отрезок, что невозможно, в силу леммы 2. Если ж&

¦ф(а:) =Ф= ц>(х) для некоторого х <^ а, то обозначим через h

наименьший элемент с этим свойством. Тогда г|з(Ь) = ф(с)г
где Ъ <^с. Последовательное применение отображений щ
и of приводит к изоморфизму отрезка [0, с) на отрезок!
[0, Ь), что противоречит лемме 2. \

Приступая к доказательству теоремы, рассмотрим мно-1

жество S всех таких трансфинитов о* множества Р, что

отрезок [0, с) не допускает изоморфизма ни на какой на-

начальный отрезок множества Р". Если Q §Ё S, то имее!

место случай A) или B). Если это не так, то множество

S содержит наименьший элемент а. Ясно, что а ф0
Если а — 1 существует, то существует изоморфизм ф от-

отрезка [0, а — 1) на отрезок [0, Р") множества Р'. Еслв

Р* = Q", то имеет место случай C). Если это не так, т<з

существует трансфинит р* 4- 1. Поэтому, положив

E). если |<а-1,
Р', если |-а-1,
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получим изоморфизм ф отрезка [0, а) на отрезок [О, р* 4- 1),
что противоречит выбору а. Обратимся теперь к случаю,
когда а — предельный трансфинит. Тогда, согласно тео-

роме 2,
[О, а) => U [О, Р). . (*)

|3<а

Но выбору а, для каждого р существует изоморфизм фц
отрезка [О, Р) на отрезок [О, Р') множества Р'. Если какое-
либо Р' равно й', то имеет место случай C). Если это не

гак, то существует элемент а' ЕЕ Р", наименьший среди
превосходящих все Р'. Если | <; а, то, согласно (*), | <^ Р
для некоторого Р<^а. Положим

Мели | <^ Y) то имеем, например, у <^ р. Из леммы 3 вы-

гпкает, что 7* <С Р* и чт0 ФтA) = ФрA)- Следовательно,
Ф является однозначным отображением отрезка [0, а)
м отрезок [0, а')- Без труда проверяется, что ф

— взаимно

однозначное и изотонное отображение. Если ?* 6 [0, а').
¦'¦'• I' ^ Р* Для некоторого Р <^ а и, следовательно, для

некоторого | <^ Р имеем

I' = ФрA) = фF).

Таким образом, ф оказывается изоморфизмом отрезка
|0, а) на отрезок [0, а'), что противоречит выбору а. Этим

доказано, что по крайней мере один из случаев A)—C) име-

||' место. Из леммы 2 легко вывести, что случай A) несов-

несовместим ни со случаем B), ни со случаем C). Если же од-

одновременно имеют место случаи B) и C), то посяедова-

и'льное выполнение указанных там изоморфизмов позво-

инот получить изоморфизм множества Р на его начальный

отрезок, часу опять противоречит лемме 2.

Теорема8 (Кантор — Бернштейн). Если существу-
существуют взаимно однозначные отображения множества А в

•тюжество В и множества В в множество А, то сущест-
т/ст взаимно однозначное отображение множества А на

множество В.

Доказательство. Последовательное осущест-
¦шоние отображений, указанных в формулировке, дает
Н.ШИМНО однозначное отображение G множества А в себя.
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Пусть ф — упомянутое в формулировке отображение В в А.
Положим Ао = А и Лх = ср(В). Конечно, можно счи-

считать, чтоА1 cz Ао. Далее,положим^ = Q(Ai-z) (i =2,3...)
ф

оо

и D =*. П Ясно,

00

i=0

оо

[U 0
i=0

ЧТО

Ао zz>Аг~

\ Л\Аги

зIи

00

i=l

00

^i =-D U

причем объединяемые множества в последних двух ра-
равенствах попарно не пересекаются. Так как A2i \ Aiin
отображается на A2i+2 \ -42г+з ПРИ помощи 6, легко по-

построить взаимно однозначное отображение г|э множества

А на множество Ах. Поэтому последовательное осуществ-
осуществление отображений а|> и ф дает искомое отображение А
на В.

Множества А и В называются эквивалентными, если

существует взаимно однозначное отображение множества

А на множество В.

Теорема 9 (теорема о сравнении множеств).
Для любых двух множеств А и В существует одна и только

одна из следующих возможностей:

A) А эквивалентно В;

B) А эквивалентно подмножеству множества В, но

В не эквивалентно никакому подмножеству множества А;
C) В эквивалентно подмножеству множества А, по

А не эквивалентно никакому подмножеству множества В.

Доказательство. Из теоремы 7, ввиду воз-

возможности превратить А и В во вполне упорядоченные

множества, вытекает или справедливость одного из свойств

A) — C), или же выполнение условий теоремы 8. В ш>

следнем случае также выполнено условие A). Попарная
несовместимость высказанных утверждений очевидна.

Теорема 9 служит основанием для построения учения
о мощности множеств. В случае A) говорят, что мощно-

мощности множеств А и В равны, в случае B) — что мощность

множества А меньше мощности множества В, а в случав
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(.'!) — что мощность множества В меньше мощности мно-

.кества А. Подчеркнем, что этим не определяется само по-

понятие мощности, а только обеспечивается возможность

сравнивать множества по их мощности. Нетрудно пока-

лать, что из того, что мощность множества А меньше мощ-

мощности множества 5, а мощность множества В меньше мощ-

мощности множества С, вытекает, что мощность множества А

меньше мощности множества С. Легко проверить также,

что для конечных множеств сравнение по мощности рав-
равносильно сравнению по числу элементов.

В заключение построим одно вспомогательное частич-

частично упорядоченное множество, которое понадобится в § 5.
<1 этой целью рассмотрим множество Q, являющееся объ-

гдинением всех прямых произведений конечного числа

исземпляров множества Z+ положительных целых чисел.

• 1лементами множества Q можно считать всевозможные

строки

tit = (щ, ..., тп),

i де п > 1 и rrii ЕЕ Z'b для всех i. Редукцией назовем пере-
\од от строки m к строке

(my,...., m^, mi+1,..., mn)
или к строке

(щ,..., т^, h^..., hr, mi+1,..., mn),

все hj <^ mi. Редукцию первого типа назовем выбрасы-
а редукцию второго типа — замещением. Опре-

М'лим на Q отношение ^", полагая tit ^ П, если tit = п

н.1 и если от строки п к строке tit можно перейти конечным

•шелом редукций. Ясно, что ^ — рефлексивное и тран-
штидное отношение. Для доказательства его антисиммет-

антисимметричности рассмотрим лексикографичэгкое произведение S
ч крично упорядоченных множеств Zlt Z2,..., каждое из

которых являете! естественным образом упорядоченным
множеством нзотрицательных целых чисел. Ввиду теоре-
теоремы 6 S — чазтячао упорядоченноэ множество. Строку
I |. -г.---) из $ назовем специальной, если Zj^z^i для

|.||.кдого г = 1, 2, ... Каждой строке xndEQ поставим в

i иетствие специа;[ьную строку 8 (т), выпясав в порядке
н.'11о:1|)астаниэ все числа, встречающиеся в т, и заполнив
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!
оставшиеся мезта нулями. Если от строки п к строке flj
можно перейти с помощью одной редукции, то как npi
выбрасывании, так и при замещении получаем 0 (щ) <ц
<^0(п). Поэтому из соотношения m<^n^nt вытекает не'

ф •

возмошное соотношение 9(ш)<^9(ц)^9(щ). Следователь
но, m <Г п <^ m впечет m = и, т. е. Q оказывается частичви

упорядоченным множеством. Это частично упорядочение!

множество удовлетворяет условию минимальности. Дей
ствительно, е;ли это не так, то, согласно теореме 1

сущезтвует б зс конечная цепочка

строк из Q. Можно считать, что переходы от ntj к т^

осуществляются с помощью одной редукции. Поэтом

возникает бесконечная цепочка

9(шо)>9(ш1)>е(ш2)>...

Существование же такой цепочки, очевидно, несовместг

мо со справедливостью следующего утверждения:
Множество специальных строк удовлетворяет услови

минимальности.

Для доказательства рассмотрим непустое множество .

специальных строк. Среди этих строк выберем строку а

имеющую наименьшую первую координату, причем эт

первая координата встречается наименьшее число ра
Пусть йх = (&!,..., ку, 1и...), где кх > lv Допустим, чт

в А выбрана последовательность строк

таким образом, что ку ^> к2*^> ... ^> ki и среди строк из

имеющих вид

с i рока л,, 1 <" / <^ ?, имеет наименьшую Цт1 -\-
I in, ,) i 11-ID координату и эта координата встречает
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наименьшее число раз. В силу такого выбора элементов,
'<ли Ь ЕЕ -4 и Ь <^ ui, то

Ь = (/е17..., &х, ..., ки..., ки I,...),

|Д<' ? .<С &*• Но тогда можно найти строку йг+1 с соблюде-
соблюденном указанных выше требований. Ясно, что описанное

построение можно осуществить лишь конечное число

ран. Последний из полученных элементов и будет мини-

минимальным элементом множества А.

Резюмируя проведенные рассуждения, получаем:

Теорема 10. Отношение <^ превращает множество
0 конечных строк (тъ ..., тп), где rni —положительные

цглые числа, в частично упорядоченное множество, удов-
i створяющее условию минимальности.

Упражнения

1. Сформулировать и доказать теорему, двойственную теореме 1.
2. Конечное множество удовлетворяет условиям минимальности

н максимальности.

3. Доказать, что частично упорядоченное множество с нулем
II единицей, удовлетворяющее условиям минимальности и максималь-

максимальности, имеет композиционный ряд. Построить пример, показы-

имшщий, что обратное утверждение несправедливо.
4. Если С — конфинальная подцепь цепи С и существует

пр С" или sup С, то sup Cy= sup С".
5. Упорядоченная сумма вполне упорядоченных множеств

1 ''„ 1 о ё i| вполне упорядочена тогда и только тогда, когда L —

инолне упорядоченное множество.

6. Упорядоченная сумма частично упорядоченных множеств

11'а | os ? L) удовлетворяет условию минимальности тогда и только

нч'да, когда условию минимальности удовлетворяют L и все Ра.
7. Если трансфиниту а предшествует бесконечное множество

iлсментов, то существует такой предельный трансфинит а0 ^ а,
интервал [а0, а] содержит лишь конечное число элементов.
8. Если цепь С и цепь, двойственная ей, вполне упорядочены,

in С конечна.
9. Если цепь не вполне упорядочена, то она содержит подцепь,

мюйственную натуральному ряду.
10. Если частично упорядоченное множество] не содержит ни

'"•(¦конечных цепей, ни бесконечных тривиальных частично упорядо-
упорядоченных подмножеств, то оно конечноГ

11. Доказать эквивалентность следующих свойств частично

\ порядоченного множества Р: а) Р удовлетворяет условию мини-

м.ин.ности и не содержит бесконечных тривиальных частично упо-

рндоченных подмножеств; б) никакое бесконечное подмножество
множества Р не удовлетворяет условию максимальности.

3*
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12. Сформулировать утверждение, двойственное лемме Кура-
товского — Цорна. Доказать, что оно эквивалентно аксиоме выбора.

13. Доказать, что лемма Куратовского — Цорна равносильна
соответствующему утверждению, сформулированному для вполне

упорядоченных цепей.
14. Пусть L — непустое множество подмножеств некоторого

множества ffi, причем подмножество А множества 9Л принадлежит
L тогда и только тогда, когда L содержит все конечные подмножества
множества А. Доказать, что в частично упорядоченном множестве L

существуют максимальные элементы.
15. Упорядоченное произведение частично упорядоченных

множеств Ра удовлетворяет условию минимальности тогда и только

тогда, когда условию минимальности удовлетворяют все Ра.
16. Лексикографическое произведение цепей является цепью.
17. Лексикографическое произведение вполне упорядоченных

множеств вполне упорядоченно.
18. Всякое частично упорядоченное множество можно пред-

представить в виде объединения двух непересекающихся подмножеств,
одно из которых вполне упорядочено, а другое не содержит наи-

наименьшего элемента.

19. Пусть Т — множество всех тривиально упорядоченных

подмножеств частично упорядоченного множества Р. Если X, Y е Т,
то положим X gg Y, если для всякого i?l найдется у €Е Y такой,
что х ^ у. Доказать, что ^ — отношение порядка и что возникаю-

возникающее частично упорядоченное множество Т содержит наибольший

элемент, если Р удовлетворяет условиям леммы Куратовского --

Цорна.
20. Для двух множеств А ж В существует одна и только одна

из следующих возможностей: а) А эквивалентно В; б) А отображается
на ?, но В не отображается на А; в) В отображается на А, но А не

отображается на В.
21. Доказать, что возможность б) из упражнения 20 осущест-

осуществляется тогда я только тогда, когда мощность В меньше мощности А.
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Частично упорядоченное множество называется

полной структурой, если< всякое его непустое под-
подмножество имеет как точную верхнюю, так и точную
нижнюю грань. Полными структурами являются отрезок
10,1] с обычным порядком, множество всех подмножеств

некоторого множества, упорядоченное по включению,

тякая конечная цепь. Ясно, что любая полная структу-
ри должна иметь нуль и единицу. Поэтому, например,
множество всех целых чисел с обычной упорядоченностью
полной структурой не является.

Теорема 1. Если частично упорядоченное множе-

i пкю Р имеет единицу и всякое его непустое подмножество

имеет точную нижнюю грань, то Р — полная структура.
Доказательство. Пусть А — непустое под-

подмножество множества Р. Множество АА содержит единицу.

Поэтому, в силу условия, существует inf A&. Применяя
п'орему 1.7, убеждаемся в существовании sup А, что и

требовалось.
Из теоремы 1 вытекает, что полными структурами яв-

пмотся множество всех подгрупп данной группы, множе-

< ню всех замкнутых подмножеств топологического про-
i i ранства, всякое вполне упорядоченное множество с

нмибольшим элементом и др.

Теорема 2 (теорема о неподвижной точке). Если
Ч

- изотопное отображение полной структуры Р в себя,
пш ф(я) = а для некоторого а €Е Р.

Доказательство. Пусть S — множество всех

i.iких элементов s из Р, что s ^ <p(s). Ясно, что нуль,

i \Шествующий в силу полноты структуры Р, принадле-
принадлежит S, т. е. S не пусто. Следовательно, существует а =

sup S. При зтом для всякого s GE S имеем <р(а) ;> qp(s) ;> з,
hi куда <р(а) >> а. Поэтому ф(ф(а)) > ф(а), что влечет ф(а) 6Е
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?Е S, и значит, а ]> ф(а). Таким образом, а ^ ф(а) ^ а,
т. е. ф(а) = а.

Теорема 2 не допускает обращения: трехэлементное
частично упорядоченное множество, изображенное на

рис. 2, не является полной структурой, хотя все его

изотонные отображения в себя, очевидно, имеют непод-

неподвижную точку. Тем не менее имеет место

Теорема 3 (Когаловский). Если каждое изотоп-

изотопное отображение частично упорядоченного множества Р в

себя имеет неподвижную точку, то

всякая максимальная цепь из Р явля-

является полной структурой.
Доказательство. Пусть

частично упорядоченное множество Р

удовлетворяет условию теоремы.
Тогда справедлива
Лемма 1 • Если С — цепь из

Р, то С& и СУ не пусты.

рис 2 Действительно, согласно теореме

2.4, цепь С содержит конфинальное
вполне упорядоченное подмножество W. Пусть х ЕЕ Р.

Если W cz xv, то для всякого сеС и подходящего
w GE W имеем

с ^ w *С х,

т. е. х ?Е СА. В противном случае для каждого х ?= Р мно-

множество W \ xv оказывается непустым. Обозначим через
у(х) наименьший элемент этого множества. Если х, у ЕЕ Р
и х <^ у, то xv Cl yv. Поэтому

и, следовательно, (р(х) <С<р(г/)- Значит, ф
— изотонное ото-

отображение. Так как a; E^v, a <f(z) QE #v для всех х Е= Р,
то ф, вопреки условию, не имеет неподвижной точки. Спра-
Справедливость второго утверждения устанавливается рас-

рассмотрением частично упорядоченного множества, дуаль-
дуально изоморфного множеству Р.

Переходя к доказательству теоремы, рассмотрим мак-

максимальную цепь С. В силу леммы 1 она содержит наиболь-

наибольший и наименьший элементы, ибо из максимальности лег-
легко вымести, что Сд, Cv с: С. Если С нэ является полной
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> Ф.уктурой, то, согласно теореме 1, она содержит такое

непустое подмножество V, что inlc V не существует. Пусть
' Cfl ^v- Ясно, что наименьший элемент цепи С при-
м.щлежит U, т. е. цепь U не пуста. Через V* обозначим
ишь, двойственную цепи V. Элемент veeV, рассматрива-
¦ мни как элемент цепи V*, будем обозначать через v*.

\нелогичный смысл придадим символу х** для элемента
¦+ i Е V*. Согласно теореме 2.4, цепи U и F* содержат кон-

Фниальные вполне упорядоченные подмножества S и Т*

i "ответственно.

Л е м м а 2. Если х<=Р и S Ca;v, mo Т* ^ (х&)*.
В самом деле, если Scjva T* cz (х&)*, то 71** с: х&.

I тли г;^ Т7', то для некоторого t* e 71* имеем t* > г;* и,
¦ м'довательно, v > i** ^> x. Еслиг ? С и z ^. и для всех

F, то z ё= ?/. Для некоторого s ЕЕ S имеем z <^ s <C х.

I исим образом, ж = infc V, что противоречит выбору мно-

i.ri'TBa V.

Вернемся к доказательству теоремы. Если х ?Е Р, то

iiii.il ОЖИМ

f miJS~\xv), если б'^ж^,
Ф(ж)= {

s
.

, ,

(У\(а; ))] егпш

Нииду леммы 2, ф является отображением множества Р в

< ''Г>л. Если х, yEzPnx*^y,TO имеет место или 5 (? ^v,
'/¦ , или S (^_ xv и Sc г/v, или 5 с; a;v. В первом случае,

;1мочая, что xvciyv, получаем

<р (х) = inis{S\xv)<Cinfs(S\yv) = Ф (у).

1'м втором случае имеем

"lit.уда

ср (ж)< ф (г/).

I'. ч-ретьем случае, учитывая, что хА ^уА, выводим

р- = Шт. {Г \ (^д)-) > infT. (Г \ (у*)*) = q'.
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откуда

<р(х) = р** <q** =

Таким образом, ф оказывается изотонным отображением.
По условию, для некоторого а ЕЕ Р справедливо равенст-
равенство а = ф(я). Если S g? «V, то

а = ф(а) = infsE \ a?) g S \ аУ.

Если ? с av, то

а = ф(о) = (infT. (Т* \ (ад)*))* ?5 Г** \ ал.

В первом случае получаем, что афв^, а во втором афаА.
Однако ни то, ни другое невозможно.

Изотонное отображение ф частично упорядоченного

множества Р в себя называется оператором замыкания,

если ц>(х) >гв Ц>(Ц>(Х) ) = ф(я) для всех х Ez P- Примеры
операторов замыкания весьма многочисленны. Так, в пол-

полной структуре подпространств топологического простран-
пространства оператором замыкания будет отображение, ставящее
в соответствие каждому подпространству его замыкание.

Если каждому элементу полной структуры ф(-Ь), где
Ъ — линейное пространство над полем, будем ставить в

соответствие его линейную оболочку, то также получим

оператор замыкания. В частично упорядоченном множе-

множестве Р с единицей 1 оператором замыкания оказывается

отображение ф (х) = 1 для всех геЛ
Если ф — оператор замыкания, то у(х) называется

^-замыканием элемента х. Элемент, совпадающий со сво-

своим ф-замыканием, называется ц>-замкнутым. В рассмот-
рассмотренных выше примерах ф-замкнутыми элементами оказы-

оказываются, соответственно, замкнутые подпространства, ли-

линейные подпространства и единица.

Теорема 4. Если ф — оператор замыкания на

частично упорядоченном множестве Р, подмножество
А с: Р состоит из. у-замкнутых элементов и а = inl A

существует, то а — ^-замкнутый элемент.
'

Доказательство. Так как о<ж для всех

х е= А, то ф(а) <; ф(ж) = х для всех х ее А и, следовательно,

ф(я) <С а. Обратное неравенство вытекает из определе-
определения оператора.замыкания.
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Теорема 5. Если <р—оператор замыкания на пол-

полной структуре Р, то частично упорядоченное множество

I, всех (р-замкнутых элементов, рассматриваемое как под-

подмножество частично упорядоченного множества Р, также

•шляется полной структурой. При этом для всякого не-

нечастого подмножества А множества L имеет место

infL A — infp A
п

supL A
= <p(supp A).

Доказательство. Пусть 1 — единица пол-

полной структуры Р. Поскольку 1ф A) > 1 > фA), то 1 при-
принадлежит L и, очевидно, является единицей этого частич-

частично упорядоченного множества. Если, далее, А — непустое

подмножество множества L, то элемент а = infp A,
i огласно теореме 4, ф-замкнут. Конечно, а <^ х для всех

i ГЕ А. Если v ЕЕ L иг^< а: для всех х ЕЕ А, то v ^ а. Так
¦по а = infj, А. Теперь теорема 1 позволяет заключить,
что L — полная структура. Пусть, далее, Ъ — supp^l и

/' = sup^. Ясно, что Ъ ЕЕ ?и что Ъ ;> Ъ, поскольку Б ;> х

iля всех хе4. Отсюда Б = <р(Ь) >¦ ф(Ь). Неравенство
/» «С ф(Ь) справедливо потому, что фF) ]> ф(х) = я для

тех х ЕЕ 4. Так что 5 = ф(&), что и требовалось.
Теорема 6. Пусть Р = ЩМ), где М — некоторое

частично упорядоченное множество. Тогда отображение

def

¦шляется оператором замыкания на полной структуре Р.

Доказательство. Изотонность отображения
'I сразу следует из свойства^) теоремы 1.6. Соотношение

I cz АЛч также содержится в этой теореме. Равенство
|дуДу == ^Ду вытекает из свойства (ш) теоремы 1.6.

Оказывается, что любое частично упорядоченное мно-

множество можно вложить в полную структуру.

Теорема. 7. Пусть М —

произвольное частично

чиорядоченное множество, Р = ЩМ) йщлЬ = {А \ A(Ety(M),
I W = А}. Тогда L оказывается полной структурой и

i чществует отображение 8 множества М в множество L

такое, что
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(i) Э является изоморфизмом частично упорядоченного
множества М на подмножество частично упорядоченного
множества L;

(ii) если A cz M и т1мА существует, то

(iii) если A cz M и supMJ. существует, то

(iv) если Z ЕЕ L и Z =j= ф, M, то найдутся такие под-

подмножества А и В множества М, что Z = supj, Q(A) =
= inILB(B)*).
Доказательство. Теорема 6 позволяет рас-

рассмотреть на полной структуре Р оператор замыкания AV,

причем, согласно теореме 5, множество L как множество

всех АY-замкнутых элементов полной структуры Р явля-

является полной структурой. Если х ?5 М, то положим

G(a;) = a;^v (здесь х рассматривается как одноэлементное

подмножество) и убедимся в справедливости свойств

(i)—(iv). Соответствующие рассуждения оформим в виде

последовательности лемм. При этом необходимо помнить,
что порядок в структуре L совпадает с отношением вклю-

включения CZ .

Лемма 1. Если v^M, то ге^7 тогда и только

тогда, когда t «С v.

Действительно, если t <^ v, то для всякого zeeva
имеем t "С v <^ х, что и означает, что iE»4v- Если, наобо-

наоборот, t?Ev^v,TO t<^x для всех xEEvA. В частности, t ^ v,
ибо v e v^.

Лемма 2. Если х, у ?5 М, то х <^ у тогда и только

тогда, когда §(х) ^ 6(j/)-
В самом деле, если х^у, то, в силу леммы 1, x^EyAv

или х с= г/Ду в Р. Но тогда a;Av с i/4y, т. е. Q(x) cz Q(y).
Если же Q(x) cz Q(y), то, учитывая лемму 1, получим х ?г

(=?^v cz j/4v. Вторичное применение леммы 1 дает
Лемма 3. G — изоморфизм.

*) Оговорки Z ф ф, М можно было бы избежать, если договор
риться, что supL 0 (ф) = ф и infL в(ф) = М. |
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Действительно, если Q(x) = Q(y), то, согласно лемме 2,
имеем х J> у )> х, т. е. х = у. Таким образом, отображе-
иhi' 0 взаимно однозначно. Сохранение порядка установ-
iiiio в лемме 2.
Лемма 4. Если а = infM4, иго 9(а) = infL®(A).
Для доказательства, ввиду теоремы 5, достаточно'уста-

ичиить, что аЛу = П xAv. Но, в силу леммы 1, из t ЕЕ

r/.Av вытекает., что t ^ а. Отсюда i < x для всех х

I огласно лемме 1, г ЕЕ л:л v для всех хеЛ, т. е. (Е П xAv
хеА

mil я vc fl I '. Те же самые аргументы, приведенные
хеА

I' обратном порядке, доказывают обратное включение.

Лемма. 5. Если а = эирм А, то v ^> а тогда и толъ-

I." тогда, когда р?Е( [}xAv)a.
жеа

Действительно, если v ^> а, то г> ^> а; для всех ж ЕЕ-А,
"гкуда, учитывая теорему 1.6, получаем #(=2^ = (а;Ду)д.

I а к как это имеет место для всех х ЕЕ А, то v ее^( U x
v L.

11' же аргументы, приведенные в обратном порядке, по-

|.|:швают, что t;?E(U хЛу)л влечет v~^x.

Лемма 6. Если а = supM^4, то 6(а) =
В самом деле, из леммы 5 вытекает, что а = ( [} х у) ,

||{УДа1 учитывая теорему 5, получаем

Л е м м а 7. Если ф =/= A ci M, то

а
д v
= SUPie (^4v) = infLe {Ад).

Для доказательства сначала заметим, что из теоремы
(I вытекают соотношения

U xA4^AAvA* --АА*<= у xAv.

к'довательно, А у
= у хАу и, согласно теоремам
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5 и 1.6, имеем

Если, далее, i? A #4^' то, согласно лемме 1, t

для всех х^Ал, т. е. i EE^l4v. Если же ?e=^Av, to

для всех а; ? 4Л и 1 е fl яЛу, в силу леммы 1.

образом, учитывая теорему 5, получаем

infLe(^4) = n *Av = л^.
ж=Ад

Этим завершается доказательство теоремы 7.

Пополнение частично упорядоченного множества,
санное в теореме 7, является обобщением известного псИ

строения действительных чисел как сечений на множеств
ве рациональных чисел и носит название пополнения се\
чениями (ср. упр. 11). Пополнение сечениями является(

в некотором смысле, самым маленьким среди пополнений

данного частично упорядоченного множества:
'

Теорема 8. Пусть М, L и 0 имеют тот же смыслу

что и в теореме 7. Если ф
— изоморфизм частично упо-

упорядоченного множества М в некоторую полную структуру
S, то существует такой изоморфизм ф частично упоря-

упорядоченного множества L в полную структуру S, чтс

tyQ (х) — ц>(х) для всех х ЕЕ М-

Доказательство. Напомним, что элемен-

элементами полной структуры L являются AV-замкнутые эле-i
менты полной структуры Р = ty(M), т. е. подмножества

множества М¦ Поэтому для Хе? можно положить

ар(Х) = sups<p(X).
del

Так как X <J Y ъ L означает, что X с У, то ясно, что X ^
«-' Y влечет ty(X) <C ty(Y)- Если же г}з(Х) = i|5(F) для неко-

некоторых X, 7б?, то для всякого гбУ4 имеем <р(г) ^
ми|)Н ф(К) = ар(У). Поэтому для всякого х ?Е Хполучаем

'i и иди ,r ч, i дли цепкого z ЕЕ YA, т. е. х ЕЕ УЛч = У. Та"
• им пЛпййим, X С }'¦ Аналогично доказывается обрат-
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пне включение, чём устанавливается, что ty — изомор-
>|'m:im частично упорядоченного множества L в полную
i 1|>уктуру S. Непосредственно из определения вытекает,
¦и о для всякого х ЕЕ М имеет место

г|з0(а;) = sups<p(a;A^).

I i-.'in, далее, у ЕЕ хЛч, то, согласно лемме 1, установлен-
установленном при доказательстве теоремы 7, имеем у <С х. Отсюда
•Г<//) *С 4>(х) Для всякого у ?Е а;Ду, т. е.

l;i вышеупомянутой леммы 1 вытекает также, что х ЕЕ хЛч,
туда

1мким образом, ф(а;) =\\>Q(z), чем и завершается дока-
мтельство.

Следует еще раз подчеркнуть, что ij?
— изоморфизм час-

ui'iiro упорядоченного множества L, а не полной структу-
структуры L, т. е., например, из а = supjyl, вообще говоря, не

пмтекает, что aj"(<x) = sups\j3D).
Т е о р е м а 9. Пусть М, I м0 имеют тот же смысл,

что и в теореме 7, и S — полная структура, содержащая
\1 в качестве частично упорядоченного подмножества
(|- с. порядок в М индуцируется порядком в S). Для того

чтобы существовал изоморфизм ф полной структуры L
nii полную структуру S такой, что tyQ(x) = х для всех
i i ? М, необходимо и достаточно, чтобы S обладала сле-

1>чнщими свойствами:

(i) если 0=f SF5, то найдется такое подмножество Л
множества М, что s = supg.4;

(ii) если l^tsEiS, то найдется такое подмножество
II множества М, что s = infs5.
Доказательство. Необходимость высказан-

высказанных свойств вытекает из теоремы 7. Если же полная

• i |>уктура S обладает этими свойствами, то обозначим через
|| естественное вложение М в S и рассмотрим изоморфизм
'| частично упорядоченного множества L в полную струк-
• v |»у S, указанный в теореме 8. Если s ЕЕ S и 5=^=0,1,
in из свойств (i)— (ii) вытекает, что для некоторых
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А, В cz M имеет место

s
—

sups^ = infs В.

Ясно, что В cz АА. Поэтому из теорем 8, 1.5 и 1.7 вы1
кает

s = sups гр(в(Л)) <ip(supI,0(i4)) = i|>(e(supM.A)) =

Таким образом, s = ^(supi, 0(^1)), т. е. все элементы s no

ной структуры S, отличные от 0 и 1, принадлежат ty(L
Так как, согласно теореме 1.5, для всякого такого

имеем

то -ф(О) = 0иг|)A) = 1. Следовательно,^ отображает L на <1

Оговорок s^O и«^1в свойствах (i) и (ii) теоремы
можно избежать, договорившись, что sup ф = 0 и inf ф =

Рассмотрим теперь некоторое непустое множество !

и обозначим через Н множество всех эквивалентносте!

определенных на множестве Ж. Если р, сбЕ, то пол

жим

= если хру, то хау.
del

Легко проверяется, что отношение <Г рефлексивно, а\

тисимметрично и транзитивно. Таким образом, Е превр)
щается в частично упорядоченное множество.

Теорема 10. Е является полной структуро\
Доказательство. Если R — непустое noj

множество множества S, то определим отношение 0, щ
ложив

хву = хру для всех

def

Без труда проверяется, что 6 — эквивалентность. Ясн<
что 0 <^ р для всех pGi!. Если ст <Г р для всех р ^ R •

хоу, то хру для всех р ЕЕ R, и, следовательно. xQ[
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1.11,'им образом, а «С 0. Этим доказано, что 0 = inf R.
lii ко видеть, что эквивалентность /, определяемая ус-
">иием: xly для любых х,у ЕЕ 50?, является наибольшим
* и'ментом частично упорядоченного множества Е. Оста-

¦ ни только применить теорему 1.
В качестве первого применения теоремы 10 докажем:

Теорема 11. Всякое частично упорядоченное мно-

иггтво является ординальной суммой своих ординально
и, разложимых подмножеств.

Доказательство. Если частично упорядо-
•iciiiroe множество Р разложено в ординальную сумму сво-

п \ подмножеств {Px\aEEL}, to система подмножеств

J/'x} является разбиением. Согласно теореме 1.2, это-

этому разбиению отвечает эквивалентность р. Эквивалент-
Эквивалентность р обладает следующими свойствами:

(i) если хру, мру, хри и х <^ и, то у <^ v;

(ii) если хру, то х и у сравнимы.
11 усть R — совокупность всех эквивалентностеи на мно-

множестве Р, обладающих свойствами (i) — (ii). В силу тео-

теоремы 10, существует эквивалентность 6 = inf R. Если
i ()_//, иди, х 0 и и х «^ и, то для некоторого р?Л имеем

|(|//, ирг; и х р и, откуда у <^v. Если х 0 у, то хру для

некоторого р ?Е R и, следовательно, хну сравнимы. Та-
Таким образом, эквивалентность 9 также обладает свойст-

ками (i) и (ii). Пусть {Qa, ябЗ1} — разбиение множества

/', отвечающее эквивалентности 0, согласно теореме 1.1.
Коли а, р Е Г, то положим

del

а = Р или х^.у для некоторых х е Qa,

Ясно, что ^ — рефлексивное отношение. Если а ^3 р и

|1 <] а, но а ф р, то для некоторых х, у ?Е Qa и и, v ?E (?р
имеем x<Cunv<^y.B силу свойства (i), отсюда вытека-

ет и ^ х. Следовательно, х = и, что противоречит а =?= р.
Коли а «S3 Р и р ^ у, то, предполагая, что а Ф р и р =^ У,
имеем х <^ у и и <^ v для некоторых a; S (?а, у, и ^ Q$,
г <= Q-c Согласно свойству (i), имеем у ^ и, откуда
i <^ v, и, следовательно, a =SQ у. Значит, =sg — поря-

порядок. Из свойства (ii) вытекает, что Т — цепь. Если



48 § 3. ПОЛНЫЕ СТРУКТУРЫ

х, у ЕЕ Р, то х ЕЕ Qa, у ?Е Q$. Пусть х ^ у. Если a = f$
то ж ^ <Эаг/. Если а =^= р, то а <] Р- Наоборот, ? <S^Qa]
или xEeQx, J/GjQpHaOjJ влечет х^у. Этим доказано
что JP — ординальная сумма подмножеств ()а. Если некс(

торое (?а разлагается в ординальную сумму множеств A i

В, а о — соответствующая эквивалентность на множеств!

Р, то сг*С6. Но для а ЕЕ А и b ЕЕ В имеем а 9 b и a0b

Следовательно, a < 0, что противоречит выбору 8. Эт(

доказывает, что частично упорядоченные множества Q{
ординально неразложимы.

Упражнения

1. Если ф — изоморфизм частично упорядоченного множества

Р на полную структуру L, то Р — полная структура,

<р (supp A) = supj ф (Л) и ф (infp Л) = inf^ ф (А)

для всякого непустого подмножества А С. Р.
2. Упорядоченная сумма полных структур {Pa | a ?Е ?}, гдз

Л — полная структура, является полной структурой.
3. Прямое произведение полных структур является полной

структурой.
4. Упорядоченное произведение полных структур {Pa ] a G L),

где L — полная структура, удовлетворяющая условию минималь-

минимальности, является полной структурой,
5. Если <р — изотонное отображение полной структуры в себя,

то множество неподвижных точек содержит наименьший элемент.

6. Если ф
— оператор замыкания на частично упорядоченном

множестве Р, то все максимальные элементы из Р являются ф-зам-
кнутыми.

7. Отображение ф частично упорядоченного множества Р в себя
является оператором замыкания тогда и только тогда, когда для-

любых х, у (= Р справедливо ф (х) ;> х, а х ^ ф (у) влечет ф (ж) ^.'
< ф (У)- ',

8. Если ф — оператор замыкания на полной структуре L и

Ф — множество всех <р-замкпутых элементов, то ф (ж) = inft (Ф Лж )
для всякого i6l.

9. Если подмножество U полной структуры L содержит еди-

единицу структуры L и inf^ для всякого A CZ U, то отображение]
ф (х) = inf^ (U[]x ) является оператором замыкания на L, при-
причем U совпадает с множеством всех ф-замкнутых элементов.

10. Пусть Ф — множество всех операторов- замыкания на ча- ]
стично упорядоченном множестве Р. Если ф, 1|) ? Ф, то положим

ф ^3 1)з, если ф (х) ^ 1|з (х) для всех х е Р. Убедиться, что отноше-

отношение ^Э является порядком, превращающим Ф в полную структуру.
11. Пополнение сечениями цепи рациональных чисел, лежащих^

между 0 и 1, изоморфно отрезку [0, 1] с естественным порядком
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12. Пополнение сечениями цепи является цепью.
13. Пополнение сечениями тривиального частично упорядочен-

упорядочение о множества Р изоморфно полной структуре, полученной при-
"гдинением к множеству Р нуля и единицы.

14. Пополнение сечениями прямого произведения двух частич-
|" упорядоченных множеств изоморфно прямому произведению
исполнений сечениями сомножителей.

15. Пусть Е — полная структура всех эквивалентностей на

и-котором множестве 90J. Если В'СЗиг, у? 90J, то положим

—

dof

существуют

элементы si

натуральное

эквивалентности 6i 6m
такие, что х

число те,

еЕ'

Iсказать, что

0=sup3a'.
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Частично упорядоченное множество называете

структурой, если всякое его двухэлементное подмнож<
ство имеет как точную верхнюю, так и точную нижню|
грань. Из теоремы 1.4 нетрудно вывести; что в структур
обе эти грани существуют для любого конечного подмн<
жества. Полная структура, очевидно, является структ]

рой. Структурой оказывается также всякая цепь. Обьп
ным образом упорядоченное множество целых чисел д<
ставляет пример структуры, не являющейся полно!
Непустое подмножество Р структуры L называется not

структурой, если a, bEzP влечет с = supi,{a, b}€EP
d = infj, {а, Ь}€Е Р- Как уже отмечалось, при этом имее

место с = suj)P {а, Ь) и d == infj. {а, Ъ). Из теоремы 3.
вытекает, что всякая структура является подструктуре
полной структуры. Легко проверяется, что подструкт]

рой является любой интервал и, в частности, каждое одщ

элементное подмножество. Подструктура Р называете

выпуклой, если а, Ъ ?Е Р, где а ^ Ъ, влечет [а, 6]с/
Пересечение всех подструктур структуры L, содержащи
данное множество S0I, очевидно, является подструктуре!
про которую будем говорить, что она порождается мне

жестеом 59J. Ясно, что это — наименьшая подструктург

содержащая множество 3R.

Непосредственно из определения видно, что частичн

упорядоченное множество, двойственное структуре, сам

является структурой. Отсюда вытекает возможность npi

менять к структурам принцип двойственности. ;

На структуре можно рассматривать две операции: j

а -{- Ъ = sup {а, Ъ)
def
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ab == inf {a, b}.
def

Мсфваяиз них называется сложением, пли объединением,
.1 вторая произведением, или пересечением. Из определе-
определения и теоремы 1.4 вытекает, что структурные операции об-

обладают следующими свойствами:

@) а -(- а = а аа = а

A) a -j- Ь = Ь + а ab = Ьа

B) (а + Ь) + с = -а + (Ь + с) (аЬ)с = а(Ьс)
C) а(а 4- &) = « я +аЬ = а.

Непосредственно из определения вытекает также

Теорема1. Следующие свойства элементов а и Ъ

структуры L эквивалентны:

а) я ^С Ь;
б) а +Ъ = 6;
в) яЬ = я.

Поэтому для нуля и единицы (если они есть) справедливы
равенства «0=0, я -\-0 = а, а\. = а и a-fl =1 для
«сякого а ЕЕ L. **

Заметим еще, что свойства @) являются следствием

пюЁств C), ибо, используя их, получаем

а -\- а
= а -\- а (а -\- а) = а

и

аа
—

a (a -f ««) = «•

К определению структуры можно подойти, минуя
понятие частично упорядоченного множества:

Теорема 2. Пусть L —• множество с двумя опера-
операциями -{-и-, обладающими свойствами A) — C). Тогда

отношение

аК^Ъ —

\а -\-Ь
— Ь\

def

чвляется порядком на L, а возникающее частично упоря-
упорядоченное множество оказывается структурой, причем

а + Ь = sup {a, b}
и

ab = inf {a, b}.
4*
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Доказательство. Рефлексивность отношения

<^ вытекает из свойства @), которое, как отмечалось,
является следствием свойств C). Если а <Г Ь и Ъ <^ а,
т. е. а -\- b = b и &4~а = а> то, в силу A), а = Ь, т. е.

отношение <^ оказывается антисимметричным. Если а -\-
-{- b = Ъ и Ъ -\- с = с, то, применяя B), получаем

а _|_ с = а ц_ (ft _j_c) = (« _|_Ь) + с = Ь + с = с,

что доказывает транзитивность отношения <С. Далее,
учитывая B), @) и A), получаем

Следовательно, а ^а -{- b и 6^я+^- Если s<!i и

Ь <^ а;, то, используя @) — B), будем иметь

(а -\- Ь) -\- х = а -\- (Ь -)- х) — а -\- х = х,

т. е. а -|- Ь <С а;. Вспоминая определение точной верхней
грани, убеждаемся, что

а 4- Ь = sup {a, 6}.

Наконец, из A) и C) вытекает, что ab <J а и аЬ «^ Ь. Если

I/ <i о и 1/ <J Ь, то с помощью B) и C) получаем

!/ (аЬ) = [;/(!/+ а)]Ъ = yb = у (у + Ь) = у.

Отсюда, в силу A) и C), вытекает, что

у -\- ab = у (ab) -{- ab = ab,

т. е. г/ <^ ab. Таким образом,

ab = inf {а, Ъ).

Заметим, что двойственные рассуждения позволяют

прийти к тем же самым выводам, если отношение <^ опре-
определить условием

а «^ b = \ab = а

йеГ

Из теоремы 1 вытекает, что структуры образуют многообразие
универсальных алгебр с двумя бинарными операциями. ¦
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Легко, видеть, что свойства @) — C), стоящие в ле-

иой колонке, двойственны соответствующим свойствам

правой колонки. Отсюда, ведя индукцию по числу приме-
применений этих свойств, можно установить, что в произволь-
произвольной структуре из справедливости какого-либо свойства,
вписываемого в терминах структурных операций, выте-

вытекает справедливость двойственного свойства.

Теорема 3. Если а <^ с и b ^C d, то a -f- Ъ =Сс -\-
d и ab С cd.

Доказательство. В силу теоремы 1, из усло-

1шя следует, что а -\- с = с, Ь -f- d — d, ас = а и bd = Ь.

11оэтому

(а + Ь) + (с + d ) = (и + с ) + (Ь + d) = с + d

н

(ab) (cd) = (ас) (bd) = ab,
откуда и вытекают требуемые неравенства.

Отображение ф структуры L в структуру L' называется

,-омоморфизмом, если ф (а -\- Ъ) = ф (а) -\- ф (Ъ) и ф (ab) =

ф (а) ф (Ь) для всех и, Ь б i- С помощью теоремы 1 лег-

легко вывести, что всякий гомоморфизм является иэотонным

отображением. Обратное неверно, как это видно из приме-

примера, изображенного на рис. 3. Взаимно однозначный го-

гомоморфизм называется изоморфизмом.

1

<р@)=0, ф (а) = ф (Ь) = <:,

ФA) = 1.

ф
— изотонное отображе-

отображение, но

ф (а + Ъ) = ф A) = 1 ф
=?с+е = ф(а)+Ф (Ъ).

Рис. 3.

Однако справедлива
Теорема 4. Если ф — изоморфизм частично упо-

/> н)оченного множества L на частично упорядоченное
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множество L' и L структура, то L' также структура
и ф является изоморфизмом структур.
Доказательство. Если а', Ь' ЕЕ L', то а' =

= ф (а) и Ь' = ф (Ь), где a, b ЕЕ L. Но тогда ф (a -f 6) >
> а',Ь'. Если у' !> а', Ь', то у > а, Ь, где у' = ф (у). От-

Отсюда v ]> в -f- Ь и, следовательно, у' Г> ф (а -]- Ь). Таким

образом, ф (a. -f- Ь) = ф (а) + ф (Ь). Равенство ф (аЬ) =
= ф (а) ф (Ь) доказывается двойственным рассуждением.

Эквивалентность =, определенная на структуре L,
называется конгруэнцией, если а = с и Ь = Увлечет а -\-Ь =
= с + rf и аЬ = erf. Пусть

= —

конгруэнция на

структуре L. Если а = Ь, то а + Ь s а -f a = о и ab s
=

аа = а, т. е. смежный класс конгруэнции оказывается

подструктурой. Если, кроме того, имеем а <Г х <J Ъ, то а; =

= Ьх = ах — а. Следовательно, смежный класс конгруэн-

конгруэнции является выпуклой подструктурой. Далее рассмотрим
фактор-множество L = Ы =. Обозначая через а смежный

класс конгруэнции =, определяемый элементом а, и

полагая

а -(- Ъ — a -J-
def

def

нетрудно убедиться, что операции определены корректно

и обладают свойствами A) — C). Таким образом, фактор-
фактормножество L превращается в структуру, называемую

фактор-структурой структуры L по конгруэнции =.

Ясно, что естественное отображение является гомоморфиз-
гомоморфизмом, который также называется естественным.

Пусть теперь ф
— гомоморфизм структуры L в структу-

структуру L'. Зададим на L отношение р, полагая

apb =
def

Без труда проверяется, что р
— эквивалентность. Если

аре и bpd, то

ф (a -f Ъ) = ф (а) + ф (Ь) = ф (с) 4- ф (<0 = Ф (с 4- <0
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Ф (ab) = ф (а) ф (Ь) = ф (с) ф (d) = ф (ed).
i идовательно, (а Ц- Ь) р (с -f- d) и (eb) p (cd), т. е. р
п1..тавается конгруэнцией. Эта конгруэнция называ-
i и и ядром гомоморфизма ф.
Теорема 5 (теорема о гомоморфизме). Пусть ф

—

"уоморфизм структуры L на структуру L' up— ядро
чпкго гомоморфизма. Тогда существует такой изоморфизм

i| структуры П на фактор-структуру Lf-p, что о^ф (а) =
а для всех а ЕЕ L, причем через а обозначается образ

1 tr.neHina а при естественном гомоморфизме, определяе-
определяемом конгруэнцией р.
Доказательство. Если а' ЕЕ L', то положим

i| (а') = а, где ф (а) = а'. Если ф (Ь) = а' для некоторого
'¦ ; L, то apb по определению ядра гомоморфизма и, следо-

следовательно, а =Ъ. Так что отображение t|j определено кор-
|м ктно. Если а', V ЕЕ U, то а' -\- V = ф (а -{- Ь), где а' =

ф (а) и V = ф F). Отсюда

г]) («' -f Ь') = а + Ъ = а + Ъ = г|) (в') +^ (&')¦

\иилогично проверяется, что

г]з (а'Ь') = г]з (а')г|з (Ь').

1или г|5 (а') = г]) (Ь') и а' = ф (в), Ь' = ф (Ь), той = Ь,т. е.

ii|i/i. Отсюда
а' = ф (а) = ф (Ь) = Ъ'. .

I in что г]з — изоморфизм. Равенство же грф (а) = а спра-

нгдливо по определению if).
В случае групп и колец каждая конгруэнция однозначно опре-

" ищется любым из своих смежных классов. К сожалению, структу-
структуры, вообще говоря, не обладают таким свойством. Например, кон-

i ||\:шция на трехэлементной цепи, один из классов которой содер-
содержит только нуль, а второй

— все остальные элементы, очевидно,
¦ м.'шчна от диагонали. Однако нуль в обоих случаях является смеж-
смежным классом.

Структура L называется структурой с относительны-

относительными дополнениями, если для всякого элемента с из любого

интервала [а, Ъ] найдется такой элемент d, что с -\- d — Ъ
н id = а. Этот элемент d называется дополнением элемента
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с в интервале [а, Ь]. Дополнение определяется не одн(

значно- Например, в структуре, изображенной на рис.

дополнениями элемента Ъ в интервале [s, 1] являются э

мепты с ж d. Однако элементы а и s служат друг для дру!
единственными дополнениями в интервале [О, Ь]. Структ^
ра с нулем и единицей называется структурой с дополн<

ниями, если каждый ее элемент имеет дополнение в интер
вале [0, 1]. Дополнения в инте{
вале [0, 1] называются просто дб

полнениями.

Теорема 6 (Хашимото
Каждая конгруэнция на структу
ре L с относительными дополн
ниями определяется любим из сво

их смежных классов.

Доказательство. Пуст
= И S; — ДВе КОНГруЭНЦИИ Hi

структуре L, а $ — такой смежны
класс конгруэнции =, что а ~

для любых а, Ь Е 1 3
Лемма 1. Еслих, у >а для

некоторогоd?S и х= у,тох^у:
Для доказательства обозначим через z дополнение;

элемента ху в интервале [а, х -j- у]. Тогда I

Рис. 4.

откуда г

z — z (х -{- у) = zx
=

zxy = a,

1 Поэтому

и, следовательно,
'

х = х (х +у)^х (ху) = ху = (ху ) у S (х + у) у = у.

Лемма 2. Если х, у <^_ а для некоторого а ее $ и>.

х =

Действительно, обозначив через z дополнение элемента!
х -{-у та интервале [ху, а], получим |

2 = z 4- ху = z 4- х = z 4- (^ + У) = я. ]

Отсюда z ее $. Поэтому

= z 4- г/) S; а (х 4" г/) = х + г/
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ii, следовательно,

. х + ху Si х + (х -^ у) ^- (х + у) + у^ ху + у = у.

Лемма 3. Если а ЕЕ $ и & — смежный класс кон-

/ij/лнции = , определяемый элементом Ь^ а, то p'Eg q для

"'.'• р, q ЕЕ (?.

В самом деле, если /> ЕЕ ©, то ар
= аЬ = Ь и а -f- р =

а Ц- fe = а. В силу лемм 1 и 2, имеем яр ^ i и а +
ioS(i, откуда

р = (а + р) р ^: ар ^ Ъ.

1ак что остается только учесть транзитивность отноше-

отношения SJ.
Лемма 4. Если х = у, то х ^ у.

Для доказательства выберем элемент seS и рассмот-

рассмотрим смежный класс® конгруэнции =, определяемый эле-

элементом аху. Ввиду леммы 3 смежные классы конгруэнции
и S, определяемые элементом аху, совпадают. Так как

', у ^> аху, то х ^ у, в силу леммы 1.

Справедливость теоремы непосредственно вытекает из

н'ммы 4.

Остановимся еще на одном свойстве конгруэнции струк-
i у ры с относительными дополнениями. Конгруэнции = и

;-: на структуре L называются перестановочными, если
и.i соотношений ssiHi^d, где а, Ъ, х ЕЕ L, вытекает

'¦уществование такого элемента у €Е L, что а ^ у и у
= Ь.

Нетрудно проверить, .что как диагональ, так и единичная

конгруэнция перестановочны с любой конгруэнцией.
Теорема 7 (Дилуорс). Любые две конгруэнции на

структуре L с относительными дополнениями переста-
перестановочны.

Доказательство. Пусть = и 2ё — конгруэн-
конгруэнции на структуре L, а, Ь, х ЕЕ L, а = х и х ~ Ь. Предва-
Предварительно докажем:

Лемма. Если а ^ х <С. Ь, то для некоторого у ЕЕ

1«, Ь] справедливо а^ у и у
= &.

Действительно, пусть г/ — дополнение элемента х в

интервале [а, Ь]. Тогда

у = Ьу Зёху = а
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у = а -\-у = х-\-у = Ъ.

Теперь, отказавшись от ограничений, наложенных i

лемме, будем иметь

а = а -\- а = а -+- х = а -\- х -{- х^. а -\-Ъ -\- х =

= я -}- Ь + х = b -\- х<^Ъ -\-b = Ь

Применяя лемму, с учетом равноправия
= и 2S, получи!

где а ^ и ^ а -\- b -\- х и Ь <С v <Г в -|- ^ + ж. Отсюда-

и, следовательно, a S; ггу и ггу = fe.

Непустое подмножество / структуры L называется

идеалом, если х, у ЕЕ I влечет a; f !/ё1и*Е/ для всех

t <^ х. Двойственным образом вводится понятие фильтра,-
Если х ?= Ь, то множества zv и жл являются, соответст-

соответственно, идеалом и фильтром, которые называются главными.

Если конгруэнция 0 на структуре L такова, что фактор-
структура L/Q имеет нуль, то без труда проверяется, что

полный прообраз этого нуля является идеалом, который
называется ядерным идеалом конгруэнции9 • Двойственным
образом определяется ядерный фильтр. Конечно, нуль

структуры и ее единица (если они есть) принадлежат вся-

всякому идеалу и фильтру, соответственно. Ядерный идеал

[фильтр] ядра гомоморфизма <р называется ядерным идеа-

идеалом [фильтром] этого гомоморфизма. В отличие от групп и

колец, не всякий идеал структуры является ядерным.

Например, множество / = {0, a, b, s} элементов структу-

структуры, изображенной на рис. 4, является идеалом. Если бы
он был ядерным идеалом конгруэнции =, то имели бы
место соотношения с=Ь-|-с=1> и rf=b-[-rf=l.
Отсюда 0 = cd = 1, что влекло бы 1 Е /.

Теорема 8. Если S — фильтр, а I — идеал струк-
структуры L, то пересечение S [\ I является выпуклой под-

подструктурой структуры L. Всякая выпуклая подструкту-
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l'ii иредставляется в виде такого пересечения. Если фильтр
и uitt'uA являются ядерными, то их пересечение является

i о. четям классом некоторой конгруэнции.
Доказательство. Ясно, что пересечение S (~j

i / — подструктура. Если а<г<Ьи а, Ь G 5 fl A
in i¦ с-Е S, поскольку» ЕЕ S, и х ЕЕ I, ибо Ъ ЕЕ: I- Наоборот,
|-| щ V — выпуклая подструктура, то рассмотрим множе-
i S = \jiA. Ясно, что SE 5 влечет х ЕЕ S для всех

»ev

i s. Если s', s" ?Е S, то s' > г/ и s" > v", где у', у" ЕЕ
I7. Но тогда s's" > v'v" ЕЕ F, т. е. s's" ЕЕ S. Следователь-

ii", S — фильтр. Двойственным рассуждением проверя-

i-irit, что множество / = U v* является идеалом. Ясно,

'I'" V С S П !• Если жехеХ П I, то для подходящих

i , и" е F имеем г/ < ж ^ у". В силу выпуклости подст-
\<\ итуры F, отсюда следует, что х е V. Так что S (] I с

К. Пусть, паконец, I ж S являются ядерными идеалом
м фильтром конгруэнции р и 0, соответственно. Рассмотрим
мнимое произведение Н фактор-структур L/p и Ь/а. Пусть
/

- гомоморфизм структуры L в это прямое произведение,
определяемый равенством % (х) = (ф (х), t|j (x)), где ф и

f
- естественные гомоморфизмы. Легко проверяется,

'iil)yeF = /QiSf тогда и только тогда, когда % (v) =

(О, 1). Поэтому V оказывается смежным классом ядра

i пмоморфизма %.
Идеал S структуры L называется стандартным, если

мн любых а, Ь ЕЕ L и s GE S неравенство а <С Ь -\-s вле-

'нт а = х -\-t, где z "С Ь, t Ez S. Легко видеть, что нуле-
I'nii идеал стандартен. Стандартным идеалом является и
i uia структура. В структуре, изображенной на рис. 4,
н к'ал5 v является стандартным, а идеал av — нестандартен.

Т е о р е я а 9 (Гретцер — Шмидт). Всякийстандарт-
4 1,1 Ц идеал S структуры L является ядерным идеалом кон-

/и/онции G, определяемой условием:

def

х + у = ху т)- s для некоторого s El S.

Доказательство. Сначала докажем несколько
П'ММ.

Лемма 1. Если s ЕЕ S, то для любых х, у ЕЕ L най-
• 'ппся элемент t ЕЕ S такой, что х (у -{- s) = жг/ + ?.
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В самом деле, поскольку х (у 4- s) <С у -\- s, то х (у
-f«) = i-fl, где b <C у, (?s. Но

Ъ < ж (г/ 4- *)< ^

и, следовательно, Ъ <С ху. Отсюда

х (и 4- s) = х (и 4- s) 4- xii = b -\-t 4- ху = ху Л-t

Л е м м а 2. 2?&ш i-|-j=e -fs, где х, у €= L, a

<C xy, s ?= S, mo xQy.
Действительно, имеем

x+y = Xy+x4-y = xy+a+s = xy+s,

что и требовалось.
Лемма 3. Если xQy, yQz и у ^ х 4- z, /?го жбг.

Действительно, по определению имеем

х 4" У == ху —\~ s

и

у +z
^= yz 4- s",

где s', 5" ЕЕ S. Ввиду леммы 1 найдутся такие V, t" ее
что

'

ху = ху (у 4-2) = ху (yz 4- s") = жг/z 4- v

и

г/z
= yz (x 4- г/) = yz (ху 4- *') = xyz 4- *"• j

Поэтому
х 4- z = а; 4- У + z = ху 4" 2/z + s' 4- s" = ':

= xyz 4- С 4" ^" ~\~s> ~\~ s"i
откуда i
x -]- s — xz --j- a^tyz -j \i> ~\- * -f- л -\- о )

— *

—
тт I (t1 I /" Л - «?' _L <?^-Lij —j- yl> —j— t —)— о —)— о .

и, следовательно, a;0z. ;

Лемма 4. Если х%и и yQv, то (х -\- у)в(и -\- v} \

xyQuv. ;
В самом деле, из определения отношения 6 получаея

х 4- и — хи 4- s
'

и

у -\- v = yv + s"



S 4. СТРУКТУРЫ 61

i 111 подходящих s', s" ЕЕ S. Отсюда выводим

(x + у) + (и + v) = (xu + yv) -\- s' + s".

Нискольку
1" hF<(^+?)(» + ») + B: + У) (и + v) =-

= (Ж + у) (М + 17),

ii i леммы 2 вытекает, что (х -\- у) 0_(ы -|- г;). Далее, приме-
примени и лемму 1, получаем

i и |- uv = (ху + uv) (х -\- и) (у + v) =
= (ху + иг;) (жи + »') (У«7 + s") —
= (жу + мг») [(жм + s') yv + Щ =

= (жг/ -|- wz;) (xuyv -\- s -\-Щ = гиг/г; + s,

i и' 5, S, s €E S. Следовательно, xyQuv.
Лемма 5. 6 — конгруэнция.

Поскольку рефлексивность и симметричность отноше-

отношения 6 очевидны, для доказательства ввиду леммы 4 доста-
тчно установить транзитивность этого отношения. Если

HI// и yQz, то из леммы 4 вытекает

xQyQ(x + y + z),

hi куда, в силу леммы 3, следует, что xQ(x -f- У + z). Еще раз

применив лемму 4, получаем

ж = ж (ж + zN (ж -|- у -j- z) (ж -|- z) = ж 4- z.

I • ниду равноправия х и z имеем

ж9(ж 4- z)8z,

тюле чего соотношение xQz вытекает из леммы 3.

Для доказательства теоремы остается установить, что

л1 совпадает с ядерным идеалом конгруэнции 6. Однако,
i тли s ЕЕ S, то для всякого х ЕЕ L имеем

xs 4- s = xs-s 4- 5>

i е. xsQs. Таким образом, S является нулем фактор-струк-
фактор-структуры L/Q, что и требовалось.

Обратная теорема, к сожалению, неверна: нестан

тртный идеал av структуры, изображенной на рис. 4
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является ядерным идеалом ее гомоморфизма на двухэ

ментную цепь. Некоторым утешением может служить

Теорема 10 (Гретцер — Шмидт). Ядерный ид*

любой конгруэнции структуры с относительными доп

нениями является стандартным идеалом.

Доказательство. Пусть L — структура с
носительными дополнениями и S — ядерный идеал

гомоморфизма <р. Если а, Ъ ЕЕ L, s ЕЕ 5Аи а b

обозначим через z дополнение элемента аЪ в

[abs, а]. Тогда а = ab -\- z и

Ф (z) = ф (z (Ь + sj) = ф (z) ф (Ь + s) = ф (z) ф (Ь) =
= ф (za) ф (Ь) = ф (z (ab)) = ф

т. е. z ЕЕ о.

Фильтр S структуры L называется стандартна
если для любых а, Ъ ЕЕ L и s ЕЕ ? неравенство а !>
влечет а = xt, где х > Ь и г ЕЕ ?. По принципу двойстве
ности из теоремы 9 вытекает

Теорема 11. Всякий стандартный фильтр
структуры L является ядерным фильтром конгруэнции
определяемой условием:

у = (х +• у) s для некоторого
def

В связи с тем, что не всякая структура полна, предста
ляют интерес критерии полноты, два из которых приводя

ся ниже.

Теорема 12. Если всякая подструктура структ

ры L с нулем имеет точную верхнюю грань, то L поли

Доказательство. Непосредственно из уел
вия вытекает, что L содержит единицу. Если А — неп(

стое подмножество структуры L, то ввиду существоваш

нуля нижний конус Av не пуст. Нетрудно проверить, чг

Av — подструктура. В силу теоремы 1.8, имеем

inf А = sup Av,

после чего остается только применить теорему 3.1.
'

Теорема 13 (Дэйвис). Если всякое изотопное оЩ
брожение структуры L в себя имеет неподвижную
то она полна.
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Доказательство. Предварительно установим:
Лемма 1. Если С— цепь из L, то существуют

npL С и infr, С.

Для доказательства, воспользовавшись теоремой 2.3,
погрузим С в некоторую максимальную цепь D. В силу

н'оремы 3.3, существует элемент с == supc С. Если vEzL
ii о ;> х для всех jgC, to cv ]> х для всех х ее С. Если

. ее ? и z ;> с, то z ;> сг?. Если zGjDhz^c, to z^x для

некоторого igC, Отсюда cr^=sa:!>z. Таким образом,
'.цемент сг» сравним со всеми элементами цепи D и ввиду

и; максимальности принадлежит ей. Поэтому v !> cv !> с,
i. е. с = supL С.

Второе утверждение доказывается двойственным рас-
рассуждением.
Лемма 2. L содержит нуль и единицу.
Для доказательства, воспользовавшись теоремой 2..Я,

шлделим в L некоторую максимальную цепь С. В силу
леммы 1, существует w = sup С. Если igi и x^w,
то а; + и? ^> w. Отсюда следует, что х -\~ w {? С и что,

присоединив к С элемент х -\- w, снова получим цепь.
• Н'о, однако, противоречит максимальности цепи С. Сле-

Следовательно, w = 1. Существование нуля доказывается двой-
двойственным рассуждением.

Переходя к доказательству теоремы, рассмотрим не-

непустое подмножество А структуры L. В силу леммы 2,
нижний конус Av не пуст. Воспользовавшись теоремой
1!.3, выделим в j4v максимальную цепь С. В силу леммы 1,
существует а — sup С. Так как А с: СА, то Л с: ад,
м силу определения точной верхней грани. Поэтому а ?Е A v.
Ксли а:«ЕЕ^v, то й + xEzAvna + ж!>а. Если а -]- ж ^> а,
го получаем возможность увеличить цепь С, вопреки ее

максимальности. Если же а -\- х = а, то х <^ й. Таким

образом,,й = inf Л, и остается только применить тео-

теорему 3.1.

В связи с полными структурами оказываются умест-
уместными и такие определения. Подструктура Н структуры L
называется полной, если для всякого подмножества А а. Н
из существования а = supi, А [а = т$ь А] вытекает, что

а (ЕЕ Н. Как уже отмечалось, в этой ситуации имеем

а = supH A [a = infH А]. Примером полной подструктуры
может служить интервал. Пересечение любого множества



64 § 4- СТРУКТУРЫ

полных подструктур, очевидно, является полной подструк

турой. Поэтому среди полных подструктур, содержащие
данное множество 50J, существует наименьшая, про кота

рую говорят, что она вполне порождается множеством '•

Например, единичный отрезок [0, 1] действительных чисег

вполне порождается открытым интервалом @, 1). Идеа;
[фильтр] называется полным, если он является полно?

подструктурой. j

Гомоморфизм ф структуры L в структуру L' называется

полным, если для всякого подмножества A cz L, для кото-

которого существует supL A[mlL А], справедливо <р (supx. A) ='.
= supL< ф (А) [ф (infL A) = infr/ф (А)]. Из теоремы 1.5

легко вывести, что изоморфизм является полным гомомор-

гомоморфизмом. Примером неполного гомоморфизма может слу-

служить отображение действительного отрезка [0, 1] в двух-

двухэлементную цепь, задаваемое условиями: ф A) = 1 и

ф (я) = 0, если О <С х <^ 1. Нетрудно проверить, что ядер-

ядерный идеал [фильтр] полного гомоморфизма полон.

Теорема 14. Если ф
— полный гомоморфизм пол-

полной структуры L на структуру L' и а' ?Е ?', то множество

I = {х | х ЕЕ L, ф (х) = а'} является интервалом.

Доказательство. Пусть а = inf / и Ъ = sup /.

Если х е [а, Ь], то а' = ф (а) *С ф (х) *С Ф (Ь) = а', т. е.

[а, Ъ] cz I. Обратное включение очевидно.

Заметим, что полнота гомоморфизма для этого резуль-
результата существенна: полный прообраз нуля в приведенном
выше гомоморфизме отрезка [0, 1] на двухэлементную
цепь интервалом не является.

Упражнения

1. Доказать равносильность следующих свойств элементов а

и Ъ произвольной структуры:

а) а <^Ъ; б) а ^ аЪ; в) а + b ^ Ъ.

2. Всякий минимальный [максимальный] элемент структуры

является нулем [единицей].
3. Если а -\- Ъ -\- с — abc, то а = Ь = с.

А. Во всякой структуре справедливо равенство

(ab + ас) (ab -j- be) = ab.

Л. Дчкплип. ршшосильность следующих свойств структуры L:

и /, ц(чц.; fi) пси иодмкожоства из L являются подструктурами;



'

§ 4. СТРУКТУРЫ 65

и) всякий гомоморфизм частично упорядоченного множества L

нвляется структурным гомоморфизмом; г) а = be влечет а = Ъ или

¦I = С.

6. Подмножество / структуры L является идеалом тогда и

только тогда, когда включения а, 6 ?Е / и а + 6 е I справедливы
одновременно.

7. Идеалы и только они служат полными прообразами нуля
мри некотором U-гомоморфизме (отображениеф структуры L в струк-

структуру L' называется {J-гомоморфизмом, если ш (а + 6) = ш fa) -f-
Ь ф (*>))•

8. Всякий простой идеал служит ядром некоторого структур-
структурного гомоморфизма (идеал Р называется простым, если аЪ ? Р
плечет а ЕЕ. Р или Ь <= Р).

9. Подструктура .Р структуры ? является простым идеалом
тогда и только тогда, когда L\P — простой фильтр (фильтр F
называется простым, если a -j- b ?E F влечет a Ez F или b s F).

10. Доказать, что идеалы произвольной структуры L образуют
структуру и что полнота этой структуры равносильна наличию нуля
и структуре L.

11. Если структура удовлетворяет условию максимальности, то

псе ее идеалы являются главными. Сформулировать и доказать

двойственное утверждение.
12. Всякую структуру можно, добавив не более трех элементов,

иложить в структуру с 0 и 1, каждый элемент которой обладает до-
дополнением.

13. Структура с 1, удовлетворяющая условию минимально-

минимальности,— полна.

14. Для полноты структуры необходимо и достаточно, чтобы

все идеалы /, удовлетворяющие условию Is? = /, были главными.

15. Упорядоченное произведение структур является структу-
структурой.

16. Упорядоченная сумма структур Ра, a g L, является струк-
структурой тогда и только тогда, когда L — структура и а + (В фа, (В
влечет существование нуля в структуре Ра+р и единицы в струк-

структуре Pag.

5 Л. А. Скорняков
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В отличие от произвольных универсальных алгеб:
понятие свободной структуры оказывается весьма емк

в связи с возможностью внести порядок в базисное множ
ство и рассматривать различные аспекты сохранени
свойств получившегося частично упорядоченного множ<
ства при вложении его в свободную структуру.

Пусть Р
— некоторое частично упорядоченное множ<

ство. Подмножество А множества Р называется суммирую
мым [перемножаемым], если существует sup A [inf A
Выделим в Р некоторые системы 31 к 95 суммируемы
и перемножаемых множеств, соответственно. Структура
называется (91, %>)-свободным расширением множества .

если:

A) существует изоморфизм 9 частично упорядоченного
множества Р в структуру F; !

B) F порождается множеством 9 (Р); !

C) если М ЕЕ 21, то sup*- @ (М)) существует 1

supF (9 (М)) = 6 (supP М); !

D) если N ЕЕ 95, то infF (9 (N)) существует 9

inf, (9(/V)) = 6 (infp Лг);
E) если ф — изотонное отображение частично упорядо-i

ченного множества Р в некоторую структуру L, причем
для любых М ЕЕ 91 и N Е; 95 существуют supL (ф (М)) и

infL (ф (N)), совпадающие с ф (supp M) и ф (infp N)\
соответственно, то существует такой гомоморфизм г|) струк-
структуры F в структуру L, что г|) (9 (х)) = ф (х) для всех

Важнейшими частными случаями являются свободное

и вполне свободное расширения. Первое из них возникает,
когда 91 состоит из всех суммируемых, а 95 — из всех

перемножаемых пар множества Р, второе — когда как 91 j
так и 95 совпадают со множеством всех сравнимых пар.)
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' нободное и вполне свободное расширения тривиального
частично упорядоченного множества совпадают. Соответ-
i твующая структура называется свободной. Свободное

расширение кардинальной суммы структур называется их

< иободным произведением. Все эти определения вполне со-

i пасуются с употребляемыми в теории универсальных
¦и) гебр.

Для решения вопроса о существовании (Ш, ®)-свобод-
мого расширения частично упорядоченного множества Р

инедем понятие слова. Именно, словами веса 0 назовем

•лементы множества Р. Слова веса п определим как выра-

¦кония А -\- В и АВ, где А и В — слова меньшего веса,

i лова А и В, а также все их подслова называются подсло-
1-ими слов А -\- В ж АВ. Конечно, вес слова при этом не

определяется однозначно. Однако среди весов, отвечающих

чанному слову А, существует наименьший, который будет
обозначаться символом w (А). Его в дальнейшем и будем
называть весом слова А. Слова А и В веса 0 считаются

равными (в обозначениях: А = В), если они равны как

«лементьт множества Р. Равенства А + В = С -f- D и

IB = CD, no определению, имеют место тогда и только

югда, когда А = С и В = D. Слова веса 0 и слова вида

\В называются \}-неразложимыми, а слова веса 0 и

слова вида А-{¦ В —[\-неразложимыми. Представление
слова А в форме

А = Ах+ А2 + ... + Ат, E1)

где At— U "неразложимые слова и имеется в виду неко-

некоторое распределение скобок, называется (J -каноническим

представлением. Представление слова А в форме
А ш= АгА9 ... Ат, E2)

где Ai — П -неразложимые слова и имеется в виду неко-

некоторое распределение скобок, называется (~| -каноническим
представлением. Легко понять, что для каждого слова оба

:>ти представления существуют и определяются однознач-
однозначно. Однако хотя бы для одного из них т = 1. Если т ^> 1,
то веса слов А{ меньше веса слова А. Значением v (A)
«лова А веса 0 назовем элемент А. Значение v (А) слова А

<• U -каноническим (соответственно, с П -каноническим)
представлением E1) (соответственно, E2)) определяется
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в случае, когда для всех i определены значения v (A
и множество (v (At) | i = 1, ..., т) принадлежит систеа

91 (соответственно, системе 35). При этих условиях пол1

Гаем

v(A) =

(соответственно, v (A) = infp {v (At)}). \

Так что значением слова служит однозначно определяв
мый элемент из Р. Однако не всякое слово имеет значений

На множестве слов определим отношеню

<^ (га = 1, 2, ...), полагая

и, еели га

1

1,

def

А = В или v v(B)

п def

0) ^<<
n-l

ИЛИ

(ii) A ~

2 и С<^В для некоторого слова С?
П-1 •

А +
представление и /

или

(Ш) А ~

ставление и

или

(iv) В~

iAx..

ТЬ—Л.

Вх...
ставление и А <<

или

(v) В =

п-

iBt+.
представление и

= 1,. .., т.

. . . + Ат — у -каноническое

.4«^ В для веех i — 1, ..., /re;
n-l

. Ат— р| -каноническое пред-
5 для некоторого i= \,...,m;

Вт — П -каноническое пред-

В4 для всех i— \, ... ,т;
i

.. . гЬ 5ТО — (J -каноническое
Л «^ В4 для некоторого i —

Предложение 1. .4 для всех п.

п

Действительно, при га = 1 лемма справедлива по опрв!

делению. Если же А <Г А и А <; Л, то, применяя правши
»-1 П-1

(i), имеем Л <^ А.
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Предложение 2. Если А < В и то > га, то

т

Действительно, из условия и леммы 1 вытекает, что

I <^ В и В <^ В. Применяя правило (i), получаем А <! В.
п п я+1

/(алее по индукции.

Теперь положим

для некоторого п.

def
" ~

Предложение 3. Отношение <J рефлексивно и

шранзитивно.

Действительно, рефлексивность отношения «^ сразу
г .подует из предложения 1. Если А ^ В и В <^ С, то,
н силу предложения 2, можно считать, что А «?Г В и В <^ С

п п

I 1я некоторого п. Применяя правило (i), получаем А <[ В,

г. е. А < В.

Предложение 4. АВ <^ А < .4 -f- В и АВ ^

В самом деле, еели С = А + 5, а

5 = ^ + ... +Вп

- U -канонические представления, то, согласно предло-

.кению 1 и правилу (v), С > At для всех i = 1, ..., т.

Ивиду правила (ii) отсюда следует, что С !> А. Аналогично

проверяется, что С > В. Неравенства АВ <^ А, В дока-
шлваются двойственным рассуждением.
Предложение 5. Если С <^ А, В, то С «^ АВ.

Для доказательства рассмотрим (~| -канонические пред-

представления

Тогда

АВш(Л1...Ат)(В1...Вп)
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— также П -каноническое представление. Из предложе
ний 3 и 4 вытекает, что С <Г Аь, Bj{i = 1, ..., т

/
— 1, ..., п), после чего, в силу правила (iv), имеев

с<:ав. \
Двойственным рассуждением доказывается
Предложение 6. Если А, В <^ С, то А -\- В <[ С,

Предложение 3 и теорема 1.3 позволяют рассматривать

фактор-множество F множества слов по эквивалентности р,
определяемой условием

uet

Согласно теореме 1.3, отношение <^ индуцирует порядок
на множестве F. В дальнейшем само слово А и его образ
при естественном отображении на F будем обозначать

одним и тем же символом. Запись А =В означает равенство
элементов в множестве F. Для обозначения равенства
слов А ж В, как и раньше, будем использовать запись:

А = В.
Из предложений 4—6 непосредственно вытекает

Предложение 7. Частично упорядоченное Мно-

Множество F является структурой, причем А -\- В —

= sup {А, В} и АВ = inf {А, В}.
Далее рассмотрим частично упорядоченное множество Q

целочисленных строк, указанное в теореме 2,10, и дока-

докажем следующее утверждение:
Предложение 8., Если

q = (т1, ..., тп) е Q,

mi тп2 тп-1 7Пп

и не существует значений v (A^, ..., v (Ап-г), то строка

г = fa, ..., rs)<g
такая, что

существует в следующих случаях: 1) А^ = ^s+i ^ля неко-

некоторого к; 2) для некоторого к неравенство ^ установлено



§ 5. СВОБОДНЫЕ СТРУКТУРЫ 71

¦ помощью правила (i); 3) для некоторого к фп нера-
тнство «С установлено с помощью правил (iv) или (v),

и/шчем эти правила не применяются для установления
и гравенств <^ при j ^> к; 4) для некоторого k =fc 1 неравен-

¦ '"«о < установлено с помощью правил (ii) мдц (iii), причем

>ти правила не применяются для установления неравенств
при j <^ к.

'")
Действительно, в случае 1) имеем

Ао < . . . < Ак_х < Ак+1 < . . . < Ап,

¦ito позволяет положить

г = (mx, ..., mfe_l5 fnft+1, ..., mn).

I! случае 2) должно быть

для некоторого слова С. Следовательно,

Ао < • • • < 4/c-i < С < 4S < .. . < Ап
mi mk-i тк~1 тН~1 тЬп тп

И МОЖНО ПОЛОЖИТЬ

г = (щ, ..., тпк-и тк — 1, mk — 1, mh+1, ..., т„).

Н случае 3) при применении правила (iv) имеем {] -кано-
-каноническое представление]

Конечно, можно считать, что p==fcl и случаи 1) и 2) места не

имеют. Поэтому неравенство <^ может устанавливаться с по-

тк+1

мощью правил (ii), (iii), (iv) или (v). Однако применение

правил (iv) или (v) противоречит выбору номера к. При
применении правила (ii) имеем Ак <^ А^^у, что позволяет
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ПОЛОЖИТЬ

г = {ту, ..., mh, mk+1
— 1, mfi+2, ..., mn).

Таким образом, остается допустить, что неравенство
v

установлено с помощью правила (ш). Но тогда для нексн

торого i имеем Вг <; Ak+1, а для всех г — Ак_г ^ BtJ,
mk+1-l mk-i )

Следовательно, для подходящего номера i справедливо

и можно положить

г = {ту, ..., mh-1, mk—{, mh+1
— 1, mk+i, ..., mn).

Если же неравенство ^ установлено с помощью правила

(v), to имеем U -каноническое представление

Ak = Бг + ... + В?.

Как и выше, убеждаемся, что можно ограничиться рас-

рассмотрением случая, когда для установления неравенства

<^ применяется правило (ii). Следовательно, ^4jj_i ^ Вг

для некоторого ii?, <С ^>+1 для всех г. Поэтому для

подходящего г справедливо

и строка

г = (tKj, ..., m^-!, mfe — 1, /nft+1 — 1, mk+2,

Случай 4) рассматривается двойственным образом.
Предложение 9. Если

{тг, ..., тп) е<?,

и существуют значения v {Ао) и v {Ап), то

v {А0) i
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Для доказательства рассмотрим множество Т всех

таких строк, для которых предложение 9 не справедливо.
1(]сли Т — пусто, то все доказано. В противном случае,
согласно теореме 2.10, множество Т содержит минималь-
минимальный элемент q

= (m^, ..., mn). Так что

v (А0) <р* (An). E3)

д = A), то, по определению отношения <J, имеем

Г

А0^А1 или v (А0) ^р v (AJ, что несовместимо с E3).
13сли существует значение v \At) при i фО, п, то, в силу

минимальности q и очевидных неравенств (щ, ..., mt) <^ q
и (mi+1, ..., mn) <С Я.1 имеем

v (Ао) <Р v (Аг) <pf (An),

что опять противоречит соотношению E3). Таким образом,
оказываются выполненными условия предложения 8 и

минимальность q влечет неравенства тп^, тпп^>1 и нали-

наличие одного из следующих случаев:

2ii) неравенство «^ установлено с помощью правила (ii);

2iii) неравенство <^ установлено с помощью правила

(Hi);
'

3iv) неравенство *^ установлено с помощью правила

(iv).
3v) неравенство -^ установлено с помощью правила (v).

Случай 2ii). Имеем U -каноническое представление

А0 = Вг+ ... + Вт,

причем Вг ^ Аг для всех I. Поскольку

то для всех i существует v (Вг). Так как

(щ — 1, гщ, ..., тп) <^ q,

то v (Bt) ^pV (An) для всех i и, следовательно, v (Ай)
C(A) E3)

(t) ^p () д
<Cpv(An), вопреки E3).
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Случай 2ш). Имеем Q-каноническое представле»
ние

Ао з= Вг ... Вт,

причем, например, Bt <C Av Так как

v (A,) = v (В,) ... v (Вт),

то i0^ Bv Поскольку

A, т1
— 1, m1? ..., тп) <С 9.

то v (Ao) <^Pv (Ап), вопреки E3).
Случай 3iv). Имеем П -каноническое представление

Ап = Вх ... Вт,

причем Ап_1 <; В{ для всех i. Кроме того, для всех i cy-

mn-l

ществует v (Bt). Поскольку

(ту, ..., т„_!, тпп — 1) •< д,

то v (Ай) ^Pv(Bi) для всех i, откуда г; (Л0)<яг; DП),
вопреки E3).

Случай 3v). Имеем U -каноническое представление

An = Bt + ... + Bm

и, например, Ап г <; Вг. Кроме того,
'тгГ1

v (An) = v (Вг) + ... + V (Вт),

откуда В1 <^ Ап. Поскольку
1

тпп
— 1, 1)< ?,

имеем г; (j40) -^p v (An), что противоречит E3).
Предложение 10. Если

q = (mL, ..., mn) e <?,
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,l,i имеет U-каноническое представление

An = D1 + ... +Dt

а существует значение v (Ай), то или существует значение
I- (Ап) или Ао <^fDj для некоторого / = 1, ..., t.

Для доказательства, как и в случае предложения 9,
можно предположить, что q — минимальный среди эле-

элементов частично упорядоченного множества Q, для которых

предложение 10 Не справедливо. Если q
= A), то суще-

существует значение v (An). Если существует значение v (At)
для некоторого i фд,п, то, поскольку {mi+1, ..., тп) <^ q,
для некоторого / имеем Ао <^р At «^? Dj. Если неравен-
неравенство <^ установлено по правилу (iv), то Лп_! ^ Ап, что

приводит к противоречию с выбором д. Ввиду предложе-
предложения 8 остается допустить, что или неравенство^установле ¦

п-п

но по правилу (у),или же неравенство ^ установлено с по-

мощью правил (ii) или (ш). При первом предположении
имеем Ап х ^ Dj для некоторого / и, следовательно,"

V1
Ло <^F Dj. Второе предположение влечет наличие пред-

представлений

АоттС1 + ... +CS
ИЛИ

A q = Oj ... Ls,

причем Ci «C^i для всех I или для некоторого I, соответ-
mi-l

ственно. Ввиду существования значения v (Ci), для этих

/ и подходящего / имеем неравенства Cj ^y Dj, из которых
вытекает, что Ао ^.F Dj.

Двойственным рассуждением доказывается

Предложение 11. Если Ао <^р Ап, Ао имеет

П -каноническое представление Ао == Сг ... Csu существует
тачение v (An), то или существует значение v (A^) или

Ct <LF Ап для некоторого i — 1, ..., s.

Далее имеем

Предложение 12. Если

q = (щ, ..., тп) е Q,
А0=г Сг ... Cs
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... +Dt
— (]'- u U -канонические представления, не существую)
значения v (Ао) и v (Ап) и

^o'C^i^ • • • *С Л„1
7П1 ГПг т

то Ct <^ D] для некоторых i и j.

Для доказательства, как и раньше, предположим, чт

q — минимальный среди элементов частично упорядочев

ного множества Q, для которых предложение 12 неспра

ведливо. Допущение, что неравенство ^ установлено

правилу (ii) или ^ — по правилу (iv), приводит к про-

противоречию с выбором q. Если v (Ah) существует для не^
которого к, то, в силу предложений 10 и 11, для некотсн

рых i и / имеем •¦

В противном случае из предложения 8 вытекает, что или

неравенство <^ устанавливается по правилу (Hi), или же

неравенство «^ устанавливается по правилу (v),. В первом
тп

случае для некоторого i справедливо Ct ^ А1. Если
mi-l

v (Ci) существует, то Ci^Dj для некоторого /, в силу

предложения 10. Если же v (Ct) не существует, то полу-

получаем то же неравенство, заметив, что Сг является своим

собственным f| -неприводимым представлением и что

(wij — 1, т2, ..., тп) .<^ q.

Второй случай рассматривается двойственным образом.
Предложение 13. Если А — supF {Аг, ..., Ат)

и существуют значения v (A), v (At), ..., v (Лго), то

v (A) = supP {v (Aj), ..., v (Am)}.

Действительно, поскольку А >*• At для всех i, то,
согласно предложению 9, v (A) >p v (At) для всех L

Если х е Р и х >?» (At) для всех i, то, рассматривая х

как слово нулевого веса, будем иметь х >» At для всех L
i
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Следовательно, х ~^р А и после вторичного применения
предложения 9 получаем x~>Pv(A). Таким образом,
к (А) = supP {г; (AJ, ..., v (Am)}.

Двойственным рассуждением доказывается
Предложение 14. Если А — ialF {Аг, ..., Ат)

л существуют значения v (A), v (AJ, ..., v (Am), то

v (A) = infp {г; (А±), ...,
v (Am)}.

Теорема 1 (Дилуорс — Ден). Если % и 35 со-

состоят только из конечных подмножеств, то структура F

является (Ш, ^-свободным расширением частично упоря-
упорядоченного множества Р.

Доказательство. Будем последовательно про-

проверять, что структура F обладает свойствами A) — E),
входящими в определение (Ш, Я5)-свободного расширения.

A) Если а е= Р, то обозначим через 0 (а) слово а веса 0.

Если a, b ЕЕ Р и а <р Ь, то v (9 (a)) = o»(i (Ъ)) = Ь,
откуда 9 (а) «^ 9 F). Если же 0 (а) <^ 0 F), то

откуда, в силу предложения 9, вытекает

а = v (9 (а)) <Р v (9 (Ъ)) = Ъ.

В частности, если 0 (а) = 0 (&), то а <^Р Ъ <^Р а, откуда
а = Ъ. Так что 0 — изоморфизм частично упорядоченного

множества Р в F.

B) Легко выводится из предложения 7.

C) Если М Е 3(, то М состоит из конечного числа эле-

элементов. Пусть это будут элементы ах,..., ат. Составим слово

А = 0 К) + ... + 0 К,)

(имеется в виду некоторое распределение скобок). Так

как v (A) = v (9 (v (А))), то А < 6 (г; D))< А, т. е.

1 1

А '= 0 (г> D)). Отсюда с помощью предложений 7 и 13

выводим

supF Q(M)=A =Q(v(A)) = Q (supP M).

D) Проверяется двойственным рассуждением.
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E) Пусть ф и L имеют тот же смысл, что и в форму1
лировке этого свойства. Для слова А веса 0 положи!

i|) (А) = ф (v (А)). Для слова А веса w ^> 0 рассмотри]
его U - и f] -канонические представления

А = АХ + ... +Ah

В одном и только в одном из этих представлений в правой
части равенства стоят слова веса меньшего, чем w. Если это

имеет место для первого представления, то положим

(A,) |i = 1, ..., h),

а если для второго, то

$(А) = infi {^ (A,') \i = l, ..., h'}.

Убедимся, что если v (А) существует, то

яр (А) = Ф (» (Л)). E4)

Действительно, для слов веса 0 это справедливо по опре-

определению. Для слова большего веса, используя индуктив-
индуктивное предположение и учитывая, что в рассматриваемом

случае совокупность значений членов у -канонического

[соответственно, f| -канонического] представления лежит

в Sf [соответственно, в 35], имеем

гр (А) = supL to (At)} = supi (ф (v (At))} =
= Ф

или

ф (Л) = infb {гр ИЙ} = inf? {ф

Далее установим, что Л «С # влечет гр (Л) ^t гр E).
я

В самом деле, если п = 1, то при Л г 5, очевидно,
имеем г|з (Л) <Г^ яр (Б). Если же v (A) *S^p v (В), то с по-

помощью E4) получаем

гр (А) = ф (» (Л)) < Ф (v (В)) = ф E).
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Если А <Г 5, то в случае применения правила (i), исполь-
п

луя индуктивное предположение, получаем

При применении правил (ii) или (iv) для всех i — 1, ..., т

имеем г|) (At) «d,^ (В) или ф (A) <Г? t|) Eг), соответствен-

соответственно. Поэтому справедливо

или

ф (Л) <L mfL (ф E^)} = ф E).

Если же применяются правила (iii) или (v), то для неко-

некоторых номеров г0 и /0, соответственно, имеем ip (A^) ^
< (S) или -ф (^4) <?гр E;-0). Отсюда

гр (Л) = infL {ф (At)}
или

ф (A) <L г|) (S/o) <L sup {$ (В,)} = ф (В).

Таким образом, A <^F В влечет ф (A) ^L г|) E). В част-

частности, если А = В„ то i|) (Л) = i|) E). Следователь-
Следовательно, г|) является изотонным отображением структуры F
в структуру L, причем г|) @ (а;)) = ф (г> @ (х))) = ф (х)
для всех ?€=,Р. Если С = Л + 5, то запишем U"KaH0HH"
ческие представления

А = At+ ...-{-Ат
и

В = 5Х +•••• -f" ¦??»•

Учитывая теорему 1.4, получим

Ъ(А+В) = supL {ф DJ, ...,г|; (Ап),$ (В,), ..., ф E„)}=
= supt {supL {г(з (Л{)}, supL {г|з (^)}} =

= supr. {ф (А), ф E)} = ф (Л) + гр E).

Двойственное рассуждение приводит к

Следовательно, ijj — структурный гомоморфизм.
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Свободное расширение тривиального частично упоря

доченного множества, состоящего из п элементов хъ ..., хп,

будем обозначать символом FL (га). Элементы хг, ..., х,
называются свободными образующими. Легко проверяется,!
что FL B) является чет,ырехэлементной структурой, изо-

изображенной на рис. 5. Элементы а и Ь являются ее свобод-
свободными образующими.

Теорема 2 (Уитмен). Элемен-
Элементы щ, ..., ит структурыF = FL (га)
являются свободными образующими
порождаемой ими подструктуры
тогда и только тогда, когда для

о «^ fb. всякого I = 1, ...,
т имеем

Щ < Щ. + ¦•¦ + Щ-1 + Щ+1 + •••

- +.и» E5)

и

щ > их ... Ui-^t^ ... ит. E6)

Доказательство. Подструктуру структуры
F, порожденную элементами^, ..., ит, обозначим через U.

Если U = .PL (m) со свободными образующими Mlt ..., ит,

но, например,

«», < "i + •¦• + «m-l
ИЛИ

»м > «1.— "ш-1.

то отобразим множество Mj, ..., um в FL B) (рис. 5), поло-

положив ф (ито) = а и ф (мх) = ... = ф (mw_i) = Ь. Ввиду
свойства E) свободного расширения, можно считать, что

Ф
— гомоморфизм структуры U в структуру FL B). Это,

однако, приводит к неверным соотношениям

а = ф (Иго) <FLB) ф К + ••• + "m-l) = &

или

а = ф ("го) >FL<2) <Р ("l ••• "m-l) = *•

Допустим теперь, что элементы щ, ..., мт удовлетворяют

условиям E5) и E6). Рассмотрим структуру G = FL (т).
Согласно построению свободного расширения, описанному
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и ходе доказательства теоремы 1, структуры F и G являют-

являются фактор-множествами множеств слов % и @ в алфави-
алфавитах {хх, ..., хп) и {ylt ..., ут}, соответственно. Зафикси-
Зафиксируем в множестве % слова Ult ..., Um, образами которых
при естественном отображении служат элементы м1; ..., ит.

Построим отображение Ф множества © в множество Щ,
полагая

Ф (А + В) = Ф {А) + Ф (В)
и

Ф (АВ) = Ф(А)Ф (В).
¦

Символы =, =, <^, ^ будем использовать в том же смы-

v

еле, что и при доказательстве теоремы 1. Вес слова А будем
обозначать через w (А). Образ слова А из Щ или ©
в структурах F и G, соответственно, обозначим через Л.
Будут использоваться также предложения, предшествую-

предшествующие теореме 1.

(а) Если АЕЕФиА^у^ то

^ < г/i + ¦ ¦ ¦ + Уi-i + Уи-i + ¦ ¦ • + Ут-

В самом деле, утверждение (а) очевидно, если w (A)=Q,
ибо в этом случае А = г/3-, где i ф]. Если Hte w (А) ^> О,
то А = В + С или А = 5С, где w (В), w (С) <w (A}.
Поскольку G — структура, в первом случае имеем В,
& ~&Уг, откуда., в силу индуктивного предположения, по-

получаем

В, С < Ух + . . . + Z/i.! + Уг+1 + • • • + Ут-

Искомое неравенство является очевидным следствием этих

соотношений^Во втором случае из условия вытекает, что,

например, В ^ у( и индуктивное предположение по-

позволяет получить неравенство

^г+1+ ••• +Ут-

Двойственными рассуждениями устанавливается:

(б) Если А е= © м /1 ^ у4, то

^ > г/х .¦¦yi-iyi+i--.ym-

(в) ?слм Л < 5, то Ф D)< Ф (В).
р

6 Л. А. Скорняков
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Действительно, если р
= 1, то ввиду тривиальное!

частично упорядоченного множества {у1ч ..., ут} имее

А == 5 и, следовательно, Ф D) = Ф E). Если р
"

то в случае применения правила (i) имеем А <^ С
р-1 р-1

для некоторого Се®, откуда Ф (А) «С Ф (С) <; Ф
в силу индуктивного предположения. Если применяете^
правило (ii), то, записав (J -каноническое представлена
,4 = ^! -j- ••• +^т> будем иметь 4.^ В для всех i\

p-i
Но Ф (А) = Ф (f4jj_-|- ... +Ф Dт) иФ(^()<Ф (В) для

всех ?, откуда Ф D)<Г Ф (В). При применении правила
(ш), записав П -каноническое представление А == АХ...АГ
будем иметь At<CB для некоторого i, и индуктивное^
предположение приводит к неравенству

Случаи применения правил (iv) или (v) рассматриваются
аналогично.

(г) Если 5е® и ut < Ф_{В), то у. < В.

Действительно, если у. ^ В, то, учитывая (а) и (в),
получаем

= «! + ... + Щ-х + «i+i + • • • + ит,

что противоречит E5).
Двойственным рассуждением устанавливается:

(д) Если ie@ м Ф (А) <_иг, mol^ у г

(е) Если Ф(Л)<Ф(?), то Л<^.
Для доказательства привлечем частично упорядочен-

упорядоченное множество Z, являющееся лексикографическим про-
произведением двух цепей неотрицательных целых чисел.

Легко проверяется, что Z удовлетворяет условию мини-

минимальности. Рассмотрим множество Т всех таких строк

(I, т|) из Z, что для некоторых слов А и В, где

w(A) = |, и>(В) — ц, утверждение (е) не справедливо.

Если Т *— пусто, то все доказано. В противном случае
можно считать, что (w (A), w (В)) — минимальный эле-
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мент из Т. Из (г) и (д) вытекает, что w (A), w (В) Ф 0.
11 оэтому для элементов А и В существуют U - или П -кано-

пические представления

А = Ах 4- ••• + ^s или А == А1 ... Аа

В = Вх -(- ••• + &t или В = В± ... 5,,

где ц; (Лг) < и? D) и ц; (Bt) < и? (В). Если для А имеет

место U -каноническое представление, то ввиду (в)

для всех i. А так как

(w(At), w

то для всех i имеет место А~. ^ В и, следовательно, Ж <С В.
Аналогично разбирается случай, когда для В имеется

П -каноническое представление. Так что в дальнейшем мож-
можно считать, что

Ф (А) г Ф (AJ ... Ф (А.)

Эти представления можно продолжить до П - и U -канониче-

-канонических представлений, элементы которых будем обозначать
через С, и D^ соответственно. Если существует значение

v (Ф (.4)), то Ф (А) == х1 для некоторого номера /. Это воз-

возможно лишь при А = yh для некоторого ft, так как по

определению отображения Ф образы всех остальных слов

имеют_ненулевой вес. Но для этого случая неравенство
А «С В справедливо согласно (г). Если значение v (Ф (А))
не существует, то, применяя предложение 11 или 12, для

подходящих номеров ?, j и к получаем

Ф (Ак) <С.<Ф (В)
или

6*
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Поскольку (w (Ah), w (В)) •< (w (A), w (В)), отсюда вьш

кает, что

л <; Ak < в.

Теперь можно вернуться кдоказательству теоремы 2

Пусть A, 5eS. Если Л = В, то, согласно (в), имев!

т. е. Ф (А) = Ф (В). Если А <С В, то, по той же причине,

Ф (^4) <^ Ф (В). Таким образом, Ф индуцирует изотонное

отображение Ф структуры G на подструктуру U структуры

F, порожденную элементами щ_, ..., ит. Если Ф (А) <^
<^ Ф (В), то Ж «^ В, согласно (е). В частности, если

Ф (А) <; Ф (В) << Ф (А), то Л = В. Следовательно,

Ф — изоморфизм, что и требовалось.
Теорема 3 (Уитмен). FL C) содержит FL (п) для

всех п.

Доказательство. Пусть {хх, хг, х9} — свобод-
свободные образующие структуры FL C). Положим

М2 ^ Х1 (Х2 + ^з) + Х3

Щ = (^1 + ^2^з) (^2 +
И

щ = (хх + х2х3) (х3 +

Рассмотрим структуры S и Т, изображенные на рис. 6.

Построим гомоморфизмы <р4 (i = 1, 2, 3, 4) структуры
FL C) в структуры S и Т, удовлетворяющие следующим

требованиям: 1) фх {хх) = уи ц>± (ж2) = у2, Ф1 <ха) = ys;

2) <р2 fe) = Уи Ф2 fa) = г/з, Фг Ы = г/2; 3) ф3 fa) = zb

ф3 (а:2) = zs, ф3 fe) = z2; 4) ф4 (arj) = zu щ (х2) = z2,

ф« (ж3) = zs. Тогда

Фг (Mi) = ^irf + УФ = 0 + а = а,

Ф1 (м2) = Ух<1 + У31 = 0 + Уз = Уз,

Фх (из) = (й + 0) (у, + 0) = 0,

Ф1 («•) = (ft + 0) (у8 + 0) = 0.
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ЕСЛИ бы Щ <С М2 -f И3 + Н4) т0

а = <Pi Ю < Ф1 (м2) + фг (м3) + (и4) <
+0 =

что неверно. Аналогичным образом с помощью гомомор-

гомоморфизмов ф2, Фз и ф4 приводятся к противоречию предполо-

предположения, что

Щ <^ Щ + и3 + м4, н3 < Mi -f- м2 + м4 и в4 < Mi + «г + Щ-

С помощью двойственных рассуждений устанавливается

Рис. 6.

невозможность неравенств щ ^> м2м3м4, м2 ^ щ3
Щ ^ м1м2м4 и м4 ^ игигщ. Таким образом, элементы м1%

и2, щ, щ удовлетворяют условиям теоремы 2 и, следова-

следовательно, порождают структуру FLD). Таким образом, до-
доказана

Лемма 1. FL C) содержит FL D).
Лемма 2. Если {уъ ..., ут) — свободные образующие

структуры F = FL (т) и а — элемент подструктуры G
структуры F, порожденной элементами {уи ..., ym-i},
то а< yt + ... +ym-v

Действительно, доказываемое неравенство справедли-
справедливо, если вес элемента а равен нулю. В противном случае
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имеем а = Ъ -\- с или а = Ъс, где Ъ и с имеют меньший

Учитывая индуктивное предположение, получаем

а = Ъ + с < (уг + ... + ym-i) +(yt + ... +
= Ul

или

= Vl +¦¦¦ +^т|
Лемма 3. Если, в обозначениях леммы 2, имеем

элементы щ, ...,ii, eG, являющиеся свободными образую-}
щами структуры FL(s), то элементы {ut, ..., us, ym}\
порождают структуру FL (s -\-1). \

Для доказательства достаточно установить, что эле-

элементы {щ, ..., us, ym) удовлетворяют условиям теоремы 2.

Если ут ^ их + ... + Bg, то, в силу леммы 2, имеем

что противоречит теореме 2. Если же

то рассмотрим гомоморфизм i|> структуры i7 в себя такой,
что г|з (уу) = у} (/ = 1, ....

те — 1) и г|з (г/т) = щ ... щ.

Тогда

+ ... -f- Mm,

что опять противоречит теореме 2. Этим доказана справед-
справедливость свойства E5) теоремы 2. Справедливость свойства

E6) доказывается двойственными рассуждениями.
Лемма 4. Если те ^ 3, то FL (те) содержит

FL (т + 1).
Действительно, при т = 3 это доказано в лемме 1,

При те ]> 3, используя обозначения леммы 2 и индуктив-
индуктивное предположение, выделим в структуре G элементы

ut, ..., ит, порождающие FL (те). В силу леммы 3, элементы
иъ ..., ит, ут порождают структуру FL(m + 1).

Переходя к доказательству теоремы, заметим, что для
п = 4 все доказано в лемме 1. Если же FL C) содержит
FL (иг), то она содержит FL (те -\- 1), в силу леммы 4.
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В качестве тривиального следствия теоремы 3 отметим:

Теорема 4. Если п"^Ъ, то структура FL (п)
бесконечна.

Таким образом, FL A) и FL B) являются единствен-

единственными конечными свободными структурами. Оказывается,
что среди' свободных структур не содержится и никаких

других полных структур.
Теорема 5. Пусть F — свободное расширение

частично упорядоченного множества Р, содержащего такие

элементы ult щ, и3, что для любой перестановки (i, j, k)
символов {1, 2, 3} справедливо:

(I) если х == мг, у =s Uj и z
=

uh, то х ^F у -\-z и

х >*. yz;

(II) если х ==

В;, у = Uj, z == Mfe, a €= Р и существует
значение v (x -\- у (z -f- x (у -f- za))), то

• a=?x+y(z+z(y+ za));

(III) если х = и., у =^ Uj, z = uh, a ?5 P и существует
значение v (x (у -\- z (x -j- у (z -\- a)))), mo

афх(у +z(x +y (z + a))).

Тогда F не является полной структурой. Сверх того, свой-

свойства (II) и (III) оказываются справедливыми для любого
a<=F.
Доказательство. Согласно теореме 1, струк-

структура F является фактор-множеством множества слов, по-

построенного в начале параграфа. Элементы частично упо-

упорядоченного множества Р можно отождествить с соответ-

соответствующими словами нулевого веса. Как и раньше, будем
использовать символы =, =, значение слова v (А) и его

вес w (А). Слово А называется приведенным, если для

его U - и П -канонических разложений

A s А\ . . . Ап

для всякого i и всякого Ао, где Ао — или пустой символ,
или w {Аа) <^ w {Ак), справедливо

[ + ... + 4-1 + Ао+ А\А + ... + А'т
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А =/= A-l ... Ai4LAbAi+1. . . Ап.

Слово называется вполне приведенным, если оно само

все его подслова являются приведенными. Вполне приве-
приведенное слово А называется минимальным, если А = Bl
влечет w (A) << w (В). Слово называется вполне минималъ-'

ным, если оно само и все его подслова минимальны.

Лемма 1. Для всякого слова В найдется такое вполне

минимальное слово А, что А — В.

В самом деле, слова веса нуль, очевидно, вполне мини-

минимальны. Пусть В — произвольное слово ненулевого веса.

Среди слов, равных В в структуре F, отметим слово С
наименьшего веса. Если w (С) = 0, то можно положить

А = С. В противном случае имеем, например, С э= СС,
где w (С), w (С") <^ w (С). В силу индуктивного пред-
предположения, найдутся такие вполне минимальные слова

А' и А", что А' = С и А" = С. Легко видеть, что

еловой. = А'А" удовлетворяет условиям леммы.

Л е м м а 2; Если А — минимальное слово, w (A) =fc О
и А — В, то значение v (В) не существует.

Действительно, если v (В) существует, то

А < В < v (?)< В ^ А.
11"

Следовательно, А = v (В). Но w (v (В)) = 0 < w (A),
что противоречит минимальности слова А.
Лемма 3. Если А — минимальное слово, w (A) =f= О

и А = а -\-В, где а ? Р и а ^ В, то А == А1 -\- Аг,
где А1 = а и А2 = В или Аг = В и А2 = а.

Для доказательства запишем U -каноническое пред-
представление

АшшАъ +... +Ат'.
Лемма 2 позволяет применить предложение 10 к неравен-

неравенству

а< А + ••• +Ат,

что при подходящей нумерации дает а <^ At. По той же

причине из предложений 10 или 12, примененных к
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неравенству

А^а +В,

вытекает или Ах <С а, или Ах <[ В, или Е <^ а -\- В для
некоторого слова Е такого, что ? ^ii и ю (Е) < w {Аг).
Однако второе предположение приводит к неравенству

противоречащему условию. Из третьего — вытекает

А < Е л-А2 + ... +Лт< а +В + А2 + ...

что противоречит приведенности слова А. Таким образом,
а «С Ах <^ а, т. е. Ах = а. Ввиду минимальности слова А

отсюда следует, что А ф Av Поэтому, применяя предло-
предложение 10 или 12 к неравенству

будем иметь или А2 «^ В, или А2 <С а, или Е ^ а -\~ В,
где Е ^ А2 и w (E) <^ w (А2). Поскольку Ах = а, второе

предположение приводит к равенству

А =А1 +АЯ +... +Ат, E7)

противоречащему приведенности слова А. Ей же дроти-

воречит соотношение

А < Ах -\-Е +А3 + ... + Ат <

<^j +a +B + А3 -\- ... +Ат^А,

вытекающее из третьего предположения. Так что Л2 *С В.
Наконец, применив предложение 10 или 12 к неравенству

В <At + ... +Ат,

для некоторого номера i будем иметь В <; A t. Если i Ф 2,
то А% <^ В <; A v откуда

А — А 1 А 1 I A
А —

Л1 "Т Л3 "Г ••• Т ЛШ1

вопреки приведенности слова Л. Следовательно, Л2 <^
<^ Д «С А2, т. е. Л2 = В. Но тогда

Л = Ах + Л?
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и ввиду приведенности слова А имеем А = Аг -\- А%, тр

Аг = а, Аъ = В. Поскольку в ходе доказательства изм«

нялась нумерация, возможно, что Аг = В и А2 —

Двойственными рассуждениями доказывается
Лемма 4. Если А — минимальное слово, w (А)

и А — аВ, где a Ez Р и а~^ В, то А шгА^ъ, где Ах = Щ
и Аъ = В или Аг= В и Аъ — а.

Лемма 5. Если а ЕЕ Р, то

a?=x+y(z+x(y+ za))
и

афх(у +z(z +y(z + a))).

Для доказательства допустим, что

a=x+y(z+x(y+ za)),
и положим

U == z -f- х (у -f- za)-

Если существует значение v (yU), то, согласно предложе-
предложению 13, имеем

а = supP {x, v (yU)}.

Поскольку $ содержит все суммируемые пары элементов

из Р,отсюда вытекает существование значения

v {х + yU),

что приводит к противоречию с условием (II). Если же

значение v (yU) не существует, то, применяя к неравенству

уU «^ а предложение 11, получаем

у <Г а = х -f- yU *^_ x -\- U <C, x -{- z

или

2<Р<A^г -f У-

Однако каждое из этих неравенств противоречит усло-
условию (I).

Доказательство второго неравенства, указанного в

лемме 5, проводится двойственным рассуждением.
Лемма 6. Если А Е= F, то

Афх +y{z +x(y +zA))
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Афх(у +z(x + y(z

Для доказательства допустим, что

A=x+y{z+x{y +

13 силу леммы 5, w (А) Ф 0. Лемма 1 позволяет считать,
что А — вполне минимальное слово. Положим

С = z + х (у + zA)
и

D = у +zA.

Рассмотрим равенство

А = х + уС.

Если х <^ уС, то х <С уС <С У +2, вопреки условию (I).
Поэтому,' применяя лемму 3, получаем

А = A' +Aj_
или

А = АХ +А',

где А' = х и Ах — уС. Если w DХ) = 0, т. е. Аг е,Р,
то равенство

At = у {z + х {у + zA)) = у (г + х (у + г (z + Л^))

противоречит лемме 5. Если же w (Аг) Ф 0, то, заметив,
что неравенство у > С приводит к соотношению

противоречащему условию (I), получаем возможность

применить к равенству At = уС лемму 4. Следовательно,
Лх = Л"Л2или Ах = АгА", тце А" = у и А2 = С = z+xD.
Как и выше, предположение, что w (Ла) = 0, приводит
к равенству

А2 = г + ж (у -f- гЛ) = z+^(j/+z(z
= z +x(y +z{x +yAt)),

противоречащему лемме 5. Если же w (А^) Ф 0, то, заме-

заметив, что неравенство z ^ xD влечет противоречащее
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условию (I) соотношение

z < xD < х -\-у,

применим лемму 3 к равенству

А2 = z -{- xD. <

Отсюда

Аъ=*А'" + А3
или

A j = А з -f- А ,

где А"' = z ж Аг = хЬ. Если w (А3) — 0, то

As = х (у + zA) = * (у + z (х + уС)) =
= х (у + z (х + у (г + xD))) = х(у + z (x +y (z + A,))),

что противоречит лемме 5. Если x"^D, то..

х + z ^ D ^ у,

что противоречит условию (I). Следовательно, применив
к равенству А3 = xD лемму 4, получим А3 = AlvA& или

^43 = AtAlv, где Л1У = ж и ^4=Z3 = i/-f2^- Если
и; (Л4) = 0, то равенство

At = у + zA = у -{- z (х + у (z + xAi))

противоречит лемме 5. Если у <Г zA, то

у < z^ < х + z,

что противоречит условию (I). Следовательно, к равенству
^4 = У + %А можно применить лемму 3, что дает

Ai = Лv -f ^5 или ^4 = ^5+ AV> гДе ^4V = г/ и ЛБ = гЛ.
Если w (Аь) = 0, то имеем

А& = zA = z (х + у (z + х (у -[- Аъ))),

вопреки лемме 5. Если zT^A, то

у -\-z~^A ^ х,

вопреки условию (I). Как и выше, это дает возможность

применить л«мму 4 к равенству А^ =z А. Следовательно,
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/15 = А*1Ав или Аъ == А,АП, где А6 = А. Но

"' (Ав) <w{Ab)<w (АА) < и? (Аа) <
< м (А,) < м DХ) < и; D),

что противоречит минимальности слова А.

Второе неравенство доказывается аналогично.

Для доказательства теоремы заметим, что, согласно

лемме 6, изотонное отображение ф структуры F в себя,
определяемое равенством

Ф (А) = х + у (z + х {у + zA)),

лишено неподвижных точек. Поэтому, ввиду теоремы 3.2

структура F не может быть полной. Справедливость
свойств (II) и (III) для элементов структуры/1 установлена
в лемме 6.

Из теорем 2 и 5 сразу следует

Теорема 6. Если п~^Ъ, то структура FL (п) не

является полной.

Естественно желание определить в классе полных

структур структуру, аналогичную свободной. Для три-
тривиального частично упорядоченного множества Р соответ-

соответствующее определение должно звучать так: полная струк-

структура F называется свободной полной структурой с систе-

системой свободных образующих Р, если:

A) РС^;
B) F вполне порождается множеством Р;
C) для всякого отображения ф множества Р в произ-

произвольную полную структуру L найдется такой полный го-

гомоморфизм гр структуры F в структуру L, что гр (х) =
= ф (х) для всех х Ez P-

Заметим, что существование свободной полной структуры не

вытекает из теории универсальных алгебр, так как в полной струк-

структуре приходится рассматривать бесконечноместные операции.

Для решения вопроса о существовании свободных
полных структур понадобится
Теорема 7. Пусть L — некоторая структура и

U — такая подструктура структуры L, что supi, U Не

существует. Тогда существует структура F, содержащая
L в качестве подструктуры, содержащая и = supF U и впол-

вполне порождаемая множеством L.
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Для доказательства присоединим к L некоторый новы!
элемент и и на полученном множестве Р определим отнс

шение г^З:

(i) a,bEEL и а<х&;
или

(ii) a = w, 6 ?E i/ и a: <J
или

(iii) йЕД4 = »и a ^
a;oef;
или

(iv) a = b — u.

L b для всех х ЕЕ С/;

?,#(, для некоторогоdel

Рефлексивность отношения ^ очевидна. Если а ^ Ъ и

Ь ^ а, то мыслимы следующие комбинации применяемых
правил: а) (i) й (i), б) (ii) и (Hi); в) (iii) и (и); г) (iv) и (iv).
В случаях а) и г) ясно, что а = Ъ. В случае б) имеем a = и

и Ъ 6Е L, причем Ъ «^ х0 для некоторого х0 ?Е U и а; ^ Ъ

для всех # е U. Так как sup f/ не существует, имеем

х0 <^ хг для некоторого ^ е U. Отсюда ^ -^ 6 ^ х0 <^ a;lt
что невозможно. В случае в) должно быть а ?Е L и Ъ — и,

причем а; <^ а для всех # €= ?/ и a ^ ж0 для некоторого

х0 ЕЕ f. Как и выше, приходим к противоречию, получая

xi *C e ^ xa <^ a;j. Так что s?3
— антисимметричное отно-

отношение. Если а ^ 6 и 6 ^ с, то возможны следующие ком-

комбинации применяемых правил: а) (i) и (i); б) (i) и (iii);
в) (iii) и (ii); г) (iii) и (iv); д)(п) и (i); e) (ii) и (iii); ж) (iv)
и (ii); з) (iv) и (iv). В случаях а), г), е), ж) и з) справедли-
справедливость соотношения а <3 с очевидна. В случае б) имеем

с = и ив<КгA Для некоторого х0 е= U, откуда а ^ с

по правилу (iii). В случае д) — а = и и х <Г Ь <! с для

всех х е= С^, откуда а^спо правилу (ii). В случае, в) —
Ь = и, а <^ х0 для некоторого х0 е= С и ж ^ с для всех

а; е С/. В частности, a ^ z0 *С с и, следовательно, a ^ с

по правилу (i). Таким образом, Р оказывается частично

упорядоченным множеством. Пусть F — его свободное
расширение. Из свойств A) — D) (91, 35)-свободного рас-

расширения вытекает, что F содержит L как подструктуру и

порождается множеством Р. Доказательство будет
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чеао, если установить, что и = supF U. Ясно, что и ~^F x

для всех х ЕЕ U. Если а ЕЕ F и а ^р- ж для всех я ЕЕ U, то

и случае, когда вес элемента а равен нулю, по правилу

(ii) имеем a fes и и, следовательно, а ~^р и. В против-
противном случае имеем приведенное П-каноническое {\j-ка-

{\j-каноническое] представление

a=V>a---b« [а = Ь1+ ... + bs],

где все Ь. (г = 1, ..., s) имеют меньший вес. При первом

допущении для всякого х 65 U справедливо х <^р a «s^p bi
(i = 1, ..., s). Учитывая индуктивное предположение,

получаем и <^F bt и, следовательно, и ^F а. При втором
допущении Предположим, что для каждого bt найдется
такой элемент xt ее U, что хг ^.f bv Но х

—

хг + ...

... -\-хЙ ЕЕ<7. Следовательно, x^F а и, согласно предложе-
предложению 10, х <^р bj. для некоторого /. Отсюда

что противоречит выбору элемента xs. Таким образом, для

некоторого i неравенство х <Гу 6. справедливо для всех

х ее U. Учитывая индуктивное предположение, получаем

Этим доказано, что и = supj U.

Теорема 8. Для любого множества 3R существует
такая полная структура L, вполне порождаемая тремя
элементами, что мощность L не меньше мощности 3R.

Доказательство. Воспользовавшись теоре-
теоремой 2.3, превратим 3R во вполне упорядоченное множество.

Пусть Fo = FL C) и щ, м2, и3
— свободные образующие

структуры Fo. Допустим, что для всех [5<^ а (а, Р ЕЕ 3R)
построены структуры F$, причем:

а) F$ вполне порождается элементами иг, иъ и3;

б) если р <; у < а. то F$ a Fy;
ф

в) Ff, обладает свойствами (I) — (III) теоремы 5;

г) Fp не полная структура.

В силу теорем 2, 5 и 6, Fo обладает свойствами а), в) и г).
Свойство же б) для нее лишено смысла. Если а — предель-
предельное, то положим Fa = U Fp. Ввиду свойства (II) теоре-

мы 5 отображение ф, определяемое равенством

Ф (а) = иг + м2 (щ + иг (и2
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является изотонным отображением структуры Fa в себ
лишенным неподвижных точек. Поэтому из теоремы S

вытекает, что F* обладает свойством г). Справедливое
свойств а) — в) очевидна. Если а — 1 существует, т

в силу теоремы 4.12, или не существует infpal F^-i, ил

Fa-i содержит такую подструктуру U, что sup F^_x U t

существует. Применив к F^-i теорему 7 или теорем

двойственную ей, получим структуру Fa. Она, очевидно

обладает свойствами а) и б). Из теоремы 5 следует справед*
ливость свойетв в) и г). Положим F = U Fa.- В

й

свойства б) мощность F не меньше мощности 3R. Ввицу
a) F вполне порождается тремя элементами. В силу теоре-
теоремы 3.7, оба_эти свойства, очевидно, сохраняются для по-

пополнения F структуры F сечениями, что и требовалось.
Теорема 9 (Кроули — Ден). Не существует сво-

свободной полной структуры с тремя образующими.
Доказательство. Пусть F — свободная пол-

полная структура с тремя образующими. Из теоремы 8 и из-

известных результатов теории множеств (см., например,
П. С. Александров, «Введение в общую теорию множеств

и функций», Гостехиздат, 1948, стр. 42, теорема 15) вы-

вытекает существование полной структуры L, вполне порож-

порождаемой тремя элементами и имеющей мощность, большую
мощности структуры F. Но тогда F не может быть ото-

отображена на L, что противоречит свойству C) из опреде-
определения свободной полной структуры.

Упражнения

1. Свободное и вполне свободное расширения частично упорядо-
упорядоченного множества Р совпадают тогда и только тогда, когда Р три-

тривиальное.

2. Всякая структура является гомоморфным образом свобод-
свободной структуры.

3. FL (п) является структурой с нулем и единицей.
4. Свободное расширение бесконечного тривиального частично

упорядоченного множества не имеет ни нуля, ни единицы.

5. B1, 83)-свободное расширение частично упорядоченного
множества с нулем [единицей] обладает нулем [единицей].

6. FL C) содержит FL («„).
7. Свободное расширение F частично упорядоченного множе-

множества Р определяется однозначно с точностью до изоморфизма над Р,
т. е. для всякого другого такого свободного расширения F' найдется
изоморфизм F на F', оставляющий на месте все элементы из Р.
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Структура L называется дедекиндовой (или моду-
/чрной), если для любых а, Ъ, с GE L, где а <Г с, справед-
1ив модулярный закон

(а -}- Ь)с = a -f- be.

Заметим, что тождество, двойственное модулярному
шкону, имеет вид аЬ -f- с = а Ф + с)> причем а > с, т. е.

(•нова оказывается модулярным законом. Следовательно,
частично упорядоченное множество, двойственное дедекин-
довой структуре, снова является дедекиндовой структурой.
Поэтому принцип двойственности применим к дедекиндо-

иым структурам.

Важнейшим примером дедекиндовой структуры явля-

является структура подпрострапств линейного пространства.
Действительно, если А, В, С — подпространства и Л cz С,
то, очевидно, (А + В) [\ С ~t А + В П С. Наоборот,
если вектор с лежит в (А + В) П С, то с = а -\- Ъ, где
вб^, Ъ е В. Отсюда Ь = с т а Е ^ A С, т. е.

с ^ А -{- В (] С и, следовательно, (А -{- B)ftCcz A +
-f- В П С. Аналогично проверяется, что дедекиндовыми

являются структуры нормальных делителей произволь-
произвольной группы, идеалов кольца, подмодулей модуля.

Напротив, структура всех подгрупп и структура всех

эквивалентностей не обязаны быть дедекиндовыми. Не яв^

ляется дедекиндовой и структура линейных многообразий

аффинного пространства.
Теорема 1. Следующие свойства структуры L

эквивалентны:

A) L дедекиндова;

B) a (ab -\- с) = аЪ -\- ас для любых а, Ь, с ее L;
C) если а ^ Ъ и для некоторого с ЕЕ L справедлиёо

а -}- с = Ъ + с и ас = be, то а = Ъ.

7 Л. А. Скорняков
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Доказательство. Допустим, что справедлив
свойство A). Тогда для любых а, Ъ, с ?= L имеем b

и, следовательно,

a (ab -f- с) = (ab + с)а — ab -f- ас.

Если же, кроме того, выполнены условия свойства C),

а = a (a -f- с) = а (Ъ 4- с) = Ъ -\- ас — Ъ + ^с = Ь.

Таким образом, справедливы импликации A) =Ф B)
A) =ф. C). Если выполнено B) и а ^ с, то имеем

(a -f Ь)с = (ac -f й) с = ас -f- be — а + ^с>

т. е. B) =5> A). Допустим, наконец, что справедливо свой'
ство C). Если а, Ъ, с ЕЕ L и а <^ с, то

и

be К (а + Ъс)Ъ < (с + Ьс)Ь = Ьс.

Отсюда

(а + Ь)с + Ь = а + Ь,

(a + bc) + b= a + b,

(a 4

(а
Так как

(a -\-b)c~^.a 4- be,

то, применяя (З), получаем

(a 4" Щс — a -\- be.

Так что импликация C) =Ф A) также справедлива.

Из доказанной теоремы вытекает, что дедекиндовы структуры
образуют многообразие универсальных алгебр.

Теорема 2 (закон сокращения). Если а, Ъ, с —

элементы дедекиндовой структуры и (а + Ъ)с = 0, то

а (Ь + с) = ab.
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Доказательство. Учитывая модулярный за-

замш, получаем

а {Ь + с) = а (а + Ъ) (Ъ + с) = а (Ъ + (а + Ъ)с) = аЬ.

Теорема 3. Дедекиндова структура с дополнения-
дополнениями является структурой с относительными дополнениями.

Доказательство. Пусть а ^ х ^ Ъ, x -\- у = 1
и ху = 0. Тогда, учитывая модулярный закон, получаем

х -f (а + уЬ) = х -f yb = (х + у)Ъ = Ъ

х (а + уЬ) = а + жг/Ь = а,

что и требовалось.
В дедекиндовых структурах с нулем может быть раз-

1што учение о независимости, обобщающее известные по-

понятия линейной алгебры. Именно, элементы аъ ..., ап

дедекиндовой структуры L с нулем 0 назовем независи-

независимыми, если

(«1 + ••• +«i-i +«i+i + ••• Л-а-п)а1 = 0

для всех ? = 1, ..., п. Непосредственно из определения
вытекает

Теорема 4. Если at <^ b4 (i = 1, ..., и) и Ьи ...-, Ьп
независимы, то аи ..., ап также независимы.

Если аь ..., ап
— независимые элементы, то сумму их

будем называть прямой и обозначать через

Теорема 5. 2?о/ш ах, ..., ап таковы, что

(«1 +••• +Щ-1) а. = 0

бсеа; г = 1, ...,«, то они независимы.
•

Доказательство. Для каждого фиксирован-
фиксированного j = 1, .".., п будем доказывать равенства

(«1 +••• +aj-i +«/+1 +,-•• +яг)я;- = 0,

где I =/ +1. •••. и. Допустим, что оно верно для 1—1.
Тогда, заметив, что

7*
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и применяя закон сокращения и индуктивное предполо|
жение, получаем

(«1 +••• +сц-1 +aJ+1 + ...

Остается заметить, что условие теоремы дает базу для ин-

индукции.

Теорема 6. Если аи ..., ап независимы, а I и J —

некоторые подмножества множества {1, ..., п}, то

О, если I fl J пусто,

2л аь в противном случае.jeJ

Доказательство. Если / с^ / или / состоит
из одного элемента, то утверждение очевидно. Если, далее,
I Г\ J пусто и /о ? У, то, в силу индуктивного предполо-

предположения, имеем

B -i + **,)( 2 а,) = 0,

откуда, в силу закона сокращения, вытекает

2-г 21 = B •«)("!„+ 2 а,)=2-л.-о.
isl jeJ" isl jsJNJi isl

Если же существует ;0 ?/ fl J, то, учитывая модулярный
закон и индуктивное предположение, получаем

2 )
•

= 2

Теорема 7. .^слм аи ..., an
— независимы и

a-i
= «л + ¦¦• + am (i = 1, ¦••. »)t

/no элементы

независимы.
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Доказательство. Так как

_i -|- Яг-i) ("-а + ¦¦¦ + аи) <

то, учитывая закон сокращения, получаем

К + ••• +«i-i +ац -\ +aij_1)aij
=

= 0-

I [осле этого остается только применить теорему 5.

Теорема 8. Если аА, ..., ап
— независимые элемен-

элементы дедекиндовой структуры L с нулем 0, то подструктура
II структуры L, порожденная интервалами [0, а{]
(t = 1, ..., п), изоморфна прямому произведению

[0, aL] X [0, а,,] X ... X [0, ап].

Доказательство. Допустим сначала, что

п — 2, и рассмотрим множество М элементов вида х1 -f ^2>
где ij^^Hij^ a2- Ясно, что это множество замкнуто
относительно сложения. Если хх -\- х^ ж уг -\- у2 ^ М, то

(*i + #i) (^2 + J/a) < ам = 0.

Применяя закон сокращения, получаем

Аналогично проверяется, что

Из этих равенств с помощью модулярного закона выводим

(*i + а:а) (г/1 + г/г) = (^ + х2) fa + х2 -|- i/2) (г/х + J/г) -

/1 + г/г) =

fa + г/г) = Zil/i + хг fa + г/2) fa
+ г/г) =

Таким образом, множество Af замкнуто и относительно

произведения, а значит, совпадает с подструктурой Н.
Более того, последнее равенство вместе с очевидным
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равенством

(Xl 4- х2) + (j/i + */г) = (*i + 2/i) + (*г + У*)

показывает, что

ф (х, у) = х + J/ *

j
является структурным гомоморфизмом прямого произвел
дения [0, аг] X [0, а2] на Я. Если хх + жг = Ух + J/г. то,

поскольку г/2% *С a2ffli = 0 и a;2ai ^ афх = 0, модулярный
закон позволяет получить

Xi
= хг (xY + ^гК = хг (уг 4- J/2K =

Аналогично устанавливается, что х2
= г/2- Следовательно,

ф — изоморфизм. Если п ^> 2, то, используя индуктивное

предположение, будем иметь

Я е [0, а, 4- ... + «n-J X [0, ап] s

^ [0, %] X ... X [0, а^] X [0, ап].

Теорема 9. Если а и b — элементы дедекиндовой

структуры L, то интервалы [ab, а] и [Ь, а-\- Ъ] изоморфны.
При этом изоморфизм осуществляется отображениями

ф (х) = х 4- Ъ (ab <S^ х <; а)
и

¦ф (у) = аУ (ь< у<а + Ъ).

Доказательство. Ясно, что ф и т|з — изотон-

ные отображения, причем

4'Ф {х) = а (х 4- Ь) = х 4- ab = ж

и

ФФ Ы =

а?/ + Ъ = (а 4- Ъ)у = г/.

Если s -(- с = fi 4 с, .то элементы а ж Ъ называются

перспективными, а элемент с — осью перспективы. После-

Последовательное применение отображений, указанных в теоре-
теореме 9:

[0, а] = [ас, а] -* [с, а + с] = [с, Ь + с] -*. [Ьс, Ъ] = [0, Ь],
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позволяет установить изоморфизм между интервалами

I", а] и [0, Ъ], который называется перспективным отобра-
отображением с осью с и обозначается через Р(а->ь-, <)• Нетрудно
понять, что .Р(а-*ь;с) отображает элемент ig[0, а] на

момент у
= (х -j- с)Ъ 6Е [0, Ь].

Если L — структура, состоящая иа пустого множества, точек
it прямых првективной плоскости и самой плоскости, то перспектив-
перспективное отображение Р(а-+Ъ; с)

ставит в

i иответствие точке х на прямой я

пишу у на прямой Ъ (рис. 7). Этим и

изъясняется название.

Теорема 10. Если деде-
к индова структура L имеет ком-

композиционный ряд длины п, то

ана не имеет цепей, содержа-
содержащих п -)-2 элемента.

Доказательство.
Пусть 0 = ая < а1 < ... <

Рис 7.

= 1 — композиционный ряд структуры L. Допу-
Допустим, что L содержит цепь

нее элементы которой различны. Не ограничивая общно-
общности, можно считать, что Ьо = 0. Если п = 1, то L является

двухэлементной цепью и теорема, очевидно, справедлива.
Если п ^> 1, то рассмотрим цепь

'Гак как эта цепь принадлежит структуре [аи 1], обладаю-
обладающей композиционным рядом

то, в силу индуктивного предположения, для некоторого

номера i имеем

ai + h-i = «1 + &г-

Разумеется, можно считать, что i — наименьший из таких

номеров. Если i = 1, т. е. аг
= ах -f ^i. то 0<^ Ьх ^ а1#

откуда % == Ьх в силу простоты интервала [0, ау]. Сле-
Следовательно, 1%, 1] содержит цепь bt<^ ... <^ Ьп+1,
что противоречит индуктивному предположению. Пусть
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теперь i ^> 1. Если

то свойство C) теоремы 1 приводит к неверному равенст!
Ь. = Ь^. В противном случае, поскольку axb%_x и аА

принадлежат простому интервалу [0, ail, имеем а^^ =jj
и a^bi = ffli. Отсюда ах ^ b. и, следовательно, Ьг = ах

-\- b\ = ах + bj-x- Соглаено теореме 8, существует иа<|
морфизм ф интервала [0, Ь-Х_х\ = [а^^, bj.J i'
[^,^ + ^-1]= Ыг, bt]. Но тогда структура [аи 1] содерж!

цепь

% = Ф (be) < Ф (bi) < ... < Ф'(Ь4-1) = Ьг < bi+1 <...

что противоречит индуктивному предположению-
Из теоремы 10 непосредственно вытекает

Теорема И. Все композиционные ряды дедет

довой структуры имеют одинаковую длину.
1',

Теорема 11 находит очевидные применения в теории колец,]
модулей и групп.

-

\

Функцией размерности на структуре L называется

целочисленная функция d, обладающая следующими свой-
свойствами:

A) если [х, у] — простой интервал, тот/ (у) = d (x) +1;
B) d (x -\-y) +d (ху) = d (x) -\-d (у) для любых х,

У е L.

Если d — функция размерности, то D = d -\-т,
def

где т — целое, также является функцией размерности.
Поэтому для любого заданного элемента а ЕЕ L функцию
размерности, если она существует, всегда можно выбрать
так, что d (а) = 0. Простая индукция показывает, что

d (ох + ... + ап) = d (в1) + .- + d (an).

Теорема 12. Если интервал [а, Ь] дедекиндввой

структуры, имеет композиционный ряд, d — функция
размерности и d (a) = d (b), то а = b.
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Доказательство. Если а <^ % <^ ... <С Я/-1<С
Ъ —• композиционный ряд, то ввиду свойства A) име-

|'М d (b) = d (а) -J- I, откуда I = 0 и, следовательно, а — Ь.

Цепь С в структуре L называется ограниченной, если

mi пусты ее верхний и нижний конусы.

Теорема 13. Для структуры L, все ограниченные

чти которой конечны, оказываются эквивалентными сле-

11цющие свойства:

(t) L дедекиндова;

B) если а, Ъ ЕЕ L, то интервал [ab, а] прост тогда и

только тогда, когда прост интервал [b, a + &1;
C) на L существует функция размерности d.

Доказательство. Импликация (/1) =? B) сра-

:iy следует из теоремы 9. Для доказательства имплика-

импликации C)=Ф A) допустим, что а, Ъ ?Е L, a ^ b и для некото-

некоторого с €Е L имеет место а -\- с = b -f с и ас = be. Из ко-

конечности ограниченных цепей структуры L вытекает, что

интервал [Ь, а] обладает композиционным рядом. Пусть
/ — его длина. Из определения функции размерности выте-

вытекает, что

d(b) +l +d(c) = d(a) + d (с) = d (a + с) +d (ас) =
= d(b +c) +d (be) = d{b) +d (c).

Следовательно, I = 0, т. е. а = b. Остается принять во

внимание теорему 1. Переходя к доказательству имплика-

импликации B) =Ф C), допустим, что структура L обладает свой-
свойством B).
Лемма L. Если а, Ъ ЕЕ L и а <^ Ъ, то все компози-

композиционные ряды интервала [а, Ь] имеют одну и ту же длину.
В самом деле, пусть I — наименьшая из длин указанных

композиционных рядов. Если I = 0 или I = 1, то

интервал оказывается одно- или двухэлементной цепью.
В обоих случаях справедливость леммы очевидна. Пусть
теперь г>1 и имеются композиционные ряды

а = с0 < сх < ... < сх
= Ъ

и

а = d0 < dx < ... < dm = Ъ.

Если cxdx = clt то Cj <! dx. Выбрав композиционный ряд
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интервала [сх, dx], получим композиционный ряд

ci = /о < /i < ... < /fc = dx < .- < dm -

fi+c

интервала [cj_, Ь]. Отсюда Z ^ т и, в силу индуктивноп

предположения, к -\- т — 1 = Z — 1, откуда к = О ]

т = I. Если же с^ =^= ?ц то вви

ду простоты интервала [а, сх] ~жыщ
ем cld1 = а. Выберем какой-ни-

какой-нибудь композиционный ряд

ci + di = ^о < gi < ¦¦¦ < gn = Ь

интервала [сг -\- dlt Ъ]. Ввиду B)
цепи

Ci<cx +rfi == 8o<gi< •••

и

оказываются композиционными рядами интервалов

[с1; Ъ] и [du Ъ], соответственно. Учитывая индуктивное
предположение, получаем

и, следовательно, т = I.

Лемма 1 позволяет обозначить символом I (а, Ъ) длину
композиционных рядов интервала la, b].
Лемма 2. I (аЬ, а) = I (Ъ, а -\- Ь).
Для доказательства положим т = I (ab, а). Если т = 0,

то ab = а, а значит, а 4- Ъ = Ь, т. е. I (Ь, а ± Ь) = 0.
Если m = 1, то справедливость леммы сразу следует из

B). Если т ^> 1, то выберем такой элемент с 6Е [яЬ, а],
что Z (аЬ, с) = 1 (рис. 8). Тогда be — с или 6с = аб.

Однако в первом случае имеем Ъ 5?с, а значит, ab<C с<^ ab,
что невозможно. Таким образом, be = ab. Далее, имеем

т. е.

а(Ъ

а (Ь +с)

+Ъ = Ъ
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II ('НО, ЧТО

а (Ь 4- с)-Ь
— ab.

Коли а (Ъ -\- с) ¦= а, то

Ъ + с = Ъ -\- с -\-а — а -\-Ь

и, поскольку Z (be, с) = I (ab, с) = 1 <^ т,

I (Ъ, а + Ь) = 1{Ъ, Ь +с) = I {ab, с) = 1.

Из свойства B) вытекает, что I (аЪ, а) = 1, вопреки допу-
допущению. Таким образом,

I (a(b + с)Ъ, a(b -f с))< та

и, в силу индуктивного предположения, получаем

/ {ab, а(Ъ + с)) = I (а (Ь + с)-Ъ, а (Ь + с)) =

=*ЦЪ, а (Ь +с) +Ъ) = 1(Ъ, Ь +c) = l (be, с) =
= I (ab, с).

Следовательно,
а (Ъ -\- с) = с

и, дважды применив индуктивное предположение, будем
иметь

I (Ъ, а + Ь) = г F, Ь 4- с) + г (Ь + с, с 4- Ь) =
= г (оЬ, с) 4- I {а (Ь 4- с), я) =

= г (ab, с) -\- I (с, а) = I (ab, а).

Наконец, зафиксируем некоторую точку wEEL и поло-

положим

d (х) = I (xw, х) — I (xw, w).
del

Если [х, у] — простой интервал, то xw <^ yw ^ у. Поэтому

d(V) = I {У^, у) — I (yw, w) =
= Z (a^, уц?) 4-1 (yw, y) — [I (xw, yw) + I (yw, w)]

—

~ I (xw, y) — I (xw, w) =
= I (xw, x) + I (x, y) — I (xw, w) = d (x) 4-1.
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Если х, у ЕЕ L, то из доказанного выше вытекает

d (х + у) = d (у) + I (у, х + у)
и

й (ху) = d (х) — I (ху, х).

Но I (ху, х) = I (у, х -f- i/), согласно лемме 2; Следовател'
но,

<2 (ж + у) -|- d (зд) = d (x) -\- d (у).

. Пусть L — дедекиндова структура с нулем 0 и един)

цей 1. Ненулевой элемент а ЕЕ L навивается иеразяожШ
мым, если он не может быть представлен в форм
а = b 4- с, где Ь, с Ф 0.

Теорема 14. Если дедекиндова структура L о<
ладает композиционным рядом, то всякий ненулевой ,

мент а ЕЕ L представим в форме

где аи ..., ат
—

неразложимые элементы.

Доказательство. Из теоремы 10 нетрудно

вывести, что подструктура [0, а] также обладает компо-

композиционным рядом. Учитывая теорему 11, обозначим через
I длину этого ряда. Справедливость теоремы очевидна,
если I <J 1. Если же I ^> 1, то положим а = Ъ6 и допустим,
что построен ряд

Ьо !> ••• > bh,

причем а = bh -\- Сь для некоторого ck g= L. Если элемент

bh не является неразложимым, то bk — bh+1 4- <?> где

frfe+i <C bk и, согласно теореме 7, имеем

a = bh+l-i-(d-i-ch).

В силу теоремы 10, описанное построение не может про-

продолжаться бесконечно. Следовательно, а можно предста-

представить в форме а — ах 4- Ь, где ах
— неразложимый эле-

элемент. Разумеется, интервал [0, Ь] имеет композиционный
ряд длины меньшей, чем I. Поэтому

Ъ = аг 4- ••• + о.т
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и, в силу теоремы 7,

а = «i + «г + ••• 4- я«-

Теорема 14 не допускает обращения. В качестве при-

мгра годится любая бесконечная цепь.
Теорема 15 (Оре). Пусть L — дедекиндова струк-

структура, обладающая композиционным рядом длины I, и

I = ах + • ¦ • + ат = Ьх + • • • + Ъп,

¦ ¦tie ах, ..., ат, Ъъ- ..., Ъп — неразложимые элементы.

1'огд

что

х ъ п р
1'огда т = п и для всякого а% найдется такой элемент

1 = % 4- • • ¦ + °4-i 4- bi + «i+i + • • • + ат-

Доказательство. Будем вести индукцию по I.

Кепи I = 0, то L — одноэлементная структура и теорема
i ривиально справедлива. Справедлива она и при I = 1,
ибо в этом случае т = п = 1. Если Z ^> 1, то положим

и будем рассматривать следующие три случая:

1) «1 4- W = йх 4- ^i = 1 ПРИ подходящей нумерации
элементов bj\

2) ах -)- Ьх <^ 1 при подходящей нумерации элемен-

элементов bf,
3) для всех j справедливо ах -\- Ь j

= 1 и ах -\- bf<^ 1.

Кроме того, воспользовавшись теоремами 10 и 13,
зафиксируем на L функцию размерности d такую, что
d @) = 0.

В случае 1) имеем

d Ю= d(i)-d (Ъх) + d (ахВх) = d (b,) + d МО ^ d (bx)

Отсюда d (ax) = d (b^ и, значит, d (a-JJi) = d (cLxbj) = 0,
откуда афх = dxbx = 0, в силу теоремы 12. Таким образом,
1 = Ъх 4~ *i) т- е- «1 можно заместить некоторым bj.

В случае 2) положим gh
= {ах -\-bh)bh (h = 1, ..., п)

и с = qt + ... +9п-
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Так как qh <T bh, то

с - ?i 4- ••• 4- ?»•

Если (ах -+- ^i)h — &i. To ai + 5i ^ &i> откуда

Противоречие. Следовательно, q1 = (ах -\- Ь-^ЬХ < Ь

Поэтому

откуда с <С 1- Положив гЛ
= аг -\- Б^, будем иметь

ii
— '"i&i- Если

,

то, учитывая неравенства

а также модулярный закон, получаем

9i +¦¦• + Я,
= ri ¦¦¦ n-i (h + ... + bt-i) + r{fcj

=

=

г, [г, ... rw (Ь2 + ... + Ьм) + fc.] =

= г1... rf(b! +... +Ь,).

При i = n доказанное соотношение превращается в

с = «Н +?п =

^ ... г„-1 = гг ... гп ^аъ

откуда
«1 + «ic = («! + аг)с = с

и, кроме того,

а^пуС = 0.

Таким образом,

с = ах + «ic = qx + ... + In-

Ввиду теоремы 14 можно считать, что как atc, так и все gh

представлены в виде прямой суммы неразложимых эле-

элементов. С другой стороны, длина композиционного ряда
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структуры [0, с] меньше, чем I. Поэтому индуктивное
предположение позволяет записать

с = е -j- «iC

где е 4- / = qh для некоторого номера h. Отсюда

е -\- а1 = е -f «ic + &i — с +«! = «! + ахс -(- ах = 1
'

и, следовательно,

О ф е < ?Л < bh.
Но

е + ЬЛах = bh (е + аг) = bh
и

e-t»^! = ecbhax = [е (Й! с)]ЬЛ = О,
т. е.

bh = е + Mr

Ввиду неразложимости элемента ЬЛ отсюда следует, что

е = Ъ^. Таким образом,

т. е. и в этом случае ах можно заместить некоторым Ь^.

При этом оказывается, что h Ф 1. В самом деле, ввиду

Qi <C bi, Ъх не может быть прямым слагаемым в дъ, а при

h Ф I имеем bxqh <^ bxbh — 0.
В случае 3) имеем, в частности,

В силу результата, полученного при рассмотрении слу-
случая 2), отсюда следует, что

1 = ah 4- Ьи

причем h Ф 1. Но

1 = ah 4- ah.

Поэтому существует перспективное отображение

v — Р -
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Следовательно,

«Л
= al + ••• + ah-l + ah+l + •••.+ «го =

= x (h) + ... + X (Ъ»)

причем слагаемые, стоящие в правой части равенства

неразложимы. Применив к структуре [0, ah] доказывав-*

мую теорему, получим }

«л = X (К) + «а + ¦¦¦ + «h_i + ah+1 -f- •¦• + «го

для некоторого номера к. Отсюда

X (bk) +ah = (bk + ah)ah -f ah = {bh + ah){ah + ah) =
= bft + «ft

и,

bh
•¦

следовательно,

+ dt = bk -f ah -f аг -f

• • + «m = «ft + X (bh) +

Полученное противоречие

a2

с

+ «Л-1 +

+'.'.'.XZ
условием

ah+1 + ...

i-l- + a/i+l +

показывает, что

случай 3) невозможен.

Допустим, наконец, что т <^п. Тогда, применяя дока-
доказанное выше, будем последовательно замещать элементы

alt а2, ..., ат некоторыми bj. В результате, изменяя, если

нужно, нумерацию элементов bj, придем к равенству

bx -f ... -f bp = Ъх -\- ... + bn,

где р <^ т <^_ п. Отсюда

вопреки неразложимости элемента Ьп.
Теорема Оре в применении к структуре подпространств конеч-

конечномерного линейного пространства дает известную теорему о замене

для двух эквивалентных систем линейно независимых векторов.
Из нее же вытекает, что все базы содержат одно и то же число век-

векторов. Полезные следствия извлекаются из теоремы Оре при при-
применении ее к структурам левых и двусторонних идеалов артинова
кольца с единицей.

Элемент а структуры L называется П -неразложимъ$м,
если а — be влечет а = b или а = с. Представление эле-
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монта а в форме а — at ... ап называется несократимым
(I -представлением, если элементы дх, ..., ат П -неразло-
.КИМЫ И

,. вх ... а^а^ ... ап <в{.

для всех г = 1, ..., п.

Теорема 16 (Курош — Оре). Если

w = ax ... ат = fcx ... bn „

- два несократимых П -представления элемента w деде-
ниндовой структуры L, то т — п и. для всякого at найдется
такой элемент bj, что

w = ах ... a^tbja^i ... ят.

Доказательство. Положим

а{ = ах ... at-iai+1 ... ат
и ,

Cj = a^^ (/ = 1, ..., п).
Тогда

w-^ с± ... сп < bj ... Ь„ < w,

т. е.

ш = сх ... с„.

Из теоремы 9 вытекает, что [a1a1, ax] и [alt ax + «iJ — изо-

изоморфные интервалы. Элемент а1 является П -неразло-
-неразложимым элементом структуры [av a1 +йх]. Но тогда элв-

меЕгг w = a-Ji^ = cx ... сп является |~1 -неразложимым эле-

элементом структуры [aaly aj. Так как с;- < «<i для всех /,
отсюда следует, что w = Cj для некоторого номера /, т. е.

w = bjOi ... ат.

Допустив, что т <^ п, и используя только что полученный
результат, будем последовательно заменять элементы

alt ..., ат некоторыми bj. В результате, изменяя, если нуж-
нужно, нумерацию элементов bj, придем к равенству

bt ... Ьр = Ъ,. ... Ъп,

где р ^ т <^ п, что противоречит П -несократимости пред-
представления

w = Ь ... Ьп. .

¦ ¦

8 Л. А. Скорняков
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Теорема Куроша — Ope также находит полезные применен

в теории идеалов кольца.

Элемент р структуры L с нулем называется атомо

если р — минимальный элемент в множестве ненулев!
элементов. Структура L с нулем называется атомно

если для каждого O^oEi найдется атом р ^ а.

Теорема 17. Пусть L — дедекиндова структу
и а = Ь -\-Рх + ••• + Рт где р. —¦ атомы. Тогда при по

ходящей нумерации имеем

:
« = Ь 4- Рх 4- — 4- Рт

(возможно, что т = 0).
Доказательство. Не ограничивая общност

можно считать, что

Pi^b -\-Рх 4"' +Рн 4Pi+i 4 ••• 4 Рп

для всех i. Если сумма Ъ -\-рх 4 ••• 4 А» не Щ>яма
то ввиду теоремы 5 имеем

0 < (Ъ 4 Pi 4 - + Pk-i)Pk < Рн

для некоторого ft. Так как ph
— атом, отсюда вытекает|

что (Ъ -\-рх 4 ." Л-Pk-i)Ph — Pk и> следовательно, t

Pk *С (Ь 4Pi 4 ••• 4Pii-i) 4 (Pft+i + ••• 4^п)> !

вопреки допущению.

Теорема 18. Если

где р^, ..., рп
— атомыдедекиндовой структуры, то струк-

структура [0, а] обладает композиционным рядом.
Доказательство. Ввиду; теоремы 17

а = Pi 4 ••• 4 Рт'

что дает возможность доказывать теорему индукцией по т.

При т = 1 ее справедливость очевидна, ибо [0, рх] —

простой интервал. Допустим теперь, что структура

Ю> Рх 4 ••¦ +Pm-iJ обладает композиционным рядом.
Из теоремы 9 вытекает изоморфизм интервалов [рх 4 •••'

• •• +Pm-v а} и [рт (рх + ... -\-рт-х), рт] = [0, р1П].
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Поскольку последний интервал прост, этим заканчива-

iчся доказательство.

Теорема 19. Для дедекиндовой структуры L, об-
шдающей композиционным рядом, эквивалентны следую-
41 не свойства:

A) L — структура с дополнениями;
B) каждый элемент из L представляется как прямая

гцмма атомов;

C) 1 представляется как сумма атомов.

Доказательство. Если L — структура с до-

дополнениями, а — неразложимый элемент из L и 0 <^ Ъ <С я,
к), согласно теореме 3, имеем а = Ъ -j- с, откуда а = с и,

следовательно, Ь = аЪ — Ъс = 0. Таким образом, элемент

к оказывается атомом, и свойство B) вытекает из теоремы

14. Импликация B) =?• C) очевидна. Пусть, наконец,

1 = Рх + ¦•¦ +Рп,

где pt
—'¦ атомы, и а ?Е L. Тогда

v 1 = а. +Р± +••• +Рп

и, в силу теоремы 17,

1 = а 4- (Pi +— +рт),

чем и доказывается справедливость свойства A).
Установим теперь для полных структур теорему,

аналогичную теореме 19. Предварительно определим
направленное множество как частично упорядоченное

множество й, в котором для любых а, р бЕ Ci найдется
элемент vG^ такой, что у ^ а, р. Полная структура L
называется непрерывной, если

a sup Й = sup (аЙ)

для любого a?E:L и любого направленного множества

Qci. Нетрудно проверить, что полная структура, облат

дающая композиционным рядом, непрерывна *).

*) Строго говоря, вместо «направленное» и «непрерывная» сле-
следовало бы говорить «направленное вверх» и «непрерывная сверху».
:)то не делается только потому, что двойственные понятия не будут
рассматриваться в основном тексте.

9 Л. А. Скорняков
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Теорема 20. Пусть L — полная дедекиндова стпр\
тура. Тогда:

а) если L атомна и обладает дополнениями, то каждх

ненулевой элемент из L представляется как точная щ
няя грань некоторого множества атомов;

б) если L непрерывна и ее единица равна точной верхп
грани множества всех атомов, то L атомна и облада
дополнениями.

Доказательство. а) Пусть 0^и?
¦4 = {р I Р — атом, р <^ а} и Ь —

sup А. Ясно, ч

а ^ Ь. Если а ф Ь, то в силу теоремы 3, а = Ъ -f- с, щ

с Ф 0. По условию найдется атом <? такой, что q ^ с «С 4
Но тогда }Е4, откуда <? «С Ьс = 0. Полученное против^
речие показывает, что а = sup A. '•

б) Пусть А — множество всех атомов, a Q — множеств

всех конечных сумм атомов. Если 0 =^= а €Е L, то, поскольк;
Q — направленное множество, имеем

а == ai = a sup А
—

a sup Q = sup (яЙ).

Следовательно, as Ф 0 для некоторого «ЕЙ. Пусть

где рг
— атомы. Из теорем 18 и 19 вытекает существовани

такого атома q, что q ^ as ^ й. Этим'доказана атомност:

структуры L. Пусть снова a€BL. Рассмотрим множеств*

В = {х | ах = 0}. Если С — цепь из 5, то ввиду непре

рывности структуры L имеем

a-sup С = sup aC = sup 0 = 0,

т. е. sup С Ei В. Поэтому лемма Куратовского — Цорн)
позволяет найти в В максимальный элемент Ь. Конечна
аЪ = 0. Если а -\- b =? 1, то р ^ а' -\- Ь, для некоторого
атома р. Но тогда р (a -f b) <^ p и, следовательно
р (а -)- Ь) = 0. Ввиду теоремы 5 отсюда вытекает, чт^
а (Ъ -\- р) — 0. Поскольку полученное соотношение про

тиворечит максимальности элемента Ь, этим заканчиваете!

доказательство.
г

Дедекиндова структура F называется свободной деде
киндовой структурой с системой свободных образующие
Р, если:
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A) Pcf;
B) F порождается множеством Р;
C) для всякого отображения ф множества Р в произ-

произвольную дедекиндову структуру L найдется такой гомо-

гомоморфизм г]з структуры F в структуру L, что if> (х) = <р (х)
для всех х Е= Р-

Свободную дедекиндову структуру, система свободных

образующих которой состоит из п элементов, будем обо-
обозначать через FML (п).
Теорема 21. Всякое непустое множество Р может

служить системой свободных образующих для некоторой
свободной дедекиндовой структуры *).
Доказательство. Рассмотрим множество 3R

всех дедекиндовых структур, порождаемых подмножест-

подмножеством мощности, не превосходящей мощность множества Р.

При этом каждую из этих структур возьмем суольво раз,

сколько существует отображений множества Р на соответ-

соответствующую систему образующих. Далее, рассмотрим пря-
прямое произведение взятых структур. Легко проверить, что

это будет дедекиндова структура. Обозначим ее через G.

Далее, каждому элементу х из Р поставим в соответствие

строку Ф (х) ЕЕ G, составленную из его образов при ука-
указанных выше отображениях, и обозначим через F под-

подструктуру структуры G, порожденную множеством Ф (Р).
Поскольку мощность прямого произведения Р экземпляров

двухэлементной цепи не меньше мощности множества Р,
среди структур множества 3R имеется такая, что отобра-
отображение Р на ее систему образующих взаимно однозначно.

Отсюда вытекает, что -отображение Ф также взаимно

однозначно. Поэтому множество Р можно отождествить
с Ф (Р). После этого становится ясным, что дедекиндова

структура F обладает свойствами A) и B) из определения

свободной дедекиндовой структуры. Если <р — отобра-
отображение множества Р в дедекиндову структуру L, то под-

подструктура структуры L, порожденная множеством ф (Р),
вместе с отображением ц> имеется в множестве 3R. Пусть
я — проекция структуры G на соответствующее прямое
слагаемое. Для любого ж?ЕР имеем <р (х) = л; (Ф (ж)),

*) Заметим, что теорема 21 является частным случаем анало-

аналогичной теоремы теории универсальных алгебр.

9*
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т. е., положив ф = яФ, убедимся в справедливости
ства C).
Теорема 22. Структура FML C) конечна.

Доказательство. Пусть х, у и z — свободны'
образующие структуры F — FML C) и структур
G = FL C). Из свойства E) определения свободного рас-:

ширения нетрудно вывести, что существует гомоморфизм'
ф структуры G на структуру F. Учитывая способ построе-
построения структуры G, описанный в § 5, рассмотрим следующие.
28 слов: х, у, z, х +у, х + z, у + z, х +у + z, xy, xz,
yz, xyz, (х +г/) (х +z), (х + у) (у + z), (х + z) (у + z),
xy + xz, xy -\-yz, xz + yz, x +yz, у +xz, z +xy,
х (у 4- z), У (х + z), 1 (х + у), (х + у) (х +z) (у + z),
xy + xz 4- yz, (x + yz) (y 4- z), (y 4- xz) (x 4- z),
(z 4" ХУ) (х Ч" I/)i которые отождествим с их образами при

гомоморфизме ф. Продолжительный, хотя и не встре-

встречающий принципиальных трудностей подсчет показывает,
что сложение и умножение в структуре F не выводят за

пределы этого 28-элементного множества, что и доказывает

теорему. Конечно, при этом подсчете необходимо помнить,
что в структуре F справедлив модулярный закон.

Заметим, что проведенное выше рассуждение доказы-

доказывает, что структура FML C), содержит не более 28 эле-

элементов. На самом деле можно доказать, что она содер-
содержит в точности 28 элементов.

Теорема 23. Структура FML D) бесконечна.
Доказательство. Нетрудно убедиться, что

всякая дедекиндова структура с четырьмя образующими
является гомоморфным образом структуры FML D). По-
Поэтому теорема будет доказана, если указать хотя бы одну
бесконечную дедекиндову структуру с четырьмя образую-
образующими. С этой целью из структуры всех подпространств

счетномерного линейного пространства над некоторым
полем с базой еъ е2, ... выделим подструктуру L, порож-
порождаемую следующими четырьмя подпространствами:

8г — линейная оболочка векторов e2k, к = 1, 2, ...;

S2 — линейная оболочка векторов e2h -\~ e2h+lt
к = 1, 2, ...;

Ss —. линейная оболочка векторов e2h-lt к = 1, 2, ...;

54 — линейная оболочка векторов e2ft-i + e2k>
к = 1,2, ....
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Пусть Тт — линейная оболочка векторов е2г, е2г+2, ...

Несложный подсчет показывает, что

Тг+1 = [(Тг + S,) П S3 + St] П St.

Поскольку Т1 = iSx ЕЕ L, отсюда легко вывести, что Tr(EE L
при г = 1,2, .... Так как все подпространства Тг различны,
то этим доказывается бесконечность структуры L.

Упражнения
1. Доказать, что дедекиндовость структуры L равносильна

каждому из следующих свойств: а) а + Ъ (а + с) = (а + Ь) (а + с);
б) (а + be) (Ь + с) = а (Ь + с) + be; в) если а < с и d < Ь, то

a + Ь (с + d) = (а + Ъ)с + d; г) если а < с < а + 6, то а + Ъс = с;

д) если а ^ Ь ^ с + d, ас = Ьс и (а + c)d =

= F + c)d, то а = Ь; е) L не содержит под-

подструктур, изображенных на рис. 9.
2. Если х ш у

— дополнения элемента z

в интервале [а, Ь] дедекиндовои структуры
и ж < у,, то ж = у.

3. Во всякой дедекиндовои структуре
справедливо равенство (ab + ас) (яЬ + Ьс) =
= ab, a из соотношения (а ¦+" Ь)с = Ьс вытека-

вытекает, что а (Ь + с) = аЪ.
4. В дедекиндовои структуре с нулем

равенство (ах + ... + ап)Ь= 0 влечет (ах -j-
+ &) ••• («п + Ь) = «л ... а„ + Ь.

5. Если alt ..., ап, blt ..., Ъп — элементы

дедекиндовои структуры и а; ^ Ьу при t ф/, то Рис. 9.

(«1 + ••• + an)bi ¦¦¦ bn = "iW 4- ••• + апЪп.

6. Ординальная сумма дедекиндовых структур — дедекиндова.
7. Дедекиндовость структуры равносильна дедекиндовости

структуры ее идеалов.
8. Элементы а и Ъ дедекиндовои структуры с 0 и 1 обладают

дополнениями, если дополнения имеются у элементов аЪ и а ¦+• Ъ.
9. Если С — цепь в дедекиндовои структуре L с дополнениями,

имеющей композиционный ряд, то L содержит цепь С*, двойствен-
двойственную цепи С и состоящую из дополнений к ее элементам.

10. Дедекиндова структура с дополнениями, удовлетворяющая
условию максимальности, удовлетворяет и условию минимальности.

11. Отношение

aef

интервал [ab, a -j- Ь]
Содержит конечную максимальную

цепь

иа дедекиндовои структуре является конгруэнцией.
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12. Если dad' — функции размерности на дедекиндовои
туре, то d — d' = const.

13. Сформулировать и доказать теорему, дуальную теорем*
Куроша — Оре.

14. Рассмотрев структуру, изображенную на рис. 10, убедить-
убедиться, что из условий теоремы Куроша — Оре нельзя исключить деде?

киндовость.

15. Пусть L — дедекиндова струи

тура, а е L, а а => рх -j- ... -j- рт
= ft + - + in, где p., qj

— атомы.

Доказать, что т= п а а = />!-}-...
•¦• "f" Pm-i ~f Я; Для некоторого номера /,

16. Любой интервал атомной деде
киндовой структуры с дополнениями
является атомной структурой.

17. Доказать единственность сво-

свободной дедекиндовои структуры с дан
ной системой свободных образующих.

18. Подструктура свободной деде-
дедекиндовои структуры, порожденная ча-

частью свободных образующих, свободна.
19. Для лкбого множества^

{La | a S Q) дедекиндовых структур'
сущестпует дедекипдова структура L, порождаемая объединением
U La, причем для любого набора (<ра | а е Я) гомоморфизмов

структур La в какую-либо дедекиндову структуру М найдется го-

гомоморфизм L в М, на каждой из La совпадающий с фа.
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Структура L называется дистрибутивной, если

для любых а, Ъ, с ЕЕ L имеет место

(a -f- Ъ)с = ас -\- be.

Важнейшим примером дистрибутивной структуры явля-

является структура всех подмножеств произвольного множе-
множества. Однако дедекиндова структура всех подпространств

линейного пространстиа уже не является дистрибутивной.
Дистрибутивной структурой является также всякая цепь.

Теорема 1. Следующие свойства структуры L

.'квивалентны:

A) L дистрибутивна;
B) аЬ -)- с = (а -f- с) (Ь -\- с) для любых а, Ь, с ЕЕ L;
C), аЪ + be -f- ca = (а + 6) (b -f с) (с -f- а) 9дя любых

а, Ъ, c<EiL;
D) еедмдля некоторого c^Lсправедливо а -)- с = 6 -|-с

м ас = Ьс, »го а = Ь.

Доказательство. A)=4 B). Имеем

(а + с) {Ь -{- с) = (а -\- с)Ь -{- с = ab + be + с — ab + с.

B) =4- C). Действительно,

аЬ + be -f са = (а -{- Ъс -{- ca) (b -)- be -f- са) =
= (а + Ьс) (Ь + са) = (Ь + а) (с + а) (Ь + с) (Ь + «) =

= (о +Ь) (Ъ +с)(с +а).
C) =ф A). Если а < с, то

ас + be =/ab -f be -f- са = (а + Ь) (Ь -\- с) (с + а) —
= с (а +Ь) (Ь +с) =

с [а + Ь).

Далее, положим и = аЬ -)- be -\- ас и f = (а -(- 6) (Ь -|- с) X
X (а -(- с). По условию, м = у и, следовательно, си = с.;.
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Но, учитывая доказанное выше, получаем

си = с (ab -f be -\- ас) = с (be •¦+- ас) -\- abc = ас -{-be
и

cv = с(а +Ь)(Ъ +с)(а + с) = с (а + Ь),

что и требовалось.
A) =#• D). Если a -f с = b -f- с и ас = Ьс, то, примени

A), получим

а = а (а -)- с) = а (Ь -{- с) = ab -{-ас
— ah -{-be =

= (а +с)Ь = (Ъ +с)Ъ = i

D) =Ф C). Положим и = ab -{- be -{- ас, v = (a -(-
X (b -{- с) (а -{- с), р = ас + b (а + с), q = be + а (Ъ + с) и

г = ab -{-с (а -{-Ь). Согласно теореме 6.1, из свойства D)
вытекает справедливость модулярного закона. Поэтому;

р + г = [ас -f & (а -(-с)] + [ab +c (a + Ь)] =

= Ь (а -(-с) + с (а -)- Ь) = (а -f Ь)[Ь (а + с) + с] =

g + г = [be +a(b + с)] +[ab +с (а + Ь)] =
= а(Ь + с) + с (а + Ь) = (а + Ъ) [а (Ъ + с) + с] -

= (а +Ь)(Ъ + с) (о + с) = v,

рг = [ас -{- b (а -{- с)] [ab + с (а + Ь)] =
= аЬ + [ас -f Ь (а -f- с)] с (а -(- Ь) =

= аЬ 4" [яс + & (а 4" с) с^ (а 4" Ь) = w

и

qr = [be + а (Ъ 4-е)] [ab + с (а + b)] =
= ab 4- [Ьс 4- а (Ь 4- с)] с (а 4- Ь) =

= аЬ 4- [be 4- в (Ь 4- с) С1 (а + Ь) — w.

В силу D) имеем р
=

q. Но тогда

р
= р 4- g = [ас 4- & (а 4- с)] 4- [Ьс 4- а (Ь 4- с)] =

= Ь (в + с) + « (& + с) - (а 4- с) [Ь 4- а (Ь 4- сI = у
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р = pq = [ас -f Ъ (а + с)] [be -\- а (Ъ + с)] =
= be + lac + Ь (а + с)] а (Ь + с) =

= Ъс -\- [ас -\- Ъ {а -\- с)а\ (Ь -\- с) = и.

Таким образом, имеем и = р = v, что и требовалось.
Из свойства C) теоремы 1 видно, что частично упорядо-

упорядоченное множество, двойственное дистрибутивной струк-

структуре, само является дистрибутивной структурой. Поэтому
к дистрибутивным структурам применим принцип двой-
двойственности.

Теорема 2. Всякий идеал S -и всякий фильтр F

дистрибутивной структуры L стандартен.

Доказательство. Если а, Ъ ЕЕ L, s ЕВ S и

а <С b -\- s, то а = а (Ь -{- s) = ab -{- as. Ясно, что ab ^ Ъ

и as ЕЕ S. Второе утверждение справедливо по принципу
двойственности.

В случае дистрибутивных структур удается полностью

решить вопрос о связи между идеалами и гомоморфизмами.
Теорема 3 (Хашимото). Следующие свойства

структуры L эквивалентны:

A) L дистрибутивна;
B) всякий идеал структуры L является ядерным идеа-

идеалом некоторой конгруэнции;

C) всякий фильтр структуры L является ядерным

фильтром некоторой конгруэнции;

D) всякая выпуклая подструктура структуры L явля-

является смежным классом некоторой конгруэнции.
¦ Доказательство. Импликации A) =Ф B) и

A) =4- C) вытекают из теорем 2, 4.9 и 4.11. Если справед-
справедливы свойства B) и C), то свойство D) справедливо соглас-

согласно теореме 4.8. Этим доказана импликация A) =Ф D).
Импликация D) =ф B) очевидна. Остается установить

справедливость импликаций B) =Ф A) и C) =? A). При
этом достаточно доказать первую из них, ибо вторая двой-
двойственна ей. Для доказательства допустим, что структура L

обладает свойством B), но не является дедекиндовой.
Тогда найдутся такие элементы а, Ь, c(EEL, что а «^ с

и (a -j- Ь)с ^> а + be. По условию, главный идеал (a +6c)v
является ядерным идеалом некоторой конгруэнции =з.
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Но, поскольку а ЕЕ {а + bc)v, имеем

(а + Ь )с =~ be == a -\- be.

Таким образом,

(а + Ъ)с е (в + bc)v,

что противоречит допущению. Так что L — дедекиндова*
структура. Если она не дистрибутивна, то для некоторых,
а, Ь, с GE L имеет место

(а -f- Ь) с ^> ас -\- be.

Если == — конгруэнция с ядерным идеалом (а 4- Ьс)*,
то (а -+¦ &)с = (s + fe + Ь)с ^ 6с, откуда (а ¦+- 6)с -^
<^ а -\- be. Поэтому, принимая во внимание модулярный
закон, получим

(а 4- Ъ)с <(а 4- Ьс)с = ас + be,

вопреки допущению.
Теорема 4 (Колибиар — Хашимото — Гретцер —

Шмидт). Следующие свойства дистрибутивной структуры
L эквивалентны:

A) L является структурой с относительными допол-

дополнениями;

B) всякий идеал структуры L является ядерным идеа-
идеалом в точности одной конгруэнции;

C) всякий фильтр структуры L является ядерным
фильтром в точности одной конгруэнции;

D) всякая выпуклая подструктура структуры L явля-

является смежным классом в точности одной конгруэнции;

E) любые две конгруэнции структуры L переста-
перестановочны.

Доказательство. Импликация A) =ф D) вы-

вытекает из теорем 3 и 4.6. Ввиду теоремы 4.7 справедлива
импликация A) =Ф E). Импликации D) =Ф B) и D) =#• C)
очевидны. Допустим, далее, что выполнено свойство E),
и рассмотрим элемент с из интервала [а, Ь]. Согласно тео-

теореме 2, идеал с^ и фильтр сА являются, соответственно,

ядерными идеалом и фильтром конгруэнции == и ^,
описанных в теоремах 4.9 и 4.11. Так как а == с ис^/),
то, согласно свойству E), для некоторого элемента d
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имеем а ^ d и d == b. Эти соотношения означают справед-

справедливость равенств ad = (a -\- d)v и d -\- b = db -\- и, где
" *С с ^ v. Отсюда

<i = ac<^av<%>ad^d*^sd-\-b*^b-\-u'^b-\-c = Ь

и, следовательно,

cd = cd (a -)- d)# = cda = a.

Таким образом, элемент d оказывается дополнением эле-

элемента с в интервале [а, Ъ], т. е. доказана импликация

E) =4» A). Остается установить справедливость имплика-

импликаций B) =Ф A) и C) =4- A). Ограничимся доказательством

первой из них, так как вторая доказывается двойственным
рассуждением. С этой целью возьмем в интервале [а, Ь]
элемент с, отличнщй от а и Ь. Пусть S — множество всех

таких s из L, что cs •< а. Ввиду дистрибутивности структу-
структуры легко проверить, что S — идеал. В силу теоремы 2,
этот идеал является ядерным идеалом конгруэнции 0,
описанной в теореме 4.9. Из теорем 2 и 4.11 вытекает су-

существование на фактор-структуре L = ?/8 конгруэнции 9

с ядерным фильтром сд. Обозначим через р ядро сквоз-

сквозного гомоморфизма структуры L на фактор-структуру
L/Q, а через Т — ядерный идеал конгруэнции р. Конечно,
S С Т. Если te^T, то, учитывая описание конгруэнции

8, будем иметь

0=76= (t+O)~u = tu,

где ей = с, a D — нуль структуры L. Отсюда 0 — 1с и,
следовательно, tcQs, где s ЕЕ S. Последнее означает, что

tc^tc + s-=tcs + s* < ta + s'' < a + s",

где s' e S. Умножая на с, получаем

tc <J ас -\- s'c ^ a,

что означает t €= S. В силу свойства B), из равенства S = Т

вытекает равенство 0 = р. Поэтому равенство Шс влечех
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bpc, а значит, и 69с, Таким образом,

b = bJrc = bc-{-s = cJrS,

где s ? S. Но тогда имеем

cJr(a-{-s)=c + s=b
и

а «^ с (а + s) = са + cs <Г а,
т. е.

с (а + s) = a.

Так что a-)-s оказывается дополнением элемента с в и

тервале [а, Ь], чем и заканчивается доказательство.

Теорема 5 (Стоун). Если а и b — различные эл

менты дистрибутивной структуры L, то существуе.
такая конгруэнция 0, что а 0 Ъ и фактор-структур
L/Q является двухэлементной цепью.
Доказательство. Не ограничивая общности^

можно считать, что Ъ ^ а. Поэтому множество ф таки^
идеалов / структуры L, что а?/иЬ^/, содержит идеал
av. Множество ф естественным образом частично упоря-

упорядочено. Если

—

цепь из $р, то легко проверить, что объединение
у/„е (?А- В силу4 леммы Куратовского — Цорна, мно-

множество ф содержит максимальный элемент Н.~ Согласно

теореме 3, идеал Н является ядерным идеалом некоторой
конгруэнции ==. Конечно, а ф Ъ. Если х ф Н, то

легко вывести, что множество / всех сумм вида у -\- s, где

у <^ х, s (Ez Н, является идеалом. Поскольку Н cz J, то

бе/. Отсюда Ъ = у + s, где у ^ х, s e H и, следо-

следовательно,

Ь = г/ < х.

Таким образом, ненулевые элементы фактор-структуры
?/== образуют фильтр. 3toti фильтр является, очевидно,

ядерным фильтром гомоморфизма структуры L}= на двух-

двухэлементную цепь С. Ядро сквозного гомоморфизма L на С

является искомой конгруэнцией.
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Теорема 6 (Биркгоф). Всякая дистрибутивная
структура L изоморфна структуре подмножеств некото-

некоторого множества (не обязательно всех!).
Доказательство. Рассмотрим множество ?01

ноевозможных пар (а, Ь), где а и Ъ — различные элементы

п.ч L. Для каждой пары (а, Ъ) найдем, воспользовавшись

теоремой 5, конгруэнцию 0а,ь такую, что а 8а,ь 6, а фак-
фактор-структура Ь/9а,ь является двухэлементной цепью.
Естественный гомоморфизм L на ?/9а,ь обозначим через

Фо,(|. Если «eL, to положим

Ф (х) = {(в, Ь) | (а, Ь) ЕЕ 501, фа,ь (*) = 1}.

Таким образом, каждому элементу структуры L ставится

н соответствие подмножество множества 9R. Пусть х, у ЕЕ L.

1?сли х Фу, то фх%н (х) ф фж,и (у) и, следовательно,
ф (#) Ф Ф (г/). Далее, фа1Ь (х -{• у) = i тогда и только

тогда, когда фа,ь (х) = 1 или фа,ь (г/) = 1. Поэтому
(а, Ь) ЕЕ Ф (х + г/) тогда и только тогда, когда (а, Ь) ЕЕ

?Е Ф (^) или (а, Ь) ЕЕ Ф (г/)- Следовательно, Ф (ж + у) =
= Ф (х) U Ф (г/). Аналогично фа,ь (ху) = 1 в том и толь-

только том случае, когда фа,ь (х) — фа,ь (у) = 1, откуда
Ф (^1/) = Ф (х) Л Ф (У)- Таким образом, Ф оказывается

искомым структурным изоморфизмом.
Простая индукция позволяет доказать, что во всякой

дистрибутивной структуре справедливы тождества:

m m

1=1. i=l

m m

1=1 i=i

m n m n

/I ^г-^j j
== ^! ^LJ ^r; ^

1=1 j=l i

n m n

П *i + П bj = П П
1=1 j=l 1=1 j=l
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Чуть-чуть сложнее доказываются соотношения

т ni m m ni

П2 &«= 2 П ^№.и 2 П б«= П
1=1 1 Ф

где Ф пробегает все функции ф, ставящие в соответств]

каждому числу i из множества {1, ..., т] число ф (i) <

€= {1, ••-, nt). Установим, например, первое из ни

При т = 2 оно совпадает с одним из равенств, написан

них выше. Далее имеем

m ni m-\ ni nm m-i

)П 2»«== ( П 2 б«J *»i=( 2 П

nm я»—1 ™

= 2 S (П Й«Ф« )*mj = 2 П ****>•
;=i *еФ' 1=1 <реФ i=i1=1

где множество Ф" возникает при ограничении всех функ-
функций из Ф на множество A, ..., т

— 1}. В случае полных

структур могут быть написаны бесконечные дистрибутив-
дистрибутивные законы — бесконечные аналоги рассмотренных раннее

тождеств:

a.sup В
= sup (aB), G1)

а + inf В = inf (a + Б), G1')
sup Л • sup В = sup (ЛВ), G2)
inf Л + inf В = inf (Л 4- В), G2')

inf sup {axfi} = sup inf {ааф(а)}, G3)
oeA Эева ФеФ ае>1

sup inf {ааЭ} = inf sop{аа<ра)}, G3')
AfeB ФЛ

где

AB={ab \a^A,b^B},A + В =

и Ф — множество всех однозначных функций ф, ставящих
в соответствие элементу а ?Е^4 элемент ip (а) ? ?,. Убе-
Убедимся, что тождества G1) и G1') (а значит, и все остальные)
выполняются не во всякой полной дистрибутивной струк-

структуре и что, в отличие от конечного случая, одно из них
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не влечет другое. Для доказательства рассмотрим множе-

множество неотрицательных целых чисел, упорядоченное по

делимости (т. е. а <[ Ъ = а делит Ъ), считая при этом, что О
del

делит 0. Без труда проверяется, что sup А = НОК {а} и

inf А = НОД {а}. Совершенно элементарна и проверка

равенства G1*), показывающего, в частности, что возни-

возникающая структура дистрибутивна. Однако

НОД {2, НОК Bft - 1)} = НОД {2, 0} = 2

И

НОК {НОД {2, Bft- 1)}} = НОК{1}- 1,
1<!г<оо Kit<оо

т. е. равенство G1) места не имеет.

Теорема 7. Следующие свойства полной структу-

структуры I эквивалентны:

A) в L справедливо тождество G1);
B) в L справедливо тождество G2);
C) L непрерывна и дистрибутивна.
Доказательство. Импликации A) =4> C) и

B) =Ф A) очевидны. Если имеет место G1), то

sup A -sup В = sup (a sup В) = sup sup (aB) = sup AB,
аеА аеА

т. е. справедливо G2). Если справедливо C), то рассмо-

рассмотрим систему {Ва} всех конечных подмножеств множест-

множества В, и если Ва = {Ьаи ..., Ьапа}, то положим Ьа —

= Ьа1 + ... -\- ЬаПл. Ясно, что Я = {Ьа\ — направленное

множество. Поэтому из C) и теоремы 1.4 вытекает

й-sup В
= a sup Q = sup (aQ) = sup {aba} —

a

= sup {abal -h ... + abanj = sup aB,
at

что и требовалось.
Теорема 8. Во всякой полной структуре L равен-

равенство G3) влечет G1), а G3') — G1").
Доказательство. Из соображений двойствен-

двойственности достаточно доказать одну из импликаций. Допу-
Допустим, что справедливо равенство G3). Если А = A, 2},
5Х = {1}, Вг = В, ап = а и а2Ь

= Ъ для всех Ъ^еВ, то
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для каждой функции ф из указанного в G3) множества

имеем ф A) = 1 и ф B) = Ъ (ф) для некоторого Ъ (ц>)б=В]
Поэтому

a sup В = inf sup {игр} = sup inf
Эв феФ г=1,2

= sup ana2v(i) = sup db (ф) = sup (аЯ),
Ф Ф

что и требовалось.
Пример, показывающий, что G1), вообще говоря, не

влечет G3), будет приведен в следующем параграфе.
Теорема 9. Мполе.тво подмножеств некоторого

множества, замкнутое относительно бесконечных объеди-
объединений и пересечений, образует полную структуру, в кото-

которой справедливы тождества G3) и G3').
Доказательство. Если ie fl (J Х^р, то хев

В

U А'ар для каждого а и, следовательно, х ?Е Ха^а) для

некоторого ф(а) еВа. Тогда же f| Хаф(а)с [} f| Хаф(а).

Наоборот, если же U . П ^аФ(я). тоже f| XatpEt) для не-

которого фЕЕФ. Таким образом, для каждого а?^ су-
существует такой индекс $€=Ва, что х?Е %*& и, следова-

следовательно а; ЕЕ U ^^э Для всех а ЕЕ А. Последнее означает, что

1ё fl U Xag, чем и завершается доказательство соотно-

шения G3). Пусть теперь ?€Е U П -X^. Тогда для не>

которого «Ej4 и всех $(Е:Ва имеем a;Er-Xag. Поэтому
жGr Xav(a)Q U Хаф@?) для всех (реФ и, значит, х<=

Е A U ХаСр(=[). «Обратный ход» завершает установление
<реФ «еА

справедливости соотношения G3').

Упражнения

1. Доказать, что дистрибутивность структуры L равносильна
каждому из следующих свойств: а) неравенство a <J Ъ имеет место

тогда и только тогда, когда ас^Ьсиа-\-с<^.Ь-\-с для некоторого

сб?; 6) (а + Ъ) (с + аб) = аЬ + Ьс + ас; в) а + be > (a -f- 6)c;
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г) L — дедекиндова л не содержит подструктуры, изображенной на

рис. 11.

2. Б дистрибутивной структура соотношенвя аЪ < * < а -+• Ь
и х — ах -\- Ъх + ab выполняются одновременно.

3. Дедекиндова структура дистрибутивна тогда в только тпгдн,
когда гомоморфные образы любой из ее подструктур, и» обладающие
нетривиальными конгруэнциями, являются
одно- нли двухэлементными цепями.

4. Ординальная сумма дистрибутивных
структур дистрибутивна.

5. Если А—-множество атомов непрерыв-
непрерывной дистрибутивной структуры и Д^иир M\i)i
то аи — 0 для всех й&А.'-

6. Дистрибутивная' структура ИОНИЧноО

длины конечна.

7. В дистрибутивной структур|, ШШЯ»"

творяющей условию максямальИООТЯ, ШНЙЦМЙ
элемент обладает одним я ТОЛЬКО

кратимым П-представлеямм,
8. Если L — дистрибутивам

аиционным рядом ¦ t ¦< fa Ф ш

и Ь} — неразложимые ЮМИМИ, N Ш в'» N
рации ц = *i для BCU !¦

iMr.i

flic.

ПбЛАДЙЮЩПЛ КОМПО-

¦

,,, -I 1>,„ где а4
цидходнщой нуме-

ц i Д
9. Подструктура рт

ночным числом эдеммкш, HMI
10. Полная яветШПЦШЛ

равенству G1), «М4И« B>if|NIN
{ JeOh Ш %

l> И,

тов

sup {*„} -inf {
11. Пусть _

/ = I* | Ъ (а + «)
[а, 6] прост, to

12. Максим!

Сформулировать
13. Идеал

тогда, ногда а —

14. Днстр
сти структуры

E. Дать ОН
Доказать ее C'w

16. Подотру
рожденная ча

17. Для
структур oynfltTl
обьединеваем

морфизмов
ру М, я,

И(|||ождонная ко-

i уд(*влотворяющая

пли лк1бых элемен-

• Ф [1, ямеет место

I 0).
РР»»|М», я, ft (= ?, а < 6 и

Ife 7 — ИД1Н1Л. Исли интервал
ш I

lyfMHHuA Г1]|уктуры прост
НИ ^ |И1'р»ИД1Ч1И0.

fHf |г(»н |||шст тогда и только

1Й1м«Н1.
i дистрибутивно-

по-

I риПупшной структуры
VfBPHHiirn..

Ци ой структуры,
lfniHin, пюГюдна.
I',, I" ' U| дистрибутивных

L, порождаемая
а | a ? Я} гомо-

ши'трибутивную руу
н« ни/Идой iu La соипадающий



§ 8. БУЛЕВЫ АЛГЕБРЫ

Дистрибутивная структура с дополнениями назь

вается булевой алгеброй. Из тебремы 6.3 вытекает, что бу|
лева алгебра — структура с относительными дополнения*«|
ми, а из теоремы 7.1 — что каждый ее элемент а обладав!
в точности одним дополнением а". Таким образом, можно;
считать, что наряду с двумя бинарными операциями в бу^"
левой алгебре определена еще одна унарная операция.

Теорема 1. Во всякой булевой алгебре справедлив
вы следующие соотношения:

(а 4- Ь)' = а"Ь", (81)
(ab)" = а" 4- Ъ\ (82)

а" = а, (83)
О' = 1, (84)
1" = 0. (85)

Доказательство. Справедливость равенств
(83) — (85) очевидна. Равенство (81) вытекает из соотно-

соотношений

(а + Ь) + а'Ь" = (а + а") (а 4- Ь') + Ъ = а 4- Ъ' + Ь = 1

и

(а 4- b)a"b' = aa'V 4- a'bf = 0,

получаемых с помощью теоремы 7.1, а равенство (82) спра-
справедливо по соображениям двойственности.
Теорема 2. Если в структуре Ь с нулем и единицей

каждый элемент а обладает единственным дополнением а",
причем (а -\- Ь)" = а'Ь" и (аЪ)" = а" -\- Ь', то L — булева
алгебра.
Доказательство. Сначала докажем:
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Лемма. Если х, у е L и х*^. у, то х = (х + у')у
а у

=
х + х'у.

Действительно, учитывая условия теоремы, получаем

(х + х'уУ +у>(х + х'у)' + (х + х'у) = 1

и

(х + х'у)'у = х" (х + у')у = (х'у) (х'у)" = 0.

Следовательно, (х -\- х'у)" — у* и, значит, у = х 4- х'у.
Далее, из равенства х = ху вытекает, что х" = х' -\- у",
т. е. что у' «^ х'. В силу доказанного выше, имеем
*' = У" + УХ?, откуда

* = (»' + »*')' = (* + У')У-

Переходя к доказательству теоремы, допустим, что

и

ас — и = 6с.

Учитывая лемму, получим равенства

а + (г?' + см') = а + (ы + си') + г/ =

= (а + с) + w' = 1 = (Ь + с) + "' =

= Ъ + (и + см') + и" = Ь + (V + см')
И

а (г/ 4- см') = aw (v' + си') = (ас)и' =
= 0 = (Ьс)и' = &г; (v' + си') = Ъ (v' + си').

Следовательно,

а = (j/ 4- си')' = Ь,

и из свойства D) теоремы 7.1 вытекает дистрибутивность
структуры L, что и требовалось.
Теорема 3. Пусть В — булева алгебра. Для любых

a, b Ez В положим

а + Ь = аЬ" 4- а'Ъ
def

U

а о fc = ab.
def

Ю П. А. Скорняков
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Тогда В становится ассоциативным коммутативным колг

цом с единицей, причем а + а = О и а ° а = а для все

Доказательство. Последнее утверждение
ассоциативность умножения, наличие единицы и коммута
тивность обеих операций очевидны. Далее, учитыва!

теорему 1, имеем

(а + Ь) + с = (аЪ' + а'Ъ)с' + (ab" + а'Ь)'с =

= аЪ'с' + а'Ьс' + (а' + Ь) (а + Ъ')с = \
= аЬ'с' + а'Ьс' + а'Ь'с + abc =

= а (Ъ' + с) (Ъ + с') + a' (be' + b'c) =

= a (be' + b'c)' + a' (be' + b'c) = a + (b + с),

a + 0 = aO' + a'O = я1 = а

и

a + a = aa' + й'а = 0,

т. е. В оказывается абелевой группой по сложению. Нако-

Наконец,

(а + Ь)ос = аЪ'с + а'Ьс = ас (V + О + (а' + с')Ъс =

= (ас)(Ъс)' + (ас)'(be) = а о с + Ъ о с.

Теорема 4. Пусть R — ассоциативное коммута-
коммутативное кольцо с единицей относительно операций + и о,

причем а о а
= а для всех а ?= R. Положим

def

и

аЪ = а о Ъ.
def

Тогда R становится булевой алгеброй В. Кольцо, получае-
получаемое из алгебры В с помощью теоремы 3, совпадает
с R. Применение описанной конструкции к кольцу, ука-

указанному в теореме 3, приводит к исходной булевой
алгебре В.

Доказательство. Коммутативность и ассо-

ассоциативность операций + и >
очевидна. Кроме того,
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имеем

(а + а) + (а + а) = (а + а) ° (а + а)
— а + а,

откуда
а + а = 0.

Учитывая это равенство, получим

(а -{- Ь)а = (а + b + ао Ь) о а ~ ею а + а о Ь + а ° Ь=а

и

а -{- ab = а+сюЬ + ао(а°Ь) = а.

В силу теоремы 4.2, В оказывается структурой. Ясно, что

аЛ = а и аО — 0 для всех а ЕЕ В, т. е. структура В об-

обладает нулем и единицей. Из равенств

а A + а) = и о 1 ц-доа = 0
и

а + A + а) = а + A + а) + а ° A + а) = 1

вытекает, что В — структура с дополнениями. Ее дивтри-
бутивноеть проверяется следующим образом:

(а + Ь)с = (а + Ъ +• ab) о с —

= ас + be + ас о be = ас + &е;

Заключительные утверждения теоремы вытекают из ра-

равенств

ab" + а'Ь = аоA + 6) + A + а)°Ь +

+а о A + Ь) о Ь о A + а) = а + аЬ + Ъ + аЬ = а + Ъ

и

(аЬ' + а'Ь) (аЬ)' + И' + а'Ь)' ab =

= (аЬ' + а'Ъ) (а' + Ъ') + (а' + Ъ) (а + Ь') ab =

= ab' + a'b + ab = a (b' + b) + {a' + a)b = a + b.

Теорема 5' (Гливенко — Стоун). Пополнение

булевой алгебры сечениями шляется полной булевой ал-

алгеброй.
10'
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Доказательство. Пусть М — данная буле!
алгебра и L — ее пополнение сечениями, описанное в те;

реме 3.7. Напомнив!, что элементами структуры L служ<

ДУ-замкнутые элементы структуры Р всех подмножес!

булевой алгебры М. Однако теперь условимся, что фф.1
Если А ЕЕ Р, то положим

А' = {а\\а<=А}.

Лемма 1. A'v* = (АА?)'.
Действительно, х ЕЕ A'vA имеет место одновременно

х^>У для всех yEzA'v. Но последнее равносильно нера

венству х' «С У' Для всех у'ЕЕАА. Таким образом, х ЕЕ А'А^
равносильно х' Е= АА? или, что то же самое, хее{А^)"\
Лемма 2. Если х < у и у s 4Av, то х ЕЕ AAv. ')

Для доказательства достаточно заметить, что х ^ у*С z

для всех z Е= АА.
Лемма 3. Если А ее L, то АА f) A' = 1.

В самом деле, если х е= Ал f] А', то х' ЕВ А, откуда
х' — хх' = 0 и, следовательно, х — 1. С другой стороны,
согласно лемме 2, О Е=А и, следовательно, 1 = О' ?Е Лл f| Л'.
Лемма 4. ?"слы А е= L, то A pi 4'v = 0.

Действительно, 0 ЕЕ A f] A'vt в силу леммы 2. Если же

хе4 П ^4'v) 10 х = хх' = 0.
Лемма 5. ^слы 4 ЕЕ L, то А'ч служит единствен-

единственным дополнением элемента А в структуре L.

Действительно, в силу свойства (iv) теоремы 1.6,
A'v ЕЕ L. Далее, используя теорему 3.5, свойство (v) "тео-
"теоремы 1.6, а также леммы 1, 3 и 4, получаем

supb { А, А'ч} = (A U 4'v)Av = (АЛ f] A'vA)v=
= {А*(}(ААчу)ъ = (АА(]Ау = {? = М

и

.infb {A, A'v} = Л П АУ = 0.

Пусть теперь А, В EEL, s\ipL {A, В} = М и iniL {А, 5}= 0.
В силу теоремы 3.5, имеем

(A U В)Ач = М
¦

А П В = 0.
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Ввиду свойств (in) и (v) теоремы 1.6 имеем

1- = МА = (A U B)*vA = АА П 5А.

Еели ЬееВ, то из леммы 2 вытекает, что для всех а?Е.А
имеем

аЬ<=А A В = 0.

Поэтому
Ь = (а + а')Ъ = а'Ь,

т. е. Ъ «^ а* для всех аЕ^. Так что Bc4'". Если же

х ЕЕ .4'v, то ж <^ а' для всех ,ие4. Отсюда ж' е= Лд.

Если у Е 54, то

ж* + 2/ е А* П 5Д,

откуда

ж' + У = 1.

Но тогда а; = ^ (ж" + у) == жг/, т. е. х «^ г/ для всех у ее 5л.

Следовательно, .г ЕЕ BAv= В, т. е. Л'^ с 5. Таким обра-
образом, A'v = Л и единственность дополнений доказана.

Справедливость теоремы 5 вытекает из леммы 5 и тео-

теоремы 2, если принять во внимание соотношения

supL {A'v,

и

infL {A'v, L

B'v} = [A
= (A'v

?'v} = A'*

=.(A'

*(}В'у

[jB')\

'v)^v =

7&)v = {AT\B')v =

= (A[\B)v = (

=-(il'UB')v =

¦AV = (Л U^)'VAV =

= ((ilU-B)дv)•'v = (j

'получаемые с помощью теорем 3.5 и 1.6 и леммы 1.

Убедимся, что наличие дополнений существенно для
справедливости теоремы 5. Пусть С = {и, v} — двухэле-
двухэлементная цепь, А = {аг, а2, ...} и В = {Ьг, Ь2, ...} — два

экземпляра натурального ряда, А* и В* — двойственные
им цепи, Ж — ординальная сумма А и А*, Б — ординаль-

ординальная сумма В и В' (рис. 12). В структуре Я X Д X С
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рассмотрим подмножество

М = (А, В\ v) U (А, Б, и).

Ясно, что М — дистрибутивная структура. Как и рань
обозначим через L пополнение структуры М сечения*

Ъг

Ь,

А В С

Рис. 12.

т. е. структуру AV-замкнутых подмножеств множества М.

Далее, рассмотрим множества

D = (А, В, и),
S = (ах, b[, v)A? = (А, Ь{, v)v =

= К, Е, С) П М = (аг, В', v) U К, В, и),

= [(A, b[, v) [] (A, b[, ц)]у = (ах. В, и),
и

U = К, 5, u)
Ясно, что S, T ^ L. Так как

= ((,!•, 5*, С) П М)* =
- (Л*, В\ v)v = D, 5, С) \\ М = {А, В, и) = D,
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го D ее Ь. Далее, имеем

D Л S = D П К, Б, С)= U = D О Т,

н с помощью теоремы 1.6 получаем

(D U f)Av - A>д П ^)v = [(А*,[В*, С) П (X Ь\, С) П M]v =

Так как 5 zd Г, то полученные равенства вместе с теоре-
ф

мами 3.5 и 6.1 показывают, что структура L не является

даже дедекиндовой *).
В заключение изучим, как в полных булевых алгебрах

обстоит дело с бесконечными дистрибутивными законами

G1) — G3), рассматривавшимися в предыдущем параграфе.
Теорема 6. Во всякой полной булевой алгебре спра-

справедливы равенства

a «sup В = sup (аВ) и а + inf В = inf (a + В).

Доказательство. Ясно, что a-sup В ~> аЪ для
всех Ъ ?Е В. Если v > ab для всех Ъ ее В, то

а" -Ь v > а' + аЬ = (а' + а) (а' + Ь) = а'^ + Ъ > Ь

для всех b Е: В. Отсюда а' -\- v > sup jB и, следовательно,

a-sup В <^ а (а' -\- v) = av <^ v.

Таким образом,
a «sup В = sup (аВ).

Справедливость второго равенства вытекает из двойствен-
двойственных соображений.

Из теорем 5, 6 и 3.7 вытекает

Следствие. В любой булевой алгебре равенства,

указанные в теореме 6, справедливы всякий раз, когда вхо-

входящие в них точные грани существуют.

*) Рассмотренный пример предложил Фунаяма.
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Теорема 7. Следующие свойства полной булевоЬ
алгебры, В эквивалентны:

A) В изоморфна структуре всех подмножеств некото-

некоторого множества М;

B) в В справедливо тождество G3);
C) в В справедливо тождество G3 ); j
D) В атомна.

Доказательство. Справедливость имплика-

импликаций A) =4- B) и A) =4- C) вытекает из теоремы 7.9.

B) =?• D). Обозначим через Ф множество всех отобра-
отображений алгебры В в двухэлементное множество {0, 1}.
Для любых Ъ ЕЕ В и ф ЕЕ Ф положим Ь° — Ъ, Ь1 = V',

6Ф = inf {&*№} и Ф' = {ф | ф ЕЕ Ф, % ф 0}.

Если 0 < х <^. 6Ф, то х < х*(ж>. Если ф \х) == 1, то

а; <! хх' = 0, вопреки условию. Следовательно, ф (х) = 0.

Отсюда х ^ 0Ф ^ х° — х, т. е. х = 6Ф. Таким образом,

Эф — атом для всякого фЕгФ'. Используя G3), получаем

1 -=- inf (b г Ь') =-- inf sup {&} =
И В {0,1}

= sup inf {Ь^Щ = sup 6tp = sup
фе;Ф ? феФ

Если, далее, 0 фЪ ^ В, то ввиду теоремы 6 имеем

Ь = Ь sup 0Ф = sup М)ф.
Ф' Ф'

Для некоторого ф 6Е Ф' имеем 0 <^ Ь9Ф ^ 0Ф. Поскольку
0,, — атом, отсюда вытекает, что &9Ф = 0Ф. Следовательно,
0ф <^ Ь, что и требовалось.

D) =ф A). Пусть М — множество всех атомов алгебры
В и Р — структура всех подмножеств множества М. Если

Ь ЕЕ В, то положим

( {р\р<=М,р<^Ь}, еслп Ьф0,

Ф(Ь)==( ф, если 6 = 0.

Тогда ф отображает В в Р. Определим отображение Р в В,
положив

f sup X, если X не пусто, ,
^ )= 1 0, если Х = 0. i
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В силу теоремы 6.20, 1|)ф (Ь) = Ъ для всех Ъ 6Е В. Следова-
Следовательно, г|) отображает Р на В. Допустим, что г|) (X) = г|) (У)
и г/ ?Е У. В силу теоремы 6, имеем

у
= z/\|> (Г) = згф (X) = у sup X = sup (yX),

откуда

0 < а# < х, у

для некоторого ?(ЕЕХ. Поскольку ? и г/
— атомы, отсюда

вытекает, что

у = ху = х е X.

Таким образом, 7с1 и, аналогично, Хс7. Следова-
Следовательно, г|)

— взаимно однозначное отображение. Ясно, что

i|j ИЗОТОННО.

C) =Ф A). Достаточно заметить, что эта импликация

двойственна уже доказанной импликации B) =ц> A).
Из теоремы 7 непосредственно вытекает

Следствие. Конечная булева алгебра изоморфна
структуре всех подмножеств некоторого конечного мно-

множества.

В заключение убедимся, что равенство G3) справедливо
не во всякой полной булевой алгебре. С этой целью рас-

рассмотрим множество Р всех открытых подмножеств отрезка

действительных чисел [0, 1], рассматриваемого как топо-

топологическое пространство с обычной топологией. Так как

пустое множество и объединение любого множества откры-

открытых множеств открыто, то из теоремы, двойственной
теореме 3.1, вытекает, что Р — полная структура. Если

agP, то положим Са — [0, 1]\а, а через а обозна-
обозначим замыкание множества а. Кроме того, положим а'== Са

и ф (а) = а". Ясно, что а' Е= Р.
Лемма 1. {а {} Ъ)" == а" П Ь".

Действительно, из известных свойств замыкания (см.,
например, П. С. Александров, «Введение в общую теорию
множеств и функций», Гостехиздат, 1948, стр. 237, теоре-
теорема 6) вытекает

(в U ЬУ = С (a U Ь) = С {a \j b) = Са П СЬ = «" П Ь\
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Лемма 2. Если а с: Ъ, то а' э b*.
В самом деле, если а с: 6, то a (J Ъ = Ъ. Примени!

лемму 1, получим

Ь' = (a U Ь)' = о' П Ь".

откуда а' э Ь'. .^
Лемма 3. а" с а"'.

'

Действительно, из очевидного включения Са С Си

вытекает, что CCclczCCa — а. Отсюда

и, следовательно, а" С а. Поэтому

а' = Са <=, СаГ.=- а"'.

Лемма 4. а с а".

Действительно, поскольку а открыто, имеем

Са «= Са Си,

Откуда
а = ССа Q ССй =- Са7 = а".

Лемма 5. ф
— оператор замыкания на структуре Р.

В самом деле, соотношение а с: ф (а) вытекает из леммы

4, а импликация а с: Ъ ==> ф (а) с ф (Ь) — из леммы 2.

Наконец, из лемм 4, 3 и 2 вытекает, что

<р (а) = а" с (а")" = Ф (ф (а)) = (а")' ? а" = Ф (а).

В силу леммы 5, из теоремы 3.5 следует, что ф-замкну-
тые элементы структуры Р образуют полную структуру В.

Из лемм 3 и 4 вытекает, что а' = а'" ЕЕ В. Ввиду леммы

1 и теоремы 3.5 для всех а^В из соотношений

a Ua' = a[}Ca = a \JCa= [0, 1]

вытекают равенства

а + а" = (a U а')" = (СаЦ^')' = (ф)' = Сф = [0, 1]

и

«иа* = в fl «' S «" П а'. = (а" U аУ — Са' U а = <?•
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Если а -{- с = [0, 1] vi ас = ф для некоторого с ЕЕ В, то

второе из этих соотношений дает а П с = ф, откуда
а с: Сс, и поскольку с открыто, а с: Сс. Следовательно,
с = ССс cz Са = а'. Из первого соотношения с помощью

леммы 1 получаем

(а' П О" = (о 0 с)" = [О, 1].

Поскольку а' П с' ЕЕ. В, имеем

а'A«' = К П с')' = [0, 1]' = 0.

Отсюда
Са = а'^Сс' =--ССс.

Но" тогда

а^Сс
— с',

откуда
a s~c'

и, следовательно,

й' = СаССс' = с" = с.

Таким обрааом, каждый элемент а структуры В обладает

единственным дополнением а". Так как из теоремы 3.5 и

леммы 1 вытекают равенства

(в + Ь)' -- (a U Ь)" = (а' П Ъ')" = а' П V = а'Ъ'

в

(аЬУ « (а" П Ь')' = (a' U Ь')* = а' + Ь',

то, соглпсно теореме 2, 5 оказывается булевой алгеброй.
Оста#тся наметить, что каждый ненулевой элемент из В

содержит открытый интервал. Но всякий такой интервал
явля#тся ф-иамкнутым множеством. Следовательно, В не

содержит атомон и, согласно теореме 7, в ней не выполня-

выполняется соотношение G.4).

Упражнения
1. Для любых алиментов а и Ь из булевой алгебры равносильны

следующие утнорждонии: а) а < 6; б) аЬ' = 0; в) а' + * = 1.

2. Совс)мупиост|| элементов дистрибутивной структуры, обла-
обладающих допплшчшнмн, образует подструктуру, являюихуюся буле-
булевой алгеброй.
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3. Совокупность элементов дедекиндовой структуры, обладая
щих единственными дополнениями, образует подструктуру, являй;

щуюся булевой алгеброй. .

-'

4. Каждая дистрибутивная структура является подструктуре*
некоторой булевой алгебры.

5. Любой гомоморфизм <р булевой алгебры В на булеву алгебр
В' является булевым (т. е. <р F') = (<р F))' для всех Ъ (Е. В).

6. Обобщить теоремы 3 и 4 на дистрибутивные структуры с ну
лем, обладающие относительными дополнениями.

7. Всякая конгруэнция на булевой алгебре является кода

груэнцией соответствующего кольца и наоборот (см. теорему 3). |
8. Установить взаимно однозначное соответстлйе между ндеа-1

лами булевой алгебры и идеалами соответствующего кольца. j
9. Все идеалы булевой алгебры являются главными тогда и*

только тогда, когда она конечна,
10. Любой идеал булевой алгебры совпадает с пересечением

всех простых идеалов, его содержащих. '

11. Дистрибутивная структура является булевой алгеброй тог-

тогда и только тогда, когда каждый ее простой идеал максимален.
12. Идеал / булевой алгебры максимален тогда и только тогда,

когда а^1ша'ф1— равносильные утверждения.
13. Булева алгебра, обладающая композиционным рядом, ко-

конечна.
14. Если L — структура с дополнениями и ab = 0 влечет

6 <J с для всех дополнений с элемента а, то I — булева алгебра.
15. Если каждый элемент полной атомной структуры L обладает

в точности одним дополнением, то ? — булева алгебра.
16. Дать определение свободной булевой алгебры. Доказать ее

существование и единственность.

17. Наименьшая булева подалгебра свободной булевой алгеб-
алгебры, содержащая часть свободных образующих, является свободной
булевой алгеброй.

18. Для любого множества [Ва |а? Q} булевых алгебр суще-
существует булева алгебра В, порождаемая (как булева алгебра)
объединением f") В

, причем для любого набора булевых гомомор-
Q

.физмов {фа | « еЕЕ ?2} алгебр Ва в какую-либо булеву алгебру М
найдется булев гомоморфизм В в М, на каждой из Ва еовяадаю-
щий с <ра.
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