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Предисловие редактора

Перед вами уникальная книга «Введение в математический
анализа серии «Математика. Элективные курсы» по

школьному курсу «Алгебра и математический анализ» для тех, кто

хочет научиться. По существу это энциклопедия различных

методов решения задач, кладовая педагогического и

методического опыта преподавания сложных тем школьного курса
математики.

Это прекрасный самоучитель, в котором рассматриваются с

«разных позиций» основные математические понятия курса
«Математический анализ». Наличие большого количества

разноплановых примеров позволит ученику «прочувствовать»
сложные математические понятия, «увидеть» их естественные

применения.

Книга адресована широкому кругу читателей:

•интересующемуся ученику обычного класса;

•ученику профильного или специализированного класса;

•

студенту, изучающему высшую математику;

•учителю, преподающему школьный курс математики.

Ценность книги заключается в том, что с рассмотренными
заданиями приходит понимание трудных для восприятия

математических понятий, изучаемых в школе. Многие идеи,
заложенные в систему примеров, тренировочных,

самостоятельных, безусловно, могут быть использованы для подготовки
к экзаменам и олимпиадам.

Желательно, чтобы подготовительная работа к изучению этой
книги начиналась с изучения книги «Множества. Функции.
Последовательности. Прогрессии» этой серии уже в 8,9 классе.

Планомерная работа с материалами книг этой серии вместе

с материалами учебных методических комплектов даст
наибольший эффект понимания содержания школьного курса

математики.

А. В. Семенов



Предисловие автора

Предлагаемая серия книгадресована широкому кругу учащихся

средних школ, классов и школ с углубленным изучением

математики, абитуриентов, студентов педагогических вузов,

учителей.

Книги можно использовать как самостоятельные учебные
пособия (самоучители), как задачники по данной теме и как

сборники дидактических материалов. Каждая книга снабжена

программой элективного курса.

Для учащихся можно предложить следующую схему работы:
прочитав вступление и рассмотрев примеры решения,
самостоятельно решать тренировочные работы, затем посмотреть

решения и, осмыслив их, попробовать решить проверочные

работы, проверяя их решения по книге и т.д.

Книги полностью подходят для самостоятельного овладения той

или иной темой и рассчитаны на последовательное обучение от

начального уровня до уровня, необходимого абитуриентам.

Для учителей эти книги предоставляют широкий выбор
приемов и методов работы:

Это могут быть задания учащимся для самостоятельной работы ;

с последующим контролем учителя.

Возможно использование книги как задачника для работы I

в классе и для домашних заданий.

Эти пособия идеально подходят в качестве материала для ;

повторения параллельно изучению других тем в школе.

Подбор материала позволяет существенно дифференцировать |
уровень требований к учащимся при проведении контрольных

1

и зачетных работ.

Уровень сложности и объем материала в книгах серии,
безусловно, избыточен, и учитель должен сам выбирать сложность

и объем материала в соответствии с возможностями учащихся
и задачами, стоящими перед ними.

А. X. Шахмейстер



Программы элективных курсов

для учащихся 10—11 классов

Пределы и производная (30 уроков).

|№№
1 уроков
1-8

9-30

Название темы

В скобках указаны номера заданий

Пределы (определение)

Практикум 1 (1, 2, 3, 4, 6, 7, 8)

π v sin* л

Доказательство замечательного предела lim = 1.

Практикум 5 (1, 2, 3, 4)

Тренировочная работа 1 (1, 2, 3, 8, 9, 10)

Производная (определение)
Практикум 8 (1, 3, 4, 5, 6)

Теоремы о производных

Практикум 9 (1, 2, 4, 7, 8, 9, 11, 12)

Практикум 10 (1 (1, 3), 2 (2, 3, 4), 3 (2, 4, 5))

Практикум 11 (1 (1, 2, 5, 6), 2 (1, 3, 4))

Практикум 12 (1, 2, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14, 15)

Тренировочная работа 2 (1 (2, 4, 7), 2 (1, 3, 8))

Проверочная работа (1 (1, 3, 4), 2 (2, 4, 6))

Практикум 13 (1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 11, 13, 17, 18)

Геометрический смысл производной, уравнение
касательной

Практикум 14 (1, 2, 3, 4, 6)

Пример 3 (стр. 170), Пример 4 (стр. 170),
Пример 6 (стр. 171)
Тренировочная работа 5 (1, 4, 5, 6, 11, 12)

Кол-во

уроков

4

2

2

2

2

2

2

2

2

2

3

2

3

Программа подготовлена, составлена и апробирована на практике

заслуженным учителем РФ Е. Б. Лившицем.



Применение производной к исследованию функции
(24 урока).

№№

уроков

1-24

Название темы

В скобках указаны номера заданий :

Монотонность и экстремумы функций
Тренировочная работа 6 (2 (1, 2, 3, 4, 6, 7),
3 (1, 2, 3))

Тренировочная работа 7 (1 (1, 2, 3, 5, 7, 8, 10),
2 (1, 3, 4, 5, 7, 8, 9))

Практикум 18 (1, 2, 4, 6, 7, 8)
Практикум 19 (3, 5)

Направление выпуклости графика
Практикум 21 (1, 2, 3, 6, 7, 10)

Четные и нечетные функции

Практикум 22 (1 (а, б, в), 2 (а, в), 3 (а, б))

Практикум 24 (1, 3, 4, 6, 9, 10)

Практикум 25 (1, 3, 5, 6, 8)

Практикум 26 (1, 2, 4, 5, 8)

Тренировочные карточки: 1 (1, 2, 3); 3 (1, 2, 5);
4 (3, 5); 5 (1, 4); 6 (1, 2, 3, 5)

Кол-во

уроков |
3

3

3

3

2

2

2

2

4 1

Интеграл (10+10 уроков)

№№

уроков

1-10

(+10)

Название темы

В скобках указаны номера заданий

Понятие об интеграле

Практикум 27 (1, 2, 6-12, 14)

Тренировочная работа 11 (2-5, 9)

Замена в неопределенных интегралах

Примеры (1-7)

Тренировочная работа 12 (1-4, 6-8, 14, 17-19)

Определенный интеграл
Практикум 28 (2-5, 7, 9, 11, 12)

Площади фигур, объем тел вращения

Тренировочная работа 15 (3, 4, 5, 7, 10, 11, 12)

Кол-во

уроков |
2-3

1-2

1-2

1-3

1-3

4-7 !

Программы подготовлены, составлены и апробированы на

практике заслуженным учителем РФ Е. Б. Лившицем.



1]
Предел функции

Понятие предела функции в точке

Введение

Пример 1. При нагревании пластины ее линейные размеры

меняются по закону у = 2х + 3, где χ —

температура.

Вопрос: в каких пределах может меняться температура

нагревания вблизи xq, чтобы линейные размеры ее отличались от 5

не более чем на 0,1; 0,01; 0,001; ... ε (где ε — сколь угодно

малая положительная величина), чтобы пластина могла войти

в предназначенную для нее технологическую прорезь с

определенной степенью упругости.

Попробуем осмыслить ситуацию и графически ее

иллюстрировать.

а) Пусть f(x) = 2х + 3. Выясним, в каких пределах может

меняться я, для того чтобы \f{x) — 5| < 0,1.

Учитывая свойство \а\ < β 44> <
R, получим

5 — 0,1 < f(x) < 5 + 0,1, тогда 5 - 0,1< 2х + 3 < 5 + 0,1;

-0,1 < 2х + 3 - 5 < 0,1; -0,1 < 2{х - 1) < 0,1;

-\ · Ο,Κ χ - К \ · 0,1; 1 - 0,05 < χ < 1 + 0,05.
Zl Zl



Предел функции

5 + 0,1

5-0,1

1\ 2 'х

1-0,05 1+0,05

Первый вывод
— изменения по χ происходят вокруг

з;п = 1.

Второй вывод
—

граница изменения вокруг .то
— 1 должна

быть в два раза меньше (уже), чем около f(xo) — 5, чтобы

из хе (1-0,05; 1 + 0,05) следовало f{x) e (5 — 0,1;5 +0,1).



Введение 9

б) Выясним, в каких границах может изменяться х, чтобы

\f(x) — 5| < 0,01. Решая аналогично, получим

5 - 0,01 < 2х + 3 < 5 + 0,01;

-0,01 < 2(х - 1) < 0,01;

1- -Ό,ΟΚΚ 1 + -·0,01.
Δ Δ

Значит, если χ € (1 - 0,005; 1 + 0,005),

то f{x) € (5 -0,01; 5 + 0,01).

Выводы — те же самые, что и в пункте а).

в) Обобщим. Выясним, в каких границах может меняться я,

чтобы \f{x) — 5| < ε (где ε > 0 — сколь угодно малая

величина1).
Обозначим изменение по χ вблизи хо = 1 за δ > 0 2

(тоже
сколь угодно малая положительная величина, вообще-то

зависящая от ε).

Требуется, чтобы из \х—1\<δ следовало, что \f[x) — 5|<ε.

5-ε<2χ + 3<5 + ε;

ε

ε

2

<2{χ

<χ-

-ΐ)

Κ

<ε;

ε

2;

значит при 5=-из \х — 1| < 5 =Φ> |/(#) — 5| < ε.
Δι

В этом случае ясно, что можно приблизиться к числу 5 сколь

угодно близко. Тогда говорят, что число 5 есть предел функции
при приближении к χ = 1 сколь угодно близко.

Записывается это так: lim f{x) = 5
χ—>ι

ε — читается «эпсилон».

2
δ — читается «дельта»



10 Предел функции

2χ2 л-
х
_ з

Пример 2. Пусть у = fix) = . D(y) : χ φ 1.
χ — 1

Выясним, в каком интервале может меняться χ вблизи xq = 1,
чтобы \f{x) — 5| < ε.

2х2 + χ — 3 = (х — 1)(2ж + 3), поэтому

(я-1)(2а; + 3)
-ε <

χ
5 < ε;

-ε < 2х + 3 - 5 < ε; -ε < 2(ж - 1) < ε;

ε ε ε



Введение 11

Если для любого положительного числа ε существует

положительное число 5, такое что для любых χ φ 1 из

принадлежности χ интервалу (1 — δ\ 1 + δ) следует принадлежность f{x)
интервалу (5 — ε; 5 + ε), то говорят, что число 5 есть предел

функции f{x) в точке с абсциссой xq — 1.

Записывается это так: если для \/ε > 0 3δ > 0 | \/х φ 1

из \х — 1| < δ => \f{x) — 5| < ε, то говорят, что функция
у — f(x) имеет своим пределом число 5 в точке с абсциссой

xq = 1 и записывают lim f(x) = 5.

Примечание. \х — 1| < 5 <ίΦ Ι — δ < χ < 1 + δ, аналогично

\f(x) -5|<ε<^>5-ε< f{x) < 5 + ε.



12 Предел функции

Вывод — из второго примера следует, что функция может

иметь предел в точке, в которой она не определена, так как

для существования предела это не принципиально.

Теперь можно дать определение предела функции в точке в

обобщеном виде, учтя выводы из примера 2.

Определение 1. Число А называется пределом функции
у = f(x) в точке с абсциссой χ =

α, если для любого

положительного ε существует такое положительное 5, что

для любого ж^о из справедливости неравенства \х—а\ < δ

следует справеливость неравенства \f(x) — А\ < ε.

Записывается lim f(x) = Α.
χ—>α

В более короткой форме условие выглядит так:

если\/в>0 3S>0\Vxy£a из \х-а\ < δ=> \f(x) — A\ <ε (или
из принадлежности χ Ε (α — δ;α + δ)=> f(x) G (Α — ε;Α+ ε)).

Примечания. 1. По умолчанию далее будем под δ понимать

число.

2. По умолчанию если мы говорим о функции, то под точкой

χ = а понимается точка на числовой оси. Если же мы

говорим о кривой или графике функции, то под точкой понимается

точка (жо;/(яо))> или точка с абсциссой, равной хо.

Пример 3. у = х2. Доказать, что lim χ2 = 4.
χ—>2

Рассмотрим более подробно.

Выясним, при каких χ верно у € (4 — ε; 4 + ε) вблизи точки

хо
= 2 на числовой оси ОХ.

Так как 2 л ·>
Т0

χζ = 4 - ε
'

А С В
ш

· 1 · >

л/4^ 2 ,Д^ х

Очевидно, что \/4 — ε < χ < у/4 + ε.
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AC = 2 - yjT-~e

ВС = vT+i- 2

2 + ^4^
ε

2 + V4T7

1 /-2\ *

л/4-ε л/4 + ε

Домножили на

сопряженное выражение числитель

и знаменатель.

Так как y/4-ε < \/4 + ε, то АС > ВС.

Положим δ = \/4 + ε — 2 = БС.

Тогда по определению для \/ε > 0 35 (5 = л/4 + ε — 2) | \/х φ 2

из Ь — 2| < 5=Ф |/(ж) — 4| <ε, т.е. Unix2 =4, что и требовалось
доказать.

Примечание. В данном примере lim f(x) = /(2) = 4, но это
гс—>2

выполняется не всегда.
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( ^з

Пример 4. Рассмотрим функцию у= {

Тогда

х6 - 2х'

х-2

U

,
если χ φ 2;

если χ — 2.

если χ 7^ 2;
если χ = 2.

3 х

Очевидно, для этой функции lim fix) = 4 φ f{2) = 5.
re—>2

Отметим, что понятие предела последовательности3 можно так

же использовать для определения предела функции в точке.

Определение 2. Число А называют пределом функции
в точке с абсциссой χ =

α, если из того, что

последовательность £Ci, 2C2, ■ - ■, ж™ —> о, где хъф a Vfe Ε Ν следует,
что последовательности соответствующих значений

функции /(ж1),/(ж2),.. .,/(^η) —> А, то есть если из lim жп=а,
тг—юо

где Хк Φ a, Vfe Ε N => lim /(жп) = Л.

В курсе математического анализа доказывается равносильность

двух определений предела функции в точке — на языке

эпсилон и дельта и на языке последовательностей. Это очень удоб-

См. Шахмейстер А. X. Множества. Функции. Последовательности.

СПб, Петроглиф, 2004, 2008 г., стр. 107-110.



Введение 15

но, так как в этом случае все основные теоремы о пределах для

последовательностей выполняются и для функций4.
Примечание. Напомним определение предела числовой

последовательности (в несколько иной редакции). Число а

называется пределом числовой последовательности хп, если

абсолютная величина разности (хп — а) начиная с некоторого

номера ЛГ0 остается меньше любого наперед заданного

положительного числа ε, каким бы малым оно ни было.

Теорема 1. Если функция у = f{x) имеет предел в точке

с абсциссой χ = а, то он единственный.

Теорема 2. Предел постоянной функции есть постоянная

величина, т. е. lim с — с.
х—>а

Действительно, постоянная от χ не зависит.

Теорема 3. Предел алгебраической суммы конечного

числа функций, имеющих пределы, равен алгебраической сумме

пределов этих функций, т. е. lim (fi(x) ± /г(^) ± · · · ± /»(#)) =
X—+CL

= lim /χ(χ) ± lim f2(x) ± ... ± lim fp(x).
x—>a x—>a x—>a

Теорема 4. Предел произведения конечного числа функций,
имеющих пределы, равен произведению пределов этих

функций, т. е.

lim (/ι(χ) · f2{x) ·

·. ·

· fp(x)) = lim fi{x) · lim f2{x) ·...
· lim fp(x).

x—>a χ—>a χ—>a χ—>a

Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за

знак предела: lim {сfix)) = с lim fix) (lim с = с).
χ—>α χ—>α χ—>α

Следствие 2. Предел целой положительной степени равен

той же степени предела: lim (f(x))n = ( lim f(x)) .

χ—>α \χ—>α /

Теорема 5. Предел частного двух функций, имеющих предел,

равен частному пределов этих функций, если предел делителя

fix) li™f(x) / ч

не равен нулю: lim —^ =
х~*а

( lim gix) -ф 0) .

х->а д(х) hm д[Х) \ж->а /
х—>а

4
Там же, стр. 116-121.
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Практикум 1

Доказать, что:

1) lim(4x + 2) = 6;
χ—>1

2) lim ^ = -6;J
χ->-3 χ + 3

3) lim y/x = 2;
χ—»4

4) lim </ж = 2;
χ—»8

5) iim^±^ = 2.
x->0 x + l

Решение практикума 1

Доказать, что:

1) lim (4a;+ 2) = 6.
χ—»1

Напомним, что доказать, что функция имеет предел в

точке с абсциссой χ = α, это значит установить

функциональную зависимость δ от ε, при которой из \χ — α\<δ (χ^α)
следует, что \f(x) — А\ < ε.

Итак, \{Ах -Н 2) — 6| < ε, тогда

Ах + 2 - 6 < ε Г 4(я - 1) < ε

4х + 2-6 >-ε
'

Т,е'

\4(χ-1)>-ε'

Отсюда следует, что если \х — 1| < -, то |(4ж — 2) — 6| < ε.

Значит, 5 = -, функциональная связь установлена,

и lim(4x + 2) = 6, что и требовалось доказать.
х—>1

Примечание. В данном случае lim f{x) = /(1) = 6,
ж—>1

т. е. значение предела в точке χ = 1 совпадает со значением

функции в точке 1.
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2) lim -

J
х~+-з х + 3

ar

x + 3
= X 3 (при χ φ —3).

Рассмотрим lim (x — 3) = —6 (при χ φ —3).

Ι(^-3)-(-6)Τ<ε;
Гя-З + б <ε

\ χ - 3 + 6 > -ε

Тогда для \/ε > 0 при Ух φ —3 из \х + 3| < δ следует, что

,
т.е. —ε < χ + 3 < ε (δ = ε).

χ

χ + 3
(-6)

χζ - 9
< ε, τ. e. lim —

х-+-з х + 3

3) lim y/x = 2.
x—>4

Рассмотрим \y/x — 2| < ε.

2 — ε < y/x < 2 + ε; тогда

ν^Γ = 2 + ε; αϊ-(2 +ε)2;

Λ/α^ = 2-ε; α2 = (2 - ε)2;
АБ = αχ

- 4 = (2 + ε)2 - 4 = ε2 + 4ε;

AC = 4 - α2 - 4 - (2 - ε)2 = -ε2 + 4ε,

значит AC < ΑΒ (при 0 < ε < 4; AC > 0).

Примем АС = δ, τ. е. —ε2 + 4ε = δ (установили
функциональную зависимость).
Тогда \/ε > 0 (считаем ε достаточно малым) 3δ > 0

(δ — 4ε — ε2) |Vx^4 из |ж — 4|<5 следует, что |\/х — 2|<ε,
т. е. lim у/х = 2, что и требовалось доказать.

х—»4
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4) lim ξ/χ = 2.
χ—»8

^/άΤ=2 + ε; αχ = (2 +ε)3;

^ = 2-ε; α2 = (2-ε)3;
ΑΒ = αϊ

- 8 = (2 + ε)3 - 8 =

= (2 + ε - 2) ((2 + ε)2 + (2 + ε) · 2 + 4);
AC = 8 - α2 = 8 - (2 - ε)3 =
= (2 - 2 + ε) ((2 - ε)2 + (2 - ε) · 2 + 4) ;

таким образом, ΑΒ = ε(ε2 + 6ε+12); AC = ε(ε2-6ε+12);
очевидно, что АС < AB, тогда положим наименьшее

АС = δ, т. е. δ = ε(ε2 — 6ε + 12) (установили
функциональную связь).
Значит для Υε > 0 3δ > 0 (δ = ε(ε2 - 6ε + 12)) | Ух φ 8

из \х — 8| < δ следует | ξ/χ — 2| < ε, т. е. lim ξ/χ — 2, что
χ—>8

и требовалось доказать.

5) Ит Ξ±1 = 2.

<ε;

χ + 2 - 2х

ж + 1

χ + 2 - 2х - 2

< ε

ж+ 1
> -ε
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—χ

х + 1

—х

х + 1

< ε

> -ε

(при χ -> О ж + 1 > О).

χ >

Тогда
χ <

1 + ε

ε

1-ε

Выясним, что меньше —

1 ~е

1 + ε

Приме

ε

"1 + ε'

м δ =

ε

1-ε

J

-ε

1 + ε

ε

1-ε

или
ε

1-ε

ε ε

— ε

1 + ε

тогда будет выполняться \χ — 0| <
1 + ε

(установили функциональную зависимость).

ε

Значит, Υε > 0 3δ > 0 5
1 + ε

Vx φ 0 из |.т| < δ

следует, что
х + 2

х + 1
<ε,

т. е. lira = 2, что и требовалось доказать.
х->о х + 1

Рассмотрим определения предела функции на бесконечности

(или при χ —» ±оо).

Число А называется пределом функции у = f(x) при

χ —> оо, если \/ε > 0 молено указать такое Μ > 0, что

Уж из |ж| > Μ следует |/(ж) — А| < ε (т.е. по сути надо

установить функциональную зависимость между ε и М5).

5
Возможно, что Μ — δ.
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... 2(*2-1)
У~

х2 + 1

Μ *

Из графика функции видно, что из (х —► со) =>- (у —»■ 2).
1

Пример 5. Докажем по определению, что Ит
х—>оо а;

0.

1 1 II1
< ε, т. е. 7"Т < £5 тогда \х\ > -,

\х\ ε

значит если \х\ > N + 1 (установили функциональную

зависимость), то
1

X
< ε, следовательно lim — = 0.

χ—кх> χ

Иногда полезно ввести понятия односторонних пределов.

Определение 3.

функции в точке

из 0 < χ — хо < δ

Записывается так

Число А

жо, если

следует

: lim
аз—^азо+О

называется

для Ve > 0

№) - М<

f{x) = А.

правым
3δ > 0

ε.

пределом

такое, что

Определение 4. Число Л называется левым пределом

функции в точке жо, если для Ve > 0 35 > 0 такое,
что из 0 < хо — χ < δ следует \f(x) — А\ < ε.

Записывается так: lim f(x) = Α.
аз—>xq —0

Пример 6. Рассмотрим у = хг +
я

*(*) - { χ2
х2 + 1, если χ > 0

1, если χ < 0
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Тогда lim Ι яг + —-

Ж-+0+0

lim ( χ2 + —
ж->0-0 \ χ

2 , Μ
ϊ/ = ΧΔ + —■

В данном случае lim ( χ2 +
я->о+о у χ

С позиции односторонних пределов можно дать иное

определение предела функции в точке.

Число А называется пределом функции в точке жо, если

односторонние пределы в этой точке существуют и

совпадают, т.е. lim f(x) = lim f(x) = Α.
χ—>-азо—О аз—>-азо+0
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Непрерывность функции

Основные определения

Определение 5. Функция у = f(x) называется

непрерывной в точке ж0, если предел функции в точке х0 равен

значению функции в точке жо, т·^. если

1)я0е £>(/); 2) Э lim /(я); 3) lim f(x) = f(x0).

Определение 6. Функция называется непрерывной, если

она непрерывна в каждой точке своей области

определения, причем область определения есть либо конечный или

бесконечный промежуток, либо вся числовая ось.

На интуитивном уровне это значит, что график непрерывной
функции можно начертить, не отрывая руки от чертежа.

Рассмотрим определение непрерывности в точке хо на языке

эпсилон и дельта.

Определение 7.

НОИ

\х-

в точке

Хо\ < δ

хо,

Функция
если для

следует \f(x)

У = /0*0
Ve > 0

-/(*о)|<

называется

3δ

< ε.

> 0

непрерыв-

такое, что из

Примечания. 1. Как уже отмечено выше, в данном случае

под точкой xq имеется в виду абсцисса точки (хо; f (хо)).
2. Вообще говоря, для каждого хо функциональная
зависимость δ от ε своя.
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Классификация разрывов

Определение 8. Функция разрывна в точке xq (или
терпит в ней разрыв), если не выполняется хотя бы одно из

условий непрерывности функции в точке.

Рассмотрим графики функций в примерах 1-4.

Пример 1. у
х> О

χ <0

у=тхт + 1

Очевидно, что lim ( — + 1 ) = 1 х0 = 0 4. D(f),
ж->0 \\х\ J

т. е. в точке хо
= 0 функция терпит разрыв, правда,

устранимый — функцию можно доопределить:

г.3

У \х\

1; я = 0

и тогда эскиз ее графика можно выполнить, не отрывая руки

от чертежа.



24 Предел функции

χ

Пример 2. у = R
+W0

В данном примере lim f(x) = 1, но /(0) — 0, в точке яо
z

ж—>0

функция терпит разрыв.

Аналогично примеру 1 функцию можно переопределить

/(*) = ,т-7 + 1, х φ 0
,
и разрыв тоже устранимый.

[1, х = 0

Из определения непрерывности в точке с абсциссой χ — xq

lim f(x) = /(жо)? что гарантирует отсутствие скачков вблизи

точки (xo',f(xo)), если же в точке χ = xq функция разрывна,

и lim f(x) = Ai, a lim f{x) = А2, то величина \А2 — А\\
Х-+Х0—0 X—»Жо+0

называется скачком или разрывом.

Очевидно, их нельзя начертить, не отрывая руки от чертежа.

Хотелось бы классифицировать эти разрывы в графиках6.
Пусть функция терпит разрыв в точке Χς>.

Конечным разрывом, или разрывом I рода, называется

такой разрыв, когда величина разрыва или скачка конечна.

Если же величина разрыва или скачка бесконечна, то

в точке χ = х0 функция терпит разрыв II рода.

В примерах 1 и 2 в точке χ = 0 функции терпят разрыв I рода

и имеют в них нулевой скачок.

Первым классификацию разрывов дал французский математик Рене

Бэр в конце XIX в.
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Пример 3. у =

В точке хо
= 2 функция у

Пример 4. у =

терпит разрыв II рода.

, х*0

О , х
= 0

В точке xq
= 0 функция терпит разрыв I рода.

Примечания. Известно, что функция Дирихле (Пьер Лежен

0, если χ — иррационально

1, если χ — рационально
в каждой своей точке имеет разрыв первого рода.

Дирихле (1805-1859 гг.)) f(x) ■■
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Практикум 2

Определите, в каких точках функция терпит разрыв и какого

рода.

1)

2)
5 *
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3) У -'{И*
2

#

1 2 3 4 5 х

4) у =
sin ж

χ — тгк ^{х - пк)2;

5) у:
1

(z-1)2'

6) у = ж
2 2(Ж2-1)

|ж|-1

7) У
х2-2х-Ъ

l* + i|
;

_ 1 — sin χ
8) ?/= : ctgz.

1 — sm x
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Ответы и решения практикума 2

1) Функция в точках хо
= — 1 и xq

= 2 терпит разрыв II рода,

в точке хо = 0 — разрыв I рода.

2) В точке хо
= — 1 разрыв I рода, в точке хо

= 1 разрыв

I рода.

3) Функция у = 2 < -х > (дробная часть числа) терпит в

точках хо
— 2fc, где fc € Ζ, разрыв I рода.

sina;

4) Функция у :

,

I X — 7Г/С

точках хо = як | fc Ε Ζ.

5) Построим график:

у(х
— 7г&) терпит разрыв I рода в

В точке хо
= 1 функция терпит разрыв II рода.

6) Построим график у — χ
- Ji 2(х2 - 1)

1.

а)

б)

Г х2 - 2{х + 1) - 1, х > 0, χ φ 1
:

\ х2 + 2(ж - 1) - 1, χ < 0, χ φ -1

Г χ > 0; χ φ 1

1у=(я-3)(я + 1);
Г χ < 0; χ ^ -1

\у=(х + 3)(х-1)]
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\
2 2(*2-1) л

7) У

В точках хо
= — 1 и хо

— 1 функция терпит разрыв I рода.

х2 - 2х - 3

|* + 1|

(s-3)(s+l)

. Построим график.

χ — 3, ж > —1

3-х, ж < —1

В точке #0 = —1 функция терпит разрыв I рода.
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8) у
1 — Sin X

1 — sin χ
ctg#.

π

у = ctg χ при χ φ — + 2π&
sinjc

В точке χο
— πα, где Α; Ε Ζ, функция терпит разрывы

II рода.

π

В точках хо
= — + 2πη, где neZ, функция терпит разрыв

I рода.
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Вычисление пределов

Практикум 3

Отметим некоторые свойства дробно-рациональных

функций с учетом их непрерывности.

I. lim хт = ат, так как lim fix) = /(α).
χ—>α χ—>α

II. Ρ(χ) = αηχη + αη-\χη~ι + ... + α\χ + α$.

lim Ρ(χ) = Ρ(α) = αηαη + αη_ιαη_1 + ... + α\α + α$.
χ—+α

III R(x) =
апХП + αη~ιχΎΙ~1 + · · · + αο

=
ρ(χ)

Пусть Q{a) Φ 0, тогда

Р(х) _]™Р(Ж) _Р(а)lim Д(ж) = lim
χ->α Q{x) lim Q(x) Q{p)

IV. Если α G £>(/)> /(χ) - ^Р(*),
то lim \/P(:r) = ^/limP(a;).

re—>a γ #—>α

Примечание. Здесь мы использовали теоремы о пределах.

Рассмотрим примеры применения этих свойств.

^
..

х* + Ьх + 2_}™У + Ъх + 2) 22 + 5-2 + 2
^Х) П Ж2_2

-

lim(:c2_2)
-

22_2
"IS]·

re—>2

При вычислении пределов зачастую приходится сталкиваться с

ситуациями, когда трудно или невозможно применить

определение или теоремы о пределах. Попробуем дать необходимые

определения и классифицировать эти ситуации.
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Определение видов неопределенности

1. Если lim f(x) = 0 и lim g(x) = 0, то

аз—>хо аз—>хо

ч ,. /0*0 О
а) lim ———- называется неопределенностью вида —;

χ—>х0 д(х) О

б) lim f(x)9^ называется неопределенностью
X—>Хо

вида 0°.

2. Если lim f(x) = σο и lim #(ж) = σο, то

аз—>-азо аз—>-азо

ч ,- /0*0 °°

а) lim ——— называется неопределенностью вида —;
аз->аз0 д(х) ОО

б) lim (f(x) — 9(х)) называется неопределенностью
аз—>-азо

вида оо — оо.

3. Если lim f(x) = 1 и lim g{x) = оо, то lim f(x)9^
χ—>-азо аз—>-азо х—*хо

называется неопределенностью вида 1°°.

4. Если lim f(x) = 0 и lim g(x) = оо, то
аз—>-азо аз—>-азо

а) lim (f(x) · д(х)) называется неопределенностью
аз—>-азо

вида 0 ■ оо;

б) lim g(x)f^ называется неопределённостью
аз—>-азо

вида оо°.

оч ν
~ — ·

-

ν (я-1)(я-2)
2) hm -^— = lim ) -£ -(J

х->2 χ2 + 2х - 8 χ->2 (χ - 2)0 + 4)
x-l 2-1

lim
χ->2 χ + Α 2 + 4

Здесь мы имеем дело с неопределенностью вида -. Так

как 2 0 !?(/), то необходимо после преобразований
сократить на (х — 2). После этого можно будет воспользоваться

непрерывностью в точке х — 2 оставшегося выражения,

если это возможно. Аналогичное рассуждение
— в

примерах 3) и 4).
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3) lim
ж->0

%/з — уз — χ

Зх

(Уз-Уз^КУи^) =

3-3 + ж

lim

о Зх(уД + УЗ"^)
χ

= lim

х^0 3х(л/з+,Д^х)
1

χ^ο-Зх(у/г + УЗ^а;) χ^ο з(Уз + УЗ^а;)
1 1

3(vfT^^U)
~

3-2^3

„.2

v/3
18

4) lim
х^О νΟ+^2 _ ι

ж2(УГТ^+1)lim -τ- .
ч

χ^°

(νΤ+^2 _ ιj (УГТ^5 +1J
χ

= lim
χ-»0

(vr + ζ2 + 1

1 + χ2 - 1

= lun(ViT55+l) = (>/ΓΤΟ+ΐ)=[2]

2ζ3 + χ2 + 5
5) lim

0 q

ж-кэо JOT* + χ — 1

οο\

οο/

Вынесем за скобки в числителе и знаменателе х3 и

сократим.

хг (2 + I + ^) 2 + i +
— |1т _^ ^_

— |1т
т. 2

ж->оо ^з /о . 1 1 >\ ж—»оо о ι 1

(,3 + Ϊ*
~

is" J 3 + ^ *

Приводим к виду, для которого возможно применение

основных теорем о пределах.

lim 2 + lim \ + lim 4 о 4- 0 4- 5 · О2 2

ШпЗ+ lim i- lim Л" 3 + 0* - tf»
"

[sj
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Практикум 4

Вычислите пределы:

,.
х2-Зх + 4

lim 5 Ά 5

1 4
lim

Ι ο 0 л
х->2 \х — 2 х1 — 4

х2~ 1
um у „—;
*-ι ч/я2 + 3 - 2

Έ. \/хТз-з
lim —;
ж->6 X — 6

v \/2х + 3-1
lim —. ;
*->-! >/5Тж-2

lim

lim (Vz2 - За; + 1 - χ + 2) ;

lim (y/x3 + 2χ2 + 1 - \/ζ3 + Зж2 + 2^
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Решение практикума 4

Вычислите пределы:

1Ч v
x2-3x + 4 32-3-3 + 4

1) lim —

'
ж->3

2) lim

ж->з х2 — Ах

1 4

З2 - 4 · 3 -ι

ж->2 V X
2
_4

я + 2-4
,.

х-2
11т —

nm
я->2 (χ - 2)(χ + 2) χ->2 (χ - 2)0 + 2)

1
^

(οο — οο)

(?)
= lim

1
111X1 ^

=
τ:—~

χ->2 χ+ 2 2 + 2

χ2-Ι
3) lim __^_

—

*-»ι Vx2 + 3-2

(:г2-1)(7^2ТЗ + 2)
= lim

χ->1

(7?ПГЗ-2) (ν^Τ3 + 2)
(ж2 -1) (ухТТъ + 2)

ж2 + 3 - 4
=

= lim Ufx^Tb + 2\ = уД^Тз + 2 = Ш

= lim
ж-»1

4) lim
х-»б ж — 6

Ух~Тг-з
_

(VF+3-з) (у/жТз + з)
_

1П6 (ж - 6) (Vx + з + з)

= lim
(χ + 3 - 9)

lim τ \ / /
=

\

X-^6 (χ - 6) (y/xTS + 3)

lim
ч

. . = г-
= lim .

χ->6 (ж - 6) (y/xTZ + 3) ϊ-6νϊ+1 + 3
= lim

_, V2^T3-1
5) lim —. =

*--1 \/5Пг-2

= lim
X-+-1

(у^жТЗ-1) (>/2ж + 3 + 1) (\/5+^+2)
_

(y/b + x-2) (y/b + x + 2) (λ/2ζ+~3 + l)~
"~

'04
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,. (2х+3-1) (л/5+^+2) 2(ж+1) (л/5+^+2)
lim

,
,

, :—-г = lim
x-*-i (5+Ж-4) (уДх+3+l) *--1 (аН-1) (\/2ж+3+1)

,. 2(^5Т^ + 2) 2(л/5^Т + 2) 2-4 _.

hm \ - = .

v
—

'
; = = Щ.

χ—ι л/2ТТЗ + 1 ^2·(-1) + 3-+1 1 + 1

6) lim
χ2

*-* \/1 + х2 - 1

х2(1УТТх*У + </ΐΤχ^+ι)
lim
ж-»0

(^гт^-1) (7^ττ^)2 + ^г+^+ Л

х2

lim
ж->о 1 + χ

lim
9

χ2 (Υ^ΓΤί2)2 + ^ТТ^ +1)

ШпП^ТТ) +^Т+ ^ + 1 =

= ^^ТТ)2 + ^о+Т+Л =[з].

7) lim СVz2 - Зх + 1 - χ + 2^ = (оо - оо)
х—>оо \ /

(\Лг2 - За + 1 - χ + 2) (Vx2 -Зх+1 + х-2)
= lim -^ J V J- =

,.
χ2-3χ + 1 -χ2 + 4χ-4

— 11Π1
/ ο

= —

*-»°° V^2 -3X+1 + X-2

Здесь мы имеем дело с неопределенностью вида (оо — оо),
оо

которая заменяется неопределенностью вида —.

оо

х-3
= lim —====== =

χ->°° Vx2 -3X+1 + X-2
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χ

= lim
х—>оо

O-i)
(\ΑΓϊ^+ι-Ι)Χ

= lim
1-*

χ
lim (l - I)x—>oo \

x
/

™\ArI^+i-I 'i»(\ArF5+i-l)
1-0

VI -0 + 0 + 1-0 1 + 1

8) lim ( ξ/χΆ + 2ж2 + 1 - ^ж3 + Sx2 + 2 J . oo — oo

Обозначим A = lim (\/x3 + 2x2 + 1 - v^3 + 3z2 + 2) .

Домножим и разделим выражение на неполный квадрат

суммы относительно корней третьей степени

(\/х3 + 2х2 + А + ξ/χ3 + 2х2 + 1 · v/z3 + 3x2+2 +

+ (Ух3 + Ъх2 + 2)2.
Тогда в числителе получим х3 + 2х2 + 1 — х3 — Зх2 — 2 =

= —х2 — 1, далее выносим за скобки —х2:

А = lim V У
ж—>оо

-(1 + 0)

{/(1 + 0 + О)2 + ^1 + 0 + 0^1 + 0 + 0 + {/(1 + 0 + 0)2

Как и в предыдущем примере, неопределенность вида
оо

(oo — оо) заменяется неопределенностью вида
оо
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sin ж
Замечательный предел lim = 1

ж—>о χ

Докажем этот замечательный предел.

sinz sin(-x) *sinx
Обозначим f(x) = ; f(—x) — — = — j{x), значит

χ —χ χ

у
= f(x) — четная функция. Поэтому достаточно исследовать

f(x) на (θ;

Рассмотрим прямоугольный треугольник АОАС, где OA = R.

ZCOA = x (радиан), OB = ОΑ.

С

Sa — -absin(a; 6)

:R2a

(a — радианная

мера угла)

Из чертежа следует, что Saoab < SceKTOpa оав < Saoac-
1 2

Saoab = о
# smx'i 5сектора ОАВ —

с\
*** Х'">

Saoас = ^OA-OAtgx = \tftgx.

Тогда -i?2sin:r < -R2x < -R2tgx.
Δι Δι Δι

Значит sin χ < χ < tgx.

Делим на sinx (sinx > 0): 1 <
χ

<
sin χ cos χ

sin χ ( . 11
1 > > cos χ из a > о > 0 следует

- < -

χ \ а о

умножим на —1 и прибавим 1:

-1 < < -cosx; 0 < 1
smx

< 1 — cos я.
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sin χ

χ-^ο χ

= 1 39

Отметим, что 1 — cos χ = 2 sin2
χ

-, и так как мы уже доказали,

что sin я < χ [ χ € ( 0;
7Г X

, то sin -<^-
X

sin χ χ

Значит 0 < 1 < —, тогда
χ 2

1-
smx X2 sin я

X

sin я

X

Отсюда следует, что

sin χ χ
— 1 < ε (ε > 0), если —- < ε, но тогда 0 < χ < \/2ε,

χ Ι 2

т.е. S = V^ —

установили функциональную зависимость.

Значит для \/ε>0 3δ > 0 (5 = \/2ε), такая что Ух φ Ο

sin з?

из 0 < χ < δ следует | 1| < ε, τ. е.
χ

sin χ
lim = 1.

Ж-+0+0 X

В силу четности односторонние пределы совпадают, а значит

sin я
lim
ж->0 X

= 1, что и требовалось доказать.

sin ж

Применение замечательного предела lim = 1
χ—+ο χ

для доказательства непрерывности

тригонометрических функций и вычисления пределов

1. Докажем, что lim sin x = sin α.
χ—>α

Для этого по определению необходимо доказать, что для

\/ε > 0 35 > 0 | \/х Φ а из \х — а\ < δ =Ф- | sin χ — sina| < ε.

Доказательство.

Рассмотрим | sinx — sin a\

χ — a\ | χ + aI

_

.
χ — a x + a

2 sin —-— cos

= 2 sm- cos ■

Λ| . χ — a.

<2 sin—— <2

2

|ж — a|

Здесь мы учли, что cos ·

χ + а

<1 и

2

χ — a

sin <

= \x
—

a\.

χ — a\
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Тогда при δ = ε (установили функциональную
зависимость) для \/ε > 0 3δ > 0 (δ = ε), такое что \/х φ а

из \х — а\ < δ => | sin α; — sina| < ε, т.е. lim sin я = sin a.

Непрерывность в точке χ — а доказана.

Так как χ — а — любая, то у = sinx —

непрерывная

функция.

2. Вычислим пределы.

ч ,.
2 sin За; 2

_.
sin3x

а) hm — = - lim =

ж->о ox 5 ж->о χ

2
Έ.

3sin3x
- hm —
5 ж->о Зх

6 .. sm3x
- urn
5 ж->о Зх о

В этом рассуждении использовано следствие 1 из

теоремы 4.

X · X

^ _.
1 — cos χ

_.

2 sin
2

б) lim к = lim ^— — ^lm
ж->0 Xz ж->0 2Г ж->0

sin- sing l

= - lim
2 χ-+ο

sm-

0,5

Здесь мы использовали следствие 2 из теоремы 4.

3. Докажем непрерывность у = cos я.

Для этого докажем lim cos x = cos a.

Рассмотрим |cosx — cosa| =

χ — a
.

χ + a

-2 sm —-— sm —-— ^

^2
χ — a

sin- <2 = ж — a

Можно положить 5 = ε.

Тогда для \/ε > 0 3δ > 0 (5 = ε), такое что Ух φ а из

\х — а\ < δ =Ф> | cos χ — cos a| < ε.

Значит по определению непрерывности косинус

непрерывен в точке χ ~ а {lim cos x = cos a).
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χ-*ο χ

Учитывая, что а — любое, непрерывность у = cos x

доказана.

Можно проще, если учесть, что у
= cos χ = sin I χ

Используя теоремы о частном, а также доказанную

непрерывность синуса и косинуса, доказывают непрерывность

у = tgx и у — ctgx на их областях определения.

4. Вычислите пределы:

1 — cos χ cos 2x

a) lim
ж->0 X2

1 — cos χ + cos χ — cos χ cos 2x
= lim =

x—>0 £z

, 1 — cosx cosa;(l — cos2x)
Inn = +

v J

x—>0 у χ2 χ1

2sin
2 cos χ · 2 sin2 я

= lim r (- lim 5 =

x—>0 Xz ж—>0 xz

1 s^n f sin2x
= - lim —5 h 2 lim cos χ · lim —?r—

2 ж->0 £1 гс->0 ж->0 χλ
4

j / sm § \ / sin x
- lim + 2 cos 0 · lim
2 l ж->0 £ / \х->0 X

| -1 + 2-1-1 =[2Д

2

^ч ,. xtgx п. xtgx _.
xsinx

б) lim = lim = lim
χ->ο 1 - cos χ χ->ο 2 sin2 \ χ->° 2 sin2 § cos x

2χ sin | cos | χ cos |
= lim = lim

χ~*° 2 sin2 § cos χ
χ~*° sin | cos x

ο

COS о тт 2s ·

-—77 9

= 2 lim · lim -?_ = ^ = = = [2] -

ж->0 COS X ж->0 ςίη Ξ sin % 1Sin 772 lim
x-+0
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в) lim
sin2 χ

χ->π 1 + COS3 Χ

1 — cos2 χ
— iim —

— iim
(1 + cosx)(l — cos χ)

χ->π 1 + COS3 Χ Χ-+π (1 + COSx)(l — COS X + COS2 χ)

_
l-(-l)

_lim
1 — cos χ

r) lim

χ->π 1 — cos я + cos2 я 1 — (—1) + 1

1-4 sin2 χ

π cos 3x
"*

6

1—4 sin2 χ =

cos3x = 4 cos3χ — 3cosx = 4cosx

4 ί - — sin χ J ( - + sin χ j и

(cos2x-i) =

ί ^\( ^^\= 4cosx I cosx —

J I cosrc-b —- J .

4 (i - sinxj (\ + sinxj
lim

ж-^|4 cos χ ( cos χ — ^- ) ί cos χ +
6

= lim

( COS X — ^γ J ί COS X + ^r )
ί sin ^ — sin χ J ί sin ^ + sin χ J

(«x-+ £ COS Я [ COS X — COS ^ J ( COS X + COS ^ J

lim

_ s, χ c \~x с ~т~х

2sin -^- cos ±— . 2sin -^~ cos-

я-*
6 cos я · 2 sin —2-

1 1

7Г+Я

lim
π cos ζ cosZE

sin-

Vs

2 cos
*+«

cos-

2χ/3

Примечание. Если выражение содержит сумму или

разность тригонометрических функций, то часто

бывает полезно для вычисления пределов переводить их

в произведение.
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Практикум 5

Вычислите:

3 - 7х2 - 5х3
1) lim

X—»ОС

2) lim

ж->оо 2 + 2х — х3

х1 + 10а; + 21
_

з х2 + 8х + 15
'

5-ч/22^^
3) lim . ;У
а—з 1 - уДТ^

4) hm ~=—-;

5) lim (2 cosec 2x — ctg x);
ж—>ο

tgz-sinz
6) Й 2Жз

'

7) lim tg 2x
· tg f

j
- χ

cos ^x

8) lim——.
J

x-*i 1-х
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Решение практикума 5

Вычислите:

3-7х2
1) lim

5х3 χ

ж-^оо 2 + 2х х°
lim ·

χ—>оо

= lim
ж—»оо

1-5 Urn U
х—>оо Vх -Ό

3

0-0-5

_2_ , _2_

2) lim
χ2 + ДОж + 21

lim
ж—>оо

lim

(£+*-0 0+0

(ж+ 3)0+ 7)
_

=т.

х--з ж2 + 8ж + 15 х^-з (ж + 3)(х + 5)
ж + 7 -3 + 7 4 _

= lim
ж-»-з ж + 5 -3 + 5

3) lim
5 - V22 - ж

*-+-з 1 - 74 + χ

(5 - л/22^) (5 + ^22"^) (1 + ^4Т¥)
~~

х-^з (1 - \/4Т^) (1 + л/4+Т) (5 + уЩ=Ц~
,. (25 - 22 + ж) (1 + v/4Ti)

= lim —г-^ / =

х^-з (1 - 4 - ж) (5 + V22 - ж)
(3 + ж) (1 + л/4ТТ)

= lim —
—

х-+-з-(3 + χ) (5 + у/22~-
1 + л/4^3

5)

4) lim

5 + V22 + 3

y/x-l

1 + 1

'5 + 5
-0,2

1 γχ-1

lim lim
x-*l

.. (^i)2 + ^+l
= bm

'x + i

(^i-l)(^ + l)

1 + 1 + 1

1 + 1
1,5
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-\ τ /л ^ \ τ /
2 cos я

5) limizcoseczx — ctgx) = lim ——

χ-+ο #->ο V sin 2:r sm a;

= lim
cos χ

ж->0 V Sin X · COS X

1

sin я;

= lim
1 COS X

x->0 \ COS X sin ж

sin2x

6) lim
x-*0

lim
ж->о \cosx sin я

tg χ — sin χ

= lim

2z3

sin я · (1 — cos x)
cos я •2x3

lim tgx — ΓθΊ
χ—>0

lim
ж->0

sin я 2 sin
2 ж

2x2 cos я

= lim
sina;

• lim
χ—>0 χ x—>0

sin:
• lim

1

4 z->ocos:r
= 1.1·-·

4 cosO

1

4

7Г π

7) lim tg 2x tg ( — — χ J . Обозначим t = χ (οο·0)

Тогда lim tg2xtg
π π

ftitg2U + i,tsi

π
=

*%(Ъ(2+*)Ы
= — lim

cos 2t sin t

t->o V sin 2t cos t

lim(-ctg2ttgt)

1. /cos2i
lim

sini

2 t->o V cos t sin £ · cos £

1
_.

cos2t
— - lim 7г-

2 t-+o cos^ £

1 cosO

"2cos20

COS 2^COS 2^
8) lim . Положим 1 — χ = t. Тогда lim

ж->1 1-Х х->1 1-Х

cos^(l-i) cos

цт — lim
i->0 t t->0

(* - ft)
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Замечательные пределы

1. Ит^ = 1
ж->0 X

(этот замечательный предел мы рассмотрели выше);

2. a) lim fl + -) =e е«2,71...;
п->оо у п/

б) lim(l + х)х = е;
ж—>о

о ч
r loga(l + a;)

3. а) lira = log„ e;

б) lim = 1 logp x = In ж.
ж->0 X

е

ах - 1
4. a) lim = In a;

еж - 1
б) lim = 1.

ж->0 X

(1 + ж)"-!
5. lim = μ.

ж->0 X

Примечание. В фундаментальных курсах математического

анализа эти замечательные пределы доказываются довольно

подробно (см. например Г. М. Фихтенгольц «Курс
математического анализа» в 3-х томах).
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Практикум 6

Рассмотрим примеры использования замечательных пределов

для вычисления пределов.

1) lim
χ—>оо V χ

lim
χ—>оо

\Ж
— 1/ ж-»оо у X — 1J

(П

1 +

ж-Г
2

2ж
х-1

2ж
,.

2х

= lim ex~L = ех-*°°
X~L =

χ—>оож-1

(замечательный предел 2).

2) limii±Mi^=21im(L±MiiLi=2.i
х-»0 χ х-*0 2ж 3

(замечательный предел 5).

Зх
_ ι ■? Л—Зх _ ι q

3) lim
- 1 3 ..

е
= — - lim

χ-*ο 2х 2 х-»о —Зх

(замечательный предел 4).

=

-^1пе
= |-1,5

4) lim = еа lim
1

еа-1
χ—>α χ

— α χ—>α χ — а

(замечательный предел 4).

5) lim
In χ — 1 In f i In §

lim = - lim
χ—>e x

— e x—>e χ — e e x—*e ±

X

Положим ζ — 1.
e

1 ln(* + 1) 1
= - lim —- = - · 1 =

e 2->o ζ e

(замечательный предел З).
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6) lim = [Положим χ — 1 = α, χ = 1 + α. 1
J

ж->1 Хп - 1
J

1
lim -τ: τ τ

— 1™
α->0 (1 + α)η — 1 α->0

α

α (1 + α)η - 1

-HmC+^-'.lIm α

α->ο α α->ο (1 + α)η — 1

(замечательный предел 5).

В качестве повторения7:

HI
х-

7) lim
ι y/2=x-l

= lim
я->1

(2ж-1)'-1

(2-х) з-l

(2a;-l)S+(2

(2-ж)3+1

!ж-1)3+1 (2-х)з+1

(2ж-1)5+(2ж-1)5+1

— lim
Х^

(2 -

(2ж-

-ж-1)

1-1)

(2ж-]

(2-ж)а +1

L)s+(2x-l) 3 + 1

-2 lim
ж->1

(2 - χ)2 + 1

(2х- 1)з +(2х-1)з +1

(2-1)5 + 1 -2(1 + 1)

(2-1)5 + (2 -1)^ + 1
И-И"1

4

3

8) lim
ж->0

sin 6х — sin 9x 2 SU1 —о—
' COS —5—

= — lim
х-+0

Зх

2 sin

lim ■

ж->0 Зх

Зх

Зх

-lcosO = PT|

2
cos —

Έ. smT Έ.
15я

— = — lim —-— · lim cos ——

2
ж->0

7
См. Шахмейстер А. X. Множества. Функции. Последовательности.

СПб, Петроглиф, 2004, 2008 г., стр. 126.
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9) lim
Ъх

*->о ΫΤΤΈ - ξ/Τ

ъх [tfJT^+yi+i' ξ/ϊ^+ϊ/0^χγ
= lim —

Ъх
= lim —

ж->0

{/(1 +xf + ^Τ+ϊ· ^Ь^Ч- ^(1 - ж)2
1 + ж-(1-ж)

15
= 2<1 + 1 + 1)=2 7,5

10) lim
sin a;

χ-*π у/1 — sin ж — 1

sin а; (\/1 — sin ж + l) sin ж (\/l — sin ж + l)
= lim τ

— = lim :
—

χ->π 1 — Sin X — 1 Χ-*π — Sin Ж

= - lim (VI-sinж + l) = - (\/T^0 + l) =
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Практикум 7

Рассмотрим более сложные примеры.

„ч _. sin8:r — tg8x ,. sin8x(cos8x — 1)
1) lim —— = lim ^- ———-

ж->о 8χό χ->ο cos 8x · 8χό

= lim
1

..
sin 8a;

.. —2sin24x
lim -—— · lim χ

z->ocos8:r x->o 8x x->o

1

χΔ

cos(8 · 0)
1 · (-32) lim —— I = -32 · 1

x->o \ 4x
:Щ

Αχ—3π 4ζ-3π

2) lim
sin я

х^Ч- \sinI

τ Ι -ι
SinX

lim 1 + 1 = (i00)

lim I 1 +
Зтг

π \ 4rr—3π
sin χ — sin ^

λ

7Γ

sin 3

Здесь используем lim (1 + a;)x = e.
x—>0

Положим χ — = t.
4

lim 1 +
t—о

sin(i+f)
1 + * '—

sin^4t
sin-

i(t+^)-sin

= lim 1+
sin(t+^)-sinf\Bin(*+T)-

= e

sin(i+^)-sin5
lim * *-z

ejj, так как
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• (4. ι 37Г\ · 7Γ

sm(t+Tl -sin
4

lim
2 sin

t->o

= lim

isin

о
· <+f t+π

2 Sill
-y

COS
-γ-

tsinf

lim ·

t->0

—2
sm

• lim

ι , 07Γ 7Г .
,

37Γ . 7Γ

ii4Zicosi±4±i

tsinf

(5 + ϊ) sm;

sm ZE t->o

-2,. . ft π\ 1 sm-
=

—p- lim sin - + — · - lim ——

V^
-л/2sin ( 0 + ^ J

· 1 = -\/2 · ~ = -1.

/ 4r\p
3) lim I cos — I

p->oo у ρ у
lim l-2sin2— =

р->оо у ρ J

= lim
ρ—*οο

1-2 sin2 —

Ρ

ι -ip(-2sin2f)

lim (p(-2sin2^)) . _

*-<»VA ρ// =е°=Ш, так как

2ж
lim [ρ I —2sin
р-*оо у у ρ

,. -2sin2(2ari)
= lim -

—

.„„
л

„^

t->0 t t-»0 2ζί t->0

= 1-0 = 0.

rl—cos2:r

( Положим ρ = -.

(I00)

= lim —. · lim (—4ж sin(2xt)) =

ι c2sin2 ж
_

ι

4) lim ——τζ = lim —r-^-

Используем 4-й замечательный предел

lim = In α.

c2 sin χ
_

,. 2 sin2 rc
lim 5
Ж—>0 7sinz2x_jL

sin2 2ж

- ■ 2 Sin2 X

• sin2 2x



Предел

lim
χ->0

c2sin χ ι

2 sin2 χ
lim

2 sin2 x

У
7sin22a;-i χ->ο 4 sin2 χ · cos2 x

я_>0 sin2 2x

In 5
r

1 1, . 1
—- · lim — = - log7 5 ·

—=—

In 7 z->o2cos2o; 2
&7

cos20 bg495l

5) lim
log4(l-tg2a;)

x->0 Ιββίη2 χ

Используем 3-й и 4-й замечательные пределы

loga(l + x)
lim —— = log,, e; lim ·

= 1.nJl2g^g^1-(-tg2x)>

In a.

χ->0 I I6sin~x-1

\ sin2 χ (sin2 x)

16S1 E-i
lim
x->0 sin ж

log4e -1

In 16 cos2 0

6) lim^l-^tg 2

lim —5—z-»0 COS"' X

1 bg4 e
=

2 In 4

2y

-2lo§4e

π =

(Положим у
— 1 = ί; у = t + 1.)

= lim((-i)tg

= — lim t tg

3 - 2i - 2

π

2

πί

■ 7Г

• lim (t ctg πί) = — lim

(o

lim
ί-»ο sin πί ί->ο

π \ί->0 8ΐηπί

lim cos πί =

cos0 = 1-1 =
π
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„. г
^Γ+3Ϊ-^ΤΤ5ί

7) lim
A/ Q/У

*-o ^l + 3x - ξ/1 + Ъх

Иногда для решения задач на пределы очень

эффективным способом является использование понятия бесконечно

малых функций.

Определение. Если при χ —> 0 f(x) —► 0, т. е. lim f(x) = 0,
аз—ί-0

то говорят, что f(x) — бесконечно малая функция.

Определение. Функции /ι (χ) и /г (х) называются

бесконечно малыми функциями одного порядка, если

lim ——- = с, где с — константа.

Используя замечательные пределы, можно указать

эквивалентные бесконечно малые функции. При χ —» 0:

1. sin я ~ я, тогда sinfcr ~ fcr;

tg χ ~ χ, tg fcx ~ kx\
arcsinx rsj χ^ arcsinfor ~ for;
arctgx ~ x, arctgfor ~ fcr.

2

2. Так как 1 — cos χ = 2 sin2 -, то 1 — cos χ ~
—, тогда

^ Δι

k2x2
1 — cosfcr ~ —-—.

3. ex — 1 ~ x, ax — 1 ~ χ In а, тогда

a&z — 1 ~ fcx In a.

4. ln(l + ж) ~ x, loga(l + x) ~ xloga e, тогда

loga(l + fcr) - fcrlogae.

5. (1 + χ)μ — 1 ~ μχ, тогда (1 + fcr)^ — 1 ~ fc/ix.

Для решения данного примера используем то, что

(1 + Ηχ)μ rsj l + &μ:τ, тогда:

1
^ΓΤ3ί = (1 + Зх)6 - 1 + 3 · -χ = 1 + -я;
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ξ/Τ+5χ~ = (1 + 5х)8 ~l + 5--ar,

#ΤΤ3ϊ = (1 + Зж)4 ~ 1 + 3 ·

-χ;

1
-χ,УТТЬх = (1 + 5ζ)9 ~ 1 + 5

значит

lim
УТ+te-yTTte

_
(i + 5Ж) - (х + Ηlim

χ-ο^ΓΤ3Ϊ-^ΓΤ5ί χ-ο^1 + 3^_^1 + 5^
= lim

;Х ;Х

χ—>0 5Χ ΤΧ

= lim
χ->0 14

_9^
14

Примечание. Известно, что при вычислении пределов

любой бесконечно малый сомножитель можно заменить на

эквивалентный ему. Но переходить к эквивалентным

бесконечно малым функциям в суммах или разностях, вообще

говоря, нельзя. Если в результате такого перехода в ответе

получится 0 или оо, то такой ответ может быть неверным.

Переход к эквивалентным бесконечно малым функциям в

суммах или разностях возможен, только если при этом эти

бесконечно малые функции взаимно не уничтожают друг

друга.

8) lim
1 — cos Ъх

о (2х -

1 — cos Ъх

l)arctg3x
2Ъх2

= lim

25s2
2

2х - 1 ~ χ In 2; arctg Зх

2Ъх2 25

Зх.

= - lim
χ-+θχ]η2· Зх 2 χ->ο Зх2 In2 2 · 31п2

4- log2 e

Примечание. В принципе, какие способы будут
использованы в вычислении пределов

—

дело вкуса, опыта,

рациональности — как это понимает читатель.
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Тренировочная работа 1

Вычислите:

1
л. V3x - 2 - 2
lim

,.
1 + 3 + 5 + ... + 2η-1

lim — :
η_οο 2 + 4 + 6 + ... +2η

'

/ 2\χ
lim 1 + -

χ—кэо V χ

lim
ж-юо γχ + 1

lim
ж->о (smx)z

r lg(l + 2sin2x)
lim — 5 -;

,. vO + sinx- 1
lim ;
ж->0 tgx

x3 + 6x2 + 15x + 18>
я->-з x3 + 5x2 + 5x-3

'

,. лД + 2- ^z + 20
lim

., ;
*->7 ^T9 - 2

sin2x
lim —;
^ov^T2-\/2

cos 2x · sin (χ — j )
lim A- L.

π 1 — sin 2x
x^ j

lim . —-;
x->0 vT^Htgx - 1

.. sin9x — tg9x
lim —r ;
x->0 9x3
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4х—π
, sin a;

'

14) lim

15) lim ( cos — J ;
m—>oo γ 7Π J

nsin2 χ
_

ι

16) lim —: -;

17) lim^#^;

18) ^((l + ^tg^-V)
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Решение тренировочной работы 1

Вычислите:

1) lim
V3x - 2 - 2

*-2 у/2х + 5

= lim 2-2) yZx - 2 + 2) (л/2аГ+"5 + 3)
_

*-2 (^2я + 5-3) (V2x + 5 + 3) (л/Зж -2 + 2)
(Зж - 2 - 4) (v^F+5 + 3)lim

= lim

χ^2 (2ж + 5 - 9) (y/Sx - 2 + 2)
3(x-2)(v/2a; + 5 + 3)

_

3

χ-^2 2(a;-2)(v/3^r^ + 2)
~~

2

3 3 + 3 9

2
'

y/2 ■ 2 + 5 + 3

V3 · 2 - 2 + 2

2) lim

2 + 2 4

1+3+5+

2,25

+ 2n-l

0 + 1
= Ш-

3) lim lim
x—>oo

/
1 +

^
о

а;
у

Ж

)/ = e

4) lim
χ

я->оо Vx + 1

lim
x—>oo

= lim ( 1

-(*+!)■
1-

1 + ж

1 + ar

-(x+l) lim
—

gx—»oo —(Ж-rlj
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е2*2 - 1

ж->о (sin я)2
5) lim

= lim
ε2χ2 - 1 2х2 ?*2~\

2х2

= 1пе-2-1=Ш-

6)limlg(l + 2sin^)

sin2 я
= lim

lim
ж->0

X2

1
1

я->о sin χ

ж->0

= lim

X1
lim
ж->0

loga(l+x)
χ

: bga e

lg(l + 2 sin2 ж) 2 sin2 я

2 sin2 χ χ2

_. lg(l + 2sm2x) л.
/ sm2x

= lim — s
i · lim 2 ·

—^~
z->o 2 sin χ ж->о V x

= lge-2-l = 1 2 lg e

7) lim
\/l + sin:r- 1

tga

(1 + smx)n — 1
lim
ж->о sma;

o4 _.
x3 + 6x2 + 15x + 18

8) lim —= —-r —.
7

я->-з x3 + 5x2 + 5x - 3

η ж->о

Нш(1 + :С)"-
11111

x-»0 Ж

cos а; =
1

η

-1
= μ

Пусть f(x) = x3+6x2+15x+18; /(—3) = 0, тогда разделим

на χ + 3:

_

х3 + 6х2 + 15а; + 18 1 χ + 3

χ3 + Зх2 I х2 + Зя + 6

_3х2 + 15х

Зх2+ 9х

_

6х +18

6х + 18

/(х) = (х + 3)(х2 + 3х + 6).
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Пусть д{х) = х3 + Ъх2 + Ъх — 3. ff(—3) = 0, аналогично:

_

х3 + Ъх2 + Ъх - 3 | χ + 3

х3 + Зх2

2х2 + Ъх
~

2х2 + 6х

— χ -

— х-

-3

-3

х2 + 2х - 1

1).д{х) = 0 + 3) (я2 + 2х

Значит

х3 + 6х2 + 1Ъх + 18
lim —^ γ—ο з ζ— =

ж->-з х3 + Ъх2 + Ъх-3

(х + 3)(х2 + 3х + 6) Έ.
χ2 + 3χ + 6

lim -—

^w „—ζ rf = lim

9) lim

х->-з(х + 3)(х2 + 2х- 1)

9-6-1
Ы

х/хТ2- ^х + 20

-з х2 + 2х - 1

^хТ9-2

а) Для решения используем замену переменной.

Положим χ — 7 = £, тогда

V^T2 - ^х + 20 х/^ТЭ - ^ί + 27

^хТ9-2
и при χ —* 7 £

^Г+Тб-2
0.

б) Для того, чтобы использовать замечательный предел

lim
ж->0

(1 + ^-1
χ

= μ или эквивалентные бесконечно

малые функции, преобразуем каждый из корней.

Vt + 9 - ^ΐΤ27
_
3^/Γ+Ι - 3ψϊ+ t_

27

^FTl6-2 ''Φ^Ίβ-
з yfi+l-fi+v

1 + 16 1
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в) Используя эквивалентность бесконечно малых

функций вида (1 + kxY rsj 1 + }ζμχ^ получим при t —* 0

м
t Λ Λ2 1 1

^И1+*'~**+ "

?1 +
ϊ6

=

11+ϊ6

ι

t \4 _1_ 1

16
'

4
ί + 1.

г) lim
y/x + 2- ^z + 20

,. \/ίΤ9 - ^0/ГнГ27
lim ..

ί-ο ^ί + 16 - 2χ-7 #FT9 - 2

3,. \Α+ϊ-\Α+έ 3,. (4*+!) - (έ*+ι)
—

nm л —

_ nm л —/—^ '—

2 «-о

<μτ_ι 2*^0 (^+ι)_ι
- lim
2ί->ο *

0"έ_3 64 ■ (9 - 2)
=

32 ■ 7
~

2
'

64

10) lim
sin2x

lim

3-54 54

sin2a;(v^T2 +V^)

27

*->ο y/x + 2 - y/2 χ->ο x + 2-2

= 2 Hm 5E^ . Hm (^/£+2 + V2) = 2 (V5 + V5l = [Wf
ж->о 2х ж->о V / \ /

'

cos 2x sin ( χ — \ ) cos 2x sin (# — τ )
11) lim : Λ- '

= lim
V '

1 — sin 2x 7[ (sin χ — cos ж)

= lim

lim

(cos2 χ — sin2 x) sin ( χ - \ J
(cos я — sin я)2

(sinx + cosx)sin (x — j )

cos χ — sm χ
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= lim
л/2 sin (χ + I j sin (χ - \ J

-x/^sinhr- jj
— lim sin [ χ + —

7Г V 4

π

■sin- -1.

12) lim
tgx

Oy^l-tgx-1

tgx(Vl-tgx + l)
— llm ; ;—"

—

χ->ο 1 — tgx — 1

= -Um(va-tga;+l) =-(Λ/Γ=Γθ+ΐ) = Γ=2]

^оЧ _. sin9x —tg9x _. sin9:r(cos9:r — 1)
13) lim —-= = lim ^- —=—- =

ж->о 9χό ж->о cos 9x · 9χό

= lim
sin9x —2sin24,5x
9x x2

1

cos9x/
sm9x

_.

lim —— · lim
ж->о 9x ж->о cos 9x

1 / 8Г

cosO
'

V 2

81A ,. /sin4,5a;
lim '

2 / ж->о \ 4,5я

1 1
2

-40,5

14) lim
SIM

ZL \ sin ■

Αχ—π

lim 1
sm

4
sin я

sm

4rr—π

= lim 1-
sm

j
— sm χ

7Γ
Sin

;j

V
4 (sin τ—sin ж)

- lim -^ ί /
Χ_Ξ (4a;-7r)sin4

4ί sin j—sin ж J
(4ж—π) sin j
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Рассмотрим

4 ( sin ? — sin χ)
lim -^ '-

x-*\ (4χ-π)δίη5
= lim

5sm
τΛ-χ

■cos

7Γ , _

;~4. s/2
2

'

2

= -\/2 lim

Значит,

sin
2 ,. 4

· lim cos —
+ z

7Г
X—» τ

_ 4

4
—

■Ж 7Г
— Ж—> Τ

-*·£

4ж—π

lim
sin я

4(sin 5 —sina?)
Вт -Л i J.

x_»- (4ж—7r)sin-^

Ξ V Sin τ

= Щ].

2xV
15) lim ( cos — 1 = lim ( 1 — 2 sin

m—>oo γ rn J rn—>oo \^ Ш

X

= lim l-2sin2 —
ra->oo I V m

-ra2-2sin2 —
m

2
% \ 2sin2^

lim ( —ra2-2sin2 — I
pfn—»oo V 772 /

-2ж2 lim
m—*oo I

-2z2

16) lim-^-
-1

-1

= lim

nsirr χ sin2 я

я->о \ sin χ D2sin2

4sin2f-cos2f
In 4 · lim

x-*0 ^2 sin2
-1

= In 4 · —- · lim 2 cos2 - =

In 8 x->o 2

= 21og84 =
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17) lim 10§Л(С°52Ж) =

log2(l — sin2 x) tg2 x sin2 χ
= — lim

■ sin2 χ 4*ε *
- 1 tg2 x

1
= — logo e · -^- · lim cos2 a; =

bZ

In 4 z->o
log^e

18) ^((Ι +^^π
(Положим у + 1 = t.)

ν / /2t + l
= lim Htg —-—π

π

lim · = — lim
ί->ο — tg £π ί->ο \ sin ίπ

=

Й1"8Г+2
cos ίπ

lim
ίπ

t->0nsintn ί->ο

• lim cos 7г£ •1
π



Производная функции

Приращение функции

Понятие монотонности функции

Рассмотрим функцию у = f(x). Положим χ — χо
= Ах.

Ах называется приращением аргумента в точке хо.

f{x) — f(xo) = Ay = Af(xo) назовем приращением функции в

точке хо, соответствующим Ах.

f(Xo + Ax\

/(*о>
/(*b+A*)-/(*b) =
= Ay = Af(x0)

х0+Ах х

1
Пример 1. у = f{x) = χ3, xq = 2. Αχ — -. Ay = ?

x = xq + Ax\ χ = 2+-;
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f(x) - /Ы = /(а* + Ах) - f(x0) = f (2 + 0 - /(2) =

= (2,5)3 - 23 = (2,5 - 2)(2,52 + 2,5 · 2 + 22) =

= \ ■ (6,25 + 5 + 4) = )■ ■ 15,25 = 7,625.
Ζι Ζί

1 1
Пример 2. y = f(x) = -. ж0 = 2. Δα =-. Δ?/ =?

α; ζ

Введенные понятия оказываются очень эффективным
средством для выяснения промежутков монотонности. Напомним,
что

а) если для Уж1, Ж2 £ D(f) из Ж2 > х\ следует /(жг) > /(#ι),
то у

= f(x) называется возрастающей;

б) если для Vxi, Ж2 £ D(f) из ^2 > #1 следует /(жг) < /(#ι),
то 2/

= /(#) называется убывающей.

Определение. Функция г/ = /(ж) называется:

Δ?/
а) возрастающей, если Ужо > 0;

Δж

Ау
б) убывающей, если Ужо < 0.

Δж

Примечание. Данное определение есть иная форма записи

привычных определений возрастающей и убывающей
функций.

Пример 3. у = f{x) = χ2. Исследуем функцию на

монотонность.

Af(x) = f(x + Αχ) - f(x) = (ж + Αχ)2 - χ2 = 2χ · Αχ + (Αχ)2
(приращение в точке χ).
Полагая Ах —» 0, заметим, что (Ах) — пренебрежимо малая

Af(x)
величина, Af(x) « 2х · Δχ, тогда

—

~ 2ж, значит
/_\ж

Δ/Гж)
при ж > 0 —т-^—^ > 0 — функция возрастает (|),

Лж

Д/(ж)
при ж < 0 <—τ < 0 — функция убывает (|).

Δж
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Пример 4. у = х3 — Зх, исследуем функцию на монотонность

A/Qr)
по знаку

—

.

Ах

1. А/(х) = f(x+Ax)-f(x) = (χ+Δχ)3-3("χ+Δχ)-(χ3-3χ) =
= х3 + Зх2 · Ах + Зх · (Ах)2 + (Ах)3 -Зх- ЗАх - χ3 + Зх =

= 3(х2 - 1)Ах + Зх (Ах)2 + (Ах)3 .

Пусть Ах —+ 0, тогда (Ах) и (Ад;) — пренебрежимо
малые величины.

Тогда Af(x) « 3(х2 - 1)Ах и ^^ « 3(х2 - 1),

9 ^ Л Af(x) Л г/ ч

значит при xz — 1 > О > 0, и /(ж) возрастает;

при х2 - 1 < 0
д

< 0, f(x) убывает,

следовательно, у = f(x) — кусочно-монотонная функция.

При χ = 1 /(1) = I3 — 3 · 1 = —2;

прих = -1 /(-1) = (-1)3 - 3 - (-1) = 2-

х = 0

χ = л/3 .

χ = — л/3

На (—оо; — 1) и (1;оо) y = f(x) возрастает;

на χ € (—1; 1) у = f(x) убывает.

у = 0; х3 — Зх = 0 при

2. Отметим, что

а) при χ Ε (-1-Ах;-1 + Ах) /(—1) >/(ж), при ж = —1

А/(х) Л

если Ах -> 0, то ;v
у
-* 0;

Ах

/(—1) называется максимумом на (—1 — Ах; — 1 + Ах).

б) при χ Ε (1 — Ах; 1 + Ах) /(1) < /(х), при χ = 1 если

Ах

/(1) называется минимумом на (1 — Ах; 1 + Ах).
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Примечание. Даже рассмотренные примеры показывают

A/(aQ
важность исследования знака — для понимания характера

Ах

поведения функции (интервалы монотонности, наличие

максимума, минимума) при Ах —+ 0 .
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Практикум 8

Найдите:

а) Δ/(χ);

}
Ах

Укажите, на каком промежутке

в) У — f(x) возрастает и у — f(x) убывает

для следующих функций:

1. у = х2 + 2х\

2. у = kx + b;

3. у = ах2 + Ьх + с;

4. у = х3;

5. у= -;

6. у = v^·

Решение практикума 8

1. у = х2 + 2х.

а) Af(x) = f(x + Ax)-f(x) =

= (х + Ах)2 + 2 (х + Ах) - (х2 + 2х) =

= х2 + 2хАх + (Ах)2 + 2х + 2Δχ - χ2 - 2х

= 2(х + 1)Дя + (Ах)2 .

Итак, Af(x) = 2(х + 1)Дя + (Ах)2 .

б) ^М = 2(х + 1) + Ах·
1\х

A fix)
при Δζ -* О

Jy }
w 2(ж + 1).
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в) ^~>0, т.е. 2(я + 1)>0;^а;>-1;^у = /(а;)Т;
Ах

АД*)
Ах

< О, т. е. 2{х + 1) < О; О χ < -1; О у
= /(ж) |

Интересно отметить, что
АД*)
Дж

О при χ = —1,

/(-!) = (-1)2 + 2 ·(-!) = -!; /(-!) = /„ -1.

2. у = кх + Ь.

а) Δ/(ζ) = / (ж + Δχ) - /(ж) = к (х + Ах) + Ь - (fo; + b) =

= кх + кАх + 6 — кх — b = &Διε;

^ А/(а?) ,

о) —-— = к — величина постоянная при Δα; —> 0;
L-\X

в) при А; > 0 у = /(ж) | на R;

при к < 0 у — /(#) 1 на К·

3. у = ах2 + Ьх + с.

а) Δ/0) = а (х + Ах)2 + b (χ + Да;) + с - (аж2 + 6ж + с) =

= аж2 + 2а · жДж + а (Дж) + 6ж + ЬАх + с — аж2 — Ьх — с =

= 2ахАх + 6Дж + а (Ах)2 ;

- 6 + а,

АД*)

^ Af(x) o

б) -хз^ = 2аж + 6 + аДж;Ах

при Дж —> О
Ах

2ах + 6;
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Af(x)
в) > 0, т.е. 2ах + b > 0, значит у

= f(x) | ,
если

при α > ϋ χ >
—— или при α < 0 χ < ——.;
2α

*

2α

Д/(ж)
—- < 0, т. е. 2αχ + b < 0, значит у

= f(x) j ,
если

6 6
при α > 0 χ <

—— или при α < 0 χ >
—

—.

2α 2α

Имеет смысл отметить, что

Af(x) , η
Ь

— « 2αχ + 6 = 0, тогда χ = —

—, значит
Αχ

'

2α'

при α>0 / ί-^) =Утт;

при α<0 / ί-^] = Углах-

4. у — χ
3

а) Af(x) = f (x + Αχ) - f(x) = (χ + Ax)3 - χ3 =

= χ3 + Ъх2Ах + 3χ (Αχ)2 + (Αχ)3 - χ3 =

= hx2 + ЪхАх + (Δχ)2) Αχ;

б) Μΐΐ = 3χ2 + 2χΑχ + (Αχ)2 ,

η Af(x) 0 2
при Δα; ~* 0 "!ν ;

« Зж2;

в) ^г>о v*^o y=f(x)V
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5. у= -.

χ

a) Af(x) = f(x + Ax)- /(я) =

1 1 χ — χ — Αχ Αχ

6)

χ + Αχ χ χ{χ + Αχ) χ {χ + Αχ)
'

A/(s)
=

1

Δζ а; (ж + Αχ)
'

Λ Δ/Ы Ι
при Δα; -» 0

J v ;
-

Δα; 9 '

β) 2
< 0 при Vx ^ Ο, y = f(x) I .

Примечание. В данном случае у = f(x) убывает на

(—оо;0) и на (0;оо), но не является убывающей — это

принципиально.

6. у = у/х.

a) Af(x) = f(x + Ax)- f(x) = у/х + Ах - у/х =

χ + Ах — χ Ах

б)

у/х + Δα; + у/х у/х + Ах + у/х'

А/(*)
=

1

Ах у/^+~Ах + \/х'

ч А Л
A fix) 1

Л
.

ч

в) при Δζ -* 0 *!ν
у
«
—-р > 0 для Vz Ε (0; оо).

Ζ.ΛΧ £у/ X
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Понятие производной функции в точке

Определение производной

Определение 1. Производной функции у = f(x) в точке

с абсциссой хо называется предел отношения

приращения функции в точке хо к вызвавшему его приращению

аргумента при стремлении приращения аргумента к нулю.

Записывается и» /<->-'<->,
х^хо χ — χ0

Af(x0) , Af(x)
или km =

у , или у (х) = hm ,

Δχο—*0 Δχο Дгс—»0 А.Х

ИЛИ i^o Σχ
=

V*
= f О·*),

f(x) - f(x0)
или у

= hm .

°

Х-+ХО Χ — Xq

Примечание. Все это разные формы записи предела

функции в точке xq. Если же понимать производную как

функцию, то рассматривают предел в точке χ
— общий вид.

Определение 2. Функция /(ж), имеющая производную

для Уж G D(f), называется дифференцируемой.

Рассмотрим производные простейших элементарных функций.

1. f(x) — с
— const.

f{x + Αχ) = с, тогда f{x + Αχ) — f(x) — с — с = О,

значит у' — lim —— = lim -— = 0, и [с — О
Δζ->0 Αχ Δζ->0 Αχ

2. f(x) = ах + Ъ.

Af(x) = f(x + Да;) - f(x) = а(х + Да;) + b - (ах + Ь) = аАх\

v А/(а;) аДа;
lim — = lim —— = lim a — a^
Δζ->ο Да; Лж->о Да; Δζ->ο

значит (аа; + &)' = а

например, (За; — 4)' = 3.
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3. f(x) = ах2 + bx + с.

Af(x) = f(x + Ax)-f(x) =

= a(x + Ax)2 + b(x + Да;) + с - (αχ2 + bx + с) =
= 2αχΔχ + 6Δχ + α (Δα;)2 ;

Δ/(*)
Δχ

lim

2αχ + 6 + αΔα;;

Δ/(χ)
Δζ->0 Δχ

значит

lim (2aa; + b + аДа;) = 2aa; + 6,
Δχ->Ον

(αχ2 + bx + с)' = 2аа; + 6

4. у = a;n.

Учтем, что ап — bn —

= (α - 6)(αη-χ + αη~26 + an~3b2 + ... + abn~2 + б71"1).

Af(x) = /(χ + Да;) - f{x) = (х + Ах)п - хп.

АДа;)
= lim f(ж + Ax)n~l + (x + Ax)n~2x + ... +lim

Δζ-Ю Αχ

+ {χ + Αχ)χη~2 + χη~Λ =

= χη~λ + жхп_2 + χ2χη~3 + ·. + Χη~2Χ + ХП~1 ηχ
,η-1

η^ - ηχη_1(а-)поэтому

Более строгое доказательство для всех η Ε N возможно

только методом математической индукции.

5. у = -.

Δ/(χ)

АДа;)
Αχ

Αχ

χ+Αχ χ

1

а;(а;+Да;)'

χ(χ+Δχ)'

-1
ν Δ/(*) ι-
lim —~— = lim

/ Α ч

Лж->о Δχ Δζ->ο χ[χ + Да;) ж lim (χ + Да;) а;-

Δβ->(Γ

■2'

.Ж. аг
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6. у = у/х.

Af(x) = у/х + Ах -у/х =

Af(x) 1

Ах

Ах у/х + Ах + у/х'

lim
.

у
= lim

\/ж + Δχ + у/Х:

1

Δζ->ο Δχ Δζ->ο ν^ + Δχ + >/ж
1 1

4/ lim (χ + Δα;) + lim γ/Ξ >/ϊ + \β 2yft'

(>/£)' = ^
1 5_1 = _1
2Х

~

2^/Έ
~

2

1 -5

7. у
X

Д/(ж) =

1 1_ _ $х - Ух + Ах

Ух + Ах Ух у/х + Ах ■ Ух

(Ух-Ух+Ах) I у/(х+Ах)2 + Ух (х+Ах) + Ух*

Ух + АхУх ( У(ж + Ах)2 + {/ж (ж + Ах) + Ух2}
χ — χ — Δα;

•Уж (ж + Ах) (\J(x + Ах)2 + {/х (х + Ах) + Ух1 J

Δ/(*) zl
Ах

lim
Дж-»0

Уχ (х+Ах) (^(х+Ах)2+Ух(х+Ах)+Ух>
-1

ξ/χ (х+Ах) (^(χ+Αχ)2+ξ/χ~(х+Ах) + ух2

/χ* ( vx2 + Vx2 + л/я^) 3 ΪΠΛ
~

зХ'χ*
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8. у = х».

, uV r (х + АхГ-х» .. μ(1 + ΐτ) "^1
f„uv — ι— ν /

— iim χμΛ ^
Аж-*0 Ах

1 Л/ ί — 11111
-"

4 '
Аж-+0 Δχ

= ^ lim Λ 11 i =

так как
.. (1 + ^-1
lim = μ
ж—>0 χ

μχι
μ-1 {Χ*)' = μ^"1

, где μ € £>.

Заметим, что случаи 4-6 — частные случаи данной

теоремы при μ = η, μ =
—1 и μ =

- соответственно.

Используя формулу, найдем производные некоторых

функций.

9. Пусть у = —л=.

_].
Представим ее в виде степени: у

— χ 2. Теперь по

формуле {χμ)' — μχμ~ι получим
ι

2 2\/^'
2/

1 -1

2С
— -χ

2

Ю. у
х°

У = х ; У7 = -За;" -3-1 -Зж" -4 _

ЯГ

11. χ = \fa£.

Так как D(y) = (—оо;оо), то переход к виду у — хъ сужает
область определения (χ > 0). Для радикалов нечетной

степени применим другую формулу: (#Ё™)'
т

η ψχ^~

В данном случае т = 4 и η = 5. ( va?J =

12-2/ д

5#i

?=. Здесь m = —1 и η = 5. Тогда ( —=
X \\/х 5Ух6
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Основные теоремы о производных

Теорема 1. Производная алгебраической суммы конечного

числа функций, имеющих производные, равна алгебраической
сумме производных этих функций, т. е. для двух функций,
(w(x) + v(x)Y — w\x) + ν'{χ).

Доказательство.
Пусть f(x) = w(x) + v(x).
f(x + Да;) = w(x + Да;) + ν(χ + Αχ);
Af(x) = w(x + Αχ) + v(x + Да;) — w(x) — υ(χ);

r(x)=;imA/M_
lim
Δζ->0

Δζ->0 Αχ

(w(x + Αχ) — w{x)) + (υ (χ + Αχ) — υ(χ))
Αχ

w(x + Αχ) — w(x) ,.
υ(χ + Αχ) — υ(χ)

= lim —^ -1 —+ lim -^ —^ K-J-
Лж->о Да; Δζ->ο Да;

w'{x) + ν'(х), т.е. (и + ν)1 = и1 + χ/

Теорема 2. f(x) = u{x)v{x).
fix) = i/(a;)v(a;) + гл(а;)г/(а;), т. е. (гдо)' = ν!ν + ш/.

Доказательство.

Af(x) = и(х + Ax)v{x + Αχ) — u(x)v(x) =

[Au(x) = и(х + Да;) — и(х)]
= (Аи(х) + и(х)) (Av(x) + v(a;)) — u(x)v{x) =
= Au(x)Av(x) + u(x)Av(x) + Au(x)v(x).

Δ/(χ)
lim
Лж->о Да;

lim
Δζ->0

Дгл(а;)Дг;(а;) + гл(а;)Дг;(а;) + Дг^(а;)г;(а;)
Да;

Дг^(а;)Дг;(а;) п. Дг;(а;)г^(а;) ,. Дг^(а;)г;(а;)
lim κ—χ ^ + lim v/

v J
+ lim V =

Лж-^о Да; Δζ-+ο Да; Δζ-+ο Да;

= lim
Ди(а;)

ДаГ-^о Да;

+ u(a;) lim

lim
Αυ(χ)

Δΐ^ο Да;

Ди(а;)

lim Ax+
Δζ->0

+ г;(a;) lim
Au(x)

Дж->о Да;
' ~

v~'

Δζ->ο Да;

О + u{x)v'{x) + u'{x)v{x).
Таким образом, (гдо)' = и!ν + ν'и
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Следствие 1. у = cf(x).

(cf(x))' = cf(x) + df(x) = cf'(x) + 0 · f{x),
—

постоянную можно выносить за знакт. е [с/О*)]' = cf'(x)

yi — I n,2

производной.

Следствие 2. (аохп + αιχη~ι + а2Хп~2 + ... + ап) =

= αοηχη~ι + αχ (га — 1)хп~2 + ... + αη_ι·

Пример 1. у = х2 — χ Η—.
χ

(*"-« + ;)'-И'-W+(i)'-*>-'-?·
Пример 2. у = Ах + 5а;3 — 8у/х.

у' = (4х + 5а;3 - Sy/x)' = (4ж)' + (5z3)' - (8у/х)' =

= 4(х)' + 5 (ж3)' - 8 (у/х)' = 4 · 1 + 5 · За;2 - 8 ί χ* j =

= 4 + 15а;2 - 8 · ix5
- Х

= 15ж2 - 4а;" 2
+ 4 = 15а;2 - 4= + 4.

2 у/х

Пример 3. у = (Зх2 + 1)(3ж - 2х2).

у'(х) = (Зх2 + 1)'(3ж - 2х2) + (За;2 + 1)(3х - 2х2)' =
= (6а; + 0)(3ж - 2а;2) + (За;2 + 1)(3 - 4х) =
= 18а;2 - 12а;3 + 9а;2 + 3 - 12а;3 - 4х = -24а;3 + 27а;2 - 4а; + 3.

Примечание. В примере 3 можно найти производную и не

используя теорему о производной произведения. Представим

функцию в виде многочлена:

у = (Зх2 + 1)(3яг - 2а;2) = -баг4 + 9а;3 - 2а;2 + За;;

у' = -24а;3 + 27а;2 - 4а; + 3.

Теорема 3. Производная частного двух функций, имеющих

производную, определяется формулой

(Щ)'= U'{X)V{X) ~ V'{X)U{X)
(ν(χ) φ 0).

\г;(а;)/ υ2 (χ)
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Доказательство.

№ =
и{х)

Af(x) =
и(х + Ах) и(х)

v{x)
J v J

ν {χ + Αχ) ν(χ)
(u(x) + Au(x)) ν(χ) — (υ (χ) + Αν(χ)) и{х) *_

ν(χ + Αχ)ν{χ)
u(x)v{x) + Au(x)v(x) — u(x)v{x) — Av(x)u(x)

ν{χ + Αχ)ν{χ)
Au{x)v{x) — Av{x)u{x)

lim

υ(χ + Αχ)υ(χ)
Δ/(χ)

_

Δζ->ο Ах

Au{x)v(x)-Av(x)u(x) lim (^у(ху^ф))
_ j.

Ax
_

Δζ->0 V Δ* V J Ax V
V

Δζ->0 ν (a; + Δχ)ν(χ) lim υ(χ + Ax)v(x)

υ(χ) Alim. ^ё? - u(x) АЦтл ^ё?
Ля->о

Δ*
Лж->0

via;) lim via; + Αχ)

ν{χ)ν!{χ) — г/(а;)гл(а;)
ν2(χ)

что и требовалось доказать

т.е.
ν \ и'ν — ν'и

Пример 4. у =
2а;2 - За; + 1

х3 — 4а;

2a;2-3a; + i\'
х3 — Ах

(2х2 -Зх + 1); (ж3 - 4а;) - (а;3 - Ах)' (2а;2 - Зх + 1)
(а;3-4а;)2

"

(4а; - 3 + 0) (х3 - Ах) - (За;2 - 4) (2а;2 - За; + 1)
~~

а;2(а;2-4)2
"

4а;4 - За;3 - 16а;2 + 12а; - (6а;4 - 8а;2 - 9а;3 + 12а; + За;2 - 4)

-2а;4 + 6а;3 -11а;2 + 4

х2 (х2 - А)2

х2 (х2 - АУ
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Теорема 4. Если функция у — f(x) имеет производную в

точке xq, to она непрерывна в этой точке.

Примечания.

1. Из теоремы следует, что если функция не является

непрерывной в точке хо, то в этой точке она производную не

имеет.

2. Непрерывная в точке xq у — f(x) может в этой точке не

иметь производную.

Пример 5. у = \х\
Для этой функции в точке xq

односторонние производные

не равны.

.. /(ар-/(so) _, у /(ар-/(so) nlim :L^—i——-—-
ψ lim ——

—-, где xq
= 0

x—>xq-0 X — Xq x—>жо+0 X — Xq

/i(o)^/;(o).

Пример 6.

lim M^M
χ-*0-0 χ ж-»0+0 X

Ук

1^

о

Φ-i

Пример 7. у = у? в точке xq
— 0 непрерывна. Известно,

что (ν'α™)'
т

η ψαΡ-
,
значит у

3^Ξ
Следовательно, не

существует производной в точке xq
= 0, потому что в точке

xq
= 0 производная не определена.
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Практикум 9

Найдите производную:

1. у = х5 - Зх4 - 5х3 + Зх - 1;

2 1
2. у =

— - ЗаГ1 + —= - Зх11 + ξ/χ + 2х;
х2· \Jx

3. у= (зх-2 + ^\(2х2 + ^х~-1);

2а;2+ 3
4. у

5. у

4х-5
'

v^ + з

2^*7-1'

6. у = (χ4 - Зх3 + 1)(х2 + Зх);

_

Зж + 2
У~

x* + 4x-V

2 5

8. у = 3ж3 -2ж2 +ж' -з.

4 5
9· У

=

IT? Тг + 4;

ж2 - Зж + 2
10· У =

Ж2 + 3, + 2;

11. у= (_^ + ^(2х + 3);'_2_
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Решение практикума 9

Найдите производную:

1. у'(х) = (хъ - Зх4 - 5х3 + 3х- I)' =
= 5х4 - 3 · 4х3 - 5 · Зх2 + 3 - 0 = 5х4 - 12х3 - 15х2 + 3.

2. у'(х) = (— -Зх~1 + — -3х11 + ξ/χ + 2χ\ =

\Х γ2/ /

= (2χ-2)'-3(χ-1)'+(χ~Α -3-11х10+(хА +2-1 =

= 2-(-2)аГ3-3-(-1):г-2-^аГ5
"

1~33х10+ \х*
~ 1

+ 2--
Δ О

о

= -4аГ3 + Зх~2 - 1-х-1'5 - ЗЗх10 + \х~* + 2.

3. j/(x) = ((Зх - 2 + i
J (2z2 + v^ - 1)) =

= Гза;-2 + ^ (2ж2 + у^-1)+

+ \3х - 2 + ^ J (2ж2 + y/Ξ -1)' =

= (3 - 0 - х~2) (2х2 + v^c - 1) +

+ (3,-2+ί)(4, + ^=-θ) =

= 6ж2 + 3^/х - 3 - 2 - χ'1'5 + х~2+
_1

+ 12а;2 - 8ж + 4 + 1,5у/х - χ
2 + Ο,δζ"1'5 =

= 18ζ2 + 4,5у^ - х~0'5 - 0,5а;-1'5 + х~2 - 1.

_
(2а:2 + 3)'(4х - 5) - {Ах - Ь)'{2х2 + 3)

_

(4х - 5)2
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_
4х(4х - 5) - 4(2а;2 + 3)

_

16х2 - 20а; - 8х2 - 12
~

{Ах - 5)2
~

(4а; - 5)2

_

8х2 - 20а; - 12

(4х - 5)2
'

«•'м-($^)'=
=

(л/аТ + 3)'(2у£ - 1) - (2^а7 - !)'(у/а7 + 3)
=

(2^-1)2

г^(2^-1)-^(^+3)_
(2v^-l)2

_2^-1-2у^-б_ -7

2фс{2фс -Ι)2 2ν/ϊ(2ν^-1)2'

6. у'(х) = ((ж4 - За;3 + 1)(а;2 + За;))' =
= (4х3 - 9а;2) (а;2 + За;) + (2а; + 3)(ζ4 - За;3 + 1) =
= 4а;5 - 9а;4 + 12ζ4 - 27а;3 + 2а;5 - 6а;4 + 2а; + За;4 - 9а;3 + 3 =

= 6а;5 - 36а;3 + 2а; + 3.

7 ч>(х) = ( 3* + 2

_
(За; + 2У(а;2 + 4а; - 1) - (а;2 + 4а; - 1)'(3а; + 2)

_

(а;2 + 4а; - I)2
_

3(а;2 + 4а; - 1) - (2а; + 4)(3а; + 2)
_

(а;2 + 4а; - I)2
_

За;2 + 12а; - 3 - 6а;2 - 16а; - 8
_

-За;2 - 4а; - 11

(а;2 + 4а;-1)2 (а;2 + 4а; - I)2
'

(11 У
8. у'{х) = За;3 - 2ζ2 + χ'3) =

-i Ч 3-
х

3
- 2 · Jr2 + (-З)аГ4 =

3

= 2х~3 - 5а;1·5 - За;-4.
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9. у'{х)
Ух^ xyfi

+ 4 = (v7^)'
т

η Уа^г

3/—о
VX

+4' = 4·
3^з-(-2) '3^3-(-4)'

+
20

3</χ5 ЗУχ1

Ю. у'(х) =
х2-Зх + 2\'
х2 + Зх + 2/

(х2-Зх+2)'(х2+Зх+2)-(х2+Зх+2)'(х2-Зх+2)
(х2 + 3х + 2)2

(2х - 3)(х2 + Зх + 2) - (2а; + 3)(х2 - Зх + 2)
_

(ж2 + 3х + 2)2

(2а;3 + ба;2 + 4а; - Зх2 - 9х - 6-
(аг2 + За; + 2)2
- 2а;3 + ба;2 - 4а; - За;2 + 9а; - 6) =

баг2 - 12
~

(х2 + 3х + 2)2'

11. у' = (Y^L + ψχλ {2х + 3)\ =

Так как D(y) : χ > 0,

(χμ)' = μχ»-1то можно использовать

= ί 2аГ2 + а;3" ) (2а; + 3) + ί -j= + fa ) (2а; + 3)' =

1
2 i 3 _2 _1 1

= -2х 2+^ar3-3a; 2+х 3+4аГ2+2а;3

2 1- -л1- Л
= 2х 2+2-х* -Зх 2

+х 3.
О
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12. у1
хл - Ъх2

3
"

3 3

ύ

k
X'3 χ4 Χ'5

1 ii
= 2^4-5 -11-,χ

=

[Χ
1

4-3

7

5χ

χ

3χ 4 =

"4 _

4 4 4 4 1 Ι

25
^-<7χ +

44/7

Результат решения допускается оставлять в любой из

последних трех форм.
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Производные некоторых функций

Производные тригонометрических функций

1· У — f(x) — sin ж.

Было доказано, что у = sin x — непрерывная функция.

Afix) = fix + Ах) — f(x) = sin(x + Αχ) — sin x =

_

.
χ + Δχ — χ χ + Δχ + χ

— 2 sin cos =

„ . Αχ ( Αχ
2 sin -— cos Ι χ + —г-

Αχ
sm -ψ cos

(sin ζ)' - lim ^£M = lim 2
Δζ->0 Δχ Δζ->0

sm"2~ / Δχ4
= lim —τ

· lim cos I x + —— ] =
Δζ-+0 ^Ξ Дя-*0 V 2

(*+¥)
Δχ

= 1 · cos χ = cos χ,

τ. e. (sin χ)' = cos χ |.

2· У = fix) = cos ж — также непрерывна на £)(/).

, w ,.
A fix) Ί. cosix + Αχ) — cosx

(cos жУ = lim —-^-^ = lim —^

Δζ->0 Δχ Δζ->0 Δχ

= lim -

Δζ->0

о . ж+Лж—ж · х+Ах+х
-2 sm о sm ττ-1—

Ах

Ах

v
smlT

r
. /

,
Δχ

= — lim —τ
· lim sin яН

Δζ-+0 ^ж Δζ-+0 V 2

-1 · sinx = — sinx,

т. е. (cos χ)' — — sin χ
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3. у — f(x) = tgx — непрерывна на D(f) ( χ φ — + тгк | к Ε
π

О
(tg*)' =

sin χ λ (sin χ)' cos χ — (cos χ)' sin x

ν
cos χ

/

cos χ cos χ + sin χ sin χ

cos2 χ

sin2 χ + cos2 χ

cos2 χ

cos2 χ

cos2 χ
т. е. (tg:r)' = cos2 χ

4· 2/ — /0*0 — ctgx непрерывна на !?(/) (χ φ тгк \ к Ε Ζ).

(ctgz)' =
cos χ λ

_
(cos ж)' sin χ — (sin χ)' cos x

sin я,

sin χ sin χ — cos χ cos χ

sin2 x

sin2 x

-(sin2 x + cos2x)
sin2 x

• 2 '
sin ж

т.е. (ctgz)' = sin2 x

Используя формулы производных тригонометрических

функций, найдите производные:

5. у = (sinx + 2)(2cosx — 1).

у' = (sina; + 2)/(2cosa;- 1) + (2cosx- l)'(sina;+ 2) =

= cosx(2cosx — 1) + (—2 sin χ) (sin χ + 2) =
= 2 cos2 χ — 2 cos χ — 2 sin2 χ — 4 sin x.

tgx
6. у

cos χ + 1

_
(tg #)'(cos χ + 1) — (cos χ + 1)' tg χ

_

(cos я + l)2

^2^(cosx + l) - (-sinx)tgx

(cos я + l)2
iii

· sin ж 2 9cos ж + 1 + sin χ
^^

cos χ cos x _|_ ι _|_ sin^ x cos x

cos2x(cosx + l)2 cos2x(cosx + l)2
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Практикум 10

1. Найдите производную:

1) у = 3:r sin я — 4x2cosx Η- 3yfx;

2) y = (2 + 3cosx)(4x-5tgx);

3) у — (2sinx + 3cosx — l)(3sinx — 5cosx + 2);
,N

2sinx + 5cosx — 1
4) 2/ — ·

3 sin χ — 4 cos χ

2. Вычислите:

2
3) у — sin я x2 + 1; г/(π) =?

π

4) y = x^cosx + v^rv^ + 2^; Ι/'(τ) =?

5) y = (2-x)cosx + j—^· y'\-\=l

6) 2/=:tgx(2siiix—3cosx)+ctgx(2cosx—3sinx); y' ( — J =?

3. Решите неравенства:

1) I/ = 2z5 - 3x4 - 3; y'fc) < 0;

2) y=-x4 + x3 + x2-3] y\x)^0;

48

3) y = 3x2 + —; i/(a;)<0.

5) 2/=(χ2 + 2χ)ν/ϊ; y'(x)^0;

6) y=|^-; у'И^о.
тс Χ
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Решение практикума 10

1. Найдите производную:

1) у\х) = (3xsinx — 4х2cosx+ 3tfx) =

1 λ-1
= 3 sin χ + 3χ cos χ — 8x cos χ + Ax2 sin χ + 3 · -χ

4
=

4

= (3 + 4r2)sin:r- 5xcosx + 0,75χ-0'75.

2) y\x) = ((2 + 3cosx)(4x-5tgx))/ =

= (2 + Зсо8ж)'(4а; - 5tgx) + (4ж - 5tga;)/(2 + 3cosx)

= -3sinx(4x-5tgx) + ( 4 r— ) (2 + 3cosx) =
\ cos^x/

= — Ylx sin ж +15 sin χ tg χ + 8 +12 cos χ —

COS X COS2 X

.~ . 15sin2x—15
„ „л „ .„

о
λ

= -12a;sina; + + 8 + 12cosx- 10(l + tg2x):
cos я

= — 12:rsin:r — 15cosx + 12cosx — 10tg2x — 2 =

= — 12:rsin:r — 3cosx — 10tg2x — 2.

3) y'{x) = ((2sinx + 3cosx — l)(3sinx — 5cosx + 2))' =

= (2 cos я — 3 sin я) (3 sin я — 5 cos χ + 2)+
+ (3cosx + 5 sin я) (2 sin я + 3cosx — 1) =

= 6 cos я sin я--9 sin2 я — 10cos2x + 15sinxcosx + 4cosx-

— 6 sin χ + 6 cos χ sin χ + 10 sin2 χ + 9 cos2 x+

+ 15 sin χ cos χ — 3 cos χ — 5 sin χ =

= 42 cos χ sin χ + sin2 χ — cos2 χ + cos χ — 11 sin ж.

'2sin:r + 5cosx — 1\
4) </(*)

3 sin x — 4 cos χ

1
/л . , —Γττί (2cosx — 5 sin я) (3 sin я — 4cosx)-
(3sinx-4cosx)2Vv

A J

— (3 cos χ + 4 sin ж) (2 sin χ + 5 cos ж — 1) J.
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а) Обозначим А(х) = (2cosx— 5sinx)(3sinx — 4cosx) =
= 6 cos x sin χ — 15 sin2 χ — 8 cos2 χ + 20 cos χ sin χ =

= 26 sin χ cos χ — 7 sin2 χ — 8 (sin2 χ + cos2 χ = 1).

б) Обозначим

Б(х) = (3cosx + 4 sin я) (2 sin я + 5cosx — 1) =
= 6 cos x sin χ + 8 sin2 χ + 15 cos2 x+
+ 20 cos χ sin χ — 3 cos χ — 4 sin χ =

= 26 sin χ cos χ + 7 cos2 χ — 3 cos χ — 4 sin χ + 8.

в) Л(ж) — В (χ) = 26sinxcosx — 7 sin2 я — 8—
— 26 sin x cos χ — 7 cos2 χ + 3 cos χ + 4 sin χ — 8 =

= 3 cos χ + 4 sin χ — 23.

Тогда у* =
3 cos x + 4 sin x — 23

(3sinx — 4 cos χ)2

2. Вычислите:

1) </(*) = ( л/х
+

ar

= \Zx 2
+ 8af

2/(1)

2) </(*)

■I-
л/ж-

16-1

X
-1

л/# ■

Учтем, что
у/х ■ χ Х2у/Х ■ X

\/ж ■

2/ =

Ж'

X

χϊ

х2у/х — 1

X'

, тогда

1 (я2 -х)

я2 -1

(Х2у/х

-ΧΪ-
1)'

»Я' X

(ж2^-!)^
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л ^ 3 5

5ж4 - 2ж2 - 5ж2 + 2 - 5х4 + 5ж2
_

2(x2v^-l)2
~

Зж2 - 5а:2 + 2
_

Зж2у/ж - 5ху/х + 2

г^у^-!)2
~

2(a;2Vi-l)2
'

3·16·2-5·4·2 + 2 96-40 + 2
2/'(4) =

2 - (16 · 2 — 1) 2-312

58

2·961
~

29

961

ОЧ // N Л 2 2 Л' 4*
3) у (ж) = sma; χ +11= cos χ .

\ π ) π

4π
у7 (π) = cos π = — 1 — 4 = [—5

π

4) y'(x) = (y/2cosx + y/Try/x + 2x)'=

= -y/2sinx + ^=+2.
2νϊ

5) у1 {χ)
— ( (2 — χ) cos χ +

sin ж

— cos χ — sin ж(2 — χ) +

„|£ =_„_!. 2_|) +

2-я,

cosa;(2 — ж) — (—l)sina;
(2 - χ)2

0·(2-ϊ) + 1

Μ)2

(»-ί)!
8-(4-π)3
2(4-π)2
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6) у'{х) = itgx(2sinx — 3cosx) + ctg я (2 cos я — 3sinx)j

—

——(2sin:r — 3cosx) + tgx(2cosx + 3sinx)—
cos* я

1

sin2 χ (2 cos χ — 3 sin x) + ctg x(—2 sin χ — 3 cos x)

= (1 + tg2:r)(2sin:r — 3cos:r) + tgx(2cosx + 3sinx)—

— (1 + ctg2 x) (2 cos χ — 3 sinx) + ctg x(—2 sinx — 3 cos x).

W*4

24 / ο \/2 ο \/2 \ , , Λ \/2
, ο

\/2

_(1 +l2)(2.^-3.f)+1.(-2.|-3.f) =

= 2\/2 - 3\/2 + 2,5\/2 - 2%/2 + 3\/2 - л/2 - l,5\/2 = βΓ].

3. Решите неравенства:

1) у'(х) = (2х5 - Зх4 - 3)' =

= Юж4 - 12ж3 = 2z3(5a; - 6)

.0 1,2,у'(х) < о —\, Τ—> t°; Х'2Ь

2) у'(х) = (±х4 + х3 + х2 - з\ =

= х3 + Ъх2 + 2х = х(х + 1)(х + 2);

i/W<0 "ГХ1 V~^ (-oo;-2]U[-l;0].
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3) у'(х) = [3х2 +
48\'
χ

48
_
6Q3 - 8)

_
6(ж - 2)(а;2 + 2х + 4)

^ 2Г

так как Va; χ2 + 2х + 4 > 0.

а;2-2аГ
'

я:

(-oo;0)U(0;2],

4) у'(х) х2-1

_
(2х - 2)(х2 - 1) - 2х(х2 - 2х)

_

~

(х2 -1)2
~

_

2х3 - 2х2 - 2х + 2 - 2а;3 + 4а;2
_

2а;2 - 2а; + 2
~

(ж2 - I)2 (а;2-1)2
"

2/'(ж)^0 (Уж х2-х + 1>0)

ЪУфЬ&ЯЯГъ x€(-oo;-l)U(-l;l)U(l;oo).
л:

5) у'{х) = ((а;2 + 2a;)v^)' = D(y) : χ ^ 0

= (ж2·5 + 2а;1·5)' = 2,5а;1·5 + За;0·5 = а;°'5(2,5а; + 3).

у'(х) > 0
χ

5^
а;^0.

6) </(*)V 4_/3^y_275(4-g)-(-l)-3yg
4a:j_V4-^y (4-a;)2

_

12 - За; + 6а;
_

За; + 12
~

2^(4-а;)2
~

2^(4-а;)2'

D{f):
х^О

χφν
χ € (0;4)u(4;oo).
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Производная показательной и логарифмической
функции

1. у = ах.

Для доказательства используем замечательный предел

г
аХ-1

ιlim = In α
ж->о χ

Ay = ax+Ax -ax = ax (aAx - l) ;

y1 = (a*)' - lim
a* (aAx - 1) ,Δχ

Δζ->0 Αχ
ax lim

Лж->о Δχ
аж1па,

т.е. (ахУ = ах In a

2- y = loga:r.

Используем замечательный предел

.. loga(l+x)
lim —— = log. e

/ л ч -ι ,
χ + Δχ , Λ Δχ

Δϊ/ - loga(x + Δα;) - loga χ = loga —-— = loga ( 1 + —

η ν ,· Μ1 + ^) ι
,· Μ1 + ^)

(log. χ) = lim ~ — = — lim Α

= ~ 1оёа е> τ· е· (log^/^ -logae
X

3. Следствие 1. (еж)' = ex.

Следствие 2. (In x)
χ
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Практикум 11

1. Решите неравенства:

1) у = 2ех - 2х· у'(х) > 0;

2) у = 2х3 - 9х2 + 24 In я; у'{х) < 0;

3) у — Зх — 6 sin я; у'{χ) ^ 0;

4) y = l8x2-xffi] y'(x)>0;

5) у = х2 + 6х - 8 In я; у\х) < 0;

6) у — ех cos я; у'{х) ^ 0.

2. Вычислите:

1) у = log5 УЪо + л/2-52^1; у'(1) =?

2
л\ «^ Dill t>0 м /_\ --»

2)»= τ^ψ
+
ψ»· у'(») =?

4) y = ^-^ + a;3sina; + extga;; y'(l) =?
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Решение практикума 11

1. Решите неравенства:

1) у'{х) > 0, если у
— 2ех — 2х.

у'{х) = (2ех - 2х)' = 2ех - 2;

у\х) > 0; 2ех - 2 > 0; е* > 1; χ > О.

Ответ: (0;сю).

2) у'(х) < О, если у
= 2х3 - 9х2 + 24 In z; D(y) : χ > О

τ/(ζ) - (2х3 - 9х2 + 24 In я)' =

2
24

_
6(я3 - Зя2 + 4)

_
6(х + 1)(х-2)2

— ΌΧ ±ОХ I

ж = 2.

Ответ: {2}.

3) у'{х) ^ О, если у
= Зх — 6 sin я.

г/(ж) = (Зх — 6 sin я)' = 3 — 6 cos я.

у7(ж) < 0; cos я ^ -;

о о

8*а^^>

sin*A

Ответ:= {[■ ~ + 2тт£;; | + 2тт£; \кеъ\
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4) у'{х) ^ 0, если у
= 18ж2 — χ-ξ/χ.

у'(х) = (18ж2 - хЩ' =

4 i 4 i / 2- \
= 36ж--ж3 = -ж3 27ж3 -1 36ж3 ж1

27

1/2 >

= 36ж3 ж3-3~3 :36ζ3 (χ3 -З-1'5 ] far3 +3-1'5 J;

у'(х) > 0 36ж3 ж3 - 3

•з'^ко з"4·-

-1,5 ;3 +3-1'5 ^0:

Ответ: [-3~4'5;0] U [З-4-5; оо).

5) у'{х) < 0, если у
= х2 + 6ж — 8 In ж. -^(у) : ж > 0

// ч / 9 „ „, \/ „ „8 2(ж2 + Зж-4)
у'(х) = (х2 + 6х-81пх) = 2х + 6-- = -± '-.

4 '
X X

,,
. 2(ж2 + Зж-4)

у' (ж) = -i '- < 0;
.0

ПС

учитывая D(y) : χ > О, получаем ответ.

Ответ: (0;1).

6) у'(х) ^ 0, если у
= e^cosa;.

у'(χ) = (ех cos ж)' = ех · cos ж — sin ж · ех =

= ex(cosa: — sina;) = ех · -\/2cos ί χ + — ) .

у'(χ) ^0; е* · y/2 cos ί ж +
j ]_> 0;

7Г 7Г 7Г
- + 2-кк ^ ж + - > + 2жк:
2 4 2

7Г з7Г
- + 2тг& ^ ζ ^ -— + 2тг&.
4 4

Ответ: -—+ 2тгА;;т + 2пк
4 4

|/c€Z}
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2. Вычислите:

1) y'(l), если у(х) = log5 УП+ у/2 ■ б2**1 =

1 i
= з(1°ё57 + 1оё5х) + \/2-5а:+2 =

= ^Нъ7+-\<щ5х+у/Ш-Ъх,
1 1

т.е. у
= - log5 7+ -log5jc + V^O ■ 5х-

у'(х) = Q iog5 7) + i (iog5 *)' + νΊο · (δ1)' =

= 0 + i—log5e+v^0-5!Eln5 =

= 3^log5e+\/i0.5a!.ln5. L'(l) = ilog5e + 5vl01n5

sin a;

2) j/(0), если у
=

γ—y=
+
^5-

... /ж2 sinaA

2х(1-УБ)-х2(-1х~*) cos a; · 3х— sinx ■ 3я In3

(1-#Б з-з2*

4 4

6х — 6я3 + a;3 cosa; · 3х — saxx ■ 3х 1пЗ

3(1 -Vxf 3·32ί

баг — 5я3 cosa; — sina; · 1пЗ
+ -

за-^г з-з*
f(t\\ ^'(0)
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3) у'(1), если у{х) =
-2х

2х - За;2 + 1

у/х

э2ж

ч3,
3 1 _1\ /31 _1'

-Зх2+2х2+х 2)=9х[-3х2+2х2+х 2

у'(х) = (9х)' ( -Ъх2 + 2х2 + ж
2 ] +

/31 _1\'
+ 9Х I-3z2 +2ж2 +х 2

=

/з ι _ι\
= 9χ1η9· i-3x2+2x2+x 2 +

+ 9Ж ί-|^2 +ж 2--а; 2);
2/'(1) = 9 In 9 · (-3 + 2 + 1) + 9 · (-4,5 + 1 - 0,5) = РЗб

ж In ж
4) у'(1), если у

= -

J +x3sinx + extgx.

У'(х) 1+χ2
+ :zTsin:r+ e*tg:r =

( г- ) In χ + (In χ)' ту + Зх2 sin χ + χ3 cos x+
\1 + χζ J 1 + χ1

Ιηχ + + 3χ2 sin χ + χ3 cos χ+

+ ex tg χ Η ^— =

coszx

1·(1 + χ2)-χ·2χ
:

(1 + ζ2)2
"^ '

1+χ2

+ e*tg:r + e:r(l+tg2:r) =

In χ Η τς + 3χ2 sin χ + χ3 cos χ+
(Ι + ζ2)2

'

1 + χ2

+ e*(tg2:r+ tg:r + 1);

ϊ/(1) = 0 + - + 3sin 1 + cos 1 + ex(tg2 1 + tg 1 + 1) =

= 0,5 + 3 sin 1 + cos 1 + (tg2 1 + tg 1 + l)e.

τ/(1) =0,5 + 3 sin 1 + cos 1 + e (tg2 1 + tg 1 + l)
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Производная слоэюной функции

Пусть
1. ιι = φ(χ) и 3u'XQ =(f/(x0)l
2. У = f(u) и 3y'UQ = f(u0) в и0

= φ(χ0).

Тогда сложная функция у — /(φ(χ)) имеет в точке с абсциссой
хо производную, равную произведению производных:

(обозначим у'(хо) = у'Хо).У:хо Уи0
-

их0

Пример 1. у = л/1 + х2.

Пусть и = 1 + а;2; у = у/й, тогда

и'х = 2х; так как у'х = у'и- и'х, тоУ'и

У'х =
1

2х =
χ

VT+X*

Пример 2. у = (ж3 — За; + l) .

2/'(ж) = 3 (х3 - Зх + I)2 (х3 -Ъх + 1)' =
= 3 (ж3 - За; + 1) (За;2 - 3) = 9(а;2 - 1) (а;3 - За; + l)'

Пример 3. у = 1п(2а;2 — χ + 1).
1 '-„2у/(ж) = 2^-, + 1

Пример 4. у =

(2х2-х + 1)' =
4х-1

2χλ-χ + \

χ

а2\/х2 + а2

ι х'у/х2 + о? — [ у/х2 + а2 ) х

у'м = ά ,^_ν
;

(Vx2 + а2)
1 · ^2ТТ2 _ НхЧа^х

а2(а;2 + а2)
2а;2 + 2а2 - 2а;2

2(а;2 + а2) - 2а;2

2aVz2 + α2(ζ2 + α2)

2aVz2+a2(a;2 + a2) (а;2 + а2)5
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Пример 5. у = \/lg(a;2 — За;).

Г > 1

у
= v«; уи

~ —'

и = lgv;

ν = χ2 — Зх;

Тогда у'х
-

-

2^5'

uv = -lge;

•-•lge-(2a;-3)
2л/и ν

2х -3 lge

2^/lg(a;2 - За;) а;2 - За;

1

(2a;-3) lge

2a?(x-3)^lg(a;2-3x)

Пример 6. у =

a/2 sin2 χ + 3

Пусть t(a;) = sin a;.

Пусть u(t) = 2i2 + 3; y(u) = —γ=, тогда
"у 11

i/x = cosx; u't = 4t; i/u = -и

значит у'х = y'uu'tt'x, т.е.

1 -I 2 sin x · cos χ
г/. = — -и

2
· 4£ · cosx = .

2 у^т^ + З)3

илицу
sin2x

л/(4-со8 2х)3
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Практикум 12

Найдите производную. Решите неравенство.

1. у = л/бя - х2\ у'(х) < 0;

2. у = (Зх - 2)3(5 + 2х)2; у*(χ) < 0;

3. у = ху/х2 — Ъх — 6; у'{х) ^ 0;

4. у = ж2Л1-^; у'{х)^0;

5. у = {Ъх2 -6х + I)12; у'{х) < 0;

6. у = ^; у'(ζ) ^ 0;

7. у = In sin ж; у'{х) < 0;

8. у = cos6 x; у'{χ) > 0;

9. у = {Ах - 7)(3ж + 7) ξ/Sx + 7; у'(ж) ^ 0;

10. у = е*4-5*2+4. у/(д.) ^ 0;

11. у = ML у'{х) > 0;
тс Со

cos2x
// ч ^ л

12. у=- ; j/(a;)<0;
sin я

13. у = 2 sin x cos2 —; г/(ж) ^ 0;
Δι

14. у = In2 cos ж; у'{х) > 0;

15. у = y/ln{3x2 + 2x); y'{x) > 0.
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Решение практикума 12

Найдите производную. Решите неравенство.

1. у1 = (у/6х — х2) = — ;У Vv J 2V6x-x2

у'(х)^0; у'(х) = г-^—2 < 0;
zv Ьх — χζ

3/§^

f 6-2

\бх-
6 - 2х ζ 0

а:2>0;

о

Ответ: [3;6).

2. у'^з^^Зж-^^б + гх)2)' i/(x)<0
= 3(3ж - 2)2 · 3(5 + 2х)2 + 2(5 + 2х) ■ 2(3х - 2)3 =
= (Зх - 2)2(5 + 2х) (9(5 + 2х) + 4(3ж - 2)) =

= (Зх - 2)2(5 + 2ж)(30ж + 37).

2/'(ж) = (Зж - 2)2(5 + 2аг)(30а; + 37) < 0;
αϊ 37 »

^Z2 "30

Ответ:

3. у'(х) = (xVx^

= Vx2 — Ьх — 6 +

2/'(*) ^ 0

2 (ж2 - 5ж

2\Лг2 — Ъх — 6

2\/а;2 — 5а; — 6

- 6) + 2ж2 - 5а:
_

Ах2 - 15а; - 12

2\Λε2 — 5a; — б

ν wn /^
4ж2 - 15а; - 12

l/(x) ^ 0; у'(а;) = , = > 0;
2va;z — 5а; — о

4а;2 - 15s - 12 = 0;
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Ж12 =
15 ± \/225 + 192 15 ± л/417

^\ _ J^>
ъя? ^^
15-Λ/ϋΫνΖΧΐ5+ ν4ΪΫ *

88

Ответ: (—оо; — 1) U (6; оо).

4. у'(х)=[х\31-
х̂<

у\х) < 0

= 2х? 1-^+х2
ХА

6х С1-*)
С1-*)'

(#Е)'
3^2

+
12

6х —
24

2(ж2 - 4)

з#^ 3^f .^(Г^'
2(ж2 - 4)

у'{х) < 0; у'(^) =

X

-Те
#^

<0;

+^+
>5

Ответ: (-оо; -\/б) U (-\/б; -2] U (0; 2].

5. у'(х) = ((5а;2 - бж + I)12)' = 12(5z2 - 6х + l)n(10z - 6).

у'(х) < 0;

у'{х) = 12(5х2 -6х + 1)и(10ж - 6) < 0;

0,2^^ч0,6 1

л;

Ответ: (-oo;0,2]U[0,6;l].
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6. ι/Ό*) = ( Vx
Χ

4х3 · ех - χ4 · ех х3(4 — х)

l/(x)>0; y'{x)--

Ответ: [0;4].

7. у'(х) = (In sin χ)'

χ3 (4- χ) >0.

sin я

cos χ = ctgx;

у7(ж) < 0; у'{χ) = ctgx < 0, но £>(/) : sin χ > 0,
π

тогда π + 2пк > χ >
— + 27rfc.
ζ*

π

с J |fc€z|Ответ: S ( χ + 2тг&; π + 2nk J | fc € Ζ ]

8. у'{χ) = (cos6 χ)' = у*(χ) > 0

= 6 cos5 χ · (— sin χ) = —3 sin 2x cos4 x;

у7(ж) ^ 0; y'{x) = —3sin2xcos4x > 0;

sin2x < 0
a

cos χ = 0
'

2π + 2тг& > 2x > π + 2?rfc

π

χ = — + πη

π
π + nk ^ χ ^ ττ + 7Γ^

ζ*

π

χ — — + πη

Ответ:
π

+ 7Γ&;π + πα |fc€Z}
9. у'(χ) = ((4а; - 7)(3ζ + 7)^3χΤ7)' = 2/'(^) < 0

ί 4 i
= 4·(3ζ + 7)3 +(4ж-7)--(Зж + 7)3 -3 =

ϋ

1 1

= 4(3ж + 7)3 (3s + 7 + 4χ - 7) = 4(3ж + 7)3 · 7χ;
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у'(х) < 0;

у'(х) = 28s/3z + 7 · χ < 0.

Ответ:

-2±

4·

Vs з О/

—^fe^ 5

Примечание. Приведенное решение — нестрогое, так как
4

{/(За;+7)4 ^ (За;+7)3 (верно только при За;+7 > 0). В силу
4

двойной ошибки при переходе от {/(За;+7)4 к (За; + 7)3 и

обратно ответ получился верным. Строгое решение иное:

у'(х) = ((4а; - 7)(3а; + 7)Ϊ/Ζχ~+Ϊ)' = ((4а; - 7){/(За;+7)4)'=
(4а; - 7)'{/(За; + 7)4 + {Ах - 7) ({/(За; + 7)4)' =

4 · {/(За; + 7)4 + (4х - 7) · 3 ■

3{/(3ζ + 4)3~4
4 {/(За; + 7)4 + 4(4а; - 7)^3а; + 7 =

= 4^3а; + 7(3а; + 7 + 4а; - 7) = 28а;^За;+7 (для любых χ).

10. у'(χ) = (εχ4-5χ2+ή' = у'(χ) ^ 0

= (4а;3 - 10х)ех4-5хЧ4 = 2a;(2z2 - 5)ех4-5*2+4;
у'(х) > 0; у'(х) = 2а;(2а;2 - 5)ex4"5a;2+4 > 0.

Ответ: [-у/%5; 0] U [v^; oo) .

11. </(*) = (|z|)' = №)><>

3-^^-(-1)-3Л/5 3(4-а;) + ба;_ 12 + За;

(4 - х)'< 2φβ{Α-χΥ 2^(4 - а;)2'
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Χ

0
y^sssss4,

Ответ: (0;4) U(4;oo).

//ч /cos2:r\ ., ч ^
_

12. τ/(ζ) - = ϊ/(ο;) < О
\ sin ж /

— sin 2x · 2 · sin χ — cos 2x · cos χ

sin2x

—4 sin2 χ cos χ — (l -

sin2 я

- 2 sin2 ж) cos χ

—2 sin2 χ cos χ — cos χ — cos x{2 sin2 χ + 1)
sin2 χ

y'(x)^0; y'(x) = —

-cosz

1 — cos^ x (cos x

"УЧ >""^^я \^/

sin2 я

cosx(2sin2x + 1)
sm χ

cos ж
^

-l)(cosa; + l)

cos л;

7Г 7Г
0 < cosx < 1; —— + 2nk < χ < - + 2π&; χ ^ 27г&.

Ответ: ~ + 2-кк;2-кк j U (2πΑ;; £ + 2тг£ |fc€Z}·
13. y'{x) = ί 2 sin ζ cos2 ! J = y'{x) < 0

= (sinx(l + cosx)) = cosx · (1 + cosx) + sinx · (—sinx)
= cos χ + cos2 χ — sin2 χ = cos χ + cos2 χ — 1 + cos2 χ =

= 2 cos2 я + cosx - 1.

y'{x) < 0; y'{x) = 2 cos2я + cos я — 1 < 0;
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(cos χ + 1) ( cos я — -

J < 0; — 1 < cos χ < -;

J + 2nk < χ < -J + 2тг&.

Ответ= {[1
К<тг

+ 2тг&; — + 2пк
о

\kez

14. у'(χ) = (In2 cos χ)' = у'(χ) ^ 0

1
2 In cos x

cos a;
(—sin ж) = —2 tg a; In cos ж.

π

2/'(ж) > 0; y'{x) — —2 tg ж In cos ж > 0 (lncosar<0);

тогда tgz ^ 0, но D(f) : cos or > 0;

+ 2тгк > χ > 27rfc.

112тгА:; | + 2ттк J | fc G z|.
15. y'(z) = (yin(3z2 + 2a0)' = ϊ/ΌΌ > 0

2

Ответ:

бж + 2 Зж + 1

2^/\n(Zx2+2x) Ъх2+2х x(Zx + 2)y/\D.(Zx> + 2x)

D(y'): In (3ar2 + 2ж) > 0; Зж2 + 2x - 1 > 0, тогда

у'(х) > 0

I О

^

К

^Ч
Ответ: ( -; оо ) .
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Историческая справка

В связи с быстрым развитием астрономии в XVI в., уточнением

астрономических наблюдений и усложнением астрономических

выкладок необходимо было создание новых методов

вычислений. Еще Архимед (III в. до н.э.) заметил зависимость между

свойствами геометрической прогрессии и составленной из

показателей степеней ее членов арифметической прогрессии.

Рассмотрим 22;24;26;28 и т.д. Очевидно, что это

геометрическая прогрессия, а 2; 4; 6; 8... — арифметическая прогрессия.

Это было известно и немецким математикам Н. Шюке (7-1500)
в 1484 г. и М. Штифелю (1487-1567), которые ввели уже

степени с целыми показателями. Наиболее простые действия с

положительными дробными показателями были определены еще

ранее французским математиком Н. Орема (1323-1382).
Симон Стевин (1548-1562), переоткрывший десятичные дроби,

1.

определил ап = yfa. Таким образом можно было определить

аЯ = tfaP, где ρ Ε Ζ, g G Ν (η > 1), и рациональное

число. Понятие степени аж, где χ — иррациональное число, еще

в достаточной мере не было разработано. Вопрос прояснился

только в XIX веке в работах Веерштрасса и Дедекинда.
Полагая т — ах\ η = ау, перемножили т-п = ах · ау — ах+у

и получили возможность умножение заменить на сложение —

это и есть основа нового метода вычисления. Но одних идей

оказалось недостаточно для создания новых методов

вычисления. Чтобы реализовать эту идею необходимо было создание

таблиц, что требовало гигантского труда. Очевидно, что сеть

целых степеней числа 2 слишком редка. Необходимо было

основание очень близкое единице.
ι \ п / ι \ п+1

Например: ( 1 + -— ) и ( 1 + —τ— 1 создают достаточно

близкие числа при η —юо. Джон Непер в 1594 г. положил в ка-

ю7

I ■

того, что необходимо найти функцию, скорость роста которой

1 \
честве основания число ( 1 — —γ 1 . Далее Непер исходил из
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А 7/ с

была бы обратно пропорциональна х. т.е. -— = —. Иными

сАх χ

словами, современном прочтении у'{х) = —. Таким образом,
χ

по существу исходным было дифференциальное уравнение,

определяющее логарифм, хотя не были еще изобретены
дифференциалы. Учитывая, что справа график гиперболы и то

что в дальнейшем было показано, что у (xq) — равно площади

криволинейной трапеции под гиперболой на [1;жо] > У (х)
иногда называли еще гиперболической. Современное определение

логарифма, как показателя степени аъ = с, где b — логарифм,
было введено У. Гардинером только в 1742 г. Обозначение

loga с = b принадлежит И. Кеплеру (1571-1630) в 1624 году.

Рассмотрим реализацию идей Д. Непера (1550-1617) более

подробно.

Пусть у == / (х) = ах\ Ау = ах+Ах — ах = ах {аАх — 1) ;

Ау
_

ах (аАх - 1) и

Ах~ Ах

, Ау ах{аАх-\) χ
аАх - 1

у' = Hm -г^- = hm ——- = ах Hm —
Δζ->0 Ах Δζ->0 Ах Δζ->0 Αχ

(ах — не зависит от Ах).
0Лж

= 1,Определим такое основание е = а так, чтобы Hm
^

А
Δζ->ο Ах

еАх _ -^
тогда (ехУ = ех · Hm — = ех · 1, т. е. (ехУ = еж.

Обозначим loge:r = ln:r. Тогда a = elna, значит у
= ах = ех1па.

Для сложной функции (е·^)) = е^ж) · f (χ).

j/ = (ax)'= (exlna)'= exlna-lna = axlna, т.е. | (a*)' = a* In о

Так как х = е1пх, то (:£)'= (е1пж)' = е1пж-(1п:г)', т.е. 1 = х(]пх)',

L тогда (logaa;)^ ( —Jзначит (1па0' = -

(Модуль перехода loga Ь :
bgcb
logca

открыл Η. Меркатор в 1668 г.)

1

In a

1 1
(In χ)' = - loga e: (loga я)' = - loga e.
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Идея Д. Непера реализована, так как такая функция найдена.
С другой стороны,

1 х-\-Ах

,, v/ v
In (χ + Δα) - Inχ

.. m~T~
(In χ) = lim — — = lim ——^— =

Δζ->0 Αχ Δζ->0 Δχ

ν 1η(1 + ^τ) ν , Л Δχλά 1
= lim —Ц- J- = lim In 1 + = -.

Δζ->ο Δα; Δζ-»ο \ χ J x

ι ι.

Пусть ж = 1, тогда lim 1η(1+Δχ)Δ:ϊ =1 или lim \n(l+x)x = 1,
Лж—>0 ж—»0

ι

lim(l + ж)жт. е. In lim (1 + x)x = 1, значит
ж—>o

1 / l\n
Полагая — = n, lim 1 Η— = e, т. е. получим замечательные

χ η->οο γ η J
ι / ι λ107 / ι χ-107

пределы. По Неперу ~

~ ( * ~
Уд7 ) >

т'е- е ~ i1 ~ Jq7
В 1614 г. он создал таблицы логарифмов синусов, косинусов

и тангенсов с шагом в одну минуту. В 1617 г. по совету

Непера Г. Брагис (1561-1630) создал первые таблицы десятичных

логарифмов.
Независимо от Непера швейцарский математик И. Брюге
(1552-1632) составил таблицы логарифмов по основанию

ι У°4
1 + —rj ] . Они были изданы в 1620 г. Таблицы

натуральных логарифмов ввел и составил Спейдел в 1619 г. В 1623 г.

английским математиком Д. Гантером была изобретена
логарифмическая линейка, которая стала рабочим инструментом,

резко повысившим производительность и скорость вычисления

на многие столетия вплоть до середины XX века. В 1668 г.

Н. Меркатор (1620-1687) доказал, что

,γ,Ζ ,γ,ό грЧ:
/ ч *L· *L· Jj

]п(1 + х) = х- — + — - — + ....

В дальнейшем теорию представления функции в виде ряда

при определенных условиях разрабатывали в XVIII и XIX веке

Брук Тейлор (1685-1731), Колин Маклорен (1698-1746),
Леонард Эйлер (1707-1783), Жан Фурье (1768-1830).
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Тренировочная работа 2

1. Вычислите:

3) у = (2ж2 + 4ж - 1)(ж3 - 1); у'(-1) =?

4) у = γ(1 - 2ж)2 - V^T2; 2/'(Т)=?
5) у = (ж2 + 3x)Vx4 - 4; у'(ж) =?

6)у=У^|; •(*)=?

7) у = (/5~2ж)7 ; у'(я) =?;
</(3x + i)3'

yv '

8) у = уж + ι/ж + \/z; У'(ж) =?

2. Решите неравенство:

1) у = 4а;4 - 2ж2 - 3; у'{х) ^ 0;

2) у = Vx2 + Ъх - 6; у'(ж) ^ 0;

3) у = (ж3 + Зж2 - 8)^; У'(х) < 0;

4) У=
ж2_4

i 2/'(^)^0;

5) у=(Зж + 2)5(5-2ж)3; у'(ж) < 0;

6) у = (6ж2 - 7ж + I)19; у'(ж) < 0;

7) у = ξ/χβ - 2ж4; у'(ж) < 0;

8) у = 4зт; »Ч*) < °;

10)!,= ^±J|£; ,/(*)> 0.



112 Производная функции

Решение тренировочной работы 2

1. Вычислите:

Ч'МН-^-р + ψχ ^■5х 2+2-ЗаГ3 + ^ж 4;

1/(1) = 2,5 + 6 +
1

8,75

2) у'(х)
5х3 + 16ж2 - 3

5

Зх2

16 1 λ' 5

3 ζ2,)
~

3

ϊ
—

1

~3

+ 2х-з.

1/4-1) =

3) у'(ж) = ((2ж2 + 4ж - 1)(ж3 - 1))' =
= (Ах + 4) (ж3 - 1) + (2х2 + Ах- 1)3ж2 =
= 4ж4 + 4ж3 - Ах - 4 + 6х4 + 12ж3 - Зж2 =

= 10ж4 + 16ж3 - Зж2 -Ах-А.

у'(-1) = 10-16-3 + 4-4

4) у'(х) = (</(1-2ж)2-л/5жТ^)'
2-1о J-

;(1-2ж)3

= --(1-2жГ3

(-2)-

5

2л/Ъх + 2

_1

(5а;+ 2) 2.

*»5
4 Л 14

"

5

5 1

2
'

3

ψ+ *)'* =

4,/5 4ν/Ϊ5 '15 - 15

18
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5) у'{х) = ({х2 + 3x)VxTZr^)'

(2x + 3)Vx4-4 +
(χ2 + Зх) ■ 4х3

2Vx4 - 4

(2х + 3)(х4 - 4) + 2х5 + 6х4

V:яг

2х5 + Зх4 - 8х - 12 + 2ж5 + 6х4

4х5 + 9х4-

у/х?~-

Vx4"
-8х-

^4

-4

•12

6) у'(х)
Ί + Vx 1 + у^У

2V W5\J ι-V5y

ι ftT^s 57S (ι
- л^) + (sts) (ι + v^

2V 1 + л/^' (ι - ν^Γ

1 ll-y/x l-y/x + 1 + л/х
_

2γΐ + ^' 2^(1-ч/ϊ)2
1 / 1-Jx 2

4γ(ΐ + ν^)(ΐ-ν^)2 v^(i-V^)

1 11

7) y'(x)

2\jl-x yft[\-y/x)

( (5 - 2z)7
* '

1

2s/l-x-^x(l- y/x)

Y(3x~TW
= (5 - 2ж)7(3:г + 1) 4

= 7(5-2ζ)6·(-2)(3ζ+1) 4
+ f--)(3aH-l) 4-3(5-2ж)7:

ι _1
= --(5 - 2z)6(3z + 1) 4 (56(3ж + 1) + 9(5 - 2x)) =

-(5 - 2xf(3x + 1) 4 (150a; + 101)



114 Производная функции

8) у'{х) ■

+ у/х + у/х 1 =

' 2у ж + у/х + у/х

4у/х + л/хух + у/х + yfx

4ν/χ2 + χλ/χ + 2λ/χ + 1

Ъу/х^х + V^yx + \А + \/ж

2. Решите неравенство:

1) I/ = 4х4 - 2х2 - 3; τ/(ζ) ^ 0.

у\х) = 16х3 - 4х = 4х(4х2 -1)= 4х(2х + 1)(2я - 1) ^ 0;

-Ο,δχ^νΟ 0,5>

Ответ: '-*· и
1

2;°°

2) у = Vx2 + Ьх - 6; у'(ж) > 0

2г + 5
у'(х) = ^0; D(y')

χ < -6

ж > 12\Лс2 + Ъх - 6

vZ/*
Ответ: (1;оо).

3) у = {х3 + Ъх2 - 8) Vx; y'O) < 0.

</(*) = (За;2 + 6х) фс + ж3+03^"8 =

(6х2 + 12ж)а; + хг + Зх2 - 8
_

7х3 + 15х2 - 8

2Vi 2ф
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7ж3+15ж2
7ж3 + 7х2

8а?"

ж + 1

7ж2 + 8ж - 8

'8х2 + 8ж

-8ж-8

-8ж-8

_

,.
. (^+1К7ж2 + 8ж-8)

Получаем у'(ж) = n ,_
< 0;

2у^
7ж2 + 8а; - 8 = 0;

-4±Л/1бТ56 -4±бУ5
a?i,2 = =

=
= 5 D(y ) : х>0-

-4-6V2 -4+6>/2

+V1 +

Ответ: I 0;
-4 + бV2

4) У
х2 - Зж - 1

ж2 — 4
; τ/(χ)>ο.

у'{х)
(2ж - 3)(ж2 - 4) - 2х(х2 - Зж - 1)

(ж2 - 4)2
2ж3 - Зж2 - 8ж + 12 - 2ж3 + бж2 + 2ж

Зж2 - 6ж + 12

(ж2 - 4)2

(ж2 - 4)2

>0;

ж2 — 2ж + 4 > 0 — верно для любого ж

(о = 1>0, D<0).

2^2
^^^v<^^

χ

Ответ: (-оо; -2) U (-2; 2) U (2;оо).
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5) у = (Зж + 2)5(5-2ж)3. у'{х)^0.

у'(ж) = 5(Зж + 2)4-3(5-2ж)3 + 3(5-2ж)2-(-2)(Зж + 2)5:
= 3(3ж + 2)4(5 - 2ж)2 (5(5 - 2ж) - 2(3ж + 2)) =

= -3(3ж + 2)4(5 - 2ж)2(16ж - 21) < 0.

Ι-5- 2±

Ответ: ι^;οο)υ HI
6) у = (6х2 - 7х + Ι)19; у'(а;) < 0.

i/(a;) = 19(6х2 - 7х + 1)18(12х - 7) < 0.

£ ΐί

Ответ: ( — оо;
— U{1}.

7) у = ^ж6 - 2ж4; у'(х) < 0.

6ж5 - 8ж3
•у (ж) = . = ^ 0.V '

3^/(ж6-2ж4)2
"

-V2 -Jf^\0 ч^/

Ответ: (-оо; -\/2) U ( -л/2;

л;

U 0;

8) г/ = 4^?; •(*) < о·
х2 - 4

1-1 (гЛ

У'(х)
2Jx^\1~={х2 -А)-2хфс^1

(ж2 - 4)2
ж2 - 4 - 4ж(ж - 1)

_

4ж - Зж2 - 4

2(x2-4)2V^T 2(ж2 - 4)2л/ж~^Т
<0;
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2(z2-4)2V^I
2

< 0; Зх2 — Ах + 4 > 0 — верно для Ух.

I^ft
χ̂

Ответ: (1;2) U (2;оо).

9)* = ТОт? у'(х)>0-

у'(х) = 3(х3 - 27х) 3
=

= -(χ3 - 27:rf 3(3z2 - 27) ^ 0.

-ЗТЗ -Зу^чО.^хЗ Зл/3

Ответ: [-3;0) U (0;3].

Ю)У=^=£; У'(х)>0.

ϊ^(χ)= |(5 + 2χ)5(1-3χΓ2 J =

= 5(5 + 2z)4-2(l-3:rf 2
+

+(-I)(l-Зα;Π·(-3)(5+2α05=
_3

= (5 + 2х)4(1 - Зх)"2 (10(1 - Зх) + 1,5(5 + 2х))
_з

= (5 + 2х)4(1 - Зх)"2 (-27х + 17,5) > 0.

о! 1 Μ

^
Ответ: (-оо; -2,5) U ( -2,5; -
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Проверочная работа 1

1. Вычислите:

1) у = з^£ + 5^ - 4; 1/4-1) =?

2) у = (За;2 + ж) (2а;3 - Ъх - 1); у'(1) =?

3Ж2-2а; + 192^
3) у = ρ ; у'(64) =?

у/Х

4) у= (х3 + Зх2 - 8) у^; У' = 0; χ =?

2. При каком значении х:

1) у' ^ 0 для у = 4а;4 - 2а;2 - 8;

ж2 - За; - 1
2) у' ^ 0 для у

х*

3) у' ^ 0 для у = у/х2 + 5аг + 6;

4) у' < 0 для у = (6а;2 + 7а; + l)19 ;

5) у' < 0 для у = (За; - 2)5 (5 - 2а;)3 ;

6) у' < 0 для у = v^a;6 - 6а;4?
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Решение проверочной работы 1

1. Вычислите:

1) у = 3#ϊ + 5^2 -

-J; у'(-1) =?
ЯГ

,mV — ю~т-1Так как (Уз™) = и (ж"1)' = таг

η ухп~т

·'-
3

+^!-4-(-2К-2-1

ТО

5^4 3^
3 10

5^ 3^5 ж3'

3
y'(-i)

5-1

10

3 -<
2) у = (Зх2 + ж) (2х3 - 5х - 1) ; у'(1) =?

Так как (uv)' = u'v + v'u, το

у' = (6χ + 1)(2а;3 - Ъх - 1) + (6а;2 - 5) (За;2 + х) =

= 12а;4 + 2х3 - 30а;2 - lis -1 + 18а;4 + 6а;3 - 15а;2 - Ъх =

= 30а;4 + 8х3 - 45а;2 - 16а; - 1;

у'(1) = 30 + 8 - 45 - 16 - 1 = ЕМ]·

Зж2-2ж + 192^
3) У =

\/i
-; у'(64)=?

Здесь рациональнее сначала привести функцию к

сумме степеней, а затем уже брать производную.

3 I _1

у = За;2 -2х2 + 192а; 6 (здесь Ρ(у) : а;>0);

У
/_3"3j

2/(64)

; 2-192--а; 6 = -ζ2-ζ 2
- 32а; 6:

6 2

I _ Л- = Я6 _ I _ I
8 64-2 8 4

35-
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4) у = (х3 + За;2 - 8) у/Б; у' = 0; χ =?

у' = (За;2 + 6х)у/х + 7Γ7={χΖ + Зж2 - 8) =
Zy/ X

_
(За;2 + 6а;) · 2х + х3 + За:2 - 8

_

7а;3 + 15а;2-8
, „, ,

=

V5
<"<»>= *>°>!

у' = 0; 7а;3 + 15а;2 -8 = 0.

Очевидно, что χ = — 1 — корень.

х + 17а;3 + 15а;2

7а;3 + 7а;2 7а;2 + 8а; - 8

8а;2
8а;2 + 8а;

■8а;-8

■8а;-8

7а;2 + 8х - 8 = 0;

«1,2
-4±V16 + 56 -4±ч/72 -4±6\/2

7 7

Так как χ > 0, то подходит только

2. При каком значении х:

1) у' ^ 0 для у = 4а;4 - 2а;2 - 8?

у' = 16а;3 -4х = Ах(2х + 1)(2ж - 1);

2/' > 0;

7

а; =

6\/2-
7

-4
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2) у' > 0 для у
х2 -Зж-1.

х<

_

(2х - Z){x2 - 4) - 2х(х2 - Ъх - 1)
~

(х2 - 4)2
:

2ж3 - Ъх2 - 8х - 12 - 2а;3 + 6а:2 + 2х

(х2 - А)2
Ъх2 - 6х + 12

(ж-2)2(ж + 2)2'

у' ^ 0. Так как
а = 3>0

£><0

то Зж2 — 6а; + 12 > 0 (Уж), поэтому

^3^^ (-ос;-2) и (-2; 2) U (2; оо).У

3) у' ^ 0 для у = л/дг2 + 5ж + 6?

; у > о,-У
2Vx2 + Ъх + 6

2ж + 5 ^ 0

а;2 + 5а; + 6 > 0

(-2;оо)

4) у' < 0 для у = (бх2 + 7х + I)19 ?

у' = 19(6z2 + 7a; + 1)18(12ж + 7) =

= 19(ж + 1)18(6а; + 1)18(12ж + 7);
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5) у' < 0 для у = (Зх - 2)5 (5 - 2х)3 ?

у' = 5(3ж - 2)4 · 3(5 - 2х)3 + 3(5 - 2х)2 ■ (-2) · (За; - 2)5
= 3(3х - 2)4(5 - 2х)2 (5(5 - 2х) - 2(3ж - 2)) =

= 3(3ж - 2)4(5 - 2ж)2(29 - 16ж);
2 -,13 91

У' < 0; -+\^+^16 2

,13
1^;оо]и {1}

6) у' < 0 для у = \Уж6 - 6z4?

6ж5-24ж3
_

6ж3(ж2-4)
У

З^-б*4)2 3^(ж2_6)2'

У'<0; -7б -2/qxO
^

-л/6) U (-ч/б; -2] U (0; 2]
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Практикум 13

Найдите производную:

Зж2 + 2ж-5
1) у =

-

ж3

2) у = sin 4ж — cos -=— -;' у
ж2-Зж + 2'

3) у = (Vx~=3 + лДх~=4)7;
4) у = (ж2 - χ + 2)V4a; - 2;

5) у = ( л/ж2 — Зж — Vx^j ;

6) у = ех2~3х tg ж;

7) у = lg (Зеж2 - Зж3 + 2 ctg 2a;) ;

8) у = Ъ.у/е2я + 3;

9) у = у1п(2ж-5);

10) 2/ = ГТТ^ К''
lg (3 - χ2)

11) 2/=л/1оёж(Зж-2);

12) у = cos2 (е*2-3* + sin За;) ;

13) у = sin2 (cos3 4ж);

14) у = In Гл/1 + ж2 - ж) + In (у/1 + ж2 + ж) ;

15) у = ln(tg-J -cosz-ln(tgz);

16) у = 2у/х + 1-]п(х-5); у'(х) = 0; ж =?

18) у=(8тж)с08Ж.
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Решение практикума 13

Найдите производную:

1) у'(х) =
ar

3 _2__j5_V
Ж Ж2 X3

-Зх~2 - 4х~3 + 15а;-

2)y^)=(sin34,-cos^-^)
3 sin2 4x · (cos Ax) ■ 4 + I sin

(-1)·(2ε-3)
x2-3x + 2j (x2-3x + 2)2

а ■
о

·
л (3-2Ж)

о sin 8a; sin 4а; + -г-^—-— _>„ sin ■

{χ2 -Ζχ + 2)2 а;2 - За; + 2

3) у'(а;) = ((^аТ^З + л/ЗТ^4)7)' =

7(>/аГ-З + ч/ЗаГ-W ,1 ι ,3 Ί;
\2у/х-Ъ 2^/Ъх-А)

4) y'(z) = ((χ2 -χ + 2)л/4а; - 2)' =

V '
2^4а; - 2

_

(2a; - 1)(4ж - 2) + 2а;2 - 2а; + 4
_

~

ч/4а;-2
~~

8а;2 - 8а; + 2 + 2а;2 - 2а; + 4 10а;2 - 10а; + 6

V4a;-2

5) у'(χ) = (L/x2 - За; - ^)10] =

^4а;-2
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6) у'(х) = (ех2~3х tgxV [(е^))' = еЯ*)./'(х)]
0х2-3ж (2a;-3)-tga; +

1
„х2-3ж

cos2 а;

ех2-3х (βχ - 3) tg χ + 1 + tg2 ж)

7) у'(ж) = fig (Зе*2 - 3z3 + 2ctg2z)Y
(tog«/(а))'=

у^
■/'(*)■ tog» e

^(зе^-гя-Эж2-^2^)G
\ sirr 2ж /

Зе*

бже* -

(Зе*2 -

2
-3:r3 + 2ctg2:r

- 9ж2 - 4(1 + ctg2 2х) 1
-3a;3 + 2ctg2a;)lnlo|

8) у'(х) = (Ыу/^+ί)' = ((In/Or))' = yly · /'(or))
1 · 2 · e:2ж

Уе2ж + 3 2Ve2x + 3

9) ?/(*) = (γΐη^-δ))' =

,2ж

е2ж + 3

1

10) у\х)

1-2

2νΊη(2χ - δ)'
'

2ж - 5

1

(2x-5)v^ln(2a;-5)

lg2(3-x2) ((1§(3-*2)Γ2)'

{i\gf{x))' = ^yf'{x)-\ge^
-21§-3(3-Ж2).1з^М lge =

4rlge

(3 - χ2) lgJ(3 - χ2)



126 Производная функции

11) у'{х) = (yiog^-^y = logx(3x - 2)
In(3a; - 2)

fln(3s - 2)
In a;

3x

In ζ

l\\nx-l\n{bx-2)
> /in(3»-
JY lnz

2) \nzx

За; In ж - (За; - 2) ln(3a; - 2)

2(3a; - 2)a;v/loga.(3a;-2)ln2 χ

12) y'(x) = (cos2 (ex -3x+smSx)j = * >- =

= ~ (sin (2e*2-3x+2sin3a;y) ^я-З^-^+бсозЗа;) =

- sin (2 (ex2-3x + sin Sxfj ■ ({2x - 3)ex2'3x + 3 cos 3s)
io\ и \ ι ■ 2 ( За \\> /1 - cos(2 cos3 4a;) V
13) у*(χ) = (sur (cosMa;)) = I \- I =

= - sin (2 cos3 Ax) · (2 · 3 cos2 Ax) ■ (- sin Ax) -A =

— —12 sin (2 cos3 4r) cos2 4x sin 4r =

-6 sin (2 cos3 4r) sin 8x cos Ax

14) y\x) = (in (Vl + x2 - x) + In Гл/Г+^2 + x)\ =

= fin (Vl + x2 - x) (VTT^2 + x)\ =

= (In (1 - x2 + ζ2))' - (In 1/ - Щ].

15) y*(x) = (In ( tg - J
- cosz · ln(tgx) J =

11., 1
- + sm χ · In tg χ

— cos χ

tg I cos2| 2

1

tg X COS2 X

2 sin I cos I
+ sin χ · In tg χ

SIM

sin χ · In tg χ
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16) у*(χ) = (2y/^TJ - ]п(х - 5))' -
2-1 Ы 1 1

2y/x~+J х- 5 у/х + 1 х-Ъ'

г; уж+Т = х — 5;2/7(ж) = 0 значит .

—
-

,

(ж - 5)2 = ж + 1; ж2 - 10ж + 25 - ж - 1 = О;

χ — 3

ж = 8
"ж2- 11ж + 24 = 0;

Учтем 2}(у) : < ; ж > 5, тогда ж =
I X ~\~ J. ^ U

Ответ: {8} .

17) у'(х) =
х(х2 + 2)

V χ — Α Ι

1 (Зж2 + 2)(ж- 4) - (х3 + 2ж) ■ 1

5*1(Ф'+2)\ (ж - 4)5
х-4 У

It// ж-4 А4 Зж3 - 12а:2 + 2х - 8 - х3 - 2х

(х - 4)2

(2z3 - 12ж2 - 8) =

5 у \х(х2 + 2)

1 ./ Г

5и(фЧ2))4(ж-4)6
ж3 - бж2 - 4

5 ^χ4(χ2 + 2)4(а; _ 4)6

18) </(*) = ((δίηζΗ*)' = [(sin ж)
cos ж

^cos χ
· In sin χ 1

^coBi-lnsinajy = gcoszlnsinz . (cos χ . lnsin:r)' =

ecosa:-lnsina: ί
_ 3^ηχ . lnsin:r _|_ cos χ

sin я
COS Я =

gCOSB-lnsma: . [ __ 8^ηχ . lnsinx
smx
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Проверочная работа 2

1. Вычислите:

5 3
1) у'(1) для у = -γ= + ~2 + \/х\

л/X X

15х3 + 6х2 - 3
2) у (-1) для у = —2 ;

3) у'(-1) для у = (2х2 -4х + 1)(х3 - 1).

2. Найдите, при каких значениях х:

1) у' ^ 0 для у = Зж5 - 4г4 + 5;

2) у' ^ О для у = (х2 + 2z)v/i;
ж2-2ж

3) у' > О для у

4) у' ^ О для у :

х2-1
'

3^/ж
4-х'

5) у' < 0 для у = \/6ж — а;2;

6) у' < 0 для у = (5ж2 - бж + I)20;
_2

7) у' ^ О для у = =?
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Решение проверочной работы 2

1. Вычислите:

5 3
1) у'(1) ДЛЯ у = -у=

+
^j

+ V^·

Так как D(y) : χ > 0, то

у/=[5д; 2+Зх_2 + х4 =-ож 2-6х"3 + -а; 4,

тогда у'(1) =

2) у'(-1) для у

5
п

1

2-6+4 -4
15ж3 + 6ж2 - 3

3^2
'

Учитывая, что D{y) : χ φ О, преобразуем

у = 15ж + 2 — ж-2; у' = 15 + 2ж_3, значит

y'(-l) = 15 + 2-(-l)-3=[T3].

3) у'(-1) для у = (2ж2 -4х + \){хг - 1).

у' = (4ж - 4)(х3 - 1) + Зж2(2ж2 - 4ж + 1) =

= 4х4 - 4х3 - Ах + 4 + 6ж4 - 12ζ3 + Зж2 =

= 10ж4 - 16а;3 + Зж2 - 4х + 4, значит

у'(-1) = 10 + 16 + 3 + 4 + 4^1371

2. Найдите, при каких значениях х:

1) у' ^ 0 для у = Зж5 - 4х4 + 5?

у' = 15ζ4 - 16ж3 = ж3(15а; - 16);

У' > 0; ?%>>{ jA<^
(-oo;0]U 4;°°
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2) у' ^ 0 для у = (х2 + 22;)^?

у' = (2х + 2) ф, + 7Г7={х2 + 2х) =
2у/х

_
(2х + 2) · 2х + х2 + 2х

_

5а;2 + 6а;
"

2фс
''

У'^0; |

2^

5а;2+6а;^0
ж>0

^ о^^;
ж (0;оо)

■*^
л:

3) у' > 0 для у
х2 -2х,

х2-1

,
_

[2х - 2)(х2 - 1) - 2х(х2 - 2х)
_

У ~

(х2 - I)2
~

_

2хг - 2х2 - 2х + 2 - 2хг + Ах2
_

2х2 - 2х + 2
~

(х - 1)2{х + I)2

к как а;2

2а;2 - 2ж + 2

(a;-l)2(z + l)2'

у' ^0. Так как х2 —х+1 >0 (Ух) из-за <
п _

.,

то ^0<^ ^0:
(ж - 1)2(а; + I)2

^ " w

(a; - 1)2(аг + I)2

^^^У^^^ l(-oo;-l)U(-l;l)U(l;oo)
л:

4) у7 > 0 для у =
4-х

/_^·(4-^)-(-1)·3ν^
У

(4 - ж)2
12 - За; + баг 3(аг + 4)
2^(4 - a;)2 2^/£(4 - χ)2'

D{y) -{
х>0

хф^

ЗГа; + 4)
i's + OO

2/'^0; п Д!, L^0^< (4-x)2#0
2^i(4 - ζ)2 a;>0

О

^^^ |(0; 4) U (4; оо)
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5) у' ^ 0 для у = \/6х — х2?

6 — 2х 3-х
У

2л/6х — х2 \/х(6 — х)

у'<0; lZ^<0;
у/х(6 - х)

З-z <0 X

Φ-χ)>ο ο^β }

[3;6)

л;

6) у' < 0 для у = (5а;2 - бж + I)20?

у' = 20(5ж2 - 6ж + 1)19(10ж - 6) =

= Щх - 1)19(5ж - 1)19(5ж - 3).

2/40;
I з

S (-°°; i и [И
7) у' < 0 для у

^z3 - 27ж

2^зу' = ( -2(х3 - 27ж) 3 ) = |(ж3 - 27а;) 3 (За;2 - 27)

2(ж + 3)0-3)(ж3-27а;) 3.

У'<0;
2(ж + 3)(ж-3)

агз(ж2_27)з
<0; | (ж + 3)(ж-3) <0

х(х2 - 27) ^ О

V3 О

"^Г^^ Зл/3
-3;0)U(0;3]
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Тренировочная работа 3

Найдите производную:

1) y = 3x2 + 4ffi-3ex;

2) у = tyx —г= + 2 cos χ;

ух2
ι

3) у = χ9 — Зх9 — 5Inx;

-1 1
4) y = 2χ8 -Αχ 4

+ -tgx;
ο

5) у = ж2(ж — 1) + 3sina; — 2ctga;;

1 5
6) y= ξ/3=5χ +

(2-3z)4 ^/2^9i'

7) у = 3
+ In (χ2 — 4x) - sin (In x):

Vx2 — 4

2 3/ 3
0

x + 2

9) y = 32x + 2arln4ar;

Ю) у = esin23x - 41о§з(^2-^);
χ2 — Зх — у/х + In sin x

И) У

12) у = sin (In

у/х

χ2 - Зх - 4

л/я

13) у = cos (еж ~6:г
—

tgxj ;

14) у = \/ecosx + cosx - ctg (χ2 + Зх)

15) 2/=^/log2:c2+1(2x + 3);
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16) y = (cosx)tsx;

17)y = lnVF±^VEEm.

18) у
(χ + 5)2(х - 4)3
(z + 2)5(a; + 4)2'

19) у = (2х- 1)3х ;

20) y = (sin:r)2:E2-4x+1.
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Решение тренировочной работы 3

Найдите производную:

1) у'(х) = (Зж2 + 4^-Зех)' 6х + -х
3
- Зех

О

2) у>(х)=[Ух- + 2 cos χ —

1 _2 2 --

-^
3 + -х

3
— 2 sin а;

3) у'{х) = I х9 — Зх9 — 5 In я ] =

9х8
3 -S 5

χ

1 --

9х8 --ж 9 — Ъх

4) ^(х) = I 2х8 - Ах 4
+
- tgo; I =

16ж' + 3х 4 +-
1 1

3 cos2 χ

5) у'{χ) = (χ2 (χ - 1) + 3sinx — 2ctgx) =

3x2 — 2x — 3 cos χ +
sin2 я;

6) y'(x)= ^3~^5^ +
(2 - 3x)4 ^2^9^

1 _4 5 _i
= ±(3-5*) 5·(-5)-4(2-3χ)"5·(-3) + ^(2-9χ) 3·(-9):

о о

_4 _4
-(3-5я)

5
+ 12(2 - За;)"5 - 15(2 - 9х) 3
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7) У\х) = (ΐρρ= + 1η (χ2 ~ Ах) - sin (ln*)) =

= ~-(х2 -4)~з -2х+ -s : cos(lnx) · -
=

3 χ2 - 4х
ч '

χ

-2х(х2 - 4) 3
+

2^-4 1
-Т5 : cos (m χ)
χζ — Αχ χ

8)y'(x)=[ln--— +
3 - Αχ у 2 - χ

3 - 4χ (-2) · (-4)

з/ 3
+ 3cos^

2 (3 - 4a;)2
+

1
+ - (3(2 - *)-ΐ)-3 · (_3)(2 - χ)'2 · (-1) - 3

= -4(4ε - 3)-1 - 3 3 (2 - ж)3 · 3(2 - χ)~2 - sin

.
χ + 2 1

sm — -

3 3

χ + 2

-4(4ж - 3)_1 - 3 3 (2 - χ) 3 - sin
χ + 2

9) у'(χ) = (32χ + 2χ\α.4χ)' =

32*1η3·2 + 21η4ζ + 2ζ— ·4
4χ

2·32χ1η3 + 21η4ζ + 2

10) у1 {χ) = (esin23x - 41о<й(*а-*)у =

= esi„23x П-сов6х\'_ 4loS3{x2_x) ln4 _ bg^ (2ж _ 1}

= iesin23x . 6sin6a; _ 4log3(*2-x)
2a;-1 In 4

2

3esin23xsin6a;.

or2 — ж

_41оез(х2-х)2^111о§з4
ar — χ

log3eln4 =
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11) у\х) =

- ^1,5

х2 — Зх — \fx + InsinaA

1 1

х1'5 — Зх2 — χ
6 + χ

2 In sin χ =:

\
г

λ
7

χ

)
= 1,5ж0'5 - 1,5а; 2

+ -х 6 - -я-1'5 In sin я + χ
2
—

6 2 sin x

_ι 1 _Ζ 1
_

_i
1,5χ0'5 — 1,5ж 2

+ -χ 6
— -χ

Χ'5 In sin χ + χ 2ctgx
Ό ^

12) y\x) = sin In
χ2 - Зх - 4

cos ( In

\fx

x2-3x-k\ yjx (x2~3x-A\'
л/х J x2 — 3x — 4 \ л/х

- cos ( In
x2 - 3x - 4

-у/ж / χ2 — Зх — 4

^ С1·5 - 3Ж5 - 4χ~ϊ

cos Ι In
χ2 - Зх - 4

V^

V^( 1,5a;0·5 - 1,5a; 2+2a; 2

a;2 — 3a; — 4

/, a;2-3a;-4\
cos In -=

V Vx J

1,5a; + 2a;-1 - 1,5
a;2 — 3a; — 4

13) y'(x) = (cos (ex2~6x - tga;))' =

in (e*2-6* - tga;) · fa - Ъ)е*2~** - -1-)
14) y'(x) = (</ecosa: + cosa; - ctg (a;2 + 3x))'

- (eMi+oosi) 3 (ecosx(-sina;) - sina;) + —^
2x + 3

sin2(a;2+3a;)

.E^(ecosx + cosa;)-3(ecosx + 1)+
2x + 3

sin2 (ж2 + 3x)
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15) у'(х) = «/log2x2+1(2z + 3))'
Ь(2ж + 3)

"

Л(М1+з)Г1(М|±|)' =

2 21п(2ж2+1)
_

4a;ln(2a;+3)

(bg2x2+1(2ar + 3)) 3 2х+3 2х2+1

1п2(2ж2 + 1)

3(log2*2+1(2z + 3)) 5х

(2а;2 + 1) 1п(2ж2 + 1) - 2ж(2ж + 3) 1п(2ж + 3)
Х

(2s + 3)(2ж2 + 1) In2 (2s2 + 1)

16) у'(х) = ((coss)*6*)' = (е*е^Ьсо8:Еу =

_ „tg x In cos x
In COS X tg Χ

COS2 Ж
sms

cos a;

„tgxlncosx
In cos x — sin2 x

cos2 a;

17) y'(x)= (in

13

V(g + 4)13 · Щх - 3)13
Vsn

21
ln(s + 4) + Η 1П(Ж _ з) - 1 ln(s + 1)

13
+

13

21(s + 4) 28(s-3) 12(s + 1)

18) у
(s + 5)2(s-4)3
(s + 2)5(s + 4)2'

Прологарифмируем обе части: In у = In
(χ + 5)2(s - 4)3
(s + 2)5(s + 4)2'

, у
Так как (In у) = — и

In у = 2ln(s + 5) + 3 ln(s - 4) - 5 ln(s + 2) - 2ln(s + 4), то
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(In у)' = (21п(аг+5) + 31п(я-4) - 51п(ж+2) - 21п(аН-4))'.

Получим:
' 2 3

+
У

у х + Ъ х — А х + 2 х + А
, тогда

_

{х + Ь)\х-4?
У[ '

(χ + 2)5(χ + 4)2

/2 3

\х+Ъ х—4

5
'

х+2
"-—ΙаН-4/

19) у' = ((2а; - I)3*)'.

= ез^ь(2х-1) ίζ ]п(2х - 1) + Зх · ^-г)
(2х-1)3ж 31п(2я-1) +

6х

2я-1

20) у1 = ^(smx)2x2-4x+1Y = (βΡχ2-4χ+ΐ)]ηηηχΥ =

= e(2x2-4x+i)insinx J (4x_4) lnsinz +
(2х2—4x+l)cosx

smx

(sin x)
2ж2-4ж+1

(4(ж - 1) In sin χ + (2χ2 — 4ж + 1) ctg x)
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Производная обратной функции

Теорема 1. Пусть функция / такая, что U(/) = M, E(f) =N
и она имеет обратную функцию д. Тогда если f(x)
дифференцируема на Μ и f{x) φ 0 для Ух € Μ, то д(у)

дифференцируема на N и д'(у) = —— (где у € N и д(у) = х).
J Лх)

Действительно, учтем, что g(f(x)) = χ, тогда

g'(f(x))-f'(x) = x' = l, т.е. 5'(у) = яЬ (» = /(*))■

Пример I8. у = /(ж) = arcsinx (— 1 < χ < 1);

д(у) =siny

Г(х) = -τ

π π \

1 Л

д'(у) (sin у)7 cosy
(у = arcsinx);

cos у = \/l — sin2 у = л/l — sin2(arcsinx) =
π π

cosy > 0, так как —— < у <
—

= VT^i

т.е. (arcsinx)'
vr= ΧΔ

на (-1;1).

Пример 2. у = arccosx (— 1 < χ < 1);
д(у) = cos:r (0 < у <тг);
,.,11 1
(arccosx) = —-

g'iy) (cosy)' sin у'
но sin у ντ cosz у = [ sin у > 0, так как 0 < у < π ]

т. е

у/1 — cos2(arccosx) = у/1 — х2,

на (-1;1).(arccosx)'
1

л/Г^2

Примечание. Для существования производных χ φ ±1.

См. также Шахмейстер А. X. Тригонометрия. СПб.: «Петроглиф»,
2009.
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Таблица производных основных функций

1 Нх) = с

а) /О) = хп

б)/(я) = ζ"

в) fix) = ΐ/χ™

1

г) fix) = х2

д) № - \
| f(x) = sin я

1 f[x) = cos χ

f(x) = tga;

/(ж) = ctg:r

а) f{x) = ax

б) /(*) = ex

а) /(ж) = logax

б) f{x) = ]χιχ

f(x) = arcsinx

fix) = arccosx

/(ж) = arctgx

fix) = arcctgx

/'(ж) = 0

а) /'(or) = nor"-1, η € N

б) //(ж) = да;'4'1, μ€Κ

D\ fi(x\ _
m

η vrn-m
η € Ν, η > 1, meZ

д) /'(*) - -^
/'(ж) = cos я

/'(ж) = — sin ж

f/fr\ _
*

J \X)
—

2COSz X

sin ж

а) /'(ж) = axlna 1

б) /'(ж) = ex

6) /'(χ) = \
f\x) = -jJ= i\x\ < 1)

V 1 — ^

^Ы -

1
(Ы < 1)./ V*V /ζ

2
^ ' '

f f-τΛ —

/(ж)~1 + ж2

ff-τΛ —}{X)-
l + ж* |



Тренировочные карточки 141

Тренировочные карточки

Карточка 1

1. Вычислите:

2 arcsin χ
1) lim

о Зх
'

2) lim
Зх + 15хх~г

ж->оо \ Зх + 1

sin (х - f)
3) lim

4) lim

π 1 — 2 cos x

ln(l + sin2x)
ж->о 1η(1 + sin3x)'

2. Найдите:

2) у = \/3ζ2 + 5ж + 1; у' = ?

3) у = arcctg ——2 5 У' = ?
1 + χΔ

_

χ6 - 16х2
,
_ ?

j У
я2-5а;+ 105'

У '

5) 2/ = earcsin2x. y/<0.

6) у = (21 - ж)^ж-18-14; у' > 0;

7) у = cos 5a; cos 8а;; у' I — ) = ?

8) у = 1п(ж + 8) + 1п(а; + 7) - 1,5а; - 3; у' < 0.
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Карточка 2

1. Вычислите:

ж2-4
1) lim

ж-»2 ---
π

)

COS jΧ

2) lim
χ—>oc

3) lim

2χ + 1^3χ-1
χ—>οο у 2χ

— 3χ

π — 2χ

£_>
Ζϋ arcsm

4) lim
ln(l + arcsin2x)

ж->о ln(l+tg5x)

2. Найдите:

1) у = 27х3 - %-х2^ + Υΐχ2 + ^α;^2; у' = ?

2) у= (1 + 5х-8х2)9; у' = ?

3) у = arctg у^; у7 = ?

sin я

cos2 χ4) у= ——; ϊ/ = ?

-1 5Ж + ЗУ2

6) у = у/-4х + 3 + 3V4a; + 5; у' ^ 0;

7) у = (9 sin χ — 9 cos χ — 4) ех; у' = 0;

8) y=(-x3-5x2 + 25xjlnx--x3 + -x2-25x-2; y' = 0.
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Γα]

1.

это·чка 3

Вычислите:

1)

2)

3)

4)

lim -

X—>7Г 1

lim
7Г

lim
χ—>оо

lim -

ж->0

sin я

7Г2

4ж — π

3 arcsin ί χ —

\4x + l)
-Vl- 3x2

u

1 — л/cosx

o'

?

2. Найдите:

1)"=(^""ά)ν^Τ^; v' = ?

2) у — arcsin 2x; y' = ?

3)y = ln / + 2
; </ = ?

V(6 + 2x2)3

4) у = tga; + -tg3a;; y'= ?

ο Ζ

6) у = e3~4x + (4x + 3) e2; y'(z) ^ 0;

3-36ж+4-6ж+1-3(Ып6 ,. , Λ

7)У = 6ϊ^ ; vOO = o;

8) у = 2x ln2(3ar) - 3; y\x) = 0.
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карточка 4

1. Вычислите:

1)

2)

3)

4)

1 — cos3 χ
lim —-—;
ж->о χ sin 2x

lim
(sb

IIIIl

lim A;
ж->0 2 -

2sin2
lim —--τ

ж->о 4tg^

3x — sinx) arcsinx

5x2

- sin 2x — 1

-V5u + 4
'

ж
- 1

ж
_ γ

'

2. Найдите:

1) у = (5ж2 - 7ζ + 2)(15ж2 + З)3; у' = ?

2) у = 1п((За;-2)(4-х)); у'(2) = ?

3) у = 2*2е3*+4; 2/'(-|)=?
4) 2/ = ( —Г" + 2~ ) sinar> У' = ?

\cos4a; cos^a;/

(а; - 15)2 23 „ w n

6) у=(х + 8)л/ж + 8 - 39\/ж + 8 + 10; у'(х) *ζ 0;

7) у = 5 —— cos 2а; — 44 cos χ — 8 sin χ — 32χ; у'(χ) = 0;

8) у = 4Ж+4 + 24 · 2Ж+4 - 28ж In 4 + 7; у'(ж) = 0.
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Решения тренировочных карточек

Решение тренировочной карточки 1

1. Вычислите:

2 arcsin χ
1) lim

Зх

Обозначим arcsin ж = £, тогда χ = sin£.

Если χ —» 0, то £ —» 0.

2ί 2 1

i->o3smi 3Hm!HLi 3
1

2) lim
Зх + 15

ж->оо у Зх + 1

lim
χ—юо

1 +

ж-1

14

Зя + 1

Зж+1^
14

14(ж-1)
Зж+1

lim
14(ж-1)

—

/эх—»оо оЖ-г1

3) lim

sin (*-§)_
π 1 — 2 cos x

3

-^ sin

—

- lim
2 7Г

in (ж - i)
_

ι
15m

sin (* " f)
_

ZE cos cos χ

sin

2 7Г
Л .

X — -J
^з2sm -T±

ж-н
sm -

—
- lim
2

1 cosO

О · 7Г

^Sm3

2sin·
ж-7

cos ·

2 sin
ж-?

= - lim
+? 2

cos·

2

1 J^
2

'

V5
2

sin· χ-+
з" sm

-

л/5
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4) lim !П(1 + 51п2а;)
= lim

ln(H-sin2a;)
sin2:z sin2x

x->0 ln(l + Sin3x) x->0 ln(l+sin3a;) sin3^
4 y

sin3x

sin_2£
it ,

2x 2x
— 1 · lim .

0

· —

x->0 \ sm3x 3x

, lim
- x->o

sin 2a?

2x

3x
3 lim
x->0

sin За:

3x

2. Найдите:

if 14

= 5a; 5 + 30a;15 + 6а; 3
= 8а;5 + 2χ 15

- 2af

2) y'(x) = (ν^ΤδχΎϊΥ =
, 60ж +

5
.

V / 2V3ar2 + Ъх + 1

3) у'(ж) = ^arcctg у—2) =

-1 -1-2а;

(l + a;2)2-2a; 2а;

((1 + χ2)2 + ΐ)(1 + χ2)2 х4 + 2х2 + 2'

.. „ . ( х6 ~ 16а;2 ч '

4) у (*) = {^ζ 5а;+ 105,

(6а;5 - 32ж)(ж2 - Ъх + 105) - (2а; - 5)(ж6 - 16а;2)

1

(ж2 - 5х + 105)2

(ба;7 - 30ζ6 + 630ζ5 - 32а;3 + 160а;2-
(х2 - 5х + 105)2
- 3360а; - 2а;7 + 5а;6 + 32а;3 - 80ж2) =

4а;7 - 25а;6 + 630а;5 + 80а;2 - 3360а;

(χ2 -5χ+ 105)2
'
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■апяп3» 2arcsma;
"

хг
5) у'(х) = (earcsin2 ή' = е „

^—^

у(ж)<0; {-1<х<Г
Ответ: (-1;0].

6) у'(х) = ((21 - ж)^ж-18- 14)' =

= -1-^-18 +
21-ж -За; + 54 + 21 - χ

3{/(а;-18)2 3{/(ζ-18)2
75-4а; .. .

л

= ; «'(а;) > 0.
3^/(z-18)2

W

Ответ: (-оо; 18) U (18; 18,75].

18 18,75

7) у'(х) = (cos 5a; cos 8х)' = - (cos 13а; + cos За;)' =

ι ι
= - · 13 · (- sin Ш) + - · 3 · (- sin3x) =

—

— -(13sinl3x + 3sin3x);

, ι π \ 1 /,„ .
13π

„ .
/ π

2/ ( ^ ) = "ο ( 13sin— + 3sin ( 3

~i(»-l···1 -4,75

8) у'(х) = (1п(ж + 8) + ln(a; + 7) - 1,5а; - 3)' =

1 1
+

х+8
'

х+7 2

2(х + 7) + 2(ж + 8) - 3(ж + 8)(а; + 7)
_

2(х + 8)(х + 7)
4а; + 30 - За;2 - 45а; - 168

_

-За;2 - 41а; - 138

2(а; + 8)(а; + 7) 2(а; + 8)(х + 7)
'
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,.
. —Зх2 — 41х -

У {Х) ~
2(х + 8)(а;-

Зх2 + 41 + 138 = 0;

-41 ± V1681

-8^Г| -у

Ответ: (—со; —8) U

-138
^ л

- 1656 -41 ± 5
~

6
;

■>г-6

-7^;-7^U[6;oo).

χ =

χ =

-6

23 .

3
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Решение тренировочной карточки 2

Вычисх

1) lim

1. Вычислите:

х2-4

х->2
COS ^Х I

= Нт (х^Кх + 2)
= _ Um

х~*2
— sin^(x — 2) х-*2

1

sin \(х—2)

V f(*-2)

lim
sinJ(:z-2) 7Г ж->2

- lim (ж+ 2) =
16

ζ->2 j(x-2)
Зж-1

2) lim

4(Зж-1)
2ж-3

= lim

lim
4(Зж-1)

£>Х—^ОО ^Х> «

3) lim
π — 2х

ж_+ £ arcsmin (| - χ)
Обозначим arcsin

Если χ —> —, то t
2

х + 2

-> 0 и sin t

sint г—,

7Г

ί, тогда — — χ = smi.

->0.

..
2sm£

— ilm — 2 hm
ш

t->o ί t->o ί

In(1+arcsin 2ж)
. ln(l + arcsin 2ж) .. arcsin 2ж arcsin 2x

4) lim —, ,„ , .—^ N
= lim

ж->о ln(l + tg5x) я_>0 ln(l+tg5s) tg 5x
tg5x

Г ln(l+arcsin 2x)
x™ arcsin 2ж arcsin 2x

jim
ln(l+tg5g) ж_,о tg 5x

ж—►() tg5cc
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= - · lim

arcsin 2x
2х~ 2х 2

lim
х->0

arcsin 2x

2х

1 ж_0 U^s Ъх 5 Нт ίδ Ъх
Ъх х->0 Ъх

[Пусть arcsin 2x = t, 2x = sin t. ]

lim -r

t->0 sini

5limEniE.iim l

x^0 5x ^cosbx
5 i._i_

COS0

2. Найдите производную:

1) у'{χ) = (,27хг - ^-χ2^+12χ2 +
12 з/
-xvr =

= ί27χ3 - Цх% + 12z2 + ^х'П =

- R1->.2
81 8 ι

81ж2 - — · -χ
3 + 24ж +

12 5

2 3 5 3

.2 2

Ж 3 —

= 81a;2 - lO&r 5 + 24ж + 4a;3.

2) y'(ar) = ((l + 5a;-8a;2)9)' =
= 9(1 + 5а;-8ж2)8(5-16ж).

3) y'(x) = (arctgv^)' = r-— ·

~-j=.L + X Zy/X

4) y'(x) =
sin χ \' sin' χ · cos2 χ — (cos2 x)
COS2 Я

smx

cos4 χ

cos χ · cos2 χ + 2 sin χ · cos χ · sin χ

cos4 я

cos2 χ + 2 sin2 ж 1 + sin2 χ

cos3 χ cos3 я
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5) у'(х) =
5z + 3\/2

5а;+ 4

= 5(5z + 4)-2--(5 + 0);

у1 (ж) = Ь(Ьх + 4)
-2

^0; (5ж + 4)-2^2
-2 -> о-з.

1 +Л|)0;
5а;+ 4 2л/2/ \5а; + 4 2^/2

(2\/2 - 4 - 5s) (2лД + 4 + 5ж)
8(5аг + 4)2

2n/2+4 _А 2,/2-4

>0.

j^^4 ■,

Ответ:
2\/2 + 4 4

U
4 2\/2-4

'б'' 5

6) у'(ж) = (V-4:r + 3 + 3V4z + 5)' =

+
у/-Ах + 3 V4a; + 5

^ 0; 3V-4z + 3 > у/Ах + 5;

9(-4а; + 3) > (4а; + 5); 40а; ίζ 22; ж <
11

20'

но D(y')
Ах + 5 > 0

-4а; + 3 > 0

5 3
-5<4а;<3; ~-<х<-.

А А

Ответ: [ — 1 -; —1 4'20

7) у'(х) = ((9 sin а; - 9 cos χ - 4) ех)' =

= (9 cos χ + 9 sin χ) ex + ex (9 sin χ — 9 cos χ — A)
= ex (9 cos χ + 9 sin χ + 9 sin χ — 9 cos χ — 4) =

= 2ex(9sina;-2);
2

з/(ж) = 26*(9 sin a; — 2) = 0; sin a; = -.

Ответ: < (—l)k arcsin - + nk | к € Ъ
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8) у'{х)
1
хл-Ъх2+2Ъх )Ых--ха+-х2-25х-2) =

L·3 - Ъх2 + 2Ъх ι

= (ж2-10г+ 25)1па;+- : -х2 + Ъх-2Ъ =
χ 3

= (х-5)21пх+-х2 -5х+25- -х2 +5ж-25 = (х-5)2\пх;
О О

у'(х) = (ж-5)21пж = 0;

Ответ: {1;5}.

χ — 5

х = 1
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Решение тренировочной карточки 3

1. Вычислите:

/sin(7r — χ) π2
1) lim

smx

1-

lim .

χ—>π \ 7Γ

βίηίπ — χ) _.

lim · lim
π

χ

2

π + χ

π

2) lim

ж->7Г π
— Χ Χ->π 7Γ + Χ

4χ — π

π + π

я_> I 3arcsin^- j\

Пусть arcsin [x— — t, тогда х sini;

если х

4sini

π

ϊ-τοί О и sini —> 0.

lim
Л

4.. suit
- lim
3 t->o t

4z + 7

ж->оо V Ax + 1
3) lim

x+2
— lim

6(s+2)

4z+ 1

6(s+2)
4ж+1 \ 4ж+1

gas—»oo 4Ж+1 ,1,5

4) lim
1 - VI - 3z2

x-*o 1 — Vcosar

(l - VI - 3z2) (l + VI - Зж2) (1 + Vcoso)
= lim

0
(1 - x/cos^) (i + >/c5si) (l + Vl - 3x2)

v
/1-1 + 3^ Ι + λ/cos^

lim .

x-+o\ l-cosz 1 + χ/1 - 3z2

/ 3x2 1 + л/cosx
lim .

*->° l2sin2f l + \/l-3x2

3 · 2 lim
4

lim
1 + л/cosx

^°sin2f x^° 1 + Vl - 3x2
..i±i.B
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2. Найдите:

D ™ = {{Ш ~ β?) ^^)2 =

X-^)'VSTF+(VSETP)'(^-^)
3 + 2ж 2ж-3

+ -ж-3 %/Зж + х2 +
27 9 ) 2V3x + ж2 27ж2

2(ж - 3) /5-^-; , (3 + 2Ж)(2Ж-3)_

-4(ж - 3)(3ж + ж2) + (4z2 - 9)ж
54ж3\/3а; + х2

21х 1

54ж373ж + ж2 2х2у/3х + х2

1-2
2) у7 (ж) = (arcsin2a;)/ =

3) у\х)= (In

л/1 — 4ж2 VI — 4ж2

ж2+ 2

^/(6 + 2x2)3

х2 + 2 (6 + 2ж2)3

у/(6 + 2х2У (2ж(6 + 2а;2) - 6z(a;2 + 2))
(я2 + 2)(6 + 2ж2)3

2ж(6 + 2а;2 - За;2 -6) -х3

(х2 + 2)(6 + 2z2) (z2 + 2)(a;2 + 3)'

4) i/(a;)= Hga; + itg3a;J =

1 3 о 1 1 /, 2 \
!

= ——+ -tg2x--^- =—— (l + tg2z) =——.COSz Ж О COS"' X COSz Ж COS4 Χ
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5) у'{х)= (ЛхУ& + Цу^-11\ =

= —5-r~3+Y-r~~3 = -x~3+9x~3 =

-w
9-х

2 _1
у'{х) = -х3 +9х 3 <0;

0/-\9
χ_5(9-χ)<α W^W
Ответ: (—оо; 0) U [9; оо).

6) у\х) = (е3~4х + {Ах + 3) е2)' =
= ез-4х . (_4) + 4е2 = 4е2 (l - е1-4*);
у'(ж) = 4е2 (1 - е1-4*) ^ 0; 1 - 4ж < 0; ж ^ 0,25.

Ответ: [0,25; оо).

3·36χ+4·6χ+1-30ζ·1η6λ'
7) у\х) =

1
36х· In 36 +

61п6

2·6χ+1·1η6

21пб

36х + 4 · 6х - 5;

31п6
•5 =

?/(ж) = 36х+4-6х-5 = 0;

8) j/(x) = (2ж1п2(3ж)-3)' =

6х = -5

6х = 1
х = 0.

= 2 In2 (За;) + 2х · 2 · — 1п(3ж) = 21п2(3ж) + 41п(3ж);

у'(х) = 21п2(3ж) + 41п(3ж) = 0;

21п(Зж)(1п(За;) + 2) = 0;
In Зж = 0

1η3ζ = -2

х=з
1 -2

х=-е
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Решение тренировочной карточки 4

Вычислите:

„ч _. 1 — cos3я
,. (1 — cosx)(l + cosx + cos2x)

1) lim —-— = hm ——г—
-

χ->ο xsmzx χ->ο xsmzx

= lim
x->0

2sin2f

2^ -lim (1 + cos χ + cos x)
x—>0

5a (3?)lim
(1 + cosO + cos^O) =

2) lim
x->0

(sin 3x — sin x) arcsin χ

lim
x->0

5x2

2 sin χ cos 2:r arcsin χ

5x2

2 sm a;
_.

- lim · lim
5 x->0 χ χ->0

arcsin χ

lim cos2x = 0,4
x->0 L-—

3) lim
x->0

y/1 — sin2x — 1

2- v/5^T~4

(\/l-sin2^-l) (>/l-sin2ic+l) (2+х/5х+4)
i^o (2 - χ/δαΓ+Ι) (2 + х/5жТ4) (χ/1 - sin2x + l)

(1 - sin 2a; - 1) (2 + yjbx + 4)

= lim

= lim
x->o (4 5z-4)(>/l-sin2a; + l)

2 + л/5^Т^sm2x _

lim — · lim _

x->o 5x x-+o л/1

= - lim
л

5 χ->ο 2x

sin 2x + 1

sin2x 2 + >/4T0_2 2 + 2

VT^O+I"5 1+1
0,8
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4) lim
я_>о 4*ε х

— 1

= lim
sin2 x Sin X ^o sin2 ж

lim

X->0 4tg χ_χ tg^X 4tg s_i ж->0
• lim cos2 χ =

tplc

lim —r~2—
sin2 z—0 Sin X

In 2
= · COS 0 =

In 4

я_>0 *δ2 ж

In 2; lim
4*g x

— l

tg2 ж-^O tgz Ж
In4

2. Найдите производную:

1) j/(x) = ((5α;2 - 7χ + 2)(15χ2 + 3)3)' -

= (10χ-7)(15χ2 + 3)3 + 3(15χ2 + 3)2·30χ(5χ2-7χ + 2) =

= (15χ2+3)2 ((10я - 7)(15χ2 + 3) + 90χ(5χ2 - 7χ + 2)) =
= (15ж2+3)2(150ж3-105ж2+30ж-21+450ж3-630ж2+180ж) =

= (15χ2 + 3)2(60(Ь3 - 735ζ2 + 210χ - 21).

2) y>{x) = {]n((3x-2){4-x)))' =

_

3(4-а;)+ (-!)■ (За;-2)
_

(За;-2)(4-а;)
-6а; +14 6χ- 14

(За;-2)(4-а;) (3χ-2)(χ-4)
12 - 14 -2

= [035У®
(6-2)(2-4) 4·(-2)

3) ϊ/(α;) = (2ж2е3ж+4У =
= 2*2 · 2χ · In 2 · e3*+4 + е3*+4 · 3 · 2χ2 =

= 2*2e3*+4(2a;ln2 + 3).
16

у \~) = 29 .е°.(-^1п2 + 3) =

16

29 (3--1п2
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4) У'{х) = ( ( -—г" + 2~ ) s[nx ) =

11 COS4 Я COSJX/ '

2 sin χ 3 sin χ \'
— + — =

COS4 X COSz X J

2 cos χ cos4 χ — 8 cos3 χ ■ (— sin2 x)
cos8 я

3 cos χ · cos2 χ — 6 cos χ · (— sin2 x)
COS4X

2 cos2 χ + 8 sin2 χ 3 cos2 χ + 6 sin2 χ
_

cos5 χ cos3 χ

2 cos2 χ + 8 sin2 χ + 3 cos4 χ + 6 sin2 χ cos2 χ

cos5 χ

2 + 6 sin2 ж(1 + cos2 x) + 3 cos4 χ
_

cos5 я

2 + 6(1 - cos2 x)(l + cos2 ж) + 3 cos4 χ
_

COS5X

2 + 6 — 6 cos4 χ + 3 cos4 χ
_

8 - 3 cos4 χ

cos5 χ cos5 χ

_

2(x - 15)(s - 12)3 - 3(s - 12)2(s - 15)2
{χ - 12)6

_
(ж - 15)(a; - 12)2(2ж - 24 - За; + 45)

_

(χ - 12)6

(а:-15)(ж-12)2(21 - χ)
(χ -12)=το^ >°;

-^-^^ ^24-
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6) у'(ж) = ((х + 8)х/жТ8 - 39v/xT8 + 10)' =

3.
■ ± 39 3(ζ + 8)-39 3(ж-5)

2V ;

2л/хТЪ 2VFT8 2ν^Τ8

У V '
2^Т8

Ответ: (-8; 5].

ί^^\5

8^^^

/ 11 V
7) у'(х) = (5 —— cos 2х — 44 cos χ — 8 sin χ - 32я J

11
2(— sin 2x) + 44 sin χ — 8 cos χ - 32

11
= — · 2 sin χ cos χ + 44 sin χ — 8 cos χ — 32 =

= llsinx(cosx + 4) — 8(cosx + 4) =

Γ cos χ = -4 0 [—1;1]
= (cosx + 4)(llsinx-8) = 0; .

8
4 J ч у

sin χ —
—-

L И

Ответ: < (-l)fc arcsin — + nk \ к € Ζ > .

8) т/(:г) = (4Ж+4 + 24 · 2Х+4 - 28xln4 + 7)' =

= 4Ж+4 In 4 + 24 · 2*+4 In 2 + (-28 In 4) =

= In 4 (4*+4 + 12 · 2*+4 - 28) = 0.

Обозначая 2Ж+4 = t (t > 0), получим

t2 + 12ί - 28 - 0; Г
= 2

Гп
·

|_* = -14 0 [0;оо)

2*+4 = 2; я+ 4 = 1; χ --3.

Ответ: у7(ж) = 0 при χ = —3.



Геометрический смысл
понятия производной

Определение касательной

В элементарной геометрии известно определение касательной

к окружности как прямой, принадлежащей плоскости

окружности и имеющей с ней только одну общую точку. Однако такое

определение касательной не является общим и не годится для

ряда кривых.

Определение. Прямая MqT называется касательной

к кривой L в точке М0, если угол φ между прямой МоТ
и секущей М0М стремится к нулю при неограниченном

приближении точки Μ по кривой L к точке Мо, т. е. если

из (М —> М0) => (φ —> 0).
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Примеры кривых, у которых в точке Mq есть или отсутствует

касательная к кривой L.

Касательной нет

М0
Касательной нет

Касательная есть Касательная есть

е)

Касательной нет Касательная есть

Касательная есть, хотя

у нее есть две общие
точки с кривой

Касательная есть, хотя

у нее четыре общие точки

с кривой

Рассмотрим кривую L, являющуюся графиком непрерывной

функции у = /(ж), имеющей конечную производную на (а; 6)
(хо — Ах\ х0 + Ах) € (а; 6).
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f(x0+Ax)L

Ау=

=Af(x0+Ax)-f(x0)

а) Пусть Ах = χ — xq; χ = xq + Да;;

Ay = / (ar0 + Αχ) - f (a*) = /(ж) - / (so) ·

б) tg/?=Mo^'TOTM
tg/3 = ^ =

/(^о + А^)-/Ы
=
/И ~ / (До)

Δχ Δχ χ — xo

в) у'(До) = Шп ^ = Ит
№ ~ * <?*)

= lim tg/?.
Δζ->0 Ах х->Хо X — Xq β->α

г) lim (β — а) = 0 по определению касательной к кривой
М—>Мо

в точке Mq.

д) В силу непрерывности у = tgx на ( — —;
π π 7Г 3

2'2
π

lim tg/? = tga, тогда 2/'(жо) = tga
ρ—»α

'
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Вывод. Значение производной в точке касания (xo\f(xo))
равно угловому коэффициенту касательной, т. е. тангенсу угла

наклона между касательной и положительным направлением

оси абсцисс (геометрическая интерпретация).

Значит a=iarCtg^o)' , У\^
°

.

[π + arctgг/'(жо), У (^о) < О

_ π

При α = — конечной производной нет. Тогда в качестве

касательной принимают прямую, параллельную Оу, т.е. χ = xq.
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Уравнение касательной к кривой в данной точке

Пусть у = кх + Ъ — уравнение касательной прямой (такая
прямая не параллельна оси Оу).
у' (х0) = tg(p = k, тогда у = у' (х0) χ + 6, так как у0

= у(х0).
Уо = у' (хр) хо + 6, значит b = уо

— у' (хр) ·

хр. Получим то, что

У = у' Оо) х + ур-у' Оо) хр, тогда \у = ур + у'(хр) · (х - хр)

или
У -Уо

X — Хр

= У'Ы) ,
если касательная не параллельна Оу.

Эти уравнения называются уравнениями касательных.

При параллельности касательной Оу уравнение касательной

имеет вид χ = хр.

Можно несколько иначе. Пусть уравнение касательной

у = кх + Ь —

прямая, тогда при Мр{хр\ур) € Г у = f{x)
(т.е. принадлежит графику функции у = f(x))·
ур = к ·

хр + b вычтем из уравнения у = кх + 6, получим

У
~

Уо = Кх - хр); у = у0 + к(х - ж0), но к = у', значит

У
= Уо + Ух0(х -хо)\ (у'(хо) = Ух0 )·

Примечание. у = ур + у'(хр)(х-хр) или у = Уо + у'хо(х-хо) —

уравнение касательной к кривой у = f(x) в точке (xp; f (хр))
или (хр;у(хр)), или (хо'чУо)^ или в точке с абсциссой хр. Это

разные формы записи.



Уравнение касательной к кривой в данной точке 165

Пример. Найдите уравнение касательной к графику функции
у(х) = ах2 в точке с абсциссой xq.

Так как у'{х) = 2ах\ у (xq) = clXq] у' (xq) = 2ахо, то

у = ах\ + 2ахо (х — xq) ,
т. е. у

—

2ах$х — ах$
—

уравнение

касательной в точке (хо]Уо).

Учитывая, что у = ахо(2х — xq), получим простой способ

построения касательной в точке (xq; yo).

Для уравнения касательной при у = 0 χ = — (хо φ 0),

т.е. через точки {хо\у{хо)} и ( — ;0 ) строим прямую,

которая и есть касательная.

Примечание. Для а) у = ах3; б) у = ах4
касательная в точке (жо5Уо) проходит через точки:

а) Оо;2/о) и
х0

0 ; б) (х0]у0) и —;0 и т.д.

х0
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Практикум 14

Найдите уравнение касательной к функции:

1. у = -х6 + 7х2 — 2х + 1 в точке хо
= — 19;

о

2 2 *

2. у = cos я χ в точке хо
= —

;
7Г 2

3· 2/ — 7 в точке х0
— 4;

χ + 4

4. у = (#2 — 5я + 7) ех в точке xq — 0;

χ2
5. 2/ — 7 в точке х0

— 1;
х + 1

sin χ
6· У = о

в точке xq
— 0;

10* 2
Ч- У — л—77Т h Зх — 12 в точке xq = —1;

In 10 χ

/^r 7Г 3 ο π

8. у — ν 3 cos χ — cos — Η—χ в точке χ0
= —.

4 π 3

По умолчанию имеется в виду точка с абсциссой хо = а, где а

число.
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Решение практикума 14

Найдите уравнение касательной к функции:

1- У — τ;χ6 + 7х2 —2х + 1 в точке xq
= —1.

■,' — о^5
1

2х5 + Ых - 2; у (-1) = -+7 + 2 + 1 = 10-

У7 (-1) = -2 - 14 ■ ■18; у = ю|-18(я;+1);
у = -18х-7-У

3

Δ 2 π
2. у

= cosx χ в точке xq
—

ις·
7Г 2

у —

— sin χ
7г\ π 2 /π

π
' у\2/ 2 тг\2

У 1з
.π 4 π

— sm — · —

2 π 2
-3; y =

π

"2
■3 ж

π

2;
π

"2 У

у =
—Ъх + π

3. у =
■у/ж
ж + 4

ж + 4

в точке жо
= 4.

1-л/ж"
ж + 4 - 2ж

2/(4) =

(ж + 4Г
n2 '

4 + 4

2^(ж + 4)/ 2у^(ж + 4)'

,
значит касатель-у'(4) = 0, т.е. У

ная в этой точке параллельна оси абсцисс.

4. у = (ж2 — 5ж + 7) ех в точке жо
= 0.

у' = (2ж - 5) ех + (ж2 - 5ж + 7) ех = ех (ж2 - Зж + 2);
у(0) = (0 - 5 · 0 + 7) е° = 7; j/(0) = е° (0 - 3 · 0 + 2) = 2;

|у = 2ж + 71-
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5- у =

У' =

2/(1)

X
в точке хо

= 1.
х + 1

,
_

2х (х + 1) - 1 · х2
_

х2 + 2х

(х + 1)2
1+2 3 13.

(х + 1)2'' У(1)~1 + 1~2
1 3

2
+

4

3 1
у — -х —-у

4 4

sma;
6. у

= в точке xq
= 0.

2-х

,
cos ж (2 — а;) — (—l)sinar sin χ + 2 cos a; — χ cos a;

У =

J2^xf
=

(2-х)2
;

,ns n ,,nN 0 + 2-1-0-1 1
y(0)=0; y'(0)

7. у

У

10a

In 10 χ

10* - In 10

In 10

22

—h 3a; — 12 в точке xq

2'
У = ~xy

2

+ 2x~2 + 3;

у' = 10х + 2a;-2 + 3; y'(-l) = 0,1 + 2 + 3 = 5,1;

y(-l) =^+2-3-12 = 0,llge-13; flog,, 6 =

log6a

y = 0,llge-13 + 5,l(a; + l); |у = 5,1s + 0,llge - 7,<

/^- 7Г 3 о 7Г

8. у = уЗ cos a; — cos — Η—а; в точке Xq
= —.

π

У V3ssini Η—χ;
π

тг\ ,- π V^ 3π2 \/3-V^7r

У1з;=^со8--- +
-у

=

—2—+ -;

x = 0,5χ + + -
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Угол месисду пересекающимися кривыми

Определение. Углом между пересекающимися кривыми
называется нетупой угол между касательными,

проведенными к кривым в точке их пересечения.

а) Пусть кривые пересекаются в точке Мо,

а прямые 1\ и 12 ~ касательные к кривым в точке Мо-

б) Рассмотрим пересекающиеся прямые 1\ и /2, где θ — угол

между прямыми.

Положим k\ = tg φι, а &2 = tg ¥>2 ·

у=№

у=ё&)

α ι ι w m tga-tg/?
б1 = |¥>2

~

ψΐ I 5 так как tg (α
— ρ) = τ— :—-, ΤΟ

|tg(^2 VlJl =
tg ψ2 - tg ¥?ΐ

При 1 + &ι&2

1 + ί#^2 tg φι

= 0; fe2 =

1 + tg a tg /?

k2 - fei
(0€ [0;90°]).

fei

l + feife2|

; tg# не существует,

т. е. θ = 90°. Итак, условие перпендикулярности двух

прямых *2 = -

Примечание. При у?ι = φ2 кривые касаются друг друга в

точке Мо, причем возможны различные случаи.
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1. Кривые находятся по разные стороны касательной,

проходя через точку Mq.

2. Кривые находятся по одну сторону касательной, проходя

через точку Mq.

Пример 1. Найдите угол между кривыми у — х2 и у — у/х.
Найдем точки пересечения кривых.

у = х*

y = V^'
χ2~^

Ϊλ/χ = 0 Ϊχ = 0

[(ν^)3 = ι
; [χ = ί

'

a) χ0 = 0; {χ2)' = 2χ.

В точке χ — 0

касательная — ось Ох.
1 Λ

(у/х) —

—γ=. В точке χ = 0 нет производной у — л/х.
2νя

В данном случае это значит, что ось Оу — касательная

для у
= л/х в точке χо

— 0, т. е. угол между касательными

к кривым в точке xq
— 0 равен 90°.
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б) х0 = 1.

-J2
Ухо=1

= 2 Для у = ж:
1

г , тогда tg θ =
1 + 2-i 4'

значит θ = arctg -.

1 2
Пример 2. Найдите угол между кривыми у — -х

и χ - 2у + 4 = 0.

Найдем точки пересечения кривых.

У=2Ж + 2

тогда х2 — 2а; — 8 = 0;
ζ = 4

ж = -2
"

/и = (\χή = \χ·
9>{х)={1-х + 2)'=1-.

У=\х~
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а) х0 = 4;

/'(4) = 2 = к2

№ = \ = h
б) х0 = -2;

tg№) =

TTMS
Ч з

1+Ц

/'(-2) = -l = fc2

9' (-2) = I = h tg#2 =
-1-3

1 + (-1)·5
= 1-31 = 3.

Ответ: θ\ = arctg -; θ2 = arctg 3.

Пример 3. Найдите уравнение касательной к кривой

12 3, „53
у = --ж + -х — 1, параллельной прямой у = —-.х + -ζ-

5 3

tg</> = -^; ί'(χ) = -χ + £
/ 5 з

так как уЖо
= tgy>, то -- = -х0 + -,

тогда х0 = 2; у0 =
-

Δ

»~§+(-5)<.-*>:

2^ + 2-1 = --.

2/ = --х + 1

Пример 4. Выясните, в какой точке касательная κ у = —х2+4
перпендикулярна прямой х — 2у + 2 = 0 и напишите уравнение

этой касательной.

Данную прямую можно записать в виде у
= -х + 1. Так как

к\ = -, то К2
= —

γ
= —2 — условие перпендикулярности.

Δι

2

г/Х0 = (-2х0) = -2; х0 = 1; у0 = 3; (у0 = -з§ + 4)

у = 3 + (-2) (ж - 1); | у = -2х + 5



Угол между пересекающимися кривыми 173

Пример 5. Найдите касательную к кривой

у = 2х3 — Зх2 — \2х — 18 в точке пересечения кривой с осью

ординат.

#о = 0; Уо = —18; (0; —18)
— точка пересечения,

у' = 6х2 - 6х - 12 = 6 (х2 - χ - 2);
у'(:го)-6-02-6-0-12 = -12;

2/ = —18 — 120 - 0); \у = -12х-18

Пример 6. Вычислите площадь треугольника, образованного
1

касательной к кривой у = — и положительными полуосями
χ

координат.

/1\' 1
Пусть хо = а абсцисса точки касания. I — I = ~;

Ух0=а а2'

у {о) = -;
α

1 ι
( ϊ

у = 2 (я _ а);

У =
X

~^2
+

2
—

а

а) у = 0, ж = 2а;

б) ж = 0, у = -.

а

х<

Тогда 04=-, ОВ = 2а.
а

1 12
5длоб = о

04 · OjB = - · - · 2α = 2 — 5д не зависит от точки
2 2 а

касания.
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Понятие дифференциала и приблиснсенные
вычисления

Рассмотрим функцию у — f(x) — непрерывную на (а; 6)
и имеющую конечную производную на (а;Ь).

f(x0+Ax)

tg φ = f (x0), ΡΚ = M0K tg φ, Μ0Κ = Αχ, тогда

ΡК = f (xq) · Ax = dy\ — называется дифференциалом

функции.

Положим ΝΡ = α(χ), тогда

/ 0ro + Ax) = f Ого) + /'Ы · Δχ + а(х), т. е.

f{x) = fjx0) + f(x0) · Αχ + α(χ)

Примечание. Отметим, что:

а) дифференциал на латинском языке означает разность.

dy — дифференциал функции. Пусть у~х, тогда dy = dx,
но dy — f'[x) · Ах, fix) = ix)' = 1, поэтому dy = Ax,
значит Ax = dx . Ax = dx — дифференциал аргумента;

dy
6) /'(*o) = tg¥> =

dx
еще одна форма записи производной.
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Рассмотрим применение понятия дифференциала в

приближенном вычислении.

Так как Ay = f (х0) Ах + а(х), то -^ = /' (х0) + -^Л
/'Ы = lim ^= lim /'Ы+ Нт ^.^ ν '

Δχ^οΔα; Ах-кГ
v ;

Δχ^ο Αχ

Тогда /' (х0) = f (х0) + Ит
a(x) ,. а(ж)v '

lim -^ = 0.
Δχ->0 Αχ Δχ->0 Δχ

Таким образом, из Δζ —*· 0 следует а(х) —► 0.

Значит, Ау « /' (жо) · Ах = dy — дифференциал функции.

Тогда f(x) и / (ζ0) + ГЫ ■ Δχ

(/(ж) = f(x0) + f(x0) · Δα; + а(х)).

Выясним, какую абсолютную и относительную погрешность

при этом мы можем получить на конкретном примере.

Пусть у = х3 + 2х, хо — 2.

Ау = (х0 + Ах)3 + 2(х0 + Ах) - (ж§ + 2ат0) =
= Ζχ%Δχ + Ъх0Ах2 + Δ^ο + 2Ах-

Напомним, что \Ау — dy\ — абсолютная погрешность,

Ау
- dy I

Ау
относительная погрешность.

а) Да; = 0,1; Ау = 3·22·0,1 + 3·2·0,12 + 0,13 + 2·0,1 = 1,461.

dy = (За;2, + 2) Ах; dy = (3 · 22 + 2) · 0,1 = 1,4;

\Ау - dy\ = 0,061;
Ay-dy

Ay

0,061

1,461
0,04, т. е. 4%.

б) Δα; = 0,01;

Ау = 3 · 22 · 0,01 + 3 · 2 · 0,012 + 0,013 + 2 · 0,01 = 0,140601;

Ay-dy

Ау

0,000601

0,140601
0,004, т. е. 0,4%.

Рассуждая аналогично, можно достигнуть любой степени

приближения.
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Рассмотрим вывод некоторых формул приближенного

вычисления, используя понятие дифференциала.
1. y = f(x)= ΫΤΤΈ-, ι

Ах = х-х0; f'{x) = -{l + x)n ·.

:

η
χ

Пусть xq — О, тогда χ — Ах; f (0) = —; / (0) = 1.
η

Так как f(x) « / (х0) + f (x0) · Да;, то уТ+χπ 1 + -

п

Пример 1. ψϊ№ » 1 + — · 0,02 «1 + 0,001 = 1,001.

Итак, ^U2» 1,001.

2· У — f{x) = Va2 + х-> где α > 0.
1 1

Пусть х0 = 0, тогда х = Дж; j/ = ; /' (0) = —.

2Va + х Ζα

у (0) = α, значит
χ

у/а2 + χ ~ α + —
2α

Пример 2. \/Ϊ20 = \/ll2 - 1 w 11 - τ-—

(α =11; я = -1).

10,955

3- У = /(ж) = \/αη + я, где α > 0. Пусть xq = 0, Δχ = χ\

ι

/'(χ) = Ι(α» + χ)η S /'(0) =
η η

1 ^·"
- · α

η

ηα
η-1'

Ια; Г>ч-» α +
η

χ

~αΡ--1

Пример 3. ν/ΪΟΟ = #128 - 28 = #27 - 28 « 2
28

7·26
» 1,938 (α = 2; я = -28).

Вывод. Дифференциал функции характеризуется двумя

свойствами:

а) он является линейной функцией от Ах;
б) отличается от приращения функции на величину, которая

при Ах —» 0 является бесконечно малой более высокого

порядка, чем Ах (т.е. α(ж) —» 0 быстрее, чем Дх —» 0).
Эти свойства позволяют для нелинейной функции проще

вычислить значение /(ж), если /(жо) известной x — xq = Ax—>0.
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Практикум 15

1. Найдите уравнение касательной к кривой у= (\/х + 1 + 1)
в точке xq

— 0.

2
2. у = . Пусть dy = 0,0057; ж0 = 1; Δζ =?

3-х

3. у = /(ж) = ^ - Зя + 3. Вычислите /(0,99) «?

4. Через точку Μ (0; г/о) к кривой у — х2 — 1 проведены

касательные, угол между которыми равен 60°. Найдите г/о·

5. Найдите уравнения касательных, общих к кривым

f{x) = — л/4 — х2 и д{х) — —х2 — 4,75, и угол между ними.

о

6. Касательная к кривой у —

—^ + 3 параллельна прямой
х1

у = 0,25х + 19. Найдите расстояние от начала координат

до касательной.

5
7. Найдите уравнение касательных к кривой у —

—, парал-
х

лельной прямой у — —4х + 3, и найдите расстояние между
ними.

3
8. Касательная к кривой у — 3 и оси координат

ограничивают треугольник, один из катетов которого в 12 раз

больше другого. Напишите уравнения всех таких касательных.

9. Найдите угол между кривыми f(x) — \/Зх + 4

и д(х) — у/4х + 3.

10. Касательные в точках с одинаковыми абсциссами к

кривым f(x) = lyjbx — 1 и д(х) = Ъ\/2х + 5 параллельны

между собой. Напишите уравнения таких касательных.

11. Найдите площадь треугольника, ограниченного осями

координат и касательной к кривой у — л/4 — Зя, проведенной
в точке пересечения кривой с прямой у — х.
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12. Найдите уравнение касательной к кривой

у = —9х + 2 cos2 χ — 2 sin2 x + 7 в точке пересечения кривой

с осью ординат.

13. Напишите уравнения взаимно перпендикулярных

касательных к кривой у — х2, проходящих через точку

М(1;Уо).

14. Найдите наибольший угол между касательными,

проведенными к кривой у = х4 — 5х2 + 4 в точках пересечения

кривой с осью абсцисс.

15. Выбедете формулу расстояния между параллельными

прямыми у = кх + Ъ\ и у = кх + Ь2-
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Решение практикума 15

1. Найдите уравнение касательной к кривой у= (\/х + 1 + 1)
в точке xq

— 0.

y^6(^TT+l)5
*

; 2/(0) = 6-25 .1 = 64;

зу(х + 1)2
ό

3,(0) - (iJ^TT+ 1)6 - 64; у = 64 + 64(х - 0);

у = 64х + 64

2
2. г/ = . Пусть с?у = 0,0057; ж0 = 1; Δζ = ?

3-х

"'-"-<rV '(1)4у' = -2(3-хГ2(-1) = -

-у; у'(1) = о;

dy = у' (ж0) -Ax; dy = - · Да;;

Ах = 2dy = 2 · 0,0057 = 10,0114

3. у = /(ж) = Ух2 - Зж + 3. Вычислите / (0,99) » ?

Пусть ж = 0,99, ж0 = 1, тогда Да; = —0,01, где ж = жо+Дж;
. 1 2ж-3

у'(ж0) = у'(1) =

а;2 - За; + 3f
1 -1 1

4 4/^ о , очз 4

{/(1-3 + 3)

Учтя, что /(ж) « / (ж0) + /' (ж0) (ж - ж0), получим:

1
/ (0,99) ~ 1 - τ

· (-0,01) = |1,00251.

4. Через точку Μ (0; уо) к кривой у = ж2 — 1 проведены

касательные, угол между которыми равен 60°. Найдите уо·

у' = 2ж общий вид касательной у = кх + 6 (не
параллельной Оу).
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б)

Так как Μ € Г (у = кх + Ь), то

а) τ/ο = к · 0 + 6; b = у0) т. е. у = кх + у0;

У = х2 — 1

у = кх + у0'

единственный корень возможен только при Z? = 0.

Для х2 - Ь; - τ/ο
- 1 = 0; D = к2 + 4у0 + 4 = 0;

fci = 2^-2/0 - 1; &2 = -2^-2/0 - 1;
&2 ~ &1

tg0 =

значит

1 + hk2
= tg60° = \/3,

-V-ϊΛ) -1

1 + 4(ϊ/ο+1)
Пусть л/—ί/ο — 1 = t (t ^ 0), тогда ί2 —

-4ί
V3 =

t =

t =

1-4ί2'

1

4ν/3ί2-4ί-ν/3 = 0; ίχχ

2ν/3
Уз
2

ί [0; οο)
/ τ

V5
; V-yo - 1 =

-у;

-2/0
- Ι-

2±\/4ТТ2

4ч/3

,3

Примечание. Можно проще. График у — х2 — 1

симметричен относительно оси Оу, тогда касательные,

проходящие через точку (0; уо), тоже симметричны относительно

оси Оу. Значит угол между касательной и осью Оу равен

30°, а между касательной и осью Ох — 60° или 120°.
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/о

у' Оо) = 2х0 = tg60°; х0 = —;

уЫ=(^) -1 = -»;

2/= ~^
+ л/3 I я-

V3

у = \/Зж — 1- при xq = 0; 2/о = -15

5. Найдите уравнения касательных, общих к кривым

/(ж) = — л/4 — х2 и #(:г) = —х2 — 4,75, и угол между ними.

. i/=-jc2-4,75

у =
— л/4 — х2 — уравнение полуокружности.

Г х2 + у2 = 4

У<0
; у

— кх + Ь — касательная.
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■>) { ζ Ζ k*xt- 4j75
; χ2 + кх + Ь + 4'75 = 0;

4-x2=k2x2+2kbx+b2, т.е. (fc2+ 1)ж2+2Ш;+62-4 = 0.

Итак, получили 2 уравнения ж2 + кх + 6 + 4,75 = О

и (А;2 + 1) х2 + 2fc6:r + Ь2 — 4 = 0. Для того чтобы

были общие касательные необходимо, чтобы
одновременно у каждого уравнения было единственное решение,

т. е. D = 0. (к2 + 1 φ 0)
Г к2 - 46 - 19 = 0

\ к2Ь2 - (к2 + 1) (б2 - 4) = 0
;

к2 = 46 + 19

к2Ь2 - к2Ь2 - Ь2 + 4fc2 + 4 = 0
;

к2 = 46 + 19

-б2 + 4 (46 + 19) + 4 = 0
'

6 = 20

6=-4'
б2 - 166 - 80 = 0;

в) 6 = 20 не подходит, что видно из чертежа;

6^ (-4, 75;-2);

г) Ъ = -4 Ε (-4,75; -2), тогда /с = ±у/Ъ.

Итак, 1\ : у = \/Зж — 4 и /2 : У =
— л/Зж — 4.

8
6. Касательная к кривой у =

—тт + 3 параллельна прямой

у = 0,25х + 19. Найдите расстояние от начала координат

до касательной.

у1 — — 16х-3. Учитывая, что касательная параллельна

прямой у = 0,25х + 19; к — tg ψ = 0,25, получим

1

64'
-16Яо

3
= 0,25; я"3 = ---; х0 = -4;

W) = /(-4) = —+ 3 = 3,5.
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&
h\

*=JK

\N_

Μη

Ψ3
/0.25*+4'5

>=4+3

4,5

~4#

^3~5 У=3

О

-l·17

Чертеж у = —ζ +3 будем рассматривать только в левой
χζ

полуплоскости.

у = 3,5 + 0,25 (х + 4); /ι : ] у = 0,25а; + 4,5 |.

Так как необходимо найти расстояние от точки (0;0) до /ι,
то необходимо найди уравнение прямой Z2-L'ij проходящей

через начало координат. /2 : у = fca;, тогда fc = ——— = —4,
0,25

т. е. у =
—Ах.

и „ , , / у = 0,25а; + 4,5
Найдем точку пересечения ίχ и г2. <

_

;

-4а; = 0,25а; + 4,5; -4,25а; = 4,5; χ = -1—; у = 4—.

^(-1^:4^); О(0;0), тогда

—"-%)+(% 9V4 + 64

17

18л/Г7
17

Чертеж лишь иллюстрирует данное решение.
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7. Найдите уравнения касательных к кривой у —

—, парал-
х

лельных прямой у = —4г+ 3, и найдите расстояние между
ними.

у' = ί - 1 = —5х~2. Так как tg<p = —4, то —5х^"2 = —4;

>/5 л/5
значит xqi = -γ; ^о2 = —2~·

Ί : [У = ~4ж + 4л/5

б) у ι

fe

■f)--^--^fe:»=-*W* + ^)
У — —4a; - 4л/5

Для того чтобы найти расстояние между 1\ и 1^ найдем

уравнение прямой, перпендикулярной им.

Тогда* = -±4 ,,v = \x.
Найдем точки пересечения с ίι и ^ с прямой у = -х.

{2/
= -4ж + 4\/5 j

1 ; -x = -Ax + ±\fb\ 4,25х = 4л/5;
</=-* 4

б)

17
' "

17

у = -Ах - 4л/5

^2

у=-х

16

; -х = -Ах - Ау/Ь; 4,25а; = —Ау/Е;

17
у/Е: У2 ■Тг*
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Обозначим за <S (Ζχ; Ζ2) — расстояние между прямыми 1\

и /2· Значит

S{lrM) = \J{X2 ~ xif + (2/2 - 2/ι)2;

= -ίν/322·5 + 82·5 = -|^42-5 + 5 =

Вывод формулы S(h]l2) в общем виде см. на стр. 191.

3
8. Касательная к кривой у — 3 и оси координат ограничи-

х

вают треугольник, один из катетов которого в 12 раз

больше другого. Напишите уравнения всех таких касательных.

у* = -Зх~2.

ОР
1) — = 12 = |tg<p|, тогда tgy> = -12; -Зх~2 = -12;

2_1. -I
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Ϊ
Х 3

Q Q
а) ж0х = 2^ 3/0ι = γ

~ 3 = 3;

.2
1

h: у = 3-12 [χ у = .-12ж + 9

б) жо2 = _2' у°2 = ~Г
~ 3 =

.

—

2

1

/2: у = -9-12 1а;+ -

^
ОР 1 . 1

2) о^
=

и
= 1*вИ, тогда tgV = --;

Жр
= 36; zoi = 6; а;о2 = —6.

а) ж01 =6; y0l =
- - 3 = -2,5;

/з : у = -2,5 - — (х - 6);

у =-12s-15

-ЗоГ2 = _1_
Ϊ2;

б) жо2 = -6; Уо2 =

h- У = -3,5
12

6);

з = -

5);

У =

-3,5;

У =

1

1

~12Ж"

-2

_4

Примечание. Чертеж дан условный, так как в

зависимости от точек касания положение касательных разное, не

совпадающее с чертежом, в том числе и в III четверти.

9. Найдите угол между кривыми f{x) = уЗх + 4

и д(х) — л/4х + 3.

Найдем точки пересечения кривых:

V'4х + 3 = х/Зх + 4; Ах + 3 = Зх + 4; х0 = 1.

a)№) = --L=; /<(!) = ^ = ^ = fcl;
2>/3a; + 4'

' ч^

2χ/7 14

б) </(*) = п ^гго\ Sf(l) = ^ = ^=k*

tg0

2Χ/4Ϊ + 3

14

V7

4y/7-3y/7 V7

л±Ы1 Ш 2 · (7 + 3)1 "·"
7 '14

20
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10. Касательные в точках с одинаковыми абсциссами к

кривым f(x) = 2у/Ъх — 1 и д{х) = Ь\12х + 5 параллельны

между собой. Напишите уравнения таких касательных.

Пусть xq
— абсцисса точек касания.

№) = <?'(*) = Так как касательные

параллельны, то угловые коэффициенты их равны, тогда

5 5

у/5хо — 1 л/2#о + 5'
5хп 1 = 2х0 + 5; х0 = 2.

а) Найдем уравнение касательной к кривой y — f{x) в

точке яо
= 2.

/'(2) = |; /(2) = 2·3 = 6; у = 6 + ^(х-2);
h

,2 „2
У=1Г + 2-

б) Найдем уравнение касательной к кривой у — д{х)
в точке xq

= 2.

5(2) = 5-3 = 15; у= 15+-(х - 2); ί2: У=ф + п|
11. Найдите площадь треугольника, ограниченного осями

координат и касательной к кривой у = %/4 — Зх, проведенной
в точке пересечения кривой с прямой у = х.

а/4 — Зх = х; <

3

х^О

4-Зх = х2 '

У
,/ №'т

—

х0 = 1;

2л/4-Зж

у(1) = л/4^3 = 1; у=1-1,5(х-1);

h: |у = -1,5х + 2,5
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Найдем точки пересечения касательной с осями координат,

π 2'5 5

х = 0; у = 2,5.

Ь
"2 2'5

3
"

12
~э

12. Найдите уравнение касательной к кривой

у = —9х + 2 cos2 χ — 2 sin2 x + 7 в точке пересечения кривой

с осью ординат.

2/(0) - -9-0 + 2-12- 2 -0 + 7 = 9; у = у(0) +у'(0)(х - 0);

г/ = —9 — 4 sin χ cos χ — 4 cos χ sin χ; у' = —9 — 4 sin 2x\

у' (0) = -9; 1 у = -9s +

13. Напишите уравнение взаимно перпендикулярных

касательных к кривой у — ж2, проходящих через точку

М(1;у0).

I : у = кх + Ь] Μ (1; у0) € Г (у = fcx + 6), тогда

уо = к · 1 + 6, т. е. Ь = у0-к.
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Значит у = кх + уо
— к

■ {;:
= кх + уо

- к

х2 = кх + уо
— к; х2 — кх — уо + к = 0.

Если D = 0, /с2 - 4/с + %) = 0;

fci = 2 + 2λ/Γ=Ί^ a fc2 = 2 - 2λ/Γ=Ί^
но касательные взаимно перпендикулярны, значит

ki = ~h 2 + 2у/Т=^=- \ ;
к2 2 - 2-v/l - Уо

4-4(1 -т/о) = -1; Уо =

Отсюда следует, что:

a) fci = 2 + 2W1 + ^ = 2 + л/5, тогда 6 = -2, 25 - \/5,

т. е. 1\ :

б) fc2 = 2 -

т. е. 12 :

|у= (2 + х/5)ж-2,25-\/5|

\/5, тогда 6 = —2,25 + \/5,

у= (2 — \/5) а? — 2,25 + л/51-

14. Найдите наибольший угол между касательными,

проведенными к кривой у = х4 — Ъх1 + 4 в точках пересечения

кривой с осью абсцисс.

~х = 2

х = 1

х = -1
'

х = -2

У = 0; у' = Ах3 Юж.

кг = у'{2) = 4 · 8 - 10 · 2 = 12;

к2 = г/(1) = 4 · 1 - 10 · 1 = -6;

fc3 = y'(-l) = -4 + 10 = 6;

fc4 = y'(-2)=4(-8)-10(-2) ■12;



190 Геометрический смысл понятия производной

у=х4-5х2+4

tg6>i =

tg#2 =

tg<?3 =

tg#4 =

ki — к^
1 + k\ki

k2 — k\

12 + 12

1 + кгк2

k2 - kz

1-144

-6-12

1 + k2k3

&2 — Ы

-6-12

-6-6

1-6-6

-6 + 12

1 + k2ki

Примечание, tg^ =

fc3 - k\

1 + 6-12

kz~

24

143'

- 1?
"

71''
12

35;

_ _6_
"

73'

ki

tgfli
=

1 + Ы1

1 + fc3 · ki
6-12

18

71'

1 + 6-12
_6_
73'

Θ2 — θ% и #4 = #4 в силу четности у = /(ж), а значит и

симметричности графика у = f{x) относительно оси Оу.

Так как tg03 > tg#2 > tg#i > tg<94, 03 > θ2 > Θ\ > θ4

y = tgx t на I 0
π

тогда θζ ■

12
arctg

— — наибольший
00

угол между касательными.
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15. Выведите формулу расстояния между параллельными

прямыми у = кх + Ъ\ и у — кх + &2·

Найдем уравнения прямой перпендикулярной, этим

параллельным прямым. Так как к2 = —— (для взаимно

перпендикулярных прямых), то у = ——х — такая прямая.

Найдем точки пересечения с этими прямыми:

1

а) <
у
=

—кх
[ у = кх + Ь\

kh

1 Л 1
——х = кх + Ь\: χ [к + —

к \ к
= -6ι

а; =

fc2 + l'

fc6l

fc2 + l'fc2 + l

1
тогда у = —γ

к

hkh

l + k2J~k2 + V

h

6)
y = --X

к ;

у = кх + b2

по аналогии ж =

fci>2 &2

fcfr2
А;2 + 1; У =

Ь2
к2 + Г

k2 + Vk2 + i

АВ = у(х2 — х\) + (у2 — 2/1) — формула расстояния

между двумя точками.

'

'кЬ2-кЬг\2 , fb2-h\2 Ifta-ftilv^TI
АВ =

Итак,

fc2 + l
+

fc2 + l

AB =
\Ъ2-Ъl\^/WTΪ

fc2 + l

fc2 + l

формула расстояния

между прямыми у = кх + b\ и у = кх + Ь2.
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Тренировочная работа 4

1. Напишите уравнение касательной к графику функции

у = f(x) в точке с абсциссой χ = хо.

1) у = х2 — Зх] хо = 0,5;
1 1

2) 2/=^з+35 х° = ~^
3) у = \Лг2 + 1; х0 = -3;

4) 2/ = 5; яо = 2;
χ — 3

кЧ
cos я π

5) у= ; яо = «■;
π — χ 3

6) 7/=(2х+1)еж+1; х0 - 1;

7) у= (хг + Зх2-4х + 1) \2^--γλ ; х0 = 1;

.. 4 + Зх3
V

8) ?/= ж0 = -1.

χ^/(2 + χ3)2
2. Напишите уравнение касательной к кривой, если

1) касательная к кривой у = —2х2 + Зх — 5 параллельна

прямой у = 7х — 6;

2) касательная к кривой у — —\J1x + 1 перпендикулярна

прямой у
— 2х + 1 = 0;

3) касательные к кривым f(x)=x3 — x и у>(ж) = —

проведены в точке их пересечения, и найдите угол между

ними;

4) касательная к кривой у — —2х2 + 4х — 3 проходит через

точку ;4(1;7);
5) касательная к кривым f(x) = χ2 — Αχ + 8

и φ(χ) = χ2 — 8χ + 4 является общей.

3. Вычислите приближенное значение функции

i)y=g22"4!g+11; /(о,99)«?
χ1 + χ — 1

2) у = ^я3 _ 2а;2 + 1; f (2,01) « ?
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Решение тренировочной работы 4

1. Напишите уравнения касательной к графику функции

у = f(x) в точке с абсциссой χ = хо.

1) у — х1 — Ъх\ хо = 0, 5;

у' = 2х - 3; у' (0, 5) = 2 · 0, 5 - 3 = -2;

v(0,5) = i-3-i = -li;

y = -i| + (-2) (ж-^); 2/ =

1

-2х-

2) у = -о + 3;
а;°

zo = -gj у' = -Зж 4;

У1-з1=-з

у = -24 + (-243) ж +

-4

= -3 · З4 = -243;

+ 3 = -З3 + 3 = -24;

Г

гГ
у = -243z - 105

3) у = Vx2 + 1; ж0 = -3;

2х χ

У' =
2Vx2 + 1 \/ж2 + 1'

^'^^ТШ""^ 2/(-3) = л/Ш;

y = v^O+LA4/IoVa: + 3);

= -й^ +^
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4) У =
χ — 3

-4= (х - 3) - 1 · V2x
ч/2ж

(χ - З)2
ж + 3

χ —3 — 2х

(х - З)2 V2x

(х - З)2 V2x

ϊ/(2) = -|; 2/(2) = -2; у = -2 - | (я; - 2);

у = —2,5а; + 3 |.

^ч
cos я π

5) ι/ = ; χο = ^;
π — χ о

,
— sin χ (π — χ) + cos x

^
—

-

~2 ,

(π — χ)

π

уД( тгЛ 1

π~3

V3
,

ι

Ύπ+2

Г7Г

-3%/3π + 4,5
4π2

π

π~3

_3_ __3_ -Зу^г + 4,5
4π' У~4ж+ ϊ^2

2/ =
-3\/3π + 4,5 л/Зтг + 1,5

4тг2
-х +

4π

π

зУ'

6) y = {2x + l)ex+1; x0 = 1;

у' = 2ex+1 + (2х + 1) ex+1 = (2а; + 3) ex+1

2/'(1) = 5е2; у(1) = Зе2;

у = Зе2 + 5е2 (х - 1); | у = 5е2а: - 2е2
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= 1: хо = 1;7) у = (х3 + За;2 - 4х + 1) \2^β
-

-=
,,

/ /о 9 „ .ч 2а; - 1 / 1 1 \
у' = (За;2 + 6х - 4) —=- + -т= + —т=

х
ν '

у/х уфс 2Vx3J
χ (а;3 + 3а;2 -4а; + l);

у'(1) = 5 · 1 + Γΐ + l-V 1 = 6,5; у(1) = 1-1 = 1;

8) 2/ =

у = 1 + 6,5 (а; — 1); | у = 6,5а; — 5,5

4 +За;3

х{/{2 + х3)2
а;0 = -1;

9а;2-а;"У(2 + а;3)2
У

ζ2-ζ/(2+1ΡΡ

[l · {/(2 + а;3)2 +
2а; · За;2

(4 + За;3)

χ2 ξ/(2 + χψ
9х3 (2 + χ3) - (2 + а;3 + 2а;3) (4 + За;3)

х-Ф + х3)ЗЛ5

18а;3 + 9а;6 - 9а;6 - 18а;3 - 8

а;2У(2 + а;3)5 ж2 ^/(2 + а;3)5'
у'(-1) = 8; у(-1) = -1; у = -1 + 8(ж + 1);

у = 8а; + 7

2. Напишите уравнение касательной к кривой, если

1) касательная к кривой у = —2а;2 + За; — 5 параллельна

прямой у = 7а; — 6.

у' = —4а; + 3 — угловой коэффициент прямой равен 7,
значит —4а;+3 = 7; а;о = —1 — абсцисса точки касания.

у(-1) = -2(-1)2+3(-1)-5 = -10; у =-10+7 (х + 1);

\у = 7х-3\.
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2) касательная к кривой у = —у/2х + 1 перпендикулярна

прямой у
— 2х + 1 = 0.

у' = Так как касательная перпендикулярна
л/2х + 1 :

прямой у — 2х + 1 = 0 или у = 2х — 1, то угловой

коэффициент касательной равен
— - ( ^2 — —— ), значит

λ
2 V kiJ

V2z+1 2'
2z + l = 4; :r0 = 1,5.

л/2ж + 1 = 2;

у(1,5) = -д/2-1,5 + 1 = -2; у = -2+(-0,5) (χ - 1,5);

*
2

12
3) касательные к кривым f(x)=x3 — x и φ(χ) = — про-

χ

ведены в точке их пересечения, и найдите угол между

ними.

Решим уравнение f{x) = φ{χ).
12

ЯГ X — X4 - X2 12 = 0;

χ2 = 4

х2 = -3 0
;

χ = 2

х = -2
'

а) Пусть xq = 2.

f{x) = Ъх2 - 1; /'(2) = 11; h = 11;

/(2) = 6; у = 6+11(:г-2)
12

χ

у
= lis-16 I

Ψ'{χ) 2; φ'{2) = -3; fc2 =-3; у>(2) = 6;

у = б + (-3) {х - 2); | у = -Зж + 12

. Л А;2 - fci ,
„

tg6> = , ; tg<9
-3-11

l + Mfc 1 + 11 (—3) 16'

# = arctg
16

угол между кривыми в точке

с абсциссой xq — 2.
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б)Пустьаг0 = -2. /'(-2) = 11; fc3 = ll; /(-2) = -6;

y = -6 + ll(x + 2);
ψ' (-2) = -3; кА =

У = -6 + (-3)(х + 2);

\У =

-3;

J

:11а;

ψ{-
У =

+ 1б|
-2) =
—Зх -

-6;
■ 12]

θ = arctg — I
—

угол тот же, так как угловые

коэффициенты одинаковые.

Примечание. Так как функции у — f{x) и д(х)
нечетные, то их графики центрально-симметричны

относительно начала координат, так же как и их точки

пересечения. Результат равенства углов в этих точках

вполне предсказуем.

4) касательная к кривой у — —2х2 + 4х — 3 проходит через

точку А (1; 7).
Пусть у — кх + Ь — касательная, тогда, так как точ-

ка А е Г (у = кх + Ь), то 7 = к · 1 + 6; Ь = 7 - к.

Касательная будет иметь вид у
— кх + 7 — к.

Учитывая, что касательная в данном случае может иметь

только одну общую точку с кривой, решим уравнение
—2х2 + 4х — 3 = кх+ 7— к, которое должно иметь только

один корень.

После преобразования получим уравнение

2х2 - (4 - к) χ + 10 - к = 0;
D = (4- к)2 -8(10 -к) =0,

тогда 16 — 8/с + Л:2 — 80 + 8/с = 0; , к2 = 64 К I
8

о >
/с — —о

значит при к = 8 | у
— 8х — 1

при к = —8 | у — —8х + 15 |.

5) касательная к кривым f{x) — χ2 — 4х + 8

и φ{χ) = χ2 — 8х + 4 является общей, найдите ее.

Пусть у = кх + Ь — общая касательная, тогда с каждой
их кривых она имеет только одну общую точку, значит

каждое из уравнений х2 — 4х + 8 = кх + b

и х2 — 8х + 4 = кх + Ь имеет только один корень.
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х2-(А + к)х+8-Ь= 0; (D = 0) (А +к)2-А(8-Ь) = 0;

x2-(8 + k)x+4-b = 0; (L> = 0) (8 + fc)2-4(4 - 6) = О,
но это должно выполняться одновременно.

т-ш(4 + к)2 - 4 (8 - 6) = 0
.

(8 + fc)2 - 4 (4 - 6) = 0
'

(4 + к)2 -32 + 46 = О

(8 + А;)2 - (4 + к)2 - 16 + 46 + 32 - 46 = О

46 = 32 - (4 + к)2
(8 + к + 4 + к) (8 + к

Ь = 8--(А + к)2
4

4 - fc) + 16 = 0
'

[8(fc + 6) =

6 = 4

fc = -8
'

-16

6 = ί

к =

(4-8)s

у = -8х + 4

3. Вычислите приближенное значение функции

1) У =
X
2
- Ах + 1

/(0,99)χ2 + χ — 1

Пусть а; = 0,99,

тогда Δζ = χ — х0, где жо = 1) тогда Ах = —0,01;

f(x) « /(хо) + ГЫ^х

, _{2х- 4) (ж2 + χ - 1) - (2а; + 1) (х2 - Ах + 1)
У ~

(z2 + a;-l)2
2х3 - 2х2 - 6х + 4 - 2ж3 + 7z2 + 2а; - 1

{χ2 + χ-ιγ
Ъх2 - Ах + 3

(а;2 + а;-1)2;
5-4 + 3

У'(1) = = 4; у(1) =
1-4+1

1 + 1-1(1 + 1-1)2
/ (0,99) и -2 + 4 (-0,01) значит I /(0,99)

= -2;

-2,04
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2) у = ^ж3 _ 2ж2 + 1; / (2,01) и ?

Пусть ж = 2,01; xq = 2, тогда Ах = 0,01;

Зж2 - 4ж
у =

—/ ==;

Зу/(х3-2х2 + 1)2

3^/(23-2·4 + 1)

у(2) = #8-8 + 1 = 1;

/(2,01) «1 + |-0,01;
/(2,01) « 1щ « 1,01(3),

2 3'

т.е. /(2,01) « 1,01
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Тренировочная работа 5

1. Найдите уравнение касательной к графику кривой
у = (\/Зх — 4 + 2) в точке xq

— 1. *

'

2. у = In Vl + х2; хо = 2; dy = -0,008. Найдите Ах.

4. Напишите уравнения касательных к графику кривой
у = —6tgx + 5, параллельных прямой у = —6х — 5.

5. Касательные в точках касания с одинаковыми абсциссами
к графикам кривых f(x) — (Ьх + 2) е2х и д(х) — (7х — 4) е2х
параллельны. Напишите уравнения этих касательных.

4
6. Касательные к графику кривой у— — взаимно перпенди-

х1

кулярны, а точка их пересечения принадлежит оси

ординат. Напишите уравнения этих касательных.

7. Касательная к графику кривой у = Ых
— 1

перпендикулярна прямой у — —# log14 e + 4. Найдите координаты точки

касания и напишите уравнение этой касательной.

8. Напишите уравнение касательной и нормали к графику
кривой у = х3+2х—1 в точке пересечения с кривой у = 2х2.

9. Найдите расстояние между касательными, проведенными

к графику кривой у — х3 — Зх в точках пересечения ее

с осью абсцисс.

10. Найдите угол между кривыми f(x) — \/25 — х2

и д(х) = \/х + 5.

11. Найдите площадь треугольника, ограниченного

касательными к графикам кривых f(x) = 7· 18ж+2 и д(х) — 6-2Р+2
в точке их пересечения и осью ординат.
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12. Найдите расстояние между параллельными касательными

к графикам кривых f(x) = In 81 · log3 (Зх — 2) — 1

и д(х) = In —— · log5 (5 — 4х) + 2 в точках с одинаковыми
125

абсциссами.

13. Напишите уравнения общих касательных к графикам
кривых f(x) = χ2 — χ и д(х) — —х2 — Ъх — 6 и угол между

ними.

14. К графику кривой у — -х2 проведены взаимно

перпендикулярные касательные. Найдите уравнение кривой,

которой принадлежат все точки, из которых кривая видна под

углом в 90°.
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Решение тренировочной работы 5

1. Найдите уравнение касательной к графику кривой
у = (^Зх — 4 + 2) в точке xq

= 1.

у' = 5(УЗх~=4 + 2)4

у'(1) = Ц-1 + 2)4

1-3

у=1 + 5(ж—1); \у = Ъх -"4

!^/(Зж-4^
= 5; 2/(1) = (^ΤΖΓ4 + 2)5 = ΐ;

2. у = Ь VI + ж2; ж0 = 2; dy = -0,008. Найдите Дат.

1 2а; а;

У
VI + х2 2л/1 + х2

=

Т+1?; «Я-Ш =

Ъ
= 0+

Так как dy = /' (жо) Дж, то Дж =
-0,008
0,4

= -0,02.

3. у =
ж2 - Зж

ж2 + 2ж + 3'
/ (0,98)

,
_

(2ж - 3) (ж2 + 2ж + 3) - (2ж + 2) (ж2 - Зж)
У ~

(ж2 + 2ж + З)2
~

2ж3 + ж2 - 9 - 2ж3 + 4ж2 + 6ж 5ж2 + 6ж - 9

(ж2 + 2ж + З)2 (ж2 + 2ж + З)2
Пусть жо = 1, тогда Дж = —0,02.

Так как /(ж) и /(ж0) + f'(xo)Ax ,
то вычислим

5+6-9 2 11 — 3 1
ϊ(1)=

1 + 2 + 3 =~3; l/(1)=
(1+2 + 3)2 "36" 18'

/(х)«4 + ^(-о,02) = -1-;гш
-300 - 1

_

301

900 ~~900'

т.е. /(ж)
301

900
с точностью до одной сотой.
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4. Напишите уравнения касательных к графику кривой
у =

—6tgx + 5, параллельных прямой у = —6х — 5.

у' = 77—, так как у' (х0) = -6, то тг- = -6,

т. е. cos2 χ — 1; жо = π^;

у (jrk) = —6 tg (пк) + 5 = 5; у = Ъ + (—6) (ж — пк);

у =
—6х + 67rfc + 5 ] | fc €

Учтем, что это множество всех уравнений касательных

к графику кривой у =
—6tgx + 5, параллельных прямой

у = —6х — 5.

Касательные в точках касания с одинаковыми абсциссами
к графикам кривых f{x) = {Ъх + 2) е2х и д{х) = (7χ — 4) е2х
параллельны. Напишите уравнения этих касательных.

f'{x) = Ъе2х + 2 {Ъх + 2) е2х = е2х (10я + 9);

д\х) = 7е2х + 2 (7х - 4) е2х = е2х (Ых
- 1).

Так как касательные параллельны в точках с одинаковыми

абсциссами, то /' (xq) = д' (xq) ,

т. е. е2х° (10х0 + 9) = е2х° (Ых0 - 1); 10х0 + 9 = Ых0 - 1;

1) /(2,5) = (14,5)е5; /'(2,5) = 34е5;

у = 14, 5е5 + 34е5 (х -2,5); | у = 34е5х - 70, 5е5

2) #(2,5) = (7-2,5-4)е5 = 13,5е5;

#'(2,5) = (14-2,5-1)е5 = 34е5,

тогда т/ = 13,5е5+34е5(:г-2,5); | у = Меъх - 71, 5е5

Касательные к графику кривой у — —ζ взаимно перпенди-
χζ

кулярны, а точка их пересечения принадлежит оси

ординат. Напишите уравнения этих касательных.

у' = -8х~3.

1) Так как у
= х~2 — четная функция, то ее график

симметричен относительно оси Оу.
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Известно, что график функции у — —т выглядит так
xz

(см. чертеж)

2) Так как точка пересечения касательных принадлежит

оси Оу и касательные проведены к графику четной

функции, то угол касательных с осью Оу равен 45°.

Тогда |tg<p| = 1.

3) tgc^ = 1, значит -8xq3 = 1; х0 = ^8 = -\/8 = -2,

т.е. zo
= -2; у (-2) = 7—у = 1; у = 1 + 1 ■ (я + 2);

(-2Г
у = х + 3 | в точке xq

— ~~2.

4) tg(^> = — 1, значит —8х0к

2/(2) = | = i;

-1; :г0=^/8 = 2, т. е. хо
= 2;

у = 1 + (—1) {х — 2); \у = —х + 3 | в точке xq
= 2.

7. Касательная к графику кривой у=Ых— 1

перпендикулярна прямой у — —х log14 e + 4. Найдите координаты точки

касания и напишите уравнение этой касательной.

Пусть у = ах+Ь касательная к графику кривой у = Ых
— 1,

тогда а — = In 14 (так как прямые JL).
log14'

у' = (14ж — 1); = Ых In 14, значит In 14 = 14ж° In 14, тогда

14*° = 1, :г0 = 0. у(0) = 14° —1 = 0; у = 0+ЫЫ(х - 0),
т. е. | у = In 14 · ж|, где точка касания (0; 0).
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8. Напишите уравнение касательной и нормали к графику
кривой у = х3+2х—1 в точке пересечения с кривой у = 2х2.

х3 + 2х - 1 = 2х2. Пусть φ{χ) = χ3 - 2х2 + 2х - 1.

Так как ψ{1) = 0, то φ(χ) \ (х — 1).

(£><0)

х3 - 2х2 + 2х -

х3 — х2

- х2 + 2х

— х2 + х

х-

х-

Таким образом,
чения.

-1 х-1

х2 — χ + 1

-1

-1

ТОЛЬКО Xq
= 1 абсцисса точки пересе-

Пусть f(x) = x3+2x-l; /(1) = 1+2-1 = 2; f(x) = 3x2+2;
/;(1) = 3-1 + 2 = 5; у = 2 + 5 (х - 1); [ у = Ъх - 3

Нормаль
— это прямая, перпендикулярная касательной

прямой в точке xq. Тогда к = —- (условие перпендикуляр-
5

1 1
ности к2 = ——), значит у

= 2—-{х — 1):
к\ 5

у = -~х + 2,2

9. Найдите расстояние между касательными, проведенными

к графику кривой у = х3 — Зх в точках пересечения ее

с осью абсцисс.

Примечание. Понятие расстояния между прямыми в

плоскости можно ввести только для параллельных

прямых.

у = 0; х3 - Зх = 0;

χ — л/3
х = 0

χ — —уЗ

у' = (дЗ _ Зху = Зх2 _ 3; у' (^/з) = 3 · 3 - 3 = 6;

ϊ/ (0) = -3; l/ (-V5) =3-3-3 = 6,

тогда только касательные в точке xq = \/3 и точке

хо
—

— л/3 — параллельны.
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а) у = б(х - у/3) ;

у
— 6х — 6л/3 I '· h — касательная в точке χо

= \/3.

б) у = 6 (х + у/3) ;

у = 6х + 6\/3 : h — касательная в точке х0 -у/г.

Найдем уравнение прямой, перпендикулярной каса-

1 1
тельной: к = —-, тогда у

= — ~х (h-Lh).

Затем найдем точки пересечения этих прямых.

у = 6ж — 6\/3

36\/3

— -χ = 6х — бл/З; 6-х = 6\лЗ;
о 6

6\/3~
'

37
'

Збл/3 _6л/3
37

'

37

г)
V = -g*

[ у = 6х + 6\/3

36\/3

—-χ = 6х + 6v3;

Z2

АВ =

37
У2

6у/3
37

'
В

36>/3 6\/3
37

'

37

/36\/3 36\/з\ /бл/З 6\/3N
Μ ^ 37

+
37 j +

\ ~зТ~+ 37

=
у/(72у/3)2 + (12ч/3~)2

=

ι2ν/62 · 3 + 3
=

12хЛП
37 37 37

'

Можно было сразу найти, если помнить, что

S(h;h) =

к2 + 1
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10. Найдите угол между кривыми f(x) = л/25 — х2

и д(х) = у/х + 5.

D(f): 5 < χ < 5.

V25 - ж2 = χ/ζ+ 5; 25 - ж2 = χ + 5; ж2 + χ - 20 = 0;

::4-5^(/). ™=^; <?'(*) =
ι

а) х0 = 4; /'(4) =
χ/25 - 16

2^/x + Ъ

4 1 1

'3' 5i j
2χ/4Τ5 6'

tg0 =

4

3

1

б

-e-
14'

,136> = arctgl—

б) В точке жо
= —5 не существует /'(—5) и </(—5), тогда

в точке хо
= —5 касательные параллельны (т. е.

совпадают), так как они перпендикулярны оси Ох.

11. Найдите площадь треугольника, ограниченного
касательными к графикам кривых f(x) = 7· 18ж+2 и д(х) = 6-21ж+2
в точке их пересечения и осью ординат.

Найдем точку пересечения.

д(х) = f(x); 7 ■ 18*+2 = 6 · 21ж+2;
18

х+2 х+2

х + 2 = 1; xq = —1.
6

21У 7' V<7 VJ,

f'(x) = 7 · 18х+2 In 18; д'(х) = 6 · 21ж+2 In 21.

Напишем уравнения касательных к кривым в этой точке.
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а) / (-1) = 7 · 18-1+2 = 7 · 18 = 126;

/' (-1) = 7 · 18~1+2 · Ь18 = 126 · In 18;

у = 126 + 126Ы8(я + 1);
к у = 1261п18-а; + 1261п(18е)

б) д (-1) = 6 · 21~1+2 = 6 · 21 = 126;

д' (-1) = 6 · 21-1+2 · 1п21 = 126 · 1п21;

у = 126 + 1261п21(ж + 1);
у = 1261п21-а; + 1261п(21е)

Рассмотрим только графики касательных к кривым

в точке их пересечения. Найдем точки пересечения

касательных с осью ординат.

в) ж = 0; у = 1261п(18е) 1г.

г) х = 0; у = 1261n(21e) h-

126-ln(21e)

126-1п(18е)

4126

Тогда 5Δ = - (126 In (21е) - 126 In (18e)) · 1, так как

высота данного треугольника равна 1. £Δ = 631η

12. Найдите расстояние между параллельными касательными

к графикам кривых f(x) = In 81 · log3 (Зх — 2) — 1

и д(х) = In —— · log5 (5 — 4х) + 2 в точках с одинаковыми
J..ZD

абсциссами.

Известно, что содержательный смысл понятия расстояния

определен только для параллельных прямых. А у

параллельных прямых их угловые коэффициенты равны.
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Пх) = Ш1' з^log3 е; д'{х) = 1ηύ~5' τ^χlog5 e·

Так как In 81 · log3 e = 4; In —— log5 е = —3,
125

loga 6 · logfc a = 1; In 81 = 4 In 3; In —- = —3 In 5

3 · 4 (-4) (-3)
T°

3^Τ2
= -τ^-· S-4xo = 3x„-2; x„ = 1.

Напишем уравнения касательных.

a) /(l) = ln81-log3l-l = -l; /'(1) =4-3·^-^ = 12;

у = -1 + 12(а;-1); \у = 12х - 13].

б) 5(l) = ln^.log5(5-4-l) + 2 = 0 + 2 = 2;

5'(1) = 12; у = 2 + 12(а;-1); [ у = 12аг — 10

Найдем по формуле расстояние. АВ = ^— ;

._ |13-10|ν^2*+Τ Зл/145 ,

1οη.АВ =
'

^ =

-^- (см. с. 189).

13. Напишите уравнения общих касательных к графикам
кривых f{x) = χ2 — χ и д{х) — —х2 — Ъх — 6 и угол между

ними.

а) I у
_

, ; х2 — (а + 1) χ — 6 — 0. Для того чтобы

Пусть у = ах + b — касательная, тогда

с2
ах + b

'

было единственное решение: ί) = 0; (a + l) +46 = 0.

б) <
. , ; -χ2 - Ъх - 6 = ах + 6;

х2 + (а + 5) χ + Ъ + 6 = 0; D = (а + 5)2 - 46 - 24 = 0,
т.е. (а + 5) =46+24. Так как это должно выполняться

Γ(Ω' -2

\(а
одновременно, то < ;_

+
2
_ ^ _ ^ = Q

,
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г/-(~3+2^)х-3-2^

y=-(3+2J2)x-3-2J2

значит (а + I)2 + (а + 5)2 - 24 = 0;

а2 + 2а + 1 + а2 + 10а + 25 - 24 = 0;
а = -3 + 2л/2

/ρ- , то соответственно

а = —о
—

zv *

/х : у = (-3 + 2л/2) ж - 3 + 2ч/2;
/2 : у =

- (3 + 2>/2) ж - 3 - 2л/2;
-3 + 2\/2 - (-3 - 2V2)

g ~

1 + (-3 + 2\/2) (-3 - 2V5)
~

6> = arctg2\/2.

а2 + 6а + 1 = 0;

6=-3 + 2л/2
6 = -3 - 2лД

'

4V^
= 2ч/2;

Примечание. Обратите внимание на тот факт, что

графики этих функций центрально-симметричны

относительно точки М(—1;0).
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14. К графику кривой у = -х проведены взаимно

перпендикулярные касательные. Найдите уравнение кривой,
которой принадлежат все точки, из которых кривая видна под

углом в 90'

точки касания.Пусть Α Ιχχ; -xlj ; В (х2; -х%
С (хо; уо) — координаты точки пересечения взаимно

перпендикулярных касательных.

а) у' = (l^2) =

2Ж' У'^ =

2Ж1' У^
=

4**'
1 2 1

, ч

у= -хг +-χι (х - χι), т.е.
1 1 2

У
=

ψ\Χ
~

-;Х\

б) у'{х2) = ^2; у(х2) = -£с\\ у =-ΧΙ + ^Х2 (χ - Х2);

1 1 2
У = ψ2Χ

-

4^2

в) Но касательные взаимно перпендикулярны

и
1 1 1

т.е. к2 = -γ-, тогда -х2 = —л—; х\х2

Г1

-4.



212 Геометрический смысл понятия производной

Все условия а), б) и в) выполняются одновременно, значит

необходимо решить систему

1
у = -ψ\Χ-

1
У = r^z

-

1 2

1 2

-4*2
Х\Х2 — —4

Но касательные прямые должны проходить через точку

С(хо;уо), значит

1
Уо = 2Ж1жо

-

1
Уо = 2χ2^ο

-

х\Х2 = —4

хо , ч

TJ (^1 - Х2)

1 2

"Г1

"к»'

--Оп-

Ш-S

Ш+Ш.

- ж2) (х\ + ж2)

y(a?i+a;2)-^(a;5 + a;l)=2yo
;

Х\Х<1 = —4

(χι - Х2) (2ж0 - (#1 + Х2)) = 0

у {χι + Х2) - ^ ((αϊ + ^2)2 - 2xix2J = 2у0 ;

#1^2 = -4

(αϊ + жг) = 2х0

^..2хо-\((2х0)2-2(-4))=2уо.
Х\Х2 — -4

Из второго уравнения получим 2уо =

#о
~~

хо
~~ 2, т. е.

уо — -1 не зависит от зд, значит у
= — 1 — кривая, на

которой находятся все точки пересечения взаимно

перпендикулярных касательных.

Примечание. Эта задача есть частный случай более

общей задачи по нахождению кривой д(х), из каждой точки

которой можно провести к кривой f{x) касательные,

образующие между собой один и тот же угол.
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Проверочная работа 3

L 1) Напишите уравнение касательной к графику

f(x) = χ4 — Ъх2 + 8, параллельной у = Ylx + 1.

2) Найдите угол между кривыми f{x) — χ4 — Ъх2 + 8

и д{х) = 4 — х2.

3) Вычислите /(-0,99).

2. 1) Напишите уравнения касательных к графику

f(x) = χ3 — 4χ2, перпендикулярных прямой у = —~х+1.
о

2) Найдите расстояние между такими касательными.

3) Вычислите /(3,02).

3
3. Найдите уравнения касательных к кривой у = — ~х4+х2+1,

являющихся взаимно перпендикулярными.

4. Найдите уравнение касательной, общей для двух кривых

f{x) = -χ2 ид(х) = -.

5. 1) Найдите абсциссы точек касания касательных к кривой

у = х4 — 2х3 + х2 + 19х + 93, параллельных прямой

у = 19х + 3.

2) Напишите уравнения таких касательных.

3) Найдите все уравнения прямых, касающихся кривой

у = х4 — 2х3 + х2 + 19ж + 93 в двух точках.
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Решение проверочной работы 3

1. 1) Напишите уравнение касательной к графику

f(x) = χ4 — Ъх2 + 8, параллельной, у = Ylx + 1.

Пусть χ — xq
— абсцисса точек касания.

f(x) = 4х3 - l(te = 12; 2х3 - Ъх - 6 = 0.

Так как 2х3 - Ъх - 6 = (х - 2) (2х2 + 4х + 3) (D < 0),
ТО Xq

= 2.

уо = /(2) = 24 - 5 · 22 + 8 - 4; у = 4 + 12 {х - 2);

Гу~= 12ж-20|.

2) Найдите угол между кривыми /(ж) = я4 — Ъх2 + 8

и д(х) = 4 — х2.

х4-Ъх2 + 8 = 4-х2; х4-4х2 + 4 = 0; (х2-2)2 = 0;

х\ = у/2; X2 = -\/2.

f(x) = Ах3 - Юя; д'{х) = -2х;

/' (хг) = 4 (χ/2)3 - 10^2 = 8^2 - Юл/2 - -2>/2 = А*;

^(a;i) = -2>/2 = fc2.

Так как ^ = ^5 то в точке с абсциссой х\ — \/2
существует единственная касательная и для f(x) =

— χ4 — 5х2 + 8, и для д(х) = 4 — х2. В данном случае это

точки касания, и угол между совпадающими

касательными равен 0. Данные функции четные, а значит их

графики симметричны относительно оси Оу, поэтому

в точке с абсциссой Х2 — —у/2 существует

единственная для обеих функций касательная.

3) Вычислите /(-0,99).
Пусть хо — —1; χ — xq = Ах;
Ах = -0,99 - (-1) = 0,01, т. е. Ах = 0,01.
Так как /(ж) « / (х0) + f (х0) (х - хо),
/ (хо) = / (-1) = (-1)4 - 5 (-1)2 + 8-4,

//(зд) = //(-1)=4(-1)3-Ю(-1) = 6,
то f(x) w 4 + 6 · 0,01 = 4,06.
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2. 1) Напишите уравнения касательных к графику
1

f{x) = х3 —4х, перпендикулярных прямой у = ——х+ 1.

Так как fci = --, то прямая, перпендикулярная к ней,
о

имеет угловой коэффициент &2 — ~τ~ι т-е- ^2 — 3.

Значит, f\x) = Зх2 — 8х = 3;

Зх2 - 8х - 3 = 0;

si,2
4±х/Тб~+~9 4±5

1 .

3
3 3

'

а) Пусть χι = 3.

Так как у
= f (χι) + f (χι) (χ — χ\) —

уравнение

касательной, где / {χ{) = /(3) = 27 — 36 = —9,

το //(m) = //(3) = 3-32-8-3 = 3;

y = -9 + 3(x-3)]

| у = Зх — 18 I — h — касательная.

б) Пусть Х2 = —-.

f<?*)=f[-\
ГЫ = Г

1

3/ V 3

(можно было не вычислять)

_J^_4 __13
~27 9~~27'

3/ 3 3

У
!3 of 1

'27+ЧЖ+3
13

у = Зж + 1- —;

14
У = 3*+-

- /а
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2) Найдите расстояние между такими касательными.

г/А

Из Apkt S (liik) = tk, где tk = pkshi(p.

у = Зх — 18; у = 0; χ = 6.

14
Л

14
2/ = 3* + -; у = 0; * = --.

tg φ = 3; sin <£>

3

tgV

ч/i + tgV

sm<£

tk = 6

'

vTTF

14 3

в
= и'*

500-3
10

81 10 81 · 10

3) Вычислите /(3,02).

so = 3; Да; = 3,02 - 3 = 0,02;

/(ζο) = /(3) = 32-4·32 = -9;

/' (xo) = /'(3) = 3 · З2 - 8 · 3 = 3;

/ (3,02) « -9 + 3 (0,02) = -8,94.

50

27

ου г—

—-VIOl
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3. Найдите уравнения касательных к кривой у= — -х4+х2+1,
являющихся взаимно перпендикулярными.

а) у' = -Зх3 + 2х.

Прямые у = к\х + Ь\ и у = к2Х + Ь2 взаимно

перпендикулярны при к2 = —

т~ · Пусть хо
— абсцисса точки

кг
касания данной кривой и прямой у = к\ + &ь тогда

f(x0) = -3x30 + 2x0 = k1.
3

Так как исходная функция у — —-х +х +1— четная,

то ее график симметричен относительно оси ординат.

xf0 — точка касания кривой и у = к2Х+ Ь2 симметрична

хо, поэтому Xq
= —хо, значит

у' {х'о) = у' {-хо) = З^о - 2^о = к2.

б) Учитывая, что к2 = —— получим,
к\

3x1 - 2хо = -^тя 7Г~~ 5 (3:ro ~ 2х0)ϋ0
3xjj — 2хо'

Зяг§- 3x1 - 2х0 - 1 = 0
я

3x1 - 2х0 + 1 = 0
'

■g - 2х0 = 1

[3xq — 2хо — -1
'

(х0 - 1) (Зх£ + Зх0 + 1) = О

(х0 + 1) (3x1 - Зх0 + 1) = 0
'

Так как 3x1 ± Зх0 + 1 φ О (D < 0), то

-3 · I3 + 2 · 1 = -1;

жо = 1

в) хо = 1; у'{1)

у(1) = -4 + 1 + 1 = 1,25; у - 1,25 + (-1) (х - 1);

2/ = -х + 2,25

г) х0 = -1.

Рассуждая аналогично, получим

\у = х + 2,251.
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4. Найдите уравнение касательной, общей для двух кривых

f{x) = -х2 и д{х) = -.

£ X

общая касательная, тогда у уравнений
1 2 4
-х и у =

—

должен быть единственный корень, причем
2 χ

Пусть у — кх+ Ь

У

при одних и тех же значениях к и 6.

х2 - 1кх - 26 = 0; кх2 + Ьх - 4 = 0;

Г D = к2 + 26 = 0

1 D = Ь2 + 16fc = 0
'

6=-^22
1

fc5 + 16fc = 0

Значит А;4 + 64А; = 0; fc (к3 + 64) = 0;
к = 0

к = -4

к = 0 — вырожденный случай (не является касательной

к = -4; 6 = -^ (-4)2 = -8, то-

общая для двух графиков функций

для у = д(х)). При к = -4; Ь = -~(-4)2 = -8,

тогда у — —4х — 8

касательная.

5. 1) Найдите абсциссы точек касания касательных к кривой

у = х4 — 2х3 + х2 + 19х + 93, параллельных прямой

у = 19ж + 3.

Пусть χ = xq
— абсцисса точки касания.

j/ = 4х3 - 6х2 + 2х + 19 = 19;

4х3 - 6х2 + Ίχ = Ίχ (2х2 - Зх + 1) = 2х (2ж - 1) (ж - 1);

XQ =

χο =

= 0

1
=

2

а;о = 1
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2) Нап

фор

а)

б)

в)

ишите уравнения таких касательных. Используем
мулу | у = у(х0) + у'(хо)(х -хо)\.
х = 0;
у(0) = 93; у =

у = 19ж + 93 | -

1

Ж=2;

у = 102^ + 19

у = 19х + 93—

= 93 + 19 (ж - 0);
- k; 4(0; 93).

.1 + Q)2 + 19.1+93 = 102JL;

Ν)'
-Ы c(i;lM±).

χ = 1;

у(1) = 1-2+1 + 19+93 = 112; у = 112+19(ж - 1);

1 у = 19а; + 93"! - /3; 5(1; 112)

Примечание. Оказалось, что прямая у = 19а; + 93

касается кривой у = х4 — 2х3 + х2 + 19а; + 93 в двух

точках.

3) Найдите все уравнения прямых, касающихся кривой

2а;3 + х2 + 19а; + 93 в двух точках.
4

у = х*

Пусть кривая касается прямой у = кх + 6 в двух

точках, тогда уравнение х4 — 2х3 + х2 + 19а: + 93 = fca; + Ь

имеет только 2 корня. Перенесем правую часть в левую

и сгруппируем.

Получим х4 - 2а;3 + х2 + (19 - к)х + 93 - b = 0

или (ж(д; - I))2 + (19 - к)х + 93 - 6 = 0.

Очевидно, что график у = {х (х — 1)) имеет

единственную прямую, касающуюся его в двух точках. Это ось

абсцисс у = 0. Тогда χ = 0, χ = 1.

Теперь рассмотрим уравнение

(х {х - I))2 + (19 - к) χ + (93 - 6) = 0.
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а) при χ = 0; 93 - Ь = 0; Ъ = 93;

б) при χ = 1; 19 — к + 93 — 6 = 0; тогда при b = 93

19 — fc = 0; Л; = 19; значит касательная примет вид

у = 19я + 93.

Итак, при χ = 0; у = 93; А (0; 93).

При я = 1; у =112; 5(1; 112).

Значит существует единственная прямая у = 19ж + 93,

касающаяся кривой у = х4 — 2хг + я2 + 19ж + 93 в двух

точках.
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Историческая справка

Понятие касательной одно из древнейших. Еще в древней

Греции с помощью циркуля и линейки умели проводить

касательные к окружностям, эллипсам, гиперболам, параболам.
Много позже Галилей (1564-1642), итальянский физик и астроном

ввел циклоиду. Р.Декарт (1596-1650) и П. Ферма (1601-1665)
построили к ней касательную, и интерес к касательным

существенно возрос. Построение касательных — одна из задач,

которые привели к появлению основ дифференциального
исчисления. Первый опубликованный труд на эту тему

принадлежал Готфриду Лейбницу (1646-1716) — знаменитому

немецкому математику, физику, философу. А труд назывался «Новый

метод максимумов и минимумов, а также касательных, для

которых не служат препятствиями ни дробные, ни

иррациональные величины, и особый для этого род исчисления».

Следующий шаг в теории экстремумов был сделан, когда стали искать

кривые, наилучшие с той или иной точки зрения. Впервые
задачу о нахождении поверхности вращения, испытывающей

наименьшее сопротивление в некоторой «редкой» среде, дал

Исаак Ньютон (1643-1727), выдающийся английский

математик, физик, астроном и философ, в 1687 г. в фундаментальном
труде «Математические начала натуральной философии», но

так в свое время был до конца и не понят. И только к

середине XX появилась теория оптимального управления,

создателем которой был российский ученый Лев Семенович Понт-

рягин (1908-1988), осмысливший и развивший идеи Ньютона

с этой точки зрения.
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Основные теоремы
дифференциального
исчисления

Теоремы
Для рассмотрения теорем напомним определение наибольшего

и наименьшего значения функции.

Определения:

a) f(x0)
б) f(x0)

— i/наиб?

—

Унаим ?

если

если

f(xo)
f(xo)

>f(x)
<f(x)

для

для

Уж е (а;
Уж € (а

ь);
;Ь).

Теорема 1 (Пьера Ферма)10. Пусть функция у = f(x)
такова, что

1. она определена на множестве (а; 6), т. е. D (/) = (а; 6);
2. во внутренней точке хо (т.е. xq € (а;6)) существует

наибольшее или наименьшее значение функции;
3. существует конечная производная в точке xq, т.е. 3/'(:го)·

Тогда /'Ы = О

10
Эта теорема воспроизводит только идею, которую применял П. Ферма

(1601-1665, Франция) для нахождения наибольших и наименьших

значений функции, используя понятия касательной, параллельной оси Ох.

Понятие производной ему было еще не известно.
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Пример 1. Дана функция у = sin я. Найдите точку xq, для

которой все условия теоремы 1 выполняются.

Пусть:

а) £)(/) = (0;π) (аналогично на (π;2π));

sm — = 1 — наибольшее значение наб) при х0 = -

уу-
(0;π);

в) у' = (sin ж)7 = cos я; у' ( — 1 = cos — = 0.

выполняются.

7Г / 7Г

Вывод. При xq = — f [ — ] = 0 — все условия теоремы

Теорема 2 (Мишеля Ролля)11
У

у-Λχ^-
1
1

1
1

α 0

1

■—■j f *■—,^,^^^

1

с

ι
ι
ι
1 w

6 i

Пусть у = /(#)? гДе Ό (/) = [α; 6] и для нее выполняются

следующие условия:

1- У = /(#) непрерывна на [а; 6];

2. 3f'(x) — конечная производная на (а; 6);

3. f(a) = f(b).

Тогда: 3 с € (а; 6), такая что /' (с) = 0.

11
М. Ролль (1652-1719, Франция) доказал эту теорему только для

многочленов.
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Пример 2. Дана функция у = х3 — Зх. Найдите точки, для

которых все условия теоремы 2 выполняются.

а) При у = О

χ = \/3
χ = 0 —

корни функции,
χ = — л/3

т. е. / (—л/3) = / (0) = / (\/3) (условие 3 — выполнено).

б) В силу непрерывности у = ж3 - За; на R, у = ж3 — Зх

непрерывна на [~\/3;0] и на [0; л/З]-

в) у' — Зх — 3, причем если у9 = 0, то
тх = 1Е (0;л/3)
,я = -1€ (~\/3;0)

*

Итак, для ci = 1 G (θ; л/3) и для С2
= — 1 € (—л/3;0) все

условия теоремы 2 выполняются.

Следствие. Между корнями дифференцируемой функции
всегда лежит хотя бы один корень производной.

Примечание. На геометрическом языке теорема 2 (М, Ролля)
означает, что если на кривой есть точки с одинаковыми

ординатами, то между ними на кривой найдется точка, в которой
касательная параллельна оси абсцисс.

Теорема 3 (Жозефа Луи Лагранжа)12
Пусть у = /(ж), где D (/) = [а; 6] и для нее выполняются

следующие условия:

1- У — f(x) — непрерывна на [а; 6];

2. 3f'(x) — конечная производная на (а; 6).

Тогда dc € (α; 6), такая что / (с) = ·

Жозеф Луи Лагранж (1736-1813, Франция).
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Примечания.

1. Теорема 2 (М.Ролля) — частный случай теоремы 3

(Лагранжа), когда f{a) = f(b).

2. Геометрически теорема Лагранжа означает, что всегда

найдется точка M(c,f(c)) на кривой (а<с<Ь) у = /(#),
в которой касательная параллельна секущей АВ (точки
A(a;f(a)) и В(6;/(&))).

Пример 3. Дана функция у = х2. Найдите точку С с

абсциссой xq на [т; η], для которой справедлива теорема Лагранжа.



226 Основные теоремы дифференциального исчисления

1. /(п) = п2 и f(m) = m2,
f{n) - f(m)

_

η2 - m2
тогда η + m.

?г-Н m

η — πι η — πι

2. /'(χ) = 2ж, тогда 2х = m + η; χ

τι + τη -,Ιπι + η (τη + η
т. е. с = —-—; точка G —-—

Пример 4. На кривой у = х3 найдите точку, касательная в

которой параллельна прямой, проходящей через точки А{—1; — 1)
и В(2;8) (терема Лагранжа).

*^ = |=(=Ц = f = 3; Ю' = 3*2; 3z2 = 3;

ж= 1

х = -1
' тогда

Ответ: в точках Л(—1;— 1) и С(1; 1).



Теоремы 227

Теорема 4 (Огюста Луи Коши)13
Пусть у = /(ж), где D (/) = [а; Ь], и у = £(ж), где JD (#) = [а; 6],
и для этих функций выполняются следующие условия:

1· У — f(x) и У — 9(х) непрерывны на [а; Ь];
2. существует конечная производная для fix) и д'{х)

на (а; 6), где #'(#) ^ 0 на (а; 6).
Тогда

Зс G (а; 6) такая, что —ттт )~4~ = ., t , если d (с) ^ ОV У
д(Р)-д(а) д'(с)'

У У J ^

и £ (Ь) φ д (а).

Примечание. Очевидно, что теорема Лагранжа есть частный

случай теоремы Коши, если положить д(х) — χ

(д{а)=а\ д(Ь) = Ь).

Пример 5. Даны функции у = f(x) = χ3 + 2х + 3 и

у = д(х) — х1 — χ на [1; 2]. Найдите точку с абсциссой xq = с,

для которой справедлива теорема Коши.

а) /(2) = 8+4+3-15; /(1) = 1+2+ 3 = 6; /(2)-/(1) = 9.

б) 5(2) =4-2 = 2; 5(1) = 1-1 = 0; д(2)
- д(1) = 2;

/(2) - /(1)
_

9

0(2)-<?(1) 2-

в) f'(x) = 3x2 + 2.

г) g (а;) = 2ж — 1; тогда
—

6ж2 - 18а; + 13 = 0; ж1)2 =

9± \/3

5'(ж) 2а; - 1

6ж2

9 ± л/81 - 78 9±\/3

За;2 + 2 9
д) Решим уравнение

— — = -. 6а;2 + 4 = 18ж — 9;
ΔιΧ J. Δι

€[1;2], т.е.

9 +у/3
с = —-—

9-\/3'

1
Огюст Луи Коши (1789-1857, Франция).
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Метод Лопиталя14

Раскрытие неопределенностей
методом Лопиталя

Теорема 5. Пусть даны у = f(x) и д(х) непрерывные и

дифференцируемые на (α — ε; α + ε), где χ — а
—

корень (нуль)
этих функций, т. е. / (а) = д (а) = 0.

Тогда если существует lim .) ч ,
то

х->а д'[х)

3 lim
, ч, причем lim = lim ——-τ-.

х->а g[x) x->a g[x) x->a g'(χ)

Примечания.

1. Значение α может быть как конечным, так и бесконечным.

2. Если отношение производных приводит к

неопределенности, то правило можно повторить.

3. При помощи правила Лопиталя
— И. Бернулли можно

раскрывать неопределенности вида 0°, 1°°, оо°, -, —, О-оо
0 оо

(см. с. 30).

, ,.
х3-1

,. (х3-!)' ,.
За;2

Пример 1. lim —= = lim -^— V = hm -^—
—

ж->1 X2 - 1 ж->1 (ж2 _ I)7 я->1 2я

ol
неопределенность вида -

3
ι-

χ2 3
г= - lim — = - lim x = 1,5.

2 ж->1 ж 2 ж->1

Этот результат, в данном случае, можно легко проверить.

аг-1
Ί. (х-1) (х2 + х + 1) Έ.

х2 + х + 1
1 Τ 111

^ ' 1 1VI "»

х3
lim —^

= lim -—;—' \ '———- = lim
ж-»1 X2 — 1 ж->1 (ж — 1) (ж + 1) ж-»1 Ж+1

ί±Ι±Ι-15
1 + 1

-1'5·

Гильом Франсуа Лопиталь (1661-1704), Иван Бернулли (1667-1748).



Раскрытие неопределенностей методом Лопиталя 229

Пример 2. lim .

= lim -г

χ-+ι уЪ^~ 1 *->ι (>/2=ϊ- Ι)'
-1

Λ. 2^β^Ί .. у/Т^х 1
= lim = lim .

= -.

χ->ι -1 ж->1 yjb-x 2

2х/2^^
Очевидно, что в данном примере можно использовать и домно-

жение числителя и знаменателя на сопряженные выражения

(см. стр. 31).

Пример 3. lim (χ - 1)Ых = lim J™M*-i) = βΚ"\(ΐ**·ΐη(*-ΐ))_
χ—Λ χ—>1

Заменим неопределенность вида 0° на неопределенность вида

О-оо.
In χ

Рассмотрим lim (In χ · In (χ — 1)) = lim - =

χ—л χ—л 1

0

неопределенность вида
-

1

\п(х - 1)

,. χ ,.
1η (χ — 1)

— iim —

—

= _ nm
ν i

χ->ι 1 1 ж-* ι χ

In2 (я - 1) ж - 1 я - 1

[неопределенность сохраняется]

2 г1п(я-1) .

,
я-1

v у
In Qr-1

= - lim —( -τ —г-г- = 2 hm ——л
-

х->1 1(ж—1) — 1(ж) ж->1 1

(я-1)2 я-1

[неопределенность сохраняется]
1

= 2 lim *~] = -2 lim (χ - 1) = 0.
я->1 0-1 я->1

V У

(χ -1)2
Тогда lim <**Ч*-Ч = ^"Ч*-!)) = ео = L

ж—>1

Пришлось трижды применять правило Лопиталя — Бернулли.
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Примечания. 1. В примере 3 использована идея правила

Лопиталя — Бернулли. Хотя такие примеры рассматривались

существенно позже, их решал уже О. Л. Коши.

2. Для вычисления предела lim еЫхЛп(х-1) 'было использовано
χ—Λ

f{
v lim f(x)

известное свойство lim a/w =ах~*х° (где a>0, y = f(x) —
Х—+Х0

непрерывная функция).

Пример 4. Важный контрпример:

г
х2 + Ъх + 1 15

lim —2—
= —. Ьсли же применять правило Лопиталя,

X *£ X ZiX ~y~ т: О

,.
х2 + 5х + 1

,.
2х + 5 9

то lim —^— = lim —^—- = —- — явно другой результат.
х-+2 х3 - 2х + 4 *->2 3:г2-2 10

FJ F J

В чем же дело? А в том, что правило Лопиталя применимо,

только если есть неопределенность, а ее здесь нет.

Пример 5. Сравним с помощью правила Лопиталя скорость

роста степенной, показательной и логарифмической функций.

1) \а> 11 η е Ν

ах _ ах In a . аж (In a)
lim — = lim т

= lim —

ж->оо χη ж->оо ηχη_1 ж->оо η·(η — 1) Хп~^

л. αχ(\τια)η
= lim —^-^— — оо,

значит показательная функция растет быстрее, чем

степенная функция (с любым натуральным показателем).

2) 1 а > 11 lim = lim = lim nxnlna = oo.
χ—>οο log~ χ χ—*oo 1 ж—>oo

- bga e

Очевидно, что степенная функция растет быстрее, чем

логарифмическая.
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Практикум 16

Вычислите (используя правило Лопиталя):

ех _ еа
1. lim ;

χ->α χ
— а

Λ .. ех — е
х

2. hm
χ-+ο]η(1 + χ)

'

3. lim
^/2x Л — Аχ* - ух

х-+1 1-^3

..
χ + 21η χ

4. lim ;
χ—>оо χ

5. lim ( - -—

χ->ι \x
— 1 m χ

6. lim

χ — sin χ
7. lim

ж->0 X3

tgbx
8. lim

π tg3x

9. limlz.ctgl);
10. НтД(1-z)tg|z
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Решение практикума 16

Вычислите (используя правило Лопиталя):

1. lim = lim — = ΕΊ
χ—>α χ

— α χ—>α 1

2. lim lim
ex + e-x e0 + e0

x->o]n(l + χ) χ->ο 1
m.

1+x 1+0

2 - 4ж3 1

n
.. V2x - x4 - tyx ,. 2^2x - x4 zVx1

3. lim
,,

—
= lim

2-4 1

vx3 ж-*1 3 _i
-x 4

2-1 3 16

9

ж—>оо χ ж—>оо 1

к τ / 1 1 \ v
lnz-z + l

5. lim - = hm —

χ-+\\χ—\ in χ J χ->ι (χ
— 1) In я

= lim
гс->1

= lim
гс->1

i-l
= lim

1-х

1 ·1ηχ +

-1

χ — 1 ж-»1 χ In χ + χ — 1

χ

= lim
. χ

л
z->iln:r + 2

1η χ Η h 1
χ

Пришлось дважды применить правило Лопиталя

6. lim
r-Π _ пП

= lim
тхт г тат г

х-*а х,ь — а'1 х—>а ΠΧгг-1 пап-1

т

η
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_ .. χ — sinx ..
1 — cos χ

..
sin χ

..
cos x

7. lim ^
= lim ——τ;— = lim —— = lim

x->0 x° *o 3x2 *o 6x ж->0 6

а) Пришлось трижды применить правило Лопиталя.

б) По сути это значит, что sin χ « χ— -χ3. При χ = 0,1

радиан sin 0,1 «0,1-
0,001

= 0,1-0,000167 = 0,099833, что

совпадает с точностью шестизначных таблиц Брадиса.

в) Разумеется sin χ « χ — менее точное приближение.

5

tg5x .. cos25x .. 5cos23x
8. lim —— = lim = lim --

π tg 3x
_

X^
2

*^
2 cos2 3x

π 3 COS2 5x

5

3
lim

cos3x

π cos5x
lim

5 3^
3'52

/
sin3x

\

lim
.

π sinox

\*^ 2

\χ-

3

5

-3sin3x

-5sin5x

9. lim χ · ctg -
x->o V 2

lim
χ

= lim
1

ж->0 Χ x->0 ο ΓΠς2 £

tg-
ZCOb

2

= 2cos20 =

10. lim [ (1 — x) tg —x ) = lim —
^i\v J ь

2 J x-+i
.

π

χ
= lim

ctg-ж
ж-»1 π

"2

-Ι-Ρβ.ι.-

• 271"
sm —ж



Основные свойства

функций

Возрастание и убывание функций

Условия постоянства, возрастания
и убывания функции

Теорема 6. Пусть дана у — f{x) и выполняются следующие

условия:

1) £>(/) = [а; 6];

2) f(x) непрерывна на [а; 6];

3) на (а; 6) существует конечная производная f{x).

Тогда:

а) для того чтобы у = f{x) была постоянной, необходимо

и достаточно, чтобы f'{x) = 0;

б) для того чтобы y = f{x) была возрастающей (убывающей),
необходимо и достаточно, чтобы f'{x) ^ 0 (f'(x) ^ 0).

в) Для того чтобы y = f(x) была строго возрастающей

(убывающей), достаточно, чтобы f'(x) > 0 (/'(#) < 0).



Условия постоянства, возрастания и убывания функции 235

Доказательство.

а) Необходимость.
Если f(x) = const — постоянная, то f\x) = 0.

Достаточность.

Из условий теоремы 6 следует, что теорема 3 (Лагранжа)
выполняется, следовательно для любого χ Ε [α; b]
существует такое с из \a\x\, что f(x) — /(α) = f'(c)(x — α),
где а < с < χ, так как /'(с) = 0, значит f(x) = /(α) для

любого χ Ε [а; 6].

б) Необходимость.

Пусть у = f(x) —

возрастающая в широком смысле,

т.е. если а < xq < χ < 6, то f{x) ^ / (xq) ,
зна-

f(x)-f(xo) Λ „

чит ^ 0. Переходя к пределу, получим
X XQ

lim/(,)-/(.o)
χ->χο χ — xq

Достаточность.
По теореме 3 (Лагранжа) если

[#25 #ι] С [а; 6], то существует такое с, что

/ (χι) - f (х2) = f (с) Οι - х2), где х2 < с < хъ

Так как /'(с) ^ 0 и а;ι > #2, то / (αχ) ^ / (жг), ч. т.д.

в) Достаточность.

Пусть f'{x) > 0 на (а; 6), [#2; #i] С [а; 6]. По теореме 3

(Лагранжа) для [χ25^ι] существует такое с, что f (х\)—
f fa) = /;(с) (χι - X2), где Х2 < с < χι. Так как f (с) > 0

И Я1 > Ж2, ТО / (Χι) > / (ж2) ,
Ч. Т. Д.

Следствие. Если у = /(ж) и у = #0) определены на Μ

и для любых внутренних точек имеют конечные производные,

причем f{x) — д'(х), тогда f(x) = g(x) + c (с — постоянная).

Примечание. Условия f'(x) > 0 или f'{x) < 0 не являются

необходимым условием строгой монотонности.
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Пример, у = х3.

у1' = 3х2; у' = 0 при :г = 0, т.е. у'^О, но

у = х3 — строго возрастающая функция.

Примеры исследования.

Найдите промежутки монотонности.

1. у = Зх2 - 2х; у' = 6х - 2;

а) ϊ/^0; 6χ-2^0; χ ^ -,

т.е. на ;оо у |

б) у7 <0; 6х-2<0; χ < -,
о

у=х?

т. е. на -сю; νϊ

2. у = ех + 5х; у' = ех + 5 > 0, значит для \/х у' > О,

т.е. у
= f(x) Τ .

-4х

3-y=tt> "=^ζψ

"'-T^+Χθ 2
ΕΙ ^.^,

]

Значит у' ^ 0 на (—со; —2)

на(-2;0]

?/'<0на[0;2)
на (2;оо)

X

у--

У =

У =

У =

= /(*) Τ,
= fix) Τ,
= f(x) ϊ ,

- fix) 1 ·

Примечание. Запись вида у = f(x) | означает, что

функция у — f(x) возрастает. Аналогично запись у
= f{x) [

означает, что функция убывает.
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4. у = ху/Ах — х2\ у' = у/Ах — х2 + χ
А-2х

2у[А^ х*

Ах - х2 + 2х — х1 -2х (х
- 3)

у/Ах — х2

О к- \ х

у'^0 на (0;3]; y = f(x)h l/< 0 на [3; 4); i/ = /(s)i.

Так как у(0) =0 и у(4) = 0 (т. е. в этих точках функция
определена), то

у = /(х)Т на [0;3]; у = f(x) | на [3;4].

1 Л 2х
у = 1п(х + л/1 + х2); у' =

VI + х2 + ■

x + Vl+x2

1

1 +
2VT+;

fa; + Vl + х2) Vl + x2 ^+ χ"

> 0, значит у
= /(ж) |.

о 2 , / л
1 4^2 - 1 (2ж - 1) (2х +1)

6. у = 2аг —1пж; у' = Ах =
—

ν 'ν '

χ χ

Возможно и иное оформление — в виде системы:

у'^0 на [0,5; оо) у = f(x) U

у' < 0 на (0; 0,5] у = f{x) | .
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Экстремумы функции

Определение. Функция у = /(ж), заданная на

некотором промежутке (а; 6), имеет максимум (минимум)
в точке с абсциссой жо £ (α; 6), если существует

δ -окрестность точки жо (жо — δ; Χο + δ) С (щЬ) такая, что

Уж φ хо из ж £ (ж0 — 5; ж0 + δ) следует, что /(ж) < / (ж0)
(/(*) > /(*о)).

Дополнение. Максимумы и минимумы называются

экстремумами функции.

Теорема 7. Пусть функция у = /(ж) определена на [а; 6]
в точке с абсциссой хо £ (а; 6) имеет экстремум.

Тогда:

а) если в точке с абсциссой χо есть конечная производная,

то /' (жо) = 0 (по теореме Ферма);
б) либо f'(xo) — бесконечна, либо f'(xo) не существует.

Примечание. Теорема формулирует только необходимые

условия существования экстремумов, но не достаточные для

наличия производной.

Пример 1.

Г(хо)=о

7 \
A«fc)=co

/'^З)=оо
/(^)=i/max

Ш'(*5)

4 *5JO дед дг^ д?2 ^

а) /'(ζ2-0) = -οο; /'(а?2 + 0) = оо.

б) /'(а* - 0) = оо; /' (х3 + 0) = -оо.

Условия теоремы не являются достаточными, но по

определению в точках xq, х\, Х2, хз, χа, хь есть экстремум.
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Пример 2.

|0 Х\ #2 *^3 *^4 %

В точках χι, ^2, #з5 #4 экстремума нет, так как в окрестности

χо на (хо — δ] хо + δ) не выполняются условия существования

экстремума по определению.

Пример 3.

а) Иш ί(χ)φ Hm f(x), т. е. не существует /'(#ι), но по

х—>х± —0 ж—>^ι+0

определению экстремум в точке χ ι есть.

б) lim ί(χ)φ Hm /(#), т. е. не существует f'fa), но по

Ж—>Ж2~О Ж—>Ж2+0

определению экстремум в точке Х2 есть.

в) lim ί{χ)φ Hm /(#), т. е. не существует /'(жз)· Учи-
ж—>жз—0 ж—>жз+0

тывая, что /(ж) убывает, в точке х% экстремума по

определению нет.

г) lim /(χ)φ lim /(#), т. е. не существует fix^)· Учи-
X—>Ж4~О Ж—>Ж4+0

тывая, что Да;) возрастает, в точке х^ экстремума по

определению нет.
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Достаточные условия существования

экстремумов

Рассмотрим у = f(x) для которой выполняются следующие

условия:

а) £>(/) = (ω; Ь);

б) У = f(x) непрерывна в любой внутренней точке xq Ε (α; 6);

в) в δ -окрестности xq на (xq — S]Xo + S) производная меняет

свой знак на противоположный.

Тогда, двигаясь слева направо, получим:

1) если f\x) меняет знак с « — » на « + », то xq
— точка

минимума, если f(x) меняет знак с « + » на « — », то

xq
—

точка максимума;

2) если f"(xo) > 0, то хо
— точка минимума, если

fff(xo) < 0, то xq
— точка максимума.

Примечания.

1. При f"(xo) = 0 определенных выводов сделать нельзя15.

2. Иногда интервалы знакопостоянства производной
установить технически очень сложно, тогда, возможно, проще

вычислить знак второй производой в точке xq.

3. Требование непрерывности в точке xq
— очень важно.

Если это условие не выполняется, то экстремума может

и не быть.

Пример 3.

И*"1) + 1

(х — 1) + 1; при χ ф\
3; при χ — 1

15
Так как f(x) — функция, то (f(x))' = f"(x) —

производная от

производной или вторая производная. Аналогично /ш, /IV,..., f^n\
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На графике видно, что /(1) = 3, и /(1) > f{x) на (0;2).
На (0; 1): /'(s) < 0 в хо = 1 разрыв первого рода.

На (1;0): /'(s) > 0 в точке хо = 1 — экстремум есть, а

непрерывности нет.

Контрпример.

^(*-2f+-j-|zf+l,5, х*2

Экстремума в точке хо
— 2 нет.

Обобщим результаты наличия или отсутствия экстремумов

в точке хо в зависимости от знаков f'{x) и f"{x) в

окрестности (xq — δ] xq + δ) в виде таблицы.

^ /'(*)

/'(*)

/'(*)

№)

</"(*)

у"(*)

(хо - δ; х0)
-

+

+

-

So

/(So) = 2/min

/(S0) = 2/max

Экстремума нет

Экстремума нет

(жо; s0+ 5)

+

-

+

-

ГЫ > о

/(So) = 2/min

/"(*о) < 0

/(So) = 2/ma*

Обратите внимание, что для существования экстремума в

точке Хо совсем необязательно наличие конечной производной

в точке xq. Наличие в точке xq конечной производной

означает, что касательная в этой точке параллельна оси Ох.
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Примечание. Точка экстремума
—

это абсцисса хо,

экстремум функции — это / (хо).

Рассмотрим еще некоторые утверждения, связанные с

экстремумами функций.

1. Если функция возрастает на [а; 6] и убывает на [6; с] ,
то

Ь — абсцисса максимума функции. Докажите.

2. Если функция убывает на [а; 6] и возрастает на [6; с], то

Ь — абсцисса минимума функции. Докажите.

3. Обратите внимание на ложность в общем виде следующих

утверждений:

а) если функция возрастает на [а; Ъ] и убывает на (6; с],
то b — абсцисса максимума функции;

б) если функция убывает на [а; 6] и возрастает на (6; с],
то b — абсцисса минимума функции.

Контрпримеры,

а) Ук

Аналогично и для промежутков [а; 6) и [6; с], а также

и для промежутков [а; Ъ) и (6; с].

4. Если функция возрастает (убывает) на [а; Ь] и [6; с], то

она возрастает (убывает) и на [а] с].

5. Обратите внимание на ложность в общем виде

утверждения: если функция возрастает (убывает) на [а; Ь] и (6; с],
то функция возрастает (убывает) на [а; с].
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Контрпримеры.

Аналогично можно сформулировать утверждения и для

промежутков [а; 6) и [6; с] и для [а; 6) и (6; с].
Определение.

f(xo)
на М,

1. ж0

Пусть У = /(ж) и ^ (Л = М.

называется наибольшим (наименьшим)
если:

ем;
2. Уж е м / (ж0) ^ /(*) (/(*o) </(*))·

Значение
значением

Теорема 8. Если у = f(x) определена и непрерывна на

промежутке [а; 6], то на этом отрезке всегда имеются точки, в

которых функция достигает своего наибольшего или наименьшего

значения: этих значений функция достигает или в

критических точках или на концах отрезка [а; 6].

Вывод. Для того, чтобы найти наибольшее и наименьшее

значение функции на [а; 6] требуется:
1. Найти все точки, «подозрительные» (или критические) на

экстремум, т. е.

а) стационарные, для которых f'{x) — 0;

б) точки, в которых нет конечной производной,
т.е. f{x) = ±оо;

в) точки, в которых нет производной,

„ lim №)-/(*,)
# lini ШМ.

х—>Жо+0 X — Хо х—>жо-0 X — Xq

2. Вычислить значение функции во всех этих точках.

3. Вычислить значение функции на концах этого отрезка,

т. е. / (а) и / (6). Из всех полученных значений функции
выбрать наибольшее и наименьшее значение функции.
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Вопросы

1. Может ли функция, имеющая экстремум, не иметь

наибольшего или наименьшего значения?
.

:

Ответ: может, смотри данный пример.

1Л

f(xi) = 2/ma*5 ί(Χ2) = Утт-

Экстремумы есть, но y = f(x) определена на (а; 6) и в

данном случае наибольшего и наименьшего значения функции
нет.

Может ли функция, имеющая наибольшее и наименьшее

значение, не иметь экстремумов на [а; 6] ?

Ответ: может, но тогда, например, Да) = унаиб;

f(b) = унаим.
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Практикум 17

1 4 ^ 3 3 2
1. Найдите экстремумы функции у — -х — -х — -х + 2

~г О Ζ

и определите наибольшее и наименьшее значение функции

на [-2; 4].

1) а) у'(х) = х3 - 2х2 - Зх;

б) у'(х) = 0;

х = 0 ~jHf\° Z/ +
х = 3

х = -1
Утт Утах i/min

Такая форма записи обозначает, что в точках χ = 1

и χ = 3 достигается утт, а в точке а; = 0 — £тах·

У(-1)

2/(0) =

У(3) =

1
=

4
+

,1...

l·*1-

2

3
~

2
~

3

2

~з"

3

2

•0

З3

+ 2-

3
~

2

3

2

_

17
_

~

12
~

■0 + 2 =

32 + 2

10
~~ ^тт'

= Ζ = 2/max5

--?-
1
_

-

л

— 2/min·

Примечание. Можно определить вид экстремума,

используя у"{х):
у"{х) = (х3 - 2х2 - Зх)' = Зх2 -Ах- 3;

у"(-1)2 = 3(-1)2-4(-1)-3 = 4>0, значит f(-l)=ymin-
у" (0) = 3 · 0 - 4 · 0 - 3 = -3 < 0, значит / (0) = 7/тах;

у"(3) = 3· З2-4-3-3= 12 >0, значит /(3) = ymin.

Таким образом, можно было использовать теорему 7

пункт 2), так как в этих точках f"{x) φ 0.

2) Найдем наибольшее и наименьшее значение на [—2; 4].
Для этого вычислим еще кроме значений функции
в критических точках значения функции на концах

отрезка [—2; 4] .

y{-2) = \.(-2f-2-.(-2Y-3-.(-2f + 2=f = 51-;

W(4) = I · (4)4 - § - (4)3 - § - (4)2 + 2 = -|.
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Составим таблицу.

X

№

-2

1

5з

-1

4
0

2

3

А
4

2

~3

Отсюда: унаи6 = / (-2) = 5-; унаим = /(3) = -9-.

U-P-P-P+2

На эскизе графика все наглядно можно увидеть:

на [-2; 4] Ε (у) = [-9^; 5^
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Найдите точки экстремума и наибольшее и наименьшее

значение функции у = (х — 1)2(х + I)3 на [—2; 2].

1) а) у'(х) = 2 (х - 1) (х + I)3 + 3 (х + I)2 (х - I)2 =
= (ж - 1) (х + I)2 (2 (я + 1) + 3 (ж - 1)) =

= (х - 1) (ж + I)2 (5х - 1);
'х=1

1
б) у'(*) = 0; х=ь

х = -1 "max i/min

В точке с абсциссой х — —\ экстремума нет, так как

в δ -окрестности этой точки нет изменения знака

производной.

2/(l) = 0 = 2/min; y\
3456

= Уп
3125

Итак, точками экстремума являются точки с абс-

л
ι

циссами χ — 1 и χ = -.

5

Примечание. Искать экстремумы в данном случае

через у" технически сложно и не исключена вероятность

равенства ее в одной из точек нулю, что делает поиск

экстремумов через у" проблематичным.

2) Найдем наибольшее и наименьшее значение функции
у=(х-1)2(х + 1)3 на [-2;2].
Вычислим для этого еще и значения

у(-2) = (-3)2(-2 + 1)3 = -9 и

у(2) = (2-1)2(2 + 1)3 = 27.

Составим таблицу.

X

У

-2

-9

-1

0

0,2
3456

3Ϊ25

1

0

2

27

Итак, унаиб = 27; унаим = -£
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Эскиз графика иллюстрирует данное исследование.

Примечание. Задача может быть сформулирована
несколько иначе. Найдите область изменения функции
y={x-lf{x+ lf на [-2; 2], т. е. на [-2; 2] Е(у) = ?
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3. Найдите экстремумы функции у = (х — 1

шее и наименьшее значение функции на

\ίχ? и наиболь-

_!. —
~8' 64

1) а) Вычислим вначале у? как производную

сложной функции, учитывая что νχ? φ χ* (χ > 0).

Пусть t = χ2, тогда

V(t) = ξΤί· yfx = t'x. y't.
1

tfx = 2χ· y[ =

Значит ί Vr J =

Зч/ί2'
2ж

3^

б) у' = 1 ■ Var2 + (ж-1)2ж Зж2 + 2a;2 - 2ж

3v^
ж (5ж - 2) 5а; - 2

3^

3^4 3^
(и · υ) = и' · ν + υ' ■ и

г) В точке с абсциссой хо = 0 производная

отсутствует, но экстремумы функции в точках с абсциссами
χ = 0 и χ = 0,4 есть, так как производная в

окрестности этих точек меняет свои знаки на

противоположные и 2/(0) = 0 = утах;

ymin = y(0,4) = (0,4-l)^IS =

74 74
= -0,6-0,2^0 и-0,12

Так как \/а" + or « а +

27

па
п—1 '■

225

74

-0,328.

то72б= ^/27^7 и 3
З-З2 27'

ymin = 2/(0,4) « -0,328 и -0,33.
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2) Найдем наибольшее и наименьшее значение функции
1 27]

на

8' 64

9

32
~

37 /3

-0,281 » -0,28.

64 V 4

333

Ϊ024 -0,32.

X

№

1

~8

w -0,28

0

0

2

5

и -0,33

27

64

и -0,32

H*-i$F

2/наиб = 2/(0) = 0; унаим - у(0,4) = -0,12^20.

Примечание: Вычисление приближенных значений было

использовано для большей простоты сравнения значений. В

радикалах это было бы сделать технически более сложно. В

реальной практике, в производстве и научных исследованиях

достаточно приближенных вычислений с необходимой степенью

точности.
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Тренировочная работа 6

1. Вычислите:

,, ,ж
6 4ж2 + 1

1)у(1)д1яу = ^
+
-1^г:

2) у'(2) для у =
^ + 4Ж

3) у'(-1) Дляу =

х-1
'

х2-3х

V2x2-3x+V

4) У' ( 4 ) для у = cos (2ж ~ |) +
з
Sin ( I ~~ Зж

5) 2/ Ьт Для 2/ =
—

\3/ si

cos3ar

sin2ar

2. Найдите промежутки монотонности:

1) у = Зх5 - 25х3 + 60ж - tg2,5;

3) у = (ж2 - ж) у/х;

4) у= (4-Зж-ж2)10;
5)У=

1

4
- 4ж3 - 8ж2'

6) у = (2х - З)3 (х + I)2 ;

7) y =

~V2xT^Tf-
3. Найдите промежутки монотонности и область изменения

функции:
2 2

1) у = -\/3 sin -ж + cos -χ на [0; 2π];
О О

2) у = cos ί 2χ + ^ ) - \/Зж на [0; 2тг];

3) у = 3tgx + ctgx
- 4 на ί -;π
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Решение тренировочной работы 6

1. Вычислите:

1) у'{1) для у =
-— +
χ

4х2 + 1

Зл/х
D(y) : χ > О

а) Для удобства преобразуем в виде суммы степеней.

-4 4 | 1-1 _4 3. , _3
?/ = 6а; 3 + χ2;2+χ3; 2; у'= —2а; 3+2х2 — -х 2.у

3 3 6

б) у'(1) = -2 + 2
1

2) у'(2) для у =
\Лг2 + 4а;

ж-1

1(2ж + 4)

а) у' =
2\/ж2 + 4ж

(х — 1) — 1 · \Лс2 + 4а;

(х - 1)'
(х + 2)(х-1)-х2-4х -За;-2

б) У'(2) =

(ж- l)2Va;2 + 4х

-6-2

з) у'(-1) для у

(2 - 1)^ ν/4 + 8

а;2-За;

(х — 1)2у/х2 + 4ж

4_'

~~ч/3
= ч/З

а) у' =

V2x2 - Зх + 1

2\/2ζ2 - За; + 1

2а;2 - Зх + 1

2(2а; - 3)(2ж2 - За; + 1) - (4х - 3)(х2 - Зх)

2-у/(2я2 - ЗжТТ)1
8а;3 - 24а;2 + 22а; - 6 - 4а;3 + 15а;2 - 9а;

2ч/(2а;2 - За; + I)3
4а;3 - 9а;2 + 13а; - 6

2^/(2а;2 - ЗаТТТ)3
'

4-9-13-6
б) у'(-1) =

32

2^/(2 + 3+ 1)3 2·6\/6
4ч/б
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4) У'[V) Дляу = cosi2:r-^j +
3
sin ( \~Ъх) '

а) у' = -2sin(2x-^ J +-(-3)cos [\~^
= -2sin [2х-

π

cos ( — — Зх

6)y'(^=-2sin(|-|)-cos^-^] =

π
= —2 sin — — cos

о
πλ=-24-ο = ΕΪ]·

5) yf ί I J для у =

а) у' =

cos За;

sin2x

3 sin Зх sin 2x — 2 cos 2x cos Зх

(sin2x)2
sin Зх sin 2x — 2(sin 3x sin 2x + cos 3x cos 2x)

(sin2x)2
sin 3x sin 2x — 2 cos χ

(sin2x)'

б) У'
sin 2·

.
2π _ π

■ sin π sin — 2 cos —
3 3

- sin ( 3 · — I sin ( 2 · — ) — 2 cos —1
ЗУ V ЗУ 3

π

0-2

2π
sin vr

2. Найдите промежутки монотонности:

1) 2/ = 3z5-25:r3 + 60a;-tg2,5

,,/ _ 1 с„,415z4 - 75ж2 + 60 = 15(ж4 - 5z2 + 4) =

= 15(х2 - 1)(з;2 - 4) = Щх + 1)(х - 1)0 + 2)(ж - 2).
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а) на (—оо; —2] у возрастает;

б) на [—2;—1] у убывает;
в) на [—1;1] у возрастает;

г) на [1;2] у убывает;
д) на [2; сю) у возрастает.

2) У =
х2 + Ъ

х2 + 2х'

,
_

2х(х2 + 2х) - (2х + 2)(ж2 + 3)
_

У ~

(ζ2 + 2х)2
~

2х3 + Ах2 - 2х3 - 2х2 - 6х - 6 2х2 - 6х - 6

\x + 2f х2(х + 2)2
'

у' = 0; 2х2 - 6х - 6 = 0; х2 - Зх - 3 = 0;

3±\/2Ϊ У'
^1,2:

о 3-V2J
„

3+^21

а) на (—сю; —2) у возрастает;

З-л/21"
б) на -2; у возрастает;

в) на
3-\/2Ϊ

;0 I у убывает;

г) на [ 0;
3 + \/2Ϊ

д) на

2

3 + >/21

у убывает;

;сю у возрастает.

3) у = (х2 -х)у/Б; D (у) : χ ^ 0

у> = (2х-1)^+^=(х2-х) =

(2х - 1) 2х + ж2 - χ 5х2 - Зх

2sfi 2^Ξ
'
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. ОХ ОХ

ν=~ΰχ-

у' О 0,6,.

, где 0 φ D(y'), но 0 € D(у).

χ

а) на

б) на

0; у убывает;

; со у возрастает.

4) у = (4 - Ъх - х2)10.

у' = Ю (4 - Ъх - x2f (-3 - 2х) =

= 10(2ж + 3)(ж-1)9(ж + 4)9.

У'

Ь)у =

а) на (—со; —4] у убывает;

б) на [—4;—1,5] у возрастает;

в) на [—1,5; 1] у убывает;

г) на [1;оо) у возрастает.

1

х4 - Ах3 - 8х2'

D(y) : χ2 (χ2 - Αχ - 8) φ 0; χ φ 2 ± 2\/3 и χ φ 0.

у' = -(ж* - 4ж3 - 8χ2)-2(4χ3 - Ylx2 - 16a;) =

_

-4a; (a;2 - За; - 4)
~

х4(х2 -Ах- 8)2
'

У' = 0; χ = 0 £ D (у);

ж2-За;-4 = 0; ж = 4; ж =-1.
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а) на (—оо;2 —2\/3) у возрастает;

б) на (2-2уД;-1] у возрастает;

в) на [—1;0) у убывает;

г) на (0;4] у возрастает;

д) на [4; 2 + 2·\/3) у убывает;

е) на (2 + 2\/3; оо) у убывает.

6) у=(2х-3)3(х + 1)2.

у' = 3 · 2(2z - 3)20 + I)2 + 2{х + 1)(2ж - З)3 =

= 2(2ж - 3)2(а; + 1) (3(х + 1) + 2х - 3) =

= 2 · Ъх (2х - З)2 (х + 1)

У' ~+V-1 Q/-+S&+-

а) на (—оо; —1] у возрастает;

б) на [—1;0] у убывает;

в) на [0;оо) у возрастает.

3
7) у =

-

V2x2 -χ-ϊ

у'=Ъ-{2х2-х-1)-ЦАх-1) = —
Ъ{Ах-1)

1

2^(2а;2 - χ - if
W) -

У'

\

"^ν0,5 γ+-

1

Υ +

-J

Χ

w

Χ

У -0,5 ^

а) на ( —оо;
— - ) у убывает;

б) на (1;оо) у возрастает.
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3. Найдите промежутки монотонности и область изменения

функции:

2 2
1) у — л/3 sin -χ + cos -χ на [0; 2π]

О о

ч,2/- 2 2.2 4 Л/3 2 1
.

2 \
а) У —~\ocos~x—~sm~x =

~ ——■ cos -χ — - sm -ж =

; ν о о о о 9 I о о о οι

4/ π 2
.

тг
.

2 \ 4 /2 π
= - cos — cos ~x — sm — sm ~x ] = - cos 1-х + —

з\бз бзуз V36

б) Пусть у' > 0; cos (-χ + | J ^ 0.

cosct>0

7Γ Λ7^2 7г π
Λ7

- + 2тгА; ^ ~х + - ^ -- + 2тг/с;
2 3 6 2

7Г 7Г
л ,

2 7Г 7Г
л ,

--- + 2π*>-*>---- + 2**;

π 2 2
- + 27г/с ^ -ж ^ --π + 27г/с;

7Г
- + Зпк ^ χ ^ —π + Зпк, к € Ζ.

fc = 0; хе -тг;
π

2
Π [0; 2тг] = 0;

π

2
?

Л = 1; χ G [2π; 3,5π] Π [0; 2тг] = 2π.

Значит, на

на 0;2

у' «Ϊ 0, т. е.

у возрастает; на
7Г

„

-;2π
2'

у убывает.
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в) Для нахождения области изменения на [0;2π]
найдем значения в стационарных точках и на концах

[0;2тг].

cos (--О) =1;2/(0) = л/Ззт Q · О J +.

у(2ж) = \/3sin (- ■ 2тг] +cos (- · 2ττ] =

= ч/3- A = -2.

X

У

0

1

7Г

2

2

2π

-2

Значит на [0; 2тг] Ε {у) = [-2; 2]

π

2) у = cos ( 2х + ^ ) - \/3:г на [0; 2π]

а) у( = —2 sin ( 2х +
π

л/з.

б) Пусть у' > 0: -2 sin ( 2х +

. . V3
sina<—2"

π

λ/3>0;
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-| + 2пк ^ 2х + | > --π + 2пк]

2тг
+ 2тгА; ^ 2χ ^ -π + 2тгАг,

7Г 7Г

о Ζ

к — 0; χ €

fc = 1; χ €

к = 2; χ €

π π

2' 3^

π 2π

2' 3
L·

<£ [0;2π];

С[0;2тг];

с[0;2тг].
3π 5π

Тогда на остальных промежутках на [0; 2π] г/ ^ 0,

π 2,г з„

Следовательно,

1. на

2. на

3. на

4. на

5. на

π 2

253π
2 3

3 '2

3 5
'

«π; -π
2 '3
5

„

"

-π;2π

у убывает;

у возрастает;

у убывает;

у возрастает;

у убывает.

в) Для нахождения области изменения функции
вычислим значения функции в стационарных точках

и на концах отрезка [0; 2π].

2/(0)=со8^-ч/3-0=-;
7Г

2

2тг

cos(2.- + -

.

Л

2π π
=

cos(2.y + -

2 2 2'

V3-
2π 2тг\/3
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/37г\ / 3π π λ /- 3π 1 3π\/3
»<Τ Ь"» 2Ύ +

3 Μ'Τ =

-2--2-;
5π

У Ι -χ- Ι = cos
5тг^3

0
5π π Λ /ο 5π 1

2/(2'π) = cos ( 2 · 2π + ^ j
- \/3 · 2тг = - - 2ч/3тг.

ж

У

0

1

2

π

2

1 тг%/3
2 2

2π

Τ
1 2πν/3
2 3

3π

2

1 Зтг\/3
2 2

5π

Τ
1 5π\/3
2 3

2ττ

^-2\/3πΔι

Итак, на [0; 2тг] £ (у) = \-2^·\
3) у = 3tgx + ctgx- 4 на (^;7г

Q 1

а)у' =

π

cos2 x sin2 χ

3 sin2 χ — cos2 χ 4 sin2 χ — 1

cos2 χ · sin2 χ

4(1 - cos2x)

cos2 χ · sin2 χ

-1

cos2 χ · sin2 χ

1 — 2 cos 2x

cos2 χ · sin2 χ

π

Так как на ( —\π 1 cos2χ · sin2χ > 0, то знак

производной зависит только от числителя.

б) Пусть г/ ^ 0, тогда 1 — 2cos2x ^ 0; cos2x < -;
Δ
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-π + 2пк ^2х^^+ 2пк]
о о

~π + пк ^ χ ^ —h тгк, к € Z.
6 6

Jfe = 0; χ €

Значит на

/тг 5 1
на [г 6π]
на

π 5

.6; 6π n(i;
-тг;тН 2/Ό,

L /

у возрастает;

-π; π ) у убывает.

-)■
т.е.

/π 5

в) Для нахождения области изменения функции на

π

; π ] вначале найдем значение функции в

стационарной точке χ = -π:

у(1А=3*s (I71")+ctg (I71" J ~4=

= 3 -

νΤ
λ/3-4=-2(λ/3 + 2).

Так как при

χ~* - + 0) => (tgx-> -оо);

π

a; + 0U (ctgic-+0):

(χ -* π
- 0) => (tg ж - 0);

(ж —► π
— 0) =Ф> (ctg χ —► —оо),

то на: Г|; πJ £ (у) = (-оо; -2 (>/3 + 2)].
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Тренировочная работа 7

1. Найдите экстремумы функций:

1) у = хА - 5х2 + 3;

2) у = (χ2 + χ) ξβ;

3) y=(2z-l)3(3z + 2)4;
х + 2

4) У =

y/^-V

Ъ) у= Vx3 - Ъх + 2;

6) у = {Ах2 - χ - З)2 ;

7) у = 2а;2л/1 - 2х;

8) у = 36а; - За;2 + 4\/χ3;

{/(Зх+1)3
10) у = 2 sin ж + sin 2а; на [0;2π].

2. Найдите на данном отрезке область изменения

функции Ε (у).

1) у = (х-3)3(х + 2)2 на [-1;4];

2)У=-2Жз+ 3J + 12,+ 8
наЬЗ;3];

3) у = (ζ + 2) \/ζ2 - 4а; + 4 на [-1;3];

4) у = (а; + 5) ν^ на [-3; 1];
4

5) У= / , , 1g
на [~3;3];

л/аг +16

6) у=(/^п на Ε1·125;3];
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7) y=-cos2x + sinx на [0;π];
Δι

8) у = cosx^sinx на
3π

9) у = х + — на [-2;-!];

Ю) У = тг
—

τ sm 2ж + - cos а; — cos а; на —

тт;71"
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Решение тренировочной работы 7

1. Найдите экстремумы функций:

1) у = хА-5х2 + 3.

у' = 4х3 - Юх = 2х (2х2 - 5) ;

У' -л/2Д<^хО ^Ц^.—
х

Утт Ушах Утт

Утт = У (-V%5) = {-^Ϋ ~ 5 (-у/Щ* + 3 =

= 6,25-12,5 + 3 = -3,25;

Утах = У (0) = 3;

Утт = У (у/Щ = У {s/Щ = -3,25,

так как / (—х) = f(x) — четная функция.

2) у = (х2 + х) УБ- D(y) = (-оо; оо);

= (2х + 1) ^ + -1= (х2 + х) =
Ъ¥х^

(2х + 1)3х + х2 + х _х (7х + 4)
ЗУх2 3ν^

ν -τ4 о.
X

Утах Утт

Хотя 0 g £> (у'), но 0 € D (у).

4А /16 4"\ 3/4 12 s/4 12^196
Ушах У ^ 7J yiQ 7y у 7 49 у 7 343

Утт = У (0) = 0.

3) у={2х-1)3(Зх + 2)4.

у' = 3(2ж - I)2 · 2(3ж + 2)4 + 4(3ж + 2)3 · 3(2х - I)3 =
= 6(2z - 1)2(3ж + 2)3(3ж + 2 + 2(2а; - 1)) =

= 0(2ζ-1)2(3ζ + 2)3·7.τ.
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Утах Утт

2
2/тах — У

7

4) У =

зу ν з

2/min = y(0) = (-l)3-24 = -16

ж + 2

0 = 0;

y/Έ-ϊ

1
Ь^-1) + 2^(Ж + 2)_2,-2^ + , + 2

(л/г-ir

Зж-2л/ж" + 2

\2~"

2V»(>/x-ir

Таккак Зж-2,/ж + 2>0 (Уж > 0); ί j\ J ,

το у' > 0 (Уж £ D (у1)) — экстремумов нет.

5) у = Vx3 - Зж + 2.

£> (у) : ж3 - Зж + 2 ^ 0.

Пусть *(ж) = ж3-Зж + 2; ί(1) = 0, значит *(ж) -(ж —1).

ж3
ж3-

—

- Зж + 2

-ж2

χ — Зх
о

2Г
- X

-Qx + 2

- 2х + 2

ж

Xz + X

*(ж) = (ж + 2)(ж-1)2^0; Л (у) = [-2; со)

Зж2-3 3(ж + 1)(ж-1)
У

2\/ж3 - Зж + 2 2^/(ж-1)2(ж + 2)'



266 Основные свойства функций

W) -y777W^?>

Утах = у(-1) = V-l + 3 + 2 = 2; у'(1) — не определена,

но 1 € £>(у), тогда ymin = у(1) = 0.

6) у= (Ах2 -x-zf.
у' = 2(8ж-1)(4а;2 3) = 2 (8х - 1) (ж - 1) (4ж + 3);

min .vmax i/min

2/min = У ( -- ) = 0;

7)

Утах = У { gj = I

=

2/n

У

у'

У'

2401 97

256
~

256;

«η
= У(1) = 0.

= 2arVl - 2х.

= 4ху/\ -2х +

2х (2 - Ъх)
VI-2ж

'

i/min i/max

;И2(

Л(У): (

-2 · 2х2

2у1 - 2ж

0,5

м-

;-оо;0,5];

4х(1-

■а:

2ж)-

Г(

2х

})2

2

_

—

2/min = У (0) = 0; ушах = у(0,4) =
25 125

л/5.
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8) у = 36а; - За;2 + Ау/з?; D(y) : χ ^ 0;

3
у' = 36 - 6х + 4 · -у/х = 6 (6 + у/х - х) =

=-6 (у/х-3) (у/х+ 2) (^ + 2>0; Va^O).

У' О Т\9
— χ

У

Утах
= У (9) = 36 · 9 - 3 · 81 + 4 · 27 = 189.

9) у = (?"2ж)7 ; Д(у) = *>~;

^(За;+1)3
d

7 (5 - 2х)6 (-2) ^/(Зх + I)3 - J (Зх + I)-* · 3 (5 - 2х)7
у'=

V(3x + i)3

_

- (5 - 2а;)6 (56 (Зх + 1) + 9 (5 - 2а;))
_

4уУЗх + 1\/(Зх + 1)3

_-(5-2а;)6 (150а;+ 101), у' -jjj 4/ 25

4уУШТТ\/(Зх +1)3
' "

\3^
——— ^ I ——; оо ). Экстремумов нет.

10) у = 2 sin ж + sin 2а; на [0; 2π].

у' = 2 cos χ + 2 cos 2a; = 2 (2 cos2 a; + cos χ — l) =
= 2 (cos a; + 1) (2 cos a; — 1). Пусть t = cos a;.

У ~+V1 °>5/Ί~ Hocosx^-1.

— л;

Пусть у' ^ 0, тогда
cos a; ^

-

2 ,
значит

cos а; =
— 1

π 7Г
- + 2-кк ^ .х > - - + 27г/с; χ = π + 2πΑ;; fceZ.
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Рассмотрим на [0;2π] знаки у'.

/тг\
л . π .2 3 /-

Значит ymajc = у I - 1 = 2 sin - + sin -π = - V3 и

Зу^
/Г I = 7S111 [ —7Г 1 -+- R1T1 I 7Г 1 =

—

2/1
5 λ о

· (5 . ·

У Ι χπ I = 2sm ( -π ) + sin

,3 / V 3 / 2

2. Найдите на данном отрезке область изменения

функции Е(у).

1) у = (х - З)3 (х + if на [-1;4].

у' = 3(х- З)2 (ж + 2)2 + 2 (ж + 2) (х - З)3 =
= (х - З)2 (ж + 2) (3 (х + 2) + 2 (ж - 3)) =

= (ж - З)2 (ж + 2) 5х;
\ χ = 3

2/' = 0, L = -2g[-l;4] .

|_ж = 0

/(-1) = (-4)3(1)2 = -64; / (0) = -27 · 4 = -108;

Д3) = 0; /(4) = 13·62 = 36.

X

У

-1

-64

0

-108

3

0

4

36

2) У =

Итак, на [-1;4] Ε (у) = [-108; 36].
1

-2ж3 + Зх2 + 12ж + 8
на -3;3]

а) Прежде необходимо выяснить, нет ли на [—3;3]
корней функции t(x) — —2х3 + Зх2 + 12х + 8, т. е.

[—3;3] С D (у) или нет. Исследуем t{x) на [—3;3].
t\x) = -6х2 + 6х + 12 = -6 (х - 2) (х + 1);
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i(-3) = -2(-3)2 + 3(-3)2 + 12(-3) + 8 = 53 > 0;

imin = ί (-1) = -2 (-1)3 + 3·1-12 + 8 = 1>0;

*max = t(2) = -2 · 23 + 3 · 22 + 12 · 2 + 8 = 28 > 0;

t(3) = -2 · 33 + 3 · 32 + 12 · 3 + 8 = 17 > 0.

Ai

-453

2x3+3x2+12x+8

Вид эскиза *(ж) = -2x3 + Зх2 + 12a; + 8.

Очевидно, что t(x) > 0 на [—3;3], т.е. на [
вертикальных асимптот функции у(х) нет.

-3;3]

б) у' =
(бх2 6х - 12)

(-2ж3 + Зх2 + 12а; + 8)2
_

_

-6 (х - 2) (ж + 1)
~

(-2ж3 + Зх2 + \2х + 8)2
'

~х = 2

х = -1
'

1 _1_
53;

2/' = 0;

/(-3) =

/(-ί) =

54 + 27

1

2 + 3 12 + 8

/(2) = 4; ДЗ) = А·

36 + 8

= 1;

28' 17
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X

У

-3

1

53

-1

1

2

1

28

3

1

17

Итак, на [-3; 3] Ε (у) = 53'

3) у = (χ + 2) Vx2 - 4х + 4 на [-1;3]. Ε(у) =?

ч / , /-5 з 7 (2ж - 4) (ж + 2)
а) у' = 1 · \/ж2 - 4ж + 4 + -—.

п

'ν
- =

; У
2Уж2 - 4ж + 4

_

х2 -4х + 4 + х2 -4
_

2х (х - 2)
Vx2 - 4х + 4

~

|ж-2|
у' = 0; ж = 0; x = 2£D(y'), но ζ = 2 € £>(у).
у(-1) = 1-3 = 3; у(0) = 2-2 = 4; у(2) = 4-0 = 0;

2/(3) = 5-1 = 5.

ж -1 0

0

Итак, на [-1;3] Ε(у) = [0;5].
б) Можно проще, если построить график составной

квадратичной функции.

у = (х + 2) \/х2 - 4ж + 4 =

= (ж + 2) |а; - 2| =

«т
S/=(*+2)|:e-2|j
6f"

-{
Χ"

Χ

4; ζ ^ 2

2; χ < 2
'

Из графика очевидно

следует, что на [—1;3]
m-w-

^_10|

4) у = (χ + 5) v^2 на [-3; 1]. Ε(у) =?

2х (х + 5) Зх2 + 2а;2 + 10ж
_

Ъх (х + 2)
y' = l-Vx2 + ·

3^ 3v^
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При χ — 0 производная не определена, но 0 € D(y).

/(-3) = 2#9; /(-2) = 3^4; /(0) = 0; /(1) = 6.

X

У

-3

2^9

-2

3^

0

0

1

6

Значит на [-3; 1] Ε (у) = [0; 6].

4
5) у =

У' =

у/х2 + 16

1 4·2ζ

на [-3;3]. Е(у) = ?

Ах

у/(х2 +16)3 yV + iey
:; у' = 0; χ = 0.

/(-3) = WTH
= 0'8; /(0) = ^ = li т=0<

а;

2/

-3

0,8

0

1

3

0,8

На [-3;3] £(у) = [0,8;1].

6) У
х-1

на [1,125; 3]. Ε(у) =?

,./_ 1? ( х''
У

3 V \х-1

-2 \~2 2х (х - 1) - 1 · х2

1 χ (х -2) а (x-iy
3 (х-1)2 V *4

'

у' = 0; z-=0 ££>(?/) и 0^ ^;3

х = 1 g D (у') и 1 £

i = 2e |i-;3

li;3
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/ Н) =

N

(1L №

/(2)
/ 22
2-1

= #4;

/(3)
3-1

= ^5.

ж

ί/

*i
?У1

2

#4

3

W

Так как ^5" < ft у
= /7ΐθ|, тона [1,125; 3]

£(</)= [^4; 1,5^

7) 2/ = л
cos 2ж + sin а; на [0; π]. Е(у) =?

У
/ — -2 ■ - sin 2х + cos а; = —2 sin χ cos a: + cos x ■

= cosx(l -

»' = 0;

- 2sinx);

cos a; = 0

1 ;
sm a; = -

2

x = - -f тгА:

6

; и, η G

/(0) = ±сов0 + вш0=Л;
,
/π\ 1 π

,
π 1 1 3

46j =

2COS3+Sm6=4 +
2
=

4;

42j
=

2COS7r + Sm2
= 2(-1) + 1 =

2;
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. /5π\ 1 5π
.

5π 1 1 3

4"6j =

2COS¥ + SmT
=

4
+

2
=

4;

/(π) = -οοβ2π + sin π = - + 0 — -.

χ

У

0

1

2

π
—

б

3

4

π
—

2

1

2

5
τ:71"
6

3

4

π

1

2

На [0;тг] Ε (у) =

8) у = cosxv^sinx на

г/ = — sinxv^sina; +

-4 sin2 я + 1

ΓΙ 31

-24

i Γη 3π"ΐ
0;

2 J
• s(y) = ?

cos χ cos ж —3 sin2 χ + cos2 ж

3^/(sina;)2 3{/(sina;)2

3^/(sinz)2
'

jD(y') : sin a; / 0. При sin ж = 0, т. е. при х = кк, к € Ζ

производная неопределена.

1
sin a; = -

2

sins =

на

'

3

0;2π ЭТО ВОЗМОЖНО,

π ίπ 6 7
я = ±·- + тгА: при χ € < -; ~тг; -π

/(0) = 0;

f — = cos — < / sm — = -—

*
- = —-—;Мб/ 6 V 6 2 V 2 4'

'5 \ 5 з/. 5 V33/l VW
Г I —тг J = cos -TrWsm-π = —— W - = ;—;J
\6 / 6 \/ 6 2 V 2 4

'

f7* 1 _ _
- з

V б
= COS

7тг ,/ .
7π λ/3 -/1 \/3^4~

sin —- = „ ., „

6 2 2
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/00 = 0;

X

У

0

0

π

~6

V3^4
4

5

б"

4

π

0

•

'

7

б"
73^4

4

3

2π

0

На 0;
Зтг

Е(У) =
\/зУ4 уДЩ

9) у = х+-1на [-2;-1]. ВД =?

2/' = 1
4-8 ж5 - 25

у' = 0 при я = 2£[-2;-1]. я; = 0 ^ [-2,-1].

/(-2) = -2 +
16

-1,5; /(-1) 1 + 8 = 7.

ж

У

-2

-1,5

-1

7

На [-2;-1] Ε (у) = [-1,5; 7].

х 1 1
10) 2/ — τ:

—

τ sin 2^ — - cos3 χ — cos x на
Δ 4 О

:;π ад =?

2/
11 1

1
= ~ — ~- ·2 cos 2х + ~ · 3 sin χ cos2 χ + sin x =

1
_

1

2
~

2
cos 2x + sin χ cos χ + sin x\

1 1 2

у — 0; - — - cos 2x + sin χ cos χ + sin χ = 0;
Zj Δι

- — - (l — 2 sin2 χ) + sin χ (l — sin2 x) + sin χ = 0;
.ζ ζ

sin2 χ + sin χ — sin3 χ + sin χ = 0;
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- sin3 χ + sin2 χ + 2 sin χ = 0;

sin χ = 0

sin2 χ — sin χ — 2 = 0

ж = 7rfc

π ; к, η £ Ζ.

Δι

/(o)-o-i. ο-Ι·ι-ι = 4

sin χ = 0

sina; = 2£ [-1;1]
sin χ = —1

/
π\ π 1

.

-2J=-4 + 4Sm7r

JK }
2 4

1 ο π π π
- cos — — cos — —

—

τ;
3 2 2 4'

Ιο π 4
- cos π — cos π = — + -.

ж

2/

~2~
π

~

4

0

4

~3

7Γ

π 4

2
+

3

На
π

:;π S(y) = 4_ π 4

3'2+ 3
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Практикум 18

Решение задач на наибольшие и наименьшие значения с

использованием свойств квадратного трехчлена.

1. Имеется кусок проволоки длиной т метров. Огородить
этой проволокой участок земли, одна сторона которого

примыкает к стене здания, так чтобы площадь участка

прямоугольной формы была бы наибольшей.

2. В равнобедренную трапецию с основаниями, равными 10

и 4, и высотой 4 вписали прямоугольник наибольшей

площади. Вычислите площадь такого прямоугольника.

3. В равнобедренную трапецию с основаниями, равными 10

и 6, и высотой 5 вписали прямоугольник наибольшей

площади. Найдите периметр и площадь такого

прямоугольника.

4. Найдите наименьшее расстояние между корнями

трехчлена у
= х2 + (2а — 1) χ — а2.

9
5. График у = / (х) = пересекает прямую у — χ + 10

χ — а

в двух точках А и Б. Найдите наименьшее значение

отрезка АВ.

6. Найдите наименьшее значение функции у — 2cos4x+sin4x.

7. Найдите наибольшее и наименьшее значение функции
1

у
—

4 cos2 χ — 2 cos x + 3

8. Найдите наибольшее значение функции
у = {х + 3) {х + 4) {х + 8) (1-х).

9. Сечение правильного тетраэдра плоскостью,

параллельной двум противоположным ребрам, является

параллелограммом наибольшей площади. Найдите площадь и

периметр такого параллелограмма, если ребро тетраэдра

равно а.
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Решение практикума 18

1. Имеется кусок проволоки длиной т метров. Огородить
этой проволокой участок земли, одна сторона которого

примыкает к стене здания, так чтобы площадь участка

прямоугольной формы была бы наибольшей.

У///////////////////Л

в

D
AB + BC + CD = т.

Пусть АВ = х; тогда AD = m — 2x, Sabcd = АВ · AD,
т.е. S(x) = х(т — 2х) = —2х2 + тх; χ > 0; т — 2ж > 0;

ВСЯ-(<*!"'
Так как для у

= ах2 + Ьх + с, если а < 0, существует

наибольшее значение при xq =
—

—, то в данном случае
ZiCL

т

х0
2(-2)

Значит при χ =

Ответ: 5наи

т

т

Τ ύ„.„6 — J

т ml m

=тГ"2-т
m"

7П ТП
— (кв. ед.) прия= —.

2. В равнобедренную трапецию с основаниями, равными 10

и 4, и высотой 4 вписали прямоугольник наибольшей

площади. Вычислите площадь такого прямоугольника.

В С

1) Дополнительно построим BB\A-AD\ CC\A-AD

(ВВ, = ССт).
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2) По условию АВ = CD, значит AABBi = ADCCly

ΛΌ
AD-ВС ._ 10-4

тогда АВ\ = ; т. е. АВ\ = —-— = 3.

3) Из ААВВц tg (ZA) - -^; tg (-ZA) = -.

4) Пусть ΡΜ = 2ж; АР = ;
Δι

АР = —^—^ = 5 - ж, тогда РК = АРtg (/Л);

Р# = (5 - ж) ^ (5 - χ > 0).

5) SpKTM = PK-PM; 5(ж) = |(5-ж)-2ж; D(5) = [2;5).

При РМ = 4 ж = 2.

6) S1 (ж) = --ι2 + —ж — квадратичная функция. Так как
О О

α < 0, то существует 6наи6 при х0 =
-

—.

ζα

40
о

В данном случае жо = -, г-
= 2,5 € D (S).

2 (-!)
Итак, 5наи6 = 5(2,5) = |(5 - 2,5) · 2 · 2,5 = 16- (кв. ед.)

Ответ: наибольшая площадь прямоугольника, вписанного

в трапецию, равна 16- (кв. ед.).

3. В равнобедренную трапецию с основаниями, равными 10

и 6, и высотой 5 вписали прямоугольник наибольшей

площади. Найдите периметр и площадь такого

прямоугольника.

1)ΑΒι = ά£^£; ΑΒ1=1-ψ = 2.

2) tg(Z/l) = ||l; tg(ZA) = ~.
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А Р В СХМ D

3) Положим ΡΜ = 2х, тогда АР =

10 -2х

AD-PM

АР = 5-х; PK = APtg(ZA);

РК = {Ъ- х)

4) Spktm = РК ■ РМ- S{x) = -{b- χ) 2χ;

D(S) = [3;S).

5) S (χ) — Ъх (5 — χ) — —5χ2 + 2Ъх — квадратичная

функция (—5 < 0), значит при xq
—

——

существует наи-

Δα

большее значение функции, где хо =
—

25

2 (-5)
2,5;

у=-5х2+25х
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5„Μ6 = 5(2,5) = 31,25 (кв. ед). Но 2,5 £[3; 5), поэтому

исследуем функцию более подробно.

Так как на [2,5; оо) / (χ) Ι ,

то / (3) — наибольшее из возможных,

т. е. 5наиб = S (3) = 5 · 3 (5 - 3) = 30 (кв. ед.).

Геометрически это означает, что наибольший по

площади прямоугольник
— это ВВ\С\С.

Ответ: 5наиб = 30 (кв. ед.); РвВгСгС = 22 (лин. ед.).

4. Найдите наименьшее расстояние между корнями

трехчлена у
= х2 + (2а - 1) χ - а2.

D = (2а - I)2 + 4а2 = 8а2 - 4а + 1 = 8 (а - ~

J + ~ > 0

(Va), значит х\ φ Х2\

для х2 + рх + д — 0

ρ ν D ρ у Ό
Χι = -2+-Τ> Χ2 = -2-~Τ·

%\
—

%2 = V~D, значит разность между корнями (т. е.

расстояние между ними) будет наименьшим при наименьшем

значении y/D, но D = 8 ( a — - 1 +--— квадратичная

функция, значит £>наим будет при a = -.

Внаим = D I - I = -, таким образом наименьшее

хг
~

Х2 = \/Д^, т. е. (χι - я2)наим = 4 /2·
Ответ: наименьшее расстояние между корнями функции

9 / ч 9 ν 2 1
у = χΔ + (2α — 1) χ — αζ равно

—-

при a = -.



Решение практикума 18 281

5. График у = f (χ) = пересекает прямую у = χ + 10
χ — а

в двух точках: А и Б. Найдите наименьшее значение

отрезка АВ.

Абсциссы точек пересечения графиков связаны уравнени-
9

ем = χ + 10 {χ φ а) .

χ — а

(х + 10) (х - а) = 9; х2 + 10ж ах 10а = 9;

D = (10 - α)2+4(10α+9) = α? +20α+136 = (а + 10)2 + 36 > 0

(Va). Значит х\ φ х2.

Определим координаты точек А и Б.

№

•'

х-а

\х=а

Α (χι; χι + 10); В (х2\ х2 + Ю).

ЛБ = yJ(Xl - X2f + (У1 - У2? =

= л/{χι - Х2Г + (xi + Ю - (Х2 + 10))z;

АВ = y/(Xl - :г2)2 + (χι - Х2? = \χι - х2\ V5,

но \х\ — х2\ = y/D (см. задачу 4.).
D — (а + 10)2 + 36; Д,аим = 36 при а— -10, значит

1^1 " ж2|наим = \/36 = 6, тогда ЛБнаим = 6\/2.

Ответ: наименьшее расстояние между точками

пересечения графиков у = — и у — χ + 10 равно 6\/2 при
χ — а

а = -10.
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6. Найдите наименьшее значение функции у = 2cos4x+sin4χ.

Для упрощения используем формулы понижения

9 1+ cos 2α
. 9 1 —cos 2α:

cosz α = ; sm α = —■—.

2
'

2

^ Λ
/1 + cos 2x λ /1 — cos 2x ч

Тогда у = 2 +
2 У V 2

_

2 + 4cos2x + 2cos22x + l - 2cos2x + cos22x
_

"

4
"

_

3 cos2 2x + 2 cos 2x + 3
"

4
'

Учитывая, что мы имеем дело с квадратичной функцией
относительно cos2x, и замечая, что 3 > 0 (т.е. а > 0),
убеждаемся в том, что существует унаим.

h 9 1

При яо =
—

7г-, т.е. cos2x = ———— = —- € [—1; 1], значит
2а 2 · 3 о

i/наим
3Н)2 + 2(4)+3_ 1-2 + 9_2

4 12 3'

Ответ: наименьшее значение функции у = 2 cos4 ж + sin4 ж
2

равно -.

О

7. Найдите наибольшее и наименьшее значение функции
1

у
—

ш

4 cos2 χ — 2 cos x + 3

Пусть t (x) = 4cos2 χ — 2 cos χ + 3. Ее можно представить в

( ι\2
виде i(x) = I 2 cos :r — - J +2,75. Пусть cosx = a, тогда

ΐλ2 „__ /ι
ί(α) = ( 2α- - 1 + 2,75, ίΗΜΜ = ί Ι - ) = 2,75, значит

1 1

ί/наиб
*наим -ώ,75 11

Вычислить наименьшее значение несколько сложнее.
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ί=4α2-2α+3

Построим график ί(α) = 4α2 — 2α+3, учтем, что а€ [—1; 1].
ί(1) = 4·12-2·1 + 3 = 5; t(-l) = 4·(-1)2-2·(-1)+3 = 9;

*наиб = 9, значит унаи

1

9"''наиб

Ответ: наибольшее значение функции
1 4

у = ^ т^ о равно —, а наименьшее значение
4 cos2 ж — 2 cos а; + 3 11

функции равно -.

8. Найдите наибольшее значение функции

у = (х + 3)(х + 4)(х + 8)(1 - х).

Попробуем заменой переменной упростить решение
задачи. Так как (х + 3) (х + 4) = х2 + 7х + 12,

а {х + 8) (1 - х) = - (х2 + 7х - 8) ,

то полагая х2 + 7х + 12 = £,

получим, что - (х2 + 7х - 8) = 20—t, тогда y(t) = t (20—t).
В результате имеем квадратичную функцию.

Ъ
to — "~т; абсцисса вершины параболы.

2а

Так как здесь ветви параболы направлены вниз, то

существует унаиб = у (t0).



284 Основные свойства функций

20
Найдем t0 = -gTZn"

= 10; Унаиб = ^10) = -100+200 = 100.

Отметим, что для £ = 10

χ2 + 7х + 12 = 10; х2 + 7х + 2 = 0 ,— корни есть.

Ответ: наибольшее значение функции

у = (χ + 3)0 + 4)0 + 8)(1 - х) равно 100.

9. Сечение правильного тетраэдра плоскостью,

параллельной двум противоположным ребрам, является

параллелограммом наибольшей площади. Найдите площадь и

периметр такого параллелограмма, если ребро тетраэдра

равно а.

1) АВ = ВС = АС = AD = BD = CD = α; Aid || AD;
А\В\ || ВС

—

условие выполнено.

2) Значит CiDi \\ ВС, ΌλΒλ || AD, т.е. ΑλαλΌλΒλ -

параллелограмм. Пусть А\В\—х\

АА2 = АС · cos30° = ^-.
СВ АС

3) ΑΑΑιΒι ~ ААСВ, тогда

ΔΑΑιО ~ ААСА2, тогда

ΑιΒι ΑΑι
АС АА2 СВ АА2

ΑΑι АО ΑιΒι АО
aV3
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AD A An

4) AA2OD2 ~ AA2AD, тогда
2

α\/3
а 2

т. е,

0£>2 ОА2'

OD2 AA2-AO'

а^Д л/3
-^ ^-^
2 2

значит OD2 =
т=

= α — ж; OD2 — а — х.

уЗ

2

5) AA2I.CB по построению; ААг —

медиана ААВС\
DA2-LCB по свойству медианы равнобедренного
треугольника AADjB, значит CBLADA2. По

признаку перпендикулярности OD2-LCB, но OD2 || -AiCi
и 4ιΒι || СБ =» AiCiJlAiBi, тогда AiCuDiBi —

прямоугольник.

6) SAic1d1b1 = A1C1 · АгВг; Aid = OD2 = α - ж,

т.е. S(x) = x(a-x); D(S) = (0;α).
Итак, 5 (а;) = —х2+ах. Так как это квадратичная

функция (ветви параболы направлены вниз), то существует

5наиб при а* = ~γα,
т.е. хо

= -^у - f ■

Значит £наиб = 5 I - I = -— + α · -
= —; £наиб = —.

Но Αιβχ = -, значит ΟΖ?2 = α— о~ q>
T-e- A\CiD\Bi —

Ζ Δ Δ

квадрат, тогда PaiCiDiBi = 2α·

Ответ: наибольшая площадь сечения тетраэдра

плоскостью, параллельной противоположным ребрам, равна
а2
— и сечение есть квадрат, вершины которого

—

середины противоположных ребер, а периметр равен сумме

двух ребер 2а.
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Практикум 19

Решение задач на наибольшее и наименьшее значение с

помощью производной.

1. Найдите наибольшую площадь трапеции и ее периметр,

если три стороны трапеции равны а.

2. Найдите наибольшую площадь и угол а прямоугольного

треугольника, сумма катета и гипотенузы которого

равна т.

3. Из квадратного листа жести со стороной а вырезали короб
прямоугольного основания наибольшей емкости. Найдите
объем такого короба.

4. В параболу у —
—х2 + 2х + 8 вписали прямоугольник

наибольшей площади, две вершины которого принадлежат оси

абсцисс, а две другие
— параболе. Найдите площадь

такого прямоугольника.

5. Найдите область изменения функции у — sin2xsinx.

6. Найдите наименьшее значение функции

_

хА + 4г3 + 10х2 + 12.x + 10
У~

х2 + 2х + 3
'

7. Найдите наибольшую площадь прямоугольника, две

вершины которого касаются графика функции у —
-—~~

,

а две другие принадлежат оси абсцисс.

8. Найдите х\ и Х2
— абсциссы точек экстремума функции

у — х3 + а\х2 + а2Х + аз? центрально-симметричных

относительно начала координат, и вид функции, если / (^2) — И?

/(*ι) = 7.

9. Найдите наименьшее расстояние от точки А [ 1; - ] до

кривой у — 1 — 2х2.
О»!)
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10. Найдите наибольшее и наименьшее значение

площади треугольника, у которого одна из вершин есть

начало координат, а две другие принадлежат кривым

/ (х) = -2х2 + Ъх — 10 и д(х) = Зх2 — 10ж + 2 и имеют

одинаковые абсциссы, причем χ Ε [0,6; 1,5].

11. В сектор АОВ радиуса R с центральным углом 2а

вписали прямоугольник наибольшей площади, симметричный

оси симметрии сектора. Найдите площадь такого

прямоугольника.
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Решение практикума 19

1. Найдите наибольшую площадь трапеции и ее периметр,

если три стороны трапеции равны α4
:

Ί -1 D

АВ = ВС — CD — а. Дополнительное построение:

BBXLAD, CCx^AD, BBX = ССъ

Пусть AD = 2х,

ч л „
AD-ВС

А„
2х-а а

1)АВг =

—2 ; АВ1 =

—^-=х--]

2) ВВг = у/АВ2-АВ1\

ВВг = Jа? - (^^) = ^\/За2 + 4аа;-4^2;

3) Sabcd =

τ; Habcd;

S(x) =

2

a+ 2x1

то i

~2^

уЗа2 + 4ая - 4:r2.

v2 =

+ xl,5a

Так как За2 + 4ax - 4x2 = 3 ( a - -ж ) (a + 2x) и χ > 0,

— χ

щш,г

(α>0)

D(S) = (0;1,5а).

4) 5' (ж) = ^^ ■ \^Да? + Аах - Ах2 +
Δι Δι

а + 2х Аа- 8ж

4 2\/Зо2 + 4аж - Ах2



Решение практикума 19 289

За2 + Аах - Ах2 + (а + 2х) (а - 2х)
_

2\/За2 + Аах - Ах2

За2 + Аах - Ах2 + а2 - Ах2
_

2л/3а2 + Аах - Ах2

А (а2 + ах - 2х2)
_

2{а-х){а + 2х)
2л/За2 + Аах - Ах2 \/За2 + Аах - Ах2

5) S'{x) = 0;

а

"2

Тогда Л!) = 2а и Pabcd — 5а.

Smax = 5 (а) = ^а\/3а2 + 4а2 - 4а2 - ^а2\/3 (кв. ед.).

В силу непрерывности Smax — SHavl6.

Ответ: наибольшая площадь трапеции равна

-α2ν3 (кв. ед.), а периметр равен 5а.

2. Найдите наибольшую площадь и угол

α прямоугольного треугольника, сумма

катета и гипотенузы которого равна т.

АВ + АС = т.

1) Пусть АС —

х, тогда

ВС = VAB2-AC2;

ВС = у(т
- х)2 — х2 — \Jm2 — 2тх;

2) SAABC = -АС ■ ВС; S (х) = -хл/т2 - 2тх,

т. е. S(x) = ]- л/т2χ2 - 2тж3; D (/) = ( 0
т

~2
.
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3) S'(x)
2т2х — бтх2 т2 — Зтх

2 · 2\/т2х2 — 2тх* 2у/т2 — 2тх

т lVs
18

непрерывна на I 0;
т

то

4J *Ьтах — Ь

Так как S(x)

*Ьтах — *ЬНаиб·

1 2
5) Учитывая что АС = -т и АВ = -т, получим, что

о о

cos α

3m

зт

1 1
= -; cos α = -, значит а — 60 .

Ответ: при а = 60° треугольник будет иметь наибольшую

площадь 5наиб =
πν !ч/з

18
-, если сумма гипотенузы и катета,

образующих этот угол, равна т.

3. Из квадратного листа жести со стороной а вырезали короб
прямоугольного основания наибольшей емкости. Найдите
объем такого короба.

Бг
Во

В1 W*
4с,

Τ

Д»

А>

Ш.

J£>
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Пусть АА\ = х, тогда:

1) А3В3 = а-2х; A3D3 = а-2х; V = (а - Ixf ж;

D (V) = (θ; °- ); V (х) = 4z3 - Аах2 + а2х.

2) V (х) = 12ж2 - 8ах + а2; V = 0;

4а ± л/16а2 - 12а2 а а
,
^/Trt

^1,2 = т^ ; a;i = -; X2=~f D(V).
12

VI
+ \6

Fmax = V = а
2а 2 = (Ή.6 V3

а
_

2а3

6
"

~27~,6/ V 6

В силу непрерывности Vmax = VHaii6.

^
2а3 а

Ответ: VHavi6 = -—

при глубине разреза -.

27 6

4. В параболу у = —х2 + 2ж + 8 вписали прямоугольник

наибольшей площади, две вершины которого принадлежат оси

абсцисс, а две другие
—- параболе. Найдите площадь

такого прямоугольника.

1) Построим график у = —х2 + 2х + 8.

= -х +2х+8
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2) Пусть KD — χ (ось симметрии параболы проходит

через точку К, т.е. АК — KD), тогда OD = χ + 1;
DC = f(x + 1) (где / (χ) = -χ2 + 2χ + 8). Итак,

/ (χ + 1) = - (χ + Ι)2 + 2 (χ + 1) +*8 = -χ2 + 9.

3) Sabcd = AD · DC,
т. е. S (χ) = 2х (-χ2 + 9) = -2х3 + 18я; D (S) = (0; 3).

χ = л/3
4) S' (х) = -6х2 + 18; S' (х) = 0;

χ = -х/з

Sm3X = S(V3) = -2 (у/3) + 18л/3 = 12л/3.

В силу непрерывности 5тах = 5наиб.

Ответ: наибольшая площадь прямоугольника,

опирающегося на ось абсцисс, который можно вписать в параболу,
равна 12л/3 (кв. ед.).

5. Найдите область изменения функции у = sin 2ж sin ж.

Представим функцию в виде суммы

1) у (х) = sin2x sin χ — - (cos x — cos3x). Зная, что

Δι

cos 3α = 4 cos3 a — 3 cos а, получим

y{x) = ~ (cos χ — 4 cos3 χ + 3 cos ж) = 2 (cos χ — cos3 ж) =

= 2 cos а; (1 — cosa;) (1 + cos я).
Полагая cos χ — α, где α Ε [—1; 1], представим

у = 2α (1 + α)(1 -a).
Можно было проще, если помнить, что

sin 2а — 2 sin a cos a;

у = 2 sin χ cos χ sin χ = 2 sin2 χ cos χ = 2 (l — cos2 #) cos x.

2) j/ = (2a -2a3)' = 2- 6a2;
x/3

l/' = 0;

a =

a =
л/з

·

3
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2/max = У ί "у j = 2

= 2
V3 1 л/3

2/min = У

I 3 +3 3

у (1) =0; у (—1) = 0. Составим таблицу.

α

У

-1

0

V3
3

4^3
9

V5
3

4^
9

1

0

Значит унаи6 =

т. е. Ε (у) =

Ответ: Ε (у) —

4\/3
q

? 2/наи

4\/3 4\/3
9

'

9

4>/3_4\/з'
9

'

9

4л/3
9

'

для функции у = sin 2x sin ж.

6. Найдите наименьшее значение функции

_

х4 + Ах3 + Юх2 + 12а; + 10
У~

х2 + 2х + 3
'

Можно, конечно, сразу вычислять производную, но

технически это не просто. Для упрощения попытаемся выделить

целую часть.
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х4 + 4х3 + 10х2 + 12ж + 10

'х4 + 2х3 + Зх2

2х3
2х3

+

+

7х2
4х2

Зх2
'Зх2

+ 12ж

+ 6х

+

+

6z + 10

6х+ 9

х2 + 2х + 3

х2 + 2ж + 3

1

Таким образом, у = х2 + 2х + 3 Η—~— -.

χζ + 2χ + 3

Так как я2 + 2х + 3 = (ж + I)2 + 2 > 0 (Va), то можно

воспользоваться теоремой Коши-Буняковского —-— ^ ν α&;
ζ*

CL ~\~ Ь /

(а ^ 0; 6^0); если а = 6, то —-— = ν аб. Итак,

х2 + 2х- + 3+
*

> 2W(x2 + 2* + 3)
*

= 2,
аг + 2ж + 3 У ж2 + 2х + 3

т. е. у ^ 2. Значит унаим = 2.

Вроде все верно, но все-таки проверим, возможно ли у
= 2.

1
Это верно, если яг + 2х + 3 = -

0 ,

2
х2 + 2х + 3

тогда (х2 + 2х + 3) = 1;

х2 + 2х + 3 = 1

z2 + 2:r + 3 = -l
'

х2 + 2х + 2 = 0

х2 + 2х + 4 = 0

Вот это да! В чем же дело, где подвох? Поступим иначе.

Пусть х2 + 2х + 3 = t, t = (χ + Ι)2 + 2 и t ^ 2, тогда

1
, , /П t2-l

V »

\ t2) t2

y#—+Vi Д 1У+
-·-

Hoi^2 и при этом у (t) Τ j значит у (2) = ymjn = 2+
- = 2,5.
Δι



Решение практикума 19 295

Так как х1 + 2х + 3 = 2 при χ — —1,

то ymin = 2,5 при χ = -1.

В силу непрерывности у(х) ymin = унаим

Ответ: наименьшее значение функции
х4 + 4г3 + 10х2 + 12х + 10

У
х2 + 2х + 3

равно 2,5 при χ = — 1.

7. Найдите наибольшую площадь прямоугольника, две

вершины которого касаются графика функции у —

а две другие принадлежат оси абсцисс.
0,16х2 + 1'

У*

с[
-х0 0

Ρ
Xq

0,16

^^0Д6л:2+1
Ъ

0,16
1) Так как А (х0; у0) € Г у = ^χ2 ^

0,16 , / 0,16
Уо

У =

0,16x1 + 1

0,16

,
т. е. А[ х0;

0,16а;2 + 1

(/(-*) = /(*)) ·

2) Sabcd = CD · AD,

т. е. 5 (х'о) = 2жо

0,16а;2, + 1

—

четная, значит В (—xq;

. Функция

0,16

0,16а;2, + 1

0,16 0,32ж0

0,16а;2,+ 1 0,16а;2,+ 1'

D(S) =.{0\оо);

0,32 (0,16а;2, + 1) - 0,32а;0 · 0,32ж0
S'(xo) =

_
0,32(1-0,16s2,)

(0,16а;2 + I)2

(0,16а;2 + I)2

5" Ы = 0;
а;0 = 2,5
а;0 = -2,5
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5тах = 5(2,5) = 2 · 2,501б°2^2 + 1
= 0,4 (кв. ед.).

В силу непрерывности Smwi = £наи6.

Ответ: наибольшая площадь прямоугольника, две

вершины которого касаются графика функции у =
'

2 -,

а две другие оси абсцисс, равна 0,4 (кв. ед.)

8. Найдите х\ и Х2
— абсциссы точек экстремума функции

y = x3 + aix2 + a2X + d3, центрально-симметричных

относительно начала координат, и вид функции, если / (жг) — И>

/0п) = 7.

Так как абсциссы точек экстремума

центрально-симметричны относительно начала координат, то Х2
= —

х\,

т. е. х\ + Х2 — 0, тогда учитывая, что

/' [х) — Зх2 + 2а\х + (L2 и х\, Х2
—

корни производной,

получим а\ — 0, т.е. f (х) = Зх2 + CL2· При f (х) — 0

CL2 = -3x2, значит /(х) = х3+0-х2+ (—Зх2)х+аз = аз—2х3.

Значит f(x2) = аз
— 2х3 = 11. Но х\ — —Х2-

/On) = а3
- 2 (-х3) = а3 + 2х3 = 7. Ш±Ш

Следовательно, аз = 9 и х\ — —1, т.е. Х2
= —1,

a #1
= 1; а2 = —3 (а2 = —Зх2) ; аз = 9.

Тогда /(1) = /min = 7; /(-1) = /max = 11 и функция
имеет вид у

— х3 — Зх + 9.

Ответ: абсциссы точек экстремума функции

у = х3 + (1{Х2 + а2Х + аз, центрально-симметричных

относительно начала координат, равны х-[ = 1; #2 = — 1,
и функция имеет вид у

= х3 - Зх + 9, где /тах (-1) = 11,

/min(l) = 7.



Решение практикума 19 297

9. Найдите наименьшее расстояние от точки А ( 1; - ] до

кривой у = 1 — 2х2.

у=1-2х

Пусть точка В (хо5 2/о) принадлежит кривой у = 1 — 2х2.

Тогда функция расстояния от точки А до точки В будет

равна / Оо) = \ Оо - I)2 + (Уо - ^ J , где у0 = 1 - 2х\.

Тогда f(Xo) = J(Xo-l)2+(l-2x20-^\ =

= J(xo-l)2+(\-2xl
2

.2 \ _

= 1/ж2)-2ж0 + 1 +
16

■

ж0 + 4zg = A/4xg-2a;o + l
16'

/'Ы =
l&rg - 2 8ar§ — 1

2у/*4 ~2χο + 1^ ^4^-2^0 + 1^

2/ +

V /mir
Χ

/ ο =14·^-2·ο+1^ =

ч/б
16 16

В силу непрерывности /min = /наим.

Ответ: наименьшее расстояние от точки А ( 1; - ) до кри-

вой у = 1 — 2х2 равно
V5
4
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10. Найдите наибольшее и наименьшее значение площади

треугольника, у которого одна из вершин есть начало

координат, а две другие принадлежат кривым

/ (χ) = —2х2 + Ъх — 10 и д (х) = Зх2 — Юх + 2 и имеют

одинаковые абсциссы, причем χ € [0,6; 1,5].

1) Так как Г (у = f (χ)) Π Г (у = д (х)) - 0 и график

у = f (х) выше графика у — д(х),
то положим А € Гр(ж) и Б € Yf(x).

Тогда Б (ж0; Зх§ - 10х0 + 2), А (я0; -2^о + 5^о
- Ю).

ЛБ || Оу, значит

АВ = (3x1 - IQxq + 2) - (-2х2 + Ьхо
- 10) ,

т. е.

АВ = 5ж§ - 15х0 + 12.

2) SAaob = 2AB'0xo, т.е. S (х0) =-х0 (5х% - 15х0 + 12).

3) S7Ы = \ (5^о " 15xg + 12x0)' - \ (1Ъх\ - 30х0 + 12) =

= - (Ъх\ - Юхо + 4) .
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4) S' (хо) = 0; (:ro)i 2
=

5 ± ^25 - 20 5±%/5
5 5

Рассмотрим, какие из корней принадлежат [0,6; 1,5]

5-V5 ^
3

а) Допустим

5-V5

^ г; 2 > \/5 — ложь,
5 5

т. е. g [0,6; 1,5].

5 + \/5
б) Допустим —-— 6 [0,6; 1,5], т. е.

5

5 + VE з

5 2 Г Ю + 2\/5 < 15
.

Г 2χ/5 < 5

5 + \/5 3
' j 5 + \/5> 3

'

\ %/5> -2
'

5 ^5

/ 20 < 25 5 + ^
^ гп « ι γι

Ί ./к > _2

—

истина, т. е. —-— € [0,6; 1,5], тогда

S'
J=£

+ \5
5+V5

[0,6 б/ +

с

f5 >

5 + \/5

1\/5 + 5 /5/5 + л/5 15-^ + 12
2 5 I V 5 / 5

1 5 + VE ib + 10V5 + 25 - 15\/5 - 75 + 60'
Г Ь,\ 5

1 Ъ + УЪ 15-5V5 1

2 5

Л,
10

= _L(5 + ^)(3_^) =

^(15-2л/5-5)
5- %/5"

_
_

\/5
5

~

~

5
'
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5) Вычислим значение S (xq) на концах [0,6; 1,5].

*<м>-И("4-»1*иН(!-Н-
-

36
_

1].
~

25
~

25'

а,-, ^ 13/г 9
1Г

3 ,Л 3 45-90 + 48 9
5(1,5) = -·-

5-^15-- + 12U^ = -.

Xq

S{x0)

0,6

•5

Ь + у/Ъ
5

5

1,5

9

16

Так как 1 - — < —, то 5наим = 1 - —; 5наиб = 1 —.

Ответ: онаим = 1 —-; *Ьнаиб = 1^г·

11. В сектор АОВ радиуса R с центральным углом 2а

вписали прямоугольник наибольшей площади, симметричный

оси симметрии сектора. Найдите площадь такого

прямоугольника.
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1) Пусть 0\М = х; 00\ = OiMctga; ( а € ( 0;

00\ = xclga.

π

2) ΟΓι = у/ОТ2 - ТТ2 = VR2 - χ2; [ΟλΜ = ΤΤλ).
ΤΜ = ΟΓι - ΟΟι = VR2-x2-xctga.

3) Spktm = ΤΜ ■ ΡΜ- S(x) = (VR2 - x2 - xctga) 2χ;

D(S) = (0;Raaa).

-2χ
4) S'(x) = 2 (VR2 - χ2 -χ ctg a) + 2x

2V#2
_

~2
ctg a I =

2 (R2 - x2 -xctgaVR2 -x2 -x2 -xctgay/R2 - x2)
VR2 - x2

2 (r2 - 2x2 - 2x ctg aVR2 - x2)
VR2 - χ2

'

5) S' (x) = 0; R? - 2x2 = 2x ctg ay/R?
- x2 при χ2 ^

R2

R4 - AR2x2 + 4ж4 = Ax2 (R2 - x2) ctg2 a;

4(1 + ctg2 a) xA - AR2 (l + ctg2 a) x2 + R4 = 0;

(l + ctg2a = —i—) 5 4ж4 - 4ЛV + Л4 sin2 a = 0;
V sin a /

D ?4 -„2 4 „„„2
= 4Д4 - 4iT sinz a = 4iT cosz a;

, 2\
_

2Д2 ± 2Д2 cos a

\x )i,2 _ 4
''

ж2 = -(1 + cosa) Д2 ^

x2 = ~(l-cosa)R2 e

г

<>;

г

<»;

/?21

2 J
7?.2l

2 J

[ 1 + cos a > 1

так как α Ε ί 0; тг)) -

_ /1 — cos a _ _

.
a

Тогда χ = ι / it, т. е. х = R sm — .
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S'-
+ ^inf R

χ

а

Smxx = S Rsm~ =

а а а
R2 - R2 sin2 — - R sin —ctga · 2R sin —

Я cos —

2

sin — cos α
χ

—=—r
sma

a

•2i?sin- =

- op22RZ sin
α

Sill (*-f)
2 sin α

2 о:
sin

= 2Д2 = Rh£- (кв. ед.).
2 Sin

J-
COS

J-
Z

В силу непрерывности S'max = 5наиб·

Ответ: площадь наибольшего прямоугольника, который

можно вписать в сектор радиуса R с углом в 2а с общей

осью симметрии, равен i?2tg— (кв. ед.).
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Тренировочная работа 8

1. Из трапеции со сторонами 13 и 20 и основаниями 30 и 9

вырезали прямоугольник наибольшей площади, причем одна

из сторон прямоугольника лежит на большем основании.

Найдите эту площадь.

2. Найдите наименьшее расстояние между корнями

трехчлена у
= х2 — (2а + 1) х — а2.

9
3. График функции f (х) = пересекает прямую

у — 10 — χ в точках А и В. Найдите наименьшее

расстояние между точками А и В.

4. Найдите наименьшее значение функции у — 2sin4 x+cos4 x.

5. При каких линейных размерах бассейна объемом 32 м3

с основанием в виде квадрата на его облицовку пойдет
наименьшее количество материала?

6. Пароход выходит из пункта А в пункт В и затем обратно
в пункт С, находящийся между пунктами А и В. При
какой скорости течения время следования в пути будет
наименьшим, если АВ = а, ВС = 6?

7. В параболу у = —х2 + 4х + 5 вписали прямоугольник

наибольшей площади. Две вершины прямоугольника

принадлежат оси абсцисс, две другие
— параболе. Найдите

площадь такого прямоугольника.

8. Найдите наибольшее и наименьшее значение функции
у — cos2xcosx.

9. Найдите наименьшее значение функции
_

хА - 4х3 + 10ж2 - 12х + Ю
У "

х2 - 2х + 3

10. Найдите наибольшее значение площади трапеции, у

которой вершины большего основания есть точки пересечения

прямой у = 2х+3 и у — х2^ а вершины меньшего основания

принадлежат кривой у = х2.
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Решение тренировочной работы 8

Из трапеции со сторонами 13 и 20 и основаниями 30 и 9

вырезали прямоугольник наибольшей площади, причем одна

из сторон прямоугольника лежит на большем основании.

Найдите эту площадь.

1) Дополнительные построения:

BBi±AD; CCilAD, тогда ВВХ = ССг.

в_ с

Α ρ Βχ

2) Пусть ΑΒι = χ, тогда CiD = AD-BiCi~AB1 = 21-x.

3) ΑΑΒΒχ: ВВ\ = АВ2 - АВ\; ВВ2 = 132 - х2.

ADCd: CCl = CD2-CiD2; CC2 = 202-(21 - χ)2.
Тогда 132 - χ2 = 202 - (21 - χ2)
169 - χ2 = 400 - 441 + 42ж

169 - 400 + 441

2.

Χ =

42

χ

5, значит

4) ВВг = л/132 - 52 = 12, т. е. HABcd = 12.

5) ААВВг: ctg(Z^ = ^|i; ctg(Z^) = A;

ADCd: ctg(ZD) = ^-; ctg(ZD) = ^^--
6) Пусть рк = η, тогда Ар = pk · ctg (^A);

5 4
Ар = —η; mD — tm · ctg (ZD); mD = -n.

1.Δ о

Значит рт = AD — Ap — mD,
5 4 7

т. e. pm = 30 — —n — -n — 30 — -n.
1.Δ о 4

16

12

4

3'
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7) Spktm = Рк ■

рт; S (п) = η ( 30 - -η j = --

D(5) = (0;12].

η2 + 30η;

8) S(n) — квадратичная, где α<0, значит, при no:

S (п0) = ^наиб (для S (п) = an2 + bn + c).
2а

Здесь По =
30

(-0
60

7
8-,значит
7

&_=S|8i)=8i(»-I.8i)=f
60

1Г
900

у15
= — 128- (кв. ед.)·

30-1 60

7

S=-Jn2+30ra

Ответ: из трапеции с данными условиями вырезали

прямоугольник, наибольшая площадь которого равна

128- (кв. ед.).

2. Найдите наименьшее расстояние между корнями

трехчлена у = х2 — (2а + 1) χ — а2.

D = (2a + I)2 + 4а2 = 4а2 + 4а + 1 + 4а2 = 8а2 + 4а + 1 =

= 8 а +
1

+
2'
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IV 1
а + -\ +->0 (Va), значит х\фх2- Для х2+рх+д= 0;

Ρ

Итак, D = 8 ( a +

Ρ
Х2 = ~2~

Vd
χι
-

х2 = VD.

+ 2'' ^наим = -

при a = --, тогда

Xl
—

Х2

Ответ: наименьшее расстояние между корнями трехчлена

о
/ίΛ .ч о v2 1

у = χ — (2a + 1) χ — аг равно
—-

при a = —-.

3. График функции / (χ) —
а — χ

пересекает прямую

у = 10 — χ в точках А и Б. Найдите наименьшее

расстояние между точками А и В.

Абсциссы точек пересечения графиков связаны уравнени-
9

ем = 10 — #, т. е. 9 = (10 — χ) (α — х);
а — χ

х" (а + 10) χ + Юа = 9;

D = (а + 10)ζ - 40а + 36 = а2- 20а + 136 =

= (а — 10)2 + 36 > 0 (Va), значит χι 7^ #2·

Координаты точек А и В: А {х\\ 10 — χι); Б (з^; Ю — #2);



Решение тренировочной работы 8 307

= у/(хг - Х2? + (Ю -

χχ
- (10 - х2))2 =

= yj(xi - х2)2 + (х\ - Χ2? = \x\ - Χ2\ \/2·

Учитывая результат примера 2 \χχ — χ2\ = \AD, получим

£> = (α - ΙΟ)2 + 36; Д,аим = 36 при α = 10, тогда

\χι ~ х2|наим = л/36 = 6. Значит АВнаим = 6л/2.

Ответ: наименьшее расстояние между точками

пересечения графиков / (х) = и у = 10 — χ равно 6л/2 при
а — χ

а= 10.

4. Найдите наименьшее значение функции у = 2sin4 x+cos4 x.

9 1 + cos 2α
. 9 1 — cos 2α

учитывая, что cosza = -

; sm α =

Для упрощения используем формулы понижения. Тогда,

учитывая, ч:

преобразуем

_ /1 — cos2х\ (1 + cos2xч
У = 2\ ό +

2 У V 2

_

2 - 4cos2х + 2cos2 2х + 1 + 2cos2x + cos2 2a;
_

~

4
~

_

3cos22x-2cos2x + 3

4

т. е. у
—

квадратичная функция от cos2x. Тогда

2/наим = У (*о), где ί0 = ~тг Для у = ах2 + Ьх + с (а > 0),
λα

—2 1 1
т.е. ί0 = -— = - (где t = cos2x € [-1;1], - Ε [-1;1])-

Ответ: наименьшее значение функции у — 2 sin4 χ + cos4 a;

2
равно -.
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5. При каких линейных размерах бассейна объемом 32 м3

с основанием в виде квадрата на его облицовку пойдет
наименьшее количество материала?

Αι

в,

А ».

в

/

V

с

со

D

Пусть АВ = х, тогда

1) Sabcd = ЛВ2 = х2·

V6 = Sabcd · Н6\ Н6 =
V,

Sabcd'

Я,б — ~~п
X1

32
_

32
_

128

X* X

значит 5п.б = 5осн + Збок,

_, 9
128

г* / \ о 128
т. е. £п.б = х1 Л ; S (χ) = χζ Η ;

D (S) = (0; oo).

S'

Xе-

V +

S' (x) = 0; χ = 4.

— /a X
— °min

128
5mi„ = S'(4) = 42 + ^

= 48.

Так как S (χ) — непрерывна на (0; oo),
32

42
TO Omjn

— <ЪНаим5 Нб = — = 2.

Ответ: линейные размеры бассейна емкостью 32 куб. м при

наименьшей площади внутренней поверхности равны 4 м,

4 м, 2 м.
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6. Пароход выходит из пункта А в пункт В и затем обратно
в пункт С, находящийся между пунктами А и Б. При
какой скорости течения время следования в пути будет
наименьшим, если АВ —

а, ВС = Ы

Пусть V —

скорость парохода в стоячей воде, χ —

скорость течения реки.

t(x) =

т. е.

t(x) =

t'{x) =

АВ ВС

V+x V-x

a b
+

V+x V-x

а

(АВ>ВС; а>Ь); D(t) = (-V;V),

_

~(а-Ъ)х + У(а + Ь)
_

(V + х) (V - х)
'

+
(V + x)' (V-x)

2 '
t' (χ) = 0;

(V + x)2 (V-x)2' a

ή
■Jav

rr , тогда

V-x

V + x

V-x

V + x

t> (x) =:

x =

X =

V-x

V + x,

y/a- Vb

x/a + Vb
Va + Vb

y/a- Vb

VeD(t)

ViD{t)

(a - b) x2 + 2V (a + b) χ - (a - b) V2

(V + x)2 (V-x)2

:—5- yt„

В силу непрерывности imin = iHailM = V
у/а — Vb

но

y/a+VbJ
'

Ответ: наименьшее время требуется на путь из пункта А

в пункт В и обратно в пункт С при скорости течения

у/а — Vb
реки, равной

y/a+\/b
V



310 Основные свойства функций

7. В параболу у =
—х2 + 4х + 5 вписали прямоугольник

наибольшей площади. Две вершины прямоугольника

принадлежат оси абсцисс, две другие
— параболе. Найдите

площадь такого прямоугольника.

у=-х +4jc+5

Пусть KD — я, тогда OD = 2 + χ и AD = 2х, значит

DC = / (2 + χ) = - (2 + χ)2 + 4 (2 + χ) + 5 = -χ2 + 9;

Sabcd = AD · DC;

S (χ) = 2x (-χ2 + 9) ; D (S) = (0; 3);

S' (x) = (-2xs + 18xY = -6x2 + 18;

S'(x)=0; x2 = 3; ^ = _^ ^ (Q;3)
.

Smax = S(y/S)= 2V3 (- (λ/3)2 + ή= 12л/3.

В силу непрерывности £тах = 5наиб.

Ответ: наибольшая площадь прямоугольника,

опирающегося на ось абсцисс, который можно вписать в параболу
у — ~х2 + 4х + 5, равна 12>/3 (кв. ед.)
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8. Найдите наибольшее и наименьшее значение функции

у — cos2xcosx.

Для решения задачи преобразуем правую часть. Так как

cos 2х cos χ = - (cos Зх + cos χ) и cos Зх — 4 cos3 χ — 3 cos я,
Δι

ΤΟ у
—

- (4 cos3 χ — 3 cos χ + cos χ) = (2 cos2 χ — l) cos χ
Δι

(можно проще, если воспользоваться формулой

cos 2α = 2 cos2 a — 1).

Пусть cosx = α, где α Ε [—1; 1], тогда у{а) = а (2α2 — l) ;

D{y) = [-l-l].

у' (α) - (2α3 - а)' = 6α2 - 1; у' (α) = 0;

V6
α =

α =

6

ч/б
6

-1
6

λ/6

y
-(-#Μ(*·Η-#

у (-1) = -1 · (2 ■ 1 - 1) = -1; у (1) = 1 (2 · 1 - 1) = 1.

Составим таблицу значений.

ж

У

-1

-1

V6
6

9

6

9

1

1

Значит ?/наи6 = 1; унаим = -1, т. е. для непрерывной

функции это значит, что Ε (у) = [—1; 1].

Ответ: для функции у = cos 2x cos χ Ε (у) — [—1; 1].
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9. Найдите наименьшее значение функции

У
с4 - 4а;3 + 10z2 - 12а; + 10

х2 - 2а; + 3

Для упрощения решения выделим целую часть,

х4 - 4х3 + 10а;2 - 12а; + 10

х4-2х3+ Зх2

-2х3 + 7а;2-

-2аг3+ 4а;2-

Зх -

~3х2-

-12а;
- 6а;

- 6а;+10
- 6а; + 9

х2 - 2х + 3

2а;+ 3

1
т.е. у

= х2-2х + 3 + -2х1 — 2х + 3

так как х2 - 2х + 3 = (ж - I)2 + 2 > 0 (Va;).

Пусть ί = а;2 — 2а; + 3 = (а; — I)2 + 2, тогда t ^ 2, значит

У'

У' = 1
1
_

f - 1

ί'
"

t2
~

t2
'

Так как ί ^ 2, то на [2; со) y = t-\ возрастает (у' > 0),

значит унаим
= у (2) = 2+- = 2,5 (ί = а;2-2а;+3 = 2; χ = 1).

Ответ: наименьшее значение функции

χ

У
=

4х3 + Юа;2 - 12а; + 10

а;2 - 2а; + 3
равно 2,5 при χ = 1.

10. Найдите наибольшее значение площади трапеции, у

которой вершины большего основания есть точки пересечения

прямой у = 2ж+3 и у = х2,
принадлежат кривой у = χ

χ2 = 2х + 3

а вершины меньшего основания

2

, /у = 2а; + 3
1} \У = х2

χ = 3

х = -1
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у=х

2) у = 2х + Ь прямая || у = 2х + 3;

у = 2х + 6

у = xz
; χ2 = 2х + 6; х2 - 2х - b = 0.

αϊ = 1 + лЛ + Ь; д?2 = 1 - VTT5;

#ι
—

#2 = 2\/1 + 6.

3) Для у = 2х + 3 tga = 2 — угловой коэффициент.

ν/5
Так как cos a =

1 1
—

=, то cos а = —=

VI + tg2 a V5 5

^ *п ΑΑι *η 3-(-1)
4) АВ =

-, тогда АВ = \^-
cos a V5

= 4V5.

Аналогично CD =
, тогда

cos α

CD=^Z^l = 2^Jb = 2у5уТ+Ь
cos α V5

5

5) HAbdc = (3 - 6) cos а, т. е. HABDC = (3 - 6)
ч/б
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6) Sabdc = «

· Habdc'·,

S(b) =
4%/5 + 2л/5л/ГТб (3-6) л/5.

2 5
·

'

т. е. S (6) = (2 + VYTb) (3 - 6), где D (S) = (-1; 3).

Примечание. Если 2 вершины трапеции будут лежать
на кривой у = ж2 выше прямой у = 2х + 3, то площадь

трапеции есть неограниченно возрастающая функция,
а основание CD не будет меньшим.

1

ЧГ(')-Ш?(,-"-(!+Л^-2χ/ΓΤ6

1-4\ЛТб-36

2V1 + 6

5' (6) = 0; 1 - 36 = 4ч/Г+6;

Г ι - 36 > о

I 1 - 66 + 962 = 16 + 166
' 6«з

962 - 226 - 15 = 0

6 = 3

ь = -

^тах — *Ь

-4
S-

-1 Ξ^Ζ

2+ч 1

= 2 +

■ = S,наиб?

· !)-·£
Так как 5(6) — непрерывна на [—1; 3], то Sn

с о13
значит 5наиб = 9—.

Ответ: наибольшее значение площади трапеции равно

о13 < \9— (кв. ед.).
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Выпуклость и вогнутость кривой

Понятия выпуклости и вогнутости

Рассмотрим функцию у — /(#), определенную и непрерывную

на (а; 6).

Определение 1. Говорят, что кривая на (а; 6)
обращена выпуклостью вниз, если она лежит выше касательной,
проведенной в любой ее точке на (а; Ь).

Определение 2. Говорят, что кривая на (а; Ь) обращена
выпуклостью вверх, если она лежит ниже касательной,
проведенной в любой ее точке на (а; Ь) .

Определение 3. Дуги кривой, обращенные выпуклостью

вниз, будем называть выпуклыми, а обращенные
выпуклостью вверх

—

вогнутыми.

Определение 4. Точки, разделяющие выпуклые и

вогнутые участки кривой, называются точками перегиба.

Теорема 9. Кривая выпукла на тех участках кривой, где

f" (χ) > 0 и вогнута на тех, где /" < 0, Точки перегиба — это

те точки, в окрестности которых f" (x) меняет свой знак.

Примечание. Имеет смысл запомнить мнемоническое

«правило дожд51». Дождь, падающий на график кривой,
разбивается на вогнутых участках, на которых fn [χ) < 0 (отрицательна),
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и собирается на выпуклых участках, на которых у" > 0

(положительна) .

Иллюстрируем данную теорему. Рассмотрим у — f (χ) — она

определена и непрерывна на (а; 6), f {х) ~~

непрерывна на

(а; 6).

а) Пусть f"{x) = (ff{x))' > 0, значит f (x) возрастает.

Проведем семейство касательных к графику функции в

точках Μχ, М2, Ms ..., тогда а\ < о>2 < as < ...,

соответственно tg а\ < tg 0L2 < tg «з < · ·

·,
значит при стремлении

Μι, М2, М3 ...
—» М& возрастают углы и соответственно

возрастает тангенс углов, т.е. у' — tga возрастает, а

значит уп{х) > 0, что возможно только если f (х) выпукла.

б) Пусть f"{x) = (Г(х)У < 0, значит f (x) — убывает.

4у
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Проведем семейство касательных к графику функции
в точках Μχ, М2, М3 ..., тогда а\ > &2 > <^з > · · ·

соответственно tg а\ > tg 0L2 > tg аз > ..., значит при

стремлении Μχ, М2, Μ3 ...
—» Мь убывают углы и соответственно

убывает тангенс углов, т.е. у' — tga убывает, а значит

у"{х) < 0, что возможно только если / (χ) ~ вогнута.

Эти определения раскрывают геометрический смысл понятия

выпуклости вниз (вверх), но аналитически определяются

иначе. Если для любых точек х\ и Х2 Ε (α; 6)

/ (si^i + 92x2) < 91 f (xi) + 92f (X2) при 5i > 0 и 52 > 0 и при

этом 51+52 = 1, то f (х) выпукла вниз (^ —

выпукла вверх).

Примечание. Понятие было введено датским математиком

Иоганом Иенсоном (1856-1925).

Для случая 51 = 52 =
g
/ I ^ ) ^ £

'

Отметим также, что у = ах+Ь аналитически выпукла и вогнута

одновременно.
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Практикум 20 (Примеры исследования)

1. Исходя из эскиза графика кривой, проанализировать

особенности функции в точках.
^

:

a XjJ Яд Яд "*4 -*5 -^6 *7 *8 ^9 %) ХМ **12 **13 \! *

а) В точке χ = а у (а) = 2/наиб.

б) В точке χ = х\ _,3y/(xi),16 так как

lim ί{χ)φ lim n/(s); / (^ι) = 2/min·

в) В точке Х — Х2 конечной производной, нет у\х2) — оо;

ffa) = Утах-

г) В точке χ = хз f (хг) = 0; (а*;/(а*)) ~~ точка

перегиба, экстремума нет.

д) В точке χ = Х4 ~13//(х4); (^45/(^4)) ~ точка

перегиба, экстремума нет.

е) В точке χ = хъ f (хь) = 0; / (ж5) = ут\п·

ж) В точке χ = Χβ (x6)f (хв)) — точка перегиба,
экстремума нет.

з) В точке χ = х7 f (х7) = 0; / (х7) = утг,х.

и) В точке χ = х% ~"3y'(xg), так как

lim f{x) φ lim / (χ), экстремума нет.

Χ—>Χ8 —0 Ж~>Х8+0

означает не существует.
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к) В точке χ — хд f (хд) = 0, экстремума нет.

л) В точке χ = хю
-1

Эу'(жю); (xio]f(xio)) — точка

перегиба, экстремума нет.

м) В точке χ = хп f (осп) = 0; / (хп) = 2/тах·

н) В точке χ — х\2 [χγι\ί (#12)) — точка перегиба.

о) В точке χ = х\ъ (xu]f (xis)) ~ точка перегиба,
экстремума нет.

п) В точке χ = b f(b) = унаим.

Примечание. Условие f"{xo) = 0 играет такую же

роль в отношении точек перегиба, какую играет

условие f'(xo) = 0 при нахождении экстремумов функции
у — f(x)\ оно не необходимо и не достаточно.

Достаточность связана с изменением знака f"(x) при

переходе через значения χ — хо, а равно ли /" (xq) нулю

или в точке с абсциссой χ = xq производной f" (xq) нет,

для существования точек перегиба не имеет значения.

а) Найти точки перегиба и определить интервал

выпуклости и вогнутости кривой Гаусса у = е~х .

у' = —2хе~х

на (-оо; 0] у = f (χ) Τ ;

на [0; оо) у = f (χ) Ι ;

У (0) = 2/max-

<" - 2е~*2 (2х2 - 1) ; у" = 0;

2

V2
'

2

У

χ — У А Ж

χ = точка .-

перегиба
точка

^

перегиба

л/2
х = — абсцисса точки перегиба;

χ — — абсцисса точки перегиба.
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На I —оо;
v/2N

кривая выпукла.

π ( ^ ^\На I ——;
■— I — кривая вогнута

На I -;г-;оо I — кривая выпукла.

Примечание. Функция у — Ае 2σ
, где А и σ

—

постоянные коэффициенты, нашла широкое применение

в теории вероятностей в качестве так называемого

нормального закона распределения. Этот закон был

введен гениальным немецким математиком Карлом
Фридрихом Гауссом (1777-1855) и носит его имя.

б) Исследовать функцию у — -х
4
- 2хг - -х2 + 6х - 1

на наличие экстремумов и интервалов выпуклости и

вогнутости, а также точек перегиба.

у' = Зх3 - 6х2 - Зх + 6 = 3 (х + 1) (х -1)(х- 2).

3 3
Утт = У{~1) =

4+2~ 2
6 - 1 = -5,75;

Утах = 3/(1) = + 6-1 = 2,25;
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2/mi„ = 2/(2) = -;24-2-23
3 о

-·22 + 6·2-1 = 1.

Но абсциссы точек максимума или минимума можно

определить и иначе.

у" = 9х2 + 12х^$

у" {— 1) = 18 > 0, значит χ = — 1 — абсцисса точки

минимума (выпукла).

у" (1) = —6 < 0, значит <е = 1 — абсцисса точки

максимума (вогнута).

2/"(2) = 9>0, значит χ = 2 -- абсцисса точки минимума

(выпукла). ,,-'

ϊ//; = 0; 9z2-l'2:r-3 = 0;V 3z2

2±\/7
^1,2 = η

·

4х - 1 = 0;

2->/7 2W7

точка точка

перегиба перегиба

Примечание.
По умолчанию имеется в

виду абсцисса точки

перегиба.

2+>/7

I- 4-5,75
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Практикум 21

Зная график производной функции у = f (χ), определите:

а) промежутки монотонности;

б) экстремумы функции и их вид, если они есть;

в) интервалы выпуклости и их вид;

г) абсциссы точек «подозрительных» на перегиб;

д) абсциссы точек перегиба;

е) постройте возможный эскиз графика функции.

ι

щ 4 х

4-5

Очевидно у — f(x) возрастает на (—3;4). Это обычная

прямая вида у = χ + 6, где b — константа (например:
у = х-2).

У''

- "о3 °.Δ· U '

0

-2'

2

X

1
О

у — f{x) убывает на (—3;2). Прямая вида у — —2х + 6,
где Ь - константа (например: у = —2х — 2).
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i У

а) На (—3; —1) у'(х)<0,
значит у — f (χ) убывает;
на (—1;1) у' (х) > О, значит

у — f (x) возрастает.

б) у{-1) = 7/min.

в) На (—3; 1) у1' (х)
возрастает, значит у" (х) > О, т. е. на

(—3; 1) у = f (х) — выпукла,

г), д) Изменения знаков уп{х)
нет, значит нет точек

перегиба.

е) Один из возможных

эскизов графика у = /(#)·
Например: у — (х + I)2 + 1.

а) На (-3; 1) у* (χ) ^ 0,
значит у — f (x) возрастает.

б) Хотя ^ (—1) = 0, но

экстремума нет (нет изменения

знаков у' на (—3; 1).
в) На (-3;-1) у*(х)
убывает, значит у"{х) < 0,
тогда у = f(x) —

вогнута;

На (— 1; 1) у1 (х) возрастает, значит у"(х) > 0, тогда

у
= f{x) — выпукла.

г) Так как ^3/"(-1)1, то ж0
= -1

«подозрительной» на перегиб.

д) Так как, проходя через

хо = — 1, у"{х) меняет свой

знак, то (—1; у(—1)) — точка

перегиба.
е) Один из возможных

эскизов графика y = f(x)·
Например: у = (х + 1)\х + 1| + 1.

-3 -1 0|

абсцисса точкиб

кУ

"^

3 — означает не существует.
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а) На (-3; -2) у' {х) < О,
значит у = f (х) убывает;
на (—2; 2) у' (х) > О, значит

у
= f{x) возрастает.

б) у'(-2) = 0; y(-2) = ymin.

в) На (—3;2) у'{х)
возрастает, значит у" (х) > О, тогда

у = f(x) — выпукла.

г) ^Э/"(-2),
значит χ = —2 — абсцисса

точки, «подозрительной» на

перегиб.
д) Так как на (—3;2) у"{х)
не меняет свой знак, то точки

перегиба нет.

е) Один из возможных

эскизов графика y = f(x).
Например:

(4(ж
+ 2)2 + 1 при χ <-2;

1 7

-(ж + 1)2 + - приж>-2
'

а) на (—3; — 1) yf(x)<0,
значит у — f (x) убывает;
на (—1;2) у' (х) > 0, значит

у
— f (x) возрастает;

на (2; 3) у* (х) < 0, значит

у
= f (x) убывает.

6)ϊ/;(-1) = 0; i/(-l) = j/min;

^ (2) = 0; у(2) = утах.

в) На (—3; 1) у' (х) возрастает, значит у"{х) > 0, тогда

у — f(x) выпукла;

на (1;3) у'{х) убывает, значит уп(х) < 0, тогда у = f (х)
вогнута.

г) Так как "Ί3///(1), то χ = 1 — абсцисса точки,

зрительной» на перегиб.
шодо-



Практикум 21 325

о->*

д) χ = 1 — абсцисса

точки, проходя через которую

/" (χ) меняет знак, тогда

(1;/(1)) — точка перегиба.

е) Один из возможных

эскизов графика у — f (x)

7. а) На (-3;-2) у'(х) > 0,
значит у = f (x) возрастает;

на (—2; 2) у' {х) < 0, значит

У
= КХ) убывает;

на (2; 3) у' (х) > 0, значит

у
— f (x) возрастает.

б) 2/'(-2) = 0; y(-2) = ymex;

т/(2) = 0; y(2) = ymin.

в) На (—3; 1) у' (х) убывает, значит у" (х) < 0, тогда

у = / (х) — вогнута;

на (1;3) у' (х) возрастает, значит у" (х) > 0, тогда

у = f(x) — выпукла.

г) Так как "^Э/" (1), то χ — 1 — абсцисса точки,

зрительной» на перегиб.

д) χ — 1 — абсцисса
точки, проходя через которую

f" (x) меняет знак. Значит

(1;/(1)) — точка перегиба.

е) Один из возможных

эскизов графика у — f (x)

«подо-
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8. а) На (-4;-2) у'(х)<0,
значит у = f (χ) убывает;
на (—2; 2) у' (х) > О, значит

у
— f{x) возрастает.

б) у'(-2) = 0; y(-2)=ymin.

в) На (—4; 1) у'{х)
возрастает, значит у"{х) > 0, тогда

у = f{x) выпукла;

на (1;2) у\х) —

постоянная (положительная), т.е. в

содержательном

геометрическом смысле есть прямая.

у
= f{x) — общего вида

относительно выпуклости. В

аналитическом смысле выпукла

и вогнута одновременно.

г) Так как "^"(-1), то

χ = — 1 — абсцисса точки,

«подозрительной» на

перегиб.

д) Точек перегиба нет, так как нет изменения знака у" (х)
на (—4; 2) нет.

е) Один из возможных эскизов графика у = f{x).
Примечание. В точке (—1;/(—1)) гладкого перехода нет.

9. а) На (-3;-1) у'{х) > 0,
значит у

— f{x) возрастает;

б) На (—3;—1) изменения

знаков у' нет, значит нет и

экстремумов.
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в) На (-3;-2) у'{х)
возрастает, значит у" > О,
т. е. на (—3; —2) кривая

выпукла.

г) На (-2;-1) у\х)
убывает, значит у" < 0, т. е. на

(—2;—1) кривая вогнута.

д) (-2; /(-2)) —

координата точки перегиба.

10. а) На (-4; 1) у'{х) > 0,
значит у = f (х) возрастает;

на (1;3) у'(х) < 0, значит

у
= f (χ) убывает.

б) ϊ/;(1)=0; ϊ/(1)= I/max-

в) На (-4;-3) у' (х)
возрастает, значит у"(х) > О,

тогда у = f (x) выпукла;

на (—3; 2) у' (х) убывает,
значит у" (х) < 0, тогда

у = f(x) —

вогнута;

на (2;3) у'(х) —

постоянная (отрицательная) в

смысле выпуклости общего вида.

г) Так как //;(-1) = 0;

Г(-3) = 0; ^ЭГ(-2);

~*3f"(2), то я = -1; х = 2; χ = -2; χ = -3

точек, «подозрительных» на перегиб.

д) (—3;/(—3)) —

координаты точки перегиба, так как,

проходя через нее, у" (х) меняет знак.

е) Один из возможных эскизов графика у — f (χ).
В точке (—2; / (—2)) гладкого перехода нет.

Примечание. Изменение выпуклости графика
производной на (—2; 2) не влияет на выпуклость графика функции,
скорее на степень кривизны.

абсциссы
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Рассмотрим несколько известных функций и найдем

интервалы выпуклости для них и эскиз графика.

1. у = ах (α>0; αφ 1);

у' = ах In а.

а) При а > 1 у' (х) > 0; у = ах возрастает.

б) При 0 < а < 1 у' (х) < 0; у — ах убывает.

у" = ах 1η2 α > 0 при любых χ (для а > 0 и α ^ 1).

Итак, на (—оо;оо) функция у = ах

кУ

выпукла.

кУ

2. у = loga χ (α > 0; аф\\ χ > 0);

ϊ/; = - 1оёа е.

а) При a > 1 у' {χ) > 0; у — l°ga x возрастает.

б) При 0 < a < 1 у' (х) < 0; у = l°ga x убывает.

y=loga*
0<α<1

logae, значит, если

а) a > 1, то у" (х) < 0, значит на (0;оо) при a > 1

2/ — l°ga x ~~

вогнута;

б) 0 < а < 1, то у" (х) > 0, значит на (0; оо) при 0 < а < 1

2/ = loga χ —

выпукла.
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ε V Ε- 1
3. 2/ = χ^ на (0;оо); у' = -χ*

4.

у QTT

Ό -

а) При - < О у' (χ) < 0; у — xq убывает.
Я

Ρ
-

б) При - > О у' (х) > 0; у
— хч возрастает.

Q

η V(V Л "-2
У"

у" =- --1 )х*
q \q

а) При - < О на (0; оо) у" > О,
Q

ρ

тогда y
— xq выпукла (Ох —

горизонтальная асимптота; Оу —

вертикальная асимптота).

б)ПриО<-<1на (0;оо) ι/'<0,
Ε

тогда у = χq вогнута.

в) При - > 1 на (0; оо) у" > 0,
Ε

тогда у = xq выпукла.

г)? = 0; у=1.
9

д) - = 1; у = х.
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Четные и нечетные функции

Понятия четности и нечетности

Определение 1. Точка А называется

центрально-симметричной точке В относительно точки О, если:

а) точки А, В, О одновременно q
принадлежат прямой Ζ; ^

б) расстояние АО = ОВ.

Обозначается Z0 (А) — В или Z0 (В) = А.

Определение 2. Точка А называется

симметричной точке В относительно

оси Z, если:

а) прямая (АВ) _LZ;

б) АВ Π I = О и АО = ОВ.

Обозначается Si (A) = В
или Si (В) = А.

Определение 3. Множество Μ числовой прямой
называется симметричным относительно точки О (начала
координат), если для Vx £ Μ следует, что —χ Ε Μ.

Определение 4. Функция / (χ) называется четной, если:

а) область определения D (/) — симметричное

множество относительно точки О (начала координат);
б) для Уж G D (/) справедливо f(—x) = /(ж)|.

Определение 5. Функция / (х) называется нечетной, если:

а) область определения D (/) — симметричное

множество относительно точки О (начала координат);
б) для \/х G D (/) справедливо f(—x) = —/(#)

Определение 6. Функция называется функцией общего
вида в смысле четности, если она не является четной и не

является нечетной.
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Рассмотрим несколько примеров на использование

определений.

Выясните четность функции.

1. у = х6.

а) D (/) = (—оо; оо) — симметричное множество.

б) / (—х) = (—х) — х6 — f (х), значит функция четная.

1-х6
2. у =

х2-1'

а) D (/) = (—оо; —1) U (—1; 1) U (1;оо) —

симметричное

множество.

б) / (—х) — Ц =

—о—г
= / (х) значит, четная.

(—х) — 1 # — 1

3. у = л/4 — х2 + arcsin
0.

4 - ж2 ^ О Г 4 — от2 ^ О
-2

-2, ч\\\\\\\\ЧЛ

>^^^,>,
D (/) = [—1; 0) U (0; 1] — симметричное множество

б) / (-х) = у 4 - (-я)2 + arcsin -у
=

= л/4 — х'2 + arcsin — = / (ж) — значит четная.
χ

4. у — ху/х2 — 4.

a) Z) (/) = (—оо; —2] U [2; оо) — симметричное множество.

б) / (—я) = -xJ(-x)2 -4 = -х\/х2 - 4 = -/ (ж) —

функция нечетная.
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5 . у = log3 (χ + Vx2 + 1j■

a) D{f)- \x2 + i>v
тогда D (/) = (—00; 00) — симметричное множество

ί yjx1 + 1 > —χ при \/χ J .

б) / (-ж) = log3 {-χ + ^(-ж)2 + l) =

= log3 (-ж + Va;2 + l) =

U/x2 + 1 - χ) (λ/χ2 + 1 + x)
= bg3

(л/ж2 + 1 + ж)
ж^ + 1 - ж2

,
1

= 1о§з / о . , .
=1оёз

Vx2 +1 + χ Vx2 + 1 + χ

= - log (л/ж2 + 1 + ж) = -/ (ж).

Значит, функция нечетная.

(l — ж2) cos ж

6" У=
ж2 + 2ж-3

'

a) £>(/): χ2 + 2х - 3 φ 0, тогда

.D (/) = (—оо; —3) U (—3; 1) U (1; оо) — несимметричное

множество.

Так 1 €£>(/), a -l£D(f).

Значит функция общего вида в смысле четности.

Примечания. 1. Определения четности и нечетности имеют

содержательный смысл только для ненулевой функции
(нулевой называется функция у = f(x), если \/х Ε D(f) f{x) = 0).
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2. Только нулевые функции являются одновременно четными

и нечетными, например, у = -y/lgcos(7nr).

3. Если нулевая функция не является четной, то она не

является и нечетной, и наоборот (т.е. это функция общего вида),
χ — 1

например, у = 1 .

χ — 1
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Свойства функций, являющихся алгебраическими
комбинациями из четных и нечетных функций

1. Пусть у = f (х) — четная и у
= д(х\ — четная, причем

D(f) = D(g), тогда

а) φ (χ) — f (χ) + g (x) — четная функция,

б) φ (χ) = f (χ) — g{x) — четная функция,

в) φ {χ) = / {χ) · д(х) — четная функция,

f (х)
г) φ (χ) — ( ,

если д{х) ф 0, το ψ{χ) — четная функ-

ция.

2. Пусть у — f (x) и у — д{х) — нечетные функции, причем

D(f) = D(g), тогда

а) φ (χ) — f (χ) + g{x) — нечетная функция,

б) φ {χ) = f (χ) — g{x) — нечетная функция,

в) φ {χ) — f (χ) ·

g (x) — четная функция,

f (x\
г) φ(χ) — —τ—τ-, если д{х) ф 0, то φ{χ) — четная

функция.

3. Пусть у = f (х) — нечетная и χ = φ(ί) — четная, тогда

у — f (φ(ί)) — четная функция.

4. Пусть у = f (х) и χ — ψ (t) — нечетные функции, тогда

у — f (φ(ί)) — нечетная функция.

5. Пусть y = f(x) — четная функция и χ = φ{ί) — нечетная

функция, тогда у = f (φ(ί)) — четная функция.

6. Пусть у — f (х) — четная функция и /(а;)^0 на D (/),

тогда у = р, ч
четная функция.

/(я)

7. Пусть f(x) — нечетная функция и f(x) ф 0 на D(/),

тогда у = (
.

— нечетная функция.
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Теорема 1. График четной функции у = f (χ) симметричен

относительно оси ординат.

Доказательство

Пусть А Оо; г/о) eTy = f(x).
Так как у

= f (х) —

четная, то /(-ж0) = / (^о) = г/о,

т.е. Аг(-х0\уо) €Гу = f(x)·

А\А1.0у\ А\0 = АО, тогда Soy(xo) = —#о5 а, так как

хо Ε D (/), где хо
~~ любая точка, и —жо £ Ό (/), то график

у = f (x) симметричен относительно оси Оу.

Теорема 2. График нечетной функции
центрально-симметричен относительно начала координат.

Доказательство Αϊ/

Пусть А Оо; г/о) eTy = f(x).
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1) Так как y
= f(x) — нечетная, то f(—xo)=1—f(xo), значит

Λι (-ж0; ~Уо) eTy = f(x).

2) Так как:

а) очевидно Лх,0, А принадлежит прямой АА\\

б) АгО = ОА (О(0;0)), то Z0(A) = Аг и г0(Аг) = А.

Теорема 3. Пусть у = f(x) — четная функция, тогда

если xq
— абсцисса максимума (минимума) четной функции, то

—хо
— также абсцисса максимума (минимума) функции.

Теорема 4. Пусть у = f{x) — нечетная функция, тогда если

хо
— абсцисса максимума (минимума) нечетной функции, то

—хо абсцисса минимума (максимума) функции.

Теорема 5. Если у = f(x):
а) четная,

б) возрастает (убывает) на [а; Ь],
то она убывает (возрастает) на [—6; —а].

Теорема 6. Если у — f(x):
а) нечетная,

б) возрастает (убывает) на [а; 6] (0 < а < 6),
то она возрастает (убывает) на [—6;—а].

Примечание. В практикуме 22 проверьте справедливость

теорем 5 и 6 в примерах 2, 3, 5, 8 и 10.
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Практикум 22

1. Выяснить вид функции в смысле четности.

а) у = у/х + 3]

б) у= ;

1 + sinx
в) I/ = logi

ϊ 2 ■
!

г) у = х sin—;
χ

2
1 — sinx'

д) у = \А6 - \х\ · log3 х2;

ч (1 — sin x) cos3 x
е) y= π- : : ;

|1 — sin a; I

ж) у = In ( χ + л/1 — x2) ;

з) у — л/1 + χ + χ2 — \J\— χ + χ2;

и) у = arccos (sin x);

к) У — ^ёЗх · tg5x.

2. Существует ли функция у = /(я)? где D (/) = (—оо;оо),
которая одновременно является:

а) нечетной и возрастающей;

б) нечетной и убывающей;

в) четной и возрастающей;

г) четной и невозрастающей?

Если да, то приведите пример, если нет, докажите, что это

невозможно.

3. Выясните вид функции в смысле четности и постройте

график.

а) у = Vcos χ — 1;

^ч ,
sin χ — 1

б) у= 1-- -.

sin χ — 1
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Решение практикума 22

1. Выяснить вид функции в смысле четности.

а) у = л/х + 3.

Так как D (/) = [—3; сю), то D (/) не является

симметричным множеством,

значит у
— у/χ + 3 — функция общего вида в смысле

четности.

_

2х + 2~х
* У

2х — 2~х'

1. D (/): 2х - 2~х ^ 0; т. е. χ φ 0.

D (/) = (—оо;0) U (0;оо) —

симметричное

множество.

2 П_х)=2-Х + 2Х
= _2Х + 2~Х=„<(Х)• j \ )

2~х — 2х 2х — 2—х
'

т. е. у = f (x) — нечетная функция.

ч
_ 1 + sinx

в) у = log! : .

2
1- Sill X

^ / ,ν
1 + sinx

Λ

1. Л (/): —!—; > 0; -1 < sinz < 1,
1 — sin x

7Г
т. е. D (/): χ 7^ i·^" + 27Г& — симметричное множе-

ство.

0 -/ ч , l + sin(-x) l-sinx
2. / (-χ) = log! г-) (- = logi ——: =

2
1 -Sill (-я) 2

1+Sma;

. 1 + sin χ
= ~ logi :

= -/ (я),
2

1 — sin χ

т. е. у = f (x) — нечетная функция

(у = sin χ — нечетная функция).
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г) у — х2 sin
χ

1. D (/): χ φ Ο, т.е. D (/) — симметричное

множество.

2. /(-ж) = (-я)2sin ЛМ = х2 ("-sin f-Y) =

= —/ (χ), т. е. у = f (x) — нечетная функция.

д) у = л/х6 - \х\ · log3 χ1

( χ6 -\х\^0 Г х6 - \х\ > О

\ я2 >0 '

{^0
'

D (/) = (—оо; —1] U [1; оо) — симметричное

множество.

е) 2/

2. / (-*) = у/(-х)6-|-х| . log3 (-χ)2 =

= у/х6 - \х\ · log3 χ2 = f (χ),
т. е. у = f (x) — четная функция.

(1 — sin x) cos3 x

|1 — sin ж I
π

D(f): sin χ φ 1, т. е. χ ^ ττ + 2π&, тогда Ζ) (/) не явля-

ется симметричным множеством, значит у = f{x) —

функция общего вида в смысле четности.

ж) у = In [χ + \J\ — χ2).

— χ2 > —χ:

-χ^Ο
1-х2 > χ2

-χ<0 '

-1 <ж< 1

жеством, значит у
— f (x) — функция общего вида

в смысле четности.

-f <*<о

0<х^ 1

не является симметричным мно-
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з) у — \/1 + χ + х2 — а/1 — χ + х2.

1 D(f)- ίχ2 + χ + 1>°
1· ^UJ· \χ2_χ + 1>0

-

т. е. D (/) = (—00; 00) — симметричное множество.

2. / (-χ) = y/l + (-χ) + (-χ)2 -y/l-(-x) + {-xf =

= \/l — χ + χ2 — yjl + χ + x2 = —f (x),
т. е. у — f (x) — нечетная функция.

и) у = arccos (sin x).

1. D(f): I sin ж I < 1, т.е. D (/) = (—00; 00) —

симметричное множество; у = arccos χ — функция общего
вида в смысле четности.

2. / (—х) = arccos (sin {—x)) = arccos (— sin χ) —
= π — arccos (sin χ) φ ±/(я), т. е. у = f (x) —

функция общего вида в смысле четности.

к) у = tg3x -tg5x.

1 nm· / cos3x ^°
·

U)' \cos5x^0 '

Зхф - + пк \ χ φ - + -к

(оба множества симметричные).

Известно, что пересечение симметричных

множеств есть симметричное множество, т. е. D (/) —

симметричное множество.

2. / (~х) = tg(-3a;) · tg(-5a;) = (- tg За;) (- tg 5a;) =

= tg3x-tg5x = f(x), т.е. y — f{x) — четная

функция, хотя у
= tgax — нечетная функция (α φ 0).

Можно было использовать свойство 2в) (см. с. 331) на

общей области определения (на D (/)).
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2. Существует ли функция у = /(ж), где D (/) = (—оо;оо),
которая одновременно является:

а) нечетной и возрастающей?

Да, существует, например у = х3.

1. £>(/) = (-оо; оо).
2. f(-x) = (-χ)3 = -χ3 = -/(ζ), т.е. у = x3 ~

нечетная.

3. Пусть Х2 > х\. Рассмотрим

/О2)-/Οι) = χ\-χ\ = (х2 - х\) {х\ + х\Х2 + х\) ·

х<2 + х\Х2 +х\>$ \/х2\х\ — как неполный квадрат

( ι \2 з
ИЛИ х\ + Х\Х2 +х\= [Х2 + ~^Х\ ) + Т#1 > 0 — ЧТО

очевидно. Значит {χ<ι — х\) (х\ + х\Х2 + xf) > О,
тогда из Х2 > χι следует, что / (з^) > / (χι) ,

т. е.

у = /(ж) —

возрастающая. (Можно было бы это

доказать, используя производную.)

б) нечетной и убывающей?

Да, существует. Например у — —х3. По аналогии

доказывается, что у
= —х3 нечетная и убывающая.

в) четной и возрастающей?

Увы, такой функции нет. Пусть у — f (x) — четная,

тогда / (-х) = f (χ).

Пусть χ > —χ (χ > О — любое фиксированное число),
тогда если у = f (χ) —

возрастает, то f (х) > f (~х),
но / (х) — f (—χ), т. е. одновременно это невозможно.

г) четной и невозрастающей?

Да. Напомним определение невозрастающей функции.
у = f (x)

—

невозрастающая, если большему
значению аргумента (х2 > х\) (^Χ2\χ\ € D (/))
соответствует меньшее или равное значение функции, т. е. из

Х2 > х\ следует / (х^) < / [х\) . Очевидно, что если

/ (х) — с — постоянная, то у — f (x) является и

невозрастающей, и четной функцией. Что и требовалось
доказать.
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3. Выясните вид функции в смысле четности и постройте

график.

а) у — \/cosx — 1.

D(y) : cos χ
— 1^0; cos χ ^ 1; χ = 2nk.

-6π -4π -2π J 2π
'

0

4π 6π

χ

Так как в этих точках у
= 0,

то у — \/cos χ — 1 есть нулевая функция,

и f(—x) = \/cos(—χ) — 1 = Vcos ж — 1 = /(ж), т. е. она

является одновременно четной и нечетной функцией.

sin я — 1
2/= 1- г;

smx — 1

7π
2

^
3π
2
0

о

I
π
2

5π
2

W

Χ

D(y) : sinx ^ 1; χ φ — + 2πΑ:.

Для \/x&D(y) у = 0, т. е. у
—

нулевая функция, а

значит, она не является четной и нечетной одновременно.

В данном случае в силу несимметричности D(y)
функция у является фунцией общего вида.
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Практикум 23

1. f (χ) = Vx2 + x + 4. При каких значениях а функция

д{х) — f (χ — α) -— четная?

2. При каких значениях 6 график функции

у — у/3 — χ + л/х + Ъ симметричен относительно оси Oyl

3. Может ли уравнение 2х6 — Зх4 — ах2 = 3 в зависимости от

значения а иметь три корня?

4. Докажите, что при любом значении й уравнение

8х8-3ах6 + 4х4 — ах2 — 5 имеет четное количество корней.

5. Докажите, что уравнение 5х — Ъ~х = х3 + 4ах имеет

нечетное число корней при любом значении а.

6. Докажите, что уравнение 4х + 4~х — ах2 + 2х4 + 2 имеет

нечетное число корней.

7. Найдите ось симметрии функции у — х2 [х — 1) .

8. Найдите точку, относительно которой график функции

у = {х + 3) {х + 1) (х — 2) центрально-симметричен.
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Решение практикума 23

1. f (х) = Vx2 + χ + 4. При каких значениях а функция
д(х) — f{x — а) — четная?

^

:

а) D (/): х2 + χ + 4 > О при любых χ (сдвиг вдоль оси

Ох не меняет D(f)) на (—оо;оо). Значит D(g) —

симметричное множество.

б) Так как д (х)
—

f (х — а) = у(х — а) + [х — а) + 4 =

= л/х2 - (2а - 1) χ + а2 - а + 4, a

5 (-я) = / (-я - а) = γ^2 + (2а - 1) χ + а2 - а + 4,

то для четности д (—х) = д (х) · Выясним, при каких

значениях α это возможно.

у/х2 -(2а-1)х + а2-а + 4 =

= у/х2 + (2а - 1)х + а2 - а + 4.

Так как D (#) = (—сю; сю),
то я2-(2а- 1)х + а2-а + 4 = х2 + (2а-1)х + а2-а + 4,

значит — (2а — 1) χ — (2а — 1) я, тогда 2 (2а — 1) χ — О,

что верно для любых х, только еслИ«=1
1

2

Ответ: при а = - функция д(х) = f (х — а), где

f (x) = Vx2 + χ + 4, есть четная функция.

При каких значениях 6 график функции

у = \/3 — х + Vx + Ъ симметричен относительно оси Oyl

а) Для симметричности графика функции функция
должна быть четной, значит D{y) —

симметричное

множество.

D (/): \ х +1 J о
'

~Ъ ^ ж ^ 3' значит Ь = 3'

•б) Тогда у(х) — \/3 — χ + \/о+~х и

у (—х) — \/3 + ж+ \/3 — х, значит у {—х) = у (χ), значит

у (ж) = \/3 — х + Vx + Ь — четная при 6 = 3.
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3. Может ли уравнение 2х6 — Зх4 — ах2 = 3 в зависимости от

значения а иметь три корня?

Пусть t (χ) = 2х6 - Зх4 - ах2 - 3.

а) Так как D (t) — (—оо; оо), то D (t) — симметричное

множество.

б) t (-χ) = 2х6 - Зх4 - ах2 - 3,

значит t (—х) — t (χ),
т. е. t {x) — четная функция, тогда

в) если t{x{) = 0, то и t (—х{) — 0;

г) если t(x) — 0 при χ € 0, то это тоже четное число

решений.

Вывод. Так как t (0) = —3^0, то уравнение может иметь

только четное число решений.

Ответ: при любых значениях а уравнение

2х6 — Зх4 — ах2 — 3 не может иметь трех корней.

4. Докажите, что при любом значении а уравнение

8xs - Зах6 + 4х4 — ах2 = 5 имеет четное число корней.

а) Пусть t (χ) = 8xs - Зах6 + Αχ4 -αχ2 - 5.

D (t) — (—оо; оо), значит D (t) — симметричное

множество.

б) t (-χ) = 8xs - Зах6 + Αχ4 - αχ2 - 5, тогда t{x) = t (-x),
значит t(x) — четная функция.

в) t (0) = -5^0.

г) Пусть t{x\) — 0, тогда и t (—х\) — 0,

значит t (χ) = 0 имеет четное число корней,

а тогда и уравнение 8xs — Зах6 + 4х4 — ах2 = 5 имеет

четное число корней при любом значении а.
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5. Докажите, что уравнение Ъх — 5 х
= х3 + 4ах имеет

нечетное число корней при любом значении а.

а) Пусть t (χ) = 5х — Ъ~х — х3 — 4ая; D (t) = (—оо; оо) —

симметричное множество.

б) t(-x) = 5~х-5х~(-х)3-4а(-х) = Ъ~Х-Ъх+х3 +4ах =

= - (5х - Ъ~х - х3 - Аах) = -t (χ),
значит t (x) — нечетная функция.

в) t (0) = 5° - 5° - 0 - 4α · 0 = 0, т. е. χ = 0 — корень

функции, а значит и корень уравнения.

г) Пусть t{x\) — 0, значит и t(—x\) = —t(x\) = 0.

Итак, при любых значениях а функция имеет только

нечетное число корней, а значит и уравнение имеет

нечетное число корней.

6. Докажите, что уравнение 4х + 4~х — ах2 + 2х4 + 2 имеет

нечетное число корней.

а) Пусть t (χ) = 4х + 4ГХ - ах2 - 2х4 - 2.

D(t) — (—оо;оо), значит D (t) — симметричное

множество.

б) t (-χ) = 4ГХ + 4x-ax2-2x4-2 = t (x), значит t (x) —

четная функция.

в) t (0) = 4° + 4° - а · 0 - 2 · 0 - 2 = 0, значит χ = 0 ~-

корень функции, а тогда χ = 0 и корень уравнения.

г) Пусть t(x\) = 0, значит и t{—x\) — 0, тогда функция

t(x) имеет нечетное число корней, а значит и уравнение

имеет нечетное число корней.

7. Найдите ось симметрии функции у = х2 {х — 1) .

а) Пусть χ — а
— есть ось симметрии функции

y = f (χ) = х2 (х — 1) , тогда так как D (/) = (—оо; оо) —

симметричное множество, то для симметрии

относительно χ = а должно выполняться функциональное
равенство / (а + х) — f (а — х) для любых х.
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б) f(a + x) = (a + χ)2 (α + χ - Ι)2 и

/ (α - χ) — (α — χ)2 (α — χ - Ι)2 ,

тогда (α + χ) (α + χ — 1) = (α — χ) {α — χ — Ι) .

Используя разность квадратов, получим:

((а + х)(а + х-1) + (а- х)(а- χ - 1)) χ

χ ((α + χ)(α + χ - 1) - (α- χ) (α- χ - 1)) = 0;

(а2 + 2ах + х2 — а — х + о? - 2ах + х2 — а + χ) χ

χ (а2 + 2ах + х2-а~х-а2 + 2ах — х2 + а- х) =0;

2 (а2 + ж2 - а) (4ах - 2х) = 0;
а2 + х2 - а = 0

2х (2а - 1) = 0

Итак, при а = - f (α + χ) = f (α — χ) при любом я,

значит при α=;: ·Μο"^/~«Μο—:Γ] ПРИ лю~

бом я, тогда прямая я=
- есть ось симметрии функции

у = х2 (х - I)2.

8. Найдите точку, относительно которой график функции

у — [х + 3) (х + 1) (х — 2) центрально-симметричен.

y=f(x)

Xq Χ Xq+X

а) Пусть A Оо; y$) —

точка, относительно которой

график функции центрально-симметричен.

Тогда f(x0 + x)-f Оо) = / Оо) - / Оо - х),
т. е. 2/ Оо) = / Оо + х) + f Оо ~ х) ·
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б) Тогда 2/ (х0) = 2(х0 + 3) (х0 + 1) (х0 - 2) =

- 2 {xl + 4х0 + 3) (х0 -2) = 2(х30 + 2х2 - 5х0 - 6) .

в) / (х0 + х) = (х0 + х)3 + 2 (яо + я)2 - 5(х0 + х) - 6,

/(^о
— ж) = (жо — х)3+2(хо — ж) —5(^о — я) —6, значит

/ (ж0 + ж) + / fao - я) =

- (:го + ж)3 + (so - ж)3 + 2 ((я0 + х)2 + (so ~ ос)2) ~
—5 (хо + χ + хо

— х) —- 12 =

= #0 + Ъх^х + З^о^2 + х3 + Xq
— 3xqX + Зхо^2—

-хг + 4x1 + 4х2 - Юхо - 12 =

= 2 (ag + 2х2 + Зх'о^2 + 2х2 ~ 5х0 - 6).

Тогда 2 (ag + 2х\ - 5х0 - 6) =

= 2 (ag + &§ + Зх0х2 + 2х2 ~ 5х0 - 6) ;

2
Зхоя2 + 2х2 = 0; х2 (Зх0 + 2) = 0, т. е. х0

= -

-;
о

2/ (хо) = / (хо + х) + f (хо — х) при любом χ;

-'(-!)-(-И(-И(-И-
3 3 V 3/ 27 27'

т.е. точка Л I — -;—2— I — точка, относительно

которой график функции f (х) = (х + 3) (х + 1) (х — 2)
центрально-симметричен.



Исследование функции
и построение графиков
с использованием

производной

Схема исследования функции

Алгоритм исследования

Исследование функций и построение графиков проводятся по

следующей схеме.

1. Находится область определения (часто это показывает

возможность наличия или отсутствия вертикальных

асимптот).

2. Находятся нули функции и интервалы знакопостоянства.

В связи с этой информацией находятся области

существования графика функции.

3. Выясняется наличие асимптот:

а) вертикальных;

б) горизонтальных;

в) наклонных.

В связи с этим определяется наличие:

а) точек пересечения горизонтальной асимптоты и

графика функции;

б) точек пересечения наклонной асимптоты и графика
функции.
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4. Находится производная функции, затем:

а) корни (нули) производной (стационарные точки) или

их отсутствие;

б) критические точки (точки, в которых производная

отсутствует или не определена);

в) промежутки монотонности;

г) экстремумы функции.

5. Находится вторая производная и определяются:

а) интервалы выпуклости;

б) точки перегиба.

6. Проверяется четность функции.

7. Проверяется периодичность функции.

8. При необходимости вычисляются контрольные точки.

Примечание. Очевидно, что схема исследования

приблизительна. Какие-то пункты рассматривать нет смысла, какие-то

пункты необходимо исследовать в первую очередь и т. д.

Необходимо отметить также, что чаще пункты 6 и 7

рассматриваются до нахождения производной, так как для дробно-
рациональных функций производная четной функции —

нечетная, а производная нечетной функции — четная.
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Примеры исследования функций
и построения графиков (И.Ф.П.Г.)

1. у = -ж4 + 2х2 + 3.

а) £>(/) = (-оо;оо).

б) Выясним интервалы знакопостоянства.

У
= 0\

-х4 + 2х2 + 3 = 0.У<0

У>0

Пусть х2 = t (t > 0). -ί2 + 2ί + 3 = 0;
ί = 3

ί = -1
'

тогда -ί2 + 2ί + 3 = -(ί - 3)(ί + 1) = -(χ2 - 3)(χ2 + 1).

—

χ

Отметим на плоскости области возможного

нахождения графика функции.

в) у' = (-ж4 + 2х2 + 3)' = -4х3 + 4х = -4х(х - 1)(х + 1);
Гж = 1

у' = 0; \х = 0 .

[х = -1

Найдем интервалы монотонности и экстремумы

функции.

у'
+χΐ S^^k (см· стр· ^45)

Мпах Mnin Утах
— X
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Можно это отобразить в виде таблицы.

X

у'

У

χ < -1

+

/

-1

0

4

-1<ж<0

—

\

0

0

3

0<ж < 1

: +

/

1

0

4

χ > 1

-

\

2/тах = 2/(-1) =4;

2/тах = 2/(1) =4;

2/min = У (0) = 3.

г) / (-х) = - (-я)4 + 2 (-я)2 + 3 - -х-4 + 2х2 + 3 = /(я).

Функция четная, значит график симметричен

относительно оси ординат.

д) Можно уточнить эскиз графика χ — 2; / (2) = — 5,
тогда / (-2) = -5.

Примечание. В следующем примере для уточнения

построения графика мы будем применять уже и вторую

производную.



Примеры исследования функций и построения графиков 353

у = χ3 - Зж2 + 4.

а) £>(/) = (-оо;оо).

б) Интервалы знакопостоянства.

У
= 0

У>0

У<0

х3 - Зх2

ж" Зж2 + 4 = 0; /(-1) =-1-3+ 4 = О,
т.е. (х3 -За;2+ 4) \ (х- 1).

+ 4

X3 + X2

-Ах1
-Ах2--Ах

Ах + 4
'

Ах + А

х + 1

х2 — Ах + 4

Итак, у = (ж + 1) (ж - 2)2 .

в) у' = Зж2 - 6х = Зх (х - 2).

Интервалы монотонности.

V
.0

йпах4—^ %Ш1

Ж

у'

2/

ж<0

+

/

0

0

4

0<ж<2

—

\

2

0

0

ж>2

+

/

Утгх = У (0) = 4;

2/min = У (2) = 0.

г) Контрольные точки:

χ = 3, у = 4;
ж = 1, у = 2.

д) Можно определить точки перегиба

у" = 6х-6 = 6(х- 1); у"(1) = 0.
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Тогда на (1;оо) y = f(x) — выпукла вниз, на (—оо;1)
у = / (х) — выпукла вверх, точка (1; 2) — точка

перегиба.

3. у = Зх*'-4х3 + 1.

а) D(f) = (-оо;оо).

б) /(1) = 3-1 -4+ 1 = 0, значит (Зх4-4х3 + 1) ! (я - 1)

Зх4-
Зх4-

—

'х) =

-Ах3

-Зх3

- х3
- х3

—

Зх4-

+ х2
2

— X

-х2 +

—

-4а;3-

+ 1

+ 1

+ 1

X

х + 1

х + 1

f 1 =

х-1

Зх3-

(х-1)

х2-

(Зх3

X -1

х2-- х -ι)·
Пусть φ (χ) = Зх3 — χ2 — χ — 1;

φ (Ι) = 3-1-1-1 = 0.
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Тогда

Зх3- х2-

Зх3 - Зх2

2х2-
2х2-

f(x) = (x-

- х-1 х-1

Зх2 + 2х + 1 (D < 0).
- х-1

-2х

х-1

х-1

1)2(3х2 -

1
\-2χ + ΐ\. +^Г+ ^

в) у' = 12ж3 - 12а;2 = 12ж2(ж - 1).
У о ι.

X

у'

У

χ <0

—

\

0

0

1

0<ж< 1

—

\

1

0

0

χ > 1

+

/

/ (0) = 1 — точка перегиба, /(1) = 0 = уп

г) у" = Збж2 - 24ж = 12ж(3ж - 2).

.0

точка
—

точка

перегиба перегиба
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у" > 0 на (—оо; 0) — выпуклость вниз;

у11 < 0 на ( 0; -

у11 > 0 на ( -;оо

выпуклость вверх;

-

выпуклость вниз.

д) /(-1) = 3 + 4 + 1 = 8;

/(2) = (2 - I)2 (3 · 22 + 2 · 2 + 1) = 17.

4. у = 6х4-4х6.

а) £>(/) = (-оо;оо).

б) у = 2я4(3-2ж2).

в) у' = 24х3 - 24ж5 = 24г3(1 - х)(1 + х).

Утах = /(-1) =6-4 = 2;

Утах = /(1) = 6-4 = 2;

2/min = / (0) = 0.
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г) у" = Tlx2 - 120х4 - 24г2 (3 - 5х2).

точка точка

перегиба перегиба

у" < 0 на (—оо; — \/0,б) — выпукла вверх;

у" > 0 на (—л/0, 6; 0) и на (0; \А), б) — выпукла вниз;

у" < 0 на (а/0, 6; оо) — выпукла вверх.

Очевидно, что функция четная (f(—x) = fix)) и ее

график симметричен относительно оси Оу.

5. у = х2{х2 — χ - 2).

а) £>(/) = (-оо;оо).

б) у = х2(х-2)(х + 1).

в) у' = 4х3 - Зх2 - 4х

= х(4х2 -Зж-4);

ϊ/ = 0;

3 + \/73

χ = О

3-
х = —

у' 3-V73 n 3W73

йшп йпах Mnin

i^^„_o,7; 5+^5 я1Л

Vmin s» /(-0,7) is -0,4;

2/rnax == U;

2/min «/(1,4) и-2,8.
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г) у" = Ylx2 - бя - 4 = 2 (бх2 - Зх - 2) .

у" 3-У57 3W57
*
—Л2 "ΊΠΓΖ.

точка— точка

перегиба перегиба

у" > 0 на

у" < 0 на

у" > 0 на

-оо;
■

12

3-\/573 + л/57
12

'

12

'з + л/57

выпуклость вниз;

—

выпуклость вверх;

12
-;оо выпуклость вниз.

6. у = ху/1 — х2.

а) Л(/) = [-1;1].

б) у>0
у = о

у<о

в) f(—x) = —xyl
— (—x) =—f{x) — функция нечетная,

значит ее график центрально симметричен

относительно начала координат.

у=х^^ Ψ
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г) y'=fxVl-x2)'=l-VT
\-2х2

■хЧ
χ {-2х)

_

1 - х2

2у/Т VT

mm tfmax

\χ

У'

У

-1

Нет

0

-1 < χ < -

ч/2
2

-

\

V2
2

0

1

~2

л/2 л/2
——— < χ <

2 2

+

/

V2
2

0

1

2

-<х<1

-

\

1

Нет

0

Эскиз графика вроде готов, но, взяв у" и исследуя ее

знак, мы, возможно, существенно уточним его.

д) у" =
\-2х*

ντ=χ'

-Wl - χ2 - (1 - 2х2)
-2х

2л/1 - х2

_

-χ (4 (1 - χ2) - 1 + 2х2)

\/а-*2)3
_

-г· (3 - 2х2)
_

χ (2х2 - 3)

\/(i - *2)3 у/(1-ж2)3'

г/7/ > 0 на (—1;0) — выпуклость вниз;

г/7/ < 0 на (0; 1) — выпуклость вверх.

В данном случае существенно уточнить график не

удалось, но характер выпуклости графика подтвердился.
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7. у = ех

а) D{y) = (-00; 00).

б) у>0; Ух.

в) у' = ех3~3х ■ (Зх2 - 3) = 3(х + 1)(ж - 1)еж3-3а:.
У'

йпах

Утах = 1/(-1) = е-1+3 = е2;

Утт = 2/(1) = е1-3 = е-2.

г) (х -> оо) =4> (у -> оо);
(ж -+ -оо) => (у -+ 0).

Интересно, в каких точках графика функция
пересекается с экспонентой у

— ех.

r)*L· OtA/ Л*^ ·

х = 0

х = 2 .

х = -2



Примеры исследования функций и построения графиков 361

д) у" = 6х · ех3~3х + 3 (х2 - 1) · 3 (х2 - 1) ех3~3х =

= 3ех3-3х(2х + 3(х2-1)2у
у" = 0, если 2х+3(х2-1)2 = 0, т.е. 3 (х2 - I)2 = -2х.

Графически решим это уравнение.

Значит точки перегиба имеют абсциссу Х2 € (—2; — 1) и

χι € (—1;0), далее можно уточнить с помощью метода

хорд. Получим Х2 ~ —1,5; х\ ^ —0,5 и далее с любой

степенью точности (см. далее метод хорд).
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Практикум 24 (И.Ф.П.Г.)

1. у = х3-3х2;

2. у = χ3 — χ2 + χ — 1;

3. у = 1 - 2х + 2х3 - я4;

4. у = -хА + 8х2 - 16;

5. у = -х3 (х + 4) ;

6. у = (х-3)3(х + 2)2·

17

7. у
= л/8х2 - х4]

8. у = (х - 1) у/19-х-х2·

9. у = (х2 + χ - 2) χ/4-χ;

10. у = (х2 ~ х ~ 2) \/х*.

И.Ф.П.Г. — Исследование функции и построение графиков
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Решение практикума 24

1. у = х3 — 3х2.

а) D(f) = (-оо;оо)

у>0
б) у = О

2/<0
у = х2(х — 3).

у
= х3-3х2

в) у'= Зх2-6х = Зх(х-2)

Утях.

Ушах = У (0) = О;

Ушш = У (2) = 23 - 3 · 22
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г) у" = 6ж-6 = 6(а;-1).
точка

перегиба

χ

уп < 0 на (—оо; 1) — выпуклость вверх:

у" > 0 на (1;оо) — выпуклость вниз.

д) /(1) = —2 (1;—2) — координаты точки перегиба.

Контрольные точки:

/(-1) = -1-3 = -4;

„3 2 , * _ J

/(4) = 16.

х2 + х ■

У = х

а) £>(/) = (-оо;оо).

у>0|
б) у = 0\ /(1) = 0;

у<0\
х2 (х - 1) + (х - 1) = 0;

f(x) = (x-l)(x2 + l).
в) у' = Зх2 - 2х + 1 > 0 Vz.

г) у" = 6z - 2 = 2 (Зж - 1).

3 2, ц
у=х -х +Х-Ц

_ Сточка
перегиба

у" < 0 на I —оо;"3

у" > 0 на |-;оо

—

выпуклость вверх;

-

выпуклость вниз.

д) Контрольные точки:

х = -1, / (-1) = -1 - 1 - 1 - 1 = -4;
χ = 0, / (0) = -1;
х = 2, /(2) = 5;

1 „Λλ _2 10
_ _20 _

2

:_3 "У __27 ~~3

ί1 20\ *ί —;
— —— 1 — координаты точки перегиба.
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у = 1 - 2х + 2х3 - х4.

а) £>(/) = (-оо;оо).

у>о
б) у = 0

у<0\
у= (1-х4)- 2х (1
= -(х-1)3(х + 1).

.1

χ- ■) = (1 - χ2) (1 + χ2 - 2х) =

—
χ

в) у' = -2 f 6х2 - Ах3 = -2 (2х3 - Зх2 f 1);
У' (1) = 0;

2х3-

2х3-

—

-Зх2

-2х2

- х2
- х2-

—

+ 1

+ 1

f ж

-х + 1

-zf 1

X

2z2-:r-l= (2я + 1)(а;-1),

2/тах _2/1 9 /
_

\ 9

точка

перегиба

0^1

т.е. у'=-2 (ж - I)2 (2ж f 1).
3

1
_

27

2
~

16'

у(1) = 0.

*

г) у" = -2(ба;2-6ж) = -12а;(а;-1).
у" < 0 на (—оо;0) —

выпуклость вверх; у" > 0 на (0; 1) —

выпуклость вниз; у" < 0 на

(1;оо) —

выпуклость вверх.

у(0) = 1.

д) Контрольные точки: χ = —2, у =—27; χ = 2, у = —3.

Примечание. Проще раскладывать на множители, если

у' брать как производную произведения.

точка точка

перегиба перегиба
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V у=1-2х+2х3-х4

у = (- (х - I)3 (х + 1))' = -3 (х - I)2 (х + 1) - (х - 1)а
= - (х - I)2 (Зх + 3 + χ - 1) = -2 (ж - I)2 (2ж + 1).

4. у = -х4 + 8х2 - 16.

а) D (/) = (-оо; оо).

б) у = -(*2-4)2.
-2 2

з) у7 = -4г3 + 16ж = -4ж (х - 2) (ж + 2);

%nax Minin "max

г) у" = -12х2 + 16 = -4(Зх2-4)

Утж = У (-2) = 0;

ϊ/min = 2/(0) = -16;

2/ma* = У (2) = 0.

"3"7+N3

у" < 0 на ( —оо-и)

—

χ

точка точка

перегиба перегиба

у" > 0 на f — — л/3; — л/3

выпуклость вверх;

выпуклость вниз;

у" < 0 на ( -л/3;оо 1 — выпуклость вверх.
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д) Контрольные точки:

3
' J

V 3 / 9 3 9'

,_|VS, /(|V5)-7i;
x = -2λ/2, / (-2>/2) = -16;

ζ = 2λ/2, /(2χ/2) = -16.

е) / (—ж) = f (χ) — четная функция.

5- У = ηχ3 0е + 4) ·

а) Р (/) = (-оо; оо).

У>0
б) у = 0

2/<0



368 Исследование функции и построение графиков

в) у'^-хг + -х2 = -х2{х + Ъ). '=&Е>
точка

перегиба

2/min = У (-3) = -(-27) · 1 = -3; у (0) = 0.

ч //
4 2 8 4

,

точка>-^ точка
перегиба перегиба

г/7/ > 0 на (—оо; —2) —

выпуклость вниз;

у" < 0 на (—2; 0) — выпуклость вверх;

у" > 0 на (0; оо) — выпуклость вниз.

Д)/(-2) = |(-8)-2=-^;
о

16\
2; —— I — координаты точки перегиба.

Контрольные точки:

/(-5) = ψ « 14; / (1) =

5

у=|л; (аН-4)



Решение практикума 24 369

6. у = (х - З)3 (х + 2)2 .

а) £>(/) = (-оо;оо).

У>0
б) у = О

У<0

в) у' = 3 (х - З)2 (х + 2)2 + 2 (х + 2) О - З)3
= (х - З)2 (х + 2) (3 (ж + 2) + 2 (ж - 3)) =

= (х - З)2 (х + 2) · 5ж.

VL

йпах %iin точка

перегиба

Утах = 2/ (-2) = 0;

Утт = у(0) = -108.

г) у"= ((х - З)2 (5х2 + lux))' =
= 2 (х - 3) (5а;2 + 10а;) + (Юж + 10) {х - З)2 =
= 2 (ж - 3) (Ъх2 + 10s + 5 (ж + 1) (ж - 3)) =
= 10 (ж - 3) (х2 + 2ж + х2 - 2х - 3) =
= 10 (ж - 3) (2ж2 - 3).

=(*-3)3(х+2)2
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χ = 3

у" = 0;

х = 3

х"

χ

X = -А

'!-*

точка \ точка

перегиба \ перегиба
точка

перегиба

у" < 0 на ( —оо;

*·>ο-Ι-ι/§ίι/§

выпуклость вверх;

выпуклость вниз;

у" < 0 на Ι ί/„;3 I — выпуклость вверх;

у" > 0 на (3; оо) — выпуклость вниз.

7. у = VSx2 - χ4.

a) £>(/): 8х2-х4^0.

£>(/) = [-2χ/2;2ν^]

б) у = 0;

у>0 Vx €£>(/).

x = -2V^
z = 0

ж = 2\/2
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. . 16ж -4ж3 2ж (2 + ж) (2 - ж)
в) у' = ~

2л/8ж2 - ж4 V&лг — ж4

Цоаах Ухпт. Утах

2/шах - 2/ (-2) = V8 · 4 - 16 - 4;

2/min = У (0) = 0;

Ута* = У (2) = 4.

г) у = л/8х2 — х4 — четная функция, так как:

D (/) — симметричное множество;

/ (-х) = у/8 (-ж)2 - (-ж)4 = л/8ж2 - ж4 = / (ж),

значит график симметричен относительно оси От/.

д) Выясним интервалы выпуклости.

,
2 (4ж - ж3)

Так как ν =
—, =-, тоУ
V8x2 - χ4

16х-4а3
,,

· · 2\/8х2-ж4
у =

2(3ж2 - 4)^8ж2-ж4- 2(ж3 - 4ж)

= -2

8ж2 - ж4

((Зж2 - 4) (8ж2 - ж4) + (ж3 - 4ж) (2ж3 - 8ж)
(8ж2 - ж4) V8x2 - ж4

(Зж2 - 4) (8 - ж2) + (ж2 - 4) (2ж2 - 8)
_

(8 - ж2) V8x2 - ж4

2ж2 (ж2 - 12)
(8 - ж2) \/8ж2 - ж4'
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Но £>(/) = [-2>/2;2л/2], значит на (-2л/2;0)
выпуклость вверх и на (0; 2>/2) выпуклость вверх.

у18х -х

8. у = (я - 1) χ/Ϊ9" χ — χ2.

а) 2?(/) =

У>0

б) у = 0

У<0

l + Vft -ι + Vff

\+т -1+У77

з) у' = 1 · V19 - χ - х2 +
(х - 1) (-2х - 1)
2V19 - χ - х2

38 - 2х - 2х2 - 2х2 + χ + 1 -Ах2 - χ + 39

2VliT ■χ — χΔ 2νϊ<Γ а; — χΔ

у' = 0; 4ж2 + χ - 39 = 0;

х = 3

χ = —3
1 .
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2/min = У I-3-1 = -4,25^/11,6875 « -14,5;

Ут» = 2/(3) = 2ч/7«5,3.

5^s
54

у=(л;-1)^19-л:-л:а

9. у = (ж2 + ж -

a) D (/) = (-

У>0
б) у = 0

У<0

-2)у/Г^х.
-оо;4].

• · ■ ь

\3/ *

в) у' = (2ж + 1) л/4^-^ +
(х2 + х- 2) (-1)

(2х + 1) 2 (4 - х) - х2 - χ + 2

2л/4^а;
-4ж2 + 14ж + 8 - х2 - χ + 2

2л/4-~:
-Ъх2 + 13ж + 10

2л/4^

у' = 0; -5ж2 + 13а; + 10 = 0.
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У 13-V569 _ 13+v§69
(л/3"69 « 19)

13±л/369
#1,2 =

10
; χι « 3,2; х2 -0,6.

2/min « /(-0,6) = -4,8;

/(3,2) и 10,2.

y=(x2+jc-2)V4-JC

Примечание. Здесь эскиз графика ясен, хотя

минимаксные отношения вычислены приближенно.

г) Уточним интервалы выпуклости.

(·

2(-

20ж2

-Юж + 13) л/4
<

10ж + 13) (4 -

4 (4-я
- 106ж + 104

— χ -

2(4-

)vT
-бж2

(-5ж2+13х+10)(-
2^4-а:

X)
5х2 + 13а; + 10

— χ

!
+ 13ж + 10

_

тнЧ

4(4 — ж) у/А —χ

\Ьх2 - 93х + 114

4 (4 - ж) у/4-х
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у" = 0; 15а;2 - 93z + 114 = 0;

93±У932-60-~Ш 93±VT809 .

/~-
.

Х1'2
=

зо
=

зо
; (* и 43)

93 + 43 ,8 93-43 5

30 15' 30

у" 93-Л809 93+Л809
.зр 4 /~^~3δ—

точка

перегиба

— л:

Но D (/) = (—сю; 4], значит

на —со;

93-\/Ш9
30

выпуклость вниз;

/93-Λ/Ϊ809 Λ
на I — ;4 I — выпуклость вверх.

10. у = (х2 - χ - 2) ^/ж2.

а) £>(/) = (-со; со).

2/>0
б) у = 0

2/<0

2/'= (2

-т^} °

^г-,VAy χ

=a;-l)^4>2-*ZJ2a; =

3^/(а;2)2
3 (2ж - 1) х2 + 2ж3 - 2ζ2 - Ах

3va;4

ж (ба;2 - Зж + 2а;2 - 2х - 4) 8ж2 - 5а; -

З^а? 3^

у' = 0; 8ж2 - 5ж - 4 = 0;

^=

5 + л/153
_ (vT53«12)

16

χ — -

5-^153

-4
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У 5-Л53 . π 5+Л55

%nin Углах Мшп

2/min ~ У (-0,5) ^ —0,8;
'

Утах = У (0) = 0;
* 2/min~y(l,l) ~-2.

в) у" =
(16ж - 5) ^i ^= (8ж2 - 5ж - 4)

3^
Зж (16а; - 5) - (8ж2 - 5ж - 4)

9^ж4

40ж2 - 10ж + 4

9#Р
> 0 Уж ^ 0

(20ж2-5ж + 2>0 Уж).

Значит, на (—оо; 0) — выпуклость вниз и на (0; со)
также выпуклость вниз.

, 2 оч3/2
г/=(л; -ж-2)\л;
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И.Ф.П.Г. дробно-рациональных функций

Определение асимптоты

Рассмотрим исследование и построение графиков дробно-
рациональных функций с помощью производных.

Для построения графика таких функций важно использовать

понятие асимптоты. Напомним определения18.
Определение 1. Прямая вида χ = а называется

вертикальной асимптотой для у = /(ж), если из χ —> а ±О

следует, что f(x) —> dboo.

Как правило, вертикальные асимптоты связаны с корнями

знаменателя.

Определение 2. Прямая вида у = b называется

горизонтальной асимптотой для у = /(ж), если из χ —> оо

следует, что f(x) —> 6.

Определение 3. Прямая вида у = кх + b называется

наклонной асимптотой, если для у
= f(x) из χ —> оо

следует f(x) —> (кх + Ь).

Выводы.
1. Если степени числителя и знаменателя дробно-рациональ-

„_ ,,
. а0хп + αιχ4'1 + ... + ап

ной функции f(x) = ——

совпадают
b0xm + bixm

l + ... + Ьт

(т — п), то горизонтальной асимптотой является прямая

у =
— (то есть в определении ζ число о равно отношению

коэффициентов при высших степенях числителя и

знаменателя).
2. Если степень числителя меньше степени знаменателя

(п < т), то горинзонтальной асимптотой является ось

абсцисс у — 0.

3. Наклонная асимптота существует для

дробно-рациональной функции, если степень числителя на единицу больше

степени знаменателя.

18
Более подробно см. Шахмейстер А. X. Построение графиков функций

элементарными методами. СПб.: «ЧеРо-на-Неве», 2004, 2008.
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Примечание. Можно дать более общее определение

асимптоты.

Если расстояние δ от точки кривой до некоторой
определенной прямой по мере удаления точки' в бесконечность

стремится к нулю, то эта прямая называется асимптотой

кривой.

1. lim fix) = oo —

X—»Жо

вертикальная

асимптота χ = xq.

2. lim Ι/(ζ) - b\ = 0 -
χ—>oo

горизонтальная

асимптота у — b.

lim Μ = β>
x—>oo χ

lim (f(x) — ax) = b —

наклонная асимптота

у
= αχ + b.

t

0

кУ

.,.''

—л*'
^ 1 Ъ1 ^

X X



Практикум 25 379

Практикум 25

Исследуйте функцию и постройте график (И.Ф.П.Г.).

х2-1
1. у =

2. у =

3. у =

4. у =

5. у =

6. у =

7. у =

8"У= ,2

а;2 — 5ж + 6'

2а;2 + Ах

а;2-4ж + 3'

4

х4 - 2х2'

X3

х"2 — χ — 2'

х2 + За; - 4

ж + 2
'

(х + I)3
(ζ+ 2)2'

4 +ж2
х3 — 9а;'

5(а;
- 2)
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Решение практикума 25

Исследуйте функцию и постройте график (И.Ф.П.Г.).

X2
1. У =

,2_!

ν2 — Ъх + 6

a) D(f) :
хф2
хфЪ

в) Проанализируем асимптотику.

1. (х -> 2 - 0)=Ку - оо);
(z->2 + 0)=Ky->-oo);
(ж -> 3 - 0)=Ку -> -оо);
(з->3 + 0)=Кг/-»оо).

2. lim
а; 1 χ

= lim Μ)
ж—»оо χ*

lim

5х + 6 — ж2^_| + ^
ж—>оо ι 5.6

1-0

1-0 + 0
= 1.

3. Выясним возможные точки пересечения графика
функции с асимптотой.

х2 - 1 7
-5 77 = 1; я2-1 = :г2-5:г + 6; ж =- = 1,4.
аг - Ъх + 6 5

г) у' =
X 1

с2 — Ъх + 6

2ж(ж2 - Ъх + 6) - (2ж - 5) (ж2 - 1)
_

(ж2 - 5ж + б)2
2ж3 - 10ж2 + 12s - 2х3 + Ъх2 + 2х-Ъ

(ж2 - 5а; + б)2
-5ж2 + 14ж - 5

(ж2 - 5ж + б)2
'
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У1 = 0; αχό =
7 ± V49 - 25 7±2\/б

^ 7-2V6
0

7+2V6

5 / /7-2у/5У б(7-2у/б) 6

49-28\/б + 24-25 48-28^

49-28\/б + 24-175 + 50\/б + 150 48 + 22\/б

4 (12 - 7\/б)
_

-2 (12 - 7\/б) (24 - 11\/б)
~

2(24 + 11л/б) (24 + Ил/6) (24 - 11>/б)
~

_

2 (288 - 300\/б + 462)
_

- (750 - 300л/б)
~

576 - 726
~

75
~

= -10 + 4ч/б.
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2/тах — /
■7 + 2Уб\ (**j*)'-l

5 J /7+2^42 5(7+2у/б)
| g

_

48 + 28\/б
_

2 (12 + 7л/6) (24 + Ιΐχ/б)
~

48 - 22\/б
~

(24 - Ил/6) (24 + 11\/б)

_2.(7БО + зооуВ) 10_4V5.

2. у =

576 - 726

2а;2 + Ах

х2-4х + 3'

а)ВС/)г {^?i
2ж(ж + 2)

б) у =

(х-3)(ж-1)'

в)у' =
(4ж + 4) (ж2 - 4ж + 3) - (2а; - 4)(2z2 + Ах)

(а;2 - 4ж + З)2
4ж3 - 12а;2 -Ах+ 12- Axz + 16а;

_

(ж - l)2(z - З)2
~

-12а;2 + 12а;+ 12 -(аг2-аг-1)
(аг-1)2(а;-3)2 (х - 1)2(аг - З)2'

/ Л 2 , «
1 ± л/5

у' = 0; %'-х-1=0; хл 2
=

г ;

1->/5 lWS

Утт — /
V5\_ (l-V§)(^ + 2)

0=3*-з)0=
V5 -1

2 uy ^ 2

2(1 - л/5)(5 - л/5)
_

—2л/5(1 - 2χ/5 + 5)

(5+\/5)(1 + л/5)
~

л/5(1 + 2χ/5 + 5)
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л 2—\/5
= -2 1_ = -2·

3+%/5
= Зл/5-7.

2/тах — /I 0 I

(3-V5)S
(З+л/5) (3-%/5)

(1 + л/§)(^

= -2·
9-6л/5+5
9-5

+ 2)
2 ; (iW5_3)(^-i)

^

2 (1 + уД) (5 + у/5) _2у/5(у/5 + 1)2
"

(-5 + V5)(-l + v^5) "-^(,/δ-ΐ)2
~

__^ν^11._|.(Β+ΛΛΕ+ι)·._ι(, + ^)·_
= -i(9 + 6\/5 + 5) =-Зл/5-7.

г) Исследуем асимптотику.

1. (ж -» 1 - 0)=Ку -> со);
(я-*1+0)=Ку->-оо);
(я -> 3 - 0)=Ку -> -оо);
(х -> 3 + 0)=Ку -> со).

2. (ж -> оо) =>■ (у -> 2).
2а;2 + 4ж

3.
а;
2
- 4ж + 3

= 2; 2а;2 + Ах = 2х2 - 8х + 6;

а; = 0,5 — абсцисса точки пересечения графика
функции с горизонтальной асимптотой.

2х2+4х
У

*2-4*+3
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3· У - х*-2х*-

a)B(/):^-2xV0; {^°±^·.
б) ~~$sl* ° ^+~

X

в) Исследуем асимптотику.

1. (ж-»->/2-0)=Ку->оо);

(:г^-\/2 + 0)^(у^оо);

(ж ->· 0 + 0)=»(у ->· -со);

(я -> 0 - 0)=Цу -> -оо);

(ж->>/2-0)=Ку->-оо);

(ж-* V5 + 0)=Ky->0).

2. (ж -» оо) ^> (у -» 0).

г) у7 = -4(ж4 - 2ж2)-2 · (4ж3 - Ах) =
-16ж(ж + 1)(ж-1)

(ж4 - 2ж2)2
;

Уп = /(-1)
1-2

= -4.

д) /(—ж) = /(ж) — четная функция. Значит, график
симметричен относительно оси Оу.

е) Контрольные точки:

χ = 2;
1

х=-2; у=2-
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4. у =

х*-2х2

χ

в) (я-* -1-0) =* (у-* -оо);
(a;-*-l + 0)=*(i/-*oo);
(s->2-0)=*(i/-*-oo);
(ж -» 2 + 0) => (у-* оо).

Для того чтобы найти наклонную асимптоту,

выделим целую часть делением с остатком:

χ

х3 — х2 — 2х

х2 + 2х
~

2_ „_2

х2 - х - 2

х + 1

X х-

Тогда
х'

Зх + 2

.3

= х+1 +
Зх + 2

х* — χ — 2
'

х2 — ж — 2

и у — χ + 1 — наклонная асимптота.
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Найдем точки пересечения графика с наклонной

асимптотой:

X3

х2-х-2
■ = х + 1;

Зх + 2 2
—к = 0; χ =—-.
х2 -х-2

'

3

. . Зх2(х2-х-2)-(2х-1)х3
v) У =

-щ ^2
=

[х1 — χ — 2)г

х2(х2-2х-6)
~

{x-2)2(x+lf

у' = 0;

У 1-V7

Утях.—'

~х = 0

χ = 1 + y/ϊ ;

x = l-y/l

1 0 2
1+JY

ίδΐ ΓβΊ ϊδΐ · w

точка

перегиба

(1-7г):

-

1 ~ 3%/7 + 21 - 7л/7
_

2 (ll - 5л/7)
_

(л/7+1)(2-л/7)
~

χ/7-5

=
2(11-5ч/7)(ч/7 + 5)

_

(χ/7 -5) (χ/7 + 5)
2 (55 - 35 - 14χ/7) 1 /

л гЛ

7-25 J=^(^-14V7).
(1 + ч/7)2

2

(Π+5^(5-^7) -(20 + 14^,(5 + χ/7) (5 - ν/7) 9 V /
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£(20+14ч/7)|

^W7 *

r-s(20-14V7)

5. у
χ2 + Ъх - 4

ж + 2

а) £)(/): (-oo;-2)U(-2;oo);

(х + 4)(х-1)_б) у =

ж + 2

в) (а;-»-2-0)=>(у-*оо);
(х -> -2 + 0)=^(у -> -оо).

Найдем наклонную асимптоту:

ж2 + За; - 4

ж2 + 2ж

ж —4

ат + 2

у = х+1

х + 2

х + 1

х + 2

Пересечения графика с наклонной асимптотой нет,

так как -6/0.
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г) у' =
(2х + 3)0 + 2) - 1 ■ (а;2 + За; - 4)

(аг + 2)2
_

2а;2 + 7х + 6 - х2 - Зх + 4
_

х2 + Ах + 10
~

{х + 2)2 (а;+ 2)2
'

у'>0 Va; €£)(/);
у = /(а;) возрастает на (—сю;—2) и на (—2;оо).
Минимаксные значения отсутствуют.

„_.АЗх-4К1

6. у =
(х + 1)а
(а; + 2)2'

а) D(/) = (-oo;-2)U(-2;oo).

б)
-2 -Ъ

в) (ж
(X

2-0) (у->-оо);
2 + 0) (у-^-оо).

а;2 + 4а; + 4а;3 + За;2 + За; + 1

а;3 + 4а;2 + 4а;

— х2 — ж + 1

- а;2-4аг-4

1

у = х — 1 +

При а; = —;

За;+ 5

За;+ 5

(аг + 2)2'
2

-'5'- ■4 есть точка пересечения

графика с наклонной асимптотой.



Решение практикума 25 389

г) у' = 1 +
(ж + 2)2-2(ж + 2)(Зж + 5)

(χ~+ψ
3(ж + 2) - 2(3а; + 5)

_

-За; - 4
_

~

(ж + 2)3
+

(ж + 2)3
~

х3 + 6а;2 + 12а; + 8 - За; - 4 х3 + 6х2 + 9а; + 4

(х + 2)3
у'{-1) = 0;

х3 + 6х2 + 9х + 4\х+1

(х + 2)3

х3 + а;2

5х2
5х2

4х + 4

4х + 4

а;2 + 5а; + 4

а;2+5а;+4 = (а;+1)(а;+4). Тогда у' =
(а; + 1)2(а; + 4)

(а;+ 2)3
;

2/ = 0;
ж = -1

ж = —4
'

, ,. (-3)3 27 „3
йпах

точка *

перегиба
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7- У =
4 + х2

х3 — 9х'

хфЪ

a) D(f) : { χ φ Ο

хф-Ъ

в) {х ~* -3 - 0) =* (у -> -оо);
(ж -» -3 + 0) =Ф- (у -* оо);
(ж -> 0 - 0) =* (у -> оо);
(а;^0 + 0)=>(у^-оо);
(а; -> 3 - 0) =* (у -» -оо);
(ж - 3 + 0) =*- (у -> оо);

(х -* оо) => (у -* 0).

2а;(а;3 - 9а;) - (За;2 - 9)(4 + х2)
г)у' =

(ж3 - 9а;)2
2а;4 - 18а;2 - За;4 - За;2 + 36 х4 + 21а;2 - 26

у' = 0;
(а;3 - 9а;)2 (а;3 - 9а;) 2

'

о -21 + V585 -21 +24
ж =

~
~

^
= 1,5

2 21 + л/585 па;2 = < 0

х& 1,2
а; и-1,2

У585-21 У585-21

:P^^Я^

2/ι /(1,2) =

Цшп. ^тах4

4 + 1,44

1,2-(1,44-9)
2

2/min - /(-1,2) = -·

2

"з;

д) f{—x) = —f{x) — тогда график функции
центрально-симметричен относительно начала координат.
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е) Контрольные точки

5
χ = 4; у =

8. у =
5(х - 2)

χΔ

а) D{y) : Ух φ 0.

б)
0 2'

в) (ж-*0 + 0)=Ку-»-оо);
(ж -> оо)=Ку - 0).

. . 5 (ζ2 - 2ж(ж - 2)) 5(z-2a; + 4)
г) у' = —^ -

5(4 - х)
хг X"

Утах = У(4) = ^ - \ = 0,625 « 0,6.
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.

„
5 (-χ3 - Зж2(4 - х)) 5(-х - 12 + За;)

Д) У = —

и
=

iхь ж4

_
10(ж - 6)

у" о

точка^ χ
2/(6) =

5-4

36 9

перегиба

Результаты исследования иногда удобно свести в таблицу.

\х

\№
\п*)
Ί"{χ)

Интервалы
монотонности,
точки

экстремума

Интервалы
выпуклости,
точки

перегиба

(-оо; 0)

-

-

-

\

г\

0

Нет

Нет

Нет

нет

нет

(0;2)
-

+

/

2

0

+

(2; 4)

+

+

/

4

0,6

0

Углах

(4; 6)

+

-

\

Г~^\

6

5

9

-

0

Точка перегиба

(6;оо)

+

-

+

\

\J

Затем, используя таблицу, строят график. Впрочем, это

вопрос вкуса, привычки, удобства для исследователя.
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Тренировочная работа 9

Исследуйте функцию и постройте график.

1. У =

2. у =

3. у =

4. у =

х2

x2-V

χ2 + χ + 1
_

х2 — χ + 1'

1

Ух*(9 - Ж2)
'

ж2 - Зж - 4

ж-2

5. у =
х4

(1 + х)3'

1 (а; + 2)3

_

χ4 - 2х2 - 3

2/_х4-5аг2 + 4;

*3
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Решение тренировочной работы 9

Исследуйте функцию и постройте график.

1. У =

a) D(f)

в) (ж ~* -1 - 0) =$■ (у ~* оо)

(ж -> -1 + 0) =► (у -* -оо)

(ж -> 1 - 0) =>■ (у -> -оо)

(а; -* 1 + 0) =► (у ~* оо)

(ж -> оо) =» (у -> 1)

ж2
-= г

= 1; ж2 = ж2-1; -1 = 0; ж € 0.
х1 — 1

Точек пересечения графика с горизонтальной
асимптотой нет.

.

, 2ж(ж2 - 1) - 2ж · ж2 2ж3 -2х- 2х3
г) у' = -

(ж2 - I)2
2ж

(ж2 - I)2

(ж2-1)2'

2/тах = 2/(0) = 0.

д) f{—x) — f(x) — четная функция, значит график
симметричен относительно оси Оу.
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е) Контрольные точки:

4
х = 2- /(2)

_

χ2 + χ + 1
2- У~

х2-х + 1

а) DU) : (-oo;oo);

б) у > 0: Vz;

в) 1. (я —» оо) =Ф (у —» 1), так как

lim
х—>оо χζ

χ2 + χ + 1
= lim

l + i + ^r
■ Ж + 1 ж->оо ι

_ Ι ι Д,
1.

^г

2.
х2 + х + 1

2-х+1
= 1; χ = 0.

χ

г) 2/'
(2ж +.1)(х2 - χ + 1) - (2х - 1)(х2 + χ + 1)

(χ2 - χ + Ι)2
2а;3 - ж2 + χ + 1 - 2ж3 - χ2 - χ + 1

_

(χ2 - χ + Ι)2
~

-2ζ2 + 2 2(ж + 1)(ж-1)

(z2-a; + l)2 (ж2-ж + 1)2
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-1^1
Цаап Утах

— X

Уп
= y(-i) =

1-1 + 1

1 + 1 + 1

1

з;

Утах = У(1) =
1-1 + 1

= 3·

д) Контрольные точки

χ = 2; у = 2^;
3

х = -2;у=-.

У

Ух^(9-х2)'

а) £>(/) :

б) -J
—

у

в) (х -> -

(*--
(*-
(*->
(х-

(х

(χφΖ

{ χφο
[хф-

/+^т

-3 — 0) =*►

-2 + 0) =»

0-0)=>
0 + 0)=»
3 + 0)=>
—>· оо) =Ф

3

чЗ

(у-
(у-
(У-
(у->
(У-
(У-

X

-оо);
оо);
оо);
оо);
-оо);
0).
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ή у'=(7^(9-*2)) Ύ =

= - (^(9 - х2^■ (j^(9 - χ2) + tfc ■ (-2х)\ =

2х ■ (9 - χ2 - Зх2)
_

2х(4х2-9)

(^(9-х2))-3^ 3^(9-х2)2

2/max = 2/(1,5) =« ОД.

д) f(—x) = /(ж) — четная функция, значит график
симметричен относительно оси От/.

е) Контрольные точки

1
χ = 4; у :

17'
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х2 - Зх - 4
у~

х-2
■

a) D(f) : χ φ 2.

б) -у^2 у—^
^zS \з/ х

в) (я->2-0)=Цу->оо);
(а;->2 + 0)=Ку-*-оо),·
х2 - Зх - 4

ж2-2а;

х-2

х-1

- х-4

- х + 2

у = х-1
х-2'

у = χ — 1 — наклонная асимптота, 6^0, значит

перенесения графика с асимптотой нет.

г) у' =
(2х - 3)(х - 2) - 1 · (х2 - Зх - 4)

(х - 2)2
2х2 - 7х + 6 - х2 + Зж + 4 х2 - 4х + 10

(я - 2)2 (ж - 2)2

т. е. на (-оо; 2) у = /(χ) | ;

на (2; оо) у = /(χ) | ·

Экстремумов нет.

д) Контрольные точки:

>0 VD(/),

х = 0

х = 1

χ = 3

χ = 5

2/= 2;

у = 6;

У = -4;

У = 2;
χ = -2; у = -1,5.
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Примечание. Попробуйте доказать, что график

симметричен относительно прямой
У-1
х-2

= tg
3π

5. у =
χ

(1 + х)3

a) £(/) : χ φ -Ι

б) 1-+^ +

в) (χ -» -1 - 0) =>■ (у -> -оо);
ж —> -1 + 0 =» (у —► оо).
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(1 + х)3 = 1 + Зх + Зх2 + х3. Выделим целую часть.

χ
'

х4 + Зх3 + Зх2 + Зх |
όΧ όΧ όΧ

~

-Зх3- 9х2 - 9х - 3

х3 + Зх2 + Зх + 1

х-3

у=х—3+

бж14 + 6ж + 3

3(2а;2 + 2а; + 1)
(ж +1)3

:

у = χ
— 3 — наклонная асимптота. Точек пересечения

с графиком нет.

ч . 4х3(1 + х)3-3(1+х)2-х*
т)у=

(TTW
=

_
(1 + х)2 ■ х3 ■ (4(1 + х) - Зх)

_

х3 ■ (1 + х)2 ■ (х + 4)
_

(1 + xf (1 + хУ

х3 ■ (х + 4)
(1 + *)4

■

2/min = 2/(0) = 0.

д) Контрольные точки:

Ж = 3; У = 164;

х = -3; у -10-
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1 (х + 2)3
У

4'(:г-1)2'

а) £)(/) : χ φ 1.

б) _^±^
в) (х-* 1-0)=Ку-*оо);

(ж -> 1+0)=Ку-> оо);

(а; + 2)3 = х3 + 6ж2 + 12а; + 8;

х3 + 6ж2 + 12ж + 8

х" ■2х2+ χ

х2 - 2х + 1

ж + 8

8ж2 + 11ж + 8

8ж2 - 16ж + 8

27ж
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1
0

Ίΐχ

^Г + 2+4(^Г)2;
1

у — -χ + 2 — наклонная асимптота.

При χ = 0 у = 2, значит точка (0; 2) — точка

пересечения графика функции и наклонной асимптоты.

г) У' _
3(ж + 2)2Qr - I)2 - 2(х - 1)(х + 2)3

_

4(ж - I)4
(ж + 2)2Q - 1) (3(ж - 1) - 2(х + 2))

_
(ж + 2)2Q - 7)

4(ж - I)3
:

4 б2

д) Контрольные точки:

χ = 3; у = 7

ж = -1; у =

729
_

1

144
~

16"
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7. у =
х4 - 2а:2 - 3

хА-Ьх2+А'

a) D(f): z4-5a;2+4^0; | ^ ^ ;

б) У
(ж2-3)(ж2 + 1)

(х-1)(х + 1)(х-2)(х + 2)'

в) 1. (а; -» -2 - 0) =>· (у -> оо);

(а; -> -2 + 0) =► (у -» -оо);

(з->-1-0)=*.(у->оо);

(а;->-1 + 0)=>.(у-*-оо);

(а; —» 1 — 0) =Ф- (у —► —оо);

(х -+ 1 + 0) ^ (у -» оо);

(ж - 2 - 0) =» (у -> -оо);

(а;-* 2 + 0) =»(y-»oo).

2. (я —> оо)=^(у —> 1), так как lim —; —7;
= 1.v > ™ »

х_оо а;4 - 5а;2 + 4

3. Выясним, есть ли точки пересечения асимптоты

с графиком функции.
г

(7
I т. = . /

-4 - 2а:2 - 3X"

с4 - Ъх1 + 4
= 1; Зя2 = 7;

χ =

χ =

г) f(—x) = f(x) — четная функция. График симметричен

относительно оси ординат.

/(0) =
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Похоже, график можно построить, не используя

мощного аппарата производной, так как, видимо, экстре-

( 3\
мум есть только в точке ι 0; —— 1 . Проверим.

, (4s3 - 4s) (s4 - 5s2 + 4) - (4s3 - 10s) (s4 - 2х2 - 3)
У ~

(s4-5s2 + 4)2

_

Ах7 - 24ж5 + 36ж3 - 16ж - 4ж7 + 18ж5 - 8х3 - ЗОж
_

~

(ж4 - Ъх1 + 4)2
~

_
-2ж(3ж4 - 14ж2 + 23)

(х4 - 5х2 + 4)2
'

Зж4 - 14z2 + 23 > 0 Ух, так как D < 0.

з
2/тах = 2/(0) = -^.

Новой информации это не добавило, но наши

предположения получили строгое доказательство.
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8. у =
4-х2'

a) D(f) :
хф2
χ φ-2

б) ^2 °утх2 .

Q '

7* М. ^

V3/ у— χ

в) (а; - -2 - 0)=Ку ~* оо);

(х~*-2 + 0)=Ф-(у -> -оо);

(х~*2- 0)^(у -» оо);

(а;-*2 + 0)=Ку->-оо);

X3
х3 —Ах

-х2 + 4

— χ

Ах

it = —т. -1

4х

'4-х2'

у =
—χ — наклонная асимптота.

Точка (0;0) — точка пересечения графика с

асимптотой.

Зх2(А - х2) - {~2х)х3
_

г)у' =
(4-ж2)2

г2(12-3ж2 + 2ж2)
_

я2(12-ж2)
(:г-2)2(:г + 2)2 (аг-2)2(ж + 2)2'

—У йшп rrrvtxvit Углах4точка

перегиба

2/min = 2/ (-2\/3)
(-2χ/3)3 ~813\/3

4_(_2^)2 4-12

2/тах = 2/ (2\/3) = -Зл/3.

Зл/3;
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д) Учтем, что /(—х) = —/(ж), график функции
центрально-симметричен относительно начала координат.

е) Контрольные точки:

я = -1; у =
1

'З*
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Практикум 26

(Более слосисные задачи на И.Ф.П.Г.)

1. у = cosx х\у
2

2. у = sinx · (1 + cosx);

cos2x
3. у

4. у =

5. у =

smx

χ3

6. у =
sin2 χ

4+ж2

2 + sin χ'

7. у = e*

8. y^e^11^;

9. у = л/ж2 + χ + 1 + л/^2 -ж + 1.

ж3
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Решение практикума 26

1. у = f(x) = cos χ - -—χ.

a) D{y) = (-oo;oo);

ч/З
6) y' — — sin χ

Vz
f'{x) = — smx непериодическая функция.

y' = 0; sina; = -^; χ = (-1)* · (-£) + тгк.

, Λ . λ/3 4π
Λ ,

5π
Λ ,

2/'>0; smx<——;
— + 2π& < χ <

— + 2тгк.
Δ ο ο

ι \/3 π
Λ 7

4π
Λ 7

2/'< 0; sin а; >——;
-- + 2ixk < χ <

— + 2ттк.
Δ ό О

{У

4π 5π

#max innin %

— X

max #min ^max

2/max достигается при χ

π

"з
4π

+ 2πη;

2/min достигается при х = ——■ + 2ттк.
о

V3 ( π
- —— · 2πη — —

2 V з

= ~ + ^ π · п\/3 « 1,4 - 5,45п.
2 о

2/max
= cos 2πη

2/min = COS ( 2lTk + — J
- — 2*/Ь-^| =

1 2tt\/3
7tA;\/3 «-4,1 - 5.45A:.
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в) (х —» оо)=
у'З

Значит, , - -^« - наклонная асимптот. Найдем
Δι

точки пересечения графика с наклонной асимптотой.

1. При cos я = 0 χ = — + ттк и у = ——х.
Δι Δι

2. 2/max достигается при:

π

"з;
5тг_

2/тах

n = 0; z = --; 2/max - 1,40;

η = 1; χ —

3
'

3. 2/min достигается при:

fc = 0; χ =
4π

2/min

-4,05.

-4,10;

к = —1; а; =
2π

1,35.

У

4,08

I+if*l,40
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2. у = f{x) — sin я · (1 + cos χ).

а) D(f) = (-оо;оо).

б) Так как f(—x) = —f(x), то график

центрально-симметричен относительно начала координат.

в) У = / (х) периодическая с периодом 2π,

так как /(я + 2π) = /(ж).

Можно доказать, что То = 2π — основной период19.

г) у' = cos χ + cos 2x = 2 cos — · cos —;j у
2 2

ϊ/ = 0;

cos -ж = 0

χ

cos — = 0

7Г

ж = - ■ (2fc + 1) f
_

3
v y

; n,fc € Ζ.

ж = π ■ (2Λ; + 1)

π

Значит, объединяя обе серии, получим χ = — · (2fc + 1).
о

у' = cosx + cos2x = cos я-{-cos2 # — 1 = 2 cos2 ж + cos ж — l;

у' = (cos ж + l)(2cosx — 1);

у > 0; cos χ > -

при
— — + 2ттк < χ <

— + 2π£;.
ζ ο ο

у' < 0; — 1 < cos ж < -;
— + 2πη < χ <

— + 2πη.
Ζ Ο Ο

Рассмотрим функцию на [—2π;2π].

19
Более подробно см. Шахмейстер А.Х. Тригонометрия. СПб.: «ЧеРо-

на-Неве», 2009.
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Утт Уп Утт

π

Утт достигается при χ = — — + 2πη.
о

Так как у
— sin χ + sin χ · cos χ = sin χ + - sin 2x, то

Утт = Sin ( -- J +
sin H)

ч/З
_

уД
_ _2ч/3

2 4 4
■1,3.

π

2/max достигается при х = — + 2πη;

2тг

=

2
+

4
"

4
^М'2/max = Sin - +

2

д) у" — —4 sin χ · cos χ — sin x = — sin χ · (4 cos χ + 1);

У" = 0;

χ = irk — точки перегиба;

χ — ± ( π — arccos - J + 2πη — точки перегиба.

w
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3. у =

1)

2)

/(*) =
cos2x

sin я

На круге/(я) >О
в

заштрихованной области.

D(f) : sin χ τ^Ο; χ φ nk]

cos 2x 1 — 2 sin2 x

smjc

У =
sm x sina;

(sin x = t).

у = 0; если cos 2x = 0, το χ = — + —fc; η, к € ^;

χ — έίι
—

вертикальные асимптоты.

Заштрихуем области, где проходит график ф}гнкции:

/
_

(cos ^ХУ' s*n х ~ (s*n хУ'cos ^х
о) у =

_

—2 sin 2х · sin χ — cos χ · cos 2x
_

sin2 x

_

—4 sin2 χ · cos χ — cos χ · cos 2x

sin2 x
— cos χ · (4 sin2 χ + cos 2x) — cos χ · (2 sin2 a; Η- 1)

sin2 χ sin2 χ



Решение практикума 26 413

,
7Γ

у — 0; cosх = 0] х= — + πκ — стационарные точки;

^ > 0; - + 27Г& < χ <
— + 2пк (χ φ πη);

у' < 0; -- + 2пк < χ <
- + 2пк (χ^πη).

Δι Δι

Учитывая, что Το = 2π — период функции, рассмотрим

поведение функции только на (—π; π).
У' _π_ _π

'χ

4) f(-x) =
cos(—2x) cos2x

= —f(x), значит

№

sin(—x) smx

нечетная функция, и ее график центрально-

симметричен относительно начала координат.
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xz + 2
4. у = .

χ

a) I>(/) = (-oo;0)U(0;oo).

:3V2 0.

в) (s-*0-0)=*(i/-*-oo);

(χ ->0 + 0) =» (у-* со).

Так как степень числителя больше степени

знаменателя на два, то асимптотической кривой на бесконечно-
2

сти будет у = х2, так как у
= я2 Η—. Вблизи нуля

2
«

*

асимптотой является
— — гипербола, т. е.

χ

(χ -* оо)=Ф>(у-> χ2);

(Я_,0)=*(у-Л
Пересечений с асимптотическими кривыми нет.

ч , „
2 2(ж3-1)

г у' = 2х - -J
=

^
2 ;;

Утт = у(1) = 3.

ч „
2 · Зж2 · х2 - 2х · 2 (х3 - 1)

Д) У =

^

_

6ж3 - 4х3 + 4
_

2(ж3 + 2) ^Г^ 0,
^ х

точка/—
перегиба

Точка перегиба — (— \/2; 0) ;

на (—оо; — \/Щ —

выпуклость вниз;

на (—^2; 0) --

выпуклость вверх;

на (0;оо) --

выпуклость вниз.

±^
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е) Контрольные точки:

χ = -2; у = 3; ν

χ = -1; у = -1. \\

5. ?/
я-2

а) £>(/) :

X

х-2

в) (ζ-*2 + 0)=Κϊ/-*οο)

Так как

^0; £)(/) = (-оо; 0] U (2; оо).

χ

х-2
= \х\

IX ,. /ж
и lim w -

х — 2 ж-^оо \/ χ — 2

то график асимптотически приближается к у = \х\.

Пересечение имеет место только в точке (0;0).

г) У'
1:

*

3ж20 - 2) - 1 · (ж3) 2ж3-6а;2

2х2(х - 3)

(ж - 2)2

2ж2(я-3) /ж-2

(--2)2У?

2(*-2)2\/S 2(ЯГ"2)2-И X
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V 0 2 3

<~SУmm

Значит на D(f):

Утт = 2/(3)
27

= 3ч/3;
/3-2

Утт = 2/(0) = 0.

д) Контрольные точки:

χ
—

— 1; у = л/- значит у
= f(x) проходит ниже

асимптоты на (—оо;0].

6. у
sin2 χ

2 + sin ж

а) £>(/) = (-оо; оо);

Ρ
-2π* -π

4
0

^

ρ
π
%ϋ

2π *
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б) у > 0 у = 0: sin ж = О;
у = О а; = 7rfc;
у < О y^OVrre £>(/).

в) У'
2 cos χ · sin χ · (2 + sin χ) — sin2 χ · cos χ

_

(2 +sin χ)2
~

4 sin χ · cos χ + 2 sin2 χ · cos χ — sin2 χ · cos x
_

(2 +sin χ)2
~~

4 sin χ · cos χ + sin2 χ · cos χ sin 2χ · (4 + sin χ)
(2 +sin χ)2 2 -(2 + sin xf

7Г
,

у1 = 0; sin2x = 0; χ — —к.
Δι

Знак у' зависит от знака sin2a;.

mm »max »mm »max »mm

Так как у
= f(x) — периодическая с периодом

То = 2π, то достаточно рассмотреть поведение функции
на [—π; π].

-\ - _1
У У

Уп У
π

2-1

1 1

1;

2 + 1 3'

ymin = У(0)
2 + 0

0.

-2π _3π -π _ж О
2 2

ж it Зд 2it *
2 2
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7. у = е

А+хг

х3—9х

Для построения необходимо сначала построить график
4 + х^

вспомогательной функции t{x) = —^χό — 9х

4+х2 ι

х3-9х !

I V У I 2 -1 9 '

.^•---т'--г—г 1—
,—1,2 «_|t

'аг^З
а) £)(у) : { χ φ 0 .

б) у > 0 : Va: € £>(/).

\ I/ \ тЗ_От. ( X -V 61-Х ОЬ

в) у (а;) = ех ух

(ж3 - 9а;)2

у' = 0; а; и 1,2; а; « -1,2;

ί(-1,2)«|; ί(1,2)«-|.

2/min — е2/3
5 ί/max

-2/3
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г) _3 - 0) => (t -> -оо) =>(!/- 0);
-3 + 0) =» (t -* оо) => (у -» оо);
0-0) =>(ί-*οο) =»(ϊ/-*οο);
0 + 0) => (i - -оо) => (у - 0);
3-0) => (t- -оо) => (у- 0);
3 + 0) =»(t-*oo) =»(y-»oo);
оо) => (i - 0) => (ι/ - 1).

д) Контрольные точки:

5

x = 4; y = e7;
_5

χ = —4; у = e 7.

8. y = er
X"

,4—x2

Для построения данного графика необходимо сначала по-

х3
строить вспомогательный график t(x) = ^

403).

а) D(f)

б) у > 0 Ухе £)(/);

ж2 · (12 - ж2)

(см. с. 402,

хф2
ж = -2'

в) у1 = е4"
(ж-2)2-(ж + 2)2'
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2/min = У (-2\/3) = е3^;
Утах = У (2>/3) = е~3А

г) х —> -2 - 0) => (t —> оо) => (у -> оо);
χ -* -2 + 0) =Ф> (ί -* -оо) =»(!/- 0);
я —> 2 - 0) =^ (t —> оо) =» (у —> оо);
х _ 2 + 0) =»(*- -оо) =» {у -* 0);
ж —* оо)
ж —* —оо)

X3

=>(t-
=»(t-

-ж) =>· (у
-ж) =» (у

);

е
-
= е4-х только при ж = 0.

А»

-2V8-2| "Ι °| Ι 2ι 2#

9. у = \/ж2 + ж + 1 + т/ж2 — ж + 1.

а) £>(у) = (-оо;оо);

б) у > 0 Уж;
2ж + 1

в) у' +
2ж

2\/ж2 + ж + 1 2\/ж2 - ж + 1

(2ж + 1) · л/ж2 - ж + 1 + (2ж - 1) · %/ж2 + ж + 1

2 · л/ж2 + ж + 1 · \/ж2 - ж + 1

у' = 0, если (2ж + 1)-\/ж2-ж + 1 = (1-2ж)-\/ж2 + ж + 1;

(4ж2 + 4ж + 1)(ж2 - ж + 1) = (1 - 4ж + 4ж2)(ж2 + ж + 1);
4ж4 + ж2 + Зж + 1 = 4ж4 + ж2 - Зж + 1; ж = 0.

При проверке убеждаемся, что это корень производной:

1/(0) = 2.
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г) Решать иррациональное неравенство технически

довольно сложно.

Так как на (—оо;0) или на (0;оо) производная имеет

постоянный знак (не имеет корней), то простым

вычислением выясним вид монотонности на каждом из

интервалов:

2/(1) = л/1 + 1 + 1 + л/1-1 + 1 = 1 + л/3 > 2.

Следовательно, так как 1>0 и у(1)>у(0), тона [0;оо)
у монотонно возрастает.

Очевидно, что на (—оо; 0] она убывает.

д) Так как D(f) —

симметричное множество,

f(-x) = v/(-x)2 + (-x) + l + ^(-х)2 - (-х) + 1 =

= Vx2 -х + 1 + Vx2 + х + 1 = /(ж),
то график функции симметричен относительно оси

Оу.

Значит у(0) = утт = 2/наим = 2.

е) Проверим, нет ли здесь наклонной асимптоты у
= кх+Ь

(так как при (х —» оо) \/г2 ± χ + 1 —» χ).
/0*0

Рассмотрим fc = lim :

х—>оо χ

.. \Лс2 + х + 1 + v/r2 — х + 1
11ΙΪ1

X

(ν/ι + ί + έ) + ν/ι-ί + ^
= lim

Тогда очевидно, что

lim (Vx2 + x+l + Vx2 -х + 1 - 2х) = 0,
х—>оо \ /

т. е. lim (f(x) — кх — Ъ) — 0 только при 6 = 0.
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Итак, у = 2х — наклонная асимптота на [0;оо).
Учитывая четность функции, у = 2\х\ — асимптота на

(—оо;оо).

ж) Выясним, нет ли точек пересечения с наклонной

асимптотой, т. е. решим уравнение:

у/х2 + χ + 1 + Vx2 — х + 1 = 2х на (0;оо).

Домножим на сопряженное выражение:

2х;
у/х2 + χ + 1 — Vx2 — χ + 1

х = 0 — посторонний корень;

у/х2 + х + 1 = 1 + Vz2 - χ + 1;

:rz\/x2 + x + 1 = ν;

x2+x + l = l + 2\/x2 - χ + 1 + χ

2x-

x + 1 только при χ

2

0;

x + l\

2V:ΧΔ x + 1]

Ax2 - Ax + 1 = 4x2 - 4x + 4;

1 = 4 — ложь, корней нет.

кУ y = yfx2+x+l +

f+V*2-*+i

Примечание. Так как здесь мы имеем дело не с дробно-
рациональной функцией, то используется общий способ

нахождения наклонной асимптоты (см. с. 376).
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Несколько задач с физическим содерсисанием

Электрическая лампочка подвешена над центром круглого

стола радиуса R. На какой высоте ее нужно подвесить,

чтобы освещенность краев стола была наибольшей?

J · sin φ
Е =

АВ2
J сила света.

АВ =

R
т.е. Ε =

J · sin φ
· cos2 φ J · sin 2φ · cos φ

cos φ- Β? 2Β?

Для простоты введем ί(φ) — sin 2φ · cos φ, от которой

напрямую зависит Ε(φ).

ί\φ) = sin' 2φ · cos ψ + cos' φ
· sin 2φ —

— 2 cos 2φ · cos φ + (— sin φ) · sin 2ψ =

= 2 cos 2ψ · cos ψ
— 2 sin2 φ · cos φ =

= 2 cos (^(cos φ — sin2 φ) = 2 cos (^(cos2 φ — 2 sin2 y>) =

= 2 cos y>(3 cos2 φ — 2). Обозначим cos φ = t, тогда

ί'(ν) = 0;
cos y> = 0

cos2 y> = 2 sin2 99
'

I 5

ctg <p = \/2, τ. e. tg φ = —=

"Д/+\(I ^~»

cos у?
= О

ctg2 ψ = 2
'

f
χ/2

<p = arctg—.
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у/2
Так как ОВ-ОА- tgy>, то OB = ^—R.

Етах = £наиб = Ε arctg
у/2

V2.
Ответ: При расположении лампочки на высоте ~^~R от

Δι

стола освещенность краев стола будет наибольшей.

Проводник сопротивлением R надо разделить на две

части так, чтобы при параллельном соединении

сопротивление было наибольшим.

1 1

г χ R

1 R

χ x(R — x)'
R-x

г = --^х2 + х; £>(г) = (0;Д);

г'(х) = ~ + 1; г'(х) = 0;

_

R , ν

_ _

R

2х

"~R
+ 1 = 0;

2

R

2

Ответ: Сопротивление будет наибольшим, если сопротив-

R
ление каждой части проводника

—

·

Как должны быть соединены между собой η одинаковых

гальванических элементов, чтобы при данном внешнем

сопротивлении R она давала наибольшую силу тока?

Пусть Ε - ЭДС одного источника, г — внутреннее

сопротивление.

Рассмотрим систему, когда η элементов соединены в ρ

групп по к элементов в каждой, причем в каждой группе
они соединены параллельно, а группы последовательно.
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111 1
п = к-р; — = - + - + ... + -

Нп г г г

т.е. Яв = -.

Кв = внутреннее сопротивление всей группы;
к

_ гр
R + внешнее сопротивление источников;

к

Ε — ЭДС каждой группы;

ρ
· Ε - общая ЭДС.

ρ· Ε
По закону Ома / =

р-Е

η

R+ri
— f(p)i так как к = —.

1 = Яр) =
R +

гр*

nR
Г = 0; Erp2 = EnR, значит ρ2 — —.

ER

~ΊΓ·

-^max — -L I \ J r. I — -*наиб-

rp 2p2 r nR
д,

η 2

т. е. сила тока будет наибольшей, если внешнее

сопротивление равно внутреннему.
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4. Всадник едет из пункта А в пункт В. Часть пути он едет

по равнине со скоростью νχ, а часть по пересеченной
местности со скоростью V2- По какому пути должен двигаться

всадник, чтобы на весь путь затратить наименьшее время?

Пусть А\С = х\ А\В\ = /; АА\ = ηχ; ΒΒχ = η2.

Если υ\ = V2, то путь [АВ]. Пусть ν\ φ ν2·

ад =

2x l_ 2(l-x)-(-l)
vi 2y/n\ + x2 v2 2y/r% + {l- x)2

1 χ 1 1-х

Vl yjn\ + X2 v2 y/n% + (/ - X)2

Пусть t'(x) — О, тогда

1 χ 1 1-х

щ' у/п2 + х2

=

щ' у^Т(Г^~я)2; Rc|:|C£|
X X ^χ

^2*

Так как = sin а;

/ χ
.

_ sm а
= snip, то

^2|ЛС|
'

\СВ\
""^ ~

sin/?

Примечание. Из курса физики известно, что именно так

преломляется луч света, переходя из одной среды в

другую (а —

угол падения, β —

угол преломления). Таким

образом, луч света двигается по такому пути, чтобы время

движения было наименьшим. В этом состоит известный

принцип Ферма.
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Тренировочные карточки (И.Ф.П.Г.)

Карточка 1

Исследуйте функции и постройте графики.

1. у = 2 + 3х-х3]

з.,=
4

4х:

X2

X2

!-Ж4'

-5ж + 6

+ х-2
'

(х+1)3

4. у =

5' у=
-х2 + 2х + 15'

Карточка 2

Исследуйте функции и постройте графики.

1. у = х4-5х2 + 4-

2. у=(х + l)V24-3x-x2',

Э.у
4

х3 — За;'

х2-Зх-4

a;2-4z + 3'

1 (х + 4)3

4. у =

5'
У=4 (ж + 1)2·

Карточка 3

Исследуйте функции и постройте графики.

1. у = ж4 - Ах3 - 8х2]
2. у = (х + 3)3(х-1)2;

3. у = (ж-1)^/40-ж2;

_

ж4 - Зх2 - 4

У_г4-4ж2 + 3;
ж2 + За; - 4

2-х
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Карточка 4

Исследуйте функции и постройте графики.

1.»
4х3 — 9х2 + 6х'

х2-1

х(4-х2У
хА-1
х2 -4'

(х - 1)(х2 - 1)

2. у =

З.у =

4' У=
х(4-х2)

5. у = (х2-8)ех.

Карточка 5

Исследуйте функции и постройте графики.

1. у=(ж2-4)е1-ж2;
2аг2

з.,=
3

2х(х - 2)3'

4. у =
COS2 Я

2 — cos x

ι

5. у = ех _3ж
.

Карточка 6

Исследуйте функции и постройте графики.

1. у = е~х · (χ2 + χ - 5);
2. </=(1-*2)3;
3. у = 1п(х3-3х)2;

sin я
4. у — —;*

cos2x'

5. ?/ = е

4-ж2

ж+3
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Решение тренировочных карточек (И.Ф.П.Г.)

Решение тренировочной карточки 1

1. у = 2 + Зх-х3.

а) D(f) = (-оо; оо);

б) у(—1) = 2 — 3 + 1 = 0, значит можно разделить:

- х3 + Зх + 2

—х3 — х2

х + 1

■ χ2 + χ - 2

х2 + Зх + 2

X2 + X

_2х + 2

2х + 2

Тогда у = (ж + 1)2(2 - я); + Л«Г +

в) у' = 3 - Зх2 = -30 + 1)0 - 1);

Утт "max

ymax = y(l)=2 + 3-l = 4;

2/min = 2/(-l) = 0;

г) у" = -6χ;

y" > 0 на (—oo;0) —

выпуклость вниз;

у" < 0 на (0; оо) — выпуклость вверх;

у"(0) = 2; точка (0;2) — точка перегиба.

д) Контрольные точки

χ = -2; у = 4;

.т = 3; у = —16.
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-16
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2. у = \х* - -1Ж6.у
4 24

а) #(/) = (-оо;оо);

б) У = ^4(6-х2);

в) у' = х3 - -х5 = jx3(4: - χ2);

"-р^2 <^2
"max "min "max

Ушах = У(-2) = 1-;

Утах = У(2) = 1-;

W

__х

Утт = У(0) = 0;

г) у" = Зх2 - |ζ4 = ^2(12 - 5х2);

точка точка

перегиба перегиба

д) f(—x) — f{x) — четная функция, график симметричен

относительно оси ординат.

е) Контрольные точки:

х = 3; у = -10~·

х = -3; у = -10-.



432 Исследование функции и построение графиков.

3. у =
4х2 — х4

б) У =

х2(2-х)(2 + х)

в) х^-2-0)^(у^-оо);
χ -* -2 + 0) => (у -> оо);
χ

X

X

X

0-0)
0 + 0)
2-0)
2 + 0)
оо)

{у -» оо);
{У -> оо);
(У -» оо);
(у -> -оо);
(У - 0).
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г) у' = 4
-(8х-4х3)

_ Ш(х*-2)ш
(4х2-х4)2

~

{Ах2 - х4)2
'

4-2-4

д) f(—x) = f(x) — четная функция, график симметричен

относительно оси ординат.

е) Контрольные точки:

4_
"45;
4

χ = -3; у =

х = 3; у =
-

45'

х = -1; у = 1-;

χ = 1; у = 1~.
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4. у
х2 - Ъх + 6

χ2 + χ - 2
'

а)Ж/):{^-2;
(х-2)(х-3).

j У
(х + 2)(ж-1)'

в) 1. (х - -2 - 0) =► (у
(ж -» -2 + 0) =*> (у
(х -► 1 - 0) => (у
(х -► 1 + 0) => (у

2. lim
χ 5ж + 6

х-»оо ж2 + ж — 2

горизонтальная асимптота у = 1.

->оо);
-+-оо);
- -оо);
->■ ею).

1, т.е. (ж —> ею) => (у —> 1) —

,
_

(2х - 5)(х2 + χ - 2) - (2х + 1)(х2 - 5х + 6)
(χ2 + χ - 2)2

9х + 10 - 2х3 + 9ж2 - 7х - б

г) у' =

2ж3 - Зх2

(х + 2)2(х-1)2
6ж2-16х + 4 2(3х2 - 8ж + 2)

(х + 2)2(х-1)2

у' = 0;

У'

(х + 2)2(х-1)2'
4±V^6"Зж2-8х+2 = 0; χι,2 =

4-νΊο 4+7Ш

б 4±ч/10

утах
■2)(±^-з)

4-χ/ΪΟ
+ 2)(±^-l)з τ
^А 3

(2 + VIO) (5 + УЩ _

20 + 7^10
~

(10 - л/Щ (1 - λ/ΪΟ)
~

20 - ПлДО
~

_
(20 + 7у/Щ (20 + 11л/10) 400 + 770 + 360\/Ш

202 - (11\/Ш)2
13 + 4^/10

400 - 1210
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2/min у
4 + \/Ш

/4+л/Ш
V 3 2)(1±^0-з]
(i

(ч/ΪΟ - 2) (ч/ΪΟ - 5)
_

20-7УШ _-13 + 4ч/10
~

(10 + ч/Ш) (1 + χ/ΪΟ)
~

20 + 11у/Ш
~

9

д) Контрольные точки:

χ = 0; у = -3;
а; = —1;

ж = 4;

а; = —3;
а; = -4;

2/= -6;

У = 7,5;
У = 4,2.
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5 v-
(* + 1)3

" у
-ж2 + 2ж + 15'

а)^):{^5_3^
б)У= /Ж + 1)3

: -+Х3
-

WX5
' у

-(ж-5)(ж + 3)' \Еу V:

в) (ж ^-3-0)^(2/^оо);

(ж-*-3 + 0) =*>(у^-оо);

(ж-» 5-0) =*>(?/^оо);

(ж-+5 + 0) =^(у->-оо);

ж3 + 3ж2 + Зж + 1

ж3 - 2ж2 - 15ж

-ж2 + 2ж + 15

— ж — 5

—►

; X

5ж2 + 18ж+ 1
'

5ж2 - 10ж - 75

у = -ж - 5 +

28ж + 76

28ж + 76

-ж2 + 2ж + 15'

у = —ж — 5 — наклонная асимптота.

76 5

28 7
ж = —— = —Ί- — абсцисса точки пересечения

асимптоты с графиком функции.

г) У
,
_

3(ж + 1)2(-ж2 + 2ж + 15) - (-2ж + 2)(ж + I)3
_

(5-ж)2(ж + 3)2

(ж + I)2 (-Зж2 + 6ж + 45 + 2ж2 - 2)
_

(5-ж)2(ж + 3)2
~

(ж + 1)2(ж2 - 6ж - 43)
(5-ж)2(ж + 3)2

;
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у' = 0-

ar = 3 + 2V13

χ = 3 - 2л/13 ;

х = -1

х2 - 6х - 43 = О

х = -1

3- 2 Vl3/q-4J<ps^+^5^>3+2 V13

—

л;

2/min = У (3 - 2\/Ϊ3) =

8 (2 - ч/13)3

(3 - 2ч/13)г
(-2 - 2\/Ϊ3) (6 - 2\/Ϊ3)

(2-ч/1з);
4(1 + л/13) (3 - л/13) \/Ϊ3 - 5

8 - 12\/13 + 6 · 13 - 13\/ΐ3
_

86 - 25^
л/13-5 ч/13-5

(86 - 25χ/Ϊ3~) (л/13 + 5)
_

105 - 39χ/Ϊ3
_

13-25

_

13л/13-35
4

2/ma* = 2/ (3 + 2л/ГЗ) =

•12

(4 + 2х/13У
- (-2 + 2^13) (6 + 2х/1з)

_
(2 + VI3)3

_

13л/13 + 35

\/Ϊ3-5
~

4

д) Контрольные точки:

1
χ = 0; у =

15'

z = 3; y = 5-.
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Решение тренировочной карточки 2

1. у = х4 - Ъх2 + 4.

а) £>(/) = (-оо; оо);

б) у=(х2-4)(х2-1);

в) у' = 4х3 - 10ж = 2ж(2х2 - 5);

У'

'Утт Ут^^Утт

Утт = У {-^) = 6,25 - 12,5 + 4 = -2,25;

2/тах = 2/(0) = 4;

Утт = У {у/Щ = -2,25.

г) у" = \2х2 -10 = 12 (х
У"

+ ψ Ψ +

у" > 0 на ( —оо

у" < 0 на (
5 /5

б;\/б

точка точка

перегиба перегиба

выпуклость вниз;

выпуклость вверх;

у" > 0 на [ ^/-;оо выпуклость вниз.

д) f(—x) = f(x) — четная. График симметричен

относительно оси ординат.
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е) Контрольные точки:

х = 3; у = 40;
х = -3; у = 40.

У

2. у = (х + 1)724-Зх-х2.

а) £(/): 24-Зх-х2^0; £>(/) =

б)
3+Л05 -3+Л55

3+ч/105 -3+V105

з) у' = V24 - Зх - х2 + (х + 1)
-2х-3

2л/24 - Зх - х2

2(24 - Зх - ж2) + (х + 1)(-2х - 3)
_

2%/24 - Зх - ж2

48-6х = 2х2-2х2-5х-3 -4ж2-11х + 45

2^24 - Зх - х2 2л/24 - Зх - ж2
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3/ = 0; 4х2 + 11х-45 = 0;

^1,2

У'

-11 ± л/121+ 720 —1 ±29 χ = —5

χ = 2,25
'

3+Л05 -3+Л05

-V+\2,25 ^
2

#min Утах"

2/min = у(-5) = (-5 + 1)^24 + 15-25 = -4λ/Ϊ4;

Ушах = у(2,25) = 3,25J24 ■

3-9 81

16

= 3.25W24 - 11^| = 3,25W12-^.
16

г) Контрольные точки:

χ = 3; у = 4\/б;
а: = 0; у = 2\/б;
χ = -3; у = -4>/б;
ж = —6; у = —5\/б.

16

i/=(*+:L)V24-3*-*2

ж3 — Зх

х^О
а) £>(/) : ^ χ φ у/Ъ :

ж^-ч/З
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У>0

б) у = 0 -л/|^р\0 v§/
у<о| ^zS Хз/'

в) (ж —> -л/3 - 0) =Ф- (у —> —оо);
(ж -* -л/3 + 0) ^> (у -» оо);
(ж-* 0-0) =Ф-(у—>оо);
(х-» 0 + 0) =*-(у->-оо);
(ж —» -\/3 — 0) =» (у —> —оо);
(ж -> V^ + 0) => (у -> оо);
(ж —► оо) =Ф- (у —» 0).

-4-3(ж + 1)(х-1).
; У

ж2(ж2 - З)2

_з/
2/min —

^—/ "min гтпах4-. /ч.

У(-1) = 2; Ушах = У(1) =

'+
„

X

-2.

д) /(—#) = —/(#) — нечетная, значит график центрально-

симметричен относительно начала координат.
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4. у =
ж2 - Зж - 4

с2-4ж + 3'

a) D(f) :
хфЪ
хф\"

б) у =
(ж-4)(ж + 1)_
(ж-3)(ж-1)'

в) 1. (а;-»1-0)=*(у->-оо);

(а; -» 1 + 0) => (у -»■ оо);

(ж^3-0)=>(у^оо);

(а; -+3 + 0) =*(у-*-оо).
-2 - Зж - 4

2. lim
ж

ж-»оо ж^ — 4ж + 3

асимптота.

ж2 - Зж - 4

= 1; У = 1 горизонтальная

χ
2
- 4х + 3

= 1; χ = 7 — абсцисса точки пересе-

т)у' =

чения асимптоты с графиком.

(2ж - 3)(ж2 - 4ж + 3) - (2ж - 4)(ж2 - Зж - 4)
(ж-1)2(ж-3)2

2ж3 - 11ж2 + 18ж - 9 - 2ж3 + 10ж2 - 4ж - 16

(ж-1)2(ж-3)2
-ж2 + 14ж - 25

~

(ж-1)2(ж-3)2'

у' = 0; ж2 - 14ж + 25 = 0;

жх 2 = 7 ± V24 = 7 ± 2ч/б.

У 7-2лУ5
T\3^P\7+2V6

%и5ч —
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_

2 (3 - 2>/б) (4 - ч/б)
_

12 + 12 - 11ч/б
_

~

4 (2 - ч/б) (3 - ч/б)
~

2 (6 + 6 - 5\/б)
_

(24 - 11\/б) (12 + 5ч/б)
_

288 - 330 - 12ч/б
_

~

2 (12 - 5ч/б) (12 + 5ч/б)
~

2(144.-150)

_

-42 - 12\/б
_

7 + 2ч/б
-12

~

2
'

ы п 17\ (3 + 2^) (8 + 2^)

24 + 11\/б
_

(24 + 11ч/б)(12-5ч/б)
_

7-2\/б
2 (12 + 5ч/б)

д) Контрольные точки:

2(144 - 150)



Решение тренировочных карточек (И.Ф.П.Г.) 445

5- у =
1 (х + 4)3
4 (ж+1)2'

в) 1. (χ _► -1 _ 0) =*► (у - оо);
(х-*-1 + 0) =>-(у-юо).

χ3 + 12а:2 + 48а; + 64

х3+ 2х2+ χ

_

10а:2 + 47а; + 64

10а:2 + 20а; + 10

4а;2 + 8а; + 4

та;+ 2,5

27а; + 54

1. _ 27(а; + 2)
ϊ=4(Ι+1°) + 4(ΪΤΊ)ί;
у = -{х + 10) — наклонная асимптота;

χ = —2 — абсцисса точки пересечения асимптоты

с графиком.

т)у' =
1 3(а; + 4)20 + 1)2-2(а; + 1)(а: + 4)3
4 (ж + I)4

[х + 4)2(3а; + 3 - 2х - 8)
_

(х + 4)2{х - 5)
(х + 1)а (х + 1)а

точка,
перегиба

1 93
У.шп = 2/(5) = 7

·

Бо

З6
_

81
_

1

4 б2
™

4 · З2 · 22
~

16
~

16'
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д) Контрольные точки:

χ = 0; у = 16;

* = 1;у = 7-.
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Решение тренировочной карточки 3

1. у = х4 - Ах3 - 8х2.

а) D{y) = (-оо;оо);

б) у = 0;

2-2^ 2+2^5 х

в) у' = 4а;3 - 12а;2 - 16а; = Ах{х2 - За; - 4) =

= 4ж(а;-4)(а; + 1);

ίτηίη "max ίτηίη

2/max = 2/(0) = 0;

2/min = 2/(4) =44-44-8-42 = -128.

r) y" = Ylx2 - 24x - 16 = 4(3x2 - 6x - 4);

точка

перегиба

χ
точка

перегиба

д) Контрольные точки:

ж = 1; у =-11;
х = -2; у = 16.
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2. у = (х + 3)3(ж - I)2.

a) D(y) = (-00; 00);

б) -3-т^ +

ПС

в) у' = 3(ж + 3)2(ж - I)2 + 2{х - 1)(х + З)2 =

= (ж-1)(ж + 3)2(3а;-3 + 2ж + 6) = (х-1)(ж + 3)2(5ж + 3);
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2/тах = 1/(-0,6) = 2,43 · 1,62 и 35;

2/min = 2/(1) = 0;

г) у" = ((5х2-2х-3)(х + 3)2)' =

= (10я - 2){х + З)2 + 2(я + 3)(5х2 - 2х - 3) =

= 4(х + 3)(5х2 + 6х-3).

* 3+2V5 -3+2У5

/ \ / ►

точка / точка

перегиба / перегиба
точка

перегиба

д) Контрольные точки:

я; = —4; j/ = -25;

х = 2; j/ = 125.
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3. у= (ж-1)\/40-ж2.

а) Ζ?(2/) = [-2\/ϊϋ;2λ/ΐδ];

б) -2Л0 У+Ч2^0

40 - ж2 - χ2 + 2ж 2(
\/40 - ж2

_
-2(ж-5)(ж + 4)_

\/40 - ж2

-27ГО>^<с4 5^x2^0

jzM
— χ2

χΔ — х--20)
_

χ2

2/min = у(-4) = -6л/24 = -12л/6;

2/ma* = 2/(5) = 3λ/Ϊ5-

г) Контрольные точки:

χ = -2; у = -24;
χ = 6; у — 8.
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4. у-
х4 - Зх2 - 4

х4 - Ах2 + 3'

а)^:{*&
б)

в)

-^2 -JSs^l У+N^ 5^+^
xz/ чз/ \с/ *

1. (а;-*-\/3-0) =4>(у-> -оо);
(z-*-\/3 + 0)=> (у->оо);
(х ^-1-0) =4>(у-+оо);
(ж->-1 + 0) =>(y->-oo);
(ж-» 1-0) =»(у->-оо);
(ж->1+0) =i>(y->oo);
(а; —» л/3 — 0) =£■ (у —► оо);
(z-^V^ + O) =Ф-(у->-оо).

.

..
ж4-Зж2-4

2. lim —л -~о—о — 1j
ж->оо χ4 — 43Г + 3

т. е. у = 1 — горизонтальная асимптота.

х4-Зх2-4 2

χ = \/7
г-
— абсциссы точек пересечения асимп-

тоты с графиком.

г) Очевидно, что в силу симметричности D{y) и f(—x) —
— /(ж) — функция четная, значит график ее

симметричен относительно оси Оу.

(4х3 - 6а;) (ж4 - 4а;2 + 3) - (4а;3 - 8s) (χ4 - За;2 - 4)
Д) У'

(х2 - 1)2(х2 - З)2
2х ((2х2 - 3)(х4 - 4х2 + 3) - (2х2 - 4)(х4 - Зх2 - 4))

(х2 - 1)2(х2 - З)2
"

2ж(2ж6 - 11ж4 + 18ж2 - 9 - 2ж6 + 10а:4 - 4ж2 - 16)
(ж2 - 1)2(ж2 - З)2

-2х(х4 - Ых2 + 25)

(ж2-1)2(ж2-3)2
;
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У' = 0;

х = 0

χ

X

= 7 + 2ч/6=(ч/6 + 1);
= 7-2л/6= (V6- 1):

-^-1

гтпахЧ_^

1· Утах
= у(-\/б- 1) =

_
((V6 + l)2-4)((^+l)2 + l)

_

"

((λ/6 + 1)2-3)((λ/6+1)2-ι)
"

_
(3 + 2л/б) · 2 (4 + л/6) 1 12 + 12 + 11л/б
2 (2 + л/б) (3 + л/б)

~

2
'

б + 6 + 5\/б

_1 24 + 11\/б
_

1 (24 + 11л/6)(12-5>/6)
~

2
' _

_

1
~

2

12 + 5л/б 2 (12 + 5л/б) (12 — 5>/б)
288 - 330 + 12л/б 7 - 2у/%

144 - 150 2

2. В силу четности утэх
= у (\/б + 1) =

3. 2/min = 2/(->/6+ 1) =

_

((1-Уб)2-4)((1-Уб)2 + 1)
_

((^-i)2-3)((V6-i)2-i)
_

(3 - 2χ/6) · 2 (4 - -у/6)
_

1 24- 11χ/6
2 (2 - VS) · (3 - ч/б)

~

2
'

12 - 5л/6

_1 (24-11\/б) (12 + 5\/б)
_

~

2
"'

_

1
~

2

7-2\/б

(12 - 5>/б) (12 + 5\/б)
288 - 330 - 12ч/б 7 + 2^6

144 - 150

4. В силу четности уп

е) Контрольные точки:

х = 0; у = -1-.

= 3/(ч/б- 1) =
7 + 2\/б
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5. у =
х2 + Зх - 4

в) 1. (ж-*2-0)=»(у-оо);

2. Разделим х2+3х—4 на —х+2 с остатком, получим

у =
—х — 5- -, значит у

= —ж — 5 наклонная

г) У'

асимптота.

Точек пересечения ее с графиком нет.

(2х + 3)(2 - ж) + (х2 + Зх - 4)
_

-х2 + 4х + 2

ϊ/ = 0;

(2 - χ)2 (2 - χ)2
4х - 2 = 0; :rij2 = 2 ± >/б;

2->Я/Ч\^<К\2+>^
*ΊΪ1£ϋΓ

— Ύ

-*-*-*-**£%-£-*-
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Vq \/б
= - (1 - 2ч/б + 6) = 2\/б - 7.

д) Контрольные точки:

χ = 0; у = -2.
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Решение тренировочной карточки 4

ι у =
з

у
4ж3-9ж2 + 6ж'

а) £>(/) : 4ж3 - 9ж2 + 6ж ^ 0;

ж т^О; 4ж2-9ж + 6 = 0 (£><0);

б) 0.

л:

в) 1. (ж -» 0 - 0) =Ф (у -> -оо);
(ж-* 0 + 0) =Ф (у-*оо).

2. (ж -» оо) =Ф (у -» 0)

х-юо 4ж3 — 9ж2 + 6ж

, _ -3(12ж2 - 18ж + 6)
_

-18(2ж2 - Зж + 1)
Т>у~

ж2(4ж2-9ж + 6)2
~

ж2(4ж2 - 9ж + б)2
5

у' ° k+v1
^

— ^с

ymin"42)-J-| + 3"25;
з

2/max — 2/(1) — л
_ g ι g

= 3-

д) Контрольные точки:

,
з

ж=-1;у =

-19;
3

ж = 2; у=-.
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2. у =
х2-1

ж(4 — ж2)'

а) D(f) :

б) у =

хф±2'

(ж+1)(ж-1)
,

ж(2 + ж)(2-ж)'

в) (ж->-2-0)^(у^оо);
(ж^-2 + 0) => (у ->-оо);
(а;-» 0-0) ^(у-+оо);
(ж ^0 + 0) =»(у->-оо);
(ж -> 2 - 0) =» (у -> оо);
(ж ^2 + 0) ^(у^-оо);

(ж -» оо) =» (у - 0).
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,
_

2х · х(4 - х2) - (4 - Зх2)(х2 - 1)
_

х4 + х2 + 4
"/ У О/л О\0 О/.. 0\0 -^ U"

с2(4 - х2)2 с2(4-х2)2

у = f{x) — кусочно-монотонная, на каждом своем

интервале непрерывно возрастает.

д) f{—x) = —f(x) —

нечетная, значит ее график
центрально-симметричен относительно начала координат.

е) Контрольные точки:

х=-3;у=-;

,
8

3. у =
X'

а) £>(/) : χ φ ±2;
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в) 1. (ж^-2-0)=г>(у-*оо);
(ж-*-2 + 0) =► (у-*-оо);
(х -* 2 - 0) =* (у -» -оо);
(ж ^2 + 0) =4>(у->оо).

2. Разделим ж4 — 1 на ж2 — 4 с остатком, получим
15

у = ж2 + 4 Η—s г, значит у = ж2 + 4 — асимпто-

х1 — 4

тическая кривая без точек пересечения с графиком
функции.

.

, 4ж3(ж2 - 4) - 2х ■ (ж4 - 1)
г)у= ψ^ψ

=

_

2х ■ (2ж4 - 8х2 - х4 + 1)
(ж-2)2(ж + 2)2

'

/ η ( 2^ >, . /г*
8 + 2^15 /ч/5±^з\2

у' = 0; (^)12 = 4±V15= =(

Ую±УбУ
V2

у ш+-м _ 0 _
-м-т

_ vro-Лэ
Л
ло+νβ _

л/Ш+Уб^ _
(4 + 7Ϊ5)2 - 1

"*

Угшп = У
~

2 у 4 + VT5-4

15

[Уб-УШ\ _
(4-У15)2-!

Ушях~У\ 2 )~ 4-^-4

16-8У15 + 15-_1=8_2^
'15

Так как /(—ж) = /(ж) и £>(/) симметричное

множество, то у
= /(ж) — четная, т. е. график ее симметричен

относительно оси ординат.
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Тогда ymin = у (^£ +^] = 2чЛ5 + 8;

4. у =
(х-1)(х2-1)

х(4 - х2)

а) £>(/): |Ж^°
б) 2/

х^±2'

(ж - 1)2(х + 1).
z(2-z)(2 + z)'
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в) 1. (х -* -2 - 0) =* (у -► -оо);
(ж->-2 + 0)^(у-+оо);
(Ж-» 0-0) ^(у-^-оо);
(х -^0 + 0) =► (у-юо); .

:

(ж-» 2-0) ^(у^оо);
(ж-* 2 + 0) =*(у-»-оо).

п ,. (ж - 1)(ж2 - 1)
2. lim * Л '

= -1;
ж->оо ж(4 — £ZJ
(ж -» оо) =► (у -* -1);
(Х - 1)(Ж2 — 1) , 4 9 - Ч^ -Р—5^—" = 1; х3 -х2-х + 1 = х3 -4х;

х[А — х1)
х2 - За; - 1 = 0.

Точки пересечения асимптоты у
= — 1 графиком:

3±\/Ϊ3

Г) У =

V -.з + 4ж ) =

_

(Зх2 -2х- 1)(-х3 + Ах) - (-Зх2 + 4)(ж3 - ж2 - χ + 1)
_

ж2(ж2 — 4)2

_
-(а; - 1)(3ж + 1)(х3 - Ах) - (А - 3:r2)Qr - l)2Qr + 1)

_

х2(х2 — 4)2

_

-(х - 1) ((Зх + 1)(х3 - Ах) - (Зх2 - А)(х2 - 1))
х2(х2 -А)2

_

-{х - 1)(3х4 + х3 - Ylx2 -Ах- Зх4 + 7х2 - А)
_

х2(х2 — 4)2

_

-{х -\){х3 -Ъх2 - Ах - А)
х2(х2 — А)2

Возникла проблема.

Сколько корней в уравнении х3 — Ъх2 — Ах — А = 0?

Пусть ψ(χ) = х3\ д(х) = Ъх2 + Ах + А.

φ{2) = 8; д(2) = 32; φ(2) < 5(32),
т. е. на (—оо; 2] точек пересечения нет.
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<р(6) = 216; #(6) = 208; (р(6)>д(6), т. е. на [5; 6] есть

единственный корень (2/тах), далее φ(χ) растет

значительно быстрее д{х), и точек пересечения на (6;оо)
нет.

У' ~2 ° У+ч^+ч^)

Вывод: xq G (5; 6) можно определить только

приблизительно. Для построения эскиза графика этого

достаточно.
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5. y = (z2-8)ea

а) #(/) = (-оо; оо);

б) —f^t® ^ψ +

χ

ή у' = 2хех + (χ2 - 8)ех = (χ2 + 2х- 8)ех;

Ушах = !/(-4) = 4 · е-4;

Утт = У(2) = -4е2.

г) (ж —» —оо) =Ф- (у —► е
х
—► 0);

д) у" = (2ж + 2)ех + ex(z2 + 2х - 8) =

= еж(ж2 + 4а;-б);

е) Контрольные точки:

χ = 0; у = -8;

^ = -3; у = е3;

χ = 3; у = е-3.

£ = 3 и χ — —3 — абсциссы точек пересечения

асимптотической кривой у = ех и графика функции.
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г

у^х2-8)е*Ш
Ψ/.
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Решение тренировочной карточки 5

1. у = (х2 -4)е1-х*

а) DU) = (-оо; оо);

X2
в) (х -» оо) =*- (у -»

—J 0);

г) у' = гяе1-*2 + (ж2 - 4) · (-2х)е1~х2 = 2χ1~χ2 ■ χ ■ (5 - ж2);

Мпах Мшп Утах

Ута* = у (-V5) = (5 - 4)ех-5 = е"4;

2Лшп = 2/(0) = -4е;

Утах = У (\/5) = е-4;

д) f(—x) = f(x) — функция четная, график симметричен

относительно оси ординат.

е) у" = 2 (5 - Ъх2)ех~х + х{Ъ - х2) · (-2х) · е
1-х2

— о^-х2е1~х (2х4-13х + 5);

ν" = 0; (*2)ll2 =
13 ± V129

V13-V129 V13-V129
2 2

V13W129 \ / V13+V129
2

точка

перегиба

χ
точка

перегиба
точка точка

перегиба перегиба
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2. у
2х2

2-х

а) £>(/) : χ φ 2;

в) 1. (ж - 2 - 0) =* (у -> оо);
(ж -> 2 + 0) =Ф (у -» -оо).

2. Разделим 2ж2 на —х + 2 с остатком, получим

8
2/ = -2аг - 4 + ;

2 — а;

у =
—2х — 4 — асимптота и нет точек пересечения

с графиком (ж^О).

. . 4ж(2-ж)-(-1)-2ж2
Г)У=

(2^р
=

_
-2ж(2ж -4-х) -2х(х - 4)

(2 - xf (2 - xf
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3/min = 2/(0) = 0;
32

Ушах = 2/(4) = — = -16.

2х(х - 2)3'

в) (х ~* 0 - 0) => (у -> оо);
(а;^0 + 0)=^(у-^-оо);
(a;-»2-0)=S>(y->-oo);
(z-+2 + 0)^(y-^oo);

(ж -> оо) ^> (у - 0).
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г) У'
-3 (2(ж - 2)3 + 3(ж - З)2 · 2х)

_

''

Ах2 ■ (х - 2)2
~

-6(ж - 2)2 · {х - 2 + За;)
_

-12(2з? - 1)
4ж2 · (ж - 2)2

~

4х2 ■ (х - 2)2

3(2ж-1)
ж2-(ж-2)2'

+ Ν0^ρψ,5 2

2/max — 2/ I 9
■ (-1)'1

д) Контрольные точки:

х = 3; у = 0,5;

ж-1; у--1,5.
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4. у

Но |cosx| < 1, т.е. у ^ 0 Уж.

π

у = 0; χ = — + πά.

в) 2/
cos2 я

периодическая.
2 — cos χ

Г = 2π, поэтому достаточно рассмотреть ее на [0; 2π].

2 sin χ · cos ж · (2 — cos χ) — sin χ · cos2 ж
г) У' =

(2 — cos χ)2
_

sin χ · cos χ · (—4 + 2 cos χ — cos χ)
(2 — cos χ)2

_

— sin χ · cos χ · (4 — cos χ)
(2 — cos χ)2

у' = 0; — sin χ · cos χ = 0;
χ = πη

η, к € Ζ.

1. у'> 0; --sin2x>0; sin2x<0;
π

π + 27rfc < 2χ < 2π + 2πΑ:; — + πά < £ < π + πά;
π

к = 0; — < ж < π;

к = 1; 1,5π < я < 2π.

2. у7 <0; sin2:r >0;
7Γ

π + 27rfc > 2χ > 2πΑ:; — > πά > χ > nk;
Δι

k = 0] - > χ > 0;
Δι

к = 1; 1,5π > χ > π.
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0 J^+NF T/+N
—%ιίη Ута^-^Цат.

Утт = у{^) =0;

f^A п

Утт = У Ι
γ

1 = 0;

Утах = У(тг)= д-

д) Контрольные точки:

ж = 0; у = 1;

ж = 2π; у — 1.

\2π>* *с

4π χ

5. еа -Зж

a) D(f)

в) (ж -> -у/Ъ - 0) =Ф- (t - -оо);
(ж -» -л/3 + 0) =Ф- (ί -> оо);
(ж-* 0-0) =>-(t->oo);
(ж -» 0 + 0) =>(t-* -оо);
ж —► —оо ;

(ж-* л/3 + 0) => (t-*oo);

(ж -» оо) =» (t —> 0).
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*тах — H-U — су·

Теперь будем исследовать у — е

6) у > 0 Vl S £>(/);

X

X

X

X

X

X

X

--V3-0)
-^-v^ + O)
- 0-0)
-+0 + 0)
-л/3-0)
-^v^ + O)
—> оо)

=»(*-
=>(t-
=>(t-
=»(*-»
=►(*-
=►(*-
=►(*->

—оо)
оо)
оо)
—оо)
—оо)
оо)
0)

=>(у^
=>(у-»
=>(у-»
=Иу-*
=Иу->
=Иу->
=>(у-»

0);
оо);
оо);
0);
0);
оо);
1)·
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г) З/min =

2/max =

д) Контр
χ = 2;

y(-i

= v(l)

) = >/ё;
1

ольные точки:

У
=

х = -2; у =

у/ё;
1

\\\\\\^
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Решение тренировочной карточки 6

1. у = е~х · (х2 + х - 5).

а) D(f) = (-оо; оо);

6)Z±X /^+~>l+V2lV->A+V2l ^

2 2

в) у7 = (2я + 1) · е~х + (ζ2 + χ - 5) · (-1) · е~ж =

= —е~х · (χ2 + χ — 5 — 2х - 1) = —е~х · {х2 — χ — 6);

^3

^min Smax

ymin = у(-2) = e2 · (4 - 2 - 5) = -Зе2 и -21;

2/max = у(3) = е-3 · (9 + 3 - 5) = 7е~3 и -;

г) у" = е~х -(х2-х-6) + (2х - 1) · {-е~х) =

= е~х ■ (х2 - Зх - 5);

+
*

2 2

д) Контрольные точки:

х = -3; у = е3

(ж = —3 —- абсцисса точки пересечения

асимптотической кривой у = е~х и графика функции);

χ = 2; у = е-2

(χ = 2 —- абсцисса точки пересечения асимптотической

кривой у = е_:г и графика функции).
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+х-5)

2\32. у = (1-х2)

а) £>(/) = (-оо;оо);

в) у' = 3(1 - х2) ■ (-2а;);
У'

Утах
точка точка

перегиба перегиба

Утах = 2/(0) = 1;

г) у" = 6(1 - х2) · (-2х)2 + (-6) · (1 - х2)2 =
= 6(1 - х2) · (4х2 + 6х2 - 6) = 12(1 - х2){Ъх2 - 3);
у" -ly^M Ш^1

точка точка

перегиба перегиба
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3. у = 1п(х3-3х)2.

а) £>(/): \ χφ-sfb.
(хфО

б) Построим график вспомогательной функции

t{x) = χ3 — Зх.

в) И{х) =Ъх2-Ъ = 3(х + 1)0 - 1);
V

^max x

imax = i(-l) = (-l)3-3-(-l) = 2;

imin = t(l) = Ι3 - 3 · 1 = -2.

г) Учтем, что t(2) = 2; ί(-2) = 2.

д) Значит график у'О2') — \КХ)\ выглядит так:

ψ(χ) = \χ3-3χ\



Решение тренировочных карточек (И.Ф.П.Г.) 475

у = \пх монотонно возрастает на (0;оо), а значит не

меняет характера и у = \φ(χ)\.

1. I/max = 1/(1) =2 In 2.

В силу четности у(х) — 21п|х3 — Ъх\ достаточно

рассмотреть у(х) только на (0; л/3) U (\/3;оо).

2. Рассмотрим уравнение ψ{χ) — 1.

Корни у(х) находятся на (0;л/3)и(л/3;оо) так, что

хз € (0;1); Х2 € (1; л/3); х\ € (-\/3;2) и далее

учитывая четность х± € (—1;0); х$ € (—л/3; —1);
я6€(-2;->/3).

е) (ж -* 0 + 0) => (у? -* 0 + 0) => (у -* -оо);

(я - ν^ - 0) => (φ - 0 + 0) =* (у - -оо);

(х -* \/3 + 0) => (у? -* 0 + 0) => (у -* -оо).

Далее, используя симметрию, получим остальные

вертикальные асимптоты.

ж) Контрольные точки:

х = 2] у = 2\п2;

х = -2; у = 2\п2.

y=ln(x3-3xf
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4. у =
sin я

cos 2х'

а) £>(/) : cos 2x^0;

*^4+2 ' € '

б) y — f(x) — периодическая, Τ = 2π, поэтому достаточно

рассмотреть ее только на [0;2π];

в) У =
sinx SHI*

1 — 2 sin2 x'

у = 0; χ = пк.

Пусть t = sin x.

г)
π

χ

χ

χ

χ

4
"-ο)

7Γ „.
- + 0)

Зтг

4

Зтг

4

57Γ

τ
57Γ

τ
7тг

4

7тг

4

-0)

+ 0)

-0)

+ 0)

-0)

+ 0)

=>(у^

=>(ν-*

^(у^

^{у^

=*(ν~*

=>(у^

=»(у-»

=Ну->

оо);

-оо);

-оо);

оо);

-оо);

оо);

оо);

—оо).
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д) f(—x) = —f(x) —

нечетная, график
центрально-симметричен относительно начала координат.

е) I/1
, cosx(l — 2 sin2 χ) — sin x{—4 cos χ · sin x)
~

(l-2sin2x)2
"

cos x(l — 2 sin2 χ + 4 sin2 ж)
_

cos я(1 + 2 sin2 ж)

(1-2 sin2 χ)2 (1-2 sin2 χ)2
'

π

у1 = 0; cos χ = 0; χ = — + πά;
ζ*

1. у7 > 0; cosx>0; - + 27г& > χ >
-- + 27г&;

fc = 0; 2>X>~2;
5π 3π

* = 1; т>ж>т·
з7Г 7Г

2. у7 < 0; cos x < 0; — + 2кк > χ > - + 2πΑ:;

3π π

Α; = 0; у>ж>2;
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точка

перегиба

2/тах — У
π

-1;

2/min = У ( γ ) = 1.

SIIIJC

5. у

4-х2
—

ρ х+Ъ

a) D(f) :хф-Ъ.

Построим сначала график t{x) =
4-х2

х + 3

в) 1. (ж - -3 - 0) => (t -> оо);
(ж-* -3 + 0) =>(t-*-oo).

2. Разделим —х2 + 4 на χ + 3 с остатком, получим:

5
у = —х + 3 -; у = —х + 3 - наклонная

χ + 3

асимптота без точек пересечения с графиком.
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-2х.(х-+3)-(4-а;).1
rj _

(* + з)2
"

-

-2х2 - 6х + х2 - 4 -2х2 - 6х - 4

(х + 3)2
~

(х + 3)2

f = 0; arij2 = -3 ± л/5;

-З-^/ТУ-3+yg
*Ίηιη ''max

4-(-3-^)2

4-9-6\/5-5 10 + 6\/5 - /r
, й=

η=
=

γ=—
= 2Vo + 6;

-у/5 \/5

4-(-3 + л/5)2
W~

-3 + V5 + 3
"

=

4-9 + бУ5-5
= бУ5-10=6_2^

л/5 л/б

4-х2

ж2 + бж + 4

(ж + 3)2
'

д) Теперь рассмотрим у = е ж+3

(ж -* -3 — 0) =» (t -* оо) =^ (у -» оо);
(а; -+ -3 + 0) =Ф (ί -+ -оо) => (у - 0);
(я —> оо) =» (ί —> -χ + 3) =» (у —> е-*);

е) у > 0 VxeD(f).

ж) Контрольные точки:

ж = -2;
ж = 2;

ж = 0;
а; = —3 — а/5;
а; = —3 + \/5;

у=1;

4

у
= е3;

?/
_ ρ2χ/5+6 _ .

.

У
— е —

Уmm·)

у
= β = ymax.
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6+2^

-3 -2 / 0|
-3-V5 -3+v£
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Применение производных

Применение производных в элементарной математике весьма

разнообразно. Рассмотрим еще несколько разделов

математики, в которых это достаточно эффективно.

Доказательство тосисдеств

1. Докажем известное тригонометрическое тождество

π

arctg x + arcctg x = —.

Пусть f(x) — arctg x + arcctg χ; D(f) = (—00; 00).

При t(x) = arctg χ fix) = к.

1 + χ

При g{x) = arcctg χ g'{x) = -

——„·

l + X

f'{x) — t'(x) + g'(x), тогда рассмотрим f(x) = 0.

По следствию из теоремы 6 (стр. 233) f(x) = с.

Рассмотрим значение при χ = 0 Ε D(f):

/(0) = arctg0 + arcctg 0 - 0 + | = |,
π

^

т. е. arctg χ + arcctg χ — —, что и требовалось доказать.

2х_
1 + х2

2х

2. 2 arctg ж + arcsin —;—^
= —π на (~°°; — 1)·

Пусть /(ж) = 2 arctg ж + arcsin
0.

1 Ч- χ

_

2 1 2(1 + χ2) -Ίχ-Ίχ
_

1 + χ2 V(x2-i)2 (1 + ж2)2
ϊ+χ2

2 1 2(1 - χ2)
_

2 2

1+.τ2
+

|ж2-1|
'

l + ж2
~~

l + ж2
~

1+.χ2
~

'
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Пусть t(x) = (х + 1)(х- 1)

На (-оо;-1) \х2 - 1| = х2 - 1,

т.е. f'{x) = 0, значит f(x) = с.

Выберем значение χ = — у/3 € (—оо; — 1) (для этого

значения известны значения arc-функций).
о /о

/ (-л/3) = 2arctg (-\/3) + arcsin =

1 + 0

= 2 - ί ——- J —t— I —— J = —π, что и требовалось доказать.

Примечание. На (1;оо) с = π,

_2я
1+я:

т. е. 2 arctg χ + arcsin
——^

= π на (1> °°)·
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Упрощение вырасисений

1. sn(x) = 1 + Зх2 + 5х4 + ... + (2га - 1)х2п~2.

Рассмотрим f(x) — χ + хг + хъ + ... + х2п~1.

х _ χ2η+!
/η (я) — —\ о— (СУММ& первых га членов геометрической

прогрессии, χ φ 1, где д = х2).
Очевидно, что

5n(s) = /' (χ) = 1 + Зх2 + 5х4 + ... + (2га - 1)х2п"2,

т.е. /4(ж) 1-х2

_
(1 - (2п + 1)ж2п) · ((1 - х2) + 2х-(х- х2п+1))

~

(1 - χ2)2
~~

_

1 - (2п + 1)х2п -х2 + (2n + l)a:2w+2 + 2ж2 - 2х2п+2
_

(1 - х2)2
_

(1 + х2) - (2п + 1)з;2п + (2п - 1)ж2"+2
(1-я2)2

,

ч (1 + ж2) - (2п + 1Ь2" + (2п - 1)ж2п+2
Итак, βη(χ) = ^ '-Л

{1_χ2)2
1

·

Примечание. Из данного упрощения можно получить

некоторые не очевидные числовые тождества.

Например, пусть χ = 2. Тогда при η = 50

s50(2) = 1 + 3 · 22 + 5 · 24 + 7 · 26 ... + 99 · 298 =

_

(1 + 4) - 101 · 2100 + 99 · 2102
_

(1 - 4)2

=

5 + 2100 · (396 - 101)
=

5 + 295 · 2100 ^5 (1 | ^ ^ ^

Но 550 можно выразить иначе:

550
= 1 + 3-4+ 5-42 +7·43 + .. . + 99·449 = ~ (1 + 59 · 2100) -

получили интересное числовое тождество.
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Доказательство неравенств

1. cos я > 1 —— на [0;оо).
Δι

х2
Пусть f{x) = cos ж +

—— 1,
Δι

тогда f{x) = — sin χ + χ;

f{x) непрерывная и имеет конечную производную.

Так как при рассмотрении замечательного предела

_.
smx

Л ^ . /л \

lim = 1 было доказано неравенство sinж < χ на (0; сю),
ж->0 X

то f{x) >0 \/хе (0;оо).

Этого достаточно для справедливости неравенства

х2
cosx ^ 1 - — (так как /(0) = 0и f(x) | ,

то f(x) ^ 0).

2. е;,гс-1

— Лж-1/(ж) = е

ную.

_ 0х-\

непрерывная и имеет конечную производ-

> 0 при любом х.

При х0 = 1 f'{x) = 1.

Уравнение касательной

у = f(x0) + f'(x0)(x-x0).
В данном случае

у = 1 + 1 · (х - 1) = х,

т. е. в точке (1; 1)
у — χ — касательная к у

— ех~1.

Так как f{x) > 0 для Уж, то выясним выпуклость.

Найдем знак у": у" = ех~1 > 0 —

значит, выпуклость

вниз.

Тогда ех~ ]
^ х, что и требовалось доказать.
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Примечание. Из этого неравенства можно получить

классическое неравенство Коши-Буняковского:
χι + х2 + · · · + Хп . п/ /

^ пч

it

Х1 + Х2 + ... + Хп
Пусть sn — , тогда используя неравенство

η

ех~1 ^ χ получим

Χ! Ϊ1--1 / Х1
— < eSn \x = —
$п \ ^п

χ2 ψ-\ ( Х2
— ζ eSn \x = —

sn \ sn

Хп ^

~ 1 / Хп
— < е Sn Ι χ — —

sn \ sn

Почленно перемножая эти неравенства, получим

Χι Ж2
, ,

Жп XI + Х2 + · · · + Хп
Но 1 Н...Н = = п,

тогда χι ·

Ж2 ·...
·

жп < sJJ · en_n,

т.е. s™^ χ\· Χ2- ···

·

хп, значит

Sn > ?JX\ ·

Х2
·

· · ·

·

Sn-

Χι + Х2 + · · · + Хп . п/ПОЛУЧИЛИ ^ λ/^Ι
· χ2

'

· · ·

·

Хп,
Π

что и требовалось доказать.

3. Сравните числа log61 62 и log6263.

Рассмотрим функцию у = f{x) = log^! χ на (2; оо).
In x

f(x) можно представить как у

у'(х) =

Ы(х - 1)
'

\ ■ 1п(ж - 1) - ^ · lnx (х _ \)\α.{χ - 1) _ jinj,

ln^z-l) ж(х-1)1п^(а;-1)
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х{х — 1)1п2(ж-1)>0 на (2; оо .

1п(х — 1)х~1 — hixx < О, так как χ > 2.

Действительно, пусть у = t(x) = хх = ех1пх.

fix) = exlnx · (1 · ]пх + -) = exlnx(l + In ж) > 0 на (2; оо),
χ

значит у = t(x) — возрастающая.

Отсюда следует, что 1п(х — 1)х~1 — Ьххх < 0, тогда

у'{х) = f'{x) < 0, т.е. у
— f(x) = log^^x — убывающая

на (2;оо).
Полагая χ = 62, получаем log61 62 > log6263, что и

требовалось доказать.

Примечание. Есть и другие способы решения этого во-

2Ω
проса .

4. 36х4 - 43х2 + 25х - 4 = 0.

Известно следующее истинное утверждение. Наибольший

общий делитель многочленов f(x) и f{x) имеет своими

корнями лишь корни /(ж), имеющие кратность большую
или равную 2.

Каждый из кратных корней f(x) является корнем

наибольшего общего делителя с кратностью на единицу ниже.

Остальные некратные корни корнями наибольшего общего

делителя многочленов f{x) и f'(x) не являются.

Отсюда следует правило для нахождения кратных корней

уравнения f{x) — 0.

Необходимо найти:

а) f'(x);
б) наибольший общий делитель f(x) и f{x);
в) корни наибольшего общего делителя для f{x) и f{x).
Если наибольший общий делитель f(x) и f'{x) есть

постоянная, то f{x) =0 кратных корней не имеет.

20
Подробнее см. книгу А. X. Шахмейстер «Логарифмы», СПб,

Петроглиф, 2005 г., стр. 85.
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Посмотрим, как реализуется этот алгоритм.

Пусть f(x) = 36а;4 - 43z2 + 25а; - 4;

f'(x) = 144а;3 - 86а; + 25.

36а;4

36z4

43а;2 +

43 о

-ж2 +

25а;

25
-а;

144а;3 - 86а; + 25

1
:Х

43
-х* + -

25-3
ж —4

2 4

Далее деление невозможно — степень делителя выше

степени остатка.

43 , 75
--χ +τχ 4 = --(86ж2-75а; + 16);

86а;2 - 75а; + 16 = (43а; - 16)(2ж - 1).
Тогда общий делитель

— или (43а;
Проверим.

_144ж3 -86ж + 25|
144а;3 - 72а;2

"

86а;+ 25

36а;

16), или (2х - 1).

2а;-1

72а;2 + 36а; - 25

72а;2-

72а;2

50а; + 25

50а;+ 25

36а;4

36а;4

- 43а;2 + 25а; - 4

36а;3 + 9а;2

36а;3 - 52а;2 + 25а; - 4

36а;3-36а;2 + 9а;
- 16а;2 + 16а; - 4

4а;2 - 4аг + 1

9а;2 + 9а; - 4

- 16а;2 + 16а; - 4

Итак, (2а; — 1) — общий делитель, значит

(36а;4 - 43а;2 + 25а; - 4) делится на (2а; - I)2,
но 9аг2 + 9аг - 4 = (За; - 1)(3ж + 4).

\ 3'3'2J
Збаг4 - 43а;2 + 25а; - 4 = 0.

множество корней уравнения
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Решение уравнений

1. \/2ж + 2 + л/2* + л/2х- 1 = 1 + л/3- :

£>(у) = [0;оо);

Пусть /(ж) = 72*+ 2 + л/2* + у/2х - 1;

^
(У + 2)^ (УУ (У - 1)'

=
^ '

2V2X + 2 2л/2* 2Ч/2Ж - 1

2*1п2 2* In 2 2ж1п2
п ,п

.

+ ^г^ + тпк^^ >°на (°;°°)·
2л/2х + 2 2>/2* 24/2* - 1

Значит /(ж) — строго возрастающая на [0;оо), т.е.

каждое свое значение она принимает только один раз.

Отсюда следует, что если исходное уравнение имеет

решение, то оно единственное.

Так как £>(/) = [0; со), то

/(0) = /наим = \/2^Т2 + л/20 + V2^=T= n/3 + 1,

но это значит, что χ = 0 — единственный корень исходного

уравнения.

2. у/Ъ - 2х + у/2х - 1 = Ах2 - 8х + 6.

£(</) = [0,5; 1,5].

Пусть /(ж) = х/3-2а; + у/2х - 1.

2^3 - 2ζ 2\/2ж - 1'

/' = 0, если V3 - 2х = у/2х - 1;

3 - 2ж = 2ж - 1; х=1.
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При 1,5 > χ > 1 f'{x) < 0;

при 1 > χ > 0,5 f'(x) > 0.

/шах = /„а„б = /(1) = V3 - 2 · 1 + χ/2 · 1 - 1 = 2.

Пусть д(х) = 4х2-8х + 6 = 4(х - I)2 + 2.

При χ > 1 р(ж) возрастающая;

при ж < 1 5(2;) убывающая;

При X = 1 5(ζ) = 2 = ^„аим

(у = αζ2 + Ьж + с, жо =
—

—, уо
= о^о + ^ + с' ПРИ

Итак, J ^g ^ 2
, при χ - 1 /(ж) = <?(*).

Значит χ = 1 — единственный корень уравнения.

3. е* - е~х = 21п (я + χ/ΤΤζ2) .

Пусть /(ж) = ех — е~х; д{х) — 21η (χ + л/1 + ж2) ·

Функции определены и непрерывны для \/х и имеют

конечные производные на (—оо;оо).

f{x) = ех + е~х > 0 для Vx;

^-2·^Π^·('+^Γ+ρ)' =

2 /1+ 2,

x + vTT^ V 2>/l + я2

2 л/1 + ж2 + χ 2
> 0 для Vx.

χ + а/1 + х2 VI + х2 VI+ х2

Заметим, что корнями исходного уравнения (если они

есть) являются абсциссы точек пересечения или касания

графика функций fix) и д(х).
В данном случае эти функции экстремумов не имеют, и

использовать их для решения уравнения нельзя.
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Перейдем к решению уравнения с других позиций.

„, ч
=
/2 У

=

2х
=

χ

Тогда χ = 0 — точка перегиба. Так как д'{х) > 0, то

при χ > 0 выпуклость вверх (все точки графика ниже

касательной);

при χ < 0 выпуклость вниз (все точки графика выше

касательной), fix)

f»(x) = (ех + е-х)'

Тогда χ = 0 — точка перегиба, и так как f'(x) > 0, то

при χ > 0 выпуклость вниз, при χ < 0 выпуклость вверх.

Напишем уравнение касательной для у = f(x) и

у = д(х) в точке χ = 0.

Очевидно, что у
= 2х — касательная.

Я(0) =0; ^(0) = -д==
= 2, т.е. у-0+ 2(х-0); у-2х;

/(0) = 0; //(0) = е° + е-° = 2,

т.е. у
= 0 + 2(х-0); у = 2ζ

(т. е. у
= 2х — их общая касательная в точке χ = 0).

Кстати, отсюда следует, что χ — 0 — корень уравнения.

При я>0 точки графика /(ж) выше касательной, а точки

д(х) ниже, значит пересечения графиков нет.

При χ < 0 точки графика f(x) ниже касательной, а точки

графика д(х) выше, значит общих точек тоже нет.

Итак, уравнение имеет единственное решение
—

χ — 0.
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Тренировочная работа 10

1. Докажите тождества:

2х
а) 2 arcctg χ + arcsin ~

= π на [1; оо);
1 + х

б) 2 arcctg χ
— arccos χ = — на [—1; 1].

1 + χζ 2

2. Найдите формулу суммы sn{x) = х + 2х2 + Зх3 + ... + пхп

(χ φ 1) и докажите числовое тождество

1

4
3 + 18 + 81 + ... + 20 · З20 = - · (13 · З22 + 3)

3. Докажите, что ех > 1 + χ (Ух > 0).

4. Что больше: cos 2004 или 1 +cos 2005?

5. Сравните log42 41 и log4i 40.

6. Решите уравнение 72х4 - 114х3 + 29х2 - 44х - 12 = 0.

7. Что больше: lg2ll+lg29 или lg99?
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Решение тренировочной работы 10

1. Докажите тождества:

2х

1 + х2
а) 2 arcctg χ + arcsin

——^
— π на [^5 °°);

2χ
Пусть f{x) — 2 arcctg x + arcsin ^ Ha [1; °°)·

2 · 1
1. /(1) = 2 arcctg 1 + arcsin ■

l + l2

7Г 7Г
= 2 arcctg 1 + arcsin 1 = 2· — + — = π.

2. Пусть χ > 1, тогда (2 arcctg χ) =
;

. 2χ У 1
arcsin

2χ \; 1 / 2χ χ/

Vχ
~ (да)

1 + ж2 2 · (1 + χ2) - 2χ ■ 2χ

(1+а;2)-2-(1-ж2)
_

|1-ζ2|·(1 + ζ2)2

2(1 -χ2) 2

\1 - χ2\ ■ (1 + χ2) 1 + χ2'

,. 2| Γ 1 -χ2, -1 ίζζ < 1
так как 1 — ar = < 91 '

[ or — 1, χ > 1 или ж < —1

Раз /'(χ) = 0 на (1;оо), значит f(x) = с

(тождество).
Чтобы найти значение постоянной, необходимо
вычислить значение функции в любой удобной точке

области рассмотрения, т.е. χ > 1.
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Пусть χ — \/3, тогда

9 Р\

f (л/3) = 2 arcctg л/3 + arcsin
1 + (λ/3)ζ

. \/3 2π
= 2.- + arcsm—=

γ
+ -=π,

2χ
значит f{x) = 2 arcctg χ + arcsin ~

= π Для

Ух € [l;oo), что и требовалось доказать.

2х
_

π

1 + х2~ 2

2х

1 + х2

б) 2 arcctg χ
— arccos —;—2

=

о" на ["^ Ч·

Пусть f{x) = 2 arcctg χ
— arccos ——^ на [— 1; 1] -

2· 1
1. /(1) = 2 · arcctg 1 — arccos

1 + 1

= 2 · — — arccos 1 = — — 0 = —.

4 2 2

2 · (-1)
2. f(-l) = 2 · arcctg(-l) - arccos ■

v ;

i + (-i)2
_ 3π

ч
3π π

— 2 · — arccosf —1) = —— π = —.

4
ν y

2 2

3. Пусть -1 < χ < 1.

1_ (да)
2-(l + z2)-2z-2:r

х-
v '

2^2(1 + z2)
2 2(1 +ж2) 1-х2

1+х2 \1-х2\ (1+х2)2
2 2

_

1 + х2
+

1 + χ2
~

'

так как |1 — х2\ = 1 — ж2 на (—1; 1).



494 Исследование функции и построение графиков.

4. f'{x) = 0 на (—1;1), значит f(x) ec на (—1;1).
Возьмем любое значение из этого интервала,

например, χ = 0.

г/ъ\ ^ гл
2 · 0 .

_ π π π

/(0) = 2 · arcctgO — arccos -—г~ = 2 · — — —
=

—.J w 6
1 + О2 2 2 2

7Г

Итак, f(x) = — на [—1; 1], что и требовалось дока-

зать.

2. Найдите формулу суммы sn(x) = χ + 2х2 + Зж3 + ... + пхп

(χ φ 1) и докажите числовое тождество

3 + 18 + 81 + ... + 20 · З20 = λ- ■ (13 · З22 + 3).

a) sn(x) = χ + 2х2 + Зх3 + ... + пхп.

Рассмотрим дп(х) = 1 + х + х2 + ... + хп.

д'п(х) = 1 + 2х + Зх2 + ... + пхп~1.

Умножим обе части на χ φ 0:

хд'п(х) = х+2х2+3х3+.. .+пхп, значит sn(x) = x-g'n(x).
I _ χη+1

Но дп(х) = — . Тогда
1-х

,. ч
/а;п+1-1\' (п + 1)-хп-(х-1)-хп+1 + 1

i-l / (ж-I)2
_

(п + l)xn+1 - (η + 1)хп - χη+1 + 1
_

(χ-Ι)2
_

ηχη+1 - (η + 1)χη + 1
~

(χ -Ι)2
'

.. . пжп+2 - (η + 1)ζη+1 + χ
χ ■ 9η{ζ) = ,

_ 1ч2
= w)

(при η φ 1, χ φ 0).

ηχη+2-(η + 1)χη+1 + χ

η + 1
При α; = 1 87г(1) = —-— ·

η; при χ = 0 sn(0) = 0.

Итак, 5п(ж) =
(χ - l)s
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б) Для доказательства числового тождества

3 + 18 + 81 + ... + 20 · З20 = ^ · (13 · З22 + 3)
используем sn(x).

Положим χ = 3, η — 20, тогда sn[x) будет иметь вид

on
. Q20+2 _ о] · Я21 4- Я

ζ+2.32+3·33+ .. .+20.20-320 =
(3-1)2

=

=
3".(в0-21) + 3=13.3^ + 3=1(13 з22+з);

что и требовалось доказать.

3. Докажите, что ех > 1 + χ (Ух > 0).

Пусть у = ех на [0;6].

По теореме Лагранжа ί —^ — = /'(с), где с € (a; b) J:
еь - е°

с

еъ - 1
Так как ес > 1 для Vc > 0, то —■— > 1, те. еъ > 1 + b

о

для V6 > 0.

Тогда ех > 1 + χ для Ух € (0;оо), что и требовалось
доказать.

4. Что больше: cos 2004 или 1 +cos 2005?

Пусть f(x) = χ + cos x;

f(x) = l-sinx^0 (Vz),
7Γ

причем /'(χ) = 0 при х = — + 2пк \ к € Ζ.
ζ*

Значит /(ж) — возрастает на (—оо;оо),
т.е. /(2004) </(2005);

2004 + cos 2004 < 2005 + cos 2005; cos 2004 < 1 + cos 2005,
что и требовалось доказать.
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Сравните log42 41 и log4i 40.

Пусть f{x) = log^O - 1) на (1;оо).

f{x) можно представить в виде f(x) —
1п(ж - 1)

In а;

_

j=T-ba;-|-In(g-l) ^sins-(ж-1)-lnfr-1)
In2 χ х(х — 1) In2 χ

Так как ж(ж — 1) 1η χ > 0 на (1; сю),
то ж 1ηχ > (χ — l)ln(ar — 1) на (1;оо).
Докажем это. Пусть t(x) = хх = хх1пх;

*'(а;) = еж1пж-(1-1пж+-] = exlnx-(l + lna;) > 0 на (1;оо).

Тогда t(x) возрастает на (1;оо), и а;1па;> (ж — 1)1п(ж — 1),
значит /'(ж) > 0, тогда f(x) возрастает на (1;оо).
Значит /(ж) = к^ж(ж — 1) возрастает на (1;оо).
Пусть χ = 41, тогда log42 41 > log4140, что и требовалось
доказать.

6. Решите уравнение 72ж4 - 114ж3 + 29ж2 - 44ж - 12 = 0.

а) Попытаемся найти общие корни для

fix) = 72ж4 - 114ж3 + 29ж2 - 44а; - 12 и

f'(x) = 288ж3 - 342ж2 + 58ж + 28 =

= 2 (144а;3 - 171а;2 + 29ж + 14) .

б) Разделим многочлены

72а;4- 114ж3 + 29ж2 + 28ж·

72ж4·
171

-х* +
29
-χΔ + 7х

ΎΠ,29 о

"Г + -2Х +

57
-х° +

57-19

32
:

~Ш

32

21ж-

29-19

х2 +

96
"2567

ж —

96

■ 12

• 12

7-19

"48"
433"

48

144ж3-171ж2+29ж+14
1 "Ж

96
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619
-х' + -

2567
-х-

443

48 (1857а;2 - 2567z + 886).32 96 48 96

Решим уравнение 1857а;2 - 2567а; + 886 = 0;

х\,2 =
2567 ± \/25672 - 4 · 1857^886

2 · 1857
'

2

х=ъ
_

443

Ж_619
т. е. 1857z2 - 2567а; + 886 = (За; - 2)(619а; - 443).
Либо За; — 2, либо 619а; — 443 является кратным

делителем f{x). Проверим ((За; — 2)2 = 9а;2 — 12а; + 4):
72а;4 - 114а;3 + 29а;2 + 28а; - 12

72а;4- 96а;3 + 32а;2

9а;2 - 12а; + 4

8а;2 - 2а; - 3

-18а;3- За;2 + 28а;
- 18а;3 + 24а;2- 8а;

27а;2 + 36а;-12
27а;2 + 36а;-12

8а;2 - 2а; - 3 = 0;

Ж1.2 =
1±VTT24 1±5

χ =

χ =

Итак, уравнение имеет множество корней
2

где χ = - — кратный корень.
О

7. Что больше: lg2ll+lg29 или lg99?

Пусть lg2 11 + lg2 9 < lg 99 = lg 11 + lg 9;

lg2ll-lgll+lg29-lg9<0 4ϊ

lg2 11 - lg 11 + ^ + lg29 - lg9 + | < | ^

lgll-02+(lg9-i)2<i
(lgll -lgv^)2 + (1§9-1§л/Ш)2 <±&

lg2-^+lg297i0<i.

Η
2 3"

3;4
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Рассмотрим f.(x) — lg2x.

у = · lg e, так как

l\ge-x-2\gx 21g£
у" = ^ lg e = —^—

· lg e при х > 3.
χΔ χΔ

у" < О, т.е. г/(ж) — убывающая.

Докажем, что тогда Va, 6 > О (а < 6)

/(а) + /(Ь)<2·/
а + Ь

(выпукла вверх).

По теореме Лагранжа
'а + Ь

f

№-f

/(a) = /'(<*)
a + b

ί'{β)

b — a

2

b — a

a < a <

a + 6N

a + 6
</?<6

2/ l'^) - (/(«) + /(&)) = ^ (/'(a - /'(/3) > 0

Тогда 2/('^±*')>/(a)+ /(&),

(a </?)).
2

,2 11
,

, 9
ft,

о 11 + 9 1
значит lg^ —p= + lg^ —= < 2 lgz —■== =

-,6

у/Ш y/ΪΟ 2>/Ϊ0 2'

, 2
11 ,29 1

Тогда lg2 11 + lg2 9 < lg 99, что и требовалось выяснить.
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Методы приближенного вычисления корней
уравнения

Метод хорд

Пусть известно, что /(с) = 0, где с € [а; 6].
Пусть y

— f(x) на [а; 6] имеет непрерывные производные f{x)
и //7(ж), причем постоянного знака, a f{a) · f(b) < 0.

Постоянство знака f{x) указывает на монотонность f(x),
тогда ее график пересекает ось абсцисс только один раз.

Постоянство знака f"{x) на [а; 6] указывает на постоянство

направления выпуклости или вогнутости. При этом могут

возникать следующие случаи:

Дугу кривой на [а; 6] заменим хордой АВ. Примем за х\

абсциссу точки пересечения хорды с осью Ох.
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За первое приближение корня примем \с — х\\ < Ь — а.

Чтобы двигаться дальше, выведем уравнение прямой,

проходящей через две точки А{х\\у\) и В{х2]у2) (АВ )/[ Оу).
Общее уравнение прямой у = ах + 6, тогда

Г ух = ах\ + Ь
ш

(Ь = у1-ах1

[У2 = ах2 + Ь' \b = y2-ax2'
У\ -2/2

ух
-

ах\ =У2~ ах2; а = .

Х\
-

Х2

Следовательно, уравнение принимает вид

У =
У\ ~У2

х + У1-
У\ -2/2

Χχ.

χ а

Х\
-

Х2 Х\- Х2

Для получения формулы приближения используем уравнение

прямой, получим

у
- /(g)

_

/(a)-
х — а а —

Тогда у = /(а) +

При у = 0

f(b)
-ь

'■ т.е.

f(b)

У-Па)
/(g)-/(6) а-Ь-

{х — а).

/(«)
значит

XI
/(а)-(а-Ь)
/(а)-/(6)

- основная расчетная формула.

тогда /'·/">(); жχ € [g;c].

/(4-
/M-i-Ч-^

,с 6

а

Ш\~
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В этом случае χ € [#ι;6], далее

/(αϊ); ^2 € (αϊ;с), т.е. я € [ж2;Ь).Х2 = #1

яз = #2

/(b) - /(*ι)
6-^2

/(b)-/Ы
/(^г), в общем случае

^п — ^п—1
6 - Xn-i

f(b)-f(xn-i)
/On-l)

где α < χι < #2 < · · · < Хп < с — приближения идут всегда

слева и с недостатком.

тогда /'·/"<(); Xle[c;b].

В этом случае с € [a;a;i], далее x<i = a

Рассуждая аналогично, ^получим

/(а) - f(xi)

%п. — Q>
а — хп-\

/(а) - f(xn-i)
•/(а)

где с < хп < xn-i < ... < χι < b — приближения идут всегда

справа и с избытком.

По теореме Лагранжа f(xn) — fie) — f(xo)(xn — с),
где х0 £ [хп]с) или х0 € [с;хп]·
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Полагая /(с) = 0, получим хп
— с =

f(xn)
ГЫ'

Пусть minf'(x)=m, где хЕ[хп]Ь]. Тогда \хп — с\ =

оценка степени точности приближения. .

Пример. f(x) = χ2 — 5.

/(1) = -4; /(2) = -1; /(3) = 4,
т.е. /(2) · /(3) < 0, значит χ € [2;3].

хх = 2

f(Xn)
ГЫ

Ϊ1Ζ^.(-1) = 2 + Ι = 2,2;

у1 = 2х; у1 > 0 при χ > 0 (значит, и для Ух Ε [2; 3]).
у" = 2 > 0. Следовательно, реализуется случай I.

Ж2 = 2'2 - 4-(~-(Н6)
' (~°'16) ~ 2'23076·

(/(2,2) =4,84-5 = -0,16.)
3 - 2,23076

х3 = 2,23076 + 0,02372 и 2,23529;4 + 0,02373
т = /'(жз) = 2 ·

ж3 = 4,47058, тогда

, 0,00348
\Хз~с^ 4^47058 ^ 0,0007 < 0,001.

В результате за три шага найден корень с точностью до 0,001.

Метод касательных

Пусть на [а; 6] существуют непрерывные f'{x) и f"{x),
и /(а) · /(6) < 0.

Идея метода И. Ньютона (1643-1727, Англия) состоит в том,

что дуга кривой у = f{x) на [а; 6] заменяется касательной

к кривой, проведенной из точек Α(α;/(α)) и B(b\f(b)) и после
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этого абсциссы Х{
— точек пересечения касательной с Ох

принимаются за приближенное значение Ь. При этом касательную

следует провести в ту из точек А или jB, чтобы она пересекала

ось Ох во внутренней точке [а; 6].

В зависимости от комбинации знаков f и f" рассмотрим

четыре случая:

Пусть АсВ —

дуга кривой у = /(ж), которая пересекает ось

абсцисс в точке χ = с, т. е. /(с) = 0.

Пусть АсВ обращена выпуклостью к оси Ох.
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Проведем через точку (Ь;/(Ь)) касательную, уравнение кото-

рой y = № + f'(b)-(x-b).
Найдем точку пересечения с осью Ох.

у = 0; /(b)+ /'(&) ·0π-6) =0; Xl = b-j^.
Через точку Bi(xi]f(xi)) проведем касательную

у = f{x\) + f\x\) · (х — х\) и так же найдем пересечение ее

с осью Ох. Тогда х^ — х\ ——,—г и так далее.
№ι)

Получим формулу Ньютона _

_

/On)
Γ(χη)

которая дает возможность шаг за шагом вычислять все более

точные значения.

Выбор начальной точки — правее или левее корня
— связан с

соотношением знаков первой и второй производных:

ПРИ < г„
>0

или <
„
< 0

(т.е. / · Г > 0) - справа;

i/;>0 ff <0 , ,, ,„ п,
при < ,„

< 0
или I „

> 0
(т.е. /' · /" < 0) - слева.

Пример. Найдите наибольший корень уравнения

х3 — 2х — 5 = 0 с точностью 0,01.

у' = Зх2 -2; у'>0; х>.± = ^ у" = %х.

2/(2,5) = ^-5-5 = 5^ = 5,625, т. е. у(2) · у(2,5) < 0.

25

а) у = у(2,5) + у'(2,5) ■ (х - 2,5); ^(2,5) = 3 ■ — - 2 = 16,75;

у = 5,625 + 16,75 · (х - 2,5). Пусть у = 0.

χι = 2,5 - ^| и 2,5 - 0,33 = 2,17.
16,75
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6>^ = 2·17
№17)

/;(2,17) « 12,1267;
0 , ^ 0,8783

:г2~2,17

где /(2,17) «0,8783,

2,17-0,0732 = 2,0968.
12,1267

Получается, что уже второй шаг алгоритма привел к тому,

что корень найден с точностью, превышающей 0,01.

Очевидно, что метод касательных в данном случае дает

приближение с избытком, в то же время метод хорд дает

приближение с недостатком (при /'· f" < 0). Среднее
арифметическое этих приближений уменьшает

погрешность вдвое. Поэтому комбинированный метод наиболее

эффективен при поиске корней с наибольшей точностью

и наименьшим количеством шагов.

Применение. Этот пример рассматривал Дж. Валлис (1616—
1703) в своей книге «Алгебра» (1685 г.) и вычислил корень

с точностью до 10~12 (χ ~ 2,094551481542), используя идею

метода касательных Ньютона — Ревсона. Много позже был

создан и метод хорд Больцано
— Коши.

Известна формула Валлиса для нахождения π:

π
_

2 2 4 4 2к 2к

2
"

Ϊ
'

3
'

3
'

5
" "

2к - Г 2k + 1"
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Историческая справка

Пьер Ферма (1601—1665). Французский математик.

Занимался теорией чисел. Известны две его теоремы, великая и

малая, более 400 лет не поддававшиеся доказательству. Сейчас

они доказаны. В математическом анализе теорема о

нахождении максимумов и минимумов. Вместе с Р. Декартом (1596—
1650) является основателем аналитической геометрии.

Мишель Ролль (1652-1719). Член Парижской академии

наук. В «Трактате по алгебре» (1690 г.) развил метод

отделения действительных корней алгебраическими методами,
использованный в так называемой теореме Ролля, доказанной им

для целого алгебраического многочлена. Был весьма жестким

критиком анализа Р. Декарта и исчисления бесконечно малых

Г. Лейбница, что заставило того более строго отнестись к

обоснованию основ анализа.

Исаак Ньютон (1643-1727). Английский математик,

механик, астроном и физик. В математике независимо от

Лейбница и с несколько иных позиций разработал дифференциальное
и интегральное исчисления. В силу высокой

требовательности к своим выводам большинство его научных трудов было

опубликовано на двадцать-тридцать лет позже их открытия.

Готфрид Вильгельм Лейбниц (1646—1716). Немецкий
философ, математик, физик, один из создателей

дифференциального и интегрального исчислений.

Джон Валлис (1616—1703). Английский математик, один

из основателей исчисления бесконечно малых величин. Автор
книги «Алгебра» (1685 г.), в которой развил идеи метода

касательных для приближенного вычисления корней.

Гийоме Лопиталь (1661—1704). Французский математик.

Автор первого печатного учебника по дифференциальному
исчислению (1696 г.)

Жозеф Луи Лагранж (1736-1813). Французский
математик и механик. Разработал основы вариационного исчисления,
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автор многих трудов по математическому анализу, теории

чисел и дифференциальным уравнениям.

Бернард Больцано (1781-1848). Чешский математик и

философ. В XIX в. наряду с Коши дал определение предела,

дифференциала и интеграла, а также дал строгое

доказательство теоремы о непрерывной на отрезке функции. Был

предшественником Г. Кантора в исследовании бесконечных множеств.

Луи Огюст Коши (1789—1857). Французский математик.

Автор классических курсов математического анализа,

основанных на систематическом понятии предела. Один из

основоположников теории аналитических функций. Автор работ по

теории дифференциальных уравнений, математической физике,
теории чисел, геометрии.

Карл Вейерштрасс (1815—1897). Немецкий математик.

Автор работ по математическому анализу, теории функций,
вариационному исчислению, дифференциальной геометрии,

линейной алгебре. Разработал схему логического обоснования

математического анализа.

Юлиус Вильгельм Рихард Дедекинд (1831—1916).
Немецкий математик. Дал строгое обоснование теории

действительных чисел, автор трудов по теории алгебраических чисел.
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Интегралы

Введение в интегральное исчисление

Задача 1. Вычислить площадь криволинейного треугольника

ОРМ (см. чертеж), ограниченного Г (графиком) у = ах2,
осью абсцисс и прямой χ — Р.

а) Разобьем [ОР] на η равных частей и построим на них

ряд прямоугольников, находящихся внутри

криволинейного треугольника и вне его (объемлющих). Q —

площадь

криволинейного треугольника ОРМ.

Фигура Q'n состоит из ступенчатых фигур внутри

криволинейного треугольника.

Qn состоит из ступенчатых фигур, объемлющих
криволинейный треугольник. Ясно, что Q'n < Q < Q'n-

Далее · РМ = — ·

у (хп = х\ уп — у)— площадь наи-
п η

большего прямоугольника. Она равна разности площадей

X ' V

Qn~ Qn =
'
так как разность для каждого из

прямого

угольников отмечена заштрихованным прямоугольником

и вкладывается в большой прямоугольник. При (п —» оо)

следует ί ► О I, т. е. что {Q1^ — Q(n) —> 0, значит

lim Q^ = lim Q'n = Q.
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Х1 #2

1. Рассмотрим абсциссы точек деления отрезка ОР.

12 3 к η
гр

·
гр · гр

·
гр

·
гр

JU · JU · JU « · · · Л/ · · · · Л/

η η η η η

^r,
12 η .

UjP = Χ] Χι = —Χ; Χ2 = —Χ] ... Χη — —Χ ·

η η η

2. Рассмотрим ординаты этих точек

(высоты прямоугольников).

к\2а\-) х2\ а(-) х2] а(-) х2\ ... а(-] х2·
\п) \п) \п) \п)

?Л2 2

у77
= а I

- I х/.

а[- J x\ где

у\ = ах2 = а ( - J х2\ У2 = ая\ = а ( — ) я2;

у*=аШ*2;
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Тогда площадь Q^, как сумма прямоугольников, равна

\п/ η \п/ η \nj η

... + α - -х2 ·- + ... + а - -х2 ·- =

\п/ η \пу η

χ

, где

= ^(1* + 2* + 32 + ...+k2 + ...+n2) =

_

αχ3 η(η+ 1)(2η + 1)
_

αχ3 (η+1)(2η+ 1)
η3 6 6 η2

на основании известного тождества Архимеда

,9 Ло п9 9 n(n+l)(2n + l)I2 + 22 + З2 + ... + п2 = -± ^ ■—L.
6

*\ гл ν пи ν
αχΖ (η+ΐ)(2η+ΐ) αχ3 у

б) Q = hm Q'n = hm — · ^ ^ ^ = —-=,-

Q —

площадь криволинейного треугольника ОРМ;

ах3 — постоянная, вынесенная за знак предела;

ах2 = у.

Обозначим Sn.c площадь параболического сегмента.

SpmMiPi — 2ху·
*2ху 4

Значит, Sn.c = SpmMiPi - ZSopm = ^Щ «-
=

« sy, тогда

Sn.c — ^SpmMiPi·
Значит площадь параболического сегмента равна

-

площа-

ди объемлющего его прямоугольника (теорема Архимеда,
доказанная им самим).
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г/А
9 1У=*Задача 2. Найдите площадь фигуры,

ограниченной кривой у = х2 и

прямыми χ = 1; χ = 3; у — 0.

Для решения этой задачи можно

применить теорему Архимеда. Для
этого рассматривается процесс

суммирования ступенчатых фигур, как в

задаче 1. Здесь же мы рассмотрим

несколько иной подход и в общем
виде
— как задачу нахождения площади

криволинейной трапеции под кривой.

Пусть у = f{x) — непрерывна и

монотонна, имеет конечную производную

на [a; b]; y = f (χ) | ·

Рассмотрим S (х) как функцию
площади криволинейной трапеции
в зависимости от значения я, причем

S (х) — непрерывна и имеет конечную производную на [а; Ь]
Тогда S — S(b) — 5(a), что очевидно.

Рассмотрим:
а) AS(x) = S(x + Αχ) - S(x) -

площадь криволинейной

трапеции под кривой с основанием

Ах (заштрихована на чертеже).
б) f{x + Ах) · Ах —

площадь

прямоугольника с основанием

Δχ, внутри которого

находится ограниченная криволинейная

трапеция.

в) f(x) · Ах —

площадь прямоугольника с основанием Δχ,
находящаяся внутри криволинейной трапеции. Здесь

используется монотонность у = f(x) | функции.

г) Тогда / (х) -Ax<AS (x) <f(x + Ax) · Αχ; так как Ах > 0,

,, ч AS(x) ,, Λ ч

получим j(χ) < ——-— < f{x + Да;).

У4{х)

χ+Αχχ
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Переходя к пределу, получим

lim fix) < lim AK J
< lim f (χ + Αχ).

Так как lim / (χ + Δχ) = / (ж) в силу непрерывно-
Ах—>0

сти /(ж), и lim /(χ) = /(χ) в силу независимости /(ж)

от Да;, то f(x) < lim ——^ < /(ж), значит S" (x) = /(#).
Лж—>о Δχ

Теперь если знать, как по производной найти саму

функцию, то можно найти S(x). В данном случае S' (х) = х2

(/ (х) = х2) . Можно догадаться и проверить, что

S (х) = -х3 + с (с — произвольное число).
о

Действительно,

5' (я) = Q:r3 + cV = Qs3Y + с' = χ2 + 0 = х2.

Учитывая, что

5 = 5(6)-5(a)=Q63 + c)-Qa3 + c)=i(63-a3))
и так как a = 1, 6 = 3, то получим

5=I(33-l») = |(27-l) = f = в|.
Задача решена. Мы нашли площадь криволинейной трапеции,

причем для этого необходимо было по производной функции

находить саму функцию. Задача интегрального исчисления,

обратная задаче дифференциального исчисления, как раз и

состоит в определении фунции по её производной.
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Неопределенный интеграл

Понятие неопределенного интеграла

Определение 1. Пусть функция у = /(ж), заданная на

непрерывном числовом множестве М, во всех его точках

является производной функции F(x), также

определенной на М: F'(x) = f(x) на Μ. Тогда F(x) называется

первообразной функцией для функции f(x) на М.

Теорема 1. У любой непрерывной на Μ функции имеется

первообразная.

Теорема 2. Если F(x) есть, какая-либо из первообразных, то

самое общее выражение для первообразной имеет вид F(x) + с,

где с есть произвольная постоянная.

Доказательство:

Пусть F\{x) — есть функция, такая, что F[ {χ) = f (x), с

другой стороны F' {χ) = f (x), тогда

F{(x) - F'{x) = [F^x) - F(x)]' = f(x)-f (x) = 0, значит

F\ (x) — F (x) = с, т. e. F\ (x) = F (x) + с (см. теорему о

необходимости и достаточности условий постоянства функции,
стр. 234).

/ι(*)

Jz{x)

Если производные (или дифференциалы) двух функций
тождественно равны, то сами функции отличаются лишь на

постоянную величину. Геометрический смысл в том, что

графики любых двух первообразных для функции f{x)
получаются параллельным переносом вдоль оси OY относительно друг

друга.
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Определение 2. Если F{x) является первообразной
для /(ж), то выражение F(x) + с называется

неопределенным интегралом от f(x) и обозначается символом

Jf(x)dx = F(x) + c.

Функция f(x) — называется подынтегральной функцией;
f(x)dx — подынтегральным выражением; χ —

переменной интегрирования; / — знак интеграла.

Из определения неопределенного интеграла следуют:

Теорема 3. Производная неопределенного интеграла равна

подынтегральной функции, т.е. ( / f(x)dx) = / (χ).

Теорема 4. Интеграл от алгебраической суммы нескольких

функций равен алгебраической сумме интегралов слагаемых.

/ (/ (х) + 9 (х) — * (#)) dx = // (χ) dx+ g (x)dx — it (x) dx.

Теорема 5. Постоянный множитель можно выносить за знак

интеграла, т. е. / af{x)dx = a f(x)dx.

Следствие 1. d I f{x)dx = f(x) dx (d(f) = f'(x) dx).

Следствие 2. jdF{x) = F{x) + с (dF (x) = f (x) dx).
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Основная таблица интегралов

1. /О · dx = с;

2. dx = χ + с;

3. / хпс?х = + с (п 7^ — 1; п- — постоянная величина).
J п + 1

Рассмотрим некоторые частные случаи.

Л
[ dx 11

Следствие!, у
- =

-—.^
+ с

(n^l; n — const).

Следствие 2. / —= = 2^/х + с.

А <^Г
ill

4. / — = In Ы + с;

5. axdx = axlogae +с (α > 0; α ^ 1);

6. I ех dx — ех + с\

7. / sin χ ώ; = — cos x + с;

8. / cos xdx — sin χ + с;

9. tgxdx = —In |cosx| + c;

10. ctgxdx = In |sin ж| + c;

f dx
ii. / —о- = tg^ + c;

J COS^ X

f dx
12. / . 9

= -ctga; + c;
J sin χ
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13.

14.

15.

16.

/dx
1 χ

, η

-ζ-—2
= -arctg- + с, α ψ 0;

χΔ + cr α α

/οχ
ж

, 0=
= arcsin —he, α > 0, .|ж| < α;

να2τ, 2 _ χ2

Γ dx
_

1

У χ2 - α2
"

2

/dx _

Vx2 ± α2
"

1η

1η

α

χ — α

χ + α

χ + ν χ2 ± α2

+ c, α^Ο, ИтЧа1;

+ с, \χ\ > \α\.

Все эти формулы можно доказать непосредственным

дифференцированием правой и левой части формул.
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Практикум 27

Найдите:

1. ί(6χ + 3) dx, если F (-2) = 4;

2. /(ftr2 + 4г - 10) dx, если F (-1) = 10;

3. (4х - х3) dx, если точка iV(—2;3) € T(Fi(x)), а точка

Μ(—3; —1) € Г (F2 (х)). График какой из функций F\ (x)
или F2 (x) расположен выше?

4. xbdx;

5. jy/xdx]

6. iV^dx (я>0);

„ f dx
,

.

8. f7x4dx;

9. 3vx^dx;

10. /(ж3 - За;2 + 5a;-6) cte;

"■ "™ + ?-^ + ^)4:!
/„Л

. ζ4 - Зж2 + 5^ - 7a; + 6
,

12. / -= cto;

13. /(4
+ ^3+ 5)^;

. 3 + 2х sin χ
7

14. / da;:/



518 Интегралы

J \osmxj

Г 1 + 2^
1Л

7 χ2(1+2.2)
ЙЖ'

-/ГО
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Решение практикума 27

Найдите:

1. i(6x + 3)dx, если F (-2) = А.

(6а; + 3) da; = -6а;2 + За; + с; так как F (-2) = 4, то

3 (-2)2 + 3 (-2) + с = 4, тогда с = -2.

Значит F (х) = Зх2 + Зх - 2.

2. /(9а;2 + Ах - 10) ώ, если F (-1) = 10.

л 11
/ (9ж2 + 4х- 10) da; =-9а;3 +-4а;2-10а;+с, но F(-l) = 10,

тогда 3 (-1)3 + 2 (-1)2 - 10 (-1) + с = 10, с = 1.

F(a;) = 3а;3 + 2а;2- 10а;+ 1.

3. / (4а; - х3) da;, если точка iV(-2; 3) € Г (ί\ (а;)), а точка

Μ(-3; -1) € Г (F2 (a;)). График какой из функций F\ (x)
или F2 (x) расположен выше?

г 11
/ (4а; - х3) dx = -Ах1 - -х4 + с.

а) Так как точка N (-2; 3) Ε Γ (ί\ (а;)), тогда

2(-2)2-^(-2)4 + с = 3; с=-1,

т. е. Fi (a;) = 2а;2
1
-а;

,4

4

б) Точка Μ (-3; -1) € Г (F2 (a;)),

тогда 2 (-3)2- ^ (-3)4 + с= -1; с =1,25;

F2(a;) = 2ж2 - jx4 + 1,25.

Значит график первообразной F2 (а;) выше графика
Fi(x).
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L/, ■άϊχ5+1+0=Ιχ"+0-4. / x5dx - ——~5+1 ^ - - -6

5. y/xdx= x2dx = -.

J J
5 + 1

1 4 + 1
+ с.=:ож2 + C

ϋ

2 йж = \xbdx =
+ 1

+ 1
/ v'x2da; = /

Примечание. Иногда удобнее формула

/хпdx =
J 1 +

5 I
+ c = -ж5 +с (ж > 0).

+ n

-ж1+п + с.

„ f dx Γ -h, 1 -1+1 3 I , пч7. / —7=
= / ж ^cfo = — χ

3 + с = -ж·3 + с (ж > 0).
J У* J -l + l 2

8. /7ж4<£г = 7 /ж4<Ь = -^ж4+1 + с = 1хъ + с.
У У 4+1 5

з 1 + 1

+ 1
9. зУх*ах = 3 xAdx

10. /(ж3-Зж2 + 5ж-6)Же =

= / ж3с£ж — / Зж2с£г + \bxdx — /6 dx =

= шх3+1-3-шх2+1 + г2-6х+с

12 ϊ
+ с = —ж4 +с.

1 1
-ж4 - ж13 + г-ж"1 - 6ж + с.

И"Д^ +
*3 V5

+
X

-1 + 1

+ 1
-ж +

-3 + 1

cte

,-3+i 4 + 1

-i + i
Ж +

i + i

1 + 1

5 § ι
ι

4 I
+ с = -ж& — -ж — ож2 + -ж4 + с.
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12· J щ
dx =

=1(л

dx =

5 2 _1 \

- 3x3 - 7x3 + 6x 3
+ 5 dx =

1 ^ + 1 3 1 + 1 7 1 + 1
χ

ό
— χό — χό +

- + 13 ^ 1

-, + i

■5 + 1
Ж

+ 1

+ Ьх + с ■■

+ 1

_3_
14"

14
21 | 2

= —а;
3
— -х3 ——х3 + 9ж3 +5х + с.

13. /
(4 + у/х) (х3 + 5) ^ _ />4х3 + х3у^ + 5у/ж + 20

3/~о
С?Х

1 2

/ с?х

1 2

= [ Ux3 3+χ3+2 3+5χ2 3+20χ3]ώ

/Η
17 _1 _2\

+ х
6 + 5а; 6 + 20а; 3 I dx =

4 1+ 1+ Ц. ,
5 1-1 20

1 + 1 +
17
X

i-i
X

1
з

χ
ό +с =

14.

15.

g
10

g
23 5 1

-Χ3 + —Χ
6 + 6ζ6 + 60Χ3 + С

5 23

3 + 2χ sin χ
7 # /

^
^ . \ 7 ο ι ι ι ^

αχ = / —\-2smx ] αχ = om\x\ —Zcosx + c.
x J \χ

'/3
+ 2χ sin χ

, /* /

—τ—ώ=/(
/* / sin 2χ\

Ί [2 sin χ cos χ _ 2 /*
/ ;τ~:— <^.τ = / —^ «χ —

ο / °

J \SsmxJ J osmx 3j
os xc?x = - sinx+c.
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16. ,P4±itfc =/
-/ (5^)4 + 4 {Ъу/Έγ -4 + 6 (Ь^У · 42 + 4 (5^) · 43 + 44

cfa =

1(ъ2Ьхг~Ъ + 2000х§" f +2400xi_f + 1280xt-f+

+256ж"Пйд; =

/Тб25жз + 2000ζ£ + 2400xi + 1280χέ + 256ж"^ cte =

625

г+I
256

ζ1+3 +
2000

ι + ί
Χ1+6 +

2400

1 +
х1+з +

1280
ж1+б +

X1 3 +С =

1875 β 12000 и лллп
5 7680 г

οθ/1
2

^^жз Η ——χ β + 1440агз и —-же + 384жз + с.

13

(1 + χ2) + ж2/" 1 + 2ж2 Г
*

У ж2(1+:с2)
dX

J χ2(1+χ1)
"*

=S{h + ih)dx=Sx"dx+S~i
dx

+ X2

1-2
x1 2

+ arctga; + с = —a;
x
+ arctga; + c.

18. Г_5άζ__ 5 Г

У 2a;2 + 7
~

2 У
ώ;

z2 + (v^5)
__

5

2"~2
1 ж

=arctg—^= +c:
/3^5 /3^

5/L4 χ f—
———arctg- ν 14 + с
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Тренировочная работа 11

Найдите:

1. i(3x5-2x2) dx;

2. / |--^)ώ;faAJ \x xz

3. /(2^ + 4^5) dx·

4. / (3 cos χ — 4 sin x) dx;

5. / (4ex - 3cos2x) dx;

4
4

■I

■I

I

8

9

2 4 . л.3\ ,

-= + -57= +
ж + 2 cte;

2 4 λ
y/x + 2 + + dx;

Vx-3 x-lj

i«-l) -(3, + 2)l + ^|=
g+i.

.
_

A
X . ,

e 3 — sm2x + \
— ] dx:

V 4/

c?x;

4x3 + 5x4

2^2
+ (2x + 3)^2j ώ; (χ>0).
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Решение тренировочной работы 11

Найдите:

1. /(Зж5-2ж2) dx =

х1+Ь ~ J~^xl+2 + c=lx6- lxZ + с;
1+5 1 + 2

3 A
.ж ж227(i-^jdx

3 In \x\ - ϊ32^1-2 + с = 3 In |ж| + 2x~l + с;

3. ί(2^/Έ + 4^Έ) dx =-^-γχ1^ +-^x1^ +

2 A ' 3

4 3 4
= -χ2 +3^3 +c;

о

4. / (3 cos χ — 4 sin ж) ώ; = 3 sin χ + 4 cos χ + с;

5. (4ex - 3cos2x) cfo = 4ex - l,5sin2x + c;

2 1 1 4 -ι 1 1
, ЛЧ14-Ч

=
ζ r^

5 + 1 Г*
5 + ТТ^ О* + 2) + с =

1-2 1-з i+ci

= Axl + 6ж§ + 0,25 (χ + 2)4 + с;

/(«5+5
2 4

7· /1^+2+^^+^τ;ώ=
—Ц- (ж + 2)1+з + -P-j (ж - З)1-* + 4In \х - 1| + с =

1 + 3 * 2

j (ж + 2)5 + 4 (ж - 3)5 + 4In (ж - 1) + с (ж - 3 > 0);
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8. /((М7 (3z + 2)5 +
ψ2χ~=Ί

dx =

1 + 7 V3

1+7
α+ί1 \

"r
1 11

+ -lT.i(2x-l)i-*+c:
1-3 *

/(■
х+ 1 / X

е~з~ — sin2x + \1 - ) dx =

ж+ 1 1 1
= е з · - + - cos 2ж +

о ^

1 х±1 1
0 ,

16 /Х\ 4

о ζ о

10.

1 л(х\1^ ,

ϊ+1-Ηϊ) +с =

= / (2^ + 2,5х2 + 2ζ · ζ I + Зжз) dx =

(я>0)

= х2 + -х3 +
1 +

Х1+з +
1 + 2
1 ^

3

14-2
χ +з + с =

3 β 9
= аг + -Г + -жз + -хз + с.

6 4 5
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Замена переменных

Весьма полезным методом приведения интегралов к

табличным является метод замены переменной. .

Так как φ'{χ)άχ = άψ{χ) Ι, то

Jf (ψ 0)) ψ' (я) dx = Jf (φ (x)) άψ (χ).

Пример 1* /
χ 1η χ

Так как — = (In χ)' и (hxx)' dx = d In ж, то тогда
χ

(lnx)'dx
_ f dlnx

/dx _

f (In ж) dx
_

Г

я In2 я J In2 я J In2*
Пусть t = lnx.

"

J t2~
Л-2

+ c=
— - + c= — h c,

£ luxi2 1 + (-2)
f dx 1

T-e- / 1 2
=

"1— + c·

J ж tor ж mx

Пример 2. i(x2 + 5)72xdx.
Так как (ж2 + 5) = 2a;, 2xdx — d (ж2 + 5) , полагая х2 + 5 = ί,

1 1

получим /i7di = -ί1+7 + с = - (χ2 + 5)8 + с.

Пример 3. /(4г3 - Ylx2 - З)5 (я2 - 2ζ)ώ; =

Можно чуть иначе. Пусть 4ж3 — 12ж2 — 3 = £,

тогда d (4ж3 — 12ж2 — 3) = at, но

d (4ж3 - 12ж2 - 3) = (4ж3 - 12ж2 - 3)' dx значит

(12ж2 - 24ж) dx = dt, т. е. 12 (ж2 - 2ж) dx = dt, тогда

(ж2 — 2ж) dx = —dt.

= 1(4*3~12х2-3)в+с.
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Пример 4. / tyx3 + 8 · x2dx —

Пусть χ3 + 8 = ί, тогда d (x3 + 8) = dt и (ж3 + 8)' cte = dt,

3x2dx = dt, т. e. x2dx — -dt.

1 f 1 1 i+i 1 |
= - jy/idt = Tt

+
3 + с = -ί3 + с =

зУ 31 + - 4

= ^(,3 + 8)з+с.

Пример 5. / sin3 я cos я ώ; =

Пусть sin ж = t, тогда dsinx = dt и (sin ж) cte = dt,

т.е. cosxcte = dt.

= |ί3(ίί = j^-gi1+3 + С = ^ (Sin Χ)4 + С.

Пример 6. / (4х3 + 9)4
Пусть 4х3 + 9 = t, тогда I2x2dx = dt, т. е. x2dx = — dt.

χ. Δ

= 1 /"* = !. _i_tl-4 + c =

12 7 ί4 12 1-4

36

Пример 7

(4ж3 + 9)
3
+ с.

/аг
arctg^x

dx
Пусть arctgx = ί, тогда

£3сй = -arctg4^ + с.

Пример 8. / tg2:r · sec2 xdx —

dt.

Пусть tgx = i, тогда
dx

= dt

- Μ/i^cft
1 1
-Г + с = -Л&х + с
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Пример 9. /г
dx

+ у/х
Пусть л/х = t, тогда χ = t2, dx — dt2:,

I т.е. (x) dx = (t2) dt; dx = 2tdt, значит J

J i + Vtf J ι + ί

= 2 /Yl Ц- J di = 2 (i - In 11 + i|) + с =

= 2y/x-2]n(l + y/x)+c.

Пример 10. /(tg χ + 2 tg 2x + 4 tg Ax + 8 tg 8a;)da; =

= /tga; da; + I2tg2x dx + jAtgAxdx + /8tg8a; da; =

= / tga; dx + tg2a; d2a; + / tg4xd4x + / tg8a; d8a; =

= — ln|cosa;| — In | cos 2a; | — In | cos 4a; | — ln|cos8a;| + с =

—

— In |cos χ · cos 2a; · cos 4a; · cos 8a;| + с =

cos χ · cos 2a; · cos 4a; · cos 8a; · 16 sin χ Ι
= -ln

= -ln

= -ln

16 sin a;

8 sin 2a; · cos 2a; ■ cos 4a; · cos 8a;

+ c =

+ c= ...
=

sin 16a;

16 sin a;

+ с — — In |sin 16a;| + In |sina;| + In 16 + c.

16 sin a; I
С другой стороны,

f(x)=( if (χ) dx) = (- In |sin 16x\ + In |sinz| + In 16 + c)' =

= — 16ctgl6a; + ctga;.

Значит

/ (a;) = tga; + 2tg2a; + 4tg4a; + 8tg8a; = -16ctgl6x + ctga;.

Таким образом, мы доказали еще одно тригонометрическое

тождество. Вот еще одно применение неопределенного

интеграла.
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Интегрирование по частям

Рассмотрим еще один способ преобразования неопределенного

интеграла. Пусть / (х) и д (х) — дифференцируемые
функции на М, тогда по теореме о производной произведения

(f(x)g(x))' = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).
С другой стороны, по теореме 2:

/(/ О) 9 (х)У dx = f (χ) д (χ) + с,

т. е. J(f (x) g(x) + f (χ) g' (χ)) dx = f (x) g (χ) + с,

т. е. If (χ) д (χ) dx + // (χ) g' (χ) dx = f (x) g (χ) + с.

Так как f (x) dx = df (x) и д' (χ) dx = dg (x), то

Jf(x)dg(x) = f(x)g(x) - Jg(x)df(x)
Здесь нет необходимости писать с, так как она

присутствует в д (х) df (x). Полученная формула называется формулой

интегрирования по частям; по сути она есть некоторое

тождественное преобразование одного интеграла в другой.

Иначе записывают /udv — ην — υ du

, тогда

Пример 1. хех dx.

π
I и — χ I du — dx

Пусть ,

τ j r

I dv = exdx Ι υ = ex

/ xexdx =xex — I exdx = xex — ex + с

Пример 2. Ι χ cos χ dx.

π \ и = χ Ι du — dx I
Пусть , . .К тогда

Ι αν = cos χαχ | ν = sm χ |
/ χ cos χ dx — χ sin χ — ι sin xdx = χ sin χ + cos x + с.

Примечание. За и лучше принимать χ в примерах 1 и 2, так

как в этом случае du понижает его степень и легко получаются
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табличные интегралы, но видение того, что принимать за и

приходит с опытом.

Пример 3. Inxdx —

\ χ— = я In я — /

Пусть
L

и = \пх

dv = dx

. dx
du = —

χ

ν = χ
J

= χ In x dx — χ In χ — χ + α

Пример 4. / arctg xdx =

= χ arctg χ — x-

Пусть
и = arctg x

dv = dx

du ■

dx

1 + x2

V —X

77 = x arctg χ — - In (l + χ ) + c,
+ x 2 v '

так как

Пример 5.

Пусть

и = arcsin я

xdx

I
x arcsma;

dv =

VT^x2

VT

du ■■

dx

VU-x2

v = Jdv = J-
χ dx 1 fd(l-x2)

VT I VT

-\ ■ —Ц-(1 -x2)1-1* + a = -Vi-x2 +
2 !-5

C\

= ( —Vl — x2 + c\j arcsin ж — / (— ·\Λ — χ2 + сЛ
dx

Vl^x2

= —Vl — a;2 arcsin a; + C\ arcsin a; "/(■ ■1 +
c\

VT
dx =

= — y/l — x1 arcsin χ + c\ arcsin χ + χ — c\ arcsin χ + с =

—

—Vl — x2 arcsin χ + χ + с.

Очевидно, что с\ можно было опустить изначально.

Итак■/
χ arcsm x

ντ
dx — — ν 1 — χ2 arcsin χ + χ + с.

χΔ
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Пример 6·/
In sin χ

cos2 χ
dx —

и = In sin χ

,
dx

dV = 7Г—

du = ctg χ dx

ν = tgx

= tg χ In sin χ — / tg χ ctg ж dx = tg χ In sin χ — dx =

= tg χ In sin χ — χ + c.

Иногда метод интегрирования по частям необходимо приме

нить несколько раз.

и = (In ж)2

\dv = dx

= xln χ — χ · —Inxdx = χ In2 χ — 2 / In χ dx =

= χ In2 χ — 2xlnx + 2x + с,

так как Inxdx = xlnx — χ + с (см. пример 3)

Здесь мы дважды применили интегрирование по частям.

Пример 7. / In2 x dx
du = 2-lnxdx

χ

ν — χ

Пример 8. у — еахcosbxdx —

— -eax^mbx— - eaxs'mbxdx =
b bJ

dv = cos bx dx

u = eax

dv = sin bx dx

du — aeaxdx

ν = 7 sin bx
о

du = aeaxdx

ν = — - cos bx
b

1
l bx - - ( -теах cos bx + - /еаж cos bx dx ] .

Увы, пришли к тому же интегралу, который нужно найти.

После преобразования получим

1 а а г

у = -еаж sin bx + т^еа:с cos for - -pr /ea:r cos 6x cte,

1
т. е. у = уеах sin bx + гттеа:г cos bx — -p>y\

b bz bz

a2 1
nr ( .

,

a ,i

у + т^-у
— те I sm bx + γ

cos ox ], тогда

/eax cos 6x dx =
a2 + 62 (6 sin bx + a cos for) + с



532 Интегралы

Тренировочная работа 12

Вычислите:

у/х Vx

0 [х4-Зх2 + 5^-2* / Тг=: dx'->

I {у/Ξ-ΫΞ)

X

3

X
dx\

4. ί(9 + 7χ2γ35χάχ;

5. (у/Αχ2 + 8х {2х + 2) dx\

x2dx
6' J ντ+χϊ'

7. у/1 — χ dx\

8. / da;;

*-IWw^
Varcsinx

/ sin я
10. / . cfc;

Г sin χ

7 >/5 + cos χ

/ OA1JL JU ШО «>0

11. / —р=====ах\
sin χ cos χ

V 3 — sin" χ

12
' ώ

/(I(1 + x2) arctgx'



Тренировочная работа 12

13.

14.

1 ^-LO.

16

17

1 Я-LO.

19.

/· earcsin χ

esmx cosxdx;

f dx

J (5x + 7)v^'

f dx

J xy/x2 — 9'

Г x2dx

J V4-x2'

f dx

J 3 + 4sin2x'

f In я

20. fexln(ex + l)dx.
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Решение тренировочной работы 12

Вычислите:

г- I[^+^-A=-^=Ux=J 3_
λ/Ξ ^ж3

"/И
_1 _3\

3
+ ж-3 - 4ж 2

- Зж 5 cte =

1 1-5 1 1-3 4 1-5
Ж

3 + -Ж1
d

т-Х
2·

ι-έ !-3 1-1
3 1-|

X
D + С =

ι-!
3 \ 1 _2

± 15 |
Δι Δι Δι

п . ж4-Зж2 + 5лУж-7ж + 6
,

2. / τ-= ах =

V- -,·■
1

Л
1

-
1 1

■/(
з2- ι2- 2- -Л
ж3— Зж3+5 — 7ж3+6ж 3 I <&с =

1 1+з| 3 ι+ι| ,
_ 7 l+l

ж
л

-ж
ό + ох -χ

ύ +
1 + 3§ 1 + 1| 1 + |

6 1-1

1-1
χ

3 _|_ с
_

о 14 ой 91 ^
—

—

χ
3
_ χ3 _|_ 5χ #3 _|_ gx3 _|_ с

14 8 5
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3. I^TJ^d,-

ώ =

/
-/

-/
Л3_1

14-1 —I л 14-2 —I 1 —Ιλ 7

Х2 6-3x^3 6+3^2^3 6-χ1 б J dx =

= / ίχ3 - За;1 β + Зх - же j da; =

(У*)3 - 3 (v^)2 ^ + 3^^* - (№f

dx =
X2 — ЗХ1+3 + ЗХ2+ 3 — χ

1

X6

1 1+4 3
—7а;+з -

1 + 1 + 1*
дЛ+lg + x2

1 +

χλ+6 + C =

3l 18 13 3 о 6 11

=

7X*~Tzx6 + Г ~nx6+c

4. f (9 + 7x2)535xdx =

Решим задачу способом замены переменной.

Учтем, что df(x)=f'(x)dx

Пусть t = 9 + 7а;2; dt = Ых dx; 2,5 at = 35а: dx.

= /ί52,5dt = —ί-ί1+5 · 2,5 + с = ^- (9 + 7а;2)6 + с.

У 1 + 5 12

/л/4ж2 + 8ж (2ж + 2) dx =

Пусть 4х2 + 8а: = ί; di = (8ж + 8) dx; -di = 2 (χ + l)dx.

/:
Г I Г г

1 1 14-1 1 3

= / -Vtdt = Γί1+5 + с = -ί? + с

4 1 + i 6

1/9 Ν5
= - (4ζ2 + 8х)2 + с.
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ч
x2dx

V7 + x

Пусть 7 + χ3 = t; dt = 3x2dx; -dt = x2dx.
о

/Ί dt 1 lii 2 r-
-

7. / \/Γ^ϊώ =

Пусть 1 — ж = ί; —cte = eft.

= -Jy/tdt = —Ц^+έ + с = -|д/(1 - ^)3 +

In χ

С.

/ ώ; =
X

Пусть t = In ж; dt = — dx.
χ

= jtdt = \t2 + с = - In2 χ + с.

Ч
Φarcsm x

vT^2
ώ; =

Пусть arcsinx = t\
dx

dt.
L Л/Г^Х2

= [Vtdt= Tt1+^ +c= -iV(arcsin:r)3 + с

^ 1 + £ 3

10. /
sin я

dx =
л/5 + cos χ

Пусть 5 + cos ж = t\ — sinxdx = dt.
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Ч
. sin я cos χ _

11. / = αχ —

V 3 — sin2 x

Пусть 3 — sin χ = t; —2 sin x cos ж = dt.

1 Г dt 1 lii /r гт~

/dx _

(1 + x2) arctgx

Пусть arctgx = t\
dx

l+x<
= ώ.

— = In |i| + с = In |arctgx| + c.

13.

/

/earcsin
ж

. dx =

χ/Γ^2

Пусть arcsinx = t\ dt
dx

VT^x1

et + c=e^csmx +Ct= (e4t =

14. esmx cosxdx —

Пусть sin χ = t; dt = cosxdx

= ietdt = et + c = esinx + c.

dx
15. / (5x + 7)^/x

Пусть y/x = t; dt

Г 2dt
_

2 Г

J 5i2 + 7
~

5 J

dx
(* = *').

dt

»+№
\\havctg\b+c=

2 r— V35x
=

35
arCtg ~^Γ~

+ C'
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16.г *

_/·J xy/lfi^b J

dx

x\x\\ 1 (§):
Пусть χ > 0; t = -. dt

χ

3
a

l 'λ dx

-i/
dt 1

.
3

,
= — - arcsm —he.

VT^ 3 χ

17.

Примечание. Если χ < 0, то решение аналогично.

x2dx

I V4 ΧΔ

Пусть χ = 2 sin i; dx = 2 cos £ eft

£ = arcsin-, т.е. ί G

π π

"25 2" ,
на котором cos £ ^ 0 J.

4 sin2£ · 2 cos £ dt

(
/* 4sin21 · 2costdt f 4sin2£ · 2 cos £ d£ Γ

λ .

= / ~ = / ~

= / 4 si

V ^4-4sin2£ V 2cos£ У

= 2 /(1 -cos2t)dt = 2£-sin2£ + c =

. χ
^ . f . #\ / .

#
= 2 arcsm — — 2 sm I arcsm — 1 cos I arcsin — ) + с =

sin2 tdt —

X X
= 2 arcsin — — 2 · — W 1 h с = 2arcsin — γ4 — χ2 + с.

4 2 2

18. /
dx

3 + 4 sin2 χ

Пусть ctgx = £; eft = «—>
но sm χ = «

Ί2χ 1 + ctg2sm ctg я

ώ;
_

fdx(l + ctg2x)
3 + j-h- J 7 + 3ctg2x

1+ctg2 χ

eft

f dx
_

Г
~

J 3 + 4sin2a;
~

J

_

r ι ^L__ f dt
_

l f

■ arctg f +c = -arctg - ctg χ \ + c.
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Г 1η χ
,

и = \пх

. dx
dv = —г-

ж2

dw =

г> = -

1

= In я — / ( ) — dx =
X J \ X) X

20. iexln(ex + l)dx =

In x ■ + c.

χ χ

ιχ = 1п(еж + 1)

dv = ex dx

= e*ln(e* + l

= ex In (e* + 1

= e*ln(e* + l

= e*ln(e* + l

= e*ln(e* + l

= e* In (ex + 1

ex + 1
dx

dx =
e* + l

(e* - 1) (ex + 1)
ex + 1

г; = ел

-/(

J V ex + l,

- e + / τ =

- ex + In (ex + 1) + с =

1

1 +
еж + 1

еж + 1

(far =

cfa =

(ex + 1) In (ex + 1) - ex + с

(far
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Определенный интеграл

О понятии определенного интеграла

Пусть функция f{x) —

непрерывна на: [а; 6], тогда для

Ух € [а; 6] она непрерывна на [а\х]. Рассмотрим определенный

интеграл как функцию от χ , определенную на [а; Ъ}\

/f{t)dt, а < χ < 6.

Имеет место основная теорема математического анализа

<й| =f{x).//(*)■
Смысл теоремы в том, что она отвечает на главный вопрос

интегрального исчисления — вопрос о существовании

первообразной для данной непрерывной функции.
χ

Пусть S{x) = f(t)dt, a < χ < 6, тогда S(x) —

площадь

а

криволинейной трапеции, ограниченной графиком у = f(t) и

прямыми у — 0; t = a\ t = х. Далее, смотря рассуждения в

начале главы, получим f(x) — 5"(ж), что равносильно основной

теореме f(x)= I f(t)dt J .

В задаче Архимеда было показано, что S — F(b) — F(a).

С учетом основной теоремы, получаем

υ

Jf(t)dt = F(b)-F(a)

Эта формула получила название формулы Ньютона — Лейб-
ь

ь

ница, которая записывается так: f(t)dt = F(t)\ .

J \a
а

Примечание. Разные обозначения переменной
интегрирования в определенном интеграле ничего не меняют, так как

ь ь ь

f(t) dt, jfix) dx, jf{u) du,... это одно и то же. В неопре-
а а а

деленном интеграле это, увы, не так.



Основные правила вычисления определенного интеграла 541

Основные правила вычисления определенного
интеграла

ъ ъ

1. kf(x) dx = к f(x) dx, где к = const;
а а

Ь Ъ Ъ

2. J(f(x) + g{x)) dx = jf{x) dx + jg{x) dx;
a a a

b
b

b

3. [f(x)dg(x)=f(x).g(x)\ -ig(x)df(x);
a a

4. Пусть ψ(ί) и ее производная φ'(ί) —

непрерывны на

[га; га], где а — φ(πί), b = φ(η) и Ε(φ) = fa; 6]. Тогда
для любой непрерывной на [а; 6] функции у = f (x)
справедливо

Ъ η

Jf(x)dx= Jf(<p(t)№(t)dt.
а т

Ъ
1

кЪ + с

Следствие 1. jf{kx + c)dx —

— I f{x)dx, где к,с —

а ка + с

постоянные и к ф 0.
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Основные свойства определенного интеграла

Перечислим несколько важных свойств, которые впоследствии

пригодятся нам при решении задач.

а

'l. При a = b f(x)dx = 0.

а

Ь с Ъ

2. f(x)dx = lf(x)dx+ lf{x)dx, где а < с < 6.

а а с

уЧ(х)

ъ χ

3. ff(x)dx = - ff(x)dx.

4. Пусть у — f{x) и у = д{х) непрерывны на [а; 6] и для

Ух € [а; 6] справедливо f{x) ^ #(#), тогда

ь ъ

a) f(x)dx^ lg(x)dx\ б) если /(я) ^ О

α α на [α; 6], то

ΪΤΛ*)

6 X
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\Jf(x)dxU J\f{x)\dx.

о χ

Отметим, что в этом случае

f(x) < 0 на [а;с] и f(x) ^0 на [с;6], тогда

ft = Jf{x)
а

Ь

S2 = //(*)

dx < 0

da; > 0
Jf(x)dx = S2-\Si

УЬ

б)
Н/(*)1

2ZZZZZWZZ2l>
α ОТ с & jc

В этом случае /(с) = 0 и f(x)^0 на [α; 6], тогда

ь с б

J\f(x)\dx= J\f(x)\dx+ J\f(x)\dx=\S1\ + S2.
а а с

Очевидно, что \S2 -\S1\\^\S1\ + £2,

так как |а ± 6| < |а| + \Ь\, значит

υ υ

Jf(x)dxU J\f{x)\dx.

в) При / (χ) ^ 0 |/ (ж)| = / (χ), тогда

б ь ι б ι

j\f(x)\dx = Jf(x)dx = jf(x)dx\.
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6. Пусть у = f (χ) непрерывна на [а; Ь], причем ут[п = Л,
ь

Утах
— В на [а; 6], тогда А (Ъ - а) < // (х) dx < В (6 — а).

а) ipmn — прямоугольник. Sipmn = In · lp = (b — a) A;

б) Siktn = lk-ln = B{b-a).
ь

Очевидно, что // (χ) dx ^ Sipmn = A(b-a)]
a

b

f (x) dx < Siktn = В{Ъ-а), значит

a

b

A (6 - a) < // (ж) ώ; < JS(b - a).
a

7. Пусть у — f (χ) непрерывная и периодическая, где Τ —

главный или основной период, тогда для Va € Μ

а + Т Τ

/ / (χ) dx = If (χ) dx.

a 0

8. Пусть у = /(я):

а) непрерывна на [—а; а];

б) У = f (х) — четная, т.е. Ух € [—α;α] /(—я) = /(#)>
а а

то / / (#) dx = 2 if {x) dx.

-a 0
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9. Пусть у = f(x):

а) непрерывна на [-а; а];

б) y^f(x) — нечетная, т.е. V#€[—α;α] /(—#) =—/(ж),
α

ТО / / (ж) ЙЖ = 0.

-га

Примечание. Использование определенного интеграла

вообще говоря значительно шире, чем просто вычисление площади

криволинейной трапеции, поэтому здесь дана в основном

только иллюстрация некоторых свойств через площадь под кривой,
а не доказательство их.
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Практикум 28

Вычислите:

ι

1. (ekxdx\

2. /cos χ dx]

4

V3

'•А
eZ:r

+ я
2'

4

6.

О

pos2# <i:r;

7. [\l-3x\dx;
о

8. \\х^ dx\

[
dx

■

„ /e*cte

-I

5./-J i
О

dx
о '

COS^X

10. При каких положительных α

/(α2 - (4 - 4α) χ + 4ζ3) da; < 14?

11. xcosxdx]

о

7Г

2

12, ех sin2xdx.

О

х2 х4 х"
13- Докажите неравенство: 1 ——■ + — ^ cos χ ^ 1 —— на

[0;оо);

14. Докажите неравенство: tg χ -j- sin ж > 2а; на *§.
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Решенце практипума 28

Вычислите:

ι

1. (ekxdx = Ukx
ο

ιυ

4

?. / cos x dx ~ (sin x)
4 .

7Γ
. / 7Γ

= sm — — sm —

-7

-f 4 V 4
x/2.

y/S
dx ιλ/3r dx

, 4|vo .

/- π

3. / ——=■ = (arctg x) = arctg V3 - arctg 0 = -,

i 1 + r ΙΟ ο

/C?X
/ X \ .1 ·

Л

*"
=; arcsm - — arcsm 0 = —.

2 6

cte
5. /—^r = (tgX)

J COS2 X *=tgj-tgO = l.
о 4

3π
4

3π
4

6. у/Т~^~сов2х dx ^ V2sinxdx ^= —y/2
о о

= -\/2 (cos-^ -cosOJ = l + \/2.

|1-Зж| = <(

cos a;

3π
4

7. f\l-3x\dx =
о

1 - Зж; χ ^ -

Зж - 1; x ^ -

5 1 ι1

i(l~3x) dx+ i(3x-l) άχ=(χ-^χΑ\3+(-( ■χ2—χ

1_3 1 /3

3 2*9
+
V2 2*9 3/3 6

+
2 6

+
3~6'
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8. / \[х* dx = С учетом четности у
= \/х?

О

хз dx = 2
1 +

14-- 2[?J

-i'S-(s),-)-B-

9

2
e*cte ^d(e* + l)

J l + ex
"

У
"

-ι -ι
ex + l

= In (1+e*)

1 + e2
= In (1 + e2) - In (1 + e"1) = 1ц

i

τ

Ί

= In

10. При каких положительных α

2

/(α2 - (4 - 4α) χ + 4ζ3) ώ; < 14?

е + е0

1 + e

(α2ζ - 2(1 - α)*2 + χΑ) <14:

2α2 - 8(1 - α) + 16 - (α2 - 2(1 - α) + 1) < 14;

2α2 - 8 + 8α + 16 - α2 + 2 - 2α - 1 < 14;

α2 + 6α - 7 < 0; + V-7 L/"+ α € [-7; 1]

11. xcosxdx.

ο

Вначале найдем / χ cos xdx =

Пусть

= .χ sin χ — sin χ do; = .τ sin χ + cos χ + с, значит

1£ = X

dv = cos £ dx

dx = du

ν = sin ж
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х cos χ dx = (χ sin x + cos χ)
о

,
7Г

.
7Г 7Г

=

l2Sm2+C°S2 (0-sinO + cosO) =

π

2
1 =

тг-2

2

12. exsin2xdx.

о

Вначале найдем / еж sin 2α; dx =

sin 2# =^ и

dv =? exdx

du — 2 cos 2a: do:

ν
—

e*

= ex sin 2x — 2 / еж cos 2x dx.

Затем найдем / ex cos 2a; dx =

cos 2x = u

<fo = e*dx

dw — —2sin2o;d:r

ν = ex

= ex cos 2x + 2 / ex sin2x dx, значит

/ ex sin 2a; dx = ex sin 2x — 2 ί ex cos 2x + 2 / еж sin 2x dx J ;

5 / еж sin 2x dx = (sin 2x — 2 cos 2x) ex.

Таким образом / ex sin 2x dx = -еж (sin 2x — 2 cos 2x),

Теперь вычислим / ex sin 2x dx = - ex (sin 2x — 2 cos 2x)
о

1 - 1
5= -e

2 (sin π-2 cos π) — ~e° (sin 0 - 2 cos 0) =
5 5

= 0,4e2 +0,4 = 0,4 e2 +1
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ХЗ. Докажите неравенство:

1 - — + — > cos χ > 1 - — на [0; оо).

χ2
а) Пусть / (х) = cos я + —— 1; f'{x) = — sin χ + χ.

Так как sin a; < χ на (0;оо) (см. доказательство
sin ж

lim = 1), то /; (х) > 0 на (0; оо); /(0) = 0, значит
χ—>0 χ

/ (х) =р= cosx + —- — 1 > 0 на [0; оо), т. е. cos χ > 1 ——-.

2 4

б) Пусть (/? (ж) = cos х + -ζ—
— — 1 на [0; оо);

ψ1 (χ) = — sin χ + χ ——.

χ3
Положим д (χ) = sin χ — χ + ~-- на [0; оо)),

6
ж2

тогда </ (χ) = cos x + τ-— 1^0 (было уже доказано
Δ

выше).

Значит (/У (х) < 0 на [0; оо), но тогда φ (χ) < 0 на

[0; оо), т. е. cos χ < 1 —— + —, следовательно,

14. Докажите неравенство: tgx + sin χ > 2x на °!2
Пусть f (χ)

—

tg χ + 2 sin χ — Зя;

.,, ч 1
ft

2 cos3 χ - 3cos2x +1
f'{x) = —^-- + 2cosx - 3 = 5

COS^ X COS^ X

(cos a; — 1) (2cosx + l) v,
/ π

-

Для Vz G 0; -
cos^ χ V 2

значит /' (x) > 0.
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0i2

β силу непрерывности и так как

/(0)=0, /(ж)>0ца

т. е. tg χ + 2 sin # — Зж ^ 0.

Тогда tg а? + sin χ ^ Зя — sin χ ^ 3# - χ — 2х

(sin# < χ, а значит —sinχ > —χ).
Γ π\

Итак, tg χ + sin χ > 2# на Κ*5 τ^ Ι *
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Тренировочная работа 13

Вариант А

Вычислите:

2

1. х3 dx\
1

2

2. 3xdx;
-1

1

3. J^dx;
-1

1

4. U/xdx;
1

л
4

9

4

"2

6. cosxdx]
—π

π

7. Ism2xdx;

2

-1

8. |(4 - 3χ) dx;
-2

2

9. |(2ж - Зх2) dx;
-1

-1

10. /(10 - 2а; - бес2) dx.

-2

Вариант Б

Вычислите: ·

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

1

(х (х - 3) (2х + 1) dx;
-2

Ι{Χ+1χ) dx'

-2

4

/ ( 2х η= I dx\
J \ \fi/
1

ГЪх + 2^

-1

1

/л/3 — 2xdx\
-3

5
g

/ , : dX]
0
2

/Зе2ж ώ;
0

8"

cosAxdx;
7Г

8

о
3

7Г

2

7Г

4

/sin2 a;a.

"""4
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Решение тренировочной работы 13

Вариант А

Вычислите:

1. х3dx — { ~х4
{ V4

= \ V " 14) = Τ
= 3'75'

2. /**=(§.») Г =?(#-(-Ц')=|=4Д

3·ΗΗΠΗ
= -(!-(-!)) = -2.

Μdx
1 l+±

ι + i

= -(χ'1)

=I И

IH-G)1 -K-i-έ-
У

/ cte = Ι - · rxl 2

2^ 2 !_I1
2

3 r

= 3( 92 -42 ) =3(3-2) = 3.

2

/6. / cos χ dx — (sin x)\ = sin — — sin(—π) = 1 — 0=1.
7Г 2

/
Γ. / sin 2x dx = I

7Γ ^

7. / sin 2x c?x = I — - cos 2x
π 2
"2

(cos 2π — cos (—π)) =

=

-2 α-нон-1·



554 Интегралы

8. f(4-3x)dx = Ux-^x2)
-2

^ '

1-1

1-2

= (4. (-1) - § . (-1)2) - (4. (-2) -|. (-2)^) =

- ^4 - - + 8 + 5·
4 = 8,5.

2

9. J(2x-3x2)dx^(x2-x*)\
-1

-1

10. / (10 - 2x - 6ar*) ώ = (Ю±

-(4-8)-(1 + 1) = -6.
-1

- x2 - 2x3)
-1

-2
-2

= (-10- 1 + 2) - (-20 - 4 + 16) - -9 + 24 - 16 =

= -25 + 24=-l.
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Вариант Б

Вычислите:

l. ix(x-3)(2x + l)dx^
-2

1

= f (2x3-5x2-3x)dx =

~2

1 4 ^ о ^ 2
- I 7^4 - -X6 - -аГ

2 3 2

1_5_3\ /1 5 3

2 3 2 \2 3 2
'

—«|-а-131—«-

2. /(χ + 1)2ώ=/(χ= + 2 + 1)Λ
-2 -2

1
= -ж* + 2х + Д-2

1-2

Г-2 + 1 -

- [ \хг + 2х - i

._.8_4+_

1-1

—5-Ц«1-4

*■!(?*-&)*-
3 1-

X* ~х
— \ х2 — 6х 2

(16 — 12) — (1 — 6) = 4 + 5 =
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I. [ЩЛах= [Ux3+2x Adx =

-ι -1

5 i+Ι 2 ι-έ

i+i
Χ

ά + -£ = ί 3#3 + Зх2

-ι
-1

= 3( |83+83 (^1)Ι + (-1)ϊ^ =

= 3 (25 + 22 + 1 - 1) = 3 (32 + 4) = 3 · 36 = 108.

|1
1 1

-3 \
1 + 2 -3

= --(3-2х)2
-3

=

-д ί (3-2)2 -(3 + 2-3)2 J «

>-")■"-·§·
6. / . zdx

J л/Зж + 1

= 4 1 (Зя+1)2 I

= 4 (4-1) = 12.

3/,^|2 3

f.-A^ + D1-»

= 4 (15 + 1)2 -(3-0 + 1)2 =

7. |3е2ж^ = |(е2а:) =|(е4-е°) = 1,5(е4-1).

'·/8. / cosAxdx = [ -sin4a;

= i(sin|-sin (-|))= 1.2 = 0,5.
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0 / \;

\ 3 1 + 3 V 2

3+1Ν

2

sM 12

π 3π π

12 V 16

7Γ

16ττ
255 4 85 4

Ϊ2-Ϊ67Γ =~64π·

>·/10. / sin2 xdx =
4

/ dx — ( ^ ( χ — ^ sin 2a;

4

1

2

1 /π

π 1
.

7Γ
— — - sm χ
4 2 2

π 1
.

π'
,

__

1 π_ 1\
_

1

2 Ι 4 2
+

4 2/
~

2
■1 +

π 7Γ-2
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Тренировочная работа 14

Вариант А

Вычислите;

ι

1. / (2х3 - Зх2 - 4х + 1) dx\
-ι

2L
2

2. / sin2xc?x;

3. i^-^dx;
J Χ
-1

о

4. / cos2 xdx\

2

7Г

4

5. / coso;cos3xcix;/
3

6* / sin4xsin2a;<i:r;
7Г

3

4

7. / tga;c?x;

8. /xe^ dx\

dx

о

2

9ч(x + 1) (ж + 3) (z + 4)

6

10. / xsm.xdx.·■/
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Вариант Б

Вычислите:

Ux3-3x2 + x-3 ,

L I—^п—ώ;
-1

з

2> jsm23xdx;
б

71

4

/ cos22o;<ir;

ь
I smSxsmxdx',

7Г

3

I cos2xcosAxdx\

6. Icos χ sm3x dx\

r 3x2
• J 2^+3^

-1

1

8

b

о

9

i(2x2 - 3x) sin (4r3 - Qx2 + 5) eta;

3dx

(x -2){x- 1) (a; + 3)
-1

π

10. IQxcosxdx
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Решение тренировочной работы 14

Вариант А

Вычислите:

1. / (2х3 - Зх2 -4x + l)dx = (]-х4 X Χ

-1

\ - 1 - 2 + Л - Q + 1 - 2 - 1 ) = -1,5 + 1,5 - 0.

2. / sin2xdx = [—-cos2x
_2L
2

= —

-г (COS7T — COs(—7Г)) =±= 0.

з. ι&ψα* ■i(
2 "Μ

χ
3 — 2ж 5 da; =

1 ι- 2 ι-

1-21
з

ж

1
-# = За;3 - 10а;?

-ι
-ι

= (3 - 10) - (-3 + 10) = -14.

Можно было воспользоваться и нечетностью функции.

о и

4. / cos2 xdx = / —

+ cos 2a; 1 / 1
.

—^—— аа; = ^ I a; + ^ sin 2a;

ϊ((«-5·0-(-ϊ-5-·
7Г

4"

4
1

4

5. / cos χ cos За; da; = - /(cos 4a; + cos 2a;) ήχ ==

1/1
,

,

1
. Λ

- - sin 4a; + - sin 2a;
2 V4 2

ΐ('..+ ·.1_(ΐ.0+ι(_1))-·(| + |.1.
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~з ..'■■' з

6. /sin 4ж sin 2ж dx *= -; /(cos 2ж ^ cos 6ж) 'dx

1

2

1

2

1

2

1
.

„

1
·

л

- sin 2ж sm ож
2 6

\2 2 6
,

4 4

V3
4

'

1 л/3 1 ^
■-· — + - -О
2 2 6 ,

с^созж
7. / tg χ dx — I dx = — /

"°~""~

=; - In Icos ж|
7 J cos ж У cos a;
_2t

4

Ь^-Ь. л/5
= 0.

Здесь также можно использовать нечетность.

1 1 il

8. Jxe^dx = ye*2d (ж2) = Μ - ± (β1 - й°) = ± (β - 1)

ζ.

о

с£ж

(χ + 1) (ж + 3) (ж + 4)

Решим задачу методом неопределенных коэффициентов.

1
_

А В С

(ж + 1) (х + 3) (ж + 4)
~~

χ + 1 ж -+- 3 χ + 4
~~

_

Л(ж + 3)(ж + 4) + Б(ж + 1)(ж + 4)+С(ж + 1)(ж + 3)
_

(ж + 1) (ж + 3) (ж + 4)

_

А (ж2 + 7ж + 12) + Б (ж2 + 5ж + 4) + С (ж2 + 4ж + 3)
_

~

(ж +1) (ж +3) (ж + 4)
L~

- (Л + В + g)ж2 + (7А + 5Б + 4С)х + 12Л + 4Б + ЗС
-

(ж + 1)(ж + 3)(ж + 4)

(ж + 1) (ж + 3) (ж + 4)
'
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Тогда

<

ГЛ+Б+С=0 (
7А + 5£ + АС = 0 ; 7 · Ш - Ш <

,
12Л + 4Б + ЗС = 1 12 · Ш - Щ [

ГА+В+С=0

4 · [2] - Ш (0 + 2В + ЗС = 0; <

{ 0 + 0 + ЗС = 1

г

Гогда

(ж + 1) (ж + 3) (а; + 4) 6 (ж + 1) 2

значит

/· da; 1 [ dx '.

'

А + В + С = 0

0 + 2В + ЗС = 0 ;

0 + 8В + 9С = -1
Ζ' 1

Η
*--!·

ч

1 1
ι

(χ + 3) 3 (χ + 4)
'

[ г dx Ι г dx
ι ι / —

(ζ + 1)(ζ + 3)(ζ + 4) ra; + 4
ο ο ο ο

= ^1η|ζ + 1||2-^1η|ζ + 3||2+^1η|ζ + 4||2 =ο Ιο 2 Ιο 3 Ιο

= \ (1η3 - lnl) - \ (Ь5 - ЬЗ) + ^ (Inб - In4) =
О Δ ο

= iln3-^ln5 + iln3 + ^ln2 + ^ln3-|ln2 =

I+ 1 + 1 )1пЗ-^Ь5-^1п2 = 1пЗ-^Ь5-^1п2.
6 2 3/23 23

10. / xsinxdx. Пусть
χ — ν

sin xdx = du

dx = di;

ϊχ = — cos χ
, тогда

xsinxdx = —x cos χ + cos xdx = —x cos χ + sin χ + с,

б" π

значит / χ sin χ dx = (—χ cos χ + sin ж) =
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Вариант Б

Вычислите:

Г 4х3 -Зх2 +х-
'

1 2х-1
-1

4ж3 - Зж2 + χ -

4х3 - 2ж2

— χ -\- χ

- ж2 + ±ж

_>-
2Ж

"

V ι

— dx =

- 3 2ж-1

2z2 - §* + ±

- 3

1

4

-2,75

1\
7

11 ? da
— cl.T, / —

-1

,'2 з 1 2 1 И 1, ,о

= 0 -l-i-i-H'hal-a-nltai».34442/ 6 8

"з 3

2. [ sm23xdx = -

— cos 6х
7

1 / 1
.

п

—- ах — -\х — - sm ой;
2 2 V 6

5 Ι"!-
7Г
_

0

6
^

6

π

4'

7 /1
3. / cos22:rd£ = / -

+ cos Ax
Ί

1 / 1
.

.

— ^# — ι χ _)_ _ sln 4r

^ ζ V 4

-Ι"
π ι

ΛΙ
.._ + _.0|_ γΤΓ + 0

π

4"
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3π - 3π

4. / sin 3χ sin xdx — - /(cos 2x — cos Ax) dx

-

2

Л п
- sin 2ж -

^2
1

, λ
- - sin Ax
4 У

h

π

1 //1
.

4 1.8
τ: ^ sin -π —- sin -π
2 VV 2 3 4 3

1.2 1.4
- sin -π —- sin -π
2 3 4 3

h

2\^4 8 4 8 J
~

2 \^ 2 4
^

_1 3_УЗ__3^3
2

'

4 8
'

1

5. / cos 2ж cos 4x dx = - (cos 6ж + cos 2ar) da;

1/1. ,
1

.
n

=
- I - sin 6a; + - sm2z

1 (f1 ■

л ,
l

- - · sin 4, 5π — -

2 VV6
'

2

1 /1
_

1
_

1 Г

2 U 2 6
+

2
'

i*

1
. / 3π

-sin ——

6 V 2

2

6. / cos χ sin 3x dx

о

1
2

- /(sin4x + sin2x) c?x

о

1 ( 1
,

1
- ( — - cos Ax — - cos 2a:

-Κ(-ί·ι-Η-(-Η))-
_

ι /ι 3
~

2 U +
4

1

2"



Решение тренировочной работы 14 565

-1 -1

I [*<&+*)_
2ж3 + 3

--ln|2x3 + 3|
1

—
- In 3 — - In 1 ±= г- In 3.

-ι 2 2 2

8. ί(2χ2 - Зх) sin (4r3 - 9z2 + 5) dx =±

о

4ж3 - 9ж2 + 5 = £; (12#2 - 18ж) ώτ = dt,

т. е. 6 (2ж2 - Зх) dx = dt.

1 Ι1 1
= -- cos Ux3 - 9x2 + 5) = -- (cos0 - cos 5) =*

6 v 7lo 6

= - (cos 5 - 1).

υ

»■/
-1

3dx

(x -2)(x- 1) (x + 3)

Используем метод неопределенных коэффициентов.
1 ABC

+ ~ +
(x-2)(x-l)(x + S) χ-Ι χ-2 χ + 3

ABC

χ-1 χ-2 χ + 3

_
Α(χ - 2) (χ + 3) + Β (χ - 1) (χ + 3) + С (χ - 2) (χ - 1)

(χ-2) {χ- 1) (ж + 3)

_

Α (χ2 + χ - 6) + Β (χ2 + 2ж - 3) + С (χ2 - Зх + 2)
__

(а;-2)(а;-1)(а; + 3)

_
(Л + В + С) х2 + (Л + 2В - ЗС) χ - 6Л - ЗВ + 2С

^

1
(х - 2) {х - 1) (я + 3)

(х - 2)(х - 1)(х + 3)'
А+В+С=0 (А+В+С=0

А + 2В-ЗС = 0 ; Ш - Ш ^ 0 - £ + 4С = О ;

-6Л-ЗБ + 2С=1 Ш+Ш+Ш I -4Л + 0 + 0=1
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1 В + С=-лВ + С=-
4

-В + 4С = 0 ;Ш + Ш { С=~
ι I °~20 '

тогда
1

- + ;

(χ - 2) (ж - 1) (χ + 3) 4 (ж - 1) 5 (ж - 2) 20 (ж + 3)
'

/· Зс?ж
значит / -. -г—

-—

-г- =

J (χ-2) (х- 1) (χ + 3)
о . о , о .

г ах г ах г ах

J 4(x-l)
+ lb(x-2) +

У20(х + 3)
-1

v

31 1= -^-In \х
-

4
-1|

-1
ч

0 3
,

+-ln Lr-2
-1 5

-1
ч

0 з

_1+-1п|Ж + 3|

=

-^ (lnl - 1п2) + ^ (In2 - 1пЗ) + ^ (1пЗ - 1п2) =

= Tln2 + ~ln2-|ln3 + Jrln3- J-ln2 = 1,21η2-0,451η3.
4 5 5 20 20

π

10. mxcosxdx.

з"

I г; = χ \ dv = dx \

I cos xdx = du\ sin ж = i/
'

xcosxdx= vdu = uv— udv, т.е.

/ χ cos xdx =■ χ sin χ — sinxdx = χ sin χ + cos χ + c.

6x cos χώ — 6 (χ sin ж + cos χ) —

-(<>-»-(ί·24
= -9-\/Зтг.

= 6-1
πУЗ

_

1

6
"

2
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Вычисление площади

Одним из существенных приложений определенного интеграла
является его использование для нахождения площадей фигур
на плоскости.

Пример 1.

у
= f{x) и у = φ(χ) —

непрерывны на [а; 6], причем \/х € [а; 6]
f(x) ^ ψ{χ), значит площадь

фигуры Ф, ограниченной Г(у = /(ж)),
Г(у — ψ{χ)) и прямыми χ = α;

|у г/=/(*)

Ш^1 **

ϊ/=φ(*)

£ф = у (/(ж) - ^(ж)) ас

у=№

χ — 6, вычисляется по формуле

Пример 2.

В данном случае формулой
б

5ф = / (fix) — ψ{χ)) dx в чистом

виде воспользоваться нельзя, так

как на [а;хо] f{x) < φ{χ), а на

[#о5 b] f(x) ^ φ(χ), поэтому для

того, чтобы воспользоваться формулой, нужно разбить [а; 6] на

участки [а;жо] и [#ο?&]:
хо ь

S$= J (φ(χ) - /0)) dx+ J (f(x) - ψ(χ)) dx,

X° y=q>(x)
X

xo

или Бф

χο \ \ b

J (f(x) - ψ(χ)) dx\ + \J (f{x) ~ ψ{χ)) dx
I xo
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Практикум 29

1. Вычислите площадь фигуры ограниченной:

графиком у — х1 — х — 2; прямыми χ = —2, х — Ъ и у = 0.

у=х -х-2

йф =

Sy

2)dx +

- + 2 + 2- + 2-4
6 3 '3 6

-j-2+4

s2 =

S3 =

¥

i-

¥

1 2

~2X

2-4]
1 2

'Ψ'

-2x

-.(-
-2zJ

1

1_1
3~2
3

+2 3-6-2+ = 4
2'

(9-4,5-6)- ( 2--2-4

3-4,5+6-2- 3-4,5+6-2-
О

4-42 3
= 1-

5Ф = Si + 52 + S3 = 11 + 4^ + l\ = ъ\ (кв.ед.)·
6 2 6 6



Практикум 29 569

2. Вычислите площадь фигуры, ограниченной
π π

графиком у — sm χ и прямыми χ — —

—, ж = —,

y=sinjc

2/ = 0.

5ф =

(кв.ед.)·

Далее по умолчанию мы не будем писать квадратных

единиц.

3. Вычислите площадь фигуры, ограниченной:

графиком у = х3 — 6х2 + Их — 6 и прямой у = 0.

Так как у(1) = 1 — 6+11 — 6 = 0, то деля уголком и

раскладывая на множители, получим у = {х — 1)(х — 2){х — 3).

Построим эскиз графика.

у ъ**
<о

В данном случае нет необходимости искать экстремумы.
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Δ Ο

5Ф= Πχ3-βχ2+ 11χ-6) dx+\ ί(χ3-6χ2+ 11χ-6) dx

1 I 2

2

L*-2a?+^x2-6x
4 2

+ -x4-2x3+—x2-6x

= |4 - 16 + 22 - 12 - ^ + 2 -
у

+ 6|+

81 99 111
+ |^-27.2+^-18-4+16^22+12| = ^ + ^-^.1

4 2 '442

4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной:

графиком функции у = (х + 2)2; у = 4-ж и ι/ = 0.

Из эскиза графиков следует,

что отрезок интегрирования

необходимо разбить на два

[-2;0] и [0;4].

0 4

БФ = Si + S2 = J{x + 2)2 dz + j{A - ж)

J

H*+2)y

ч.^
-2 0l

^

Ш
4̂s

w

4
*

ώ

-2

1°
1-2

= ^(ζ + 2)3Γ +(4χ-^2
ο

_ + 16_8=10_.

5. Вычислите площадь фигуры, ограниченной:

:^2
графиком у — 4+^ИУ=-

X"

τ

(график у —
4 +я2

называется локоном Аньеди).

Найдем точки пересечения:

χ

А + х-

= ^-; х4 + 4х2-32 = 0;
ζ2 = 4

х2 = -8 0

ж = 2

ж = -2
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Построим зюкиз графиков.

5φ = 5ΐ"52= /("4 + ^ 4
-2 ч

} 8
, l/2j „/ х\

= / к αχ
— - χ ах = А[ arctg —J 4 + х2 4 У V 2У

= 4(arctg 1 — arctg(—1))

4 n/ 2

3 V 3

.1(14 V 3
χ

2

-2

4 V3

6, Вычислите площадь фигуры, ограниченной:

графиком у — л/а2 — х2 и у — 0 (а > 0)
а

С одной стороны, 5ф = / \/а2 — х2 dx, поэтому сначала

—а

найдем неопределенный интеграл л/а2 — х2 dx.

Пусть χ = asini, тогда

а) dx — a cos t dt;

б) л/а2 — х2 = у а2 — a2 sin21 = a cos t;

/ a cos t · a cos tdt = a2 / cos2£ eft = — /(1 + cos 2t) dt =

a2 / 1
· .A a2,

= — I t + -smzt ) + с — —[t + smtcost) + a

^
χ

.
χ

Вернемся к переменной х, тогда smt — —; t — arcsm —;
a a
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/\Jc? — χ2 dx —
χ χ у/а2 -

arcsm —Η
α α α

ar
+ c =

/

~- γα2 — χ2 + -*- arcsin — + с, тогда
2 2 α

\/ο? — χ2 dx = ( —у ο?· — χ2 + — arcsin —
2 2 α

πα*

"Τ

χ2 —

полуокруж-

С другой стороны, исходя из простейших геометрических

соображений, заметим что у
= να2

У
уравнение окружности. Значит

1 2
в данном случае δφ = -πα .

-α ОТ
Вычислите площадь фигуры, ограниченной:

графиком у = arccos а; и у
= 0.

Так как D(y) = [—1; 1], то учитывая, что у
= arccosa; j ,

ι

arccos 1 = 0, получим 5ф == / arccos x dx, но вычислить

-ι

напрямую такой интеграл довольно непросто. Попробуем
его вычислить, исходя из геометрических соображений.

Действительно, этот

определенный интеграл численно равен

площади криволинейной трапеции

(см. эскиз). И если ее дополнить

до прямоугольника со сторонами,

определенными уравнениями

ж = -1; ж = 1; у = 0; у = π,

и площадь которого равна 2π,

π

2 ι
i/=arccosjc

-1 О

то учитывая центральную симметрию графика у = arccosa;

и прямоугольника относительно точки ( 0; — I ,
можно

утверждать, что площадь криволинейной трапеции равна
половине площади прямоугольника, т. е. π.

ι

Ξφ = / arccos x dx = π.
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8. Вычислите площадь фигуры, ограниченной:

графиком функции у = 6х2 — Их+ 5; у = sin πα;; χ ■■

1

1

2

и χ = 1-

ι) у = 6x2 - Ux + 5; y = 0;

у (2) =!; j/(!) = °-

ж = 1

5
^ = τ

б) у

2/(1) =

flN
yU

= sin7nr.

= 0;

\
| = sm

т. е. точки I

π

2
^1

,2;

\

i

i;

и (1;0) — точки

пересечения, с учетом

интервалов монотон-

"1 1
ности. Тогда на

ι

2;12

Бф — /(sin7nr — (бх2 — Их + 5)) ώ +

1

2

1,5

+ / [бх2 — Их + 5 — sin7nr) dx —

= I — cos πχ
π

- [ 2χ3 - у
χ2 + 5χ +

11
+ [ 2χ3 - —χ2 + Ъх

1,5
— Ι COS7H£

π

1,5

π

. г
П\ /15

1,5- — ) + 1,5-0-
π

_

2 1
_

8 + π

π 4 4
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Трецироеочная работа 15

I. Вычислите:

4

L /cos.TCos3x(ix;

> / ^1 dx;

3, / %_;
π

4, sirfixdx;
о

1д 2

5, / \/еж — 1dx\

6. Ix2 cosxdx.
о

7, Решцте неравенство
α

ί(2 -4х + Зх2) dx < а.

8, Найдите:
/'(1) =* 2

0
5 13 1,

9, Вычислите: / —§ g. γ* da;
У £4 — £4 + ΧΑ

О

10, Вычислите: / \2Х — 2~х\ dx.

-ι

В =?
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II. Вычислите площадь фигуры £ф, ограниченной:

1. у — 6х — х2\ у — х2 — Ах + 8.

2. у = у/х; у = х2] касательными в точке xq
— 1; прямыми

1
х = -; х = 4.

3. у = х2; у = 4г2; у = 1; у = 4.

4. у = х2; у = 6 - ж; У = л/х.

5. у - 4/3^^2; у = v^; I/ = 0.

6. у = 4 - χ2; у = 2х — χ2; χ = 0.

7. y = yft; y= \x-2\.

8. у = х3 — 9х; у — 7х; у — —Ъх.

2
9. у = т^ 7To"i касательной в точке хо

= 1 и прямой χ = 2.
(2ж — I)2

10. у = [я2 + 4ж| - 2х· у = 10-х.

11. 2/=|4-х2|-5; у-7.

12. (у - 1 + \х - 1\)(у -х2 + 2х) < 0.
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Решение тренировочной работы 15

I. Вычислите:

— 4

г h
. / cos χ cos 3x ote — / - (cos 4a; + cos 2ж) c?x =1. / cos a; cos

о

ι Λ
Л

. . sia 4# + - sin 2x
2 \4 2

о

2 4SM + 2Slilr USm0+2Sm0
1

4"

2. [
Χ

2

Χ

dx =; /Μ~~2 - Χ1"2) ЙЯ =

—^Γ^1+2 — 1η χ
ι + ί

— [ χ2 ~ 1η Ж

9

_(|WUta»)-(|-bi) =

= 18 -^ In 9 - | = 17i - 2 In 3.
О О

/г
dx

+ >/»'+'!

Пусть 1 +vV+ 1 ч= t; л/жП = *-1; χ + 1 = (ΐ-1)2;
ж = (£ — Ι)2 — 1; χ = ί2-2ί; dx = (2t - 2) dt и

Тогда J—
dx

+ λ/χ+Ϊ
= (2 (1 + Vx+ΐ) - 21η (1 + y/x+T))

= 6-2ЬЗ-4 + 21п2 = 2 + 21р-
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π

/sin3 xdx.
о

Вначале вычислим неопределенный интеграл

/ sin3 cq dx = / sin x (l — cos2 x) dx =

Пусть cos ж
—

t] — sin ж dx =^ dt.

= - / (1 - i2) dt = -t + -i3 + с = - cosz + - cos3 x + c.

J о о

Значит /sin3 xdx = ( — cos# +
- cos3 χ )

о
^ '

1 о / 1 ο λ
= — cos π + -

cos π — ( — cos 0 + - cos 0 ) =

ldx.

In 2

0

Найдем неопределенный интеграл / y/ex — 1 c?x =

Пусть \Jex — 1 = £;

где еж = ί2 + 1.

exdx
dt; dx

2tdt

ft-2tdt f/ 2 \
7 ft Л

= /7^ = A2-^ri = 2i-2arctgi+c=

= 2х/еж - 1 - 2 arctg χ/β* - 1 + с.

Значит

In 2
In 2

О
/ yjex - 1 dx - 2 (л/еж - 1 - arctg л/е* - l)
о

= 2 (Veln2-1 - arctg Veln2 - l) - 2(0 - arctg0) =

= 2(1 - arctg 1) =*= 2
π 4 — π

2
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з

6. χ2 cos χ dx.

о

Вначале найдем неопределенный интеграл / х2 cos x dx =

du = 2xdx\
Положим

χ2 = и

dv = cos x dx ν = sin χ

— χ2 sin x -ι2χ sin χ dx —

Пусть
χ = и

dv = sin x dx

du = dx

ν = — cos χ
, тогда

χ sin χ dx = —x cos χ + / cos xdx = —x cos ж + sin χ + ci.

= x2 sin χ + 2x cos χ — 2 sin χ + с. Значит

χ2 cos xdx = (χ2 sin χ + 2ж cos χ — 2 sin χ)

ι!.^ + Ηξ.1_2.^)_(0+0-2.ο) =

9 2 3 2 2
y '

18 3

7. Решите неравенство:
и,

ί(2-4χ + 3χ2) dx^ a.

о

Так как ί (2 - Ах + Зх2) dx = 2х - 2х2 + х3 + с, то

(2ж - 2х2 + х3) < а, тогда

2а - 2а2 + а3 ^ а; а3 - 2а2 + а < 0; а(а - I)2 < 0.

а

а Е (-oo;0]U{l}.
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8. Найдите: f{x) = А-2Х + В;

/'(1) = 2
з

Jf(x) dx =
А=?

Β=Ί

f'(x) = Α·2Χ In 2; /'(1) = 2; А · 2 In 2 = 2; А = log2 e.

з
г ι3
/ (2хlog2е + Б) dx = (2хlog^е + Вх)\ =

J IО
о

= 81ogie + 35-log^e = 7; 7 log^ е + 3£ = 7;

3B = 7(l-log|e); B = ^(l-log|e).
Ответ: Л = log2 е; Б = - (l - log^ е) .

5 13 I

λ Я 4 + £4
У. / —д | γ- αχ.

J Χ* — X* + £4

13 ι
X 4 + £4

Преобразуем
X4 (χ3 + l)

- - — - / о ι \

Ж4 -Ж4 + £4 £4 (^z — X +1)

тогда /(^+l)<b=(ix2 + x)|' = i(|-l) + (|
25 5 25

о

10. f \2X -2~x\ dx.

-1

Так как 12* - 2-*Ί =
2Ж - 2~х если а; ^ О

2-х _ 2* если χ
, то получим

υ * и

= J \2x-2~x\'dx= f (2-x-2x)dx = (-2-x-2x)\og2e

= ((_2o_2o)_(_2]_2-1))log2e =

= (-2 + ^ + 2jlog2e=^log2e.

о

-1
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II. Вычислите площадь фигуры θφ, ограниченной графиками.

1. Вычислите площадь фигуры 5ф, ограниченной
графиками у = 6ж — ж2; у = х1 — Ах + 8.

у=х2~4х+8
6ж - х2 = х2 - 4ж + 8;

2ж2 - 10ж + 8 = 0;

х2 - 5ж + 4 = 0;

х-1

χ = 4

4

£ф = /((бж - ж2) - ж2 + 4ж - 8) с?ж =

ι

= ί(~2χ2 + 10ж - 8) с?ж = (-~я3 + 5ж2 - 8ж J

= -| · 43 + 5 · 42 - 32 - (~ + 5 - &\ =

128 2 2 2
=

—γ
+ 80-32 + - + 3 = -42- + - + 51 = 9.

2. Вычислите площадь фигуры 5ф, ограниченной
графиками у = -у/ж; у = χ2^ касательными в точке жо

= 1; пря-
1

мыми χ = —; ж = 4.

ГУ №

16-И-

N.

/̂

-01 ДЛ*.**>
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а) Для у = х2 у'х = 2х; у'х=1 = 2;

у = у(1) + у'х=1(х-1).
y=l + 2(x-l) = 2x-l. \у = 2х-1

1 1
б) Для у = у/х 2/i = 2~^; 2/χ=ι = 2; У = У(1)+Ух=Лх-1)·

y = l+l-(x-l)=l-{x + l).

S = S1 + S2 + S3 + SA.
ι

Si = J(\{x + 1) - Vi\ dx =

ν = ψ + ΐ)

2
'

2
χ + -χ ■

1 +
-х1П

1 о 1 2 3

=

[r +2X~3X~2
1 1_2

,4
+

2 3

J__ /_5__ л/2
12 ^16 6

ι

1 + I.1-* i/i =

16 2 2 3 2]j 2 J
__11 \/2

_

8\/2 - 11

48
+

6 48
'

S2 = f(x2-2x + 1) dx = f{x - ifdx = hx - if

_

ι
'

ι /_iy_ _!
~

3
'

3 V 2J
~

24'

г 1
S3= (x2 - 2x + 1) dx = -(x - if Ч-з3-°=ι 3

S4 = J(^(x + l)- νή dx =(\(x + I)2 - f*4
= li·5

2 2 ^z
.42

3/ 4

1,27
53-1 +

3
=

Ϊ2·

„ 8л/2-11 1
Л

7 л/2 1 7 11
ft

S=-48- + 24+9 + i2
=

T
+
^

+ i2-48+9
=

48 6
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3. Вычислите площадь фигуры S$, ограниченной
графиками у = х2\ у = 4ж2; у = 1; у = 4.

£ф = 5Ί + ^2 + £з + ^4·

.2
Так как

у
= х*

четные
у
= Ах2

функции, то Бф = 2(5χ +5г)
ι

51= J(4x2-1) dx =

= {-х -χ

4 χ_ί(Ί3 V2
1\_1_1 1

_

1 1
_

2
+
2/ _3~6

+
2_6

+
2~3'

S2= [(4- χ2) dx = Ux - ^хА

4. Вычислите площадь фигуры θ'φ, ограниченной
графиками у = х2\ у — 6 — ж; у

= -у/ж.

2

5ι = / (ж2 - χ/^) ^ =

1
ч |2

1 о 2 з

~Ж
— ~Ж2

3 3

-(S-M-G-I)-
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:Х
2 з

-Х2S2 = / (6 — х — у/х) dx = ( 6χ — ~

2
^

.(M-8-|.f)-(u-2-|.av5) =

-»-ί-»+&-Η*-*-±μ.
с 9-4V2 2 + 4л/2 И 2

5. Вычислите площадь фигуры θφ, ограниченной

графиками у = \/За; — 2; у = v^S; у = 0.

Найдем абсциссы точек пересечения. у/Зх — 2 =? ν^ϋτ.

(За; - 2)3 = (4а;)2;

27а;3 - 54а;2 + 36а; - 8 - Ш2 = 0;

27а;3 - 70а;2 + 36а; - 8 = 0;

/(2) = 27 · 8 - 70 · 4 + 72 - 8 = 0;

27а;3 -70ж2 +36а; -8

27а;3 -54а;2

х-2

27а;2 -16а;+ 4
- 16ж2+36а;
-16а;2+32х

4а;-8

4ж-8
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£Ф = i\/4xdx + f (ffix - у/Зх - 2) dx =

= У~4
l + h

ххП Jn.lj.^L.f
О

-4K!)V!*-*i(§)4(G)4-
3 2 /2\ 3324324 4 2 1 о 3

--23 f - 1 +--23-23 2з.2з.3_5-_.32.23-3~2 =

4 \3/ 4 4 3

= ?.22·3-3 + ?·22 зН . 22-2 - г4 · 35-1-! =

= 3-*+3-3-*-^ = ι|.
6. Вычислите площадь фигуры 5ф, ограниченной

графиками ?/ = 4 — х2; у = 2х — х2\ χ = 0.

Начертим эскиз графиков.

5Ф = [(4-х2- (2х-х2)) dx= ί(4-χ2-2χ + χ2) dx

о о

2
I2

= (4-2x)dx = (4x-x2)\ =

J 10

4 = 4.
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7. Вычислите площадь фигуры 5ф, ограниченной

графиками у = у/х; у = \х — 2|.

Найдем точки пересечения и начертим эскиз графиков.

а) у/х = \х - 2|;

χ = х2 - Ах + 4; ж2 - 5ж + 4 = 0;
ж = 1

ж = 4
'

б) у = \х - 2| =
ж - 2; ж ^г 2

2-ж; ж<2
'

у=|х-2|

5Ф = /(^/ж" - (2 - ж)) dx + /(^ - (ж - 2)) dx =

/2 з
о

1 2
= ( дЖ2

-2ж + -ж2 + ( -ж§--ж2 + 2ж

1 1 2
= -·22-4+-·4-- + 2-^ + -·42·42 + 2·4-

3 2- 3 2 3 2

ί·22+^·22-2.2 =

3 3 2 6
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8. Вычислите площадь фигуры 5ф, ограниченной

графиками у = х3 — 9х] у = 7х\ у — —Ъх.

Найдем точки пересечения и начертим эскиз графиков.

а) х3 — 9х = —5х;

х = 0

х = 2 ;

х = -2

б) х3 - 9х = 7х;

χ = 4

χ = -4

Так как /(ж) — —f{x) для всех трех функций, то их

графики центрально-симметричны относительно начала

координат. Тогда θφ = 2 (Si + 52).
2 2

|2
Si = ί(7χ - (-5я)) dx = il2xdx = (6χ2) = 24;

ο ο
°

4 4

£2 = i(jx -xs + 9x) dx = ί(!6χ - χ3) dx =

! /\\Α

lio^Mvyi

-10'
W3 4

w

X

= 128 - 64 + 32 - 4 = 92;

5Ф = 2(24 + 92) = 232.

9. Вычислите площадь фигуры S&, ограниченной
2

графиком у =
—

—тг; касательной в точке xq = 1
[2х

— 1)^
и прямой а; = 2.

Найдем уравнение касательной.

у' = -4(2ж-1)-2-1-2 =

2
(2ж-1)3'

2/(1) =
(2-1-1)2

= 2; у'(1) =
(2-1-1)3

у = 2 + (-8)(ж - 1); | у = -8х + 10
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Построим эскиз графиков.

у=~8х+10

2 ,

1
Ч

2
/

(2х - I)2
(-8а; + 10) dx =

+ 8х - 10 dx
(2х - I)2

Найдем Ij^hrdx-
Пусть 2х — 1 = t; 2dx — dt, тогда

2

J (2x - l)2
■ J i2 1 -(2x - l)2

значит 5ф =

/ 1

i1"2 + c =

2a;-1
+ c,

2a;-1
+ 4r2 - 10a;

4_i+16-20l-(-l+4-10) = 2-.
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10. Вычислите площадь фигуры θφ, ограниченной

графиками у = \х2 + Ах\ — 2х\ у = 10 — х.

Построим эскиз графиков, найдем точки их пересечения.

а) у = \х2 + Ах\ — 2х =
х2 + Ах - 2х\ χ < -4; χ ^ 0

-х2 -Ах- 2х; -4 < χ < 0

χ2 + 2χ; χ < -А; х ^ 0

-х2 - 6ж; -4 < я < 0

б) |х2 + 4х| -2ж = 10-ж

|х2 + 4я| = 10 + х] (х2 + Ах)2 = (10 + я)2;

(х2 + Ах - 10 - х) (х2 + Ах + 10 + х) = 0;

(х2 + 3х- 10) (ж2 + Ъх + 10) = 0

£><0

χ = —5

х = 2

10\ л

5ф = Si + S2 + S3]
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-4 -4

5ι= I (10 - χ - (χ2 + 2х)) dx = ί (10 - Зж - χ2) dx =

= Ι 10χ - ?ж2 - ^ж3
= -40 - 24 +

64
rn

75 125

-5°-y +
x

= -64 + 2l| + 50 + 37^ - 41- = -84^ + 87,5 = 3^;
о о

S2= ί ((10-ж)- (-x2-6x))dx= ( (x2 + 5x + 10)dx=

= \~χά + ^x* + 10ж

2

= 0
-4

f + 40-40)=2li;
£3 = /"((10 - ж) - (ж2 + 2а;)) dx = /(10 - Зж - ж2) tte =

о

= I 10z - \x2 - ^ж3
0

= 20-6-^-0 = 20-8- = lli;
3 3 3'

β·-3ϊ + Μ5 + Ι1ί-35ϊ·
11. Вычислите площадь фигуры 5ф, ограниченной

графиками у = |4 — х2\ — 5; у — 7.

Построим эскиз графиков, найдем точки их пересечения.

... 2| /4-ж2-5; -2<ж<2
а) |4-^|-5=|ж2 4-5; ж < -2; ж ^2

У =
-ж2 - 1; -2 < ж < 2

ж2 - 9; ж < -2; ж ^ 2 '

ж2 - 9 = 7;
ж = 4

ж = -4
;
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у=х2-9

х2-1

f(—x) — f(x) — четная, поэтому S& — 2 (S\ + S<i),
2 2

5Ί^= |(7- (-χ2-ΐ)) ώ= ί(8 + χ2) dx =

= [8χ + -xc _ie+5-0-18si

52 = /(7 - (ж2 - 9)) cfe = /(16 - χ2) dx =

= ( 16χ - -χζ ■«-¥-(»-!)—»Η-»1;
5Φ = 2 ( 18- + 13^ ] = 64.

12. Найдите площадь фигуры, ограниченной заданным

неравенством (у — 1 + \х — 1|)(у — х2 + 2ж) < 0.

Построим эскиз графиков и определим области

ограничения.

}у
а) у= 1 - \х~ 1| ==

2-х; ж ^ 1

ж; χ < 1■{
ι/
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б) Очевидно, что при 0 ^ χ ^ 2

у = f(x) = 1 - \х - 1| ^ 0, а у
= д{х) = х2 - 2х < О,

т. е. неравенство (у — 1 + \х — 1|)(у — χ + 2ж) ^ 0 верно.

в) При χ < 0 или ж > 2 ограничения нет. Замкнутая
фигура не определена.

г) Так как обе кривые симметричны относительно χ = 1,
1 1

то БФ = 2 /(ж - (я2 - 2а;)) dx = 2 /(-я2 + Зя) ώ =

= 21-1*·+^ :->((-й-»к
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Решение задач

Тренировочная работа 16

I. Вычислите:

1. / ( 3x"5 + 2cos23x ту— + -77= I dx;' 1 йт22х ^з//(■
/(

ОХ + у X -\- X . оЛ , or \ 7

ctg^ 2x + 3x dx\
УХЬ

3. / ( sin2:r cos 4г Η— ] dx;

У ^тт;

/lnx*i
■/
' У л/^Т2 + 3'

/· (Ux-4)dx
'

У ж2 + 2х - 8
'

/da;—7 7Т7 ττ (χ > 1);
ж(х + 1)(ж-1)

v h

( sin a; dx
10.

4

In a; da;

. xdx
6. / —;

cos^a:

cia;
7

8

2 cos2 a; — 3 cos χ + 1'

η· /(.7^ +7^ + ΓΤΤ6^)ώ;

/^arcsi
arcsin 2x

12. / , da;;
4а;2

f ox
—

» ,
13. / =dx;

За;-9

А2 - 2а; - 49
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[ ctg χ dx

J 3 sin2 x + 2 cos2 χ - 1'
7Γ

3

15. sm32xdx;
4

1

16. f (\2х + 1\ - \х\)2 dx.

-ι

II. Название группы примеров:

1. Дано f{x) = 9 - χ2; д{х) = 2х2 - бх.

Найдите:

а) угол между кривыми;

б) йф, ограниченную кривыми f{x) и д(#),
касательными, проведенными в точке пересечения, и прямыми

χ — —2; ж = 1.

2. Вычислите 5ф, ограниченную у = х3 — 3& и касательными,

параллельными прямой у = 9х + 11.

3. Вычислите площадь, ограниченную у ^ uc2 и касательны-

м„ к криво*, ПГ»веденнымИ через ТоЧКу А (-1; -2
4. Вычислите площадь, ограниченную у

— б£ — χ \ χ — 1;
χ = 4; касательной к кривой, проведенной в точке,

лежащей на [1;4]. Найдите: S(x)\ 5наиб; SH
5. Докажите:

|π

■'наим*

π г ах

а) — < / —ту— ^ тг;У
2 У 14- sin2 χ

4

2

б) 3,5</^±|ώ<4,5.+ :
о

6. Найдите область изменения площади фигуры,
ограниченной графиком у — х2 + 6х 4- 10, картельной к кривой

и прямыми χ — —4 и χ =
— 1.
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Решение тренировочной работы 16

I. Вычислите:

/(■Зх~ъ + 2 cos2 Зх - —*— + -77== I dx =
sin^ 2x ухз

- J3x~bdx + /(1 + cos 6x)dx-2 ζ +5 /aft da;

,1-5 1
= -ж

D
+ χ + - sin 6x + - ctg 2x Η -

1 — 5 ο ζ ι __ £
1

4

ο -ι

= — -x~4 + - sin6x + ctg2x + 20^4 +a; + c.

4 6

2Г 4 +c =

-3 , л3/Д , JlЪх~6 + </хг +
ctg^ 2x + 3х dx

6/-F
vr

,-3-t 2-13x
ό

6 +χ3 6 +χζ 6+1
1

sin2 2x
+ 3X ) dx =

Л-з| 1 i-i 1
z1+2~6 +Γ-Χ1 °6 + -X* 6 +

l-3§ 1-J 1 + 2-1
+ χ + - ctg 2x + 3* log3 e + с =

ζ

18 _o5 6 5 6 13 1
ft nTl

-—x 6 +-x6 +-ζχβ +x + - ctg2x + 3X log3 e + с

II ο Ιο ζ

'·/(sin 2x cos 4ж + ;wo<sin 6x — sin 2ж) Η— 1 dx =
χ

—

- ( — - cos 6ж + - cos 2x I +7 In \x\ + с =

Ζ \ Ό Ζ /

= —— cos6:r + -cos2x + 71пЫ + с.
12 4

'

/* 8ж3 dx τ

/
8

= Пусть ar = ί; 4ar da; = at.

f 2dt „4
= / ~2—T"

= arc^§ t + c = 2 arctg χ + c.
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/

-/

Inxdx

tdt

'

Пусть In χ == t\ — dx
X

~ dt; χ — eb.

(метод интегрирования по частям)
t = и

dv = e~ldt

dt = du

ν = —e~l

= -te
r 11

-*+ е-гаг = -е-1пхЛпх-е-1пх +с=--Ых--+с.
J XX

X = Uf χ dx

J cos2χ

= xtgx— / tgxdx = xtgx+ /

dx = du

υ = tg:r

dcosx

cos χ

— χ tg χ + In | cos x\ + 6,

+ 2 + 3

Пусть у/х + 2 = t;

-№-!(*■

dx

2\/z + 2

6
"

i + 3

dt; dx — 2tdt

dt = 2t-61n(i + 3) + c =

= 2y/x + 2 - 61n (y/x + 2 + 3) +c.

/" (11a;-4) da;
_

x2 + 2a; - 8

ll(x + l) 15
da; —

J \x2 + 2x-8 (a;+ l)2-9

Пусть χ2 + 2x - 8 = t; 2{x + 1) dx = dt

dx

-τ/?-*/
11, ..

=

у
ь |*|

11

15

(a; + l)2 - 9

(x + 1) - 3

(x + 1) + 3
+ c =

= — ln|z2 + 2x-8| •In
lag — 21

\x + 4
+ c.
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<·/
dx

х(х + 1)(х- 1)
(χ > 1).

Применим известный метод неопределенных

коэффициентов.

1 ABC
= - + —^г +

ж(ж + 1)(ж — 1) ж ж + 1 ж — 1

_

Л (ж2 - 1) + β (ж2 - ж) + С (χ2 + χ)
~

ж(ж + 1)(ж- 1)
_(Α + Β + С)х2 + {С-В)х-А

x{x + l){x- 1)

Так как 1 = (А + В + С)х2 + (С - В)х - Д

(-Л-1
то < С — В = 0 ,

значит <

[а+в+с=о

1 1 1
т. е. —: г-, г = 1- —,

\А = -\

Н.
ν

1
-7Т + —, ГТ

х(х + 1)(х-1) χ 2(ж + 1) 2(я-1)'

тогда / ж(ж + 1)(ж- 1)
1
+

1 1
+

χ 2(з + 1) 2(ж-1)
с£ж

= - 1пж+- 1п(ж+1) + - 1п(ж-1) +с = In у/(х + 1)(х-1)
X

+ с.

10. /
sin χώ

2 cos2 χ — 3 cos χ + 1

а) Пусть cos :r = t\ — sin xdx — dt

sin .τ ώ
Тогда

3 cos χ + 1/six2 cos2 χ -

Г -dt
_

__

Г dt
~

J W^U+l
~~~

J (ί-1)(2ί-ΐ);
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А В
_

A(2t - 1) + B(t - 1)
_

'

(t-l)(2t-l) t-l^2t-l (t — 1)(2ί — 1)

_

2At - A + Bt - В
_

(2Л + B)t-A-B

{
(t — l)(2t — 1) (t-l)(2i-l)

-, значит

2A + B = 0

-A-B=l

2A + В = 0

Л + 0 = 1

1

β = -2

A = l

1
т.е.

Итак,

(ί-1)(2ί-1) t-1 2t-l

dt

■I (t-l)(2t-l)
= /(2ΓΓϊ-^τ)Λ =

= 2--b|2t-l|-b|t-l|+c = ln|2cosa;-l|-lii|cosa;-l|+c =

11

= ln

•/С

2 cos ж — 1

cos χ — 1

4

+ c.

f COS Ж 7^ 1

,
ι

COS Ж ψ
-

+ +
^ψ2 %/9^^2 1 + 16ж2

dx =

= 4 f(x + 2)-%dx + 5
dx

+
V32 - ж2 16:/tt

ώ

(ϊ) +(*)2
1 ι со 3

— 4 . (x _|_2)1_2 + 5 arcsin- + — · 4arctg4r + с =

1-3
ж з

= 8\/x + 2 + 5 arcsin - + - arctg Ax + c.

12. /
-5/·

0arcsin 2x

Vl - 4ж2
cte =

ι*

Пусть arcsin 2x = t\
2dx

y/l - Ax2
dt

el dt = -e + с
„
arcsin 2ж

+ c
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.«ι
Зх-9

13. / = dx ='

J V'x2 - 2x - 49

_

/* 3(ж — l)(Ar
:ώ /:

6 da;

Vx2 - 2a; - 49 У ^/(a; - l)2 - 50

Пусть ar2 - 2ar - 49 = t; 2(x -l)dx = dt,

тогда / -

3(x-
л/ar2 -

ί _3

-i)
■2x-

1

dx

-49

-ζ1"= 1 f^L = l.^t1-12+c^3t2+c = 3Vx2--2x-49 + c.

Так как

/

/

ώ;

V(a; - Ι)2 - 50

За;-9

= ln

Va;2-2a;-49
dx

χ — 1 + ух2 — 2x — 49 + с, то

3(ar — 1)ώ; /* 6 da;/· 3(s - 1) dx Г
~

J Vx2-2x-49 J л/(аТ2a;-49 J \/(a;-l)2 - 50

= 3Vx2 - 2x - 49 - 61n \x - 1 + л/а;2 - 2a; - 49 + c.

14 / ctg a; da;
_ /"_

J 3 sin2 a; + 2 cos2 χ — 1 7 ςι·

ctg a; da;

sin2 а; (з +2 ctg2 a;--4^)
dx

sin2 χ
dt.Пусть ctg χ — t\

Учтем, что —з—
= 1 + ctg2 χ.

sin ж

/
-tdt

3 + 2ί2 - (1 + ί2)
__

Γ tdt __1 Ζ1

"J t* + 2-~2j
1 /· d(f2 + 2)

ί2 + 2

1 1
= -- In \t2 + 2| + с = -- In (ctg2 ж + 2) + с.
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з

15. Is\v?2xdx

Учтем, что

sin3 2х = - sin 2ж(1 — cos Ах) = - (sin 2х — sin 2x cos 4ж)
Δ Δ

1113 1
= - sin 2x —- sin 6x + - sin 2х = - sin 2ж —- sin 6x.

2 4 4 4 4

3
1 /
^ / (3 sin 2x — sin 6ж) dx =

1/3 0
1

—
-· I — - cos 2x + - cos ox

1/32 1
0

3 π 1 3

β4Γ2^3π
+ 6ΟΜ27Γ+2ΟΟΒ2"6°0827Γ

_

1 /3 1\
_

11
~

4 U +
67 "48'

1

16. f (\2x + l\-\x\)2 dx =

Пусть f(x) = (\2x + 1| — \x\) , тогда

на

на

на

f(x) = (-2x-l + x)2 = (x + l)2;

f(x) = (2s + 1 + x)2 = (3s + l)2;

0; 1] f(x) = (2s + 1 - x)2 = (x + l)2.

^<* + D3
-0,5 1

+-(3x + iy +-(x + lf
-0,5 о

1 1
n

1 1 1 «2 1
nr

=

Г8-°+9 + 9-8+23-3=2'5·
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II. Название группы примеров:

1. Дано f(x) = 9-χ2; д{х) = 2х2 - 6х.

а) Найдите угол между кривыми.

Выясним для этого наличие точек пересечения:

д{х) = f(x); 9 - χ2 = 2х2 - 6х;

Зх2 - 6х - 9 = 0;
χ = 3

х = -1

1. f'(x) = -2х; /'(3) = -6 = fci;

д'(х)=4х-6; д'(3) = 6 = к2.
. а h-k2 -6
tg6»i = ,

т.е. tg(?i =
l + Mfe'

3 f
12

^arctg-.

12

l + 6(-6) 35'

2. я = -1; /'(-1)=2; ^(-1) = -10;
-10-2 12

n
12

tgg2=l + 2(-10)
=

19; ^ =

агс^19·

б) Вычислите θφ, ограниченную кривыми f{x) и #(#),
касательными, проведенными в точке пересечения,

и прямыми χ = —2; χ = 1.

y = -10x-2

J/=2jT- 6jc
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1. /'(-1) = 2; /(-1) = 8; у = 8 + 2{х + 1);

у — 2х + 10 — касательная.

2. </(-1) = -10; д(-1) = 8; у = 8 - 10(* + 1);

у =
— 10ж — 2 — касательная.

3. вф = S\ + S2 + S3 + SV

-ι

4. 5Ί = / (2χ2 -6χ + Ш + 2) dx =

-2

-1

= | (2χ2 + 4ζ + 2) dx = -(χ + if
-ι

-2

2
/ΛΧ / 2\ 2

-1 -1

S2= Ι (2χ + 10 + χ2-9) dx= f{x Λ-If
-2 -2

2ώ =

Φ+ι>3ΓΗО 1-2 о

\ ι
53 = / (2ж + 10 + х2 - 9) cte =--(ж + 1)г

-1

2 2
= 2- - 0 = 2-;

3 3

г 2
54 = / (2ж2 - 6z + 10ж + 2) cte = -(ж + 1)с

-1

з з

5·*=§+|+2§+5Ι-β·
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2. Вычислите θφ, ограниченную графиком у = х3 — Зх и

касательными, параллельными прямой у = 9х + 11.

=Лу=х0-3х

у' = Зх2 - 3; у' = 9 (k = 9 = tg(p для у = 9х + 11).

Значит Зя2 - 3 = 9; х2 = 4;

х = 2

х = -2
— точки касания.

а) а; = 2; у'(2) = 9; у(2) = 2;

у = 2 + 9{х — 2); у = 9:г — 16 — касательная.

Найдем точки пересечения касательной с кривой.

у — х3 — Зх\ хг — Зх — 9х — 16;

φ{χ) = х3 - Ylx + 16; ψ{2) = 0;

х3-12х+16

χ' '•-2х2 χ2 + 2х - 8

2х2 -Ylx

2х2 -Ах

_

- 8а; + 16

-8х + 16

φ(χ) = (χ~2)2(χ + 4)
χ = 2 — касание;

х = —4 — пересечение.
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б) χ = -2; у(-2) = -2; у - -2 + 9(х + 2);

у ~ 9х + 16 — касательная.

Найдем точки пересечения.

х3 - Зх = 9х + 16

<р(ж) = х3 - 12а; - 16; φ(-2) = 0

χ3- Ylx -16

х3+ 2х2

_

-2х2-12х
-2х2 -4ж

х + 2

х2 - 2х - 8

- 8х - 16

-8х - 16

χ = —2 — касание;

х = 4 — пересечение.

2

^) = (х + 2)2(х-4);

-2

5Ф= f(x3-3x-9x+16)dx+ i(9x+16-9x+lQ)dx+
-4 -2

4

+ ί(9χ + 16 - χ3 + Зж) da; =

2

-2 2 4

= /(χ3-12χ+16)ώ+ is2dx+ f(-x3 + 12x+16) dx

-4

^[^r4-6x2+ 16:r

-2

-2

+32x1 +( -ix4+6x2 + 16a;

= 4 - 24 - 32 - 64 + 96 + 64 + 64 + 64-

- 64 + 96 + 64 + 4 - 24 - 32 =

= 216.
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3. Вычислите площадь, ограниченную у — х2 и

касательными к кривой, проведенными через точку А ( —-; —2

у=-4х-4 Лг2^-1

а) у' = 2х\ у = ах + 6.

A G Г(у = αχ+ 6), где А

-2 = —а + 6; α = 26+ 4.
ζ*

у = (26 + 4)я + 6;

х2 = (26 + 4)я + 6; х2 - 2(6 + 2)х - 6 = 0;

D = (6 + 2)2 + 6 = 0 — условие единственности корня,

т. е. точки касания.

"6= -1; а = 2

6 = -4; а = -4
'

у = 2х — 1 и г/ = —4х — 4 — касательные.

^0
= ^ + 2 при 6=— 1; жо = 1; ПРИ 6 = —4; xq :

б2 + 56 + 4 = 0; т.е.

, = -2.

б) 5ф = J (х2 + 4х + 4) da + ί (χ2 -2х + l) dz =

-2

= 1(Ж + 2)3ГЧ^-1)3|11d 1-2 d l-i

1 /27 Λ Ι/ / 27

"5 (Τ"0 +з'°-'-- = ? + ? = ^=2,25.
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4. Вычислите площадь, ограниченную

графиком у = 6ж — ж2; ж = 1; ж = 4 и касательной к

кривой, проведенной в точке отрезка [1;4].
Найти: 5(ж0); 5наи6; 5наиы.

kV , ι, 2

а) у' = б - 2х = 2(3 - ж); у'(х0) = 2(3 - ж0);

у(хо) = 6ж0 -ж2,; у = 6ж0 - Хо + 2(3 - хо)(х - ж0);
2/ = 2(3 — ж0)ж + 6ж0

-

Xq
- бжо - 2x1;

у = 2(3 — хо)х + ж2, — уравнение касательной.

4

б) / (2(3 - ж0)ж + xl - 6ж + ж2) cte =

- I Л(ж2(3 - ж0) + х%х - Зж2 + -ж3)
. . о .„ 64 /

= 16(3 - ж0) + 4ж§ - 48 +
1

3-ж0 + ж0-3 + - =

= 48 - 1бж0 - 48 + 21- + Зж2, + ж0 - -

= 3x1 - 15ж0 + 21, т. е. 5(ж0) = Зж2, - 15ж0 + 21

в) 5'(ж0) = 6ж0 - 15; 5'(ж0) = 0; ж0 = 2,5;

5(2,5) = 3 · 6,25 - 15 · 2,5 + 21 - 2,25;

5(1) = 3-15 + 21 = 9;

5(4) = 48 - 60 + 21 = 9,

т. в. онаим
— z, zoj <Ьнаиб — J-
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5. Докажите:

dxπ г их

}
2
^

У 1 + sin2 χ

υ

Известно, что A(b - α) < if (χ) dx < В(Ъ - α),

где А = унаим; а Б = ун

1 + sin2 χ'
у' =

2 sin χ · cos χ
___

sin 2x

(l + sin2x)2 (l + sin2x)2
'

π.

у' — 0; sin2x = 0; χ = —к.
Δι

Так как х €

π 5

4;4
π , το

при
fc=:1; Ж = 1'· У(|)=5
k = 2] χ = π ; у (π) = 1

Унаим <-ч

Унаиб — 1

Учитывая, что b — а = -π —- = π,
4 4

5
-π

dx
получим -·π ζ / 7)— < 1 ·

π,1

+ sinz χ

4

^·π < /-
2 7ΐ

что и требовалось доказать.

ж2+ 5
б) 3,5 *Ξ [^— dx < 4,5.

ι/ tZ/ | Δι

у =
х2 + Ъ

.χ2+ 2'

,
_

2х (х2 + 2) - 2х (х2 + 5) 6z

(жЧ^)5
~

~

(ж2 + 2)
2

·
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На [0;2]:
2/(0) = 2,5

у(2) = 1,5

6 — а — 2 — 0 = 2, тогда

V + 5

2/наиб — Л5

ж2+ 5

2'1,5</^Т2^<2-2'5; 3</^Τ2ώ<5~
о о

слишком грубая оценка.

Разобьем отрезок [0; 2] на два
— [0; 1] и [1; 2].

гх2 + Ъ . /·χ2 + 5
7 /-я2+ 5 .

/ —о αχ = —ζ αχ + / -τ; αχ.

J χ2+ 2 J χ2+ 2 J χ2+ 2
0 0 1

На [0;1] Уи!^2,5; & " α = ! " ° = ^ Т0ГДа

ο

2 2 ι r
2 2 ι с

ι ο

?χ2 + 5
3,5 < / -τ;—- dx < 4,5 что и требовалось доказать

У аг + 2

6. Найдите область изменения площади фигуры,
ограниченной графиком у — х2 + 6х+10, касательной к кривой,

проведенной в точке, лежащей на [—4; — 1], и прямыми χ — —4

и χ — — 1.

у; = 2я + 6;
:

I

2/ж0 = 6 + 2^о; у = Хо + 6:го + 10+(2хо + 6)(^-^о),
2/я0 = #о + 6:го + 10; |
т. е. у =

—х\ + 2х(^о + 3) + 10 — уравнение касательной

в точке xq.
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-ι

S(x0) = ί (#? + 6χ + 10 - (~я§ + 2χ(χ0 + 3) + 10)) dx =

-4

71 ι

^^((^1-χο)3-(-4-χο)3) =

= - (-1 - 3ζο - Зж§ - я§ + 64 + 48х0 + 12хо + *о) =

= 3 (х§ + 5zQ + 7) = 3 ((х0 + 2,5)2 + 0,75) .

З'Ы = 3(2я0 + 5); S'(x0) = 0; z0 = -2,5;

5(-2,5) = 3(0 + 0,75) = 2,25;

S(-l) = 3(1-5 + 7) = 9;

5(-4) = 48 - 60 + 21 = 9, т.е. 5наиы = 2,25 и 5наиб = 9,

значит E(S) = [2,25; 9].

Ответ. Область изменения площади фигуры,
ограниченной графиком у = х2 + 6х + 10, касательной к кривой
и прямыми χ

— —4 и χ = —1, является [2,25; 9].
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Тренировочная работа 17

Вариант А

Вычислите:

\2

χό/
Г /sin2а

/cos(:

2а;- 2sin2a;N

tgar
da;;

Зтг\ / 7π\
,

2ж ——I cos I 4a; + — ] ax;

J7r^dx;y/1 — x

ι

2xdx
5 / λ/4- χ2

0,5

6. Решите неравенство

'2Ax

о
2

.27. Решите неравенство / ( —2—
^x \ dy ^ 4.

Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками:

8. у = х2· у = лУ32^;

7Г 7Г

9. у — cos2 2x; ~Т ^ х ^ Т5 У = Φ

Ю. у — -—г —; χ = 0: χ = 1; у — 0.*
1 + 2х2 + ж4'

' и
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Вариант Б

Вычислите:

г2х3 + х2 + 2х + 2
,

L J—гт^—dx'

/(τ
1 + х2

tgx + ctgx λ
1

αχ\
+ tg ж · tg 2x

3. sm4xdx.

Пользуясь геометрическим смыслом, вычислите:

б

4. [\x-3\dx;
о

з

5. у/4х — х2 — 3xdx.

ι

6. Вычислите /:
2 2

"

V 4

х2 dx

I'
2

χ6+ 64
о

7. Решите неравенство / ( —γ + ~ух ) cfa > — 1.

8. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками

у = —х2 + я + 6; у — 6 — Зя.

9. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиком

\у\ — 2х~ х2.
χ

10. Найдите минимум функции f(x) = / (2cos2t — sin2i) dt\
о

0 < χ < π и постройте эскиз графика.
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Решение тренировочной работы 17

Вариант А

Вычислите:

(2-3^)2^_ /·4-12ν^ + 9χώ =

X3

= ί (4а;-3 - 12а;-2·5 + 9х~2) dx =

= 4tV-3-12'OT'-2'5+9tV-2+-
= -2х~2 + 8х-1'5 - 9х~г + с.

2

//sin2x-2sin2x\ _

V 1-tgs J
ч

2

2 sin x (cos χ — sin x)
cos ж—sin ж

с?х =

Г, .
Л ч9 7 /* 1 — C0S4X

7

= {sm2x)z dx = / αχ

1 1
.

А

2 8

/C0S(2a;-T cos ( 4х + — ) ώ; =

1 ίί Λ 3π
,

7тг\ / 10π\\
7

= - /1 cos Ι 2χ - — + Αχ + — Ι + cos ( -2χ — Ι Ι άχ —

= - / ί cos(6x + π) + cos ί 2χ + — Ι Ι dx —

= ~ (— cos 6χ — sin 2ж) dx — - ( — - sin 6x + - cos 2x ) + с =

27 2 \ 6 2 /

1 1
= —- sin 6.x + - cos 2x + c.

12 4
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'•/7
+ 2х

VY
dx =

-Κτά +
2х

χ* \/1 — χ'

dx =

Г dx Г -d(l-x2)

= arcsm χ

1
Ύ(ι-χη1-ϊ+0 =

— arcsin χ — 2>/(l — χ2) + с.

1

ч
0,5

2xdx

Va χ*

1

-/■
0,5

-d(4-x2)
1-

(4-,2)]
0,5

= -2у/(4-х2)\ =-2 (V3 - yffiTS) =
10,5

= 2(^3775-^3).

Решите неравенство.

ι

6. f(2t3z-t2) dz^O;
о

1

J{2t3z-t2)dz=(t3z2-t2z)
= t0-t2 = t2(t-1)^0;

te [l;cx))U{0}.
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ΚΨ-ή9xz dy^4]

Ι &-*)+-(
= (-24ху-г - 9x2y)

24ж

1-2
Д-2 9x2y

2Ax

9ж2-2)-(-24ж-9ж2):
= -12a; - 18a;2 + 24α; + 9x2 = 12a; - 9a;2 = Зж(4 - Зж).

Значит 12a; - 9ж2 ^4; 9а;2 - 12а; + 4 < 0,

2
т.е. (За;-2)2<0; х = -.

0)

8. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками

у = х2; у — \JZ2x.

а) х2 - ^32Ϊ; χ6 - 32ζ; χ (χ5 - 25) = 0; Г ϊ ?

Δ

6) S»=/(

3·2-2? = 31
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9. Найдите площадь фигуры, ограниченной

графиками у — cos^ 2х\
9 _

π π

4'
у = 0.

\ 2 о
1 + cos 4х 11

а) у = cosz 2х = = - + - cos Ах.J u
2 2 2

у
= -|(1+cos4jc)

4

б) £ф = / cos2 2x dx =
7Г

4

π

=
~ /(1 + cos Ах) dx — ~ ( χ + - sin 4я )

4

1 //π

2VV4+4Sm7r
π 1

.
\\ 1 /π

- — — - sm π = - —

4 4 )) 2 V2

π

10. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками
χ

У =

а) У =

1 + 2х2 + х4''

χ

х
—

0; χ = 1\ у = 0.

(1 + х2)2'
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„2\2
^ ,

(1+х2У-2 ■ 2х (l+x2) x 1+х2-4х2 1-Sx2
б)у =

(Γί^? (1+ζ2)3 (1+ζ2)3
'

1-Зх2

(l+x2)3'1

у' = 0;

V3
χ =

ό \/з\
_

зУз
з J

~

16
■

*-/
X

О

1 1

(1+X*Y
dx

1 }d(l+x2)-/ (1 + х·2)2

2 ^d+^lH-l·1
1

4'
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Вариант Б

Вычислите:

/: dx —
1 + х2

2ж3+ х2 +2х +2 |ж2 + 1

2ж3+2ж 2ж + 1

^+2"

х2 + 1

= / ( 2х + 1 + J ) ^ — χ2 + х + arctg χ + с.

/* / tgx + ctgx

J Vl+tg^-tg2x/

tg ж + ctg ж

1 + tg ж
· tg 2x

sin ж+cos ж

sin ж-cosx

cos ж-cos 2x+sin ж-sin 2x

sin ж-cosx

cosx-cos2x

cos2:r

cosx-cos2x

2

sin ж · cos x
(2ctg2:r)2

= 4· -(-ctg2:r) - 4x + c= -2ctg2x- Ax + с

1 — cos 2x
c?x =3. / sin4 xdx — / (

= - / (l — 2cos 2x + cos2 2x) c?x =

1 + cos 4# .
,

1 — 2 cos 2x Η ) dx =

1 l-o ! 1
·

л—

~-x — - sm2x + ~x + —- smAx + с =

4 4 8 32

3 1
·

о

1
·

,

=

о
x
™

7 sin 2χ + ^ sin ^τ + c-
8 4 32
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4. Пользуясь геометрическим смыслом, вычислите

б

\х — 3| dx.

о

Построим график функции у = \х — 3|.

5Ф = 5ЛЛов + ^acdb = \'AO.OB + \-BD.DC =

= ^ · 3 · 3 + ^ · 3 · (6 - 3) = 9; 5Ф = 9.

μχ — χ2 — Sxdx.

Пусть \/4х — χ2 — 3 = у;

\ 4г - х2 - 3 = у2
' \ у

>0
2
+ (х-2)2 = 1

;

у2+(х—2)2 = 1 — уравнение окружности R — 1, сдвинутой
на 2 единицы вдоль оси абсцисс. Таким образом,

необходимо вычислить площадь полукруга.

1 π

5ф = п/4х — х3 — Зх dx — -π · 1 = —.

J Δι Δι
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6. Вычислите

Δ,

χ2 dx

ζ6+64'

r x2dx
_

1
/· d(x3)

_

1 1 x3

J ^TU
~

37^3)2+ 82
-

3
·

g
arctg- + c,

тогда

Δ

(ж3)^ + 82

ж2 da; 1 ж3

Ж^Тб4
=

24аГС*ё¥

1 π
=

^(arctg 1 - arctg 0) = —.

7. Решите неравенство / I
—j- + -уж I dx > — 1.

/(Так как
2
+ ^уж \ άχ = 1Λ

'

nx 1y2 + ^-^xzy + c
ж2 +3
2

3

1

Ί~2"
4 1 2
— · -Γ"
3 2

= —2x У — -χ у + с, то

Д¥+Н+ -уж 1 йж = I —2ж 1у2 + -ж у >-1,

значит | --у2 + - · 4yj - ( -2у2 + -у J > -1;

у2 + 2у + 1>0; (у + 1)2>0; Vy φ -1;

y€(-oo;-l)U(-l;oo).

8. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками

у = —ж2 + ж + 6; у = 6 — Зж.

Найдем точки пересечения:

-ж2 + χ + 6 = 6 - Зж; -ж2 + 4ж = 0; \Х
=

°л .

ж = 4
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у=-х2+х+6

£ф = /\-х2 + χ + 6 - 6 + Зх) dx= I\-х2 + 4ж) dx =

χ3 + 2х2

о

= _Ι.43 + 2·42-0 = 10?.
3 3

9. Найдите площадь фигуры, ограниченной

графиком \у\ = 2х — х2.

Построим график.

\у\ = { у> у>0
т

1-у; у<о

y=j2x-x2

2 12

5Ф = 2 /*(2ж - ж2) dx = 2 ( χ2 - L·3) = 2 (4 - | j = 2,2
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10. Найдите минимум функции и постройте эскиз графика
χ

f(x) = [(2cos21 - sin2t) dt; 0 ^ χ < π

Так как

ί (2 cos21 - sin 2t) dt= i(l + cos 2t - sin 2t) dt =

= t + - sin 2t + - cos 2t + с, то
Δ Δ

x
/ ι ι \

/(ж) = /(2cos2i-sin2i) dt = ί t+-sin2t + -cos2i]
о

^ '

= χ + - sin 2x + - cos 2x — ί 0 + - sin 0 + - cos 0 ) =
Δ Δ \ Δ Δ

— χ + -sin2x + - cos2x — - = fix).
2 2 2

w

f{x) = 1 + cos2x — sin2x;

f{x) = 0; cos 2x — sin 2x = — 1;

cos α — sin α = \/2 cos ί α + — J

v^cos \2x + ^ J = -1; cos (2x + ^ j = -^-;
2я + ν = ±-π + 2тг/с; 2χ = ~ ± -π + 2тг/с I fc € Ζ;

4 4 4 4

χ =

Так

при

при

~8

как

к =

к =

±

χ

о

1

3
-π + πκ.

€ [0;π], то
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/7(π) = 2 > 0, значит

У' г π

тм
о'[ /4=.

"max

π ι

2/+.λ [π"min

Ло) = о; /(:) = =; /(f) = |-i; /М-

Эскиз графика выглядит так

А£/

Ответ: уг
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Проверочная работа 4

1. Вычислите:

Д.

ж

/(s
/(
/(■
/

х~6 + 2 sin2 Зх 7Г7Г- + тт== I dx;
cos2 2x л5/^б

tg^ 2x + 4х dx;4Г~о
νχό

cos4xsin2x dx:
х'

11

dx

: dx\

I

/Sdx7(ϊ

4 7

(l + ln2*)'
2ώ

(ж > 2);

f (11a;+ 4) <fa;

У 4(х*-2х-8) (Ж>4);

7Г

4

/ cos32xdx;
7Г

6

1

|(|2χ-1|-|χ|)2ώ.
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2. Дано: f{x) = 4 — χ2; д(х) = χ2 + 2х. Найдите:

а) угол между кривыми

б) θφ, ограниченную графиками y = f(x)] У = д(х)\
касательными, проведенными в точках пересечения и

прямыми χ = — 1; χ = 3.

3. Вычислите θφ, ограниченную графиками у = х3 + Зх2
и касательными, параллельными прямой у = 9х — 11.

4. Вычислите йф, ограниченную графиками у = —х2 и

касательными, проходящими через точку А (^;2) .

5. Вычислите йф, ограниченную графиком у — Gx + х2;
прямыми χ ~

—5; ж = — 1 и касательной к кривой

Оо € [-5;-1]). Вычислите E(S).
3,5 2

/X dx < 9,25.
χ — 1

1,5

7. Найдите наименьшую площадь параболического сегмента,

ограниченную у = х2 и нормалью к касательной в точке

касания (xq > 0).
8. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками

ж3+ 4 3_
х2

5 ^j~x2-4x + 5

9. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиком

у = ^2х — 1, касательной к графику в точке xq
= 1 и

прямой χ = 4, 5.

10. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графиком
2

у = 2хеж и касательной к кривой, проведенной в точке

χ = 0, а также прямыми χ = —1 и ж = 1.

11. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиком

у — х4 — 4х3 — 8х2 и касательной к кривой, проведенной
в точке xq

= 2.

12. Найдите разность между площадью фигуры,
ограниченной у = —х2 + 2х + 8 и у = 0, и площадью наибольшего по

площади прямоугольника, две вершины которого

принадлежат оси абсцисс, а две другие графику у = —х2 + 2х + 8.

Я*) =

—3~; 2(ж) = о
^ , g

и прямой х = 1.
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Решение проверочной работы 4

1. Вычислите:

i) il~x~6 + 2sm23x
3 6

,

+ -гт= I dx
cos2 2x ^6

- x~~6 dx + /(1 - cos 6x) dx—

dx
n

r ax
„

r _e 7

3 / ^— + 6 χ bdx =
J cosz2x J

1 Л-6

2 1ГеЖ_ +^-ёз1п6^-2^2ж + 71ТЖ 5+C:

1 13 --

—-х~ъ + χ — - sin 6x — - tg 2x — ЗОх 5
+ с.

10 6 2

a)/|
2ζ-5^^4_ж2

4/—о
νχό

tg2 2x + 4Ж cfa

2я
°

4 - Х5 4 - χΖ 4+1
2-* 1

cos2 2x
+ 4Ж dx

ι-δ!
а;1-5 4 -

1 +
4
_

3

5 4

1+ί_3

1 + 2-f
Д+2- 4 +

+ х - - tg2a; + 4х log4 e + с =

8 _4з 20 ,ι 4 2ι 1
„

χ 44 - —-ж120 a;z4 +ж- - tg 2x + 4х log4 e + с.

19 21 9 2

в) /(cos 4a; sin 2а;—— I da;
ж/ 2Шsin 6х — sin 2х ι ώ:

= - ( — - cos 6x + - cos 2α:) — 3 In |.τ| + с

.Ζ \ D £ J

= —— cos 6x+ - cos 2a; — 3 In Ы + c.
12 4

' '



Решение проверочной работы 4 625

'>/
2х

7Т+

11

■dx =
χ*

Пусть 1 + х4 = t\ Ax3 dx = dt\

x4=t-l; xs = {t~l)2.

1 f It - l)2 7
1 ft2-2t + l,

= - / (t2~l - 2i1-^ + t~%\ dt =

Д+1,5
2 VI + 1,5

2
ti+0,5 + 1д-о,5 |+c:

1 + 0,5 1-0,5

Ii2,5_2il,5 + i0,5 + c =

О о

ώ
ч

г ах

д) у—*=7
COS о

Пусть sin — = t\
о

1 χ
cos - = ±\fl — t2] - Cos — dx = dt]

о о о

dx =
3<Й

тогда
do: 3cfa

cos | (ivT^l^)'

/
3ώ 1, 1+ί

1-ί
+ c=-ln

1 + sin

1 - sin
+ c.
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е) +

1)

χ*-9 ^Г7д x2 + 2

1 1/1 1

аг2-9 6\я-3 ж+3
is

_

1

2^~9
"

6

3»/;

In
х + 3

dx

значит

+ Ci =Iln (^-^-1) + Ci

2-9

dx

In : + л/я + с2;

dx

+ 2 χ2 + (χ/2)2 ^

1 ж
arctg
— +c3.

ж)/^1

б v^ + 3

Sdx

χ + \Лс2 - 9

(l + ln2*)
3<U

γ/2

7л/2 у/2
+ -^-arctg

—x+ c.

dx
Пусть In χ = t; — = dt.

χ

"/

J 1 + i2

2 da;

4a;

= 3 arctg t + с = 3 arctg In a; + c.

(ж > 2).

A
= - +

В С
+

a;3-4a; ж(ж + 2)(а;-2) χ χ + 2
'

ж - 2

_

Л (а;2 - 4) + В (ж2 - 2ж) + С (а;2 + 2ж)
~

ж(ж + 2)(а;-2)
~

_(А + В + С)х2 + 2(С - В)х - АА

х(х + 2)(х-2)

-44 = 1

с = в

А + В + С

А = —

с = \

В

,
значит

f
2dx =2ί(-1

J χ3 - Ax J \ 4a4ar

-21пЖ+4

+ +
2 da;

3 _4

= --1пж+^1п(ж+2)+^1п(ж-2)+с=1п

4a; 8(ж + 2) 8(x - 2)
1

4

cia; =

^(s+2)(s-2)
\fx

+ c.
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и)/
(llx + 4)dx

4 (χ2 - 2х - 8)
1

Так как
1 / 1

(ж>4)

1

то

с2-2ж-8 (ж-4)(ж+2) б \х-А х+2)
'

/■ (Ш + 4)<£с 1 Г /lis+ 4 11а: + 4\

/4(a;2-2z-8) "24 7 V
: ~'

1 /"Л, 48
„

18
= 2i/(11 + ^4-11 +

^^

1 18

-.481n(x-4) + -ln(x + 2) + c =

21n(x-4) + -ln(x + 2) + c.

ж-4 х + 2

dx =

4

к) / cos3 2x dx =

Учтем, что

ол .
l + cos4x 1

л
1

cos° 2х = cos 2ж · =
- cos 2х +

- cos 2ж cos 4.x =

= - cos 2х + - cos 6ж + - cos 2х = - cos 2х +
- cos бж.

2 4 4 4 4

/(
3 1
- cos 2х + - cos 6a; da; =
4 4

= [ - sin 2a; + —- sin 6a;
24

3 .
7г 1.3

- sm — + —- sm -π

8 2 24 2

3
.

7Г 1
.

8Sm3 + 24Sm7r|
=

3 1 3 \/3__1_ 1 ЗуД
8~24_8'"Т_24'

~

3
~

IF'



628 Интегралы

1

л) /(|2а;-1|-|ж|)2 dx

Учтем, что \2х — 1| — |х| = <

χ — 1, при χ > -

1 — Зх, при 0 < χ ^

[l — χ, при χ < О

1

= ({l-x)2dx+ i(l-3x)2dx+ f{x-l)2dx =
ι

1 2

(1-я)г

3 -3

+
(1-Зх)3

+

о

(х - 1)э

+

«ι ι ι
= 2- + -Н

3 8 24

_1_
72

2,5.

-UM-&'»-

2. Дано: /(ж) = 4 — я2; з(ж) = х2 + 2х. Найдите:

а) угол между кривыми.

Найдем для этого точки пересечения f(x) — д{х).

4-х2 = х2 + 2х; χ2 + χ - 2 = 0;
х = -2

х = 1

Пусть χ — 1.

1) /'(я) =-2s; /'(1) = -2 = *χ

2) д'(х) = 2х+ 2; д'(1) = 4 = к2, тогда tg01 =

-2-4 6
„

б
Т·6· tg^ =

1 + (-2) · 4
=

Τθχ
= arCtg

Г'

l+Mfc'
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Пусть χ — —2.

1) f(x) = -2x; /'(-2) = 4 = fci;

2) д'(х) = 2х + 2; д'{-2) = -2 = к2, тогда

tg#2 =
4 + 2

1 + (-2) · 4

т. е. углы одинаковые на

6
а .

6
=

ψ 6>2 = arctg-,

0;2

б) й'ф, ограниченную графиками y = f{x)\ у = д{х)\
касательными, проведенными в точках пересечения, и

прямыми χ = — 1; :г = 3.

у=А-х2

/;(1) = -2; /(1) = 3; у = 3-2(я-1); 2/ = -2я + 5;

</(1) = 4; (?(1) = 3; у = 3 +(4(я - 1)); у = 4х - 1;

-5ф = 5Ί + #2 + S3 + S4.

1 1

5Х = /(-2ж + 5 + ζ2 - 4) dx = ί (χ2 - 2χ + l) dx =

(χ - Ι)3
= 0

-ι
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1 1

S2= f {x2 + 2χ- (4χ - 1)) dx = ί (χ2 -2x + l)dx =

(χ - if
= 0

ЗУ" 3'

53 = ί(χ2 + 2χ- {Αχ - 1)) tte = Да; - Ι)2 dx =

(χ - if 8
Λ η2

54 = / (-2s + 5 + ж2 - 4) dx = f(x- I)2 dx =

(χ - if
= 2-

2 2
5φ = 4·2- = 10-.

3 3

Подумайте, с чем связано равенство 5Ί; 5г; S3; S^·

3. Вычислите 5ф, ограниченную графиками у = х3 + За;2
и касательными, параллельными прямой у = 9а; — 11.
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а) у' — Зх2 + 6я;

у' = 9; Зх2 + 6х = 9; х2 + 2х - 3 = 0;

χ = —3

ж = 1
*

б) у(—3) = 0; у = 0 + 9(х + 3)·

у = 9(х + 3) — касательная.

Найдем точки пересечения касательной и кривой.

х3 + Зх2 = 9(я + 3); (ж + 3) (х2 - 9) = 0;

Гх = —3 — касание

[ χ — 3 — пересечение

2/(3) - 54.

в) у(1) = 4; ι/(1) = 9; у = 4 + 9(я-1);

у = 9х — 5 — касательная.

Найдем точки пересечения касательной с кривой.

х3 + Зх2 = 9х - 5;

<р(я) = х3 + Зх2 - 9х + 5; (/?(1) = 0;

ζ3+3ζ2 -9ж +5| χ - 1

х3 —х2 х2 + 4# -

4х2 -9х

Ах2 —Ах

-Ъх+Ъ

-Ъх+Ъ

φ(χ) = (х-1)2(х + 5);

у(-5) = -50.

-5

X

X

χ = 1 — касание

χ = —5 — пересечение
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—о

г) БФ = f (х3 + Зх2 - 9х + 5) dx+

-5

ι з

+ f (9(x + 3)-9x+ 5)dx+ i(9(x + 3)-x3-3x2)dx-

1 9
= -χ +χ --хЧЬх

4

81

+32ж ν.4 „.3,
^

-3+Γϊ" X+2XHh27xJ
81 625s 225

27 - — - 15 - —- + 125 + — + 25 + 32 + 96-
2 4 2

81
о*

81
oi

l
л

9
____27+_ + 81 + _ + 1_„_

= 278 + 113,75
- 156,25 - 19,5 - 216.

27

4. Вычислите 5ф, ограниченную графиками у = —χ2 и

касательными, проходящими через точку А I -;2 J .

у=-4х+4

а) у = ах + b — касательная.

Ί
Л ( ~; 2 I G Г(у = αχ + 6), тогда 2 = -а + 6; α = 4 - 26,

т. е. у = (4 — 2Ь)х + 6. Для того чтобы данная

прямая была касательной, необходимо, чтобы она с

графиком у
— —х2 имела одну-единственную общую точку,

т. е. уравнение
—х2 = (4 — 2b)x + b должно иметь

единственный корень.
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б) х2 - 2(6 - 2)ж + 6 = 0 (о = 4 - 26);

£> = (6-2)2-6 = 0; 62-56+ 4 = 0;
6 = 4; а = -4

6=1;а = 2
'

т.е. у=—4ж+4 и у = 2х+1 — касательные, проходящие

через точку А I -; 2 I . Найдем точки касания.

в) хо = 6 — 2; при 6 = 4 жо = 2 и при 6=1 Жо = —1.

ι

2 2

г) 5Ф = / (2ж + 1 + ж2) <fe + /(-4а; + 4 + ж2) da; =

= 3(a;+1)Ti+3(:r~2)i
1 /27 λ 1 / / 27

з (τ"0 +з'°-'--
1 54

3 Ύ
= 2,25.

5. Вычислите 5ф, ограниченную графиком у = 6ж + ж2;
прямыми χ = —5; χ = — 1 и касательной к кривой

(жо € [—5;—1]). Вычислите E(S).

-6\

a) у1 = 6 + 2х. Пусть касание в (·) хо.

у'(хо) = 2(х0 + 3); у(х0) = 6х0 + ж§;
у
- 6х0 + xl + 2(х0 + 3)(ж - хо)]

у = 2(^о + 3)ж — Xq
— касательная.
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б) 5Ф = ί (бх + х2 - 2(х0 + 3)х + х%) dx+

-5

-1
^

:

+ ί (бх + х2 - 2(х0 + 3)ж + х$) dx =

хо

-1

= / (бх + х2 - 2(х0 + 3)ж + Xq) dx =

= ( -Χό + 3ΧΖ - (XQ + 3)ΧΖ + XqX
-5

= (--+ 3-χο-3-xq

- (-^ψ + 75 - 25(χ0 + 3) - 5я§) =4χ2 + 24χ0 + 41~.

в) Исследуем S(xo) = 4xq + 24^o + 41- на наибольшие
о

и наименьшие значения на [—5; —1].

S'(x0) = 8х0 + 24; S\x0) =0; ж0 = ~3;

5(-3) = 36 - 72 + 41^ = 41J - 36 = 5^;

5(-5) = 4 · 25 + 24(-5) + 4l| = 21^;
5(-l) = 4-24 + 4li = 21^.

х0

S(xo)

-5

»ϊ
-3

■ί
-1

*ΐ
Итак, 5ф = 5наиб = 21- при xq — —5 или хо

= —1;
о

5Ф = 5наим = 5- при х0 = -3. E(S) = 4я;3 3
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3,5 9

/X г dx < 9,25.
χ — 1

1,5

Если га —

наименьшее, а М — наибольшее значение

у
= f(x) на [а; 6], то по теореме о среднем

га(6-а)< jf{x)dx^M(b-a).

Далее, если есть необходимость иметь более точную

оценку, то разбив [а; Ь] на несколько небольших отрезков,

применяя к каждому из них теорему о среднем, получим более

точные результаты.

/(*) =
X

X-V

2х(х - 1) - 1 · х2 х2 - 2х

(х - 1)< (х-1)2'

}'{х) = 0;
а; = 0^ [1,5; 3,5]
х = 2

'

/(2) = 4; /(1,5) = Щ = 4,5; /(3,5) =^ = 4,9.

/(2) = у„аи„; 2/(3,5) = унаи6.
X

т
1,5
4,5

2

4

3,5
4,9

b — а = 3,5 — 1,5 = 2, тогда

3,5 2

2-4 < [ Ji—dx < 4,9 · 2, т.е.

У χ — 1
1,5

3'-5 ^2

8< / -cte<9,8.
У χ - 1
1,5

Слишком грубая оценка,
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Разобьем [1,5; 3,5] = [1,5; 2] U [2; 3] U [3; 3,5].
3,5 2 2 „2 3 Jl 3'5 J1
Г X . Г X _ Г X" . Г X

/ da; = / da; + / ах + I -

J χ — 1 Jx — 1 Jx — 1 Jx — l
dx

_ .. _ . _ _ . .. _ x-1
1,5 1,5 2 3

а) /(я) = -1—; /(2) - 4; /(1,5) - 4,5; тогда на [1,5; 2]
χ — 1

/(ж) = 2/наим = 4 и /(1,5) = унаи6 = 4,5;

0,5 · 4 < / dx < 0,5
· 4,5

Jx — 1
1,5
2 2

т.е. 2< f-^—-dx< 2,25.
7 а; — 1
1,5

б) /(2) = 4; /(3) - 4,5, тогда на [2;3]

1,5

у(2) = 4 = унаим

у(3) = 4,5 = унаиб
'

3 о ^ 9

/а;
/* χ

-dx^ 1-4,5, т. е. 4< / dx < 4,5.
X 1 J X J.

2 2

в) /(3,5) = 4,9; /(3) = 4,5,

тогда на [3-3 51 у(3) = 4'5 = Унаиы
тогда на 13,3,5]

у(3>5) = 4>9 = у»*
'

/X dx < 0,5 · 4,9,
χ - 1

з
з,5 2

т.е. 2,25 < /*-^— da; ^ 2,45.
7 а; — 1
з

Таким образом,
2 9 з 2 3^5^2

2+4+2,25< / -^— dx+f-^— dx+ (—- dx<2,25+4,5+2,45;
J x—1 Jx—1 Jx—1
1,5 2 3

3,5 9

/X dx < 9,20 < 9,25, что и требовалось доказать.
x—1
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7. Найдите наименьшую площадь параболического сегмента,

ограниченную у = х2 и нормалью к касательной в точке

касания (xq > 0).

У ZXqX Xq

i/=-i*+*o+i

а) Напишем уравнение касательной в xq

Уо = у(хо) = ^о;

у'{х) = 2х] у'{хо) = 2х0;

у = Xq + 2х0(х - х0);

у = 2х0х - х£ уравнение касательной к у = χ

в точке (zo;Zq)

б) Напишем уравнение нормали (прямая JL касательной

к у = х2 в точке касания)

h:y = a1x + bla . .
1

ί2 : у = CL2X + Ο CL2

1
Значит уравнение нормали у — ах + Ъ\ а = —

-—, тогда
2х0

у = -—х + Ь.
2хо

Так как точка [xq] Xq) € Г(у = ах + 6), то

xl = -^Γχο + b;b = xl + -, т. е.

1 2 1

'2^Х
+ Х« +

2
—

уравнение нормали.
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в) Найдем точки пересечения нормали и у = х2.

2_
1 2 1

Х

"^2^0Х
+ Хо+Г

2х^х2 + χ - 2:rjj - х0 = 0.

Так как χ = xq
—

корень, то

(2жо^2 + х — 2^0 — хо): (ж — хо)

X — 2Xq — Xq I X — Xq2χ0χ2 +
2xqx2 — ZiXr\X 2x0x + 2x1 + 1

_

{2x2 + l)x - 2x1 - x0

(2X2 + 1)X - 2x1 - Xq

Далее рассмотрим 2xqx + 2x\ + 1 = 0.

χ
—
—

xq
— -— (используя теорему Виета второй корень

δΧο

уравнения можно было найти проще).

ή 5пар.сег = у [~^-0х + хо +
J
~

х)
dx

-xq
—

=

,-зя

2х0

4ж0
χδ + Un + χ

#0

—#о
—

2ж0

is1 з 1
^

"З^0" 4Хо + Х°+ 2Х°~

i(2x2 + l)3 (2xg + l)2 (2*0 + 1)Λ
у 24ж§ 4ж0 ■ 4ж§ 4х0 у

— это слишком сложно технически. Попробуем чуть

иначе.
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д) Пусть а = х0; β = -х0
2х0'

α + β =

α·β = -

1_
2х~0

2x1 + 1

а - β = 2х0 + J_
2х~п

, тогда

у =
—

-—x+Xq+- = (α-\-β)χ—αβ — уравнение нормали.

Sna.p.cer — / ((α + β)χ - αβ - χ2) dx =

= [^(α + β)χ2-αβχ-^χ3
= \(α + β) (α2 - β2) - αβ{α - /?) - Ι (α3 - β3) --

= i(a - β) (3(α + β)2 -6αβ-2 (α2 + αβ + β2))

= \{α - β) {α2 - 2αβ + β2) = \{α - β)3 =

1 ι Υ
= -^2Χ0 + 2χ-0) ■^^S(x0) =

-[2x0+2xo
1

e)S>(x0) = ^2x0 + ±-) (2-'
1 L 1
- [2xQ + —4 V 2а;0

2

4^-1
~2 '

£'Ы = 0;
жо

z0
1

"2
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S'
„

1

^\2
χ^

*bmin = Ή 9) =

В

о L·
/\^y

■s'1 + 1>:

силу непрерывности

+

3
_

4

3'

«bmin :

ь

X

= 5,

Ответ: наименьшая площадь параболического сегмента,

ограниченного у = х2 и нормалью к касательной в точ-

4
ν

'

Л Г
ке касания, равна -. Координаты точки касания I -;

-

О \ ^ ТС

8. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками

Я*) ~ ^2^5 0(s) = χ2^4* + 5
и ПР*М°Й χ = 1.

а) Вначале необходимо найти точку пересечения на

(0;оо), так как если точка пересечения принадлежит

(—оо;0), то ограничений фигуры не будет, а значит

площадь ее мы вычислить не можем.

х3 + 4 3
Для этого решим уравнение χ— = —χ

-

χζ χζ — Αχ + 5

Получим уравнение [χ3 + 4) (χ2 — Αχ + 5) == Зх2,
которое, наверное, подбором целых чисел и возможно

решить, но будут ли корни только целыми и

единственными на (Q; об) неизвестно. Попробуем иначе, используя

минимаксные значения.

6) №)=(*+ з)'-'-р
_

(ж - 2) (ж2 + 2а; + 4)

zJ-8

ж3

х3

г—гчо

/(2) = ^=3.
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в) д'(х) =

ft

χ2 — 4ж + 5

+ \2

2х -4

χ

3

(ζ2 - Ах + 5)2
'

(Уж ж2-4а;+5 = (ζ-2)2+ 1 > 0)

= 3.

От

#тах — 5(2) =
^ _ g

Оказалось, что в точке (2; 3) графики функций
у
—

f(x) и у — д{х) имеют общую точку (касаются).
В силу непрерывности у = f{x) и у = д{х) на (0;оо)
и с учетом кусочной монотонности на (0; оо)
существует только одна общая точка (2;3). При желании можно

было бы подробно исследовать эти функции и

построить их график. Эскизы же выглядят так.

у х2~Ах+5

1 Х

dx

-3arctg(x — 2)
2 χ

= (2-2)-(--4)-3 arctg(O) - arctg(-1) =

= 3,5
Зтг 14 - Зтг
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9. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиком

у — \/2х — 1, касательной к графику в точке xq
— 1 и

прямой χ = 4,5.

а) Найдем уравнение касательной в точке хо
— 1.

; ,

2
,

3</(2χ-1)2'

1/(1) = !; 2/(1) = 1;

, 2. 2 1
у = 1 +з^-1); ^=за;+з'

б) Найдем возможные точки пересечения касательной с

графиком функции, т. е. решим уравнение

33(2х- 1) = (2х+ I)3; 54х - 27 = 8х3 + 12х2 + 6х + 1

8х3 + 12х2 - 48х + 28 = 0.

Так как χо
— 1 абсцисса касания, то χ — 1 также корень

данного уравнения.

Значит (8х3 + Ylx1 - 48х + 28) :* (х - 1), тогда

_

8х3+12х2 -48х +28[ χ - 1

8х3 -8х2 8х2 + 20х - 28

_20х2 -48х

~20х2 -20х

_

- 28х+28

-28х +28

8х2 + 20а; - 28 - 4 (2х2 + 5х - 7) = 4(х - 1)(2я + 7).

тл
Гх = 1 (двойной корень) (точка касания)
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4,5
f

■ s*= j (
-3,5

Ч
зж+з~^Итак,

-3,5
Ч

-ί^+ί'-Γϊ^-1»*

1 ) dx =

4,5

-3,5

_

1 81 19
~

3
'

4 +3'2
1 о*-/! ^-1 --1
8 V3 4 3 2 2

24 =

_

81 - 49 9 + 7
_

1

12
+

6
~

3'

10. Вычислите площадь фигуры, ограниченной графиком
2

у — 2хех и касательной к кривой, проведенной в точке

χ = 0, а также прямыми χ = —1 и χ = 1.

а) Построим график у — 2хех .

!) D(y) = (-оо; оо);

у > 0 на (0;оо); у

у = 0 при χ = 0;

у < 0 на (—оо;0).

2) у' = 2ех2 + 2хеж22х = 2е*2(1 + 2я2);
1/(0)=2-е°(1 + 2-02) = 2; у(0) = 0;
у = 0+2(х— 0); у — 2х — уравнение касательной.

3) у' > 0 Vx, т. е. у = 2хеж возрастающая.



644 Интегралы

б) так как /(—х) = —/(ж), то график у — 2ех центрально-

симметричен относительно начала координат. Значит

5Ф = 2 [(2хех2 - 2х\ dx = 2 iex2d(x2) - 4 (χdx =
О 0 0

= 2 (>2 - χή Γ = 2 ((e1 - 1) - (e° - θ)) = 2(e - 2).

11. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиком

у = х4 — 4х3 — 8х2 и касательной к кривой, проведенной в

точке хо
= 2.

а) Построим график у = ж4 — 4а;3 — 8ж2

,' ж = 0

1) у = 0; ж2 (ж2 - 4а; - 8) = 0; а; = 2 + 2л/3 .

ж = 2-2х/3

ί/>0
2) ι/ = 0

2/<0

2-2V3 2+2V3
О

л:

3) у' = 4ж3 - 12а;2 - 16а; = 4ж (ж2 - Зж - 4)
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4) S/min = S/(-l) = 1 + 4-8 =-3;

2/max = 2/(0) = 0;

Утт = 2/(4) = 256 - 256 - 8 · 16 = -128.

У

3-V21 3+V2J
^3 3>

Точка

перегиба

Точка

перегиба

JC

5) у" = Пх2 - 2Ах - 16 = 4(3х2 - 6х - 4).

б) Найдем уравнение касательной.

у{2) = 16 - 32 - 32 = -48;

у1 {2) = 4 · 2(4 - 6 - 4) = -48;

у = -48 - Щх - 2); у = -48х + 48.

,y=x4-4x3-8x2

в) Найдем точки пересечения касательной

с кривой у = х4 — 4х3 — 8х2.

х4 - 4х3 - 8х2 = -48я + 48;

х" 4х3 - 8х2 + 48х - 48 = 0.
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χ4 - Ах3 -8x2+48x - 48|
x4 - Ax3 +4x2

x2 - 4x + 4

ar*-12

T2?+48x - 48

-12x2+48x-48

2л/3

г) 5Ф = Г (_48х + 48 - χ4 + 4х3 + 8х2) dx =

-2л/3

2л/3

= - / (х4 - Ах3 - 8х2 + 48х - 48) dx =

-2л/3

|2л/3

х5-*4- -х3 + 24х2 - 48х

-2ч/3ч5~
"

3

= - (I · 32 · 9\/3 - 16 · 9 - ? · 8 · 3\/3 +
\5 3

+ 24 · 4 · 9 - 48 · 2\/з) +

+ (-J · 32 · 9\/3 - 16 · 9 + | · 8 · 3\/3 +
V 5 3

+ 24-4-9 + 48-2х/з) =

= - % · 288\/3 + 128л/3 + 192л/3 = 204,8 >/3.
5

12. Найдите разность между площадью фигуры,
ограниченной у — —х2 + 2х + 8 и у = О, и площадью наибольшего по

площади прямоугольника, две вершины которого

принадлежат оси абсцисс, а две другие графику у — —х2 + 2х + 8.

Рассмотрим график у =
—х2 + 2х + 8;

χ = 1 — ось симметрии.

а) пт — χ — 1; рт = 2(ж — 1); mt — —χ2 + 2х + 8;

б) 5p/cim - рга
· mi; S(z) = 2{x - 1) (-χ2 + 2x + 8) ;

5;(a;) - -6 (x2 - 2x - 2) .
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в) Smax = 5наи6 = у (1 + \/3) =

= 2(1 +л/3-1) (- (1 + χ/3)2 + 2 (1 + χ/3) + 8) =

= 2\/3 · 6 = 12\/3 = 5пр — наибольшая площадь

прямоугольника.

4

г) 5параб = J (-χ2 + 2x + 8)dx= (-^х3 + х2 + 8хJ
+ 4-16 == --•64 + 16 + 32-

о

= -21^ + 48 - 2\ + 12 = 60 - 24 = 36.
О О

Д) Ьф = Опараб
—

Опр.

5Ф = 36 - 12^3 = 12 (3 - у/Щ .
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Тренировочные карточки

Карточка 1

1. Вычислите:
ι

ix3V^r:r2dx.
о

2. Вычислите:

iy/xdx
7^5+Г
о

v

3. Найдите площадь

фигуры, ограниченной

у = х3 — 9х] I
касательной в точке

с абсциссой χ = 3. |

4. f{x) = xA-2x2 + x3\ I

д(х) = х3 + Зж2 - 4. I
5Ф = ?

5. /(я) = х2;
д{х) = у/ж;
касательными

в точках пересечения.

Карточка 2

1. Вычислите:

/* dx

J χ3 + χ
ι

2. Вычислите:
4

fVx2 + 9dx.

о

3. Найдите площадь

фигуры, ограниченной

У = 2*; I

у = ж2;
ж^О. [
5Ф = ?

4. /(от) = ж3; Ι
р(ж) = д/ж;
касательными в

точках пересечения. |
5Ф = ?

5. /(ж) = х4 - 2ж2 - ж3; I

<7(ж) = -ж3 + Зж2 - 4. J
5Ф = ?
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Карточка 3

1. Найдите

J \*\

dx

sin χ Ι γ 4 sin2 χ — 9 cos2 x

Карточка 4

1. Найдите:
г In sin x

J cos2 χ
ώ;.

2. Вычислите:

/;
χ dx

Vx2 + 16'

2. Вычислите:
2

/
ώ

χ (χ2 + 4)

3. Вычислите площадь

фигуры, ограниченной

fix) = χ3 + 2;

5(2;) = ж2 + ж + 1.

5Ф = ?

4. агУ = 9;

|ж-5| = 4.

5ф

3. Вычислите площадь

фигуры, ограниченной

/(*) = х2 2х + 2;

д(х) = 2 + 4х-х2;
прямыми χ = —1; ж = 4J

5ф =

4. /(*) =

#(z) --

t{x) =

= х3-
= χ·3 +
= 6х.

Зх2
х2-

+ 2х;
- 6х;

£ф = ?

5. /(*) = -;

д(х) = фс\
касательными

в точках пересечения;

1
прямыми χ

9'
X =

5. f{x) = χ2 - 4х + 3;

д(х) = ж2 - 2х + 3;

общими касательными.

5Ф = ?

5Ф = ?
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Карточка 5 Карточка 6

1. Вычислите:

^ 2 j
г χ ах

о
s/A- X"

2. Вычислите:
7Г

2

/ еж sinxda;.

1. Вычислите:

/
у/х+Л + 1

с?х.

Вычислите:
7Г

3

/
с?х

sm4 χ cos2 x

3. Вычислите площадь

фигуры, ограниченной

/(χ) = -;

д(х) = ж2;
общей касательной;
прямой χ = 2.

5Ф = ?

. /(я) = х3 - Зх2 -

д(х) = х3 - 2х2 -

касательными

в точке (0;0);
прямой χ — 4.

-Юж;
- Зя;

Вычислите площадь

фигуры, ограниченной

№ = зж;

д(х) =х2 + 5;

касательными,

проведенными в

точках пересечения

с прямыми

χ — 1; ж = 3.

5ф =

у = 4х — яг;

касательными

к кривой,

проходящими

через точку (—3; —12).
5ф 5Ф = ?

5. у= {х2 - 1)ех3~3х·
прямой у = 0.

f{x) =x2 + 4x + 3]

д(х) = -χ2 + 4х - 3;
общими
касательными.

5Ф = ?



Решение тренировочных карточек 651

Решение тренировочных карточек

Решение тренировочной карточки 1

ι - ι

1. lxz^~^2dx = yVx4-2d (χ4 - 2) =

Г1Л<--«>- -й^-'У

2.

= |((l4-2)f-(0-2)f) = A(1_2^).

Vxdxξβ+ϊ

Пусть ξ/χ = t;
1 dx

6 л6/^5
= dt; dx = 6Vx dt, но χ = t

,

'xu

тогда dx = 6 · i5 dt; л/х = t3; ξ/χ = ί2 и неопределенный

интеграл примет вид

л/х dx „ft8 dtг л/х ax 11" at

J #ϊ+1
=

JWTl
=

Разделим с остатком, чтобы выделить целую часть.

_i8 \t2 + l

t8 +t6 ί° - ί4 + t*

-ί6

-ί6-ί4

ί4

~V +t2

_

-t2

-t2 -1

1

t4 + t2-l +=6/(t6-
= 6 (^t7 - ^t5 + γ3

- t + arctgi J + с
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Тогда определенный интеграл будет равен

г \fxdx „/1 ζ Is 1з ι ГЛ
/-Г7= г

= 6 -Хб - -д;6 + -же - £6 + arctg ^Я
7 νχ +1 \ 7 5 3 /

= бГ^-| + --1 + arctg l - arctgOJ
= 1,5π - 4—.

3. Найдите площадь фигуры, ограниченной

у = х3 — 9ж;
касательной в точке

с абсциссой χ — 3.

5Ф = ?

у1 = Зя2 - 9

у'(3) = 18

2/(3) = О

у = Щх - 3)

а) Найдем точки пересечения

касательной и графика _б

у = х3 — 9х

х3 -9х= 180-3);

Ог-3)(:г2 + Зх-18) = 0;

(:г-3)2(:г + 6) = 0;

χ = 3 — точка касания,

χ = —6

б) БФ = [ (х3 -9х- Щх - 3)) dx =

-б

= (V - \х2 " Ж* ~ З)2

M-o)-(T-f—«■
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4. f(x) = х4- 2х2 + х3

д(х) = х3 + Зх2 - 4

5Ф = ?

Построим эскиз графиков и найдем точки их пересечения.

а) х4 - 2х2 + х3 = х3 + Зх2 - 4;

х4-5х2 + 4 = 0;

у = 16; Л(2; 16)
У = 0; Я(1;0)
у = -2; С(-1;-2)
у = 0; D(-2;0)

б) Контрольные точки:

ж = 0; f{x) = 0;

0(s) = -4.

Χ

χ

χ =

χ =

= -

—

-

2;
1;

-1;
-2;

β) 5φ = 5ι + Si + S3.
-ι

5Ί = / (ж3 + Зж2 - 4 - (ж4 - 2ж2 + ж3)) dx =

-2

= f (-х4+ 5х2-4) dx= (--х5 +-х3-4х)

I _

5

5
'

3
+ 4

32 40 \_ 7.
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-1

ι

52 = ί ((ζ4 - 2z2 + χ3) - (χ3 + Зх2 - 4)) dx =

-ι

= ί (ж4 - Ъх2 + 4) dx = С^хъ - ^x3 + 4x J

2

53 = ί ((χ3 + Zx2 - 4) - (x4 - 2x2 + x3)) dx =

ι

= J(-x4 + Ъх2 -4) dx= [-\хЪ + \xZ ~ 4z)
32 40

0
1 5

„ ,
7

„ ,
7

r
1

,
7

=

-Τ
+Υ-8+5-3+4=1Ϊ5·5φ

=

1Ϊ5+5Ϊ5 + 1Ϊ5

5. /(*) = z2;

#(ж) = V^;
касательными

в точках пересечения.

а) у/х = х2;

б) /'(ж) = 2х-

д'(х)=
*

ж = 0

х=1

2у/х"

в) При ж = 0
у = О — касательная для у

= ж2;
ж = 0 — касательная для у

= \/ж.
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г) При ζ =1; /'(1) = 2; /(1) = 1; у = 1 + 2(а; - 1);
у = 2х — 1 — касательная к у

— х2 в (·) (1; 1).

Прих = 1 0(1) = 1; </(!) = ^
1 1

у = 1 + -(ж — 1) = ~(х + 1) — касательная к у
= у/х

в точке (1; 1).

Так как у
— х2 и у — у/х на [0; оо) взаимно обратимы

и у = 2х — 1 и у = -(х + 1) также взаимно обратимы, то

Δι

их графики симметричны относительно у = х, тогда

S* = 2 f fyx + 1) - у/х\ dx = 2\.-^x2 + ^
2 з

:Х
— -ж 2

О
о

«Л 1 2λ 1
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Решение тренировочной карточки 2

/dx—=——.X6 + X

ι1 ι ι
1ак как -, то

х3 + χ х{х2 + 1) χ х2 + 1'

г dx г/1 χ \
Ί |2 1 /* dx2

J^T^ =

j{x-^Ti)dx
=

ln\+2jx^ri:=
= ln2-lnl + - (1п(ж2 + 1)

= J(ln5 + ln2) = ln%/l0.

1 Л , 2 .J2\ , „
1

= Ь2+-(1п5-1п2) =

Ζ*

2. fy/x*T9dx.
0

,
Рассмотрим /уж2 + 9ώ и применим метод интегрирова-

xdx

ния по частям.

\и = Vx2 + 9
Пусть

dv = dx

du =
л/яМ-9

г; = χ

L тогда

χ2 dx

ν/ί49

\/^2 + 9"

/Vz2 + 9ώ = ζ\Λζ2 + 9 - /*

= ж\/х2 + 9 - iVx2 + 9dx + 9 ί

Тогда \/x2 + 9dx = ~x\/x2 + 9 + - /-
./ 2 2 J yjx1 + 9

= -Χλ/χ2 + 9 + - In (χ + \/я2 + 9) + с.

Значит определенный интеграл

fVx2 + 9dx = ( -x\Jx2 + 9 + - \\\{х + v7^2 + 9) J

ώ

=

^.5+-ln9j-(0 + -ln3j
=

= 10 + 91n3-4,51n3 = 10 +4,51η 3.
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3. Найдите площадь фигуры, ограниченной

/(*) =

50) =

х^О.

2х;

χ2;

5ф = ?

а) Начертим эскизы

графиков и найдем
точки пересечения.

χ = 2 —

очевидная

абсцисса точки

пересечения, но так как

экспонента растет

быстрее, то должна

быть еще одна точка

пересечения. При
подборе находим

(4; 16) — точка

пересечения.

$ф — Si + S2-

б) Si = [{2х- х2) dx = (2х log2 e - ]-хЛ

= ( 41og2e
- 2-1 - (log2e - 0) - 31og2e - 2-.

£2 = J {χ2 - 2х) dx = ί^χ3 - 2х log2 e)
= (21~-161og2e)- (г|-4log2e
= 18--121og2e.

2 2
£ф = 31og2e-2- + 18~ - 121og2e=: l6--9log2e.

о о



658 Интегралы

4. f(x) = ζ3;
g(x) = y/x]
касательными

в точках пересечения.

£Ф = ?

а) Найдем точки

пересечения х° = у/х
\х = 0

[х = 1

б) /'(ж) = Зх2.

Пусть χ = 0:

/'(0) = 0; /(0) = С|;

А_. ι

уЧ>,5(х+1)

\ 1-

\ °J*
~λ^^ ι

/^

/г/=*3

/ -2]

*» /
y=^xL··

о Ai
1 ^

у = 0 — касательная в

точке (0;0) для у = χ3.

Пусть я = 1: /'(1) = 3;

у = 1 +3(х - 1); у = Зх

/(ί) = ί;

2 — касательная в точке

(1; 1) для у = х3 ( у = 0; ж = -

в) </(ж) = ', при я = 0 не существует </(0). В данном
2у/х

случае можно считать, что х = 0 — касательная в точке

(0; 0) для у = у/х.

Пусть χ = ι· </(ΐ) = ~; »(1) = 1;2'

1/ = 1 + -(я-1); У = 2Х+2
(1; 1) для у = у/х.

г) 5ф = 5Ί + 5<2.

5ι = /{~{х + 1) - v^) dx =(\(x + I)2

касательная в точке

2 з

= 1 0|=Ϊ2'·
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2

з 1

= lx3dx + 1(х3-(Зх-2))
0 2

1 4

г оЧ^-г2+2*)
1

2
3

,
но можно проще

—

S2 = jx3 dx - S&CAB =

=

r
ι ι 1_l_i_J_.
2

'

3
'
~

4" 6
~

12'

с _

l
,

1 -1
ύφ~Ϊ2+Ϊ2_6·

5. f(x) = x4- 2x2 - x3·

g{x) = -x3 + Ъх2 - 4;

5Ф = ?

а) Найдем точки пересечения.

χ4 - 2х2 - χ3 = -χ3 + Зх2 - 4;

χ4 - Ъх2 + 4 = 0;

'χ = 2; у = 0; Л(2;0)

х = 1; у = -2;В(1;-2)
х = -1;у = 0; С(-1;0)

ζ = -2; у = 16; £>(-2; 16)

б) Контрольные точки:

χ = 0; /(0) = 0;

5(0) = 4.
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в) 5ф = Si + S2 + #з

-1

Si = J ((-χ3 + Зх2 _ 4) _ (я;4 _ ^2 _ д.3)) ώ =

-2

= ί (-χ4 + 5χ2-4) dx= (--

-■'*-§ «

:а;5 + -ж3 - 4ar
5 3

32 40 \ 7

1

52 = J {{x4- 2x2 - x3) - (-x3 + 3x2 -4))dx
-1

= J (xA - bx2 + 4) dx = Q

■d-l·*
>5 - -ж3 + Ax
5 3

1 5 Л
r

1

5
+ 3"4)=ЪГЬ-

Δ

S3 = /((-ж3 + Зж2 - 4) - (ж4 - 2х2 - χ·3)) tte =

1

= f(-x4 + bx2 - 4) dx = (-^х5 + ^х3 - Ах)
1

32 40

*-1п+5п+1п

1 5 Л
,
7

5
+ з"4His'
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Решение тренировочной карточки 3

1. Найдите: / =

J | sin \х γ 4 sin2 χ — 9 cos2 x

Используем замену переменной.

Пусть ctg:r = £; —7-γ- = at.
sm ж

dx г dt 1 г dt
_

г dx
_

г dt 1 г
" '

si^xx/S-gctg2^- У л/4 - 9ί2
"

ЗУ /7^2
1.3 ι

. /з \ VW
= — - arcsm -t + с = — - arcsm I - ctg χ I + c.

Ο ώ ϋ \ Δ J

ί2

2. Вычислите:

о

χ2 dx

о
\Лг2 + 16

Используем метод интегрирования по частям.

, х2 dx f / о . „ ^ , _ /* ώ
Так как

У л/х·2 +16 У ν

Λ\/ж2 + 16 ·/ -/л/ж2+ 16

а /л/х2 + 16 da; = -ж\/ж2 + 16 + 81п(ж + л/ж2 + 1б) + сь

то неопределенный интеграл будет иметь вид (см. решение
Г х2 dx

карточки 2): I TxWTe
=

= \х\/х2 + 16 + 8 In (χ + Ух2 + 1б) - 16 / . ^ = + ci =
2 V J J y/χΐ +16

= -ж\/ж2+16+81п(ж+\/ж2+16) - 16 In (ж+\/ж2+1б) +с =

= -х\/х2 + 16 - 8 In (ж + л/х2 + 1б) + с.

Значит определенный интеграл будет равен:

/ yXldX = (^ж\/ж^Пб - 8In (ж + у/х*7Тб))J vr +16 \* ν //

= 1,5\/9 + 16 - 81η (3 + \/9 + 16) -(0-81η 4) =

= 7,5-8Ь8 + 81п4 = 7,5-81п2.
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3. Вычислите площадь фигуры, ограниченной

д(х) — χ2 + χ + 1.

Вычислим точки

пересечения и построим

эскизы графиков.
я3+ 2 = х2 + х + 1;

х3 - х2 - χ + 1 = 0;

(х-1)2(х + 1)-0;
х—\ — точка касания

х=-1

ι

\у >
3-

Г=*3+2 2

/Гм!
/-Ϊ -0,5

i/=jc2|fjc+l
i ъ»

i **

5Φ = J ((ж3 + 2) - (ж2 + ж + 1)) dx =

= ί (ж3 - ж2 - ж + 1) dx = ί -ж4 - -ж3 - -ж2 + ж J
1 1

4. х3у2 = 9;

|ж-5| = 4.

+ 1
1 1 1 А 1

4
+ 3-2-1 =V

5Ф = ?

\х - 5| = 4;

ж3 (ж > 0);

У =
^'
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а) У = -г= {х -+ 0 + 0) => (у -+ оо);

(я-*оо)=>(у-*0);

б) у = = (х -> 0 + 0) =* (у -+ -оо);
ν яг*

(я-*оо) =>(ϊ/-*0).

Так как графики у =

относительно оси ОХ, то

9 Л

и у = симметричны
'я0

5Ф = 2 А ώ = 6

(-2) =

1-2
ГЖ 2 = б(-2д;-5)

= 6

5. /(х) = ±;
5(ж) = ν^;
касательными

в точках пересечения;

прямыми χ = -; χ = 9

5Ф = ?

Построим эскизы графиков.

'IV
а)/'(*) = Q) =-^; /'(!) = -!; /(i) = i;

у = 1 - (ζ - 1);

у = —ж + 2 — касательная в точке (1; 1) к у =

б) </(х) = (νΐ)' 2^ ™ = Ь *1>"1'

у = 1 + — (ж — 1); у = -(ж + 1) — касательная в точке

(1;1) к у
= аД·
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в) 5ф = Si + £2 + S3 + 54.

^/(Ι-ρ-,))*-/^.-»)*,-
9 9

= ( Ых+-х2—2х !=Н-2)-Н+ш-1
9

Я6 — 1 2Я
= -1,5 + 2ШЗ +—=2ШЗ-1-;

52 = / {\{Х + !) - VS) ώ = Q(s + Ι)2 - !**)
25 _^_
8Ϊ~ 8Ϊ

4_
81''



Решение тренировочных карточек 665

Ss= l(^(x + l)- νή dx = (-(ζ + l)2 - |
= (25-18)- (l-|)=6|;
S4= f(--(2-x)\dx = (\nx + -x2 -2x\

= (Ь9 + у-18 0+2-2) =21n3 + 24;

5Ф = 21пЗ-1^ + ^- + б| + 21пЗ + 24 = 41пЗ + 29^.
ol ol о ol
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Решение тренировочной карточки 4

1. Найдите:

In sin χ

ι cos2 χ
dx —

Применим метод интегрирования по частям:

Пусть

и = In sin x

dx
dv = —r—

du = ctg χ dx

ν = tg£

tg χ · In sin χ — / dx = tg χ · In sin χ — χ + с.

2. Вычислите:

2

/:
dx

χ (χ2 + 4)

Вначале вычислим неопределенный интеграл, учтя, что

1 1/1 χ

х(х2 + 4) 4\х (х2 + 4)

dx

J x{x2 + 4)

0 л , dx = - In ж — -г /
х2 + 4>/ 4 8У

1 ^(х2 + 4)
χ2 + Α

= -1пх--1п(х2 + 4) + с,
4 о

тогда определенный интеграл равен:

I.
dx

χ (ж2 + 4)
= \-Мх-\щх2 + А)

= (i]n2--ln8
\4 8

О - ^ In5 ] = ^1п2,5.
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3. Вычислите площадь фигуры, ограниченной

f{x) = χ2-2χ + 2·

д(х) = 2 + Ах~Х2.

прямыми χ — — 1; χ = А.

а) Найдем точки

пересечения и построим

эскизы графиков.
х2-2х+ 2 = 2+Ах-х2] _χ

х = 0

χ — 3

j/=xz-2x+2

\ 1 \2 3
1

у=2+4х-х2
б) 5Ф = 5Ί + 52 + 53.

о

5Ί = ί ((χ2 -2χ + 2)-(2 + 4χ- χ2)) dx =

-ι

= 0-
r (2

= I (2x2-6x)dx= ί -χ3-3χ:

-ι
^

3

52 = /((2 + Ax - x2) - (x2 -2x + 2)) dx =

3
о

= i(-2x2 + 6x)dx= (--x3+ 3x2)
о

^ '

= (-18 + 27)-0 = 9;

4

53 = Π{χ* _ 2ж + 2) - (2 + Αχ - χ2)) dx =

я

|4

Г3 =3з;

128
= ( =х3 - За;2

= 42|-48 + 9 = з|;

48 - (18 - 27) =
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4. /(*)
д(х) -■

t(x) =

= х3-
= х3 +
= 6х.

Зх2

х2-

+ 2х;
- 6х;

5ф = ?

а) Найдем точки пересечения f{x) = χ3 — Ъх2 + 2х

и д{х) = х3 + х2 — 6х и построим эскизы графиков.

~х = 0
с3 - За;2 + 2х = х3 + х2 - 6х;

х = 2

б) f(x) = х3- Ъх2 + 2х = х{х - 2){х - 1);

д(х) = х3 + х2 - 6х = х(х + 3)(х - 2);

в) f{x) = t(x);

χ3 - Зх2 + 2х = 6х; х3 - Зх2 - Ах = 0;

ί(4) = 24; ί(-1) = -6;

г) д(х) = t(x);

χ3 + χ2 - 6х = 6х; х{х2 + χ - 12) = 0;

t(-4) = -24; ί(3) = 18.

\ X =
X =

\_х =

X =

X =

X =

У=х3

0

4 ;

-1

0

-4 ;

3

-Зх2+2х
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д) 5ф = 5ι + £г + 5з + ^4·

-1

Si= f ((χ3 + х2- 6х) - (6х)) dx =

-4

= ( (χ3 + х2 - 12ж) ώ; = ί^χΑ + ]-х3 ~ 6хА

-Ή-
О

«-2-..W;
52 = ί ((χ3 + χ2- 6χ) - (χ3 - Зх2 + 2х)) dx =

-1

О
/л \ Г

= [ (Ах2 - 8х) dx = Ι -χ3 - Ах2 J

-o-i-S-*)-4.
53 = /((a,·3 + ж2 - 6ж) - (ж3 - 3z2 + 2x)) dx =

2

= 1{Ах2 - Вх) dx = (^х3 - ΑχΛ =

(32
λ 2 1

__16) =16-10-= 5-;

4

54 = ί(6χ -χ3 + 3χ2 - 2χ) dx =

3

= ({-χ3 + 3χ2 + Αχ) dx = ( - -χ4 + χ3 + 2χ2 )
3

^ '

= (-64 + 64 + 32)- Γ-^ + 27+18^ =7^;
5ф=471+4+4+7Ь4
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5. f{x) =x2~4x + 3;

д{х) = χ2 - 2х + 3;

общими касательными.

=*2-2х+3

==xz-4x+3

а) Найдем общую касательную.

Пусть у = ах + 6 — общая касательная.

х2 - Ах + 3 = ах + 6

χ2 - 2х + 3 = ах + Ь

Условие того, что у = ах + Ь — общая касательная —

наличие единственной точки пересечения.

х2 - (4 + а)х + 3 - Ъ = 0; D = (4 + а)2 - 12 + 46 = 0;
х2 - (2 + а)я + 3 - Ь = 0; Л = (2 + а)2 - 12 + 46 = 0.

Чтобы прямая была касательной одновременно к двум

кривым, необходимо

Г (4 +а)2-12+ 46 = 0

\ (2 + а)2 -12 + 46 = 0
-

(а + 4 + а + 2) (а + 4 - а - 2) = 0;

а = —3, тогда 6 = 2,75; у — —Ъх + 2,75 .

(4 + а)х + 3-Ь 0 при а — —3; 6 = 2,75; χ = -;

(2 + а)ж + 3-Ь = 0 приа = -3; 6 = 2,75; я = --.
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б) 5Ф = Si + S2.
о

Si = ί (За; - 2,75 + χ2 - 2х + 3) dx =

-0,5

/1 1 λ
= ί (χ2 + χ + 0,25) ds = ί -ж3 + -χ2 + 0,25ж J

-0,5
^ ' -0,5

= 0
11 ι

_

ν

'З
"

8
+

8 8)
~

24'

52 = /" (х2 - Ах + 3 + Зх - 2,75) dz =

о

? /1 1
= (х2-х + 0,25) cte = ί -ж3 - -ж2 + 0,25ж

о

_/^_ι ι\
_η_ _ι_

~

\2i~8
+
8J

~

24;

Ьф~24 +
24~12-

0,5

О
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Решение тренировочной карточки 5

х/з
1. Вычислите

х2 dxг χ а

: J 7ΤΞνΤ-χ"

>/3/

/И хг +
VA ■ж'

«for =

V5 V5
dx

=-1^л*+Ч-иёVa-^
Рассмотрим у/А —' ж2 = у

— полуокружность.

ж2 + у2 = 4

cos ΔАОВ =з —— =

—, тогда
ОЛ 2

'

7Г 7Г 7Г 7Г

2 л:

а) ^сек (СОЛ)
^ X

* ^Г
1 π о

2 3
'

-R — 2; 6сек (соА)
—

q71"!

б) S^aob -

2
'1' ^ =

~2~;

V3

5Ф= ls/A^T?dx =
2 v^
3π

+
"2"
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Но можно решить подстановкой:

χ — 2 sin t\ t — arcsin —; dx = 2 cos t dt\
Ζ

V 4 — 4 sin21 — 2 cos t, тогда

(y/A-x2dx= f2cost-2costdt = 2 /(l+cos2i) eft =

= 2t + sin 2£ + с = 2 arcsin — + sin(2 arcsin -) + с —

2 arcsin — + 2 sin(arcsin —) · w 1 — sin2 arcsin — + с =

Ζ Ζ I/ ^

X X X X / 3?

2 arcsin — + 2 · — w 1 — + с = 2 arcsin — + x\ 1 г + c·
2 2 \/ 4 2 \/ 4

Тогда / >/4 — x2dx — 2arcsin —V x\\\ )
( \

2 V 4)

= (2^Ύ^4-ί)-° = 2·1 +
Ύ-

Итак' /7Г^
=

-[ύ + ύ)+4rcsm

•Л

ч/з

2π \/3
, A

(
. л/3

n \ 2π \/3 4тг
-г

— + 4 arcsin — 0 = ——

^- + -тг
3 2 V 2/323

2тг
_

\/3
"3 2~

4тг-3\/3
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sinxdx.2. /e*si
о

Сначала найдем неопределенный интеграл / ех sin xdx —

Воспользуемся методом интегрирования по частям:

sin χ = и

ех dx = dv

cos xdx = du

ν = ex

ι= ex sin χ — ex cos xdx =

cos x — u

ex · dx = dv

— sin xdx = du
Применим метод дважды

= ex sin χ — (ex cos χ + / ex sin χ dx) + ci, тогда

/· 1
/ ex sinχώ=- (еж sin χ — ex cos x) + c.

7Γ

2

-J
/ еж sin xdx = -ex (sin χ — cos x)
о

=

о r ( s*n
o"

~~ cos
o" J — e° (s*n ^ ~~ cos ^) =

= -[е1(1-0)-Ь(-1)] =2(еТ + 1)-
3. Вычислите площадь фигуры, ограниченной

#(:г) = х2;
общей касательной;

прямой χ = 2.

5Ф = ?

Построим эскизы графиков.

Пусть у
—

ах + Ь — общая касательная, тогда
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а) — = ах + Ь:
χ

ах2 + Ьх — 1 = 0;

D = б2 + 4а = 0.

б) х2 — ах + 6;

х2 — ах — 6 = 0;

£> = а2 + 46 = 0,

причем это выполняется

одновременно:

Ь2 + 4а = 0

а2 + 46 = 0
'

(б2 - а2) - 4(6 - а) = 0;

а = 6

а(а + 4) = 0

6 = 4-а

а2 + 4(4 - а) = 0; D < 0

т. е. у = —4ж - 4 .

в) - = -4ж-4; ж = --;

г) χ2 = —4х - 4; ж = -2.

д) 5Ф= / (д;2_(_4я;-4)) dx+ j(-+4x + A dx =

=z [ -xs + 2х2 + 4х +(lnx + 2x2 + 4x)
-2

= ( ^+2+4 j - f-2^+8-8 J +(1η2+8+8)-(1η 1+2+4)
-

= 6 + 3 +In 2 +16-6 = 19 +In 2.
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4. f(x) = х3- Зх2 - 10х;

g(x) = χ3 — 2x2 — 3x;
касательными в точке (0;0);
прямой х = 4.

5Φ = ?

Построим эскизы графиков, найдем точки пересечения.

х3-3х2-10х = х3-2х2-3х;
Гж = °

а) у = х3 - Зх2 - Юж =

= х(х - 5)(ж + 2);

б) у = х3 - 2х2 - Зх =

= х(х — 3)(х + 1);

в) f'(x) = Зх2 - 6х - 10;

/'(0) = -10; /(0) = 0;

у = 0 + (-10)(ж-0) =

= -10ж;

f(x) = -Юх;

χ3 -Зх2 - 10ж = -10а;;

х2(х-3) = 0;
х = 0

х = 3

г) д'(х) = Зх2 - 4х - 3;

#'(0) = —3; д(0) = 0; у — —Зх —

уравнение

касательной;
~х = 0

д) д(х) = -Зх; х2(х - 2) = 0;
х = 2

f(x) = -Зх; х(х2 - Зх - 7) = 0;

х = 0

3 + V37
2

3-\/37

χ =

χ =

д(х) = -10ж; х(х2 - 2х + 7) = 0; х- 0.
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Δ О

е) £ф = j (х3 - 2х2 -Зх + Юх) dx + f(-3x + Юх) dx+

0 4 2

+ j(-3x -х3 + Зх2 + Юх) dx =

2 3 3 4

= ί(χ3-2χ2+7χ) dx+ hxdx+ ί (-χ3+3χ2+7χ) dx =

-(V-V+И
2

7 2

о
ζ +Н*4+*з+И

= (4-4+i4-°) + (f-i4) +

+ (-64 + 64 + 56)-(-^ + 27+y) =

= 12§ + 31,5 - 14 + 56 + 2θ\ - 58,5 = 47^.3 4 12

5. у = {χ2 - 1)ех3-3ж;
прямой у = 0.

5Ф = ?

Построим эскиз графиков.

а) у>0
у = 0 ~~+\
У<0

i_i
^ΞΖ

^Т~
w

X

б) т/ = 2хех3~3х + (Зх2 - 3) ех3~3х(х2 - 1) =

= е1
,аг-3ж (Зя4 - 6х2 + 2х + 3) .

Уравнение г/ = 0 решить весьма сложно, но в данном

случае можно обойтись без графика,
ι - ι

з) БФ = - ί(χ2 - 1) ех3~3х dx = ~jex
=

~Г
ж -За:

-1

= -^(е1-3-е-1+3)=-?(e-2-e2)

d(icd - Зж) =

1 е4-1

Примечание. Для вычисления площади не так

существенно значение максимума и минимума.
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Решение тренировочной карточки 6

1. Вычислите:
о

/
>/х + 1 + 1

ν^ΤΤ-ι
dx.

Пусть у/х + 1 = £;
cfo

2у^+Т
= dt\ dx = 2£сй,

тогда /
yfo + 1 + 1

VaT+T-i

2ί2+2ί \t-l
2t2-2t П + 4

4ί-4

ώ; /
(t + l)2idi
ί-1

-/(2ί + 4 +
ί-1

eft = ί2 + 4ί + 41η(ί - 1) + с =

= ж + 1 + 4-у/ж + 1 + 41п(\/ж + 1 - 1) + с.

Значит

'■/

jy/x + 1 + l
άχ =

.

1 4v/^7j + 41п(^жТТ - 1))
У л/ж +1 -1

v '

= (9 + 4 · 3 + 41п(3 - 1)) - (4 + 8 + 4In 1) = 9 + 41η 2.

dx

sm4 χ · cos2 x

Пусть tgx = t;

2^_tgzx
sin2 я

cos2 χ

sin2 я

dt\

cos2 χ 1 - sin2 χ'

t2(l — sin2 ж) = sin2 x; sin2 χ =
1 + ί2'
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1 ί2 +1 1

-7-2-
=

—7Г~
= 1 + 72' тогда

sinz χ tl t*

/s^?i-/(1+p),*-/(I+?+?)*-
2 1 1

= ί+-—-ί1_2 + —-i1-4 + c = tga;-2ctg:r--ctg3a: + c.
J. Zi J. tL О

3
(Ar

= (tg χ — 2 ctg χ
— - ctg3 x)

sm4 χ · cos2 χ 3

-*-¥-Ит -C—rO-^i

3· Вычислите площадь фигуры, ограниченной

/(z)=3*;

5(ж) = ζ2 + 5;

касательными, проведенными

в точках пересечения с прямыми

χ = 1; ж = 3.

5Ф = ?

Построим эскизы графиков.

а) 3х = х2 + 5; ж = 2;

6)/(χ) = 3*; /'(z) = 3*ln3;

/'(2) = 9ЬЗ; /(2) = 9;

1Х - у = 9 + 9ЬЗ· (х -2);

у = 91η3 · χ - 181пЗ + 9 — h — касательная.
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в) д{х) =х2 + 5] д'{х) =2х;

д'(2) = 4; д{2) = 9;

у — 9 + 4(ж — 2) = Ах + 1 — h — касательная.

2 2

г) 5Ф=/,(Зж-(9х1пЗ-181пЗ+9))^+|(х2+5-(4х+1)) ώ+
1 1

3 3

+ |(3χ-(9χ1η3-181η3+9))ώ+|(χ2+5-(4χ+1))ώ=
2 2

3 3

= /(Зж-(9ж1пЗ-181пЗ-9))^+ ί(χ2+5~(4χ+1)) dx=

= ( 3х log3 e - ^х21пЗ + (18ЬЗ - 9)я

= ( 271og3е - γ 1η3 + 541пЗ - 27

1 |3

ι ύ

= 241og,e-17-.
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4. у = Ах — х2\
касательными к кривой,

проходящими через точку (—3; —12).

Пусть у = ах + b — касательная к у
— Ах — х2.

— 12 = —За + 6; b = За — 12, тогда у = ах + За — 12.

Найдем единственную точку пересечения касательной

и у — Ах — х2.

ах + За - 12 = Ах - х2\ х2 + (а - А)х + За - 12 = 0;

D = (а - А)2 - 4(3а - 12) = 0;

(а-4)(а-4-12) -0;

у = Ах
' '

у = 16х + 36

дящие через точку (—3; —12).

а = 4; 6 = 0

а = 16; Ъ = 36
'

касательные к у
= Ах — х2, прохо-

—о и

£ф = Ι (16ж + 36 + х2 - 4ж) dx+ f (Ах + х2 - Ах) dx =

-б -з
-з о

1
= /(χ2+12χ+36)ώ+ f x2dx=-(x + 6) -Лз*'

=

J (З3 - О3) + ;(0 - (-3)3) = 9 + 9 = 18.
О О
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5. f(x) = χ2 + Αχ + 3;

g(x) = -χ2 + Αχ - 3;
общими касательными.

Бф =

у=х2+4х+3

2 3>Γ х

^ у=-х2+4х-3
-4V3-6

Пусть у — αχ + 6 — касательная.

αχ + b = χ2 + Αχ + 3; αχ + 6 = -χ2 + Αχ - 3;

χ2 + (4 - α)χ + 3 - b = 0; χ2 + (α - 4)ж + b + 3 = 0;

D = (4 - α)2 - 4(3 - 6) = 0

£> = (α-4)2-4(& + 3) = 0
; 6-3 + 6 + 3 = 0.

6 = 0; тогда (α — 4)2 = 12, т.е

у
= (4 + 2^)я

α = 4 + 2\/3
α = 4-2^

'

т.е. — касательные

y
= (A-2V3)x\

к кривым у — х2 + Ах + 3 и у =
—я2 + 4х — 3.

а—4 при а=4—2\/3; ж0=л/3 для у=—х2+Ах—3;
2

'

при а=4+2\/3; #о=—л/3 для у=—х2+Ах—3;

4—а при а=4—2\/3; xq=—у/3 для у=ж2+4х+3;

x0z

жо=—
2 при а=4+2\/3; ж0=\/3 для у=:г2+4:г+3.
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5ф = 2

ч/З

и

J (х2 + 4х + 3 - (4 - 2у/Щ х) dx+

-V3

+ J {χ2 + Αχ + 3 - (4 + 2л/3) ж) da;

= 2

= 2

= 2

ν/3

/ {χ2 + 2\Дх + 3) dx + ί (χ2 - 2л/3ж + 3) dx

-V3 о

-а;3 + \/Зж2 + Зж) + ( -ж3 - \/3a;2 + За;

-у/3

V3

О- f-i · Зл/3+3л/3-3\/3 J +| · 3\/3-3\/3+3\/3-0

= 2 (л/3 + л/3) =4л/3.

Примечание. Так как графики центрально-симметричны

относительно начала координат (0;0), то площади фигур,
ограниченных касательными и кривыми, равны между собой.
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Объем тел вращения

f(x+Ax).

fix)

Пусть у = f (χ) — непрерывна, монотонно возрастает и

неотрицательна на [а; 6]. V (х) — функция зависимости объема

тела вращения от расстояния от точки (0; 0) до точки {х\ 0).
AV (х) = V (х + Ах) — V (х) находится между объемами двух

цилиндров радиуса f (х) и f (х + Ах) и высотой Ах, причем

π/2 (χ) Αχ < AV (x) < π/2 (χ + Αχ) Αχ (при условии Ах > 0).

π/2 (χ) < ^Μ < π/2 {χ + Αχ).

(Аналогично можно рассматривать случай убывания.)
Переходя к пределу, получим

lim π/2 (χ) < lim ^ZM <ζ цт nf (x + Ax).

В силу непрывности у = f (χ) lim nf2(x + Αχ) = π/2(ж),
Αχ—>0

a lim nf2(x) — π/2(χ), так как функция не зависит от Δχ.
Ах—>0

Тогда π/2 (ж) < lim ДУ(аг)
δ#->ο Δχ

Учитывая, что К.вр — V(b)—V{a) на [а;6],

< π/2 (ж), значит V' (х) = тт/2(х).
υ

ντ.Βρ=π Jf2(x)dx
Если у = f (x) кусочно-монотонная, то ее просто можно

разбить на участки монотонности. В дальнейшем по умолчанию

мы это специально оговаривать не будем.
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Практикум 30

1. Выведем формулу объема

конуса через гк и Нк.

(гк
—

радиус основания,

Нк
— высота конуса).

ОА С h;
Τ

h- У= -p^x = tga-x.

Vk = тг J {xtgaf dx = ^ {x3tg2a)
о

= |Я^ =

з7""*^ (кУб-еД)·

г. .L
'к

о"

/ι , /
/1 ι /

Ι ι I

9x\

Δ/ίΛ

[В
К1 *#

k

= -tf|tg2a =
0 о

Vk = ^r2kHk

2. Выведем формулу объема

усеченного конуса через

Як,Г1,г2, где η и г2
—

радиусы оснований.

ВС
_ п-г2>

АС
"

Як
'

6 = г2;

ABcZi;

1\: у = кх + Ь;

к =

I
о

Vyc.K = π / (кх + bf dx = ^π (kx + b)3 -
1

з''

я*

о

^ ({кНк + Ь)3 ~Ъ3) = -^ {к3Hi + Зк2Н2кЬ + ЪкНф2)
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= -itHk {к2Hi + ЪкНф + 3b2)3

Н2к + 3-±—±Нкг2 + Зг22\ =

= -пНк (г? - 2пг2 + т\ + Зпг2 - Зт| + Зг|) =

= -π#& (г? + rir2 + г|) ,

т.е. Кск =

g71"^ (Г1 + Г1Г2 + Г2)

3. Найдем объем тела, ограниченного кривой у = -у/ж,
вращающейся вокруг оси ОХ.

Это тело — параболоид, где го
—

радиус основания,

Нпар — высота параболоида.

г0 = у/ЁГи
нп

V = тг Г (у^)2 dx =

О

J^nap

= π I xdx — -ι

"пар

О

1 1
= оТГ^пар = о^#парГ0 (Куб.ед).

Объем параболоида равен половине площади основания,

умноженной на высоту:

Ктар — 7^7Г-"парГ0
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4. Найдем объем тела, полученного вращением
параболического сегмента 0 ^ у < 1 — х2 вокруг оси ОХ.

Учтем, что на [—1;1]
функция четная,

ι

V = n f (1-х2)2 dx =

-ι
1

= 2π i(l-x2)2dx =
о

1

= 2π /(1 - 2χ2 + χ4) dx =

У=1-х2

о

2 1
= 2π( χ- -χ3 + -хь

ο 5

Λ ι ..
2 Λ 16

/ ,
= 2π( 1- - + - Ι =—тг(куб.ед.).

5. Найдем объем тела полученного вращением

параболического сегмента 0 ^ у ^ 1 — х2 вокруг оси ординат.

Так как у < 1 — я2, то х2 < 1 — у.
ι ι

/ 1 \
Квр = тг J(yjl-y)2dy = π J(1

- у) dy = тг ί у - -у2 J
= π 1

о о

4)=f (куб-ед°·
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6. Найдем объем тела, полученного вращением вокруг
прямой у = 8 фигуры, заданной условием 0^у^6 + х — х2.

Сместим кривую так, чтобы ось вращения совпала с осью

абсцисс. Получим кривую у =
—2 + χ — χ2.

у = х2-х+2

χr+χ-

Из условия 0^у^6 + х~х2 следует, что ~х2 + х + 6 ^ О,
т.е. —2<х<3. Так как кривая у

— —х2+х—2 симметрична

относительно оси ОХ кривой у — х2 — χ + 2, то удобнее
рассмотреть ее.
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0 < у < х2 - χ + 2; -2 ^ χ < 3;

/(3) = 8; /(-2) = 8.

V — π · 82 (3 — (—2)) = 320π (куб. ед.) — объем цилиндра.

з

К.вр = 320тг - π ί (χ2 - χ + 2)2 dx =

-2

3

= 320π - π ί (χ4 + χ2 + 4 - 2χ3 + Αχ2 - Αχ) dx =

-2

= 320π - π ( ^χ5 + ^ζ3 - ^χ4 - 2χ2 + Αχ
1 * 5 з_1,
5"

' 3Χ 2:

=880—C^+45-i ■ 81-18 + П-(-Щ-%-
\ 5 2 \ 5 ο

5 1
= 320π - 90-π = 229-π (куб. ед.).

Примечание. По сути мы нашли объем детали,

полученной при обработке цилиндра на токарном станке

резцом, режущая поверхность которого задается кривой

у — 6 + χ — х2 на [—2; 3] (глубина погружения 6- от

поверхности, где R — 8, Η — 5).

7. Найдем объем тела, полученного вращением фигуры,
ограниченной у — х2 и у — χ + 2

, вокруг оси ОХ .

У = х

, X ·*— X | ^,

х = 2

х = -1
'

\у=х+2

т. е. х2 < у < ж + 2 при -1 ^ χ < 2.
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У=х

Итак, КвР = тг / [х + 2)2 dx - π / (χ2) dx =

= 14,4π (куб. ед.).

-ι

64 32 /1 1',,
=

7Г,У-У- з
+ 5||

=

8. Найдем объем тела, полученного вращением вокруг оси

абсцисс круга х2 + (у — 5)2 < 9 (такое тело называется тор,

или бублик).

х2+(у-5)2<9

у= 5+V9-х2

у=Ъ-<9^?



Практикум 30 691

Из условия следует, что 5 — у/9 — х2 ^2/^5 + \/9 — ж2,

D(y) = [-3-3].
з

2
з

2

у = тг /Υδ + \/9 - ж2) dx-π ί (ъ - у/^х2) dx =

-3 -3

= π / ^б+Юл/Э-^+Э-^-гб+Юл/^^-Э+х2) ώ; =

20π /\/9 - :r2cte = 40π /"л/9 - ζ2ώ;.

-з о

Пусть х = 3 sin t; ώ = 3 cos t dt,

тогда у/9 — x2dx= j3y/l — sin213 cost dt = 9cos2tdt =

9 r 9/1 \
= -J(l + cos2t)dt = - ii+-sin2il +c,

так как при χ € [0; 3] t €

и γ 1 — sin2t = | cos £| = cos t.

*i cost^O
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χ

Так как t = arcsin —,
о

το sin

тогда

2t = 2 sin ( arcsin — 1 cos I arcsin — 1 =

9

2
ж2(£г = r arcsin — + —

ν 9 — χ2 + с.

3 2

V = 20tt [Vf^dx--
-3

= 20πί-βκ*ιη- + - \/9 - χ2")
з

-з

(939
3

- arcsin 1 + - · 0 — - arcsin (—1) — - · 0 ) =
Δι Δι Δ/ Δι

= 90тг2 (куб.ед.)·

Примечание. Можно проще, если учесть, что при

замене переменных интервалы интегрирования в

определенном интеграле меняются.

7Г

Пусть χ — 0, тогда t = 0; а если χ = 3, то t = —, значит

7Г

У = 40тг iV9-x2dx = 40тг · - /"(1 + cos 2i) <ft =

о о

180тг [i + -sin2i 180тг ( ι + 0 - (0 + 0) ) =

90тг2 (куб.ед.)·
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9. Объем тора.

χ2 + (у _ 6)2 = д2.

У! = 6 + VR2 ~ X2]

у2 = Ь- VR2 - χ2;

с=2%Ъ

ъ~з
у^Ъ+Ш^х

y2=b-<R^7

Кора = тг f (lb + VR2-x2)2 - (b - VR2-x2)2) dx =

R

=2Tri(b2+2bVR2-x2+R2-x2-b2+2bVR2-x2-R2+x2)dx=
f

= 86π iVR2 - x2 dz = 86π Л/Д2 - i?2 sin2 tR cos ί eft =

о о

Пусть ж = R sin ί; dx = R cos ί eft;

Заменим ж = i?sin£, если х = 0, то t = 0,
7Г

а если ж = R, то ί = —
·

7Г 7Г

2 2

: 8bnR2 f cos2 tdt = 4bnR2 ί (1 + cos2i) dt

4bnR2 \t + - sin 2t 4bnR2 ( | + 0 + (0 + 0)

27Гfrfr = Кора , т.е. объем тора равен площади

вращения круга, умноженной на длину окружности, описанную

ее центром.

Кора = 7ГД2 · 2ТГЬ
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10. Объем эллипсоида.

= 1 — уравнение
б2

х?_ у2
а2
+

эллипса.

y2 = b2(l X

К, = / 7П/2 dx =

П2 nb2 аг,
π frf (^ ~ χ2) άχ = ^2"/(α2 " χ2) dX =

262 Γ , 2 2 262 /

-^πJ (α -χ )ώ=-Γπ ^π \ α χ :Χ

262 / 3 1 3Λ 4 L2 / * ν
=

~^2
π Ιαό - -αό\ = -α6^π (куб.ед.).

При α = b получаем объем шара. Шар есть частный

случай эллипсоида.

Примечание. В данном случае рассматривается

вытянутый эллипсоид а > b (вращение вокруг большей оси).
Если вращать вокруг малой оси

— то это сжатый

эллипсоид, и Vc> -6α2π. Можно доказать, что Кж.эл > Кыт.э
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Тренировочная работа 18

1. Выведите формулу объема шара.

2. Выведите формулу объема шарового сегмента как тела,

ограниченного плоскостью сечения и шаровой

поверхностью, через радиус основания и его высоту.

3. Выведите формулу объема шарового сектора как тела,

образованного вращением кругового сектора радиуса R

с центральным углом в 2а (радиан) вокруг своей оси

симметрии.

4. Выведите формулу объема шарового сектора как тела,

образованного вращением кругового сектора радиуса R

с центральным углом в 2а (радиан) вокруг оси ОХ,
перпендикулярной его оси симметрии (2α < π).

5. Выведите формулу объема шарового сектора как тела,

образованного вращением кругового сектора с

центральным углом в 2а (радиан) вокруг оси ОХ под углом β

(2α + /?<π).

6. Выведите формулу объема шарового слоя как части шара,

ограниченной двумя параллельными плоскостями, через

радиусы оснований и высоту.
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Решение тренировочной работы 18

1. Выведите формулу объема шара.

у2 + х2 = R2 — формула окружности с центром в начале

координат.

Так как формула х2+у2 ^ R? определяет круг, то полкруга

определяет формула

О ^ у ^ y/R2-x2· D {χ) = [-Я; R],

Шар будем рассматривать как тело вращения полукруга

вокруг диаметра. Тогда, используя формулу объема тел

вращения

R

υ

V{x) = π if2(x)dx получим

R

Vm = π I (y/R2 - x2) dx = 2π ί (R2 - χ2) dx =

-R 0

= 2π [ R2x - L·3
\R

3

Vm = -nR3 куб. ед.
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2. Выведите формулу объема шарового сегмента как тела,

ограниченного плоскостью сечения и шаровой

поверхностью, через радиус основания и его высоту (шаровым
сегментом называется часть шара, ограниченная плоскостью

сечения и шаровой поверхностью).

а) Пусть 0\R — Нсег — высота шарового сегмента.

R — Нсег < χ < R, где ОА = Rcer = R.

0\А — тс
—

радиус основания шарового сегмента.

г2 = ОА2 - 00{ , тогда r2 = R2-(R- Нж) =

= 2RHcer - Яс2ег, значит R = Г°1?ж.
R

^
R

б) Уш.сег = π ί (уВ? - хА dx = π ί (R2 - χ2) dx

R—HC(

π f R?x - ~xK

R—HC{

R

R—Hc

-π R3 - ^R3 R2 (R - tfcer) - - (Я - HcerY

=π ί R3--Rs-R3+R2Hcer+-R3-R2Hcer+RH?l ://„„ I ~

7Γ

-(m-Hcer)Hir.
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1) Итак, V =
v ш.сег

π#1
(31? — Ясег) формула

объема шарового сегмента через радиус шара и высоту

шарового сегмента.

г2 + Н2
2) Так как Я -

с сег

то Кш.сег

кНсег

Нсл

(Згс2 + Яс2ег),

т.е. К,,еГ=^(Згс2+Яс2ег) формула объема

шарового сегмента через радиус основания

шарового сегмента и его высоту.

3. Выведите формулу объема шарового сектора как тела,

образованного вращением кругового сектора радиуса R

с центральным углом в 2а (радиан) вокруг своей оси

симметрии.

Уравнение прямой (ОА):

у = tg а ·

х\ ОА — R.

00\ = i?cosa;

#ш.сект = R (1 - cos α);
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Я cos α

Ki.cer — тг / (χ tg α)2 dx + π / (R? — χ2) dx =

О Я cos α

7г ι Я cos α / 1 \ Ι

Л cos α

πο3„„„3„ j.„2„ ,
„

/ o3 1
D3 iD3 ■*■ d3 3,

= -JFcosdα tg^a+π ( Jf—-Дл- ( Ra cos a--ir cos^a

3

7ГД3

3

тгД3

= -R3 cos3a tg2a + —R3 - nR3 cos α + -R3 cos3 α

(cos3 α (tg2 a+1) -3 cos a+2)

1
cos3 α

tg2a + 1 = —T-

2 .3,
0

- 3 cos α + 2 1 = -7tR (1 — cos a)
cos^ a /3

Итак, Уш.сект = -π!?3 (1 - cos α) (куб.ед.).

Можно несколько иначе, если использовать формулы
объема конуса и шарового сегмента.

гк = АО\ — i?sina; Нк = 00\ — i?cosa;

Яш.сект = Д(1 -cos a);
-*- 9 -*- 9 9

К = -πτ„Ηκ — -7tR sin aficosa:к

3
к к

3

π

-nR3 (l — cos2 a) cos a;

'ш.сег 0 \<J-^t "ш.сег/ "ш.с

π

π

(3R - R (1 - cos a)) R2 (1 - cos a)2 =

= ^R3 (2 + cos a) (1 - cos a) .

о

ТоГДа Ущ.сект = Vfc + K^ =

= —i?3 (cos a (l— cos2 a) + (2+cos a) (l—2 cos a+cos2 a)) =
ϋ

= —R3 (cos a — cos3 a + 2 — 4 cos a+
о

2
+ 2 cos2 a + cos a — 2 cos2 a + cos3 a) = -nR3 (1 — cos a).

ϋ
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Примечание. Между делом мы вывели еще одну

формулу шарового сегмента через радиус шара и половину

центрального угла осевого сечения шарового сегмента.

Vm
txW

(2 + cosa)(l — cos α)"

4. Выведите формулу объема шарового сектора как тела,

образованного вращением кругового сектора радиуса R

с центральным углом в 2а (радиан) вокруг оси ОХ,
перпендикулярной его оси симметрии (2α ^ π).

(ОА) — прямая, ее уравнение:

y = tg(-~a\ -x = ctga-x.

Уравнение (ОБ): у = — ctg α · χ.

Rsina Я sin α

Кьсект — тг / (R2 — x2) dx — π / (ctg α · χ)2 dx
—i?sina 0

О

π / (— ctg α ■ χ)2 dx =
—Rsina
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Я sin α Я sin α

= 2π ί (Β? - χ2) άχ-2π ί (ctg2 α · χ2) dx

ο ο

= 2ττ ίR2x - 1-х3 - L·3 ctg2 α j
Я sin α

О

2тгД3

3

2тгД3

3

2тгД3

(3 sin α — sin3 α — sin3 α · ctg2 α) ==

(3 sin α — sin3 α(1 + ctg2 α)) 1 + ctgJ a = —o—
sin α

3sma — sin α ·

—о—
= —R sin α,

sin α

т.е. Кьсект = -7rlrsma (куб.ед.).

5. Выведите формулу объема шарового сектора как тела,

образованного вращением кругового сектора с

центральным углом в 2а (радиан) вокруг оси ОХ под углом β

(2α + /?<π).

ΟΟι = Rcosβ]

002 = R cos (2a + β)]

(ОА): у = tg (2α+ /?)*;

(ОБ): y = tgfi-x.
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Rcos(2a+p) Rcosβ Rcosp

К.вр=тг /(tg (2α+/?) ·χ)2άχ+π i(R2-x2)dx-ni(tgP-x)2dx=
0 #cos(2a+/3) 0

π

^(*3tg2(2a + /3))|;
flcos(2a+/3)

+

+ π (r2x- -χ3

тгД3

Яcos/3

Rcos(2a+p)

π

ί92β-χζ
Rcosp

(cos3 (2α + /?) tg2 (2α + /3) + 3 cos β - cos3 β)

тгД3
(3 cos (2α + β) - cos3 (2α + β) + tg2/? cos3 /?) =

тгД3
(cos3 (2α+/3) (tg2 (2α+/3) +l) -cos3/3 (l+tg2/3)) +

ttR3
t

ttR3

+ -—(3cos/?-3cos(2a + /?)) =
ϋ

3

2тгД3

(cos (2a + β) - cos β + 3 cos β - 3 cos (2a + β))

(cos /? — cos (a + /3)) = -πΕ3 sin (a + /?) sin a.
ϋ ϋ

Квр = о
nR3 Sil1 (Q + β) Sil1 a (КУ6· еД')

Примечания.

1. Пусть β = 0; 2α = η , тогда

К,секТ =
д
тгД3 sin (| + 0 J sin | = -тгД3 (1 - cos 7)

(см. задачу 3).
7Г

2. Пусть р =
— —

α, тогда

к
π

,
=

—7гЛ3 sin ί a + — — a J sin a — -πϋ3 sin a
ο \ Δ J о

(см. задачу 4).
Следовательно, эта задача более общая, а задачи 3

и 4 — ее частные случаи.
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3. Задача 5 может быть решена более просто, если учесть

результаты задачи 3, как разность объемов шаровых

секторов с центральными углами в 2α + β и β. Итак,

К,сек, - 3πβ3 ί1 " COS (2С* + £)) " З^3 (1 " COS^ =

2 4
= -πΒ3 (cos/? - cos (2α + β)) = -тгД3 (sin (α + β) sin α)

ο ο

т.е. Кы.сект = ^R3 sin(a + /?) sin a куб. ед.

что и требовалось доказать.

6. Выведите формулу объема шарового слоя как части шара,

ограниченной двумя параллельными плоскостями, через

радиусы оснований и высоту.

П = ΒΌ\ т\ = ОВ2 - OD2 = R2 - х2;

т2 = АС; г2 = ОА2 - ОС2 = R2 - х\\

х\ + х\ = 2R2 - (rf + rl); \χι - х2\ = Яц

Ки.с = тг f(R2 - х2) dx = π ί R2x - -χ3 J
= π (r2 On - x2) - ^ (x\ - x32)j .

Xl

X2
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Выразим формулу через (х\
— Х2) и х\

·

х2-

Так как х\ + х\ = 2R2 - (г\ + г|) ,

а, с другой стороны,

х\ + х2
= (χ1 ~ χ2Ϋ + 2xi^2 = Hie + 2X\X<1,

то Hi c
+ 2хгх2 = 2R2 - (г? + г|).

Значит xlX2 = R2- г1+г2 + Дш-са

В связи с этим формула примет вид

V =

π (Xl ~ ^
'III.Г ~ (ЗД2 - (ЖХ - Х2)2 - ЗЖ1Ж2)

7ГЯШ.С

3

71"ЯШС

(ЗД2-Я2.с-3:п:г2) =

ЗЯ2 - Я2 3 Я,2 г? + г| + Я,

тгЯш.с /3 (г2 + г2) + Я2.с
3 V

2
У

тгЯш.сг2 πЯш.cr| π#1,
+ + (куб.ед.),

т.е.

2

V =
к Ш.С

2 6
w

'

~v

_
жНш.сг\ жНш_сг1 πЯш.c

3 3 6

Примечание. Шаровой сегмент можно рассматривать

как частный случай шарового слоя, если один из

радиусов оснований равен нулю, тогда

V = -πΗν
ш.сег

fi

3
ш.сег

+ -πΗ г2 =I
c\

/l
-tJ-m.cer/ с

пНш
(Зг2 + Я2.сег),

что и требовалось доказать.
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Тренировочные карточки

Карточка 1

1. Для функции у =

_2χ3 + ^χ2 + 12χ + ν
заДанной на

[—3;3], найдите Ε(у) (область изменения функции).
1

2. Дана функция у = ех4~Бх2+4. Найдите Ε{у).

3. Найдите расстояние между прямой у — 2х

и кривой у = —χ2 + χ — 2.

4. Дана четырехугольная пирамида, в основании которой
лежит прямоугольник, сумма смежных сторон которого

равна 6 (ед). Высота пирамиды проецируется на вершину

основания и равна одной из его сторон. Найдите наибольший
объем такой пирамиды.

5. Около сферы радиуса R описан конус наименьшего

объема. Найдите его.

Карточка 2

1. Дана функция у =
—— + cos я. Найдите унаи6.

2. Для функции у= (хг — χ — 2) ех, заданной на [—2; 2],
Найдите Е(у).

3. Дана правильная треугольная пирамида, апофема
боковой грани которой равна 2\/3 (ед). Найдите наибольший

объем такой пирамиды.

4. В сферу радиуса R вписана правильная треугольная

призма наибольшего объема. Найдите площадь полной

поверхности такой призмы и ее объем.

5. Найдите наименьшее расстояние между точками

пересечения кривых у = —х2 + 2х и у — х2 + Ъх + 6 с прямой

у = -х + Ь.
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Карточка 3
χ

1. Дана функция у = -—. Найдите Ε(у).In z
1 Г1

2. Дана функция у = \х2 + χ — 2| — In —, заданная на
1 ■

χ г2
Найдите Е(у).

3. В прямом параллелепипеде наибольшая сторона

основания образует с диагональю основания угол в 30 °, и в 2

раза больше другой стороны. Наибольшая диагональ

параллелепипеда равна 3\/3 (ед). Найдите наибольший объем

такой призмы.

4. В конус с радиусом основания R и высотой Η

вписана правильная треугольная призма наибольшего объема.

Найдите объем такой призмы, если ее основания

параллельны основанию конуса.

5. В фигуру, ограниченную кривыми у = х2 и у =
—х2+4х+6,

вписан параллелограмм, две стороны которого

параллельны оси ΟΥ. Найдите область изменения площади такого

параллелограмма.

Карточка А
χ + 2х + 3

1. Для функции у = 1п—г— -, заданной на [—2;2], най-
, ν Χ ΔΧ + О

дите Е(у).
COS X

2. Дана функция у — е2+созх. Найдите наибольшее и

наименьшее значения этой функции.
3. Около окружности описана равнобедренная трапеция с

основаниями 5а и За (ед). Из нее вырезали

прямоугольник наибольшей площади. Найдите площадь такого

прямоугольника.

4. Дана пирамида, в основании которой лежит

прямоугольник со сторонами 6 и 8 (ед). Высота пирамиды

проектируется в точку пересечения диагоналей. Через диагональ

основания проведено сечение наименьшей площади.

Вычислите эту площадь, если высота пирамиды Η — 2.

5. Решите уравнение = ecosy.



Решение тренировочных карточек 707

Решение тренировочных карточек

Решение тренировочной карточки 1

ι

1. Для функции у =
^ о—г—о—т^ ^"5 заданной на

[—3;3], найдите Ε(у) (область изменения функции).

а) Чтобы выяснить интервалы монотонности,

необходимо выяснить, нет ли на [—3;3] корней уравнения

t{x) = -2xs + Зх2 + 12ж + 8 (важно чтобы на [-3; 3]
функция у(х) была непрерывна).

t'{x) = -бя2 + 6х + 12 = -6(ж - 2){х + 1);
t' -l/+\2

L·"imn "max

imin = t(-l) = +2 + 3 - 12 + 8 = 1;

imax = ί(2) = -16 + 12 + 24 + 8 = 28;

ί(3) = -54 + 27 + 36 + 8 = 17;

t(-3) = 54 + 27 - 36 + 8 = 53.

ИтаК'
ί(3) = 17 > 0

тогда t(x) > 0 на [—3;3],

а значит корней у t(x) = 0 на [—3; 3] нет.

6ж2 + 6х + 12
б)у' =

(-2z3 + За;2 + 12s + 8)2
"

6(ж-2)(Ж + 1) у'
\2 '

-3

vl

V, Угс\
(-2ж3 + 3z2 + 12ж + 8)-

^min

у(-з) = 4; 2/(3) = L· »(-i) = 1; у(2) =
*

3 χ

53' 17' 28

X

У

-3

1

53

-1

1

2

1

28

3

1

17

Е(у) =
53

;1 на -3;3].
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2. Дана функция у = ех*-ь*2+*. Найдите Ε(у).
1

а) Рассмотрим t(x) ж4-5ж2 + 4'

-(4ж3-10ж) -2х(2хй-5)
(ж4 - 5ж2 + 4)2 (х ~ 1)2{х + 1)2{х ~ 2)2(х + 2)2'

+ \7Т\ -1

tmax = t (-л/2^5) = —-

*min = Η"/
= Τι imax — ι (,νΑ") =

—

q·

б) (ж -> -2 - 0) =► (t -» оо); (ж -» 2 - 0) =Ф (ί -» -оо);
(а; -» -2 + 0) =► (ί -» -оо); (ж -* 2 + 0) =► (ί -* оо);
(ж -* -1 - 0) =» (ί - -оо); (а; — —1 — 0) =*► (t — оо);
(ж-»-1 + 0)=»(*-»оо); (ж ->1 + 0) =*-(t-»-oo)

(ж -> оо) =Ф (t - 0)

в) υ'(χ) = (е*4-5*+4 | = ех4-5х+* ( —; | =
у ч у V / \,ж4-5ж + 4/

-2ж (2ж2 - 5)

Ушах = 2/(-V%5) =е э;

2/min
= 3/(0) = еЗ;

Утах = у(у%5) =е"5;

(ж -» -2 - 0) =Ф- (t(x) -> оо) =Ф (у - оо);

(ж -» -2 + 0) =*■ (*(ж) -> -оо) ^{у-^ 0);

(ж -> -1 - 0) =* (*(ж) - -оо) =* (у - 0);
(ж -* -1 + 0) =>· (*(йс) -> оо) =>■ (у -> оо).
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Учитывая четность, аналогично получаем:

(х -» 2 + 0) =$► (*(ж) -» со) =* (у -» сю);

(ж -* 2 - 0) =Ф> (ί(α) -* -оо) =Ф> (у - 0);

(ж —> 1 - 0) =Ф> (*(ж) —> со) =Ф> (у —> оо);

(ж -» 1 + 0) => (t(x) -* -оо) =Ф (у -* 0);

(ж -* оо) =Ф> (t(x) -* 0) => (у -* 1).
Проанализируем изменения значений функции у(ж) на

следующих промежутках:

1) на (-оо;-2) f(x) Г ; j/€(l;oo);

2) на (-2;-1) утах = е~%; уе (j);e~ij ;

3) на (-1;1) уШт = ^\ у€ [e4;ooJ;
4) на (1;2) утг,х = е~1] уе (0;е_1] ;

5) на (2;оо) f(x) | ; у€(1;оо).

Ответ: Я(у) = (0;e~el U (1;оо).

3. Найдите расстояние между прямой у = 2х

и кривой у = —χ2 + χ — 2.

Пусть /ι ± /

ι/= -я +х-2

касательная к кривой

у = —χ2 + χ — 2, параллельная прямой у = 2х (&2 = 2).)

Уравнение /] — у = к\х+Ъ, тогда /с χ =
—

-, т.е. у—
— -х+Ь.
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а) Найдем точку пересечения прямой 1\
1

2 , „ о\. ) У = ~~x + b
с Г(у = -я2 + :г-2):

~х2 + χ - 2 = —-ж + Ь;

ж2-1,5ж + 2 + Ь = 0;

2х2-Зх + 4 + 2Ь = 0;

2

у = -£2: + ж - 2

^1,2
3 ± у/9 - 8(4 + 2&)

_

3 ± л/-23 - 166

4 4

б) Найдем точку пересечения прямых Ζχ и /2·'

( у = 2х

1
!/ = —ж + Ь

1 2
2х = —-χ + 6; xq = -Ь (абсцисса точки А).

2 о

в) Из ААВС АВ = -. г; так как к\ = tga = --, то

|cosa| 2

|cosa|
\/l + tg2 a

|cosa| =
1

Ф^\
гл/5 = I cos(7r - a)I = cos(ZABC);

CB = \χχ - xQ\;
3 - V-23 - 166 2

6 (xq < x\ < 0):

CB
т.е.

cos(ZilBC)'

S(h;T(y = -x2 + x-2)) =

3 - ч/-23 - 166 2Л λ/5
2-56 S(b);

D(S)= -00; -1
16
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г) S'(b) G
16

2V-23 - 166 5

у/Ь (10 - 2V-23 - 166)
2V-23 - 16Ь: '

2

5'(6) = 0; 5 = V-23 - 166;

25 = -23-166; 6=-3€ (-
,
7

оо;-1-

Из эскизов графиков очевидно следует,

что наибольшего значения СВ не имеет, так как при

Ь —* —оо ==> S{b) —* оо. Значит при Ь = —3

т1"
- ^? /3-5 6\

_

7\/5
2 V 4 5/ 20

В силу непрерывности на [ -

ние между гра

7л/5

•со;—1
16

^min — *-^наим?

Значит расстояние между графиком у = 2х и у
= —х2 + х — 2

равно
20

4. Дана четырехугольная пирамида, в основании которой
лежит прямоугольник, сумма смежных сторон которого

равна 6 (ед). Высота пирамиды проектируется на вершину

основания и равна одной из его сторон. Найдите

наибольший объем такой пирамиды.

Дано:
S

AS JL ABCD

ABCD —

прямоугольник

АВ + AD = 6

AS = AB

Кнаиб

а) Пусть АВ = х; AD = 6 - АВ, т.е. AD = 6 - х;

б) Sabcd = х(6-х);
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в) Vsabcd =
гsabcd ' Hsabcd, т. е.

1) если Hsabcd = АВ = х,

то Vi{x) = V{x) = \х2{Ъ - х)\
о

D(V) = (0;6).

2) V{{x) = 4x-x2;

V'i 0v+\4: \б w

3) (Уг)тах = Vi(4) = |-16·2 = 1θ| (куб.ед.)·

2
В силу непрерывности (Vi)max = (Vi)Ha„6 = 10-.

г) При Hsabcd = 6 - χ:

1) ν2{χ)=1-χ{β-χ)2· ОД) = (0;6);

2) Vi(x) = (x-6)(x-2);

ν2"οΓΓ\2 6V±L^

3) (У2)тах = У2(2) = ~.2.42 = ю|
(^2)тах = (^2)наиб=10д.

Вывод: как мы видим, полученный результат не зависит

от вводимых в задаче обозначений.

2
Ответ: наибольший объем пирамиды равен 10-.

о
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5. Около сферы радиуса R описан конус наименьшего

объема. Найдите объем такого конуса.

Дано:
^Сф — R

Op=Ok = Ot = R

At = rK

Bt = HK

VK — наим?

Рассмотрим осевое сечение конуса и шара.

а) Пусть At — гк = х, АО — биссектриса.

,^л
Ot R

Положим Z-UAt = α, тогда tga =
— = —

/\.t χ

(2α = ABAC).
^

2 tga n

2·- 2Rx
ο) tg2a = —^—, т.е. tgza =

1-tg^a

в) Bt = At ■ tg 2a, значит Bt =

1

2Rx

R2

2

x2-R2'

x1 R?
1

3'
*· ) *

к
q
*^ochob-"k5

1
Κ = ^π · r2 · Bt, т. e.

V{x) = τ
_

-л
2

2Дх2 ... . 2
_ xA7Г

3X~x2-R2',V^~ 31tRx2-R2'
D(V) = (Д;оо).

ч „ ч
2 4x3(x2-R2)-xA-2x 4 x3(x2-2R2)

Д) V (Χ) = -7ΓΛ д = -kR ^ —?r-' K '
3 (x2-R2)2 3 (x2-R2)2

у r^v r> / Ri2s

rmin

Fmin = V (д>/5) = - .

2Д2 _ д2
= -тгД3 (куб. ед.).

Vmin = Каим (в силу непрерывности).
Ответ: наименьший объем конуса, описанного около сферы

8 о

радиуса i?, равен -ttR .

о
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Решение тренировочной карточки 2

1. Дана функция у = —— + cos я. Найдите унаиб.

а) Так как t(x) = χ2 + 4πχ + 41 > О

(Vx) { χ)~1 4π2 - 41< 0
'
T0 ^ ~

непРеРывна

на (—оо;оо), и существует f'{x).

б) / (*) = 7"^-^ ΓτίτΤ ~ sm:r
10(2ж + 4π)

(χ2 + 4πχ + 4ΐγ
Увы, применение производной здесь не помогает

(технически очень сложно). Попробуем иначе.

в) t{x) — χ2 + 4πχ + 41 — квадратичная функция, ветви

параболы (а = 1 > 0) направлены вверх. При хо =
——

ZtCL

t(xo) — наименьшее, т. е. при xq —
—2π

t0 = 4тг2 - 8π2 + 41 - 41 - 4π2,
где ί0 = £min = <наим- Тогда при х0 = -2π

10 / 10
3 УО = 2/наиб = Т^ 7~9 ?/

=

41-4π2 V χ2 + 4πχ + 41^

Пусть р{х) — cos я.

При χ = —2π cos(-27r) = ρ(-2π) = рНаиб = 1.

Итак, f(x) — у(χ) +р(х): значит при χ — —2π

/наи6 = Д-27Г) = у(-2тг) + р(-2тг) =
41^ + 1 =

_

51 - 4тг2
~

41 - 4тг2
'

Ответ: наибольшее значение функции

1{Х) = χϊ + Απχ + Έ
+ COSX PaBH°

41 - 4тг2
И °Η& ПрИНИ"

мает его при χ — -2π.
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2. Для функции у= (х3 — χ — 2) еж, заданной на [—2; 2],
найдите Е(у).

а) у'= (Зх2 - 1) ех+ех (х3-х-2) = (х3 + Зх2 - χ - 3) ех\

у' = 0; х3 + Зя2 — χ — 3 = 0 при χ = 1. Тогда

х3+3х2 -х -3

х3 —х2

х-1

х2 + 4х + 3

4г2 —х

4я2 —4х

Зх —3

Зх —3

(х3 + 3х2 -х-3) [ (х- 1);

у7 -3/+Ν:1 ^Г~
X

Уппп Ушах ^min

б) -3 i [-2; 2]; /(-2) = (-8 + 2 - 2)е~2 =

/(-1) = /max = ("Ι + 1 -^ = -~;

/(l) = /min = (l-l-2)e = -2e;

Д2) = (8-2-2)е2 = 4е2.

Составим таблицу.

Значит /наиб = 4е2; /наим = -2е.

Ответ: для функции у = (ж3 — χ — 2) еж,

заданной на [—2; 2], Ε(у) = [—2е;4е2] .

02 '

ж

У

-2

8

-1

2

е

1

-2е

2

4е2
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3. Дана правильная треугольная пирамида, апофема
боковой грани которой равна 2\/3 (ед). Найдите наибольший

объем такой пирамиды.

Дано:
ΌABC —

правильная пирамида.

I
AD =

АВ =

= BD =

= АС =

DK .LAC

DK--= 2уД

-CD

ВС

VDABCHa„6 = ? С

Пусть OD = х, где OD _L ABC, тогда по теореме о трех

перпендикулярах OK _L АС.

а) OK=y/KD2-OD2; OK = yj'(2>/3)2 - χ2 = л/12 - χ2.

б) А# = (Ж ■ tg60° = л/12 - χ2 · ν^ (ΖΟΑ# = 30°, тогда

/ЖЖ = 60°).

в) S&abc — 3$ааос (О
—

центр вписанной и описанной

около ААВС окружности, значит О — точка

пересечения медиан, высот и биссектрис ААВС).

Saaoc = АК ■ ОК-

Saabc = 3V12 - χ2 ■ л/12 - х2 ■ \/3 = 3\/3(12 - х2).

г) V{x) = -Saabc ■ HDABc;

V(x) = \x ■ 3\/3(12 - χ2) = л/3(12а; - χ3);

D(V) = (0;2V3) .

д) V'(x) = \/3 (12 - 3x2) = 3\/3 (4 - ж2) .

Ξ^Η^*
e) Fmax = F(2) = 16>/3 (куб.ед.)·

В силу непрерывности Утах = Унаиб.
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4. В сферу радиуса R вписана правильная треугольная

призма наибольшего объема. Найдите площадь полной

поверхности такой призмы и ее объем.

02В1 = 02В = Я

Пусть ООч — х.

он =»я,

а) ОВ = \j{02B)2 - (002)2, т. е. OB = VR2 - х2,
но ОВ = г

—

радиус описанной около ААВС

окружности.

1

б) SAABC = SSAaob = 3 ■ ψΒ2 sin 120°;

Saabc = 3.1-(R2-x2)^ = 3-^(R2-x2)
в) VABCAiBid = SaABC · 20102J

V(x) = ^(R>-xi).2x=^(R2x -3)

D(V) = (0;R)

ЗуД
г) V(χ) (R2 - Зх2) ;
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о /о /о"
=
—г—

· — (3i?3 — R3) — i?3. Наибольший объем

треугольной призмы, которую можно вписать в сферу,
равен R3.

е) 1) ООг = Япр. - 2х, т.е. 00\ = -\/ЗД;

2) S/SABC *Я1#-№\А=4#;

3) AB = 2-O£-cos30°; AB = 2~-Jr2-^R2= V2R;

4) Рдляс = 3%/2Д;

5) £π.π = 2S&ABc + 5б.п; 5б.п = Рдлвс · 00\;

(\/3 + 2\/б)Л2.

5П-П = 2 ■ ^Д2 + З^Я · \\flR = VSR2 + 2y/6R2 =

5. Найдите наименьшее расстояние между точками

пересечения кривых у
— —х2 + 2х и у = х2 + 5х + 6 с прямой

у = -х + Ь.

£(x)=x2+5x+6

Так как tga = — 1 (для у

/Ж7Б = 180° -135° -45°.

f(x)=-x'+2x

y=-x+b

χ + 6), то α = 135°, тогда
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а) ВС= —; ВС=
' ' '

= у/2\хг-х2\}
cos 45° \/2 ' '

2

!) ϊ ^~л - .2
у = -χ + b

д(х) = χ2 + 5х + 6
'

-х + 6 = х2 + Ъх + 6; х2 + 6х + 6 - 6 = 0;

xij2 = -3 ± χ/9 - 6 + Ъ = -3 ± л/зТб.

Подходит только #2
— -3 + \/3 + b

(абсцисса точки В).

, ( у= -х + Ь
z>

\f(x) = -x* + 2x
'

-χ2 + 2х = -х + Ъ; χ2 - Зх + b = 0;

3±y/9^4b
χΐί =

2
"

3-4/9^46
Подходит только χι

=

Δ

(абсцисса точки С),

тогда |χι - Х2\ = 1—3 + V3 + Ъ 1

_

9-х/9^4Ь-2у/ЗТб
2

11
cos 45°

Пусть 5(6) — ВС, тогда

Δ

$ т=^< -4

2 V 2ч/9^46 2л/зТб

_

%/2 2^31^6-4/9^46
2

'

х/дГ^б^/ЗТб
'

S'(b) = 0; 2\/ЗТб - л/9^1б; 4(3 + 6) = 9 - 46;
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В силу непрерывности 5mjn — 5наим.

Ответ: наименьшее расстояние между точками

пересечения прямой у = —х + 6 с кривыми f{x) = —χ2 + 2х

3
и д(х) — х2 + Ъх + 6 равно 4,5\/2 — у/21 при b = —

-.
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Решение тренировочной карточки 3

χ

1. Дана функция у = -—. Найдите Е(у).
Ш.Ж

а) D(y);

б) у > 0;
у = 0;

У<0.

( х>0

\хф\
т.е. D(y) = (0;l)U(l;oo)

V+
X

в) У'
1Лпх-х-\ 1пж-1

In2 ж In2 χ

у' = 0; In ж = 1; χ = е;
у' о

1пзс

Так как /(ж) = In ж на (0;оо) возрастает, то для у{х)
интервалы монотонности сохраняются.

1О/ еУ +
*» ymin = y(e) = — = e.

Уп

г) (ж -> 0 + 0) =>■ (Inж -> -оо) =Ф- (у -> 0 - 0);

(ж -► 1 - 0) =► (lni -► 0 - 0) => (у -» -оо);

(ж -► 1 + 0) => (Inа; -> 0 + 0) ^> (у -»· оо).

Итак, на (0;1) у € (—оо;0), а на (1;оо) уе[е;оо).

Таким образом, Е(у) = (—оо; 0) U [е; оо)
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Примечания:
χ

1. у = f(x) = -— на (0; 1) убывает, т. е. если 0 < χ < у < 1,

у χ
ТО f-< —

ту тх
(\пх -\пу > 0), значит у\пх < ж In у,

тогда хУ <уа

Учитывая, что sin
π 1

.
7Г

- < sin —

2 4

л/2 .
π \/3

получим серию неочевидных неравенств
7Г 7Г 7Г 7Г

)sin
-г / \ sin β- / \ sin ^г / \ sin -χ
4

I ·
π \ 6 / · π\ 3 / .

7Γ \ 6

< (an-j ; («n-j <(*n-
которые другим способом доказываются сложно.

X
2. у = f{x) —

-— на (1;е] убывает. Рассуждая

аналогично, получим \ху <ух
χ

3. у — f{x) = на [в; оо) возрастает. Рассуждая
анаша;

логично, получим \ху > ух\ что применимо для

доказательства ряда неравенств. Используя все случаи

получим, что

(2001)2002>(2002)2001; е* > тге;

(х/2)^<(х/3)^ (l<V2<V3<e)·
(lg5)0'9 < 0,9*6 5

(0 < lg5 < 0,9 < 1) и т.д.

2. Для функции у — \х2 + χ — 2| — In —, заданной на

χ

найдите Е(у).

а) Построим t(x) = \х2 + χ — 2| =

б) к(х) = — In — = In ж.

χ

Х + -) -2,25

Так как на
2'' ί(χ) — кусочно-непрерывная, то судить

о Е(у), исходя из геометрических соображений, трудно.
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у=\х2+х-2\

а) Пусть χ Ε
2'"

, тогда у = —х2 — χ + 2 — In —;
χ

1 2х2 + χ - 1
у = —2х — 1 Η— =

,
т. е.

χ χ

2(х + 1)(х-\)
У = -

χ

у' ~Р\-1 Р/Т\г

т. е. на ;;1 ϊ/Ι·

Значит у [ -- I = 1,25 - In 2 = унаиб > 0;

У(1) = Унаим = 0, т. е. Е(у) = [0; 1,25 - In 2].

б) Пусть χ € [1;2], тогда у = х2 + χ — 2 + 1пж;

.

„ ,

1 2ж2 + ж + 1
у' = 2х + 1 + - =

,

X X

т.е. на [1;2] у' > 0, тогда у | .

Значит у(2) = 4 + In2 = унаиб;

у(1) = У„аим = 0, т.е. £(у) = [0;4 + 1п2] на [1;2].

Подводя итоги, получим Е(у) = [0;4 + In 2].
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3. В прямом параллелепипеде наибольшая сторона

основания образует с диагональю основания угол в 30° и в 2

раза больше другой стороны. Наибольшая диагональ

параллелепипеда равна 3\/3 (ед). Найдите наибольший объем

такой призмы.

Дано:

ABCDAXBXCXDX
параллелепипед

ААг JL ABCD

ZCAD = 30°

AD = 2АВ

Л1С = Зх/3(ед)|

прямой
Б,

Lir^:

V *
=?

»
наип

X! °

в\.
'''' ——

1.'.'--—Г"""

з/

-~"~~'~JS

х30° -D

а) Пусть Л5 = ж ипо теореме синусов

DC AD χ 2х
т. е.

sin(ZCAD) sm(ZACD)'
' '

sin30° sin(ZACD)'

Тогда sin(Z^CD) = 2 · i т. е. sin(ZACD) = 1,

значит Z,4C£> = 90°.

б) ЛС = ЛДсобЗО0;

ЛС = 2 · ^-х = V3x.

в) ААг = VAXC2 - AC2;

ААг = у/{Зу/Щ2-Зх2 = λ/27 - Ζχ2 = ^/3(9-х2);

D(V) = (0;3).

г) Sabcd = AC ■ CD; S(x) = уЪх2.

д) V = Sabcd ■ AAy,

V(x) = y/3(9-x2) ■ V3x2 = 3\/9a;4 - x6.
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е) V'(x) =
3 (36ж3 - 6ж5)

_

б · Зж3 (6 - х2)
_

9х (6 - ж2)

Υ
2V9ar4 - χ6 2x2V$~ V9~ ΧΔ

T^ ο^^Φ

^max = V(V6) = 3 · 6^9^6 = 18y/Z (куб. ед.)·

Ответ: наибольший объем параллелепипеда при данных

условиях равен 18>/3 (куб.ед.).

4. В конус с радиусом основания R и высотой Η

вписана правильная треугольная призма наибольшего объема.

Найдите объем такой призмы, если ее основания

параллельны основанию конуса.

g Рассмотрим осевое сечение.

S

Л2 а О

ОА2 — R конуса.

а) Пусть АО = χ; АА2 = R -

х\

б) AAA1A2~&OSA2, тогда

значит Нпр = ΑΑι =

OS ААг

ОА2 АА2

H(R - χ)

,
т. е.

— =

Η ΑΑι

R R

R

в) АО —

радиус окружности, описанной около основания

правильной треугольной призмы, тогда

Saabc = 3SAAOB> но SAAOb = -7.АО2 · sin 120°;

Saaob = т;х
1 2 y/3 x2V3
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г) VabcAiBiCi = S&ABC · AM,

,,v{x) = 3X^.H^R-x) ; D(V) = (0;R).

д)Пж) = |^.^(^ + ^.^(_1):

Vmax = V^~R\ = ^-^R2V3-
HR?

Η (*-§R
R

V3 (куб. ед.)

Ответ: наибольший объем правильной треугольной

призмы, вписанной в конус с радиусом R и высотой ii, равен

—-V9 (куб.ед.)·

5. В фигуру, ограниченную кривыми у = х2 и у = —х2+4х+6,
вписан параллелограмм, две стороны которого

параллельны оси OY. Найдите область изменения площади такого

параллелограмма.

Построим графики таких кривых.

1

ю-

W(*)=*2

\ 6;

-Ь\К
/ о,

а

с2

'V

0

л
/\

J

в /

' N

I3
с1

£(х)=-х2

"

^ ^
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а) ВС = g(xi)- f(xi) = -х\ + 4хх + 6-х\ = -2χ? + 4χι +6.

б) Sabcd = (χι - Х2)ВС (хх -х2 = HAbcd = HAD);

Sabcd = Οι - χ2) {-2χ\ + 4χι + 6), но ВС = AD,

значит (так как AD = д{х2) — /Ог) = ~^-х\ + 4^2 + 6)

-2x1 + 4a;i + б = -2х\ + 4х2 + 6.

2 {х\ - xf) -4(х! - х2) = 0; 2(хх -χ2)(χι +х2-2) = 0.

При χι 7^ Х2 получим χι + Х2 = 2, т. е. х2
= 2 — х\,

тогда S^bcd = Οι - (2 - x\)){-2x\ + 4хх + 6).

Итак, S(x) = 4(xi-l)(-xf + 2x1 + 3); D(S) = (-1;3).

в) 5'0) = 4 (-χ? + 2χι + 3) + 4(х! - 1)(-2х! + 2) =

= 4 {-х\ + 2χι + 3 - 2х\ + 4χι - 2) =

= 4 (-За;? + 6χι + 1);

S"(x) = 0; -Зх? + 6χι + 1 = 0; Зх? - 6хх - 1 = 0;

3±л/9ТЗ 3±VT2
«1,2 =

3 3

3-УГ2 3+V12

\ о о *—С О

min max

rJ *bmin — *Ь

-iii ~
-

, . .
, , так как

S(s) = 4(*i-!)(-(*, -Ι)2+ 4)
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*bmin — 4

4\/Ϊ2 / 12

3 V 9

'з + л/12

+ 4 =

3

32

+ 4 =

VU = ^64V3;

= 4 fe^-3 3+^-3ι +4|=^.

Ответ: Так как площадь 5(ж) число неотрицательное, то

5„аим = 0. В силу непрерывности Smax = SHSLli6, значит

E(S) = *ч«
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Решение тренировочной карточки 4

х^ + 2х + 3
1. Для функции у = In -75— -, заданной на [—2; 2], най-

ar

дите Е(у).

a) y' =

2x + 37

{2x + 2)(z2-2a;+3)-(2a;-2)(z2+2z+3)
ж2+2ж+3
ж2-2ж+3 (χ2 - 2а; + 3f

2 СЯГ χζ + χ + 3 — χό — χ χ + 3)
(ж2 + 2χ + 3) (ж2 - 2ж + 3)
2 (-2а;2 + 6)

У =

(χ2 + 2а; + 3) (χ2 - 2х + 3)

4(3-ог2)
(a;2+2z+3)02-2a;+3)

'

Σζ
"V3/+\V3

У, "τη
2 χ

б) J/min = У (-V3j = In —?=
= 111

min ^max

3-\/3
3 + 2\/3 + 3 З + л/3

= ln

2/max

= ln

(3-V5)5
(3 + л/3) (3 - л/3)

= ln
9-6\/3 + 3

9-3
= In (2 - \/з) ;

УК > 3-2\/3 + 3

(3 + ч/зУ
(3 - ч/З) (3 + ν/3)

= ln

3-\/3

9 + 6\/3 + 3

9-3
= 1η (2 + \/3

Вычислим значения на концах отрезка [—2; 2]:

УК '
4-4 + 3 3

УК '
4 + 4 + 3 11

X

У

-2

■4
-ч/З

1п (2 - \/3)

<Л
In (2 + \/3)

2

■4
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Сравним значения In (2 + а/З) и In
11

3
'

2511 5 -

Так как — < 2 + \/3, ^<\^^~<^— истина,

то в силу монотонности возрастания у = 1пх на (0;оо)

следует, что In (2 + \/3) > In —. Аналогично рассуждая,
о

3
получим, что In (2 — \/3) < In —,

χ2 + 2х + 3
значит для у

= In:
х2 - 2х + 3

Я(у) = [Ь(2->/3);1п(2 + >/3)]

на [-2; 2]

2. Дана функция у — e2+cosx. Найдите наибольшее и

наименьшее значения этой функции.

Пусть t(x) =

a) f =

COS2 Я

2 + cos x

2 sin χ cos χ(2 + cos χ) — cos2 x{— sin x)

(2 + cos x)2
sin χ cos ж (4 + 2 cos χ — cos x)

(2 + cos x)2
— sin χ cos χ (4 + cos x)

t' = 0:

(2 + cos χ)2
sin χ — 0 π

ж = - Ι Λ; € Ζ.
cos χ = 0

'

2
'

б) Учтем, что £(ж) — периодическая функция21, поэтому

рассмотрим t(x) на [0;2π] и вычислим на нем значение

функции в стационарных точках.

X

t

0

1

3

π

0

π

1

3π

2

0

2π

1

3

0 ν+ 2^+\2π

№ 2/ir

21
См. книгу Шахмейстер А.Х. «Тригонометрия», 2008 г.
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Тогда, с учетом монотонности возрастания y(t) = e*,
сохраняется характер минимаксных отношений.

1 1

e2+i = ез:/(0)

/(2π) = е2+т =el;

^5

β2-ι = е1 = е; /(>

1;

s° = i;

Эскиз графика
иллюстрирует характер изменения

функции.

Значит унаим = 1; унаиб = е. | π|2π χ

3. Около окружности описана равнобедренная трапеция с

основаниями Ъа и За (ед). Из нее вырезали

прямоугольник наибольшей площади. Найдите площадь такого

прямоугольника.

Дано:
ВС || AD
AD = 5a

ВС = За

ВВХ JL AD

CCi JL Л£>

■^П1?г2ПзП4
= £.

Впишем в трапецию прямоугольник П1П2П3П4.

Б С

C^D
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а) Трапеция описана около окружности,

значит AB+CD = BC+AD. Учитывая, что AB = CD,
имеем 2АВ = За + 5а, АВ = 4а.

*\ лп
AD-ВС

ли
5а-За

б) АВг = ; АВг = = а;

ВВг = у/АВ^^АЩ] ВВх = \/16а2 - а2 = αχ/ϊδ;

tg( ) = ав7; tg( л) = ~Т~= ^

в) Положим Αηχ = χ. Так как n\ri2 — Anitg(ZA), то

ηχΠ2
= х\/Г5;

П1П4 = AD — 2Ап\ — Ъа — 2х; (Ап\ = Dn^);

^П1П2ПЗП4 VT5a;(5a - 2ж) = VT5 (5αζ - 2ж2) = S(x);

D(S) = (0;a].

S'(x) = VlE(5a - Ax); S'{x) = 0;
Ъа

— χ

2,5α *=Τ*(0;α]·

S{a) = y/ΪΕ (5α2 - 2α2) = 3α2 νΊδ; ОД | на (0; α],

значит 5„аиб = S(a) = За2 VIE.

Так как при χ = а Ап\ = АВ\, то ВВ\С\С имеет

наибольшую площадь.

Ответ: 5наиб = S(a) = 3α2\/Ϊ5 (кв.ед.).
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4. Дана пирамида, в основании которой лежит

прямоугольник со сторонами 6 и 8 (ед). Высота пирамиды

проектируется в точку пересечения диагоналей. Через диагональ

основания проведено сечение наименьшей площади.

Вычислите эту площадь, если высота пирамиды Η = 2.

Дано:

ABCD
АБ = 6

ВС = 8

SO = 2

SO JL ABCD

прямоугольник.

SaBkD = sH

а) Пусть tC -L BD.

б) SABCD = \BC ■ DC

Sabdc = \BD ■ tC
тогда ВС ■ DC = BD ■ tC.

BD = VBC2 + DC2; BD = V& + 82 = 10; и учиты-

^
ВС-DC

_
8-6

AQ
вая, что tC = ————, получим, что tC = —— = 4,8.

BD 10

в) Очевидно, что AOSC ~ Ак\кС, тогда AOtC~AOpki

( OS ОС (2 5

kki

tc_
{ ph

he
ос ;

Oh

kk\ k\C
4,8 5

pk\ 5 — k\C

hC = 2,5fcfci
24 - 4,8fciC = 5ph

'

24 - 2,4 · 5fcfci = 5pfci; 24 - 12kkx = bph.

Пусть kki = χ; χ € [0;2], тогда D(S) = [0;2].
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рк = y/pk* + кк\ = L· + ^|^
\/169ж2 - 576ж + 576

д) Sz\BfcD = -■ BD-pk,

2

т. е. Здвы? = ^ · Ю · pfc = \/169ж2 - 576х + 576 = 5(ж).

. „„
. 338ж-576

е) S (х) =
2ч/169ж2-576ж + 57б'

288

ЭД = 0; χ1 = ?|€[0;2]. «12
16ft

+ГЪ

2
288 λ /._/288V 576-288

«-»-s|.w5;-vieeVi«; --w-+576

_

\/2882 - 576 ■ 288 + 576 ■ 169
_

13

= ^λ/576 - 576 · 2 + 4 · 169 = Щу/4 ■ 169 - 576 =
Ιο Ιο

= 12^^24? = ^12 =β1.
13ν 13 13

В силу непрерывности на [0; 2] 5т}П = 5наим.

Ответ: наименьшее значение площади сечения равно

3 .

9— (кв.ед).
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5. Решите уравнение = ecosy.
χ

In χ
а) Пусть д{х) = ; D(g) = (0;оо).

χ

</(*)
i-x-1-lnx i-lna;

χ2 χ2

+ \e
— χ

°max

g'(x)=0- lna;=l; x = e; #ma* = #(e) = -.

e

6) /(</) = есо^;

/'(</) =-sinу е-*'; ~Y+^i _Y +
»,

Ушах ^min

/Чу) = 0; -sin г/ = 0; у = кк-,

/min = ί(π) — eC0S7r = e_1 = -, значит в силу

периодичности /(у) при у = тг + 2πη; /min = /(π + 2πη) = -;

#max = /min·

In χ
Итак, при я = е и у = π + 2πη = е

cosy

Χ

Ответ: {(β;π + 2πη)|η € Ζ}.



Самостоятельные
работы

Самостоятельная работа 1

Вариант А

Ах6 - Зх + 1
1

ж->оо 5х3 + 6х2 — 7

hm -—j 5 7
я->оо 4я4 + xz — 1

2

hm
ΤΤΊ

η—>oo nz + 1
3

,. ι ~ l-3r?
hm4

7i->oo \2n — 5 n2 + 5n

~7 x4 + 2x^ + 1
hm —75

—

x->-i x2 + bx + 3
5

,.
3x4 - 3x6 + 1

hm — -75—■*->i (1 - x)2
6

1 + 1+1+ __!_
,.

J- τ
2
Τ

4
1" · ■ . "Г

2n-l
hm —-s

n—>oo 2
/ oX

3
+ (§)+-+(!)·

~~

ϊζ + 2'ζ + 32 + ...+riz

n->oo (n + 2) (n2 + 2n + 4)
^ / V

,. (1+xT
hm — '—*

^°°(l + 3a;10)2
10

1 / a

.„,,,, ^^„ _x _, —
,ь-гх 77 I ^xn Η

n--*oo 3 V X

lim xn, где αχ = 1; xn+i = - ( 2xn + —^
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Вариант Б

(п2 -п + 1) (п2 + п + 1)
Jjm ^ ί—± L

п->оо (п + 1)(га + 2) (2га - 1)(2п + 3)

vi1 !
hm —- + —- + ... +
п->оо \\ · 4 4-7 (Зп - 2) · (Зга + 1)

hm — -, где 0 < α < 1
η—>оо аи — 1

га2 + 2(-1)пга + 2

п-^?о 2га2 - (-1)п+1га - 3

f Зп2 1+га2 + га4
hm ——« +
п->оо \ 6п

— 1 + П3 3 + 4п — П4

5 + Зх + х2
hm -^——ζ—-
х-+-2 х3 + Зх2 + 2

_.
,

Зх2 + х

hm
я->2 \(х-2)(х2 + х + 1) х-2

п->оо I3 + 23 + З3 + ... + η3

χη(χ3+2α)
hm жп, где х\ = 1; χη+ι =

2x1 +а

10
v /23-l 33-1 п3-1
hm
п->оо V 23 + 1 .33 + 1 п3 + 1
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Самостоятельная работа 2

Вариант А

1
6х3 + х2- Юж + З

ж->1 6х3 - 7х2 - χ + 2

lim (yjx2 — 2х + 5 — я )
ж—>оо \ /

9-3vaT="2
lim —~

x^liar2-12a; + ll

xJx — 1
lim ~ТР—Г
ж-»1 ат-^а; — 1

,'1 + 5 + 9 + ... + (4п-3) 4п + 1
Ш

Зп + 1 6

..
2 + 6 +18 + ...+ 2-З"-1

lim π
η-*οο 4 · 3"+1 + 5

,· ι
1 1

Ιπη —- + —— + ... +
η-*οο\2·9 9-16 (7η-5)(7η + 2)

22-32 + 42-52 + ... + (2η)2-(2η+1)2
n-»oo 3n — 2nz

,.
a;13 - 2a; - 1

lim "τ—о г
ж-—ι a;7 - 2ar - 1

10
(x2 + x-2)

lim

10

*-i(a;4 + 2z3-2a;-l)
10
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Вариант Б

л.
8х3 - 18х2 + 7х + 3

11т ———— -

я->оо 15х3 -22х + Ъх + 2

л.
2- у/х-3

lim -=—
χ->7 х2 - 8х + 7

lim ( —=— ——-

ж->1 у у/х — 1 ж-у/х — 1

lim (Ух3 + 2х2-8-х)
х—>оо \ /

Ί + 4 + 7 + .. . + Зп-2 Зп+1
lim
п->оо V 2п + 3 4

v
S + e + ^ + .-. + S^71"1

lim —-—п =
η->οο 4 · 2η+1 + 5

n1^(l17 + 7i13+···)'
где п — количество слагаемых

12 _ 22 + 32 _ 42 + ... + (2η - Ι)2 - (2η)2
lim —75

——

η->οο 4η^ — 3η

Έ.
χ11 - 2χ - 1

lim —=— —

r->-i xb — 2χ — 1

50

10
Έ (χ3 - 3χ2 + 4)
lim ■—ΤΗ7Γ

*-*2{χ2 - 3χ + 2)
10°
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Самостоятельная работа 3

Вариант А

1
х2-9

lim
*-з ξ/^^ϊ - 2

.. у/х + 1- ξ/χΤΪ9
1ΐΠ1

А/

χ->8 tfoT+Ъ - 2

sm3x
lim ——-

cos2x —cos4x
lim —ъ

9 \ж
lim ( 1 +
ж—>оо V χ — 1

.. COS7nr
lim

ι 2ж-1

v ln(l - За;)
lim --7- -r-τ
χ->ο ln(l + 2χ)

lim
ж->о arctg x

lim -= (—^=+
~

^
+ ··· +

п-^оо^/п Vl + л/З л/3 + >/5
""■

л/2п-1 + ч/2п+1

10 Um
ЗЖ + χ2 + 3

ж—>оо 5Ж — 4х2 — 7
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Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

lim —Г7=
ж-8 ψχ - 2

,. у/х + 2 - ^3 + 2х
hm —л,
χ-*-ι #2 - 14а; 2

1 —cos2ar
hm —^
χ-»ο 4ar

l+sin2a;
iim
ж-»о 1 — sin bx

ж->оо \2x + 1/

sin (ж-J)
lim v У

7г 1 — у 2 sin χ
a-

4

V

ln(l — arcsin3x)
lim —j- ——γ
ж->о ln(l + arcsm 2x)

esin2 аз ι

lim —— -

ж->о27(1 - cos ж)

η / 1 1 1 \
lim (l II 1
ft^ioy/n\2+y/5 у/Б+у/6

' '"" '

y/n+3+y/n+4j

In2 χ + In χ + 2x3
lim —^
ж->оо In0 χ + 3 In χ — Sx0
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Самостоятельная работа 4

Найдите производную.

Вариант А Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(2х - З)4

(За; - I)5

3(5 - За;)4

(2х - I)4 - (За; + I)6

(2х + 3)4(2z - З)3

1

(0,5а; - З)3

2

(2 - За;)5

1 1

2 - 5а; 3(6ж + 1)

ч/За;-2

ξ/2 -Ъх

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

3^/(4Ж + 5)2

«^
3{/(2а;-1)2

{/(1 - 2xf - л/5ж + 2

3 1

</(1 - 2а;)2 Jx~+2

(2 - За;)V3a? + 4

</(1 - 0,5а;)2
4 +За;

(5 + 2а;)7
{/(За;-1)3

^а;2 - 2а; · Vx3 + 2х

\/2х2 -х-1

Vx2 + За; + 2
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Самостоятельная работа 5

Найдите производную.

Вариант А Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

^

10

(х3 - I)4

(з*2+Н

(х4-х3 + 5х2-2)8

((х2+х-1) (x2-x+lf

2

(2х2 - I)3

(—У
\x2-2j

V3-x2

\/2х3 + 2х - 1

ж\/1 — а;2 :

^/1-Vx

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

ll + x2

V ι - χ2

4

(ι + νΤ+^)3
д/(1 - *)3
V^ + i

а;

ж+л/4+ж2

л/2 + χ - л/2 - χ

у/2 + х+ у/2-х

\Jx+ у/х + л/х

1-х

^/(3 + 4^)3

/О Ой \

(з§^)^2-9
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Самостоятельная работа 6

Вариант А

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1
У = f (х)

п г-
1

у = 2ху/х - —==

у хЛ

у
= sin а; χ + 1

»-3-^+^-1
у = —\/2cosa; — y/πχ + 1

ж2
у = tg а; Н π

π

2
,

3
0

у=
— +4ж+- + 2
ΧΔ Χ

у = (2χ2 + За; + ΐ) cos χ

2χ-\
У~

Ζ + χ

y= (ΐ-2χ- 3χ2) (5χ2 + Αχ - 1)
χ2

У~
χ-1

'/'(so)

ж0 = 4

π

Ж0=2

^ο = 1

π

*0=4

χ0 = π

χ0
= -1

χ0 = 0

*ο = -2

ж0 = -1

ж0 = -1
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Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

\У = / (х)

у = (х2 + Ах + 4) ctg χ

у = (х2 - Зх + 1) ех

У
1 + х

Зж2-2

х+1
У ~

Ах2 - 1

у = (ж2 - 2z - 3) у^

у = (χ2 + 2ζ + 3) $х

#ϊ-1

(2^i-l) (λ/^+2)
У

^5

у = sin2 χ cos χ

/'Ы

жо = -1

^o = 9

xq = 2

жо = -1

x0 = 2

#o = -8

£o = 64

x0 = 1

жо=б I
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Самостоятельная работа 7

Вариант А

Найдите для функции у = f(x):

а) угловой коэффициент [Έ] и свободный член \Ъ]
касательной к графику функции в точке с абсциссой хр\

б) абсциссу [ хр | точки касания и [б] — свободный член

касательной к кривой с угловым коэффициентом к;

в) в уравнении касательной у — кх + b к кривой у = f (x)
абсциссу точки касания | хр | и коэффициент Щ ,

если

известно 6.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

У = f(x)

у = х2 — 4

у = 1 - 2х2

У = \х2 + Ъ

у = 2х2-х-3

у = -х3 + Зх + 4

у
4 3

1
У = х

X

2
1

У = ζ - -

X

у
= х2(х- 2)2

у = (х + 4)3 (2а; - 1)

а) хо

1

2

1

3

0,5

1

б) fc

-1

-2

3

0

в) Ъ

-5 I
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Вариант Б

Найдите для функции у — f(x):

а) угловой коэффициент Щ и свободный член \Ъ]
касательной к графику функции в точке с абсциссой xq\

б) абсциссу рЁр~| точки касания и \b\ — свободный член

касательной к кривой с угловым коэффициентом к\

в) в уравнении касательной у = кх + b к кривой у = f (x)
абсциссу точки касания \~хр~\ и коэффициент Щ ,

если

известно 6.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

У = f{x)
1

У ~
1 + х2

у
х4
х-2

У~
х + 3

3-х
У=

ж + 4

у = х + 2у/х

у = 1 — Vx~3

У={х-\)у/х

у = у/1 — х2

у = χ sin χ

у=(х2-2х^- 2) ех

a) xq

0,25

π

2

б) X;

1

8
5

4

5

1

0

в) Ь

1

-1

V2
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Самостоятельная работа 8

Найдите промежутки монотонности для функции у — f{x)·

Вариант А Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

х2 - Ъх + 6

—2х2 + 6х

(2х + З)2

2х3 - 6х2 + 3

х3 + 9х2 + 15х - 2

х5 - 5ж3 + 20а; - 3

±(х2 + 9)(х + 9)

х2 — χ — 1

х2 — χ — 2

^х(3 + х)3

х2 - 2х + 2

2х — х2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

6(ж-1)
z2 + 3

\/ж2 — 6ж

Хл/х — бу/х

г-
3

у/х+-7=
Vх

у/х (10 - а;)

ж^5 — χ

№ -1*)2

(2х + I)5
(χ -1)2

(χ2 - χ - 2)3 (2х + З)2

(ar4-5or2 + 4)2
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Самостоятельная работа 9

Найдите промежутки монотонности для функции у = f(x).

Вариант А Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-+Ах2
X

Зх3 + -

X

-х + 2

X3

х-2

~х^Л

3

6х3 — 9х2 + Ах

1 — χ + х2

1 + χ + х2

(х-3)у/х

36а; - Зж2 + AVx3

у/2х — х2

у/х~+3
х2-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

л/х~=А
X2

х — А

V^-2

(χ + 2) л/х-1

1-2^{х-3)2

rVl - 2х

хУ5-Зх2

(х - If Vx2 - 2х + 3

Vl-2x + x2 + Vl + 2x + x2

\/(*2 ~ 4)2
X2

Ху/1 — X

1 + х



750 Самостоятельные работы

Самостоятельная работа 10

Найдите экстремумы функций.

Вариант А Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

у = х4-4х2 -2

у = \/2х2 -Ъх-7

у={2х2-х-\)\
точки экстремумов

у = ух± - Ъх1 + 4

у — л/#3 — Ъх1 + 2

у = (χ1 - Ъх + 10) у/х

3
у

^3 + χ - \х2
у = ψ{2χ2-5χ-7)2,
точки экстремумов

у = (За; + 2)2 {2х - I)3 ,

точки экстремумов

χ — 5

y=W=~i

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

У =

на

\/-Зх - 2е~х

-1;0]

У =

5

точ

/(х3-Зх2-9х+20)4,
ки экстремумов

у = 2х In χ — χ In 49

на[1;7]

у = хех ~4х,
точки экстремумов

у = ^(е*3-^ - е-11)4,
точки экстремумов

у = 2 cos χ + cos 2x

на [0; 2тг]

у = cos χ cos 2ж на [0; 2π)

у=2у/3 sin ж—2 cos x—

-2уДх+11 на [0;2π)

У =

на

g l+cosi

2π_ 2ττ'

у = |ж| (4 - х2)
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Самостоятельная работа 11

Определите по графику функции у = f(x):

1. Область определения функции.

2. Промежутки монотонности.

3. Точки экстремума.

4. Какие значения функция принимает только один раз?

5. Область изменения функции.

6. Решите уравнение f(x) = a.

7. Решите неравенство f{x) < b.

8. При каких значениях т уравнение f(x) = m имеет к

корней?

9. При каких значениях t неравенство f{x)<t выполняется

для всех χ G [0; 1]?

10. При каких значениях χ справедливо неравенство

а < f{x) < Ы
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Вариант А

а = 2; 6 = 3; к = 2

Вариант Б

а=-1; 6 = 2; /с = 3
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Самостоятельная работа 12

Найдите наибольшее и наименьшее значение функции, и

область изменения.

Вариант А

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

у
- 2х3 - Зх2 -\1x-1 на [-2; 1]

х2
η ι — тто Г -А· 1 1
У

χ + 5™1 4,1J

у = 7 + 4ж3 - ж4 на [-1;3]

у= ^2 на [—0,001; 1]

у = ^ГГ + 1на[0;2'5]
у = 2х — у/х на [0; 4]

у = -ж2 + 3|а;-1| + 2на [-2; 2]

у = {х + 2) у/х* на [-1;8]

2
т/ — • ч па

l + N/2sin(x+f)
0;2

y = v/^—- —-—jHa[l;4j

£?(у) = ?

Ε (у) = ?

Я(у) = ?

Е(у) = ?

β(у) — область изменения функции или множество всех

значений функции.
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Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

2х2 - 9а; - 2 . .

У=
х2-5х-6

На[°;5]

7х2-8 .

, о1

у — -о 7 на —1; зу
х2 + ж + 1

L ' J

У= Ν/2ж
- 4 + χ/5 - χ

\li* -1)2
^=Vr9-Ha[-2;4]
у = cos 2x — χ на

~~2'2

у = sin χ sin 2x

y = <

2χ2 — χ3, если — 1 < χ < 3

8χ — χ2, если 4 < χ < 5

y = \x3 - l| - |ж2-2а;| -хна [-2;3]

an = n4 - n3 - 3n2, η € N. Найдите

наименьший член последовательности.

у = sin χ (α — cos2x) £7 (у) = [— 1; 1], α ^ 1

Е(у) = ?

E(y) = ?

E(y) = ?

Я(у) = ?

E(y) = t

Е(у) = 1

E{y) = t

E(y) = ?

a = ?

E(y) — область изменения функции или множество всех

значений функции.
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Самостоятельная работа 13

Вариант А

Найдите множество всех значений Е{у) функции на [а; 6]

у = -х3 - Ах на [0; 2]
о

Ε (У

у = Зж3-9ж + 2 на [-1;4] Ε (у.

у = х2 (2х - 3) - 12 (За; - 2) на [-3; 6] Ε (у

у = а;4 - 8х2 - 9 на [-2; 1] Ε (У

2х2 - х* - 3
на [-л/2; 1] Ε (У

у = sin χ + cos 2х на [0; π] Ε (У
— ?

χ2 - За; + 2 .

Л „ Л к1

3/=^ + 3, + 2Η&[-°'5;0'5] ^ (у: = ?

у
= (5 + sin x) cos ж — За; на

π
Я (У

у = 2 · 33ж - 4 · 32ж + 2 · 3х на [-1; 1] ^ (у:

10 У= \72а^1На[0'75;2] Ε (У
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Вариант Б

Найдите множество всех значений Е(у) функции на [а; 6]

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

у = |ж3-Зж2 + 5| на [0;3]

у = cos Ъх — 15 cos χ + 8 на

у
= cos2 χ sin x на

"

2
"

0;Г

'тг 3

у = (2* + 2-*)1оё2ена[-1;2]

у = 2х sin 2x + cos 2x — \/3 на
■к 3π

_2~'~8~

у = 10 + Ах In 9 - 3х-1 - З3-* на [2; 4]

у = Ь2~х + 5*-1 - 2а; In 25 - 7 на [0; 3]

у = 2х2 -:
2

1 ттпL п llcl

2*2 + 2 [-i;i]

у = х3 - 2х \х - 2\ на [0; 3]

Найдите в

ром уравн

корни на

[аиме

ение

01 2

нынее значение а, при кото-

4 1
h = а имеет

cos χ 1 — cos ж

Ε (у)

Ε (У)

Ε (у)

Ε (У)

Ε (У)

Ε (У)

Ε (у)

Ε (У)

Ε (У)

= ?

= ?

= ?

= ?

= ?

= ?

= ?

= ?

— ?
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Самостоятельная работа 14

По графику производной функции выберите графики

возможных функций.
Вариант А

kv

χ

га '

"2/~N
/ °|

, 2/>KJ *

ЕЕ
кУ

-1
-1 г

Вариант Б

кУ

О

\И\\ук
К 2 J

Τ
.ΖΕι j

2ι

!2

Г
zL*

l| I
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Графики возможных функций, f{x)

®N
|y (& \у

1\ » -2π/_v/lIΜ "2π *

0| \* —1 5π~°'5πΙ °»5π

fJVJfkfv
1,5π
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Самостоятельная работа 15

Найдите.

Вариант А Вариант Б

ί(3χ4 + х~3) dx, где F(-l) = 2 |(9-7х2)6 35xdx

В- dx, где F(l) = -3 (у/±х2-Ъх(2х-2)ах

[(Уя? + Ух) dx I
In4x

4х
dx

/(2 cos x + 5 sin x) dx !\
ί arccos x

1-х2
dx

cos x sin χ) ώ; /
cos χ

у/5 + sin x
dx

Я^ v^iTT
(ж + 2)4 da; /

sin2x

\/2 — cos2:
: dx

I(H'x+1y+(2,_s)t-
»

dx /
cte

(52 + 7)^

/sin χ cos 3x dx h
dx

x\\fx2 — 9

/( e 3 — sm χ + ч / — dx j
In ж

c?x

10 /I -3^ + cos -\dx ex ln^ — 1) dx
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Самостоятельная работа 16

Вычислите.

Вариант А

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1

ί(5χ4 - 2х + 1) dx

-1

}( 2 3χ3-2χλ

1
Ч 7

-2
х 7

1

/ (2^ т= )dx
0,25 V \/^/

{{h-^)dx
Ктх-^Ух
j dx

4

1

J ^2a;-lda;
-3,5

π

2!

/ (4 cos 3α; + 3 sin a;) da;
π

~"2

Вариант Б
π

з"

/ sin2 x dx

π

6

0

/з (2-За;)2 da;

-1

3
-π
4

/ (\/2 cos 2a; + 3 sin a;) c?x

~2"
π

3"

/ cos2xdx
π

"3"

/ (-^L - 3 (2a; + 3)ή da;

0,125/2 \^

J (e2x+2) dx
-1

j (2x+2 . 32z+l) dx
0

f
·

X (Ъ \j
sm — cos -x ax

i 2 v2 /
2

1

/ (x + 1) (a; + 2) (a; - 3) da;
-1
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Самостоятельная работа 17

Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками функций.

Вариант А Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

\у = х2; у = х + 2

у = х2 — 2х+3; у = Зх—1

9 ι
" 2

у = χΔ\ у = 1 + -х

у = х2-2х + 2;
у — 2 + Ах - х1

4
ι

2/=-9; 2/ = s-l; s=l

у = у/х\ у = у/4- Зя;
ϊ/ = 0

у = χ2; у=х/х

6х2 — х4
у = ——; y = i

?/ = ж3-За;; у = ж; у = 2

И-ж2! -

У — а > У — ' FI

у = -х2; у = 2еж5
0<х< 1

у = -; у = 6-ж; х = б
χ

.
πχ 9

y = sin—; y = zz

y = tgz; у = sin ж;
π π

4 4

1

C0S
9

0 < χ < 3π; у = 0

χ2-2χ-3|
У"

4

1/ = 7-|я-1|

у = 6х2 — Ъх + 1;

у = cos 7г:г

у =
— cos2 ж (l + sin2 x) ;

0 < χ < 2тг; у = 0

9

2/_Ж' У~Ж-2'
ж = 4; у = 0

2
y = tga;; y = -cosa;;

х = 0
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Самостоятельная работа 18

Вариант А

Вычислите.

1

2

3

4

5

б

7

8

9

10

-1

ί(χ3 - 2х2) dx

-з
π

2

/ sin — dx

π

3

°r 2dx

J Ax+l
-0,125

J x6 + 1
-1

π

/ cos2 — dx

—π

π Ι

/ cos2 x sin 3x dx

—π

1
r

jyjl — x2 dx 1

0
3

j{\x + l\-\x-2\) dx

-2

Найдите площадь фигуры, ограниченной графиком
функции у = х2 — 2х + 4, касательной к кривой в точке

хо
= 2, прямыми ж = — 1 и а; = 3.

Найдите площадь фигуры, ограниченной графиком
функции у — \j2x — 1 и касательной к кривой в

точке хо
— 1.
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Вариант Б

Вычислите.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-1

ί(2χ3 + За:2) dx

-2
3π
4

f X
/ cos — dx

π

2

г 3dx

J 2a;-1
0,75

r 4xdx

J 1 + 4a;4
0
π

/ sin2 — da;

π

2

π

/ sin2 a; cos 3a; dx

π

2

о

/ >/4 — a;2 ώ

-2

2

ί(\χ- 1| - |я + 2|) da;

-3

Найдите площадь фигуры, ограниченной графиком
функции у — х2 + 4а; + 5, касательной к кривой в точке

хо
= —1, прямыми а; = —2 и а; = 1.

Найдите площадь фигуры, ограниченной графиком
функции у — \/2х~+Т и касательной к кривой в

точке хо
= — 1.
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Самостоятельная работа 19

Вариант А

Найдите.

/ОЪех Η h sin 2х ) dx
χ

J(-(x-2)2)\n4xdx

ι
18 sin 9x dx

\/cos 9x

ι
-2x2 + Ylx + 20

(2-x){x + l)2
dx

I
3x2 + 20a: - 47

(2-ж)(а;2-8а; + 17)
dx

i2V^8-x2-2xdx

I
143ж + 15a;3 + 123a;2 - 31 ,

. dx
V-16 - x2 - 10ж

/ (2 + 2a;) arcctg 3x dx

J
tgxdx

— cos2 χ + 5 sin2 χ + 3

10 /
(—4 cos χ — 6 sin χ + 2) dx

cos2 χ + 3 sin χ · cos χ — 3 cos χ + 4 sin a; — 4
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Вариант Б

Найдите.

1 | /(-А + 6е3* + -) dx

i(-U-57x-30x2)e5xdx

I
56earctg7a;

1 + 49ж2
dx

г 18ж2 - Αχ - 14

I (3-2ж)(ж2 + 2:г + 5)

/■ ж2 + 13х - 82

У (ж + 3)(ж-4)(х-5)

[2Vl5-x2 + 2xdx

/•-9ж3 + 58ж2-91а;-11
,

/ ,
„

■
= dx

J Vx2 - 8а; + 17

ί(-2 - Зж) sin 4ж dx

/
tgxdx

— cos2 a; + sin2 χ + 3
eta

10 /
(—11 cos a; — 4sina; + l)dx

cos2 a; + 4 sin a; · cos χ + 4 cos a; + 3 + 3 sin χ
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Самостоятельная работа 20

Вариант А

1

2

3

4

5

6

7

8

Найдите объем тела, полученного вращением вокруг
оси ОХ криволинейной трапеции, ограниченной

параболой у2 = 2х, прямой χ = 3 и осью ОХ.

Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг
оси OY криволинейной трапеции, ограниченной
гиперболой ху = 4, прямыми у — 1, у — 4 и осью OY.

Найдите объем тела, полученного вращением вокруг
оси OY криволинейной трапеции, ограниченной гипер-

х у
болой —ίτ

—

-г
— 1 и прямыми у = ±26.

az bz

Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг

оси ОХ криволинейной трапеции, ограниченной кривой

2у2 = х3 и прямой χ — 4.

Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг

оси OY криволинейной трапеции, ограниченной кривой
х2 + уА = у2.

Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг

оси OY криволинейной трапеции, ограниченной кривой
2 2 2

хз + уз — аз.

Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг

оси OY криволинейной трапеции, ограниченной кривой

хех = у и прямыми у — 0 и χ — 1.

Вычислите объем тела, полученного при вращении

кривой х2 + ху + у2 — 3 вокруг оси ОХ.
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Вариант Б

1

2

3

4

5

6

7

8

Найдите объем тела, полученного вращением вокруг

оси OY криволинейной трапеции, ограниченной
параболой х2 = 2у} прямой у = 3 и осью OY.

Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг
оси ОХ криволинейной трапеции, ограниченной
гиперболой ху — 4 и прямыми χ — 1, ж = 4и осью ОХ.

Вычислите объем тела, полученного вращением эллип-

х у
са —к + -Г77

= 1 вокруг оси OY.
az bz

Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг

оси OY криволинейной трапеции, ограниченной
кривыми у3 = 4х2 и у = 2.

Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг

оси ОХ криволинейной трапеции, ограниченной кривой

у2 + хА = х2.

Вычислите объем тела, полученного при вращении

вокруг оси ординат криволинейной трапеции,

ограниченной кривой х2 + уз = 1.

Найдите объем тела, полученного при вращении

вокруг оси ординат криволинейной трапеции,
ограниченной осью абсцисс, кривой у = ех, прямыми ж = 0иж = 2.

Найдите объем тела, полученного при вращении

вокруг оси ординат криволинейной трапеции,
ограниченной осью абсцисс и кривой у — х(4 — х).
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Ответы к самостоятельным работам

Самостоятельная работа 1

А

Б

1

В

щщ

2

Ш

111

ill

1 з I
ш

ES

4

Ш

111

Ш

5

т

ES

6

Ш

\7\

7

ш

|з|
izJ

8

111

|з|
ш

9

1

9

\щ

10

щ
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3

Самостоятельная Самостоятельная

работа 2 работа 3

А Б А Б

1
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6

7

8

9
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427
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ш

ЕЗ
π

ЕШ

ш
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2

ш

1

2
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m

X
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№

ЕИ
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ш
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1

2

3

4
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7

8
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\щ
3

ΡΪ1

1
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Η
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hi
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ш
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1

2
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4

5

6

7

8
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Η
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Самостоятельная работа 4

А

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

8(2ж - З)3

ЩЗх - I)4

-36(5 - Зх)3

8(2ж I)3 18(3ж + I)5

2(2ж+3)3(2ж-3)2(14ж-3)

3 / 24 λ

2(0,5ж-3)4 V (ж-6)4у

30

(2 - Зх)6

5 2

(2 - 5х)2
+

(6х + I)2

1,5
V3x-2

5

3^(2 -5ζ)2

8

^S+5

1

ΐ5#?Γ
4

^^/2^=1

_4(1_2ж)-з_5(5ж+2)-5
4 1

1

^/(1-2ζ)5 2^(х + 2)3

п/п п ч921г + 22
3(2 Згг

V '
1^/Ъх + 4 |

Зж - 26

6(4 + 3а;)2^1-0,5ж |
(5 + 2а;)6(150а;-101)

4У(Зх-1)7
Ш3 - 22а;2 + 14а; - 20

бУж(ж-2)4(ж2 + 2)3
-4а;3 + 10ж2 + 25ж + 5 1

6^/{х2+Зх+2)3 ψ(2χ2-χ-1)2
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Самостоятельная работа 5

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

12х2 (х3 - I)3

12(з*2+Н (з*-^)
8 (ж4 - х3 + Ъх2 - 2)7 (4ж3 - Зж2 + 10ж)

6 ((х2 + χ - 1) (х2 - χ + I))2 (2х3 - ж + 1)

-24ж

(2ж2 - I)4
-Ах (х2 - 1)

(х2 - 2)3
ж

л/3^2

^(2,3 + 2,-!)-!
1 - 2z2 |
VI - χ2

1

6^/(1-у/х)2у/Б 1
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Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

2х

\/{Γ+χ2){1-χ2)Ζ
12а;

(l + v/1 + ж2) ч/ГТ^2"

ν/1 - х(х + 2)

У(*+1)3
4

ч/4 + ж2 far + χ/А + ж2)
4-2\/Т::а?
ж2 \/4 — ж2

4^/а; + у/х ■ у/х + 2^/ж + 1
ι

8\Jχ + \Jx + γ/ж · у/х + γ/υ; · у/х

(у/х - ffif (льУх1 - \2x\Zx1 + 1ху/х - Wy/x)
3(1-х)2у/БуУх

1

Зу/Б$/(1-х)2(1-у/х)2
№

Ух^Уг+ТШ
18

x4V7x'2 - 9



772 Самостоятельные работы

Самостоятельная работа 6

А Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
\

•н
тг2

4

8

0

3

5

3

7

0

з

4

(^У
0

1

75

2

1

3

г"

ц
1

3072 1
3

4

5

8 1
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Самостоятельная работа 7

Найдите для функций у = / (х):

a) угловой коэффициент [к] и свободный член [б]
касательной к графику функции в точке с абсциссой xq\

б) абсциссу [х$\ точки касания и [Ь] — свободный член

касательной к кривой с угловым коэффициентом к\

b) в уравнении касательной у = кх + Ъ к кривой у = f (х)
абсциссу точки касания [ΊΕρ"] и коэффициент [к] , если

известно 6.

А

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

У = f (х)

у — х2 — 4

у = 1 - 2х2

у=Лх2 + 3

у = 2ж2 - χ - 3

у t= —χ3 + Зх + 4

y=i*4-r3-2
1

у = ж

X

2
!

у
= χύ

X

у~х2(х- 2)2

у = (ж + 4)3(2х-1)

a) xq

1

1

4

2

1;-1
1

3

-1

0,5

1

1

5
-4;

8

б) к

2

-1

1

3;-5
2

2-
3

-2

5

3

0

0

в) Ъ

-5

1
1-
8

2

-5

2
4—
27
5

-3—
12

-4

з
3-;-3
4

1

4ΪΊ
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Найдите для функции у = f (χ):

а) угловой коэффициент [к] и свободный член \Ъ]
касательной к графику функции в точке с абсциссой хо;

б) абсциссу рЁр~| точки касания и Щ — свободный член

касательной к кривой с угловым коэффициентом к;

в) в уравнении касательной у = кх + b к кривой у = f (x)
абсциссу точки касания рго~| и коэффициент Щ ,

если

известно 6.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

У = f (х)

1
У ~

1 + х2

, = 4-2ж4

х-2

у=хТз
3-х

У =
х + 4

у = х + 2^/х

у=1 — ν?

у=(х-1)у/х

у = \/1 — х2

у = χ sin χ

у= (х2-2х-2)ех

а) хо

-1; 0; 1

-2

-5;-1

-2

1

16

0,25

1

л/2 у/2
ΊΓ' 2~

2

2;-2

б) fc

1 1
-;0;
2 2

1

8

5

4

-1,75

5

-0,75

1

-i;i

1

0

в) Ь

1

11
-1—

16

9,75; -0,25

-1

1

4

1
ι—
16

-1

V2

0

-2е2;6е-2
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Самостоятельная работа 8

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

А

у Τ на [2,5;оо);
у | на (-оо;2,5]

у Τ на (-оо;1];
у 1 на [1;оо)

у Τ на [-1,5;оо);
у | на (-оо;-1,5]

у Τ на (-оо; 0]; [2; оо);
у|на[0;2]

у Τ на (-оо;-5];[-1;оо);
у 1 на [-5;-1]

у | на (—оо;оо)

у Τ на (-оо; -3 - л/б] ;

[-3 + \/б;оо);
У 1 на

[-3 - л/6; -3 + у/Ц

У Τ на

(_оо; _l);(_l; 0,5];
у|на[0,5;2);(2;оо)

у Τ на [-0, 75; оо);
у j на (—со; -0,75]

у Τ на (-оо; 0); (0; 1]; j
у|на[1;2);(2;оо)

Ε

У Τ на [-1;3];
у | на (-оо;-1];[3;оо)

у Τ на [6;ос);
у1на(-оо;0]

у|на[2;оо);
у|на[0;2]

у | на [3; оо) ;

у | на (0; 3]

У Τ на [0; 5];
у | на [5; 10]

у Τ на (-оо; 4]; у | на [4; 5]

уТна[0;1];[2;оо);
у|на[1;2];(-оо;0]

уТна(-оо;1);
у|на(1;2];[2;оо)

У ΐ на

Г ι г. ι+3ν
—-1) °) 4~"

у 1 на

(-оо;-1,5];

%
1

-Зл/2. -1+3\/2"
4 ' 4 1

уТна[-2;-^2^];[-1;0]; 1
[ΐ;^275];[2;οο);
yiHa(-oo;-2];[-v^5;-l];
[0;l];[v/275;2] |
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Самостоятельная работа 9

А Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

у Τ на [0,5; оо) ;

у|на(-оо;0);(0;0,5]

уГна(-оо;-^];[^;оо);
2/1 на [-^;о)(о;^]
у Τ на [3; оо);
у|на(-оо;0);(0;3]

у Τ на [2->/3;l)(l;2+-s/3|;
у | на

(-оо;-1);(-1;2-л/з];[2+^;оо)

У Τ на [I; |] ;

у 1 на (-οο;0);(θ;| 5 §;°°)
у Τ на(-оо;-1];[1;оо);
у j на [-1;1]

у Τ на [1;оо); у J. на [0; 1]

У Τ на [0; 9];
у 1 на [9; оо)

уТна[0;1];у|на[1;2]

у j на [-3;-i);(-i;~e+3vm];
у|на [=β^;ι);(ι;οο);

2/ ΐ на

2/1 на

4;5i];
5^;оо)

'ϊ/Τ на(4;оо);[0;4);
2/1 на 0

2/|на[1;оо);
2/ 1 на 0

у|на(-оо;3];
у | на [3; оо)

у Τ на [0; 0,4];
у|на(-оо;0];[0,4;0,5]

ϊ/t на [-1;1];
у | на (-оо;-1]; [1;оо) |
у | на [1;оо); 2/1 на (-оо; 1] |
уТна[1;оо);
2/| на (-оо;-1] |
Ϊ/ Τ на (-оо;-2^;[-2;0);[2;2ч/3];
у | на [-2ч/3;-2];(0;2);[2л/3;оо)

у|на [_3±^Π;_ι);(_ι;=3±^]
2/1 На (-οο;-^^];[---^Π;ΐ]
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Самостоятельная работа 10

А Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-6;-2

Нет

2'4'

л/2

ч/2

4л/2; 6

1,5

-1; 1,25; 3,5

2 1

"3;~5

3

-f*(l·)
2

' '

2
' '

14

е

-3-ч/2Т -З + л/21
6

'

6

1 + 3\/5 Зл/5-1
0

2
; ; ;

2
5

-1,5;-1;3

\/б л/6
'

9
'

9
'

39 - 2тг\/3
з

;9

1

0;f/3
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Самостоятельная работа 11

А

1

2

3

4

5

'■ 6

7

8

9

10

£>(/) = [-7; η

на [-7; -5]; [-2; 4] у | ; на [-5; -2]; [4; 7] у |

£ = —5; χ = —2; χ = 4

[-6;-3)U4

ВД = [-6; 4]

х = —5,5; χ = —4,5; χ = 2; χ = 6,5

[-7;-5) U (-5; 3) U (6; 7]

(3;4)U-3

(0; оо)

[-5,5; -5) U (-5; -4,5] U [2; 3) U (6; 6,5]

Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

D(f) = [-8;7]

на [-8;-5]; [0; 4] |; на [-5; 0]; [4; 7] |

х = —5; χ = 0; χ = 4

(4;6];3

[-3;6]

X —— ^,0; «^ ~~" ^5^5 *^ ~~" ^5*^5 *^ ~~" *^,0

(-7,5;-2); (1,5; 6,5)

(3;4);-2 1

(4;оо)

(-7,5; -6,5] U [-3,5; -2) U (1,5; 2,5] U [5,5; 2,5] U [5,5; 6,5)
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Самостоятельная работа 12

А

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Унаим = 2/(1) = -15;

Унаиб =У(-1) = 5

Унаим = у (0) = 0;
Унаиб = У (-4) = 16

Унаим = у(-1) = 2;
Унаиб = У (3) = 34

Унаим = У (0) = 0;
Унаиб = У(1) = 1

Унаим = у(1) = 1,5;
Унаиб = У (0) = 2

__!. _fiУнаим q 5 £/наиб ^

β (у) = [1; 7,25]

£(у) = [0;40]

Д(у)= [2(^-l) ;l]

Е{у) = -13,5;-б|

я(у) =

ВД =

["И

44]

Я(у)=|УЗ;3]

s(y) =

я(у) =

Д(у) =

'

13

π + 2_6ν/3 + 7Γ

г-' Ϊ2

4>/3.4л/з"
9

'

9

Ε (у) = [-9; 3] U [15; 16]

Д(у) = [-2;20] |
а2
— наименьший член

последовательности

а = 2
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Самостоятельная работа 13

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Е{у) =

А

2 '

-2-;2-2]

Ε (у) = [-4; 158]

Ε (у) = [-57; 132]

Ε (у) = [-25; -9]

£(</) =

Е(у) =

1 1

2'~3

М]
Ε (у) = [0,2; 5]

Я(у) = [-1,5тг;5]

Я(у) = [0;24]

£(у) = !*$

]в

Е(у) = [1;5]

£(у) = [-0,5;22]

Е{У) = [*¥
£(y) = [21og2e;4,251og2e]

Е{у) = [-л/3-1;0,5тг-л/3]

я(у) = -17^+32ЬЗ;241пЗ
О

Я(у) = [-1-8 In 5; 18,2]

Е{у) =

Е(у) =

Ή-ill
_3' 2j

:-#-]
а = 9
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Самостоятельная работа 14

А Б

/'(*)

m

[21

ш

а

m

@

Ξ

Ι

0

/И

©
©
©
©
©
©
©
©
©

/'(*)

ш

ш

т

ш

ш

т

т

ш

ш

/(*)

©
©
©
©
Θ
©
©
©
© 1
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Самостоятельная работа 15

А

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0,6а;5-0,5а;-2+ 3,1

3
R1 1 Iот \х\

X

5 7 3 4

-Ж 5 + -χ3 + С
7 4

2 sin χ — 5 cos x + с

е2ж -0,75cos2x + c

Q 1

-(я - 3)5 - 2(2z + 1)5 - -(χ + 2)5 + с

(Iх + 1) +^(2ж-3)|-(4ж-1)!+с
1

.
1

«
— - cos Ах + - cos 2ж + с

8 4

3 2Х+1 1 1
.

ft

4 /2 \8
-е a

-r+-sm2x--^xj +c

4 _ι 1, . . 1 1
. 1

— -х 2 — - in \х\ + -х + - sin а; + с
О О ^ ^
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Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

|-А(9-7*2)7 + с

4/9 Ч^
- (я2 - 2х)2 + с

1 9
- кг 4ж + с

8

2/ а
— - (arccos a;) 2 + с

О

2(5 + sin я) 2 + с

2(3 -cos2 ж) 5 + с

^«tg^+ c
оо 7

1.3
—- arcsm —he

3 χ

In x 1

2x2 4x2

(ex-l)ln(ex-~l)-x + c
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Самостоятельная Самостоятельная

работа, 16 работа 17

А Б А Б

1

2

3

14

5

6

7

8

9

10

4

13

48

7

е4- 6

<
-ί
-90

3

.5

"&8

-!

12

39

V2

7Г ν/3 Ι

-158+ | #2
2"
40

^-1)
204

ϊηΤδ
2

3

-12

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

4,5

4,5

4
9

1,5

8

9

1

3

16\/3
15

4
32

бе-5

3

51η--0,5
5

2 1

π 3

\/2 + 1η2-2

9\/3

32

1 1

π~ 8

5

6^-41п2
6

-h|v5+i |
Самостоятельная работа 18

А

Б

1

-Ц
1

2

2

v/3-\/2

i(. + V5)

3

Jin 2
2

-Ь2
2

4

б"

π

4

5

4

π

4

6

7

15

7

15

7

7Γ

4

7Γ

8

0

0

9

ή
3

10

3,375

3,375
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Самостоятельная работа 19

Ъех + 2 In \х\ cos 2х + с

—- - 2х2 + Ах 1 1п4ж + —- - х2 + Ах + с

-4\/cos 9х + с

41n|2-d - + 61п|а; + 1| + с
1 '

х+1
' '

— 1п|2 — я;| — In \х2 -8х + 17| - 40 arctg(x - 4) + с

х + 1
(ж + 1)л/А8-х2 - 2я + 49 arcsin ——— + с

а;+ 5

(-5х2 + χ + 2) \/-16-х2 - Юх - 5 arcsin --- {
о

( χ2 + 2х + -

] arcctg Зх + -х + - 1п(1 + 9α;2) + с

16
ln|8tg2ar + 2| +c

10 21η + 41n tgf-з tg:
+ c
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Б

-4у/х + 2е3х + 5 In |ж| + с

(бж2 + 9а; + 7) е5х + с

8earctg7x + c

In |3 - 2х\ - 41п |ж2 + 2х + 5| + с

-2 In |ж + 3| + 2 In |ж - 4| + In |а; - 5| + с

τ — 1
(ж - l)Vl5-z2 + 2z + 16 arcsm — Η с

(-Зх2-х-1) \/х2-8х+17-21п (я-4+\Лг2-8:г+17) +с

— cos Ах — — sm Ах + с
А 16

1.9 .

-In 4tg^x + 2 +c

10 -61η
χ

tg^ + l 61η
χ

tgf + 1
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Самостоятельная работа 20

А Б

1

2

3

4

5

6

7

8

9π

12π

28 2

У™6

32π

4π

15

32πα2

105

2π (е - 2)

8тг\/3

9π

12π

4 2. i
-πα 6

π

4

Ϊ5π

4

5"

2π (e2 + 1)

128
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