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Предисловие авторов

Настоящее учебное пособие предназначено для студентов, обучаю-
щихся в сфере естественнонаучных дисциплин по научным, техническим
и образовательным профилям. Материал пособия соответствует справоч-
ным изданиям авторов [1, 2], получившим широкую известность, но недо-
статочно удобным для учебной работы в силу их большого объема и огром-
ного количества материала, не входящего в учебные программы. Вместе
с тем можно отметить, что несмотря на сравнительное обилие учебни-
ков и монографий по математической физике, изложение ряда вопросов,
весьма востребованных в приложениях, можно найти лишь в специальных
статьях. Данная работа в известной степени восполняет этот пробел.

Во введении обсуждается ряд общих вопросов, связанных с идеоло-
гией метода разделения переменных для различных типов дифференци-
альных уравнений и с его применимостью в конкретных задачах.

Основное содержание работы распределено по трем главам. В пер-
вой главе подробно рассматривается общая схема метода Фурье (т. е. ме-
тода разделения переменных для линейных уравнений математической
физики). Все утверждения сформулированы для уравнений 2-го порядка,
наиболее часто встречающиеся в разнообразных приложениях, однако (с
некоторыми оговорками) приведенный алгоритм пригоден и для линейных
уравнений высших порядков. В конце главы (в отличие от двух следую-
щих глав) мы не помещаем заданий для самостоятельной работы, так как
вполне доступны классические сборники задач по математической физи-
ке [3, 4, 5]. Во второй и третьей главах метод разделения переменных
применяется для поиска классов точных частных решений нелинейных
уравнений математической физики. Здесь в конце ряда разделов приведе-
но достаточное для проведения практических занятий количество задач
– в других источниках, за исключением работы [2], задачи по этой теме
отсутствуют.

Литературные источники разделены на две категории – “общие” и
“рекомендуемые”. На “общие” источники в тексте дается конкретная ссыл-
ка, тогда как “рекомендуемые” источники помещены списком в конце со-
ответствующего раздела (по необходимости). Это не означает, что в насто-
ящей работе материалы из этих источников не используются – напротив,
некоторые примеры и задачи заимствованы именно из них.
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Введение

0.1. Логика разделения переменных

Из методов решения дифференциальных уравнений метод разделе-
ния переменных (РП), наверное, появился раньше всех. Являясь базовым
методом, он успешно применяется и в современной практике, а в последнее
время получил дальнейшее развитие.

Первоначально применимость метода РП ограничивалась уравне-
ниями, которые можно привести к равенству выражений, зависящих от
разных переменных. Для обыкновенных дифференциальных уравнений
это равенство дифференциала выражения, зависящего только от искомой
функции, дифференциалу выражения, зависящего только от независимой
переменной:

f(y) dy = g(x) dx, (0.1.1)

для уравнений в частных производных – равенство между собой функ-
ций от разных независимых переменных, например, в случае уравнений
колебаний струны

∂2w

∂x2
=

1

a2

∂2w

∂t2
(0.1.2)

подстановка решения в виде произведения w = X(x)T (t) приводит к
уравнению

X ′′(x)

X(x)
=

1

a2

T ′′(t)

T (t)
(0.1.3)

(штрих обозначает производную по соответствующей переменной).
Естественно, дальнейший ход рассуждений существенно зависит от

того, какую задачу мы решаем – в первом случае ищется функция y =
= y(x), поэтому почленное интегрирование (0.1.1) приводит к общему ре-
шению (в неявном виде) обыкновенного уравнения 1-го порядка с разде-
ляющимися переменными

∫
f(y) dy =

∫
g(x) dx+ C,

а во втором случае ищется функция двух независимых переменных
w(x, y), которая (нами) представляется в виде произведения w(x, t) =
= X(x)T (t). Из равенства (0.1.3) следует, что

X ′′(x)

X(x)
=

1

a2

T ′′(t)

T (t)
= C. (0.1.4)

Кроме этого, мы всегда должны помнить, что найденное решение – част-
ное; и даже если таких решений найдено бесконечно много (например,
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счетное множество), то ниоткуда не следует, что мы нашли все решения,
т. е. с помощью найденного набора можно найти решение, удовлетворя-
ющее любым (допустимым) краевым и начальным решениям. При этом
соотношение (0.1.4) приводит к двум обыкновенным дифференциальным
уравнениям

X ′′ − CX = 0,

T ′′ − a2CT = 0
(0.1.5)

с соответствующими условиями – по пространственной переменной (x) в
ограниченной области это обычно краевые условия, и тем самым коли-
чество решений первого уравнения (и, вообще говоря, их существование)
остается под вопросом.

В классических задачах математической физики, как правило, кра-
евые условия таковы, что система (0.1.5) имеет счётное множество реше-
ний. Так, если мастер, изготовивший гитару, малые колебания струны ко-
торой описываются уравнением (0.1.2) – не сумасшедший, концы струны
закреплены на корпусе гитары, и краевые условия имеют вид

{
w(0, t) = 0,

w(l, t) = 0,
=⇒

{
X(0) = 0,

X(l) = 0.
(0.1.6)

Рассмотрим последовательно три случая решения первого уравнения си-
стемы (0.1.5), когда константа разделения переменных C больше, равна
или меньше нуля.

1. C > 0. Общее решение уравнения имеет вид X = C1e
√
Cx +C2e

−
√
Cx,

для удовлетворения краевых условий необходимо выполнение следу-
ющих равенств:

{
при x = 0 C1 + C2 = 0,

при x = l C1e
√
Cl + C2e

−
√
Cl = 0.

(0.1.7)

Система (0.1.5) однородна, поэтому для существования решения необ-
ходимо равенство нулю определителя

∣∣∣∣∣
1 1

e
√
Cl e−

√
Cl

∣∣∣∣∣ = 0,

что возможно лишь в случае C = 0, а это, в свою очередь, противо-
речит исходному предположению C > 0.

2. C = 0. Общее решение имеет вид X = C1x+C2. В данном случае оче-
видно, что нетривиальных решений нет, так как прямая C1x+C2 не
может пересекать другую прямую (ось абсцисс x) в двух различных
точках (x = 0 и x = l).
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3. C < 0. Общее решение имеет вид

X = C1 sin
(√

−Cx
)

+ C2 cos
(√

−Cx
)
,

для удовлетворения краевых условий необходимо выполнение следу-
ющих равенств:

{
при x = 0 C2 = 0,

при x = l C1 sin
(√

−Cl
)

= 0.
(0.1.8)

Из второго уравнения следует существование счётного множества

значений константы разделения переменных C = −π
2k2

l2
, k = 1, 2,

. . . , при которых существует нетривиальное решение системы (0.1.5).

В силу этого обстоятельства при проведении процедуры разделения пере-
менных часто сразу пишут C = −λ2, т. е. λ = πk/l.

И ещё одно замечание о том, что поставленные условия не могут
быть “какие угодно”. Для решения задачи о колебании струны надо задать
начальное отклонение струны от положения равновесия w(x, 0) = ϕ(x)
и начальную скорость струны wt(x, 0) = ψ(x) в каждой точке интерва-
ла [0, l]. Совершенно очевидным выглядит условие согласования ϕ(0) =
= ϕ(l) = 0, так как концы струны закреплены в любой момент времени
t > 0. Аналогично, должно выполняться и условие ψ(0) = ψ(l) = 0.

0.2. Задача Штурма–Лиувилля

В большинстве классических задач математической физики для по-
иска функции X(x) возникает задача Штурма–Лиувилля: найти зна-
чения λ, при которых существует нетривиальное решение задачи

L(X) + λρX = 0, X(0) = 0, X(l) = 0,

а также найти эти решения (собственные числа и собственные функции).
Здесь

L(u) =
d

dx

[
k(x)

dX

dx

]
− q(x)X,

k(x), q(x) и ρ(x) – непрерывные на отрезке 0 6 x 6 l функции. Обычно
k(x) > 0, q(x) > 0, ρ(x) > 0, хотя функция k(x) может обращаться в
нуль на одном из концов отрезка, в этом случае эта точка является осо-
бой, и постановка краевой задачи имеет свои особенности. Справедливы
следующие утверждения [6]:
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1. Существует счётное множество собственных значений

λ1 < λ2 < . . . < λn,

которым соответствуют собственные функции X1(x), X2(x), . . . ,
Xn(x).

2. При q > 0 все собственные значения λn положительны.
3. Собственные функции Xm(x) и Xn(x) при m 6= n ортогональны

между собой с весом ρ(x) на отрезке 0 6 x 6 l , т. е.

l∫

0

Xm(x)Xn(x)ρ(x)dx = 0, (m 6= n).

4. Теорема разложимости В. А. Стеклова .
Произвольная функция F (x), дважды непрерывно дифференцируе-
мая и удовлетворяющая граничным условиям F (0) = F (l) = 0 , раз-
лагается в равномерно и абсолютно сходящийся ряд по собственным
функциям {Xn(x)}:

F (x) =
∞∑

n=1

FnXn(x),

Fn =
1

‖Xn‖

l∫

0

F (x)Xnρ(x)dx, ‖Xn‖2 =

l∫

0

X2
n(x)ρ(x)dx.

В силу пп. 3, 4 собственные функции задачи Штурма–Лиувилля об-
разуют ортогональный базис гильбертова пространства, и любой его эле-
мент представим рядом Фурье по этому базису. Поэтому становится воз-
можным удовлетворить любому (разумному) начальному условию, напри-
мер, w(x, 0) = ϕ(x), подставив в это условие слева произвольную супер-
позицию частных решений

∞∑

n=1

AnXn(x)Tn(t)

∣∣∣∣∣
t=0

,

а справа – разложение функции ϕ

ϕ(x) =

∞∑

n=1

ϕnXn(x),

и найдя коэффициенты An приравниванием соответственных подобных.
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Теперь перед переходом к основной (более строгой и сжатой) части
изложения метода Фурье нам остаётся лишь рассмотреть некоторые ас-
пекты применимости разделения переменных в зависимости от свойств
уравнения. Если коэффициенты исходного уравнения с частными произ-
водными – постоянные, то, как правило, проблем с разделением перемен-
ных не возникает (простейший пример – уравнение Лапласа в декарто-
вой системе координат). Однако при переходе к криволинейным систе-
мам координат в уравнении возникают коэффициенты Ламе – функции
независимых переменных (вид оператора Лапласа в различных криволи-
нейных системах координат приведен в приложении к книге [6]). Анало-
гичная ситуация возникает и при наличии переменного потенциала, на-
пример, в уравнении Шрёдингера. Возможность разделения переменных
тесно связана с симметрией исходного уравнения [7]. В этой книге по-
дробно рассматриваются уравнения Лапласа, Гельмгольца, Шрёдингера и
ряд других, и указываются все системы координат, в которых переменные
делятся.

0.3. Несколько слов о нелинейных уравнениях

Для нелинейных уравнений до последнего времени отсутствовала
сколько-нибудь содержательная теория разделения переменных. Очевид-
но было только то, что отсутствие принципа суперпозиции не позволяет
получить решения заданных краевых задач с помощью линейной суперпо-
зиции сколь угодно большого количества “стандартных” частных решений.
Однако для ряда уравнений получались даже общие решения.

Рассмотрим, например, уравнение

w
∂2w

∂x∂y
= a

∂w

∂x

∂w

∂y
(0.3.1)

и попытаемся найти решения вида

w(x, y) = X(x)Y (y). (0.3.2)

При непосредственно подстановке, с учётом того, что wx = X ′Y , wy =
= XY ′, wxy = X ′Y ′ (штрих обозначает производную по соответствующей
переменной), получаем XX ′Y Y ′ = aXX ′Y Y ′. Отсюда следует, что при
a = 1 получается тождество – выражение (0.3.2) является общим реше-
нием уравнения (0.3.1), тогда как при a 6= 1 решений такого вида нет
вообще. Однако из этого ещё не следует, что метод разделения перемен-
ных не дает решения при других значениях параметра a. Будем искать
решения вида

w(x, y) = Φ
(
X(x) + Y (y)

)
. (0.3.3)
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Тогда после подстановке этого выражения в уравнение (0.3.1) получим
(после сокращения на X ′Y ′):

ΦΦ′′ = a
(
Φ′)2,

где штрих означает производную функции Φ по её аргументу ω = X+
+Y . Общее решение этого (обыкновенного) дифференциального уравне-
ния имеет вид

Φ =

{
(C1ω + C2)

1

1−a , a 6= 1,

exp(C1ω + C2), a = 1.

Окончательно, “убирая” лишние константы C1 и C2 в произвольные
функции X(x) и Y (y), получаем общее решение уравнения (0.3.1) при
любом a:

w(x, y) =

{ (
X(x) + Y (y))

1

1−a , a 6= 1,

exp
(
X(x) + Y (y)

)
, a = 1.

(0.3.4)

Легко видеть, что переобозначение eX → X, eY → Y приводит решение
(0.3.4) при a = 1 к виду (0.3.2). Решение вида (0.3.3) называется решением
с функциональным разделением переменных.

В завершение этого не очень краткого введения отметим, что если
метод разделения переменных для линейных задач математической физи-
ки является одним из основных инструментов классической теории, то в
применении к нелинейным уравнениям этот метод получил широкое рас-
пространение лишь недавно. Тем не менее его перспективность стала уже
очевидной – методами обобщённого и функционального разделения пере-
менных получено огромное число точных решений ряда востребованных в
приложениях уравнений, причем оказывается, что многие из них не могут
быть получены даже таким мощным методом, как групповой анализ.
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Глава 1. Метод разделения переменных в линейных

уравнениях (метод Фурье)

1.1. Общее описание метода разделения переменных

Многие линейные задачи математической физики решаются мето-
дом разделения переменных. На рис. 1 (см. следующую страницу) изоб-
ражена схема применения этого метода для решения нестационарных кра-
евых задач, описываемых линейными однородными уравнениями второго
порядка параболического и гиперболического типов с однородными гра-
ничными условиями и неоднородными начальными условиями. Для про-
стоты рассматриваются задачи с двумя независимыми переменными x
и t, где x1 6 x 6 x2 и t > 0.

Задачи, которые можно решить методом разделения переменных по
указанной схеме, описываются линейными однородными дифференциаль-
ными уравнениями в частных производных второго порядка

α(t)
∂2w

∂t2
+ β(t)

∂w

∂t
= a(x)

∂2w

∂x2
+ b(x)

∂w

∂x
+
[
c(x) + γ(t)

]
w (1.1.1)

с линейными однородными граничными условиями
{
s1∂xw + k1w = 0 при x = x1,
s2∂xw + k2w = 0 при x = x2

(1.1.2)

и произвольными начальными условиями

w = f0(x) при t = 0, (1.1.3)

∂tw = f1(x) при t = 0. (1.1.4)

Для уравнений параболического типа, которым соответствует
α(t) ≡ 0 в (1.1.1), выставляется только одно начальное условие (1.1.3).

Опишем теперь более подробно основные этапы применения мето-
да разделения переменных. Будем считать, что коэффициенты уравнения
(1.1.1) и граничных условий (1.1.2) удовлетворяют условиям:

α(t), β(t), γ(t), a(x), b(x), c(x) – непрерывные функции,

α(t) > 0, 0 < a(x) <∞, |s1| + |k1| > 0, |s2| + |k2| > 0.
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Рис. 1. Схема решения линейных краевых задач методом разделения
переменных (для уравнений параболического типа функция F2 не

зависит от ψ′′
tt и Bn = 0).

Замечание 1. Метод разделения переменных используется также
для решения линейных краевых задач, которые описываются эллиптиче-
скими уравнениями вида (1.1.1), когда α(t) < 0, a(x) > 0, с граничными
условиями (1.1.2) по переменной x и аналогичными граничными услови-
ями по переменной t. При этом полностью сохраняются все результаты
общей стадии решения, описанной в разд. 1.2.
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Замечание 2. В различных приложениях встречаются уравнения
вида (1.1.1), имеющие коэффициент, обращающийся в бесконечность на
границе области: b(x) → ∞ при x → x1 (остальные коэффициенты
уравнения ограничены). В этом случае первое граничное условие (1.1.2)
заменяется условием ограниченности решения при x → x1. Подобная си-
туация имеет место в пространственных задачах с осевой и центральной
симметрией, когда решение зависит только от радиальной координаты.

1.2. Поиск частных решений. Получение уравнений и гранич-
ных условий

Метод основан на поиске частных решений уравнения (1.1.1) в виде
произведения функций разных аргументов

w(x, t) = ϕ(x)ψ(t). (1.2.1)

После разделения переменных и элементарных преобразований для функ-
ций ϕ = ϕ(x) и ψ = ψ(t) получим линейные обыкновенные дифферен-
циальные уравнения

a(x)ϕ′′
xx + b(x)ϕ′

x + [λ+ c(x)]ϕ = 0, (1.2.2)

α(t)ψ′′
tt + β(t)ψ′

t + [λ− γ(t)]ψ = 0, (1.2.3)

в которые входит свободный параметр λ. В обозначениях, принятых на
рис. 1, уравнения (1.2.2) и (1.2.3) записываются так: ϕF1(x, ϕ, ϕ

′
x, ϕ

′′
xx)+

+λϕ = 0 и ψF2(t, ψ, ψ
′
t, ψ

′′
tt) + λψ = 0.

Подставив (1.2.1) в (1.1.2), получим граничные условия для функции
ϕ = ϕ(x):

s1ϕ
′
x + k1ϕ = 0 при x = x1,

s2ϕ
′
x + k2ϕ = 0 при x = x2.

(1.2.4)

Линейное однородное обыкновенное дифференциальное уравнение (1.2.2)
вместе с линейными однородными граничными условиями (1.2.4) пред-
ставляет собой задачу на собственные значения.

1.3. Решение задачи на собственные значения. Ортогональ-
ность собственных функций

Пусть ϕ̃1 = ϕ̃1(x, λ) и ϕ̃2 = ϕ̃2(x, λ) – линейно независимые частные
решения уравнения (1.2.2). Тогда общее решение этого уравнения можно
представить в виде линейной комбинации

ϕ = C1ϕ̃1(x, λ) + C2ϕ̃2(x, λ), (1.3.1)
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где C1 и C2 – произвольные постоянные.
Подставим решение (1.3.1) в граничные условия (1.2.4). В результате

для определения коэффициентов C1 и C2 получим линейную однородную
алгебраическую систему

{
ε11(λ)C1 + ε12(λ)C2 = 0,

ε21(λ)C1 + ε22(λ)C2 = 0,
(1.3.2)

где εij(λ) =
[
si(ϕ̃j)

′
x+kiϕ̃j

]
x=xi

. Чтобы система (1.3.2) имела нетривиаль-

ные решения, ее определитель должен быть равен нулю:

ε11(λ)ε22(λ) − ε12(λ)ε21(λ) = 0. (1.3.3)

Решая трансцендентное уравнение (1.3.3) находим собственные значе-
ния λ = λn , где n = 1, 2, . . . При этих значениях существуют нетриви-
альные решения уравнения (1.2.2):

ϕn(x) = ε12(λn)ϕ̃1(x, λn) − ε11(λn)ϕ̃2(x, λn), (1.3.4)

которые называются собственными функциями (эти функции опреде-
ляется с точностью до постоянного множителя).

Для удобства дальнейшего анализа уравнение (1.2.2) представим в
виде

[p(x)ϕ′
x]
′
x + [λρ(x) − q(x)]ϕ = 0, (1.3.5)

где функции p(x), q(x), ρ(x) определяются по формулам

p(x) = exp

[∫
b(x)

a(x)
dx

]
, q(x) = −c(x)

a(x)
exp

[∫
b(x)

a(x)
dx

]
,

ρ(x) =
1

a(x)
exp

[∫
b(x)

a(x)
dx

]
. (1.3.6)

Из исходных предположений (см. конец разд. 1.1) следует, что p(x), p′x(x),
q(x), ρ(x) – непрерывные функции, p(x) > 0, ρ(x) > 0.

Относительно задачи на собственные значения (1.3.5), (1.2.4) извест-
но следующее:

1. Все собственные значения λ1, λ2, . . . вещественны и λn → ∞ при
n → ∞. (Поэтому может быть лишь конечное число отрицательных
собственных значений.)

2. Система собственных функций ϕ1(x), ϕ2(x), . . . является ортого-
нальной на отрезке x1 6 x 6 x2 с весовой функцией ρ(x), т. е.

x2∫

x1

ρ(x)ϕn(x)ϕm(x) dx = 0 при n 6= m. (1.3.7)
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3. При выполнении условий

q(x) > 0, s1k1 6 0, s2k2 > 0, (1.3.8)

отрицательных собственных значений нет. Если q ≡ 0, k1 = k2 =
= 0, то наименьшим собственным значением будет λ1 = 0, которому
отвечает собственная функция ϕ1 = const. В остальных случаях при
выполнении условий (1.3.8) все собственные значения положительны
[первое неравенство в (1.3.8) выполняется, если c(x) 6 0].

Дальнейшая процедура построения решений нестационарных крае-
вых задач несколько различается для параболических и гиперболических
уравнений; соответствующие результаты описаны далее в разд. 1.4 и 1.5
(а для эллиптических уравнений – в разд. 1.6).

1.4. Решение краевых задач для уравнений параболического
типа

Рассмотрим краевую задачу для уравнения параболического типа

∂w

∂t
= a(x)

∂2w

∂x2
+ b(x)

∂w

∂x
+
[
c(x) + γ(t)

]
w, (1.4.1)

(это уравнение получается из уравнения (1.1.1) при α(t) ≡ 0 и β(t) =
= 1) с однородными граничными условиями (1.1.2) и начальным услови-
ем (1.1.3). Пусть функция w имеет непрерывную производную по t и
две непрерывных производных по x и является решением задачи (1.4.1),
(1.1.2)–(1.1.3). Тогда должны выполняться условия согласования гранич-
ных условий (1.1.2) и начального условия (1.1.3):

[s1f
′
0 + k1f0]x=x1

= 0, [s2f
′
0 + k2f0]x=x2

= 0. (1.4.2)

В двух случаях должны выполняться также дополнительные условия со-
гласования

[a(x)f ′′
0 + b(x)f ′

0]x=x1
= 0 при s1 = 0,

[a(x)f ′′
0 + b(x)f ′

0]x=x2
= 0 при s2 = 0.

(1.4.3)

Здесь штрихами обозначены производные по x.
Сначала ищутся частные решения уравнения (1.4.1) в виде произ-

ведения (1.2.1), где функции ϕ(x) определяются путем решения задачи
на собственные значения для обыкновенного дифференциального урав-
нения (1.2.2) с граничными условиями (1.2.4). Решение уравнения (1.2.3)
при α(t) ≡ 0, β(t) = 1 и λ = λn, удовлетворяющее условию нормировки
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ψn(0) = 1, определяется формулой

ψn(t) = exp


−λnt+

t∫

0

γ(ξ) dξ


 . (1.4.4)

Решение исходной нестационарной краевой задачи (1.4.1), (1.1.2),
(1.1.3) для уравнения параболического типа ищется в виде

w(x, t) =
∞∑

n=1

Anϕn(x)ψn(t), (1.4.5)

где An – постоянные коэффициенты, а функции wn(x, t) = ϕn(x)ψn(t)
представляют собой частные решения вида (1.2.1), которые удовлетворя-
ют граничным условиям (1.1.2). В силу принципа линейной суперпозиции
ряд (1.4.5) также будет решением исходного уравнения с частными про-
изводными, удовлетворяющим граничным условиям.

Для определения коэффициентов An подставим ряд (1.4.5) в на-
чальное условие (1.1.3). В результате имеем

∞∑

n=1

Anϕn(x) = f0(x).

Умножим обе части этого равенства на ρ(x)ϕn(x) и проинтегрируем по-
лученное выражение по x на отрезке x1 6 x 6 x2. Учитывая свойство
ортогональности собственных функций (1.3.7), находим коэффициенты

An =
1

‖ϕn‖2

x2∫

x1

ρ(x)ϕn(x)f0(x) dx, ‖ϕn‖2 =

x2∫

x1

ρ(x)ϕ2
n(x) dx. (1.4.6)

Формула для определения весовой функции ρ(x) приведена в (1.3.6).
Формулы (1.4.5), (1.3.4), (1.4.4), (1.4.6) дают формальное решение

нестационарной краевой задачи (1.1.1)–(1.1.3) при α(t) ≡ 0, β(t) = 1.
Пример 1. Рассмотрим первую краевую задачу на отрезке 0 6 x 6

6 l для уравнения теплопроводности

∂w

∂t
=
∂2w

∂x2
(1.4.7)

с общим начальным условием (1.1.3) и однородными граничными услови-
ями первого рода

w = 0 при x = 0, w = 0 при x = l. (1.4.8)
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Функцию ψ(t) в частном решении (1.2.1) находим по формуле
(1.4.4), подставив в нее γ(t) = 0:

ψn(t) = exp(−λnt). (1.4.9)

Функции ϕn(x) определяются путем решения задачи на собственные зна-
чения (1.2.2), (1.2.4) при a(x) = 1, b(x) = c(x) = 0, s1 = s2 = 0, k1 =
= k2 = 1, x1 = 0, x2 = l:

ϕ′′
xx + λϕ = 0; ϕ = 0 при x = 0, ϕ = 0 при x = l.

В результате получим собственные функции и собственные значения:

ϕn(x) = sin
(nπx

l

)
, λn =

(nπ
l

)2
, n = 1, 2, . . . (1.4.10)

Решение задачи (1.4.7)–(1.4.8), (1.1.3) находим по формулам (1.4.5),
(1.4.6), (1.4.10) с учетом равенства ‖ϕn‖2 = l/2:

w(x, t) =

∞∑

n=1

An sin
(nπx

l

)
exp

(
−n

2π2t

l2

)
,

An =
2

l

l∫

0

f0(ξ) sin

(
nπξ

l

)
dξ. (1.4.11)

Если функция f0(x) является дважды непрерывно-дифференци-
руемой и выполнены условия согласования начальных и граничных усло-
вий (1.4.2) и (1.4.3), тогда ряд (1.4.11) сходится и допускает однократное
дифференцирование по t и двукратное – по x. В этом случае формула
(1.4.11) дает классическое гладкое решение задачи (1.4.7)–(1.4.8), (1.1.3).
[Если f0(x) не является дважды непрерывно-дифференцируемой функци-
ей или если не выполнены условия согласования начальных и граничных
условий, тогда ряд (1.4.11) может сходится к разрывной функции и будет
определять только обобщенное решение.]

1.5. Решение краевых задач для уравнений гиперболического
типа

Для уравнений гиперболического типа решение краевой задачи
(1.1.1)–(1.1.4) ищется в виде

w(x, t) =

∞∑

n=1

ϕn(x)
[
Anψn1(t) + Bnψn2(t)

]
. (1.5.1)
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где An и Bn – постоянные коэффициенты, а ψn1(t), ψn2(t) – частные
решения линейного обыкновенного дифференциального уравнения (1.2.3)
для функции ψ (при λ = λn), которые удовлетворяют начальным усло-
виям

ψn1(0) = 1, ψ′
n1(0) = 0; ψn2(0) = 0, ψ′

n2(0) = 1. (1.5.2)

Заметим, что здесь, как и для параболического уравнения, должны вы-
полняться условия (1.4.2), (1.4.3), к которым следует добавить условия
согласования граничных условий (1.1.2) и начального условия (1.1.4):

[s1f
′
1 + k1f1]x=x1

= 0, [s2f
′
1 + k2f1]x=x2

= 0.

Подставим решение (1.5.1) в начальные условия (1.1.3)–(1.1.4). В ре-
зультате имеем

∞∑

n=1

Anϕn(x) = f0(x),
∞∑

n=1

Bnϕn(x) = f1(x).

Умножим эти равенства на ρ(x)ϕn(x) и проинтегрируем полученные вы-
ражения по x на отрезке x1 6 x 6 x2. Учитывая свойство ортогонально-
сти собственных функций (1.3.7), находим коэффициенты ряда (1.5.1):

An =
1

‖ϕn‖2

x2∫

x1

ρ(x)ϕn(x)f0(x) dx, Bn =
1

‖ϕn‖2

x2∫

x1

ρ(x)ϕn(x)f1(x) dx,

(1.5.3)
где формула для вычисления величины ‖ϕn‖ приведена в (1.4.6).

Формулы (1.5.1), (1.3.4), (1.5.3) дают формальное решение нестаци-
онарной краевой задачи (1.1.1)–(1.1.4) при α(t) > 0.

Пример 2. Рассмотрим смешанную краевую задачу на отрезке 0 6

6 x 6 l для волнового уравнения

∂2w

∂t2
=
∂2w

∂x2
(1.5.4)

с общими начальными условиями (1.1.3)–(1.1.4) и однородными гранич-
ными условиями

w = 0 при x = 0, ∂xw = 0 при x = l. (1.5.5)

Функции ψn1(t) и ψn2(t) описываются линейным уравнением
[см. (1.2.3) при α(t) = 1, β(t) = γ(t) = 0, λ = λn]:

ψ′′
tt + λψ = 0
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вместе с начальными условиями (1.5.2). Имеем

ψn1(t) = cos
(√

λn t
)
, ψn2(t) =

1√
λn

sin
(√

λn t
)
. (1.5.6)

Функции ϕn(x) определяем путем решения задачи на собственные значе-
ния (1.2.2), (1.2.4) при a(x) = 1, b(x) = c(x) = 0, s1 = k2 = 0, s2 = k1 = 1,
x1 = 0, x2 = l:

ϕ′′
xx + λϕ = 0; ϕ = 0 при x = 0, ϕ′

x = 0 при x = l.

В результате получим собственные функции и значения:

ϕn(x) = sin(µnx), µn =
√
λn =

π(2n− 1)

2l
, n = 1, 2, . . . (1.5.7)

Решение задачи (1.5.4)–(1.5.5), (1.1.3)–(1.1.4) находим по формулам
(1.5.1), (1.5.3) с учетом равенства ‖ϕn‖2 = l/2:

w(x, t) =
∞∑

n=1

[
An cos(µnt) + Bn sin(µnt)

]
sin(µnx), µn =

π(2n− 1)

2l
,

An =
2

l

l∫

0

f0(x) sin(µnx) dx, Bn =
2

lµn

l∫

0

f1(x) sin(µnx) dx.

(1.5.8)
Если функции f0(x) и f1(x) имеют соответственно три и две непре-

рывные производные и выполнены условия согласования начальных и
граничных условий, тогда ряд (1.5.8) сходится и допускает двукратное
дифференцирование по каждой независимой переменной. В этом случае
формула (1.5.8) дает классическое гладкое решение задачи (1.5.4)–(1.5.5),
(1.1.3)–(1.1.4).

1.6. Решение краевых задач для уравнений эллиптического

типа

1.6.1. Решение задачи с одним неоднородным граничным
условием. Рассмотрим теперь линейную краевую задачу для эллиптиче-
ского уравнения1

a(x)
∂2w

∂x2
+ α(y)

∂2w

∂y2
+ b(x)

∂w

∂x
+ β(y)

∂w

∂y
+
[
c(x) + γ(y)

]
w = 0 (1.6.1)

1Это уравнение отличается от уравнения (1.1.1) только переобозначением одной независимой пе-
ременной t ⇋ y и знаками функций α и β.
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с однородными граничными условиями (1.1.2) по переменной x и смешан-
ными (одним однородным и одним неоднородным) граничными условиями
по переменной y:

{
σ1∂yw + ν1w = 0 при y = y1,

σ2∂yw + ν2w = f(x) при y = y2.
(1.6.2)

Считаем, что коэффициенты уравнения (1.6.1) и граничные усло-
вия (1.1.2) и (1.6.2) удовлетворяют следующим условиям:

a(x), b(x), c(x) α(y), β(y), γ(t) – непрерывные функции,

a(x) > 0, α(y) > 0, |s1| + |k1| > 0, |s2| + |k2| > 0,

|σ1| + |ν1| > 0, |σ2| + |ν2| > 0.

Метод основан на поиске частных решений уравнения (1.6.1) в виде
произведения функций разных аргументов

w(x, y) = ϕ(x)ψ(y). (1.6.3)

Для функции ϕ = ϕ(x), как и ранее, приходим к задаче на собствен-
ные значения (1.2.2), (1.2.4); процедура ее решения подробно описана в
разд. 1.3. Далее считаем, что λn и ϕn(x) получены. Функции ψn = ψn(y)
находятся путем решения линейного обыкновенного дифференциального
уравнения

α(y)ψ′′
yy + β(y)ψ′

y + [γ(y) − λn]ψ = 0 (1.6.4)

с однородным граничным условием

σ1ψ
′
y + ν1ψ = 0 при y = y1, (1.6.5)

которое является следствием первого условия (1.6.2). Функции ψn опре-
деляются с точностью до произвольного множителя.

Используя принцип линейной суперпозиции, решение краевой зада-
чи (1.6.1), (1.6.2), (1.1.2) ищем в виде ряда

w(x, y) =
∞∑

n=1

Anϕn(x)ψn(y), (1.6.6)

где An – произвольные константы. По построению, ряд (1.6.6) будет удо-
влетворять уравнению (1.6.1), граничным условиям (1.1.2) и первому гра-
ничному условию (1.6.2). Чтобы определить коэффициенты ряда An, под-
ставим выражение (1.6.6) во второе граничное условие (1.6.2). Имеем

∞∑

n=1

AnBnϕn(x) = f(x), Bn = σ2
dψn
dy

∣∣∣∣
y=y2

+ ν2ψn(y2). (1.6.7)
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Далее действуем по той же схеме, что и в разд. 1.4, а именно, умножим
(1.6.7) на ρ(x)ϕn(x), а затем проинтрегрируем полученное выражение
по отрезку x1 6 x 6 x2 с учетом ортогональности собственных функ-
ций (1.3.7). В результате получим

An =
1

Bn‖ϕn‖2

x2∫

x1

ρ(x)ϕn(x)f(x) dx, ‖ϕn‖2 =

x2∫

x1

ρ(x)ϕ2
n(x) dx, (1.6.8)

где весовая функция ρ(x) определена в (1.3.6).
Пример 3. Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения Ла-

пласа
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
= 0 (1.6.9)

с граничными условиями

w = 0 при x = 0, w = 0 при x = l1;

w = 0 при y = 0, w = f(x) при y = l2
(1.6.10)

в прямоугольной области 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2.
Частные решения уравнения (1.6.9) ищутся в виде (1.6.3). Для функ-

ции ϕ(x) имеем задачу на собственные значения

ϕ′′
xx + λϕ = 0; ϕ = 0 при x = 0, ϕ = 0 при x = l1.

Решив ее, получим собственные функции и значения:

ϕn(x) = sin(µnx), µn =
√
λn =

πn

l1
, n = 1, 2, . . . (1.6.11)

Функции ψn = ψn(y) находятся путем решения задачи для линейно-
го обыкновенного дифференциального уравнения с однородным гранич-
ным условием

ψ′′
yy − λnψ = 0; ψ = 0 при y = 0, (1.6.12)

которые являются частным случаем (1.6.4)–(1.6.5) при α(y) = 1, β(y) =
= γ(y) = 0, σ1 = 0, ν1 = 1. Нетривиальные решения задачи (1.6.12)
имеют вид

ψn(y) = sh(µny), µn =
√
λn =

πn

l1
, n = 1, 2, . . . (1.6.13)

Используя формулы (1.6.6), (1.6.8), (1.6.11), (1.6.13) и учитывая ра-
венства Bn = ψn(l2) = sh(µnl2), ρ(x) = 1, ‖ϕn‖2 = l/2, находим решение
исходной задачи (1.6.9)–(1.6.10):

w(x, y) =

∞∑

n=1

An sin(µnx) sh(µny),
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An =
2

l1 sh(µnl2)

l1∫

0

f(x) sin(µnx) dx, µn =
πn

l1
.

1.6.2. Обобщение на случай, когда все граничные условия
являются неоднородными. Рассмотрим теперь линейную краевую за-
дачу для эллиптического уравнения (1.6.1) с неоднородными граничными
условиями общего вида

s1∂xw + k1w = f1(y) при x = x1,

s2∂xw + k2w = f2(y) при x = x2,

σ1∂yw + ν1w = f3(x) при y = y1,

σ2∂yw + ν2w = f4(x) при y = y2.

(1.6.14)

Решение этой задачи является суммой решений четырех вспомога-
тельных более простых задач для уравнения (1.6.1), каждая из которых
соответствует трем однородным и одному неоднородному граничным усло-
виям в (1.6.14), см. табл. 1. Решение каждой вспомогательной задачи стро-
ится по схеме, изложенной в разд. 1.6.1, начиная с поиска решений в виде
произведения функций разных аргументов (1.6.3), которые описываются
уравнениями (1.2.2) и (1.6.4). Параметр разделения λ находится путем
решения задачи с однородными граничными условиями на собственные
значения, см. табл. 1. Решение каждой вспомогательной задачи ищется в
виде ряда (1.6.6).
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ТАБЛИЦА 1.
Описание вспомогательных задач для уравнения (1.6.1) и задач для

соответствующих функций ϕ(x) и ψ(y), определяющих
частные решения вида (1.6.3). Для словосочетания “однородное

граничное условие” используется сокращение ОГУ.

Вспомога-
тельная
задача

Функции, которые равны
нулю в граничных
условиях (1.6.14)

Задача на собственные
значения с однородными
граничными условиями

Другая задача с одним однородным
граничным условием (для

полученных λn)

Задача 1
f2(y) = f3(x) = f4(x) = 0,
функция f1(y) – задана

определяются функции
ψn(y) и значения λn

определяются функции ϕn(x),
удовлетворяющие ОГУ при x = x2

Задача 2
f1(y) = f3(x) = f4(x) = 0,
функция f2(y) – задана

определяются функции
ψn(y) и значения λn

определяются функции ϕn(x),
удовлетворяющие ОГУ при x = x1

Задача 3
f1(y) = f2(y) = f4(x) = 0,
функция f3(x) – задана

определяются функции
ϕn(x) и значения λn

определяются функции ψn(y),
удовлетворяющие ОГУ при y = y2

Задача 4
f1(y) = f2(y) = f3(x) = 0,
функция f4(x) – задана

определяются функции
ϕn(x) и значения λn

определяются функции ψn(y),
удовлетворяющие ОГУ при y = y1
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Глава 2. Метод обобщенного разделения переменных

2.1. Введение

2.1.1. Решения c мультипликативным и аддитивным разде-
лением переменных. Метод разделения переменных является самым
распространенным методом решения линейных уравнений математиче-
ской физики. Для уравнений с двумя независимыми переменными x и t
и искомой функцией w этот метод базируется на поиске точных решений
в виде произведения функций разных аргументов:

w(x, t) = ϕ(x)ψ(t). (2.1.1)

Интегрирование отдельных классов нелинейных уравнений с частными
производными первого порядка основано на поиске точных решений в виде
суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = ϕ(x) + ψ(t). (2.1.2)

Некоторые нелинейные уравнения математической физики второ-
го и более высоких порядков также имеют точные решения вида (2.1.1)
или (2.1.2). Подобные решения будем называть соответственно решени-
ями с мультипликативным и аддитивным разделением перемен-
ных.

Литература к разделу 2.1.1:

• Камке Э. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям. – М.:
Наука, 1971. – 576 с.

• Тихонов А. Н., Самарский А. А. Уравнения математической физики. – М.: Наука,
1972. – 736 с.

• Маркеев А. П. Теоретическая механика. – М.: Наука, 1990. – 414 с.
• Полянин А. Д. Справочник по линейным уравнениям математической физики. –

М.: Физматлит, 2001. – 576 с.
• Зайцев В. Ф., Полянин А. Д. Справочник по обыкновенным дифференциальным

уравнениям. – М.: Физматлит, 2001. – 576 с.
• Зайцев В. Ф., Полянин А. Д. Справочник по дифференциальным уравнениям с

частными производными первого порядка. – М.: Физматлит, 2003. – 416 с.

2.1.2. Простейшие случаи разделения переменных в нели-
нейных уравнениях. В отдельных случаях разделение переменных в
нелинейных уравнениях проводится по той же схеме, что и в линейных
уравнениях. Точное решение ищется в виде произведения или суммы
функций разных аргументов. Подставив (2.1.1) или (2.1.2) в рассматрива-
емое уравнение и делая элементарные алгебраические операции, приходят
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к равенству двух выражений (для уравнений с двумя переменными), за-
висящих от разных аргументов. Такая ситуация возможна только в том
случае, когда каждое из указанных выражений равно одной и той же
постоянной величине. В результате получают обыкновенные дифферен-
циальные уравнения для искомых величин.

Проиллюстрируем сказанное на конкретных примерах.
Пример 4. Уравнение теплопроводности со степенно́й нелинейно-

стью
∂w

∂t
= a

∂

∂x

(
wk∂w

∂x

)
(2.1.3)

имеет точное решение в виде произведения функций разных аргументов.
Подставив (2.1.1) в уравнение (2.1.3), приходим к выражению

ϕψ′
t = aψk+1(ϕkϕ′

x)
′
x.

Разделяя переменные путем деления обеих частей на ϕψk+1, получим

ψ′
t

ψk+1
=
a(ϕkϕ′

x)
′
x

ϕ
.

Левая часть этого равенства зависит только от переменной t, а правая –
только от x. Это возможно лишь при выполнении условий

ψ′
t

ψk+1
= C,

a(ϕkϕ′
x)

′
x

ϕ
= C, (2.1.4)

где C – произвольная постоянная. Решив обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения (2.1.4), получим решение вида (2.1.1) уравнения (2.1.3).

Процедура построения решения с разделяющимися переменными ви-
да (2.1.1) нелинейного уравнения (2.1.3) полностью аналогична процедуре,
используемой для решения линейных уравнений, в частности, для урав-
нения (2.1.3) при k = 0. Случаи решений с подобным разделением пере-
менных будем называть простейшими.

Пример 5. Волновое уравнение с экспоненциальной нелинейностью

∂2w

∂t2
= a

∂

∂x

(
eλw

∂w

∂x

)
(2.1.5)

имеет точное решение в виде суммы функций разных аргументов. Под-
ставим выражение (2.1.2) в уравнение (2.1.5). После деления обеих частей
на eλψ приходим к равенству

e−λψψ′′
tt = a(eλϕϕ′

x)
′
x,
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левая часть которого зависит только от переменной t, а правая – только
от x. Это возможно лишь при выполнении условий

e−λψψ′′
tt = C, a(eλϕϕ′

x)
′
x = C, (2.1.6)

где C – произвольная постоянная. Решив обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения (2.1.6), получим решение уравнения (2.1.5) вида (2.1.2).

Пример 6. Уравнение теплопроводности в анизотропной среде с ис-
точником логарифмического типа

∂

∂x

[
f(x)

∂w

∂x

]
+

∂

∂y

[
g(y)

∂w

∂y

]
= aw lnw (2.1.7)

имеет точное решение в виде произведения функций разных аргументов

w = ϕ(x)ψ(y). (2.1.8)

Подставим выражение (2.1.8) в уравнение (2.1.7). После деления на ϕψ
и переноса отдельных слагаемых в разные части полученного равенства,
получим

1

ϕ
[f(x)ϕ′

x]
′
x − a lnϕ = − 1

ψ
[g(y)ψ′

y]
′
y + a lnψ.

Левая часть этого выражения зависит только от переменной x, а правая
– только от y. Приравнивая их постоянной величине, можно получить
обыкновенные дифференциальные уравнения для функций ϕ(x) и ψ(y).

Задачи к разделу 2.1.2:

A. Найти решения с аддитивным разделением переменных следую-
щих уравнений:

1) f(x)w2
x + g(y)w2

y = h1(x) + h2(y),

2) f(x)wn
x + g(y)wm

y = aw,

3) [f(x)wx]x + [g(y)wy]y = 0,

4) [f(x)wx]x + [g(y)wy]y = aw,

5) wt = awxx + b(wx)
2 + c,

6) wt = [f(x)wx]x + a(wx)
2 + bw,

7) wt = a(eλwwx)x + beλw,

8) wt = a(wxx)
k,

9) wtt = a(eλwwx)x + b,

10) wtt + awt = b(eλwwx)x,
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11) wxt = a(eλwwx)x + beλw,

12) wtt = wxxx + f(wx) + aw.

B. Найти решения с мультипликативным разделением переменных
следующих уравнений:

1) wt = a(wwx)x + bw,

2) wt = a(wwx)x + bw2,

3) wt = a(wnwx)x + bw,

4) wt = a(wnwx)x + bwn+1 + cw,

5) wtt = a(wnwx)x,

6) wtt = a(wwx)x + bw,

7) wtt = a(wnwx)x + bwn+1,

8) wtt = a(wnwx)x + bwn+1 + cw.

9) wxt = a(wnwx)x + bwn+1.

Литература к разделу 2.1.2:

• Овсянников Л. В. Групповые свойства уравнений нелинейной теплопроводно-
сти // ДАН СССР, 1959, т. 125, №. 3, с. 492–495.

• Zwillinger D. Handbook of Differential Equations. – Boston: Academic Press, 1989. –
673 p.

• Зайцев В. Ф., Полянин А. Д. Справочник по дифференциальным уравнениям
с частными производными: Точные решения. – М.: Международная программа
образования, 1996. – 496 с.

• Полянин А. Д., Зайцев В. Ф. Справочник по нелинейным уравнениям математи-
ческой физики: Точные решения. – М.: Физматлит, 2002. – 432 с.

2.1.3. Примеры нетривиального разделения переменных в
нелинейных уравнениях. Во многих случаях разделение переменных
в нелинейных уравнениях происходит иначе, чем в линейных уравнениях.
Проиллюстрируем сказанное на конкретных примерах.

Пример 7. Рассмотрим уравнение с кубической нелинейностью

∂w

∂t
= f(t)

∂2w

∂x2
+ w

(
∂w

∂x

)2

− aw3, (2.1.9)

где f(t) – произвольная функция.
Ищем точные решения в виде произведения функций разных ар-

гументов. Подставим (2.1.1) в (2.1.9) и поделим обе части полученного
равенства на f(t)ϕ(x)ψ(t). В результате имеем

ψ′
t

fψ
=
ϕ′′
xx

ϕ
+
ψ2

f
[(ϕ′

x)
2 − aϕ2]. (2.1.10)
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В общем случае данное выражение нельзя представить в виде суммы
функций разных аргументов. Это, однако, не означает, что уравнение
(2.1.9) не имеет решений вида (2.1.1).

1. Прямой проверкой можно убедиться, что функционально-
дифференциальное уравнение (2.1.10) при a > 0 имеет решение

ϕ(x) = C exp
(
±x

√
a
)
, ψ(t) = exp

[
a

∫
f(t) dt

]
, (2.1.11)

где C – произвольная постоянная. Решение (2.1.11) для ϕ обращает в
нуль выражение в квадратных скобках в (2.1.10), что позволяет разделить
переменные.

2. Имеется более общее решение функционально-дифференциально-
го уравнения (2.1.10) при a > 0:






ϕ(x) = C1 exp
(
x
√
a
)

+ C2 exp
(
−x

√
a
)
,

ψ(t) = eF
(
C3 + 8aC1C2

∫
e2F dt

)−1/2

, F = a

∫
f(t) dt,

где C1, C2, C3 – произвольные постоянные. Функция ϕ = ϕ(x) такова,
что обе комбинации величин в уравнении (2.1.10), которые зависят от x,
одновременно будут равны некоторым постоянным:

ϕ′′
xx

ϕ
= const, (ϕ′

x)
2 − aϕ2 = const.

Это обстоятельство и позволяет разделить переменные. Отметим, что
функция ψ = ψ(t) удовлетворяет уравнению Бернулли ψ′

t = af(t)ψ−
−4aC1C2ψ

3.
3. Аналогично, имеется другое решение функционально-дифферен-

циального уравнения (2.1.10) при a < 0:




ϕ(x) = C1 sin
(
x
√
−a
)

+ C2 cos
(
x
√
−a
)
,

ψ(t) = eF
[
C3 + 2a(C2

1 + C2
2)

∫
e2F dt

]−1/2

, F = a

∫
f(t) dt,

где C1, C2, C3 – произвольные постоянные. Функция ϕ = ϕ(x) такова,
что обе комбинации величин в уравнении (2.1.10), зависящие от x, будут
равны константам. Отметим, что функция ψ = ψ(t) описывается уравне-
нием Бернулли ψ′

t = af(t)ψ − a(C2
1 + C2

2)ψ
3.

Пример 8. Рассмотрим уравнение третьего порядка с квадратичной
нелинейностью

∂w

∂y

∂2w

∂x2
+ a

∂w

∂x

∂2w

∂y2
= b

∂3w

∂x3
+ c

∂3w

∂y3
. (2.1.12)
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Будем искать точные решения уравнения (2.1.12) с разделяющимися
переменными в виде суммы функций разных аргументов

w = f(x) + g(y). (2.1.13)

Подставив (2.1.13) в (2.1.12), имеем

g′yf
′′
xx + af ′

xg
′′
yy = bf ′′′

xxx + cg′′′yyy. (2.1.14)

Данное выражение нельзя представить в виде суммы двух функций раз-
ных аргументов.

Нетрудно догадаться, что функционально-дифференциальному
уравнению (2.1.14) можно удовлетворить в следующих двух случаях:

если g′y = C1 =⇒ g(y) = C1y + C2, f(x) = C3 exp(C1x/b) + C4x, и
если f ′

x = C1 =⇒ f(x) = C1x+ C2, g(y) = C3 exp(aC1y/c) + C4y,

где C1, C2, C3, C4 – произвольные постоянные. В указанных случаях два
члена из четырех в (2.1.14) обращаются в нуль, что позволяет разделить
переменные.

Уравнение (2.1.12) имеет также более сложное точное решение вида
(2.1.13):

w = C1e
−aλx +

cλ

a
x + C2e

λy − abλy + C3,

где C1, C2, C3, λ – произвольные постоянные. Механизм разделения здесь
иной: оба нелинейных члена в левой части (2.1.14) содержат одинаковые
по абсолютной величине, но разные по знаку слагаемые, которые нель-
зя представить в виде суммы функций разных аргументов. При сложении
нелинейных членов указанные слагаемые сокращаются, что в итоге и при-
водит к разделению переменных:

g′yf
′′
xx = C1C2a

2λ3eλy−aλx − C1b(aλ)3e−aλx
+
af ′

xg
′′
yy = −C1C2a

2λ3eλy−aλx + C2cλ
3eλy

g′yf
′′
xx + af ′

xg
′′
yy = −C1b(aλ)3e−aλx + C2cλ

3eλy = bf ′′′
xxx + cg′′′yyy

Пример 9. Рассмотрим уравнение второго порядка с кубической
нелинейностью

(1 +w2)

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2

)
− 2w

(
∂w

∂x

)2

− 2w

(
∂w

∂y

)2

= aw(1−w2). (2.1.15)

Ищем точное решение уравнения (2.1.15) с разделяющимися пере-
менными в виде произведения функций разных аргументов

w = f(x)g(y). (2.1.16)
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Подставив (2.1.16) в (2.1.15), получим соотношение

(1 + f 2g2)(gf ′′
xx + fg′′yy) − 2fg[g2(f ′

x)
2 + f 2(g′y)

2] = afg(1 − f 2g2), (2.1.17)

которое нельзя представить в виде суммы двух функций разных аргумен-
тов. Тем не менее уравнение (2.1.15) имеет решения вида (2.1.16). Прямой
проверкой можно убедиться, что функции f = f(x) и g = g(y), удовле-
творяющие нелинейным обыкновенным дифференциальным уравнениям

{
(f ′
x)

2 = Af 4 + Bf 2 + C,

(g′y)
2 = Cg4 + (a−B)g2 + A,

(2.1.18)

где A, B, C – произвольные постоянные, обращают функционально-
дифференциальное уравнение (2.1.17) в тождество [надо использовать
следствия уравнений (2.1.18): f ′′

xx = 2Af 3 +Bf , g′′yy = 2Cg3 + (a−B)g].
Замечание. Уравнение (2.1.15) заменой u = 4 arctgw сводится к

нелинейному уравнению теплопроводности с источником синусоидального
вида ∆u = a sin u.

Рассмотренные примеры иллюстрируют некоторые особенности ре-
шений с разделением переменных. В разд. 2.2–2.4 будут описаны достаточ-
но общие методы построения таких и более сложных решений нелинейных
уравнений с частными производными.

Литература к разделу 2.1.3:

• Steuerwald R. Über enneper’sche Flächen und Bäcklund’sche Transformation // Abh.
Bayer. Akad. Wiss. (Muench.), 1936, Vol. 40, pp. 1–105.

• Зайцев В. Ф., Полянин А. Д. Справочник по обыкновенным дифференциальным
уравнениям. – М.: Физматлит, 2001. – 576 с.

• Полянин А. Д., Зайцев В. Ф. Справочник по нелинейным уравнениям математи-
ческой физики: Точные решения. – М.: Физматлит, 2002. – 432 с.

2.2. Структура решений с обобщенным разделением перемен-

ных

2.2.1. Общий вид решений. Рассматриваемые классы нели-
нейных уравнений. Для простоты изложения ограничимся здесь опи-
санием случая уравнений математической физики с двумя независимыми
переменными x, y и зависимой переменной w (одна из независимых пе-
ременных может играть роль времени).

Линейные уравнения математической физики с разделяющимися пе-
ременными допускают точные решения в виде суммы

w(x, y) = ϕ1(x)ψ1(y) + ϕ2(x)ψ2(y) + · · · + ϕn(x)ψn(y), (2.2.1)
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где wi = ϕi(x)ψi(y) – соответствующие частные решения. При этом функ-
ции ϕi(x), как и функции ψi(y), при разных значениях i не связаны друг
с другом.

Многие нелинейные уравнения с частными производными с квадра-
тичными и степенны́ми нелинейностями вида

f1(x)g1(y)Π1[w] + f2(x)g2(y)Π2[w] + · · · + fm(x)gm(y)Πm[w] = 0, (2.2.2)

где Πi[w] – дифференциальные формы, представляющие собой произве-
дения целых неотрицательных степеней функции w и ее частных произ-
водных wx, wy, wxx, wxy, wyy, wxxx, . . . , также имеют точные решения
вида (2.2.1). Такие решения будем называть решениями с обобщенным
разделением переменных. Для нелинейных уравнений, в отличие от
линейных, функции ϕi(x) при различных значениях i обычно связаны
друг с другом [и с функциями ψj(y)]. В общем случае функции ϕi(x) и
ψj(y) заранее не известны и подлежат определению в ходе исследования.
Примеры точных решений нелинейных уравнений вида (2.2.1) для наибо-
лее простых случаев n = 1 и n = 2 (при ψ1 = ϕ2 = 1) рассмотрены в
разд. 2.1.2 и 2.1.3.

Отметим, что наиболее часто встречается решение с обобщенным
разделением переменных специального вида

w(x, y) = ϕ(x)ψ(y) + χ(x)

(в правой части независимые переменные можно поменять местами).
В частном случае χ(x) = 0 это решение переходит в решение с мульти-
пликативным разделением переменных, а в случае ϕ(x) = 1 – в решение
с аддитивным разделением переменных.

Замечание 1. Выражения вида (2.2.1) часто используются в при-
кладной и вычислительной математике для построения приближенных
решений дифференциальных уравнений методом Галеркина (и его раз-
личными модификациями).

Замечание 2. Решения вида (2.2.1) могут допускать также урав-
нения, имеющие отличные от (2.2.2) нелинейности (см. пример 18 из
разд. 2.5).

2.2.2. Общий вид функционально-дифференциальных урав-
нений. В общем случае после подстановки выражения (2.2.1) в диффе-
ренциальное уравнение (2.2.2) для определения функций ϕi(x) и ψi(y)
получим функционально-дифференциальное уравнение

Φ1(X)Ψ1(Y ) + Φ2(X)Ψ2(Y ) + · · · + Φk(X)Ψk(Y ) = 0, (2.2.3)
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где функционалы Φj(X) и Ψj(Y ) зависят соответственно от переменных
x и y:

Φj(X) ≡ Φj

(
x, ϕ1, ϕ

′
1, ϕ

′′
1, . . . , ϕn, ϕ

′
n, ϕ

′′
n

)
,

Ψj(Y ) ≡ Ψj

(
y, ψ1, ψ

′
1, ψ

′′
1 , . . . , ψn, ψ

′
n, ψ

′′
n

)
.

(2.2.4)

Здесь для наглядности формулы выписаны для случая уравнения второго
порядка (2.2.2); для уравнений старших порядков в правые части формул
(2.2.4) войдут соответствующие старшие производные функций ϕi и ψj .

Далее в разд. 2.4, 2.5 будут описаны два общих метода решения
функционально-дифференциальных уравнений вида (2.2.3), (2.2.4). Кро-
ме того, в разд. 2.3, 2.6 будут рассмотрены два специальных метода, не
обладающих общностью (при использовании этих методов меньше объем
вычислений).

Замечание. В отличие от обыкновенных дифференциальных урав-
нений, в уравнение (2.2.3)–(2.2.4) входят несколько функций (и их произ-
водных), зависящих от разных аргументов.

Литература к разделу 2.2.2:

• Титов С. С. Метод конечномерных колец для решения нелинейных уравнений
математической физики // Аэродинамика. – Саратов: Саратовский ун-т, 1988,
с. 104–110.

• Галактионов В. А., Посашков С. А. О новых точных решениях параболических
уравнений с квадратичными нелинейностями // ЖВМиМФ, 1989, т. 29, № 4,
с. 497–506.

• Галактионов В. А., Посашков С. А. Точные решения и инвариантные простран-
ства для нелинейных уравнений градиентной диффузии // ЖВМиМФ, 1994,
т. 34, № 3, с. 374–383.

• Galaktionov V. A. Invariant subspace and new explicit solutions to evolution
equations with quadratic nonlinearities // Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 1995, Vol. 125A,
№ 2, pp. 225–246.

• Полянин А. Д., Зайцев В. Ф. Справочник по нелинейным уравнениям математи-
ческой физики: Точные решения. – М.: Физматлит, 2002. – 432 с.

2.3. Упрощенная схема построения точных решений, основан-

ная на априорном задании одной системы координатных
функций

2.3.1. Описание упрощенной схемы построения точных ре-
шений. Для построения точных решений уравнений вида (2.2.2) с квадра-
тичной или степенно́й нелинейностью, которые не зависят явно от x (т. е.
все fi = const), можно использовать следующий упрощенный подход. Ре-
шения ищем в виде конечных сумм (2.2.1). Предположим, что система
координатных функций ϕi(x) описывается линейными дифференциаль-
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ными уравнениями с постоянными коэффициентами. Наиболее распро-
страненные решения таких уравнений имеют вид

ϕi(x) = xi, ϕi(x) = eλix, ϕi(x) = sin(αix), ϕi(x) = cos(βix). (2.3.1)

Конечные наборы этих функций (в различных комбинациях) можно ис-
пользовать для поиска точных решений с обобщенным разделением пе-
ременных вида (2.2.1), где λi, αi, βi рассматриваются как свободные
параметры. Вторая система функций gi(y) определяется путем решения
соответствующих нелинейных уравнений, получаемых подстановкой вы-
ражения (2.2.1) в рассматриваемое уравнение.

Указанный подход не имеет той общности, которой обладают мето-
ды, описанные далее в разд. 2.4 и 2.5. Однако явное задание одной систе-
мы координатных функций ϕi(x) резко упрощает процедуру построения
точных решений [при этом отдельные решения вида (2.2.1) могут быть по-
теряны]. Важно отметить, что известные к настоящему времени точные
решения (с обобщенным разделением переменных) уравнений с частны-
ми производными с квадратичной нелинейностью в подавляющем боль-
шинстве задаются координатными функциями вида (2.3.1) (обычно при
n = 2).

2.3.2. Примеры построения решений нелинейных уравнений
старших порядков. Рассмотрим конкретные примеры использования
упрощенной схемы построения точных решений с обобщенным разделе-
нием переменных нелинейных уравнений старших порядков.

Пример 10. Уравнения ламинарного пограничного слоя на плоской
пластине сводятся к одному нелинейному уравнению третьего порядка для
функции тока [8, 9]:

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
= ν

∂3w

∂y3
. (2.3.2)

Ищем точное решение этого уравнения с обобщенным разделением
переменных вида

w(x, y) = xψ(y) + θ(y), (2.3.3)

которое отвечает простейшим функциям ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = 1 при n =
= 2 в формуле (2.2.1). Подставив (2.3.3) в (2.3.2), после перегруппировки
членов имеем

x[(ψ′
y)

2 − ψψ′′
yy − νψ′′′

yyy] + [ψ′
yθ

′
y − ψθ′′yy − νθ′′′yyy] = 0.

Чтобы удовлетворить этому равенству при любых значениях x, надо при-
равнять нулю оба выражения в квадратных скобках. В результате полу-
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чим систему обыкновенных дифференциальных уравнений для определе-
ния функций ψ = ψ(y) и θ = θ(y):

(ψ′
y)

2 − ψψ′′
yy − νψ′′′

yyy = 0,
ψ′
yθ

′
y − ψθ′′yy − νθ′′′yyy = 0.

Эта система имеет, например, точное решение

ψ =
6ν

y + C1
, θ =

C2

y + C1
+

C3

(y + C1)2
+ C4,

где C1, C2, C3, C4 – произвольные постоянные.
Пример 11. Рассмотрим нелинейное уравнение n-го порядка

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
= f(x)

∂nw

∂yn
, (2.3.4)

где f(x) – произвольная функция. В частном случае n = 3, f(x) = ν =
= const оно совпадает с уравнением пограничного слоя (2.3.2).

Ищем точное решение уравнения (2.3.4) с обобщенным разделением
переменных вида

w(x, y) = ϕ(x)eλy + θ(x), (2.3.5)

которое отвечает функциям ψ1(y) = eλy, ψ2(y) = 1 в формуле (2.2.1).
Подставив (2.3.5) в (2.3.4), после элементарных алгебраических действий
получим

λ2eλyϕ[θ′x + λn−2f(x)] = 0.

Этому равенству можно удовлетворить при

θ(x) = −λn−2

∫
f(x) dx+ C, ϕ(x)– произвольная функция, (2.3.6)

где C – произвольная постоянная. (Другой случай, когда ϕ = 0, ψ – лю-
бое, малоинтересен.) Формулы (2.3.5)–(2.3.6) описывают точное решение
уравнения (2.3.4):

w(x, y) = ϕ(x)eλy − λn−2

∫
f(x) dx+ C, (2.3.7)

содержащее произвольную функцию ϕ(x) и две произвольные постоян-
ные C и λ.

Пример 12. Рассмотрим нелинейное уравнение n-го порядка

∂2w

∂x∂t
+

(
∂w

∂x

)2

− w
∂2w

∂x2
= f(t)

∂nw

∂xn
, (2.3.8)
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где f(t) – произвольная функция. В частном случае n = 3 и f(t) =
= const оно встречается в гидродинамике (см., например, [10]).

Ищем точное решение уравнения (2.3.8) вида

w = ϕ(t)eλx + ψ(t). (2.3.9)

Подставив (2.3.9) в (2.3.8), имеем

ϕ′
t − λϕψ = λn−1f(t)ϕ.

Выразим отсюда ψ и подставим в (2.3.9). В результате получим решение
уравнения (2.3.8):

w = ϕ(t)eλx +
1

λ

ϕ′
t(t)

ϕ(t)
− λn−2f(t),

где ϕ(t) – произвольная функция, λ произвольная постоянная.

Задачи к разделу 2.3:

1. Найти решение с обобщенным разделением переменных нелиней-
ного уравнения первого порядка:

wx = yF (x, wy) +G(x, wy).
Указание. Решение искать в виде w = ϕ(x)y + ψ(x).

2. Найти решение с обобщенным разделением переменных нелиней-
ного уравнения первого порядка:

wx = w2
y − aw2 + f(x)w.

Указание. Решение искать в виде w = ϕ(x) + ψ(x)eλy.

3. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных уравнений теплопроводности:

a) wt = a(wwx)x,
b) wt = a(wwx)x + b,
c) wt = a(wwx)x + bw.
Указание. Решения искать в виде w = f(t)x + g(t) и w = f(t)x2+

+g(t)x+ h(t).

4. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных уравнений конвективной теплопроводности:

a) wt = a(wwx)x + bwx,
b) wt = a(wwx)x + bwx + cw + k.
Указание. Решения искать в виде w = f(t)x + g(t) и w = f(t)x2+

+g(t)x+ h(t).

5. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных уравнений теплопроводности (значение n = 1 соответствует решению
с осевой симметрией, а n = 2 – решению с центральной симметрией):
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a) wt = ax−n(xnwwx)x,
b) wt = ax−n(xnwwx)x + b,
c) wt = ax−n(xnwwx)x + bw.
Указание. Решения искать в виде w = f(t)x2 + g(t).

6. Найти решение с обобщенным разделением переменных нелиней-
ного уравнения

wt = awxx + bw2
x + cw + s.

Указание. Решение искать в виде w = f(t)x2 + g(t)x+ h(t).

7. Найти решения с обобщенным разделением переменных линейного
уравнения

wt + f(t)x−1wx = awxx.
Указание. Решения искать в виде
a) w = x2 + ϕ(t),
b) w = x4 + ϕ(t)x2 + ψ(t),
с) w = x2n + ϕ2n−2(t)x

2n−2 + · · · + ϕ2(t)x
2 + ϕ0(t).

8. При каком значении параметра a нелинейное уравнение
wt = wwxx + aw2

x + b
имеет решение с обобщенным разделением переменных вида w = f(t)x3+
g(t)x2 + h(t)x+ p(t)?

9. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ного уравнения

wt = wxx + w2
x + aw2.

Указание. Решения искать в виде
a) w = f(t) + g(t)eλx,
b) w = f(t) + g(t) sinh(λx),
c) w = f(t) + g(t) cosh(λx),
d) w = f(t) + g(t) sin(λx+ C).

10. Найти решения с обобщенным разделением переменных неодно-
родного уравнения Монжа–Ампера:

w2
xy = wxxwyy + f(x).

Указание. Решения искать в виде w = ϕ(x)y+ψ(x) и w = ϕ(x)y2 +
ψ(x)y + χ(x).

11. Найти решения с обобщенным разделением переменных неодно-
родного уравнения Монжа–Ампера:

w2
xy = wxxwyy + f(x)yk.

Указание. Решения искать в виде w = ϕ(x)ym + ψ(x).

12. Найти решения с обобщенным разделением переменных уравне-
ния стационарного трансзвукового газового потока:
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awxwxx + wyy = 0.
Указание. Решения искать в виде
a) w = f(y)xm + g(y),
b) w = f(y) + g(y)x3/2 + h(y)x3,
с) w = f(y) + g(y)x+ h(y)x2 + p(y)x3.

13. Найти решение с обобщенным разделением переменных уравне-
ния стационарного пограничного слоя с градиентом давления:

wywxy − wxwyy = νwyyy + aeβx.
Указание. Решение искать в виде w = f(x)eλy + g(x)e−λy + Ax +

By + C.

14. Найти решения с обобщенным разделением переменных уравне-
ния движения вязкой жидкости (следствие уравнений Навье–Стокса, w –
функция тока):

wy(∆w)x − wx(∆w)y = ν∆∆w, где ∆w = wxx + wyy.
Указание. Решения искать в виде
a) w = f(x)y + g(x),
b) w = f(x)eλy + g(x)

(в этих формулах независимые переменные x и y можно поменять ме-
стами).
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2.4. Решение функционально-дифференциальных уравнений

методом дифференцирования

2.4.1. Описание метода дифференцирования. Процедура ре-
шения функционально-дифференциальных уравнений вида (2.2.3)–(2.2.4)
состоит из трех последовательных этапов.

1. Предположим, что Ψk 6≡ 0. Поделим уравнение (2.2.3) на Ψk

и продифференцируем по y. В результате получим уравнение такого же
вида, но с меньшим числом членов:

Φ̃1(X)Ψ̃1(Y ) + Φ̃2(X)Ψ̃2(Y ) + · · · + Φ̃k−1(X)Ψ̃k−1(Y ) = 0,

Φ̃j(X) = Φj(X), Ψ̃j(Y ) = [Ψj(Y )/Ψk(Y )]′y.

Повторим аналогичную процедуру еще (k−3) раз. В итоге приходим
к двучленному уравнению с разделяющимися переменными

Φ̂1(X)Ψ̂1(Y ) + Φ̂2(X)Ψ̂2(Y ) = 0. (2.4.1)

Теперь надо рассмотреть две ситуации.
Невырожденный случай: |Φ̂1(X)|+ |Φ̂2(X)| 6≡ 0, | Ψ̂1(Y )|+ |Ψ̂2(Y )| 6≡

6≡ 0. Тогда решения уравнения (32) определяются из обыкновенных диф-
ференциальных уравнений:

Φ̂1(X) + CΦ̂2(X) = 0, CΨ̂1(Y ) − Ψ̂2(Y ) = 0,

где C – произвольная постоянная. Предельному случаю C = ∞ соответ-
ствуют уравнения Φ̂2 = 0, Ψ̂1 = 0.

Два вырожденных случая:

Φ̂1(X) ≡ 0, Φ̂2(X) ≡ 0 =⇒ Ψ̂1,2(Y ) – любые;

Ψ̂1(Y ) ≡ 0, Ψ̂2(Y ) ≡ 0 =⇒ Φ̂1,2(X) – любые.

2. Полученные решения двучленного уравнения (2.4.1) надо под-
ставить в исходное функционально-дифференциальное уравнение (2.2.3)–
(2.2.4), чтобы убрать “лишние” постоянные интегрирования [они появля-
ются из-за того, что уравнение (2.4.1) получено из (2.2.3) путем диффе-
ренцирования].

3. Случай Ψk ≡ 0 надо рассмотреть отдельно (поскольку уравнение
на первом этапе делилось на Ψk). Аналогично следует исследовать все
другие случаи тождественного обращения в нуль функционалов, на кото-
рые делились промежуточные функционально-дифференциальные урав-
нения.

Замечание 1. Приведенное в разделе 2.2 функционально-диффе-
ренциальное уравнение (2.2.3)–(2.2.4) может не иметь решений.
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Замечание 2. На каждом этапе число членов рассматриваемого
функционально-дифференциального уравнения можно понижать путем
дифференцирования как по переменной y, так и по переменной x. На пер-
вом этапе, например, можно предположить, что Φk 6≡ 0. Поделив уравне-
ние (2.2.3) на Φk и продифференцировав по x, получим уравнение такого
же вида, но с меньшим числом членов.

2.4.2. Примеры построения решений с обобщенным разде-
лением переменных. Ниже даны конкретные примеры использования
описанного метода для построения точных решений нелинейных уравне-
ний с обобщенным разделением переменных.

Пример 13. Рассмотрим нелинейное уравнение n-го порядка

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
= f(x)

∂nw

∂yn
, (2.4.2)

где f(x) – произвольная функция. В частном случае n = 3, f(x) = const
оно совпадает с уравнением стационарного пограничного слоя на плоской
пластине для функции тока.

Ищем точное решение уравнения (2.4.2) с обобщенным разделением
переменных вида

w(x, y) = ϕ(x)ψ(y) + χ(x). (2.4.3)

Подставив (2.4.3) в (2.4.2) и сократив на ϕ, получим функционально-
дифференциальное уравнение

ϕ′
x[(ψ

′
y)

2 − ψψ′′
yy] − χ′

xψ
′′
yy = f(x)ψ(n)

y . (2.4.4)

Поделим обе части уравнения (2.4.4) на f = f(x), затем продифференци-
руем по x. В результате имеем

(ϕ′
x/f)′x[(ψ

′
y)

2 − ψψ′′
yy] − (χ′

x/f)′xψ
′′
yy = 0. (2.4.5)

Невырожденный случай. Разделяя в (2.4.5) переменные, получим

(χ′
x/f)′x = C1(ϕ

′
x/f)′x,

(ψ′
y)

2 − ψψ′′
yy − C1ψ

′′
yy = 0.

Интегрируя, приходим к следующим выражениям:

ψ(y) = C4e
λy − C1, ϕ(x)– любая, χ(x) = C1ϕ(x) + C2

∫
f(x) dx+ C3,

(2.4.6)
где C1, C2, C3, C4, λ – постоянные интегрирования. Подставив (2.4.6)
в (2.4.4), находим связь между константами: C2 = −λn−2. Учитывая ска-
занное, а также формулы (2.4.3) и (2.4.6), в итоге имеем решение уравне-
ния (2.4.2) вида (2.4.3):

w(x, y) = ϕ(x)eλy − λn−2

∫
f(x) dx+ C,
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где ϕ(x) – произвольная функция, C, λ – произвольные постоянные (C =
= C3, C4 = 1).

Вырожденный случай. Из уравнения (2.4.5) имеем

(ϕ′
x/f)′x = 0, (χ′

x/f)′x = 0, ψ(y) – любая. (2.4.7)

Интегрируя дважды первые два уравнения (2.4.7), получим

ϕ(x) = C1

∫
f(x) dx+ C2, χ(x) = C3

∫
f(x) dx+ C4, (2.4.8)

где C1, C2, C3, C4 – произвольные постоянные.
Подставив выражения (2.4.8) в (2.4.4), приходим к обыкновенному

дифференциальному уравнению для определения функции ψ = ψ(y):

C1(ψ
′
y)

2 − (C1ψ + C3)ψ
′′
yy = ψ(n)

y . (2.4.9)

Формулы (2.4.3), (2.4.8) и уравнение (2.4.9) описывают точное решение
уравнения (2.4.2).

Пример 14. Двумерные стационарные уравнения движения вязкой
несжимаемой жидкости сводятся к одному нелинейному уравнению чет-
вертого порядка для функции тока [8]:

∂w

∂y

∂

∂x
(∆w) − ∂w

∂x

∂

∂y
(∆w) = ν∆∆w, ∆w =

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
. (2.4.10)

Будем искать точные решения уравнения (2.4.10) с разделяющимися
переменными вида

w = ϕ(x) + ψ(y). (2.4.11)

Подставив (2.4.11) в (2.4.10), имеем

ψ′
yϕ

′′′
xxx − ϕ′

xψ
′′′
yyy = νϕ′′′′

xxxx + νψ′′′′
yyyy. (2.4.12)

Продифференцируем обе части (2.4.12) по x и y. В результате получим

ψ′′
yyϕ

′′′′
xxxx − ϕ′′

xxψ
′′′′
yyyy = 0. (2.4.13)

Невырожденный случай. При ϕ′′
xx 6≡ 0 и ψ′′

yy 6≡ 0, разделяя в (2.4.13)
переменные, приходим к линейным обыкновенным дифференциальным
уравнениям с постоянными коэффициентами

ϕ′′′′
xxxx = Cϕ′′

xx, (2.4.14)

ψ′′′′
yyyy = Cψ′′

yy, (2.4.15)
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которые имеют решения различного вида в зависимости от величины кон-
станты интегрирования C.

1. Решение уравнений (2.4.14), (2.4.15) при C = 0:

ϕ(x) = A1 +A2x+A3x
2 +A4x

3,
ψ(y) = B1 + B2y +B3y

2 + B4y
3,

(2.4.16)

где Ak, Bk – произвольные постоянные (k = 1, 2, 3, 4). Подставив (2.4.16)
в (2.4.12), находим значения постоянных:

A4 = B4 = 0, An, Bn – любые (n = 1, 2, 3);
Ak = 0, Bk – любые (k = 1, 2, 3, 4);
Bk = 0, Ak – любые (k = 1, 2, 3, 4).

Первые два набора постоянных определяют два известных полиномиаль-
ных решения уравнения (2.4.10) второй и третьей степени относительно
независимых переменных [8]:

w = C1x
2 + C2x+ C3y

2 + C4y + C5,
w = C1y

3 + C2y
2 + C3y + C4,

где C1, . . . , C5 – произвольные постоянные.
2. Решение уравнений (2.4.14), (2.4.15) при C = λ2 > 0:

ϕ(x) = A1 + A2x+ A3e
λx + A4e

−λx,
ψ(y) = B1 + B2y + B3e

λy + B4e
−λy.

(2.4.17)

Подставим (2.4.17) в (2.4.12). После сокращения на λ3 и приведения по-
добных членов получим

A3(νλ−B2)e
λx+A4(νλ+B2)e

−λx+B3(νλ+A2)e
λy +B4(νλ−A2)e

−λy = 0.

Приравнивая коэффициенты при экспонентах нулю, находим значения по-
стоянных:

A3 = A4 = B3 = 0, A2 = νλ (случай 1),
A3 = B3 = 0, A2 = νλ, B2 = −νλ (случай 2),
A3 = B4 = 0, A2 = −νλ, B2 = −νλ (случай 3).

(Остальные постоянные могут принимать произвольные значения.) Ука-
занные наборы постоянных определяют три решения уравнения (2.4.10)
вида (2.4.11):

w = C1e
−λy + C2y + C3 + νλx,

w = C1e
−λx + νλx+ C2e

−λy − νλy + C3,
w = C1e

−λx − νλx+ C2e
λy − νλy + C3,
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где C1, C2, C3, λ – произвольные постоянные.
3. Решение уравнений (2.4.14), (2.4.15) при C = −λ2 < 0:

ϕ(x) = A1 +A2x+ A3 cos(λx) + A4 sin(λx),
ψ(y) = B1 +B2y +B3 cos(λy) +B4 sin(λy).

(2.4.18)

Подстановка выражений (2.4.18) в (2.4.12) не дает новых действительных
решений.

Вырожденные случаи. В случаях ϕ′′
xx ≡ 0 и ψ′′

yy ≡ 0 уравне-
ние (2.4.13) обращается в тождество соответственно для любой функ-
ции ψ = ψ(y) и любой функции ϕ = ϕ(x). Эти случаи надо рассмат-
ривать отдельно. Например, при ϕ′′

xx ≡ 0 имеем ϕ(x) = Ax + B, где
A, B – любые. Подставив эту функцию в (2.4.12), приходим к урав-
нению −Aψ′′′

yyy = νψ′′′′
yyyy. Его общее решение описывается формулой

ψ(y) = C1 exp(−Ay/ν) + C2y
2 + C3y + C4. В итоге имеем еще одно ре-

шение уравнения (2.4.10) вида (2.4.11):

w = C1e
−λy + C2y

2 + C3y + C4 + νλx (A = νλ, B = 0),

которое с помощью группового анализа было получено В. В. Пухначевым
[11].

Пример 15. Рассмотрим нелинейное уравнение второго порядка па-
раболического типа

∂w

∂t
= aw

∂2w

∂x2
+ b

(
∂w

∂x

)2

+ c. (2.4.19)

Ищем точные решения уравнения (2.4.19) с разделяющимися пере-
менными вида

w = ϕ(t) + ψ(t)θ(x). (2.4.20)

Подставив (2.4.20) в (2.4.19), после элементарных преобразований имеем

ϕ′
t − c+ ψ′

tθ = aϕψθ′′xx + ψ2[aθθ′′xx + b(θ′x)
2]. (2.4.21)

Поделим обе части этого выражения на ψ2, а затем продифференцируем
по t и x. В результате получим

(
ψ′
t

ψ2

)′

t

θ′x = a

(
ϕ

ψ

)′

t

θ′′′xxx.

Разделяя переменные, приходим к обыкновенным дифференциальным
уравнениям (K – произвольная постоянная)

θ′′′xxx = Kθ′x, (2.4.22)(
ψ′
t

ψ2

)′

t

= aK

(
ϕ

ψ

)′

t

. (2.4.23)
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Общее решение уравнения (2.4.22) дается формулами

θ =






A1x
2 +A2x+ A3 при K = 0,

A1e
λx + A2e

−λx + A3 при K = λ2 > 0,
A1 sin(λx) + A2 cos(λx) + A3 при K = −λ2 < 0,

(2.4.24)

где A1, A2, A3 – произвольные постоянные. Интегрируя уравнение
(2.4.23), находим (B произвольна):

ϕ(t) – любая, ψ =
B

t+ C1
при K = 0,

ψ(t) – любая, ϕ = Bψ +
1

aK

ψ′
t

ψ
при K 6= 0.

(2.4.25)

Подставив решения (2.4.24) и (2.4.25) в (2.4.21), можно “убрать” лишние
константы и определить функции ϕ и ψ. В итоге получим:

1. Решение при a 6= −b, a 6= −2b:

w =
c(a+ 2b)

2(a+ b)
(t+ C1) + C2(t+ C1)

− a
a+2b−

− (x+ C3)
2

2(a+ 2b)(t+ C1)
(для K = 0),

где C1, C2, C3 – произвольные постоянные.
2. Решение при b = −a:

w =
1

aλ2

ψ′
t

ψ
+ ψ(A1e

λx + A2e
−λx) (для K = λ2 > 0),

где функция ψ = ψ(t) определяется из автономного обыкновенного диф-
ференциального уравнения

Z ′′
tt = acλ2 + 4a2λ4A1A2e

2Z, ψ = eZ ,

решение которого можно представить в неявной форме. В частных случа-

ях A1 = 0 или A2 = 0 имеем ψ = C1 exp

(
1

2
acλ2t2 + C2t

)
.

3. Решение при b = −a:

w = − 1

aλ2

ψ′
t

ψ
+ ψ[A1 sin(λx) + A2 cos(λx)] (для K = −λ2 < 0).

Функция ψ = ψ(t) определяется из автономного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения

Z ′′
tt = −acλ2 + a2λ4(A2

1 + A2
2)e

2Z, ψ = eZ ,
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решение которого можно представить в неявной форме.
Замечание. Структуру решений уравнения (2.4.19) другим методом

описал V. A. Galaktionov [12].

Задачи к разделу 2.4:

1. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных уравнений первого порядка:

a) wx = aw2
y + bwwy + f(x),

b) wx = awn
y + f(x)w.

Указание. Решения искать в виде w = ϕ(x) + ψ(x)θ(y).

2. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных уравнений теплопроводности:

a) wt = a(wwx)x,
b) wt = a(wwx)x + b.
Указание. Решения искать в виде w = f(t)θ(x) + g(t).

3. Найти решение с обобщенным разделением переменных нелиней-
ного уравнения конвективной теплопроводности:

wt = a(wwx)x + bwx.
Указание. Решение искать в виде w = f(t)θ(x) + g(t).

4. Найти решение с обобщенным разделением переменных нелиней-
ного волнового уравнения:

wtt = a(wwx)x.
Указание. Решение искать в виде w = f(t)θ(x) + g(t).

5. Найти решения с обобщенным разделением переменных уравнения
пограничного слоя с градиентом давления:

wywxy − wxwyy = νwyyy + f(x).
Указание. Решения искать в виде w = ϕ(x)ψ(y) + χ(x).

6. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных уравнений третьего порядка:

a) wxt + w2
x − wwxx = f(t)wxxx,

b) wt + awwx + bwxtt = 0.
Указание. Решения искать в виде w = ϕ(t)θ(x) + ψ(t).

7. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных уравнений:

a) wt = a exp(λwxx),
b) wtt = a exp(λwxx).
Указание. Решения искать в виде w = f(x)θ(t) + g(x) (обе части

уравнений надо прологарифмировать).
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2.5. Решение функционально-дифференциальных уравнений
методом расщепления

2.5.1. Предварительные замечания. Описание метода
расщепления. При уменьшении числа членов функционально-
дифференциального уравнения (2.2.3)–(2.2.4) с помощью дифферен-
цирования возникают “лишние” постоянные интегрирования, которые
надо убирать на заключительном этапе. Кроме того, порядок полученного
уравнения может быть выше порядка исходного. Чтобы избежать этих
трудностей, решение функционально-дифференциального уравнения
удобно свести к последовательному решению билинейного функциональ-
ного уравнения стандартного вида и решению системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (т. е. исходная задача расщепляется на
две более простые задачи). Ниже дано краткое описание основных этапов
этого метода.

1. На первом этапе рассмотрим уравнение (2.2.3) как билинейное
функциональное уравнение, зависящее от двух переменных X и Y , где
Φn = Φn(X) и Ψn = Ψn(Y ) – искомые величины (n = 1, . . . , k).

Можно доказать (например, путем дифференцирования по схеме,
описанной в разд. 2.4, совместно с индукцией), что билинейному функци-
ональному уравнению (2.2.3) можно удовлетворить только в случае, когда
величины Φn = Φn(X) (n = 1, . . . , k) связаны линейными зависимостями.
Учитывая это обстоятельство, нетрудно показать, что билинейное функ-
циональное уравнение (2.2.3) имеет (k − 1) различных решений:




Φi(X) = Ci,1Φm+1(X) + Ci,2Φm+2(X) + · · · + Ci,k−mΦk(X),

Ψm+j(Y ) = −C1,jΨ1(Y ) − C2,jΨ2(Y ) − · · · − Cm,jΨm(Y ),

i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , k −m; m = 1, 2, . . . , k − 1,

(2.5.1)

где Ci,j – произвольные постоянные. Функции Φm+1(X), . . . , Φk(X),
Ψ1(Y ), . . . , Ψm(Y ), стоящие в правых частях равенств (2.5.1), задаются
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произвольно. Видно, что при фиксированном m решение (2.5.1) содержит
m(k −m) произвольных постоянных.

2. На втором этапе последовательно подставляем функционалы
Φi(X) и Ψj(Y ) из (2.2.4) во все решения (2.5.1). В результате получаем
системы обыкновенных дифференциальных уравнений2 для определения
искомых функций ϕp(x) и ψq(y). Решая эти системы, находим решения
с обобщенным разделением переменных вида (2.2.1).

Замечание 1. Важно подчеркнуть, что используемое в методе рас-
щепления билинейное функциональное уравнение (2.2.3) при фиксирован-
ном k является одним и тем же для разных классов исходных нелинейных
уравнений математической физики.

Замечание 2. При фиксированном m решение (2.5.1) содержит
m(k − m) произвольных постоянных Ci,j. При заданном k наибольшее
число произвольных постоянных имеют следующие решения:

Номер решения Число произв. постоянных Условия на k

m = 1
2k

1
4k

2 k – четное число,

m = 1
2(k ± 1) 1

4(k
2 − 1) k – нечетное число.

Именно эти решения билинейного функционального уравнения чаще все-

го приводят к нетривиальным решениям с обобщенным разделением пе-
ременных в нелинейных уравнениях с частными производными.

Замечание 3. Билинейное функциональное уравнение (2.2.3) и его
решения (2.5.1) играют важную роль в методе функционального разделе-
ния переменных (см. главу 3).

Для наглядности на Рис. 2 изображены основные этапы построения
решений с обобщенным разделением переменных методом расщепления.

2Обычно эти системы являются переопределенными.
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Рис. 2. Общая схема построения решений с обобщенным разделением
переменных методом расщепления. Использовано сокращение: ОДУ –

обыкновенные дифференциальные уравнения.

2.5.2. Решения простейших функциональных уравнений и
их применение. Приведем решения нескольких простейших функцио-
нальных уравнений вида (2.2.3), которые понадобятся далее для решения
конкретных нелинейных уравнений с частными производными.

1. Функциональное уравнение

Φ1Ψ1 + Φ2Ψ2 + Φ3Ψ3 = 0 (2.5.2)

где все Φi – функции одного и того же аргумента, а все Ψi – функции
другого аргумента, имеет два решения:

Φ1 = A1Φ3, Φ2 = A2Φ3, Ψ3 = −A1Ψ1 − A2Ψ2;

Ψ1 = A1Ψ3, Ψ2 = A2Ψ3, Φ3 = −A1Φ1 − A2Φ2,
(2.5.3)

где A1, A2 – произвольные константы. Функции в правых частях равенств
(2.5.3) считаются произвольными. В первом решении сделаны переобозна-
чения: A1 = C1,1, A2 = C2,1, а во втором решении – переобозначения:
A1 = −1/C1,2, A2 = C1,1/C1,2 [сравни с решениями (2.5.1) при k = 3].
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2. Функциональное уравнение

Φ1Ψ1 + Φ2Ψ2 + Φ3Ψ3 + Φ4Ψ4 = 0, (2.5.4)

где все Φi – функции одного и того же аргумента, а все Ψi – функции
другого аргумента, имеет решение

Φ1 = A1Φ3 + A2Φ4, Φ2 = A3Φ3 + A4Φ4,

Ψ3 = −A1Ψ1 − A3Ψ2, Ψ4 = −A2Ψ1 − A4Ψ2,
(2.5.5)

зависящее от четырех произвольных постоянных Am [см. решение (2.5.1)
при k = 4, m = 2, C1,1 = A1, C1,2 = A2, C2,1 = A3, C2,2 = A4]. Функции
в правых частях равенств (2.5.5) считаются произвольными.

Уравнение (2.5.4) имеет также два других решения, зависящих от
трех произвольных постоянных:

Φ1 = A1Φ4, Φ2 = A2Φ4, Φ3 = A3Φ4, Ψ4 = −A1Ψ1 − A2Ψ2 − A3Ψ3;

Ψ1 = A1Ψ4, Ψ2 = A2Ψ4, Ψ3 = A3Ψ4, Φ4 = −A1Φ1 − A2Φ2 −A3Φ3.
(2.5.6)

В первом решении сделаны переобозначения: A1 = C1,1, A2 = C2,1,
A3 = C3,1, а во втором решении – переобозначения: A1 = −1/C1,3,
A2 = C1,1/C1,3, A3 = C1,2/C1,3.

3. Решения функционального уравнения

Φ1Ψ1 + Φ2Ψ2 + Φ3Ψ3 + Φ4Ψ4 + Φ5Ψ5 = 0, (2.5.7)

можно найти по формулам (2.5.1) при k = 5. Покажем простой способ
получения решений, который удобно использовать на практике, исходя
непосредственно из уравнения (2.5.7). Будем считать, что функциональ-
ные коэффициенты Φ1, Φ2, Φ3 являются линейными комбинациями ко-
эффициентов Φ4 и Φ5:

Φ1 = A1Φ4 +B1Φ5, Φ2 = A2Φ4 + B2Φ5, Φ3 = A3Φ4 + B3Φ5, (2.5.8)

где An, Bn – произвольные постоянные. Подставим выражения (2.5.8) в
(2.5.7) и соберем члены, пропорциональные Φ4 и Φ5:

(A1Ψ1 +A2Ψ2 + A3Ψ3 + Ψ4)Φ4 + (B1Ψ1 + B2Ψ2 +B3Ψ3 + Ψ5)Φ5 = 0.

Приравнивая выражения в скобках нулю, получим

Ψ4 = −A1Ψ1 −A2Ψ2 −A3Ψ3,

Ψ5 = −B1Ψ1 −B2Ψ2 − B3Ψ3.
(2.5.9)

Формулы (2.5.8), (2.5.9) дают одно из решений уравнения (2.5.7). Анало-
гичным образом находятся и другие решения.
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Пример 16. Рассмотрим нелинейное уравнение гиперболического
типа

∂2w

∂t2
= a

∂

∂x

(
w
∂w

∂x

)
+ f(t)w + g(t), (2.5.10)

где f(t) и g(t) – произвольные функции.
Ищем решение этого уравнения с обобщенным разделением перемен-

ных вида
w(x, t) = ϕ(x)ψ(t) + χ(t). (2.5.11)

Подставив (2.5.11) в (2.5.10), после элементарных операций получим

aψ2(ϕϕ′
x)

′
x + aψχϕ′′

xx + (fψ − ψ′′
tt)ϕ+ fχ+ g − χ′′

tt = 0.

Это уравнение можно представить в виде функционального уравне-
ния (2.5.4), где

Φ1 = (ϕϕ′
x)

′
x, Φ2 = ϕ′′

xx, Φ3 = ϕ, Φ4 = 1,
Ψ1 = aψ2, Ψ2 = aψχ, Ψ3 = fψ − ψ′′

tt, Ψ4 = fχ+ g − χ′′
tt.

(2.5.12)

Подставив в решение (2.5.5) выражения (2.5.12), получим переопределен-
ную систему обыкновенных дифференциальных уравнений для определе-
ния функций ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(t), χ = χ(t):





(ϕϕ′
x)

′
x = A1ϕ+ A2,

ϕ′′
xx = A3ϕ+ A4,

fψ − ψ′′
tt = −A1aψ

2 −A3aψχ,

fχ+ g − χ′′
tt = −A2aψ

2 − A4aψχ.

(2.5.13)

Первые два уравнения (2.5.13) совместны только при

A1 = 6B2, A2 = B2
1 − 4B0B2, A3 = 0, A4 = 2B2, (2.5.14)

где B0, B1, B2 – произвольные постоянные, и имеют в этом случае реше-
ние

ϕ(x) = B2x
2 + B1x+ B0. (2.5.15)

Подставив выражения для коэффициентов (2.5.14) в два последних урав-
нения (2.5.13), получим систему для определения функций ψ(t) и χ(t):

{
ψ′′
tt = 6aB2ψ

2 + f(t)ψ,

χ′′
tt = [2aB2ψ + f(t)]χ+ a(B2

1 − 4B0B2)ψ
2 + g(t).

(2.5.16)

Формулы (2.5.11), (2.5.15) и система (2.5.16) определяют точное ре-
шение уравнения (2.5.10) с обобщенным разделением переменных. Первое
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уравнение (2.5.16) решается независимо; оно линейно в случае B2 = 0 и
интегрируется в квадратурах при f(t) = const. Второе уравнение (2.5.16)
линейно относительно χ (при известном ψ).

При ϕ 6≡ 0, ψ 6≡ 0, χ 6≡ 0 и произвольных f и g уравнение (2.5.10)
не имеет других решений вида (2.5.11).

Замечание. Можно показать [12], что уравнение (2.5.10) имеет бо-
лее общее решение вида

w(x, y) = ϕ1(x)ψ1(t) + ϕ2(x)ψ2(t) + ψ3(t), ϕ1(x) = x2, ϕ2(x) = x,
(2.5.17)

где функции ψi = ψi(t) определяются из обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (штрихи обозначают производные по t)





ψ′′
1 = 6aψ2

1 + f(t)ψ1,

ψ′′
2 = [6aψ1 + f(t)]ψ2,

ψ′′
3 = [2aψ1 + f(t)]ψ3 + aψ2

2 + g(t).

(2.5.18)

Второе уравнение (2.5.18) имеет частное решение ψ2 = ψ1. Поэтому его
общее решение можно записать в виде [13]

ψ2 = C1ψ1 + C2ψ1

∫
dt

ψ2
1

.

Частному случаю C2 = 0 отвечает решение, полученное в примере 7.
Пример 17. Рассмотрим нелинейное уравнение третьего порядка

∂2w

∂x∂t
+

(
∂w

∂x

)2

− w
∂2w

∂x2
= ν

∂3w

∂x3
, (2.5.19)

которое встречается в гидродинамике.
Ищем точные решения уравнения (2.5.19) вида

w = ϕ(t)θ(x) + ψ(t). (2.5.20)

Подставив (2.5.20) в (2.5.19), имеем

ϕ′
tθ

′
x − ϕψθ′′xx + ϕ2

[
(θ′x)

2 − θθ′′xx
]
− νϕθ′′′xxx = 0.

Это функционально-дифференциальное уравнение можно свести к функ-
циональному уравнению (2.5.4), положив

Φ1 = ϕ′
t, Φ2 = ϕψ, Φ3 = ϕ2, Φ4 = νϕ,

Ψ1 = θ′x, Ψ2 = −θ′′xx, Ψ3 = (θ′x)
2 − θθ′′xx, Ψ4 = −θ′′′xxx.

(2.5.21)
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Подставив эти выражения в (2.5.5), получим систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений





ϕ′
t = A1ϕ

2 + A2νϕ,

ϕψ = A3ϕ
2 +A4νϕ,

(θ′x)
2 − θθ′′xx = −A1θ

′
x +A3θ

′′
xx,

θ′′′xxx = A2θ
′
x − A4θ

′′
xx.

(2.5.22)

Можно показать, что два последних уравнения (2.5.22) имеют сов-
местные решения только при линейной связи между функцией θ и ее
производной:

θ′x = B1θ +B2. (2.5.23)

Шесть постоянных B1, B2, A1, A2, A3, A4 должны удовлетворять трем
условиям:

B1(A1 +B2 − A3B1) = 0,

B2(A1 +B2 − A3B1) = 0,

B2
1 +A4B1 −A2 = 0.

(2.5.24)

Интегрируя уравнение (2.5.23), получим

θ =




B3 exp(B1x) −

B2

B1
при B1 6= 0,

B2x+ B3 при B1 = 0,
(2.5.25)

где B3 – произвольная постоянная.
Из первых двух уравнений (2.5.22) находим функции ϕ и ψ:

ϕ =





A2ν

C exp(−A2νt) −A1
при A2 6= 0,

− 1

A1t+ C
при A2 = 0,

ψ = A3ϕ +A4ν, (2.5.26)

где C – произвольная постоянная.
Формулы (2.5.25), (2.5.26) и соотношения (2.5.24) позволяют найти

следующие решения уравнения (2.5.19) вида (2.5.20):

w =
x+ C1

t+ C2
+ C3 при A2 = B1 = 0, B2 = −A1;

w =
C1e

−λx + 1

λt+ C2
+ νλ при A2 = 0, B1 = −A4, B2 = −A1 −A3A4;

w = C1e
−λ(x+βνt) + ν(λ+ β) при A1 = A3 = B2 = 0, A2 = B2

1 +A4B1;

w =
νβ + C1e

−λx

1 + C2e−νλβt
+ ν(λ− β) при A1 = A3B1 − B2, A2 = B2

1 +A4B1,
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где C1, C2, C3, β, λ – произвольные постоянные (их можно выразить
через Ak, Bk).

Исследование второго вырожденного решения (2.5.6) функциональ-
ного уравнения (2.5.4) с учетом (2.5.21) приводит к двум решениям диф-
ференциального уравнения (2.5.19):

w =
x

t+ C
+ ψ(t),

w = ϕ(t)e−λx − ϕ′
t(t)

λϕ(t)
+ νλ,

где ϕ(t) и ψ(t) – произвольные функции, C, λ – произвольные постоян-
ные.

Пример 18. Рассмотрим уравнение с экспоненциальной нелинейно-
стью по старшей производной:

wt = f(x) exp(awxx). (2.5.27)

Ищем точные решения вида

w = ϕ(x) + ψ(x)θ(t). (2.5.28)

Подставим (2.5.28) в (2.5.27), поделим обе части полученного выражения
на f(x), а затем прологарифмируем. Считая ψ/f > 0, после элементар-
ных преобразований имеем

aϕ′′
xx − ln(ψ/f) + aθψ′′

xx − ln θ′t = 0. (2.5.29)

Это функционально-дифференциальное уравнение можно записать в ви-
де (2.5.2), положив

Φ1 = aϕ′′
xx− ln(ψ/f), Φ2 = ψ′′

xx, Φ3 = 1, Ψ1 = 1, Ψ2 = aθ, Ψ3 = − ln θ′t.

Подставив эти выражения в первое решение (2.5.3), приходим к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям

Φ1 = aϕ′′
xx − ln(ψ/f) = A1, ψ′′

xx = A2, ln θ′t = A1 + A2aθ.

Интегрируя, имеем

ϕ(x) =
1

2a
A1x

2 + C3x+ C4 +
1

a

∫ x

x0

(x− ξ) ln
ψ(ξ)

f(ξ)
dξ,

ψ(x) =
1

2
A2x

2 + C1x+ C2,

θ(t) = − 1

A2a
ln
(
C5 −A2ae

A1t
)
.

(2.5.30)
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Формулы (2.5.28), (2.5.30) описывают точное решение уравнения (2.5.27).

Задачи к разделу 2.5:

1. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных уравнений тепло- и массопереноса:

a) wt = a(wwx)x,
b) wt = a(wwx)x + b,
c) wt = a(wwx)x + bw,
d) wt = a(wwx)x + bw2,
e) wt = a(wwx)x + bwx.
Указание. Решения искать в виде w = f(t)θ(x) + g(t).

2. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных волновых уравнений:

a) wtt = a(wwx)x,
b) wtt = a(wwx)x + b,
c) wtt = a(wwx)x + bw,
d) wtt = a(wwx)x + bw2,
e) wtt + awt = b(wwx)x.
Указание. Решения искать в виде w = f(t)θ(x) + g(t).

3. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ного уравнения третьего порядка:

wxt + w2
x − wwxx = f(t)wxxx,

Указание. Решения искать в виде w = ϕ(t)θ(x) + ψ(t).

4. Найти решения с обобщенным разделением переменных уравнений
пограничного слоя степенной жидкости:

a) wywxy − wxwyy = a(wyy)
nwyyy,

b) wywxy − wxwyy = a(wyy)
nwyyy + f(x).

Указание. Решения искать в виде w = ϕ(x)ψ(y) + χ(x).

5. Найти решения с аддитивным разделением переменных нелиней-
ных уравнений четвертого порядка, которые встречаются в гидродинами-
ке вязкой несжимаемой жидкости:

a) wy(∆w)x − wx(∆w)y = ν∆∆w,
b) wy(∆w)x − wx(∆w)y = ν∆∆w + f(y),
где ∆w = wxx + wyy.

6. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных уравнений:

a) wt = a exp[f(x)wxx],
b) wt = a exp[f(t)wxx].
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Указание. Решения искать в виде w = ϕ(x)θ(t) + ψ(x) (обе части
уравнений надо прологарифмировать).
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2.6. Метод Титова–Галактионова

2.6.1. Описание метода. Подпространства, инвариантные
относительно нелинейного оператора. Рассмотрим эволюционное
уравнение

∂w

∂t
= F [w], (2.6.1)

где F [w] – нелинейный дифференциальный оператор вида

F [w] ≡ F

(
w,
∂w

∂x
, . . . ,

∂nw

∂xn

)
. (2.6.2)

Определение. Конечномерное линейное подпространство

Lk =
{
ϕ1(x), . . . , ϕk(x)

}
, (2.6.3)

элементами которого являются всевозможные линейные комбинации
линейно-независимых функций ϕ1(x), . . . , ϕk(x), называется инвариант-
ным относительно оператора F , если F [Lk] ⊆ Lk. Это означает, что су-
ществуют функции f1, . . . , fk, такие что

F

[
k∑

i=1

Ciϕi(x)

]
=

k∑

i=1

fi(C1, . . . , Ck)ϕi(x) (2.6.4)

для произвольных постоянных C1, . . . , Ck.
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Пусть линейное подпространство (2.6.3) инвариантно относительно
оператора F . Тогда уравнение (2.6.1) имеет решения с обобщенным раз-
делением переменных вида

w(x, t) =

k∑

i=1

ψi(t)ϕi(x), (2.6.5)

где функции ψ1(t), . . . , ψk(t) описываются автономной системой обыкно-
венных дифференциальных уравнений

ψ′
i = fi(ψ1, . . . , ψk), i = 1, . . . , k. (2.6.6)

Здесь штрих обозначает производную по t.
Следующий пример иллюстрирует описанный метод построения ре-

шений с обобщенным разделением переменных.
Пример 19. Рассмотрим нелинейное параболическое уравнение

∂w

∂t
= a

∂2w

∂x2
+

(
∂w

∂x

)2

+ kw2 + bw + c. (2.6.7)

Покажем, что при k > 0 дифференциальный оператор F [w] =
= awxx+(wx)

2+kw2+bw+c (определяющий правую часть уравнения) име-
ет двумерное инвариантное подпространство L2 =

{
1, cos(x

√
k )
}
. Дей-

ствительно, для произвольных C1 и C2 справедливо равенство

F
[
C1 +C2 cos(x

√
k )
]

= k(C2
1 +C2

2)+ bC1 + c+C2(2kC1−ak+ b) cos(x
√
k ).

Поэтому уравнение (2.6.7) допускает решение с обобщенным разделением
переменных вида

w(x, t) = ψ1(t) + ψ2(t) cos(x
√
k ), (2.6.8)

где функции ψ1(t) и ψ2(t) описываются автономной системой обыкно-
венных дифференциальных уравнений

ψ′
1 = k(ψ2

1 + ψ2
2) + bψ1 + c,

ψ′
2 = ψ2(2kψ1 − ak + b).

(2.6.9)

Замечание 1. При k > 0 дифференциальный оператор F [w] имеет
трехмерное инвариантное подпространство
L3 =

{
1, sin(x

√
k ), cos(x

√
k )
}
.

Замечание 2. При k < 0 дифференциальный оператор F [w] имеет

трехмерное инвариантное подпространство L3 =
{
1, sh(x

√
k ), ch(x

√
k )
}
.

Замечание 3. Более общее уравнение (2.6.7), где a = a(t), b = b(t),
c = c(t) – произвольные функции и k = const < 0, также имеет решение
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с обобщенным разделением переменных вида (2.6.8), где функции ψ1(t)
и ψ2(t) описываются автономной системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений (2.6.9).

2.6.2. Некоторые обобщения. Аналогичным образом рассматри-
вается более общее уравнение вида

L1[w] = L2[U ], U = F [w], (2.6.10)

где L1[w] и L2[U ] – линейные дифференциальные операторы по перемен-
ной t вида

L1[w] ≡
m1∑

i=0

ai(t)
∂iw

∂ti
, L2[U ] ≡

m2∑

j=0

bj(t)
∂jU

∂tj
, (2.6.11)

а F [w] – нелинейный дифференциальный оператор по переменной x

F [w] ≡ F

(
t, w,

∂w

∂x
, . . . ,

∂nw

∂xn

)
, (2.6.12)

который может зависеть параметрическим образом от t.
Пусть линейное подпространство (2.6.3) инвариантно относительно

оператора F , т. е. для произвольных постоянных C1, . . . , Ck имеет место
равенство

F

[
k∑

i=1

Ciϕi(x)

]
=

k∑

i=1

fi(t, C1, . . . , Ck)ϕi(x). (2.6.13)

Тогда уравнение (2.6.10) имеет решения с обобщенным разделением пере-
менных вида (2.6.5), где функции ψ1(t), . . . , ψk(t) описываются системой
обыкновенных дифференциальных уравнений

L1

[
ψi(t)

]
= L2

[
fi(t, ψ1, . . . , ψk)

]
, i = 1, . . . , k. (2.6.14)

Пример 20. Рассмотрим уравнение

a2(t)
∂2w

∂t2
+ a1(t)

∂w

∂t
=
∂w

∂x

∂2w

∂x2
, (2.6.15)

которое при a2(t) = k2, a1(t) = k1/t используется для описания трансзву-
ковых газовых течений (t играет роль пространственной переменной).

Уравнение (2.6.15) является частным случаем уравнения (2.6.10), где
L1[w] = a2(t)wtt + a1(t)wt, L2[U ] = U , F [w] = wxwxx. Можно показать,
что нелинейный дифференциальный оператор F [w] допускает трехмер-
ное инвариантное подпространство L3 = {1, x3/2, x3}. Поэтому уравнение
(2.6.15) имеет решения с обобщенным разделением переменных вида

w(x, t) = ψ1(t) + ψ2(t)x
3/2 + ψ3(t)x

3,
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где функции ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений





a2(t)ψ
′′
1 + a1(t)ψ

′
1 =

9

8
ψ2

2,

a2(t)ψ
′′
2 + a1(t)ψ

′
2 =

45

4
ψ2ψ3,

a2(t)ψ
′′
3 + a1(t)ψ

′
3 = 18ψ2

3.

Замечание. Оператор F [w] допускает также четырехмерное ин-
вариантное подпространство L4 = {1, x, x2, x3}, которому соответствует
решение с обобщенным разделением переменных вида

w(x, t) = ψ1(t) + ψ2(t)x+ ψ3(t)x
2 + ψ4(t)x

3.

См. также пример 21 при a0(t) = 0, k = 1, n = 2.
Пример 21. Рассмотрим более общее уравнение n-го порядка

a2(t)
∂2w

∂t2
+ a1(t)

∂w

∂t
+ a0(t)w =

(
∂w

∂x

)k
∂nw

∂xn
. (2.6.16)

Нелинейный оператор F [w] = (wx)
kw

(n)
x допускает двумерное инва-

риантное подпространство L2 = {1, ϕ(x)}, где функция ϕ(x) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением (ϕ′
x)
kϕ

(n)
x = ϕ. Поэтому

уравнение (2.6.16) имеет решения с обобщенным разделением переменных
вида

w(x, t) = ψ1(t) + ψ2(t)ϕ(x),

где функции ψ1(t) и ψ2(t) описываются двумя независимыми обыкно-
венными дифференциальными уравнениями

a2(t)ψ
′′
1 + a1(t)ψ

′
1 + a0(t)ψ1 = 0,

a2(t)ψ
′′
2 + a1(t)ψ

′
2 + a0(t)ψ2 = ψk+1

2 .

Много других примеров подобного рода, а также некоторые дета-
лизации и обобщения описываемого метода, можно найти в цитируемой
ниже литературе. Основные трудности, возникающие при использовании
метода Титова – Галактионова для построения точных решений конкрет-
ных уравнений, состоят в отыскании линейных подпространств, инвари-
антных относительно заданного нелинейного оператора. Кроме того, ис-
ходное уравнение может отличаться от уравнений рассматриваемого типа
(не всегда можно выделить подходящий нелинейный оператор F [w]).

Задачи к разделу 2.6:
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1. Показать, что нелинейный дифференциальный оператор
F [w] = (a1wx + a2w + a3)wxx + a4w

2
x + a5wx + a6w + a7

допускает трехмерное линейное инвариантное подпространство L3 =
= {1, x, x2}. Используя это обстоятельство, найти решения с обобщенным
разделением переменных нелинейных уравнений:

wt = awwxx,
wt = awwxx + b,
wt = awwxx + bw,
wt = awwxx + bwx,
wt = a(wwx)x,
wt = a(wwx)x + b,
wt = a(wwx)x + bw,
wt = a(wwx)x + bwx,
wtt = awwxx,
wtt = a(wwx)x,
wtt = awwxx + b,
wtt = a(wwx)x + b.

2. При каких условиях нелинейный дифференциальный оператор
F [w] = (a1wx + a2w + a3)wxx + a4w

2
x + a5wx + a6w

2 + a7w + a8

допускает инвариантные линейные подпространства
a) L2 = {1, eλx},
b) L3 = {1, sh(λx), ch(λx)},
c) L3 = {1, sin(λx), cos(λx)}?
3. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-

ных уравнений:
a) wt = wxx + aw2

x + bw2,
b) wt = wwxx + bw2 + c,
c) wt = wwxx + bw2

x + c,
d) wt = (wwx)x + aw2 + b.
Указание. Воспользоваться результатами решения предыдущей за-

дачи.

4. При каких условиях нелинейный дифференциальный оператор
F [w] = a1w

2
xx + a2wxwxx + a3wwxx + a4w

2
x+

+ a5wwx + a6w
2 + a7wx + a8w + a9

допускает инвариантные линейные подпространства
a) L3 = {1, x, x2},
b) L4 = {1, x, x2, x3},
c) L5 = {1, x, x2, x3, x4},
d) L2 = {1, eλx},
e) L3 = {1, sh(λx), ch(λx)},
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f ) L3 = {1, sin(λx), cos(λx)},
g) L3 = {1, ch(λx), ch(2λx)},
h) L3 = {1, cos(λx), cos(2λx)},
i ) L2 = {1, f(x)}?
5. Найти решения с обобщенным разделением переменных нелиней-

ных уравнений:
a) wt = aw2

xx,
b) wtt = aw2

xx + b,
c) wt = w2

xx + w2,
d) wt = wwxx − 3

4w
2
x + 4

3w
2.

Указание. Воспользоваться результатами решения предыдущей за-
дачи из пунктов c), d), f ) и h).

6. Найти решения с обобщенным разделением переменных уравнений
с кубической нелинейностью:

a) wt = 2w2wxx − ww2
x,

b) wtt = 2w2wxx − ww2
x + a.

Указание. Показать, что нелинейный оператор F [w] = 2w2wxx−
−ww2

x допускает трехмерное линейное инвариантное подпространство
L3 = {1, x, x2}.
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Глава 3. Метод функционального разделения пере-

менных

3.1. Структура решений с функциональным разделением пе-
ременных

Нелинейные уравнения, полученные заменой w = F (z) из линейных
уравнений математической физики с разделяющимися переменными для
функции z = z(x, y), будут иметь точные решения вида

w(x, y) = F (z), где z =
n∑

m=1

ϕm(x)ψm(y). (3.1.1)

Многие нелинейные уравнения с частными производными, которые
не сводятся к линейным, также имеют точные решения вида (3.1.1). Такие
решения будем называть решениями с функциональным разделени-
ем переменных. В общем случае функции ϕm(x), ψm(y), F (z) в (3.1.1)
заранее не известны и подлежат определению.

Основная идея метода: дифференциально-функциональное урав-
нение, полученное в результате подстановки выражения (3.1.1) в рассмат-
риваемое уравнение с частными производными, надо привести к стандарт-
ному билинейному функциональному уравнению (2.2.3) из разд. 2.2 [или
к дифференциально-функциональному уравнению вида (2.2.3)–(2.2.4) из
разд. 2.2].

Замечание 1. При функциональном разделении переменных поиск
решений простейшего вида w = F (ϕ(x) +ψ(y)) и w = F (ϕ(x)ψ(y)) при-
водит к одинаковым результатам, поскольку справедливо представление
F (ϕ(x)ψ(y)) = F1(ϕ1(x) + ψ1(y)), где F1(z) = F (ez), ϕ1(x) = lnϕ(x),
ψ1(y) = lnψ(y).

Замечание 2. При построении решений с функциональном разде-
лением переменных вида w = F (ϕ(x) + ψ(y)) считается, что ϕ 6= const
и ψ 6= const.

Замечание 3. Функция F (z) может описываться как одним обык-
новенным дифференциальным уравнением, так и переопределенной систе-
мой уравнений (при анализе надо учитывать обе эти возможности).

3.2. Решения с функциональным разделением переменных спе-

циального вида

3.2.1. Решения типа обобщенной бегущей волны. Примеры.
Для упрощения анализа некоторые функции в (3.1.1) можно задавать
априорно, а другие определять в процессе решения. Такие решения будем
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называть решениями с функциональным разделением перемен-
ных специального вида.

Ниже указаны наиболее простые решения w = F (z) с функциональ-
ным разделением переменных специального вида (x и y можно поменять
местами):

z = ψ1(y)x+ ψ2(y) (аргумент z линеен по x );

z = ψ1(y)x
2 + ψ2(y) (аргумент z квадратичен по x );

z = ψ1(y)e
λx + ψ2(y) (аргумент z содержит экспоненциальную функцию x ).

Первое решение будем называть решением типа обобщенной бегущей
волны. В последней формуле вместо eλx могут стоять также функции
ch(ax+ b), sh(ax+ b), sin(ax+ b).

После подстановки любого из указанных выражений в рассматрива-
емое уравнение надо исключить x с помощью выражения для z. В ре-
зультате получим функционально-дифференциальное уравнение с двумя
аргументами y и z. Его решение в ряде случаев можно получить при
помощи методов, описанных в главе 2.

Для наглядности общая схема построения решений типа обобщенной
бегущей волны для эволюционных уравнений изображена на Рис. 3 (см.
на следующей странице).

Замечание 1. Алгоритм, изображенный на Рис. 3, может исполь-
зоваться также для построения точных решений более общего вида3 w =
= σ(t)F (z) + ϕ1(t)x+ ψ1(t), где z = ϕ2(t)x+ ψ2(t).

Замечание 2. Решение с обобщенным разделением переменных (см.
главу 2) является решением с функциональным разделением переменных
частного вида, соответствующим случаю F (z) = z.

Рассмотрим примеры нелинейных уравнений, допускающих точные
решения с функциональным разделением переменных частного вида, ко-
гда сложный аргумент z линеен или квадратичен по одной из независи-
мых переменных.

Пример 22. Рассмотрим нестационарное уравнение теплопроводно-
сти с нелинейным источником

∂w

∂t
=
∂2w

∂x2
+ F(w). (3.2.1)

Ищем точные решения уравнения (3.2.1) с функциональным разде-
лением переменных специального вида

w = w(z), z = ϕ(t)x+ ψ(t). (3.2.2)
3Указанное решение содержит в себе, как частные случаи, все наиболее распространенные реше-

ния: решения типа бегущей волны, автомодельные решения, обобщенные автомодельные решения,
решения с аддитивным и мультипликативным разделением переменных (а также многие инвариант-
ные решения).
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Рис. 3. Алгоритм построения решений типа обобщенной бегущей волны
для эволюционных уравнений. Использовано сокращение: ОДУ –

обыкновенные дифференциальные уравнения.

Требуется найти функции w(z), ϕ(t), ψ(t) и правую часть уравне-
ния F(w).

Подставив выражение (3.2.2) в (3.2.1) и поделив на w′
z, имеем

ϕ′
tx+ ψ′

t = ϕ2w
′′
zz

w′
z

+
F(w)

w′
z

. (3.2.3)

Выразим в (3.2.2) x через z и подставим его в (3.2.3). В результате прихо-
дим к функционально-дифференциальному уравнению с двумя перемен-
ными t и z:

−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t −

ϕ′
t

ϕ
z + ϕ2w

′′
zz

w′
z

+
F(w)

w′
z

= 0,

которое можно рассматривать как функциональное уравнение (2.5.4) из
разд. 2.5, где

Φ1 = −ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t, Φ2 = −ϕ

′
t

ϕ
, Φ3 = ϕ2, Φ4 = 1,

Ψ1 = 1, Ψ2 = z, Ψ3 =
w′′
zz

w′
z

, Ψ4 =
F(w)

w′
z

.
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Подставляя эти выражения в формулы (2.5.5) из разд. 2.5, получим си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений





−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t = A1ϕ

2 +A2, −ϕ
′
t

ϕ
= A3ϕ

2 + A4,

w′′
zz

w′
z

= −A1 − A3z,
F(w)

w′
z

= −A2 −A4z,

(3.2.4)

где A1, A2, A3, A4 – произвольные постоянные.
Случай 1. При A4 6= 0 решение системы (3.2.4) имеет вид

ϕ(t) = ±
(
C1e

2A4t − A3

A4

)−1/2

,

ψ(t) = −ϕ(t)

[
A1

∫
ϕ(t) dt+A2

∫
dt

ϕ(t)
+ C2

]
,

w(z) = C3

∫
exp

(
−1

2
A3z

2 −A1z

)
dz + C4,

F(w) = −C3(A4z + A2) exp

(
−1

2
A3z

2 − A1z

)
,

(3.2.5)

где C1, C2, C3, C4 – произвольные постоянные. Зависимость F = F(w)
задается двумя последними выражениями в параметрическом виде (z иг-
рает роль параметра). При A3 6= 0 функцию источника F(w) в (3.2.5)
можно выразить через элементарные функции и функцию, обратную ин-
тегралу вероятностей.

В частном случае A3 = C4 = 0, A1 = −1, C3 = 1 функцию источ-
ника можно представить в явном виде:

F(w) = −w(A4 lnw +A2). (3.2.6)

Решение уравнения (3.2.1) в этом случае можно получить также с помо-
щью группового анализа [14].

Случай 2. При A4 = 0 решения первых двух уравнений (3.2.4) име-
ют вид

ϕ(t) = ± 1√
2A3t+ C1

, ψ(t) =
C2√

2A3t+ C1

− A1

A3
− A2

3A3
(2A3t+ C1),

а решения остальных уравнений описываются двумя последними форму-
лами (3.2.5) при A4 = 0.

Пример 23. Рассмотрим более общее уравнение

∂w

∂t
= a(t)

∂2w

∂x2
+ b(t)

∂w

∂x
+ c(t)F(w).
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содержащее произвольные функции a(t), b(t), c(t).
Решения ищем в виде (3.2.2). В этом случае в системе (3.2.4) из-

менятся только первые два уравнения, а функции w(z) и F(w) будут
описываться двумя последними формулами (3.2.5).

Пример 24. Нелинейное уравнение теплопроводности

∂w

∂t
=

∂

∂x

[
G(w)

∂w

∂x

]
+ F(w)

также имеет решения вида (3.2.2). Искомые величины описываются си-
стемой (3.2.4), в которой w′′

zz надо заменить на [G(w)w′
z]
′
z. Функции ϕ(t)

и ψ(t) определяются двумя первыми формулами в (3.2.5). Одна из двух
функций G(w) или F(w) может быть задана произвольно, а другая на-
ходится в процессе решения. В частном случае F(w) = const можно по-
лучить G(w) = C1e

2kw + (C2w + C3)e
kw.

Пример 25. Аналогичным образом рассматривается нелинейное
уравнение n-го порядка

∂w

∂t
=
∂nw

∂xn
+ F(w).

Как и ранее, решения ищутся в виде (3.2.2). В этом случае в системе

(3.2.4) величины ϕ2 и w′′
zz надо заменить соответственно на ϕn и w

(n)
z .

В частности, при A3 = 0 помимо уравнения с логарифмической нелиней-
ностью вида (3.2.6) получим и другие уравнения.

Пример 26. Для нелинейного уравнения n-го порядка

∂w

∂t
=
∂nw

∂xn
+ F(w)

∂w

∂x
,

поиск точного решения вида (3.2.2) приводит к следующей системе урав-
нений для определения функций ϕ(t), ψ(t), w(z), F(w):

−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t = A1ϕ

n + A2ϕ, −ϕ
′
t

ϕ
= A3ϕ

n + A4ϕ,

w
(n)
z

w′
z

= −A1 − A3z, F(w) = −A2 −A4z,

где A1, A2, A3, A4 – произвольные постоянные.
При n = 3, положив A3 = 0 и A1 > 0, в частности получим F(w) =

= −A2 −A4 arcsin(kw).
Пример 27. Можно искать решения уравнения (3.2.1) с квадратич-

ной зависимостью сложного аргумента по x:

w = w(z), z = ϕ(t)x2 + ψ(t). (3.2.7)
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Подставим это выражение в (3.2.1). В результате приходим к уравнению,
которое содержит члены c x2 (и не содержит членов, линейных по x).
Исключив из полученного уравнения x2 с помощью (3.2.7), имеем

−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t + 2ϕ− ϕ′

t

ϕ
z + 4ϕz

w′′
zz

w′
z

− 4ϕψ
w′′
zz

w′
z

+
F(w)

w′
z

= 0.

Для решения этого функционально-дифференциального уравнения с дву-
мя аргументами применим метод расщепления, описанный в разд. 2.5.
Можно показать, что уравнение (3.2.1) с логарифмической нелинейно-
стью (3.2.6) имеет решение вида (3.2.7).

Пример 28. Рассмотрим нелинейное уравнение m-го порядка

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
= f(x)

(
∂2w

∂y2

)n−1
∂mw

∂ym
,

которое в частном случае f(x) = const, m = 3 описывает пограничный
слой степенно́й жидкости на плоской пластине (w – функция тока, x и y –
продольная и поперечная координаты, n – реологический параметр; зна-
чение n = 1 соответствует ньютоновской жидкости).

Поиск точного решения вида

w = w(z), z = ϕ(x)y + ψ(x)

приводит к равенству ϕ′
x(w

′
z)

2 = f(x)ϕ2n+m−3(w′′
zz)

n−1w
(m)
z , которое не за-

висит от функции ψ. Разделяя переменные и интегрируя, получим

ϕ(x) =

[∫
f(x) dx+ C

] 1
4−2n−m

, ψ(x) – произвольна,

а функция w = w(z) определяется путем решения обыкновенного диф-

ференциального уравнения (w′
z)

2 = (4 − 2n−m)(w′′
zz)

n−1w
(m)
z .

Пример 29. Рассмотрим уравнение

∂n+1w

∂xn∂y
= f(w). (3.2.8)

Ищем решение с функциональным разделением переменных специ-
ального вида

w = w(z), z = ϕ(y)x+ ψ(y). (3.2.9)

Подставим (3.2.9) в (3.2.8), а затем исключим x с помощью выражения

для z. В результате после деления на w
(n+1)
z и перегруппировки членов
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получим функционально-дифференциальное уравнение с двумя аргумен-
тами:

ϕnψ′
y − ϕn−1ψϕ′

y + ϕn−1ϕ′
y

(
z + n

w
(n)
z

w
(n+1)
z

)
− f(w)

w
(n+1)
z

= 0. (3.2.10)

Оно сводится к трехчленному билинейному функциональному уравнению,
которое имеет два решения (см. разд. 2.5). В соответствии с этим рассмот-
рим два случая.

1. В первом случае выражение в круглых скобках и последнюю дробь
в (3.2.10) приравниваем к константам. В результате после элементарных
преобразований получим

(z − C1)w
(n+1)
z + nw

(n)
z = 0,

C2w
(n+1)
z − f(w) = 0,

ϕnψ′
y − ϕn−1ψϕ′

y + C1ϕ
n−1ϕ′

y − C2 = 0,

где C1 и C2 – произвольные постоянные. Полагая C1 = 0 (это соответ-
ствует сдвигу по z и переобозначению функции ψ) и интегрируя, имеем

w = A ln |z| +Bn−1z
n−1 + · · · + B1z + B0,

f(w) = AC2n!(−1)nz−n−1,

ψ(y) = C2ϕ(y)

∫
dy

[ϕ(y)]n+1
+ C3ϕ(y),

(3.2.11)

где A, Bm, C3 – произвольные постоянные, ϕ(y) – произвольная функция.
Первые две формулы в (3.2.11) дают параметрическое представление

для функции f(w). В частном случае при Bn−1 = · · · = B0 = 0 после
исключения z приходим к экспоненциальной зависимости

f(w) = αeβw, α = AC2n! (−1)n, β = −(n+ 1)/A.

В силу (3.2.11) соответствующее решение уравнения (3.2.8) будет иметь
функциональный произвол.

2. Во втором случае (3.2.10) распадается на три обыкновенных диф-
ференциальных уравнения:

ϕn−1ϕ′
y = C1,

ϕnψ′
y − ϕn−1ψϕ′

y = C2,

(C1z + C2)w
(n+1)
z + C1nw

(n)
z − f(w) = 0,

(3.2.12)
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где C1 и C2 – произвольные постоянные. Решения двух первых уравнений
имеют вид

ϕ = (C1nt+ C3)
1/n, ψ = C4(C1nt+ C3)

1/n − C2

C1
.

Эти формулы вместе с последним уравнением (3.2.12) дают автомодельное
решение вида (3.2.9).

Задачи к разделу 3.2.14:

1. Найти решения с функциональным разделением переменных спе-
циального вида нелинейного уравнения первого порядка:

wt = f(w)wx + g(w).
Указание. Решения искать в виде
a) w = w(z), z = ϕ(t)x+ ψ(t),
b) w = w(z), z = ϕ(x)t+ ψ(x).

2. Найти решения с функциональным разделением переменных спе-
циального вида нелинейного уравнения первого порядка:

wt = f(w)w2
x + g(w).

Указание. Решения искать в виде
a) w = w(z), z = ϕ(t)x+ ψ(t),
b) w = w(z), z = ϕ(t)x2 + ψ(t).

3. Подробно рассмотреть и проделать все необходимые выкладки в
примерах 2–5.

4. Найти решение типа обобщенной бегущей волны нелинейных урав-
нений:

a) wt = [f(w)wx]x + g(w)wx,
b) wt = [f(w)wx]x + g(w)wx + h(w).
Указание. Решения искать в виде w = w(z), где z = ϕ(t)x+ ψ(t).

5. Найти решение типа обобщенной бегущей волны нелинейного
уравнения теплопроводности:

wt = [f(w)wn
x]x + g(w).

Указание. Решение искать в виде w = w(z), где z = ϕ(t)x+ ψ(t).

6. Найти решения типа обобщенной бегущей волны нелинейных
уравнений третьего порядка:

a) wt = f(w)wxxx + g(w),
b) wt = f(w)wxxx + g(w)wx,
c) wt = [f(w)wxx]x + g(w),

4Ниже функции f , g, h подлежат определению.
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d) wt = [f(w)wxx]x + g(w)wx.

7. Найти решения с функциональным разделением переменных спе-
циального вида нелинейных уравнений теплопроводности:

a) wt = [f(w)wx]x + g(w),
b) wt = x−n[xnf(w)wx]x + g(w),
c) wt = awxx + bxwx + f(w).
Указание. Решения искать в виде w = w(z), где z = ϕ(t)x2 + ψ(t).

Литература к разделу 3.2.1:

• Полянин А. Д., Журов А. И. Точные решения нелинейных уравнений механики
и математической физики // Доклады РАН, 1998, т. 360, № 5, с. 640–644.

• Полянин А. Д., Журов А. И. Обобщенное и функциональное разделение пере-
менных в математической физике и механике // Доклады РАН, 2002, т. 382, № 5,
с. 606–611.

• Полянин А. Д., Зайцев В. Ф. Справочник по нелинейным уравнениям математи-
ческой физики: Точные решения. – М.: Физматлит, 2002. – 432 с.

• Polyanin A. D. Handbook of Linear Partial Differential Equations for Engineers and
Scientists (Supplement B). – Boca Raton: Chapman & Hall/CRC Press, 2002.

• Polyanin A. D., Zaitsev V. F. Handbook of Nonlinear Partial Differential Equations.
– Boca Raton: Chapman & Hall/CRC Press, 2004.

3.2.2. Решение путем сведения к уравнениям с квадратич-
ной нелинейностью. В ряде случаев поиск решения в виде (3.1.1) уда-
ется провести в два этапа. Сначала ищется преобразование, сводящее ис-
ходное уравнение к уравнению с квадратичной (иногда степенно́й) нели-
нейностью. Затем решение полученного уравнения ищется методами, опи-
санными в разд. 2.3–2.6.

Уравнения с квадратичной нелинейностью иногда удается получить
с помощью подстановок вида w = F (z). Наиболее распространенные под-
становки имеют вид:

w = zλ (для уравнений со степенной нелинейностью),

w = λ ln z (для уравнений с экспоненциальной нелинейностью),

w = eλz (для уравнений с логарифмической нелинейностью),

где λ – постоянная, подлежащая определению. Указанный подход экви-
валентен априорному заданию вида функции F (z) в выражении (3.1.1).

Пример 30. Нелинейное уравнение теплопроводности с источником
логарифмического типа

∂w

∂t
= a

∂2w

∂x2
+ f(t)w lnw
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заменой w = ez сводится к уравнению с квадратичной нелинейностью

∂z

∂t
= a

∂2z

∂x2
+ a

(
∂z

∂x

)2

+ f(t)z,

которое допускает точное решение с обобщенным разделением перемен-
ных вида

z = ϕ1(x)ψ1(t) + ϕ2(x)ψ2(t) + ψ3(t),

где ϕ1(x) = x2, ϕ2(x) = x, а функции ψk(t) описываются соответствую-
щей системой обыкновенных дифференциальных уравнений.

Много нелинейных уравнений различного типа, сводящихся с помо-
щью подходящих преобразований к уравнениям с квадратичной нелиней-
ностью, описано в цитируемой ниже литературе.

Задачи к разделу 3.2.2:

1. Найти решения с функциональным разделением переменных урав-
нений теплопроводности со степенно́й нелинейностью:

a) wt = (wkwx)x + aw1−k,
b) wt = (wkwx)x + aw + bw1−k,
c) wt = (wkwx)x + aw1+k + b+ cw1−k.
Указание. Рассматриваемые уравнения заменой u = wk свести к

уравнениям с квадратичной нелинейностью.

2. Найти решения с функциональным разделением переменных урав-
нений теплопроводности с логарифмической нелинейностью:

a) wt = wxx + aw lnw + b,
b) wt = wxx + aw ln2w,
c) wt = wxx + aw ln2w + bw lnw + cw.
Указание. Рассматриваемые уравнения заменой w = eu свести к

уравнениям с квадратичной нелинейностью.

3. Найти решения с функциональным разделением переменных урав-
нений теплопроводности с экспоненциальной нелинейностью:

a) wt = (eλwwx)x + a,
b) wt = (eλwwx)x + a+ be−λw,
c) wt = (eλwwx)x + aeλw + b+ ce−λw.
Указание. Рассматриваемые уравнения заменой u = eλw свести к

уравнениям с квадратичной нелинейностью.

Литература к разделу 3.2.2:

• Галактионов В. А., Посашков С. А. О новых точных решениях параболических
уравнений с квадратичными нелинейностями // ЖВМиМФ, 1989, т. 29, № 4,
с. 497–506.
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т. 34, № 3, с. 374–383.

• Galaktionov V. A. Invariant subspace and new explicit solutions to evolution
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№2, pp. 225–246.

• Galaktionov V. A., Posashkov S. A., Svirshchevskii S. R. On invariant sets and
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3.3. Метод дифференцирования

3.3.1. Основные идеи метода. Редукция к уравнению стан-
дартного вида. В общем случае подстановка выражения (3.1.1) в рас-
сматриваемое нелинейное уравнение с частными производными приводит
к функционально-дифференциальному уравнению с тремя аргументами
(первые два аргумента – x и y – обычные, а третий аргумент – z –
сложный). Во многих случаях полученное уравнение методом дифферен-
цирования удается свести к функционально-дифференциальному уравне-
нию стандартного вида с двумя аргументами (исключается переменная
x или y). Для решения уравнения с двумя аргументами используются
методы, описанные в разд. 2.3–2.6.

3.3.2. Примеры построения решений с функциональным
разделением переменных. Рассмотрим конкретные примеры использо-
вания метода дифференцирования для построения точных решений нели-
нейных уравнений с функциональным разделением переменных.

Пример 31. Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности

∂w

∂t
=

∂

∂x

[
F(w)

∂w

∂x

]
. (3.3.1)

Ищем точные решения вида

w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t). (3.3.2)

Подставим (3.3.2) в (3.3.1). После деления на w′
z получим функционально-

дифференциальное уравнение с тремя переменными

ψ′
t = ϕ′′

xxF(w) + (ϕ′
x)

2H(z), (3.3.3)

где

H(z) = F(w)
w′′
zz

w′
z

+ F ′
z(w), w = w(z). (3.3.4)
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Дифференцируя (3.3.3) по x, имеем

ϕ′′′
xxxF(w) + ϕ′

xϕ
′′
xx[F ′

z(w) + 2H(z)] + (ϕ′
x)

3H ′
z = 0. (3.3.5)

Это функционально-дифференциальное уравнение с двумя переменными
можно рассматривать как функциональное уравнение (2.5.2) из разд. 2.5,
которое имеет два различных решения. Поэтому надо рассмотреть два
случая.

Случай 1. Решения функционально-дифференциального уравнения
(3.3.5) определяются из системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений

F ′
z + 2H = 2A1F , H ′

z = A2F ,
ϕ′′′
xxx + 2A1ϕ

′
xϕ

′′
xx + A2(ϕ

′
x)

3 = 0,
(3.3.6)

где A1 и A2 – произвольные постоянные.
Первые два уравнения (19) линейны и не зависят от третьего урав-

нения. Их общее решение имеет вид

F =





eA1z(B1e
kz + B2e

−kz) при A2
1 > 2A2,

eA1z(B1 +B2z) при A2
1 = 2A2,

eA1z[B1 sin(kz) +B2 cos(kz)] при A2
1 < 2A2,

H = A1F − 1

2
F ′
z, k =

√
|A2

1 − 2A2|.
(3.3.7)

Подставим выражение для H из (3.3.7) в (3.3.4). Получим диффе-
ренциальное уравнение для определения функции w = w(z). В результате
интегрирования имеем

w = C1

∫
eA1z|F(z)|−3/2dz + C2, (3.3.8)

где C1 и C2 – произвольные постоянные. Формула (3.3.7) для F вместе
с выражением (3.3.8) задают зависимость F = F(w) в параметрической
форме.

Рассмотрим подробнее случай A2 = 0 и A1 6= 0 (k = |A1|). Из
формул (3.3.7) и (3.3.8) получим

F(z) = B1e
2A1z + B2, H = A1B2,

w(z) = C3(B1 +B2e
−2A1z)−1/2 + C2 (C1 = A1B2C3).

(3.3.9)

Исключая z, имеем

F(w) =
B2C

2
3

C2
3 −B1w2

. (3.3.10)
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Первый интеграл последнего уравнения (3.3.6) при A2 = 0 имеет вид
ϕ′′
xx +A1(ϕ

′
x)

2 = const, а его общее решение описывается формулами

ϕ(x) = − 1

2A1
ln

[
D2

D1

1

sh2
(
A1

√
D2 x+D3

)
]

при D1 > 0, D2 > 0;

ϕ(x) = − 1

2A1
ln

[
−D2

D1

1

cos2
(
A1

√
−D2 x+D3

)
]

при D1 > 0, D2 < 0;

ϕ(x) = − 1

2A1
ln

[
−D2

D1

1

ch2
(
A1

√
D2 x+D3

)
]

при D1 < 0, D2 > 0,

(3.3.11)
где D1, D2, D3 – постоянные интегрирования. Во всех трех случаях вы-
полняются соотношения

(ϕ′
x) = D1e

−2A1ϕ +D2, ϕ′′
xx = −A1D1e

−2A1ϕ. (3.3.12)

Подставим выражения (3.3.9) и (3.3.12) в исходное функционально-
дифференциальное уравнение (3.3.3). Учитывая вид переменной z (3.3.2),
получим уравнение для функции ψ = ψ(t):

ψ′
t = −A1B1D1e

2A1ψ + A1B2D2.

Интегрируя, находим решение

ψ(t) =
1

2A1
ln

B2D2

D4 exp(−2A2
1B2D2t) + B1D1

, (3.3.13)

где D4 произвольная постоянная.
Формулы (3.3.2), (3.3.9) (для w), (3.3.11), (3.3.13) определяют три

решения нелинейного уравнения (3.3.1) с функцией F(w) вида (3.3.10)
[напомним, что эти решения соответствуют частному случаю A2 = 0 в
(3.3.7) и (3.3.8)].

Случай 2. Решения функционально-дифференциального уравнения
(3.3.5) определяются из системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений

ϕ′′′
xxx = A1(ϕ

′
x)

3, ϕ′
xϕ

′′
xx = A2(ϕ

′
x)

3,

A1F +A2(F ′
z + 2H) +H ′

z = 0.
(3.3.14)

Первые два уравнения (3.3.14) совместны в двух случаях:

A1 = A2 = 0 =⇒ ϕ(x) = B1x+B2,

A1 = 2A2
2 =⇒ ϕ(x) = − 1

A2
ln |B1x+B2|.

(3.3.15)
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Первое решение в (3.3.15) в конечном итоге приводит к решению уравне-
ния (3.3.1) типа бегущей волны w = w(B1x + B2t), а второе решение –
к автомодельному решению вида w = w̃(x2/t). В этих случаях функция
F(w) в уравнении (3.3.1) произвольна.

Замечание. Более общее нелинейное уравнение теплопроводности

∂w

∂t
=

∂

∂x

[
F(w)

∂w

∂x

]
+ G(w)

также имеет решение вида (3.3.2). Для искомых функций ϕ(x) и ψ(t)
приходим к функционально-дифференциальному уравнению с тремя неза-
висимыми переменными

ψ′
t = ϕ′′

xxF(w) + (ϕ′
x)

2H(z) + G(w)/w′
z,

где функция H(z) определяется по формуле (3.3.4). Дифференцируя по-
следнее равенство по x, получим

ϕ′′′
xxxF(w) + ϕ′

xϕ
′′
xx[F ′

z(w) + 2H(z)] + (ϕ′
x)

3H ′
z + ϕ′

x[G(w)/w′
z]
′
z = 0.

Это функционально-дифференциальное уравнение с двумя независимыми
переменными можно трактовать как билинейное функциональное уравне-
ние (2.5.4) из разд. 2.5 с Φ1 = ϕ′′′

xxx, Φ2 = ϕ′
xϕ

′′
xx, Φ3 = (ϕ′

x)
3, Φ4 = ϕ′

x.
Пример 32. Рассмотрим нелинейное уравнение Клейна–Гордона

∂2w

∂t2
− ∂2w

∂x2
= F(w). (3.3.16)

Ищем точные решения в виде

w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t). (3.3.17)

Подставив выражение (3.3.17) в (3.3.16), получим

ψ′′
tt − ϕ′′

xx +
[
(ψ′

t)
2 − (ϕ′

x)
2
]
g(z) = h(z), (3.3.18)

где
g(z) = w′′

zz/w
′
z, h(z) = F

(
w(z)

)
/w′

z. (3.3.19)

Продифференцировав уравнение (3.3.18) сначала по t, а затем по x и
разделив на ψ′

tϕ
′
x, имеем

2(ψ′′
tt − ϕ′′

xx) g
′
z +

[
(ψ′

t)
2 − (ϕ′

x)
2
]
g′′zz = h′′zz.

Исключая ψ′′
tt − ϕ′′

xx из этого уравнения с помощью (3.3.18), получим
[
(ψ′

t)
2 − (ϕ′

x)
2
]
(g′′zz − 2gg′z) = h′′zz − 2g′zh. (3.3.20)

72



Это равенство может выполняться только в двух случаях:

1) g′′zz − 2gg′z = 0, h′′zz − 2g′zh = 0;

2) (ψ′
t)

2 = Aψ + B, (ϕ′
x)

2 = −Aϕ+ B − C,

h′′zz − 2g′zh = (Az + C)(g′′zz − 2gg′z),

(3.3.21)

где A, B, C – произвольные постоянные. Рассмотрим эти случаи по по-
рядку.

Случай 1. Первые два уравнения (3.3.21) позволяют найти g(z)
и h(z). Интегрируя, из первого уравнения имеем g′z = g2 + const. Ин-
тегрируя далее, получим

g = k, (3.3.22)

g = −1/(z + C1), (3.3.23)

g = −k th(kz + C1), (3.3.24)

g = −k cth(kz + C1), (3.3.25)

g = k tg(kz + C1), (3.3.26)

где C1 и k – произвольные постоянные.
Второе уравнение (3.3.21) имеет частное решение h = g(z). Поэтому

его общее решение определяется по формуле [13]

h = C2g(z) + C3g(z)

∫
dz

g2(z)
, (3.3.27)

где C2 и C3 – произвольные постоянные.
Из соотношений (3.3.19) определяются функции w(z) и F(w) в виде

w(z) = B1

∫
G(z) dz +B2, F(w) = B1h(z)G(z),

где G(z) = exp

[∫
g(z) dz

]
, (3.3.28)

B1 и B2 произвольны (функция F задана в параметрической форме).
Исследуем подробнее случай (3.3.24). Согласно (3.3.27) находим

h = A1(z + C1)
2 +

A2

z + C1
, (3.3.29)

где A1 = −C3/3, A2 = −C2 – любые. Подставляя выражения (3.3.24) и
(3.3.29) в (3.3.28), получим

w = B1 ln |z + C1| +B2, F = A1B1(z + C1) +
A2B1

(z + C1)2
.
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Исключая из этих соотношений z, находим явный вид правой части урав-
нения (3.3.16):

F(w) = A1B1e
u + A2B1e

−2u, где u =
w −B2

B1
. (3.3.30)

Для наглядности далее полагаем C1 = 0, B1 = 1, B2 = 0 и введем
обозначения A1 = a, A2 = b. Таким образом, имеем

w(z) = ln |z|, F(w) = aew + be−2w, g(z) = −1/z, h(z) = az2 + b/z.
(3.3.31)

Осталось определить функции ψ(t) и ϕ(x). Подставим выражения
(3.3.31) в функционально-дифференциальное уравнение (3.3.18). Учиты-
вая зависимость (3.3.17), после элементарных преобразований получим

[ψ′′
ttψ−(ψ′

t)
2−aψ3−b]−[ϕ′′

xxϕ−(ϕ′
x)

2+aϕ3]+(ψ′′
tt−3aψ2)ϕ−ψ(ϕ′′

xx+3aϕ2) = 0.
(3.3.32)

Дифференцируя (3.3.32) по t и x, приходим к уравнению с разделяющи-
мися переменными5

(ψ′′′
ttt − 6aψψ′

t)ϕ
′
x − (ϕ′′′

xxx + 6aϕϕ′
x)ψ

′
t = 0,

решение которого описывается автономными обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями

ψ′′′
ttt − 6aψψ′

t = Aψ′
t,

ϕ′′′
xxx + 6aϕϕ′

x = Aϕ′
x,

где A – константа разделения. Каждое из этих уравнений можно два раза
проинтегрировать:

(ψ′
t)

2 = 2aψ3 + Aψ2 + C1ψ + C2,

(ϕ′
x)

2 = −2aϕ3 +Aϕ2 + C3ϕ+ C4,
(3.3.33)

где C1, C2, C3, C4 – произвольные постоянные. Исключая с помощью
(3.3.33) производные из уравнения (3.3.32), находим связи между кон-
стантами: C3 = −C1, C4 = C2 + b. Таким образом, функции ψ(t) и ϕ(x)
описываются автономными уравнениями первого порядка с кубической
нелинейностью

(ψ′
t)

2 = 2aψ3 + Aψ2 + C1ψ + C2,

(ϕ′
x)

2 = −2aϕ3 +Aϕ2 − C1ϕ+ C2 + b.

5Для решения уравнения (3.3.32) проще всего использовать результаты решения функционального
уравнения (2.5.4) из разд. 2.5 [см. формулы (2.5.5)–(2.5.6)].
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Решения этих уравнений выражаются через эллиптические функции.
Для остальных случаев в (3.3.23)–(3.3.26) исследование проводится

аналогичным образом.
Случай 2. Интегрируя первые два уравнения (3.3.21) (для второго

случая), имеем два решения:
{
ψ = ±

√
B t+D1,

ϕ = ±
√
B − C t+D2,

при A = 0;





ψ =
1

4A
(At+D1)

2 − B

A
,

ϕ = − 1

4A
(Ax+D2)

2 +
B − C

A
,

при A 6= 0;

(3.3.34)

здесь D1 и D2 – произвольные постоянные. В обоих случаях функ-
ция F(w) в уравнении (3.3.16) является произвольной. Первое решение
(3.3.34) соответствует решению типа бегущей волны w = w(kx + λt), а
второе приводит к решению вида w = w(x2 − t2).

Задачи к разделу 3.3:

1. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений первого порядка:

a) wt = f(w)wx + g(w),
b) wt = f(w)w2

x + g(w),
c) w2

t = f(w)w2
x + g(w).

Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t).

2. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений теплопроводности:

a) wt = [f(w)wx]x + g(w),
b) wt = [f(w)wx]x + g(w)wx.
Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t) (для

первого уравнения см. также замечание в конце примера 31).

3. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений теплопроводности:

a) wt = x−n[xnf(w)wx]x,
b) wt = x−n[xnf(w)wx]x + g(w).
Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t).

4. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений параболического типа:

a) wt = [f(w)wn
x]x,

b) wt = [f(w)wn
x]x + g(w).
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Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t).

5. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений гиперболического типа:

a) wxy = f(w),
b) wxy = wxwyf(w),
c) wxy = wn

xf(w),
Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(y).
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3.4. Метод расщепления. Редукция к функциональному урав-
нению с двумя переменными

3.4.1. Метод расщепления. Редукция к функциональному
уравнению стандартного вида. Общая процедура построения точных
решений с функциональным разделением переменных, основанная на ме-
тоде расщепления, состоит из нескольких этапов, кратко описанных ниже.

1. Выражение (3.1.1) подставляется в рассматриваемое нелинейное
уравнение с частными производными. В результате получается
функционально-дифференциальное уравнение с тремя аргументами
(первые два аргумента – x и y – обычные, а третий аргумент – z –
сложный).

2. Функционально-дифференциальное уравнение с помощью элементар-
ных дифференциальных подстановок (основанных на выделении ве-
личин, содержащих искомые функции и их производные одного ар-
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гумента) сводится к чисто функциональному уравнению с тремя ар-
гументами x, y, z.

3. Функциональное уравнение с тремя аргументами методом дифферен-
цирования сводится к функциональному уравнению стандартного ви-
да с двумя аргументами (исключается переменная x или y), которое
рассматривалось в разд. 4.2.

4. Строится решение функционального уравнения с двумя аргументами
из п. 3◦ (используются формулы, приведенные в разд. 2.5).

5. Полученное в п. 4◦ решение вместе с использованными в п. 2◦ диф-
ференциальными подстановками образует систему (обычно переопре-
деленную) обыкновенных дифференциальных уравнений. Строится
решение этой системы.

6. Решение системы из п. 5◦ подставляется в исходное функционально-
дифференциальное уравнение из п. 1◦. В результате определяются
связи между постоянными интегрирования и находятся все искомые
величины.

7. Отдельно рассматриваются возможные вырожденные случаи (возни-
кающие при нарушении использованных при решении предположе-
ний).

Замечание. Наиболее сложной является третья стадия, которую не
всегда удается реализовать.

Метод расщепления сводит решение функционально-дифференци-
ального уравнения с тремя аргументами к решению чисто функциональ-
ного уравнения с тремя аргументами (путем его сведения к стандартному
функциональному уравнению с двумя аргументами) и решению системы
обыкновенных дифференциальных уравнений, т. е. исходная задача рас-
падается на несколько более простых задач. Примеры построения реше-
ний с функциональным разделением переменных методом расщепления
рассмотрены в разд. 3.5.

3.4.2. Функциональные уравнения с тремя аргументами спе-
циального вида. Подстановка выражения

w = F (z), z = ϕ(x) + ψ(y)

в нелинейные уравнения с частными производными во многих случаях
приводит к функционально-дифференциальным уравнениям вида

Φ1(x)Ψ1(y, z) + Φ2(x)Ψ2(y, z) + · · · + Φk(x)Ψk(y, z)+

+ Ψk+1(y, z) + Ψk+2(y, z) + · · · + Ψn(y, z) = 0, (3.4.1)
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где функционалы Φj(x) и Ψj(y, z) зависят соответственно от переменных
x и y, z:

Φj(x) ≡ Φj

(
x, ϕ, ϕ′

x, ϕ
′′
xx

)
, Ψj(y, z) ≡ Ψj

(
y, ψ, ψ′

y, ψ
′′
yy, F, F

′
z, F

′′
zz

)
(3.4.2)

(данные выражения соответствуют уравнению второго порядка).
Решение уравнения (3.4.1) целесообразно искать методом расщепле-

ния. На первом этапе будем рассматривать (3.4.1) как чисто функциональ-
ное уравнение, без учета зависимостей (3.4.2). Предположим, что Ψ1 6≡ 0.
Поделим уравнение (3.4.1) на Ψ1 и продифференцируем по y. В резуль-
тате получим уравнение такого же вида, но с меньшим числом членов,
содержащих функции Φm:

Φ2(x)Ψ
(2)
2 (y, z) + · · · + Φk(x)Ψ

(2)
k (y, z) + Ψ

(2)
k+1(y, z) + · · · + Ψ(2)

n (y, z) = 0,
(3.4.3)

где Ψ(2)
m =

∂

∂y

(
Ψm

Ψ1

)
+ ψ′

y

∂

∂z

(
Ψm

Ψ1

)
.

Продолжая аналогичную процедуру, в итоге можно получить урав-
нение, не зависящее явно от x:

Ψ
(k+1)
k+1 (y, z) + · · · + Ψ(k+1)

n (y, z) = 0, (3.4.4)

где Ψ(k+1)
m =

∂

∂y

(
Ψ

(k)
m

Ψ
(k)
k

)
+ ψ′

y

∂

∂z

(
Ψ

(k)
m

Ψ
(k)
k

)
.

Уравнение (3.4.4) можно рассматривать как уравнение с двумя неза-

висимыми переменными y и z. Если Ψ
(k+1)
m (y, z) = Qm(y)Rm(z) для всех

m = k + 1, . . . , n, то для решения уравнения (3.4.4) можно использовать
результаты разд. 2.2–2.5.

Литература к разделу 3.4:

• Полянин А. Д., Зайцев В. Ф. Справочник по нелинейным уравнениям математи-
ческой физики: Точные решения. – М.: Физматлит, 2002. – 432 с.

• Polyanin A. D. Handbook of Linear Partial Differential Equations for Engineers and
Scientists (Supplement B). – Boca Raton: Chapman & Hall/CRC Press, 2002.

• Polyanin A. D., Zaitsev V. F. Handbook of Nonlinear Partial Differential Equations.
– Boca Raton: Chapman & Hall/CRC Press, 2004.

3.5. Решения некоторых нелинейных функциональных уравне-

ний и их приложения в математической физике

В этом разделе исследуются некоторые функциональные уравне-
ния с тремя аргументами, которые чаще всего встречаются при функ-
циональном разделении переменных в нелинейных уравнениях матема-
тической физики. Эти результаты использованы для построения точных
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решений некоторых классов нелинейных уравнений теплопроводности и
теории волн.

3.5.1. Функциональное уравнение f(x) + g(y) = Q(z), где
z = ϕ(x) + ψ(y). Здесь одна из двух функций f(x) и ϕ(x) задается,
а другая ищется; одна из двух функций g(y) и ψ(y) задается, а другая
ищется; функция Q(z) ищется6.

Дифференцируя уравнение по x и по y, получим Q′′
zz = 0. Поэтому

его решение имеет вид

f(x) = Aϕ(x) +B, g(y) = Aψ(y) −B + C, Q(z) = Az + C, (3.5.1)

где A, B, C – произвольные постоянные.

3.5.2. Функциональное уравнение f(t) + g(x) + h(x)Q(z)+
+R(z) = 0, где z = ϕ(x) + ψ(t). Дифференцируя уравнение по x,
приходим к уравнению с двумя независимыми аргументами

g′x + h′xQ+ hϕ′
xQ

′
z + ϕ′

xR
′
z = 0. (3.5.2)

Такие уравнения рассматривались в разд. 4.3–4.6. Поэтому имеют место
соотношения [их можно получить после переобозначений из формул (2.5.4)
и (2.5.5), приведенных в разд. 4.5]:

g′x = A1hϕ
′
x + A2ϕ

′
x,

h′x = A3hϕ
′
x +A4ϕ

′
x,

Q′
z = −A1 − A3Q,

R′
z = −A2 −A4Q,

(3.5.3)

где A1, A2, A3, A4 – произвольные постоянные. Интегрирование системы
(3.5.3) и подстановка полученных решений в исходное функциональное
уравнение дает приведенные ниже результаты.

Случай 1. Решение функционального уравнения, соответствующее
значению A3 = 0 в (3.5.3):

f = −1

2
A1A4ψ

2 + (A1B1 +A2 + A4B3)ψ − B2 − B1B3 − B4,

g =
1

2
A1A4ϕ

2 + (A1B1 +A2)ϕ+B2,

h = A4ϕ +B1,

Q = −A1z +B3,

R =
1

2
A1A4z

2 − (A2 +A4B3)z + B4,

(3.5.4)

6В подобных уравнениях со сложным аргументом считается, что ϕ(x) 6= const и ψ(y) 6= const.
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где ϕ = ϕ(x) и ψ = ψ(t) – произвольные функции, Ak, Bk – произволь-
ные постоянные.

Случай 2. Решение функционального уравнения, соответствующее
значению A3 6= 0 в (3.5.3):

f = −B1B3e
−A3ψ +

(
A2 −

A1A4

A3

)
ψ −B2 −B4 −

A1A4

A2
3

,

g =
A1B1

A3
eA3ϕ +

(
A2 −

A1A4

A3

)
ϕ+ B2,

h = B1e
A3ϕ − A4

A3
,

Q = B3e
−A3z − A1

A3
,

R =
A4B3

A3
e−A3z +

(
A1A4

A3
−A2

)
z +B4,

(3.5.5)

где ϕ = ϕ(x) и ψ = ψ(t) – произвольные функции, Ak, Bk – произволь-
ные постоянные.

Случай 3. Функциональное уравнение имеет также вырожденное ре-
шение

f = A1ψ + B1, g = A1ϕ+B2, h = A2, R = −A1z − A2Q− B1 − B2,
(3.5.6)

где ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(t), Q = Q(z) – произвольные функции, A1, A2, B1,
B2 – произвольные постоянные, и вырожденное решение

f = A1ψ +B1, g = A1ϕ+A2h+B2, Q = −A2, R = −A1z −B1 −B2,
(3.5.7)

где ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(t), h = h(x) – произвольные функции, A1, A2, B1,
B2 – произвольные постоянные. Вырожденные решения (3.5.6) и (3.5.7)
можно получить из исходного уравнения и его следствия (3.5.2) с помощью
формул (2.5.6) из разд. 2.5.

Пример 33. Рассмотрим нестационарное уравнение теплопроводно-
сти с нелинейным источником

∂w

∂t
=
∂2w

∂x2
+ F(w). (3.5.8)

Ищем точные решения вида

w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t). (3.5.9)

Подставим (3.5.9) в (3.5.8). После деления на w′
z получим функционально-

дифференциальное уравнение

ψ′
t = ϕ′′

xx + (ϕ′
x)

2w
′′
zz

w′
z

+
F(w(z))

w′
z

.
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Представим его в виде функционального уравнения, исследуемого в на-
стоящем разделе

f(t) + g(x) + h(x)Q(z) +R(z) = 0, где z = ϕ(x) + ψ(t), (3.5.10)

в котором

f(t) = −ψ′
t, g(x) = ϕ′′

xx, h(x) = (ϕ′
x)

2,

Q(z) = w′′
zz/w

′
z, R(z) = f(w(z))/w′

z. (3.5.11)

Используем решения уравнения (3.5.10). Подставив выражения
(3.5.11) для g и h в (3.5.4)–(3.5.7), получим переопределенные системы
уравнений для определения функции ϕ = ϕ(x).

Случай 1. Система

ϕ′′
xx =

1

2
A1A4ϕ

2 + (A1B1 + A2)ϕ+B2,

(ϕ′
x)

2 = A4ϕ+ B1,

полученная из (3.5.4) и соответствующая значению A3 = 0 в (3.5.3), имеет
совместное решение в следующих случаях:




ϕ = C1x+ C2 при A2 = −A1C
2
1 , A4 = B2 = 0, B1 = C2

1 ,

ϕ =
1

4
A4x

2 + C1x+ C2 при A1 =A2 =0, B1 = C2
1−A4C2, B2 =

1

2
A4,

(3.5.12)
где C1 и C2 – произвольные постоянные.

Первое решение (3.5.12) при A1 6= 0 соответствует правой части
уравнения (3.5.8), которая содержит функцию, обратную к интегралу ве-
роятностей [вид правой части определяется из двух последних соотноше-
ний (3.5.4) и (3.5.11) для Q и R]. Второе решение (3.5.12) соответствует
правой части уравнения (3.5.8) вида F(w) = k1w lnw+k2w. В обоих случа-
ях первое соотношение (3.5.4) с учетом равенства f = −ψ′

t представляет
собой линейное уравнение первого порядка с постоянными коэффициен-
тами, решением которого является сумма экспоненциальной функции и
константы.

Случай 2. Система

ϕ′′
xx =

A1B1

A3
eA3ϕ +

(
A2 −

A1A4

A3

)
ϕ+B2,

(ϕ′
x)

2 = B1e
A3ϕ − A4

A3
,
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полученная из (3.5.5) и соответствующая A3 6= 0 в (3.5.3), имеет совмест-
ное решение в следующих случаях:

ϕ = ±
√

−A4/A3 x+ C1 при условии 1◦,

ϕ = − 2

A3
ln |x| + C1 при условии 2◦,

ϕ = − 2

A3
ln

∣∣∣∣cos

(
1

2

√
A3A4 x+ C1

)∣∣∣∣+ C2 при условии 3◦,

ϕ = − 2

A3
ln

∣∣∣∣sh
(

1

2

√
−A3A4 x+ C1

)∣∣∣∣+ C2 при условии 4◦,

ϕ = − 2

A3
ln

∣∣∣∣ch
(

1

2

√
−A3A4 x+ C1

)∣∣∣∣+ C2 при условии 5◦,

где C1 и C2 – произвольные постоянные. Эти решения соответствуют пра-
вой части уравнения (3.5.8), задаваемой в параметрической форме. Усло-
вия 1◦ − 5◦ имеют вид:

1◦ A2 =
A1A4

A3
, B1 = B2 = 0,

2◦ A1 =
A2

3

2
, A2 = A4 = B2 = 0, B1 = 4A−2

3 e−A3C1,

3◦ A1 =
A2

3

2
, A2 =

A3A4

2
, B2 = 0, A3A4 > 0,

4◦ A1 =
A2

3

2
, A2 =

A3A4

2
, B2 = 0, A3A4 < 0,

5◦ A1 =
A2

3

2
, A2 =

A3A4

2
, B2 = 0, A3A4 < 0,

Случай 3. Вырожденным решениям функционального уравнения
(3.5.6) и (3.5.7) соответствуют решения нелинейного уравнения теплопро-
водности (3.5.8) типа бегущей волны [функция F(w) – произвольна] и
решения линейного уравнения (3.5.8) с источником вида F(w) = k1w+k2.

Замечание. Можно искать более сложные решения уравнения
(3.5.8) с функциональным разделением вида

w = w(z), z = ϕ(ξ) + ψ(t), ξ = x + at.

Подстановка этих выражений в уравнение (3.5.8) также приводит к функ-
циональному уравнению (3.5.10), в котором x надо переобозначить на ξ
и положить

f(t) = −ψ′
t, g(ξ) = ϕ′′

ξξ − aϕ′
ξ, h(ξ) = (ϕ′

ξ)
2,

Q(z) = w′′
zz/w

′
z, R(z) = f(w(z))/w′

z.
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Дальнейшая процедура построения решения проводится так же, как в
примере 33.

Пример 34. Аналогичным образом рассматривается более общее
уравнение

∂w

∂t
= a(x)

∂2w

∂x2
+ b(x)

∂w

∂x
+ F(w), (3.5.13)

которое встречается в задачах конвективного тепло- и массообмена (a =
= const, b = const), в задачах теплопереноса в анизотропных средах (b =
= a′x), в пространственных задачах теплопроводности с осевой и централь-
ной симметрией (a = const, b = const/x).

Поиск точных решений уравнения (3.5.13) вида (3.5.9) приводит к
функциональному уравнению (3.5.10), где

f(t) = −ψ′
t, g(x) = a(x)ϕ′′

xx + b(x)ϕ′
x(x),

h(x) = a(x)(ϕ′
x)

2, Q(z) = w′′
zz/w

′
z, R(z) = f(w(z))/w′

z.

Подставляя эти выражения в (3.5.4)–(3.5.7), получим системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений для определения искомых величин.

Замечание. В примерах 33–34 построение точных решений раз-
личных уравнений математической физики сводилось к одному и тому
же функциональному уравнению. Это наглядно демонстрирует полез-
ность выделения и независимого рассмотрения отдельных функциональ-
ных уравнений (и целесообразность разработки методов решения функ-
циональных уравнений со сложным аргументом).

3.5.3. Функциональное уравнение f(t) + g(x)Q(z)+
+h(x)R(z) = 0, где z = ϕ(x) + ψ(t). Дифференцируем уравнение
по x. Получим функционально-дифференциальное уравнение с двумя пе-
ременными x и z:

g′xQ+ gϕ′
xQ

′
z + h′xR + hϕ′

xR
′
z = 0, (3.5.14)

которое с точностью до очевидных переобозначений совпадает с уравне-
нием (2.5.4) из разд. 2.5.

Невырожденный случай. Решение уравнения (3.5.14) можно полу-
чить с помощью формул (2.5.5) из разд. 2.5. В результате приходим к
системе обыкновенных дифференциальных уравнений

g′x = (A1g + A2h)ϕ
′
x,

h′x = (A3g + A4h)ϕ
′
x,

Q′
z = −A1Q− A3R,

R′
z = −A2Q−A4R,

(3.5.15)

83



где A1, A2, A3, A4 – произвольные постоянные.
Решение системы (3.5.15) имеет вид

g(x) = A2B1e
k1ϕ + A2B2e

k2ϕ,

h(x) = (k1 − A1)B1e
k1ϕ + (k2 − A1)B2e

k2ϕ,

Q(z) = A3B3e
−k1z + A3B4e

−k2z,

R(z) = (k1 − A1)B3e
−k1z + (k2 −A1)B4e

−k2z,

(3.5.16)

где B1, B2, B3, B4 – произвольные постоянные, а k1 и k2 – корни квад-
ратного уравнения

(k − A1)(k −A4) − A2A3 = 0. (3.5.17)

В вырожденном случае при k1 = k2 члены ek2ϕ и e−k2z в (3.5.16) надо
заменить соответственно на ϕek1ϕ и ze−k1z. В случае чисто мнимых или
комплексных корней уравнения (3.5.17) в решении (3.5.16) надо выделить
действительную (или мнимую) часть.

Подставив (3.5.16) в исходное функциональное уравнение

f(t) + g(x)Q(z) + h(x)R(z) = 0, где z = ϕ(x) + ψ(t), (3.5.18)

получим условия, которым должны удовлетворять свободные коэффици-
енты, и найдем функцию f(t):

B2 =B4 =0 =⇒ f(t)=[A2A3 + (k1 −A1)
2]B1B3e

−k1ψ,

B1 =B3 =0 =⇒ f(t)=[A2A3 + (k2 −A1)
2]B2B4e

−k2ψ,

A1 =0 =⇒ f(t)=(A2A3 + k2
1)B1B3e

−k1ψ + (A2A3 + k2
2)B2B4e

−k2ψ.
(3.5.19)

В решения (3.5.16), (3.5.19) входят произвольные функции ϕ = ϕ(x) и
ψ = ψ(t) .

Вырожденный случай. Функциональное уравнение (3.5.18) имеет
также вырожденное решение

f = B1B2e
A1ψ, g = A2B1e

−A1ϕ, h = B1e
−A1ϕ, R = −B2e

A1z − A2Q,

где ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(t), Q = Q(z) – произвольные функции, A1, A2, B1,
B2 – произвольные постоянные, и вырожденное решение

f = B1B2e
A1ψ, h = −B1e

−A1ϕ − A2g, Q = A2B2e
A1z, R = B2e

A1z,

где ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(t), g = g(x) – произвольные функции, A1, A2, B1,
B2 – произвольные постоянные. Вырожденные решения можно получить
из исходного уравнения и его следствия (3.5.14) с помощью формул (2.5.6)
из разд. 2.5.
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Пример 35. Для нелинейного уравнения первого порядка

∂w

∂t
= F(w)

(
∂w

∂x

)2

+ G(x)

поиск точных решений вида (3.5.9) приводит к функциональному уравне-
нию (3.5.18), где

f(t) = −ψ′
t, g(x) = (ϕ′

x)
2, h(x) = G(x),

Q(z) = F(w)w′
z, R(z) = 1/w′

z, w = w(z).

Пример 36. Для нелинейного уравнения теплопроводности (3.3.1)
[см. пример 31 из разд. 3.3.2] поиск точных решений вида w = w(z), z =
= ϕ(x)+ψ(t) приводит к функционально-дифференциальному уравнению
(3.3.3), которое приводится к функциональному уравнению (3.5.18), если
положить

f(t) = −ψ′
t, g(x) = ϕ′′

xx, h(x) = (ϕ′
x)

2,

Q(z) = F(w), R(z) =
[F(w)w′

z]
′
z

w′
z

, w = w(z).

3.5.4. Функциональное уравнение f(x) + g(y) + h(x)P (z)+
+s(y)Q(z) +R(z) = 0, где z = ϕ(x) + ψ(y). Дифференцируем
уравнение по y. Полученное выражение делим на ψ′

yP
′
z и дифференци-

руем по y. В результате приходим к уравнению с двумя аргументами y
и z, которое рассматривалось в главе 2 [см. уравнение (2.2.3) и его реше-
ния (2.5.1)].

Пример 37. Рассмотрим стационарное уравнение теплопроводно-
сти в неоднородной анизотропной среде с нелинейным источником

∂

∂x

[
a(x)

∂w

∂x

]
+

∂

∂y

[
b(y)

∂w

∂y

]
= F(w). (3.5.20)

Поиск точных решений уравнения (3.5.20) вида w = w(z), где z =
= ϕ(x) + ψ(y), приводит к функциональному уравнению

f(x)+g(y)+h(x)P (z)+s(y)Q(z)+R(z) = 0, где z = ϕ(x)+ψ(y) (3.5.21)

в котором

f1(x) = a(x)ϕ′′
xx + a′x(x)ϕ

′
x, f2(y) = b(y)ψ′′

yy + b′y(y)ψ
′
y,

g1(x) = a(x)(ϕ′
x)

2, g2(y) = b(y)(ψ′
y)

2,

P (z) = Q(z) = w′′
zz/w

′
z, R(z) = −F(w)/w′

z, w = w(z).
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Не проводя полного анализа уравнения (3.5.20), ограничимся здесь изу-
чением решений с обобщенным разделением переменных, которые суще-
ствуют при произвольной правой части F(w).

Сделав замену z = ζ2, ищем решения уравнения (3.5.20) вида

w = w(ζ), ζ2 = ϕ(x) + ψ(y). (3.5.22)

Учитывая соотношения
∂ζ

∂x
=
ϕ′
x

2ζ
и
∂ζ

∂y
=
ψ′
y

2ζ
, из (3.5.20) получим

[
(aϕ′

x)
′
x + (bψ′

y)
′
y

]w′
ζ

2ζ
+
[
a(ϕ′

x)
2 + b(ψ′

y)
2
]ζw′′

ζζ − w′
ζ

4ζ3
= F(w),

F(w) = F
(
w(ζ)

)
. (3.5.23)

Для разрешимости этого функционального уравнения потребуем, чтобы
выражения в квадратных скобках были функциями от ζ:

(aϕ′
x)

′
x + (bψ′

y)
′
y = M(ζ), a(ϕ′

x)
2 + b(ψ′

y)
2 = N(ζ).

Продифференцировав первое из этих равенств по x и по y, приходим
к уравнению (M ′

ζ/ζ)
′
ζ = 0, общее решение которого имеет вид M(ζ) =

= C1ζ
2+C2. Аналогично находим N(ζ) = C3ζ

2+C4. Здесь C1, C2, C3, C4

– произвольные постоянные. В итоге получим

(aϕ′
x)

′
x + (bψ′

y)
′
y = C1(ϕ+ ψ) + C2, a(ϕ′

x)
2 + b(ψ′

y)
2 = C3(ϕ+ ψ) + C4.

Разделение переменных приводит к системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений для нахождения функций ϕ(x), a(x), ψ(y), b(y):

(aϕ′
x)

′
x − C1ϕ− C2 = k1, (bψ′

y)
′
y − C1ψ = −k1,

a(ϕ′
x)

2 − C3ϕ− C4 = k2, b(ψ′
y)

2 − C3ψ = −k2.

Эта система всегда интегрируется в квадратурах и может быть пре-
образована к виду





(C3ϕ+ C4 + k2)ϕ
′′
xx + (C1ϕ+ C2 + k1 − C3)(ϕ

′
x)

2 = 0,

(C3ψ − k2)ψ
′′
yy + (C1ψ − k1 − C3)(ψ

′
y)

2 = 0;

a = (C3ϕ+ C4 + k2)(ϕ
′
x)

−2,

b = (C3ψ − k2)(ψ
′
y)

−2,

(3.5.24)

где уравнения для функций ϕ и ψ не зависят от a и b и могут решаться
независимо. Не проводя полного исследования системы (3.5.24), отметим
простой частный случай, когда она интегрируется в явном виде.
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При C1 = C2 = C4 = k1 = k2 = 0, C3 = C 6= 0 имеем

a(x) = αeµx, b(y) = βeνy, ϕ(x) =
Ce−µx

αµ2
, ψ(y) =

Ce−νy

βν2
,

где α, β, µ, ν – произвольные постоянные. Подставив эти выражения в
(3.5.23) и учитывая вид переменной ζ (3.5.22), получим уравнение для
функции w(ζ):

w′′
ζζ −

1

ζ
w′
ζ =

4

C
F(w).

Система (3.5.24) имеет также другие решения, приводящие к раз-
личным выражениям для функций a(x) и b(y).

Задачи к разделу 3.5:

1. Решить функциональные уравнения:
a) f(x+ y) = f(x) + f(y) − af(x)f(y),
b) f(x)g(y) = h(x+ y),
c) f(x)g(y) + h(y) = f(x+ y),
d) f(x)g(y) = h

(
ϕ(x) + ψ(y)

)
,

e) f(x) + g(y) = h
(
ϕ(x)ψ(y)

)
,

где f(x), g(y), h(z) – искомые функции.
Указание. Использовать метод дифференцирования и результаты

раздела 3.5.

В упражнениях 2–8 функции f и g подлежат определе-

нию.

2. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений первого порядка:

a) wt = f(w)wx + g(w),
b) wt = f(w)wn

x + g(w),
c) w2

t = f(w)wn
x + g(w).

Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t).

3. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений теплопроводности:

a) wt = [f(w)wx]x + g(w),
b) wt = [f(w)wx]x + g(w)wx.
Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t).

4. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений теплопроводности:

a) wt = [f(x)wx]x + g(w),
b) wt = awxx + bxnwx + f(w), n = 1, 0, −1.
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Указание. Эти уравнения являются частными случаями уравне-
ния (58).

5. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений теплопроводности:

a) wt = x−n[xnf(w)wx]x,
b) wt = x−n[xnf(w)wx]x + g(w).
Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t).

6. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейных уравнений:

a) wt = [f(w)wn
x]x + g(w).

b) wt = x−n[xnf(w)wx]x + g(w).
Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t).

7. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейного волнового уравнения wxt = f(w).

Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t), а
затем использовать результаты решения функционального уравнения d)
из первого упражнения.

8. Найти решения с функциональным разделением переменных
нелинейного уравнения третьего порядка:

wxxt = f(w).
Указание. Решения искать в виде w = w(z), z = ϕ(x) + ψ(t). Полу-

ченное функционально-дифференциальное уравнение свести к функцио-
нальному уравнению (3.5.21).

Литература к разделу 3.5:

• Зайцев В. Ф., Полянин А. Д. Справочник по дифференциальным уравнениям
с частными производными: Точные решения. – М.: Международная программа
образования, 1996. – 496 с.

• Полянин А. Д., Журов А. И. Точные решения нелинейных уравнений механики
и математической физики // Доклады РАН, 1998, т. 360, № 5, с. 640–644.

• Полянин А. Д., Зайцев В. Ф. Справочник по нелинейным уравнениям математи-
ческой физики: Точные решения. – М.: Физматлит, 2002. – 432 с.

• Polyanin A. D., Zaitsev V. F. Handbook of Nonlinear Partial Differential Equations.
– Boca Raton: Chapman & Hall/CRC Press, 2004.
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