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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Метод конечных элементов в настоящее время является одним 
из самых распространенных методов решения прикладных задач, 
например изучения тепловых процессов, прочностных расчетов, 
проблем динамики жидкости. Наглядность метода и сравнительная 
простота его применения в случае областей сложной формы сделали 
его весьма популярным среди широкого круга прикладников, в 
частности инженеров. На его основе создан и успешно эксплуати
руется ряд промышленных систем прикладных расчетов.

Первоначально метод конечных элементов был предложен инже
нерами, нашел широкое применение на практике, но значительное 
время оставался вне поля зрения математиков. После подробного 
математического его исследования оказалось, что при негладких 
входных данных задачи метод конечных элементов часто сходится 
быстрее, чем метод конечных разностей, а иногда вообще обладает 
оптимальной скоростью сходимости.

Один из авторов, Ольгерд Зенкевич, относится к числу осново
положников метода конечных элементов, описание которого зани
мает центральное место в книге. Она адресована прежде всего инже
нерам, и поэтому в ней, как пишут авторы, «сделана попытка дать 
изложение, которое при разумной строгости было бы доступно тем, 
кто знаком лишь с основами математического анализа». И хотя 
понятия «разумной строгости» анализа вычислительных алгоритмов 
у математиков и у инженеров отнюдь не совпадают (например, в 
книге вообще не уделяется внимания устойчивости решения по 
отношению к вычислительной погрешности), мы редко вмешива
лись в авторский текст, чтобы не нарушать цельности изложе
ния.

При общей ориентации на первоначальное ознакомление чита
теля с методом конечных элементов книга содержит материал, инте-



ресный и для специалистов. Здесь следует прежде всего указать 
установление взаимосвязи между методом конечных элементов, 
методом конечных разностей и другими приближенными методами 
решения дифференциальных уравнений. Однако главная ее цен
ность — систематическое и подробное описание метода, иллюстри
рованное многочисленными примерами и позволяющее читателю 
войти в курс предмета.

Н. С. Бахвалов
Москва 
март 1985 г.



Посвящается 
Элен и Элизабет

ПРЕДИСЛОВИЕ

В настоящее время метод конечных элементов является мощным 
средством приближенного решения дифференциальных уравнений, 
описывающих различные физические процессы. Многообразны его 
применения в технике и научных исследованиях, и можно с полным 
основанием сказать, что без него (и его служанки ЭВМ) многие 
задачи не могли бы быть решены. Однако, несмотря на столь широкое 
распространение метода, у пользователей, обучавшихся по стандар
тным студенческим курсам и даже по спецкурсам, зачастую наблю
дается непонимание используемых в нем идей. Наша книга адресо
вана такой аудитории и может быть положена в основу учебных 
курсов для студентов и аспирантов: в течение последних лет в 
Уэльском университете студентам, специализирующимся по граж
данскому строительству, читался курс, построенный на материале 
отдельных разделов этой книги, и, по нашему мнению, такой курс 
воспринимался без особого труда. При работе над текстом авторы 
учитывали интересы инженеров и физиков, так что содержание 
книги рассчитано на всех, кто изучает этот предмет.

Прошло около 25 лет с того момента как был введен в обращение 
термин «метод конечных элементов». В то время его идейным источ
ником было исследование механических конструкций и аналогии 
с такого рода дискретными проблемами использовались для реше
ния непрерывных задач. По мере углубления понимания основного 
процесса становилась очевидной его связь с другими приближен
ными методами (такими, как методы Релея, Ритца и Галеркина), 
и достигнутая общность привлекла к этой области внимание мате
матиков. К сожалению, многие из их работ написаны на языке, 
малопонятном для представителей иных специальностей. Поэтому 
в нашей книге сделана попытка дать изложение, которое при разум
ной строгости было бы доступно тем, кто знаком лишь с основами 
математического анализа.



До появления метода конечных элементов существовало много 
иных численных процессов аппроксимации. Это уже зарекомендо
вавшие себя методы граничных решений и конечно-разностные ме
тоды. Их приверженцы по временам скрещивали шпаги с защитни
ками метода конечных элементов, провозглашая те или иные их 
преимущества. В настоящее время некоторые из нас видят, что все 
процессы аппроксимации, используемые при решении описываемых 
дифференциальными уравнениями задач, по существу составляют 
единое целое, и эта мысль постоянно подчеркивается в книге. Мы 
пытаемся показать, что можно ввести «обобщенный метод конечных 
элементов», охватывающий все возможные варианты и, таким об
разом, оставляющий простор для выбора пользователем оптималь
ной аппроксимации. По этой причине книга начинается с главы, 
посвященной конечно-разностным методам,— возможно, наиболее 
наглядным (и старейшим) процедурам аппроксимации.

Мы старались обеспечить достаточное число иллюстративных 
примеров, а также упражнений, чтобы книга могла служить учеб
ником (или даже самоучителем). Любые предложения читателя по 
конкретным улучшениям будут приветствоваться.

В заключение мы хотели бы поблагодарить д-ра Дона Келли за 
содействие в написании посвященной оценкам погрешностей части 
гл. 8 и секретарей Отдела гражданского строительства в Суонси 
за перепечатку рукописи.

О. Зенкевич 
К- Морган

Суонси, Уэльс% Великобритания 
Сентябрь 1982 г.



НЕПРЕРЫВНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ И 
НЕОБХОДИМОСТЬ ЧИСЛЕННОЙ ДИСКРЕТИЗАЦИИ. 
КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ

1.1. Введение

При поиске количественного описания физического явления 
инженер и физик обычно вводят в рассмотрение некоторую систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений или уравнений с 
частными производными, справедливую в определенной области, и 
налагают на эту систему подходящие краевые и начальные условия. 
На этой стадии математическая модель замкнута, и для практических 
применений требуется только найти решение для конкретного мно
жества числовых данных. Здесь, однако, возникают основные труд
ности, так как точному решению существующими математическими 
методами поддаются лишь уравнения самого простого вида внутри 
геометрически тривиальных границ. Обыкновенные дифференци
альные уравнения с постоянными коэффициентами являются одним 
из немногих примеров, для которых имеются стандартные процеду
ры решения, но даже здесь при большом числе зависимых перемен
ных встречаются значительные трудности.

Чтобы преодолеть эти трудности и иметь возможность восполь
зоваться наиболее мощным средством вычислений нашего века — 
цифровой ЭВМ,— необходимо преобразовать задачу к чисто ал
гебраической форме, включающей только основные арифметические 
операции. Для достижения этой цели могут быть использованы 
различные виды дискретизации непрерывной задачи, определенной 
дифференциальными уравнениями. При такой дискретизации беско
нечное множество чисел, представляющих неизвестную функцию 
или функции, заменяется конечным числом неизвестных парамет
ров, и для этого процесса, вообще говоря, требуется некоторая 
форма аппроксимации.

Среди различных возможных видов дискретизации одним из 
простейших является процесс перехода к конечным разностям. В 
этой главе описываются некоторые из основных моментов этого 
процесса, что позволит сформулировать суть метода. Остальная 
часть книги касается различных аппроксимаций базисными функ
циями, при общей классификации относящихся к методам конеч
ных элементов. Читатель увидит впоследствии, что даже конечно
разностный процесс может быть включен (как подкласс) в эту 
более общую категорию.



Прежде чем переходить к дальнейшему изложению, сосредото
чим внимание на некоторых конкретных задачах, которые будут 
служить основой для дальнейших примеров. В книге такого объема 
очевидным образом невозможно детально оперировать с широким 
кругом физических задач, каждая из которых требует своей поста
новки. Надеемся, однако, что немногочисленные выбранные при
меры помогут установить общие принципы аппроксимации, которые 
читатели смогут затем применить к интересующим их конкретным 
частным случаям.

1.2. Некоторые примеры непрерывных задач

Рассмотрим представленную на рис. 1.1, а задачу распростра
нения тепла в двумерной области £2. Если потоки тепла в направ
лении осей х и у на единицу длины за единицу времени обозна
чены через qx и qy соответственно, то разность D между выте
кающим и втекающим потоками для элемента размера dxdy зада
ется выражением

D =  dy (qx +  ̂ d x — qx'j +  dx(qy + ^ d y — qy') (1.1)

Для сохранения тепла эта величина должна быть равна сумме 
тепла, генерируемого в элементе за единицу времени, скажем 
Q dxdy у где Q может изменяться в зависимости от координат и 
времени^ и тепла, освобождаемого за единицу времени из-за изме
нения температуры, а именно — pc(d(p/dt) dxdy, где с— удельная 
теплоемкость, р — плотность и (р(я, у , I) — распределение темпе
ратуры. Ясно, что это требование равенства ведет к дифферен
циальному соотношению

dqjdx +  dqyjdy— Q +  pc dcp/dtf =  0, (1.2)

которое выполняется во всей области Q, где решается задача.
Вводя теперь физический закон, определяющий поток тепла 

в изотропной среде [1], можно записать для компоненты потока 
в произвольном направлении п

— кду/дп, (1.3)

где k — коэффициент теплопроводности, характеризующий свой
ство среды, известное под названием проводимости. В частности, 
для изотропного материала по направлениям х и у выполняются 
равенства

qx =  — k д ф х , qy =  — k д(р 1ду. (1.4)

Соотношения (1.2) и (1.4) определяют систему дифференциальных 
уравнений, описывающих рассматриваемую задачу; теперь эти



я=о x=Lx
6

Рис. 1.1. Примеры непрерывных задач, а — двумерная задача теплопроводности; 
б — одномерная задача теплопроводности.

уравнения нужно решить относительно трех зависимых перемен
ных qx, qv и ф.

Для такого решения необходимо задать начальные условия, 
скажем в момент времени t =  /0 (например, в этот момент вре
мени всюду в Q может быть задано распределение температуры), 
и краевые условия на границе Г области решения задачи. Как 
правило, могут быть использованы два различных типа краевых 
условий.

В случае первого условия, скажем применяемого на участке 
границы Гф, задаются значения температуры ф (л;, у , /), т. е.

Ф— ф =  0 на Гф. (1.5)

Краевое условие этого вида часто называют краевым условием 
Дирихле.

В случае второго условия, применяемого на остальной части 
границы Г^, задаются значения потока тепла q (л:, у , t) в направ-



лении нормали к границе п. Тогда можно записать

Яп — Я =  0 на Г ,, (1.6а)

— kd(p/dn^q =  0 на Г?. (1.66)

Этот тип краевого условия часто называется краевым условием 
Неймана.

Теперь задача полностью определена уравнениями (1.2), (1.4), 
(1.5) и (1.6), и решением этой системы уравнений в принципе 
можно получить числа, представляющие распределение для ср, 
qx и qy в любой момент времени.

Данную задачу можно записать в иной форме, исключив при 
помощи уравнений (1.4) величины qx и qy из уравнения (1.2) 
и получив в результате дифференциальное уравнение более высо
кого порядка с одной независимой переменной, а именно урав
нение

( | ' 7 )

для которого опять требуется задать начальные и краевые условия.
Выше была рассмотрена задача, определенная в пространст

венно-временной области и требующая задания начальных усло
вий. Независимыми переменными здесь были х, у и /. Если 
предполагаются стационарные условия (т. е. задача не зависит 
от времени и, следовательно, дф/д/ =  0), то уравнения (1.2) и 
(1.7) упрощаются. В последнем случае имеет место уравнение

s ( * S ) + s ( * % )  +  «-<>- <>-*>
для решения которого требуется только задать краевые условия 
вида (1.5) и (1.6). Такие краевые задачи будут предметом обсуж
дения большей части этой книги, но в гл. 7 мы вернемся к урав
нениям, зависящим от времени, и рассмотрим возможные методы 
их решения.

Хотя основные уравнения были записаны для двумерного 
случая, их легко распространить на трехмерный случай, чтобы 
иметь возможность иметь дело с более общими задачами. С другой 
стороны, в некоторые задачи входит только одна независимая 
переменная; на рис. 1.1,6, например, рассматривается поток 
тепла через плиту, на которой условия не меняются по у. Тогда 
из уравнения (1.8) получаем обыкновенное дифференциальное 
уравнение

d (k dy/dx)/dx +  Q =  0, (1.9)

а «областью» определения задачи является отрезок 0 ^  х ^  Lx.
Такое обыкновенное дифференциальное уравнение можно ре



шить аналитически, однако мы широко используем его (и ана
логичные уравнения) для иллюстрации применения процедур 
дискретизации. Это позволит продемонстрировать точность приб
лиженных методов путем сравнения получаемых результатов 
с точными решениями.

Только что описанная задача теплопроводности является типич
ным примером многих физических ситуаций, и действительно, 
уравнение (1.8) описывает и другие задачи, например следующие.

1. Безвихревое течение идеальной жидкости. Если положить 
& = 1 , Q =  0, то уравнение (1.8) сведется к простому уравнению 
Лапласа

д2у!дх2 +  д2ср/ду2 =  V2cp =  0, (1.10)
описывающему распределение потенциала в безвихревом течении 
идеальной жидкости.

2. Течение жидкости через пористую среду. Здесь полагается 
Q =  0 и k отождествляется с проницаемостью среды. Тогда гидро
динамический напор ф удовлетворяет уравнению (1.8).

3. Малые деформации мембраны под действием поперечной 
нагрузки. При k = l  и величине Q, определенной как отношение 
интенсивности поперечной нагрузки к натяжению мембраны, урав
нение (1.8) служит для описания поперечного отклонения мем
браны ф.

Читателю, знакомому с различными физическими и инженерными 
задачами, встречаются и другие приложения, и время от времени 
в этой книге будут рассматриваться различные приложения при
веденного выше дифференциального уравнения, а также другие 
системы дифференциальных уравнений.

Хотя в таких случаях полное исследование происхождения и 
вывода таких уравнений может не всегда быть очевидным всем 
читателям, можно надеяться, что процедуры математической 
дискретизации, выбранные для получения решения, будут ясны 
во всех случаях.

1.3. Конечные разности в одномерном случае

Предположим, что решается просто одномерная краевая 
задача, т. е. требуется определить функцию ф (х ) , удовлетворяю
щую заданному дифференциальному уравнению на отрезке 0 ^  

вместе с надлежащими краевыми условиями при х =  0 
и x =  Lx. Как было только что показано, типичным примером 
такого рода задачи является задача вычисления распределения 
температуры ф (х) в плите толщиной Lx из материала с коэффи
циентом теплопроводности k\ на плоскостях х =  0 и x =  Lx, огра
ничивающих плиту, сохраняются заданные значения темпера-



Типичные почни сетки
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Рис. 1.2. Построение конечно-разностной сетки на отрезке 0<.x<.Lx.

туры ф0 и q>Lx соответственно, и в плите генерируется тепло со 
скоростью Q(x) на единицу толщины. Дифференциальное урав
нение для этой задачи задается уравнением (1.9), которое при 
предположении, что теплопроводность материала постоянна, сво
дится к уравнению

kcP(p/dx2 =  — Q (х). (1.11)
Соответствующие краевые условия задаются равенствами вида 
(1.5) и могут быть записаны в виде

ф(0) =  Фо. Ф (£*) =  ФLx- (1-12)
Для решения этой задачи методом конечных разностей прежде 

всего производится дискретизация независимой переменной х , т. е. 
строится множество (или сетка) L +  1 дискретных равноотстоящих 
точек xL (/ =  0, 1, 2, L) на отрезке 0 ^ x ^ .L x (см. рис. 1.2) 
с х0 =  0, xl =  Lx и х 1+1— xt =  ^x.

Следующий шаг состоит в замене в дифференциальном урав
нении членов, содержащих дифференцирование, членами, в кото
рых используются только алгебраические операции. Этот про
цесс по необходимости включает аппроксимацию и может быть 
выполнен путем использования конечно-разностных аппроксима
ций для производных функции. Обсудим теперь способ, которым 
могут быть осуществлены такие аппроксимации.

1.3.1. Конечно-разностные аппроксимации производных

Пользуясь разложением по формуле Тейлора, можно записать 
Ф ( * т )  =  Ф (*< +  А*) =  ф (х,) +  Ах d<p/dx\XB1Xl +

+  (Ах2/2) d^/dx2 | „ , |+0ia„  (1.13)

где 0Х— некоторое число, 0 ^ 0 ,  ^ 1 .  Используя нижний индекс I 
для значения в точке х =  х{, это соотношение можно переписать 
в виде

Ф т  =  Ф< +  Axd(p/dx\t +  (Ах2/2) d*<p/d*a|/+e,. (1.14)

и, следовательно,
d<fldx\t =  (ф<+1— 4>i)lAx — (Ах/2) d \ / d x 2\i+ei. (1.15)



Это ведет к так называемой аппроксимации разностью вперед 
для первой производной функции, когда

dy/dx |, « (q>l+1 — <р,)/Дх. (1.16)

Нетрудно видеть, что погрешность Е такой аппроксимации зада
ется выражением

£  =  — (Алг/2) d\/dx"\i+QV (1.17)

и так как Е пропорциональна Алг, то говорят, что эта погреш
ность равна О (Ал:). Так указывается порядок погрешности.

Из этого выражения нельзя получить точную величину погреш
ности, так как фактическое значение 0, неизвестно, однако

|.Е | ^  (Дх/2) max |d2<p/djc2|. (1.18)
[*г- *i+i]

Рис. 1.3 дает графическую интерпретацию полученной аппрокси
мации. Первая производная от <р(лг) в x =  xt равна наклону каса
тельной к кривой у — ф(х) в этой точке, т. е. наклону пря
мой АВ. Аппроксимация разностью вперед равна наклону пря
мой АС, и нетрудно видеть, что с уменьшением шага сетки Ах 
наклон этой прямой аппроксимирует наклон прямой АВ.

Аналогичным образом, пользуясь разложением по формуле 
Тейлора, получим

_ j =  фг— Ах dq>/dx |, +  (Лх2/2) d2<p/dx21/ - в,, (1-19)



где О ^ 0 2^ 1 .  Переписывая это соотношение в виде
d<p/dx\l =  ((pl — <pl_l)/kx+(Ax/2)d2y/dx21/_е„ (1.20)

можно получить аппроксимацию разностью назад
d(p/dx\t «  (Ф̂  — Ф/ .J /A a:. (1.21)

Погрешность Е этой аппроксимации снова имеет порядок 0(Дх), и 
| £  | <  (Ajc/2) max | dhp/dx21. (1*22)

Iхi-v xi\

Графическое представление аппроксимации разностью назад можно 
видеть на рис. 1.3; теперь наклон прямой АВ аппроксимируется 
наклоном прямой AD.

Для обеих аппроксимаций разностями (вперед и назад) по
грешность имеет один и тот же порядок 0(Дл:). Однако если 
разложения (1.14) и (1.19) заменить на

Ф т  =  Фг +  Д * $
, Ах2 d2ср , Ах3 d3tр

О < 0 3

Фг-i =  ф£ —
, Ах2 d2tр 

1 +  Т  lx2
Д*3 d3(р 

i Tdx3

(1.23а)

О < 0 4<  1, (1.236)

то более точное представление для первой производной можно 
получить вычитанием равенства (1.236) из равенства (1.23а). 
Результирующее уравнение

Ф/+1 -Ф*-1 =  2 Д * ^
, Д*3 ( d3ф 

6" [dx3 / + 0. + S H . J  с - 24»

может быть использовано для получения аппроксимации цент
ральной разностью

cpz_,)/(2Ax); (1.25)

для погрешности Е этой аппроксимации имеем

|Е | ^  (Дх2/6) max \ePq>/dx3\. (1.26)
lxi-v xi+d

Так как здесь погрешность имеет порядок 0 (Д *2), это представ
ление должно быть лучше, чем аппроксимации разностями вперед 
и назад. Это тоже видно на рис. 1.3, где графическая интерпре
тация состоит в том, что наклон прямой АВ аппроксимируется



наклоном прямой DC. Складывая разложения в ряд Тейлора

Ф г+1 =  Ф* +  А * | | г
, Ах2 d2ср , Д *3 d3ф , Ах4, d4cp

1 ^ I T l x 4 ,

o < e , < i ,

Ф * -х  =  Ф* —
, Ах2 d2(p 

T l x 2
Ах3 d3y 

i 6™ lx 3
, Д * 4 d\ р

L ~ т ~ Ж И

/+0Ь
(1.27а)

/-ев
0 < е б<  1, (1.276)

обнаруживаем, что члены с первой и третьей производными 
взаимно уничтожаются. В результате имеем

d2 ср _ ф ! + 1  —  2 Ф< +  Ф г - т А х 2 Ы 4ср , d* ф

/+ е5 "r  d x 4d x 2 г А * 2 24  \ dx4
(1.28)

и, таким образом, вторую производную можно аппроксимировать 
выражением

d\/dx21, да (ф/+1 — 2ср, +  Ф,_,)/(Дл:2). (1.29)

Погрешность Е этой аппроксимации имеет порядок О (Ал:2), причем

\Е | ^  (Дл:2/ 12) шах |^ 4ф/£бс* |. (1.30)
t*i-v *г+г]

Эти аппроксимации первой и второй производных достаточны 
для наших последующих целей. Аппроксимации (возрастающей 
сложности) производных более высоких порядков, если они потре
буются, можно получить аналогичным образом. Вкратце это будет 
рассмотрено далее; см. § 1.10.

1.3.2. Решение дифференциального уравнения 
методом конечных разностей

Записывая уравнение (1.11) в типичной точке сетки хь  имеем 
точное равенство

kd2y/dx21* =  — Q* (1.31)

и, используя аппроксимацию (1.29) для второй производной, при
ходим к уравнению

k (Фг+i— 2Ф* +  ф*-1 )/(Л*2) =  — Qi- (1 -32)

Уравнение такого типа получается в любой внутренней точке xt 
(1= 1, 2, ., L— 1) конечно-разностной сетки. Выписав все эти
уравнения (с изменением знака и с учетом краевых условий (1.12)),



лолучим

— Фг +  2ф, =  A x2Qjk +  ф0, 
— Фз +  2ф2 — ф, =  A x2Q jk ,
— ф4 +  2ф3 —ф2 =  Ax2Q3/k,

(1.33)

Ф/.-1 “Ь 2ф ф ^-з — AxlQl _-Jk,

2фх,_1 ф£—а=  Ад:*(2£_1/Л ~Ь ф

Если ф— вектор-столбец, представляющий собой транспонирован
ную вектор-строку (ф1( ф2, ф£_х), то эту систему уравнений

где

К =

как одно векторное
Кф == f,

2 •- 1 0 0 0
— 1 2 - -1 0 0

0 •- 1 2 — 1 0
0 0 - -1 2 — 1

— 1 2 — 1 
О — 1 2 j

(Ax2/k) Qj - f ф0 1 
(Ax2/k) Q2

f =

(1.34)

(1.35)

(1.36)

\_(Ax2/k) +  фlx_
Таким образом, исходная задача определения неизвестной 

непрерывной функции ф(х) заменяется задачей решения вектор
ного уравнения относительно дискретного множества значений 
Фр Фг> Фз. Ф1 - 1 -

Конечно-разностный метод, следовательно, дает информацию 
о значениях функции в узлах сетки, но не дает никакой инфор
мации о значениях функции между этими точками. В действитель
ности дифференциальное уравнение аппроксимируется только в 
дискретном числе точек, а не на всем интервале.

Можно эффективно вычислить решение уравнения (1.34), если 
заметить, что матрица К симметрична, положительно определенна 
и трехдиагональна, а затем использовать алгоритм обращения,



специально разработанный для таких систем уравнений [ 2 ] 1) . Необ
ходимо заметить, что полученное решение <р только аппроксими
рует точное решение исходной задачи, так как аппроксимация 
состоит в замене уравнения (1.31) уравнениями (1.32). Однако 
тот факт, что погрешность аппроксимации имеет порядок 0(Д х2), 
указывает на уменьшение погрешности при уменьшении шага 
сетки и получение все более точного решения 2).

Практическое использование конечно-разностного метода теперь 
будет продемонстрировано путем применения намеченной выше 
общей теории к простому конкретному случаю.

1---------------- ----------------- h ; ------------- 1£=0 х = ^  х=1
СГд Х% Х$

Рис. 1.4. Конечно-разностная сетка, используемая в примерах 1.1 и 1.2.

Пример 1.1. Требуется найти решение уравнения d2y/dx2 — ср =  
=  0, удовлетворяющее краевым условиям ср =  0 при х =  0 и ф = 1  
при х = 1 .  Шаг сетки Ах=1/31 как показано на рис. 1.4, и реше
ние может быть найдено конечно-разностным методом.

Единственными неизвестными являются cpj и ср2, значения реше
ния в точках л: =  1/3 и х =  2/3 соответственно, тогда как задан
ные краевые условия дают ср0 =  0 и cp3= l .

Уравнение, записанное в произвольной точке сетки х1У 
имеет вид

d2y/dx2\l— ф£ =  О

и, согласно аппроксимации (1.29), может быть выражено в конеч
но-разностной форме так:

Фг+i — 2ф, +  _ 1 — Л *2Ф* =  °-
Используя это уравнение для / =  1 и / =  2, т. е. для двух внут
ренних точек, и учитывая краевые условия, имеем систему

— фа +  2-д- Ф, — О,

2^-фа— Ф1 =  I

с решением q>, =  0.2893, <ра =  0.6107.

*) Этот метод называется методом прогонки (см. Бахвалов Н. С. Числен
ные методы: Анализ, алгебра, обыкновенные дифференциальные уравнения. 
2-е и зд .-М .: Наука, 1975, а также Самарский А. А. Введение в численные
методы.— М.: Наука, 1983).— Прим. ред. 0„ 0ПМ1РНИИ сетки существенно 

а) Для стремления ошибки к нулю при измельче , к „п„ зи ’
кроме того, чтобы конечно-разностный метод был к рр ( ^  Р
И. С., Жидков Н. П. Методы вычислений. Том 2 . - 2-е и зд .-М . Физматгиз, 
1962).— Прим. ред»



Читатель может легко получить аналитическое решение для 
этого простого примера и сравнить приведенные выше результаты 
с точными значениями в узлах сетки 0.2889 и 0.6102 соот
ветственно.

Если вычисление повторить при Ах = 1 /6 , то решение полу
ченной системы уравнений даст значения 0.2890 и 0.6104 для 
конечно-разностных аппроксимаций значений ф при х = 1 /3  и 
л: =  2/3 соответственно. Налицо повышение точности конечно
разностных аппроксимаций с уменьшением шага сетки.

Упражнения

1.1. Решить уравнение ^2ф/^х2 +  ф =  0 с краевыми условиями <р=1 при 
х =  0 и ср =  0 при х = 1 ,  используя шаг сетки Дх =  0.25. Сравнить полученное 
конечно-разностное решение с точным решением.

1.2. Распределение изгибающего момента М в балке под действием распре
деленной поперечной нагрузки w (х) на единицу длины удовлетворяет уравне
нию d2M/dx2 =  w (х). Балка единичной длины свободно оперта (т. е. М = 0 )  на 
обоих концах и несет нагрузку w(x) =  slnnx на единицу длины. Вычислить 
распределение изгибающего момента конечно-разностным методом, используя 
шаг сетки А* =  0.25.

1.3. Уравнение, описывающее изменение температуры Т в вязкой жид
кости, текущей между двумя параллельными пластинами (г/ =  0 и у =  2Н), 
имеет вид

d2Tidy2 =  - [4 U 2ti/(H*k)] ( Я - * / ) 2,
где к и U— коэффициент вязкости, коэффициент теплопроводности и макси
мальная скорость жидкости соответственно. Пусть ц =  0.1, £ =  0.08, Я =  3.0 
и Я =  3.0. Используя конечно-разностный метод и шаг сетки Ду==0.5Я, 
вычислить распределение температуры, если на одной пластине поддерживается 
температура Т =  0, а на другой Г  =  5.

1.4. Трос с натяжением Т закрепляется концами х =  0 и Х =1  и покоится 
на упругом основании жесткостью к. Когда трос подвергается поперечной 
нагрузке w на единицу длины, его отклонение ф удовлетворяет уравнению 
d2q>/dx2 — ky/T =  — w/T. Решить это уравнение конечно-разностным методом 
для случая k/T =  1, w /T = \,  используя шаг сетки Дх =  0.1 и подходящую 
программу для ЭВМ. Сравнить решение с точным ответом для этой задачи.

1.5. На конечно-разностной сетке с шагом Ах первая производная заме
няется аппроксимацией dy/dx \t «  аф *+! +  &Ф*, где а и Ь—постоянные. Пока
зать, что если требуется, чтобы эта аппроксимация была точна каждый раз, 
когда ф—линейная функция от х, то а =  1/Дх, Ь — — 1/Дх, т. е. имеет место 
метод с разностями вперед. Показать, что если то же самое требование при
меняется к аппроксимации dy/dx \t и  вфг +  бф^-ъ то результатом будет метод 
с разностями назад. (Указание. Сначала сдвинуть начало координат в x = x t, 
используя замену переменной х =  х —xt, и затем потребовать, чтобы аппрокси
мация была точной для функций ф = 1  и ф =  х.)

1.6. Доказать, что если аппроксимация d2y/dx21/« яф/.м +  £ф* +  С(И - 1  
точна каждый раз, когда ф — квадратичная функция от х, то â  b и с таковы, 
что аппроксимация совпадает с приведенной в формуле (1.29). Показать, что 
эта аппроксимация точна и в том случае, когда ф — кубический многочлен.

1.7. Построить аппроксимацию
dy/dx 11 «  Афм.2 +  Ьф/ + 1 +  Сф̂ +  Йф£_1 +  «р£. 2|

потребовав, чтобы аппроксимация была точна, если ф — многочлен четвертой 
степени от х. Каков порядок погрешности этой аппроксимации?



1.4. Задача Неймана

В реальных задачах одно (или более) из соответствующих 
краевых условий часто может быть выражено через производную; 
например, возвращаясь к задаче теплопроводности из § 1.3, пред
положим, что на поверхности плиты x =  Lx задан поток теплая/ 
через эту поверхность (т. е. имеет место условие вида (1.6)). 
В силу (1.6) соответствующее условие при x =  Lx теперь выражает 
задание в этой точке не самой температуры, но ее градиента:

— kdy/dx =  q при x =  Lx. (1.37)

Тогда, повторив вычисления предыдущего параграфа и записав 
конечно-разностное уравнение в каждой внутренней точке, получим

— ср2 +  2ф, =  Ax2Qjk +  ф0,
— ф3 + 2 ф 2 — Фх = Д  x2Q2/k,
—  Ф4 + 2 ф 3 — ф2 = Д  x2Q3/k}

(1.38)

— Ф1 - 1  +  2ф£_2— Фл-з =  Д x2QL_2lkt
ФI 4"2ф/_х ф^_2 =  Ax2Q/e l/fe.

Так как теперь ф7 неизвестно, мы имеем систему из L— 1 урав
нений с L неизвестными ф г, ф 2, ф А. Недостающее уравнение 
обеспечивается краевым условием (1.37), которое может быть 
записано как

dy/dx \L =  — q/k. (1.39)

Если производная аппроксимируется разностью назад по формуле 
(1.21), то это условие принимает вид

(ф /.— Ф л -1 )/А *  =  —  Ф  (1 -4 0 )

и вместе с уравнениями (1.38) дает замкнутую систему L уравне
ний для неизвестных ф1э ф2, ф .̂

Пример 1.2. Вернемся к уравнению, рассмотренному в при
мере 1.1, наложив теперь краевые условия ф =  0  при х =  0  
и d(p/dx=l при х = 1 .  Если использована конечно-разностная 
сетка, изображенная на рис. 1 .4 , то неизвестными являются ф и  
Ф2 и ф 3, тогда как краевые условия дают Ф0 =  0 , d(p/dx\3— l.

Конечно-разностная аппроксимация дифференциального урав
нения при хх и хг принимает вид

— Ф2 +  2-д-ф, =  0,

—  Фз 1-2-^ ф2— Фх =  0 .



Используя для заданной на границе производной представление 
разностью назад, имеем

(Фз — <Pi)/(l/3)= 1.

Нетрудно получить решение этой системы уравнений ф, =  0.2477, 
Ф„ =  0.5229, фз =  0.8563 (точным решением в данном случае будет
0.2200, 0.4648 и 0.7616).

В проведенных выше построениях есть определенная несогла
сованность, состоящая в том, что дифференциальное уравнение 
аппроксимируется с погрешностью О (Ал:2), тогда как при пред
ставлении производной разностью назад погрешность аппрокси
мации краевого условия имеет порядок О (Ал:). Этот недостаток 
может быть исправлен путем другой аппроксимации производной 
на границе. Вначале введем фиктивную точку сетки xL+t( =  xL -j- 
+  Ал:) с соответствующей «температурой» ф/+1. Эта «температура» 
не имеет физического смысла, так как точка х/+1 лежит вне рас
сматриваемой плиты. Тогда можно записать конечно-разностное 
представление дифференциального уравнения в каждой точке 
х( {1=1 , 2, . . . .  L) и получить

—  Фз +  2ф1 =  A x2Qx/k +  ф,
—  Фз +  2ф2 —  Ф1 =  A x2Qjk,
—  Ф4 +  2ф* —  Фз =  &x2Q3/k,

—  Ф L +  2ф L.-1 — Ф/.-!2 =  A x2QL_Jk,
— ф£+1 +  2ф L — Фг- i =  A x2QL/k,

т. е. систему L уравнений для L -f 1 неизвестных фх, ф2, . . . ,  ф^+1. 
Недостающее уравнение снова обеспечивается краевым условием 
при x =  Lx, но вместо представления разностью назад, использо
ванного ранее в уравнении (1.40), теперь применяется аппрок
симация центральной разностью. Это означает, что мы имеем

d<p/dx\L & (  фь+1— ф1-г)/(2Д*) (1.42)

и соответствующей формой краевого условия из уравнения (1.37) 
будет

Фг-и —  ф£.-1 =  —  2qAx/k. (1.43)

Таким образом, дифференциальное уравнение и краевое условие 
могут быть аппроксимированы с одним и тем же порядком 
погрешности.

Читатель заметит, что полученная система уравнений, записан



ная в векторной форме (1.34), утрачивает симметричность; в вычис
лительном отношении этот момент достаточно важен.

Пример 1.3. Рассмотрим теперь еще раз задачу, решенную в 
примере 1.2, использовав для производной на границе при х — \ 
аппроксимацию центральной разностью. При том же самом шаге

а:=0

■ IIН х -& 
*  3 Щ=1

-----1
хл
1 3х0 X, *2 х3 *4

Рис. 1.5. Конечно-разностная сетка, используемая в примере 1.3.

сетки Ал: = 1 /3  необходимо ввести фиктивную точку сетки х4 
с соответствующим значением «решения» ф4, как показано на 
рис. 1.5.

Конечно-разностная форма дифференциального уравнения в точ
ках х19 х2, ха дает

— Ч>2 +  2уФг =  0,

— Фз +  2-гФг— Ф1 =  0.

— ф4 +  24-Фз— Ф2 =  0.

где использовано краевое условие ф 0 =  0 . Применение центральной 
разности для производной на границе в х3 приводит к дополни
тельному соотношению

(Ф«— Ф *)/ (2 /3 )=  1.

Решение этой системы уравнений имеет вид ф1==  0.2168, Ф2 =  
=  0.4576, ф3 =  0.7493 и, как можно видеть, гораздо точнее реше
ния, вычисленного в примере 1.2 при представлении производной 
на границе разностью назад.

Упражнения

1.8. Решить уравнение d2(p/dx2-\-y=x  с краевыми условиями ф =  0 при 
дс =  0 и ЛрД /*+ф =  0 при х = \ ,  используя подходящий шаг сетки.

1.9. Решить задачу из упражнения 1.3, но со следующими краевыми усло
виями: на одной пластине поддерживается температура 7  =  0, а через другую 
теплоотдача отсутствует (т. е. dT/dy =  0).‘

1.10. Рассмотреть одномерную установившуюся теплопередачу в стержне 
длиной 10 см и диаметром 1 см. На одном конце стержня поддерживается 
температура 50°С, тогда как тепловая энергия поступает через другой конец 
со скоростью 200 Вт/см2. Пусть 6 =  75 Вт/см°С и тепло генерируется в стержне 
со скоростью 150 Т Вт/см2 на единицу длины, где Т —температура. Вычислить 
распределение температуры, используя конечно-разностный метод с шагом 
сетки Д х= 1 .0  см.



1.5. Нелинейные задачи

При математическом моделировании физических задач часто 
приходится иметь дело с дифференциальными уравнениями (или) 
краевыми условиями, которые по своей природе являются нели
нейными. В то время как аналитические методы решения линейных 
уравнений при попытке применения их к нелинейным дифферен
циальным уравнениям обычно не работают, метод конечных раз
ностей без каких-либо модификаций может быть использован и для 
линейных, и для нелинейных задач. Мы уже видели, что примене
ние метода конечных разностей к линейным краевым задачам 
требует решения системы линейных уравнений вида (1.34). В слу
чае нелинейной краевой задачи применение метода конечных раз
ностей дает систему нелинейных алгебраических уравнений.

Возвращаясь к примеру уравнения теплопроводности из § 1.3, 
можно рассмотреть физически реальную задачу, когда коэффициент 
теплопроводности k является заданной функцией температуры ср 
и физический процесс описывается нелинейным уравнением

d [k (ср) dy/dx\/dx =  — Q (х). (1-44)
Используя теперь аппроксимацию центральной разностью, можно 
записать

d\p/dx |, =  (ф/+ 1/2 ф/— 1 /2)/Ал:, (1.45)

где индекс / +  1/2 указывает на вычисление в средней точке между 
xt и х1+1, а индекс / — 1/2 определен аналогично. Таким образом, 
если взять яр =  k (ср) d(p/dx, то исходное дифференциальное уравне
ние может быть заменено конечно-разностной аппроксимацией

k (ср/ + 1 /2) d(p/dx \i + l/2 — k (ф/ _ 1/2) dy/dx |г - 1/2 =  AxQp (1.46)

а изменение знака и замена соответствующих производных цент
ральными разностями дает

— к (Ф/+1 /2) [ф| + 1  — Ф<] +  k (Ф/- х/2) [ф/ — Ф/-1] =  Ax2Qr (1.47)
Таким образом, применение метода конечных разностей к исход
ному нелинейному дифференциальному уравнению приводит к 
системе нелинейных алгебраических уравнений1)

--k (ф/+1/2) ф, + 1 +  [k (ф/+!/2) +  k (ф/-1/2)] cpt —
— Л (Ф/-1 /2) Ф/-! =  / =  1, 2, L— 1. (1.48)

Необходимо отметить, что при постоянном k это уравнение сво
дится к уравнению (1.32). Определяя, как и ранее, вектор-столбцы 
ф и f, решение можно получить из системы нелинейных уравне- *)

*) Значения к (ф/± 1 /2) каким-либо образом выражаются через значения фу 
при целых /; см. пример IА.— Прим. ред.



ний, которую удобно записать в виде
К (ф) q> =  f . (1.49)

Искомое решение можно получить многими стандартными ме
тодами, к сожалению итерационными и часто дорогостоящими. 
Подробности таких процедур [3] здесь обсуждаться не будут. 
Ограничимся рассмотрением одного из простейших и наиболее 
прозрачных методов — метода простой итерации, когда система 
уравнений (1.49) многократно решается с последовательным уточ
нением значений К(<р).

Если исходить из некоторого начального приближения

Ф =  Фо (1.S0)
и вычислить матрицу

К (Фи) =  К0, (1.51)

то улучшенная аппроксимация для ф( =  фх) может быть получена 
как

Фх =  Ко^. (1.52)
Этот процесс очевидным образом может быть продолжен по пра
вилу

Ф„ =  К ^  (1.53)
до тех пор, пока разность между ф„ и ф ,,.! не станет достаточно 
мала. Такой подход к решению нелинейных систем лучше всего 
проиллюстрировать на конкретном примере.

Пример 1.4. Пусть требуется решить уравнение 
d [kd(p/dx]/dx =  — 1 Ox,

где cp =  0 при х =  0, х = 1  и £ = 1 + 0 . 1 ф .  Здесь, как и в при
мере 1.1, выбрано значение Д х =  1/3, и, используя равенства (1.48), 
конечно-разностное уравнение при х =  хь можно записать в виде

— £г+1/2Фг+ 1  +  (*!+!/* +  ki - 1/«) Ф/ — ̂ - 1 /2Фг- 1  =  Н М ** .  
Отсюда при / =  1, 2 с учетом краевых условий <р0 =  ф3 =  0 имеем

kal2Ф2 “t" (*а/г “Н k \l2) Ф1 =  1 OXjДх ,
{kbit-rksU) ф8— *з/2Ф1 =  ЮхДс2.

Однако по определению й3/2=  1+  0-1фз/г. т. е. используется зна
чение ф в средней точке между узлами сетки х1 и х2. Один из 
способов для получения этого значения состоит в использовании 
аппроксимации

фз/2 «  (Ф1 +  Ф*)/2,
что дает

kali »  1 +  0.1 (фх +  фа)/2.



Если аналогично вычислить klfi, k6fi, то приведенная выше сис
тема нелинейных уравнений будет включать только два неизвест
ных значения ф, и <р2 и можно начать итерации. Теперь

2 +  0.05(2<р, +  <р2) — 1—0.05(ф1 +  ф2)
— 1— 0.05 (ф ,+ ф 2) 2 + 0 .0 5  (ф, +  2ф2) J ’

Ф =

и, таким образом,

получаем решение

исходя из начального приближения ф1 =  ф2 =  0,

_  Г 0.49383' 
ф 1_  L 0.61728

Новая матрица Kt получается подстановкой этих значений в при
веденную выше матрицу К, что дает 1

Г 2.08025 — 1.05556 
K l - L — 1.05556 2.08642 J ’

и теперь решением является
_  | 0.48190]

L 0.59883 J *

Повторяя этот процесс, после четырех циклов имеем
_  Г 0.48220 ] .

1.0.59931 J  ’

путем непосредственного интегрирования уравнения читатель мо
жет убедиться в том, что это приближение совпадает с точным 
решением в узлах сетки с четырьмя десятичными знаками.

Упражнения

1.11. Решить уравнение e~4>d2yldx2= \  с краевыми условиями <р~0 при 
х =  0 и х =  \, используя сетку с шагом Д* =  0.25. Это уравнение типично для 
задач о распространении тепла в химически реагирующих материалах, для 
которых Q пропорционально где <р—температура. Решить ту же задачу 
с правой частью уравнения, равной Ю.

1.12. Края *  =  0 и х =  \ плиты с коэффициентом теплопроводности k ~ \  
поддерживаются соответственно при температуре 10 и 80°С. Используя раз
ностную сетку с шагом 1/3, найти стационарное распределение температуры 
ф, если тепло генерируется внутри плиты со скоростью 0.01ф2 на единицу 
длины.



1.13. Требуется решить уравнение ф (dq>/dx) =  d2q>/cfjc» с краевыми услови- 
ями<р =  — 2 п р и * = 0 и ф =  — 1 при * = 1 .  Используя метод конечных разностей 
предложить два различных представления, скажем К1 (<р) и К2 (<р), матрицы 
К(Ф) из уравнения (1.49) и найти выражения для элементов матриц К1 (®) и 
К2 (ф). Решить обе системы уравнений, используя метод простой итерации и 
шаг сетки Аде =  1/3. Сравнить получаемые приближения сточным решением 
Ф =  — 2 /(1 + *) .

1.6. Конечные разности в многомерном случае

Задача аппроксимации дифференциальных уравнений с двумя 
и более независимыми переменными очевидным образом сложнее, 
однако используемые принципы идентичны применяемым в одно
мерном случае. Рассмотрим еще раз 
задачу теплопроводности, описывае
мую в стационарном режиме уравне- iq i \ 
нием (1.8). Для простоты в качестве ' ’ у 
области Q возьмем прямоугольник, 
как показано на рис 1.6. При посто
янном коэффициенте теплопроводнос
ти k описывающее физический про
цесс уравнение принимает вид

k (д2ф/дхг +  д*<р/дуй) =  — Q (х, у).
(1.54)

Если на сторонах прямоугольника 
поддерживается постоянная температура ф , то соответствующие 
краевые условия могут быть записаны так:

Ф (0, у) =  ф (Lx, у) =  ф (х, 0) =  ф (х , Д*) =  ф. (1-55)

Рис. 1.6. Прямоугольная об
ласть, на которой решается ста
ционарное уравнение теплопро
водности.

Начало системы координат (х , у) находится в одной из вершин 
прямоугольника, а оси расположены вдоль его сторон, как 
показано на рис. 1.6.

Чтобы применить метод конечных разностей в этой ситуации, 
поступим совершенно так же, как в одномерном случае. С этой 
целью построим множество равноотстоящих точек сетки х, 
(/ =  0, 1, 2, . . . ,  L) на отрезке 0 х  ̂  Lx с х0 =  0, xL =  Lx, xl+1 —
— xt — Ах, а также множество равноотстоящих точек ут (т  =  
=  0, 1, 2, . . . ,  М) на отрезке 0 <  г/ <  с у0 =  0, ум =  Ly, ym+i —
— ут — Дг/. После этого область, где ищется решение, покрыва
ется прямоугольной конечно-разностной сеткой: через каждую 
точку xt проводятся прямые, параллельные Оу, а через каждую 
точку ут — прямые, параллельные Ох (рис. 1.7). Тогда типичная 
точка сетки имеет координаты вида (хг, ут ). После этого конечно
разностный метод применяется к уравнению (1.54), т. е. входя
щие в это уравнение частные производные заменяются соответст
вующими конечно-разностными аппроксимациями.



Рис. 1.7. Конечно-разностная сетка, покрывающая прямоугольную область на 
рис. 1.6.

1.6.1. Конечно-разностные аппроксимации частных производных

Используя формулу Тейлора для функции двух переменных, 
можно записать

Ф (*1+х. Ут) =  ф (*< +  А*. Ут) =
=  Ф (Xt, ут) +  Ахду/дх I Х[,Ут +  (Ах2/2) dhp/dx2 \ Xl+elAx,ym,

о < 0 , < 1 ,  (i.56)

или, применяя индексы /, m для значений в точке (л:,, ут),
Ф|+х.» =  Ф|.* +  Ьхду/дх | +  (Ах2/2) д2ф х 2 | /+01/п. (1.57)

Поступая аналогично тому, как это было сделано в § 1.3.1, можно 
получить следующие результаты:

1) аппроксимацию разностью вперед для дср/дя, а именно
д<Р/дх\ ит «  (Фг+1„л — Ф<,«)/Д* (1.58)

с погрешностью О (Ах);
2) аппроксимацию разностью назад для дср/дх, а именно

<9ф/ах | .  да (<рл„  — <р,_ t,J /A x  (1.59)

с погрешностью О (Ах);
3) аппроксимацию центральной разностью для дф/дх, а именно

Яф/д*1 »  (Ф/+1 .ж— Ф ,-ь J/(2A x) (1.60)
с погрешностью О (Ах2);

4) конечно-разностную аппроксимацию для д\/дх2, а именно
<32ф/дх2| /1)Я «  (ф/+1,ст — 2ф/1Я> +  ф^_1;л)/Дха (1.61)

с погрешностью О (Ах2).



К рош  того, используя разложение по формуле Тейлора для 
нЧ*> У т i  ), можно получить аналогичные выражения для ко
нечно-разностных аппроксимаций dqjdy и д2(р/ду2.

1.6.2. Решение уравнения е частными производными 
методом конечных разностей

Записывая уравнение (1.54) в типичной точке сетки (х,, ут), 
а именно

k (д2ф х 211<т +  д2ср/ду211<т) =  -  Qltm, (1.62)

и используя аппроксимацию вида (1.61) для вторых производных, 
имеем

|~ Фг+i.т — 2ф£ i/7J +  (Pr-i, ф/,/72 + 1— ш +  cpf, /71 — 1 "|
Дл:3 А  у2

Задание краевых условий означает, что

Фо.я!=  Фьл>=  Ф> т =  0, 1,2, . . . , / И,  
Фг ,о ~  Фг.л!=  Ф> / =  0, 1, 2, ..., L.

Qt,m- (1-63)

(1.64)

Таким образом, записывая уравнение (1.63) в каждой внутренней 
точке сетки (т. е. для / =  1, 2, 3, ■, L— 1; т =  1, 2, 3, . . . ,  М 1)
и привлекая краевые условия, получаем систему (L— 1)х(Л4— 1) 
линейных уравнений с (L— 1 ) х ( М — 1) неизвестными ф111( <pll2,
- - - .Фх.-1,Л1-1- Если положить

фГ =  (Фм> Фг,2. Флз. • • • .ФьЛ1-г) ( !  -65)

фГ = ( ф 1 . Фг- фа. • • • >  V c-i)’ (1 .66)

ТО 4tv систему уравнений можно представить в стандартной форме 
П r  этом случае К-симметричная ленточная положительно 
определенная матриц* которую удобно записать в виде

К — I о о
о

п

К =

— I
о

к
— 1

— I
к — I

(1.67)

_ i  к - 2  
о - l  К _



где I—единичная (М — 1) х  (М — 1)-матрица, а К— трехдиагональ
ная (М— 1 ) х ( М — 1)-матрица

" 4 — 1 0 0  1
— 1 4 — 1 0

0 — 1 4 — 1

К = ( 1.68)

— 1 4 — 1
0 — 1 4_

Эту систему уравнений можно решить стандартными методами 
[4]1), что позволяет получить приближенные значения решения в 
узлах сетки.

Если хотя бы в одно из заданных краевых условий входит 
производная от искомой функции, то приведенный подход должен 
быть модифицирован согласно методике, описанной в § 1.4.

Пример 1.5. В задачах упругого кручения призматических 
стержней встречается уравнение

д2(р/дх2 +  д2(р/дуг =  —2G0,

где G— модуль упругого сдвига, 0— угол скручивания для каж
дого сечения, <р— функция напряжений, такая, что ср =  0 на гра
ницах [5J.

Крутящий момент Т задается формулой

Т =  2 $ $ (pdxdy, 
а

а касательное напряжение по направлению п в сечении может 
быть получено по правилу

т =  д(р/дп.
Требуется определить значение Т и максимум касательного на
пряжения при заданном значении G0 для прямоугольной области, 
изображенной на рис. 1.8, а.

В силу симметрии решение надо определить лишь для четверти 
сечения, как показано на рис. 1.8,6. Используется сетка с Ах =  
— А у = 1 .

Заметим, что значение <р будет пропорционально постоянной 
G0, и поэтому для простоты возьмем G 0 = 1 .  Тогда в силу (1.63) 
типичным видом аппроксимирующего разностного уравнения будет

Ф 1+1.Я +  Ф/-1.т +  Ф/.Ш+1 +  Ф/,т-1— 4ф,.т =  — 2, / ,т  >  0.
х) См. также Самарский А. А., Николаев Е. С. Методы решения сеточ

ных уравнений.— М.: Наука, 1978.— Прим, ред.
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Рис. 1.8. Упругое кручение призматического стержня, а — стержень прямоуголь
ного поперечного сечения; б — используемая конечно-разностная сетка.

В силу симметрии необходимо, чтобы дф/5л: =  0 вдоль оси у как 
показано на рис. 1.8, б. Аналогично д<р/дг/ =  0 вдоль оси х. Эти 
условия аппроксимируются с помощью формулы (1.42), и тогда, 
например, в точке (х0, уг) результирующее уравнение принимает
ВИД

Так как на границах х =  3 и у =  2 искомая функция прини
мает нулевые значения, приходим к системе уравнений с шестью 
неизвестными значениями ф, матричная запись которой такова:

" 4 —2 О 
— 1 4 — 1

0 — 1 4
— 1 0  0 

0 — 1 0 
0 0 — 1

I Ю О о Фо.о 1 -  2"
0 — 2 0 Фх.о 2
0 0 — 2 Фг.о 2
4 — 2 0 Фо.х '2

— 1 4 — 1 Фы 2
0 — 1 4 1-Ф2.1. 1 1- 2 J

Прямой подстановкой читатель может проверить, что решением 
этих уравнений является

Фг =  [3.1370, 2.8866, 1.9971, 2.3873, 2.2062, 1.5508].

Используя правило трапеций *) в случае двух переменных, можно 
приближенно вычислить интеграл, определяющий крутящий мо
мент, что дает Т =  65.41 (для сравнения укажем точное значение 
Т =  76.4). Аналогично максимальный наклон [5] будет получен в 
точке (0, 2), и, таким образом, возможной аппроксимацией абсо
лютного значения максимума касательного напряжения будет 
I Tmax I=  2.3873, если использовать аппроксимацию разностью назад 
для производной ду/дп. Этот результат тоже можно сравнить с 
точным максимальным значением напряжения |т тах| =  2.96.

*) Этот и другие методы численного интегрирования подробно обсужда* 
ются в гл. 5.



Как уже было показано, аппроксимация, полученная исполь
зованием формулы с разностью назад, менее точна, чем аппрок
симация, примененная для основного дифференциального уравне
ния. Аппроксимацию для ттах можно улучшить, если использо
вать три значения tp на проходящих через центр прямых. 
А именно, обозначая точку (х0, уг) через А, (х0, уг) через В и 
(хо, у0) через С, согласно формуле Тейлора можно записать

Фс =  Ф , - 2 ^ 0 | д + 4 < 2^ ' Р

д2<р А у3 д3ср I
W A b ~ W \D

32ф (2Ду)3 <Э3ф
W1 А 6 ду3

где D лежит на А5 , а Е — на АС.
Исключая из этих двух уравнений д2у/ду2\А, получаем

д ф у  I л =  (Фс —  4фд +  Зсрл)/(2Ду) +  О (Ду2).

Если правую часть этого равенства аппроксимировать первым 
слагаемым, погрешность будет иметь тот же порядок, что и по
грешность аппроксимации основного уравнения. Проводя соответ
ствующие вычисления, находим |ттах| =  3.21. Этот результат бли
же к точному значению, чем полученный выше при использова
нии аппроксимации разностью назад.

Упражнения

О О
К упражнению 1.14.

1.14. Т мпература на сторонах квадратной 
пластины сохраняет значения, приведенные на 
рисунке. Найти внутреннее распределение тем
пературы, используя изображенную квадратную 
сетку.

1.15. Температура вдоль трех сторон квад
ратной пластины сохраняет значения, показан
ные на рисунке, тогда как четвертая сторона теп
лоизолирована. Найти стационарное распределение 
температур, используя изображенную квадратную 
сетку.

40 30

К упражнению 1.15.



1.16. Методом конечных разностей решить задачу распространения тепла 
в стенках трубы, изображенной на рисунке. Шаги сетки взяты равными 
Ах — & у = \. На внутренней границе поддерживается постоянная температура 
Ф =  100, тогда как на внешней границе задано условие kdy/dn =  — аф. Рас
смотреть случай a  =  k =  1 .

1.17. Найти конечно-разностную аппроксимацию уравнения Лапласа 
д2ф/дг2 +  (1 /г) дф/дг +  (1 /г2) д2ф/д02 =  0

в полярных координатах (г, 0). Температура вдоль сторон сектора кругового 
кольца сохраняет значения, показанные на рисунке. Найти распределение 
температур, используя изображенную сетку с А/* = 1 /4  и Д0 =  л/18.

1.18. Потенциал ф течения грунтовых вод под 
уравнению

д2(р/дх2 +  д2у/ду2 =  0.

перемычкой удовлетворяет

Найти этот потенциал в изображенной на рисунке области при указанных 
краевых условиях. Использовать конечно-разностную сетку с Д* =  2 и Аг/ =1 .5 .

1.19. В примере 1.5 был дан способ конечно-разностной аппроксимации 
д<р/ду с погрешностью О (Ду2). Решить пример 1.2, использовав такую аппрок
симацию для производной, заданной на границе х = 1 .  Сравнить результаты 
с полученными в примерах 1.2 и 1.3.

2 № 1057



К упражнению 1.18.

1.7. Задачи для областей неправильной формы

Рассмотренные в последнем параграфе примеры имели границы, 
состоящие из отрезков прямых, которые пересекались прямо
угольной сеткой в точках, также являвшихся узлами сетки. Од
нако в случае криволинейной границы такая ситуация не имеет 
места и полученные ранее конечно-разностные выражения для 
производных вблизи границы должны быть модифицированы.

а

s  v

---------Г р а н и ч н а я  к р и в а я

Т/
R

х
Рис. 1.9- Конечно-разностная сетка в окрестности криволинейной границы.

Предположим, что для некоторой задачи граничная кривая 
пересекает прямоугольную конечно-разностную сетку, как пока
зано на рис. 1.9. Тогда PT =  PS =  Ax и PQ =  PR =  Ay. Пусть 
P U  =  kAy И РУ =  \ккх (0 <  Я, р <  1), где U и V— точки, в кото-



рых граница пересекает прямые PQ и PS соответственно. Исполь
зуя формулу Тейлора, можно записать

Фг “  Фр +  А* . Аде2 д2ф I , Аде3 д3ф I 
р " ^ “2” dx^l р " ^ I T d * 3 |Рх (1.69)

ф1/=фр— цАдс-^- , ц2Д*2 д2<р |л3Ал:3 д3ф
р 2 дх2 р 6 а*3 р ,

(1.70)

где Рг— некоторая точка на РТ, а Р2— некоторая точка 
Из этих двух уравнений получаем аппроксимации

ду I ргфг — у к — (ц2— !)фр 

дх \ р ~  ц (ц — 1) Ддс

на РV.

(1.71)

с погрешностью О (Д дс2) и
а2у [ _  2[цфг +У1/ — (и+О Фр1 
дх* \р ~  (х ( |х +  1) Аде2

(1.72)

с погрешностью О (Аде), т. е. точность аппроксимации второй про
изводной в окрестности границы хуже, чем во внутренних узлах 
сетки. Аналогичным образом можно получить аппроксимации для 
д(р/ду\Р и д\/ду2\р. Таким образом, если мы пытаемся решить 
уравнение теплопроводности

k [д2ф/ддс2 +  д2<р/%2] =  — Q(x, у) (1.73)

в области с криволинейной границей, вдоль которой заданы зна
чения функции ср (де, у), то аппроксимацию (1.63) можно приме
нить в точках, не соседствующих с границей, тогда как в точках 
типа точки Р на рис. 1.9 соответствующей конечно-разностной 
аппроксимацией будет уравнение

Ш>г +Ф у—№+1)фя , Ф/д+^Фд—(*■+ ' )  Фр _  Qp п 74> 
ц ( |х + 1 )Д *а *1 Х ( Х + 1) Ay2 2k ’

где значения сру и qv заданы краевыми условиями.
Ситуация становится более трудной, если краевые условия 

задачи дают информацию о производной функции вдоль криво
линейной границы, например если при решении уравнения тепло
проводности (1.73) на некоторой части Г? криволинейной грани
цы задан поток тепла q. Как уже было указано, соответствующее 
краевое условие имеет вид

— k Зср/dw | г? =  Я, (1-75)
где п— направление внешней нормали к Г?. Способ решения та
ких задач методом конечных разностей не будет рассматриваться



в этой книге, и интересующемуся им читателю следует обратиться 
к другим работам [6]1).

1.8. Нелинейные задачи в Многомерном случае

В одномерном случае уже было показано, что метод конечных 
разностей с одинаковым успехом может быть применен и к ли
нейным, и к нелинейным краевым задачам. То же самое верно 
и в многомерном случае. Например, если требуется решить за
дачу стационарной теплопроводности в поперечном сечении прямо
угольного блока, теплопроводность которого зависит от темпера
туры, то необходимо решить нелинейное уравнение

d[k($)dq>ldx]ldx-\-d[k(q>)dyldy\ldy =  — Q(x, у). (1.76)

Применение метода конечных разностей с использованием аппро
ксимаций из § 1.5 дает систему нелинейных уравнений

[ —  &/+ 1/2, т ф / +  1, т “Ь ( ^ / +  1/2, 1/2, т )  ф I,  т ^ 1 -  1/2, т ф * _ 1 . т ] / Д я * 2-|-

+  L—  &/, т +  1/2ф/, от+1 +  (£ / ,  т + 1 / 2  +  k l ,  т —  1/г)  ф i % т —

— ku т _  1/2фг, и_!]/Ау* =  Qt, т ,
/ = 1 , 2 ......... L— 1, т = 1 ,  2, . . . .  М — 1. (1.77)

Учитывая соответствующие краевые условия, эту систему можно 
решить подходящим итерационным методом, однако ясно, что вы
числительные затраты будут на этот раз значительно больше.

1.9. Аппроксимация и сходимость

Мы надеемся, что одно- и двумерные решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений и уравнений с частными производ
ными, полученные в этой главе процедурами конечно-разностной 
аппроксимации, продемонстрировали возможности дискретизации. 
Представляющаяся затруднительной (или по крайней мере мате
матически сложной) задача решения дифференциального уравне
ния сводится к чисто алгебраической задаче решения системы 
алгебраических уравнений. Если число уравнений велико, то это 
решение нелегко найти вычислениями вручную, но его всегда 
можно получить на ЭВМ при определенных затратах времени и 
средств. Очевидно, что эти затраты можно уменьшить с помощью 
оптимизации алгоритмов, нахождения численного решения, и в 
этом направлении уже предприняты существенные усилия [7 ]2).

Здесь важен тот факт, что возможность решения существует, 
хотя для этого и приходится прибегнуть к аппроксимации. Ранее

*) См. также Самарский А. А., Андреев В. Б. Разностные методы для 
эллиптических уравнений.— М.: Наука, 1 976 .— Прим. ред.

2) См;- также книгу А. А. Самарского и Е. С. Николаева, цитированную 
на с. 30.— Прим ред.



было показано, что погрешность конечно-разностной аппроксима
ции убывает как некоторая степень шага сетки. Чтобы применить 
этот процесс на практике в ситуации, когда точное решение не
известно, необходимо изучить сходимость метода при измельчении 
шага сетки с целью оценить величину погрешности, получающей
ся при применении аппроксимации.

Если, например, погрешность аппроксимации равна 0(Д х2), 
то результаты двух решений на сетках с шагами Ал:, и Дл;2 можно 
экстраполировать следующим образом.

Пусть ср} соответствует конечно-разностному решению на пер
вой сетке, а ф2— решению на второй сетке. Если ф/—точное ре
шение в хь  то даже при неизвестной величине погрешности

(ф1— Ф /)/(ф/— ф/) =  (Л^/ЛхаГ (1-78)

и точное решение ср' может быть найдено. Соотношение (1.78) 
не является вполне корректным, так как «порядок» погрешности 
и ее фактическая величина не есть одно и то же, однако часто 
таким образом можно получить более точные результаты. Эта 
процедура известна как экстраполяция Ричардсона1).

а
Рис. 1 . 10. Применение экстраполяции Ричардсона к задаче упругого кручения из 
примера 1.6. Конечно-разностные сетки, использованные на четверти сечения, 
имеют шаги &х1= к у 1= 2  (а) и Дх2=Д (/2= 1  (б).

Пример 1.6. Рассмотрим задачу кручения стержня квадратно
го сечения 4 x 4 .  Опять требуется решить уравнение кручения 
из примера 1.5 для функции напряжения <р, удовлетворяющей 
на границе краевому условию ф =  0, и в силу симметрии доста
точно рассмотреть только четверть сечения. При Ах1 =  Ау1 =  2 
(рис. 1.10, а) конечно-разностная аппроксимация дает tp̂  =  2G0, 
где А — центр сечения. Используя Дл:2 =  Лг/2= 1  (рис. 1.10, б), 
получаем ц>% =  2.25 G0. Тогда применение процедуры экстраполя
ции (1.78) дает ф  ̂=  2.333 G0 (точное значение фл =  2.357 G0).

J) См., например, Марчук Г. И., Шайдуров В. В. Повышение точности 
решений разностных схем.— М.: Наука, 1979.— Прим. ред.



1.10. Заключительные замечания

Материал этой главы ограничен рассмотрением решения крае
вых задач методом конечных разностей. Мы сосредоточили наше 
внимание на задачах, включающих производные первого и вто
рого порядков, хотя читатель уже должен заметить возможность 
распространения методики на общие дифференциальные уравнения, 
включающие производные более высоких порядков. Например, 
обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка 
можно аппроксимировать путем двукратного использования выра
жений вида (1.29). Для произвольной конечно-разностной сетки 
(см. рис. 1.2) можно записать

d*ф 
dxx

_  d2 /d 2qp \ 
i dx2 \ dx2 )

d2yfdx2 \i+j — 2d2qldx2 \t-{-d2q>ldx2 
Ajc2 (1.79)

Подставляя сюда
cPyfdx2 |m  «  (фг+г— 2cpr_i +  (pJ/Ax2 (1.80)

и другие разностные выражения, получаем пятиточечную аппрокси
мацию

d*<p/dx* |( »  (Фл-а— 4фг+1 +  6ф,— 4ф,_х +  Ф,_*)/Ддс*. (1.81)
Такого рода аппроксимации, как и многие другие, позволяют 
весьма расширить область применимости метода конечных разнос
тей, и известно немало примеров его успешного использования 
для самых различных задач. Однако трудности аппроксимации 
криволинейных границ, а также заданного на границе градиента 
остаются. В последующих разделах этой книги будут даны рецеп
ты их преодоления путем использования отображения или нере
гулярных сеток. С другой стороны, иные более общие процедуры, 
которые будут обсуждаться ниже, позволят, как мы увидим, 
легко исключать такие трудности.

Упражнения

1.20. Уравнение EIdA(p/dxA-\-kcp =  w описывает отклонение балки, покоя
щейся на упругом основании жесткостью к, Здесь EI — постоянная жесткость 
балки на изгиб, a w— поперечная нагрузка на единицу ее длины. Пусть 
балка имеет единичную длину и защемлена в обоих концах так, что y=dq>/dx= 
=  0 при *  =  0 и х = \ .  Используя метод конечных разностей, найти отклоне
ние балки, если w /(EI)=k/(EI) =  1 и шаг сетки Д х=1 /3 . Повторить вычис
ления при Аде =  1/6 и затем использовать экстраполяцию Ричардсона. Сравнить 
результаты при де= 1/3 и *  =  2/3 с точным решением.

1.21. Однородная тонкая упругая пластина Q с постоянной жестко
стью D на, изгиб свободно оперта вдоль сторон Г и находится под действием 
единичной равномерной поперечной нагрузки на единицу площади. Малое 
поперечное отклонение такой пластины описывается дифференциальным урав
нением[d y id x * +  2d*y/dx2'dy2 +  d*<p/dy*=\/D в Q и краевыми условиями © =  
~ д 2у/дп —0 на Г. Найти отклонение для прямоугольной пластины 1 * 1 ^ 3 ,  
lVl < 2 ,  используя метод конечных разностей и шаг сетки Дх =  Д г /= 1 /2,



1 .22. На конечно-разностной сетке с шагом А* четвертая производная 
заменяется аппроксимацией dA<p/dx* \t «  аф£+2+ 6ф£+1 + с ф £+ ^ ф £_ 1 +<?ф£__2, 
где а, Ь, с, d и е— постоянные. Показать, что если требуется, чтобы эта аппро
ксимация была точна всякий раз, когда ф— многочлен четвертой степени от х, 
то постоянные таковы, что получается аппроксимация (1.81). Каков порядок 
погрешности такой аппроксимации?

1.23. Определить стационарное распределение температуры ф внутри 
изоСраженного на рисунке полукруга. Использовать указанные конечно
разностную сетку и значения температуры в точках границы. Рассмотреть 
трудности, которые возникли бы при конечно-разностном подходе, если крае
вое условие вдоль криволинейной границы заменить условием дф/дл =  0.
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МЕТОДЫ ВЗВЕШЕННЫХ НЕВЯЗОК.
ИСПОЛЬЗОВАНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ

2.1. Введение. Аппроксимация базисными функциями

Как будет показано в этой главе, ключ к проблеме числен- 
ного решения дифференциальных уравнений лежит в возможности 
получения методов аппроксимации функций. В методе конечных 
разностей основное внимание уделялось определению значений 
неизвестной функции ср(х) в конечном числе точек х. Проводя 
процесс аппроксимации функций более систематически и общо, 
можно развить и другие методы численного решения дифферен
циальных уравнений.

Предположим, что требуется аппроксимировать заданную функ
цию ср в некоторой области Q, ограниченной замкнутой кривой Г. 
В задачах, описываемых дифференциальными уравнениями, необ
ходимо найти решение, удовлетворяющее определенным краевым 
условиям. Поэтому попытаемся сначала построить аппроксимации, 
которые на граничной кривой Г принимали бы те же значения, 
что и ф. Если найти некоторую функцию ф, принимающую оди
наковые с ф значения на Г, т. е. ф|г =  ф|г, и ввести систему ли
нейно независимых базисных функций {Nт\ т =  1, 2, 3 , . . . } ,  та
ких, что Nm |г =  0 для всех /п, то на Q можно предложить ап
проксимацию для ф:

м
Ф« Ф  =  ф + 2  amNm, (2.1)т= 1

где ат ( т = 1 ,  2, М )— некоторые параметры, вычисляемые 
таким образом, чтобы получить хорошее приближение. Базисные 
функции этого типа иногда называют функциями формы или проб
ными функциями.

Способ определения ф и системы базисных функций автома
тически обеспечивает тот факт, что аппроксимация обладает свой
ством ф|г =  Ф |г для любых значений параметров ат. Ясно, что 
система базисных функций должна быть выбрана таким образом, 
чтобы гарантировать улучшение аппроксимации при возрастании 
числа М используемых базисных функций. Очевидное условие 
подобной сходимости аппроксимации таково: система базисных 
функций должна обладать тем свойством, что комбинация ф +



м
+  2  ат̂ т ПРИ М —*  со может сколь угодно точно представлять

т — 1
произвольную функцию ф, удовлетворяющую условию ф | г = ф | г .  
Это так называемое условие полноты]; в ряде случаев его не
трудно проверить.

1- г

10 а;

h

■4—V -1.0 X
Рис. 2.1. Разрывные базисные функции, обладающие свойством полноты на отрез
ке 0< д с< 1 .

Такая ситуация иллюстрируется рис. 2.1, где Q — отрезок 
O ^ x ^ l ,  а выбранные функции Nm разрывны и равны единице 
на соответствующем интервале и нулю вне его. Ясно, что если 
рассматривается вся внутренняя часть отрезка, то произвольная 
хорошо ведущая себя однозначная функция может быть аппрок
симирована с любой требуемой степенью точности путем деления 
всего отрезка на достаточно малые интервалы. Такие разрывные 
функции будут рассмотрены далее (гл. 3), однако вопрос пол
ноты для других используемых в этой главе систем базисных 
функций более рассматриваться не будет.

Чтобы продемонстрировать этот общий подход к аппроксима
ции функций, начнем с рассмотрения некоторых очевидных спо
собов определения параметров ат> используемых в представ
лении (2.1).

2.1.1. Интерполяция

В этом методе параметры ат выбираются на основании требо
вания, что аппроксимация ф должна совпадать с функцией ф в М  
различных произвольно выбранных точках Q. Это требование 
приводит к системе линейных уравнений относительно набора 
параметров {ат\ т =  1, 2, . . . ,  М). На рис. 2.2 показано, как 
аппроксимировать произвольную функцию на отрезке



Рис. 2.2. Интерполяция заданной функции ф с помощью первых двух элементов 
систем базисных функций {Nт = х '” (1—х), т =  1 , 2, ...}  (а) и {WOT= sin  тпх, т =  
=  1, 2, ...} (б).



посредством первых двух элементов следующих систем базисных 
функций: на рис. 2.2, а

а на рис. 2.2, б
{Nm =  xm( \—x)\

\Nm =  smmnx\

т =  1, 2, . 

т =  1, 2, . . . } .
В данном случае функция ф была выбрана просто как линейная 

функция, принимающая те же значения, что и ф, при х =  0 и
х = 1 ,  а параметры выбирались так, чтобы равенство ф  =  ф  вы
полнялось при х =  1/3 и х =  2/3.

2.1.2. Синус-ряды Фурье

Используя теорию рядов Фурье [1], можно получить аппрок
симацию произвольной функции ср (х), О в виде (2.1).
Для возможности такой аппроксимации достаточно, например, 
чтобы в рассматриваемой области функция ср(я) имела только 
конечное число разрывов и конечное число локальных максиму
мов и минимумов—требования, которым удовлетворяет большин
ство функций, встречающихся при решении физических задач. 
Если предположить, что ср— непрерывная кусочно-дифференци
руемая функция и снова определить ф как линейную функцию, 
принимающую те же, что и ср, значения при х =  0 и x =  Lx, то 
бесконечные ряды

со
ф +  2  amsin(mnx/Lx), (2.2)

т= 1
где коэффициенты заданы равенствами

Lx
ат =  (2/Lx)  ̂ (ф— ф) sin (тлхЦх) dx, (2.3)

О
сходятся всюду на [О ,LX] к значению функции ф (х). Обрывая 
ряды (2.2) на конечном числе М членов, получаем аппроксима
цию

м
ф (х) «  ф (х) =  ф (х) +  2  ат sin (mnxlLx), 0 <  х <  Lx. (2.4)

т — 1
Теория рядов Фурье может быть использована для того, чтобы 

доказать полноту этого множества базисных функций и чтобы 
показать улучшение аппроксимации такого рода при увеличении М. 
Применение этого метода для интерполяции функций демонстри- 1

1) Заметим, что при большом числе базисных функций из этой системы 
вычислительная погрешность может катастрофически исказить приближенное 
решение; см., например, книгу С. Г. Михлина [4].— Прим. ред.



Рис. 2.3. Использование усеченных рядов Фурье для аппроксимации заданной 
функции.

руется на рис. 2.3, где отражены результаты использования од
ного и двух элементов для аппроксимации заданной функции с 
областью определения

2.2. Аппроксимации с помощью взвешенных невязок

Попытаемся теперь получить общий метод определения посто
янных в аппроксимации вида (2.1) и покажем, что рассмотренные 
в предыдущем параграфе конкретные методы являются просто 
частными случаями этого общего подхода. Начнем с введения 
погрешности или невязки R q в аппроксимации, определяемой по 
правилу

Rq =  ф—ф. (2.5)

Заметим, что Rq — функция, зависящая от координат точки из Q. 
Чтобы уменьшить эту невязку неким всеобъемлющим способом 
на всей области Q, потребуем равенства нулю соответствующего 
числа интегралов от погрешности, взятых с различными веса
ми, т. е.

$ ЯМ<Р—Ф)«Ю =$ 4*V?odQ =  0; 1 = 1 , 2 .........М, (2.6)
о а



где { W 1=  1, 2, 3, . . . } — множество линейно независимых весо
вых ф ункций1). Тогда общее требование сходимости <р—*ср при 
М —► оо можно записать в форме условия выполнения равенств 
(2.6) для всех I при М —+ оо. Читатель легко может проверить, 
что это будет верно лишь при условии R& —► 0 во всех точках 
области* 2).

Подставляя в (2.6) выражение (2.1) для ф, видим, что си- 
стема уравнений метода взвешенных невязок (2.6) сводится к си
стеме линейных алгебраических уравнений для неизвестных коэф
фициентов ат> которую можно записать в общем виде

Ка =  f, (2.7)

^  =  (̂ 1» 2̂» ^з, . . . »  Ядо)» (2.8a)

K lm= \ w iNmdQ, 1
Q

(2.86)

f t =  \ №,(cp— tydQ,  1 < / < M . (2.8b)
Q

Таким образом, если известна аппроксимируемая функция ф, оп
ределена функция ф и выбраны подходящие системы базисных и 
весовых функций, то, решая уравнение (2.7), можно получить 
коэффициенты в аппроксимации (2.1).

На практике могут быть использованы [2] различные виды 
систем весовых функций {Wг\ / =  1, 2, . . . } t  ведущие к разным 
методам аппроксимации посредством взвешенных невязок. Ниже 
на одномерном примере будут описаны некоторые из наиболее 
употребительных выборов таких систем.

2.2.1 Поточечная коллокация

Здесь элементы Wt системы весовых функций заданы форму
лой

№, =  6 ( * —*,), (2.9а)

где б (jc—Xt)— дельта-функция Дирака, по определению облада
ющая свойствами

6 (х— Xi) == О, X х̂ \ б (х~~~ Х[) == ОО, X Xj.
х>хг (2.96)

J G (я) 6 (x—xl)dx =  G(xl).
X <  хг

^Другие авторы называют функции Wt иногда базисными, а иногда —
пробными. — Прим. ред. т

2) Кроме того, система функций должна быть полной.— Прим. рео.



Согласно (2.6), выбор таких весовых функций эквивалентен тому, 
что невязка R& полагается равной нулю (т. е. ф =  ф) в ряде за
данных точек xt. Тогда матрица К и вектор f в (2.8) имеют 
элементы

Kim ~  Nт \х= fi =  [ф ty]x=xl. (2.10)

Эти формулы естественно являются основой метода интерполя
ции, использованного для построения аппроксимации в разд. 2.1.1.

2.2.2. Коллокация по подобластям

Если весовые функции выбираются по правилу

{1,
о,

х <С
х <  xt, х >  Xt+i, (2 .11)

то уравнения метода взвешенных невязок (2.6) равносильны тре
бованию равенства нулю интеграла от погрешности по каждой 
из М подобластей основной области. Теперь для завершения 
аппроксимации остается решить систему (2.7), где

xi+i xi+i
Klm=  [ Nmdx, /z=  J (Ф- t y d x .  (2.12)

xi xi
2.2.3. Метод Галеркина

В этом наиболее популярном методе взвешенных невязок 
вместо привлечения новой системы функций в качестве весовых 
множителей выбираются сами базисные функции, т. е.

Wt =  Nt. (2.13)

В этом случае в системе (2.7) матрица К и вектор f имеют эле
менты

Kim =  S NtNm dx, Nt (ф -ф ) dx. (2.14)
Q Q

Отметим, что симметричность матрицы К обеспечивает методу 
вычислительные преимущества. Этот метод впервые был исполь
зован Галеркиным и теперь обычно называется его именем1).

Здесь целесообразно отметить, что, используя для аппрокси
мации функции ср на отрезке 0 ^ x ^ L x метод Галеркина с си
стемой базисных функций {Nт =  s in (mnx/Lx)\ т =  1, 2, 3, . . . } ,  *)

*) Иногда общую схему метода взвешенных невязок называют методом 
Галеркина—Петрова, а данный метод — методом Бубнова—Галеркина.— 
Прим, ред.



Рис. 2.4. Аппроксимация заданной функции, полученная поточечной коллока- 
цией, коллокацией по подобластям и методом Галеркина. В каждом случае ис
пользованы два первых элемента системы базисных функций {N т ==хт (\—х), 
т= 1, 2, ...}.

-----WY=6(x—xt)t 1/3, xi—2/3 — поточечная коллокация; —.—
№ i= l при 0 < х < 1 /2 ; Wi= 0 при 1 /2<х<1 ; W2= 0 при 0 < х < 1 /2 ; W2=  1 при 
1/2<х<1  — коллокация по подобластям; о о о wt= N i  — метод Галеркина.

в силу (2.14) приходим к коэффициентам
Lx

Klm =   ̂ s *n (l*uclLx) sin (mnx/Lx) dx9 
о
Lx

(Ф—Ф)sin (Itlx/Lx) dx.

Выполняя интегрирование, находим

Кlm
{

LJ2,
0.

/ =  m,
/ ffij

(2.15)

(2.16)

и, следовательно, матрица системы (2.7) имеет диагональную 
форму, что позволяет сразу выписать решение:

Lx
am =  (2/Lx)^ (ср—op) sin (trmx/Lx)dx, m =  1, 2, M. (2.17) 

о
Полученное выражение тождественно формуле (2.3), используе
мой для определения коэффициентов в разд. 2.1.2. Таким обра
зом, представление функции посредством усеченных синус-рядов



Фурье можно рассматривать как аппроксимацию по Галеркину 
с помощью взвешенных невязок. Особая простота уравнений, по
лучающихся в этом случае при аппроксимации по Галеркину, 
является следствием свойства ортогональности используемых ба
зисных функций, выражаемого равенством

$ В Д . Л > - 0 ,  1фт. (2.18)

Эта характеристика элементов системы базисных функций явля
ется чрезвычайно полезной.

На рис. 2.4 сравниваются результаты, полученные при ап
проксимации заданной функции ср(л:) тремя различными методами 
взвешенных невязок.

2.2.4. Другие способы определения весовых множителей

Ясно, что существует большое число других возможных спо
собов выбора систем весовых функций, и специфические свойства 
многих из них уже изучены. Один из таких очевидных способов 
выбора состоит в использовании системы \Wt =  xlmml\ / =  1 , 2 , . . . }  
и называется иногда методом моментов, поскольку, согласно этому 
методу, требуется, чтобы площадь, лежащая ниже кривой пог
решности, и ее различные моменты относительно начала коорди
нат были равны нулю. Но мы не будем рассматривать эти допол
нительные возможности, так как уже описанные методы вполне 
достаточны для наших последующих целей. Целесообразно отме
тить, однако, что, хотя метод наименьших квадратов обычно не 
рассматривается как метод взвешенных невязок, он тоже отно
сится к этому классу методов. Стандартная формулировка метода 
наименьших квадратов состоит в требовании минимизировать 
интеграл от квадрата погрешности по области Q. В данном случае 
требуется найти минимум

/ (olt а2, а„, ам) =  $ (ф— ф)г dQ, (2.19)
Q

для чего полагается
д//да, =  0, / =  1, 2, . . . ,  М. (2.20)

Проводя дифференцирование и замечая из (2.1), что

д<р/dai =  N l9 (2.21)
можно показать, что I достигает минимума при условии

J (Ф — ф) N =  0.
Q

(2.22)



Полученное соотношение в точности совпадает со стандартным 
уравнением метода взвешенных невязок (2.6) с весами Wt =  Nly 
и, таким образом, в этом случае метод наименьших квадратов 
эквивалентен методу Галеркина.

Пример 2.1. Для определения отклонения и(ху у) квадратной 
пластины со сторонами единичной длины, находящейся под дей
ствием нагрузки и закрепленной по краям, был проведен экспе
римент. Пластина покрывалась квадратной сеткой с шагом Д* =  
=  Дг/ =  0.25, и отклонение измерялось в узлах сетки. Результат 
показан на рис. 2.5, а. Используя методику предыдущих параг
рафов, по этому Набору экспериментальных данных можно по
строить гладкую кривую и получить информацию о форме поля 
перемещений между узлами сетки. Заметим, что тривиальная 
функция ф = 0  удовлетворяет краевым условиям нулевого откло



нения вдоль краев пластины. В качестве соответствующей системы 
•базисных функций, обращающихся в нуль на границе пластины, 
возьмем {sin {Inx) sin {тпу)\ /, m = l ,  2,

Тогда, согласно (2.1), 6-элементную аппроксимацию и для поля 
перемещений можно записать в виде

з
и =  2  а1т sin Inx sin тпу,I, т= 1 

/+ m < 4

где постоянные а1т могут быть определены, например, по методу 
Галеркина

 ̂ (и— и) sin /itx'sin rrmydxdy =  0.
Q

Проводя интегрирование, находим
1 1

Q'lm ^ и и sin Inx sin тпу dx dy. 
о о

Простота этого результата следует из ортогональности базисных 
функций на области Q. Численное интегрирование*), использу
ющее двумерное обобщение правила трапеций, на сетке, пока
занной на рис. 2.5, а, позволяет определить значения постоян
ных. В результате получаем

и =  1.275 sin пх sin пу— 0.169 sin пх sin 2 пу +
+  0.258 sin 2nxs\n пу — 0.130 sin nxsln Зпу—
— 0.063 sin 2лл; sin 2пу— 0.307 sin Зпх sin пу.

На рис. 2.5, б и в  показано поведение 1-, 3- и 6-элементных 
аппроксимаций по Галеркину с помощью взвешенных невязок 
вдоль прямых л; =  0.5 и у =  0.5, сравниваемых с поточечными 
значениями функции перемещения и.

Упражнения

2.1. Используя подходящую систему базисных функций в виде многочле
нов, аппроксимировать функцию ср= 1 + s in  (пх/2) на отрезке 0 х ^  1. При
менить метод поточечной коллокации и метод Галеркина. Численно исследо
вать сходимость последовательных аппроксимаций к заданной функции.

2.2. Для распределения температуры в одномерном стационарном случае 
эксперимент дал следующие значения в различных точках отрезка:

Расстояние 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
Температура 20 30 50 65 40 30

4) Детали процедур численного интегрирования обсуждаются в гл, 5,



Построить гладкую кривую для этого набора данных, используя метод Галер- 
кина и подходящую систему базисных функций.

2.3. Для примера 2.1 рассмотреть поведение 6-элементного разложения, 
где постоянные определяются поточечной коллокацией в шести внутренних 
узлах сетки.

2.3. Аппроксимация решений дифференциальных уравнений 
и использование базисных функций; виды взвешенных 
невязок. Выполнение краевых условий с помощью 
базисных функций

Рассмотрим дифференциальное уравнение обсуждавшегося 
в гл. 1 типа, которое в достаточно общем виде будем записы
вать как

А (ср) =  З у  +  р =  0 в Q, (2.23)

где 3? — соответствующий линейный дифференциальный оператор, 
а р не зависит от ср. Конкретным примером было бы, в част
ности, уравнение (1.8) из гл. 1. Это уравнение можно записать 
в приведенных выше обозначениях, положив

J?(p =  d(k дц)/дх)/дх +  d(k ду 1ду)1ду, p =  Q, (2.24)

где & и Q не зависят от ср. Дальнейшее изложение будет основы
ваться, однако, не на конкретном уравнении типа (2.24), а на 
общем уравнении (2.23), что позволит продемонстрировать общ
ность описываемой методики.

Решение уравнения (2.23) должно удовлетворять соответствую
щим краевым условиям, которые тоже запишем в общем виде:

В (ф) =  +  г =  0 на Г, (2.25)

где М — соответствующий линейный оператор, а г не зависит от ср. 
Например, краевые условия Дирихле и Неймана (1.5) и (1.6) 
можно выразить в общем виде (2.25), положив

<^Ф =  Ф, г = — ср на Гф,
— kdy/dn, г =  — q на Г^. (2.26)

Следуя описанной в предыдущих разделах методике, попытаемся 
построить аппроксимацию ср для решения ф, используя, как и в
(2.1), разложение

м
ф « ф  =  г|)+ 2  amNm- (2-27)т= 1

Здесь функция ф и базисные функции Nт выбраны таким обра
зом, что



и поэтому ф автоматически удовлетворяет краевым условиям (2.25) 
при произвольных коэффициентах ат. Непосредственным диффе
ренцированием аппроксимации (2.27) можно получить аппрокси
мации производных от ф 1). Следовательно, если функции Nm 
непрерывны в рассматриваемой области Q и все их производные 
существуют, то

м
ф ~ ф т= 1

М

дх
дф
дх

II

-  S  ° т

dNm 
дх '

т  = 1
М

д2<р _  
дх2 ~

д2Ф
дх2

го р
 

II I ^Ld a rr
т = 1

d*Nm 
' дх2

(•г.29)

и т. д.
В этой главе будет предполагаться, что базисные функции 

непрерывно дифференцируемы, однако в гл. 3 это требование 
будет ослаблено.

Так как построенное разложение удовлетворяет краевым усло
виям, то для получения аппроксимации искомой функции ср необ
ходимо только гарантировать, что <р— приближенное решение 
дифференциального уравнения (2.23). Подставляя <р в это урав
нение, получим невязку Rq, которую в силу линейности опера
тора &  можно записать в виде

R<.1 =  А ( ф ) = ^ ф  +  /7 =  ^1|) +  ^ 2 ,  am^Nm) +  P- (2-30)

Для получения приближенного равенства Rq — О всюду в Q 
можно непосредственно применить процедуры § 2.2. Это позволит 
найти аппроксимацию ф искомой функции ф. Как и ранее, для 
этой цели можно воспользоваться методом взвешенных невязок, 
выбирая некоторую систему весовых функций {Wt\ 1=  1, 2, . . . }  
и требуя, чтобы

$ WtRQd Q =  J IFf ( j 2 >  +  (  2  ^ N M\ + p \ d Q =  0. (2.31)
Q Q V \ m = 1  / J

Так как общее число неизвестных равно М, то, применяя 
уравнение (2.31) для / =  1, 2, 3, . . . ,  М, получаем систему линей
ных алгебраических уравнений, которую можно записать в виде

Ka =  f, (2.32)

х) Если / (х) «  g (x)t то может оказаться, что df/dx и dg/dx далеки друг 
от Друга, и тогда «непосредственное дифференцирование» (2.27) приведет 
к невеРному результату,— Прим. ред.



где теперь

Klm= \ w i2 N mdQ, 1
Q

/: =  — $ WtpdQ ~  J 1 < / < M .
О Й

(2.33)

Вычислив элементы матрицы и правой части уравнений и решив 
затем полученную систему, мы определим неизвестные ат, 
т— 1, 2, 3, М, и тем самым закончим процесс построения 
приближенного решения заданного дифференциального уравнения. 
Обычно матрица К оказывается заполненной,и не имеет тенденции 
к ленточной структуре, характерной для матриц, получавшихся 
при применении метода конечных разностей в предыдущей главе.

Можно опять рассмотреть различные выборы весовых функций, 
изучавшихся в предыдущем параграфе. Для демонстрации деталей 
процедуры снова обратимся к примерам 1.1 и 1.5.

Пример 2.2. Как и в примере 1.1, потребуем, чтобы решение 
уравнения d?(p/dx2— ср =  0 удовлетворяло краевым условиям ф =  0 
при лг =  0 и ф =  1 при х= \ .

Приведенные краевые условия можно выразить в общем виде 
(2.25), положив о^ф =  ф, г =  0 при *  =  0 и г — — 1 прил: =1 .  
Тогда, согласно (2.28), ф и базисные функции Nт должны быть 
выбраны таким образом, что

ф =  ЛГт =  0 при jc =  0; ф = 1 ,  Nm =  0 при х= \ .

Функция ф =  х удовлетворяет этим условиям, а в качестве 
базисных функций, обращающихся в нуль при л: =  0 и х — 1, 
можно взять систему {Nm =  s\nmnx\ т = 1 ,  2, 3, . . . } .

Тогда разложение
м

Ф =  * +  2 amsinтпх
т =  1

буде'г удовлетворять краевым условиям задачи. Решаемое урав
нение можно записать в общем виде в2?ср +  р =  0, положив 
<5?Ч>ъ=с12сР/с1х2 — ср и /?*=0. Выбрав весовые функции, можно со
ставить систему М уравнений вида (2.32) и (2.33). Возьмем М =  2, 
т. е. используем два неизвестных параметра аг и а2, и рассмотрим 
две Возможности, а именно поточечную коллокацию с W t=b(x  xt) 
и метод Галеркина с =  Читатель может непосредственно 
проверить, что потребуется решить два уравнения

К ! +  К 12а2 == fi*
=  /г»
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Рис. 2.6а. Приближенные решения задачи из примера 2.2, полученные методами 
поточечной коллокации и Галеркина с использованием 1-элементной аппроксима
ции.

где для /, т =  1, 2
1

Klm =  J (1 + т 2ла) tt^sin nxdx, 
о

1
/, =  — J Wtxdx.

о
Для метода коллокации (с Rq, равной нулю при хх — 1/3, лг2 =  2/3) 
получаем

/С i 1 =  (1 +  я2) sin (я/3), /С,2 =  ( 1 +  4я2) sin (2я/3),
K2i =  (1 +  л2) sin (2я/3), /С22 =  (1 +  4я2) sin (4я/3),

Л =  - 1 /3 ,  /, =  - 2 /3 ,
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Рис. 2.66. Приближенные решения задачи из примера 2.2, полученные методами 
поточечной коллокации и Галер кина с использованием 2-элементной аппроксима
ции.

тогда как для метода Галеркина

Ки =(1  +  л2)/2, /Си = /с и = о , Х г1= (1+ 4 я *)/2 , f2 =  1/(2я).

Численное решение этих уравнений дает
a t =  —0.05312, a2 =  0.004754 для поточечной коллокации, 
а 1 =  —0.05857, а2 =  0.007864 для метода Галеркина.



На рис. 2.6а и 2.66 приведены полученные в этом случае числен
ные решения для М =  1 и М =  2 и двух видов весовых множи
телей. Сравнение с точным решением показывает сходимость 
в этом примере.

Интересно также сравнить только что полученное решение 
с решением, найденным методом конечных разностей в гл. 1. 
Это сделано в следующей таблице, где приведены приближенные 
и точные значения в узлах конечно-разностной сетки х = 1 / 3  
и х =  2/3.

Метод конечных Поточечная Метод Точное
разностей (Дх=1/3) коллокация Галеркина решение

1/3 0.2893 0.2914 0.2894 0.2889
2/3 0.6107 0.6165 0.6091 0.6102

Нужно заметить, что метод Галеркина, использованный в соче
тании с соответствующими тригонометрическими функциями, снова 
привел к диагональной форме матрицы К, что является следст
вием ортогональности базисных функций. Таким образом, для 
данной формы метода Галеркина легко непосредственно вычислить 
коэффициенты аппроксимирующего ряда:

г 1
ат=  ^xsmrrmxdx- J (1 -\-т2я2) sinmnxdx

=  2 (— 1)т - [ т я (1 +  /я2я 2)]-1, т — 1, 2, 3,

Наличие такого решения позволяет получить простую оценку вели
чины погрешности, возникающей на любом этапе аппроксимации.

Можно было бы рассмотреть и другие системы весовых и ба
зисных функций. Для тренировки предлагаем читателю заменить 
тригонометрические функции системой {Nm= x m( 1— х)\ т =  1 , 2 , . . . }  
и сравнить полученную аппроксимацию с найденной выше.

Пример 2.3. Чтобы продемонстрировать применение метода 
взвешенных невязок к двумерной задаче, снова рассмотрим опи
санную в примере 1.5 задачу кручения. В этом случае требуется 
решить уравнение д\/дх2 +  д2у/ду2 = —2 в прямоугольнике 
—З ^ х ^ З ,  — 2^. у ^ .2  с нулевыми краевыми условиями, т. е. 
Ф =  0 на границах х =  ± 3  и у — ± 2.

Очевидно, что решение симметрично относительно прямых 
х =  0 и у — 0, и поэтому мы ограничимся использованием четных 
базисных функций, которые также обладают этим свойством сим
метрии. Например, если выбрана система А/1 =  соз(ях/6)соз(я«//4), 
Na =  cos (Злх/6) cos (пу/4), Na =  cos (лх/6) cos (Злу/4) и т. д., то



трехэлементная аппроксимация вида

Ф =  ах cos (ях/6) cos (ш//4) +  а2 cos (Зл*/6) cos (ш//4) +
3

+  а8 cos (лх/б) cos (Зш//4) =  2
т — I

автоматически удовлетворяет требуемым краевым условиям и яв
ляется четной функцией. Как и выше, решаемое уравнение можно 
записать в общем виде +  р — 0, положив Зср — д\/дх2 +  д2у/ду4 
и р =  2. Когда весовые функции выбраны, из формул (2.32) и
(2.33) получаем систему трех уравнений, решение которой дает 
значения alt а2 и а3. Если воспользоваться методом Галеркина, 
то элементы матрицы К и вектора f примут вид

3 2
Ktm =  — I \ (d2N jdx2 +  d2N jdy2) Nt dy dx,

- 3  - 2
3 2

f i=  S $ 2Nt dydx
- 3  - 2

и в силу ортогональности базисных функций на "рассматриваемом 
прямоугольнике система имеет диагональную форму, а решение 
может быть выписано непосредственно:

а х =  4608/(1 Зя4), аг =  —4608/(135л4), а3 =  —4608/(255л4).

Аппроксимацию крутящего момента Т можно теперь вычислить 
по формуле

3 2
Т =  2  ̂ $ <pdydx =  74.265

- 3  - 2

(точное значение равно 76.4). Приближенным значением макси
мума касательного напряжения в этом случае будет |т |  =  3.02 
(точное значение равно 2.96).

Как и в § 2.2, метод наименьших квадратов можно снова 
включить в общую формулировку метода взвешенных невязок 
(2.31). На этот раз попытаемся минимизировать

I(av ai . . . .  am) = J ^ d Q = S { ^  +  ( J i am3 N  d£,

(2.34)

потребовав, чтобы
dl/dat =  0, / = 1 ,  2, . . . М .  (2.35)



В результате получим систему уравнений

J Ra (dRa/dat) dQ =  0, l =  1, 2, . . . ,  М, (2.36)
Q

совпадающую' с системой уравнений метода взвешенных невязок 
при выборе весовых функций по правилу

W t =  dR&ldal =  J£Nt. (2.37)

Отметим, что в данном случае метод наименьших квадратов не 
эквивалентен методу Галеркина.

В заключение этого параграфа укажем, что в примерах 2.2 
и 2.3 метод Галеркина приводил к системе с симметричной 
матрицей, тогда как метод коллокации давал несимметричные 
коэффициенты. Эта характерная особенность метода Галеркина 
отмечалась в § 2.2 применительно к аппроксимации функций; 
причины ее повторного упоминания здесь будут объяснены позд
нее. Заметим, однако, еще раз, что указанная особенность дает 
вычислительные преимущества при решении большинства задач 
и является одной из причин популярности метода Галеркина.

Упражнения

2.4. В упражнении 1.2 найти распределение изгибающего момента, исполь
зуя методы поточечной коллокации, Галеркина и наименьших квадратов и 
подходящую систему базисных функций. Сравнить ответы с точным решением 
и результатами, полученными методом конечных разностей.

2.5. Некоторая задача одномерной стационарной теплопроводности с рас
пределенным источником тепла описывается уравнением d2cp/dx2 +  q ) + 1 = 0  
с краевыми условиями ср =  0 при j( =  0 и dy/dx = — ср при х = 1 .  Найти при
ближенное решение методом Галеркина и исследовать скорость сходимости 
метода, сравнив полученные результаты с точным решением.

2.6. В упражнении 1.20 найти отклонение нагруженной балки на упругом 
основании методами поточечной коллокации и Галеркина. Сравнить ответы 
с точным решением и с результатами, полученными методом конечных раз
ностей.

2.7. В некоторой двумерной задаче стационарной теплопроводности для 
квадрата со стороной длины 1 температура на сторонах х = ± \  изменяется 
как 1—у2, а на сторонах у = ±  1—как 1—х2. Используя метод Галеркина, 
найти распределение температуры на квадрате.

2.8. В упражнении 1.21 получить аппроксимацию отклонения нагруженной 
пластины, используя методы поточечной коллокации и Галеркина.

2.4. Одновременная аппроксимация решений
дифференциальных уравнений и краевых условий

В предыдущем параграфе было показано, как можно прибли
женно решить дифференциальное уравнение, используя разложе
ние по базисным функциям и строя аппроксимирующую функ
цию ф, тождественно удовлетворяющую всем краевым условиям



задачи. В данном параграфе это требование будет ослаблено, 
поскольку оно естественным образом ограничивает выбор возмож
ных видов базисных функций.

Если теперь мы будем считать, что разложение
м

Ф - Ф =  2 amNm (2.38)m= 1
не удовлетворяет априори некоторому краевому условию или 
всем краевым условиям задачи, то к невязке по области

Ra =  А (ф) =  о2’ (ф) +  р на й  (2.39)

добавляется невязка в краевых условиях

Rr =  B(<p) =  e£<p-\-r на Г. (2.40)
Можно попытаться уменьшить взвешенную сумму невязок на гра
нице и по области, полагая

S ^ o d O + S ^ r d T - O ,  (2.41)
а г

где, вообще говоря, весовые функции Wt и Wt могут быть 
выбраны независимо.

Ясно, что если соотношение (2.41) выполняется для достаточно 
большого числа произвольных функций W[ и Wlt то аппроксима
ция ер должна приближать точное решение ф при условии, что 
разложение (2.38) вообще способно это сделать. Положение не 
меняется, если Wг и Wt связаны каким-либо образом.

Подлежащую решению систему уравнений можно опять запи
сать в достаточно общем виде

Ka =  f, (2.42)
где теперь

Q Г

/, =  — J WlPdQ — ] w trdT.
Q Г

(2.43)

Чтобы проиллюстрировать применение этого процесса, снова рас
смотрим решение примера 2.2, но на этот раз используем разло
жение по базисным функциям, не удовлетворяющее априори крае
вым условиям.

Пример 2.4. В примере 2.2 уравнение d2y/dx2— <p =  0 с ср =  0 
при х =  0 и ср =  1 при х =  1 решалось путем построения аппрокси
мации ср, автоматически удовлетворявшей заданным условиям при 
х =  0 и х = 1 .  Если обратиться к этой задаче, используя только



что описанный метод, то более не нужно, чтобы функция ф удовле
творяла краевым условиям для ф, как и не требуется, чтобы 
базисные функции обращались в нуль на границах. В качестве 
возможной системы базисных функций теперь можно взять, напри
мер, {Nт =  хт~1\ т =  1, 2, 3 , - . . . } .

В рассматриваемом случае граничная кривая Г состоит из 
двух точек х =  0 и х = 1 ,  так что интеграл по границе в (2.41) 
сводится к двум дискретным невязкам и это соотношение теперь 
можно записать в виде

1
S WtRadx+\W,Rr]xm0 +  [ f y ? r L = i  =  0.
о

Для этого примера используем весовые функции, определен
ные равенствами Wt =  Nlt Wt =  — Nt |г . Тогда, согласно выписан
ному выше соотношению,

1
5 (cPy/dx2— ^)Nt dx— [Nt ф]х=0— [ ^ ( ф — l)lx=i =  0.
о

Применяя 3-элементное разложение ц> =  а1 +  а2х +  а3х2, получим 
систему вида (2.42), где теперь

'3  3/2 —2/3 " '  1 '
к = 3/2 4/3 1/4 , f = 1

4/3 5/4 8/15 1

Заметим, что матрица К в данном случае несимметрична. 
Решение этой системы таково:

0 ! =  0.068, а2 =  0.632, а3 =  0.226.

Сходимость аппроксимации к заданным условиям при х =  0 и х =  1 
показана в следующей таблице, где сравнивается'поведение 1-, 
2- и 3-элементных аппроксимаций в этих двух точках:

Один Дна Три Точное
элемент элемента элемента решение

*  =  0 1/3 —0.095 0.068 0
х = \ 2/3 0.762 0.925 1

Сходимость аппроксимирующей последовательности на всем 
отрезке 0 ^ * ^ 1  показана на рис. 2.7, где эти три аппроксима
ции сравниваются с точным решением.



Рис. 2.7. Сравнение точного решения с решением, полученным с помощью базисных 
функций, для задачи из примера 2.4.

В только что рассмотренном одномерном примере интеграл по 
границе в уравнении (2.41) свелся к определению двух значений 
в точках^ Однако процесс очевидным образом справедлив и для 
двумерной или многомерной областей. Такая ситуация иллюстри
руется следующим примером.

Пример 2.5. Снова рассмотрим задачу кручения из примеров 
1.5 и 2.3, описываемую уравнением д2(р/дх2 +  д2ср/ду2 =  —2 в прямо
угольнике — —2^. у ^ 2  с краевым условием ср =  0 на 
границах. Как и ранее, ограничимся четными базисными функ
циями, но на этот раз откажемся от требования, чтобы аппрокси
мация автоматически удовлетворяла всем краевым условиям. 
Например, если берется система

Л 1 =  (4— у2)у N2 =  (4- у 2) х\ Nз =  (4—у2) у\
W4 =  (4— у2)х2у2, ЛАб =  (4— г/2) л:4 и т. д.

и образуется 5-элементная аппроксимация

Ф =  (4— у2) (аг +  а2х2 +  а3у2 +  аАх2у2 +  аьхх),
то ф непосредственно удовлетворяет требуемым условиям при 
у = ±  2, но условие ф =  0 при * = ± 3  автоматически уже не 
выполняется. Тогда 'краевое условие на прямых х = ± 3  учиты
вается путем включения этого условия в уравнения метода взве
шенных невязок, как это сделано в уравнении (2.41), и соответ-



ствующей формой этих уравнений для данной задачи будет

S S
- 3  - J

(д2ф/дх2 +  <?2<р/д*/2 +  2) WL dy dx +

2

+  $
- 2

(=3dy— 5 w ly\x=_i dy =  0.

Используя весовые функции Wl =  Nl, Wt =  Nt |г и выполняя интег
рирование, получаем уравнение вида (2.42), где

6.66667
— 12

К = 11.7333
9.6

—237.6

—44 43.7333
—333.6 105.6

— 16 159.086
— 163.2 433.371 

—3156.69 432

f =

1“  12 
36 
16 
48

_194.4

1

J

80 —813.6 "
355.2 5748.68
389.486 —547.2

1971.57 —3932.43
1473.74 —46239.43

Сходимость аппроксимации к точным значениям крутящего мо
мента Т и максимуму касательного напряжения т показана в сле
дующей таблице, где отражены результаты, полученные использо
ванием 2- и 5-элементных аппроксимаций:

Два Пять Точное
элемента элементов решение

т 58.94 73.60 76.4
М 3.52 3.33 2.96

Повышение точности представления краевого условия ср =  0 на 
прямых х = ± 3  с увеличением числа используемых элементов 
иллюстрируется рис. 2.8, где показано поведение 2- и 5-элемент
ных аппроксимаций на этих граничных прямых.

Упражнения

2.9. Применяя метод взвешенных невязок, решить задачу из упражне
ния 1.1, используя сначала аппроксимацию, удовлетворяющую заданным крае
вым условиям, а затем аппроксимацию, для которой краевые условия неудовле-



Рис. 2.8. Поведение 2- и 5-элементных аппроксимаций из примера 2.5 на прямых

творяются автоматически. Сравнить результаты, полученные этими методами, 
с поведением точного решения.

2.10. Методом взвешенных невязок найти распределение изгибающего 
момента в балке из упражнения 1.2, используя аппроксимацию, удовлетворяю
щую краевому условию при х =  0, но не удовлетворяющую автоматически 
краевому условию при х = \ .  Использовать граничные весовые функции 
Wt =  <xN* |г , где а — постоянная, и сравнить результаты, найденные при 
а = ± 0 . 1 ,  ±  1, ±  10, ±  100, с результатами из упражнения 2.4, полученными 
с помощью аппроксимации, автоматически удовлетворявшей обоим краевым 
условиям.

2.11. В упражнении 2.7 найти распределение температуры, используя 
аппроксимацию, удовлетворяющую краевым условиям только на сторонах 
х = ± \ .  Показать сходимость аппроксимации к краевому условию на сторо
нах у = ±  1.

2.12. В упражнении 1.21 была описана задача определения отклонения 
нагруженной упругой пластины. Найти приближенное решение этой задачи, 
которое сначала удовлетворяет только граничному условию нулевого смеще
ния на краях пластины. Показать улучшение выполнения другого граничного 
условия на краях пластины с увеличением числа используемых в аппрокси
мации элементов.



2.5. Естественные краевые условия

Примеры, приведенные в предыдущем параграфе, показали, 
что можно вычислить коэффициенты разложения (2.38) и таким 
образом определить приближенное решение без априорного удовле
творения краевым условиям. Тем не менее процесс был более 
сложен даже в этих простых примерах. Здесь для получения 
аппроксимации требовалось больше параметров, чем для нахож
дения приближения, изначально удовлетворявшего краевым усло
виям, т. е. для достижения заданной точности решалось большее 
число уравнений.

Кроме того, использование уравнения (2.41) может потребо
вать вычисления интегралов, включающих производные от <р 
вдоль границ, что может оказаться затруднительным, если эти 
границы криволинейны или имеют какие-либо другие осложняю
щие дело особенности.

В этом параграфе для конкретных уравнений и краевых усло
вий будет показано, как можно обойти указанные затруднения 
с вычислением производной на границе и нужным образом видо
изменить соответствующую общую формулировку.

Возвращаясь к уравнению метода взвешенных невязок (2.41), 
необходимо отметить, что в этом уравнении первое слагаемое

 ̂ W d Q  ^   ̂ Wt ( 3 ф 4" р) (2.44)
Ч Q

как правило, можно преобразовать к виду

5 5 (t?WrJ)(S>«p)dS2+ 5 WrfvdT, (2.45)
Q Q V

где # , S) и <§— линейные дифференциальные операторы более 
низкого порядка, чем исходный оператор 3 . Для рассматривае
мых задач результат подстановки этого выражения в (2.41) часто 
называется слабой формулировкой метода взвешенных невязок 
(или слабой формой уравнения метода взвешенных невязок). После 
такой подстановки надлежащим выбором граничной весовой функ
ции Wt можно добиться того, что последнее слагаемое в (2.45) 
и часть второго слагаемого в (2.41) взаимно уничтожаются и, 
таким образом, будет исключен интеграл, содержащий ф или ее 
производные вдоль границы. Это будет возможно только для опре
деленных краевых условий, называемых естественными. В общем 
случае применение такой процедуры для краевых условий, вклю
чающих только заданные значения самой функции, выгоды не 
дает, но она может быть полезна при задании на границе произ
водной.



Еще^одно преимущество такого преобразования состоит в опре
деленной симметрии соответствующих алгебраических уравнений 
наряду с получением, вообще говоря, более низкого порядка про
изводных базисных функций Nm. Эта характерная особенность 
будет важным элементом обсуждения в следующей главе.

Для иллюстрации и дальнейшего пояснения процесса на дан
ном этапе полезно рассмотреть конкретный пример.

Пример 2.6. Рассмотрим еще раз уже изучавшееся выше диф
ференциальное уравнение d2y/dx*— ср =  0, но на этот раз с крае
выми условиями ф =  0 при х =  0 и d<p/dx =  20 при х= \ . Пред
положим, что аппроксимация имеет вид

м
ф =  г|) +  2

т =  1

где ф и система Nm таковы, что краевое условие при х =  0 выпол
няется автоматически. Подходящим выбором была бы здесь, 
например, система [Nm~ x m\ m = l ,  2, . . . ,  М} при ф =  0.

Тогда, согласно методу взвешенных невязок для дифферен
циального уравнения и еще не выполненного краевого условия 
при * =  1, получаем 

1
$ (d*4>/d*»— ф) Wl dx +  [(dy/dx-20)Wl]x=i =  0.
О

Интегрируя первое слагаемое по частям, это выражение можно 
переписать в виде

1 1
— J (dy/dx) (dWi/dx) dx—  ̂yW l dx +  [Wt dy/dx]xssl —

о и
— [W t dy/dx]x=0+[W  L (dy/dx— 20)]Xz=i =  0.

Если теперь функции Wt и Wt взять такими, что Wt \Xzzi =  W L\x-i  
и ^ U = o  =  0, то находим

l l
$ (dcp/dx) (dWl/dx)dx+\ q>Wldx =  20Wl [x=1. 
о о

Здесь уже не требуется вычислять производную от ф при х = 1 , 
и поставленное в этой точке краевое условие является естествен
ным. Кроме того, если для нашего примера краевое условие при 
х = 1  имеет вид dy/dx =  0, то никакого дополнительного слагае
мого, учитывающего краевое условие, привлекать не требуется. 
Этот факт подчеркивает естественность задания на границе гра
диента в такой формулировке.

3  .N'8 1 0 5 7



Далее система аппроксимирующих уравнений получается стан
дартным образом, основываясь на используемой базисной функ
ции ф. В результате опять имеем систему

~Ka =  f
с элементами

1 1
К1т =  S idWjdx) (dNjdx) dx +  J WtN„ dx, ft =  20Wt \x=i,

0 n
которые легко вычислить. При двух неизвестных параметрах я,- 
и яа и базисных функциях N.m =  хт применение метода Галеркина 
дает я, =  11.7579, я2 =  3.4582. В следующей таблице соответствую
щие значения <р при х =  1/2 и х =  1 сравниваются сточным реше
нием.

Метод Галеркина Точное
с двумя элементами решение

*  =  0. 5 6.7435 6.7540
х = \ 15.2161 15.2319

Сходимость dy!dx\x=i к заданному значению 20 иллюстрируется 
тем фактом, что при аппроксимации одним элементом d<p/dx\x=-l =  15, 
а для двух элементов d<p/dx\x=1 =  18.67.

Отметим, что метод Галеркина может быть использован здесь 
на законном основании, поскольку все базисные функции авто
матически удовлетворяют ограничению И7,|л=0 =  0, наложенному 
выше при получении окончательной формулировки метода взве
шенных невязок.

2.5.1. Естественные краевые условия 
для уравнения теплопроводности

Рассмотрим вновь уравнение теплопроводности из гл. 1 и обсу
дим в более общей постановке вопрос о естественных краевых 
условиях. Итак, будем искать решение уравнения

д (kd(p/dx)/dx -f д (kdy /ду)/ду - f Q =  0 (2.46)

с краевыми условиями

Ф =  ср на Гф, kdy/dn =  — q на Г? .

Используем разложение по базисным функциям
м

Ф =  Ф +  2  amNm,т = 1

(2.47)

(2.48)



где г|э и базисные^ функции выбираются таким образом, что Ф =  Ф 
на Гф, т. е. -ф =  ср, и Nm =  0, m =  1, 2, . . . .  М на Гф. Запись 
уравнений метода взвешенных невязок в виде

~w)\ Wtdxdy +  ̂ W tQdxdy +
й Q

+  l ( ^ + 0 ¥ i d r  =  O> / = 1 ’ 2’ м  (2-49)

в пределе при М —>- с» обеспечивает выполнение как дифферен
циального уравнения, так и условия задания на границе Г? гра
диента. Первый интеграл можно переписать в виде (2.45), исполь
зуя хорошо известную формулу Грина [З]1), согласно которой 
для достаточное число раз дифференцируемых функций а  и р 
справедливы тождества

a  (д^/дх) дхду =  —  ̂ (да/дх) $dxdy-\- $ сфпх dr, (2.50а)
о « г

§ а (др/ду) dxdy =  — J (да/ду) р dxdy-\-^ аРпу dr, (2.506) 
о о г

где пх и пу — направляющие косинусы внешней нормали п к замк
нутой кривой Г, ограничивающей область Q в плоскости (х, у), 
а интегрирование вдоль Г осуществляется в направлении против 
часовой стрелки. Используя это тождество и замечая, что

пхда/дх-\-пу да/ду =  да/дп, (2.51)

уравнения метода взвешенных невязок можно преобразовать к виду

— 1' [{dWt/dx) k dtp/dx +  (dW t/dy) k dtp /ду] dxdy +  § WtQdxdy +  
q a

+  $ k (дф/дп) Wtd r+ \  (k dtp/dn +  q) Wt dr =  0. (2.52)
ГФ + г ,  Tq

Ограничивая теперь выбор весовых функций требованием
№, =  0 на Гф, (2.53а)
Wl=  — Wl на Г ,, (2.536)

видим, что интегралы, включающие градиент от <р на границе, 
взаимно уничтожаются и аппроксимирующее соотношение при- i)

i) См.  также Владимиров В. С. Уравнения математической физики,— 4-е 
изд.— М.: Наука, 1981.— Прим. ред.



нимает вид

Г [(dWl/dx)kdy/dx +  idWt/dy) kdy/dy]dxdy—  ̂WlQdxdy +
и a

+  J  W,qdT =  0. (2.54)
г  ч

Подставляя в это уравнение разложение по базисным функциям 
(2.48), приходим к стандартной системе линейных алгебраических 
уравнений

Ka =  f (2.55)
с элементами матрицы и правой части

^ ■ - l { 4 r k 4 r ^ k 4 r ) dxd!l’Q
fl =  J  dx dy— J  Wtq dT—

- n d- £ ' i $ + v l‘ z i ) dxd!l- <2-56>

Необходимо опять отметить, что в данном контексте выбор ба
зисных функций по Галеркину Nt — Wt допустим, так как исполь
зованные в разложении (2.48) базисные функции Nm автомати
чески удовлетворяют условию (2.53а). Кроме того, можно непо
средственно видеть, что применение метода Галеркина приводит 
к симметричной матрице К, поскольку

К * ~ К яг  (2-57)

Этот факт отмечался ранее в примере 2.3, но не был очеви
ден до применения формулы Грина к уравнениям метода взве
шенных невязок.

Напомним, что метод конечных разностей, примененный к 
этой задаче с заменой производной на границе центральной раз
ностью, приводил к системе уравнений с несимметричной матри
цей. Наконец, здесь было показано, в каком смысле краевое 
условие

кд<р/дп =  — q (2.58)

является естественным для данной задачи, поскольку его исполь
зование позволяет исключить фактическое вычисление ду/дп на 
границах. Заметим, что если <7 =  0, то указанные границы более 
не входят явно в соотношения (2.54).

Пример 2.7. Требуется решить задачу стационарной теплопро
водности в материале с коэффициентом теплопроводности k =  J ,



занимающим квадратную область — — l ^ t / ^ 1 .  На
сторонах у =  ±  1 поддерживается нулевая температура, тогда как 
через стороны х =  ± 1  подается тепло со скоростью cos (пу/2) на 
единицу длины.

Описывающее этот процесс дифференциальное уравнение ста
ционарной теплопроводности при отсутствии источников тепла 
является частным случаем уравнения (2.46) и имеет цид

д2Ф/дх2 +  д2ср/ду2 =  О 
с краевыми условиями типа (2.47):

Ф =  0 при у =  ±  1, т. е. на Гф, 
ду/дп =  cos (пу/2) при х =  ± 1 ,  т. е. на Г^.

Если воспользоваться системой базисных функций Nx — 1—у2, 
N2 =  ( \ - y 2)x2, А/3 =  (1—у2) у2у N, =  (l —у*)х'у\ /V5 =  ( l —у1)*' и 
т. д., то 5-элементная аппроксимация

ф =  (1 — У2) («! +  а2х2 +  а*у2 +  аАх2у2 +  аъхА)
будет непосредственно удовлетворять краевым условиям на Гф. 
Тогда согласно методу взвешенных невязок (2.49) для данного 
типа аппроксимации имеем 

1 1
^ ^ (д2ср/дх2 +  д2у/ду2) Wtdxdy +   ̂ [ду/дп—cos (пу/2)] Wtd\Г =  О,

-1 - 1 Tq
откуда, используя соотношения (2.50), можно получить уравнение 

1 1
J  J  [(ду/дх) dWjdx +  (дф/ду) dWjdy] dx d y -

— [ (ду/дп) Wt dT— J [д(р/дп—cos (jt^/2)] dT =  0.
Гф + VQ r<

Если взять Wt =  Ni, то интеграл по Гф обращается в нуль, по
скольку на этой части границы Л  ̂=  0.

Тогда приведенное выше соотношение можно переписать
в виде 

1 1
J  J  [(дц>/дх) dNjdx +  (д<р/ду) ON Jdy] dxdy — 
■1 -1

— С (Зф/да) NLdT — Г [ду/дп — cos (пу/2)] W tdT =  0.

Чтобы избавиться у̂г интегралов по 
ф , МОЖНО ВЗЯТЬ w  t =  N tlvq, как 
Отсюда следует, что условие на 1 q

Tq, содержащих градиент от 
это было сделано в (2.536). 
является естественным крае-



вым условием для этого уравнения. В результате имеем
1 1

j  J  [(дф/дх) dNjdx +  (ду/ду) ON Jdy] dxdy =  ^ N l cos {ny/2) dy.
- l - i

Подставляя сюда рассматриваемую аппроксимацию ф, получаем 
векторное уравнение вида (2.55), где теперь

К>.“ Й  ( ¥ % + ? ¥ ) " » ■о о

fi =  l Ni lx=iC0S (ny/2)dy, 1 < / < 5 .

Вычисляя элементы матрицы и правой части, находим
Г 1.33333 0.444444 0.266667 0.0888889 0.266667 ~\

0.977778 0.0888889 0.154921 1.4381
К =  0.419048 0.139683 0.0533333

Симметрично 0.117672 0.16
1.3672

f =

гО.516025 '
0.516025
0.0704803 
0.0704803 

Lo.516025

после чего, решая векторное уравнение, можно найти вектор не
известных коэффициентов а. Если этот процесс выполнен, то ста
новится возможным показать сходимость полученной таким 
образом аппроксимации к естественным краевым условиям на 
прямых х =  ± 1  (см. рис. 2.9).

Упражнения

2.13. Используя метод Галеркина, решить задачу теплопроводности из 
упражнения 1.9 и сравнить точное и приближенное решения.

2.14. Решить упражнение 1.10 методом Галеркина. Показать сходимость 
приближенного решения к точному при возрастании числа элементов, исполь
зуемых в аппроксимации.

2.15. В упражнении 1.20 была рассмотрена задача об отклонении нагру
женной балки с защемленными концами, покоящейся на упругом основании. 
Выяснить, какие краевые условия здесь являются естественными. Решить 
эту задачу методом Галеркина для случая, когда балка свободно оперта на 
концах, используя аппроксимацию, не удовлетворяющую автоматически этим 
естественным краевым условиям. Краевые условия, соответствующие свободно 
опертой балке, имеют вид ф =  da<p / dx2 =  0 на обоих концах.



Рис. 2.9. Сравнение нормальных производных точного и приближенного решений 
на прямых *= = £  1 для задачи из примера 2.7.

2.16. Вывести уравнения метода взвешенных невязок для задачи двумерно^ 
стационарной теплопроводности в области Q с краевыми условиями Ф =  Ф 
на Гф и kdy/dn=— <7+Л(ф—ф0) на Г^. Здесь ф—температура в произволь
ной точке, k— коэффициент теплопроводности среды, а ф, q, h и ф0 — заданные 
функции координат.

2.17. Решить задачу стационарной теплопроводности в материале, зани
мающем квадрат — 1 дс,//<  1, если на сторонах у = ±  1 поддерживается
температура 100° С, тогда как на сторонах х = ± 1  задано условие ду/дп =
=  —1—ф.

2.18. Показать, что для описанной в упражнении 1.21 задачи об откло
нении нагруженной тонкой упругой пластины краевое условие д2у/дп2 =  0 
на Г является естественным краевым условием. Решить эту задачу и сравнить 
ответы с полученными в упражнении 2.12.

2.6. Методы граничного решения

В этой главе для построения приближенных решений диффе
ренциальных уравнений с соответствующими краевыми условиями 
использовались системы базисных функций, такие, что либо



1) аппроксимация ф полностью удовлетворяла краевым усло
виям, но не удовлетворяла априори дифференциальному уравне
нию в области Q, либо

2) аппроксимация ф ни полностью, ни частично не удовлет
воряла краевым условиям, как не удовлетворяла и дифферен
циальному уравнению.

Ясно, что существует и третья возможность, когда базисные 
функции таковы, что аппроксимация ф автоматически удовлетво
ряет дифференциальному уравнению, но не удовлетворяет непо
средственно краевым условиям [4]. Если рассматриваемое диффе
ренциальное уравнение линейн.о, то такая возможность может 
быть реализована выбором базисных функций, которые сами 
являются решениями дифференциального уравнения. Выбирая
базисные функции таким образом, положим

М
Ф « Ф =  2  amNm. (2.59)

гп= 1
Тогда уравнение метода взвешенных невязок (2.41) сводится к 
соотношению

IW tR rdT ^O , (2.60)
Г

так как
м

Ra =  A (ф) =  2 a,nA(Nm) =  0. (2.61)
т — 1

Теперь необходимо определить только систему весовых функций 
Wl9 и причем фактически лишь на границе Г.

Тем не менее такую систему базисных функций выбрать труд
нее. Для этого существуют общие, хотя и достаточно сложные 
процедуры. Здесь, однако, мы ограничимся демонстрацией реше
ния задачи на примере уравнения Лапласа, для которого выбор 
базисных функций особенно прост.

Если имеется некоторая аналитическая функция комплексной 
переменной z =  x +  iy, то ее вещественная и мнимая части долж
ны автоматически удовлетворять уравнению Лапласа. Действи
тельно, пусть такой аналитической функцией является

f(z) =  u +  iv, (2.62)

где и и v вещественны. Тогда
<Э7/Зх2 =  /". &f/dy* =  /7" =  (2.63)

где f" =  dsf/dz2. Таким образом,

v 7 = v 2« +  /v 2u = o , (2.64)



что может быть верно только тогда, когда V2«  — Vay — 0- Эт°т 
результат позволяет непосредственно использовать аналитическую 
ФУНКЦИЮ 5

f(z) =  zn

для получения системы функций, удовлетворяющих уравнению 
Лапласа, а именно:

П = 1 , и =  х, V =  y ,
п =  2, и =  Xй—у2, v =  2xy,

II ОО и =  х3— 3 ху2, v =  3x2y —у3,
п =  4, и =  х * -6 х йуй +  у\ у =  4х3у — 4ху'

и т. д.
Построив подходящую систему функций, продемонстрируем 

применение метода на примере повторного решения задачи кру
чения, уже рассматривавшейся в примерах 1.5, 2.3 и 2.5.

Пример 2.8. Рассмотренная ранее задача кручения описывается 
дифференциальным уравнением д2<р/дх2 +  д\/ду2=  — 2 в прямо
угольной области — 3 < х < 3 ,  — 2 < г / < 2  с краевым условием 
ф =  0. Выше было показано, как построить систему функций, 
удовлетворяющих уравнению Лапласа. Чтобы иметь возможность 
воспользоваться этой системой функций в данном примере, вве
дем сначала новую переменную 0, положив

ф =  6— (хй +  уй)/2.
Тогда задача кручения сводится к решению уравнения 

дйв/дхй +  дйд/дуй =  0, — 3 < х < 3 ,  — 2 < г / < 2 ,

с условием 0 =  (хй +  уй)/2 на границе. Попытаемся теперь решить 
эту задачу описанным выше методом граничного решения. Иско
мое решение будет симметрично относительно х н у .  Поэтому, со
гласно (2.66), в качестве базисных функций можно использовать 
систему N2 =  1, N2 — x2—уй, W8 =  x4— 6хйуй +  у* и т. д.

Трехэлементная аппроксимация

0 =  а, +  а2 (хй— уй) +  а2 (х*— 6хйуй +  у4)

в точности удовлетворяет дифференциальному уравнению при всех 
значениях av а2 и а3, так как каждая базисная функция явля
ется решением уравнения Лапласа.

Поэтому уравнения метода взвешенных невязок имеют вид 
(2.60) и для данного примера могут быть записаны как

j  [0 — (х2+  #2)/2] Wt dT =  0.
Г



Если весовые функции Wt выбрать из условия =  М/|г» то эти 
соотношения примут вид
2 3

* = э - ( 9  +  </2)/2]ЛМ ,=4Ф + '$  [ 9 U - ( * a +  4)/2] Nt \ymldx =  0. 
о о

Подставляя сюда выражение для 0 и вычисляя полученные ин
тегралы, приходим к стандартному векторному уравнению вида
(2.55), где

Г 5 12.3333 —95 I
К =  12.2333 145 98.543 ,

L—95 98.543 18170.4 J
20.83331 
78.1 ,

—539.643 J

с решением at =  3.2154, а2 = —0.2749, а3 — —0.01438 Определив 
таким образом 3-элементную аппроксимацию 0 и воспользовав-

Рис. 2.10. Поведение аппроксимации базисными функциями из примера 2.8 на 
прямых у= —2 (а) и х = ± 3  (б).



шись соотношением ф =  0 — (х2 +  у2)/2, получим эквивалентную 
аппроксимацию исходной функции ср.

Поведение ф на границах, где искомое решение удовлетво
ряет условию Ф =  0, показано на рис. 2.10. Крутящий момент, 
вычисленный с использованием такой аппроксимации, равен 75.51 
(точное значение равно 76.4).

Для дифференциальных уравнений более общего вида выбор 
базисных функций в методе граничного решения менее очевиден. 
В общем случае могут быть использованы сингулярные функции 
типа функции Грина, и тогда результирующая аппроксимация 
представляется системой интегральных уравнений. К методам 
такого типа относятся так называемые методы граничных интег
ральных уравнений. Они являются полезным инструментом чис
ленного анализа [5].

В большинстве книг такие процедуры граничного решения 
трактуются как вполне самостоятельные и изолированные. Чита
тель должен заметить, однако, что такой подход является всего 
лишь вариантом общего метода взвешенных невязок.

2.7. Системы дифференциальных уравнений
Метод взвешенных невязок может быть весьма успешно при

менен и к решению систем дифференциальных уравнений. Форму
лируя эту задачу в самой общей постановке, можно сказать, что 
отыскивается неизвестная функция ф:

<pr =(<Pi. <р*. • • •). (2-67)
такая, что в области Q она удовлетворяет некоторым дифферен
циальным уравнениям, записываемым в виде

А ( ф )  =  0, Л а (ф) =  0, (2.68)
или

''М ф Г
Л ,(ф )

А ( ф ) = =  0 на й . (2.69)

Будем предполагать, что на границе Г области Q задано 
нужное число соответствующих краевых условий, а именно

(ф) =  о,
или в другой записи

В (<р) =

В г (ф) =  0. (2.70)

~В1 (ф Г  
в 3 (ф)

=  0 на Г . (2.71)



Для каждой компоненты неизвестного вектора <р используем 
разложение по базисным функциям вида (2.27), полагая

4>i

Фз

м
Ф 1 =  Ф 1 “ Ь  2  & т I J ^ m . 1>

т = 1 
М

Ф2= ^ 2“Ь 2  2^Я| ат = I

(2.72)

и т. д. Эти разложения можно записать в более компактной век
торной форме

м
<р « ф = ф +  2  n a ,

т =  1
(2.73)

где

и

Ф Т =  (Ф 1 . Фз. Фз. • • •) .

&т ~~ ( /̂п, 1> г> з> • • •)
(2.74а)

Nffl =

'Nт * 1

Nт% 3

оп

(2.746)

1_°
Очевидно, что в этом случае опять могут быть использованы 

введенные в предыдущих параграфах стандартные виды аппрок
симации. При этом подразумевается, что теперь Nm— диагональ
ная матрица, составленная из базисных функций, а параметр 
ат — вектор с числом компонент, равным числу неизвестных функ
ций в определении <р.

Чтобы получить для задачи этого типа обобщенные уравне
ния метода взвешенных невязок, можно рассмотреть каждое из 
уравнений (2.68) и соответствующие им краевые условия и при
писать им соответствующие веса. Тогда вместо (2.41) мы будем 
иметь систему уравнений

$ Г , ,Л ( ч > ) Л 2 + $  Wlt 16 1(Ф)^Г =  0,
Q Г
г .. Г -  - (2-75)

Если ввести диагональные матрицы весовых функций W, и



W,, ПОЛОЖИВ

(Г

W , =

1_0

Wltt

_l

~Wi.i
Wi,t

0“

w , = Wt, t

(2.76)

то систему
t_o

уравнений (2.75) можно записать в компактной форме

W ,B (^)dr =  0, (2.77)
«  Г

и соответствующая аппроксимация получена.
Применение такого подхода к задачам, описываемым системой 

двух дифференциальных уравнений, иллюстрируется следующим 
примером.

Пример 2.9. В гл. 1 было показано, как записать общую 
задачу теплопроводности в виде системы уравнений первого по
рядка (1.2) и (1.4). В случае одномерной стационарной тепло
проводности эти уравнения принимают вид

q +  kdyldx =  0, dq/dx— Q =  О,

где q— поток тепла в направлении х, ср—температура, Q— ско
рость генерирования тепла внутри материала и k— коэффициент 
теплопроводности материала. Эту систему уравнений можно решать 
одновременно для q и ср, если положить

и записать дифференциальные уравнения в виде

или в виде

^ Ф +  Р =

kd/dx
Ф +

0 J
=  0.



Для конкретного примера отрезка где k = \ , Q = 1
при 0 < 1 л :^ 1 /2  и Q =  0 при 1/2< jc^ 1, и краевых условий 
<р =  0 при х =  0 и <7 =  0 при * = 1  задача является корректно 
поставленной и допускает решение. Отметим, кстати, что для 
каждой из неизвестных функций задается только одно краевое 
условие, причем на градиент краевое условие не накладывается. 

Для аппроксимации вида (2.72)
м м

9 =  2 аЯ. „  Ф = .ф 2+  2 ат, 2̂ т. 2
т  —1 т = I

краевые условия будут автоматически выполнены, если положить 
\рг =  я|)2 =  0, а системы базисных функций выбрать так, что

Nm%! =  0 при x = l ;  Nmi 2 =  0 при х =  0; т =  1, 2, . . . ,  М.
В данном примере мы удовлетворим этим условиям, взяв системы 
базисных функций

Nu, i = x ? - 1( l —xy, Nmti= x m,
Уравнение (2.77) принимает теперь простой вид

1 t
J W dx+   ̂W,pdx =  0, 
о о

где 3  и р определены выше. Подставляя сюда разложения для 
приближенных решений, приходим к стандартной системе урав
нений К а  =  f , где

"К„ к1а к13 1 1r f , n
К 21 К 22 К 28 h

к = , f =

1_К Ж1 КМ2 Кл!» • • • _ 1

Подматрица K im матрицы К является (2х2)-матрицей, опреде
ленной соотношением

I
K, ffl= $ W ^ N  mdx,

о

а подвектор является (2 х  1)-вектор-столбцом
1

f< =  — $ W*P dx.
0

При использовании метода Галеркина, т. е .  при W, =  N„ можно



Точное решение -
Аппроксимации --о—  1-элементная

Рис. 2.11. Сравнение точного и приближенного решений из примера 2.9 для тем
пературы ср(а) и потока тепла q(6).

записать

K , „ = j N t, *N rn. 1 N l t , dN m, jd x  
N t , i d N m . l / d X  0

dx.

Тогда, используя 2-элементную аппроксимацию для 
вычисляя матрицу коэффициентов и правую часть, 
систему уравнений

- 1/3 1/2 1/12 1/31 -
— 1/2 0 - 1 /6 0

1/12 1/6 1/30 1/6
— 1/3 0 - 1 /6 0

Г О 
1/8 
О

1/24

q и ф и 
получаем

решение которой позволяет найти значения неизвестных парамет
ров. Заметим, что применение метода Галеркина в данном слу-



чае не приводит к системе с симметричной матрицей, однако 
такая симметричность может быть достигнута путем некоторых 
преобразований. На рис. 2.11 сравниваются результаты исполь
зования 1- и 2-элементных аппроксимаций с точным решением 
этой задачи. Для некоторых задач можно доказать предпочти
тельность использования различного числа параметров в разло
жениях для ср и q. Без потери общности эта процедура очевид
ным образом может быть реализована путем приравнивания 
к нулю соответствующих параметров и вычеркивания соответст
вующих строк и столбцов из стандартной системы уравнений. 
Формулировки типа обсуждавшейся в этом примере часто назы
ваются смешанными, так как число подлежащих решению урав
нений, если это требуется, может быть уменьшено соответствую
щим преобразованием. (В данном случае можно исключить q из 
второго уравнения системы и получить одно уравнение для ср.) 
Иногда такие формулировки могут быть точнее, чем формули
ровки, в которых такое исключение не может быть проведено. 
Однако, как было показано выше, они приводят к более слож
ным в вычислительном отношении уравнениям.

2.7.1. Двумерные плоские задачи теории упругости в напряжениях

В качестве еще одного примера для только что описанной 
формулировки рассмотрим задачу теории упругости, связанную 
с определением плоских напряжений [6]. Здесь основными неиз
вестными будут перемещения и и v по направлениям х и у , т. е.

Ф T =  (u,v). (2.78)

Деформации, а следовательно, и напряжения могут быть вы
ражены через эти перемещения, а именно деформации записыва
ются в виде

где

~*х ' 1 ди/дх
8 = ВУ — dv/dy

ди/ду +  dv/dx
=  ^ Ф ,

~д/дх
3  = 0

д/ду

0 '
д/ду . 
д/дх

(2.79)

(2.80)

В частном случае плоских напряжений последние задается фор-



мулой

Е
1—V2

'1 v О
v 1 О
О О (1— v)/2

e =  De. (2.81)

Здесь Е — модуль Юнга, a v — коэффициент Пуассона рассматри
ваемого материала. Остается решить в двумерной области систему 
уравнений равновесия, которую с учетом соотношений (2.79) — 
(2.81) можно записать в виде

А (ф) =
~дох/дх +  доХу/ду +  Х' 
д°х„/дх -f- доу/ду-{- У =  «27rDJ?<p +  X =  0. (2.82)

В этом уравнении X и У— внешние силы, действующие на еди
ничный объем, ХГ =  (Х, У).

Краевые условия для типичных двумерных задач теории упру
гости могут быть корректно поставлены путем задания поверх
ностных (граничных) нагрузок или перемещений. В этом случае

и

4" ®Х11̂11-- t х\ лА ху » 1  = 0  на Га
axynx +  Oyny — ty J

(2.83)

Г и— ы” 1
р =  _  1 =  0 на Гф, 

IV— v J
(2.84)

£Де J}x и — направляющие косинусы внешней нормали к Г, а 
tx, ty, и и v— заданные граничные нагрузки и перемещения. Для 
определенных таким образом А и В уравнения метода взвешен
ных невязок имеют вид (2.77).

Для рассматриваемой системы уравнений представляет значи
тельный интерес вопрос о том, какие из соответствующих краевых 
условий являются естественными.

Если можно найти функции ipj и ф2, такие, что

ty1 =  u, ф2 =  ц на Гф (2.85)

и используемые базисные функции обращаются в нуль на Гф, то 
разложение по базисным функциям

<Р =

м
=  Ф +  S  Nmam, (2.86)

т = 1

где ф7 =  (фи ф2)| автоматически удовлетворяет краевым условиям.



на Гф. Определяя весовые функции по правилу

M tA J’ ▼,..]■ ( 2 -е т

согласно методу взвешенных невязок для уравнения равновесий 
в напряжениях имеем

- $ (дах/дх +  доХу/ду +  Х) W[>idQ +

+  S {nxax +  nyaxy— tx)W tt ld[' =  О, 

J  (даХу/дх +  дау/ду +  У) WltidQ +
Q

+  $ (Пх®ху +  Пу®„-- (у) WI' 4 dT =  О,

(2.88)

где a — DJ?q>. Используя формулу Грина (равенство (2.50)), эти 
соотношения можно преобразовать к виду

-  $ ( o x d W l t l , d x  +  o X u d W [ t l / d y - W l < , X ) d Q  +
а

+  $ & Л * +  Wt,,dT +
Гф + Г0

+  § (°хпх +  <*Хупи— tx) Wlt idr =  0, (2.89)

— S ( %  dWi. i/дх +  Оу dWlt -Jdy— Wlt -2Y) dii +
Q

+  _  S _  (V *  +  Oy nv) W t i i d T  +

+  S ( V x  +  ° vn„—~ill)W [',d r  =  0.

Гф + Г Q

Если теперь ограничить выбор весовых функций требованием

_  ^ / , 1 - ^ , 2 = ^  на Гф, (2.90а)
=  -  Wt, 1 lr0, Wi9i =  -  Wlt, |Го, (2.90 б)

то приведенные выше уравнения можно записать в компактной 
форме

S (J?W г) S * 7 a d & —  J W,X d Q — [ WftdT =  0,
Q Q Г0

где t7 =  (tx, /").
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Выражая напряжения через перемещения, из (2.91) имеем

S (^W ,)7 Dj^<pdQ =  J WjX dQ+ J WjTdr, (2.92)
0 q r0

т. e. получаем уравнения метода взвешенных невязок для (2.82). 
Таким образом, условие задания граничной нагрузки, получаю
щееся в связи с дифференцированием поля перемещений, для 
этой задачи является естественным краевым условием. Подставляя 
в (2.92) аппроксимацию (2.86) для поля перемещений, находим

=  J W,XdQ +  J w ,td T — $ (J?W ,)r D .24dQ . (2.93)
Q r„ n

Последние соотношения эквивалентны векторному уравнению
Ka =  f. (2.94)

Использование в данном случае аппроксимации по Галеркину 
приводит к симметричной матрице К, для которой подматрица 
Kte задается выражением

Kim= J ( ^ N ^ D ^ N mdQ. (2.95)
а

Рассмотренный выше подход является достаточно общим и может 
быть использован для решения многих плоских задач теории 
упругости. В самом деле, при соответствующем определении пе
ремещений, напряжений и деформаций такой подход может быть 
распространен на любые ситуации в линейной теории упругости.

В следующем примере будет рассмотрено применение этого 
метода к одной типичной задаче. Однако, прежде чем переходить 
к этому иллюстративному примеру, целесообразно сделать еще 
одно замечание, относящееся к уравнению (2.91). Это уравнение 
может быть получено, исходя из принципа виртуальной работы 
[7], согласно которому все точки тела находятся в состоянии 
равновесия при условии равенства работ, совершаемых внутрен
ними напряжениями и внешними силами на произвольном или 
«виртуальном» перемещении тела.

Таким образом, если

Ф* = [ “, ] .  Ф* |гф =  ф [гф (2-96>

— произвольное перемещение, а



— соответствующие деформации, то из принципа виртуальной 
работы следует, что

J в*та dQ =  J ф*гХ dSl +  J <р*гТ dr. (2.98)
о а г0

Применяя это соотношение к рассматриваемой задаче, где исполь
зованы приближенные напряжения а =  а, и ограничивая произ
вол выбором

(p* =  WA% (2.99)

где произвольны только 8,\ сразу получаем

J (£ ’w l)TSdQ =6;r (  J w ,x d n +  J w j a r Y  (2 . 1 0 0 )
Q \ Q  T0 J

Так как это верно для всех значений 8Z\  мы приходим к урав
нениям метода взвешенных невязок (2.91).

Пример 2.10. Квадратная пластина из материала с модулем 
Юнга Е и коэффициентом Пуассона v ( =  0.25), занимающая об
ласть — 1 1, закреплена вдоль сторон у = ±  1 и находится
под действием нагрузки tx =  E (1— у2)/( 1 +  v), I =  0 на сторонах 
х =  ± 1 .  Требуется определить аппроксимации возникающих по
лей перемещений и напряжений.

Из соображений симметрии выберем базисные функции
Ми ,= х ( 1 —у*), Nt t l= x ? ( l— у2), Ni t i = x y 2(\—y2)

и т. д. для представления перемещения и в направлении х и ба
зисные функции

î, 2 =  У(1—Уг)> Niti =  x2y ( \ —y2), NSti =  y3( \ — у2)

и т. д. для представления перемещения v в направлении Опре
деляя 3-элементные аппроксимации

и =  а», гЛ̂ г. i +  а2, 1 ^ 2, t +  «з, 1^8, i,
^ =  а 1, 2 ^ 1 ,  2 +  а 2% 2 ^ 2 ,  2 ^ 8 ,  2 ^ 8 ,  5>

можно видеть, что краевое условие нулевого перемещения на 
сторонах у =  dh 1 автоматически выполняется. Тогда уравнения 
метода взвешенных невязок имеют вид (2.91), а именно (в пред
положении равенства нулю внешних сил)

i t  1 1
5 \ (& W fb d x d y = \  V/t \xm-iidy.- i l l  -1 -1



Если положить
1 О п

W . . J '

о =  D^tp.

Кроме того, если весовые функции Wz выбрать по правилу 
WZ =  NZ, то уравнение метода взвешенных невязок в покомпо
нентной записи принимает вид

1
=  6 J ( l —y*)Nt, xU^idy,

m= 0 0 0

ш = 1 0  О

2 < W m i l  d N L 2  d N m , !

dy dx ) am,l +

(  d N ,

+ ( 8 - i

dx dy  

2 d N OTi 2 , 0  d N U 2  d N ,

“ J  ax a*- ) a « . 2 } ^ ^  =  0.

Вычислив эти интегралы, получим векторное уравнение стандарт
ного вида (2.94), где теперь

Г 5.6

К =

1_

ЗТ — (^1 , 1 , ^2t 1 » а3% j, Hj, 2» ^2, 2* йз, 2)» 
f r =  (3.2, 3.2, 0.457143, 0, 0, 0),

5.066667 0.876190 0.533333
8.251429 0.769524 0.533333

1.688889 — 0.076190 
6.4

Симметрично

— 0.355556 0.228571 
0 0.228571
0.050794 0.025397 
2.133333 2.742857 
1.584762 0.914286 

2.336508
с решением
аг =  (0.574778, 0.052828, — 0.070674, — 0.177255, 0.367795,

0.003533).

Найденное поле перемещений $  можно использовать для ^при
ближенного вычисления поля напряжений по формуле о =  D̂ Ŝ qp. По
ведение решения на прямых х — ±  1, где краевое условие является 
естественным, показано на рис. 2.12.



Рис. 2.12. Сравнение точного и приближенного решений из примера 2.10. На ПРЯ“ 
мых х = ± \  показано нормальное напряжение (а) и касательное напряжение (б).

Упражнения

2.19. Уравнение из упражнения 1.20, описывающее отклонение балки, 
находящейся под действием нагрузки и покоящейся на упругом основании, 
может быть разбито на два уравнения второго порядка

E l d2<p/dx2 =  — М, d2yVf /dx2—/гф =  — w,
где ф—отклонение, а М — изгибающий момент. Используя разложения Для М 
и ф, получить приближенное решение для балки единичной длины с £ / = &  =  
=  w =  1 при следующих краевых условиях: 1) оба конца балки защемлены 
и 2) оба конца балки свободно оперты. Сравнить найденные ответы с полу
ченными в упражнениях 2.6 и 2.15.

2.20. Квадратная пластина 0 « ^ * ,г / < 1  защемлена вдоль сторон и нахо
дится под действием единичной внешней силы на единицу площади по обоим 
направлениям х и у. Найти поле перемещений методом взвешенных не&язок-

2.21. В двумерном безвихревом течении невязкой Несжимаемой жиДК0СТИ



компоненты скорости и, v в направлениях х, у и потенциал скорости <р удов
летворяют уравнениям у v т  3

и = д  cp/djf, v =  d<p/dy, du/dx+dv/dy =  0.
Построив аппроксимации для и, v и ф, приближенно найти поле скоростей 
потока в квадрате 1 <л г,1 / < 1  с краевыми условиями, приведенными на 
рисунке. 1

и=х

У

I Р -0  }
К упражнению 2.21.

2.8. Нелинейные задачи

Как было отмечено в § 1.5, при моделировании физических 
задач описывающие физический процесс дифференциальные урав
нения и/или краевые условия по своей природе часто оказы
ваются нелинейными. До сих пор в этой главе обсуждалось при
менение метода взвешенных невязок к линейным задачам. Однако 
с равным успехом этот метод может быть использован и для ре
шения нелинейных задач. В последнем случае применение обычной 
процедуры метода взвешенных невязок приводит не к стандарт
ной системе уравнений (2.94), а к системе нелинейных уравнений, 
которую можно записать в виде

К (а) а =  f . (2.101)

Как было отмечено в гл. 1, уравнения этого типа могут быть 
решены с помощью подходящего итерационного метода.

Вывод векторного уравнения (2.101) можно продемонстриро
вать опять на примере задачи двумерного стационарного распро
странения тепла в материале, теплопроводность которого зависит 
от температуры. Описывающее этот процесс дифференциальное 
уравнение имеет вид

ж )+«■ =» ■ “■ <2-102''
где /е (ф)— заданная функция. Общеупотребительными краевыми 
условиями здесь являются условие Дирихле



и условие Неймана

k (ср) дф/дп =  — q на Г„.

Отыскивая приближенное решение в виде
м

ф =  ф +  2  ат^т’
т  — I

(2.103 б) 

(2.104)

где \|з и Nт, как обычно, выбраны таким образом, чтобы автома
тически обеспечить выполнение краевого условия на Гф , и исполь
зуя соотношения (2.49) — (2.54), приходим к системе уравнений 
метода взвешенных невязок

dWf/dx) k (ф) д(р/дх +  (dWс/ду) k (ф) дц>/ду dxdy—

— J WtQ dxdy+  J W,qdT =  0, 1=1, 2, М. (2.105)

Эта система нелинейных уравнений требует итерационного реше
ния, для чего могут быть использованы многие стандартные ме
тоды. Следуя рассмотренному в § 1.5 методу простой итерации, 
можно исходить из некоторого начального приближения

а =  а0 =  (al, а°г, . . . ,  а°м)Т (2.106)

и отвечающего ему приближенного решения ф°, а затем получить 
улучшенное решение а1 из линейного уравнения

где
К (а0) а1 =  f°, (2.107)

Кш (а°) =  \ { 4r k <Ф°> d~W +  ̂ W k 6°) - ^ r )  dxdy, (2Л 08)
Q

f4 =  \W tQ d xd y-\  W ~qdY-

- 5  № * < ? • > § +  ^ * ( ^ ^ ‘“ ■4'- <2IW>

Далее общая итерационная схема

К (ап-1) a n =  fn-1 (2.110)

применяется до тех пор, пока процесс не сойдется в пределах 
заданной точности приближения.

Пример 2.11. Рассмотрим одномерную задЯНу теплопроводно
сти с генерированием тепла в области, где теплопроводность зави



сит от температуры. Такая задача, описываемая уравнением
d (k dy/dx)/dx =  — 10*

с ф =  0 для *  =  0 и х = 1  и /г=1  +  0.1ср, была решена в примере 
1.4 методом конечных разностей. Решение этой задачи методом 
взвешенных невязок может быть получено путем последователь
ного выполнения описанных выше шагов. Например, для системы 
базисных функций

Nт — хт (1 —х), пг=  1, 2,

разложение
м

ф =  2  атХт( 1—*)т= 1
автоматически удовлетворяет краевым условиям при *  =  0 и * = 1 .  
Применяя метод взвешенных невязок, получаем систему уравнений 

1
J \d(kdy/dx)/dx+ 10*} Wl dx =  01 / =  1, 2,
о

которая при использовании 2-элементной аппроксимации и метода 
поточечной коллокации сводится к уравнению вида (2.101), где

Г

К (а) =

d_
dx
d_

dx

“1
JC = AT,

x = xa_

В качестве точек коллокации берутся я, =  1/3 и х, =  2/3. Исходя 
из начального приближения fli =  a2 =  0 (т. е. а° =  0), находим

К (а0) =

и решением является

а1
1.666671
1.66667J*

Эти значения используются для построения матрицы
"2.06061 — 0.037037"
1.10494 2.12346Кх =

и решением тогда будет

а2
"1.644771 
1.5091l j



Рис. 2.13. Сравнение точного решения и решения, полученного 2-элементной по* 
точечной коллокацией, задачи из примера 2.11.

Повторяя этот процесс, после еще двух циклов получим решение 
с уже не меняющимися тремя десятичными знаками

а =
‘ 1.644] 
1.517J *

На рис. 2.13 поведение полученной таким образом 2-элементной 
аппроксимации сравнивается с точным решением задачи.

Упражнения

2.22. Используя метод Галеркина, повторить вычисления примера 2.11 и 
сравнить достигнутую точность с точностью метода поточечной коллокации и 
метода конечных разностей из примера 1.4.

2.23. В упражнении 1.11 найти решение методами поточечной коллокации 
и Галеркина.

2.24. Используя метод Галеркина, найти решение упражнения 1.12.
2.25. Повторить упражнение 1.13, используя методы поточечной коллока

ции и Галеркина.

2.9. Заключительные замечания

В этой главе для решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений и уравнений с частными производными был предложен 
процесс аппроксимации базисными функциями, который является



альтернативой для обсуждавшегося в гл. 1 метода конечных 
разностей. Полезность метода очевидна, поскольку было показано, 
что в ряде задач при одном и том же числе неизвестных он дает 
решение более точное, чем метод конечных разностей.

К сожалению, использование метода взвешенных невязок 
применительно к аппроксимациям базисными функциями еще не 
снимает основных трудностей. Для двух-и трехмерных областей 
метод конечных разностей представляется более гибким, так как 
использование здесь базисных функций естественно ограничило 
бы нас рассмотрением прямоугольников, параллелепипедов и дру
гих областей простой формы, если мы хотим точно учесть крае
вые условия. Кроме того, матрица К системы алгебраических 
уравнений, получающейся при применении метода взвешенных 
невязок (см. уравнение (2.55)), с увеличением числа используемых 
для аппроксимации элементов в ряде случаев может стать плохо 
обусловленной. Такая ситуация имела место в примере 2.6, где 
матрица К подобна хорошо известной матрице Гильберта.

Проблему, связанную с выбором системы базисных функций, 
обычно удается решить путем использования базисных функций 
с более сильными свойствами ортогональности [8]. В частности, 
если в примере 2.6 базисные функции должны быть многочленами, 
то наиболее приемлемым выбором могли бы быть многочлены 
Лежандра (обсуждаемые в другом контексте в гл. 4) или много
члены Чебышева [9].

В следующей главе указанные недостатки метода базисных 
функций будут устранены, и тогда станет ясно, что такие про
цедуры, применяемые надлежащим образом, обладают широчай
шим кругом возможностей.
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КУСОЧНО-ОПРЕДЕЛЕННЫЕ БАЗИСНЫЕ ФУНКЦИИ И МЕТОД 
КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

3.1. Введение. Понятие конечного элемента

В методах аппроксимации предыдущей главы неявно пред
полагалось, что базисные функции Nm, входящие в разложение

м
Ф « Ф  =  ^ +  ^ a mNm, (3.1)

m= 1
были определены одним выражением на всей области Я, а инте
гралы в аппроксимирующих уравнениях типа (2.6) и (2.41) вы
числялись сразу по всей этой области.

Альтернативный подход состоит в разбиении области Я на 
ряд неперекрывающихся подобластей или элементов Я* и построе
нии зачтем аппроксимации ср кусочным образом, т. е. отдельно на 
каждой подобласти. Тогда используемые в процессе аппроксима
ции базисные функции также могут быть определены кусочным 
образом^ с применением различных выражений для разных под
областей Я*, из которых составлена вся область. В таком случае 
входящие в аппроксимирующие уравнения определенные интегралы 
могут быть получены простым суммированием их вклада по каж
дой подобласти или элементу:

\ w lRad Q = y i \W lRadQ, (3.2а)
Я  с = 1 Я е

IW tR r d r ^ j'lW tR r d r  (3.26)
Г е = 1 Г*

Е  Е

при условии, что 2  Qe =  Q, 2  Ге =  Г. Здесь Е— общее число
е=1 е= 1

подобластей, на которые разбивается вся область, а Р — часть 
границы Q*, лежащая на Г. Таким образом, суммирование, 
включающее Ге, производится только по тем элементам Qe, кото
рые непосредственно примыкают к границе.

Если подобласти имеют сравнительно простую форму и базис
ные функции на этих подобластях определяются однотипно, то 
весьма просто оперировать указанным выше способом в случае 
областей сложной формы, составленных из таких подобластей. 
В этом и состоит идея метода конечных элементов. В действитель-



ности, как может заметить читатель, рассмотренные в предыду
щей главе процессы являются частным случаем метода конечных 
элементов, когда используется только один элемент.

Кусочное определение базисных функций означает, что аппро
ксимирующие функции или их производные могут иметь разрывы. 
Такие разрывы в производных Высшего порядка допустимы, и 
мы покажем как они влияют на выбор используемой формули
ровки.

Если базисные функции определены кусочным образом, то 
выгодно поставить им в соответствие некоторый малый «носитель», 
полагая их равными нулю всюду, кроме рассматриваемого эле
мента и непосредственно примыкающих к нему подобластей. Как 
будет показано в дальнейшем, это в конечном счете позволит 
получить аппроксимирующие уравнения с ленточными матрицами, 
обеспечивающими методу конечных элементов дополнительное 
преимущество.

3.2. Некоторые типичные локально определенные 
базисные функции с минимальными носителями

Чтобы продемонстрировать использование метода конечных 
элементов, рассмотрим построение аппроксимации для произволь
ной функции ф(л;) на отрезке £2 =  [О, Lx\. Разбиение Q на Е 
( =  Мп— 1) неперекрывающихся подотрезков осуществляется прос
тым выбором подходящего множества точек {xt\ / =  1,2,  . . . ,  Мп\ 
в fi с ^  =  0 и xMn =  Lx\ в качестве элемента Qe берется отрезок

На рис. 3.1а показано использование метода поточечной кол- 
локации для аппроксимации заданной функции ср (х) посредством 
функции ц)(х)у принимающей постоянные значения на каждом 
элементе. Получаемая аппроксимация является разрывной со 
скачками в точках сопряжения элементов \xt\ 1 =  2, 3, 
...УМп— 1}. В качестве точек коллокации выбираются средние точки 
элементов. Эти точки называются узлами. В конечно-элементных 
процессах узлы и элементы нумеруются. Здесь нами принята 
показанная на рисунке очевидная система нумерации, когда 
узел т принадлежит элементу т .  Функция ср(х) может быть 
записана в стандартной форме (3.1) путем сопоставления каждому 
узлу т кусочно-постоянной разрывной одинаковой для всех эле
ментов (глобальной) базисной функции Nт , по определению при
нимающей значения единица на элементе т и нуль на всех других 
элементах. Тогда можно записать

мп - 1

ф » ф =  2  ф« А/71= 1
в £2, (3.3а)
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Рис. 3.1а. Аппроксимация функции одной переменной методом поточечной кол- 
локации с использованием кусочно-постоянных элементов.

так как ат =  фт , где срго— значение функции <р в узле т .  Таким 
образом, при использовании метода конечных элементов пара
метры аппроксимации имеют вполне понятный смысл. Произволь
ная функция ф из (3.1) здесь опущена, и, следовательно, эта 
аппроксимация, вообще говоря, не будет равна значению функ
ции <р в граничных точках отрезка х =  0, х =  Lx. Однако в данном 
представлении эти значения приближаются сколь угодно точно 
при уменьшении длин элементов, прилегающих к границам 
х =  0 и x — Lx.

На каждом элементе е глобальная аппроксимация (3.3а) может 
быть выражена через значения фе в узле элемента и базисной 
функции элемента Ne, а именно

<р «  ф =  q>eNe =  Фг на элементе е, (3.36)
где Ne как раз и определена для элемента е и принимает на этом 
элементе значение единица.

На рис. 3.16 используется то же самое разбиение отрезка 
на элементы. Однако на этот раз за счет использова

ния аппроксимации функцией, линейно меняющейся по х на 
каждом элементе, достигается более точное приближение. В этом 
случае (нумерованными) узлами являются точки сопряжения
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Рис. 3.16. Аппроксимация функции одной переменной методом поточечной колло- 
кации с использованием кусочно-линейных элементов.

элементов и аппроксимация осуществляется путем сопоставления 
каждому узлу i кусочно-линейной глобальной базисной функции Nt.

Эти глобальные базисные функции обладают тем свойством, 
что Nt отлично от нуля только на элементах, ассоциируемых с 
узлом i, причем N{ =\  в узле i и равно нулю во всех других 
узлах. Можно заметить, что с узлами некоторого элемента ассоци
ируются только те глобальные базисные функции, которые на 
нем отличны от нуля.

Если в качестве точек коллокации взять узлы, то глобальную 
аппроксимацию можно записать в виде

Мп
Ф « Ф  =  2 < рА  В Й, (3.4а)

m= 1

где срт — опять значение ср в узле т .  Подстановка соответствую
щих значений в узлах х =  0 и x =  Lx гарантирует, что это пред
ставление автоматически принимает нужные значения в двух 
граничных точках отрезка и явное использование функции ф не 
требуется. На каждом элементе е с узлами i и / аппроксимация 
может быть выражена с помощью двух линейных базисных функ-



ций элемента Neit Щ и узловых значений cpf, сру по правилу

Ф «  Ф =  Ф№  +  fyNj на элементе е. (3.46)

Линейное изменение аппроксимации на каждом элементе тогда 
очевидно, так как обе базисные функции элемента линейны.

Из этих двух примеров видно, что характерной особенностью 
метода конечных элементов является нумерация узлов и элементов. 
Вопросу выбора способа нумерации мы здесь не уделяем внима
ния. В дальнейшем, однако, будет показано, что способ нумера
ции узлов и элементов влияет на ширину ленты матрицы системы 
уравнений, получающейся при применении конечно-элементной 
аппроксимации,— факт, который в вычислительном плане может 
иметь важное значение.

Использованные для построения аппроксимаций две системы 
базисных функций, как можно видеть, обладают свойством пол
ноты, т. е. с увеличением числа разбиений становится возможным 
с их помощью приблизить любую достаточно хорошую функцию 
с нужной степенью точности. Аналогичные кусочно-постоянные и 
кусочно-линейные базисные функции можно определить для аппро
ксимации функций на двумерных областях. Эта возможность 
иллюстрируется рис. 3.2а и 3.26, где осуществлено разбиение 
двумерной области на треугольники. Снова использован метод 
поточечной коллокации, причем при аппроксимации кусочно-пос
тоянными функциями в качестве узлов взяты центры тяжести 
треугольников, тогда как при кусочно-линейной аппроксимации 
узлами служат вершины треугольников.

Аппроксимации (3.3) и (3.4) были построены с помощью метода 
поточечной коллокации, однако аналогичные выражения могут 
быть использованы и для построения аппроксимаций посредством 
рассмотренного в предыдущей главе общего метода взвешенных 
невязок. На рис. 3.3 заданная функция одной переменной аппрок
симируется методом Галеркина с использованием кусочно-постоян
ных и кусочно-линейных элементов. Аппроксимация этой функции 
непрерывными функциями была показана на рис. 2.2— 2.4. По
скольку мы воспользовались процедурой Галеркина, весовые функ
ции в данном примере взяты по правилу Wt =  Nly и согласно 
методу взвешенных невязок, аппроксимирующие уравнения имеют 
вид

1

$ (ср — ср) dx =  0. (3.5)
о

Подставляя сюда выражение (3.3а) или (3.4а) для ф, приходим 
к стандартной системе уравнений

Ka =  f, (3.6)

4  №  1 0 5 7



Базисная 
функция 
элемента N 1

Рис. 3.2а. Аппроксимация функции двух переменных методом поточечной колло- 
кации с использованием кусочно-постоянных треугольных элементов.

кации с использованием кусочно-линейных треугольных элементов.



Рис- З.з. Аппроксимация функции одной переменной методом Галеркина с ис
пользованием кусочно-постоянных элементов (а) и кусочно-линейных элементов



где
1

Ktm =  ]N tNmdx, h ^ N . d x (3.7а)
о о

и
<РГ =  (Ф1. ф|, •••)• (3.76)

Компоненты вектора <р будут опять узловыми значениями аппрок
симации ср и, следовательно, аппроксимациями узловых значений 
заданной функции ср. Как уже отмечалось в (3.2), фигурирую
щие в (3.7а) глобальные интегралы могут быть вычислены путем 
суммирования вклада отдельных элементов, т. е.

где Keim и fei находятся интегрированием только по одному эле
менту е.

В случае аппроксимации кусочно-постоянными базисными функ
циями система (3.6) диагональна, так как

Построенная таким образом аппроксимация представлена на 
рис. 3.3, а. При использованной там нумерации узлов и элемен
тов решение имеет вид

Аппроксимация той же самой функции с помощью кусочно
линейных функций показана на рис 3.3, б. При использованной 
там нумерации узлов система уравнений (3.6) теперь трехдиаго- 
нальна и симметрична совершенно так же, как и для многих 
рассмотренных ранее задач. Подробности того, как лучше всего 
в этом случае определить матрицу коэффициентов, здесь обсуж
даться не будут, однако они станут ясны после того, как чита
тель рассмотрит примеры в § 3.5.

3.3. Аппроксимация решений дифференциальных уравнений 
и требования гладкости

Рассмотренный в § 3.1 и 3.2 процесс аппроксимации функций 
может быть использован для решения задач, описываемых диф
ференциальными уравнениями, согласно методике, обсуждавшейся 
в гл. 2 .

Е Е

=  / , =  2 /?.е = 1 е~ 1
(3.8)

NtNm =  0, 1фт. (3.9)

(3.10)



Если такое дифференциальное уравнение опять записать в виде 
А (ф) =  о2’ф +  р в Q (3 . 1 1 )

с краевыми условиями
В (ф) =  в£(р +  г =  0 на Г, (3.12)

то соответствующими дискретными аппроксимирующими уравне
ниями по методу взвешенных невязок будут

S WtRa dQ +  l WtRr dT =  0, (3.13)
Й г

где

Rq — J? 7 ф  ~Ь p, Rr == “Ь л  (3.14)

В § 3.2 для конечно-элементной аппроксимации функций 
упешно использовались разрывные базисные функции, а также 
непрерывные базисные функции с разрывными производными. 
Поставим теперь вопрос: допустимы ли такие функции в данном 
контексте, поскольку уравнение (3.13) включает производные от 
базисных функций?

Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим поведение трех 
типов одномерных базисных функций Nт вблизи точки стыковки А 
двух элементов (рис. 3.4). Первая функция разрывна в точке А, 
тогда как вторая имеет разрывную производную dNjdx в той же 
самой точке, а у третьей разрывна вторая производная d2 * *Nm/dxа. 
Ясно, что в точках разрыва соответственно первая, вторая и 
третья производные этих функций не будут ограничены.

Если теперь вычислить интегралы типа фигурирующих в урав
нении (3.13), то желательно исключить такие бесконечные зна
чения, так как они могут приводить к неопределенностям в инте
гралах. Если интегралы в (3.13) содержат производные порядка s 
(т. е. если такие производные содержат операторы 3? или оЛ), 
то для устранения подобных затруднений необходимо гарантиро
вать кусочную дифференцируемость производных порядка s— 1 
от используемых в аппроксимации базисных функций Nm. Мате
матически это означает, что мы будем требовать, чтобы базисные 
функции принадлежали классу гладкости С5" 11).

Например, если, как и в § 3.2, мы просто интерполируем 
заданную функцию и не используем никакого дифференциального 
оператора, то s =  0  и допустимо применение разрывных базисных 
функций типа изображенной на рис. 3.4, а. Аналогично, если 
в 3  или сМ входят первые производные, т. е. s =  1 , то необходима

2) Здесь и далее авторы используют следующее нестандартное определение
классов гладкости Сг: функция принадлежит классу Сг, если она и ее произ
водные до порядка г включительно непрерывны и производные порядка / (при
г =  0 сама функция) кусочно-непрерывно дифференцируемы,— Прим, ред.



в
Рис. 3.4. Поведение трех типов базисных функций и их производных вблизи точки 
стыковки А двух элементов.

С°-гладкость, которой обладает функция на рис. 3.4, б. Если же, 
кроме того, входят и вторые производные, то s =  2  и требуется, 
как на рис. 3.4, в, С1 -гладкость.

Требования гладкости, наложенные здесь на базисные функ
ции, применимы также и к весовым функциям Wt. Таким обра
зом, в общем случае для справедливости уравнений (3.13) необ
ходимо исключить бесконечные значения Wt и считать допусти
мыми для этих функций только «обычные» разрывы. В § 2.2 были



использованы весовые функции которые принимали в опре
деленной точке бесконечные значения и интегралы от которых 
по некоторому содержащему эту точку отрезку были равны еди
нице (дельта-функция Дирака). Такие весовые функции требова
лись для применения поточечной коллокации. Ясно, что тем самым 
нарушалось только что введенное правило. Однако это исключе
ние допустимо, если значение невязки в рассматриваемой точке 
конечно. В описываемых здесь общих конечно-элементных про
цессах такие виды весовых функций будут использоваться редко 
и приведенные правила обычно являются достаточными.

3.4. Слабая формулировка и метод Галеркина

В предыдущей главе было показано, что член, содержащий 
взвешенную невязку по области

где операторы ё  и @  включают более низкий порядок дифферен
цирования, чем исходный оператор 2  Достигаемое таким преоб
разованием преимущество очевидно, если используются локально 
определенные базисные функции, поскольку в этом случае от 
последних будет требоваться более низкий порядок гладкости. 
Однако читатель сразу заметит, что теперь рассматриваемые весо
вые функции Wt должны обладать более высоким порядком глад
кости. Так как операторы ё  и ®  обычно включают один и тот 
же порядок дифференцирования, тождественное определение базис
ных и весовых функций, используемых в методе Галеркина, пред
ставляется обоснованным. В большинстве практических приложе
ний, упоминаемых в оставшейся части этой книги, будет исполь
зоваться метод Галеркина, когда

$ WtJ?NmdQ, (3.15а)
Й

часто может быть заменен выражением вида (см. равенство (2.45)) 

j) (@>N J  dQ-f граничные члены, (3.156)
Q

Wt =  N (3.16)

кусочно-определенными базисными Ф унвдм и - в



3.5. Некоторые одномерные задачи

Чтобы конкретизировать уже высказанные идеи, рассмотри^ 
в этом параграфе некоторые одномерные примеры, в который 
кусочно-определенные базисные функции используются для реше- 
ния задач, описываемых обыкновенными дифференциальными урав- 
нениями второго порядка. В первых двух примерах использование 
рассмотренных ранее кусочно-постоянных базисных функций затруд
нительно из-за наличия в невязке производных. Поэтому здесь будут 
применены непрерывные кусочно-линейные функции типа пред
ставленных на рис. 3.16. Выше уже упоминалось, что для пони
жения порядка дифференцирования подынтегрального выражения 
необходима соответствующая переформулировка задачи, и по этой 
причине будет использована аппроксимация Галеркина (3.16)- 
Третий пример иллюстрирует возможность применения кусочно
постоянных элементов в рамках метода конечных элементов для 
решения уравнений второго порядка при использовании смешан
ной формулировки типа рассмотренной в примере 2.9.

Пример 3.1. В предыдущих двух главах различными методами 
решалось уравнение d?(p/dx2— ф =  0 , с краевыми усло
виями ф =  0 при я =  0 и ф = 1  при х = \ .  Попытаемся решить 
теперь эту задачу методом конечных элементов. На отрезке 

выберем М - \ - 1 узлов, как показано на рис. 3.5, и

о— о——о —
Х3

Элементы |(EDl СХ)|(е+Г)|
Рис. 3.5. Общая нумерация узлов и элементов для задачи из примера 3.1.

сопоставим каждому узлу т  кусочно-линейную глобальную базис
ную функцию Nт. Тогда можно построить аппроксимацию

М + 1
ф « ф =  2  фmNm,

т  = 1

гАе Фт — значение аппроксимации в узле т. Краевым условиям 
при х =  0 и х =  1 можно удовлетворить непосредственно заданием 
соответствующих значений в узлах. Однако удобнее составить 
уравнения метода взвешенных невязок без первоначального зада
ния граничных значений (р, а затем учесть эти условия при 
решении конечной системы уравнений. Таким образом, если на 
данном этапе все <plf ср2, фЛ1, срж + 1  рассматривать как неиз



вестные, то аппроксимирующие уравнения метода взвешенных 
невязок (3.13) принимают вид 

1

J W ^ d ^ p /d x '-  —  ф)Лс =  0, / =  1,2, М +  1.
о

Член, учитывающий невязку на границе Rr, не включен, по
скольку впоследствии он будет сделан тождественно равным нулю. 
В приведенном виде эта формулировка требует О-гладкости базис
ных функций. Интегрирование по частям ослабляет это требова
ние, наложенное на базисные функции, и приводит к слабой 
формулировке метода взвешенных невязок:

dWt dip 
dx dx ' W # ) d x + [ w t § ] =  0, / =  1 , 2 , M, M + l .

Теперь очевидно, что требуется только С°-гладкость ср (а следо
вательно, и Nm) и Wt. Кусочно-линейные базисные функции 
удовлетворяют этому требованию, и при использовании метода 
Галеркина гарантирована С°-гладкость весовых функций. Полу
чаемая при применении метода Галеркина система уравнений 
будет иметь вид

K<p =  f,
где

I
K tm =  S [(dNjdx) (dNjdx) +  N.NJ dx, 1 <  l,m <  Af +  1,

0

ft =  [Wj d(p/dx]o, 1 <  l <  m +  1 .

Заметим теперь, что вклад в эти коэффициенты элемента е, узлы 
которого имеют номера i и / '(рис. 3.5), может быть вычислен 
в общей форме, и полезность применения правила суммирования
(3.2) становится очевидной. На таком типичном элементе е, по
ложив % =  х —X/, имеем

N j  =  Щ  =  y j h Nt =  Щ  =  (he-%)/h*t

где he =  x/—xi. Единственными отличными от нуля на элементе е 
глобальными базисными функциями будут Nj, и, таким обра
зом, Л^ =  0  на элементе е, если / не равно i или /, т. е. если 
узел I не принадлежит элементу е. Поскольку

К1т=  2  к%„
е=1

для построения матрицы К достаточно оценить вклад произволь
ного элемента. В общем виде для элемента е это можно сделать



следующим образом:

К е1т =  0 , / , т  Ф  * , / ,

t(e  f (e    Г Г A N  1 d N j
— — dx m \ * i — i + -  A * T 6 ’

Вычислив таким образом компоненты матрицы элемента К ', про
стым суммированием по всем таким элементам получим матрицу К.

Элементы J С х ) I CD j CD  |
Узлы 1 г 3 4

xt=0 *3 хА=1

н h  Н К
Рис. 3.6. Нумерация узлов и элементов, использованная при получении прибли
женного решения задачи из примера 3.1.

Этот процесс, обычно называемый ансамблированием, будет 
здесь продемонстрирован для случая Е =  М =  3. Предположим, 
что все элементы имеют равную длину (т. е. Л1 =  /г2 =  Л3 =  /г =  1 /3 ), 
и поэтому полученные результаты можно сравнить с конечно
разностным решением из примера 1.1. Если узлы нумеруются 
последовательно от 1 до 4, а элементы— от 1 до 3, как показано 
на рис. 3.6, то матрицы элементов принимают вид

Г
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L
Г
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1+А
h ^  3
1  +  АН ' 6 
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К3=  о

о

Используя свойства базисных функций, находим, что / 2 =  / 3 =  0 , 
и после суммирования приходим к системе уравнений

Теперь можно вычеркнуть из этой системы уравнений строки 1 
и 4, получающиеся при применении метода взвешенных невязок 
к исходному уравнению с базисными функциями, отвечающими 
узлам, где заданы значения решения, и использовать заданные 
значения ф* =  0 и Ф4= 1  в оставшихся уравнениях. Тогда имеем

Решая эти уравнения для h =  1/3, находим ф2 =  0.2885 и ф3 =  0.6098 
(точные значения в узлах равны ф2 =  0.28892 и ф3 =  0.61024). 
Это решение несколько точнее, чем полученное конечно-разност
ной аппроксимацией в примере 1 . 1 , несмотря на сходство основ
ных трехточечных уравнений.

В этом примере вычисления на всех элементах одинаковы, 
так как краевые условия применяются только на этом этапе 
решения. Кроме того, непосредственная подстановка численного 
решения в два вычеркнутых из системы уравнения дает аппрок
симацию градиента решения при х =  0 и х = 1 .  Эта дополнитель
ная информация может быть важна при анализе физических задач, 
где, как уже было показано, такие величины в ряде случаев

dx Л = о
0

0

<2ф
dx х=\



могут иметь конкретный физический смысл. (Например, в одно- 
мерной задаче теплопроводности это будет информация о потоке 
тепла через границы х =  0 и я =  1.) В данном случае вычеркнутые 
уравнения дают

dx х =  I

с/ф
dx ( - Ч + 4 Ь = 0-8496’

(т+т) ч,- + (т + т)‘(''- '-3156,
что хорошо согласуется с точными значениями 0.8509 и 1.3130 
соответственно.

Из этого примера должно быть- ясно, что нет необходимости 
вычислять каждую компоненту матрицы элемента К*, поскольку 
ее составляющая Ке/т равна нулю, если узлы I и т не принад
лежат элементу. Поэтому на практике вычисляется только при
веденная матрица ке, содержащая ненулевые элементы К*. Для 
данного примера ке будет (2 х  2 )-матрицей, определенной соотно
шением 1)

Подставив сюда базисные функции элемента и проинтегрировав, 
получим

he ~  3
1 , he~1

he 6

he т  6 _L+*1
Ле Т  3 J

Эти матрицы опять могут быть вычислены непосредственно для 
каждого элемента и после ансамблирования дадут матрицу К. 
Чтобы гарантировать, что такой процесс ансамблирования произ
водится корректно, полезно заметить, что ненулевые компоненты

*) Компоненты приведенной матрицы элемента часто представляются ком
пактными общими выражениями, например для данного случая выражениями

J  [(dNVdx) {dNejldx) +  NelNej\ dx.
Qe

При этом подразумевается, что i и / соответствуют номерам узлов элемента 
при их надлежащем расположении. Для большей ясности изложения эта крат
кая форма записи здесь не используется.



К*<р содержатся в

ке<ре = he т  3 

L  Л* т  6

J ,  АП
‘ Лг +  6

Л* т  3

ГфЛ

L < P /J

где (рг =  (ср,, сру)г — вектор значений в узлах элемента е. Тогда 
при добавлении вклада элемента е в матрицу К компоненты к* 
должны быть учтены таким образом, чтобы правильно опериро
вать с узловыми переменными ф, и фу, как это сделано выше. 
Этот процесс можно продемонстрировать повторно, рассмотрев 
решение этого примера с расположением узлов и системой нуме
рации, показанными на рис. 3.6. Так как все три элемента имеют 
равную длину h (— 1/3), то

к1 =  кг =  к3 =
28/9 —53/18'

—53/18 28/9 _ •

Тогда процесс ансамблирования производится следующим образом.
Вклад элемента 1. Этому элементу соответствуют узлы 1 и 2 , 

и ненулевой вклад в Кф от этого элемента содержится в

к*фх =
28/9

—53/18
—53/181 Гф!- 

28/9 [ф2_ ’

Тогда компоненты к1 учитываются в К таким образом, чтобы 
пранильно оперировать с узловыми переменными фх и ф2, т. е.

Кф =

28/9 —53/18 0 0"
53/18 28/9 0 0 Фг

0  0  0  0 Фз
0  0  0  0 . -Ф«-

Вклад элемента 2. Этому элементу соответствуют узлы 2  и 3, 
и- таким образом, ненулевой вклад этого элемента содержится в

к2ф2 =
28/9

—53/18
—53/181 Гф2" 

28/9 J L<P*. ’
Д обрив этот вклад в К, получим

' 28/9 —53/18 0 0" "ф i

Кф =
—53/18 28/9 +  28/9 —53/18 0 Фг

0 —53/18 28/9 0 Фз
0  0  0  0 . -Ф«-

Нео^од^мо отметить, что Кц образовано суммой двух компонент, 
так кад узел 2  принадлежит и элементу 1 , и элементу 2 .



Вклад элемента 3. Процесс ансамблирования заканчивается 
добавлением вклада элемента 3, причем соответствующими узлами 
теперь будут 3 и 4. Таким образом,

k v _ r  28/9 53/181 ["«Ра!
[ —53/18 .28/9 J L«p.j ’

и добавление этой подматрицы в К дает окончательный результат

'  28/9 —53/18 0 0 "фГ
—53/18 28/9 +  28/9 —53/18 0 Фг

0 —53/18 28/9 +  28/9 —53/18 Фэ
0 0 —53/18 28/9 „ -ф4-

Заметим опять, что, так как узел 3 принадлежит обоим элемен
там 2  и 3, Км получается суммированием вклада этих двух 
элементов.

Полученная таким образом матрица К совпадает с найденной 
ранее, и дальнейшее решение производится тем же способом.

Пример 3.2. В этом примере показывается применение метода 
конечных элементов к задачам с заданной на границе производ
ной. Рассмотрим решение того же уравнения, что и в примере
3.1, но с краевыми условиями ср =  0 при х =  0 и d(f/dx=l при 
х =  1 . Методом конечных разностей эта задача была решена 
в примерах 1.2 и 1.3. Используя конечно-элементную аппрокси
мацию ф из примера 3.1, приходим к уравнениям метода^ взве
шенных невязок (см. уравнение (3.13))

1

$ Wt [d^/dx2 — ф] d x+ [W t (dip/dx— 1 ) ] * = 1  =  0 .
о

Здесь невязка при х = 0  опущена, поскольку, как и в предыдущем 
примере, впоследствии она будет сделана тождественно равной 
нулю. Выполняя интегрирование по частям и полагая Wt \x=i =  
=  — Wt \Х=1У имеем

Отсюда следует, что краевое условие при х =  1 для данной задачи 
является естественным. Если весовые функции определяются по 
правилу Wt =  Nt и выбираются три равных элемента, изобра
женных на рис. 3.6, то приведенные матрицы элементов к1, к2, к3 
будут совпадать с аналогичными из примера 3.1. Однако вектор f 
в правой части уравнения теперь будет другим. Осуществив про-



цесс ансамблирования, имеем

г

L О о 1  , h 1 h/i +  6 А 3 J J

краевое условие на правом конце при этом учтено.
Теперь можно учесть краевое условие при х =  0 , вычеркнув 

из системы первое уравнение и положив ф1 =  О в остальных 
уравнениях. Решая получающуюся систему с h = 1 /3 , находим 
Ф2 =  0.2193, ф„ =  0.4634, ф4 =  0.7600. Эти результаты существенно 
ближе к точному решению, чем полученные с помощью цент
ральной разности в примере 1.3. Вычеркнутое уравнение опять 
можно использовать для вычисления

что является хорошим приближением точного значения 0.6481.

В этом и предыдущем примерах метод конечных элементов 
с выбором базисных функций по Галеркину, примененный к урав
нению cPy/dx2— ф =  0 , приводил к ленточной симметричной гло
бальной матрице К. Такие свойства матрицы были характерной 
особенностью метода конечных разностей. Однако они были уте
ряны при применении общих процедур аппроксимации базисными 
функциями в гл. 2 . Кроме того, при возрастании числа узлов 
практически не возникает проблем с плохой обусловленностью 
матрицы К в отличие от матрицы системы из примера 2 .6 .

Пример 3.3. В гл. 1 было показано, что имеющее второй 
порядок уравнение теплопроводности k (cPcp/dx*) +  Q =  0  можно 
заменить эквивалентной системой двух уравнений k (dq>/dx) +  <7 =  0 , 
dq/dx— Q =  0. Проиллюстрируем решение методом конечных эле
ментов системы уравнений этого типа в смешанной формулиров
ке, вернувшись к задаче из примера 2.9. Если положить

то, согласно методу взвешенных невязок, для данной задачи

dy/dx |л = 0  =  —(— 1 lh +  hi 6) ф2 =  0.6457,
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Рис. 3.7. Решение задачи из примера 3.3. а — система узлов и элементов, приня
тая для кусочно-линейных <р и q(6), а также модификации, которые должны быть 
сделаны для кусочно-линейной <р, кусочно-постоянной q (в) и кусочно-постоянной 
<р, кусочно-линейной q (г). На графиках д н е  сравниваются аппроксимации для 
Ф и q соответственно.

получим
1 л I

l k ^ Ni , i d x + { q N l' idx  =  0,
о о

1  ̂ 1

l i Nt< id x = {Q N t'-2dx,

/ =  1, 2, М„

1=  1, 2, . . . ■ » Мф,

Используя для представления q и ф показанные на рис. 3.7,а 
линейные конечные элементы, получим, что М я =  М (р =  5 и



М м =  Л̂ , 5  =  Л^. Далее имеются четыре узловые переменные 
Ф/> <7/ иц Фу. соответствующие общему элементу е на рис 3 7  6  

и ненулевой вклад этого элемента в К<р содержится в ’ ’
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Если поставлены краевые условия =  О, qb =  0 и используется 
значение Л =  1/4, то эта система уравнений имеет решение

Фа =  5/48, ф3 =  ф4 =  ф5=  1/8,
7! =  — 1/2, <7, =  — 1/4, <7з =  </4 =  0.

Как следует из рис. 3.7,д и е, это означает, что q представ
ляется точно, а ф является весьма хорошей аппроксимацией для ср.

Можно рассмотреть и другой подход. Интегрируя по частям 
второе из соотношений метода взвешенных невязок (и меняя знак), 
получаем

1 dN 1
- f i N , , M]l +  §q - £ Z  =  - $ Q N t, tdx, 1=1,  2........Мф.

о о

Теперь очевидно, что для q возможно представление кусочно
постоянными конечными элементами, тогда как для ф сохра
няется кусочно-линейная аппроксимация. Для сетки, изображен
ной на рис. 3.7, а, Мф =  5, Мд =  4 и имеются три переменные 
Ф/, фу, qe, соответствующие общему элементу е на рис. 3.7,в. 
В этом случае

* * 4

о
dN]
йх

О

и, таким образом,

d- f  оdx
| dN)

dx

И Г  И
Ф/

Qe

оdx J L

dx

Cp'_J

k* =
0 — 1 O' 

— 1 he 1 

0  1 0

Проводя ансамблирование матриц элементов, получаем систему

0 - 1 0 0 0 0 0 0 о " ? l
- 1 h 1 Q 0 0 0 0 0 Q\ 0

0 1 0 *-1 0 0 0 0 0 ? 2 - h
0 0 - 1 h 1 0 0 0 0 4 i 0
0 0 0 1 0 - 1 0 0 0 ?3 = - Л / 2
0 0 0 0 - 1 h 1 0 0 <h 0
0 0 0 0 0 1 0 - 1 0 V>4 0
0 0 0 0 0 o ’ - 1 h 1 Qa 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 9 5 . 0



с решением
<Рз =  3/32, Фз =  ф4 =  фб =  1 /8,
<7i =  — 3/8, q2 =  -  1/8, q3 =  qi =  0.

Как показано на рис. 3.7, д и е, этот метод воспроизводит точные зна
чения Ф и q в узлах. Из первого уравнения можно найти значение 
</ |х = 0  =  — 1 /2 , которое тоже является точным.

Наконец, имеется еще возможность использовать интегрирова
ние по частям в первом соотношении метода взвешенных невязок. 
Тогда для ф может быть принято кусочно-постоянное представ
ление, а для кусочно-линейное (рис. 3.7, г). Читателю реко
мендуется провести этот анализ и сравнить точность полученной 
аппроксимации с только что найденной.

Упражнения

3.1. Использовать метод конечных элементов для аппроксимации функции 
ф =  1 —f-sin (тис/2) на отрезке O ^ x ^ l .  Рассмотреть кусочно-постоянные 
и кусочно-линейные функции и применить методы поточечной коллокации и 
Галеркина. Сравнить результаты с полученными в упражнении 2.1.

3.2. Решить уравнение d2q>/dx2-\-y =  0 с краевыми условиями ф = 1  при 
х =  0у ф =  0 при х = \ ,  используя конечно-элементную аппроксимацию по 
Галеркину с четырьмя линейными элементами. Сравнить результаты с полу
ченными в упражнении 1.1.

3.3. В примере 3.2, используя разложение в ряд Тейлора в уравнении 
для узла 4, показать, что краевое условие dy/dx =  1 при х —\ аппроксими
руется с погрешностью О (/г3). Сравнить этот результат с конечно-разностной 
аппроксимацией в примере 1.3.

3.4. В упражнении 1.2 найти распределение изгибающего момента с помощью 
конечно-элементной аппроксимации по Галеркину. Сравнить результаты 
с конечно-разностным решением и решением с помощью базисных функций из 
упражнения 2.4.

3.5. Найти распределение температуры для задачи из упражнения 1.3, 
используя конечно-элементную аппроксимацию по Галеркину.

3.6. В упражнении 3.5 не проводить точное интегрирование [(J2\if(H*k)]X 
X(H —y)2Ni по каждому элементу, а заменить F =  (H—y)2 кусочно-линейной 
конечно-элементной аппроксимацией ?> удовлетворяющей в узлах условию 
F = F .  Сравнить ответ с полученными в упражнении 3.5.

3.7. Используя конечно-элементную аппроксимацию по Галеркину, решить 
задачу одномерной стационарной теплопроводности из упражнения 2.5.

3.8. Решить задачу об отклонении находящегося под действием нагрузки 
троса на упругом основании из упражнения 1.4. Использовать метод конечно
элементной аппроксимации по Галеркину и сравнить результаты с точным 
решением и с решением, полученным методом конечных разностей.

3.9. Найти конечно-элементные формулировки для нелинейных задач из 
упражнений 1.11 и 1.12.

3.10. Решить нелинейную задачу из упражнения 1.13, используя три лилей
ных элемента равной длины.



3.6. Стандартная дискретная система.
Физический аналог процесса 
ансамблирования уравнения

Так как уравнения метода взвешенных невязок могут быть 
получены суммированием соответствующих уравнений для каж
дого элемента (в силу свойства'интегралов (3.2)), этот процесс 
аналогичен ситуациям, встречающимся при анализе многих диск
ретных физических систем, когда полная система формируется из 
вкладов отдельных «элементов».

Такие дискретные системы характеризуются следующими свой
ствами.

1 . Для системы может быть определен набор величин ат 
(обычно в узлах, где возникают межэлементные связи), т =  
=  1 , 2 , . . . ,  М.

2. С каждым узлом / элемента е, е= \ ,  2, . . . ,  £ , может быть 
ассоциирован набор величин q*. Такие величины часто являются 
линейными функциями от ат и могут быть записаны в виде

=  (3.17)

3. Уравнения для полной системы получаются простым сум
мированием величин cf, по элементам. Поэтому для линейного 
примера все уравнения будут иметь вид

2  t f = 2 ^ - 2 t f = o .  (з л е )
е=\ е—1 е = 1

Следовательно, уравнения для полной системы могут быть запи
саны в стандартной форме

Ка =  f, (3.19)
где

/ , =  2 /?- (3.20,
е=1 с — 1

Имеется много физических примеров описанных выше процес
сов (которые, заметим, тождественны встречающимся в конечно
элементных процедурах метода взвешенных невязок, где все мат
рицы элементов просто складываются). Возможно, наиболее извест
ной является задача исследования конструкций (часто сложной 
формы), которые обычно составляются из простых элементов. Смысл 
различных терминов очевиден (см. рис. 3.8, а). Элементы кон
струкции и узлы, в которых эти элементы связаны, занумерованы; 
ae =  (a/f aj )T— вектор узловых перемещений элемента е, q* — сила, 
действующая на узел i со стороны элемента е. Предполагая ли
нейное упругое поведение элемента, можно записать



L

Рис. 3.8. Примеры дискретных систем, а — конструкция из шарнирно соединен
ных стержней; б — электрический контур из активных сопротивлений; в — слож
ный электрический контур.

= к *а *  +
К

(3.21а)

где f\ — сила в узле i, требующаяся для уравновешивания некото
рой действующей на элемент распределенной нагрузки, а ке — 
матрица жесткости элемента. Если конструкция находится под 
действием внешних сил г,, приложенных в узле /, то для равно
весия узла I требуется, чтобы

Е

=  2  ч/.е= 1
(3.216)

где очевидным образом не равны нулю только включающие узел / 
компоненты. Комбинируя уравнения (3.21а) и (3.216) и ансамбли-



руя все уравнения элементов, имеем
Ka =  f +  r, (3.22)

где К — полная матрица жесткости системы, а — вектор узловых 
перемещений, f — вектор узловых сил, обусловленных распре
деленной нагрузкой, и г — вектор хил, приложенных в узлах.

На рис. 3.8, б приведен аналогичный пример, возможно лучше 
знакомый некоторым из читателей,— электрический контур. Здесь 
применимы те же самые процедуры. Систему переменных образуют 
at — напряжение в узле / и q\— сила тока, протекающего через 
узел I элемента е. Тогда имеем зависимость вида

где ке — матрица коэффициентов проводимости элемента, а а* — 
вектор напряжений в узлах элемента. Утверждение

rt=  2  (3-236)
е = 1

теперь представляет собой просто закон Кирхгофа для суммы сил 
токов в каждом узле /, где rt — результирующая сила тока из 
узла /. Комбинируя уравнения (3.23а) и (3.236), получаем стан
дартную ансамблированную систему линейных уравнений.

Наконец, на рис. 3.8, в изображен более сложный электри
ческий контур, на элементы которого подается периодическое 
напряжение вида

at = a lev ~1 (3.24)

Опять применимы правила и определения, аналогичные данным 
для примера на рис. 3.8, б. Однако теперь величины al9 q]— комп
лексные числа, а матрицы элементов к *— обратные для матриц 
импеданса.

Эти три примера— типичные представители ряда физических 
задач, по форме аналогичных задачам, встречающимся в методе 
конечных элементов. Читатели наверняка смогут указать и дру
гие подобные задачи, с которыми они имеют дело в своей прак
тике. Такие аналогии часто будут полезны инженерам и физикам, 
желающим получить более абстрактную формулировку их мате
матических задач, и могут приводить к лучшему пониманию 
математических операций, выполняемых при решении, и даже 
к лучшим формулировкам самих задач. Действительно, инженеры 
часто могут обнаружить, что для решения их непрерывных задач 
можно воспользоваться программами для ЭВМ и процедурами, 
разработанными в дискретном анализе.

В заключение этого параграфа рассмотрим простой одномерный
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Рис. 3.9. Конечно-элементное решение задачи об определении смещения акси
ально нагруженного стержня из примера 3.4. а — распределение аксиальных сил; 
б — конечно-элементная дискретизация с нумерацией узлов и элементов; в — 
кусочно-линейные базисные функции; г — аксиальное смещение.

пример, который, как можно надеяться, проиллюстрирует некото
рые из концепций аналогии и позволит сравнить результат с реше
нием той же самой задачи методом конечных разностей, где ана
логия не столь прозрачна.

Пример 3.4. Обратимся к задаче определения смещений в стержне, 
находящемся под действием аксиальных сил (рис. 3.9, а). Урав
нение равновесия стержня можно записать в виде

d(oA)/dx +  Ab =  0,
где о — напряжение, А — площадь поперечного сечения и b— сила 
на единицу объема материала в направлении х. (Это может быть, 
например, постоянная сила тяжести или переменная сила инер
ции в случае равномерно вращающегося стержня.)



Напряжение связано с деформацией е зависимостью o =  Et*, 
где Е— модуль Юнга материала стержня. Так как деформация 
определяется по правилу e — du/dx, напряжение связано и с пере
мещением и, которое будет рассматриваться в качестве основной 
переменной.

После исключения о уравнение равновесия можно записать 
в виде

d (k du/dx)/dx +  Q =  0,
где k — AE и Q =  Ab, т. e. в виде, уже встречавшемся для урав
нения теплопроводности в гл. 1 (уравнение (1.9)).

Краевые условия для этой задачи, где один конец стержня 
свободен, а другой закреплен, записываются как

и =  0 при х =  0\ о =  0=> du/dx =  0 при x =  Lx.
Для показанных на рис. 3.9, б разбиения отрезка и нумерации 
узлов возьмем

4
ы » и =  2  « А -

т - 1

Тогда уравнения метода взвешенных невязок (3.13) принимают вид

V .d x + l w ,^ - ] 0 : Lx

при этом условие и =  0  при х =  0 будет удовлетворено точно 
позднее.

Полагая Wt =  Nti [Wl]x=Lx = — [kNt]x=Lx и интегрируя по ча
стям, приходим к уравнениям в слабой форме

откуда подстановкой аппроксимации и получаем линейную систему
Ku =  f,

где ur =  («i, и2, иа, ы4). Компоненты матрицы К и правой части f 
могут быть получены суммированием вкладов отдельных элементов.

Для элемента е длиной he с узлами i и /, показанного на 
рис. 3.5,

А«
Kelm =  \k (dNydx) (dNemldx) d%, k — EA,

о
и, как и в примере 3.1, имеем

Kim ^  Д / ,Ш  =7^ (,/,
кь  =  Щ, =  EAlh•, K'ii =  Kji =  -  EA/he,



где по предположению k = A E  постоянно. Аналогично
he

n = \ m d t ,
о

где интеграл может быть вычислен для любого известного рас
пределения Q =  Q{x).

Рассматривая полученные выше соотношения в общем виде, 
можно заметить здесь аналогию с одним физическим фактом. Дело 
в том, что

KeijU j=z —  Е Аи j/he

точно представляет силу, действующую в узле элемента и обу
словленную перемещением Uj одного конца, тогда как другой ко
нец остается неподвижным. Действительно, этот факт мог бы быть 
отправной точкой для получения решения. Для нашего конкрет
ного примера (см. рис. 3.9, в) будем считать, что Q изменяется 
линейным образом (см. рис. 3.9, а). Используя предложенный 
в упражнении 3.6 метод, интерполируем Q тем же самым спосо-

4
бом, ЧТО И и, Т. е. ПОЛОЖИМ Q « Q  =  2  Qm̂ m- Это позволяет 
записать "1 = 1

Проинтегрировав, получим, что Selm =  0, если l,m=£i,j, и 
S^ =  S*, =  №  Sea =  SejC =  /1 7 6 .

Как может проверить читатель, ансамблированная система урав
нений принимает вид

1 — 1 0  0 " ’ — kdu/dx\x=0-\-Qh/\8~
— 1 2 — 1 0 и, Qh/3

0  — 1 2  — 1 «3 2Q/i/3
0  0  — 1 1 _ - М4- AQh/9

где h =  Lx/3. Полагая « х =  0, из последних трех уравнений по
лучаем и2=  \3h2Q/(9EA), u3 =  23h2Q/(9EA), u4 =  3h2Q/(EA)\ 
можно проверить (непосредственным интегрированием исходного 
уравнения), что эти значения совпадают с точными значениями 
перемещений в узлах1). График на рис. 3.9, г показывает, что

*) Интересно отметить, что во многих одномерных задачах метод Галер- 
кина приводит к нахождению точного решения в узлах независимо от возмож
ности плохого приближения где-нибудь в другом месте. Это заманчивое свой
ство суперсходимости обсуждается в [1] [см. также Даутов Р. 3. Суперсхо
димость МКЭ в сеточных нормах.— Ж. выч. матем. и матем. физ., 1982, т.



получаемые значения между узлами являются только прибли
женными. Неиспользованное уравнение системы теперь дает 
АЕ du/dx\x=0 =  3hQ/2, что тоже является точным значением. Фи
зически эта величина представляет силу, которая должна быть 
приложена для предотвращения перемещения при х =  0.

Если та же самая задача решается методом конечных разно
стей, то соответствующие уравнения можно записать в виде

' 2 —1 СГ ~и.Г '1/3 '
—1 2 -М _  h2 Q 2/3

0 —1 1 _«4_
ЕА 1/2

где для учета граничного условия п р и х = 1  использована аппрок
симация центральной разностью. Эта система очевидным образом 
отличается от уравнений метода конечных - элементов и поэтому 
не дает точного решения в узлах.

Читатель, без сомнения, отметит, что конечно-разностные 
уравнения могут быть записаны непосредственно без проведения 
представляющегося утомительным процесса ансамблирования. Это, 
конечно, верно, но, с другой стороны, вычисления по методу 
конечных элементов позволят нам весьма просто решать задачи, 
где ЕА зависит от х , и получать гораздо более точную аппрок
симацию для производной на границе (упражнение 3.3). Услож
нение выкладок не представит затруднений, если используется 
программа для ЭВМ. Для простых случаев с постоянным размером 
элементов нет нужды также повторять процесс ансамблирования.

Упражнения

3.11. Используя метод конечных элементов с двумя элементами равной 
длины, найти стационарное распределение температуры Т на отрезке О С  л 1 
с краевыми условиями Т =  0 при х =  0 и Т =  1 при х = 1 .  Коэффициент теп
лопроводности k определен по правилу 6 =  1 для 0 ^ * <  1/2 и k =  2 для 
1/2 <  х ^  1. Сравнить решение с точным распределением температуры. Решить 
ту же задачу методом конечных разностей.

3.12. Найти смещения в аксиально нагруженном стержне из примера 3.4 
при k = \  -\-x/Lx. Использовать метод конечных элементов с четырьмя линей
ными элементами.

22, № 5; Андреев А. Б. Харти М. Е., Лазарев Р. Д. Сверхсходимость гради
ента в методе конечных элементов для некоторых эллиптических и параболи
ческих задач.— В кн.: Вариационно-разностные методы в математической физи- 
ке/Под ред. Н. С. Бахвалова и Ю. А. Кузнецова.— М.: Отд. выч. матем. 
АН СССР, 1984, с. 13—25.— Ред,]. Условия, при которых суперсходимость 
имеет место, состоят просто в том, что базисные функции должны то
ждественно удовлетворять соответствующему однородному дифференциальному 
уравнению.



3.7. Обобщение конечно-элементных алгоритмов
на двумерные и трехмерные задачи

3.7.1. Общие замечания

Одномерные примеры типа рассматривавшихся в предыдущем 
параграфе не представляют существенного практического интереса, 
так как во многих случаях для них легко найти точные решения. 
Однако, как уже было отмечено, для дву- и трехмерных задач 
ситуация существенно отлична, поскольку для них точное реше
ние возможно лишь в случае простейших областей и краевых 
условий. Как правило, для практически важных задач неизбежно 
численное решение.

В многомерном случае выбор конечно-элементных базисных 
функций связан с рядом трудностей. В качестве одного из воз
можных подходов ранее было предложено использовать кусочно
линейные функции с разбиением области на треугольники (см. 
рис. 3.2). Теперь рассмотрим этот подход более детально и изучим 
возможность использования прямоугольных элементов с соответ
ствующими базисными функциями. Будет обсуждено также обоб
щение этих простых элементов на случай трех измерений. Известно, 
что общие задачи, где требуется С°-гладкость базисных функций, 
могут быть проанализированы с помощью использования этих 
простых элементов. Это, конечно, ограничивает круг рассматри
ваемых нами задач такими, где в слабой форме аппроксимацион
ных соотношений (3.156) под знаком интеграла стоят только пер
вые производные. Другие более сложные виды базисных функций 
и элементов будут подробно обсуждаться в следующей главе.

3.7.2. Линейный треугольник

Треугольник является чрезвычайно полезной фигурой для лю
бого двумерного анализа, так как с помощью семейств треуголь
ников можно легко и достаточно точно представить области с 
криволинейными границами весьма сложной формы. Для типич
ного треугольного элемента е, узлы которого /, /, k пронумеро
ваны в направлении против часовой стрелки и совпадают с вер
шинами треугольника (см. рис. 3.26), будем искать базисную 
функцию Nei(x, у), принимающую значение единица в узле i и 
равную нулю в узлах / и k. Кроме того, соответствующая гло
бальная базисная функция N( должна быть непрерывной при 
переходе через границы элемента и отличной от нуля только на 
элементах, ассоциируемых с узлом i. Это требование непрерывности 
можно обеспечить, предположив линейность Neit т. е. приняв, что

N\ =  а;; ffix +  у\у на элементе е. (3.25)
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Рис. 3.10. Треугольные Рис. 3.11. Расположение ненулевых компонент мат-
конечные элементы, ис- рицы К, получающейся при ансамблировании вкла-
пользованные для пред- дов элементов, изображенных на рис. 3.10. 
ставления профиля плоти
ны.

Постоянные, входящие в это выражение, находятся из условий 
Nei(X{, # / ) = 1  и Net (Xj, yj) =  Nei(xk, ук) =  0 , где координаты узлов 
определяются положением узлов в триангулируемой области. Вы
полнение этих трех условий дает систему уравнений

с решением
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(3.26)

(3.27а)

2Ле =  det =  2  х  площадь элемента е. (3.276)



Задав базисные функции для треугольника, легко вычислить 
все необходимые матрицы элементов для любой подходящим обра
зом определенной задачи, в слабую формулировку которой входят 
только первые производные.

На рис. 3.10 изображена типичная область, разбитая на тре
угольные элементы с узлами в вершинах. Криволинейные левая 
и правая стороны аппроксимируются отрезками прямых. Это мо
жет быть, например, профиль плотины, для которого требуется 
исследовать возникающие напряжения или распределение темпе
ратуры. Задача такого типа ведет к стандартной системе уравне
ний (3.6). Не конкретизируя задачу и краевые условия, заметим, 
что для приведенного конечно-элементного разбиения еще до учета 
краевых условий матрица системы К будет иметь разреженную 
форму, показанную на рис. 3.11. Кружками обозначены ненуле
вые компоненты, возникающие из-за связи элементов (напомним, 
что если узлы I и т не ассоциируются с элементом е , то /Cfm =  0 , 
так как базисные функции обращаются в нуль в точках, не 
принадлежащих этому элементу).

Отметим, что, как и для конечно-разностного метода, матрица 
является разреженной и ленточной. Поэтому для решения системы 
алгебраических уравнений требуется меньший объем вычислений, 
чем в случае полностью заполненной матрицы; уменьшаются и 
требования к памяти ЭВМ.

Если применяемая процедура решения [2] использует ленточ- 
ность структуры матрицы К, то узлы должны быть занумерованы 
таким образом, чтобы обеспечить минимум ширины ленты: это 
увеличит вычислительную эффективность процесса решения. В общем 
случае должно быть очевидным, что если максимальная разница 
в номерах узлов любого элемента равна b— 1 , то матрица К будет 
иметь ширину полуленты Ь. На рис. 3.10 видно, что такая мак
симальная разность в номерах узлов равна 5 (она имеет место 
для элементов 8 , 9, 12, 13), и, таким образом, результирующая 
матрица К имеет ширину полуленты 6 .

Предполагая существование некоторой стандартной формулы 
для определения вкладов К]т и /\ каждого элемента, отметим, что

1 ) для каждого элемента такие вычисления должны быть про
ведены только один раз;

2 ) один раз найденные вклады каждого элемента могут быть 
непосредственно учтены в соответствующем месте глобальной мат
рицы, а затем (если применяется ЭВМ) стерты из памяти.

Таким образом, важен также порядок, в котором нумеруются 
элементы. На рис. 3.12 показано, как влияет вклад первых че
тырех элементов на матрицу системы К для задачи, представлен
ной на рис. 3.10.

Из рис. 3 . 1 2  следует, что вычисление конкретной строки ан- 
самблированной матрицы заканчивается после того, как будут
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Рис. 3.12. Процесс ансамблирования элементов 1—4, изображенных на рис. 3.10. 
Заштрихованная область соответствует информации, которую следует запомнить, 
если матрица симметрична.

учтены все элементы, содержащие вершину с номером, соответ
ствующим данной строке. Таким образом, чтобы получить урав
нение для узла 1 , используется только элемент 1 . Для построения 
уравнений для узлов 2  и 3 привлекается вся информация от эле
ментов 2 и 3. Этот «волновой» фронт ансамблирования распро
страняется равномерно, если элементы вовлекаются в вычисления 
упорядоченным образом. В результате исключение переменных 
удается проводить о окончанием формирования строк. Эффектив
ные конечно-элементные программы основаны на использовании 
процедур фронтального решения [3], позволяющих минимизиро
вать хранимую информацию и число выполняемых арифметических 
операций. При этом важен порядок, в котором нумеруются эле
менты (но не узлы).

3.7.3. Билинейный прямоугольник

Простой прямоугольный элемент может быть получен следующим 
образом. С каждым элементом ассоциируем четыре узла, распо
ложенных в вершинах прямоугольника. Базисные функции узлов 
получаем в виде произведения двух одномерных линейных базис
ных функций, как показано на рис. 3.13. Например, с узлом i 
элемента е ассоциируем базисную функцию элемента (относительно 
осей координат с началом в узле г)

Такой элемент называется билинейным, поскольку в это выраже
ние кроме линейных членов входит произведение ху. Выражение 
(3.28) для N1 автоматически удовлетворяет обычному требованию,

m ^ m - x y h ^ W - y W y ] . (3.28)



Рис. 3.13. Билинейная базисная функция, ассоциируемая с узлом i типичного 
прямоугольного элемента с четырьмя узлами.

Рис. 3.14. Конечно-элементное разбиение полукруга, использующее только пря
моугольные элементы (а), треугольные элементы с тем же самым общим числом 
узлов (б) и комбинацию треугольных и прямоугольных элементов с дополнитель
ными граничными узлами (в). В каждом случае зачерненная область показывает 
величину погрешности, получающейся при соответствующем представлении 
области.



что iVf принимает значение единица в узле i и значение нуль во 
всех других узлах элемента е.

При аналогичном определении глобальной базисной функции N( 
в соседних элементах становится очевидным, что при переходе 
через границы элемента обеспечена С°-гладкость N Нетрудно вы
писать выражения для базисных функций элемента, ассоциируе
мых с другими узлами /, k, / элемента е. Более систематические 
методы получения базисных функций прямоугольного элемента 
приводятся в гл. 4.

Прямоугольные элементы этого типа удобны при разбиении 
областей типа квадрата или прямоугольника. Треугольные эле
менты предпочтительнее при представлении областей более слож
ной формы, когда при том же числе узлов требуется точно учесть 
сложную геометрию границы (рис. 3.14, а и б). Еще одним спо
собом учета сложной формы границы было .бы использование сме
шанной конечно-элементной сетки, состоящей из прямоугольных 
элементов внутри области и треугольных элементов вблизи гра
ницы, как показано на рис. 3.14, в. Подробнее эта задача более 
точного представления границы будет рассмотрена в гл. 5 .

3.7.4. Трехмерные элементы линейного типа

Проведенное выше обсуждение в принципе нетрудно распро
странить на трехмерный случай и определить аналогичные базис
ные функции, обеспечивающие С°-гладкость при переходе между

Рис. 3.15. Трехмерные элементы, а — тетраэдр с четырьмя узлами; б — «кирпич» 
с восемью узлами.

соседними гранями. Например, на рис. 3.15 изображены два про
стых трехмерных элемента, для которых базисные функции могут 
быть получены с помощью тех же процессов, которые были опи
саны для двумерного случая. Таким образом, для имеющего че
тыре узла тетраэдра на рис. 3.15, а с узлом i будем ассоцииро
вать базисную функцию элемента

х

iJ
а 6

J



где коэффициенты, как и раньше, определяются из условия
1 в узле i, Л/f =  0 в узлах /, k, /. (3.30)

Предоставляем читателю сделать это, а также найти базисные 
функции для имеющих восемь узлов линейных элементов типа 
«кирпича» на рис. 3,15, б. В этих задачах не возникает каких- 
либо дополнительных трудностей, кроме усложнения выкладок. 
Очевидно, однако, что в трехмерном случае число узлов, требуемое 
для моделирования каких-либо реальных задач, будет гораздо 
больше, чем в двумерном случае; значительно возрастут также 
трудоемкость и стоимость решения. Здесь не будут подробно рас
сматриваться трехмерные задачи, посколько все применяемые для 
двумерного анализа принципы читатель без особого труда может 
обобщить на случай трех измерений.

3.8. Метод конечных элементов для
двумерных задач теплопроводности

До сих пор в этой главе описание применения метода конеч
ных элементов к двумерным задачам носило общий характер. Рас
смотрим теперь конкретную задачу и подробно опишем процесс 
определения компонент соответствующих матриц элементов. Зада
ча, к которой мы обратимся, состоит в решении уже хорошо 
знакомого двумерного уравнения стационарной теплопроводности

д {kdq>ldx)ldx +  д (kdy 1ду)/ду +  <2 =  0 в Q (3.31)

с обычными краевыми условиями

Ф =  Ф на Гф, кдц)/дп =  — q на Г^, (3.32)

где Г,р +  Г9 =  Г.
Аппроксимацию для неизвестной функции ф будем искать в 

обычной конечно-элементной форме
м

ф « ф =  (3.33)
т  = 1

тогда краевое условие на Гф можно непосредственно удовлетво
рить в лежащих на Гф узлах соответствующим выбором узловых 
значений фт . Как и в рассмотренных ранее одномерных приме
рах, на данном этапе эти узловые значения считаются неизвест
ными и будут точно определены позднее. Если теперь в слабой 
формулировке метода взвешенных невязок в качестве весовых 
функций взять сами базисные функции, то из уравнения (2.54)

5 № 1 0 6 7



получим

5 QNt dx dy— J Я̂ 1  
я г7

/ = 1, 2, М. (3.34)

Подставляя сюда аппроксимацию (3.33), приходим к стандартной 
системе уравнений

K<p =  f, (3.35)

где компоненты матрицы К и правой части f определяются сум
мированием вкладов отдельных элементов

я*
/? =  $ QNetdxdy— \ N eqdT. (3.366)

Q* Г*

Здесь Q*— поверхность элемента е, а Г *— та часть границы это
го элемента, которая лежит на или аппроксимирует ее часть. 
Таким образом, интеграл по Г* в (3.366) будет появляться толь
ко для элементов, примыкающих к Г^. Приведенная конечно-эле
ментная формулировка является достаточно общей,и для определе
ния матриц как треугольных, так и прямоугольных элементов 
достаточно просто подставить в приведенные выше формулы соот
ветствующие базисные функции.

3.8.1. Треугольные элементы

Координаты узлов задаются при разбиении области £2 на опре
деленное число треугольных элементов с узлами в вершинах. 
Тогда, как уже было показано в одномерных примерах этой 
главы, ненулевой вклад в Кф из (3.35) от некоторого элемента 
общего вида с узлами *, /, k (см. рис. 3.26) может быть получен 
по формуле

‘ V - i * [  дх дх + ду ду
\д^_щ w; дщ
[ дх дх + ду ду

Г ЗЫ' 3N’ 3N‘ 3N‘ ] Г 3N‘ 9N‘  , 9Nf 3N! 1
* [ - & - & •+ 1 Г и г |  кЫ ! 7  + -эу-эу\ ?i

*[№Г*(f)1 dxdy Ь

?k



где

~фР
Ф* =  Фу (3.38)

— вектор значений в узлах элемента.
Коэффициенты в базисных функциях элемента (3.25) и площадь 

элемента Д* могут быть определены с помощью соотношений (3.27). 
Тогда входящие в (3.37) производные от базисных функций вычис
ляются непосредственно:

аналогичные выражения получаются для производных от других 
базисных функций элемента. Будем считать, что сторона элемен
та, соединяющая узлы i и /, лежит на фактической границе 
или аппроксимирует ее, а другие стороны не лежат на этой гра
нице. Если ky Q и q не являются постоянными, то удобно, хотя 
это и непринципиально, взять их постоянными внутри элемента. 
Тогда на элементе е можно заменить k и Q средними значениями 
ke и Qe соответственно, a qe средним значением qe вдоль стороны 
элемента, представляющей часть границы Г^.

Замечая, что

и непосредственно проводя интегрирование в (3.37), получаем

Вклад по элементу в вектор нагрузки f найдем, проводя ин
тегрирование в (3.366) с учетом того, что

дЩ!дх =  %  дЩ/ду =  Ц; (3.39)

(3.40)
ие

(3.42а)

где
X* =  (xt +  Xj +  xk)/3, V  =  (y, +  yj +  yk)l3. (3.426)

В результате имеем

П =  (1/3) QeAe— (1/2) q* V (Xi-Xj)* +  {yt— yj)\

/у =  (1/3) Q*A*— (1/2) qe V (x (-X jY  +  (yr- y j )\  
f% =  (1/3) QeAe.



В этих выражениях подчеркнутые члены появляются только в 
том случае, когда узлы i и / лежат на Г^, и, следовательно, они 
должны быть опущены для вектора нагрузки, вычисляемого по 
внутренним элементам.

Таким образом, определена структура матриц элементов ке 
и правых частей \е для двумерной задачи стационарной тепло
проводности и может быть написана общая программа для ЭВМ 
для анализа таких задач с использованием треугольных элемен
тов с тремя узлами. Правильный процесс ансамблирования для 
матриц таких элементов вкратце будет продемонстрирован в при
мере 3.5.

3.8.2. Прямоугольные элементы

Аналогичные результаты могут быть получены и в том случае, 
когда область Q разбивается на прямоугольные элементы (с че
тырьмя узлами в вершинах). Вклад в Кф из (3.35) от некоторого 
элемента е с узлами i, /, k, / (см. рис.^3.13) можно теперь найти, 
вычислив

Г Г (  dN\П \  /'  d N ) Y l Гd N e, d N ) d N ) d N )

[ \  дх )  + \ , dy )  J L dx dx  ' dy dy

Г 
“I Qj

S
' 

^
 

**
 

—
 «> d N )  

dx  1

d N )

dy

d N )

dy ■ ] № L)’ +<
< d N )  

К dy Л
Г d N ) dN% d N ) dN %

1 r
d N ) d N ek d N ) d N l

L & dx  ‘ ay dy J L dx d x  1 dy dy

Г d N ) d N ) d N ) d N e, 1 г d N ] d N e, d N ) d N ei

l L ax dx  ^ dy dy J L dx dx  * dy dy

(3.44)
d N )

dx

d N l

dx  “r

d N )

dy

d N l

dy ] i--
--

--
--

-1 Qj 
«

 
—

 re d N )  

dx  1

d N )

dy

Qj

1 --
--

--
--

1

1 ~  П  

ф «

d N )

dx

d N l  

dx  " r

d N )

dy

d N ek

dy

Y 1

]
Г d N )

L dx

d N )  

dx  1

d N )

dy

d N )  ]

dy  J
d x d y

Фу
( d N ) A \ ( d N l Г d N l d N )  . d N l d N )  1

Ф а\  dy ' )  +  (ч dy )  \ |_ dx dx  1 dy dy  J
d N l d N )  . d N l d N ) 1 \ ( d N \

L Y + (
f d N ) Y l cp,

_  Jdx дх  + dy dy J I A  dx J \ dy / J i I

Используя результаты предыдущего параграфа, можно определить 
базисные функции элемента

N) =  (А *-х ) (hey— y)/(hex hi), N) =  x (Н>у- у Ш  AJ),
Ni =  ху/(Х hey), N) =  (hex—x) yl(hex heu).



Дифференцирование этих базисных функций позволяет найти вхо
дящие в (3.44) выражения, а именно

dNVdx =  — (hl— y)l(hexhey), 
dNei/dx =  (h‘y-y)/(h'xhi), 
dNekldx =  yl(hexhey), 
dNydx =  — y/(hexhey),

dNydy =  - ( h ‘x-x)l(h 'xh‘y), 
dNydy =  — x/(hxhey), 
dNydy=x/{hexhey), 
dN\/dy =  (h*x-x ) l (h exhl).

Рассмотрим случай, когда стороны элемента, связывающие 
узлы i и / и узлы i и / соответственно, образуют или аппрокси
мируют часть Г?. Тогда, снова считая, что q постоянно и равно
qe вдоль этих сторон, a k и Q постоянны на элементе, из (3.44) 
имеем

ке<рг ke
3hexhey

L_

№ У  +  ЩУ]

| - | ( ^ ) 2 +  W )2]

у [ № ) 2 +  (^ )2'

[(hexY - ^ ( h i r

m r + m

[(hexy - ± ( h w ]

-^ m y + (h iy ] (3.47)

~ ^ т г + ( к у ]

- т у - ^ т г ]

т у + т

- [ - ^ ( h ' xy +  (heyy]

- [ ( ^ ) 2- у ( ^ ) 2]
\ 1

ф i

- ^ т у + т ф/

- [ - ^ ( К у + ф ь у ] ф *

№ у + ( Н ' у У ] ф <

Отметим, что, согласно (3.45), на каждом элементе сумма базис
ных функций элемента равна единице, т. е.

Ni +  Nej +  Nek +  Nei =  1 на элементе е.

Отсюда следует, что на элементе е
dNei dNej . dN{ dNei dNei dN‘  dNek dN“i
dx * dx dx ' dx dy ‘ dy dy dy

(3.48) 

0, (3.49)

и, таким образом, согласно (3.44), сумма элементов в каждой 
строке матрицы ке должна быть равна нулю. Это условие выпол
няется для только что полученной матрицы ке в (3.47) и служит 
простой проверкой правильности проведения интегрирования.

Компоненты вектора нагрузки элемента вычисляются с помощью



соотношения (3.366). Например, для узла i имеем
h% h%

fet =  S S [Qel(hexhey)] (hex— x) (hey—y)dxdy— 
о 0

h* _  hl  _  (3.50)
—  S [qe (hex—x)lhex]dx— $ [qe (h‘ —y)lhey]dy =

0_________________  J)_________________
=  (1/4) Qehexhey —  ( l/2)~qhex— (112]qehey,

где подчеркнутые члены появляются только в силу предположе
ния, что стороны элемента, связывающие узлы i и / и узлы i и 
/ соответственно, образуют часть Тд. Тогда остальные ненулевые 
компоненты вектора нагрузки элемента ie выражаются формулами

/У =  (1/4) Qehexhey—  (1/2)~де1гех,
/| =  (1 /4)(ЗЭ Д , __ (3.51)
// =  (1/4) QeheJ iey — (1/2) q'hj.

Хотя вычисление вручную этих матриц элементов и правых 
частей в известной степени утомительно, его нетрудно осуществить 
с помощью программы для ЭВМ. Полученные выше соотношения 
могут быть использованы для треугольников произвольного раз
мера и формы, а также для любых прямоугольников. Следующий 
этап в процессе решения состоит в ансамблировании вкладов полу
ченных матриц элементов и правых частей для нахождения гло
бальной матрицы системы К и правой части f в (3.35). Эта 
процедура демонстрируется в следующем примере, где для обоих 
видов разбиения области на треугольные и прямоугольные эле
менты осуществляется ансамблирование типичного уравнения во 
внутреннем узле однородной области.

Пример 3.5. Для только что рассмотренной двумерной задачи 
теплопроводности продемонстрируем процесс ансамблирования 
матриц элементов в случае равномерной сетки с шагом h по 
направлениям х и у. Такое ансамблирование сначала проводится 
для треугольной сетки, показанной на рис. 3.16, а, а затем повто
ряется для прямоугольной сетки на рис. 3.16, б. Коэффициент 
теплопроводности k предполагается постоянным во всей области. 
В случае треугольных элементов используются соотношения (3.27). 
Для элемента 1 с узлами 1, 2 и 6 и началом координат в узле 1 
это дает

«1 =  1, a j =  0, a j =  0,
Р! =  -1/А, Й=1/А, PJ =  0,
Yi =  0, Yi =  -1/A, Y i= l/A
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Рис. 3.16. Равномерная сетка внутри двумерной области, использующая треуголь
ные элементы с тремя узлами (а) и прямоугольные элементы с четырьмя узлами 
(б).

и 2A1 =  /i2. Непосредственная подстановка этих значений в (3.41) 
дает

k V  =  -o
|_

1 — 1 0“
— 1 2 — 1 

0 — 1 1_

> Г
Фг . 

1_Фз_

а для ненулевых компонент вектора нагрузки имеем
— — Q 1Л.,/6.

Вклад элемента 1 в глобальную матрицу К и правую часть f, 
таким образом, вычислен, и процесс ансамблирования начинается 
с включения этих вкладов в общую систему уравнений, как пока
зано на рис. 3.17, {а).
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Рис. 3.17. Этапы процесса ансамблирования для двумерной задачи теплопровод
ности с использованием треугольной сетки, изображенной на рис. 3.16, а. Здесь 
(а) — (е) иллюстрируют ансамблирование ненулевых компонент для элементов

Для других элементов компоненты приведенных матриц эле
ментов и векторов нагрузки элементов находятся таким же обра
зом. В рассматриваемом случае можно непосредственно получить 
соотношения
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Рис. 3.17. Продолжение.
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Ансамблирование вкладов элементов 2—6 показано на рис. 
3.17, (б) — (ё). На рис. 3.16, а видно, что узел 1 принадлежит 
только элементам 1—6, и, таким образом, дальнейшее ансамбли-
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Рис. 3.18. Этапы процесса ансамблирования для двумерной задачи теплопровод
ности с использованием прямоугольной сетки, изображенной на рис. 3.16, б. 
Здесь (а) — (г) иллюстрируют ансамблирование ненулевых компонент для эле
ментов 1—4.

рование элементов уже не будет менять уравнения для этого узла. 
Поэтому, согласно рис. 3.17, (е), полное уравнение для узла 1 
будет иметь вид

4<Рх -  ф2 -  Фз -  ф4 -  ф6 -  т  (Q1 +  Q2+ Q3+ &  +  Q1f+ Q°) =  0.
Для изображенных на рис. 3.16, б квадратных элементов ансамб
лирование полного уравнения для узла 1 проще. Используя для 
элемента 1 с узлами 1, 2, 6 и 3 соотношения (3.47), находим

к1ф1 =

- 2 — 1/2 —  1 — 1/2- 'Ф Г
к — 1/2 2 — 1/2 —  1 Ф.
Т —  1 — 1/2 2 — 1/2 Фз

—  1/2 —  1 — 1/2 2 , Ч > 4 _

а ненулевые компоненты вектора нагрузки элемента получаем
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Рис. 3.18. Продолжение.

согласно (3.51):
f\ =  n =  fl =  n =  !i'QV4.

Для остальных элементов приведенные матрицы элементов могут 
быть получены непосредственно из к1, что дает

к2ф

к3ф

- 2 — 1/2 — 1 — 1/2- "Ф Г
2 _ A — 1/2 2 — 1/2 — 1 Фх

“  3 — 1 — 1/2 2 — 1/2 Фз
_— 1/2 — 1 — 1/2 2 ^ _Фв_
1" 2 — 1/2 — 1 — 1/2- 'Ф Г

з _  Л — 1/2 2 — 1/2 — 1 Фз
— 3 — 1 — 1/2 2 — 1/2 Фх

_— 1/2 — 1 — 1/2 2 -Ф4-

»



г 2 — 1/2 —  1 — 1/2“ ~Фб'
k — 1/2 2 — 1/2 —  1 Ф7

к4ф4 =  -д —  1 — 1/2 2 — 1/2 Ф2
—  1/2 1 — 1/2 2 _ _Ф1_

Ансамблирование вкладов элементов 1—4 в глобальную мат
рицу К и правую часть f показано на рис: 3.18. Опять можно 
заметить, что соответствующее узлу 1 уравнение уже не будет 
меняться при продолжении процесса ансамблирования, так как 
узел 1 ассоциирован только с элементами 1—4. Таким образом, 
согласно рис. 3.18, (а), полное уравнение для узла 1 будет иметь 
вид

(8/3) ф! — (1/3) (ф, +  Фз +  ф4 +  Фб +  Ф. +  Фт +  ф8 +  Ф») —
-  [AV(4>fe)](Q14- Q2 +  Q3 +  Q4) =  о.

Полученное ансамблированием для равномерной конечно-элемент
ной сетки уравнение интересно сравнить с эквивалентным конечно
разностным уравнением, которое, согласно результатам гл. 1, в 
узле 1 имеет вид

4ф!— Фг— фз— ф4 — ф8— /i2Qi =  0.

Читатель заметит, что приведенное здесь конечно-разностное выра
жение аналогично уравнению в этом узле, полученному ансамбли
рованием по треугольным элементам. Однако в конечно-разност
ном выражении значение Q в узле 1 равно величине нагрузки, 
тогда как в конечно-элементной форме использовано весовое сред
нее значение нагрузки, распределенной между примыкающими 
элементами. Если Q не равно постоянной, то это приводит к полу
чению разных выражений.

Продолжая процесс ансамблирования, читатель заметит, что 
вблизи границы, где задан ненулевой поток q> ансамблированные 
уравнения отличаются от используемых в конечно-разностной 
аппроксимации. Действительно, конечно-элементная формулировка 
здесь проще и ее точность выше. Если в примере 1.5 использо
вать оба типа ансамблированных уравнений, то в случае треуголь
ной сетки результаты будут тождественны полученным ранее с 
помощью конечно-разностной аппроксимации (так как здесь поток 
через границы равен нулю и Q постоянно на всей области). Однако 
для прямоугольных элементов решение будет иным, и читатель 
должен сравнить полученные таким образом результаты с резуль
татами, полученными при использовании треугольных элементов 
(см. упражнение 3.16).



Упражнения

3.13. Изображенная на рисунке квадратная область делится на 18 равных 
треугольных элементов с узлами в вершинах. Применяя метод конечных эле
ментов, найти стационарное распределение температуры ф при указанном 
распределении температуры на сторонах.

3.14. Повторить упражнение 3.13, используя метод конечных элементов я 
сетку из девяти равных квадратных элементов.

К упражнению 3.17.



3.15. В упражнении 3.13 заменить краевое условие на границе х =  \ усло
вием дф/дх=1 — 0.1ф. Решить задачу методом конечных элементов на треуголь
ной сетке, используя полученное в упражнении 2.16 уравнение метода взве
шенных невязок. Повторить вычисления для сетки из девяти квадратных 
элементов. Применяя, как и в упражнении 3.3, формулу Тейлора, в обоих 
случаях исследовать точность аппроксимации условия на границе х = 1 .

К упражнению 3.18.

3.16. Решить задачу кручения из примера 1.5, используя сетку из 12 тре
угольных элементов (см. рисунок). Повторить вычисления для сетки из шести 
квадратных элементов. Сравнить полученные значения для крутящего момента 
с найденными другими методами в предыдущих главах.

3.17. Методом конечных элементов решить задачу кручения кругового 
цилиндра. Использовать сетку с четырьмя треугольными элементами (см. 
рисунок).

3.18. Методом конечных элементов найти стационарное распределение тем
пературы ф в изображенном на рисунке секторе круга. Использовать показан
ные треугольную сетку и краевые условия. Повторить задачу, заменив треуголь
ные элементы 2 и 3 одним прямоугольным элементом.

3.19. В разд. 3.8.2 найти вектор нагрузки элемента, если Q не берется
постоянным на прямоугольном элементе, а интерполируется через значения 
в узлах, т. е. если Q я  QjNef +  Qk̂ k + Q l̂ I  на Элементе е. Использо
вать аналогичную интерполяцию для”^ вдоль каждой стороны элемента, соеди
няющей узлы, которые принадлежат граничной кривой Гд.

3.9. А нализ двум ерны х задач теории упругости  в напряжениях  
с Использованием треугольны х элем ентов

Двумерная задача теории упругости в напряжениях уже была 
исследована в § 2.7 в качестве примера задачи с двумя неизвест
ными функциями, определяемыми из системы двух дифференци
альных уравнений. Здесь будет рассматриваться та же самая 
задача, но с заменой использованных ранее базисных функций 
кусочно-линейными базисными функциями, локально определен
ными на треугольных элементах с узлами в вершинах. Эта задача



является классической, так как в 1956 г. именно в ней впервые 
был применен метод конечных элементов [4]. Принятая здесь 
формулировка все еще широко используется, хотя во многих при
ложениях простой треугольный элемент заменяется некоторыми 
более сложными элементами, о которых пойдет речь в следующей 
главе.

Следуя обозначениям разд. 2.7.1, определим поле перемещений 
двумя компонентами и и и, соответствующими направлениям х и 
у . Эти компоненты будут аппроксимироваться по формуле (2.86), 
но на этот раз для представления и и v будут использованы одни 
и те же конечно-элементные функции. Опуская произвольную 
функцию ф, которую, как было показано, можно включить в 
общую конечно-элементную формулировку, имеем

< р «Ф  =  [ ^ ] =  (3.52)

где

<РП (3.53)

— вектор, компоненты которого являются аппроксимациями для 
перемещений в узле т.

Тогда деформации в произвольной точке находятся по формуле
м м
2  Pm=  2  ВЛ , (3.54)

Ш = 1 т = I
где оператор 3  определен в (2.80). Компоненты матрицы Вя 
могут быть определены по правилу

~dNjdx 0 
0 dNjdy
dNjdy dNjdx

(3.55)

Ограничим выбор весовых функций в (2.87) условиями

w 1.x W 1%, =  ^  „  Wt,x =  Wi.t =  - N t \Та (3.56)

и тем самым удовлетворим соотношениям (2.90); тогда уравнения 
метода взвещеннух невязок (2.92) можно записать в виде

2  [ $ В Г D BB до\ <ри =  J N,X dQ +  S dr. (3.57)
m* 1 Ь  J й Г0

Эта система уравнений равносильна стандартной системе алгеб
раических уравнений



где матрица К и правая часть f получаются суммированием 
вкладов отдельных матриц элементов и соответствующих векто
ров нагрузки элементов с компонентами

Kfm= $ В?*т>в* ,< « , f , =  5 Ne,X dQ+  J JVjtdT. (3.59)
Qe Qe \rea

В последнем соотношении интеграл по Г£ появляется только 
в том случае, когда какая-либо сторона элемента образует часть 
граничной кривой Г0.

Приведенное представление является достаточно общим и 
применимо к элементам произвольной формы. Однако мы огра
ничимся рассмотрением частного случая треугольных элементов 
с узлами в вершинах, для которых базисные функции были 
определены в разд. 3.7.2. Тогда можно найти ненулевой вклад 
в вектор К'Чр* некоторого элемента е с узлами i, j u k e  по
мощью формулы

с [~BfrDBf 
ke(fe =  \ B^D B*

i  | в * Г 0 £ И

BfrDBy BfrDB  
b^ d b ; B fD B  
B fD B J  B ^ D B

—1 I
> / "
ф J
ф*_

dQ. (3.60)

Используя соотношение (3.55) и вспоминая, что для таких эле
ментов dNeJdx =  Pf и dNуду =  yeit находим

Bf =
'ft о-
о V?
Y( К

(3.61)

Аналогичные выражения имеют место для В/ и В|, и, таким об
разом, на элементе эти матрицы постоянны. Если теперь пред
положить, что упругие свойства не меняются на элементе (это 
предположение представляется, вообще говоря, совместимым 
с аппроксимацией), то в (3.60) можно провести интегрирование 
и получить

BfrD fB? BfrD*By BfrD sB|‘ > /  '
кфг =  Ае В ;Ао еВ‘ B/rD eBy B f D 'B c Ф/

Be/D 'B ?  B|rD eBy Be/D*B| JP *-
(3.62)

где Ае— площадь элемента е. Аналогичным образом, считая объ
емные силы X И граничную нагрузку t постоянными на элементе,



можно получить ненулевые компоненты вектора нагрузки элемента

ff =  Xe J  N‘ dSi +  I е [ NfdT, 
ае Ч

Vj =  X* \Ne,d£i+l' 5 Ne;dr, (3.63>
Qe грв

Aa

n =  X ' 5 Л/ f d Q + l '  S Ni<&-
n* r«

Интегралы такого вида уже вычислялись в предыдущем пара
графе. Поэтому, предполагая, что на границе Г0 лежат только 
узлы i и /, можно сразу записать

ff =  (1/3) Д«Х' + (1/2)1' V ^ - x j Y  +  te i -y j) ' ,
ff =  (l/3) Д-Х- +  (1/2) t- f i X ' - x y r  +  te t-y j)* ,  (3.64)
fJ =  (l/3)A 'X '.

На этом почти заканчивается построение конечно-элементного 
аналога двумерной задачи теории упругости. Читателю будет 
полезно, используя результаты предыдущего параграфа, провести 
вычисление матриц элементов для прямоугольных элементов, 
имеющих четыре узла. Однако, прежде чем расстаться с этой 
темой, рассмотрим один пример, иллюстрирующий идею исполь
зования узловых переменных векторного типа в двумерном случае.

Пример 3.6. Проведем анализ двумерной задачи теории упру
гости в напряжениях, когда рассматриваемая область покрывается 
регулярной сеткой треугольных элементов, как показано на 
рис. 3.16, а. Будем считать, что упругие свойства и объемные 
силы постоянны на всей области и требуется вычислить приве
денную матрицу элемента 1 с узлами 1, 2 и 6.

Поступая так же, как в примере 3.5, и замечая, что для. 
элемента 1 имеем

a] =  1, =  1/Л, я II о

(JJ - 1/Л, Pi =  1/Л, PJ=0,

7 о vi =  —1/Л, а> — II

сразу получаем

2 Д 1 =  /г2 ,

г — 1 0‘ ■ 1 0"
0 0 В1 — -’ ° 2 _  /I

0 — 1
0 — 1 — 1 1

в « =  Г

"О
0
1

(Г 
1 .
о

При постоянных свойствах материала матрица D будет постоянна:



на всей области. Если определить эту матрицу в общем виде

D =
£>п £>12 D13 

£>22 2̂3 
Симметрично D33

то приведенную матрицу элемента к1 можно получить по фор
муле (3.62):

B}rDB} B\TDB\ B}rDBJ 
B^D B } B ^D B * B ^D B i 
BJrDBJ B\TDB\ B\TDB\

> 1 *
Фг

V

Производя здесь умножение матриц, находим’, что

г Du Dt, — £>n +  £>i3
D1S £>зз — £>1з +  £>зз

Dn +  Dl3 £>i3 +  £>зз £>11 --  2Dlt, +  Dgg
Dn D13 £>23 £>33 £>13 +  £>23--£>12 £>33

- D r  3 £>33 £>1з £>зз
- D r , £>23 £>12 £>23

Д  2 Dis £>i3
£>23 Al3 £>33 Dt3

Dr 3+  £>23--£>12---£>23 £>13 £>33 Du £̂ 23
А . ---- 2 D 23 +  £ > 8 3  ----  £>23  +  £ > 3 3  ---- £ > 2 2 + ^ 2 3

----£>23 +  £>33 £>33 £> 23

----£>2 2 + £ > 2 3  £>23 Д >2 J

Читатель может проверить, что в силу свойств базисных 
функций сумма элементов каждой строки в к1 тождественно равна 
нулю. Этот факт можно использовать для простой проверки пра‘ 
вильности проведенных вычислений.

Упражнения

3.20. Решить задачу об отклонении балки из упражнения 2.19. ЗаменИтЬ 
исходное дифференциальное уравнение четвертого порядка системой двух ура04 
нений второго порядка и применить конечно-элементную аппроксимацию но 
Галеркину.

3.21. Составить систему линейных алгебраических уравнений, получа*0' 
щуюся при применении процедуры конечно-элементной аппроксимации р0 
Галеркину к задаче о нагруженной пластине (пример 2.10),



3.10. Является ли метод конечных разностей
частным случаем метода конечных элементов!

Как уже успел заметить читатель, в некоторых одномерных 
и двумерных примерах аппроксимация с помощью простых конеч
ных элементов приводила к уравнениям, которые или тождест
венно совпадали с уравнениями, полученными с помощью конечно
разностной аппроксимации в гл. 1, или были чрезвычайно близки 
к ним. Следовательно, естественно задаться вопросом: является 
ли один из этих методов частным случаем другого? Так как 
в гл. 2 было показано, что метод взвешенных невязок обладает 
большой общностью, то, по-видимому, резонно будет поставить 
вопрос более конкретно и спросить: всегда ли конечно-разност
ные уравнения могут быть получены как частный случай урав
нений метода взвешенных невязок с локально определенными 
базисными функциями?

В гл. 1 был предложен процесс конечно-разностной аппрокси
мации дифференциального уравнения вида

Л (ср) =  (ср) +  Р =  0, (3.65)

где
1) аппроксимация входящих в оператор 3  производных осу

ществлялась с помощью локального разложения в ряд Тейлора;
2) для каждой «узловой» точки области уравнение составля

лось независимо.
Ясно, что такая аппроксимация может быть получена посред

ством метода коллокации, когда в качестве весовой функции 
берется дельта-функция Дирака, т. е.

^  =  6 (х — Х/), (3.66).

с использованием базисных функций, представляющих производ
ные точно таким же образом, как и конечно-разностные выра
жения.

При данное выше определении необходимо, чтобы в точке х{1 
где производится взвешивание, были определены все входящие 
в оператор 3? производные от базисных функций Nm. Для этих 
базисных функций допустимы, однако, разрывы в других точках 
х области при условии, что

+
l w t&Nmd Q -+ 0  (3.67)

при >-0, где пределы интеграла охватывают точку разрыва 
[и не содержат других точек разрыва.— Ред.\. Это условие легко, 
выполнить даже для разрывных функций.



В качестве примера рассмотрим одномерную задачу
d\/dx2— ф =  0, 0 ^ x < ^ l ,  (3.68)

для которой, согласно методу взвешенных невязок,
1 м
\Wt (d2y/dx2— (f>)dx =  0, ф =  2  Nn$m- (3.69)
о т = 1

Аппроксимация функции ф системой пересекающихся дуг пара
бол (рис. 3.19, а) эквивалентна использованию системы базисных 
функций, показанных на рис. 3.19,6.

Чтобы доказать выполнение условия (3.67) предположим, что 
Wt совпадает с постоянной в окрестности разрыва. Тогда, под
ставляя Nт в оператор, имеем

— Игл
е -►  О * ' V X D 1

=  Wt Нш
е О Ж г ‘ -  J *.*+

dN„
dx i N- dxx.+ e

(3.70)

Отсюда следует, что при W t —. 0  условие (3.67) выполняется, 
так как вид выбранной функции Nт гарантирует конечность 
предела стоящих в квадратных скобках величин.

Если берется согласно (3.66), то соотношение (3.69) при
нимает вид

[d2if/dx2- '  ф]ляЯ/ =  0, (3.71)
где

Ф — + Фг ^ 5 +  ф;+1^/+1 (3.72)
на элементен, содержащем узел I (см. рис. 3 .19,а). Если поместить 
начало координат в узел /, то эти параболические базисные функ
ции будут иметь вид

NU** — x(he-x )l [2 (h e)2\
N‘ =:(he—x)(h' +  x)!(h*)2, (3.73)

Nel+i = * ( / i e-M )/[ 2 (he)2]
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Рис. 3.19. Аппроксимация функции одной переменной (а), использующая базисные 
функции в виде дуг парабол (б).

и соответственно
d2Nei 2 dWf-n 1 d2NUx (Я 74Л
dx2 (h*)2 ' dx2 (Л*)2 dr2 *

Тогда подстановка представления (3.72) в (3.71) дает стандарт
ную конечно-разностную аппроксимацию уравнения (3.68):

(he)2 (he)2 (he)2 (3.75)

Приведенный выше способ получения конечно-разностных вы
ражений может быть обобщен на дву- и трехмерные задачи. 
В каждом конкретном случае можно показать, что стандартные 
конечно-разностные методы можно интерпретировать как частные 
случаи метода взвешенных невязок, однако получение конечно



разностных аппроксимаций описанным выше способом не реко
мендуется из-за его сложности. Тем не менее мы доказали то, 
что нам требовалось, а именно что конечно-разностная методоло
гия является лишь частным случаем общей методологии конечно
элементной аппроксимации с помощью взвешенных невязок.

Мы не будем здесь больше говорить об этом и лишь отметим, 
что во всех приведенных выше примерах конечно-элементная ап
проксимация по Галеркину давала по меньшей мере столь же 
точные результаты, что и аналогичные конечно-разностные соот
ношения. Этот факт в сочетании с простотой учета краевых усло
вий Неймана, без сомнения, является одной из причин всесто
ронней разработки и использования конечно-элементной аппрок
симации по Галеркину. С другой стороны, необходимо отметить, 
что простота записи конечно-разностных выражений для однород
ных ситуаций и отсутствие процесса ансамблирования делают 
метод конечных разностей весьма популярным среди многих поль
зователей.

3.11. Заключительные замечания

Эта глава вместе с двумя предыдущими служит введением в 
круг основных идей, необходимых для понимания современных 
процессов конечно-элементной аппроксимации. Теперь читатели 
могут строить дискретные аналоги новых задач с использованием 
конечных элементов простейшего вида и таким образом опери
ровать с весьма широким кругом практических задач. Следуя 
методике, намеченной в § 2.8, этот процесс может быть распро
странен на нелинейные задачи. Методы решения таких задач

Рис. 3.20. Треугольные элементы, используемые при анализе напряжений в пло
тине.

достаточно разработаны, и за подробностями читателю рекомен
дуется обратиться к соответствующей литературе [5].

В заключение этого параграфа приведем несколько примеров 
практического применения конечно-элементных аппроксимаций,



что позволит читателю понять, каким образом простые конечные 
элементы могут быть использованы для представления двумерных 
областей общего вида.

На рис. 3.20 представлена плотина, для которой использо
ваны треугольные элементы. Размеры элементов здесь меняются 
таким образом, чтобы сгустить сетку вблизи точек ожидаемого 
быстрого изменения напряжений. Нагрузка в этом примере может 
включать объемные силы, обусловленные весом, и внешние гра
ничные нагрузки, возникающие из-за давления воды.

На рис. 3.21 показано, как использовать треугольные эле
менты для двумерного представления верхней части бедренной 
кости человека, исследуемой для получения информации о раз
витии напряжений в хряще.



Наконец, на рис. 3.22 демонстрируется разбиение для задачи 
об электромагните, где применяется уравнение (3.31), в котором 
теперь k— магнитная проницаемость, a Q— сила тока в провод
никах.

Рис. 3.22. Треугольные элементы, используемые для решения задачи об электро* 
магните.

Широчайшее многообразие задач, которые могут быть решены 
на основе единой конечно-элементной методологии — и фактически 
единой программы для ЭВМ, — вот, что читатель должен отметить.
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КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ 
ВЫСШЕГО ПОРЯДКА

4.1. Введение

В предыдущих главах читатель познакомился с методами ап
проксимации базисными функциями, которые либо задавались 
одним аналитическим выражением на всей области, как в гл. 2, 
либо определялись поэлементно с помощью простейших локаль
ных функций (гл. 3). В действительности в последнем случае 
использовались только линейные и билинейные многочлены, ве
дущие к самым простым видам конечных элементов. В этой главе 
будет изучена возможность использования более сложных базис
ных функций, также определенных на конечном элементе (т. е. 
локально).

Причина введения таких базисных функций высших степеней 
состоит в желании получить более точную аппроксимацию реше
ния рассматриваемой задачи. При применении использовавшихся 
до сих пор простых конечных элементов уточнить решение можно 
только с помощью последовательного измельчения сетки. С дру
гой стороны, повышение точности приближения может быть до
стигнуто последовательным повышением степени базисных функ
ций (при фиксированной сетке конечных элементов).

С практической точки зрения очевидно, что наилучшим будет 
выбор, доставляющий максимальную точность при наименьших 
вычислительных затратах. Предваряя последующую дискуссию, 
отметим, что в этом отношении нам более эффективными пред
ставляются, вообще говоря, аппроксимации высших степеней 
(хотя фактический оптимум существенно зависит от конкретной 
задачи).

В первой части этой главы на основе многочленных аппро
ксимаций предлагается ряд одномерных элементов высших степе
ней. Устанавливается, что существуют различные способы пост
роения базисных функций, составленных из многочленов одной 
и той же степени и дающих, таким образом, один и тот же по
рядок аппроксимации. В этом плане обсуждаются так называе
мые иерархические формы, когда функции высших степеней по
следовательно получаются с помощью добавления соответствующих 
слагаемых. Такие формулировки, как правило, оказываются на
иболее эффективными в вычислительном отношении.



Во второй части главы эти построения используются для по
лучения дву- и трехмерных многочленных базисных функций 
высших степеней в случае геометрически простых областей.

4.2. Степень многочленов, составляющих базисные функции, 
и скорость сходимости

Вопрос о порядке погрешности метода был затронут в гл. 1 
в связи с аппроксимацией конечными разностями. Однако он бо
лее не поднимался в гл. 2 и 3, где были введены методы, осно
ванные на базисных функциях. Применительно к таким аппрок
симациям упоминалось только, что сходимость будет иметь место 
при условии достаточной полноты системы базисных функций, 
позволяющей им с любой степенью точности аппроксимировать 
неизвестную функцию и ее производные, входящие в формули
ровку задачи. Причина такого упрощения состояла единственно 
в том, что в этих главах рассматривался широкий спектр систем 
базисных функций и получение общей оценки скорости сходи
мости было затруднительным. Если же ограничиться только мно
гочленными аппроксимациями (хотя бы локально определенными), 
то обсуждать вопросы сходимости и полноты будет значительно 
легче.

Рассмотрим область Q, которая разбивается на конечные эле
менты Qe с характерным размером А, и предположим, что мно
жество базисных функций, определенных на каждой элементарной 
подобласти, содержит любой многочлен степени р.

Отсюда непосредственно следует, что если неизвестная функ
ция (или функции) ср сама является многочленом степени не вы
ше /?, то аппроксимация должна давать точный ответ незави
симо от использованного типа взвешивания.

Обычно решение ф не является в точности многочленом. 
Однако если решение не имеет особых точек, где некоторые или все 
его производные обращаются в бесконечность, то ф можно ло
кально разложить в ряд Тейлора. Например, в случае двух не
зависимых переменных в окрестности некоторой точки О элемента 
можно записать

ф(Дд:, Ьу)=у\0 +  Ьхду!дх\0 +  д<?1ду\0+  . . . .  (4.1)

где Д* и Ду — разности между координатами рассматриваемой 
точки и точки О. Если теперь используется аппроксимирующий 
многочлен степени /?, то он точно воспроизводится соответству
ющим отрезком ряда Тейлора. Тогда внутри элемента размера h 
для максимальной погрешности аппроксимации Е имеем



поскольку величины Ах в Ау в точках элемента не превосходят 
h.

Аналогично аппроксимация первой производной будет иметь 
точность О (А*), а приближение производной порядка d будет осу
ществляться с точностью 0(hP+1~d).

Приведенный выше результат чрезвычайно важен не только 
для объяснения того факта, почему многочлены высокой степени 
дают большую точность приближения, но также и для обоснова
ния необходимых условий полноты, которые должны выполняться 
при использовании любого из методов взвешенных невязок.

Вернемся к общей задаче из гл. 2, где требовалось решить 
дифференциальное уравнение вида

А (ср) =  J27ф р -J- 0 в Q (4.3)

с краевыми условиями

5  (ф) =  <*% +  /• =  0 на Г (4.4)

при помощи разложения по базисным функциям
м

Ф =  2  атНт (4.5)
т  = 1

и при использовании уравнения метода взвешенных невязок 
(а именно уравнения (2.41))

Wi “l- pj d£2 -|-  ̂ Г , И ф +  г]^Г  =  0. (4.6)
о г

Мы видим, что должна быть обеспечена сходимость при А —* О 
не только Ф, но и всех производных, входящих в операторы 3? 
и <Л. Если порядок таких производных равен d, то очевидно, 
что минимальная степень членов в отрезке ряда Тейлора, исполь
зуемом для записи ф на каждом элементе, должна быть такой, 
чтобы получающаяся погрешность имела по крайней мере поря
док 0(h). Таким образом, для выполнения требования полноты 
необходимо, чтобы

или
р-\-1— d ^ l ,  (4.7а)

p— d^O. (4.76)

Только что указанное условие полноты подчеркивает полез
ность обсуждавшейся в § 3.4 слабой формулировки метода взве
шенных невязок (а именно формулировки с использованием вы
ражения (3.156)). Понижение порядка d используемых операторов



не только уменьшает требования гладкости, но и снижает мини
мальную степень многочленных базисных функций, необходимую 
для обеспечения полноты, до порядка производных от ф, входя
щих в слабую формулировку задачи.

4.3. Кусочное тестирование

Проведенное в предыдущем параграфе обсуждение непосредст
венно ведет к весьма полезному тесту, часто используемому при 
практическом применении метода конечных элементов для про
верки правильности соответствующих формул, возникающих при 
составлении конечно-элементных уравнений, или соотношений, 
получающихся при реализации этих формул. Если точное реше
ние ср является многочленом степени не выше р и для построе
ния аппроксимации используется многочлен степени р> то, как 
уже было указано в начале предыду
щего параграфа, должно получиться 
точное решение. Таким образом, если 
на поле конечных элементов нало
жить ограничение, потребовав, чтобы 
узловые значения совпадали со зна
чениями точного решения, то урав
нения метода взвешенных невязок 
должны выполняться точно.

Чтобы реализовать такой тест, 
необходимо просто провести ансамб- 
лирование системы элементов, на 
которых ассоциируемая с узлом / 
весовая функция WL отлична от ну
ля, и проверить, что полученное уравнение метода взвешенных 
невязок тождественно выполняется. На рис. 4.1 показано поле 
двумерных элементов, которое может быть использовано для ку
сочного тестирования.

Как правило, кусочное тестирование используют для того, 
чтобы убедиться в самом факте сходимости. Его можно исполь
зовать также для подтверждения предполагаемого порядка схо
димости на элементе. Например, чтобы гарантировать погрешность 
О (/г2), необходимо задать в узлах значения линейной функции и 
получить точный результат.

Итак, мы просто требуем, чтобы на ансамблируемых элементах 
точным решением был многочлен степени р. Наибольшее значение 
рУ д л я  которого это верно, определяет порядок погрешности 
О (/^+1).

Рис. 4.1. Поле ансамблирован- 
ных элементов,, которое может 
быть использовано для кусочно
го тестирования в узле I.
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Рис. 4.2. Одномерные элементы и ассоциируемые с ними стандартные базисные 
функции: линейные (о), квадратичные (6) и кубические (в).

4.4. Стандартные базисные функции высших степеней 
для одномерных элементов с С°-гладкостью

Рассмотрим систему одномерных элементов, изображенную 1>а 
рис. 4.2. На рис. 4.2, а показан стандартный линейный элемент 
е с двумя узлами введенного в гл. 2 типа. Здесь предполагается, 
что два указанных узла занумерованы как 0 и 1 (во избежание 
лишних буквенных обозначений). В соответствии с рисунком ас
социируем с каждым узлом этого элемента простую линейную ба
зисную функцию- Вид таких функций на смежных элементах так
же показан на рисунке. Использование таких базисных функций 
гарантирует, что

1) на каждом элементе аппроксимация <р есть линейная фун
кция от х;



2) коэффициент аь при базисной функции Nt в разложении 
(4.5) для ф представляет собой просто аппроксимацию значения 
Ф в узле /.

Межэлементная С°-гладкость разложения для ф также автома
тически гарантирована, поскольку сами базисные функции явля
ются С°-гладкими.

Этот процесс можно продолжить и получить базисные функ
ции высших степеней на типичном одномерном элементе. Для 
изображенного на рис. 4.2, б элемента с тремя узлами возможно 
представление ф с помощью квадратичных базисных функций, 
ассоциируемых с каждым из узлов этого элемента. Если требует
ся, чтобы базисная функция элемента, ассоциируемая с конкрет
ным узлом, принимала значение единицы в этом узле и нуль в 
двух других узлах элемента, то приведенное выше условие 2 
остается выполненным. Для такого элемента точное расположение 
дополнительного узла несущественно, и сразу видно, что ассоци
ируемая с этим дополнительным узлом базисная функция явля
ется внутренней по отношению к элементу и не распространяется 
на смежные элементы. Получаемое на следующем шаге обобщение 
показано на рис. 4.2, в, где изображены элемент с четырьмя уз
лами и соответствующие ему кубические базисные функции.

В общем случае аппроксимация ф на элементе с /7+1 узлами 
будет сводиться к многочлену степени р. На таком элементе, 
узлы которого с номерами от 0 до р помещены в точки х0, х1У 
х2, . . . ,  хр__г, хр, ассоциируемая с узлом I базисная функция эле
мента Nf будет многочленом степени /?, принимающим значение 
нуль во всех других узлах элемента. Тогда выражение для такой
базисной функции можно записать в виде

N\ =  а о +  aix +  a 2*2 +  • • • +  ССрХР, (4.8)

где неизвестные коэффициенты являются решением системы
уравнений

X — Х0, Nf =  a0 +  аух0 +  a2xl + . . .  + а рх§ =  0,
x =  xlt Nj =  a0 +  alx1 +  aixl + . . .  -\-арх{ =  0,

x =  xt, =  ot0 —|— ayXt (хгх\ -{-. . .  +apXf =  1,
(4.9)

x =  xpt Nel =  a0 +  alxp +  aixl +

оII8°*
+



Однако в достаточно трудоемком решении этой системы нет необ
ходимости, поскольку простая проверка показывает, что многочлен

Nj =  А? =  [(х— х0) (х— хх) . . . (X— Xi.i) (x—xl+1) . . .  (х—Хр)] х  
X[(я*—х0) (хь— хг) (xl х1_1)(х1 х1+1) . . .  {xL хр)] 1 (4.10)

имеет требуемые свойства. Этот многочлен Af известен как фун
даментальный многочлен Лагранжа [1] степени р.

Используя это определение, можно выписать базисные функ- 
дии элемента для изображенных на рис. 4.2 линейных, квадра
тичных и кубических элементов. При использовании на лементе 
равноотстоящих узлов и показанной на рисунке нумерации ба
зисные функции можно выразить через нормированную локальную 
координату элемента £, определенную равенством

Здесь х'с— координата центра злемента, he—длина элемента, и 
элемент принадлежит отрезку — 1 ^ £ < ! 1 .  Нетрудно получить 
выражения для базисных функций элемента, а именно:

Линейные базисные функции (рис. 4.2, а)

M  =  6 ( £ - l ) / 2 f tfJ =  - ( £ - l ) ( S + l ) ,  yVS =  g (6 + l)/2 . (4.126)

Кубические базисные функции (рис. 4.2, в)

т = -  0/16) а + 1/3) а - щ  а - о ,
JV{ =  (27/16) ( | +  1) (£— 1/3) (6— 1),
N't = - (2 7 /1 6 )  ( 6 + 1 )  (6 +  1/3) (6 - 1 ) .  (qAZB)
Щ =  (9/Щ ( 6 + 1 )  (1+  1/3) (6 -1 /3 ) .

Чтобы продемонстрировать использование таких базисных 
функций высших степеней, снова обратимся к решению задачи, 
рассмотренной в примере 3.1.

Пример 4.1. Требуется решить уравнение cPcp/dx*— ф =  0 
с краевыми условиями <р =  0 при х =  0 и ф = 1  при х — \.

Если применяется метод Галеркина, то компоненты матрицы 
элемента К*, как и в примере 3.1, задаются выражением

Используя базисные функции элемента, выраженные через нор-

t =  2 ( x - x ec)/he. (4.11)

/V/S =  —(6— l)/2, tff =  ( 6+ l ) / 2 .

Квадратичные базисные функции (рис. 4.2, б)
(4.12а)



мированную локальную координату £ из (4.11), находим
dN ? dN\ dl 2 dN\

dx d\ dx he dl

и, следовательно, можно записать
i

' 2 dN\ dNem
he dl dl

dx =  ^ -d l,

he mN'm)d\.

В свою очередь это позволяет теперь вычислить приведенные 
матрицы элемента е, изображенного на рис. 4.2, для линейных, 
квадратичных и кубических базисных функций. При этом полу
чаются следующие результаты (детали мы оставляем читателю): 

Для линейной базисной функции

ke(fe =
±  +  HL - ±  +  -
foe * Я h e * fi/2*

___ 1_ , /2* J - 4 -  —
/1* +  6 /2* +  3

"Фо"

Ч>1

Здесь матрица тождественна полученной в примере 3.1. 
Для квадратичной базисной функции

k*q>* =

_7_ 2Л*___ j __________п
3/2* +  15 She +  15 3he 30 Фо

____8 ,  fc*_
She -Г 15

_16_ , S h e ____8_
She +  15 S h e +  15

_ J___ h e _ _____8 , h^
She 30 She “Г  15

7 2he 
She ^  15 J

Ф1

Ф2

Для кубической базисной функции
Г

к*ф* =

L

т е 105 40Ле 560
189 . 33he 54 27/1*
40/2* 1 560 5/i* 11 70
27 She 297 27/2*

20he 140 40/2* 560
13 . 19А* 27

О r\UP
3 ft*
1 ЛЛ

27
20/i*
297

ЗЛ*
140

27/1*
40/1* 560
54 t 27/t* 
5/F 
189

70 
33/z* 

40/i* ' 560

13
40/i*

27
20/i*
189

40/i*
37

19/i*
1680

3/i*
140
33/i*
560
8Л*

Ю/i* п 105

Г  1
Фо

Фх

Фа



В примере 3.1 при решении задачи использовались три линейных 
конечных элемента. Попытаемся теперь решить задачу, применяя 
только один элемент, но с базисными функциями в виде много
членов разных степеней.

При he =  1 и заданных значениях <р0 =  0 и фх =  1 использо
вание линейного элемента дает просто линейную интерполяцию 
и свободных неизвестных для уравнений метода взвешенных не
вязок не остается. Для квадратичного элемента и заданных зна
чений Фо =  0, ф2=  1 имеется один неизвестный параметр фг  Учиты
вая краевые условия, имеем

(16/3 +  8/15) =  (8 /3 -1 /15 ) ф„

и, таким образом,
Ф1== 0.4432.

При аппроксимации кубическим многочленом появляются два не
известных параметра ф[ и (р, и результирующая система двух 
уравнений имеет решение

Ф! =  0.2889, ф2 =  0.6101.

В случае использования квадратичного элемента можно вычислить 
Ф при х — 1/3 и х =  2/3. Сравним полученные результаты.

Три линейных Один квадратич Один кубический Точное
элемента ный элемент элемент решение

*= 1 /3 Ф =  0.2885 0.2828 0.2889 0.28892
*  =  2/3 Ф =  0.6098 0.6162 0.6101 0.61024

Отметим, что аппроксимация одним кубическим элементом дает 
гладкое решение, существенно лучшее, чем получаемое исполь
зованием трех линейных элементов.

Рассмотренный пример показывает, что процесс получения 
матриц элементов для элементов высших степеней не отличается 
от использовавшегося для линейных элементов. Кроме того, лучшие 
результаты, как правило, удается получить даже при несколько 
меньшем числе неизвестных. В данном примере ансамблирование 
типичной матрицы для нескольких элементов высших степеней 
не проводилось, и такое ансамблирование предлагается провести 
читателю в качестве упражнения — применяемая здесь методика 
аналогична описанной в предыдущей главе. Однако можно сразу 
заметить, что внутренние узлы элемента связаны только с дру
гими узлами того же элемента и, следовательно, могут быть



исключены на элементном уровне. Этот факт достаточно полезен 
при вычислениях, поскольку тогда приведенную матрицу элемента 
ке для элементов высших степеней из данного примера можно 
с помощью дополнительных вычислений представить просто как 
(2х2)-матрицу. Чтобы усвоить эту процедуру, читателю реко
мендуется решить упражнение 4.3.

Упражнения

4.1. Уравнение
d (k d(p/dx)/dx-\- аср +  Q =  О

решается методом взвешенных невязок с аппроксимацией по Галеркину. Найти 
матрицу элемента ке и правую часть Iе для типичных квадратичного и куби
ческого элементов.

4.2. В упражнении 4.1, производя процесс ансамблирования и для ква
дратичного, и для кубического элементов, найти уравнения, получающиеся 
а) во внутреннем узле элемента и б) в граничном узле элемента.

4.3. Решить задачу из примера 4.1, используя два квадратичных элемента, 
а) Ансамблировать матрицы элементов, полученные в примере 4.1, и вычислить 
решение, б) На элементном уровне выразить значение ф* во внутреннем узле 
через значения ф0 и ф2 в граничных узлах. Как следствие получить новую 
(2х2)-матрицу элемента, оперирующую только с граничными узловыми значе
ниями. Ансамблировать эти новые матрицы элементов и решить полученную 
систему. Показать, что решение тождественно найденному в п. а).

4.4. Повторить упражнение 4.3, используя два кубических элемента. 
В п. б) из приведенных матриц элементов исключить два внутренних узла.

4.5. Найти функцию Q, такую, что Ф =  Ро +  Р1* + Р г * 2 является решением 
уравнения

k d2y/dx2 +  аф +  Q =  О,

где k и а — постоянные. Ансамблировать уравнения метода взвешенных невя
зок с аппроксимацией по Галеркину для поля квадратичных элементов и, 
используя кусочное тестирование, показать, что аппроксимация точна для 
всех значений Р0, и (V

4.6. В упражнении 1.2 найти распределение изгибающего момента, исполь
зуя сначала два квадратичных, а затем два кубических элемента. Сравнить 
ответы с полученными другими методами в предыдущих главах.

4.7. Снова рассмотреть одномерный пример стационарной теплопроводности 
из упражнения 2.5, используя а) два квадратичных элемента, б) два куби
ческих элемента и в) смешанную конечно-элементную пару, состоящую из 
одного квадратичного и одного кубического элементов. Сравнить полученные 
в каждом случае ответы с точным решением.

4.5. Иерархические формы высших степеней
для одномерных элементов с С°-гладкостью

4.5.1. Общие замечания

При введении в гл. 3 конечно-элементных базисных функций 
параметры ат в разложении (4.5) отождествлялись с узловыми 
значениями аппроксимации ф, т. е. полагалось ат =  фт . В пре



дыдущем параграфе это отождествление с необходимостью привело 
к требованию выполнения равенств (4.9).

Подобное отождествление широко используется в литературе 
по методу конечных элементов, позволяя придавать «физический» 
смысл параметрам ат. Такое «стандартное» определение конечно
элементных базисных функций имеет, однако, определенный не
достаток.

Этот недостаток становится очевидным,- если рассмотреть при
веденные в (4.12) базисные функции для линейных, квадратичных 
и кубических многочленов и соответствующие матрицы элементов 
из примера 4.1. Базисные функции разных степеней существенно 
различаются по виду, и поэтому для разных порядков аппрокси
мации получаются совершенно различные матрицы элементов. 
Таким образом, если принимается решение о повторном решении 
задачи с использованием базисных функций высших степеней, то 
систему уравнений приходится полностью перевычислять.

Этот тип аппроксимации резко отличается от приближения 
гладкими функциями из гл. 2, где рассматривалось разложение 
стандартного вида

м
ф = н 2 йЛ  (4.13)

т — 1

с уточнением решения посредством увеличения общего числа 
используемых базисных функций при остающейся неизменной 
форме базисных функций низших степеней. В результате для 
линейной задачи получается следующая последовательность ап
проксимаций-

Л4 =  1: 

М =  2:

Кц01 /ц

1o' 7Г
. [о*.

II СО

Г*п К12! 
К22\

к 13~
к 23

~Ol~
а2

[7Л
и .

L *« к 32 к 33. _/з-

(4.14а)

(4.146)

(4.14в)

Нетрудно видеть, что здесь на каждом шаге уточнения аппро
ксимации полученные на предыдущем шаге матрицы встречаются 
вновь и нет необходимости их перевычислять.

Кроме того, если выбранные базисные функции строго орто
гональны, то получаемые на каждом этапе уточнения матрицы 
теперь являются диагональными и обеспечивают лучшую обуслов
ленность решаемой системы уравнений. Действительно, в примере 
2.2 было установлено, что использование метода Галеркина при
менительно к системе полностью ортогональных базисных функ
ций приводит к распадающейся системе линейных алгебраических



уравнений. При этом для последовательности аппроксимаций имеем 
М =  1: A:uai =  /i, (4.15а)

X  ОМ  =  2;

М =  3:

11

О К.
X  о 
О к 22 
о о

1М»J Ы -а
01 X
а2 = h

L/sJ

(4.156)

(4.15в)

На каждом шаге уточнения к результатам предшествующего ре
шения просто добавляется слагаемое ат NmJ где

ат ~  Krnrnfт ' (4.16)

В этом параграфе будет предложен способ генерирования ко
нечных элементов высших степеней, учитывающий некоторые 
преимущества метода аппроксимации гладкими функциями из 
гл. 2. Теперь базисные функции будут определяться не с помо
щью условий вида (4.9), а посредством аддитивного уточнения. 
Такие базисные функции мы будем называть иерархическими.

Хотя в общем случае добиться строгой диагональности ап
проксимирующих уравнений трудно или невозможно, попытаемся 
по возможности ослабить зависимость между различными этапами 
аппроксимации. Такой подход в вычислительном отношении пред
почтителен, поскольку неизбежно возникающие в процессе реше
ния больших задач значительные ошибки округления не будут 
существенно влиять на качество окончательного решения в силу 
последовательного уменьшения значимости ат с ростом т .

4.5.2. Иерархические многочлены

Рассмотрим еще раз генерирование базисных функций для 
элемента общего вида, изображенного на рис. 4.3. Ясно, что ли
нейное представление на этом элементе может быть получено 
только с помощью базисных функций, приведенных на рис. 4.2, а 
(см. формулы (4.12а)), и не может быть улучшено, поскольку 
отождествление общих узлов смежных элементов гарантирует 
С°-гладкость. Можно получить иерархическую форму представ
ления на этом элементе, используя для модификации линейного 
представления некоторый квадратный многочлен.

Если ае2Щ представляет эту модификацию и функция N\ от 
локальной координаты элемента £ определена как квадратичный 
многочлен вида



с коэффициентами, выбранными таким образом, что (Vf =  О при 
£ = ± 1 ,  то требуемая С°-гладкость аппроксимации <р между эле
ментами будет сохранена. Сформулированным условиям удовлет
воряет симметричная парабола, соответствующим образом мас
штабированная.

Базисные ф ункции

Злемент

Элемент  
Узлы  О

Аппроксимации

Рис. 4.3. Одномерные элементы и ассоциируемые с ними иерархические базисные 
функции и аппроксимации: линейная (а), квадратичная (б) и кубическая (в).

Таким образом, для аппроксимации квадратным многочленом 
на элементе е (рис. 4.3, б) можно записать

ф 0 =  ф ол ^  +  ф  xN{ +  alNl,(418)
где (см. формулы (4.12а) и (4.126))

# • «  — (&— 1)/2, N\ =  (|+ 1 ) / 2 ,  W = » - ( S ~ 1 ) ( 5 + 1). (4.19)

Нетрудно видеть, что в данном случае параметр а| приобре- 
тает конкретное смысловое значение, а именно равняется вели
чине отклонения от линейной аппроксимации ср 0 центре эле
мента, поскольку в этой точке N1 принимает зй#Чение единица.

Аналогично для кубического элемента к квадратичному пред
ставлению (4.18) требуется добавить слагаемое гДе Л̂ | — ку



бический многочлен вида
N1 =  а 0 +  а &  +  <х2| 2 +  а3£3, (4.20)

принимающий нулевое значение при £ =  ± 1  (т. е. в узлах Ои 1). 
Из бесконечного числа возможностей выберем кубический много
член, изображенный на рис. 4.3, в. Он принимает нулевое значе
ние в центре элемента, причем в этой точке dNyd%= 1. Можно 
сразу положить

m  =  (4.21)

поскольку такой кубический многочлен обладает требуемыми свой
ствами. Теперь параметр а\ обозначает отклонение наклона в 
центре элемента от наклона предшествующей аппроксимации.

Отметим, что аналогичным образом можно определить иерар
хическую базисную функцию элемента четвертой степени

N1 =  1* (1 - £ 2), (4.22)
однако теперь придать физический смысл параметрам затрудни
тельно (да и в этом и нет особой необходимости).

Как уже было указано, приведенная выше система базисных 
функций не единственна и существует много других возможно
стей. Другая удобная система иерархических функций определя
ется равенствами

N, ... ( О/р О (1р— !)» Р четно,
р * —\  (1 /р1)(1р— I), р нечетно,

(4.23)

где р ( ^  2)— степень используемого многочлена [WJ и N\ — те же, 
что и выше.— Ред.\. Это дает систему базисных функций эле
мента

Wf =  (l/2)(S2- 1 ) ,  Л/£ =  (1/6)(|3- | ) ,
Щ =  (1/24) (Е4— 1), т  =  (1/120) (Е6- Е ) .

Нетрудно видеть, что все производные от Nep второго и бо
лее высоких порядков принимают нулевое значение при Е =  0, 
за исключением dPNydlf, равной в этой точке единице. Следо
вательно, при использовании базисных функций вида (4.23) вхо
дящие в аппроксимацию параметры можно отождествить со значе
ниями соответствующих производных:

аер =  dp<p/dtP |̂ = о, р >  2. (4.25)

Такое отождествление придает им физический смысл, но, разуме
ется, никоим образом не является обязательным.

4.S.3. Иерархические многочлены почти ортогональной формы

Как было отмечено выше, оптимальной формой иерархических 
функций будет та, которая приводит к диагональной системе



уравнений. В ряде случаев это можно осуществить или точно, 
или с хорошим приближением.

Во многих обсуждавшихся в предыдущих главах задачах ком
поненты матрицы элемента К* имели вид

К
Qe

d N ei d N em 2
dx dx QX “  he

d N j  d N em 

dl dl 05 (4.26)

Если могут быть найдены системы базисных функций, содержа- 
щих соответствующие многочлены, для которых такие интегралы 
обращаются в нуль при 1ф т , то требуемая ортогональность до
стигнута и система алгебраических уравнений распадается.

Примером такой системы многочленов, обладающей свойством 
ортогональности на отрезке — является множество мно
гочленов Лежандра Рр ($>), и базисные функции могут быть вы
ражены через интегралы от этих многочленов. Многочлен Ле
жандра степени р определен формулой

рР т
1 1 dр

( р - 1)1 2 p - id V [(6*— ly»]. (4.27)

Взяв интеграл от этого многочлена при р =  1, 2, 3, 4, находим
а д = £ * - 1 .  W ; = 2 ( б * - б ) .
^  =  (1/4) (15£4-  18|*+  3), Nl =  n * — 10|3 +  3 |. К*-го)

Эти базисные функции отличаются от функций (4.24) до N|  вклю
чительно только постоянными множителями, но для 4 раз
личие становится значительным. Читатель может легко проверить 
ортогональность производных этих функций— свойство весьма по
лезное при вычислениях. Графики этих функций и их производных 
приведены на рис. 4.4.

Пример 4.2. Снова рассмотрим задачу, обсуждавшуюся в при
мере 4.1, но на этот раз для составления матриц элементов ис
пользуем иерархический подход. Применим базисные функции, 
заданные формулами (4.28), и еще раз воспользуемся выражением 
для матриц элементов

Ке __1т — Г ( 2  d N et d N em  

J  U *  d% dl m dl.

Д ля различных степеней аппроксимации получаем следующие 
соотношения:

Линейная

k*q>*
-  +  -  h e ~  3

-----1-  + —Л«т  6

h* ~  6

-  +  ~  he ~  3

Г "1
Фо

9iJ



Рис. 4.4. Почти ортогональные иерархические базисные функции элемента и их 
производные.

Квадратичная

ке<ре =

_i_, A f __ l _i_*f __ *! п
Л‘ + 3 Ле 6 з
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Заметим теперь, что матрица каждой последующей аппроксима
ции содержит матрицы предыдущих аппроксимаций, причем за
висимость между ними слабая. (Для данного^примера имеет^место 
приближенная ортогональность квадратичной и кубической ап
проксимаций, однако полной ортогональности здесь нет, поскольку 
многочлены Лежандра обеспечивают, вообще говоря, только орто
гональность производных, что проявляется в отсутствии членов 
вида l/h e во внедиагональных элементах.).

Применяя еще раз общее выражение для нахождения одно
элементного решения задачи (т. е. при he =  1), для квадратичной 
аппроксимации получаем

(16/3 +  8/15) ае2=  1/3,
что дает

а* =  0.05682,

а для кубической аппроксимации
а£ =  0.05682, а* =  0.00403.

Вычисление приближения при л: = 1 /3  и л; = 2 /3  показывает, что 
достигаемая здесь точность совпадает с полученной в примере 4.1. 
В силу сказанного выше необходимо, однако, отметить простоту 
вычисления матриц и уменьшение влияния точности вычисления 
последовательных параметров.

Упражнения

4.8. Повторить упражнение 4.1, используя иерархические квадратичные и 
кубические элементы.

4.9. В упражнении 1.2 найти распределение изгибающего момента, исполь
зуя сначала два квадратичных, а затем два кубических иерархических эле
мента. Сравнить ответы с результатами, полученными в упражнении 4.6.

4.10. Повторить упражнение 4.7, используя иерархические элементы.
4.11. Найти приведенную матрицу элемента ке из примера 4.2, исполь

зуя иерархический элемент четвертой степени.
4.12. Вывести слабую форму уравнения метода взвешенных невязок для 

задачи об отклонении нагруженной балки на упругом основании, описанной 
в упражнении 1.20. Показать, что если решение ищется методом конечных 
элементов, то стандартная теория требует применения элементов с (^-глад
костью. Найти кубические базисные функции для таких элементов, если ап
проксимация на элементе берется в виде

ф* =  ф0yVg +  <P\Ni +  dyjdx \QMo-\-d(p/dx liAtf?»
а узлы 0 и 1 находятся в концах элемента. Используя три равных элемента 
этого типа, получить как следствие решение упражнения 1.20. (Заметим, что 
No должно удовлетворять условиям N%=\, dNe0/dx =  0 при £ =  —1 и Nq =  
=  dNe0/dx =  0 при 6 = 1 ,  тогда как для М% должны выполняться условия Мо =  0, 
dMo/dx= \ при 6 =  — 1 и Me0 =  dMo/dx =  0 при 6 = 1 .  Функции N{ и М{ оп
ределяются аналогично. Эти требования означают, что базисные функции мо
гут быть выражены через многочлены Эрмита.)



4.6. Двумерные базисные функции высших степеней 
для прямоугольных конечных элементов

4.6.1. Базисные функции стандартного типа
для лагранжевых и серендиповых элементов

В § 3.7 уже рассматривался простой прямоугольный элемент 
с четырьмя узлами в углах. Стандартные базисные функции для 
этого элемента были получены просто как произведения соответ
ствующих одномерных линейных базисных функций от х и у 
(рис. 4.5, а).

Ясно, что для таких элементов имеет место С°-гладкость всех 
глобальных базисных функций, поскольку совпадение узловых

Рис. 4.5. Некоторые прямоугольные элементы и соответствующие им лагранжевы 
базисные функции.



значений в каждом из углов гарантирует однозначное линейное 
изменение вдоль любой стороны элемента.

Найти базисные функции высших степеней не составит ника
кого труда, если узлы элемента находятся в вершинах прямо
угольной сетки. Например, для квадратичного элемента можно 
получить базисную функцию, соответствующую произвольному 
узлу сетки на рис. 4.5, б, перемножив отвечающие этому узлу 
стандартные одномерные базисные функции-от х и у.

Действительно, если каждой точке сопоставить двойной индекс 
(г, s) (для квадратичного элемента r =  0, 1, 2; s =  0, 1, 2), то 
соответствующую узлу (г, s) базисную функцию элемента можно 
записать как

N% =  Ap(x)Ap(y), (4.29)

где для квадратичного элемента р =  2. В приведенном соотноше
нии Арг обозначает фундаментальный многочлен Лагранжа сте
пени р, определенный равенством (4.10).

Приведенное выше соотношение является весьма общим: таким 
образом могут быть получены базисные функции элемента произ
вольной степени. На рис. 4.5, в показано соответствующее обоб
щение для кубического элемента. Отметим, что Ners будет равно 
единице только в узле (г, s) и тождественно равно нулю во всех 
других узлах элемента.

Само собой разумеется, что для многочленных базисных функ
ций элемента этого типа и произвольной степени обеспечена неп
рерывность глобальных базисных функций при переходе между 
соседними элементами, поскольку здесь ассоциируемого с каждой 
стороной числа параметров достаточно для однозначного опреде
ления многочлена. В свою очередь это гарантирует С°-гладкость 
глобальной аппроксимации ср. Отметим, кроме того, что с другими 
элементами связаны только узлы вдоль сторон каждого элемента. 
Поэтому на элементном уровне внутренние узлы элемента могут 
быть исключены из матрицы элемента.

Интересно выяснить, какие члены входят в базисные функции 
элемента лагранжева типа степени р. Согласно (4.29), базисные 
функции получаются как произведения многочленов степени р 
отдельно от х и у. Ясно, что число членов в этом произведении 
превышает число членов, необходимое для воспроизведения мно
гочлена степени р от х и у. На рис. 4.6, а построен известный 
треугольник Паскаля, по которому можно определить число чле
нов в многочлене произвольной степени (например, Ю членов 
для кубического многочлена). На рис. 4.6, б выделены дополни
тельные^ шесть членов, появляющихся в кубической лнграцженой 
базисной функции определенного соотношением (4.29) типа. 9то 
наводит на мысль, что число узлов, ассоциируемых с элементами 
более высоких степеней, можно уменьшить, попытавшись обеспс-
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Рис. 4.6. а — треугольник Паскаля, где заштрихованные элементы образуют пол
ный кубический многочлен; б — члены, образующие кубический лагранжев эле
мент; в — члены, образующие кубический серендипов элемент.

чить, чтобы базисные функции элемента в основном содержали 
бы только члены, входящие в многочлен соответствующей сте
пени. С этой целью было получено семейство так называемых 
серендиповых элементов. Здесь узлы размещаются (по мере воз
можности) на границах элемента, а базисные функции получа
ются умножением членов степени р по одной переменной на ли
нейные члены по другой переменной. Тогда на границах вид 
аппроксимации ф совпадает с получаемым для лагранжевых эле
ментов и, таким образом, сохраняется С°-гладкость аппроксимации.

Определим теперь две локальные нормированные координаты



Рис. 4.7. Нормированные координаты (£, ц) для прямоугольника в плоскости 
(*. У)-

элемента (см. рис. 4.7):
1 =  2 (х -х Я М , d% =  2dxlhex,
Т1 =  2 (y—yec)/hey, dr\ =  2dy/heyt (4.30)

где точка (хес, уес) — центр элемента в системе координат (х, у).
Получение стандартной базисной функции серендипового типа 

для квадратичного элемента показано на рис. 4.8. Этот процесс 
почти не нуждается в пояснениях. Сначала, взяв соответствующий 
многочлен Лагранжа второй степени по одному направлению и* 
умножив его на линейную функцию по другому направлению, 
непосредственно найдем базисные функции для узлов в серединах 
сторон. Это позволяет получить на сторонах многочлен нужной 
степени, и автоматически будет выполнено условие, что ассоции
руемая с конкретным узлом базисная функция должна принимать 
значение единица в этом узле и равняться нулю во всех других 
узлах.

Для углового узла этот простой процесс не дает нужного ре
зультата, поскольку вдоль одной из сторон базисная функция 
будет отлична от нуля и поэтому в среднем узле этой стороны 
будет получаться ненулевое значение. Однако линейная комбина
ция билинейной базисной функции (3.45) и только что построен
ных для узлов в серединах сторон квадратичных базисных функ
ций позволяет легко получить необходимую функцию.

Семейство серендиповых элементов показано на рис. 4.9, и 
ниже приведены базисные функции для первых трех его членов.
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Рис. 4.8. Систематическое генерирование серендиповых базисных функций для 
прямоугольных элементов.

Чтобы не выписывать отдельное выражение для каждого узла, 
положим

Ь =  =  Г|Г1„ (4.31)

где и г)г— координаты узла I. Тогда базисные функции элемента 
запишутся следующим образом:

Для линейных элементов

ЛГ? =  (1 /4 )(1 + !г) (1 + й ) ,  / =  0, 1, 2, 3. (4.32)
что совпадает с базисными функциями лагранжева элемента пер
вой степени.

Д ля квадратичных элементов
Угловой узел ^  =  (1/4) (1 +  |,) (1 +т),) ( !, +  iii — 1).

/ =  0, 2, 4, 6. (4.33а)
Узел в сере- W *= (l/2 )(1 — i 2) ( l + i ) {), 1=1, 5, (4.336)
дине стороны ^  =  (1/2) (1 +  | г) (1— ту1), 1 =  3 ,7 .

Для кубических элементов
Угловой узел Щ =  (1/32) (1 -f | г) (1 -ft]*) [— 10 +  9 (£*-[-л2)].

/ =  0, 3, 6, 9, (4.34а)
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Рис. 4.9. Семейство серендиповых элементов. При 4 требуются внутренние 
параметры.

Узел в сере- Net =  (9/32) (1 +  !,)  (1 — т)2) (1 +  9тц),
дине стороны / =  4, 5, 10, 11, (4.346)

причем базисные функции, отвечающие оставшимся средним узлам 
сторон, получаются из этих выражений простой перестановкой 
переменных  ̂ и г). Члены, входящие тогда в аппроксимацию ф* на 
типичном кубическом серендиповом элементе, показаны в треуголь
нике Паскаля на рис. 4.6, в.

Здесь целесообразно отметить, что число многочленных ком
понент, которые могут быть получены с помощью использования 
только граничных узлов, недостаточно, чтобы дать полное много
членное представление для <р* при 4. Следовательно, для та
ких элементов высших степеней необходимо опять ввести внутрен
ние узлы или просто соответствующую иерархическую степень 
свободы типа описываемой в следующем разделе.

4.6.2. Базисные функции иерархического типа

При имеющемся наборе одномерных иерархических базисных 
функций генерирование иерархических базисных функций для пря
моугольных элементов почти тривиально, поскольку:

1) функции для угловых узлов совпадают со стандартными 
билинейными функциями;

2) произведение иерархических функций типа определенных 
в разд. 4.5.2 и 4.5.3 в угловых узлах всегда равно нулю.

Отождествление (или увязывание) значений иерархических пе
ременных, ассоциируемых с каждой стороной элемента, с теми же 
самыми значениями на соседнем элементе убудет автоматически 
обеспечивать единственность аппроксимации Ф вдол*> этой стороны 
и гарантировать С°-гладкость. Приемлемым оказывается любое 
произведение одномерной иерархической функции с локальной 
переменной вдоль стороны элемента, скажем £, и линейной (или 
иерархической) функции от другой локальной переменной элемента, 
скажем т]; многочленные компоненты (любой Степени) могут быть 
получены образованием таких простых произведений. Например,



Рис. 4.10. Иерархические базисные функции для прямоугольного элемента*

используя одномерные функции (4.28), базисные функции для 
элемента, показанного на рис. 4.10, можно записать следующим 
образом:

Типичный Ng(£, ri) =  (1 /4) (1 +  Л) (1 — £)• (4.35а)
угловой
узел
Типичная Ne2(2_3,(£, Ti) =  ( l /4 ) '( l+ r i ) ( i1!— 1), ,, ш
сторона 2 - 3  ЛР9Й_„ (6, т0 =  (1/6) (1+»!)(& *— &),

причем этот процесс может быть продолжен до любой нужной 
степени.

Как уже было указано применительно к серендиповым элемен
там, чтобы получить представление для фе, которое является пол
ным для степени 4, необходимо добавить базисные функции, 
ассоциируемые с параметром, не включенным в связи между эле
ментами. Например, подходящей оказывается базисная функция

ЛЧ</, =  (1/4 )(| *-1 )(Ч *-1 ), (4-36)



которую можно использовать для добавления члена £2т]2 в выра
жение для ср.

Следует, между прочим, отметить, что при использовании 
иерархических элементов добавление многочленных компонент 
очень легко осуществить локально, чтобы добиться уточнения 
в области, где неизвестная функция изменяется особенно быстро 
и, следовательно, аппроксимация может давать наибольшие по
грешности.

Вопрос о введении таких уточнений на конечно-элементной 
сетке затрагивается в последней главе, где обсуждаются так на
зываемые процессы адаптивного уточнения.

Нумерация узлов и иерархических параметров в некоторой 
логической последовательности представляет интересную вычисли
тельную задачу, поскольку обозначение, соответствующее иерар
хической степени свободы, может быть ассоциировано как со 
стороной элемента, так и с самим элементом.

4.7. Двумерные базисные функции для треугольников

4.7.1. Стандартные базисные функции; координаты площади1)

Если рассмотреть семейство треугольников произвольного вида 
(рис. 4.11) при условии, что узлы располагаются согласно модели 
треугольника Паскаля (рис. 4.6), т. е. в точках пересечения се
мейства прямых, проведенных параллельно сторонам треугольника, 
то каждый раз число полученных таким образом узлов оказывается 
как раз достаточным, чтобы генерировать семейство полных мно
гочленов. Это обстоятельство в сочетании с простотой достаточно 
хорошей аппроксимации областей произвольной формы набором 
треугольников объясняет популярность выбора треугольных эле
ментов при решении задач с двумя пространственными переменными.

Прежде чем переходить к обсуждению деталей, касающихся 
возможных базисных функций, желательно определить для таких 
элементов «естественную» систему координат. Такая удобная си
стема координат L0, Lt и L2 может быть определена для элемента 
просто записью линейной зависимости между этими координатами 
и декартовыми координатами в виде

У =  L Qy0- \ - L 2y2i (4.37)
1 =  L0-\- Lt -\- L2.

Здесь узлы с номерами 0, 1, 2 помещены в вершинах треуголь
ника, а (х(, у () — декартовы координаты узла i. *)

*) В отечественной литературе используются также термины «треугольные 
координаты» или «барицентрические координаты»,— Прим, перев.



в
Рис. 4.11. Семейство стандартных тре
угольных элементов: линейный (а), квад
ратичный (б) и кубический (в).

Рис. 4.12. Координаты площади 
для треугольного элемента.

Сразу видно, что L0 должна быть функцией, принимающей 
нулевое значение в вершинах 1 и 2 и значение единица в вер
шине 0— совершенно так же, как базисная функция для линей
ного элемента. Линии уровня этой функции показаны на рис. 4.12. 
Значение L0 в любой точке Р фактически может быть определено 
как отношение площадей двух треугольников, т. е.

L0|p =  площадь (Р12)/площадь (012), (4.38)

откуда и следует название «координаты площади» для системы
(̂ о> ^i> ^г)-

Соотношения (4.37) позволяют установить прямую зависимость 
координат площади (L0, Llt L2) и декартовых координат (х, у), 
поскольку

Ь0 =  (а? +  $& +  уе0у)/( 2Де),
I ,  =  К  +  Pix +  у{у)К 2Де), (4.39)
Ь2 =  (а£ -f %х +  у£г/)/(2Де),

где

Де =  Y  det
1 *о Уо 
1 У1 
1 ^2 Уг

=  площадь (012) (4.40а)

и
OLl —  x ^ i—xjji, Ро =  У1 —УЬ Уо =  х2— хг, (4.406)

причем следует отметить соответствие с формулами (3.27).
Таким образом, для линейного треугольника с тремя базис

ными узлами функции элемента могут быть определены просто как
Ne0 =  L0, Ni =  Llt N‘2 =  L2. (4.41)

Для треугольника общего вида с размещением узлов, как на 
рис. 4.13, выражение для базисной функции элемента, ассоции-



руемой с узлом i и обозначаемой числами /, J, К в системе 
координат (L0, Llt L2), можно записать в виде

N* =  A-'i (L0) Aj (Lj) A * (L2), (4.42)

где А/, Ay, А * — фундаментальные многочлены Лагранжа, опреде
ленные равенством (4.10).

Это выражение отнюдь не очевидно. Читатель, однако, может 
легко проверить его справедливость, заметив, что

1) из определения фундамен
тальных многочленов Лагранжа 
следует, что Щ =  1 в узле inNe, =  0 
во всех других узлах элемента;

2) так как /  +  J +  К =  р для 
данной триангуляции постоянно, 
то слагаемое наивысшей степени 
в Ni будет иметь вид L'0L{L§ и 
поэтому в силу линейных соотно
шений (4.39) является многочле
ном степени р от х и у.

На рис. 4.14 показаны типичные базисные функции этого вида 
для линейных и квадратичных элементов.

Рис. 4.13. Стандартный треугольный 
элемент общего вида.

Г
1

v

Рис. 4.14. Треугольные 
элементы и ассоциируе
мые с ними стандартные 
базисные функции ли
нейного (а) и квадратич
ного (б) вида.



4.7.2. Базисные функции иерархического типа

Для треугольных элементов иерархические базисные функции 
с С°-гладкостью находятся удивительно просто [2].

Возвращаясь к рис. 4.12, заметим, что L0 вдоль стороны 1—2 
треугольника тождественно равна нулю, и, следовательно, в силу 
уравнений (4.37)

+  (4.43)
Если I — обычная безразмерная локальная координата элемента 
типа использовавшейся при получении иерархических функций 
для одномерных элементов, измеряемая вдоль стороны 1—2 
(рис. 4.12), то можно записать

•^'ili-2 =  0  £)/2» 2̂ li-2=  О ~Ь£)/2| (4.44)
откуда следует, что

|  =  (Т-2 (4.45)

Это наводит на мысль, что на треугольнике иерархические базис
ные функции можно было бы генерировать с помощью обобщения 
полученных ранее видов одномерных базисных функций. Напри
мер, используя выражения (4.23), ассоциируем со стороной 1—2

многочлен степени р ( ^  2), определенный по правилу

f4г C(L2 — Li)p — (^i +  L2)p] - Р четно,
Л^а-2, = 1  1 (4.46)

Ц т  (Li +  L* y "ll  Р нечетно.

Из соотношений (4.44) следует, что эти базисные функции 
равны нулю в узлах 1 и 2. Кроме того, нетрудно показать, что 
Np(i_2) будет все время равна нулю на сторонах треугольника 
О— 1 и 0— 2, и, таким образом, обеспечивается С°-гладкость ап
проксимации ф.

Следует отметить, что в этом случае при 3 число иерар
хических функций, соответствующих узлам на сторонах элемента, 
недостаточно для определения полного многочлена степени р и 
требуются внутренние иерархические функции, тождественно рав
ные нулю на границах; например, при р =  3 можно было исполь
зовать функцию тогда как при р =  4 можно было ввести
три дополнительные функции LJL jL j , LaL\L2, L0LjL|.

На рис. 4.15 показаны типичные иерархические линейная, 
квадратичная и кубическая базисные функции для треугольного 
элемента. Аналогичные иерархические базисные функции можно 
получить, исходя из альтернативной системы одномерных базис
ных функций, определенных равенствами (4.28).



4.8. Трехмерные базисные 
функции

Развитые в этой главе общие 
процедуры для одномерных и дву
мерных элементов легко приспо
собить для трехмерных элемен
тов в виде -правильных шести
гранников или четырехгранников 
Опять могут быть получены стан
дартные или иерархические бази
сные функции. Единственная де
таль, которой получение таких 
функций незначительно отличает
ся от предшествующего анализа, 
состоит в необходимости введения 
переменных для граней помимо пе
ременных для ребер и элемента. 
На рис. 4.16 показаны типичные 
трехмерные элементы серендипоиа 
семейства. Читатель может попрак
тиковаться в нахождении соответ
ствующих базисных функций эле
ментов, решив упражнения в кон
це этой главы.

4.9. Заключительные замечания

В этой главе было показано, 
как непосредственно получить 

базисные функции высших степеней для геометрически простых 
элементов. В частности, внимание читателя было привлечено к 
иерархическим формам, которые обладают важными достоинствами 
простоты и вычислительной легкости. По этой причине читателю 
еще придется столкнуться в дальнейшем (в конечно-элементных 
программах) с такими формами.

Очевидно, что для элементов фиксированного вида при после
довательном возрастании степени многочлена р будет иметь место 
сходимость (/7-сходимость). Однако отнюдь не ясно, будет ли эта 
сходимость быстрее, чем получаемая для элементов фиксирован
ной степени при последовательном уменьшении величины h (h-схо
димость). Недавние исследования показывают, что если сравнение 
производится при общем числе неизвестных параметров Л4, то 
скорость /7-сходимости всегда выше. Этот факт может быть уста
новлен из рассмотрения некоторых приведенных выше примеров,

Рис. 4.15. Треугольные элементы и 
ассоциируемые с ними иерархиче
ские базисные функции линейного 
(а), квадратичного (б) и кубическо
го (в) вида.



а
Рис. 4.16. Стандартные трехмерные серендиповы элементы квадратичного (а) 
и кубического (б) вида.

но его формальное доказательство представляется затруднитель
ным х).

На практике всегда необходим компромисс, поскольку малые 
элементы могут быть необходимы для моделирования границ и 
неоднородностей задачи. Таким образом, оптимальным выбором 
часто являются многочлены второй и третьей степени.

Упражнения

4.13. Повторить упражнение 3.13, используя а) четыре квадратных серен- 
диповых квадратичных элемента и б) четыре квадратных иерархических квад
ратичных элемента.

4.14. В упражнении 3.13 вычислить матрицы элемента для а) лагранже- 
ва кубического элемента и б) иерархического кубического элемента.

4.15. Решить задачу кручения из примера 1.5, исследуя четвертую часть 
сечения с двумя равными иерархическими квадратичными элементами.

4.16. Найти базисные функции для стандартного квадратичного элемента. 
Повторить задачу кручения из примера 1.5, используя сетку, состоящую из 
двух таких элементов. (Указание, Можно использовать формулу

4.17. Пусть в упражнении 3.18 элементы 1 и 4 рассматриваются как 
квадратичные треугольные элементы, тогда как элементы 2 и 4 заменяются 
одним квадратичным серендиповым элементом. Составить результирующую 
систему уравнений для аппроксимации стационарного распределения темпера
туры.

4.18. Вывести слабую форму уравнения метода взвешенных невязок для 
описанной в упражнении 1.21 задачи об отклонении однородной тонкой упру
гой пластины. Показать, что если решение ищется методом конечных элемен
тов, то стандартная теория требует элементов с С1-гладкостью. Найти базис-

х) Не исключено, что в столь общей форме последнее утверждение вообще 
не может быть доказано.—Прим, ред,



ные функции элемента для прямоугольного кубического элемента с четырьмя 
узлами, обеспечивающего гладкость <р, дф/дх, дц/ду, д2у/дхду при переходе 
через границы элемента, и вычислить результирующие матрицы элементов. 
(Указание. Использовать базисные функции элемента, являющиеся произведе
ниями многочленов Эрмита введенного в упражнении 4.12 вида.)

4.19. Повторить упражнение 3.19 для случая линейного треугольного 
элемента с тремя узлами и сравнить результаты с полученными в разд. 3.8.1. 
(Можно использовать формулу интегрирования из упражнения 4.16.)

4.20. Найти базисные функции элемента для а) квадратичных и кубиче
ских трехмерных серендиповых элементов, показанных на рис. 4.16, и б) стан
дартных квадратичных и кубических четырехгранных элементов. В случае 
а) вычислить соответствующие матрицы элементов для трехмерной задачи 
стационарной теплопроводности.

4.21. Найти иерархические базисные функции элемента для а) квадратич
ных и кубических шестигранных элементов и б) квадратичных и кубических 
четырехгранных элементов. В случае а) вычислить соответствующие матрицы 
элементов для трехмерной задачи стационарной теплопроводности.
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ОТОБРАЖЕНИЕ И ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ

5.1. Понятие отображения

5.1.1. Общие замечания

Высокая степень точности, которая может быть достигнута 
с помощью введенных в предыдущей главе элементов высших 
степеней, означает, что приемлемые для практических целей ре
шения часто могут быть получены при использовании весьма 
небольшого числа таких элементов. К сожалению, простота форм 
рассматривавшихся до сих пор элементов несколько ограничивает 
их применение при анализе практических задач, где часто тре
буется моделировать границы весьма сложного вида. Это ограни
чение было бы снято, если бы можно было «отобразить» простой 
элемент типа прямоугольника в локальной системе координат 
(2, л) в более сложную фигуру в глобальной системе координат 
(х, у). Под отображением здесь понимается единственное взаимно
однозначное соответствие между координатами (£, г|) и (х, у). 
Характерные особенности такого преобразования квадратного эле
мента приведены на рис. 5.1, где показано, как происходит не
прерывное искривление координатных прямых в плоскости (£, г|).

Читатель знаком, например, со связью между полярными и 
декартовыми координатами

х =  г cos 0, r/ =  rsin 0 . (5.1)

Это преобразование является не чем иным, как отображением, 
переводящим прямоугольник в плоскости (г, 0) в область на 
плоскости (х, у), изображенную на рис. 5.2.

Отображение обычно описывается некоторой функциональной 
зависимостью между двумя системами координат, которая в общем 
виде может быть выражена как

*  =  М 6 .  л). у =/.(5. Л). (5-2)

Если взят конкретный вид отображения и для каждого эле
мента координаты выбраны таким образом, что происходит их 
отображение в соприкасающиеся области, то базисные функции, 
записанные для локальной области (|, г|) элемента, могут быть 
использованы для представления изменения функции на элементе 
в глобальной области (х, у) без нарушения межэлементных тре
бований непрерывности.
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Рис. 5.1. Общее отображение квадратного элемента в плоскости (£, г|).

При вычислении матриц элементов для различных дифферен
циальных уравнений, с которыми мы до сих пор имели дело, 
необходимо было найти производные от базисных функций по 
координатам (х , у). Чтобы облегчить отыскание таких производ
ных, заметим, что в предыдущей главе были определены базисные 
функции прямоугольного элемента в локальной системе коорди
нат (£, т]) элемента, а именно Nf =  ./Vf(£, т)). Согласно правилу 
дифференцирования сложной функции, всегда можно записать1)

dN\ dN\ дх , dNj ду dNei dNeL дх . dN\ ду ,с оч
д\ — дх ду a g *  ач — дх а л '* '  ду а л ’ к ’

и искомые производные дЩ/дх и дЩ/ду могут быть получены 
отсюда по правилу

при условии, что матрица Якоби преобразования J  не вырож
дена.

Например, при переходе от полярных к декартовым коорди
натам, задаваемом равенствами (5.1), имеем

\dNydx 1 _  fdNydr] _  [cose — (sin0)/л 1 ГdNj/dr]
[дЫ уду\ -*  [ 3^/<30J “  [sin0 (cos0)/r J [ 3 ^ / 3 0 j -  (5'5 )

Кроме того, компоненты матриц элементов (см., например, ра
венства (3.36)) обычно выражаются через интегралы в координа
тах (х, у), и было бы полезно перейти в этих интегралах к ло-

*) В случае трех измерений аналогичные преобразования записываются 
просто с помощью добавления еще одной независимой переменной.

\дМудх\_  \дЩ/д1 ] _  \дх/дЪ ду/дЦ ,
[dNf/dyJ  [3(Vf/3riJ’ [dxjdr\ ду/дrjJ

(5.5а)

и, таким образом



Рис. 5.2. Соответствие между декартовыми координатами (х, у) и полярными коор
динатами (г, 0).

кальным координатам элемента (£, т)). Таким образом, элемент 
площади dxdy следует заменить эквивалентным элементом в си
стеме координат (I, т]). Без доказательства [ I ] 1) приведем соот
ношение

dx dy =  det ( J ) dx\, (5.6)
дающее в случае полярных координат, согласно (5.5а), известный 
результат

dxdy =  rdr d0. (5.7)
Теперь очевидно, что любой интеграл вида

/  =  J k(dNj/dx) (dNeJdx) dx dy (5.8a)
Q*

можно преобразовать в интеграл по квадрату 
1 1

/= J $ k (дЩ/дх) (dNeJdx) det (J) dl dr\, (5.86) 
- 1  - 1

где dNydx и dNem/dx представляются функциями от £ и г| с  п о 

м о щ ь ю  соотношений (5.4). Если эти интегралы достаточно просты, 
то таким образом можно вычислить все требующиеся при конечно
элементной аппроксимации матрицы элементов.

Теперь уже ясно, как практически использовать отображение 
при конечно-элементном анализе. Элементы могут быть определены 
их декартовыми координатами в плоскости (х, у). Затем к каж

д) См, также любой курс математического анализа, — Прим, ред.



дому элементу применяется отображение и результирующие ма
трицы элементов получаются использованием выражений типа 
приведенных в (5.8). После этого ансамблирование и решение 
задачи осуществляются с помощью в точности тех же самых про
цедур, что и для простых элементов.

Пример 5.1. В этом примере будет снова рассмотрена обсуж
давшаяся в гл. 3 задача теплопроводности, 'описываемая общим 
уравнением (3.31) с полными матрицами элементов, заданными 
равенствами (3.36). Предположим, что исследуемая область лежит 
между двумя концентрическими окружностями радиусами г —а 
и г =  Ь. Тогда для представления области в плоскости (х, у) 
удобно использовать простые секционные элементы. На рис. 5.2, а 
показан типичный элемент, ограниченный линиями 0 =  0О, 0 =  
=  0О +  Д0, r =  r0, r =  r0-f-A/', с узлами в углах 0, 1, 2 и 3. 
Прямоугольный элемент, получающийся при применении к этому 
элементу отображения в плоскость (г, 0), задаваемого соотноше
ниями (5.1), изображен на рис. 5.2, б. Применение линейного 
отображения

£ =  2 (г—г0)/Дг— 1, г] =  2 (0—0„)/Д0— 1
гарантирует, что отображенный элемент будет квадратом — 1 ^  
т] 1. На этом квадрате можно использовать простые билиней
ные базисные функции от £ и г|. Покажем теперь, как получают
ся компоненты первой строки приведенной матрицы элемента ке. 
Компоненты этой строки в явном виде задаются формулой (см. 
равенство (3.44))

kе __
от и dNem 

дх
dN%
ду ’ d̂ f -)d x d y , т =  0, 1, 2, 3.

Соответствующие базисные функции элемента на квадрате 
(£, г]) можно записать в виде

W =  (1 - I )  (1 -т))/4, Nf =  (l +£) (1 —т])/4, 
Ni =  (1 + 1) (1 +  т))/4, Щ =  (1 - 1) (1 +  т))/4,

и, следовательно,

dNe0/dr =  — (1 — Г1>/(2Дл), 
dNi/dr =  ( l — r\)/(2Ar), 
dNeJdr =  (l +г|)/(2Дг), 
д№3/дг =  —  (1 +^)/( 2Аг),

дЩ/дв =  -(1 -1 )/ (2А в), 
д В Д 0  =  - ( 1  +  &)/(2Д0), 
д В Д 0  =  (1-И)/(2Д0), 
3 ^ /3 0  =  (1 -Щ 2 Д 0 ).

Зависимость между производными по х и у, входящими в выпи
санный выше интеграл, и производными по г и 0 следует из со-



отношений (5.5) и, например, в данном случае дает 
дЩ/дх =  cos 0 дЫЦдг— (sin 0/r) dNeydQ, 
dNydy =  sin 0 дЫЦдг +  (cos 0/r) dNydQ.

Наконец, используя равенство (5.7), имеем
1 I

0̂0 --
д г де И* КCOS0 dNl sin 0 dN%

- l - i

д г де и*-1 -1
COS0

dr

dNi

+  (s isin 0

dQ 

dNl

h

C O S 0  dNo
dr dQ

sin 0 dJVi

(s i+  ( sin 0 dNl

dr

cos 0 dNe0

)  ] Г dldr\,

о У  „ „ „ о  dN{ s in 0  dN [\ ,
- ) { co sQ -d T — г ~ ш ) +

dr

Nr Д0
Й * [ ( COS0

r dQ

dNl

\  (  . a dN{ , cos 0 dN{ M  ,fc ,
) \ smQ- d r +  —  - d r ) \ r & ^ ,

sin 0 dNo
dr

- l - i XCOS0 sin 0 dNl

+  ( sin 0 dNl

Nr Д0

dr

COS0

cos 0 d N l\ (  . ,tdNl

dr

cos 0 dNl

+

dNl sin 8 dN
dr r dQ

cos Q-dNl

)

) ]  r dldr\,

o \ f ^ , a d N l  sin 0 d N l \  , г Д с о з0 _ -----~ ж ) +И,‘[(
+ ( ^ e^ + ^ S r ‘) ( 'ta' T + 57 i T ? ) ] '* * Vr d0 )  \  dr ' r

где r =  r0 +  ( S + 1) Ar/2 и 0 =  0о +  ( т | + 1) A0/2.

Хотя вычисления и оказываются достаточно сложными, в § 5.2 
будет показано, как можно просто организовать вычисление вы
ражений такого вида на ЭВМ. Отметим, что использованные сек
ционные элементы находят значительное практическое применение.

5.1.2. Параметрическое отображение

Весьма удобной формой отображения элемента является его 
параметрическое отображение, когда зависимость между локаль
ными координатами элемента (£, т]) и глобальными координатами 
(х, у) записывается с использованием интерполяции того же вида, 
что и применяемая для аппроксимации неизвестной функции <р. 
Если Nf(£, т])— стандартный тип конечно-элементной базисной 
функции для элемента с М +  1 узлами в локальной области, то 
реализующую отображение зависимость (5.2) для каждого элемента



можно записать как
х =  N6qX0 +  NUi +  • • • +  NeMXMt

Щ =  л), (5.9)
У =  Моу0 +  . . .  +  Мемум1

где (xt, yt) — глобальные (х, у) координаты точки, в которую тре
буется отобразить узел I элемента в плоскости (£, ri).

Ясно, что если используемые глобальные базисные функции 
обладают свойством межэлементной С°-гладкости, то координатные 
отображения будут иметь ту же гладкость даже в том случае, 
когда для каждого элемента используются различные локальные 
начала координат. На рис. 5.3 и 5.4 показано, как с увеличением 
числа узлов элемента М + 1  квадратные элементы в плоскости 
(£, л) отображаются в последовательно усложняющиеся фигуры 
в глобальной плоскости (х, у).

Если, как это делается здесь, отображение элемента и аппро
ксимация ф на элементе определяются с помощью одних и тех 
же базисных функций, то отображение называется изопараметри- 
ческим.

Однако при необходимости отображение может производиться 
с использованием только специальным образом выбранных базис



ных функций элемента. В общем случае при отображении квад
ратного элемента достаточно использовать только четыре или 
самое большее восемь узлов для получения отображенного эле
мента разумно общей формы. В первом случае получается эле
мент с прямолинейными сторонами, а во втором — элемент со 
сторонами в виде произвольных парабол.

Следует позаботиться о том, чтобы используемое параметри
ческое отображение не вырождалось. Это происходит в том слу
чае, если в преобразуемой области якобиан (определитель мат
рицы Якоби) меняет знак. Известно, что при использовании че
тырехугольных элементов такое вырожденное отображение полу
чается в том случае, когда внутренний угол элемента превосхо
дит 180° или когда при использовании квадратичного отображе
ния расстояние между центральным и угловым узлами меньше 
трети длины стороны четырехугольника.

Полученные ранее соотношения (5.4) и (5.6) могут быть ис
пользованы и при параметрическом отображении, хотя теперь 
техника вычислений такова, что обращение матрицы Якоби, на
хождение ее определителя, а также интегрирование, необходимое 
для вычисления компонент матриц элементов, должны выполняться 
численно. Возможные процедуры численного интегрирования об
суждаются в следующем параграфе.

В практических приложениях весьма популярны элементы 
изопараметрического типа. Область решения задачи можно раз
бить на элементы соответствующего размера и формы с опреде
лением необходимых узловых координат. Выполнение требования 
межэлементной непрерывности осуществляется непосредственно, 
а вычисление интегралов по элементам проводится аналогично 
тому, как это делалось выше. Так как стороны элементов опи
сываются многочленами, степень которых соответствует типу ис
пользуемого элемента, содержащего выбранные узловые точ
ки, то криволинейные границы достаточно точно аппроксими
руются с помощью изопараметрических элементов. Как правило, 
внутри области нет необходимости использовать элементы с кри
волинейными границами, и стороны элементов обычно составляются 
из отрезков прямых. В этом случае требуется задавать только 
координаты угловых узлов, а координаты промежуточных узлов 
можно автоматически вычислить с помощью интерполяции.

Параметрическое отображение можно использовать и для тре
угольных элементов (см. упражнения 5.8—5.11), а также для 
всех видов обсуждавшихся в предыдущей главе трехмерных эле
ментов. В действительности наиболее широко оно используется 
именно в трехмерных задачах. На рис. 5.5 показано использова
ние криволинейных шестигранных элементов для представления 
рассматриваемой области в некоторых трехмерных задачах.

Необходимо отметить, что параметрическое отображение об-
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Рис. 5.5. Использование криво
линейных шестигранных элемен
тов в некоторых трехмерных за
дачах. а — представление части 
сферы с использованием семи 
квадратичных элементов; б — 
различные представления ароч
ной плотины; в — представле
ние части сосуда высокого дав
ления.

суждалось здесь прежде всего применительно к стандартным, а не 
к иерархическим базисным функциям. Разумеется, последние 
также могут быть использованы, например, в случае, когда гео
метрия криволинейного элемента может быть представлена с по
мощью задания координат угловых узлов, отклонения средних 
точек от прямой линии и т. д. Такой подход, однако, чрезмерно 
сложен для практического использования.



После того как с помощью некоторого общего отображения 
элемент делается криволинейным, аппроксимация ф для неизвест
ной функции на элементе будет многочленом только от локальных 
координат (|, ri) и не обязана быть многочленом от глобальных 
координат (я, у). Сделанные в начале гл. 4 замечания о сходи
мости теперь применимы только со ссылкой на локальную, а не 
на глобальную систему координат. Однако при отыскании конечно
элементных решений часто бывает важно гарантировать способ
ность метода точно воспроизводить решение, являющееся много
членом в системе координат (я, у). К счастью, изопараметрическое 
представление может точно воспроизводить многочлен первой 
степени в координатах (я, у) [2], и недавно было показано, что 
квадратичные элементы, полученные на основе полного лагран- 
жевого представления (с девятью узлами или эквивалентной иерар
хической формы), могут дать точное квадратичное представление 
при условии, что отображение реализуется только с помощцю 
билинейных функций с узлами в углах, переводящих элемент 
в произвольный четырехугольник. Этим свойством не обладают 
серендиповы квадратичные элементы с восемью узлами, претер
певающие искажение.

Упражнения

5.1. В плоскости (х, у) узлы в вершинах четырехугольного элемента Q* 
имеют координаты (0, 0), (1, 0), (0.4, 0.4), (0, 1). Построить изопацраметриче- 
ское отображение на квадратный билинейный элемент, определенный условием 
— 1«^£,Т1<;1. Показать, что отображение не является допустимым, так как 
det (J) меняет знак в преобразуемой области, и выяснить причину вырожден- 
ности отображения.

5.2. В локальной системе координат (£, г]) рассмотреть квадратичный 
лагранжев квадратный элемент, показанный на рис. 4.5, б. В системе коорди
нат (х, у) узлы (г, s) определяются следующим образом:

Г S X У

0 0 20 20
0 1 20 50
0 2 0 70
1 0 50 40
1 1 60 55
1 2 70 67
2 0 100 30
2 1 ПО 60
2 2 120 80

и применяется изопараметрическое отображение. Вычертить в плоскости (х, у) 
стороны элемента (т. е. прямые £ = ±  1, r\=  ±  1) и несколько промежуточных 
контуров для равных £ и цщ
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5.3. Для некоторого элемента Й* с восемью узлами в плоскости (*, у) 
узлы в серединах сторон совпадают со средними точками отрезков прямых, 
соединяющих угловые узлы. Показать, что для изопараметрического отобра
жения й* на квадратный серендипов элемент с восемью узлами, определенный 
условием — 1 <  g,r] <  1, требуются только билинейные базисные функции, 
отвечающие угловым узлам.

5.4. При решении некоторой задачи область Q определена условием у4 Ьх. 
Для конечно-элементной дискретизации Й применяется примыкающий к гра
ничной кривой у̂  — Ъх элемент й* с восемью узлами, координаты которых

показаны на рисунке. Построить изопараметрическое отображение й * на квад
ратный серендипов элемент с восемью узлами в локальной системе координат 
(£, т|). Сравнить форму криволинейной границы элемента £2* с фактической 
границей области й.

5.5. При конечно-элементных вычислениях интегралы по границе часто 
должны вычисляться вместе с интегралами по области типа интегралов 
(5.8). Пусть для некоторой двумерной задачи Й*—элемент с во
семью узлами, примыкающий к границе Г, а Vе—та из сторон Qe, которая 
проходит вдоль Г. Изопараметрическое отображение Qe на квадратный серен
дипов элемент с восемью узлами, для которого — 1 1» осуществляется
таким образом, что Гг отображается в прямую т] =  — 1 (см. рисунок). Пока
зать, что если узлы на Vе занумерованы как 0, 1 и 2, то вдоль Г

* =  * (0 =  хХо (I) +  XiN I (0 +  XtNS (0,
У — У ( 1 ) =  УоМ (I) +  yiN {  (I) +  xt N l  (0.



где (дсу, у у) координаты узла /, а А̂о (£), (£)> (£) — стандартные лагран-
жевы одномерные квадратичные базисные функции вида (4.126). Доказать, что

1
f(x, y)dT =  \ f (X (Е), у ( 0 ) /  (dx/dW +  (dy/dt)* d%,

Г* -1
и проверить результат с помощью точного вычисления интегралов.

5.6. Показать, что матрица, обратная матрице Якоби J в (5.4), имеет вид
I _ 1 _ 1 Г ду/дЛ — ду/д£, |

det (J) 1— дх/дг\ дх/д£ J ’

а также доказать соотношения
д% 1 ду дт)__ 1 ду
дх det (J) дц1 д х ~  det (J) *
d £ _  1 дх d r)_  1 дх
ду det (J) дц* det ( J )5 1 ‘

5.7. Для представления показанной на рисунке области Qe используется 
один элемент с четырьмя узлами. Построить изопараметрическое отображение 
Qe на квадратный билинейный элемент — 1 ^  g,r] ^  1. Найти стационарное 
распределение температуры (р на Q* при указанных на рисунке краевых 
условиях.

5.8, В системе координат (£, г]) рассмотреть элемент, являющийся равно
бедренным прямоугольным треугольником с узлами 0, 1 и 2 в точках (0, 0), 
(1, 0) и (0, 1) соответственно. Показать, что базисные функции этого
элемента можно записать как /Vo =  1 — &—Л =  о̂*> Wi =  S =  ^i» N2 =  i] =  L2.



Построить отображение произвольного треугольного элемента с тремя узлами 
на этот элемент.

5.9. Возвращаясь к разд. 3.8.1, найти интегральные выражения для ма
трицы элемента ке и правой части fe с помощью отображения произвольного 
треугольного элемента с тремя узлами на описанный в упражнении 5.8 равно
бедренный прямоугольный треугольник.

5.10. На рисунке изображен квадратичный треугольный элемент с шестью 
узлами. Показать, что базисные функции этого элемента можно записать так:

Л̂ о =  (1 —  I — г)) (1 — 2 | — 2т)), Л 1 =  4 | ( 1 - | - Т ) ) ,

Л^ =  £ ( 2 |- 1 ) ,  Л1 =  4£»1,
yvj =  r) (2т)— 1), WS =  4t] (1— £—ц).

В системе координат (х , у) элемент Qe имеет шесть узлов 0, 1, 2, 3, 4 и 5 
с координатами (1, 1), (5, 1), (8, 2), (7.5, 4), (4, 5) и (2, 3) соответственно. 
Построить изопараметрическое отображение Qe на описанный выше равнобед
ренный прямоугольный треугольник с шестью узлами. Вычертить соответствую
щие криволинейные стороны области Qe.

5.11. Построить являющийся равнобедренным прямоугольным треугольни
ком элемент с десятью узлами и найти базисные функции этого элемента,

5.2. Численное интегрирование

5.2.1. Общие замечания

При получении матриц элементов для элементов высших сте
пеней возрастает сложность подынтегральных выражений, что 
делает алгебраические выкладки весьма громоздкими. Если, кроме 
того, используется отображение области, изменяющее ее форму, 
то для вычисления производных, входящих в эти выражения, 
требуется обращение матриц Якоби (см. (5.4)) и интегралы ста
новятся столь сложными, что точно вычислить их почти невоз
можно. В таких случаях приходится прибегать к численному 
интегрированию, при котором стандартный интеграл типа (5.8) 
заменяется квадратурной суммой.



При построении таких квадратурных сумм на одно-, дву- и 
трехмерных областях используется простое суммирование значе- 
ний подынтегрального выражения, вычисленных в специальных 
точках области (в узлах) и умноженных на соответствующие веса, 
а именно

1

/  =  S о (Л) & ) +  W fi (У  + . . . + W nG ( У ,  (5 .10а)
- 1  

1 1

/  =  \ 5 G(£, v\)dldv\tt
- l - i

(Е0> Ло) +  W fi a it % ) + . . .  +  WnG (£я1 r\n). (5.106)

Для построения методов такого типа в одномерном случае 
можно взять набор точек {узлов) Н0, . . . ,  £и, а затем найти
многочлен Fn (Q степени п, совпадающий с С ®  в каждой из 
этих точек. Для этого положим

Рп (5) =  «о +  +  • • • +  «„6я (5.11)
и однозначно определим коэффициенты at как решение системы 
уравнений

G (£0) =  а о +  а 1?о +  • • • +  ап%0 >
G (?i) =  ОС0 +  +  • • • +  1 >

(5.12)

 ̂ ® (£л) =  а 0 +  а 1̂ л +  • • • +
С помощью соотношения

1 1

/ =  5 0 (6 ) d £ »  $ F„(6)dE=-
- 1  - 1

=  2а0 +  ̂ + . . . + ^ [ 1 - ( - 1 ) » + Ч  (5.13)

можно аппроксимировать значение подлежащего вычислению ин
теграла, и если подставить в это выражение значения коэффициен
тов, полученные решением системы (5.12), то в итоге получится 
приближенное равенство вида (5.10а). Этот результат иллюстри
руется рис. 5.6, где показано использование известной аппрокси
мации по правилу трапеций. Здесь берете^ £„ =  — 1, £* =  1, и

Ft №) =  (G (У  +  G 0 / 2  +  [(G ( У -  G 0 / 2 ]  6 (5.14)

оказывается линейной функцией, принимающей в этих двух узлах 
те же значения, что и G(£).

Тогда подлежащий вычислению интеграл аппроксимируется



Рис. 5.6. Узлы и веса аппроксимации по правилу трапеций (трапеция заштрихо

вана) для

выражением
1 I

/ =  S G (I) S F i ( t ) d l  =  G (У  +  G (У , (5.15)
-1 -1

имеющим тот же вид, что и общая формула (5.10а) при п = 1 .
Детальное исследование погрешности аппроксимации [3] для 

формулы (5.13) показывает, что если п нечетно, то этот метод 
дает точный результат для любого многочлена степени не выше 
п. Если же п четно, то метод точен для любого многочлена сте
пени не выше п + 1 1).

В случае равноотстоящих узлов формулы этого типа известны 
под названием формул Ньютона— Котеса, и в общем случае в них 
требуется вычислять л + 1  значений функции 0(1). Вывод явного 
вида таких формул высших порядков предоставляется читателю, 
поскольку мы не рекомендуем использовать их в методе конеч
ных элементов.

5.2.2. Квадратурные формулы Гаусса в случае одной переменной

Вместо того чтобы априори задавать положения точек, -  — 
торых вычисляется функция G (£), как это делалось в предыду
щем параграфе, было бы лучше п о п ы т а т ь с я  о п о е л е л и т ь  к о о г и ш -

в ко-

, —  __________ определить коорди
наты этих точек таким образом, чтобы аппроксимация давала

значение интеграла каждый раз, когда G (I)— многочлен 
п ни не выше Ру где р ( ^  также подлежит определению.

£= 0. uл^реЗ. ЧТ°  ' ЗЛЫ РасПоложены симметрично относительно точки



Записывая такой многочлен в виде

Fр (£ )=  а о +  +  • • • +  &p£>pt (5.16)
его можно проинтегрировать, используя аппроксимацию (5.10а), 
что дает 

1
/ =  $ Fp {l)dl&

-1
» № 0(а0 +  а 1| 0 +  • • • + a P6f) -f ^ ( a o  +  a ^ - t -  . . .  + а Д ) +  . . .

• • •  +  ^ « K  +  «i6B+ . . . + a , g g ) .  (5.17)

В то же время, согласно (5.13), точное значение этого интеграла 
задается выражением

I =  2а0 +  2аг/3 +  . . .  +  [ар/(р +  1)] [1 — (— I ) ' * 1]. (5.18)

Из сравнения коэффициентов следует, что формула (5.10а) дает 
точное значение интеграла для любого такого многочлена Fр (£), 
если

W .+  W .+  . . .  +  ^ „  =  2,
+ • • • + № ' „ £ „  =  0,

(5.19)

^ o £ g + W& + ... +  wBt t = [ i / ( p + i ) ]  [ 1 - ( - 1 ) ^ ] .

В приведенной выше системе р + 1 уравнений величины Wt, 
1{, i =  0, 1, . . . .  п, являются неизвестными; естественно предпо
ложить (и это предположение верно), что такая система имеет 
решение только в том случае, когда число уравнений совпадает 
с числом неизвестных, т. е. когда

р +  1 = 2 ( n +  1). (5.20)

Так как п— целое, то р всегда будет нечетным числом. Ниже 
приводится таблица изменения р для нескольких первых зна
чений п.

Число узлов Степень точно интегрируемого
п+ 1 многочлена р

1 1
2 3
3 5
4 7

Например, при вычислении трех значений функции можно точно 
проинтегрировать многочлен степени 5, тогда как при применении



обсуждавшихся в предыдущем параграфе формул Ньютона — Ко- 
теса в случае трех узлов можно точно проинтегрировать только 
многочлен степени 3. Такой метод вычисления интеграла обычно 
называется квадратурой Гаусса— Лежандра.

б — два узла, точность при р = 3; в обоих случаях заштрихована аппроксимация 
площади под кривой.

Для конкретных значений п можно вычислить координаты 
узлов и веса. Так, для п =  0 уравнения (5.19) записываются как

W0 =  2, W&0 =  0, (5.21)

т. е. | 0 =  0. Можно было бы заранее предвидеть, что в случае 
одного узла наилучшие результаты получатся при его размеще
нии в центре области. Этот метод точен для многочленов первой 
степени (рис. 5.7, а). Аналогично для п — 1 имеем

=  % ^ „ 6 .+  ^  =  0, W0H + W  £1 =  2/3. (5.22)

Эту нелинейную систему уравнений решить труднее, однако 
подстановкой читатель может проверить, что решение имеет вид

Si =  — !„ =1/1^3 «0.5773502692, И70=И 71 = 1.0. (5.23)

Этот метод можно использовать для точного интегрирования 
многочлена степени 3.

Полученное таким же образом решение шести уравнений, от
вечающих случаю п =  2, имеет вид

Б. =  -  to =  J^3 7 5 «0 .7745966692, g* =  0.0,
^ 0= ^ а  =  5 /9 «  0.5555555556, Г ^ в /Э ^ О .в в вЗ З в в З в в .

Значения координат узлов (точек интегрирования) и соответ- 
ствующих весов в формулах Гаусса—Лежандра для достаточно



Рис. 5.8. Квадратура Гаусса — Лобатто с четырьмя узлами, точная при р = 5. 
Заштрихована аппроксимация площади под кривой.

больших значений п приводятся во многих книгах по численному 
анализу [4].

Для численного интегрирования читатель может воспользо
ваться и другими возможностями. Например, хорошим решением 
может оказаться априорное фиксирование некоторых значений ^  
с последующим определением остальных. В таком случае при за
данном числе узлов степень многочлена, для которого метод точен, 
была бы не выше, чем для соответствующей квадратуры Гаусса— 
Лежандра, и не ниже, чем для соответствующей квадратуры Нью
тона— Котеса. В частности, иногда может быть полезно фиксиро
вать узлы в двух граничных точках области (т. е. 1п =  — £0= 1 ) ,  
но сохранить свободу выбора внутренних узлов. Такой подход 
приводит к так называемым квадратурам Гаусса— Лобатто1).

В качестве примера рассмотрим случай трех узлов с £2 =  — £0 =  1. 
В этом случае имеются четыре неизвестных £1Э W0t Wlt W2 и 
четыре уравнения вида (5.19):

W0 +  W, +  W2+  W9 =  2, W0 +  W &  + W 2 =  2/3, 
- W o + W ^ + W ^ O ,  - W '+ W & l+ W ^ O ; (5.25)

решение имеет вид
£1 =  0, W0= W 2=  1/3, ^  =  4/3. (5.26)

Полученное правило* 2) в точности совпадает с формулой ин
тегрирования Ньютона— Котеса для трех равноотстоящих узлов 
и, как мы знаем, дает точный результат для многочленов треть
ей степени.

Следующим примером в этой серии был бы случай вычисления 
h, WQ, Wly W2 и W3i для чего требуется составить шесть

х) Эти квадратуры называют также квадратурами Маркова.— Прим, ред.
2) Это правило обычно называют формулой Симпсона. —Прим. ред.



уравнений и в итоге получить правило, точное для многочленов 
степени 5.

Читатель может проверить (см. рис. 5.8), что в этом случае 
решение имеет вид

£3 =  — £0=  1. h ------ l i = l / K 5 ,  (527
W3 =  W0 =  1/6 Wt = W t =  5/6.

В литературе известно много других квадратурных формул, 
но при конечно-элементных вычислениях особенно удобен подход 
Гаусса— Лежандра, так как в нем требуется наименьшее число 
вычислений для точного нахождения интегралов от многочленов.

5.2.3. Квадратурные формулы Гаусса в случае двух 
и трех переменных

В случае двух переменных мы сталкиваемся с задачей вычис
ления двойного интеграла вида (см. формулу (5.106))

1 1
/ = $  S G(E, (5.28)

-1 -1
Так как интегрирование проводится по прямоугольнику, простей
шим подходом здесь будет осуществление численного интегриро
вания независимо по переменным £ и г). Таким образом, начиная 
с вычисления внутреннего интеграла и используя формулы пре
дыдущего параграфа, получаем

с i
\ G(6, f | ) d E « S  л). (5.29)

_i ;=о

Проводя аналогичное интегрирование по rj, имеем

/ *  S [ 2  W fi (Eif J d ,  *  2  Wj 2  W fi f o . r J  (5.30) 
_iLt=o J /=o L *=o J

и окончательно получаем аппроксимацию

/« 2 2 Wifi (6„ Т|у), wu= WtWj,i= 0/ = 0
(5.31)

в которой (£/, т]y) — координаты узлов, точное расположение кото
рых определяется типом используемой формулы интегрирования.

Если формулы интегрирования отдельно по £ и т] точны для 
многочленов степени ру то выражение (5.31) будет давать точные 
значения для всех выражений вида Е^г^*, где р1У р2^.р. Стан
дартные квадратурные правила Гаусса—Лежандра такого типа 
иллюстрируются рис. 5.9. Очевидное обобщение квадратур на слу-
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Рис. 5.9. Узлы квадратур Гаусса — Лежандра на четырехугольниках.

чай трех переменных для вычисления интегралов по кубу 
— 1 1 приводит к соотношениям вида

1 1 1
5 5 S G G , л, а
- 1 - 1 - 1

2 2 2 W ijifid i,  Т]у, l k),
1=0 /= 0 /г-=0

W ^ W tW jW b . (5.32)

Формулы этого типа называются мультипликативными и ши
роко используются при двумерных и трехмерных конечно-элемент
ных вычислениях. Читатель заметит, однако, что описанный выше 
процесс интегрирования будет точен и для членов, появляющихся

Числа
узлов

1

Элемент. Степень Узлы Треугольные Веса 
точно ин- координаты
тегрируемого 

ж многочлена

1 _i_
з ’ з 1

3

А

7

г

з

h

0 1  1 п 
2 ’ 2 1 0

1 i
3г г ’ ° ’ 7 ■ Jr

1 1 1 Z7
0 з ’з ’з ,
1 0.6,02,0.2 1 252 0.2Д6Д2 L ZO

;  5s3 0.2Д2Д6 ,
0

1 11  
з ’ з ’ з 0.2250000000

1 « iA .P i 1
2 >  ai3Z39415Z7
3 P t A .« i  *J
А 15 >  0.1Z59391805
6 /Зг.Рг.аг ,J

O', =0.059 715 071 7 
Р,= (Ш0 1420641 
f*2 = 0.797 426 985 3 
/Зг = 0.101 Z865073

Рис. 5.10. Положения узлов и значения весов для треугольников.



дополнительно к полному многочлену степени р от независимых 
переменных £, т], £. Следовательно, можно попытаться получить 
формулы, которые будут точны для полных многочленов некото
рой степени и требуют несколько меньшего числа узлов, чем 
мультипликативные формулы. В ряде случаев такие формулы 
действительно могут быть получены [5]1).

В случае двух переменных для треугольных областей опять 
может быть принят прямой подход. Таким -образом, в случае 
одного узла (п =  0) имеются три неизвестные, определяющие ко
ординаты (£0, rio) и вес W0. Ясно, что в этом случае полный мно
гочлен первой степени можно проинтегрировать точно. При п =  2 
точно может быть проинтегрирован многочлен степени 3 и т. д.

Координаты узлов и значения весов для п =  0, 1, 2, 3, при
ведены на рис. 5.10 [6]. Снова возможно обобщение на трехмер
ный случай: имеются соответствующие правила интегрирования 
для областей типа тетраэдра [7].

Упражнения

г
6.12. Вывести формулу Симпсона для аппроксимации J  G (Q d%, исполь-

-1
зуя узлы g0 =  — 1, gi =  0, £2= 1 -  Полагая G(£) =  £3, показать, что эта фор
мула обеспечивает точное интегрирование кубического многочлена.

5.13. Вывести формулу Ньютона — Котеса с использованием четырех рав

ноотстоящих узлов для аппроксимации \ G (£)
-I

5.14. При конечно-элементных вычислениях часто требуется находить 

интегралы вида J  {дЫ\!дх) (dN)ldx) dxdy и С NeiN)dxdy по элементам

Найти число узлов, требующееся для точного вычисления этих интегралов 
при применении численного интегрирования, если Qe является а) билинейным 
элементом с четырьмя узлами, б) серендиповым элементом с восемью узлами 
и в) лагранжевым элементом с девятью узлами. Рассмотреть метод Ньюто
на— Котеса и метод Гаусса—Лежандра.

5.15. В упражнении 5.9 показать, как с помощью квадратуры Гаусса 
получить компоненты матрицы ке и правой части \е.

5.16. Вывести формулу интегрирования, дающую точный результат для 
произвольной квадратичной функции на серендиповом квадратном элементе 
с восемью узлами и использующую узлы элемента в качестве узлов квадра
туры. Показать, что то же самое требование в случае квадратного лагран- 
жева элемента с девятью узлами определяет целое семейство формул инте
грирования.

.. и  ^ м‘ т?к^ е Мысовских И. П, Интерполяционные кубатурные формулы.— 
М.: Наука, Ш \.— Прим. ред.



5.3. Дополнительные сведения об отображении

5.3.1. Общие замечания

В § 5.1 проводилось общее обсуждение отображения элемен
тов и рассматривалось весьма простое параметрическое отобра
жение, основывающееся на базисных функциях элементов. На 
практике применяются и многие другие виды отображений. Здесь 
будут указаны три такие интересные возможности, которые с ус
пехом используются при конечно-элементных вычислениях.

Первая из них — это так называемый составной процесс1), 
позволяющий с помощью непосредственной интерполяции отобра
жать область произвольной формы в четырехугольник. Вторая 
возможность состоит в получении аналогичного отображения про
извольной области посредством решения дополнительных диффе
ренциальных уравнений. Третий вид отображения связан со 
встречающимися во многих практических задачах бесконечными 
областями и позволяет переводить их в конечные области. Этот 
вид отображения имеет очень большое практическое значение при 
решении многих инженерных и физических задач.

5.3.2. Отображение с помощью составной функции

Начнем с весьма общей задачи, в которой требуется отобра
зить область А сложной формы (рис. 5.11, а) на стандартный квад
рат (£, г]) (рис. 5.11,6). Априори принимается некоторое согла
шение о соответствии между граничными точками А и гранич
ными точками В, т. е. каждой точке Р на границе А ставится 
в соответствие единственный образ Р' на границе В. В частности, 
образы угловых узлов задаются так, как показано на рисунке.

Искомое отображение устанавливает взаимно-однозначное соот
ветствие между точками на границах в плоскости (£, rj) и гра
ничными точками фактической области А в плоскости (я, у). На 
рис. 5.12 в перспективе изображены плоскость (£, г]) и измене
ние х вдоль границы. Чтобы найти полное отображение, нужно 
построить гладкую поверхность, натянутую на эти краевые зна
чения.

Составной процесс построения такой поверхности графически 
показан на рис. 5.13 и состоит из четырех этапов.

1. Нахождение функции, осуществляющей линейную интерпо
ляцию по т] между значениям.ir х, заданными на прямых т ] = ± 1 .

2. Нахождение функции, осуществляющей линейную интерпо
ляцию по £ между значениями х, заданными на прямых £ =  ± 1 .

3. Сложение этих двух функций, дающее однозначно опреде-

1) В оригинале blending process.— Прим, перев.



Рис. 5.11. Отображение рассматриваемой области.

Рис. 5.12. Изменения х вдоль границы в переменных (£, т]).

ленную непрерывную функцию, граничные значения которой от
личаются от требуемых на линейную функцию.

4. Вычитание из полученной суммы функции стандартной би
линейной интерполяции для точных угловых значений.

В результате этого процесса получается гладкая кривая Д (£, rj) 
из (5.2), определяющая координату х в любой точке плоскости 
(£. *))•

Мы не приводим никаких аналитических выражений для осу- 
ществляющих это отображение функций, поскольку выкладки три
виальны, если хорошо понят сам принцип построения (см. упраж
нения 5.19 и 5.20).

Аналогичная интерполяция для координаты у приводит к функ
ции Д(£, г]) из (5.2), что и заканчивает построение отображения.

Такой процесс может быть обобщен на случай использования 
интерполяции многочленами высших степеней. Например, если 
помимо выполнения краевых условий требуется, чтобы какое-либо 
конкретное множество точек (х, у) принадлежало некоторым про
образам прямых, параллельных осям координат в плоскости (£, ri),



Рис. 5.13. Построение функции отображения с помощью процесса линейного 
составления.

то использованную выше линейную интерполяцию следует заме
нить квадратичной интерполяцией.

Эта процедура в принципе позволяет отобразить область про
извольной формы (возможно, разбитую на подобласти или элементы 
произвольного вида) на квадрат (или на семейство квадратов). 
Чтобы получить такое отображение, необходимо с помощью соот
ветствующих функций, описывающих поведение координат х и у 
на сторонах £ =  ± 1 ,  tj= ± 1* определить внешние границы и 
границы между элементами. Этот процесс весьма полезен при ото
бражении односвязной области сложной формы на квадрат, где



решения могут быть получены с помощью глобальных функций 
или— в случае необходимости — подразбиения на регулярные эле
менты стандартного типа. В действительности отображение такого 
рода позволяет использовать и конечно-разностную процедуру 
типа введенной в гл. 1 в простой регулярной области плоскости 
(£, г]). С помощью этой процедуры удается устранить основные 
недостатки конечно-разностного метода, поскольку задачу в об
ласти сложной формы можно решить непосредственным примене
нием конечно-разностного метода к соответствующим образом пре
образованному дифференциальному уравнению на получающемся 
квадрате в плоскости (£, г]).

5.3.3. Отображения с помощью решения 
дополнительных уравнений

Задачу построения отображения, сведенную в предыдущем 
параграфе к определению координат х или у (рис. 5.12) на квад
ратной области (g, т]) с известными значениями вдоль прямых 
£ =  ± 1  и т] =  ± 1 ,  можно решить различными способами. Напри
мер, один из подходов состоит в определении а: и у с помощью 
уравнений

д2х
д?

д2х
drf о _1 <  £ и <  1+  U’ 1 ^  ё'Л =5= 1- (5.33)

Решение уравнений (5.33) на квадратной области с заданными 
значениями х и у на границах можно найти с помощью простых 
конечно-разностных (или эквивалентных конечно-элементных) ал
горитмов. Вид уравнений (5.33) гарантирует, что получаемые ре
шения х и у являются гладкими и обладают надлежащей струк
турой *).

Возможно, покажется удивительным, что описанный здесь метод 
отображения может применяться на практике, поскольку при его 
использовании требуется дополнительно решить систему из двух 
уравнений, прежде чем отыскивать основное решение. Однако эти 
дополнительные вычисления проводятся на весьма простой области, 
и для некоторых сложных областей и уравнений преимущества 
могут оказаться значительными. Все описанные ранее достоинства 
отображения с помощью составных функций остаются в силе. 
Интересно отметить, что отображения этого и аналогичных типов 
часто используются при конечно-разностном решении задач в слож
ных областях [8]. Если координаты х и у вычисляются на регу

*) Существуют специальные методы и комплексы стандартных программ 
для построения таких преобразований с наиболее подходящими свойствами; 
см. Годунов С. К., Забродин А. В., Иванов М. Я., Крайко А. Н., Проко
пов Г. П. Численное решение многомерных задач газовой динамики.— М.: 
Наука, 1976.— Прим, ред.



лярной сетке в области (£, rj), то для нахождения величин типа 
дх/dl можно использовать простые конечно-разностные формулы, 
и поэтому матрицы Якоби (см. (5.4)), необходимые для преобра
зования исходной задачи, могут быть найдены непосредственным 
образом.

Упражнения
5.17. С помощью соотношений (5.33) сложная область типа изображенной 

на рис. 5.2 отображается на единичный квадрат — 1 ^ £ ,т ) ^ 1 .  Координаты х 
и у определяются численно в каждом узле равномерной квадратной сетки 
с шагами =  Аг| =  0.1. Требуется решить линейное уравнение теплопровод
ности k (d2T/dx2)-\-k (д2Т/ду2)-\- Q =  0 в исходной области. Показать, как в по
лученной после отображения области непосредственно применить метод конеч
ных разностей. Рассмотреть вопрос об. аппроксимации краевых условий в слу
чае заданного на границе потока тепла (равенство (1.66)).

б'Лв. Повторить упражнение 5.17, используя метод конечных элементов и 
элементы с четырьмя узлами. (При вычислении якобиана можно использовать 
конечно-разностные выражения.)

5.19. Рассмотреть процесс отображения с помощью составных функций, 
иллюстрируемый рис. 5.13. Положить

Л М В  =  ( 1 - Е ) / 2 ,  ^  (В  =  0  +  0 /2 ,
Р (I, ц) =  х (|) |ч__! No (л) +  *  (BI4 -1 Ni (В.
R (I. tj) = *  15-т,—1 N о (0 N о (B +  *l6-i. ч— 1 * i  (В No (т|) +

+ *  — 1. 4=1 No (В N 1 ft)+ *  |5=4- i  Ni (I) (л)
и показать, что искомое отображение задается функцией

Х =  Р &  г\) +  Р(г\, В-ЖЕ.Т1)-
5.20. Требуется найти распределение температуры ф в прямоугольном эле

менте Q* с четырьмя узлами, на сторонах которого заданы показанные на 
рисунке краевые условия (коэффициент теплопроводности равен единице). По
казать, что если на Qe функция ф взята в виде

Ф =  ( 1 — У /hy)  Ф  | */«=о +  ( 1 — x / h x) ф | * = о — ( 1 — x / h x) ( \ — y /h y )  ф  |х -=1/ - о +  Ф 2^ 2 »

где м е2—стандартная билинейная базисная функция элемента, ассоциируемая: 
с узлом 2, то ф точно удовлетворяет заданным краевым условиям на прямых 
х =  0 и у =  0, Используя это представление для <р и метод взвешенных невязок.



Рис. 5.14. Конечно-элементная сетка для исследования магнитного поля в об
ласти железо — воздух, а — при краевом условии, наложенном на большом, но 
конечном расстоянии; б — при краевом условии, наложенном на бесконечности 
с использованием бесконечных элементов.

с аппроксимацией по Галеркину, получить аппроксимацию значения ф2. Срав
нить результат со значением ф2, полученным стандартной конечно-элементной 
билинейной интерполяцией для ф на Q*, а также с точным значением ф2 =  3.

5.3.4. Бесконечные элементы

Одним из наиболее интересных и практически полезных видов 
отображений является то, при котором бесконечная область пере
водится в конечную.

Во многих ситуациях, одна из которых показана на рис. 5.14, 
область решения задачи простирается до бесконечности. В иллю-
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Рис. 5.15. Одномерный бесконечный элемент, а — фактическая область; б — по
лученный при отображении бесконечный элемент с иерархическими базисными 
функциями элемента.

стрируемом случае мы имеем дело с нахождением в области 
железо— воздух магнитного поля, индуцируемого проводниками 
с током плотностью /. Соответствующее уравнение аналогично 
уравнению теплопроводности и имеет вид

д (k дер/дх)1дх +  д (6 dq> 1ду)/ду +  /  == 0, (5.34)

где ср— потенциал, который, согласно краевым условиям, должен 
обращаться в нуль на бесконечности1).

Существуют два основных подхода к получению приближен
ного численного решения. В первом случае принимается прагма
тическая точка зрения и внешняя граница фиксируется на боль
шом, но конечном расстоянии, а область дискретизируется только 
до этой внешней границы (рис. 5.14, а). Такая процедура тре
бует большого числа узловых или сеточных точек, и возникает 
вопрос об определении величины этого большого расстояния. 
(Обычно для этого нужен некий численный эксперимент.) *)

*) Такая задача поставлена корректно в том случае, когда  ̂ /  dQ == О,
Q

т. е. когда имеет мест<? баланс токов,



При втором подходе мы пытаемся работать непосредственно 
с областью, простирающейся до бесконечности. Здесь существуют 
разнообразные методы — от использования аналитического реше
ния, справедливого на больших расстояниях, до простейшего 
метода, когда бесконечная область отображается в конечную. Эта 
последняя возможность и обсуждается в данном разделе.

Сначала рассмотрим возможность отображения одномерной 
области (или элемента), начинающейся в некоторой точке с коор
динатой х0, содержащей промежуточную точку с координатой xQ и 
продолжающегося до бесконечности в хг (рис. 5.15, а), в область 
— 1 < £ <  1 (рис. 5.15, б).

Определим отображение формулой

x =  Nep a )x p +  NeQ(Z)xQ, (5.35)
N% =  -  6/(1 - 6 ) ,  N*q =  1 +  W  - 6 ) .  (5.36)

Эти выражения аналогичны по форме параметрическому ото
бражению (5.9), но функции N специально выбраны так, чтобы 
они принимали бесконечное значение в точке 1 (т. е. при £ = 1 ) ;  
координата хР пока что не определена.

Отметим, что в силу написанной выше формулы при £ = 1

*  =  [£/(1 — £)] (xQ—Xp) +  xQ =  oo, если xp ^ x Q, (5.37а) 

а при |  =  0
х =  Xq, (5.376)

как и требуется; наконец, для точки 1 =  — 1, которую нужно 
отобразить в точку х01 мы должны иметь

*  — * 0 =  (1/2) +  (1/2) xQ. (5.37в)

Это соотношение определяет координату хр через х0 и xQ, и 
мы сразу видим, что точка х0 лежит в центре отрезка [.xp, xQ\. 
Теперь отображение (5.35) можно непосредственно записать через 
х0 и Xq как

л: =  (2х0—Xq) N% +  x q N %  =  ̂  1 +  xQ, (5.38)

и требуемое отображение, таким образом, полностью определено.
Хотя в (5.36) могут быть использованы многие другие виды 

функций, важно, чтобы выбранные для реализации отображения 
функции удовлетворяли соотношению

NeP +  N% =  l. (5.39)

Это условие тождественно выполняется для функций, определен
ных равенствами (5.36). Необходимость этого условия следует из



достаточно очевидного требования, что отображение должно оста
ваться неизменным при сдвиге начала отсчета х. Иначе говоря, 
если мы сместим начало отсчета х на Дл; и запишем

Хр =  хр +  Дх, X 0 =  ^q +  Ax , (5.40)

то требуется, чтобы для заданного Е выполнялось равенство 
Х =  х-\- Дх.

Используя формулу (5.35), имеем

X =  XpNeP +  X QNeQ (5.41)

и, подставляя сюда выражения (5.40), делаем вывод, что указан
ное выше требование выполняется, если

Дх =  Д x(N% +  NeQ), (5.42)

т. е. если выполняется условие (5.39) *).
Теперь интересно выяснить, что произойдет, если для описания 

изменения неизвестной функции <р в полученной с помощью ото
бражения области будут использованы стандартные многочленные 
функции от Е-

При использовании, например, базисных функций иерархи
ческого типа, показанных на рис. 5 .15,6, условие <ре =  0 при 
Е =  1 (или х = о о )  автоматически выполняется, если положить 
узловое значение фх равным нулю и записать представление на 
элементе как многочлен

Г  =  ФоN 1  +  2  a -W t (Е) =  <х0 +  с̂ Е +  а 2Еа +  . . .  +  а А ? ,  (5.43)
i=i

степень которого р определяется числом использованных базис
ных функций.

Теперь соотношение (5.35) можно разрешить относительно Е, 
выразив Е через х, и, таким образом, обратное отображение опре
деляется соотношением

5 = 1  — 2 (xQ—xp)/r, (5.44)

где г ( =  х — хР)— расстояние от точки х до точки Р  (рис. 5.15, а).
Подставляя это выражение для Е в (5.43), получаем представ

ление для <ре через глобальные координаты вида

Фе =  Р„ +  -^ +  ^ + . . . + % ,  (5-45)
Г Г* г

*) Это условие неявно выполнялось и для использованных нами ранее 
стандартных конечно-элементных базисных функций; см,, например, соотноше
ние (3.48).



Рис. 5.16. Бесконечные элементы в двумерном случае, а — фактическая область; 
б — полученный при отображении бесконечный элемент.

где число членов опять зависит от степени использованного мно
гочленного представления. (Читатель заметит, что если, как и 
в (5.43), поставить условие ф* =  0 на оо, то это приведет к тре
бованию |30 =  0.)

Выражение вида (5.45) отражает типичное поведение точного 
решения на достаточно большом удалении во внешней области 
и может быть использовано для записи функции «затухания» 
с любой нужной степенью точности.

Ясно, что поскольку выбор точки x Q  ( и ли  х 0) произволен, то, 
чтобы получить таким образом правильное конечно-элементное 
решение, нужно знать, как ведет себя решение на достаточно 
большом удалении и где приближенно начинается затухание.

Если одномерное отображение бесконечного элемента найдено, 
то распространить его на случай двух (или трех) измерений не 
составляет особого труда.

Рассмотрим, например, конечно-элементную область, выделен
ную штриховкой на рис. 5.16, а, и в частности сторону типич
ного линейного треугольного элемента, которая определяется 
узлами 0 и 3 и к которой примыкает бесконечный элемент е.



Сначала рассмотрим отображение прямой, проходящей через 
узел 0 и точку Q и образующей сторону бесконечного элемента. 
Ясно, что здесь можно применить одномерное отображение и 
записать (используя (5.38))

х = (2 х 0— Xq) Nep -f XqN‘q xpNeP -j- XqN6q, ^ ^g.
y  =  (tyo— Уо) Np-\-yQ^eQ =  tjpNp +  yQ^Q,

где координаты (xP, yP) точки P определяются, как и выше.
Нетрудно видеть, что относительно системы координат (X , У) 

с началом в 0 имеем
X/Y =  NeQXQ/(NeQYQ) =  X q/Yq, (5.47)

и, следовательно, прямая, проходящая через Р, 0 и Q, соответ
ствует получающемуся при отображении направлению оси £.

Если теперь положение точки S  определено (при соответствую
щем начале затухания R), то очевидно, что можно записать 
полное отображение бесконечного элемента е:

х =  N1 (л) [(2х0—Xq) N% (I) +  XqNcq ф ]  +  _
+  m  On) L(^3— *s) NeP (£) +  xsNeQ (5)] (5.48)

(у определяется аналогично), где (ri) и МЦл)— стандартные 
линейные одномерные базисные функции, задаваемые равенствами

Щ  (л) =  (1  -  Л)/2, N1  (л) =  (1  +  л)/2. (5 .4 9 )

Для представления изменения произвольной неизвестной функции 
в плоскости (£, л) снова можно использовать многочленные базис
ные функции, причем нетрудно видеть, что вдоль прямых 0— 1 
и 3—2 (и, следовательно, вдоль всех прямых л =  const) получаются 
выражения вида (5.45), где г — расстояние от соответствующим 
образом определенного полюса.

Возвращаясь к примеру, представленному на рис. 5.14, отме
тим, что там такой полюс, если он фиксирован вблизи центра 
области, фактически определяет представление, тождественное на 
больших расстояниях точному решению, и тогда при использо
вании таких элементов может быть получена превосходная аппрок
симация.

Пример 5.2. Рассмотрим уравнение d2y/dx2 =  2/х3 с краевыми 
условиями ф = 1  при л;=1 и ср =  0 при х = о о .  Будем искать 
решение, используя один бесконечный элемент. Тогда х0= 1 ,  и 
если взять хр =  0, то из формулы (5.37в) следует, что xQ =  2. 
Соответственно требуемое отображение, согласно (5.38), задается 
равенством

*  =  26/(1-Б ) +  2 =  2 /(1 -£ ) ,



а обратное отображение (5.44) принимает вид
6 = 1  — 2/*.

Использование квадратичного иерархического представления для 
аппроксимации ф означает, что

ф =  ФсДо +  atN%,
где Щ =  (1— Ъ)/2, N i= l  — i* и ф0= 1 .  Тогда уравнение метода 
взвешенных невязок с аппроксимацией по Галеркину, опреде
ляющее а2, принимает вид

00 00
5 (dyldx) (dN'Jdx) dx +  2 $ (Щ/х3) dx =  0.
1 1

Используя реализующую отображение зависимость х от 
соотношение можно переписать в виде

1 1 , лч . 1 , dx

: 1 -1 -1

это

Вычислив интегралы, получим а2 =  0, и, таким образом, аппрок
симация имеет вид

Ф =  Л̂о =  (1 — £ )/2 =  \/х
и, как может проверить читатель, совпадает с точным решением.

Здесь нам посчастливилось с самого начала правильно выб
рать значение хр. Чтобы исследовать влияние выбора значения 
хр на точность получаемой аппроксимации, можно снова рас
смотреть решение того же самого дифференциального уравнения, 
но теперь с другими краевыми условиями, а именно <р =  1/2 при 
х =  2 и ф =  0 при * = o o .  Как и ранее, точным решением будет 
Ф =  1/х, но теперь при построении аппроксимации возьмем хР=  1. 
Так как х0 =  2 и xQ =  3, отображение принимает вид

* = ( 3 - 6 ) / ( 1 - Б ) ,

а обратное отображение определяется равенством

6 =  ( * - 3 ) / ( * - 1 ) .

Возьмем ту же, что и выше, аппроксимацию для <р с ф0 === 1/2; 
тогда уравнение метода взвешенных невязок примет вид



Вычисление интегралов дает значение а2 =  0.0715423, и в дан
ном случае аппроксимация определяется формулой

Ф =  0.32154— 0.25 (х— 3)/(х— 1)— 0.07154 [(х— 3)/(х— I)]2.

Сравнение этой аппроксимации с точным решением приведено 
в таблице.

Т о ч н о е
р е ш е н и е

П р и б л и ж е н н о е
р е ш е н и е

2 0.5 0.5
3 0.3333 0.32154
4 0.25 0.23026
5 0.2 0.17866

10 0.1 0.08382
30 0.03333 0.02677

Упражнения

5.21. Решить уравнение d2<p/dx2 =  e~x с краевыми условиями ф =  е-1 при 
х = 1  и ф =  0 при jc= oo, используя один бесконечный элементе полюсом 
хр =  0. Сравнить иерархические квадратичную и кубическую аппроксимации 
с точным решением.

Узлы 1 2 Узел 3 в со— S-
--- -О - ---- ---о

х = 1 = х р x = Z  х = 5
Элементы ( D  ( D

5.22. Решить уравнение d2(pldx2 =  2/xs с краевыми условиями qp =  1 /2 при 
х =  2 и ср =  0 при *  =  0. Использовать показанную на рисунке конечно-эле
ментную сетку, состоящую из двух квадратичных иерархических элементов, 
и сравнить полученную аппроксимацию с найденной в примере 5.2.

5.4. Построение сетки и заключительные замечания

В этой и предыдущей главах было показано:
1) как построить произвольные базисные функции в виде 

многочленов высших степеней для семейства прямоугольных и 
треугольных конечных элементов;

2) как с помощью алгоритмов отображения достаточно точно 
представить глобальную область почти любой сложной формы 
в виде ансамбля таких элементов;

3) как достаточно просто вычислить матрицы элементов по
средством численного интегрирования.
Такие понятия, как отображение и численное интегрирование, 
применяются, конечно, не только при конечно-элементной аппрок-



4

Рис. 5.17. Построение сетки с помощью отображения, а — фактическая область 
Q; б — отображенная область с нанесенной на нее сеткой в плоскости (£, т]); 
в — результирующая сетка на Q.

симации, и, следовательно, излагавшийся по этой теме материал 
является общезначимым. Например, составное отображение 
и составная интерполяция (разд. 5.3.2) в действительности впер
вые были введены для описания сложных форм кузовов автомо
билей, а численное интегрирование было изобретено задолго до 
метода конечных элементов или других методов взвешенных не
вязок. Здесь имеется, однако, один дополнительный момент, кото
рый может представить интерес для читателя. Он состоит в том, 
что идеи отображения использовались не для получения конечно-



элементной аппроксимации, а прежде всего просто для построения 
сеточного разбиения области достаточно общей формы. Очевидно, 
что построение такого разбиения вручную потребовало бы значи
тельных вычислительных усилий.

С помощью различных процедур мы добились отображения 
областей достаточно произвольной формы в квадраты. В резуль
тате получались функции отображения, задающие на фактической 
плоскости координаты (х> у) посредством формул

*  =  М Е ,  Л), У =  М Е . Л ) .  (5.50)

Ясно, что построение равномерной сетки в квадратной области 
(£, л) весьма просто. Для каждого узла такой сетки можно не
посредственно вычислить координаты эквивалентной точки в по
лучаемой при отображении плоскости, так что мы располагаем 
всеми необходимыми средствами для построения сетки элементов 
произвольной формы. Такой процесс с использованием весьма 
простого отображения параметрического типа иллюстрируется 
рис. 5.17. Отметим, что все виды рассматривавшихся здесь ото
бражений широко используются в практических программах авто
матического построения сетки.
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ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ

6.1. Введение

В предыдущих главах было показано, что при исследование 
многих физических систем требуется найти функцию, являющуюся 
решением дифференциального уравнения, которое описывает пове
дение рассматриваемой системы. В ряде случаев для конкретной 
интересующей нас задачи можно установить естественный вариа
ционный принцип. Тогда для получения решения может быть 
принят альтернативный подход, состоящий в отыскании функции, 
доставляющей стационарное значение некоторому функционалу. 
Если будут установлены такие вариационные принципы, то мы 
сразу получим новые методы построения приближенных решений. 
При этом можно воспользоваться развитыми в предыдущих главах 
методами базисных функций или конечных элементов и попытать
ся получить стационарное значение функционала относительно 
изменения неизвестных параметров.

Некоторые физические задачи могут быть непосредственно 
сформулированы в виде вариационных. Очевидным примером 
является требование минимизации потенциальной энергии для 
получения равновесия механической системы. Однако вид естес
твенного вариационного принципа не всегда очевиден. В действи
тельности такой вариационный принцип может не существовать 
для многих непрерывных задач, допускающих корректную фор
мулировку с помощью дифференциальных уравнений. По этой 
причине изложение будет начато с выяснения того, в каких ситуа
циях естественный вариационный принцип может быть получен 
из дифференциального уравнения. Затем будет выяснено, как 
сконструировать вариационные формулировки, если естественного 
вариационного принципа не существует. Такие формулировки 
будут основываться на использовании либо метода множителей 
Лагранжа, вводящего в рассмотрение дополнительные переменные, 
либо метода штрафных функций, либо метода наименьших квад
ратов.

6.2. Вариационные принципы

Пусть задан функционал П в виде интеграла

П ( ф ) =  ?F(q>, д(р/дх, . . . ) d Q +  $G(q>, д ф х ,  . . . ) dT,  (6.1) 
о Г



где F и G— функции от q>(x, . . . )  и ее производных, а Г — кри
вая, ограничивающая замкнутую область Й. Попытаемся придать П 
стационарное значение относительно вариаций по ф на множестве 
допустимых функций, удовлетворяющих общим краевым условиям 
типа введенных в (2.25);

В\ (ф) =  0 на Г1( (6.2а)
5 г(ф) =  0 на Г5, (6.26)

где Гг +  Г2 =  П ). Для малых допустимых вариаций по ф, выра
жающихся в переходе от ф к ф +  бф, определим соответствующую 
первую вариацию П:

6П“ Д | 8» + Т ( д а 6 ( т )  +  - - ] Л +

в» + - а д а г 8 ( ж ) +  R  М
г

Тогда условие стационарности П по ф требует [1], чтобы

6П =  0. (6.4)

Если после соответствующих преобразований равенство (6.3) можно 
переписать в виде

6 П =  J А (ф) 6фdQ, (6.5)
Q

то в силу произвольности 6ф из условия стационарности (6.4) сле
дует, что

Л(ф) =  0 на Q. (6.6)

Таким образом, мы имеем естественный вариационный принцип 
для нахождения решения ф дифференциального уравнения (6.6), 
подчиненного краевым условиям (6.2). Искомая функция достав
ляет функционалу П(ф) стационарное значение относительно 
вариаций по ф на множестве функций, удовлетворяющих краевым 
условиям. Уравнение (6.6) называется уравнением Эйлера, со
ответствующим вариационному принципу, согласно которому тре
буется получить стационарное значение П. Можно показать,
что для любого вариационного принципа такого вида существует 
соответствующее уравнение Эйлера. К сожалению, обратное не
верно, так как только некоторые виды дифференциальных урав
нений можно рассматривать как уравнения Эйлера для вариацион
ных функционалов.

Э Функции Bi (ср) и В2 (ф), вообще говоря, могут зависеть не только от 
функции ф, но и от некоторых ее производных. — Прим. ред.



В некоторых случаях преобразования правой части равенства
(6.3) [на множестве функций, удовлетворяющих условию (6.2а), 
но не обязательно удовлетворяющих условию (6.26). — Ред.] при
водят не к равенству (6.5), а к соотношению вида

6П =   ̂ А (ф) 6ф<й2 +   ̂ В2 (ф) бф^Г (6.7)
q  г 2

и тогда согласно условию станционарности П на ф будем иметь
А (ф) =  0 на Q, (6.8а)

В2(ф) =  0 на Г2. (6.86)

Краевое условие (6.26) или (6.86) на Г2 теперь является 
естественным краевым условием, так как оно автоматически выпол
няется для функции ф, доставляющей функционалу П стационар
ное значение. В этом случае множество допустимых функций 
является более широким, так как требуется только, чтобы любая 
функция, принадлежащая этому множеству, удовлетворяла глав
ному краевому условию (6.2а). Это определение естественного 
краевого условия может показаться отличным от введенного а 
гл. 2, но в действительности они тождественны.

Пример 6.1. Пусть задан функционал
Lx

П ( ф ) =  J [(T/2)(dy/dx)2— w(x)(p]dx, 
о

где Т — постоянная, и требуется найти функцию ф, доставляю
щую П стационарное значение. В качестве множества допусти
мых, функций возьмем функции, удовлетворяющие условиям ф =  0 
при х =  0 и ф =  0 при x =  Lx.

Взяв вариацию по ф, т. е. перейдя от ф к ф +  бф, имеем
Lx

6П =  J [Т (dy/clx) б (dy/dx) — w (х) бф] dx 
6

и так как &(dq)/dx) =  d(8(p)/dx, то после интегрирования по частям 
получим

Lx
6П =  [(dq>/dx) бср] о*— $ [Td2(p/dx2 +  w (x)]8(pdx. 

о

Теперь обе функции <р и ф +  бср являются допустимыми и, таким 
образом, 6ср =  0 при а: =  0 и x — Lx, откуда следует

Lx
6П =  — J [Гd2(f/dx2 +  w (л:)] (xpdx. 

о



Согласно условию стационарности П по <р, имеем 811 =  0 для 
любой допустимой вариации бф. Это может быть верно только в 
том случае, когда

Т d2<p/dx2 -\-w(x) =  0,

Полученное уравнение является уравнением Эйлера для задан
ного вариационного принципа. Оно описывает малые вертикаль
ные отклонения упругой струны с натяжением Т, находящейся 
под действием вертикальной нагрузки w (х). Потенциальная энер
гия такой системы состоит из потенциальной энергии деформации 
U и энергии нагрузки V, определяемых формулами

L0 l%
U =  [ (Т/2)(dq>/dx)2dx, V — — J  w(x) (pdx, 

о о
и, таким образом,

П =  U +  V.
Следовательно, в данном случае П можно придать конкретный 
физический смысл и искомая функция ф минимизирует потенциаль
ную энергию системы.

Из сказанного выше следует, что если требуется только, чтобы 
допустимые функции удовлетворяли условию ф =  0 при х =  0, то

Lx
8П =  (d(p/dx) бф | x~lx— J  (Гd\!dx2 +  w (х)) бфdx.

о
Таким образом, П принимает стационарное значение, если 

Td2(p/dx2-\-w(x) =  0, 0 ^ .x ^ .L x,
d(p/dx\x=Lx =  0.

Следовательно, условие этого типа при x — Lx является естествен
ным краевым условием для данной задачи.

Пример 6.2. Рассмотрим теперь двумерный пример, в котором 
функционал определен равенством

Щф)= Щ ( 1г)2+ т (1г)2_СфИ +1 ™ dr’
я Г q

где функции k и Q зависят только от х и у, а граничная кривая 
Г =  Г* +  ГФ. Множество допустимых функций будет состоять из
тех функций, для которых выполнено условие ср =  ф на Гф. 

Теперь

ш== 1 ^ pdr



Применяя формулу Грина, можно переписать это соотношение в 
виде

®- J +£(*-&)+
+  Q jfiqidQ -+- J  q8(pdr,

г?
и так как ср и Ф +  бф—допустимые функции, 6ф =  0 на Гф, то

+J (45+5 )«^г-
Г 7̂

Таким образом, П принимает на ср стационарное значение, если 
д (kdcp/dx)/dx +  д (kdy/ду)/ду +  Q =  0 на й 

(это— уравнение Эйлера для вариационного принципа) и
kdy/dn =  — q на

(это— естественное краевое условие для данной задачи).
Таким образом, использование рассматриваемого функционала 

дает нам альтернативный подход к задаче двумерной стационар
ной теплопроводности, в котором уравнение Эйлера является диф
ференциальным уравнением, описывающим процесс, а главное и 
естественное краевые условия на Гф и соответственно—стан
дартными краевыми условиями.

Упражнения

6.1. Рассмотреть функционал

П (ф )=  J  [(772)(Лр/Лс)* +  (k/2) Ф2- ш  (*) Ф] dx,
О

где k и Т — постоянные. Найти уравнение Эйлера и выяснить вид главных и 
естественных краевых условий при х =  0 и x =  Lx. Уравнение Эйлера описывает 
малые отклонения нагруженного троса, покоящегося на упругом основании 
жесткостью k. Показать, что функционал П в том виде, как он определен 
здесь, равен потенциальной энергии системы.

6.2. Рассмотреть функционал
Lx

П (ф) =  J  [ ( E I /2)(d2<fi/dx2)2—ш (х) ф] dx,
О

где E I  зависит только от х. Показать, что уравнением Эйлера будет уравне
ние, описывающее отклонение нагруженной балки с жесткостью E I  на изгиб. 
Выяснить вид главного и естественного краевых условий.
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6.3. Рассмотреть функционал

П (ср)= $ [(Л/2)(<?ф/д*)2+(6/2)(<9ф/%)2 — Qq>]d£2— $ [(а/2) ф2 — qq>]dr,
Q

где k, Q, а  и q зависят только от х и у. Найти уравнение Эйлера и выяснить 
вид естественного краевого условия на Г<?, если допустимые функции удовле
творяют условию ф =  ф на Г Ф =  Г — Гд.

6.3. Конструирование естественных вариационных принципов

6.3.1. Симметричный оператор

В последнем параграфе было показано, что если задан вариа
ционный принцип для некоторого функционала, то всегда можно 
получить соответствующее уравнение Эйлера. Однако часто пове
дение физической системы первоначально описывается дифферен
циальным уравнением, и тогда представляет интерес попытаться 
выяснить возможность вариационной формулировки задачи. Огра
ничимся рассмотрением линейных дифференциальных уравнений, 
так как общие правила для нелинейных уравнений весьма сложны 
[2]. Линейное дифференциальное уравнение в общем случае может 
быть записано в виде

=2’cp-fp =  0 на £2, (6.9)

где — линейный оператор, а р— известная функция. Пусть
решение уравнения (6.9) подчинено краевому условию общего вида

е^ф4-г =  0 на Г, (6.10)

где сМ— линейный оператор, а г — заданная функция координат.
Рассмотрим множество функций 0, удовлетворяющих на Г одно

родному краевому условию этого вида, т. е. условию
<^0 =  0 на Г. (6.11)

Говорят, что оператор 3? является симметричным относительно
этого множества функций, определенных на Q, если для любых 
двух элементов этого множества 0 и и имеем

S 0J^udQ = J (6.12)

Симметричный оператор называется положительно определен
ным относительно этого множества функций, если для любого 
элемента 0 из данного множества

о, (6.13)
Q

где равенство имеет место в том и только том случае, когда 0 
тождественно равно нулю на Q.



Пример 6.3. Рассмотрим оператор — d2/dx2 на отрезке оси х 
0 ^ .x ^ .L x и соответствующем множестве функций, обращающихся 
в нуль при х =  0 и x =  Lx. Если в и 0—две такие функции, то, 
используя интегрирование по частям, можно записать

dQ dv> , - г  -j- dx. ах ах

Первый член в правой части этого равенства обращается в нуль, 
так как 0 =  0 при х =  0 и x =  Lx. После интегрирования по частям 
второго слагаемого получаем

Lx lx

J (— 0 d2v/dx2) dx =  J (— и d2Q/dx2) dx,
о 0

и из соотношения (6.12) следует, что оператор — d2/dx2 является 
симметричным относительно множества функций, определенных 
на отрезке и обращающихся в нуль при х =  0 и x=L x.

Полагая в приведенном выше соотношении 0 =  и, имеем 
Lx Lx
J (— 0 d2Q/dx2) dx =  J (dd/dx)2 dx >  0 
0 0

и, следовательно,
Lx
J (— 0d20/dx2)dx =  O
0

только в том случае, когда dQ/dx =  0. Так как 0 =  0 при х =  0 
и х =  Lxi то отсюда следует, что этот интеграл равен нулю только 
тогда, когда 0 ssO  на отрезке Таким образом, опера
тор — d2/cbc2 положительно определен относительно множества 
функций, обращающихся в нуль при х =  0 и x =  Lx.

Упражнения
Доказать, что следующие операторы являются симметричными и положи

тельно определенными.
6 .4 . 'Оператор d2jdx2 относительно множества функций, удовлетво

ряющих условиям сйрД/*-Ьаф =  0 при х =  0 и dqldx +  Ыр = 0  при x =  Lx. Здесь 
а и b — заданные постоянные, такие, что а <  0, b >  0.

6.5. Оператор J? , определенный равенством
J«f(p =  c/2 [а (х) d2yjdx2]ldx2 +  b (х) ф,

относительно множества функций, удовлетворяющих условиям y =  dy/dx =  Q 
при *  =  0 и x ~ L X' Здесь а ( х ) ^  0, Ь ( х )^ 0 — заданные функции от х, Оста
нется ли верным полученный результат, если условие при x =  Lx заменить 
требованием

d \ld x 2 <^d [а (х) d2yjdx2]/dx =  0 при x =  Lx?



6.6. Оператор
—  д [а (х, у) д/дх]/дх—д [Ь (х, у) д1ду]/ду

относительно множества функций, определенных на двумерной области Q, 
ограниченной замкнутой кривой Г и обращающихся в нуль на Г. Здесь 
а(х, У )^  О, b (х, у ) ^  0—заданные функции от *  и у.

6.7. Оператор
д*/дх4 +  2д*/дх2 ду2 +  д /̂ду1

относительно множества функций, определенных на двумерной области Й, 
ограниченной замкнутой кривой Г, и удовлетворяющих условиям <p =  d(p/d/i=0 
на Г.

6.3.2. Вариационный принцип для симметричных операторов

Используя определенные в предыдущем параграфе свойства 
линейных симметричных операторов, можно получить нужный 
нам вариационный принцип [3]. Пусть J27 — симметричный опе
ратор относительно множества функций 0, удовлетворяющих одно
родному краевому условию (6.11), а ф— некоторая функция, для 
которой выполняется заданное на Г условие, т. е.

с^ф +  г =  0 на Г. (6.14)

Тогда функционал

n ( t p ) = S [ ( ( p - ^ ) { i ^ ( < p - ^ )  +  ̂  +  p } ]d Q  (6.15)
Q

принимает стационарное значение относительно вариаций по функ
циям ф, удовлетворяющим краевому условию (6.10), на решении ф 
дифференциального уравнения (6.9) с этим краевым условием.

В самом деле, взяв малые допустимые вариации по ф, выра
жающиеся в переходе от ф к ф +  бф, можно показать, что урав
нением Эйлера для этого вариационного принципа будет нужное 
нам дифференциальное уравнение. Поскольку оператор S  ли
неен, то

6П =  S [ бФ { т & (Ф-Ч>) +  + т  (Ф -Ф ) <&• (6-16)

В силу симметричности 3? относительно множества функций, 
удовлетворяющих равенству (6.11),

$ (ф— Ф) о^бф dQ =  J б ф ^  (ф—ф)^£2. (6.17)
о а

Это означает, что

6П =  J  бф (3<р +  р) dQ,
а

(6.18)



и так как 6ф произвольно, то согласно условию стационарности П 
получаем

.£ >  +  /? =  О на Q, (6.19)

т. е. в точности нужное нам дифференциальное уравнение.
До сих пор в этой главе не обсуждался характер стационар

ности П (т. е. будет ли иметь место максимум, минимум или 
просто седловая точка). Однако в данном случае можно пока
зать, что для любой допустимой функции % равенство (6.15) 
можно записать в виде

Щ х) =  $ (х — Ф )^ ( Х — ф^ £ 2 +члены, содержащие ф и ф, (6.20)
а

где функция ф удовлетворяет уравнению (6.19) и доставляет 
стационарное значение П. Если оператор 2  положительно опре
делен, то при изменении % в правой части этого равенства члены, 
содержащие ф и if, остаются постоянными, тогда как первый член 
будет всегда положителен, исключая случай % =  Ф» когда его зна
чение равно нулю. Следовательно, здесь мы имеем

П (х )> П (ф ) (6.21)

для всех допустимых функций х» т. е. на ф функционал П дости
гает минимума.

Следует отметить, что, раскрывая скобки, определенный равен
ством (6.15) функционал можно переписать в виде

П (ф) =  $ [4- (ф-^ ф —Ч ^Ф  +  ф .2 »  +  Рф] dQ +
Q

+  члены, содержащие только ф. (6.22) 

В ряде случаев можно также записать

 ̂ (Ф ^ф — ф ^ф ) dQ =  2 J оГ ф d r +  члены, содержащие только ф, 
а г

(6.23)

где оЛГ — некоторый линейный оператор. Таким образом, приве
денный выше вариационный принцип эквивалентен требованию, 
чтобы в случае фиксированной функции ф новый функционал

П (ф) =  J ( * f  Ф^Ф +  РФ) d Q +  J oJV̂ pdr (6.24)
q 4 г

принимал стационарное значение на множестве функций ф, удов
летворяющих равенству (6.10). Теперь вариационный принцип 
не требует задания в явном виде функции ф, удовлетворяющей 
уравнению (6.14). Функционал (6.24) аналогичен функционалу 
(6.1). Поэтому, как и ранее, можно выяснить вид естественных



краевых условий и таким образом расширить множество допусти
мых функций.

Замечание. Как правило, в случае, когда 3  содержит про
изводные порядка 2d, краевое условие типа (6.10) будет естест
венным краевым условием, если <М содержит производные по
рядка не ниже d.

Пример 6.4. Рассмотрим задачу об определении малых откло
нений нагруженной упругой струны с закрепленными концами. 
Отклонения струны описываются уравнением (пример 6.1)

Td2y/dx2 +  w(x) =  0, 0
с краевыми условиями ф =  0 при х =  0 и ф =  0 при x =  Lx. Если 
записать это уравнение в виде

З у  -{- р =  — Т d2cp/dx2 — w (х) =  0,
то оператор 3  будет положительно определен относительно мно
жества функций, обращающихся в нуль при *  =  0 и x =  Lx (при
мер 6.3) и, следовательно, для получения вариационной форму
лировки задачи можно использовать равенство (6.15). Так как 
ф =  0 удовлетворяет всем краевым условиям задачи, подлежащий 
минимизации функционал будет иметь вид

Lx
П (<р) =  J  [— (Т/2) ф d2(p/dx2— шф] dx. 

о
Интегрируя по частям, получаем

L Lx
П (ф ) =  — [ф  dq>/dx]0x +   ̂ [(Г/2) (d<pldx)2— а>ф] dx,

0
и так как ф =  0 при л: =  0 и x =  Lx, то это выражение сводится 
к функционалу, введенному в примере 6.1.

Пример 6.5. Вернемся к двумерной задаче стационарной тепло
проводности, рассмотренной в примере 6.2. Этот процесс описы
вается уравнением

З у  +  р =  — d(k дср/дх)/дх — d(k дср/ду)/ду — Q =  0 
с краевыми условиями

Ф =  Ф на Гф, k д(р/дп =  — ~q на Г^.

Так как коэффициент теплопроводности k положителен, то, ис
пользуя результаты, полученные в упражнении 6.6, мы видим, 
что оператор 3  положительно определен относительно множества 
функций, удовлетворяющих однородной форме этих условий, а 
именно условиям

Ф =  0 на Гф, А<Эф/дп =  0 на Га,



и, таким образом, согласно (6.22) подходящим функционалом 
для этой задачи будет

“<*>-$ [-*l(*3 H 4 (*S)-<H<s+

где ф— произвольная функция, удовлетворяющая полным неодно
родным краевым условиям. Используя формулу Грина, второй 
интеграл можно переписать следующим образом:

Гф Гд

Но ф =  ф =  (р на Гф, тогда как kdy/dn =  &дф/д/г =  — q на Г^; 
следовательно,

п № - Я - 1 в ( * Й ) - Н ( * ® - в * ] ‘® +Д

+  Y  J  фб j^dT +  у  J  <pq dr -f члены, не зависящие от ср. 
г гф Q

Снова применяя формулу Грина к первому интегралу и пре
небрегая членами, не зависящими от <р, находим, что искомая 
функция доставляет стационарное значение функционалу

П (ф) =  J [(6/2) (ду/дх)2 +  (6/2) (ду/ду)2— Qcp] dQ-\- $ щ  dV 
а

на множестве функций, удовлетворяющих полным неоднородным 
краевым условиям. В действительности это множество допустимых 
функций может быть расширено, так как с помощью вычисления 
первой вариации 6П (как в примере 6.2) краевое условие на Г  ̂
может быть идентифицировано как естественное краевое условие 
и, таким образом, нужную нам функцию ф  м о ж н о  искать на мно
жестве функций, удовлетворяющих краевому условию на Гф. Тот 
факт, что это краевое условие kdy/дп =  — q является естествен
ным, следует также из заключительных замечаний предыдущего 
параграфа. Так как здесь оператор 3? включает дифференциро-



ванне порядка 2 (т. е. d =  1), то краевое условие, включающее 
дифференцирование порядка 1, является естественным (см. заме
чание перед примером 6.4).

Упражнения

6.8. На балку длиной Lx с защемленными концами действует нагрузка 
w(x) на единицу длины; весом балки пренебрегают. Если R = E I — жесткость 
балки на изгиб, то отклонение ср удовлетворяет уравнению

d2 [R (х) d2y/dx2]/dx2 =  w (*)

с краевыми условиями <p =  dyldx =  Q при х =  0 и x =  Lx, Показать, что ср 
минимизирует функционал

Lx
П (ср) =   ̂ [R (х) (d2y/dx2)2—2w (х) <р] dx 

о
на множестве функций, удовлетворяющих условиям ф==дср/дл =  0 при х =  0 
и x =  Lx. Каковы будут функционал и множество допустимых функций в слу
чае, когда конец x =  Lx свободен и, таким образом, краевые условия при x — Lx 
принимают вид d2<p/dx2 =  d3y/dx3 =  0}

6.9. Если описанная в предыдущем упражнении балка покоится на упру
гом основании жесткостью k ( >  0), то дифференциальное уравнение прини
мает вид

d2 [R (х) d2yldx2ydx2 +  fop =  w(x).

Найти соответствующую вариационную формулировку этой задачи.
6.10. Найти вариационную формулировку задачи кручения, описанной 

в примере 2.8, т. е. задачи, описываемой уравнением

д2й/дх2-\-д2&/ду2 =  0, — З ^ х ^ З ,  — 2 ^  г /^ 2 ,

с условием Q =(x2-\-y2)/2 на границах.
6.11. Показать, что решение уравнения стационарной теплопроводности 

из примера 6.5 с краевыми условиями ф = 1  на Гф и дф/дп —— /ир на Tq% 
где Л —функция от *  и у, минимизирует функционал

" » - П т ( й ) , + т ( ! 5 ) , - Ч - Ч * 4Р-
Q Г Q

Каково множество допустимых функций?
6.12. Отклонение ф тонкой упругой пластины описывается уравнением

д4ф/д*4 +  2д4ф/д*2 ду2 +  д4ф/ду* =  w/D на й,

где нагрузка на единицу площади, a D —жесткость пластины на изгиб. 
Показать, что если края пластины Г жестко защемлены, так что <p =  dw/dn=Q 
на Г, то ф минимизирует функционал

а ^ ^ ф  /а^ру 
^  дх2 ду2~Г\ду2) dQ

на множестве функций, удовлетворяющих условиям ф =  дф/дл =  0 на Г.



6.4. Приближенное решение дифференциальных 
уравнений методом Релея —  Ритца

Результаты предыдущего параграфа могут быть использованы 
для получения метода приближенного решения дифференциаль
ного уравнения (6.9) с общими линейными краевыми условиями 
(6.10) при условии, что 3 — симметричный линейный оператор 
относительно множества функций, удовлетворяющих условию (6.11). 
Этот метод решения, аналогичный введенному в гл. 2 и 3, впер
вые был использован Релеем, а затем обобщен Ритцем. Опреде
лим некоторую функцию ф, удовлетворяющую краевым условиям 
задачи, т. е. такую, что

<^ф +  г =  0 на Г, (6.25)

и выберем систему независимых базисных функций {Nm, т — 1, 
2, 3, такую, что

<ЛЫт =  0 на Г. (6.26)

Тогда аппроксимация имеет вид
м

Ф =  1И- 2  a mN m (6.27)

и краевые условия на Г автоматически выполняются для всех 
значений постоянных а1У а2, . . . ,  Ям- Суть метода Релея — Ритца 
состоит теперь в получении для

П (Ф) =  J  [ ( Ф -ф ) {4- 2  (ф— Ч») +  < ?* +  р}] dQ (6.28)

стационарного значения относительно параметров ах% я2, . . . ,  ат.
Формально можно показать [3], что если оператор 3  положи

тельно определен, то этот процесс сходится в том смысле, что
Нш [ (ср— $)2dQ =  0, и из неравенства (6.21) следует, что в этом 

случае П (ф )^ П (ф ).
Используя представление (6.27), функционал можно записать 

в виде
м м

П ( Ф ) = 2  2  (afij2) S N t2 N Mda +
/=1 m= 1 q

+  2  a ,\ N t ( 2 y  +  p)<Sb (6-29)
' = > n

это выражение принимает стационарное значение, если 

дП/дах =  дП/да, =  . . .  =  дП/дам =  0. (6.30)



Вычислив эти производные от функционала (6.29), приходим 
к системе линейных уравнений 

м
'2i am\Nt& NmdQ =  - ) N [ ( £ ^  +  p)dQ, 1 = 1 ,2 ,  М, (6.31)

m=1 Q Q
из которой можно найти постоянные аг, а2, . . . »  ам. Эта система 
уравнений записывается также в стандартной векторной форме

Ka =  f, ~ (6.32)
где

Кш  =  S Nt2 N u dQ, =  ( Я *  +  р) da. (6.33)
Q Q

Следует заметить, что в силу предположенных свойств операто
ра 3? матрица К всегда симметрична. Читатель заметит также, 
что полученные здесь уравнения относительно параметров тож
дественны найденным в гл. 2 (формулы (2.33)) для решения этой 
задачи методом Галеркина (т. е. при W ^ N j).  Таким образом, 
мы делаем вывод, что аппроксимации, получаемые методами Релея — 
Ритца и Галеркина для решения уравнений (6.9) и (6.10), будут 
тождественны, если оператор 3  симметричен, т. е. если сущест
вует вариационная формулировка задачи. Метод Галеркина, 
естественно, может быть использован вне зависимости от того, 
можно ли найти такую вариационную формулировку, и, следова
тельно, имеет более широкую область применения.

Пример 6.6. Вернемся к задаче из примера 2.6, где отыски
вается решение уравнения

— d2cp/dx2 —J— <р =  0, 0 ^  х ^  1,

с краевыми условиями ф =  0 при х =  0 и d<p/dx =  20 при х = 1 .  
Читатель может показать, что оператор 3?, фигурирующий в этой 
задаче, положительно определен относительно множества функ
ций 0, таких, что 0 =  0 при л; =  0, dQ/dx =  0 при х= *1 . Тогда 
согласно (6.22) эта задача эквивалентна нахождению функции ф, 
удовлетворяющей краевым условиям и минимизирующей функ
ционал

1
П (ф) =  J  [ф  (—  d2y/dx2 +  Ф )— ф (—  d2y!dx2 +  ф ) +  

о
+  ф (— d2̂ !dx2 +  ф)] dx%

где ф— произвольная функция, удовлетворяющая краевым усло
виям задачи. Используя одномерный вариант анализа, проведен
ного в примере 6.5, делаем вывод, что эта задача эквивалентна



минимизации функционала 
1

П (q>) =  $ [{dyldxy +  ф2] d x - 2 [20ф]ж=т.
О

Оператор 2  для этой задачи содержит дифференцирование поряд
ка 2 и, таким образом, согласно замечанию перед примером 6.4 
условие при х =  0 является главным краевым условием, а усло
вие при х= \  естественным краевым условием. Поступая, как 
в примере 2.6, строим аппроксимацию

Ф =  а1х +  а9х*+  . . .  + а мхм,
автоматически удовлетворяющую главному условию при х =  0, но 
не удовлетворяющую естественному условию при х = 1 .  Постоян
ные теперь определяются по методу Релея — Ритца, исходя из 
минимизации П по параметрам аг, а2, . . . ,  ам.

Например, использование 2-элементной аппроксимации озна
чает, что

1
п  (ф) =  $ [(аг +  2агх)2 +  (агх +  агх2)2] dx— 40 (a* +  а2),

0
и этот функционал достигает своего минимального значения, если

дП/да! =  2 Jj [(а* +  2а2х) +  х (ахх +  а2х2)] dx— 40 =  0, 
о

дП/да2 =  2 J [2х (at +  2а2х) +  х2 (агх +  а2х2)\ dx— 40 =  0. 
о

Проводя интегрирование, получаем систему уравнений
(4/3) di -f- (5/4) а2 = 2 0 ,
(5/4) а *+  (23/15) а2 =  20.

Как и следовало ожидать в соответствии с предшествующими заме
чаниями, эти уравнения в точности совпадают с уравнениями, 
получающимися при решении этой задачи методом Галеркина и, 
таким образом, повторно имеем решение примера 2.6: ах =  11.7579, 
а2 =  3.4582. Применение этой аппроксимации снова демонстрирует 
сходимость к естественному краевому условию для dy/dx при 
х = 1 .

Упражнения
6.13. Методом Релея — Ритца найти приближенное решение задачи одно

мерной стационарной теплопроводности с распределенным источником тепла, 
описываемой уравнением

d2yldx2-\-e-* =  Q, 1,



с краевыми условиями ф«=0 при х =  0, dy/dx=\ при х = \ .  Использовать 
кусочно-линейные конечно-элементные базисные функции с расстоянием между 
последовательными узлами, равным 1/3.

6.14. Вернемся к задаче из примера 3.4 о стержне, находящемся под дей
ствием аксиальной силы b на единицу объема, отклонение которого описывается 
уравнением

d (АЕ dy/dx)/dx+ Ab =  0, 0 « С *« ^ 1 ,
с краевыми условиями ср =  0 при х =  0, dtp/dx =  0 при х = \ .  Здесь А —  пло
щадь поперечного сечения стержня, Е — модуль Юнга, а <р— перемещение про
извольной точки. Показать, что вариационная формулировка этой задачи экви
валентна минимизации потенциальной энергии системы. Используя подходящие 
непрерывные базисные функции, найти приближенное решение задачи в слу
чае, когда Л, Е  и b постоянны.

6.15. Отклонение балки единичной длины с единичной жесткостью на 
изгиб описывается уравнением

d*y/dx* =  s in  лх, 1

(весом балки пренебрегают). Методом Релея — Ритца найти одноэлементную 
аппроксимацию, используя многочленные базисные функции. Рассмотреть слу
чай, когда балка защемлена на концах, так что <p =  d<pldx =  0 при х =  0 и х =  1. 
Сравнить эту аппроксимацию с точным решением задачи.

6.16. Пусть правый конец балки из упражнения 6.15 теперь свободен, 
т. е. d2y/dx2 =  d?<p/dx3 =  0 при х = \ .  Найти одноэлементную аппроксимацию, 
используя метод Релея — Ритца и удовлетворяя только главному краевому 
условию. Сравнив аппроксимацию с точным решением задачи, выяснить, с какой 
точностью выполняются естественные краевые условия.

6.5. Использование множителей Лагранжа

В предыдущих параграфах было показано, как получить реше
ние линейного дифференциального уравнения (вида (6.9)) с общими 
краевыми условиями (6.10), отыскав функцию ср, доставляющую 
некоторому функционалу П (ср) стационарное значение на множе
стве функций, удовлетворяющих соответствующим краевым усло
виям. Если рассматривать краевое условие как дополнительное 
ограничение на задачу нахождения стационарного значения П (ср). 
то можно воспользоваться принадлежащим Лагранжу подходом, 
когда рассматривается вариация нового функционала П^ср, X), 
Этот новый функционал строится по правилу

III (ф» =  П (ф)  ̂ X (о̂ ср -|- г) dY, (6.34а)
г

где X, так называемый множитель Лагранжа,— функция коорди
нат. Тогда первая вариация от задается выражением

6П, =  б П + 5  6 ^ « * 9  +  r )d r+ $ A «*6 q > d r . (6.346)
г г

Если принимает стационарное значение, т. е. 6 ^  =  0 для всех 
Ьариаций 6<р, 6Х, то

в^ф-(-г =  0 на Г (6.35а)



и, следовательно,
с£8(р =  0 на Г, (6.356)
6П =  0 на й. (6.35в)

Ранее было показано, что для выполнения условия (6.35в) необ
ходимо, чтобы

£>ср +  р =  0 на й, (6.36)
и, таким образом, функция ср, доставляющая стационарное 
значение, является решением этого уравнения и удовлетворяет 
краевому условию (6.35а).

Если аппроксимации для ф и К строятся обычным образом как 
м м

ф Ж ф =  2  amNmt,, 2  bmNm, 5, (6.37)
т  =  1 т =  1

где ф теперь не обязательно удовлетворяет некоторым (или всем') 
краевым условиям для ф, то постоянные \ат, bm\ m =  1, 2, . . . ,  М) 
можно определить из условия стационарности n t (ф, Я). Подстав
ляя аппроксимации (6.37) в (6.34а), получаем

П,(ф. Я) =  П (<?)+$ [ J ^ / V OT<S] [ ( J i fl-e« ^ , i )  +  r]d r. (6.38)

Для обеспечения стационарности этого функционала относительно 
вариаций по параметрам alt bt необходимо, чтобы

d iy a a , =  а п  /да, +  S [ п2  baNu, * ] сШ и , dT =  О, (6.39а)

дЩ/db^ $ Ntt , [ ^ 2  amc£Nm t +  г] dT =  0. (6.396)

Первый член правой части (6.39а) задается с помощью исходного 
вариационного принципа, и можно положить

м
dtyda, =  2  Klmam- f t, (6.40)

ш= |
где К1т и ft вычисляются по соответствующим формулам. Тогда 
система уравнений (6.39) в векторной записи принимает вид

где

К К,
.к г  о

[ К =  $ Nm, г dT, [f,],----- S , dr.
г Г

(6.41)

(6.42)

Сразу видно, что эта формулировка приводит к большему числу 
неизвестных параметров, чем исходная формулировка предыду



щих параграфов. Более того, матрица, которую теперь требуется 
обратить, имеет нули на главной диагонали и этот факт должен 
приниматься в расчет при любом методе численного решения этой 
линейной системы.

Метод множителей Лагранжа может быть применен и для учета 
ограничений, отличных от краевых условий. Такое его использо
вание в ряде случаев весьма удобно.

Упражнения

6.17. Методом множителей Лагранжа найти решение задачи из примера 2.4.
6.18. Методом множителей Лагранжа найти 2-элементную апроксимацию 

решения задачи из примера 2.5.
6.19. Найти решение задачи из примера 2.4, используя два линейных 

конечных элемента и применяя метод множителей Лагранжа. Сравнить зна
чения X при х =  0 и х = \  с точными Гзначениями—ду/дп в этих точках. 
(Содержательный смысл этого сравнения поясняется в следующем разделе.)

6.5.1. Физический смысл множителей Лагранжа.
Модифицированные вариационные принципы

Множители Лагранжа были введены как средство учета опре
деленных краевых условий, которые должны выполняться для 
исходного вариационного принципа, однако оказалось, что во мно
гих физических задачах их можно отождествить с физическими 
величинами, имеющими важное значение для исходной математи
ческой модели. Этот факт лучше всего пояснить на конкретном 
примере, и мы снова рассмотрим решение двумерной задачи ста
ционарной теплопроводности. Описывающее этот процесс уравне
ние будет тем же, что и в примере 6.5. Будем считать, что крае
вое условие состоит в задании температуры ф на граничной кри
вой Г, т. е.

Если это краевое условие рассматривается как ограничение на ф, 
то согласно предшествующей теории (см. пример 6.5) искомое 
решение доставляет функционалу

стационарное значение относительно вариаций по ф и К. Взяв 
вариацию, имеем

Ф =  ф на Г. (6.43)

=  l [ k i  Тх <6(р> +  k $  Ту (бф) —Q6q>] dQ +
а

(6.45)



использование формулы Грина дает равенство

6ITl =  — 1 6ф[ ^ +  dQ+ J ft§ne4>dr +
Q Г

+  J  6Х(ф—q>)dr+jx6<pdT. (6.46)

Если rij принимает стационарное значение для всех вариаций 
бф и 6Х, то отсюда следует, что

Ф— ф =  0 на Г, (6.47а)
Я +  &дф/дя =  0 на Г, (6.476)

d{kd(p/dx)/dx +  d{kd(p/dy)/dy +  Q =  0 на Q. (6.47в)

Уравнения (6.47а) и (6.47в) показывают, что функция ф, достав
ляющая стационарное значение П1э является искомым решением, 
тогда как уравнение (6.476) определяет соответствующее значе
ние К. Так к а к — кду/дп на Г равно потоку тепла через гра
ницу, то мы получаем в этом случае физическую интерпретацию 
значения множителя Лагранжа. Эта идентификация множителя 
Лагранжа позволяет сформулировать модифицированный вариа
ционный принцип, когда К с самого начала заменяется тождест
венно равной ему величиной. Таким образом, для данного при
мера можно искать стационарное значение не функционала (6.44), 
а функционала

п <<« = Ят(ж)'+т(|г)’- ‘Н “М  фф-йхг. (6“8>
где ф опять не обязательно удовлетворяет каким-либо краевым 
условиям. Если приближенное решение ф строится в обычной 
форме разложения по базисным функциям и стационарное зна
чение П(ф) отыскивается относительно вариаций по параметрам 
в этом разложении, то можно показать, что использование нового 
принципа возвращает нас к задаче с исходным числом неизвест
ных параметров. Таким образом, этот метод может быть пред
почтительнее в вычислительном плане.

Вариационные принципы в такой формулировке используются 
во многих различных приложениях, причем особенно широко они 
применяются в строительной механике [4].

Пример 6.7. В примере 2.4 уравнение— d2(p/dx2 +  (p =  0 с крае
выми условиями ф =  0 при х =  0, ф =1 при х=\  решалось мето
дом взвешенных невязок, причем разложение по базисным функ
циям не удовлетворяло априори краевым условиям задачи. Попы
таемся теперь получить решение, используя то же самое разло



жение по базисным функциям и вариационный метод в только 
что описанной форме.

Поступая аналогично тому, как это делалось при переходе от 
выражения (6.44) к выражению (6.48), читатель должен показать, 
что эта задача эквивалентна отысканию функции <р, доставляю
щей стационарное значение функционалу

[ ( s T  +  'P1] * + [ § ■ ] , ,о

Используя ту же, что и в примере 2.4, трехэлементную аппрок
симацию

Ф =  а1-)-а2л: +  азл;1!,

выберем постоянные aiy й2, а3 таким образом, чтобы получить 
стационарное значение П (<р) относительно вариаций по этим вели
чинам, т. е. потребуем, чтобы

ЗП/да1 =  дП/да2 =  ЗП/Зй3 =  0.
Тогда

1
П(Ф) =  ^ т [ ( ° 2  +  2a3x f  +  (at - f агх +  а3хг)ъ] dx+

0
+  [(fl2 +  2а3х) (а, +  а̂ х +  а3х*)]х=0—
— [(а* +  2й3х ) iflj. +  а2х +  а3хг —  1 )]Хо

Отсюда следует, что
1

ЗП/Зй! =  5 (Й! +  а2х +  а3хг) dx +  a2— (a2 +  2а3) =  0, 
о
1

ЗП/Зй2 =   ̂ [(й2 +  2а3л;) х{а1-\-а̂ х-\- а3хг)\ dx +  at —
о

— (йх +  й2 +  й8 — 1)— (й2 +  2й3) =  0,
]

ЗП/Зй3 =  [2х (й2 +  2й3д:) +  хг (аг +  а2л: +  й3х2)] dx—

— г ^  +  йз +  йз— 1) — (й2 +  2й3) =  0.

Выполнив интегрирование, получим систему линейных уравнений 
Ка =  {, где

1 1/2 — 5/3 ' 0 '
к  = 1/2 — 2/3 — 7/4 ,  f  = — 1

_ _ 5/3 — 7/4 — 37/15 — 2



Рис. 6.1. Сравнение приближенного и точного решений задачи из примера 6.7,

Решение этой системы для трехэлементной аппроксимации имеет 
вид

ах =  —0.0448, а2 =  0.8598, а3 =  0.2311.

На рис. 6.1 оно сравнивается с точным решением и соответст
вующими одно- и двухэлементной аппроксимациями.

Упражнения

6.20. Вновь рассмотреть задачу об отклонении аксиально нагруженного 
стержня, решавшуюся в примере 3.4. Найти решение, используя метод мно
жителей Лагранжа с подходящей системой непрерывных базисных функций.

6.21. Выяснить физический смысл множителя Лагранжа Я в упражнении 
6.20 и заново решить задачу с помощью модифицированного вариационного 
принципа, в котором Я заменяется тождественно равной ему величиной.

6.22. Вернувшись к примеру 2.5, найти приближенное решение, исполь
зуя ту же самую систему базисных функций и модифицированный вариацион
ный принцип (6.48).

6.6. Общие вариационные принципы

Метод множителей Лагранжа ведет к очевидной процедуре 
получения вариационного принципа для общего дифференциаль
ного уравнения вида

р =  0 в £2, (6.49)



где оператор £? не обязательно обладает свойствами, обеспечи
вающими существование естественного вариационного принципа. 
Рассматривая выписанное выше уравнение как ограничение, можно 
получить вариационную формулировку для этого уравнения, 
просто полагая

П (ф, к) =  5 X (j?q> +  р) dQ (6.50)
Q

и требуя, чтобы функционал П принимал стационарное значение 
относительно всех вариаций 6ф и 8А, на множестве функций ср, 
удовлетворяющих краевым условиям задачи.

Взяв вариацию, что дает

8П =  J p)dQ +   ̂ 6(pdQ, (6.51)
Q Q

и введя сопряженный оператор J27*, определяемый равенством

5 'KS 6ф dQ =  5 S<pj?*XdQt (6.52)
Q Q

можно показать, что П принимает стационарное значение для 
всех таких вариаций бср, 6А,, если, как и требуется,

-27Ф +  Р =  0 в (6.53)
J?*A ,=  0 в Q. (6.54)

Заметим, что сопряженный оператор, как он определен здесь, 
существует только для линейных задач [5].

Опять видно, что этот вариационный принцип введен ценой 
удвоения числа переменных, входящих в любое приближенное 
решение. Если использовать аппроксимации

м м
Ф «Ф  =  1()+ 2  атМш, и Я . « Х = 2  bmNmyi (6.55)

и выполнить те же шаги, что и при выводе соотношений (6.38) — 
(6.42), то можно показать, что в данном случае окончательная 
система уравнений принимает вид

ГК о 1 а"
0 b (6.56)

где

fl =  - \ N l, i (J?>p +  p)dQ. (6.57)
Q Q

Очевидно, что эта система полностью распадается на отдель
ные уравнения и сначала можно независимо решить систему для 
параметров ат , являющихся неизвестными в аппроксимации ср и



представляющими основной интерес, не рассматривая параметры Ьт. 
Следует заметить, что эта первая система уравнений тождественна 
уравнениям, получающимся в методе взвешенных невязок, и, та
ким образом, круг замыкается: из общего вариационного прин
ципа получаются уравнения метода взвешенных невязок (см. гл. 2).

6.7. Штрафные функции

В § 6.5 был рассмотрен общий метод введения множителей 
Лагранжа, позволяющий получать вариационные принципы с уве
личенным, как правило, полным числом неизвестных. Было также 
показано, что решение результирующей системы уравнений услож
няется появлением нулевых диагональных элементов в подлежа
щей обращению матрице (см. уравнения (6.41)). В этом параграфе 
будет рассмотрен альтернативный метод учета ограничений, кото
рый, как будет показано, свободен от этих недостатков, связан
ных со стандартным подходом метода множителей Лагранжа.

Чтобы продемонстрировать этот метод, снова обратимся к рас
смотренной в § 6.5 задаче минимизации некоторого функционала 
П(ф) относительно функций, удовлетворяющих граничному ус
ловию

о£у-{-г =  0 на Г. (6.58)
Если определить модифицированный функционал (ср) по правилу

Hi (ф) =  П (<р) а  $ (edq> +  г)2 dT, (6.59)
Г

где а — параметр штрафа—достаточно большое положительное 
число,* то очевидно, что функция, доставляющая стационарное 
значение, будет одновременно приближенно удовлетворять диф
ференциальному уравнению и ограничению (6.58). Чем больше 
берется значение а , тем лучше удовлетворяется граничное усло
вие и тем точнее оказывается аппроксимация для ср. Читатель 
заметит, что задача, включающая ограничение указанным выше 
образом, не вводит дополнительных неизвестных параметров. Более 
того, если исходный вариационный принцип таков, что миними
зируется П(ср), то метод штрафных функций будет всегда давать 
строго положительно определенные матрицы.

Пример 6.8. Применение метода штрафных функций будет про
демонстрировано с помощью повторного рассмотрения задачи из 
примера 6.7. Подлежащее решению уравнение имеет вид —d2cp/dx2-f- 
-)1ф =  0 с краевыми условиями ср =  0 при х =  0 и ср =  1 при х = 1 .  
Согласно формуле (6.59) рассмотрим вариацию функционала 

1
П 1Ф =  $ т  L ( * P W  +  ф2] d x  +  а  [фг]*=о +  а  [(ф— l ) 2] * = i ,

О



где а — параметр штрафа. Используя, как ранее, трехэлементную 
аппроксимацию

Ф =  аг +  а̂ с +  а3х2,

выберем постоянные + ,  а2, а3 таким образом, чтобы получить 
стационарное значение относительно вариаций по аи а2, а3, 
т. е. потребуем, чтобы

<311/5+ =  5П/5+ =  дП/да3 =  Or

Подставляя аппроксимацию и дифференцируя, получаем уравнения 
1

5П /5+ =  J ( +  +  +  а3хг) dx +  2а +  +  а  (2+  +  2аг +  2а3 — 2) =  О,
0

дП/да2 =  J (а2 +  2а3х +  atx +  а2хг +  а3х3) dx +

+  а ( 2 +  +  2 +  +  2а3— 2) =  О,
1

5П/5а3 — J (2а2х +  Аа3х2 +  + * 2 +  + * 3 +  а3х*) dx +

+  а  (2+ +  2а 2 +  2а3— 2) =  О

и после вычисления интегралов приходим к системе линейных 
уравнений Ka =  f, где

" 2 +4р 1 +  2р 2/3 +2Р ' 1"2р'
К = 1 +2Р 8/3 + 2р 5/2 +2р , f = 2р

2/3 +  2р 5/2 +  2Р 46/15 +  2р м

н Р =  2а.
Задав значение р, можно решить эту систему уравнений. На 

рис. 6.2 аппроксимации, полученные соответственно при р =  1, 
10, 1000, сравниваются с точным решением. Очевидно улучшение 
решения с возрастанием р. Этот факт демонстрируется также в сле
дующей таблице, где показана сходимость трехэлементных аппро
ксимаций к» заданным краевым условиям при х =  0 и х = 1

р <H,-i

11 0.1841 0.4999
10 0.67-10-1 0.8899
10* 0.83-10“  2 0.8871
103 0.85-10-3 0.9987



Рис. 6.2. Влияние увеличения параметра штрафа на приближенное решение зада
чи из примера 6.8.

Упражнения

6.23. Методом штрафных функций получить распределение изгибающего 
момента для балки из упражнения 1.2. Использовать аппроксимацию, удо
влетворяющую краевому условию при х =  0, но не удовлетворяющую автома
тически краевому условию при х = 1 .  Исследовать влияние увеличения пара
метра штрафа а .

6.24. Использовать метод штрафных функций для решения задачи круче
ния из примера 2.5. Применить аппроксимацию многочленом, удовлетворяю
щую заданному краевому условию при у = ± 2 ,  но не удовлетворяющую авто
матически краевому условию при х = ± 3 .  Исследовать влияние увеличения 
параметра штрафа а  на оценку крутящего момента и максимального значения 
касательного напряжения.

6.25. Вернувшись к упражнению 2.7, найти распределение температуры 
методом штрафных функций. Использовать аппроксимацию, удовлетворяющую 
только краевым условиям на сторонах х = ± \ .

6.8. Метод наименьших квадратов

В § 6.6 было показано, как использовать метод множителей 
Лагранжа для построения общего вариационного принципа, рас
сматривая дифференциальное уравнение как ограничение, нало
женное во всех точках области. Ясно, что ту же самую процедуру 
можно использовать применительно к описанному в предыдущем 
параграфе методу штрафных функций. Действительно, если ре
шается уравнение



то решение можно определить с помощью отыскания стационар
ного значения функционала

П(ср) =  а ^  (о^Ф +  Р)2 dQ, (6.61)
Q

где предполагается, что рассматриваемые функции ф удовлетво
ряют на Г заданным краевым условиям. Интересно, что так как 
параметр а теперь является просто множителем, то нет необхо
димости в его дальнейшем рассмотрении и он может быть опущен. 
Подставляя аппроксимацию ф стандартного вида, нетрудно видеть, 
что получаемая формулировка в точности совпадает с формули
ровкой метода наименьших квадратов из гл. 2, где требовалось 
минимизировать сумму квадратов погрешностей аппроксимации 
по области Q.

Если
м

Ф =  Ф +  2  ат̂ т> (6.62)т= 1
ТО

п (ф) = S
м

Д  am̂ N m) + p dQ (6.63)

S N  t dQ =  0, 1=1,2,  . . M.  (6.64)

и П принимает минимальное значение при условии

2 1 \ ^  +  ( 1 а а^ а) + р
Q L \т = 1 /  j

Следовательно, этот подход непосредственно дает векторное урав
нение стандартной формы

Ka =  f, (6.65)
где

K lm =  I  (J2W,) (2 Ы а) d Q , f t =  - S  [ ( # $ )  ( 2 N l) + p 3 N l 1 d Q . (6.66)

Методы наименьших квадратов такого типа являются весьма 
эффективной процедурой для получения интегральных формули
ровок, которые можно использовать для построения приближенных 
решений. Вариационный принцип наименьших квадратов может 
быть записан для произвольного дифференциального уравнения 
без введения дополнительных переменных. Однако, вычислив ва
риацию для конкретного примера, читатель заметит, что уравне
ние Эйлера будет теперь некоторой производной от исходного 
уравнения. В принципе это приводит к возможности появления 
ложных решений, если использовать неверные краевые условия. 
Кроме того, из равенства (6.66) следует, что в методе наимень
ших квадратов обычно нужно использовать базисные функции 
с более высокой гладкостью, и этот факт немаловажен, если при



меняется конечно-элементная аппроксимация. Хотя в ряде слу
чаев могут выявиться серьезные недостатки, чаще всего их удается 
преодолеть переходом к смешанной формулировке и заменой ис
ходного уравнения системой уравнений более низкого порядка. 
Это, однако, опять приводит к необходимости введения дополни
тельных переменных.

Пример 6.9. Рассмотрим одномерную задачу линейной стацио
нарной теплопроводности, обсуждавшуюся в примере 3.3. Описы
вающее физический процесс уравнение имеет вид

kd^jdx2 +  Q =  О,

где /г =  1, Q = 1  для х <  1/2, Q =  0 для х >  1/2, с краевыми ус
ловиями ф =  0 при х =  0, dy/dx =  0 при х=\ .  Будем использовать 
метод наименьших квадратов и конечно-элементную аппроксимацию

м
ф =  2 . Ф . Л , ;

т — 1

тогда компоненты матрицы К системы (6.65) равны
1

Klm =  $ (d'-Njdx*) (cPNjdx*) dx. 
о

Таким образом, для того чтобы появляющиеся здесь интегралы 
были определены, базисные функции должны обладать (^-глад
костью. Если мы хотим использовать линейные элементы, которые 
имеют С.°-гладкость, то необходимо использовать смешанный под
ход, принятый в примере 3.3, и заменить выписанное выше урав
нение двумя уравнениями первого порядка

kdffldx +  <7 =  0, dq/dx =  Q.
Ранее было отмечено, что вводя вектор

эту пару уравнений можно записать как одно уравнение, и тогда 
мы будем иметь

=2Тр +  Р =°>  
где

р - Й -

Хотя анализ метода наименьших квадратов описан только для 
одного уравнения, он непосредственно обобщается на систему 
уравнений. В данном случае необходимо потребовать, чтобы функ-

2  =
d/dx 1 
0 d/dx



п  (ч>) =  5 (J?q> +  р ) г  (J?q> +  р) dQ
О

достигал минимума. Используя сетку с показанными на рис. 3.7, а 
четырьмя равными элементами и линейными базисными функ
циями, можно построить конечно-элементные аппроксимации по 
правилу

Ф « Ф  =  2  Ф m N m =  2 ,  [ n m ] N m > m= 1 т =  1 LnmJ

где ф0 =  <75 =  0 в силу краевых условий. Подставив эти разложе
ния в приведенное выше выражение, можно показать, что П(<р) 
принимает минимальное значение, когда

KO =  f,
где

Ф Г =  (фи ф2. Фз. ф4. Фб).

а подматрица K im матрицы К и подвектор f, вектора f опреде- 
лены равенствами

к . - $

• dNt
dx

dMrn
dx

N ‘-W

dNt
dx

dNt dNm 
dx dx ■NtNm

dx,

dx.

Можно заметить, что, как и следовало ожидать, теперь доста
точно, чтобы базисные функции имели С°-гладкость. Приведен
ные матрица элемента и правая часть для типичного элемента е 
на рис. 3.7, 6 принимают вид

о*

r /d N ‘ Y
(=*)

d№
n r N ‘

N e‘ — ±1 1 dx
/dm. у
Ы )  +  w

dN\ dNej 
dx dx

dm
w - d

dm dm  dN‘.
i t  n t + m

dN\ dN ej
dN' m  ndx dx dx i

dm
w - d

dm dm
dx dx 1 1 i

/dNe.\* dm  жт
( — )\  dx J
„  dN‘. /dm ,\*
М - г *  1 dx Ы )  + w j

dx,



’ 0 1  
d N *

о
dp
dx j

dx,

и после вычисления входящих в них величин и проведения про
цесса ансамблирования получаем

" 1 lh -1/2 — 1 /h -1/2 0 0
-1/2 l/h +  h/3 1/2 - l/h-\-h/& 0 0
— 1 lh 1/2 2/h 0 — l/h 1/2
— 1/2 — 1/Л + Л/6 0 2/h +  2h/3 1/2 — l/h +  h/6

0 0 — 1 lh 1/2 2/h 0
0 0 -1/2 - ■ l/h +  h/6 0 2/h +  2h/3
0 0 0 0 —l/h 1/2
0 0 0 0 —1/2 — l/h +  h/6
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 г фГ 1 ~ 0"l
0 0 0 0 q i —1
0 0 0 0 <p2 0
0 0 0 0 Яг 0
-1 /h -1/2 0 0 фя 0
1/2 —l/ft + ft/6 0 0 q3 = 1
2 lh 0 — l/h -1/2 Ф4 0 *
0 2/h -j- 2/i/3 1/2 — l/h +  h/6 ?4 0
'1 lh 1/2 l/h 1/2 Фб 0

'1/2 — l/h +  h/6 1/2 1/Л + Л/3 _ _?5_

—
1 

о_
1

Решением этой системы уравнений являются
0.09326, ф3== 0.1244, <р4 =  0.1244, Фб =  0.1244,
<7i =  —0-4974, <72 =  —0.2487, qa =  0, q4 =  0;

результат решения задачи читателю следует сравнить с решением, 
полуденным стандартным методом Галеркина в примере 3.3.



Упражнения

6.26. Методом наименьших квадратов непосредственно получить решение 
задачи из примера 6.9, используя введенные в упражнении 4.12 конечные эле
менты с (^-гладкостью.

6.27. Методом наименьших квадратов найти конечно-элементное решение 
задачи об отклонении балки из упражнения 6.15.

6.9. Заключительные замечания

В этой главе было показано, как сформулировать вариацион
ные принципы для широкого класса задач и с помощью этих 
принципов получить дискретные аппроксимирующие уравнения. 
Действительно, такие уравнения тождественны уравнениям, по
лучаемым прямым применением аппроксимации по Галеркину, 
описанной в гл. 2 и 3. Дает ли введение описанных здесь допол
нительных понятий какие-либо преимущества? Ответ будет (от
части) утвердительным по следующим соображениям.

1. Существование функционала гарантирует, что матрица си
стемы уравнений, из которой находятся параметры задачи, явля
ется симметричной. Как неоднократно отмечалось, это выгодно 
в вычислительном отношении. С другой стороны, симметричность 
матрицы системы дискретных уравнений всегда влечет существо
вание вариационного функционала.

2. Этот функционал часто представляет конкретную физиче
скую величину (например, энергию поля). Если минимизация та
кого функционала ведет к точному решению, то гарантировано, 
что приближенное значение функционала будет оценкой сверху 
для минимального его значения. Иногда в ряде случаев это поз
воляет установить границы погрешности.

3. Понимание взаимосвязей между дифференциальными урав
нениями и вариационными функционалами открывает новые пер
спективы в построении приближенных методов.
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ЧАСТИЧНАЯ ДИСКРЕТИЗАЦИЯ 
И НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ЗАДАЧИ

7.1. Введение

При решении краевых задач в предыдущих главах рассмат
ривался стационарный случай, т. е. искомое решение не зависело 
от времени. Однако в подавляющем большинстве практических 
задач условия нестационарны (т. е. зависят от времени) и требу
ется учитывать изменение решения со временем. Как правило, 
нам задано состояние системы в некоторый момент времени / =  0 
и требуется определить состояние системы в некоторые последу
ющие моменты времени. Задачи этого типа часто называют зада
чами с начальными данными. С ними часто приходится сталки
ваться при исследовании процессов распространения тепла и рас
пространения волн, а также динамического поведения конструкций. 
Например, в § 1.2 было показано, как при формулировке задачи 
теплопроводности естественным образом получается зависимость 
решения от времени, приводящая к описывающему процесс не
стационарному уравнению (1.7).

В этой главе будут развиты методы решения задач с началь
ными данными. Хотя при решении таких задач можно провести 
дискретизацию всей пространственно-временной области, удобнее 
воспользоваться процедурой так называемой частичной дискрети
зации1), при которой исходное дифференциальное уравнение с 
частными производными заменяется системой обыкновенных Диф
ференциальных уравнений. Полученная система может быть за
тем решена применением повторной дискретизации только по вре
мени или с помощью других, чаще всего аналитических, процедур- 
Процесс частичной дискретизации сначала будет описан примени
тельно к краевым задачам, а затем будет рассмотрено его исполь
зование для нестационарных задач.

7.2. Частичная дискретизация для краевых задач

В предыдущих главах в основном рассматривалось решение 
общей линейной краевой задачи, описываемой уравнением

^ ф -j-prrrO в Q (7-0

х) В ряде книг этот подход называется методом Канторовича [употребляет
ся также термин «метод прямых». — Перев.].



с краевыми условиями
+  г =  0 на Г. (7.2)

Принятый для решения этой задачи подход состоял в использо
вании разложения по базисным функциям

м
Ф « Ф  =  ф +  2  amNm, (7.3)

т — 1
где базисные функции Nт в совокупности зависели от всех не
зависимых переменных задачи, а величины ат предполагались 
постоянными. При этом получалась система линейных алгебраи
ческих уравнений, а именно система

Ka =  f, (7.4)
из которой можно было единственным образом найти множество 
значений постоянных \ат , т =  1,2,  . . . ,  М),

Однако для ряда задач может оказаться удобным другой под
ход. Например, если независимыми переменными являются х, у 
и г, то можно считать величины ат зависящими, скажем от уу а 
базисные функции с областью определения Q зависящими только 
от х и 2 .

Таким образом, равенство (7.3) принимает вид
м

Ф «  Ф =  ф +  2  am{y)Nm(х, г), (7.5)
m= 1

где функции ф и Nт теперь таковы, что ф удовлетворяет глав» 
ным краевым условиям на Q. Тогда при применении метода взве
шенных невязок производные от ат по у сохраняются и полу
ченные уравнения образуют систему обыкновенных дифференци
альных уравнений с независимой переменной у. Следовательно, 
система (7.4) заменится системой

Ка +  Cd&/dy +  . . .  =  f , (7.6)
порядок которой зависит от порядка высшей производной по (/> 
входящей в исходное уравнение (7.1).

Этот подход полезен, в частности, в том случае, когда область 
£2 является прямым цилиндром с образующей, параллельной оси у 
(такую область будем называть призматической). Если коэффици
енты в системе (7.6) не зависят от у, то эту систему (хотя бы в 
принципе) можно непосредственно решить аналитически. Детали 
применения этого метода будут проиллюстрированы повторным 
решением задачи кручения из примера 1.5.

Пример 7.1. Напомним, что требуется решить уравнение 
д\/дхг +  д\/ду2 =  —2 в прямоугольнике —3 <  х <  3, —2 ^  у <  , 
< 2  с краевым условием ф =  0.



Будем искать решение в виде

Ф

м
Ф -  +  + 2  йт (У) Nm (*)•т= 1

Тогда областью Й изменения х будет отрезок—З ^ л г ^ З .  Можно 
удовлетворить краевым условиям в двух граничных точках этого 
отрезка, взяв гр =  0  и потребовав, чтобы для* базисных функций 
выполнялись равенства Nm =  0  при х =  ± 3 .  Ранее было отмечено, 
что эта задача симметрична относительно х =  0 и, таким образом, 
подходящие базисные функции могут быть определены по правилух)

Nm(x) =  xi{m~1) (9 — х2), т =  1, 2,

Такой выбор гарантирует удовлетворение краевым условиям при 
л =  ± 3 ,  а также учитывает симметрию задачц. Тогда аппрокси
мация принимает вид

м
Ф =  2  ая (у)хгш~1)(9—х2)т= 1

и краевые условия при у =  ± 2  будут удовлетворены, если для 
функций ат (у) выполняются равенства

ат (у) =  0  при у = ± 2 ,  т =  1 , 2 , . . . .  М.
Ограничиваясь 
имеем невязку

Ra =

рассмотрением одноэлементной аппроксимации,

б2ф <32Ф
дх2 ду* ■ 2 =  —2at +  (9— хг) ^ 5  +  2.

Заметим, что теперь интегрирование производится только по об
ласти Q, т. е. на отрезке —З ^ х ^ З .  Таким образом, уравнение 
метода взвешенных невязок здесь записывается в виде 

з
2 J {—2а! +  (9—х2) tfajdy* +  2) W l (х) dx =  О,

О
причем весовые функции можно выбирать различным образом. По
лагая Wl (x) =  8(x— 1.5), получаем поточечную коллокацию  с уз
лами х =  ± 1 .5 , т. е.

—2 а, +  (27/4) tfajdy* +  2 =  0.

Это уравнение можно проинтегрировать точно, что дает 

а1 =  ЛсЬ К8/27 t/ +  Bsh  1/8/27 y + l ,
J) При больших значениях М для ослабления влияния вычислительной 

погрешности лучше взять N т  =  Т2т (х/3) (9—х2), где Тп — многочлены Чебы
шева. —Прим, ред.



где А и В— постоянные. Так как согласно краевым условиям 
на аг имеем

А = ~  sh J/32 /27 , fi =  0,
одноэлементная аппроксимация принимает вид

ф =  (1— sh УЩ ПсЪ V&JTF у) (9—х2).
Это дает значения 77.32 для крутящего момента и 3.901 для 
максимума касательного напряжения при точных значениях 76.4 
и 2.96 соответственно.

Упражнения

7.1. Повторно решить задачу из примера 7.1, используя одноэлементную 
аппроксимацию и метод Галеркина. Сравнить ответы с найденными методом 
поточечной коллокации.

У

<р = 0

(р = Х

<Р=У

К упражнению 7.2.
< р = 0

7.2. Решить задачу стационарной теплопроводности в квадрате 0 ^ х ,у < ^
< ; 1, когда температура <р удовлетворяет показанным на рисунке краевым ус
ловиям. Разбивая отрезок на три равных конечных элемента, полу-

4
чить решение вида <р= 2  ат (у) N т (х), где Nm (х) — кусочно-линейная ба

лл = 1
зисная функция.

7.3. На отрезке 0 х 1 строится равномерная конечно-разностная сетка
с узлами хъ х2.........хм , где * i  =  0, х м = 1 *  Эта сетка используется для ре
шения задачи из упражнения 7.2, причем <р/(у) означает изменение темпера
туры на прямой x =  xj. Показать, что дифференциальное уравнение метода 
прямых, соответствующее x — Xj, можно записать в виде

d 2q> jldy2 +  (ф / + 1  —  2фу +  ф /  -  1 ) /Д г =  о , 

где Д — шаг сетки. Найти решение для случая М =  4.



7.3. Частичная дискретизация для нестационарных задач

Для многих линейных нестационарных физических задач диф
ференциальное уравнение, описывающее процесс, можно пред
ставить в виде

+  р — ad(p/dt— fid2(p/dt* =  0  в й , (7.7)
где 3 — линейный оператор, включающий дифференцирование 
только по пространственным переменным, а р, а и р— заданные 
функции координат и времени. Приведем два примера задач, 
подпадающих под эту общую формулировку.

1. Поперечные колебания натянутой струны плотностью р с 
натяжением Т описываются уравнением

д\/дхг— (р/Т)д\1дР =  0, (7.8)

совпадающим с (7.7) при а  =  р =  0, Р =  р/Т.и Зц> =  д\/дх2.
2. Линейный нестационарный процесс переноса тепла в дву

мерной области при теплоемкости рс и постоянном коэффициенте 
теплопроводности k описывается уравнением (1.7), принимаю
щим вид

k (д2<р/дх2 -f- д\/ду2) +  Q— рс дер/д/ =  0. (7.9)

Это уравнение совпадает с (7.7) при Р =  0, а  =  рс, p =  Q и 
Зц> =  k (д2ф/дх2 +  д2<р/ду2).

Кроме того задаются значения функции <р и (если р Ф  0) 
дер/d/ во всех точках пространственной области Q при t =  0 (на
чальные условия) и краевые условия на границе Г пространст
венной области, выполняющиеся для всех t ^  0. В предыдущем 
параграфе было показано, что метод частичной дискретизации 
особенно полезен для задач в призматических областях. Поэтому 
можно ожидать, что этот метод непосредственно применим к не
стационарным задачам, если пространственная область Q не ме
няется со временем.

Применение метода частичной дискретизации к решению урав
нения (7.7) описывается почти так же, как в предыдущем пара
графе. Используем базисные функции Nm, зависящие только от 
пространственных переменных, и запишем аппроксимацию в виде

м
Ф =  Ф +  S  am(t)Nm(x, у, г), (7.10)

m =  1

где и Nm выбираются таким образом, чтобы выполнялись глав
ные краевые условия на Г 1). Тогда использование метода взве-

х) Для повышения точности часто требуют чтобы Nm удовлетворяли всем 
краевым условиям,— Прим. ред.



шенных невязок позволяет получить систему дифференциальных 
уравнений, которая в векторной записи выглядит так:

Md2a/d/2 +  С da/dt +  Ка =  f . (7.11)

Здесь компоненты отдельных матриц и правой части определя
ются равенствами

M ln =  ^ J W lN n dQ, C lm^ ^ a W lN mdQ,

Q ST

K lm= - \ w i <?Nmd&,  (7' 12)
U q

Остается решить эту систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений с заданными при t =  О значениями а и (если Р=И=0) 
da/dt. Это классическая задача теории обыкновенных дифферен
циальных уравнений, и в принципе ее можно решить точно.

Пример 7.2. Рассмотрим задачу нестационарной теплопровод
ности на отрезке 0 ^ л : ^ 1 .  Предполагается, что тепловые свой
ства заданы равенствами k =  p c = l  и что для начального рас
пределения температуры имеем ф =  х (1—х). На протяжении всего 
времени температура при х =  0 и х = \  поддерживается равной 
нулю, и нужно определить результирующее распределение тем
пературы в более поздние моменты времени. Таким образом, 
требуется решить одномерное нестационарное уравнение тепло
проводности

д2ц>/дх2—dcp/dt =  О

с начальными данными

Ф =  х ( 1 —л;) при t =  0
и краевыми условиями

Ф =  0 при х =  О, 1 для t^ O .
Используем метод конечных элементов и разобьем пространствен
ную область (т. е. отрезок O ^ x ^ l )  на М элементов с нуме
рацией узлов и элементов, показанной на рис. 7.1, а. Затем 
применим метод частичной дискретизации, записывая аппроксима
цию в конечно-элементной форме как

м + 1
ф =  S  ч>т = 1

где фи— зависящая от времени аппроксимация температуры в 
узле т ,  а Nm— стандартная линейная базисная функция, ассо
циируемая с этим узлом (см. рис. 7.1, б). Главные краевые усло-



Узлы 1 2 3 А

Элементы CDCDCD

сс=0

M-ZM-1 М М+1о—о——о— о

Рис. 7.1. а — нумерация элементов и узлов, использованная при решении задачи 
из примера 7.2; б — глобальная кусочно-линейная базисная функция, ассоции
руемая с узлом т .

вия при х =  0 и х = 1  можно непосредственно записать в виде 
Ф1 =  ФЛ1+1 =  0 для всех /.

Однако ранее было показано, что на данном этапе удобнее рас
сматривать срг и срм+1 в качестве неизвестных и учесть эти главные 
краевые условия после завершения процесса ансамблирования 
матриц и правых частей.

Уравнение метода взвешенных невязок с аппроксимацией по 
Галеркину имеет вид

j(w > — w ) Ntdx =  0' * =  1.2, M +  l.
О

Эквивалентная слабая форма, получаемая интегрированием по 
частям, записывается так:

кгдф dNt 
dx + dt 'v* / =  1, 2.......... M + l .

Подставляя сюда аппроксимацию ф, приходим к системе урав- 
нений

*N t dNm 
dx dx dx NtNmdx N1 dx \

1
o *

/ =  1, 2, I M + l ,



которую можно представить в векторной форме (7.11), а именно 
в форме

С dy/dt +  K<jp =  f .
Здесь типичные компоненты матриц и правой части имеют вид 

1 1
Clm =  J  NtNm dx, Ktm =  J  (dNjdx) (dNjdx) dx, fl =  [(d$/fte) iV; ]S

0 0
и

фг =  (фх, ф2, Фл. Фя+l)-
При использовании линейных элементов большинство компонент 
вектора-столбца f равно нулю. Единственными отличными от нуля 
компонентами будут

fi =  — ду/дх |ж=0 и fM+x =  ду/дх |*=1.
Нетрудно вычислить приведенные матрицы элементов, типичный 
вид которых

ce =  he
“1/3 1/6“ 
1/6 1/3J*

ке _1_
he

1 — Г  
— 1 1 1

а затем с помощью стандартного процесса ансамблирования най
ти матрицы С и К. Наконец, следует учесть в системе главные 
краевые условия (с помощью вычеркивания уравнений, соответ
ствующих узлам 1 и М + 1 ,  и замены их условиями =  cpM+1 =  0). 
Тогда изменение температуры в узлах по времени можно найти 
с помощью решения результирующей системы дифференциальных 
уравнений.

Продемонстрируем этот процесс, ограничившись рассмотрением 
двух линейных элементов равной длины, т. е. положим М =  2, 
ft1 =  /i2= l / 2 .  Тогда ансамблированная система уравнений будет 
иметь вид
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в данном случае поведение неизвестной функции ср2 описывается 
вторым уравнением, а именно уравнением

(1/3) d(fjdt -f- 4ср2 =  0,

решением которого является tp2 =  Ае~121, где А — постоянная. 
Так как ср2 принимает заданное значение при t =  0, то А =  1/4. 
Как было показано выше, в случае необходимости можно затем 
использовать первое и третье уравнения для того, чтобы найти 
аппроксимации изменения потока тепла на границах х =  0 и 
х = 1  по времени.

Упражнения
7.4. Перемещение гибкой струны плотностью р с натяжением Т описы

вается уравнением д2ф/дх2 =  (р/Т) с?2ф/д/2. Концы струны закреплены в точках 
х =  0 и х = \ \  первоначально струна находится в покое (dy/dt |/= о =  0) и имеет 
форму (p =  sinnjt. Используя в качестве базисных функций многочлены от х и 
применяя метод частичной дискретизации, найти одноэлементное приближенное 
решение, описывающее последующие перемещения струны.

7.5. Повторить упражнение 7.4, используя три равных конечных элемента 
и кусочно-линейные базисные функции от х.

7.6. Поперечные колебания балки жесткостью на изгиб EI и плотностью 
р описываются уравнением д4ф/дх4-|- [р/(ЕТ)] д2ф/д/2 =  0, где ф — перемещение. 
Пусть балка имеет единичную длину и оба ее конца горизонтально защем
лены. Найти одноэлементное приближенное решение, если первоначально бал
ка имеет форму ф ==х2 (1 — х)2 и dy/dt |*=0 =  0.

7.7. Пусть ф =  (1—х2) (1—у2) — первоначальное распределение температуры
в квадрате — 1 1, причем на границе квадрата все время поддержи
вается нулевая температура. Найти одноэлементное приближенное решение, 
описывающее изменение температуры со временем.

7.8. Пусть в упражнении 7.7 на квадрате 0 < ; * ,( /< ;1  используется били
нейный элемент с четырьмя узлами. Найти аппроксимацию для изменения 
температуры со временем.

7.4. Процедуры аналитического решения

Выше было показано, что с помощью метода частичной диск
ретизации многие нестационарные задачи могут быть сведены 
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений вида

М d2a./di2 +  С da/dt +  Ка =  f , (7.13)

где при использовании метода Галеркина в общем случае мат
рицы М, С и К являются симметричными. Рассмотрим теперь 
возможные методы решения таких систем обыкновенных диффе
ренциальных уравнений. В общем случае эта система уравнений 
может быть нелинейной (такой будет, например, система, полу
чающаяся при решении задачи нестационарной теплопроводности 
в материале с коэффициентом теплопроводности, зависящим от 
температуры). Однако в данном параграфе мы ограничимся рас
смотрением только линейных систем, поскольку такие системы в



принципе всегда могут быть решены аналитически. Хотя такое 
аналитическое решение и возможно, оно может оказаться доста
точно сложным. Поэтому приходится обращаться к процедурам 
аппроксимации, рассматриваемым в следующем параграфе. Ана
литический подход часто целесообразен также в том смысле, что 
он позволяет понять, как ведет себя решение рассматриваемой 
задачи, а это, как правило, полезно для исследователя.

7.4.1. Решение однородного уравнения второго порядка

Если С и f равны нулю, то уравнение (7.13) упрощается, 
принимая вид

Md2a/d/2-f Ка =  0. (7.14)

Решение этого уравнения можно искать в виде
a =  acos(co<— б). (7.15)

Прямая подстановка показывает, что это будет решение уравне
ния (7.14), если

(— <о2М + К ) а  =  0. (7.16)

Последнее соотношение является стандартной задачей на собст
венные значения, допускающей для а  ненулевое решение только 
в том случае, когда со таково, что

det (— со2М +  К) =  0. (7.17)

Если матрицы К и М имеют размер Мх М,  то решением урав
нения (7.17) будут М собственных значений {со̂ ,, m =  1 , 2 , . . . ,  М),  
отвечающих собственным векторам {ат, т =  1, 2 , . . . ,  М}. Если 
матрицы К и М положительно определенны1), то собственные 
значения уравнения (7.17) будут различными вещественными по
ложительными числами. Они называются собственными часто
тами системы. Тогда общее решение уравнения (7.14) можно 
записать в виде линейной комбинации М решений типа (7.15), а 
именно в виде

м
а =  2  « mcos(©m<— бт) (7.18)

т -  1

с некоторыми произвольными постоянными б,, б2, . . . ,  бм. Не
обходимо отметить, что собственные векторы определяются урав
нением (7.16) не однозначно, а лишь с точностью до постоянного 
множителя. Часто их нормируют, требуя, чтобы

а£Ма,л =  1, (7.19) *)

*) Матрица А размером М хМ  положительно определенна, если х^Ах >  О 
для всех векторов х Ф 0 размерности М%



и это обеспечивает однозначность определения собственных век
торов1). Можно показать также, что собственные векторы орто
гональны относительно матриц М и К, т. е. что

afNlam =  0, otJKam — 0, 1фт.  (7.20)

При фактическом нахождении собственных значений в конк
ретной задаче на практике редко решается непосредственно урав
нение (7.17). Для этой цели известен ряд иных методов, рассчи
танных на применение Э В М [1]* 2).

Если f равно нулю, а с отлично от нуля, то уравнение (7.13) 
принимает вид

М cPa/d/2 +  С da./dt +  Ка =  О (7.21)

и имеет нетривиальное решение
а =  аеи, (7.22)

если
det (Х2М +  ХС +  К ) =  0. (7.23)

Так как теперь собственные значения и собственные векторы в 
общем случае будут комплексными, эта задача на собственные 
значения значительно труднее задачи, рассмотренной выше 
в связи с уравнением (7.17).

7.4.2. Решение однородного уравнения первого порядка

Если М и f равны нулю, то уравнение (7.13) принимает вид 
Cda/dt +  Ка =  0 (7.24)

и его нетривиальное решение вида (7.22) будет существовать, 
если

det (ХС+ К) =  0. (7.25)

Если К и С— положительно определенные (М х  М)-матрицы, то 
все М решений этого уравнения {кт, т— 1 , 2 , . . . ,  М} будут 
вещественными и отрицательными. В этом случае общее решение 
является просто линейной комбинацией экспоненциально зату
хающих слагаемых.

х) В этом случае общее решение следует искать в виде
■м

а =  2  с т«/л cos (ши < —  6 т),
т — I

где Ст  — постоянные.— Прим. ред.
2) См. также Воеводин В. В. Вычислительные основы линейной алгеб

ры.— М.: Наука, 1977.— Прим. ред.



7.4.3. Нестационарные решения, получаемые 
с помощью разложения по модам

Рассмотрим теперь решение общего уравнения (7.13), где 
f — произвольная функция времени. Если f и С равны нулю, то 
решение, как было показано выше, имеет вид (7.18). Для урав
нения общего вида попытаемся представить решение в виде ли
нейной комбинации собственных векторов уравнения (7.16) и будем 
искать решение в виде

м

а = 2  « « 0 ,(0 -  (7-26)771 — I
Рассмотрим частный случай, когда матрица С такова, что

а{Сат =  0, IФ  т. (7.27)

Подставим (7.26) в уравнение (7.13); считая условие (7.19) вы
полненным и умножая слева полученное уравнение на а полу
чаем систему независимых скалярных уравнений

d2yl/dt2 +  2alc'ldylldt +  a2ly[ =  flt 1=  1, 2, М, (7.28)
где

cl =  afCal =  2(i)lc'h ft =  aji. (7.29)

В общем случае условие (7.27) не выполняется, так как вхо
дящие в него собственные векторы ат ортогональны лишь отно
сительно матриц К и М (равенства (7.20)). Оно будет выпол
няться автоматически, если С можно представить как линейную 
комбинацию К и М. (Следует заметить, что даже если С нельзя 
выразить таким образом, систему все еще можно расщепить [2].)

Уравнение (7.28) является линейным неоднородным уравнением 
второго порядка с постоянными коэффициентами и может быть 
решено с помощью стандартной методики.

Для системы уравнений (7.13) с М =  0 можно воспользоваться 
в точности аналогичными процедурами, используя на этот раз для 
построения решения вещественные собственные значения, опреде
ляемые из уравнения (7.25). При надлежащей нормализации 
собственных векторов результирующее расщепление приводит 
к системе независимых уравнений вида

dyjdt — kiyi =  fit / =  1, 2, . . . .  М, (7.30)

тоже допускающей аналитическое решение.

Пример 7.3. Задача одномерной нестационарной теплопровод
ности с генерированием тепла на отрезке O ^ x ^ l  описывается 
уравнением dcp/dt =  kd2(pldx2-\-e"t. Температура ф сохраняет нуле
вое значение при х =  0 и х = 1  и первоначально ф  =  х (1—х)/2. 
Требуется определить приближенное решение, описывающее изме-



нение температуры со временем, используя четыре конечных эле
мента с кусочно-линейными базисными функциями от х и полагая 
*  =  0.01.

Рис. 7.2. Нумерация элементов и узлов, использованная при решении задачи из 
примера 7.3.

Поступая аналогично тому, как это делалось в примере 7.2, 
используем расположение конечных элементов' и систему нумера
ции, показанные на рис. 7.2. Применение метода взвешенных 
невязок с аппроксимацией по Галеркину приводит к системе 
уравнений

Cd<p/d/-|-£K<p =  f,
где матрицы С и К- те же, что и в примере 7.2,

1/8— kdy/dx l^ o ”1 
1/4

i =  e~t 1/4
1/4

_ 1 /8 +  kdCp/dx i j

Учитывая краевые условия для фх и фб и вычеркивая первое 
и пятое уравнения, получаем систему
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Решение этой системы уравнений будет получено с помощью 
расщепления уравнений. Обращаясь к равенству (7.25), опреде
лим X, такое, что

det

Г Т  +  8 * я - 4 *  0

о  & - « * + «

П

=  0.



Раскрывая определитель и решая получающееся кубическое урав
нение, находим собственные значения

К =  ~  (48Л/7) (10— 6 [/2) =  — 10.38666, К2 =  — 486,
К =  — (486/7) (10 +  6 V 2) =  — 126.75626,

которым отвечают собственные векторы
" 1 " '  Г '  1 ■

« 1 = К 2  
_ 1

> «2 = 0
1.

, «3 = - К 2
1

Теперь, используя равенство (7.26), запишем

Ф =  «101 (0  +  «202 (0 +  «303 (*)•
Функция ф будет решением, если
Caidyjdt +  Ca2dy2dt +  Са3 dy3/dt +  кК а^ +  6К а2г/2 -f 6Ка3*/э =  f.

Умножая слева обе части этого уравнения соответственно на а{, 
а[ и а^, приходим к системе трех независимых уравнений

4 ( 1+ ^ ) ^ + 16(2- ^ 2 ) ^ = ( 2-± Р ) е" '*

T~diJr i6 % 2 = o .

Т  ( 1 - 1? )  ^  +  16 (2 +  К 2) ky3 =  ( 2- ^ Р )  в-*,

решение которой может быть получено стандартными методами. 
В результате имеем

уг =  — 1.0555е_/, у2 =  A2eKit, у3 =  А3е +  1.2700*"1.

Тогда изменение температуры в узлах со временем выражается 
формулами

ср2 =  (А 2№  — 1.0555*-*) +  Ajh* +  (А3е^  +  1.2700*-*),
Фз =  | / 2 ( Л ^  —  1,0555е-')— V 2 (Л3<?^ +  1.2700е“ *),
Ф4 =  (Л1в^1' — 1 .0 5 5 5 0  — А&* + ( А 3е^‘ +  1.2700в“ *),

где постоянные Лг, Л2, А3 можно определить из начальных дан
ных. Потребовав, чтобы значения аппроксимации при / =  0 сов
падали с исходными значениями температуры в узловых точках, 
получим систему уравнений

0.09375 =  А г — 1.0555 +  А 2 +  А3 +  1.2700,
0.12500 =  V 2 (Лх— 1.0555— Л ,— 1.2700),
0.09375 =  Лх — 1.0555 — Л, +  Л8 +  1.2700,



Рис. 7.3. Вычисленное изменение температуры по времени при х= 1/2 в примере 
7.3.

имеющую решение
1.147, А2 =  О, Л3 =  — 1.267.

Получаемое изменение температуры ф3 в центре отрезка со вре
менем показано на рис. 7.3.

Упражнения

7.9. В упражнении 7.4 найти трехэлементную аппроксимацию перемеще
ния гибкой струны.

7.10. В упражнении 7.4 найти перемещение, используя четыре конечных 
элемента с кусочно-линейными базисными функциями.

7.11. В упражнении 7.6 найти трехэлементную аппроксимацию перемеще
ния колеблющейся балки.

7.5. Процедуры конечно-элементного решения 
во временной области

В предыдущем параграфе было показано, что для решения 
систем обыкновенных дифференциальных уравнений, получаю
щихся при применении метода частичной дискретизации ко мно
гим нестационарным задачам, могут быть, использованы процедуры 
аналитического решения. Хотя мы и обладаем такой техникой 
решения линейных задач, практическое ее применение может 
оказаться затруднительным, и такой подход совсем не приемлем 
при решении нелинейных задач. По этой причине в данном па
раграфе будет рассмотрено решение систем уравнений типа (7.13) 
методом базисных функций. Для представления временной обла
сти, которая считается продолжающейся до бесконечности, будут



использованы конечные элементы. Условия на конце первого 
элемента будут определяться с помощью дифференциального урав
нения и начальных данных. Этот процесс затем повторяется для 
последующих элементов с использованием вновь вычисленной 
информации в качестве начальных данных для каждого очеред
ного элемента.

Так как ранее уже были введены базисные функции от про
странственных переменных, а теперь предполагается ввести базис
ные функции от времени, естественно спросить, почему базисные 
функции по пространству и времени не были введены непосредст
венно с самого начала. Для этого имеется достаточно много при
чин, из которых можно указать следующие. (1) В случае большой 
временной области задача становится чрезмерно громоздкой. (2) 
Получаемая система уравнений в общем случае несимметрична 
даже при применении методов типа Галеркина. (3) Геометрическая 
простота временной области не стимулирует использовать нере
гулярное разбиение на пространственно-временные элементы. (4) 
При использовании базисных функций вида Nт (х, у , г) Nт (t) 
для произвольных областей результат был бы тем же самым, что 
и при последовательной дискретизации по пространству и по 
времени.

Здесь полезно отметить, что система уравнений (7.13) может 
быть записана как набор независимых уравнений для мод (7.28) 
или (при М =  0) уравнений (7.30). В основном мы будем иметь 
дело с исходными векторными уравнениями, однако при обсуж
дении конкретных особенностей описываемых далее методов будут 
рассматриваться независимые уравнения для мод. Сначала ог
раничимся рассмотрением уравнений, имеющих первый порядок 
по времени, а затем получим методы для работы с уравнениями 
второго порядка.

7.5.1. Уравнения первого порядка

В предыдущих параграфах было показано, что применение 
метода частичной дискретизации к общему линейному уравнению 
первого порядка по времени вида

J^cp +  р — адф/д/ =  0 в Q (7.31)

в предположении, что приближенное решение ф имеет вид (7.10), 
приводит к системе уравнений

Cda/d/ +  Ka =  f. (7.32)

Согласно начальным данным в момент времени  ̂=  0 значение <р 
известно всюду и, следовательно, известно начальное значение а, 
скажем а0.
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Рис. 7.4. а — разбиение временной области на линейные конечные элементы; б — 
базисные функции элемента п.

Предположим, что временная область разбивается на линейные 
элементы, как показано на рис. 7.4, а. Тогда, поступая стандарт
ным «конечно-элементным» образом, можно записать

00

а «  а =  2  amNm, (7.33)
m= 1

где а " — значение аппроксимации а в узле т, т. е. в момент 
времени t =  tm. Так как для представления изменения каждой 
компоненты а используются одни и те же базисные функции Nm, 
то в равенстве (7.33) Nm является скалярной функцией. Рас
смотрим элемент п с узлами в t =  tn и t =  t„+it изображенный 
на рис. 7.4, б. На этом элементе имеем

а =  anN"-\- an+1N"+u (7.34)
так как все остальные базисные функции на элементе п равны 
нулю. В равенстве (7.34)

N“ =*l— T, dNnJdt =  - 1 /Д /„ ,
«  Т, dNnn+l/dt =  1 / Д (7. 35)

Т == (t tn)/Atn, Ып =  tn+1 — tn.
Применяя к уравнению (7.32) стандартный метод взвешенных 
невязок, получаем

00

5 (Cda/d/ +  K a — f) Wnd( =  0, n*=0,  1, 2,
о



рассматривая только такие весовые функции Wn, что
№„ =  0 при t <  tn и t >  tn+1, (7.37)

эти соотношения можно переписать в виде
tn+ 1
J (Cda/d/ +  K a — f {t)) Wndt = 0 ,  n =  0, 1, 2, (7.38)
*П

Здесь интегрирование производится только по элементу п и по
этому в полученном выражении можно подставить для а значение
(7.34). Тогда в силу соотношений (7.35) уравнение метода взве
шенных невязок принимает вид 
1
$ [(С/Л/„ (—а" +  ап+1) +  К {а" (1 — Т) +  ап+17 } —

- i ( t n +  AtnT)]WndT =  0, п =  0, 1, 2. (7.39)
и если предположить, что матрицы С и К постоянны на эле
менте, то

|(С/Д/„) S W, dT +  к  J TW„ dT|  a»+> +

+  | - ( C / A / n) S r n dT +  K S ( l - T )  WndTj a" =  
v о o J

i
=  $ f  ( t a +  Tbt„)WHdT. (7.40)

о
Соотношение этого вида справедливо для каждого элемента п и 
при подходящем выборе весовой функции Wп может быть исполь
зовано для последовательного вычисления значений а1, а2, а3, . . . .  
начиная с заданного начального значения а°. Соотношение вида 
(7.20), связывающее только ап+1 и а", известно под названием 
двухслойной схемы интегрирования по времени. Далее будет 
показано, как аналогичным образом могут быть получены схемы 
с большим числом слоев.

Для произвольной весовой функции уравнение (7.40) может 
быть переписано в виде

(С /Д /„+у„К )ап+1+ ( —С/Д/„+(1—уп) К) а»=1», (7.41)
где

1 1
yn= \ W nT dTj\WndT, (7.42а)

и 0
1 1

! "  =  $ w j V n  +  T M j  dT/$ wndT.
и 0



Если известная функция f является гладкой по то в ряде слу
чаев бывает удобно представить ее поведение на элементе п с по
мощью того же самого вида интерполяции, что и для а; если 
положить

f (/„ +  гД^„) ^  (Г) +  х (Т), 0 < Г < 1 ,  (7.43)
то

fn =  ( l - Y „ ) f n +  Y„f"+1 (7.44)
и соотношение, определяющее а"+1 через а" (равенство (7.41)), 
принимает вид
{С/Д/„ +  y„K} ап+1 +  { -С /М п +  (1 - Y„) К} а" =  (1 — уп) f" +  Y„f"+1-

(7.45)

Если интерполяция (7.43) оказывается неприемлемой из-за ха
рактера изменения функции f на элементе п (как это имело бы 
место, например, в случае внезапного удара), то правую часть 
равенства (7.426) следует вычислить точно.

7.5.2. Конкретные схемы для уравнений первого порядка

Рассматривая различные варианты выбора весовой функции Wn 
в равенстве (7.42а), можно получить целое семейство схем. Если 
взять для каждого элемента поточечную коллокацию при Г  =  9, 
т. е. положить Wn — 8(T— 0) для п =  0, 1,2, 3, .. ., то интегри
рование в (7.42а) можно выполнить непосредственно, получив 
Y„ =  0, а соотношение (7.45) можно записать в виде
{С/Дг„+0К} ап+Ч { —С /Д ;„+(1—0) К} ап =  (1 — 0) f“ +  0fn+1- (7.46)
Мы получили это соотношение из уравнения (7.32), используя 
метод конечных элементов. Другой широко используемый подход 
состоит в применении непосредственно к уравнению (7.32) метода 
конечных разностей (см. гл. 1). Тогда, выбирая на оси t диск
ретное множество точек t0, tlt t2, . . . ,  получаем в точности

Cda/dt |л+е +  Кал+0 =  fn+0, (7.47)

где верхний индекс п -f  0 означает вычисление в момент времени 
t =  tn-\-0Д/„, 0 ^ 0  <11. Используя разложения в ряд Тейлора 
вида (1.14) и (1.15), получаем

ап =  ап+е— 0Д/_^" at
п+е л + 0 езД ^а

2 dt2 6 dt3
a n+1 =  а',+0 +  (1 — 0) Д/„ d̂t

" + 0^ (  1 -0 )2Д/2^а 
dt2

П+0!
(7.48)

П+ 0
+

(I—0)3 Дt3n daa m+e.
6 dt3 ’



Вычитая (7.48) из (7.49), получаем аппроксимацию
da/dt |л+е да(an+1 — an)/Atn (7.50)

с погрешностью Е вида
Е =  { (1 - 0 )2 - 0 2 }  (д/в/2) d*a/dt2 |л+0 +  ( Д е д  {(1— 0)3 d3a/dt3 |л+0> +

-f-03d3a/d/s |п+0'}. (7.51)

Отметим, что Е имеет порядок 0(At%) при 0 = 1 / 2  и 0(Д/„) в 
противном случае. Умножив равенство (7.48) на 1—0, а (7*49) 
на 0 и сложив результаты, получим

ал+0да(1 — 0)ал +  0ал+1, (7.52)

где погрешность имеет порядок О (Д/3).
Подставив в уравнение (7.47) аппроксимации (7.50) и (7.52) и 

применив для fn+e то же представление, что и для ал+е в (7.52), 
находим

{ ^  +  еК } аП+1 +  { - д |  +  (1- е) к } а л =  ( 1 - 0 ) Г л +  0 ^ .  (7.53)

Это соотношение в точности совпадает с равенством (7.46), полу
ченным методом конечных элементов.

Таким образом, с помощью подходящего выбора точки колло- 
кации 0 внутри каждого элемента соотношение (7.46) можно прев
ратить в одну из следующих известных конечно-разностных схем 
для уравнения (7.32).

1. Схема Эйлера (схема с разностью вперед). Эта схема по
лучается подстановкой в равенство (7.46) 0 =  0, что дает

(С/Дtn) an+1 +  (— С/Д*я +  К) ал =  V\ (7.54)

Если матрица С диагональна и, следовательно, элементы обрат
ной матрицы С "1 могут быть получены непосредственно, то эта 
схема называется явной, так как ал+1 выражается в явном виде 
через ал с помощью соотношения

ал+1 =  Д ^С "1 {(С/Д/„ — К) а ” +  f"}. (7.55)

Далее будет показано, что вычислительные преимущества явной 
схемы этого типа обычно сопровождаются тем недостатком, что 
используемый шаг по времени Дtn не должен превосходить не
которой заданной величины.

Матрица С будет диагональна при конечно-разностной дискре
тизации пространственной области. Однако если дискретизация 
по пространству осуществляется методом конечных элементов, то, 
как правило, матрица С будет отлична от диагональной (см. ра
венства (7.12)) и свойство явности этой схемы утрачивается. При 
практических вычислениях данный недостаток обычно устраня
ется посредством диагонализации матрицы С. Чтобы продемонст



рировать этот процесс, рассмотрим задачу с одной пространст
венной переменной и предположим, что при дискретизации по 
пространству используются одномерные линейные элементы 
с двумя узлами. Тогда при применении метода Галеркина при
веденная матрица элемента се для типичного элемента е с номе
рами узлов t и / задается равенством

с е
а(Щ)* а 
а а  (Щ)2_ dx.- (7.56)

Если входящие в эту матрицу величины находить численным 
интегрированием, используя формулу типа (5.10а) с узлами на 
концах элемента, то

aNWj dx =  (h'l2) [(а№,Щ)ужл, +  (aWf^ ) y3M,] =  0, (7.57)
u*

так что матрица сг, а следовательно, и глобальная матрица С диа- 
гонализуются. Описание иных процедур диагонализации и под
робное их обсуждение можно найти в книге [2].

2. Схема Кранка—Николсона (схема с центральной разностью). 
При 0 = 1 / 2  равенство (7.46) принимает вид

( k + 7  К )  а ” ‘ +  ( ' , + Т  К )  а "  =  Т  Р '+ Т » * * ■ •  ( 7 - 5 8 )

Говорят, что эта схема является неявной, так как для нахожде
ния a'i+1 требуется решить систему уравнений, матрица которой 
отлична от диагональной.

3. Схема с разностью назад. Эта схема получается подста
новкой в равенство (7.46) 0 =  1, что приводит к неявной схеме

(С/Д/я +  К) а”+1— (С/Дtn) а ” =  in+1. (7.59)

Очевидной альтернативой поточечной коллокации является при
менение на каждом элементе метода типа Галеркина, т. е. исполь
зование на элементе п равенства W.n =  N% или Wn =  /V"+1. Этот 
способ введения весовых функций дает в точности частный 
случай равенства (7.46). Читатель может показать, что при 

=  получающаяся схема идентична схеме получаемой при
менением поточечной коллокации при Т =  2/3 на каждом элементе.

7.5.3. Многослойные схемы для уравнений первого порядка

Если отказаться от ограничения (7.37) и рассматривать весо
вые функции Wn, отличные от нуля более чем на одном элемен
те, то можно получить схемы с любым числом слоев. Чтобы 
продемонстрировать этот процесс, вернемся к равенству (7.36) и 
непосредственно воспользуемся стандартным подходом Галеркина,



т. е. положим

Так как
yv„ =  0 при и

(7.60)

(7.61)

то уравнение метода взвешенных невязок принимает вид
in +1

J  (Cda/ Я + К а — Uf))Nndt = 0 ,  n =  1 , 2 , 3 , . . .  (7.62)
/п-1

Применив используемый для а вид интерполяции также и для f 
(см. равенство (7.43)), получим
<и+.

j  {С (a"-1 dNn_Jdt +  a" dNjdt) +  К ( a +  a"iVn)} dt +
in- i 

in+1
+  J  {C (a" diV„/df +  an+1 dNn+1ldt) +  К (a"W„ +  a"+Wn+1)} Nn dt =

in

=  j  a n- 1̂ n- 1 +  f ^ n) ^ nd / +  jf (f»^„ +  f » + ^ B+l) ^ Bdf. (7.63)
-1 in

Используя соотношения (7.35) и проводя интегрирование, полу
чаем трехслойную схему

. . * . + !  K . . +  ( - 5 § j + * ) . - fп + 1 2Vl . f”- 1
6 +  3 6 ’ (7.64)

где предполагается, что Atn_1 =  htn =  kt1 а С и К — постоянные 
матрицы. Вычисления организуются с помощью повторного 
использования такой схемы при условии, что известны два на
чальных значения а0 и а1. Так как а0 задается с помощью на
чальных данных, то требуется каким-либо образом вычислить а1. 
Это можно сделать, например, использовав на исходном шаге 
одну из описанных выше двухслойных схем. Дальнейшие сведе
ния о других схемах этого типа приводятся в [2].

Пример 7.4. Применим описанные выше схемы_для интегриро
вания простейшего скалярного уравнения da/dt +  ка =  0 (к— поло
жительная постоянная) с начальным условием а =  1 в момент 
времени t =  0.

В этом случае общее уравнение (7.46) для двухслойной схемы 
упрощается, принимая вид

( t k + e ) “ ” t , + ( ~ t k + ( 1 _ 9 ) ) “ ’ " 0 ’ п - ° '  ' • 2>

причем согласно начальному условию а(/ =  0) =  а° =  1.



Рис. 7.5. Результат применения некоторых двухслойных схем к уравнению daldt-\- 
+ Я а = 0  при ЯД/„=0.5.

Рис. 7.6. Результат применения некоторых двухслойных схем к уравнению da/dt+ 
-+-Яа=0 при Я,Д/„=2.2. Обозначения те же, что на рис 7.5.



На рис. 7.5 и 7.6 поведение точного решения сравнивается 
с поведением решения, полученного по этой схеме при 0 =  0 (раз
ность вперед), 0 =  1/2 (схема Кранка—Николсона), 0 =  2/3 (метод 
Галеркина) и 0 = 1  (разность назад), для двух различных шагов 
по времени. Согласно рис. 7.5, результаты, полученные по всем 
схемам, дают правильную картину поведения решения, когда шаг 
по времени удовлетворяет соотношению ^Д/п =  0.5, причем наи
более точные результаты получаются при 0 = 1 /2 ,  т. е. по схеме 
Кранка—Николсона. Этого и следовало ожидать, так как не
трудно проверить, что погрешность аппроксимации da/dt |п+е в 
этой схеме имеет порядок О(Д^), а для других значений 0 по
рядок 0(Atn) (см. равенство (7.51)).

Согласно рис. 7.6, при возрастании шага по времени до зна
чения, определяемого соотношением А,Д^ =  2.2, поведение реше
ния для некоторых схем заметно изменяется. Решение, получае
мое по схеме с разностью вперед, дает колебания с нарастающей 
амплитудой. В этом случае говорят, что для данного значения 
шага по времени метод является неустойчивым. Схема Кранка— 
Николсона, хотя и остающаяся устойчивой, утрачивает свою вы
сокую точность и обнаруживает склонность к колебаниям, отсут
ствующим в точном решении. Метод Галеркина и схема с раз
ностью назад продолжают давать профили правильной формы 
с заметным снижением точности по сравнению с получаемой при 
меньшем значении шага по времени, как и следовало ожидать 
согласно (7.51). Обсуждение свойств устойчивости решений схем 
интегрирования по времени и возможности возникновения коле
баний будет продолжено в следующем разделе.

Трехслойная схема (7.64) для этой задачи принимает вид

и опять согласно начальным данным а° =  1.
Чтобы вычислить значение а1 и тем самым получить возмож

ность рекуррентно применять трехслойную схему, можно вос
пользоваться какой-либо из описанных выше двухслойных схем.

В приведенной ниже таблице результаты, полученные приме
нением трехслойной схемы, на исходном шаге которой исполь
зуется двухслойная схема типа разности вперед, с шагом по 
времени, определяемым соотношением XДtn =  0.1, сравниваются 
с точным решением. Удается получить хорошую точность при
ближения, хотя можно заметить, что найденные числовые значе
ния колеблются около точного решения.



It Т о ч н о е
р е ш е н и е

Т р е х с л о й н а я
с х е м а

0 1.0 1.0
0.1 0.9048 0.9
0.2 0.8187 0.8194
0.3 0.7408 0.7362
0.4 0.6703 0.6715
0.5 0.6065 0.6021

7.5.4. Характеристики устойчивости двухслойных схем

Общее уравнение первого порядка (7.32) с нулевой правой 
частью f может быть решено численно с помощью двухслойной 
схемы (7.53), записываемой в виде

(1/Дг„ +  е с ^ К ) an+1 =  (1 — 0) С ^К ) а". (7.65)
Если Х1( Х2, — собственные значения, а ах, а2, ам—
соответствующие собственные векторы задачи на собственные 
значения (см. разд. 7.4.2)

Кос ХСсс =  0, (7.66)
то в общем случае мы имеем

м м
ат =  2  Ута а > ап+1=  2  Ут+'ат‘, (7.67)

т — 1 т  = I

подставив эти выражения в (7.65), получим 

Ут ~  \/Мп- М т Ут- (7.68)

Как было отмечено выше, в случае положительно определенных 
матриц К и С все собственные значения Xlf h2f Км задачи 
(7.66) вещественны и неотрицательны.

Следовательно, точное решение затухает со временем и, со
гласно (7.67), то же самое поведение будет характерно для чис
ленного решения, если

I <  I f/m I. tn = l ,  2, М, (7.69)
т. е. если

- 1  <  - - иА| п-0хе̂ И <  '■  (7.70)

Зто условие должно быть выполнено для устойчивости схем 
интегрирования по времени. Кроме того, схема будет свободна от 
колебаний, если каждая входящая в виде множителя в у\1п мода 
имеет один и тот же знак на всех временных слоях /г. В силу



равенства (7.68) это будет выполняться, если

Ут  1/А<в + ( 1  —  8) Хт „
Упт l / A t n - Q \ m >  и ’ т =  1,2, М. (7.71)

Следовательно, двухслойная по времени схема (7.65) будет устой
чива и свободна от колебаний, если

0 ^  — 0) Хт ^  1
^  1 / д < „ - е \ и  ^ т— 1, 2, М. (7.72)

Условие (7.70) или (7.71) при заданном значении 0 обычно будет 
вводиться как ограничение на максимальный размер шага по вре
мени, который может быть использован в той или иной конк
ретной задаче.

Пример 7.5. Рассмотрим свойства устойчивости двухслойных 
схем, применявшихся для интегрирования задачи из примера 7.4, 
и возможность возникновения колебаний. Здесь будет рассмот
рено решение одного уравнения da/dt-\-Xa =  0 с использованием 
схемы вида

(1/Д/„ +  Х0) ап+1 +  (-1/Д/„ +  X  (1-0)) а"=0 .
Для данного случая одного уравнения решение системы (7.66^ 
тривиально и мы имеем Х = — X. Тогда условие устойчивости 
(7.70) сводится к двойному неравенству

1/Д^—М Ь-0) j
^  1 /д * „ + ) .е

Второе из этих неравенств автоматически выполняется, а для 
выполнения первого требуется, чтобы

(1 —  2 0 ) Х д / п < 2 .

Это условие всегда выполняется для 0 ^  1/2 каково бы ни было 
значение Д О  таких схемах говорят, что они являются безус
ловно устойчивыми. При О < 0 < 1 / 2  устойчивость является услов
ной, и требуется, чтобы шаг по времени Д и с п о л ь з у е м ы й  на 
каждом этапе процесса, удовлетворял ограничению

Я Д / „ <  2Д 1-20).

В данном случае схема, свободная от колебаний, может быть 
получена при условии, что выполняется соотношение (7.72), т. е. 
если

1/А/п-Х(1_-0) р 
1/Д̂ л +  ̂ б



а это эквивалентно требованию

( 1 - в ) К М п <  1.

Данное условие всегда выполняется для схемы с разностью назад 
0 =  1 каково бы ни было значение шага по времени Дtn. Однако 
для всех других значений 0 при достаточно больших значениях 
шага по времени будут возникать колебания. Из приведенного 
неравенства следует, что использованный при анализе примера 7.4 
шаг по времени, определяемый соотношением ЯД/П =  2.2, таков, 
что обеспечено возникновение колебаний для схемы Кранка — 
Николсона (0=1/2) ,  но при этом метод Галеркина (0 =  2/3) будет 
свободен от них (см. рис. 7.6). Таким образом, при использовании 
достаточно больших значений шага по времени математически 
более точная схема Кранка — Николсона на практике может давать 
численные результаты менее точные, чем получаемые по другим 
схемам. На рис. 7.7 показаны области неустойчивости и наличия 
колебаний в плоскости (0, ЯД/„) для рассматриваемых в данном 
случае двухслойных схем.

В разд. 7.4.3 было показано, как с помощью разложения по 
модам перейти от векторного уравнения

С da/d/+  Ка =  О (7.73)

к системе независимых уравнений вида (7.30):
dylldt— 'kly l^  0, k=\ ,  2, 3, М. (7.74)

Следовательно, можно получить информацию об ожидаемом пове
дении решения, получаемого применением к уравнению (7.73) 
двухслойной схемы, рассматривая применение этой схемы к каж
дому уравнению вида (7.74). Это в свою очередь можно сделать, 
повторив проведенные в примере 7.5 рассуждения для каждого 
из этих независимых уравнений. Можно ожидать, что решение 
будет свободно от колебаний, если

Д * „ < 1 / [ ( 1 - 0 ) 1 М ] ,  ( 7 - 7 5 )
и будет устойчивым, если

(1 — 20) | Xt | Д/„ <  2 (7.76)
для любого значения К,. Если используется безусловно устойчи
вая схема (т. е. выбирается такое 0, что неравенство (7.76) выпол
няется автоматически) и некоторый шаг по времени АГп, только 
частично удовлетворяющий неравенству (7.75) {например, шаг 
по времени Д/л* может быть таким, что

Д / ; <  1 / [ (1 - 0 ) |^ П , 1=1, 2 , . . . , р ,  (7.77)
НО

Д / ; >  1 /[(1 -0 )|Х ,|] , / =  р + 1 ,  р +  2......... М),  (7.78)



Рис. 7.7. Области неустойчивости и колебаний для двухслойных схем, применяе
мых к уравнению da/dt-\-ka= 0.

то моды для малых значений \Kt \ будут свободны от колебаний, 
но для мод с большими значениями |XZ| колебания будут воз
никать. Очевидным выходом из положения было бы уменьшение 
шага по времени до такого значения, чтобы неравенство (7.75) 
выполнялось для всех однако для этого может потребоваться 
слишком много машинного времени. Поэтому на практике иногда 
применяется иной подход, состоящий в сохранении имеющегося 
значения шага по времени Ы*п и использовании какой-либо чис
ленной процедуры для исключения колебаний от высокочастотных 
мод. Обычно такие процедуры состоят в каком-либо осреднении 
вычисленных значений последовательно на каждом шаге по вре
мени.

Условно устойчивые схемы всегда будут приводить к неустой
чивости, если используемый шаг по времени Д/„ не удовлетворяет 
неравенству (7.76), в котором за 'к1 взято максимальное по абсо
лютной величине собственное значение задачи (7.66). Это сущест
венно ограничивает использование явного метода (7.55). Однако 
необходимость использования при применении этого метода доста
точно большого числа малых шагов по времени часто компенси



руется ненадобностью обращения матрицы, что существенно 
экономит вычислительные усилия.

Согласно проведенному в этом разделе анализу устойчивости 
процесс получения оценки для максимального шага по времени, 
который может быть использован в условно устойчивой схеме, 
с необходимостью требует решения полной задачи на собственные 
значения (7.66):

Ксс+^Са =  0. (7.79)

Однако можно показать [3], что если дискретизация по прост
ранству осуществляется методом конечных элементов, то наиболь
шее глобальное собственное значение всегда должно быть меньше 
наибольшего локального собственного значения элемента. Эти 
собственные значения элемента нетрудно получить из уравнения 
(7.79), заменив в нем глобальные матрицы приведенными матри
цами элемента. Тогда можно провести оценку максимального 
допустимого шага по времени. Следует заметить, однако, что 
такая оценка будет заниженной (особенно для задач, в которых 
используется дискретизация на неравномерной сетке1)).

Пример 7.6. Используем двухслойную схему типа разности 
вперед (т. е. с 0 =  0) для решения уравнения Cda/d/ +  Ka =  f, 
получающегося при применении метода конечных элементов по 
пространственной переменной к задаче из примера 7.2. Тогда 
ненулевые компоненты типичных приведенных матриц элементов 
се и ке имеют вид

с e =  he
1/3 1/6“ 
1/6 1/3 J ’ ке he

1 — Г 
— 1 1 •

В данном случае задача на собственные значения для элемента 
записывается как

det (k* +  Xc*) =  0.

Подставляя сюда приведенные выше выражения для матриц эле
ментов, получаем уравнение

Г l +  M/i*)2/3 — 1 +  Х(А*)в/6]

[ — 1 +  к ( И 2/6 1 +  х ( И 2/з] ^  ° ’

решение которого дает

*1 =  0, Х2 =  -12 /(А ‘ )».

Таким образом, условие устойчивости (7.76) выполняется, если

2) В случае равномерной сетки эта оценка иногда не допускает сущест
венного улучшения.— Прим, ред.



принимаемый шаг по времени Ып таков, что
м п <  т ч  6

для всех пространственных элементов е. Для явной (диагонали- 
зованной) схемы, используя равенство (7.57), имеем

и в этом случае собственными значениями элемента будут 
Х1==0, X2 =  - 4 /(/i*)2.

Таким образом, критерий устойчивости имеет вид
м п <  т ч ^

и, следовательно, для данной задачи диагонализованная схема 
допускает использование шага по времени, в три раза большего, 
чем при недиагонализованной матрице С.

Упражнения
7.12. Для уравнения (7.32) получить двухслойную по времени схему, ис-

t n + i

пользуя метод наименьших квадратов и минимизируя 1 =  [ R2 dt относи*
jtn

тельно ал + 1. Показать, что входящие в схему матрицы являются симметрич
ными даже в том случае, когда матрицы С и К несимметричны.

7.13. Применить метод наименьших квадратов для решения уравнения из 
примера 7.4. Исследовать устойчивость получающейся схемы, выяснить воз
можность возникновения колебаний. Сравнить результаты, получаемые по этой 
схеме при ЯД^П =  0.5, с аналогичными результатами для других методов, при
веденными на рис. 7.5.

t



7.14. Решить уравнение С dyjdt +  &K(p =  f из примера 7.3 явным методом, 
используя подходящее значение шага по времени. Реализовать несколько шагов 
процесса и сравнить вычисленное изменение температуры в центре отрезка 
с показанным на рис. 7.3.

7.15. С помощью обобщения использованной в (7.57) техники получить 
диагонализованные матрицы элементов се при а = 1  для следующих элементов: 
а) одномерный лагранжев кубический элемент, узлы которого совпадают с уз
лами квадратурной формулы Гаусса— Лобатто (5.27); б) квадратный билиней
ный элемент с четырьмя узлами; в) треугольный элемент с тремя узлами из 
упражнения 5.8; г) серендипов элемент с восемью узлами из упражнения 5.16; 
д) лагранжев элемент с девятью узлами из упражнения 5.16.

7.16. Решить задачу из примера 7.3, используя одновременную конечно
элементную дискретизацию по пространственно-временной области, показанной 
на рисунке. Найти значение решения в узле 8, используя подходящее значе
ние для АЛ

7.5.5. Уравнения второго порядка

Общее уравнение второго порядка (7.11)
М А / й 2 +  С da/dt +  Ка =  f (7.80)

может быть решено с помощью обобщения методов предыдущих 
параграфов.

Если попытаться решить это уравнение непосредственно, как 
это было сделать в разд. 7.5.1 для уравнений первого порядка, 
то можно опять положить

а «  а =  2  amNm (t). (7.81)
т= 1

Отметим, однако, что теперь базисные функции Nт (t) должны 
иметь степень не ниже второй, так как в уравнение входят вто
рые производные по времени. Поэтому рассмотрим типичный 
квадратичный элемент п по времени с тремя узлами, помещен-1 
ными в точки t2n, t2n+l и t2n+2, как показано на рис. 7.8. На этом 
элементе имеем

а «= a 2nN«n +  а 2п+1Л^„+1 +  агп+гЛ ^ +г, (7.82)
так как все остальные базисные функции на элементе п равны 
нулю. Здесь

ЛГЬ,=
Т (1 —Т)

2

I Л
-

|§
а

II —1/2 +  T
д<„ ’

d*N4n
dt2

|<nC
~ 1 <3 

II

т п+г= 1 — Тг, dN'l,+i 2 Т d2NnU /V2rt + 1_  2
dt Дin ’ dti “  Aft

+ ю II Т (14-Х)
2 ’

dN2n+2 
dt

1/2+Г 
Д/„ ’

d2NnU /V2fl+2 
djf2

_  1
~~ A in ’

Т —  ̂ 2̂п + 1
 ̂2я + 2 2̂л + 1» ~  2̂/2 + 1Д ‘п •

(7.83;
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а

Рис. 7.8. а — разбиение временной области на квадратичные конечные элементы; 
6 — базисные функции элемента п.

Применение к уравнению второго порядка (7.80) стандартного 
метода взвешенных невязок дает

СО Л

l ( M S '  +  C7§' +  K* - f ) Wndt =  0, п =  0 , 1 , 2 ,  (7.84)
о

Если ограничиться рассмотрением весовых функций Wп, отличных 
от нуля только на элементе п, то эти уравнения принимают вид
*2Л + 2 «ч

)  ( +  С +  К а— f J  Wndt =  0, л =  0, 1, 2, . . .  (7.85)
*2П

Используя соотношения (7.83) и проводя рассуждения, анало
гичные использованным при выводе уравнения (7.45), эти равен
ства можно преобразовать к виду

[М +  у Д*„С +  р Д£К] а 2л+2 +
+  [_2М  +  (1 - 2 у )  Д *„С + (1/2— 2Р + v) Д/2К] а2л+1 +
+  [ М -  (1 -  у) AtaC +  (1/2 +  р— у) Д«К] а2л =  fл Д/J, (7.86)

1
7 =  \ (T+\/2)WndT,

-1

где



Р =  j  (1/2) T(T +  l )W ndTl  5 Wn dT, (7.87)

1 1 
S WJ(tin+1 +  TAtn)dTj  5 WndT,

а матрицы M, С, К предполагаются постоянными.
Интерполируя f тем же самым способом, что и а, получим

7n =  pf2n+2 +  (l/2 — 2p +  y)f2'z+1 +  (1/2 +  Р— у) f2“. (7.88)

Уравнение (7.86) соответствует общему алгоритму, впервые полу
ченному Ньюмарком [4], и является одним из наилучших известных

г Р
1
г 0

1
2 0

3 12

1 1
2 6

1 1
2 10

3 4
2 5

1 1
2 12

1 1
2 А

Рис. 7.9. Весовые функции для неко
торых трехслойных схем для уравнении 
второго порядка.

а|/=о =  а°,

рекуррентных соотношении для 
уравнений второго порядка1).

На рис. 7.9 приведены зна
чения |3 и у, соответствующие 
весовым функциям различных 
видов. Ньюмарк рекомендует в 
общем случае брать значение 
у = 1 /2 ,  что, как можно заме
тить, соответствует симметрич
ным весовым функциям всех ви
дов. Если Р =  0 и матрицы М 
и С диагональны, то для опре
деления а2я+2 не требуется ни
какого обращения матриц и схе
ма является явной. Однако тог
да (точно так же, как и в слу
чае уравнений первого порядка) 
можно показать, что устойчи
вость будет условной и шаг по 
времени Ып должен быть надле
жащим образом ограничен.

Согласно уравнению (7.86), 
в трехслойных схемах для на
чала вычислений требуются два 
исходных значения а0 и а1, то
гда как чаще всего начальные 
данные задаются в виде

da/d/|,=e =  b°. (7.89) i)

i) Заметим, что в (7.83) предполагается постоянство шага по времени,— 
Прим, ред.



В этом случае опять можно применить различные стартовые 
схемы, позволяющие найти требующееся значение а1 по началь- 
ным данным (7.89).

7.5.6. Устойчивость трехслойных схем 
для уравнений второго порядка

Для простоты ограничимся рассмотрением задачи устойчи
вости трехслойных схем для уравнений второго порядка с отсут
ствующей первой производной [5]. Как и в разд. 7.5.4, рассмотрим 
однородное уравнение (т. е. положим f =  0). Тогда расчетная схема. 
(7.86) упрощается, принимая вид
[1 +  Р Ь *т -1К]а*п+* +  [—2 +  (1/2— 2Р +  у) At'Nl-'K] a2" +1 +

+  [1 +  (1/2 +  Р—у) А^М_1К] а2" =  0. (7.90)

Если со2, cog, ., сом — собственные значения, а а х, ос2, . . . ,  ам — 
соответствующие собственные векторы задачи на собственные зна
чения (см. разд. 7.4.1)

Кос— о)2Ма =  0, (7.91)
то в общем случае

м
а * " =  2  У > я (7-92)m= 1

и согласно (7.90) имеем

[1 +  Р А  У Т г +  [ - 2  +  ( 1 / 2  -  2р +  у )  А « , ]  у Т 1 +
+  [1 +  (1/2 +  Р—у) А/ с̂о ]̂ у2£  =  0. (7.93)

Будем искать решение в виде

№  =  (7-94)
где А — некоторая постоянная; из подстановки этого решения 
в (7.93) следует, что решение такого вида существует при р =  р! 
или р =  р2, где р! и р2— корни квадратного уравнения
L l + P  A/2a)fn] р2 +  [—2-\- (1/2— 2(3 + у) A/£g)£J р +

+  [1 +  (1/2 +  p- у )  MWm] =  0. (7.95)

Ранее мы отмечали, что если матрицы К и М являются положи
тельно определенными, то собственные значения уравнения (7.91) 
будут различными вещественными положительными числами, 
и в этом случае точное решение (формула (7.18)) имеет вид неза
тухающих устойчивых колебаний. Численное решение типа (7.94) 
будет иметь вид колебаний в том случае, когда рх и р2— комп
лексные числа, причем колебания остаются ограниченными, если 
модули этих комплексных значений удовлетворяют неравенству

» =  1 . 2.  (7.96)



Таким образом, численное решение будет устойчивым и будет 
иметь вид незатухающих колебаний, как это и требуется, если

Ы  =  1, 1 = 1 2 .  (7.97)

В то же время численное решение будет оставаться устойчивым, 
но искусственно затухающим, если

I Pi I <  1 > i = 1 > 2-
Решение уравнения (7.95) можно записать в виде

Р =  [ 2 - £ ± | Л 2 - £ ) 2- 4 ( 1  +  Л)]/2,
где

„  _  П/2~Ьу) сОт &tn U   (1/2 — у )®mAtn

l +  Po&Atf ’ “  I +  PcdSi A * ’

и эти корни будут комплексными, если
4(1 +  А) >  (2— gr)2,

т. е. если
[ 4 P - ( l / 2  +  y)2J < 4 .

Модуль этих корней равен

| рI =  j/p p * =  1 +  Л,

(7.98)

(7.99)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

и согласно неравенству (7.96) требуется, чтобы
—1 <А<0. (7.104)

Анализируя неравенства (7.102) и (7.104), можно заметить, что 
трехслойная схема будет безусловно устойчива, если

р >  (1/4) (1/2 + у)’ , У > 1 / 2 ,  1/2 + V +  P >  0. (7.105)

При невыполнении этих условий устойчивость все еще может быть 
получена, если выбранный шаг по времени таков, что выполняется 
неравенство (7.102).

Нетрудно проверить, что из приведенных на рис. 7.9 схем 
только две (у =  3/2, Р = 1  и у = 1 /2 ,  Р =1 /4 )  являются безусловно 
устойчивыми. Все схемы, для которых -у — 1/2 и р ;>  1/4, являются 
безусловно устойчивыми и не дают искусственного затухания, 
тогда как для схем с у >  1/2 такое числовое затухание является 
заметным и приводит к неточности результатов при больших зна
чениях Д/„*). Этот факт иллюстрируется рис. 7.10, где построен 
график зависимости | р | от со Л/п/(2л) для различных схем инте
грирования уравнения cPa/dt2 +  со2а =  0 и заметно резкое затуха
ние | (х | с ростом Д/„. Затухание высокочастотных мод часто же-

0  Само по себе отсутствие затухания не всегда гарантирует малую по
грешность затухания.— Прим. ред.



Рис. 7.10. Зависимость ||л| от соД/„/(2л) для некоторых трехслойных схем, приме
няемых к уравнению d2a/d/2+ (o 2a = 0 .

лательио, так как оно помогает уменьшить паразитные колебания 
в этих модах. Для основных мод обычно принимается критерий 
типа со,л Д/п/(2я) <  10“ \  и тогда для таких мод влияние число
вого затухания незначительно.

7.5.7. Нелинейные нестационарные задачи

Основной областью применения численных методов является 
решение нелинейных нестационарных задач, когда компоненты 
матриц в системах (7.32) или (7.80) зависят от неизвестного век
тора а. Здесь оказывается неприемлемым подход, описанный в § 7.4, 
где использовались процедуры аналитического решения. В случае 
уравнений первого и второго порядков можно воспользоваться 
общими уравнениями (7.36) и (7.84) метода взвешенных невязок, 
однако получающиеся при этом двух- и трехслойные схемы будут 
отличны от (7.41) и (7.86). Для совместности полученных урав
нений необходимо полное (численное) интегрирование уравнения 
метода взвешенных невязок и в общем случае требуются итерации 
на каждом шаге по времени.

Во многих практических приложениях трудности, связанные 
с интегрированием по времени, удается устранить с помощью 
применения процедур поточечной коллокации; например, подстав
ляя непосредственно в равенство (7.39) Wn =  &(T — 0), имеем

c ( f . +6)- (— а" +  а"+1) +  К (ап+е) [(1 —  0) а в +  0an+l] =  fn+0, (7.106)
t\tn

где an+fl и fn+0 могут быть вычислены с помощью аппроксима
ции (7.52), и полученное уравнение может быть решено итера
тивно для а"+1.



Для нелинейных уравнений не будет справедлив и анализ 
устойчивости, проводившийся в предыдущих параграфах, однако 
некоторую информацию о вероятных характеристиках численных 
схем можно получить с помощью локальной линеаризации урав
нения на одном шаге по времени. Тогда, например, в случае 
уравнений первого порядка можно было бы рассмотреть устойчи
вость на интервале по времени [/„, in+1\ двухслойной схемы (7.65) 
применительно к линейному уравнению1)

С (a") da/dt +  К (ал) а *  0. (7.107)

Максимальный размер шага по времени Дtn для обеспечения устой
чивости и предотвращения возникновения колебаний будет теперь 
зависеть от решения и меняться вместе с ним.

Упражнения

7.17. Исследовать характеристики устойчивости трехслойной схемы, исполь
зованной в примере 7.4.

7.18. Перемещение ф груза, подвешенного на пружине, описывается урав
нением d2y/dt2 +  q) =  Q с начальными данными ф =  0, dyldt =  \ при / =  0. 
Сравнить точное решение с результатами, получаемыми применением трехслой
ной схемы (7.86) для различных значений (3 и у.

7.19. Показать, что общее уравнение второго порядка
М d2a/di2 +  С da/dt +  Ка =  f

можно записать как
Ci dc/<H +  Kc =  fi,

где сг = ( а ,  b), b =  da/dt. Найти вид Ci, Кi и ff. Построить явную двухслой
ную схему для нахождения последовательных значений с и показать, что эта 
схема безусловно неустойчива, если она применяется к одному уравнению 
d2a/dt2+  со2а =  0.

7.20*. Колебания натянутой струны с закрепленными концами описываются 
уравнением д2(р/дх2 =  (\/с2) d2(p/dt2, где с— постоянная, а ф — перемещение. 
Пусть струна единичной длины с с = 1  первоначально находится в покое 
(дф/д/1/=0 =  0) и имеет форму ф = * ( 1 —х). Использовать представление реше
ния с помощью трех линейных конечных элементов и показать, как можно 
получить решение, используя схему (7.86) при Р^=0 и у = 1 /2 ;  реализовать 
несколько шагов процесса с подходящим значением шага по времени.

7.21. Исследовать свойства устойчивости трехслойной схемы (7.86), приме
няемой к одному уравнению d2a/dt2-\-u)2a =  0 при у = 1 /2  и [3=1/6. Найти 
максимальное допустимое значение шага по времени, если эта схема исполь
зуется для решения задачи из упражнения 7.20.

7.22. Перемещение груза, подвешенного на нелинейно упругой пружине, 
описывается уравнением с/2ф/^/2 +  ф (I +  ф) =  0 с начальными данными <р=1, 
d($/dt =  0 при / =  0. Найти решение, используя схему (7.86) с у = 1 /2 , р =  0.

7.23. Исследовать возможность использования билинейных пространствен
но-временных конечных элементов с четырьмя узлами для решения задачи 
из упражнения 7.20.

х) Хотя непосредственная локальная линеаризация приводит к несколько 
более сложному уравнению, на практике в большинстве случаев целесообразно 

ограничиться рассмотрением именно уравнения (7.107).— Прим, ред.
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ОБОБЩЕННЫЕ КОНЕЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ,
ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ И ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

8.1. Обобщенный метод конечных элементов

Основная цель этой книги состоит в том, чтобы показать 
единство различных процессов аппроксимации, используемых при 
численном исследовании физических задач, описываемых соответ
ствующими дифференциальными уравнениями. Если сначала каза
лось, что аппроксимация конечными разностями (гл. 1) не имеет 
ничего общего с аппроксимацией непрерывными базисными функ
циями (гл. 2), то использование в гл. 3 локальных базисных 
функций в рамках классического метода конечных элементов по
зволило ликвидировать этот разрыв. Там было показано не только, 
что конечно-разностные и конечно-элементные аппроксимации про
стого вида в ряде случаев приводят к одним и тем же аппрок
симирующим выражениям, но и что при соответствующих локаль
ных разложениях любые конечно-разностные выражения можно 
рассматривать как частные случаи конечно-элементных аппрокси
маций базисными функциями.

Кроме того, тесно связанными с данными процессами, оказы
ваются процедуры граничного решения (затронутые в гл. 2 и 
часто выделяемые в независимую категорию). Общим звеном всех 
этих процессов аппроксимации является представление неизвест
ной функции через базисные функции и неизвестные параметры 
и нахождение этих параметров из системы уравнений метода 
взвешенных невязок. В связи с растущей популярностью метода 
конечных элементов и его реализаций в виде систематических и 
хорошо документированных процедур мы считаем возможным вве
сти понятие обобщенного метода конечных элементов, охватываю
щего все упомянутые выше различные подходы. Это позволяет 
с единых методологических позиций рассматривать формулировку, 
теорию и организацию вычислительных программ для всех про
цессов аппроксимации. Кроме того бессмысленными становятся 
тривиальные (и мало обоснованные) доводы в пользу, скажем, 
конечных разностей по сравнению с конечными элементами, так 
как в конкретных ситуациях каждый из этих подклассов имеет 
свои достоинства.

В самом деле, теперь становится возможным сочетать различ
ные типы аппроксимации в одной унифицированной вычислитель
ной программе для ЭВМ, и в этой области уже имеются опреде



ленные достижения. Типичным примером является совместное 
использование аппроксимаций граничного типа, дающих прекрас
ные результаты при моделировании сингулярностей и бесконечных 
областей, и стандартных классических аппроксимаций конечными 
элементами в областях, где геометрию задачи удается детальнее 
промоделировать с помощью нерегулярного измельчения сетки [1].

Еще одну возможность открывает одновременное использова
ние глобальных и локальных базисных функций. На простых при
мерах было показано, что глобальные базисные функции типа 
применявшихся в гл. 2 часто дают хорошие результаты даже при 
несколько меньшем числе параметров, чем соответствующие ло
кальные аппроксимации, основанные на стандартных конечно-эле
ментных или конечно-разностных выражениях. Если задача лишь 
незначительно отличается от такой, в которой глобальное реше
ние дает хорошую аппроксимацию, то в качестве иерархического 
уточнения может служить локальное конечно-элементное выра
жение [2].

Итоговым примером возрастающих преимуществ, связанных 
с унификацией понятий, является, пожалуй, современное исполь
зование конечно-разностных аппроксимаций на нерегулярной сетке. 
Здесь нельзя воспользоваться простым разностным оператором из 
гл. 1, но можно построить локальные многочленные базисные 
функции, основывающиеся на соседних узловых точках, и полу
чить нужную аппроксимацию с помощью коллокации или какой- 
либо другой разновидности метода взвешенных невязок. Этот 
единообразный подход к приближенному численному решению 
реальных физических задач позволяет систематическим образом 
рассматривать наиболее важные в практическом плане вопросы 
анализа: 1) насколько точным является полученное решение? 2) как 
получить решение с нужной точностью? Ответам на эти вопросы 
посвящены остальные параграфы этой главы.

8.2. Погрешность дискретизации в численном решении

Погрешность приближенного численного решения задачи обу
словливается тремя основными причинами. Прежде всего это исполь
зование аппроксимации базисными функциями, приводящее к тому, 
что дифференциальные уравнения и соответствующие им краевые 
условия удовлетворяются неточно, возникающая при этом погреш
ность носит название погрешности дискретизации (или аппрокси
мации). Кроме того, на любом этапе вычислений может быть 
запомнен только конечный объем информации, и это приводит 
к вычислительной погрешности. Третий вид погрешности связан 
с тем, что выбранная для численного решения математическая 
модель лишь приближенно описывает физическое явление. Воз
растание точности современных ЭВМ позволяет уменьшить вторую



из этих погрешностей, вопрос же о погрешности математической 
модели выходит за рамки данной книги (здесь считается, что ре
шение математической модели является «точным»). Поэтому все 
внимание будет сосредоточено на погрешности дискретизации, воз
никающей при реализации описанных выше процессов аппрокси
мации.

До сих пор при обсуждении погрешностей мы ограничивались 
формулировками (см. равенства (1.17) и (4.2)), в которых порядок 
погрешности дискретизации выражался через характерный шаг 
сетки. Такой подход сам по себе не позволяет определить вели
чину ошибки дискретизации. Однако если имеется последователь
ность решений на сетках с равномерно убывающим шагом, то 
можно получить приближенную оценку точности найденного реше
ния. Как правило, на практике желательно иметь как можно 
больше информации о возможных погрешностях, чтобы лучше 
распорядиться полученной аппроксимацией. Идеальной, очевидно, 
была бы ситуация, когда для каждого дискретного решения с твер
дой уверенностью можно было бы утверждать, что погрешность 
не превосходит некоторого заданного значения, являющегося ра
зумной оценкой реальной погрешности. Это позволило бы с по
мощью последовательного уточнения продолжить решение до 
достижения нужной точности и в то же время повысило бы дове
рие к процессам численной аппроксимации.

Хотя такая цель может первоначально показаться утопической 
(и действительно кое-кто считает ее недостижимой, так как точное 
знание погрешности предполагает знание точного решения), в этом 
направлении уже имеются существенные успехи, и в настоящее 
время оценки погрешностей могут использоваться для реальных 
дискретных вычислений. Имея такую оценку, пользователь может 
заключить, являются ли полученные им результаты удовлетвори
тельными или необходимо дальнейшее уточнение решения. Как 
правило, можно ожидать, что сведения о распределении погреш
ности определяют методику проведения такого уточнения, и тогда 
это уточнение может быть осуществлено автоматически. Процеду
ры такого рода, называемые адаптивными, позволяют с помощью 
ЭВМ эффективно проводить уточненйе сетки до достижения тре
буемой точности. Очевидно, что могут быть использованы различ
ные стратегии уточнения; некоторые из них более экономичны 
в вычислительном отношении, но все они ведут к достижению 
одной и той же цели. Мы не будем обсуждать далее эти вопросы: 
заинтересовавшийся ими читатель может обратиться к литературе 
[3], здесь же вкратце рассматривается лишь основной вопрос об 
оценках погрешностей.



8.3. Мера погрешности дискретизации

На протяжении большей части этой книги рассматривалось 
решение общей краевой задачи о нахождении неизвестной функ
ции ф, удовлетворяющей дифференциальному уравнению

^Ф -|-/) =  0 в Q (8.1а)
с краевыми условиями

e^jp-fr =  0 на Г, (8.16)

где 3? и еМ— линейные дифференциальные операторы общего вида, 
а р и г — заданные функции.

Приближенное решение строилось в виде разложения по базис
ным функциям

м
Ф = 2  amNm. (8.2)

ms 1
Очевидно, что локальная погрешность Е определяется просто по 
правилу

£  =  Ф — ф ,  (8.3)
где ф—Точное решение.

Так как поточечное вычисление погрешности затруднительно, 
можно воспользоваться некоторыми иными мерами для Е. Одной 
из таких удобных мер является так называемая энергетическая 
норма, определяемая по формуле

\E3EdQ.
й

(8.4)

Применение формулы Грина или интегрирования по частям 
показывает, что величина этой нормы позволяет судить о точно
сти представления производных (например, напряжений в задачах 
теории упругости).

Величина (8.4) тесно связана с невязкой Rq, задаваемой ра
венством

Ra =  &V +  p, (8-5)
причем простоты ради предполагается, что разложение (8.2) точно 
удовлетворяет краевым условиям. Чтобы установить эту связь 
подставим в (8.4) выражение (8.3) для Е\

f f f l ^  J (ф^ ф +  ф^ ф— ф^ ф— $j??)dQ. (8.6)
Q

Согласно методу Галеркина,

 ̂ Фо2*Ф dQ =  — фр d£i.
q п



Учитывая этот результат и уравнение (8.1а), равенство (8.6) можно 
переписать в виде

||£|р =  — $ (Ф— ф )(^ ф  +  р )^0 , (8.8а)
а

а это в силу (8.3) и (8.5) равносильно равенству

| |£ | |=  — \ E R a d Q .  (8.86)
Q

В следующем параграфе будет показано, как используется выра
жение такого вида для практического вычисления оценки погреш
ности дискретизации.

8.4. Оценка погрешности дискретизации

Дя заданной конечно-элементной аппроксимации ф легко найти 
невязку Rq. В общем случае ее естественно представить в виде 
суммы двух слагаемых:

Ra =  Ri +  Ri- (8.9)

Первое слагаемое, Rit определяется стандартным образом внутри 
каждого элемента; второе слагаемое, R2, имеет вид дельта-функ
ции Дирака на границах между элементами, где иногда, как было 
показано выше, некоторые из производных, входящих в J?^p, не 
определены. В таком случае можно выполнить интегрирование 
по частям, и если п и t — направления нормали и касательной 
к границе Iе элемента е, то

\ R 2 d Q =  2  $ ® d t ,  (8.10)
п /*с£г/*

где 0 — величина разрыва соответствующей производной на гра
нице и суммирование проводится по границам элементов, не со
держащимся в Г. Например, если мы имеем дело с оператором 
Лапласа, то эта величина принимает вид

0  =  д(р/дп \,е. (8.11)

Аналогичным образом в задачах теории упругости © представ
ляет разрыв касательного напряжения на границах элементов.

Если невязки известны, то для оценки погрешности можно 
использовать выражение (8.8). При измельчении сетки таким обра
зом, что характерный размер h элемента стремится к нулю, по
рядок погрешности аппроксимации достаточно гладкой функции 
многочленом в пределе будет на единицу выше степени самого 
аппроксимирующего многочлена; чтобы убедиться в этом, доста
точно разложить функцию в ряд Тейлора.



Рассмотрим разложение вида (8.2) с параметрами аи аг, ., ам 
и сделаем иерархическую добавку в виде еще одной базисной 
функции NM+1 и параметра ам+1, где NM+i представляет интер- 
полицию следующего порядка; например, если решение основы
вается на линейных элементах, то NM+l будет квадратичной иерар
хической модой. На носителе этого дополнительного слагаемого 
можно приближенно представить погрешность в виде

Е  ~  а м + 1 ^ м + 1  ( 8 . 12)

и найти аппроксимацию для aM+i с помощью уравнения метода 
взвешенных невязок

$ ^м+1 (ф +  aM+i^M+i) +  (8.13)
Q

считая, что параметры а19 а2, . . . ,  ам остаются без изменения. 
(Здесь интеграл следует понимать в обобщенном смысле, так как 
уже было отмечено, что S N т может не существовать.) Таким 
образом,

$ NM+l (J?NM+l) d Ql _1 J Nm iRadQ. (8.14) 
Lo J Q

В ряде случаев первый сомножитель в правой части после ин
тегрирования по частям можно представить просто как

« г -  Км\г, М+1 » (8.15)

т. е. он будет обратным для соответствующей компоненты матрицы. 
Используя равенство (8.86), получаем выражение для оценки 
погрешности

IЕ ||2 =  J m+iR& dQ =  Км+i, м+1 1 $ ^ м + dQ 1 . (8.16)
Q LQ J

Так как иерархические функции могут добавляться на каждом 
элементе, в общем случае можно вычислить такие члены на каж
дом элементе, а затем просуммировать вклад отдельных элементов.

Как было указано выше, эта оценка справедлива только в 
асимптотическом смысле при ft, стремящемся к нулю, и, к сожа
лению, в общем случае не верна на фиксированных сетках. На
пример, функция NM+l может оказаться ортогональной к невязке 
и тогда оценка погрешности будет равна нулю. Мы предположили 
также, что при добавлении члена aM+1NM+1 к аппроксимации ис
ходные параметры alt а2, . . . ,  ам остаются без изменения, и тем 
самым пренебрегли взаимным влиянием новой моды и исходного 
решения. Тем не менее равенство (8.16) чрезвычайно полезно, так 
как оно показывает, где следует с наибольшим эффектом провести



следующее уточнение иерархического типа, и с этой целью широко 
используется в процессах адаптивного уточнения.

Чтобы получить более достоверную оценку погрешности, рас
смотрим конкретный случай, а именно уравнение

— d2(p/dx2 +  р =  0, (8.17)

и будем искать решение, используя линейные конечные элементы.
При обсуждавшихся выше предположениях погрешность здесь 

будет постоянна на каждом элементе, а иерархическая мода Мд|+1 
является квадратичной функцией, обращающейся в нуль в узлах; 
таким образом, сингулярная часть погрешности исключается. 
Равенство (8.16) теперь можно переписать в виде

IЕ Г =  /(м+1, M+iRh [  $ NM+1 dQу  (8.18)

Вычислив среднее значение м о ж н о  рассмотреть более об
щий случай переменных погрешностей, приводящий к формуле

\\ЕГ =  Км1+1, м+1 Г S NM+l dQI 2 Г S Rida] Г 5 d o l " 1 (8.19)
Ln j  LQ J Lq J

и таким образом обеспечить получение ненулевой оценки погреш
ности для линейных элементов. В гл. 4 было также отмечено, что 
для задачи, описываемой уравнением (8.17), иерархические моды 
при соответствующем их выборе могут давать диагональные вклады 
в результирующую матрицу, т. е. исключается взаимное влияние 
мод. Следовательно, оценка (8.19) будет «асимптотически точна» 
при Л, стремящемся к нулю.

В качестве упражнения предоставляем читателю показать, что 
при подстановке в равенство (8.19) функции NeM+1 =  (x/he) (\—x/he) 
формула оценки погрешности на элементе е дает

he
l|£||[V] =  [(/te)2/1 2 ] S  R hedx.  (8.20)

о
Остается непростая задача показать, что эти оценки будут также 
справедливы для дифференциальных уравнений более общего вида, 
когда имеют место эффекты взаимодействия мод. (Интересующе
муся этой задачей читателю рекомендуется обратиться к соответ
ствующему источнику [4].) Для решения практических задач 
в случае двух переменных с известным успехом применялась сле
дующая формула оценки погрешности на элементе общего вида е 
при использовании не вырождающихся сеток из четырехугольных 
элементов с четырьмя узлами:



Энергетическая норма погрешности для всей сетки получается 
суммированием по всем элементам. Здесь Re— среднее значение 
Rw на элементе и учитываются как регулярная часть невязки, 
так и ее сингулярная часть, поскольку иерархическая квадра
тичная мода включает и рассматриваемую на элементе внутрен
нюю функцию, и граничную моду, общую для смежных элементов. 
Это среднее значение вычитается для того, чтобы в известной мере 
«самоуравновесить» невязки на границе и внутри элемента, хотя 
бы в том смысле, что

Действительно, предполагалось, что на практике в выраже
нии (8.21) должен рассматриваться только граничный член, так 
как если задача является достаточно гладкой, то первым слагае
мым можно пренебречь. Это в некоторой степени оправдывает 
эвристические рассуждения о том, что разрывы производных в (8.10) 
или разрывы касательных напряжений в задачах теории упру
гости могут служить некоторой мерой погрешности конечно-эле
ментного решения.

Рассмотренные здесь оценки погрешности называются апосте
риорными, так как они основываются на конечно-элементном ре
шении, которое подставляется в исходное дифференциальное урав
нение с тем, чтобы получить невязку Rq. Такие оценки интенсивно 
изучаются во многих текущих исследованиях [3]. Известны обоб
щения таких оценок на случай элементов высших степеней. При 
этом очевидным образом в оба равенства (8.20) и (8.21) необ
ходимо включить множитель d” a, где d— степень полного много
члена на элементе, а a — постоянная порядка 2 1). Приближается 
время, когда практический анализ будет давать достоверную 
оценку погрешности. В приведенных ниже примерах сначала будет 
рассмотрена простая задача, которую можно решить вычислениями 
вручную, а затем задача, имеющая практическое значение.

Пример 8.1. Рассмотрим уравнение

с краевыми условиями ср =  0 при х =  0 и ср =  0 при х = 1 .
Предположим сначала, что Q =  — 1, и попытаемся решить 

задачу, используя один линейный конечный элемент. Для линей
ного элемента равенство (8.5) дает Rq =  Q =  —1 и, согласно оценке

*) По-видимому, авторы установили этот факт на основании результа
тов расчетов,— Прим. ред.

(8.22)
Q

— d2q>/dx2 +  <2 =  0, 0 < * < 1 ,



погрешности (8.20), имеем
h

||£|| =  (/z2/ 1 2 ) S i M ,
о

т.е.  || Е |р =1 /1 2 .
Чтобы выяснить, насколько точна эта оценка, необходимо 

знать точную величину погрешности. Точное решение, найденное 
интегрированием дифференциального уравнения с учетом краевых 
условий, имеет вид

Ф =  х (1— х)/2.
Так как для конечного элемента оба узловых параметра будут 
равны нулю, из (8.3) сразу следует

Е =  х(1 —х)/2.
Прямая подстановка в равенство (8.8) дает точное значение энер
гетической нормы погрешности

I £  Вечная = — ^ERadQ, 
а

откуда
II £  Ночная =  1 /1 2 .

Таким образом, формула оценки погрешности (как и следовало 
ожидать для случая линейных элементов и постоянной невязки Rq) 
дала точное значение.

Предположим теперь, что Q =  — х, и рассмотрим опять погреш
ность для одного линейного элемента. Тогда, согласно равенству
(8.5), Rq — Q =  — x и оценка погрешности задается выражением

1
||£||2 =  (1/12) $x2dx,

о

[Е ||2= 1 /3 6 .
Точным решением в данном случае является 

£  =  х (1 — х2)/6,
и, следовательно, для точной энергетической нормы погрешности 
имеем II

II £  Ночная =  —  $ (х/6) (1 — X2) ( —  X ) dX, 
а

откуда | £  Ночная =  1/45. Здесь оценка погрешности дает ограни
чение сверху для энергетической нормы погрешности.

Пусть к решению этой задачи добавляется иерархическая 
квадратичная функция, т. е. конечный элемент становится квад-



ратичным. Тогда конечно-элементное решение имеет вид

Ф =  х (1—х ) /4 .

Выражение (8.5) для невязки в данном случае принимает вид 
Ra =  — cPy/dx2 +  Q =  1/2—х\

применяя равенство (8.20) с дополнительным множителем d~2 для 
квадратичного элемента, получаем

1
||£ ||2 =  (1/12)х  (1/22) J (1/2—х)гdx =  0.0017.

о
Как и выше, точная энергетическая норма погрешности задается 
выражением

1
II£  Точная =  — 5 E R a d x  =  

о
1

=  — J [— x3/6 +  */6  — (х/4) (1— х)] (1/2—х) dx, 
о

что дает |£ ||?очная =  0.0014.
Оценка погрешности опять достаточно точна для практических 

целей.
Пример 8.2. В качестве заключительного практического при

мера приведем конечно-элементное исследование плотины, исполь
зующее адаптивный алгоритм и двумерную формулу оценки по
грешности, основанную на компонентах иерархической функции, 
обсуждавшихся в этой главе. Сетка билинейных конечных эле
ментов, использованная для нахождения исходного решения, изо
бражена на рис. 8.1. К этим элементам добавлялись новые иерар-

Рис. 8.1. Базисная конечно-элементная сетка для иерархического исследования 
плотины.



6
Рис. 8.2. Сходимость решений задачи о плотине, изображенной на рис. 8.1. а — 
исходный шаг, использующий линейные элементы. Погрешности в процентах к 
полной энергетической норме: ||£||<14.6 (точная), ||£ ||=7.3 (полученная с помо- 
мощью оценок) и ||£ *||<21 .6  (полученная с помощью корректирующих оценок 
верхней грани погрешности). Число неизвестных =118. б — третий шаг. Ошибки 
в процентах к полной энергетической норме: ||£ ||<6.0 (точная), ||£ ||=3 .6  (полу
ченная с помощью оценок) и ||£ *||=7 .8  (полученная с помощью корректирующих 
оценок верхней грани погрешности). Число неизвестных =206 .

хические моды, так что получалась последовательность решений. 
Применялся специальный адаптивный алгоритм, в котором к сетке 
добавлялись только те степени свободы, которые позволяли быстрее 
всего уменьшать оцененную погрешность решения. Таким образом, 
на получающейся в итоге сетке степени аппроксимирующих мно
гочленов менялись от элемента к элементу, но при этом сохрани-



Рис. 8.2. Продолжение, в— пятый шаг адаптивного процесса уточнения. Ошибки 
в процентах к полной энергетической норме: ||£ ||<3.0 (точная), ||£||=2.9 (полу
ченная с помощью оценок) и ||£ * ||= 4 .8 (полученная с помощью корректирующих 
оценок верхней грани погрешности). Число неизвестных =365.

лась совместность, гарантированная тем фактом, что вдоль каждой 
границы между соседними элементами степени многочленов совпа
дали [5].

На рис. 8.2 вычерчено максимальное главное напряжение на 
внешней поверхности плотины и на внутренней поверхности по
лости на трех этапах процесса. Предсказанная энергетическая 
норма погрешности ||£|| приводится вместе со второй оценкой, 
являющейся верхней гранью погрешности. Была найдена также 
оценка максимальной погрешности в напряжении, построенная 
для каждого из решений.

Сравнение трех решений показывает быструю сходимость ко
нечно-элементного решения для напряжения к «точному» решению, 
соответствующему штриховой кривой. Это «точное» решение было 
получено при использовании конечно-элементной сетки с очень 
малым шагом. Очевидна также одновременная сходимость к нулю 
энергетической нормы погрешности и оценки погрешности.

Упражнения

8.1. Доказать, что ||£||2 =  — J  cpRQdQ (см. § 8.3).
Q

8.2. Повторить исследование, проведенное п примере 8.1, но для диффе
ренциального уравнения — d2cp/cfjc2 +  ф =  — Q. Выяснить точность формулы 
(8.20) оценки погрешности.

8.3. Рассмотреть линейный элемент с четырьмя узлами, применяемый для



решения двумерного уравнения Лапласа д2ф/<^2 +  д2ф/ду2==0 в Q при ф =  ф на 
Гф и дф/dn =  q на Гд.

а) Показать, что регулярная часть невязки равна нулю, б) Попытаться 
найти второй член в выражении (8.21), исходя из формулы (8.16) и используя

на границе между элементами квадратичную иерархическую базисную функ
цию, построенную на рисунке а. При этом должно получиться то же самое 
выражение, но вместо 24 будет стоять 28.8. в) Повторить вычисления п. б), ис
пользуя на этот раз в формуле (8.16) цилиндрическую квадратичную функ
цию А^м + 1 » построенную на рисунке б. Теперь должен получиться коэффи
циент 24.

8.5. Заключение

В этой книге сделана попытка познакомить читателя с основ
ными понятиями численной аппроксимации, используемыми при 
практическом решении задач, описываемых дифференциальными 
уравнениями. Многие детали и разработки вообще не упомянуты, 
и сведения о них следует искать в больших по объему моногра
фиях и текущей литературе. Надеемся, однако, что с помощью 
полученного аппарата читатель сможет яснее представить себе 
достижения и цели современных исследований и в то же время 
со знанием дела применять уже зарекомендовавшие себя методы.

Конечные цели — построение наиболее эффективной численной 
дискретизации для новых физических задач, с которыми сталки
вается читатель, и возможное создание процедур, автоматически 
производящих «уточнение» до заранее заданной точности, всегда 
будут представлять трудности, бросающие вызов Соображению. 
Мы надеемся, однако, что содержащийся в этой книге материал 
дает достаточную основу для разумного подхода к их преодо
лению.
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------ элементов см. Конечных элемен

тов методы

Нагрузки поверхностные 81, 83 
Наименьших квадратов метод 48, 49, 

57, 58, 221, 245—250, 281 
Напряжения 120, 142, 145, 301
— плоские 80—87
Натянутая струна 224, 256, 260, 266, 

288
Начальные условия 11, 12, 256 
Невязка 44, 48, 52, 298
— дискретная 60
— на границе 59, 101, 105, 297
— по области 59, 101, 103, 254, 293,

294, 297
Неймана краевое условие 12, 51, 88 
Нелинейные задачи 24—27, 36, 87— 

90, 266, 287
— уравнения 24—27, 36, 88, 260 
Непрерывности (гладкости) требова

ния 101— 103, 105, 123, 147, 157, 
185, 191, 246. См. также ^-глад
кость, ^-гладкость

Непрерывные задачи 9, 10, 221 
Нестационарные задачи 253, 256—288 
Норма энергетическая 293—301 
Ньюмарка схема 284

Область определения задачи 9—12
---------- бесконечная 205, 210—212,266
----------  временная 267, 268
— .------ локальная 189
---------- отражение 196
----------  преобразование 191
---------- призматическая 253, 256
---------- пространственная 256
---------- пространственно-временная

252
---------- разбиение на элементы 123—

125, 127— 128, 135, 155
---------- точное Представление 127,

128, 185, 191, 197, 217, 291 
Обобщенный метод конечных элементов 

8, 290, 291
Обращение матрицы см. Матрицы об

ращение
Ограничение 236, 238, 242, 243, 245

Оператор линейный 51, 64, 226, 228, 
229, 233, 256, 293

— симметричный 226—234
— сопряженный 242 
Ортогональность функций 48, 56, 57,

91, 164, 170, 262, 263, 295 
Особые точки 155
Отклонение балки 38, 58, 70, 86, 146, 

170, 225, 232, 236, 250
— поперечное мембраны 13
------ упругой пластины 38, 49, 58, 63,

71, 146, 183, 232
— троса 20, 115, 225
— упругой струны 224, 230 
Отображение 205—217
— бесконечной области 205, 210—217
— вырожденное 191, 193
— изопараметрическое 190— 196
— использование в методе конечных

разностей 208, 209
----------------- - элементов 187, 188,

191 — 196, 205—218
— линейное 188
— обратное 213, 216
— общего вида 38, 185— 196, 217—219
— параметрическое 189— 196, 205,

212, 219
— с помощью решения дополнитель

ных уравнений 205, 208, 209 
---------- составных функций (состав

ной процесс) 205, 207—209, 217, 
218

Паскаля треугольник 172, 173, 176, 
178

Перемещения 80, 81, 83
— аксиально Нагруженного стержня

119-122, 236, 241
— пластины 84—86
Плотина 124, 125, 150, 151, 192, 299— 

301
— распределение напряжений 125,

150, 151, 300, 301
------  температур 125
Плотность Материала 10, 256, 260
— тока 211
Погрешности границы 250
— мера 293—294
— оценка 293^301 
 апостериорная 297
— порядок 15, 37, 155, 271, 292, 294 
Погрешность 15—17
— вычислительная 291
— локальная 293
— округления 165 
Подвектор 78, 248



Подматрица 78, 83, 248
Подобласти 93
Поле магнитное 210, 211
— перемещений 143
Полнота системы функций 41, 43, 97, 

155, 156
---------- многочисленных базисных

155
Положительно определенная матрица 

18, 29, 243, 261, 262, 276, 285
— определенный оператор 226, 227,

229—230, 233, 234 
Полюс 215, 217 
Порядок аппроксимации 154
— погрешности см. Погрешности по

рядок
— сходимости 157
Построение конечно-элементной сетки 

217—219
Потенциал 13, 211
Потенциальная энергия 224, 225, 236
------ минимизация 221
------  нагрузки 224
Призматическая область 253, 256 
Проницаемость 13
— магнитная 152
Процесс перехода к конечным разно

стям 9
Прямых метод 252 
Пуассона коэффициент 81, 84

Разложение в ряд Тейлора 14, 15, 17, 
35, 115, 142, 147, 270, 294

-------------- функции двух переменных
28, 155

Разность вперед 15, 20, 28, 271, 274, 
275, 280

— назад 16, 20, 21, 28, 31, 272, 274,
275 278

— центральная 16, 22, 23, 28, 68, 122,
272

Разрыв касательных напряжений 294, 
297

Распределение изгибающего момента 
в балке 20, 58, 63, 115, 163, 245 

Распространение волн 252 
Релея — Ритца метод 233—236 
Решение глобальное 291 
Ричардсона экстраполяция 37, 38

Сдвига модуль 30 
Сектор кольца 33 
Сетка конечно-разностная 14, 255 
------ нерегулярная 38, 291
— конечно-элементная см. Конечно

элементная сетка

Сила инерции 119
— тяжести 119, 151 
Силы объемные 145 
Симметричный оператор 226—234 
Система координат глобальная 185,

189, 190, 193, 213
------ локальная 173—174, 185, 186,

193
Системы дискретные 116—122 
Смешанная формулировка 80, 104, 111, 

247
Собственные векторы 261—263, 265, 

276, 285
------  комплексные 262
------  нормированные 261
— значения 261—263, 265, 276, 279,

280, 285
------ глобальные 280
------  комплексные 262
------ локальные (элементов) 280
— частоты 261 
Сопряженный оператор 242 
Составной процесс 205, 207, 217, 218 
Составные функции 208, 209
Сосуд высокого давления 192 
Стационарные условия 12, 129, 253 
Суперсходимость 122 
Схема интегрирования по времени 266— 

288
-------------- безусловно неустойчивая

288

286
устойчивая 277, 279,

--------------возможность возникнове
ния колебаний 275—282, 288

--------------двухслойная 269—285,
287, 288

-------------- Кранка — Николсона 272,
274, 275, 278

---------- — неустойчивая 275
--------------  неявная 272
-------------- Ньюмарка 284
-------------- с искусственным затуха

нием 286, 287
--------------  свободная от колебаний

277—279
-------------трехслойная 273, 275, 284—

288
--------------  условно устойчивая 279,

280, 284
-------------- устойчивости характери

стики 275—282, 285—288
--------------явная 271, 281, 282, 284,

288
Сходимость аппроксимации базисными 

функциями 40—41, 45, 60, 62, 66, 
70, 155, 156



— итеративного процесса 25, 88, 90
— метода конечных разностей 37, 155
---------- элементов 182, 193, 301
/z-сходимость 182
р-сходимость 182

Тепла генерирование 10, 14, 23, 26, 
77 235 263

— поток 10, 21, 35, 77, 108, 140, 209,
239, 260

— распространение в стенках трубы 
33

Теплоемкость 256
— удельная 10
Теплопроводности коэффициент 10
------ зависящий от температуры 24,

36, 87—89, 260
------ переменный 122, 225, 230
------ постоянный 14, 27, 68, 77, 134,

209, 247, 256
— уравнение 10 
 вывод 10—12
------ двумерное 27—30, 32, 33, 58,

66—71, 77—81, 129—142, 188,
208, 209, 225, 230—232, 238, 239, 
245

------ краевые условия И, 12
--------------естественные 64—71, 225
------ нелинейное 24—27, 36, 88—90
------ нестационарное 10, 12, 253, 256—

260, 263—266, 282
------ одномерное 13—27, 58, 108, 111—

115, 120, 122, 163, 235, 247 
Течение грунтовых вод под перемычкой 

33
— жидкости вязкой между пластинами

20, 115
------ идеальной безвихревое 13, 86,

87
------ через пористую среду 13, 33
Тока плотность 211
— сила 152

Узловые значения 95, 96, 100, 104, 
109, 129, 131, 157, 163, 213

— напряжения 118
— переменные векторного типа 145
— перемещения 116, 118, 143 
Узлы 94—96, 104, 106
— нумерация 97, 104, 106, 109, 112,

116, 117, 125, 126, 178, 258, 264
— расположение 123—125, 130, 191,

192
Уравнения несимметричные 58, 80

— равновесия 81, 82, 117, 119, 221
— симметричные 58, 65, 100 
Уточнение адаптивное 178, 292, 296
— иерархическое 291, 295, 296, 298
— последовательное 19, 20, 36, 37,

43, 50, 54—56, 60, 62, 66, 70, 
79, 80, 85, 86, 292, 299—301

— решения 154, 164, 165, 178

Физические аналоги процесса ансамб- 
лирования 116—122 

Физический смысл множителей Лаг
ранжа 238—241

Фронтального решения процедура 126 
Функции базисные см. Базисные функ

ции
— весовые см. Весовые функции
— пробные 40, 45. См. также Базис

ные функции
— формы 40. См. также Базисные

функции
Функционал 221—248, 250 
Фурье ряды 43, 44, 47, 48

Характеристики устойчивости схемы 
интегрирования по времени 275—282, 

285—288

Центральная разность 16, 22, 23, 28, 
68, 122, 272

Частичная дискретизация см. Дискре
тизация частичная 

Чебышева многочлены 91, 254 
Численное интегрирование 191, 196, 

204, 217, 218, 287
------ квадратуры Гаусса 198—204
---------- Гаусса — Лежандра 200—

204
---------- Гаусса — Лобатто 201, 282
---------- Маркова 201
---------- Ньютона — Котеса 198, 200,

201, 204
------  набор точек 197
------  правило трапеций 31, 50, 197,

198
------ Симпсона формула 201, 204
------ узлы 197, 198, 200, 201, 203, 204

Штрафа параметр 243—245 
Штрафных функций метод 221, 243— 

245



Эйлера схема 271
— уравнение 222, 224—226, 228, 246 
Электрический контур 117, 118 
Элемент 93
— бесконечный 210—217
— квадратный 135, 138, 141, 142
— лагранжева типа 171— 173, 185—

193, 204, 282
— одномерный высшего порядка 168—

170
------  квадратичный 159— 170
------  кубический 159— 170
------ линейный 96, 97, 100, 104— 122,

158—165, 168, 257, 258, 272, 295, 
298

— — постоянный 95, 97, 100, 104
— произвольной формы 191, 192, 207,

219
— пространственно-временной 288
— прямоугольный 123, 126—128, 132—

135, 138— 140, 142, 145, 171—
178, 185, 186, 194, 195, 204, 208, 
217, 282

— секционный 188, 189
— серендипова типа 174— 177, 182,

193—194, 204, 282
— треугольный 97, 123— 126, 130—

132, 134— 138, 141— 142, 144— 147, 
178— 182, 191, 195, 196, 214, 217, 
282

— четырехгранный 128, 182, 184, 204
— четырехугольный 296
— шестигранный 128, 182, 183, 191,

192

Элемента вклад 93, 100, 105—115, 120, 
130, 131, 135, 144, 295

— локальная координата 160, 161, 165,
173, 174, 181, 189, 193

— матрица 106— 122, 129, 130, 132,
135, 144, 160, 163, 164, 168, 185— 
187, 191, 196, 280, 281

------приведенная 108, ПО, 135—140,
146, 161, 163, 170, 188, 196, 204, 
248, 259, 272, 280, 281

— площадь 131, 144
— система координат 185, 186
Элементов нумерация 97, 104, 106,

109, 112, 116, 118, 125, 126, 258, 
264

Энергетическая норма 293—301 
Эрмита многочлены 170, 184

Юнга модуль 81, 84, 120, 236

Якоби матрица 186, 191, 195, 196, 209 
Якобиан 209

С°-гладкость 102, 105, 123, 128, 158, 
159, 165, 171—173, 176, 181, 247, 
248

(^-гладкость 102, 105, 170, 183, 247, 
250

Л-сходимость 182

р-сходимость 182
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