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ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ Á×ÔÏÒÁîÁÓÔÏÑÝÉÅ ÌÅË�ÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁ�ÉÓËÉ ÓÅÍÅÓÔÒÏ×ÏÇÏ ××ÏÄ-ÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÞÉÔÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÀ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÏ-ÓËÏ×ÓËÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ × 2002|2004 ÇÏÄÁÈ. ïÎÉ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÄÌÑ ÓÔÕ-ÄÅÎÔÏ× ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÕÒÓÁ.ðÒÉ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÜÔÉÈ ÌÅË�ÉÊ Ñ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÌÓÑ Ä×ÕÈ �ÒÁ×ÉÌ:1) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÏÂÝÉÅ �ÒÉÎ�É�Ù ÎÁ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ;2) ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ÄÅÊÓÔ×ÉÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÅÒ×ÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ, Ñ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀ ÔÅÏ-ÒÅÍÕ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å, ÎÏ×ÍÅÓÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÙÞÉÓÌÑÀ ÅÅ ÎÁ ÇÒÕ��Å ×ÒÁÝÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅ-ÁÌØÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÉÖÅ. éÌÉ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÀ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÔÒÀË ÷ÅÊÌÑÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ SU(2) É SL(2;C).÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ, × ÌÅË�ÉÉ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Ñ �ÒÉ×ÏÖÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ëÁÄÏÍ�Å×Á|ðÅÔ×ÉÁÛ×ÉÌÉ ÞÅÒÅÚ �ÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ. ñ �ÏËÁÚÙ-×ÁÀ, ÞÔÏ ÕÖÅ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �ÒÉ-×ÏÄÑÔ Ë ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ×Ù×ÏÄÁÍ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÁÔÏÍÁ. ëÕÌØÍÉÎÁ�ÉÅÊËÕÒÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÄÌÑ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ × �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÏÍ �ÏÌÅ É ×ÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÅÒ×ÙÈ �Å-ÒÉÏÄÏ× ÔÁÂÌÉ�Ù íÅÎÄÅÌÅÅ×Á.ðÒÉ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ Ó×ÏÉÈ ÌÅË�ÉÊ Ñ ÛÉÒÏËÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊËÎÉÇÏÊ ü.â.÷ÉÎÂÅÒÇÁ �ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ���. ðÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀÓ ÎÅÊ Ñ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÖÅÓÔËÏ �ÏÄÏÛÅÌ Ë ÏÔÂÏÒÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÆÁËÔÏ×.÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ Ñ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÂÌÉÚÉÌ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ËÎÉÇÁÍé.í.çÅÌØÆÁÎÄÁ, ò.á.íÉÎÌÏÓÁ É ú.ñ.ûÁ�ÉÒÏ �õÎÉÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ÇÒÕ��Ù ×ÒÁÝÅÎÉÊ É ÇÒÕ��Ù ìÏÒÅÎ�Á� É â.ì.÷ÁÎ-ÄÅÒ-÷ÁÒÄÅÎÁ �íÅ-ÔÏÄ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ�� × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ�. éÍÅÀÔÓÑ ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÉÚ�æÅÊÎÍÁÎÏ×ÓËÉÈ ÌÅË�ÉÊ �Ï ÆÉÚÉËÅ�.ñ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ó.ìÏËÔÅ×Õ ÚÁ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÉÔØ × ÚÁ�ÉÓËÉ ÒÁÚÒÁ-ÂÏÔÁÎÎÙÊ ÉÍ �ÉËÌ ÚÁÄÁÞ (ÓÍ. �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ). ñ ÔÁËÖÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÀ ÷.ûÕ-×ÁÌÏ×Á, ÓÄÅÌÁ×ÛÅÇÏ ÍÁËÅÔ É ×ÎÅÓÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÒÅÄÁË�ÉÏÎÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏ× ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Áíãîíï, ×ÎÅÓÛÉÈ ÒÑÄ ÕÌÕÞÛÅÎÉÊ × ÔÅËÓÔ.ï.ë.ûÅÊÎÍÁÎ. íÁÊ 2004 Ç.
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ìÅË�ÉÑ 1. ïÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑðÕÓÔØ G|ÇÒÕ��Á, V |ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, GL(V )| ÇÒÕ��Á ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × V . ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅÍ G × V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ T : G→ GL(V ). ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÏÔ-×ÅÞÁÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈G, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T (g) ÉÌÉ Tg.ðÕÓÔØ V0|�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T . �ÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Tg ÎÁ V0ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G × V0, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅÍ T . ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÆÁËÔÏÒÏ�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å V=V0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÎÅ ÉÍÅ-ÀÝÅÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ (Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ É ÏÔ ÎÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ) �ÏÄ-�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ| �ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÍ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ V ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ× �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ (ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, É×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÍÅ-ÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ × V , ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÓÅ Tg ÕÎÉ-ÔÁÒÎÙ). ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÆÏÒÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.1. õÎÉÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÁÍÏ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÙ É, ËÁËÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ E|ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÁÆÏÒÍÁ × V . �ÏÇÄÁ (x; y) = |G|−1∑g∈GE(Tgx; Tgy) (1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.2. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ (Ó�ÌÅÔÁÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ)íÏÒÆÉÚÍÏÍ (Ó�ÌÅÔÁÀÝÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ T1 : G →
→ GL(V1) É T2 : G → GL(V2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ C : V1 → V2,4



ÞÔÏ CT1(g) = T2(g)C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. åÓÌÉ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÔÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÅÒÍÉÎÙ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÁÔÅÇÏ-ÒÉÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. åÓÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: T1 ∼= T2). íÎÏÖÅÓÔ×Ï (ËÌÁÓ-ÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ Ĝ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.3. ëÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ|ÌÉ-ÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÌÉÂÏÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ.ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ (S
hur). ëÁÖÄÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÄ C ÓËÁÌÑÒÅÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ CT (g) = T (g)C, É �|ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ C. �ÏÇÄÁ (C − �I)T (g) = T (g)(C − �I), Ô. Å. C − �I|ÍÏÒÆÉÚÍ.îÏ det(C − �I) = 0, �ÏÜÔÏÍÕ C − �I = 0 (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.3).ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ|ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÅÔÏÄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ|�Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ (ÎÏ ÎÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ) Ó�ÌÅÔÁÀÝÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ T1 É T2 | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T1 É T2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ��, ÇÄÅ � : T1 →
→ T2|ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, � ∈ C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � : T1 → T2 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏÇÄÁ ��−1 |Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T1, Ô. Å. ��−1 = �I .úÁÄÁÞÁ 1.1. ëÁÖÄÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÙÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.3. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ: ⊕, ⊗ðÕÓÔØ T1 | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G × U , T2 | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G × WÉ V =U⊕W . ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T × V , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T (g)(x⊕y)== T1(g)x ⊕ T2(g)y, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ T1 É T2É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T1 ⊕ T2. ðÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ n ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ n� .ðÕÓÔØ T1 | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G × U , T2 | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ H × WÉ V = U ⊗ W . ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T ÇÒÕ��Ù G × H × V , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅÆÏÒÍÕÌÏÊ T (g × h)(x ⊗ y) = T1(g)x ⊗ T2(h)y (x ∈ U , y ∈ W , g ∈ G,h ∈ H), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ T1 É T2É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T1 ⊗ T2. �ÅÒÍÉÎ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÎÑÅÔ-ÓÑ Ë ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ É U , É W | �ÒÅÄ-5



ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕ��Ù G. ðÒÉ ÜÔÏÍ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,(T1 ⊗ T2)(g)(x ⊗ y) = T1(g)x⊗ T2(g)y.4. ó�ÅËÔÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑìÅÍÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ T : G → GL(V )| �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ É V = V1 ⊕ : : :: : : ⊕ Vm|ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÓÕÍÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×. �ÏÇÄÁ T ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ i1; : : : ; ip, ÞÔÏV = U ⊕ Vi1 ⊕ : : :⊕ Vip .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÏÍÅÒÁ i1; : : : ; ip ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÞÔÏ U;Vi1 : : : ; Vip |ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÁ (× ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅÎÁÂÏÒ i1; : : : ; ip ÏËÁÖÅÔÓÑ �ÕÓÔÙÍ). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i= 1; : : : ;mVi ∩ (U ⊕ Vi1 ⊕ : : :⊕ Vip)︸ ︷︷ ︸ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Vi ={Vi;{0}:óÌÕÞÁÊ {0} ÉÓËÌÀÞÅÎ, Ô. Ë. ÔÏÇÄÁ Vi ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Vi ⊆ U ⊕ Vi1 ⊕ : : : Vip É V = U ⊕ Vi1 ⊕ : : :⊕ Vip .ìÅÍÍÁ 1.2. åÓÌÉ T ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ: T =⊕ Ti, ÔÏ ÌÀ-ÂÏÅ ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (ÆÁËÔÏÒ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÕÍ-ÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ti.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1.1 V=U = Vi1 ⊕ : : : ⊕ Vip , É ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÏ. äÌÑ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ: ×ÓÑËÏÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ �Ï ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ, Á ÏÎÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ|�Ï ÌÅÍÍÅ 1.1.�ÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ T ∼= T1 ⊕ : : : ⊕ Tm É T ∼=
∼= S1 ⊕ : : : ⊕ Sn, ÔÏ m = n É �ÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉTi ∼= Si, i= 1; : : : ;m.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ti É Sj ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ,É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ä×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×: V = V1 ⊕ : : : ⊕ Vm É V = U1 ⊕ : : : ⊕ Un,ÔÁË ÞÔÏ TVi ∼= Ti É TUj ∼= Sj .ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï m. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 1.1Ë �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U = U1. üÔÏ ÄÁÅÔ V = U ⊕ Vi1 ⊕ : : : ⊕ Vik , ÇÄÅVi1 ; : : : ; Vik | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ V1; : : : ; Vm. �ÏÇÄÁ TU ∼=
∼= TV=Vi1⊕:::⊕Vik . éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V = V1 ⊕ : : : ⊕ VmÉÍÅÅÍ TV=Vi1⊕:::⊕Vik ∼=Vj1⊕: : :⊕Vjl , ÇÄÅ {j1;: : :;jl}={1;: : :;m}−{i1;: : :;ik}.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,S1 ∼= TU ∼= TV=Vi1⊕:::⊕Vik ∼= Tj1 ⊕ : : :⊕ Tjl :6



�ÁË ËÁË S1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏ l = 1. ÷×ÅÄÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× Vi ÔÁË ÞÔÏÂÙ Vj1 �ÒÉÏÂÒÅÌÏ ÎÏÍÅÒ 1. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ V1 ∼= UÉ {i1; : : : ; ik} = {2; : : : ;m}. íÙ ÉÍÅÅÍ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ä×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ:V = U ⊕ V2 ⊕ : : : ⊕ Vm É V = U ⊕ U2 ⊕ : : : ⊕ Un, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ T2 ⊕ : : :⊕ Tm ∼= TV=U ∼= S2 ⊕ : : :⊕ Sn:ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ m = n É, �ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ-�ÉÉ, T2 ∼= S2; : : : ; Tm ∼= Sm.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ T ∼= ⊕�∈ bGm� � ∼= ⊕�∈ bGn�� , ÔÏ m� = n� ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ� ∈ Ĝ.îÁÂÏÒ {m� | � ∈ Ĝ} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T . éÚ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÔÏÇÄÁ, É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ Ó�ÅËÔÒ.5. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ�ÅÏÒÅÍÁ 1.4. �ÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ�� G É H ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ (ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G×H).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ T : G→GL(V ), S : H →GL(U).1) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁH = {e} É S = I|ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ⊂ V ⊗ U(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T ⊗ I) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ V ⊗ u0 (u0 ∈ U).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ u1 : : : um|ÂÁÚÉÓ × U . ÷ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ V ⊗ UÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ x1 ⊗ u1 + : : :+ xm ⊗ um;× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏw ∈W ÉÍÅÅÍ w=�1(w)⊗u1+ : : :+�m(w)⊗um.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �i|ÍÏÒÆÉÚÍÙ:(T ⊗ I)(g)w = T (g)�1(w)︸ ︷︷ ︸�1(T⊗I(g)w) ⊗ u1 + : : :éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �i(T ⊗ I)(g)w = T (g)�i(w) ÄÌÑ×ÓÅÈ i= 1; : : : ;m. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �i|ÍÏÒÆÉÚÍ (T ⊗ I)|W É T|Ä×ÕÈ ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÔÁËÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : (T ⊗ I)|W → T É ÔÁËÉÅ �i ∈ C,i= 1; : : : ;m, ÞÔÏ �i = �i�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,w = �(w) ⊗ (∑�iui)
︸ ︷︷ ︸u0 = �(w) ⊗ u0:ðÏÓËÏÌØËÕ � : W → V |ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÍÅÅÍ �(W ) = V . ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏW = V ⊗ u0. 7



2) ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ S ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ É W ⊂ V ⊗ U ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ T ⊗ S.ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ×ÉÄÁ T (g) ⊗ S(e) ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅT ⊗ I . ðÕÓÔØ W ′ ⊆W |ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × W ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ T ⊗ I . éÚ 1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ W ′ = V ⊗ u0, u0 6= 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,W ⊇ V ⊗ u0. âÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ Ë V ⊗ u0 Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ×ÉÄÁ T (e) ⊗ S(h).�ÁË ËÁË S ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏSpan{S(h)u0 | h ∈H}= U;ÇÄÅ Span ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W ⊃
⊃ V ⊗ U .òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ë ÌÅË�ÉÉ 11.1. åÓÌÉ G ÁÂÅÌÅ×Á, ÔÏ Tg Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ TÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g. åÓÌÉ T ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏ Tg = �gI , �g ∈ C (ÌÅÍÍÁ ûÕÒÁ);ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ dimT = 1.ìÅË�ÉÑ 2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ1. äÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ�� ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈçÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ � ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X , ÅÓ-ÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ g ∈ G ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(g) : X → X , �ÒÉÞÅÍ�(g1g2)x = �(g1)(�(g2)x) (ÌÅ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ) ÉÌÉ x�(g1g2) = (x�(g1))�(g2)(�ÒÁ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ). (ëÁË �(g)x, ÔÁË É x�(g) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁ x �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �(g).) ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ�(e) = 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �(g) ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ, ÌÅ×ÙÍÉ ÉÌÉ �ÒÁ×ÙÍÉ). ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ gx ×ÍÅÓÔÏ�(g)x É xg ×ÍÅÓÔÏ x�(g).åÓÌÉ ÎÁ X ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÇÌÁÄ-ËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅ-ÒÏÊ), ÔÏ ÓÄ×ÉÇÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÌÁÄ-ËÉÍÉ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ, ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ).ïÒÂÉÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {gx | g ∈G}.ëÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å:(Tgf)(x) = f(g−1x) ÄÌÑ ÌÅ×ÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÉ (Sgf)(x) = f(xg) ÄÌÑ �ÒÁ×ÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ:8



ðÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G:Reg(g1; g2)f(g) = f(g−12 gg1):�ÕÔ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÍÅÛÅÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÏ×, ÔÁË ËÁË ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Reg Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ G×G, Á ÎÅ G. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÄÅÒÖÉ-×ÁÔØÓÑ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ.ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Reg ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Ù G × {e} É {e} × G ÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑL(g)f(h) = f(g−1h) É R(g)f(h) = f(hg):ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, Á ×ÔÏÒÏÅ| �ÒÁ×ÙÍ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÙÍ. ïÎÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕ��Ù G,�ÒÉÞÅÍ L ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÅ×ÏÍÕ, Á R|�ÒÁ×ÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ.úÁÄÁÞÁ 2.1. dimReg = |G|:2. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅäÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T ÇÒÕ��Ù G �ÏÌÏÖÉÍ T ′(g) == T (g−1)′ (Ó�ÒÁ×Á ′ | ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ËÁÎÏÎÉ-ÞÅÓËÉ).úÁÄÁÞÁ 2.2. T ′|�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.3. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T : G → GL(V ). åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ × V ,ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ GL(V )→GL(n), ÇÄÅ n= dimV . óË×ÏÚÎÏÊ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G→ GL(n) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T , ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ �ÏÄ T (g) ÕÖÅ ÎÅ ÓÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ, Á ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ. üÌÅÍÅÎÔÙ Tij(g) ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ T .ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G→GL(n). ÷ÙÂÉÒÁÑ ÂÁÚÉÓ× V É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ GL(n)→ GL(V ),�ÏÌÕÞÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G × V . ðÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÅÔ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ É ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÏÄÎÏÊ Ë ÄÒÕÇÏÊÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÏÇÏ×ÏÒÏË.�ÁËÖÅ ÂÅÚ ÏÇÏ×ÏÒÏË ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á End(V )ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× (Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÍÁÔÒÉ� Matr(n× n), ÅÓÌÉ ÜÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ. 9



÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÅÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÕÀ × ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÊ ÎÉÖÅÔÅÏÒÉÉ).úÁÄÁÞÁ 2.3. T ⊗ S ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔ-ÒÉ�: (T ⊗ S)(g1; g2)� = T (g1)�S(g2)′; � ∈Matr(n×m):÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (T ⊗ S)(g1; g2) | Ï�ÅÒÁÔÏÒ. ÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ T (g1) ∈
∈Matr(n × n), S(g2) ∈Matr(m ×m). úÁÄÁÞÁ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅ-ÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T ⊗ S É �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Matr(n×m).ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÆÕÎË�ÉÊ Tij ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T :M(T ) ={ n∑i;j=1 �ijTji(g) ∣∣∣∣ �ij ∈ C

}:ïÒÇÁÎÉÚÕÑ ÞÉÓÌÁ �ij × ÍÁÔÒÉ�Õ �, ÉÍÅÅÍM(T ) = {tr �T (g) | � = (�ij) ∈Matr(n× n)}:úÁÄÁÞÁ 2.4 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ). M(T ) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ M(T ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏ ÏÎÏ, ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ×ÌÏÖÅÎÏ × Reg. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×-ÌÅÎÉÊ?ìÅÍÍÁ 2.1. M(T ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ × Reg.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ M(T ) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Reg. åÓÌÉ f ∈ M(T ), ÔÏf(g) = tr �T (g) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �. ðÏÜÔÏÍÕ(Reg(g1; g2)f)(g) = f(g−12 gg1) = tr �T (g−12 )T (g)T (g1) == tr(T (g1)�T (g−12 )T (g)) = tr(�T (g)) ∈M(t);ÇÄÅ � = T (g1)�T (g−12 ).úÁÄÁÞÁ 2.5. T ⊗ T ′ ∼=M(T ).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1. M(T )|ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G×G.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. T ×ÌÏÖÅÎÏ × R (R|�ÒÁ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. T ⊗ T ′|G×{e} ËÒÁÔÎÏ T É ×ÌÏÖÅÎÏ × R ×ÍÅÓÔÅÓ M(T )∼= T ⊗ T ′. 10



éÔÁË, ËÁÖÄÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G ×ÌÏÖÅÎÏ ×(�ÒÁ×ÏÅ ÉÌÉ ÌÅ×ÏÅ) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ, �ÒÉÞÅÍ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ÒÁ×ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ RegìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ T É S|ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ G, ÔÏ T ⊗ T ′ É S ⊗ S′ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ G×G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÔÁËÖÅ TI = T ⊗ T ′|G×{e} É SI = S ⊗ S′|G×{e}. îÏTI ∼= mT , SI = nS. ìÅÍÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ.ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 2.5, �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.3. åÓÌÉ T É S|ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ G, ÔÏ M(T ) É M(S) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ G×G.ðÕÓÔØ Ĝ|�ÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G (|Ĝ| <∞, Ô. Ë. ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × R).ìÅÍÍÁ 2.3. ⊕T∈ bGM(T )⊆ Reg.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ T , �Ï ÌÅÍÍÅ 2.1,M(T ) ⊆ Reg. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ M(T ) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1) É �Ï-�ÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÚÁÄÁÞÁ 2.5 É ÌÅÍÍÁ 2.2). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á M(T ), T ∈ Ĝ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ T1; : : : ; Tk; Tk+1 ∈ Ĝ, ÞÔÏM(T1); : : : ;M(Tk) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É M(Tk+1) ∩ k⊕i=1M(Ti) 6= {0}.ðÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ,Á M(Tk+1) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ-×�ÁÄÁÔØ Ó M(Tk+1), Ô. Å. M(Tk+1) ⊆ k⊕i=1M(Ti). �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 1.2M(Tk+1) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊM(T1); : : : ;M(Tk), ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2.3.ìÅÍÍÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× M(T ) × Reg.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1 (Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Reg). Reg = ⊕T∈ bGM(T ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 2.3 ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Reg ⊆
⊆ ⊕T∈ĜM(T ).ðÕÓÔØ f1; : : : ; fN|ÂÁÚÉÓ × Reg, Á Rij(g)|ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÁ-×ÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ R × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.11



äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ j = 1; : : : ; N ÒÁÚÌÏÖÉÍ fj(g) �Ï Rij(g):fj(g) = fj(e · g) = (R(g)fj)(e) =( N∑i=1 Rij(g)fi)(e) = N∑i=1 fi(e)Rij(g);Ô. Å. fj =∑i fi(e)Rij ∈M(R). îÏ R ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÓ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ: R = ⊕T∈ bGmTT . ðÏÜÔÏÍÕ M(R)⊆ ⊕T∈ bGM(T )(Ô. Ë. × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Á R|ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ Ó T ∈ Ĝ�Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, fj ∈ ⊕T∈ bGM(T ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ j = 1; : : : ; N . üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ Reg⊆ ⊕T∈ bGM(T ).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ (Burnside)).
|G|= ∑T∈ bG(dim T )2:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5. L∼=R ∼=⊕T∈ bG(dim T ) · T:úÁÄÁÞÁ 2.6. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊÇÒÕ��Ù Zm (∼= {m√1}).úÁÄÁÞÁ 2.7. åÓÌÉ ÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÁ É ×ÓÅ ÅÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ÏÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á.úÁÄÁÞÁ 2.8. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ S3 É ÉÈ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ.òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ë ÌÅË�ÉÉ 22.3. T ⊗ S = {∑ �ijti ⊗ sj}, ÇÄÅ ti, sj |ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. üÔÏÍÕÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ � = (�ij). æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.2.4. åÓÌÉ T (g) → CT (g)C−1, ÔÏ tr(�CT (g)C−1) = tr(C−1�CT (g)) == tr(�t(g))|ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.2.5. T ⊗ T ′ ∼=M(T ) (T ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ).Á) ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊ T ⊗ T ′ (ÚÁÄÁÞÁ 2.3)É �ÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : T ⊗ T ′ →M(T ) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ � �−→ tr(�T (g)).Â) �|ÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ(T ⊗ T ′)(g1; g2)� = T (g1)�(T ′(g2))′ (ÚÁÄÁÞÁ 2.3) = T (g1)�(T (g−12 )′)′ == T (g1)�(T (g−12 );12



(Reg(g1; g2)(tr �T ))(g) = tr �T (g−12 gg1) = tr(T (g1)�T (g−12 ) · T (g));Ô. Å. � ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù.×) �|ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.T ⊗ T ′ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.2.ðÏÓËÏÌØËÕ �|ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ �(T ⊗ T ′)∼= T ⊗ T ′.éÔÁË, T ⊗ T ′ ⊆M(T ). îÏ dimT ⊗ T ′ = (dimT )2, Á M(T ) �ÏÒÏÖÄÁÅÔ-ÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ×ÉÄÁ Tij(g), i; j = 1; : : : ; dimT , Ô. Å. dimM(T )6 (dim T )2.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ T ⊗ T ′ ∼=M(t).2.6. ðÕÓÔØ Tk(1) = e2�ik=m = !k (! = e2�i=m), dimTk = 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÏÎÉ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÉÈ m ÛÔÕË, É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ÜÔÏ ×ÓÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Tk ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÁÎÔÕ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ:



1 1 1 : : : 11 ! !2 : : : !m−11 !2 !4 : : : !2(m−1): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :1 !m−1 !2(m−1) : : : !(m−1)2 :2.7. ÷ÓÅ M(T ) ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(g−1hg) = f(h) ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ g; h. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,Reg(g; g)|M(T )� = T (g)�T (g−1)︸ ︷︷ ︸×ÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ = �;Ô. Å. Reg(g; g)≡ id.éÔÁË, f(g−1hg) = f(h) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g; h.îÏ ÅÓÌÉ f(g1) = f(g2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f , ÔÏ g1 = g2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÏÚØ-ÍÅÍ f = Æg1 , Ô. Å. f(g1) = 1, f(g) = 0 (g 6= g1). åÓÌÉ Æg1(g1) = Æg1(g2),ÔÏ g1 = g2. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ g−1hg = h ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; h, Ô. Å. gh == hg.2.8. 6 = 12 + 12 + 22 = 12 + : : :+ 12 (6 ÒÁÚ). ÷ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÔ�ÁÄÁÅÔ,ÔÁË ËÁË ÇÒÕ��Á ÎÅÁÂÅÌÅ×Á. éÔÁË, ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ É ÏÄÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ. ÷ÏÔ ÜÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ:1) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ;2) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ → (−1)ÞÅÔÎÏÓÔØ;3) Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ: �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1A2A3 →
→A�(1)A�(2)A�(3) (ÜÔÏ �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ 2�=3 É ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ×ÙÓÏÔÁÈ).13



ìÅË�ÉÑ 3. èÁÒÁËÔÅÒÙ É ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ1. èÁÒÁËÔÅÒÙ: ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÁËÔÙèÁÒÁËÔÅÒÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ�T (g) := trT (g):ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �T (g) ∈M(T ).ðÒÉÍÅÒ. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ S3 ÔÁËÏ×Ù.1) �(�)≡ 1 ÄÌÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ;2) �(�) = (−1)� ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �→ (−1)�;3) ÈÁÒÁËÔÅÒ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ:�(�) = 2; � = I;0; �|ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ;
−1; � = (123):üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T (�) ÉÍÅÀÔ×ÉÄ

(1 00 1) ; (0 11 0) ; 

−12 −

√32
√32 −12 =
os 2�3 − sin 2�3sin 2�3 
os 2�3  :èÁÒÁËÔÅÒÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Ï�Å-ÒÁ�ÉÑÍ ÎÁÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ�T ′(g) = �T (g−1)(ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÌÅÄ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁT ′(g) = T (g−1)′). äÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ�T ′(g) = �T (g):äÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÊ �T⊕S = �T + �S ; �T⊗S = �T · �S :äÏËÁÖÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. âÁÚÉÓ × ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ {xi ⊗ yj}, ÇÄÅ {xi}, {yj}|ÂÁÚÉÓÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÉÓ-ÈÏÄÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ (i; j)-Ê ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁT (g)⊗ S(h) × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÒÁ×ÅÎ Tii(g)Sjj(h). îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×Á-ÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �Ï i É j ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÏ×. 14



2. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉðÕÓÔØ C(G)|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁG, Z(G)⊆ C(G)|�ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×. �ÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ.èÁÒÁËÔÅÒ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ:�T (g) ∈ Z(G). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,�T (hgh−1) = tr(T (h)T (g)T (h−1)) = trT (g) = �(g):�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. {�� | � ∈ Ĝ}|ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Z(G).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ | ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅ-�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÓÍÙÓÌÅ: f ∈ Z(G)⇐⇒ Reg(g; g)f = f ∀g ∈G:äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f ∈ C(G) ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f =∑�∈ bG f� , f� ∈M(�), �ÒÉ-ÞÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ f ∈ Z(G) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ f =∑�∈ bGReg(g; g)f� :÷×ÉÄÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ M(�) ÆÕÎË�ÉÉ Reg(g; g)f� ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉM(�). óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ä×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ f , ÎÁÈÏÄÉÍ Reg(g; g)f� == f� . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f� ∈ Z(G). íÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏf ∈ Z(G) =⇒ f� ∈ Z(G) ∩M(�) ∀�:2) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏf ∈ Z(G) ∩M(�) =⇒∃� ∈ C : f = ��� :÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ � ⊗ � ′ �∼=M(�) É ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅ-ÔÁ�ÉÅÊ � ⊗ � ′. üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ � : � → f = tr(��(g)). �ÁËËÁË f ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ G, ÔÏ É � ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ,Ô. Å. �(g)��(g−1) = �. �ÏÇÄÁ �(g)� = ��(g), Ô. Å. �|ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ � . ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ � = �I . �ÏÇÄÁ f(g) = tr(�I)�(g) = ��� (g).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ �ÏÌÎÏÔÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z(G). éÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×Ù-ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× M(�).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1. þÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. #{�� | � ∈ Ĝ} = dimZ(G) = ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÏÓÔÉ.ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÈÁÒÁËÔÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÁÖÎÅÊÛÉÍÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. 15



�ÅÏÒÅÍÁ 3.2. ìÀÂÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÏÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ T = ⊕�∈ bGm� � . �ÏÇÄÁ �T = ⊕�∈ bGm��� . �ÁË ËÁË�� ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÁm� Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ�Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó�ÅËÔÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.3. çÒÕ��Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁüÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C(G) | ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ, É ËÁË ÔÁËÏ×ÙÅ ÉÈÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ. ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÝÅ ÏÄ-ÎÏ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ Ó×ÅÒÔËÏÊ (É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅ-ÍÏÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ∗). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,(' ∗  )(g) = ∑hk=g '(h) (k):ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C(G) Ó ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÕ��Ï×ÏÊÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕ��Ù G.üÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù: ' ∑g∈G '(g) · g.îÁ�ÒÉÍÅÒ, g ÂÕÄÅÔ ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ, ÒÁ×ÎÕÀ 1 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅÇÒÕ��Ù g É ÎÕÌÀ ÎÁ �ÒÏÞÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. ó×ÅÒÔËÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÔÁ-ËÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ, Ô. Å. �ÏÌÏÖÉÔØ g ∗ h = gh É �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ�Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙRg−1f = f ∗ g; Lgf = g ∗ f:÷×ÉÄÕ R- É L-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á {M(�)|� ∈ Ĝ} ÏËÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.ìÅÍÍÁ 3.1. Z(G)|�ÅÎÔÒ C(g), Ô. Å. �ÅÎÔÒ C(g) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÁÌÇÅ-ÂÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (�ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. f ∈ Z(G)⇐⇒ f ∗ h = h ∗ f ∀h ∈ G. úÄÅÓØ f ∗ h ==∑ f(g) · gh, h ∗ f =∑ f(g) · hg. õÓÌÏ×ÉÅ f ∗ h = h ∗ f ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ�ÒÉ gh= hg′ (g′ = h−1gh) f(g′) = f(g).4. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙëÁÖÄÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÁÌ-ÇÅÂÒÕ: T (f) =∑g∈G f(g)T (g); f ∈ C(G):16



ðÕÓÔØ Z ′(G) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë Z(G). ãÅÎÔÒÁÌØ-ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �T ∈ Z ′(G), ÇÄÅ�T (�) = trT (�) =∑g∈G�(g)�T (g); � ∈ Z(G):åÓÌÉ T ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏ T (�)| ÓËÁÌÑÒ, Ô. Å. T (�) = �T (�)dimT I .�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. {�� | � ∈ Ĝ}|ÂÁÚÉÓ × Z ′(G).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ, ËÁË É ×ÙÛÅ, �′ |�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë �. ëÏÇÄÁ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ Ĝ, �′ ÔÁËÖÅ �ÒÏÂÅÇÁÅÔ Ĝ. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ �; � ∈ Ĝ; �′ ≇ � =⇒ �� (��) = 0:÷ÙÞÉÓÌÉÍ �(��) ÞÅÒÅÚ �ÒÁ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.R|M(�) = (dim �)� =⇒ R(��)|M(�) = (dim �)�(��):äÁÌÅÅ, R(��) = ∗��′ (Ó×ÅÒÔËÁ Ó ��′). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀR(��) = ∑��(g−1)Rg−1 . îÏ Rg−1 = ∗g, Á ��(g−1) = ��′(g), �ÏÜÔÏÍÕR(��) = ∗∑��′(g)g.åÓÌÉ f ∈M(�), ÔÏ f ∗ ��′ = 0; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, (∗��′)|M(�) = 0. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, M(�) É M(�′) | Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÉÄÅÁÌÙ, �ÏÜÔÏÍÕ f ∗ ��′ ∈
∈M(�) ∩M(�′). �ÁË ËÁË �′ ≇ � , ÔÏ M(�) ∩M(�′) = {0}.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,R(��)|M(�)=0, Ô. Å. (dim�)�(��)=0, ÏÔËÕÄÁ �� (��)== 0.2) �Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �� (�� ′) 6= 0, Ô. Å. �� | ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ× Z(G)′, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ �� ′ × Z(G). ðÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÀ �(�� ′) =∑g �� ′(g)�(g):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �� (�� ′) = tr �(�� ′) =∑g �� ′(g)�� (g):÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÏÓÔØÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ � É �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. �ÏÇÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ� ′(g) = �(g−1)′ = �(g), Ô. Å. � ′ = � . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �� ′ = �� . ïËÏÎÞÁÔÅÌØ-ÎÏ ÉÍÅÅÍ �� (�� ′) =∑g �� (g)�� (g) 6= 0:�ÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ.17



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. T ∼= ⊕�∈ bGm� � =⇒T (�)=∑m� �(�)=⇒�T =∑m��� .îÏ �� ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÁ m� Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï �T ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ.5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊðÕÓÔØ ÄÁÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T ÇÒÕ��Ù G. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ Z(G) ÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁ�ÁÓ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÜÎÄÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÓØÍÁ �ÏÌÅÚÎÙ ÄÌÑ ÅÇÏÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ó �ÒÏ-ÓÔÙÍ Ó�ÅËÔÒÏÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÜÔÉÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.ìÅË�ÉÑ 4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ1. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × C(G)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ C(G) ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÜÒÍÉÔÏ×Õ ÆÏÒÍÕ:(f1; f2) = 1
|G|

∑g∈G f1(g)f2(g): (∗)ìÅÍÍÁ 4.1. Reg|ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × C(G) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÆÏÒÍÙ (∗).2. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑìÅÍÍÁ 4.2. äÌÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁ-ÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ-ÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (· ; ·) ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒ-ÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ÷ÓÑËÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÓËÁÌÑÒ-ÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (Ax; y), ÇÄÅ A|ÍÁÔÒÉ�Á. åÓÌÉ ÏÂÁ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ, ÔÏ(T−1g ATgx; y) = (ATgx; Tgy) = (Ax; y):éÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ (· ; ·) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ T−1g ATg = A ÄÌÑ ×ÓÅÈg ∈ G, ÏÔËÕÄÁ ATg = TgA ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ G. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ A == �I .3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ÷ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 3.3 ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �� (��′ )= 0⇐⇒
⇐⇒ � ≇ �. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �� (��′) ==∑g�� (g)��(g), ÏÔËÕÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (�� ;��)=0⇐⇒�≇�,Ô. Å. ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ18



ÓÉÓÔÅÍÕ. úÄÅÓØ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ, × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ(×ÚÑÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÒ-ÍÉÔÏ×ÙÈ ÆÏÒÍ × Ó×ÏÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁ-ÚÉÓ × C(G) Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ (�ij ; �ij) = 1= dim � (i; j = 1; : : : ; dim �).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.1) ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× M(�).ðÕÓÔØ �; � ∈ Ĝ, � ≇ � . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ �ÒÏÅËÔÏÒ p�ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M(�). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ' ∈ C(G) ÉÍÅÅÍp�' = '� , ÇÄÅ ' = '� + '⊥� ('� ∈M(�), '⊥� ∈M(�)⊥). �ÏÇÄÁ Reg' ==Reg'� +Reg'⊥� , �ÒÉÞÅÍ ××ÉÄÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉM(�) ÉM(�)⊥ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Reg'� ∈M(�) É Reg'⊥� ∈M(�)⊥.éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p� Reg' = Reg p�', ÔÏ ÅÓÔØ p� | Ü�ÉÍÏÒ-ÆÉÚÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ M(�). ïÇÒÁÎÉ-ÞÉ×ÁÑ ÅÇÏ ÎÁ M(�), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ p� : M(�) → M(�). �ÁË ËÁËM(�) ≇M(�), ÔÏ p� |M(�) = 0, Ô. Å. �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏ-ÅËÔÏÒÁ M(�)⊆M(�)⊥.2) ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÎÕÔÒÉ M(�) É ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ � : Matr(V� )↔M(�), �(�) = tr ��(g)(ÓÍ. ÚÁÄÁÞÉ 2.3, 2.5). ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × V� ×ÙÂÒÁÎ ÂÁÚÉÓ,�ÒÉÞÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ � .÷ ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �(g) ÕÎÉÔÁÒÎÙ.÷ Matr(V� ) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ tr(��∗) (ÇÄÅ �∗ = �′).ïÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ � × Matr, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ � →
→ �(g1)��(g−12 ) (Ô. Å. �ÅÒÅÎÅÓÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ).íÙ ÍÏÖÅÍ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ tr(��∗) É (�(�); �(�)) ËÁË Ä×Á ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ-ÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ïÎÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 
� , Ô. Å. (�(�); �(�)) = 
� tr(��∗).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ij(g) = �(Eji). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,�(Eji) = tr(Eji�) = tr 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : :�i1 : : : �in�: : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 = �ij(× ÍÁÔÒÉ�Å ÚÁ�ÏÌÎÅÎÁ ÔÏÌØËÏ j-Ñ ÓÔÒÏËÁ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (�ij ; �kl) == 
� tr(EjiE′lk) = 
� tr(EjiEkl) = 
� tr(ÆikEjl) = 
�ÆikÆjl. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,(�ij ; �kl) = 0 �ÒÉ i 6= k ÉÌÉ j 6= l, É (�ij ; �ij) = 
� ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j = 1; : : : ; dim � .19



÷ÙÞÉÓÌÉÍ 
� . ÷×ÉÄÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� �(g)dim �∑j=1 �ij(g)�ij(g) = 1:ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÜÔÏ �Ï g É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ |G|:dim �∑j=1 1
|G|

∑g∈G �ij(g)�ij(g) = 1 =⇒ dim �∑j=1 (�ij ; �ij) = 1:îÏ (�ij ; �ij) = 
� , �ÒÉ ÌÀÂÙÈ i; j (ÓÍ. ×ÙÛÅ), �ÏÜÔÏÍÕ 
� dim � = 1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1. {�� | � ∈ Ĝ}|ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Z(C).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) � ≇ � =⇒ (�� ; ��) = 0.2) (�� ; �� ) = dim �∑i=1 (�ii; �ii) = (dim �)
� = 1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2. åÓÌÉ T = ⊕�∈ bGm� � , ÔÏ m� = (�T ; �� ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �T = ∑�∈ bGm��� , ÄÁÌØÛÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ-×ÁÎÎÏÓÔØ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3. T ∈ Ĝ⇐⇒ (�T ; �T ) = 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. T = ⊕�∈ bGm� � =⇒ (�T ; �T ) = ∑�∈ bGm2� . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, (�T ; �T ) = 1⇐⇒ ×ÓÅ m� = 0 ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÒÁ×ÎÏÇÏ 1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2| ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ Ó�ÅËÔÒÁ, ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅ 4.3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÉ Ë ÌÅË�ÉÑÍ 3, 41. äÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÌÁÓÓÁÍÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × Sn.õËÁÚÁÎÉÑ. âÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n É ÂÒÏÓÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ × ÔÁÂÌÉ�Õ àÎÇÁ. óÔÒÏËÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ ËÁË ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �ÉËÌÙ. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÈ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏÄ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ,ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕ-ÌÅ �(i1; : : : ; ik)�−1 = (�(i1); : : : ; �(ik)), ÇÄÅ (i1; : : : ; ik), (�(i1); : : : ; �(ik))|�ÉËÌÙ.2. ÷Ù�ÉÓÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ S3, S4, S5. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÕ��. îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ S4 (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅ-ÍÏÊ âÅÒÎÓÁÊÄÁ.) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ S4 ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ S4 Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÔÅÔÒÁ-ÜÄÒÁ). 20



3. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù ÞÅÔÎÙÈ �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ÏË A4.òÅÛÅÎÉÅ. |A4|= 12 |S4|= 12. çÒÕ��Á A4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÔÅÔÒÁÜÄÒÅ ÔÒÉÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ É ×ÙÂÅÒÅÍÎÁ ÎÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ. ìÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (S3, |S3|= 6), ÌÉÂÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ Ó ÉÚ-ÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ. éÔÏÇÏ|Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.A4 ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÉÚ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÅ-ÔÒÁÜÄÒÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ 12 = 32 + 12 + 12 + 12, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅÔÒÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ìÀÂÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÏ ÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÅ, Ô. Å. �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÁËÔÏÒ �Ï ÎÅÍÕ:A4=[A4; A4℄∼= Z3. üÔÁ ÇÒÕ��Á Z3 ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÁÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ| �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÒÁÝÅ-ÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ �ÒÉ ÏÄÎÏÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ.4. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù ÄÉÜÄÒÁDn={a;b |an= b2=e;aba= b}(a= e2�i=n, b|ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ).òÅÛÅÎÉÅ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Õ Zn (�ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏÍ a) ÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó �= e2�ik=n. åÓÌÉ Tav = �v,ÔÏ Ta(Tbv) = �−1(Tbv), Ô. Å. �ÒÉ � 6= �−1 �ÁÒÙ 〈v; Tbv〉 ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ä×ÕÍÅÒ-ÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á �ÒÉ � = �−1 | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ. ðÒÉÞÅÔÎÏÍ n � = �−1 �ÒÉ � = ±1. ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n| ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = 1;× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ (Tb)2 = 1 ÉÍÅÅÍ Tb = ±1, ÞÔÏ ÄÁÅÔ Ä×Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÉÍÅÅÍ � = ±1 É Tb = ±1, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÞÅ-ÔÙÒÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. �ÁËÖÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÉÍÅÅÔÓÑ [n − 12 ]Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. |Dn| = 2n. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÑÔÓÑ Ñ×ÎÏ. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ|�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÆÁËÔÏ-ÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ (× ÆÁËÔÏÒÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÒÕ��Á Z2, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b, �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n, É ÇÒÕ��Á Z2 × Z2, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ b É an=2, �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ). ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÄ×ÉÖÅÎÉÑÍ ÄÉÜÄÒÁ (ÍÏÖÎÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ÞÉÓÌÏ É ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×).5. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÕÍÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ:Á) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù ×ÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ;Â) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ.õËÁÚÁÎÉÑ. çÒÕ��Á ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å S4. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÅÒÛÉÎ. ìÀÂÁÑ21



ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ ×ÅÒÛÉÎ �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÕÂÏÍ É ÔÅÔÒÁÜÄÒÏÍ ÔÁËÏ×Á: × ËÕÂ ×�ÉÓÁÎÏ Ä×Á ÔÅÔÒÁ-ÜÄÒÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÕ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, #{ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÕÂÁ}=2·#{ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ}== 2 · 24 = 48.çÒÕ��Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÕÂÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ÓÉÍÍÅÔÒÉÊÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.äÒÕÇÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë Ó×ÑÚÉ S4 Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ËÕÂÁ ÔÁËÏ×.S4 �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. üÔÏ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ: ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌØÛÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ S4 É �ÕÔÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÉÈ �Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. �ÁÂÌÉ�Á�ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÁËÏ×Á (�ÒÏ×ÅÒÉÔØ!):S4 11 6(12) 8(123) 6(1234) 3(12)(34)�ÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ U 1 1 1 1 1úÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÅ U ′ 1 −1 1 −1 1óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ V (dim = 3) 3 1 0 −1 −1V ⊗ U ′ 3 −1 0 1 −1ä×ÕÍÅÒÎÏÅ W 2 0 −1 0 2(�ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ).ìÅË�ÉÑ 5. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÇÒÕ��Ù SdüÔÁ ÌÅË�ÉÑ �ÒÅÓÌÅÄÕÅÔ Ä×ÏÑËÕÀ �ÅÌØ. ðÅÒ×ÏÅ | �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ-×ÁÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù, É ×ÔÏÒÏÅ|ÄÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍËÁË ÜÔÁ �ÓÅÄÁÑ� ËÌÁÓÓÉËÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÉÚÉËÅ. ÷ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÌÉ-ÔÅÒÁÔÕÒÕ (W.Fulton and J.Harris. Representation theory (a �rst 
ourse),Springer-Verlag New-York In
., 1991; V.Ka
 and A.Raina. Bombay Le
-tures on Highest weight representations of in�nite-dimensional Lie algebras,World S
ienti�
 Publ. Co. Pte. Ltd., 1987).22



1. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊþÉÓÌÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ = ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍàÎÇÁ = ÞÉÓ-ÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ p(d) (ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ d × ÓÕÍÍÕ �ÅÌÙÈ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊÆÕÎË�ÉÅÊ
∞∑d=0 p(d)td = ∞∏1 11− tn :2. éÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍäÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �: �1 > �2 > : : :> �k > 1, ∑�i = d É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ�ÏÒÑÄËÅ. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁÄÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Sd ÎÁËÌÅÔËÁÈ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ × Sd Ä×Å �ÏÄÇÒÕ��Ù P É Q:P� = {g ∈ Sd | g ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �};Q� = {g ∈ Sd | g ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�Ù ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �}:éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔ ËÌÅÔËÉ×ÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏË, Á ×ÔÏÒÏÊ| ×ÎÕÔÒÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÉÍ ÇÒÕ��ÁÍ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C(Sd):a� = ∑g∈P� g; b� = ∑g∈Q�(−1)gg:ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
� = a�b� ∈ C(Sd):ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÏÍ àÎÇÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 
2� = n�
�. ïÂÒÁÚ 
� (�ÒÉ�ÒÁ×ÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ × C(Sd)) ÅÓÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V�, É ÌÀ-ÂÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù Sd �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (
�=n�)2=
�=n� (ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÄÅÍ-�ÏÔÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á C(Sd)). üÌÅÍÅÎÔ 
�=n� ÚÁÄÁÅÔ �ÒÏÅËÔÏÒ C(Sd)→

→ V�.3. èÁÒÁËÔÅÒÙ: ÆÏÒÍÕÌÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁäÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁÂÏÒÏÍ i = (i1 : : : id), ÇÄÅ i� |ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ � (�= 1; : : : ; d). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,d∑�=1�i� = d:23



ðÕÓÔØ k = i1 + : : : + id (ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ). ÷×ÅÄÅÍ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÅ x1; : : : ; xk, É ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÚÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÙ îØÀÔÏÎÁPj(x) = xj1 + : : :+ xjk (j = 1; : : : ; d)É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔ k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ(Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ)�(x) = ∏16i<j6k(xi − xj):åÓÌÉ f(x)| �ÏÌÉÎÏÍ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ [f ℄l1:::lk ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ: f(x) =∑[f ℄l1:::lkxl11 : : : xlkk .÷ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ (ÓÍ. Fultonand Harris).÷ÏÚØÍÅÍ Ä×Å (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. úÁÄÁ-ÄÉÍ �ÅÒ×ÕÀ, ËÁË É × �ÕÎËÔÅ 2, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ �, Á ×ÔÏÒÕÀ | ÎÁÂÏÒÏÍi= (i1; : : : ; id). ðÕÓÔØ ��|ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÏÔ-×ÅÞÁÀÝÅÇÏ �ÅÒ×ÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, Ci|ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ-ÂÏÒÏÍ i. �ÏÇÄÁ ��(Ci) = [� d∏j=1P ijj ]l1:::lk ;ÇÄÅ ln = �n + k − n (n = 1; : : : ; k), � É Pj | �ÏÌÉÎÏÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ×ÙÛÅ.4. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÆÏÒÍÕÌÁ ËÒÀËÏ×îÁÚÏ×ÅÍ ËÒÀËÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ × ÆÏÒÍÅ ÂÕË×Ù ç. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁdimV� = d!
Q(ÄÌÉÎ ËÒÀËÏ×)(�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ËÒÀËÁÍ, ×ÌÏÖÅÎÎÙÍ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎ-ÇÁ �).5. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ S� ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑS(�1;:::;�k)(x) = det(x�i+k−ij )�(x) :24



(Fulton and Harris, Appendix A). éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÍÏÖÎÏ ×Ù×Å-ÓÔÉ, ÞÔÏ d∏j=1Pj(x)ij =∑��(Ci)S�(x):ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÉÇÒÁÀÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù É ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÉËÅ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÎÉ ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ É × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÆÉÚÉËÅ. îÉÖÅ ÍÙ ËÏÒÏÔËÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍ Ä×Á �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ.6. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ëÁÄÏÍ�Å×Á|ðÅÔ×ÉÁÛ×ÉÌÉ (KP):34 �2u�y2 = ��x (�u�t − 32u�u�x − 14 �3u�x3)︸ ︷︷ ︸Ï�ÅÒÁÔÏÒ KdV :üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ×ÏÌÎÙ × �ÌÁÚÍÅ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ�ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÌÁÓÓ Ñ×ÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÛÅ-ÎÉÑÍÉ KP: 2 �2�x2 logS�(x; y; t; 
4; 
5; : : :);ÇÄÅ 
4; 
5; : : :|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ëÁÄÏÍ�Å×Á|ðÅÔ×ÉÁÛ×ÉÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÕ ×�ÏÌÎÅ ÉÎ-ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÒÕ�ÎÅÊÛÉÈÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ XX ×ÅËÁ. ÷ 50|60-È ÇÏÄÁÈ XX ÓÔÏÌÅ-ÔÉÑ, × ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ, æÅÒÍÉ, ðÁÓÔÁ É õÌÁÍÏÍ ÂÙÌÁ ÏÂÎÁ-ÒÕÖÅÎÁ ÁÎÏÍÁÌØÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÁÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÚÁ�ÉÑ �Å�ÏÞËÉ �ÏÄÁ, Á çÁÒÄÎÅ-ÒÏÍ, çÒÉÎÏÍ, ëÒÕÓËÁÌÏÍ É íÉÕÒÏÊ| ÓÏÌÉÔÏÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑëÏÒÔÅ×ÅÇÁ|ÄÅ æÒÉÚÁ (KdV ). ÷ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ñ×ÌÅÎÉÑ ÏÂßÑÓÎÑ-ÀÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅÍ Õ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁËÏÎÏ× ÓÏÈÒÁÎÅ-ÎÉÑ (ð.ìÁËÓ). òÅÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ × ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÓÙÇÒÁÌÉ íÏÓËÏ×ÓËÁÑÛËÏÌÁ (ËÏÎÅÞÎÏÚÏÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ) É ìÅÎÉÎÇÒÁÄÓËÁÑ ÛËÏÌÁ (ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ-×Á ÔÅÏÒÉÑ).7. ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÔÅÏÒÉÑ �ÏÌÑðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÆÏËÏ×ÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × ÂÏ-ÚÏÎÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. ïÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÎÏÍÁÍ�ÒÉ ÂÏÚÏÎ-ÆÅÒÍÉÏÎÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ (ÓÍ. Ka
|Raina), ËÏÔÏÒÏÅ Ó ÔÏÞËÉÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÄ×ÕÈ ÔÉ�Ï× ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ëÁ�Á|íÕÄÉ.25



ìÅË�ÉÑ 6. çÒÕ��Ù SU(2) É SO(3)|ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ,ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ SU(2) É SO(3)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÕÀ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕ��Õ SU(2) É ÇÒÕ��Õ ×ÒÁÝÅ-ÎÉÊ SO(3) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:u ∈ SU(2)⇐⇒ u ∈Matr(2× 2); u∗u= 1; ÇÄÅ u∗ = u′; É detu= 1;u ∈ SO(3)⇐⇒ u ∈Matr(3× 3); u′u= 1 É detu= 1:úÁÄÁÞÁ 6.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏSU(2) ={( z1 z2
−z2 z1) ∣∣∣∣ |z1|2 + |z2|2 = 1}:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.1. SU(2)∼= S3:2. õÇÌÙ üÊÌÅÒÁ÷×ÅÄÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ| Ë×ÁÚÉÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ, Ô. Å. �ÏËÒÙ-×ÁÀÝÉÅ ×ÓÅ, ËÒÏÍÅ 1-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × SO(3).
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÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Z. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ g ÚÁÄÁÅÔ-ÓÑ ÄÒÕÇÏÊ (ÔÁË ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OX ′Y ′Z ′.ðÕÓÔØ l|�ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÅÊ OXY Z É OX ′Y ′Z ′.ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ:| �ÅÒÅ×ÅÄÅÍ ÏÓØ OX × �ÒÑÍÕÀ l×ÒÁÝÅÎÉÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ OXY × �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ (�ÒÉ ÎÅ�Ï-Ä×ÉÖÎÏÊ OZ). ðÕÓÔØ '1 |ÕÇÏÌ �Ï-×ÏÒÏÔÁ;| �ÅÒÅ×ÅÄÅÍ OZ × OZ ′ ×ÒÁÝÅÎÉ-ÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ OY Z �ÒÉ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ OX ; �ÕÓÔØ �|ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ;| �ÅÒÅ×ÅÄÅÍ OX × OX ′ �ÒÉ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ OZ; �ÕÓÔØ '2|ÕÇÏÌ �Ï-×ÏÒÏÔÁ.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Z �ÅÒÅÊÄÅÔ × OX ′Y ′Z ′. íÁÔ-ÒÉ�Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (× ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Z)26



ÅÓÔØ g = g'1g�g'21), ÇÄÅg' =
os' − sin'sin' 
os' 1 ; g� =1 
os � − sin �sin � 
os � :úÁÄÁÞÁ 6.2. Á) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏg = ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗sin'2 · sin � 
os'2 · sin � 
os �Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÀ ÍÁÔÒÉ�Õ g.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÔ ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ P , �ÅÒÅÈÏÄÑÝÅÊ �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ g × ÔÏÞËÕ 001. (õËÁÚÁÎÉÅ:ÔÁËÏ×Ï Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù).ðÕÓÔØ Q| ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó �ÒÑÍÏÊ l, ÔÏÞ-ÎÅÅ| ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ (1; 0; 0) �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ g'1 . �ÏÞËÉ P É Q ×�ÏÌÎÅ ÚÁ-ÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OX ′Y ′Z ′, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ×ÒÁÝÅÎÉÅ g. ðÏÎÉÍ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÅÇÏ ÕÇÌÙ üÊÌÅÒÁ: '2 É �| ËÁË ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ P , Á '1|ËÁË �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ OX É l.3. îÁËÒÙÔÉÅ SU(2) → SO(3)ðÕÓÔØ E ={X =( x1 x2 + ix3x2 − ix3 −x1 ) ∣∣∣∣ x1; x2; x3 ∈ R

}| �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÌÅÄÏÍ. äÌÑ u ∈ SU(2)ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P (u) : X 7→ uXu−1. ðÏÌÕÞÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ SU(2)ÎÁ E, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁ (X;X) = x21 + x22 + x23 =− detX ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, P (u) ∈ SO(3), ÔÏ ÅÓÔØ P |ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ SU(2) × SO(3).úÁÄÁÞÁ 6.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏP : (ei'=2 00 e−i'=2) 7→




os' − sin'sin' 
os' 1 ;





os �2 i sin �2
−i sin �2 
os �2  7→



1 
os � − sin �sin � 
os � :1)ïÂÒÁÔÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÜÔÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÂÅÒÕÔÓÑ ÎÅ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á × �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ.27



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ P : SU(2)→ SO(3) ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P (u) = P (−u). üÔÏ ×ÉÄÎÏ É ÉÚ ÚÁ-ÄÁÞÉ 6.3: ÅÓÌÉ Ë ' É � �ÒÉÂÁ×ÉÔØ 2�, ÔÏ ÓÌÅ×Á ×ÓÅ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ (−1),Á Ó�ÒÁ×Á ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.ìÅÍÍÁ 6.1. kerP = {±id}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. u ∈ kerP ⇐⇒ P (u)X =X ∀X ∈ E ⇐⇒ uXu−1 =X
∀X ∈E ⇐⇒ uX =Xu ∀X ∈ E.�Å�ÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈX . äÌÑ x1 = 1,x2 = x3 = 0 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ u ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó (1 00 −1); ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,u|ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÅ × ×ÉÄÅ (z 00 z),
|z|2 = 1, É �ÒÏËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÔØ Ó x1 = x3 = 0, x2 = 1 É x1 = x2 = 0, x3 = 1.ìÅÍÍÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÉ P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË. üÔÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÓÌÏ×ÁÍÉ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄ×ÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÉÌÉ SU(2)|Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ SO(3).4. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ SO(3)úÁÄÁÞÁ 6.4. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2 ÅÓÔØ sin � d' d�.éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ SO(3) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÇÌÏ× üÊÌÅÒÁ ÓÔÒÏÉÔ-ÓÑ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. âÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÔÏÞËÉ P É Q(ÓÍ. �. 3). P �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÓÆÅÒÕ, É ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅsin � d'2 d�. Q �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ËÒÕÇ, É ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ d'1. ðÏ-ÌÕÞÁÅÍ sin � d'1 d'2 d�. ÷ÒÁÝÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÁË ÍÅÒÕ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÔÁËÉ ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ.5. ðÏÄßÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ Ó SO(3) ÎÁ SU(2)éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÎÁ SU(2) ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, �ÏÄÎÑ× ÍÅÒÕ Ó SO(3) Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ P (ÓÍ. �. 4). üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁSO(3), ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÌÉÓÔÅ (ÉÌÉ Ó×ÑÚÎÙÅ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ⊂ SU(2) �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �SU(2)(X) = �SO(3)(P (X)).ìÅË�ÉÑ 7. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ��1. ÷×ÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑîÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ,É �ÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. îÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ-28



ÍÉ ÇÒÕ��ÁÈ SO(3) É SU(2) ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÍÅÒÕ Ñ×ÎÏ.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅ-ÒÅ Z f(g) d�(g), ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÊ ÇÒÕ��Å.äÌÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� ×ÅÒÎÙ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ (ÔÅÏ-ÒÅÍÁ 1.2) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÈ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á×ÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÇÒÕ��Å ÎÁÄÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ: ÅÓÌÉ E(x; y) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉ-ÔÏ×Á ÆÏÒÍÁ, ÔÏ (x; y) = Z E(Tgx; Tgy) d�(g) | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÆÏÒÍÁ (ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1) ÉÚ ÌÅË�ÉÉ 1). ÷ ËÁ-ÞÅÓÔ×Å C(G) ÂÅÒÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÇÒÕ�-�Å. ÷ ÎÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ(';  ) = Z '(g) (g) d�(g). ó×ÅÒÔËÁ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ ××ÏÄÉÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÆÏÒÍÕÌÙ (' ∗  )(g) = Z '(h) (h−1g) d�(h). ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊÔÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� �ÏÌÎÏÓÔØÀ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÔÅÏ-ÒÉÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� Ó ÏÄÎÉÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ: ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ×ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Õ ÎÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ìÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÞÅÔÎÏ.2. �ÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÁ|÷ÅÊÌÑ�ÅÏÒÅÍÁ 7.1 (ðÅÔÅÒ|÷ÅÊÌØ). íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅ-ÍÕ × C(G) Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ ‖�ij‖2 = 1dim � .ðÏÌÎÏÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ C(G) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÍÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ É ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ 4.1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞ-ÎÙÈ ÇÒÕ��).2) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÔÙ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� (Ô. Å. ÇÒÕ��, ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ × �ÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕ��ÕÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ). üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÁÎÁÌÏÇÉÀ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ g = (gij). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ {gij ; gij}. ðÕÓÔØRm(G)|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m. üÔÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ É, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ C(G), ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. �Å�ÅÒØÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ29



�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Rm(G) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ðÏ ÔÅÏ-ÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÏÂ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× ×ÓÀÄÕ�ÌÏÔÎÏ × C(G) × ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÎÕÀÓÉÓÔÅÍÕ.ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ G = S1. ÷ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ S1 ÏÄÎÏ-ÍÅÒÎÙ É ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ ' 7→ ein', ÇÄÅ ' ∈ [0; 2�℄, Á n|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ. ìÀÂÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ; ÍÙ ÎÅ ÂÕ-ÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ðÅÔÅÒÁ|÷ÅÊÌÑ, ÌÀÂÁÑ �Å-ÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË �ÒÅÄÅÌ�ÒÉ m→ ∞ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ×ÉÄÁ fm(') = m∑n=−m an(m)ein'. íÙÄÁÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ. éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ limm→∞

12� Z 2�0 fm(')e−in'd'= 12� Z 2�0 f(')e−in'd' ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ Z.÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ �ÒÅÄÅÌÁ ÒÁ×-ÎÏ an(m). ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ an) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍæÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f . �Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(') = ∞∑n=−∞
anein'.üÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑG= S1 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÅÔÅÒÁ|÷ÅÊÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÒÑÄ æÕ-ÒØÅ.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄÙ �Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÉÓÔÅ-ÍÁÍ ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��Ù S1, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÄÌÑÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ��), ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ GÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ, É �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÒÑÄ æÕÒØÅ �Ï ÍÁ-ÔÒÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÅÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ:f =∑�∈Ĝ dim �∑i;j=1 
�;i;j�i;jéÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, C(G) =⊕�∈ bGM(�);ÇÄÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ, M(�)|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ � , ÎÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ �ÒÑÍÏÊÓÕÍÍÏÊ. 30



3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ S2|�ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉóÌÅÄÕÀÝÉÍ ÛÁÇÏÍ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÒÑÄÏ×æÕÒØÅ ÎÁ S2 | ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 (ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÅÅ �ÒÏÓÔÏ S). üË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØC(S)|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ S. åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. çÒÕ��Á SO(3) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ S; ÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ SO(3) × C(S). îÁÚÏ×ÅÍÅÇÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ. úÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ.ìÅË�ÉÑ 8. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ìÁ�ÌÁÓÁ�ÅÏÒÉÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ìÁ�ÌÁÓÁ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SO(3) ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ,Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ × ÒÑÄÙ æÕÒØÅ. åÅ ÒÏÌØ ÜÔÉÍ ÎÅ ÉÓ-ÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑ. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ìÁ�ÌÁÓÁ| ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ ×ÉÄÏ× Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅÏÎÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ×Ï ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÊ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÚÁÄÁÞÁÈ Ó ËÕÌÏÎÏ×ÓËÉÍ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍ).1. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ × R3ðÕÓÔØ A|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ x1; x2; x3, Á Am | �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ m. �ÏÇÄÁ A=A0 ⊕A1 ⊕ : : :íÏÎÏÍÙ {xk11 xk22 xk33 } ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × A. ÷×ÅÄÅÍ × A ÜÒÍÉÔÏ×Ï �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ:
〈xk11 xk22 xk33 ; xk′11 xk′22 xk′33 〉= k1! k2! k3! Æk1k′1Æk2k′2Æk3k′3 :ìÅÍÍÁ 8.1. ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ r2 = x21 + x22 + x23É Ï�ÅÒÁÔÏÒ �= �2�x21 + �2�x22 + �2�x23 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ��x1 = (x1)∗, Ô. Å.

〈x1u; v〉 = 〈u; ��x1 v〉 ÄÌÑ ×ÓÅÈ u; v ∈ A. ðÒÏ×ÅÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ u; v. ðÕÓÔØ u = xk1−11 xk22 xk33 , v = xk11 xk22 xk33 . �ÏÇÄÁ Ó ÏÂÅ-ÉÈ ÓÔÏÒÏÎ �ÏÌÕÞÉÍ k1! k2! k3!. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎÎÕÌÉ.üÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H def= {a ∈ A | �a = 0} = ker� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. ðÏÌÏÖÉÍ Hm =H ∩Am.31



ìÅÍÍÁ 8.2. Am =Hm ⊕ r2Am−2 (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ,ÞÔÏ ker� = (im�∗)⊥, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. éÍÅÅÍ Am == (ker� ⊕ ker�⊥) ∩ Am. äÁÌÅÅ, ker� ∩ Am = Hm, Á (ker�)⊥ ∩ Am == (im r2) ∩ Am = r2Am−2.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.1. Am = Hm ⊕ r2Hm−2 ⊕ r4Hm−4 ⊕ : : : (×ÓÅÇÏ [m2 + 1]ÞÌÅÎÏ×).2. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : A→ C(S), ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ËÁÖÄÏÍÕ �ÏÌÉ-ÎÏÍÕ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÕ S = S2.ìÅÍÍÁ 8.3. ker � ∩ Am = {0}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ ÓÆÅÒÅ,ÔÏ ÏÎ ÎÕÌÅ×ÏÊ.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Um = �(Hm) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÓÁ m.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.2. �(Am)∼= Um ⊕ Um−2 ⊕ : : :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 8.1 Ó ÕÞÅÔÏÍÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ r2 = 1.3. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÇÒÕ��Ù SO(2) ⊂ SO(3)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × SO(3) ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ ÔÏÞËÉ (0; 0; 1). ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÅÅ G0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ G0 ∼= SO(2).ìÅÍÍÁ 8.4. ÷ÒÁÝÅÎÉÑ ÉÚ G0 ÉÍÅÀÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Am ÂÁ-ÚÉÓ ÏÂÝÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄe2�ik', k = 0;±1; : : : ;±m, ÇÄÅ ' | ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ G0. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ e2�ik' ÒÁ×ÎÁ[m− |k|2 + 1].äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ u = x1 − ix2, u = x1 + ix2, z = ei',h(z) =(
os' − sin'sin' 
os') ∈G0. �ÏÇÄÁ h(z)u= zu, h(z)u= z−1u.ðÅÒÅÊÄÅÍ × Am Ë ÂÁÚÉÓÕ upuqxl3 (p+ q + l =m). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ h(z)ÍÏÎÏÍ upuqxl3 ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ zp−q. éÍÅÅÍ |p− q|6 p+ q ==m− l 6m. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ p− q = k p+ q ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØ-ËÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ É l. ðÒÉ ÜÔÏÍ l 6m − |k|. ðÏÜÔÏÍÕl ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ m − |k|;m − |k| − 2;m − |k| − 4; : : :, ×ÓÅÇÏ[m− |k|2 + 1] ÚÎÁÞÅÎÉÊ.÷ÙÞÉÓÌÉÍ dimHm. äÌÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ zk × ÜÔÏÍ32



�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÍ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 8.4 É 8.2multkHm=multk Am−multk Am−2= [m− |k|2 +1]− [m− 2− |k|2 +1]=1:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Hm ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ zk,k = 0;±1; : : : ;±m Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, �ÏÜÔÏÍÕ dimHm = 2m + 1(ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ).4. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ S2�ÅÏÒÅÍÁ 8.1. 1) C(S) = ∞⊕m=0Um (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ).2) Um ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(3), ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ É dimUm == 2m+ 1.3) ÷ Um ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G0ÂÁÚÉÓ Ym;0; Ym;±1; : : : ; Ym;±m, �ÒÉÞÅÍ Ym;k ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ zk.ìÅÍÍÁ 8.5. ìÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ SO(3)-�ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ × C(S) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G0-ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ U ⊂ C(S) | �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, U0 = {f ∈
∈ U | f(0; 0; 1) = 0}. õÓÌÏ×ÉÅ f(0; 0; 1) = 0| ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÎÁ f . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÂÏ U0 = U , ÌÉÂÏ U0|ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ × U .�ÁË ËÁË U 6= {0}, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ~f ∈ U É x ∈ S, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ~f(x) 6= 0.ðÕÓÔØ g ∈ SO(3)|ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ gx= (0; 0; 1). �ÏÇÄÁ (g ~f)(0; 0; 1) == ~f(x) 6= 0. îÏ g ~f ∈ U , �ÏÜÔÏÍÕ U0 6= U , É × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ U0|ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, dimU⊥0 = 1.÷×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ G0(0; 0; 1) = (0; 0; 1), �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U0, Á ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ É U⊥0 , ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G0. ðÕÓÔØ ~f ∈ U⊥0 . �ÏÇÄÁ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ g ∈G0 g ~f = � ~f , � ∈ C. îÏ (g ~f)(0; 0; 1) = ~f(g−1(0; 0; 1)) = ~f(0; 0; 1),Ô. Å. �= 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. 1) òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 8.2 É ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÏÂ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ(ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ðÅÔÅÒÁ|÷ÅÊÌÑ). ðÏ�ÁÒÎÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Um ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (ÓÍ. ÎÉÖÅ),ÔÁË ËÁË Õ ÎÁÓ ÎÅÔ Ó×ÅÄÅÎÉÊ ÏÂ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � (× C(S),�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (';  ) = ZS '(s) (s) d�(s)).2) éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ Um ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ � Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍSO(3) É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ Hm, Á �ÏÓÌÅÄÎÑÑ| ÉÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ �Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ SO(3) (�ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ).îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ Um ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ G0-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ×Hm, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É × Um, ÒÁ×ÎÁ 1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 8.5 × UmÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.33



÷×ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 8.3 dimUm = dimHm = 2m+ 1.3) ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Ym;k ×ÏÚØÍÅÍ ÏÂÒÁÚ ×ÅËÔÏÒÁ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉ-ÅÍ zk × Hm. ÷×ÉÄÕ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ mÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.ðÕÓÔØ p|ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ �ÒÏÅËÔÏÒ Um → Um′ . ðÒÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍÓËÁÌÑÒÎÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. åÓÌÉm 6=m′, ÔÏ Um É Um′ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (dimUm 6= dimUm′). îÏ ÏÎÉ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙ, �ÏÜÔÏÍÕ p= 0, Ô. Å. Um⊥Um′ .Ym;0; Ym;±1; : : : ; Ym;±m ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ìÁ�ÌÁ-ÓÁ ×ÅÓÁm: Ym;0|ÚÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ|�ÒÉ-ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ.ìÅË�ÉÑ 9. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ìÉ1. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ìÉ(ìÉÎÅÊÎÏÊ) ÇÒÕ��ÏÊ ìÉ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÌÀÂÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ�ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù GL(n) Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊÍÅÔÒÉËÏÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Matr(n× n).ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : G→H Ä×ÕÈ ÇÒÕ�� ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,ÅÓÌÉ '| ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��, É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U Å×ËÌÉ-ÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÅÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ  : U → G ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ' ◦  : U →Matr(n× n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÕ��Ù ìÉ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÇÏ-ÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë ÎÅÊ× ÏÄÎÏÊ-ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ëÁË ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ | ÉÚÕÞÁÅÔ ÔÅÏ-ÒÉÑ ìÉ.ðÕÓÔØ TeG|ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÅÄÉÎÉ�Å ÇÒÕ��Ù G.�ÅÏÒÅÍÁ 9.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó×ÑÚÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ìÉ G × ÇÒÕ��Õ ìÉ HÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ × ÅÄÉÎÉ�Å.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ ' : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, d' : TG→
→ TH|ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ), l(g) | ÌÅ-×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ g × G, l(h)| ÌÅ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ h × H , l(g)∗ : TeG→ TgG Él(h)∗ : TeH → ThH|ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ '|ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ: G l(g)

//'
��

G'
��H l('(g)) // H:34



éÚ ÎÅÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:TeG l(g)∗
//d'

��

TgGd'
��TeH l('(g))∗ // T'(g)H:ðÕÓÔØ � ∈ TeG. �ÏÇÄÁ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏd'(l(g)∗�) = l('(g))∗d'(�): (1)2) ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ g ∈ G. íÙ ÈÏÔÉÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ '(g), ÚÎÁÑ d'. óÏ-ÅÄÉÎÉÍ e É g ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ g(t), ÌÅÖÁÝÅÊ × ÇÒÕ��Å: g(0) = e, g(1) = g.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �(t) ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ g′(t) = l(g(t))∗�(t) É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �(t) ∈ TeG.ðÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1):d'(g′(t)) = d'(l(g(t))∗�(t)) = l('(g(t)))∗d'(�(t)):ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ d'(g′(t)) = '(g(t))′, Ô. Å.'(g(t))′ = l('(g(t)))∗d'(�(t)):÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ h(t) = '(g(t)), �(t) = d'(�(t)). ðÏÌÕÞÉÍ h′(t) == l(h(t))∗�(t), Ô. Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ h(t) �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ (ÚÄÅÓØ l(h(t))∗ |ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ h(t), �(t) | ÉÚ-×ÅÓÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ). äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ�� �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ h′ = h�. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ h(0) = e, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ h(t) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô. Å. '(g(1)) = '(g)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.2. óËÏÂËÁ ÎÁ TeGëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÅÄÉÎÉ�Å ÇÒÕ��Ù ìÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. åÓÌÉ x; y ∈ TeG, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÒÉ×ÙÅ g = g(t)É h = h(s), ÌÅÖÁÝÉÅ × ÇÒÕ��Å, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g(0) = h(0) = e, g′(0) = x,h′(0) = y. �ÏÇÄÁ x+ y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë g(t)h(t), Á �x|Ë g(�t).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ TeG ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÝÅ ÏÄÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÓËÏÂËÏÊ, ÉÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ:[x; y℄ := �2�t�s (ghg−1h−1)s=t=0: (2)äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ × (2) �Ï s É �ÏÌÁÇÁÑ s= 0, �ÏÌÕÞÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒgh′(0)g−1 − h′(0). ïÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ TeG �ÒÉ ×ÓÅÈ t.úÁÔÅÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÅÇÏ �Ï t, �ÒÉ t= 0 �ÏÌÕÞÉÍ_g(0)h′(0)− h′(0) _g(0) = [x; y℄35



(ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÞËÕ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �Ï t É ÛÔÒÉÈÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �Ï s).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.1. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ�� ìÉ [x; y℄ = xy − yx.úÁÄÁÞÁ 9.1. Á) TeSU(2) = {X ∈Matr(2;C) |X +X∗ = 0; trX = 0}.Â) TeSO(3) = {X ∈Matr(3;R) |X +X ′ = 0}.úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ��, ÞÔÏ
• [X;Y ℄|ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ;
• [X;Y ℄ =−[Y;X ℄ (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ);
• [X; [Y; Z℄℄ + [Z; [X;Y ℄℄ + [Y; [Z;X ℄℄ = 0 (ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ).÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓËÏÂËÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ × ÚÁÄÁÞÅ 9.2, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ.÷ÙÛÅ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ TeG ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ.áÌÇÅÂÒÁ ìÉ TeG ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÇÒÕ��Ù G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑLie(G).ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Lie(SU(2)) = su(2), Lie(SO(3)) = so(3), Lie(SL(2)) == sl(2), Lie(GL(V )) = gl(V ).�ÅÏÒÅÍÁ 9.2. åÓÌÉ ' : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� ìÉ, ÔÏd' : LieG→ LieH|ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g = g(t), h= h(s), g(0) = h(0) = e. éÍÅÅÍ:d'( ��s(ghg−1h−1)s=0) def= ��s'(ghg−1h−1)s=0 == ��s('(g)'(h)'(g)−1'(h)−1)s=0:ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ �Ï t É ×ÎÅÓÅÍ ÓÌÅ×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÅ �Ï t × ÁÒÇÕÍÅÎÔ d' (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË d'|ÌÉÎÅÊÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ):d'( �2�s�t (ghg−1h−1)s=t=0)= �2�s�t('(g)'(h)'(g)−1'(h)−1)s=t=0;Ô. Å. d'([x; y℄) = [d'(x); d'(y)℄.3. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕ�� ìÉÉ ÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍT : G→ GL(V ). äÌÑ ÇÒÕ�� ìÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ �ÒÅÄßÑ×ÌÑÅÔÓÑÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × gl(V ),Ô. Å. ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ': g→gl(V ), ÞÔÏ '([x;y℄)='(x)'(y)−

− '(y)'(x).÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.2 ËÁÖÄÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ T ÇÒÕ��Ù ìÉ ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ _T ÉÌÉ dT .ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9.1 ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÕ�� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ×�ÏÌÎÅ36



Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù. äÌÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÕ�� ÍÅÖÄÕ ÎÉ-ÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÎÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÜÔÏÇÏÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.2. äÌÑ Ó×ÑÚÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ�� ìÉ É ÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ËÁ-ÖÄÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÜÎÄÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g = Lie(G) É _T (�)u = u _T (�), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ� ∈ g. îÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T (g)u = uT (g) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. ðÏÌÁÇÁÑH =GL(V ), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ h′(t) = h(t)�(t), �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅ-ÍÅ 9.1. éÍÅÅÍ: h′(t)u= h(t)�(t)u= (h(t)u)�(t);uh′(t) = (uh(t))�(t);Ô. Å. h(t)u É uh(t) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ. �ÁË ËÁË h(0) = e, ÔÏ uh(0) = h(0)u = u, Ô. Å. É ÎÁÞÁÌØÎÏÅÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ h(t)u = uh(t) ÄÌÑ×ÓÅÈ t.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.3. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 9.2 É × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÍ-�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T É _T �ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÉÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ _T �ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏÉ T �ÒÉ×ÏÄÉÍÏ. äÌÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù T (g) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÎÉÔÁÒ-ÎÙÍ, Á _T (�)|ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ _T (�)V0 ⊂ V0 ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ � ∈ g ÔÏ É _T (�)V ⊥0 ⊂ V ⊥0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ g. îÏ ÔÏÇÄÁ _T (�) ËÏÍÍÕÔÉ-ÒÕÅÔ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ V0. ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀÉ T (g) Ó ÎÉÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, V0 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ T (g).ìÅË�ÉÑ 10. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SU(2), SO(3) É sl(2)1. ïÔ su(2) Ë sl(2): ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑðÕÓÔØ E = {X ∈Matr(2× 2) |X =X∗; trX = 0} ∼= R3. ÷ �. 4 ÌÅË�ÉÉ 6ÄÁÎ ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ÍÁÔÒÉ� �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × EÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓE1 =(0 11 0) ; E2 =( 0 i
−i 0) ; E3 =(−1 00 1) :úÁÄÁÞÁ 10.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) E± = 12 (E1 ∓ iE2), H =−E3|ÂÁÚÉÓ× sl(2); Â) H1 = 12iE1, H2 = 12iE2, H3 = 12iE3|ÂÁÚÉÓ × su(2). (õËÁÚÁÎÉÅ:ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 9.1). 37



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.1. âÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ sl(2) É su(2) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: E± =H2 ± iH1; H =−2iH3:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.2. 1) éÍÅÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ su(2) É sl(2). éÍÅÎÎÏ, ×ÓÑ-ËÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ su(2) �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ sl(2) × ÔÏÍ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å; ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑÏ�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ sl(2) ÎÁ su(2).2) óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ su(2) É sl(2) �ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÉÌÉÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ su(2)Ó×ÅÄÅÎÁ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
sl(2) (É ÎÁÏÂÏÒÏÔ). üÔÁ ÉÄÅÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ÷ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÏÂÝÅÊ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÏÊ (�ÒÏÓÔÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ (Õ ÎÁÓ| sl(2)) É ÅÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ(Õ ÎÁÓ| su(2)) ÏÎÁ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÔÒÀËÁ ÷ÅÊÌÑ.âÁÚÉÓ E+, E−, H × sl(2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ. äÌÑ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ E+ =E, E− = F , H .úÁÄÁÞÁ 10.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏH =(1 00 −1) ; E =(0 10 0) ; F =( 0 0

−1 0)É [H;E℄ = 2E, [H;F ℄ =−2F , [E;F ℄ =H.2. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ sl(2)�ÅÏÒÅÍÁ 10.1. ðÕÓÔØ �|ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ sl(2) × V . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ v0; : : : ; vn, ÞÔÏ1) �(H)vk = (n− 2k)vk,2) �(F )vk = vk+1,3) �(E)vk = k(n− k + 1)vk−1(ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ v−1 = vn+1 = 0).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ 
|ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ�(H) × V , Ô. Å. �(H)v = 
v. �ÏÇÄÁ �(E)v|ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ Ó ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ 
 + 2, Á �(F ) | Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ 
 − 2.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,�(H)�(E)v = �(E)�(H)v + 2�(E)v = 
�(E)v + 2�(E)v = (
+ 2)�(E)v:�(H)�(F )v = �(F )�(H)v − 2�(F )v = (
− 2)�(F )v:2) ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë v Ï�ÅÒÁÔÏÒ �(E) × ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÕ-ÞÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. �ÁË ËÁË dim � <∞, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ×ÅËÔÏÒ v0 6= 0 ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: �(H)v0 = 
0v0, �(E)v0 = 0.38



3) ðÕÓÔØ vk = �(F )kv0. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ v0; v1; : : : ; vn 6= 0, vn+1 = 0.4) óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1) É 2) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÎÏ �ÏËÁ Ó 
0 ×ÍÅ-ÓÔÏ n, Ô. Å. �(H)vk = (
0 − 2k)vk.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ak ∈ C, ÞÔÏ�(E)vk = akvk−1: (1)ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï k. ðÒÉ k = 0 ÉÍÅÅÍ �(E)v0 = 0, Ô. Å. ÍÏÖÎÏ×ÚÑÔØ a0 = 0.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �(E)vk−1 = ak−1vk−2. �ÏÇÄÁ�(E)vk = �(E)�(F )vk−1 = �(F )�(E)vk−1 + �(H)vk−1 == ak−1�(F )vk−2 + (
0 − 2(k − 1))vk−1 == (ak−1 + (
0 − 2(k − 1))vk−1:éÔÁË, ak = ak−1 + 
0 − 2(k − 1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ak = [
0 − 2(k − 1)℄ + : : :+ 
0︸ ︷︷ ︸k ÞÌÅÎÏ× +a0;�ÒÉÞÅÍ a0 = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ak = 
0k − 2(1 + : : :+ (k − 1)) = 
0k − k(k − 1) = k(
0 − k + 1): (2)5) äÌÑ k = n + 1 ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ �(E)vn+1 == an+1vn. îÏ an+1 = 0, ÔÁË ËÁË vn+1 = 0. �Å�ÅÒØ ÉÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ(n+ 1)(
0 − n) = 0, ÏÔËÕÄÁ 
0 = n.÷ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1), 2), 3) ÄÏËÁÚÁÎÙ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.3. þÉÓÌÏ n Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
sl(2) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SU(2)|ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑëÁÖÄÏÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ SU(2) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ su(2) (ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ,ÓÍ. ÌÅË�ÉÀ 9), Á ÔÏÍÕ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ sl(2). ðÏÓÌÅÄÎÉÅÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÙ. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ su(2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÄÎÑÔÏ ÎÁ SU(2).úÁÄÁÞÁ 10.3. Á) åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ SL(2) × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔ×ÅÞÁÅÔÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ sl(2) ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ n.Â) ëÁÖÄÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ su(2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØ-ÎÙÍ Ë �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ SU(2) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. 39



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ SU(2) É su(2)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù SU(2) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÁ-ÀÔ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ÅÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SO(3)|ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ÷×ÉÄÕ ÎÁËÒÙÔÉÑ SU(2)→ SO(3) ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÀ SO(3) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ SU(2) × ÔÏÍÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑSO(3) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ SU(2). ÷ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÁÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ n �(−E) = (−1)n · id. �ÁËÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ Ó�ÕÓËÁÀÔÓÑ ÎÁ SO(3) ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SO(3) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ SU(2) ÞÅÔÎÏÇÏ ×ÅÓÁ.ìÅË�ÉÑ 11. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ÷ÌÁÄÅÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ SU(2), SO(3)É sl(2), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ìÁ-�ÌÁÓÁ.1. úÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ym;0Ym;0 ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÍÏÎÏÍÁÍ ×ÉÄÁ upupxl3== (x21 + x22)pxl3 (2p+ l=m). ðÕÓÔØ �1;2;3= �(x1;2;3)|ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÁÀ-ÝÉÅÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÓÆÅÒÕ. äÌÑ ÎÉÈ �21 + �22 == 1 − �23 , �ÏÜÔÏÍÕ Ym;0 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ �3: Ym;0(�1; �2; �3) == Pm(�3). Pm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄ (ÏÂÌÁÓÔØ ÉÚÍÅÎÅ-ÎÉÑ �3 ÎÁ ÓÆÅÒÅ): Z 1
−1 PmPn d�3 = 0, m 6= n. üÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Ym;0�ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ m ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ �Ï ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÒÅ, a �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÉÍÅ-ÅÔ ×ÉÄ sin � d� d' = −d�3 d' (× ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �3 = 
os �, ÓÍ. ÌÅË-�ÉÀ 6), É ÏÔ ' �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅ-ÖÁÎÄÒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ñ×ÎÏ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁ-ÌÉÚÁ�ÉÉ). ðÅÒ×ÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÔÁËÏ×Ù: P0 = 1, P1 = �3, P2 = 3�23 − 1.2. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉîÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ sl(2) (Á ÚÎÁÞÉÔ, É SU(2), É SO(3)) ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ (ÒÁ×ÎÏÊ 1 + ×ÅÓ).40



óÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Um ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(3).åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ × ÌÅË�ÉÉ 8 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ-ÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, É ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÒÁ×ÎÏÊ 2m+ 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ sl(2) ×ÅÓÁ 2m (ÌÅË�ÉÑ 10).óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ym;k ××ÅÄÅÎÙ × ÌÅË�ÉÉ 8 ËÁË ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ×ÅËÔÏÒÙ �ÏÄÇÒÕ��ÙG0 =
os' − sin'sin' 
os' 1⊂ SO(3)Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ zk, z = ei', × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Um. ìÅÇËÏ �Ï-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ H . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ym;k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ×ÅËÔÏÒÏÍ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÇÒÕ��ÙG̃0 = {(ei'=2 00 e−i'=2)} ⊂ SU(2), ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ G0 (ÚÁÄÁÞÁ 6.3). äÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ �Ï ' ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
(ei'=2 00 e−i'=2) v = eik'v (3)× ÔÏÞËÅ ' = 0, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÚÎÁÞÅÎÉÅÍ zk ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G̃0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ ×ÅÓÁ 2k ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ H . ÷×ÉÄÕ �ÒÏÓÔÏÔÙ Ó�ÅËÔÒÁ H × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl(2) ÆÕÎË�ÉÉ Ym;k Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÁ-ÀÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Um, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ× ÔÅÏÒÅÍÅ 10.1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ym;m ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ 2m, Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÏÍÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ × Um.÷ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (3) ÍÙ Ï�ÕÓÔÉÌÉ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏ-ÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. óÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÅÇÏ ××ÅÓÔÉ. ðÕÓÔØ �|ÓÆÅ-ÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ sl(2). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 10.1Ym;±k = �(E±)kYm;0 (4)(ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÕ Ym;±k, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÏÒÍÉÒÏ×-ËÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ).úÁÄÁÞÁ 11.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ SO(3) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R3 É ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ su(2) É sl(2). ÷ ÜÔÏÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ�(E+) = (x1 − ix2) ��x3 − x3( ��x1 − i ��x2):41



òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ R3 ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÌÅÄÏÍ:E ={( −x3 x1 + ix2x1 − ix2 x3 ) ∣∣∣∣ x1; x2; x3 ∈ R

}É ÂÁÚÉÓÏÍ E1 =(0 11 0) ; E2 =( 0 i
−i 0) ; E3 =(−1 00 1) ;ÔÁË ÞÔÏ E = {x1E1 + x2E2 + x3E3 | x1; x2; x3 ∈ R}:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U ∈ su(2)�(U) = 〈[U;X ℄; �X〉; (5)ÇÄÅ �X |ÇÒÁÄÉÅÎÔ �Ï x1, x2, x3, 〈·; ·〉|ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÁÓÓÏ-�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E1, E2, E3.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉ×ÕÀ u= u(t), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ u(0) = id, u′(0) = U . �ÏÇÄÁ�(U)f(X) = ddtf(X(t))t=0; ÇÄÅ X(t) = u(t)Xu(t)−1: (6)ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉddt = dx1dt ��x1 + dx2dt ��x2 + dx3dt ��x3 = 〈X ′(t); �X 〉:�Å�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÍ t = 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ X ′(0) = [U;X ℄, É ÕÂÅ-ÄÉÔØÓÑ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ (5).ðÏÓËÏÌØËÕ sl(2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ su(2) ÎÁÄ C, Á �ÒÁ×ÁÑÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5) ÌÉÎÅÊÎÁ �Ï U , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ U ∈ sl(2). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �(E+)ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ[E+; X ℄ =(−x1 + ix2 −2x30 x1 − ix2)= (x1 − ix2)E3 − x3(E1 − iE2):ïÔÓÀÄÁ É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �(E+).3. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ym;±kðÕÓÔØ Ỹm;±k|ÌÀÂÏÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ Ym;±k × C(R3). ÷×ÉÄÕ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞ-ÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ S = S2 Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ SO(3),�(E+)Ym;±k = (�(E+)Ỹm;±k)∣∣S :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ Ỹm;0 = Pm(x3) (ÜÔÏ ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ �ÏÌÉ-ÎÏÍ, �ÏÜÔÏÍÕ Pm(x3) =∈Hm). 42



íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ Ỹm;±k = �(E±)kỸm;0 (ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÕÓÌÏ-×ÉÅ (4) ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÌÀÄÅÎÏ).éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 11.1, ÎÁÊÄÅÍ Ỹm;1=�(E+)Pm(x3)=(x1−ix2)P ′m(x3).ëÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Ỹm;2 = �(E+)Ỹm;1, ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ
( ��x1 − i ��x2)(x1 − ix2) = 0;�ÏÜÔÏÍÕ É ( ��x1 − i ��x2)((x1 − ix2)P ′m(x3)) = 0;ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎ (x1 − ix2) ��x3 Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �(E+) ×ÎÅÓÅÔ Ó×ÏÊ ×ËÌÁÄ,É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ỹm;2 = (x1 − ix2)P ′′m(x3):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ỹm;±k = (x1 ∓ ix2)kP (k)m (x3):ïÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ, ÉÍÅÅÍ:Ym;±k = (�1 ∓ �2)kP (k)m (�3):ìÅË�ÉÑ 12. áÔÏÍ ×ÏÄÏÒÏÄÁ. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑÓÉÓÔÅÍÁ íÅÎÄÅÌÅÅ×Á1. óÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁäÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ × �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ �ÏÌÅ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(
− ~22��+ V (r)) =E ;ÇÄÅ ~ | �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ðÌÁÎËÁ, �| ÍÁÓÓÁ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ, E | ÅÇÏ ÜÎÅÒÇÉÑ, |×ÏÌÎÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ, V = V (r) | �ÏÔÅÎ�É-ÁÌ. ï�ÅÒÁÔÏÒ � ××ÅÄÅÎ × ÌÅË�ÉÉ 8 É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ìÁ�ÌÁÓÁ.õÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ Ó ÜÎÅÒÇÉÅÊ E. äÌÑ ËÕÌÏÎÏ×Á�ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ V (r) =−e2r ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ e (ÒÁ×ÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÕ ÜÌÅËÔÒÏ-ÎÁ)
− ~22�� = (E + e2r ) : (1)ðÏÔÅÎ�ÉÁÌ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÆÅÒÉ-ÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. 43



úÁÄÁÞÁ 12.1. ÷ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ1r �2�r2 (r ) + 1r2�';� =−2�
~2 (E + e2r2) ; (2)ÇÄÅ �';� = 1sin � ��� sin � ��� + 1sin2 � �2�'2(�ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ� Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ).2. òÁÚÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈðÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ S2 ('; �; r) =∑m;l Fm;l(r)Ym;l('; �);ÇÄÅ Ym;l|ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ (2) Ë ×ÉÄÕHr +�';� = 0;ÇÄÅ Hr = r �2�r2 (r ) + 2�r2

~2 (E + e2r ) :ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÀÄÁ ÒÑÄ ÄÌÑ  :
∑m;l (HrFm;l(r))Ym;l +∑m;l Fm;l(r)�';�Ym;l = 0:ìÅÍÍÁ 12.1. �';�Ym;l =−m(m+ 1)Ym;l.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ �ÏÓ×ÑÝÅÎ �ÕÎËÔ 3 ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
∑(HrFm;l(r))Ym;l =∑m(m+ 1)Fm;l(r)Ym;l;ÏÔËÕÄÁ HrFm;l =m(m+ 1)Fm;l. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Fm;l Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ r2 �2�r2 (rF ) + 2�r2

~2 (E + e2r )F =m(m+ 1)F (3)(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ l ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, Ô. Å. F ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ l).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÅÚ×ÓÑËÏÇÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÓËÁÚÁ×: �ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ (2) × ×ÉÄÅ  ('; �; r) = F (r)Y ('; �)�. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ S2 ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÅÍÍÏÊ 12.1 �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.44



3. ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉîÉÖÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 12.2. îÁÊÄÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ H1, H2 É H3 × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏH21 +H22 +H23 =�';�:ïÔ×ÅÔ. H1 =−
(sin' ��� + 
tg � 
os' ��');H2 =−

(
os' ��� − 
tg � sin' ��'); H3 = ��' :õËÁÚÁÎÉÑ. 1) ðÕÓÔØ �|ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ(�(H1)f)(x) = ddtf(uXu−1)t=0 = ('′(0) ��' + �′(0) ��� )f(X);ÇÄÅ u(t) ∈ SU(2), u(0) = 1, u′1(0) = H1, X = X('; �) ∈ S ⊆ E, X(t) == u(t)Xu(t)−1 =X('(t); �(t)).2) óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ É Å×ËÌÉÄÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ X Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍx1 = sin � 
os', x2 = sin � sin', x3 = 
os �. ïÔÓÀÄÁx′1 = 
os � 
os' · �′ − sin � sin' · '′;x′2 = 
os � sin' · �′ + sin � 
os' · '′;x′3 =− sin � · �′:3) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, x′i (i = 1; 2; 3)| ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ X ËÁË ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E: X = x1E1 + x2E2 + x3E3. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀX ′(0) = (u(t)Xu(t)−1)′t=0 = [H1; X ℄ == [ 12iE1; x1E1 + x2E2 + x3E3]=−x2E3 + x3E2:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x′1(0) = 0, x′2(0) = x3 = 
os �, x′3(0) =−x2 =− sin � sin'.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÇÒÕ��Õ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÍÅÖÄÕ x′i, i == 1; 2; 3, É '′, �′), ×ÙÒÁÚÉÍ '′(0), �′(0) ÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ ' É �.úÁÄÁÞÁ 12.3. ÷ ÌÀÂÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ H21 +H22 +H23 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔÓ E1, E2 É E3.õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ H1;2;3 É E1;2;3 (ÌÅË-�ÉÑ 10) É ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ [E1; E2℄ = 2iE3, [E2; E3℄ = 2iE1,[E3; E1℄ = 2iE2.úÁÄÁÞÁ 12.4. �';� ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ.45



òÅÛÅÎÉÅ 1. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 12.1. ï�ÅÒÁÔÏÒ � ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(3), Á �';� ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ � ÎÁ S2.òÅÛÅÎÉÅ 2. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 12.2, 12.3 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 9.2.úÁÄÁÞÁ 12.5. E21 +E22 +E23 = E−E+ + 2H +H2.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.1. �';� =−14 (E−E+ + 2H +H2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 12.1. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �';�∣∣Um == −m(m + 1) · id. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 12.4, �';� ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÓËÁÌÑÒÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏÏÄÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ Ym;m. üÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅËÔÏÒ, Ô. Å. E+Ym;m = 0.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 12.1:�';�Ym;m =−14(2H +H2)Ym;m:îÏ HYm;m = 2mYm;m, �ÏÜÔÏÍÕ �';�Ym;m =−m(m+ 1).4. òÁÄÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ�ÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3). �ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. åÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ|ÏÂÌÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÇÏÔÏ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, æÅÊ-ÎÍÁÎÏ×ÓËÉÅ ÌÅË�ÉÉ �Ï ÆÉÚÉËÅ, ÔÏÍ 9).ìÅÍÍÁ 12.2. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3) ÉÍÅÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅ-ÎÉÊ Fn, n>m+ 1, ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, �ÒÉÞÅÍ ÒÅÛÅÎÉÀ FnÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÎÅÒÇÉÉEn =−�e42~ · 1n2 : (ÆÏÒÍÕÌÁ î. âÏÒÁ)äÌÑ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ ÑÄÒÁ z × ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ×ÏÛÌÏ ÂÙ z2. ïÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÎÅÒÇÉÉ ×ÙÚ×ÁÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ V (r) ÒÁ×ÅÎ 0 ÎÁ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÜÎÅÒÇÉÑ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. õÂÙ-×ÁÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅËÔÒÏÎÕ (Ô. Å. ÜÌÅË-ÔÒÏÎÕ ÁÔÏÍÁ).îÏÍÅÒ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍÞÉÓÌÏÍ.5. ÷ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁÉ ÄÌÉÎÁ �ÅÒÉÏÄÏ× ÔÁÂÌÉ�Ù íÅÎÄÅÌÅÅ×ÁðÏ ÌÅÍÍÅ 12.2 ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ, ÏÔ×Å-ÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ En, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ FnJm;e, ÇÄÅ m< n. äÌÑÄÁÎÎÏÇÏ m ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁ×ÎÏ dimUm = 2m+ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (×Ù-46



ÒÏÖÄÅÎÉÅ ÕÒÏ×ÎÑ ÜÎÅÒÇÉÉ En, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ ÆÉÚÉËÉ) ÒÁ×ÎÁn−1∑m=0(2m+ 1) = n2:ó ÕÞÅÔÏÍ Ó�ÉÎÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ 2n2 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ.äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÁ �ÅÒ×ÙÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ ÜÎÅÒÇÉÉ ÉÍÅÅÍn= 1; 2; 3; 4; : : :2n2 = 2; 8; 18; 32; : : :üÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ �ÅÒÉÏÄÏ× ÔÁÂÌÉ�Ù íÅÎÄÅÌÅÅ×Á. ïÎÏ É ÎÅ ÕÄÉ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÎÅÛÎÅÊÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ, Á 2n2|ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÜÌÅË-ÔÒÏÎÏ× × ÏÂÏÌÏÞËÅ ÕÒÏ×ÎÑ En.ïÄÎÁËÏ, × ÔÁÂÌÉ�Å íÅÎÄÅÌÅÅ×Á ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Á �ÅÒÉÏÄÁ ÄÌÉÎÙ 8|×ÔÏ-ÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ|É Ä×Á ÄÌÉÎÙ 18. ïÂßÑÓÎÉÍ ÜÔÏ.6. úÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅËéÔÁË, ËÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔn2 ÆÕÎË�ÉÊ Ym;l Ó m < n. æÉÚÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ m ÁÚÉÍÕÔÁÌØÎÙÍ Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÉÌÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÏÌÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. óÏÓÔÏÑ-ÎÉÑ Ó m = 0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ s-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Ó m = 1 | p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ,Ó m = 2| d-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Ó m = 3| f -ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É Ô. Ä. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ 2p|ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ó n = 2 É m = 1. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, s-ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÑ �ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉ ×ÙÇÏÄÎÅÅ� p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÁË ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ-ÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÂÌÉÚÉ ÑÄÒÁ Õ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2, ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÎÙÊ ÉÚ�æÅÊÎÍÁÎÏ×ÓËÉÈ ÌÅË�ÉÊ �Ï ÆÉÚÉËÅ�). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, p ×ÙÇÏÄÎÅÅ d, É ÔÁËÄÁÌÅÅ.
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üÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÅÒ×ÙÈ 30 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×(ÞÉÓÌÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÏ× × ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ)Z üÌÅÍÅÎÔ W, üÌÅËÔÒÏÎÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÜ÷ 1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p 4d 4f1 H ×ÏÄÏÒÏÄ 13,6 12 He ÇÅÌÉÊ 24,6 2 ÉÎÅÒÔÎÙÊ ÇÁÚ3 Li ÌÉÔÉÊ 5,4 1 ÝÅÌÏÞÎÏÊ ÍÅÔÁÌÌ4 Be ÂÅÒÉÌÌÉÊ 9,3 25 B ÂÏÒ 8,3 2 16 C ÕÇÌÅÒÏÄ 11,3 úÁ�ÏÌÎÅÎÙ(2
) 2 27 N ÁÚÏÔ 14,5 2 38 O ËÉÓÌÏÒÏÄ 13,6 2 49 F ÆÔÏÒ 17,4 2 510 Ne ÎÅÏÎ 21,6 2 6 ÉÎÅÒÔÎÙÊ ÇÁÚ11 Na ÎÁÔÒÉÊ 5,1 1 ÝÅÌÏÞÎÏÊ ÍÅÔÁÌÌ12 Mg ÍÁÇÎÉÊ 7,6 213 Al ÁÌÀÍÉÎÉÊ 6,0 2 114 Si ËÒÅÍÎÉÊ 8,1 úÁ�ÏÌÎÅÎÙ(2
)

úÁ�ÏÌÎÅÎÙ(8
) 2 215 P ÆÏÓÆÏÒ 10,5 2 316 S ÓÅÒÁ 10,4 2 417 Cl ÈÌÏÒ 13,0 2 518 Ar ÁÒÇÏÎ 15,8 2 6 ÉÎÅÒÔÎÙÊ ÇÁÚ19 K ËÁÌÉÊ 4,3 1 ÝÅÌÏÞÎÏÊ ÍÅÔÁÌÌ20 Ca ËÁÌØ�ÉÊ 6,1 221 S
 ÓËÁÎÄÉÊ 6,5 1 222 Ti ÔÉÔÁÎ 6,8 2 223 V ×ÁÎÁÄÉÊ 6,7 úÁ�ÏÌÎÅÎÙ(2

)
úÁ�ÏÌÎÅÎÙ(8
)

úÁ�ÏÌÎÅÎÙ(8
) 3 224 Cr ÈÒÏÍ 6,8 5 125 Mn ÍÁÒÇÁÎÅ� 7,4 5 226 Fe ÖÅÌÅÚÏ 7,9 6 227 Co ËÏÂÁÌØÔ 7,9 7 2} ÇÒÕ��Á ÖÅÌÅÚÁ28 Ni ÎÉËÅÌØ 7,6 8 229 Cu ÍÅÄØ 7,7 10 130 Zn �ÉÎË 9,4 10 248



ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÒÏÓÔÏÍ ÁÔÏÍÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ s-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÚÁ-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÒÁÎØÛÅ d-ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, É ÔÁËÄÁÌÅÅ.åÓÌÉ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÍÅÖÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÍ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÉÌÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØÅÇÏ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÊ, ÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÏÄÎÏÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÇÏ ÁÔÏÍÁ ÄÏ ËÁ-ËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÁÔÏÍÏ×. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÞÁÌÏ ÔÁÂÌÉ�Ù íÅÎÄÅÌÅÅ×Á (ÓÍ. ÔÁÂÌÉ�Õ ÎÁ Ó. 48, ÔÁËÖÅ ÚÁ-ÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÎÕÀ ÉÚ æÅÊÎÍÁÎÏ×ÓËÉÈ ÌÅË�ÉÊ).ðÅÒ×ÙÊ �ÅÒÉÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2, ÔÁË ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅ-ÓËÉ ×ÙÇÏÄÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ 1s ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ 2 ÜÌÅËÔÒÏÎÁÍÉ. ÷ÔÏÒÏÊ �ÅÒÉÏÄ× ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÙÍ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 8.óÌÅÄÕÀÝÉÊ, ÔÒÅÔÉÊ �ÅÒÉÏÄ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ 18. ïÄÎÁ-ËÏ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ 3d É 4s ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÌÉÚËÏ, ÞÔÏ4s ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉ ×ÙÇÏÄÎÅÅ, ÞÅÍ 3d, É ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁÎØ-ÛÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÎÁ ×ÒÅÍÑ �ÒÅÒÙ×ÁÅÔÓÑ, É ×ÓÅ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË, ËÁË ÂÕÄÔÏ ÔÒÅÔÉÊ �ÅÒÉÏÄ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 8, Á ÚÁÔÅÍÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ É ÔÒÅÔØÅÍ �ÅÒÉÏÄÁÈ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ×ÎÅÛÎÉÈ ÏÂÏÌÏÞÅË �Ï×ÔÏ-ÒÑÅÔÓÑ ÂÕË×ÁÌØÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ �ÅÒÉÏÄÏ×ÉÄÅÎÔÉÞÎÙ �Ï ÈÉÍÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ É �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÚÁËÏÎ íÅÎÄÅÌÅÅ-×Á ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌØÎÏ (�ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÅÝÅÓÔ×Á ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÁÔÏÍÎÏÇÏ ×ÅÓÁ�).íÙ ÕËÁÚÁÌÉ × ÔÁÂÌÉ�Å ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÅ 12 ÉÚ 18 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ�ÅÒÉÏÄÁ. äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞËÉ 3d É 4s ÚÁ�ÏÌÎÅÎÙ (ËÁË Õ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ× ÔÁÂÌÉ�Å ÜÌÅÍÅÎÔÁ|�ÉÎËÁ) É �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ 4p, ÞÔÏÉ ÄÁÅÔ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ 6 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÏÂßÑÓÎÑÀÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ×ÅÓÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ su(2) (s; p; d; : : :).
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ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. úÁÄÁÞÉ Ë ËÕÒÓÕ �÷×ÅÄÅÎÉÅ× ÔÅÏÒÉÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ� (ó.á. ìÏËÔÅ×)óÅÍÉÎÁÒ 1úÁÄÁÞÁ 1. úÁÄÁÀÔ ÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù '(n), n ∈ Z �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊÇÒÕ��Ù Z:a) '(n) =(an 00 bn); b) '(n) =(an 00 bn); 
) '(n) =(1 an0 1 );d) '(n) =(1 an0 1 ); e) '(n) =( 
os(n�) sin(n�)
− sin(n�) 
os(n�))?ÇÄÅ a; b; � ∈ R.úÁÄÁÞÁ 2. äÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ É Ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÆÁËÔÏÒ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÔÉ ×ÓÅ 1-ÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù

Z=nZa) ÎÁÄ R; b) ÎÁÄ C; 
)∗ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ Fq.úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ G|ÇÒÕ��Á. þÅÒÅÚ k[G℄ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G. ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ '(g) × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å k[G℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G?a) ('(g)f)(x) = f(g · x); b) ('(g)f)(x) = f(x · g);
) ('(g)f)(x) = f(g−1 · x); d) ('(g)f)(x) = f(x · g−1)ÇÄÅ f ∈ k[G℄, x ∈G.úÁÄÁÞÁ 6. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù (ÇÒÕ�-�Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË) Sn × Rn ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ'(�)((x1; : : : ; xn)) = (x�(1); : : : ; x�(n));ÇÄÅ � ∈ Sn.a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (x1; : : : ; xn), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x1 + : : :+ xn == 0, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.b)∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.
) îÁÊÄÉÔÅ ÄÒÕÇÉÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÔÏÇÏ ÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 7∗.a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× X , Y , ÞÔÏ [X;Y ℄ = id.b) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÎÁÄ Fq . 50



óÅÍÉÎÁÒ 2úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k.ï�ÅÒÁÔÏÒ P : V → V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏU ⊂ V , ÅÓÌÉ Im (P ) = U É P |U = id.úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P 2 = P .�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ � : G→ End(V ) ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��ÙG. ðÕÓÔØ U ⊂ V |ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, P : V → V |�ÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ U .ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒPG = 1
|G|

∑g∈G�(g−1) ◦ P ◦ �(g):úÁÄÁÞÁ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ PG Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ U .úÁÄÁÞÁ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ PG|ÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��ÙG: V ∼=U⊕Ker (PG).úÁÄÁÞÁ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 
har(k) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ |G|, ÔÏ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.úÁÄÁÞÁ 5∗. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù
Z=qZ ÎÁÄ Fq . óÅÍÉÎÁÒ 3äÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M ⊂ R3 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ O(M) ÇÒÕ��Õ Ä×ÉÖÅ-ÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ M , Á ÞÅÒÅÚ SO(M) ⊂ O(M) | ÅÅ�ÏÄÇÒÕ��Õ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å.�ÒÏÊËÁ F ⊃ E ⊃ V , ÇÄÅ F | ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M , E | ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÅÓÑ × ÎÅÊ ÒÅÂÒÏ, Á V |ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × ÎÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÆÌÁÇÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M . íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ,ÅÓÌÉ O(M) ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÅÇÏ ÆÌÁÇÁÈ.úÁÄÁÞÁ 0∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ-ÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ Ó�ÉÓËÅ:ÔÅÔÒÁÜÄÒ (T ), ËÕÂ (C), ÏËÔÁÜÄÒ (O), ÉËÏÓÁÜÄÒ (I), ÄÏÄÅËÁÜÄÒ (D).úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁM�ÏÒÑÄÏË |O(M)| ÇÒÕ��Ù O(M) ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÆÌÁÇÏ× ÎÁ M É |SO(M)| == |O(M)|=2.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SO(T )∼=A4 É O(T )∼= S4.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SO(C) ∼= SO(O) ∼= S4 É O(C) ∼= O(O) ∼=
∼= S4 × Z=2Z.úÁÄÁÞÁ 4∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SO(I) ∼= SO(D) ∼= A5 É O(I) ∼= O(D) ∼=
∼=A5 × Z=2Z. 51



úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁM ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ�� O(M) É SO(M) Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.úÁÄÁÞÁ 6. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ:a) S4 Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ËÕÂÁ;b) A4 ⊂ S4 Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ËÕÂÁ?óÅÍÉÎÁÒ 4ðÕÓÔØ G| ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ÞÅÒÅÚ Reg ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÌÅ×ÏÅ ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙÆg ∈Reg ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Æg(h) ={1; ÅÓÌÉ g = h;0; ÅÓÌÉ g 6= h:úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {Æg}g∈G ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ × Reg.úÁ�ÉÛÉÔÅ ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù G × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.äÌÑ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ V1, V2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ HomG(V1; V2) ÌÉÎÅÊ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ V1 × V2.úÁÄÁÞÁ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×HomG(Reg; V )∼= V;�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Æe.ðÕÓÔØ AutG(V ) = HomG(V; V ). ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑk = C É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÍÙ ÉÍÅÅÍ AutG(V ) = C.úÁÄÁÞÁ 3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 
har(k) ÎÅ ÄÅÌÉÔ |G|. ðÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V × Reg ÒÁ×ÎÁdimV= dimAutG(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
|G|= ∑T∈ bG (dimT )2dimAutG(T ) :äÌÑ k ∈ Z Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ 2-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �k ÇÒÕ��Ù Z=nZ ×ÒÁ-ÝÅÎÉÑÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �k(l) = 
os 2�kln sin 2�kln

− sin 2�kln 
os 2�kln 
ÄÌÑ i ∈ Z=nZ.úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á AutG(�k)52



úÁÄÁÞÁ 5. òÁÚÌÏÖÉÔÅ �k ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ÎÁÊÄÉÔÅÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �k ∼= �k′a) ÎÁÄ C; b) ÎÁÄ R.úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù Z=nZÎÁÄ R Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.úÁÄÁÞÁ 7∗. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù Z=3ZÎÁÄ F5 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.óÅÍÉÎÁÒ 5úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (ÌÅ×ÏÇÏ ÉÌÉ�ÒÁ×ÏÇÏ). òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÅÝÅ ÒÁÚÔÅÏÒÅÍÕ âÅÒÎÓÁÊÄÁ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ÄÉÜÄÒÁ Dn �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ s É ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÅÍ T , ÔÁË ÞÔÏ sn = T 2 = e, TsT = s−1.ðÕÓÔØ k ∈ Z. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ 2-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �k ÇÒÕ��Ù Dn ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�k(s) = 
os 2�kn sin 2�kn
− sin 2�kn 
os 2�kn 

 ; �k(T ) =(1 00 −1) :úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �k ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏÈÁÒÁËÔÅÒ.úÁÄÁÞÁ 3. òÁÚÌÏÖÉÔÅ �k ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑa) ÎÁÄ C; b) ÎÁÄ R.úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ �k ∼= �k′a) ÎÁÄ C; b) ÎÁÄ R.úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù Dna) ÎÁÄ C; b) ÎÁÄ R.úÁÄÁÞÁ 6. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù Dn.óÅÍÉÎÁÒ 6ðÕÓÔØ [G;G℄ | �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù G, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ×ÓÅÍÉ ËÏÍÍÕÔÁ-ÔÏÒÁÍÉ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ aba−1b−1 ÄÌÑ a; b ∈G).úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [G;G℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ�-�ÏÊ, ÆÁËÔÏÒ G=[G;G℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ É ×ÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��ÙG=[G;G℄.úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕ��:a) Sn; b) A4; 
)∗An. 53



úÁÄÁÞÁ 3. ï�ÉÛÉÔÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÇÒÕ��:a) Sn; b) A4; 
)∗An.éÔÁË, ÍÙ ÚÎÁÅÍ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù A4(Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ), É ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ S4, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ(Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÒÁ-ÝÅÎÉÑÍÉ ËÕÂÁ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ).úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÈÁÒÁËÔÅÒ ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù S4.úÁÄÁÞÁ 5∗. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 6. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ùa) A4; b)∗ S4ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.óÅÍÉÎÁÒ 7ðÕÓÔØ H | ÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ i, j É " (�ÏÓÌÅÄÎÉÊÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ �−1�), ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ "i= i", "j = j", i2 = j2 = ", ij = "ji.úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ |H | É [H;H ℄.úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊÇÒÕ��Ù H .úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ�-�Ù H .úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÈÁÒÁËÔÅÒ ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù H .úÁÄÁÞÁ 5∗. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 6. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù H ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ.ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��ðÕÓÔØ G| ÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ � É �, ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ�5 = 1, �4 = 1, ���−1 = �2.úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ |G|, [G;G℄ É ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G.úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G.úÁÄÁÞÁ 3. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÇÒÕ��Ù G. 54



óÅÍÉÎÁÒ 8ðÕÓÔØ V |×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× P (x; y) ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ x É y. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : GL2(C)→ End(V ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ T ((a b
 d))P (x; y) = P (ax+ 
y; bx+ dy):ðÕÓÔØ Vn ⊂ V |�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n.úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù GL2(C)× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Vn, n> 0 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉ-ÑÍÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Vn.ðÕÓÔØ H ⊂GL2(C)|�ÏÄÇÒÕ��Á ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ (z 00 z−1) ÄÌÑ |z|= 1.úÁÄÁÞÁ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ∼= S1 É ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ Vn ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 3. ëÏÇÄÁ Vn × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍÇÒÕ��Ù SO3 = SU2=±1?úÁÄÁÞÁ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Vn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉ-ÅÍ ÇÒÕ��Ù GL2(C), Á ÔÁËÖÅ ÇÒÕ��Ù SU2 ⊂GL2(C).úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Vn.úÁÄÁÞÁ 6∗. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×, ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑa) V1 ⊗ V1; b) V1 ⊗ V2; 
) V1 ⊗ Vn; d) V2 ⊗ Vn; e) Vm ⊗ VnÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù SU2 (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ×ÉÄÁ Vi). óÅÍÉÎÁÒ 9úÁÄÁÞÁ 1. ïÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÇÒÕ��Õ ìÉ?åÓÌÉ ÄÁ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ:a) ×ÅÒÈÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù; b) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù; 
) ×ÅÒÈÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ; d) ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ ( ? ?? 0 ); e) ÏÂÒÁÔÉÍÙÅÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ ( ? ?0 ? ).úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÇÒÕ��Ù a) On ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ×; b) Un ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×;
) O(B) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀÆÏÒÍÕ B;d) U(E) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏ×ÕÆÏÒÍÕ E . 55



úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÇÒÕ��Ù a) SLn Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1; b) SOn É SUn|ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ É ÕÎÉ-ÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1.úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2.úÁÄÁÞÁ 5∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ so3(C)∼= sl2(C) ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙìÉ. óÅÍÉÎÁÒ 10ðÕÓÔØ �|�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl2. ï�ÅÒÁÔÏÒK� = �(E)�(F ) + �(F )�(E) + �(H)2=2ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ëÁÚÉÍÉÒÁ.úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K� ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ sl2.úÁÄÁÞÁ 2.a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏK�|ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ.b)∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ, ÔÏ K� ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ K�, ËÏÇÄÁ �|ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 4. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ K� ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙìÉ su2.úÁÄÁÞÁ 5∗. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ �ÏÄÇÒÕ�� × GL6(C) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÉÑ), ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÇÒÕ��Å a) SO3; b) SU2 ?óÅÍÉÎÁÒ 11úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ
sl2 × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÁÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀÇÒÕ��Ù SL2.úÁÄÁÞÁ 2. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÚÁ�ÉÛÉÔÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ëÁÚÉÍÉ-ÒÁ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ:a) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù su2 ⊂ gl2 × �ÏÌÉÎÏÍÁÈ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ;b) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù su2 ∼= so3 ⊂ gl3 × �ÏÌÉÎÏÍÁÈ ÏÔ ÔÒÅÈ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ.úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× H1, H2 É H3 ÁÌÇÅÂÒÙ su2× ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (ÓÍ. ÕËÁÚÁÎÉÑ × ÌÅË�ÉÉ 12).úÁÄÁÞÁ 4. úÁ�ÉÛÉÔÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ëÁÚÉÍÉÒÁ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ su2 É ÓÒÁ×ÎÉÔÅ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ Ó ÒÁÄÉÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ.56



úÁÄÁÞÁ 5∗. ëÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÊ? ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g|ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å g, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ad É ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÆÏÒÍÕÌÏÊ: (adx)y = [x; y℄, x; y ∈ g.úÁÄÁÞÁ 1. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ gl2(C).úÁÄÁÞÁ 2. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ gl2(C) ÎÁÊÄÉÔÅa) ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ; b) ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÅÓÏ× m É n ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ
sl2(C).
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